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RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar e demonstrar propriedades
de uma teoria aprofundada envolvendo anéis e grupos, chamada
anéis de grupo. Para desenvolver essa teoria, foi necessario estudar
em dois capitulos as defini¢Ges, propriedades e exemplos de anéis
e de grupos e entao utilizar essa premissa para demonstrar no
terceiro capitulo as proposi¢oes abordando o tema principal. Além
disso, vamos estudar o problema do isomorfismo de anéis de grupo,
famoso problema que ainda nao foi solucionado completamente.

Palavras-chaves: Anel. Grupo. Anel de grupo. Isomorfismos.






ABSTRACT

The goal of this work is to show and to prove properties of a deeper
theory about groups and rings, known as group ring. To develop
this theory, it was necessary to study some definitions, properties
and examples of ring and groups, and it was made in two chapters.
It was used to prove the propositions about the main theme on
the third chapter. We also briefly study the isomorphism problem
of group rings, a famous problem that has no solution yet.

Keywords: Ring. Group. Group ring. Isomorphisms.
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1 INTRODUCAO

O contetido do presente trabalho esta relacionado & alge-
bra abstrata, abordando a teoria de anéis e teoria de grupos para
ter como objetivo, o estudo de anéis de grupo. O objetivo geral
desse trabalho é mostrar que é possivel construir um anel a partir
de um anel e de um grupo e também, provar que se dois anéis
e dois grupos sao isomorfos respectivamente, entao os anéis de
grupo também serao.

No Capitulo 2, estd definido o que é um anel. Ali, estao
exemplificados os conjuntos ja conhecidos e vistos na educacao
bésica, que sao os conjuntos numeéricos. Provadas as suas estrutu-
ras sob as operagoes de soma e produto, pode-se concluir que sao
anéis, anéis comutativos, com unidade e sem divisores de zero,
ou até mesmo ser um corpo. Contudo, também estdo provadas
algumas proposicoes e teoremas que sao de extrema importancia
nessa teoria. E um capitulo longo porém bastante objetivo, pois
para compreender a definigdo de anel de grupo, é requisitado um
conhecimento aprofundado sobre anel.

2,

No Capitulo 3, esta definido o que é um grupo. Assim
como no segundo, estao provadas algumas proposi¢oes importan-
tes. Para uma melhor visualizacao da validade de tais proposigoes
presentes no capitulo, mostra-se exemplos, como o grupo linear
ou o importante grupo de fungoes bijetoras.

2,

O estudo de anéis e de grupos é imprescindivel para o
aprimoramento e conhecimento das propriedades algébricas que
serao necesséarias no Capitulo 4, no qual sao apresentadas demons-
tragoes de importantes resultados acerca de anéis de grupo.

Pelo fato deste assunto ser pouco conhecido dentre os ma-
tematicos e estudantes/amadores dela, ndo ha um grande ntmero
de trabalhos sobre anéis de grupo em portugués. Portanto, uma
das motivagoes para a producgao deste trabalho é que estudan-
tes brasileiros possam pesquisar sobre o assunto e encontrar um

material completo com demonstracoes objetivas e detalhadas em
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seu idioma. Em meio a tudo isso, esta obra oferece ao leitor a
capacidade de desenvolver novas habilidades e conhecimentos no
ambito da algebra. E uma oportunidade para quem o 1&, obter
um aprego por anéis de grupo.



2 ANEIS

2.1 ANEIS

Definicao 2.1. Seja A um conjunto nao vazio com duas opera-
goes:

+:AxA — A
(a,b) — a+b,

T AXxA — A
(a,b) — a-b.
Entao, (A4, +,-) é anel se, V a,b,c € A, valem as seguintes propri-

edades:

1. Associatividade na soma:
(a+b)+c=a+ (b+c);

2. Comutatividade na soma:
a+b=b+a

3. Existéncia do elemento neutro:
d0€AdA:a4+0=a=0+4aq;

4. Existéncia do elemento oposto:
VaeAdbeA:a+b=0=b+a;

5. Associatividade do produto:
(@a-b)-c=a-(b-c);

6. Propriedade distributiva:

a-(b+c)=a-b+a-c,
(a+b)-c=a-c+b-c.
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Exemplo 2.1.1. Z é anel.

Para provar que Z é anel, deve-se mostrar que valem para o con-
junto, as 6 propriedades de anel.

Pela definicao formal do conjunto Z, foge ao ascopo deste traba-
lho provar que valem as propriedades 1, 2, 5 e 6.

Mas se faz necessario provar a existéncia de elemento oposto e
elemento neutro.

Sobre a existéncia do elemento neutro (3), pode-se admitir que
seja o nimero zero, pois paracada a € Z, a+0=a=0+a e
0e€Zz.

Sobre a existéncia do elementro oposto (4), pode-se admitir que
o elemento oposto de a € Z é —a € Z, pois para todo a € Z,
a+(—a)=0=(—a)+a.

Portanto, como sao validas todas as propriedades, conclui-se que
Z é anel.

O conjunto N nao é anel pois, embora 0 € N seja um
elemento neutro para a soma, para qualquer a € N nao nulo, nao
existe um elemento b € N tal que a + b = 0. P54888999 |, .ortanto
apenas a (4) nao ¢ satisfeita. Caso zero nao fosse considerado um
numero natural, além de nao existir elemento oposto também nao
existiria um elemento neutro e € N tal que a + e = a. Assim, (3)
e (4) nao seriam satisfeitas.

Exemplo 2.1.2. O conjunto Q é anel.
Seja Q = {% ca€Z,beZ,b+# O} sob as operagoes
+:Q0xQ — Q

(50 — “

4xe = ¢
(B’E) b

Para provar que Q é anel, devem ser satisfeitas as seguintes pro-

priedades com 7 g, % Q:

Q
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1. Associatividade na soma:
v TF T T T
(ad + cb) f + e(bd)
(bd) f
(adf + cbf) + ebd
bdf
adf + (bef + bed)
o(df)
a(df) + b(cf + ed)
b(df)
cf +ed
df

(a 2) e ad+cb e

e o

2. Comutatividade na soma:

E_ad—i—cb cb + ad _c
d  bd db d

+ -

Salls

a
b

3. Existéncia do elemento neutro:

Provar-se-a que 1 € Q ¢é o elemento neutro:

(@) g+9_a-1+0'b_a+0_g

b 1 b1 b b
(i) 9+g_0-b+a-1_0+a_g
Ity T T 1y e b

4. Existéncia do elemento oposto:

a , —a
Provar-se-a que o elemento oposto de — é — € Q:

b
. a —a\ ab+(—a)b ab+(—ab) 0
Q b+<b>_ A E S T
. —a a_(-a)b+ab (—ab)+ab _ 0
W><b>+b_ Wb p
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5. Associatividade do produto:

95 -
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o

S
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—~]—~
. Sle .
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T ele
o .

— | O

—
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~—

o
gy

e o o
~
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|
~—

6. Propriedade distributiva:

d f

La c e a cf +ed
(”b'< )Z b
a(cf + ed)
b(df)
acf + aed
bdf
acbf 4 aebd

bdbf
CLC ae

vd T bf
+

%\m

@,
b d b
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L/a ¢\ e ad+cb\ e
i (5+9)-5 = (“5) 7
(ad 4+ cb)e
(bd) f
ade + cbe
bdf
aedf + cebf
bfdf

ae , co
bf  df

a e ¢
b f o d

|

Logo, conclui-se que Q também é anel.

Observagao 1. R é anel.

Foge ao escopo deste trabalho provar que R, o conjunto dos ni-
meros reais, € um anel.

Porém, seu elemento neutro é o zero e o elemento oposto de a € R
é —a € R, pois para qualquer a € R, a + (—a) =0 = (—a) +a.

Exemplo 2.1.3. Seja A = F(R) o conjunto de todas as fungoes
f:R—Re f,g,h €A F(R) é anel com as seguintes operagoes:

+:AxA — A

(f.9) — f+yg

no qual (f +g)(z) = f(z) +g(z),Vz €Re
GAXA — A

(f.9) — [f-g

no qual (f-g)(z) = f(z) - g(z),V z € R.
Para que F(R) seja anel, devem ser satisfeitas as seguintes pro-
priedades com x € R:
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. Associatividade na soma:

(f+9)+h)@) = (F+9)(x)+h(x)

. Comutatividade na somas:

(f +9)(x) = f(z) +9(z) = 9(z) + f(z) = (9 + f) ().

. Existéncia do elemento neutro:

O elemento neutro de F(R), sera dado pela funcao o definida
por o(z) =0,V z €R:

(f +o)(x) = f(x) +o(x) = f(z) = o(zx) + f(x) = (o+ ) ().

. Existéncia do elemento oposto:

Define-se para f € A,

—-f:R — R
r — —f(x).

Entao,

(f+ (=) = flo)+ (=f)=)
f
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5. Associatividade do produto:

(f - (g-h)(x)

6. Propriedade distributiva:

(f - (g +h)(x)

((f +9) - h)(x)

(f(z) + g(x)) - h(z)
f(x) - h(x) + g(x) - h(z)
(f-h+g-h)(x).

Assim, conclui-se que F(R) também é anel.

Exemplo 2.1.4. Seja M,(R) o conjunto de todas as matrizes de
ordem 2 com entradas reais e com as operagoes usuais:

. aq b1 (05} b2 .
o Ll dJ " L? dJ a
aq b1 . (03] bz .
C1 d1 Co d2 o

by + by
dy +dy

a1ay + b1C2
ci1a9 + d162

a1 + as
c1+ ¢

|

albg + bldg
Clbg + d1d2

|

Para que M,(R) seja anel, devem ser satisfeitas as seguintes pro-

priedades com

ba
da

as
Co

:|7A3

bs
ds

= } € My(R) :

as
C3
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1. Associatividade na soma:

_ a; b as by as by
(it )+ ds = ([01 d1]+[c2 d2])+[03 dS]

ay + as
| C1 —+ o

dy + do

—(al + CLQ) —+ as
L(c1+c2) + 3

(a1 + (a2 + a3)
Lc1+ (2 +¢3)

. (a1 by
- a d1]+[

. —al b, as by as bs
- a d1]+<[02 d2]+[03 dsD

as + as
Co +Cg

c3 ds

bl + b2 :| |:(1/3 b3:|

(by +by) + bﬂ
(di +dg) + d3

by + (b2 + b3)}
di + (dy + ds)

by +bg]
dy + ds

== A1+(A2+A3)

2. Comutatividade na soma:

. _al b1 (¢5)] b2
At = | C1 d1] + [Cz dz]
_ -al + a9 b1 -+ b2
LC1 + Co dl + dg
_ -ag + a; bg + b1
lco+c1 dy+dy
o _CLQ b2 aq bl
o | C2 d2:| + |:Cl d1:|

== A2—|—A1.

3. Existéncia do elemento neutro:
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Seja Ay = [

A+ Ao

_(11 b1 + 0 0
| C1 dl 0 0
_al + 0 bl + 0

1 C1 + 0 d1 + 0
_al b1

1C1 dl

Ay

_Cll b1

1 C1 dy

-0 + ay 0 + bl
_O + 0 + d1
-0 0 aq b1
0 0} " Ll dj
Ay + A,

4. Existéncia do elemento oposto:

Para cada A; € M(R), assume-se que seu elemento oposto

seja

_Alz[

—a; —b

—d,

] € My(R) :
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A+ (—Ay)

_al bl —aq —b1
LC1 dl] " {—01 —dj

(a1 + (—a1) b+ (_bl):|
Ler+ (—a1)  di+ (—dv)
0 0
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5. Associatividade do produto:
_ ar b as by as bs
(i) - 4s ([Cl dj {02 dzD [03 ds]
_ [a1as +bica arby + b1d2} ) {ag bg}
|C102 + d162 Cle + dldg C3 d3

_(alag + blcg)ag, + (a1b2 + b1d2)63
|(c1a2 + dica)as + (c1b2 + dida)cs
(a1a2 + bica)bs + (arbs + b1d2)d3]
(cras + dica)bs + (c1by + dida)ds
[a1aza3 + bicaas + arbacs + bidacs
|c1a2a3 + dyicoas + c1bacs + didacs
a1a2b3 + b102b3 + a1b2d3 + b1d2d3:|
c1a2b3 + dicabs + c1bods + didads
a1a20s3 + a1b263 + blcgag + b1d263
c1a2a3 + c1bacs + dycoas + didacs
a1a2b3 + a1b2d3 + b162b3 + b1d2d3:|
c1a2b3 + c1bads + dicobs + didads
[Ch (agaz + bacs) + by(caaz + docs)
c1(azaz + bacg) + di(coas + dacs)
aq (a2b3 + b2d3) + bl (Cgbg + dgdg):|
C1 (a2b3 + bgdg) + d1 (Cgbg + dgdg)
[Gl b1:| ) {CLQ% + bacs  aghbs + bzd:&}
Cq d1 Ca03 + dQCg Cgb3 + dgdg
ay
&1

AR R )

A - (Ay - A3).
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6. Propriedade distributiva:
Ay (A + A3)

o _al b1 . (03] b2 + as b5

o | C1 dq cy  do cg ds

_ [aq bl} ) {az +asz by + bg]
Ll dy co+ecz dy+ds

(a1 (ag + as) + by (ca + ¢3)
_61 (CLQ + CL3) + dl (CQ + 63)

_alag + ajas + blCQ + b163
|C1Q2 + ci1Qas3 + d1C2 + d103

[(ayas + bicy) 4 (aras + bics)
_(01a2 + dlcQ) + (01a3 + dlcg)
(a1by + b1dy) + (a1bs + b1d3):|
(Clbg + dldg) + (Clbg + d1d3>

|:a1(12 +bicy aiby + bldz} N
_|eiag +dicy ciby + dids
a [alag +bics ajbs+ b1d3:|

craz + dics  ci1bs + dids
. a; b as; by a; b
B Ll dJ . Lz dz] " Ll dl] . [
= A -Ay+ A - As.

ai(by + b3) + by(dz + d3)
Cl(bg + b3) + dl(dg + dg)
G/lbg + a1b3 + b1d2 + bldg
Clbg + Clbg + d1d2 + dldg

|
|

bs
ds

as

|

C3

A demonstracao de (A; + Ay) - A3 = A; Az + Ay Az é similar.

Assim, utilizando o fato de R ser anel, conclui-se que

M, (R) também ¢é anel.
Defini¢ao 2.2. Se no anel (A, +,-)
J1e€ A, 1#0talquel -z =ax=x
diz-se que A é anel com unidade.
Definigao 2.3. Se no anel (4, +, )
Yo,y A x-y=y-x,

diz-se A é anel comutativo.

1VzeA,



2.1. Anéis 33

Defini¢ao 2.4. Se no anel (A, +,)
Vae,ye A, comz-y=0entdsoz=00uy =0
diz-se que A é anel sem divisores de zero.

Definigao 2.5. Um anel comutativo com unidade e sem divisores
de zero é dito um dominio de integridade.

Definigao 2.6. Se no anel comutativo com unidade (A4, +,-)
VeeA 2#03dyec A talquex-y=1=y-x,

entdo A é denominado um corpo e o elemento y é dito inverso de
.

Exemplo 2.1.5. Z é dominio de integridade mas nao é corpo
pois neste conjunto ha elementos que nao possuem inverso.

Exemplo 2.1.6. Como provado anteriormente no Exemplo 2.1.3.,
o conjunto A = F(R) de fungoes sobre R ¢ um anel.

Nota-se que A satisfaz também a definicdo de anel com unidade,
pois sendo a(x) = 1 e f(x) uma fungdo qualquer de A, tem-se
que

Este conjunto também satisfaz a definicao de anel comu-
tativo, pois dadas duas fungdes f(z), g(x) tem-se que

Por sua vez, A ndo ¢ um anel comutativo sem divisores de zero,
pois duas fungoes podem ser nao nulas mas seu produto ser nulo,
observe:

1, sex=1 2, sex =2
f(:”)_{o, sex #1 eg(w)—{o’ sex #2°

Sendo entao, um conjunto com divizores de zero. Portanto, o con-
junto das fungoes sobre R é um anel comutativo com unidade.
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Exemplo 2.1.7. Como provado anteriormente no Exemplo 2.1.4.,
o conjunto das matrizes M>(R) é um anel. Utilizando a matriz
aq b1

. . 10 -
identidade I = [0 J e multiplicando com A; = [01 d,

se que

] , tem-

. _1 0 aq b1
I Al o _O 1:| |:Cl d1:|

o _1‘CL]_+0'C]_ 1b1+0d1
o _O‘CL1+].'Cl Ob1+1d1

(a1 by
- 1 C1 dj
= A

[a; by
- LC1 dj

-a1‘1+b1‘0 a1‘0+b1‘1
_01'1+d1‘0 01'0+d1‘1

. _al b1 . 1 0
- 1C1 d1 0 1

== All

Portanto, este conjunto é um anel com unidade. Sobre as demais
definigbes, pode-se verificar que o produto de duas matrizes nao é
necessariamente comutativo, ou seja, duas matrizes A, A, podem
nao satisfazer A;- A, = A,-A;. Também podem possuir divisores

0 0 0 2
e seu produto que resulta em uma matriz nula:

wal B YL

Exemplo 2.1.8. Seja o conjunto

nZ = {nk: k € Z}

1
de zero, pois as matrizes A; = [ 0} LAy = [O O] sao nao nulas

para n € N* com as seguintes operacoes:

—+ nlﬁ + nk‘g = n(k:1 + k?g)
: nk1 . "I’Lkg = n(klnkg)
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Para que nZ = {nk :n € N,k € Z} seja um anel comutativo sem
divisores de zero, devem ser satisfeitas as seguintes propriedades
com ki, ko, ks € Z:

1. Associatividade na soma:

(nky + nky) + nks = n(ky + ka) + nks
= n[(ki1 + ka) + k3]
= n[k1 + (ko + kg)]
= nky +n(ks + ks)
= nki + (nks + nks).

2. Comutatividade na soma:
nky + nky = n(ky + ko) = n(ks + k1) = nky + nk;.
3. Existéncia do elemento neutro:
Seja ko = 0:
nko + nky = nky + nky = n(ky + ko) = n(ky + 0) = nky,
entao nky = n -0 é o elemento neutro.

4. Existéncia do elemento oposto:
Seja —nk; = n(—ky):

n]ﬁ + (—nkl) = n]ﬁ + n(—kl) = n(k1 — kl) =n0 = nko,

entao —nk; é o elemento oposto de nk;.
Por conta da comutatividade, —nk; + nk; = 0 também.

5. Associatividade do produto:

(nky - nky) -nks = n(kinksy) - nk;
n((kinks)nks)
n(ki(nkynks))
= nk; - n(konks)
= nky - (nky - nks).



36

Capitulo 2. Anéis

6. Propriedade distributiva:

’I’L]Cl . (nkg + nkg) =

nki(n(ke + k3))
nlkin(ks + k3)]
n[nky(kay + ks3)]
n(nkike + nkiks)
n(kinks + kinks)
n(kinks) + n(kinks)
nkinky + nkinks
nky - nky + nky - nks.

A demonstragao ¢é similar para (nk;, +nksy)-nks = nky-nks+

nk2 . nk'g .

7. Unidade multiplicativa:

Suponha que nk, seja a unidade multiplicativa e seja nk;

um elemento nao nulo. Enta

O:

nky = nky - nky = n(kinks)

ou seja,
nk, =
nky —n(kinky) =
nki(1 —nky) =
1—nk, =
nky, =

n(k‘lnk‘z)
n(klnkg) — n(kzlnkQ)

Isso implica que n = ks = 1. Logo, somente 1Z = Z possui

unidade multiplicativa 1.

De forma anéloga, demonstra-se que nk; = nks - nk;.

8. Comutatividade do produto:

’I”Lkg . nk2

n(ksnks)
n(nksks)
n(nkaks)
n(konks)

nkg . "I’Lkg .
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9. Divisores de zero:
Seja o produto na - nb = 0. Para que o conjunto nao tenha
divisores de zero, na = 0 ou nb = 0.

(na) - (nb) = 0 = n(anb) = 0 = anb = 0.

Como n # 0 e a,b € Z segue que a = 0 ou b = 0. Portanto,
na = 0 ou nb = 0.

Provadas as propriedades, conclui-se que o conjunto nZ é anel
comutativo sem divisores de zero, e terd unidade multiplicativa
apenas quando n = 1.

2.2 PROPRIEDADES
Seja (A, 4+, ) um anel.

Proposicao 2.1. Vale a lei do cancelamento para a soma, ou
seja, a+b=a+c=b=c coma,b,c€ A.

Demonstragao. Por hipotese, a,b,c € A e a+ b= a+ c. Provar-
se-&4 que b = c.

Como A é anel, sabe-se que existe o elemento oposto de a € A,
denotado por —a. Entao, somando —a a esquerda de ambos os
lados da igualdade, tem-se:

a+b = a+c
(—a)+ (a+b) = (—a)+(a+c),

e pela associatividade em A, tem-se:

(—a+a)+b = (—a+a)+c
0+b = 0+c

Como 0 é elemento neutro, tem-se b = c. |

Proposigao 2.2. Eziste apenas um elemento neutro no anel A.
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Demonstracio. Seja a € A e 0,0 os elementos neutros de A.
Entao:
a+0 =a=0+a
a+0=a=0+a.
Observa-se que
a+0=a=a+0=>a+0=a+0.
Pela lei do cancelamento (Proposicao 2.1), tem-se que 0/ =0. W

Proposicao 2.3. Dado a € A, existe apenas um elemento oposto
de a.

Demonstracdo. Seja a um elemento qualquer em A e a’,a € A
seus elementos opostos. Entao:

a+ad =0=d+a

a+a=0=a+a.
Observa-se que
a+ad =0=a+a=a+d =a+a.
Pela lei do cancelamento, tem-se que a’ = a. |

Proposigao 2.4. V a,b € A, valem as sequintes propriedades:

1. —(a+b) = (—a)+ (-b)

S
—~ (a»)
I
@)
Il
]
S

S

2.
3.
/.
5.

Demonstracdo. Para provar que valem essas propriedades, admite-
se a,b e A.
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1. Seja a + b um elemento em A, entdo —(a + b) também ¢é
elemento em A e portanto

(a+b)+[—(a+b)] =

Somando —a & esquerda em ambos os lados, operando com
a associatividade e com o elemento neutro, tem-se:

(—a)+(@+b)+[-(a+b)] = (-a)+0
(—a+a)+b+[-(a+b)] = —a
(0+b) [—(a+b)] = —a
+-(a+b)] = -—a.

Somando —b & esquerda em ambos os lados, operando com
a associatividade e com o elemento neutro, tem-se:

(=b)+b+[—(a+b)] = (=b)+(-a)
(— b+b) [-(a+0b)] = (=b)+(-a)
+[-(a+d)] = (=b)+(-a)

(a+b) = (=b)+ (—a).

Pela definicao de anel, a soma é comutativa, portanto
—(a+0b) = (—a) + (-b).
2. A éanelea € A, portanto —a € A e
a+ (—a)=0.
Como —a € A tem-se que —(—a) € A e também
(—a) + [~(=a)] = 0.
Entao, somando a & esquerda desta tltima expressao:

a+(-a)+[-(-a)] = a+0

)]
o+ (= )] [(a)} = a
—a)] = a
—a)

= a.
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3. Para provar as igualdades, admite-se que a-0 = a-(0+0) pelo
item do elemento neutro na definicao de anel. Manipulando
algebricamente, tem-se:

a-0 = a-(0+0)
a0 = a-0+a-0
O+a-0 = a-04+a-0

0 = a-0

e

0-a = (04+0)-a
0O-a = 0-a+0-a
04+0-a = 0-a+0-a

0 = 0-a.

Portanto, pelas duas expressoes, conclui-se que

a-0=0=0-a.

4. Para provar a validade das igualdades, utiliza-se o item 4
da definigdo de anel, (—a) + a = 0, e entao faz-se uso dos
demais itens desta proposicdo para manipular a expressao:

(—a)+a = 0
[(—a)+a]-b = 0-b
(—a)-b+a-b = 0
(—a)-b+a-b+[—(a-b)] = 0+[—(
(—a)-b+{(a-b) +[=(a-0)]} = —(a-b)
(—a)-b+0 = —(a-b)
(—a)-b = —(a-b)
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(=b)+b = 0
a-[(=b)+b = a-0
a-(=b)+a-b = 0
a-(=b)+a-b+[-(a-0)] = 0+[—(a-b)]
a-(=b)+{a-b+[—-(a-b)]} = —(a-b)
a-(=b)+0 = —(a-b)
a-(—=b) = —(a-b).
Portanto,

5. Para provar a igualdade, utiliza-se o item 4 da defini¢ao de
anel, (—a)+a = 0, e entdo faz-se uso dos demais itens desta
proposicao para manipular a expressao:

(—a)+a = 0

[(=a)+a]-(=b) = 0-(=b)
(—a)-(=b)+a-(=b) = 0

(—=a)- (=b)+[=(a-b)]+(a-b) = 0+ (a-b)

0N
S
~—
~—~
|
=
~—
+
~
L
IS
=
+
—~
IS
=
~—
—
Il

) 0+ (a-b)
(—a)-(=b)+0 = a-b
(—a)-(=b) = a-b.

Pelas demonstragoes acima, esta provada a veracidade da propo-
si¢ao. ]
Proposigcao 2.5. Dados a,b € A a dnica solu¢do da equagdo

a+x=béx=>b—a.

Demonstracao. Por definicdo, o oposto de a € A é —a. Deste
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modo:

a+x = b
(—a)+a+z = (—a)+b
[(—a)+al+2z = b+ (—a)
0+z = b—a
xr = b—a.
Agora, basta provar que essa solugdo € Unica. SupOe-se que xg

também seja solugao, isto é, a + xg = b, entdo operando de forma
anéloga:

a+xy = b
(—a)+a+z0 = (—a)+b
[(—a)4+a]l+xy = b+ (—a)
O+xy = b—a
zo = b—a.
Portanto, a solugao é tnica. |

Proposigao 2.6. Se um anel for corpo entio ele é um dominio
de integridade.

Demonstracao. Por hipétese, como A é corpo, para todo x € A e
x#0,existeye Atalquex-y=1=y-x.

Sejaa € Atal que z-a = 0ex # 0. Multiplicando y & esquerda em
ambos os lados tem-se y - x - a = y - 0. Pelo item 3 da Proposigao
24.,y-0 =0. Entdo 1 -a = 0 = a = 0. Portanto, se A for
corpo e x-a = 0, entdo x = 0 ou a = 0, logo, A é dominio de
integridade. |

Exemplo 2.2.1. Seja C = {a + bi : a,b € R} o conjunto dos
nimeros complexos com as seguintes operagoes:
+ : (a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i
(a+bi) - (c+di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

Para que C seja corpo, devem ser satisfeitas as seguintes proprie-
dades com a + bi,c+ di,e + fi € C:
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1. Associatividade na soma:

[(a+bi) +

(c+di)] +

2. Comutatividade na soma:

(a+

bi) + (¢ + di)

(e + fi)

[(a+c)+ (b+d)i] + (e + fi)
[(a+c)+el+[(b+d)+ fli

[a+ (c+e)]+[b+(d+ f)li

(a+bi) + [(c+e)+ (d+ f)i]
(a+bi) + [(c+ di) + (e + fi)].

= (a+c)+ (b+d)i
= (c+a)+(d+b)i
= (c+di) + (a+ bi).

3. Existéncia do elemento neutro:

Seja 0+ 07 €
(a4 bi)

Analogament

C, entao:
+ (04 07) = (a+0) +
e, (04 0¢) + (a + bi) = a + bi.

4. Existéncia do elemento oposto:
Provar-se-a4 que —(a + bi)
oposto de a + bi:

(a+bi) +

(—a+(=0)i)

= (a+(=a))

(b+0)i =a+ bi.

—a + (—b)i € C ¢é o elemento

= 0+0i
= ((—a)+a)+

= (—a+(-b)i)+

+ (b4 (=b))i

((=b) + b)i
(a+ bi).
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. Associatividade do produto:

[(a+ bi) - (c+ di)] - (e + fi)

[(ac — bd) + (ad + be)i] - (e + fi)
= [

(

[

a+ bi) - [(ce — df) + (de + cf)i]

(
(a+bi) - [(c+di)- (e + fi)].

. Propriedade distributiva:

(a+bi)-[(c+di) + (e + fi)]
= (a+bi)-[(c+e)+(d+ f)i]
= [a(c+e) = b(d+ f)] +[a(d+ f) + blc+ e)]i
(ac+ ae —bd — bf) + (ad + af + be + be)i
= [(ac—bd) + (ae — bf)] + [(ad + bc) + (af + be)]i
[
(

a+bi)-(c+di) + (a+ bi) - (e + fi).

Esta demonstragao é de forma analoga para [(a + bi) + (¢

di)] - (e + fi) = (a+ bi) - (e + fi) + (c+ di) - (e + fi).

. Elemento neutro do produto:
Provar-se-a4 que 1 4 07 € C é o elemento neutro do produto:

(a+bi)-(140i) = (al—>5b0)+ (a0+bl)i
= a+b
= (la—0b)+ (1b+ Oa)i
= (1+0i)- (a+ bi).

. Comutatividade do produto:

(a+bi)-(c+di) = (ac—bd)+ (ad+ bc)i
= (ca—db)+ (cb+ da)i
= (c+di)-(a+ bi).

ac — bd)e — (ad + be) f] + [(ac — bd) f + (ad + bc)eli
ace — bde — adf — bef) + (acf — bdf + ade + bee)i
a(ce — df) — b(de + cf)] + [a(de + cf) + b(ce — df )]i

(ac — bd) + (ad + be)i] + [(ae — bf) + (af + be)i]
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10. Existéncia do elemento inverso do produto:
Seja a+bi € C, um elemento nao nulo. Nota-se que a®+b? #

a b . g ) ~ .
Oe o T ( a2+b2) i é um nimero complexo. Entao:

a b . .
{a2+b2 + <_a2+b2> z] - (a4 bi)
. a b .

B a? N b? (- ab N ba .
S \a2+02 0 @242 a?+b%  a?+ b2 !

=1+ 02

Portanto, para qualquer a + bi € C nao nulo,

a n b .
_ I
a2 + b2 a? + b2
é seu inverso multiplicativo.

Desta forma, estd demonstrado que C é um corpo. Entao, pela
Proposicao 2.6 conclui-se que este conjunto também é um dominio
de integridade.

2.3 SUBANEIS

Definigao 2.7. Seja (A, +,:) um anel e B um subconjunto nao
vazio de A. Se as operagoes de A estiverem bem definidas em B
e este for um anel, entdao B é subanel de A. Denota-se B < A.

Exemplo 2.3.1. O conjunto nZ = {nk : n € Nk € Z} é sub-
conjunto de Z pois como N C Z entao n € Z, k € Z e portanto
nk € Z. Foi provado anteriormente no Exemplo 2.1.8 que nZ é
anel. Logo, nZ < Z.

Proposicao 2.7. Seja (A, +, ) um anel e B C A. Assim, B é
subanel de A se e somente se

(Z) O, €B
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(ii)) Ve,y e B=>x—y € B

(iii) Vx,y € B=x -y € B.

Demonstragao. (=) Por hipotese, B é subanel de A, ou seja B
também é anel e é subconjunto de A. Portanto por definicdo de
anel valem os itens (i), (ii) e (iii).

(<) Por hipotese, valem as propriedades (i), (ii) e (iii). Portanto,
pelo item (i), segue que B # @& pois possui o elemento neutro
de A e pelo item (ii) segue que para todo x € B, seu oposto —x
estd em B pois —x = 0 — z € B. Por fim, B é fechado para o
produto pelo item (iii) e fechado para a soma por dados x,y € B
tem-se que = +y = x — (—y) € B. Pelo fato de A se anel e B ser
subconjunto de A, em B satisfazem as propriedades associativa
para soma e produto, comutativa para soma e distributiva. Com
isso, conclui-se que B é subanel de A. |

Exemplo 2.3.2. Sejam os conjuntos

My(R) = {(‘C‘ Z) :a,b,c,deR}

1={(5 §)-oeel.

Ja esta provado que Ms(R) é anel. A é subanel de M>(R) pois é
subconjunto de M, (R) e satisfaz a Proposigao 2.7, ou seja, possui
o elemento neutro de M, (R), é fechado para o produto e é fechado
para a soma com elemento oposto. Portanto, A < M,(R).

A unidade multiplicativa do anel M>(R) é a matriz identidade,
como vista no Exemplo 2.1.7, porém a unidade multiplicativa do

anel A é
, (10
I_(O 0/’
pois

1 0 (a 0\ (1-a+0-0 1-04+0-0) (a O
00 0 0/ \0-a4+0-0 0-0+0-0/ \O O
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a 0y (1 0y_(a-140-0 a-0+0-0) _fa O
00 0 0/ \0-1+0-0 0-04+0-0/ \O 0/
Portanto, por meio deste exemplo, pode-se observar que um su-

banel pode nao ter a mesma unidade multiplicativa do anel.

Proposicao 2.8. Em um dominio de integridade A com unidade
1, todo subanel B com unidade tem a mesma unidade 1.

Demonstracao. Supde-se que a unidade de A seja 1 e a unidade
de B seja 1’. Como B é subconjunto de A, entdo 1’ € A. Logo,
vale que:

1 1=1

Somando o oposto de 1’ & direita em ambos os lados da igualdade,
tem-se:

114+ (-1) = 1"+ (-1)
1-1-1 =0
1-1-1-17 =0
- (1-1) = 0.
Por hipotese, A ¢ dominio de integridade, portanto ndo possui
divisores de zero. Entédo, da igualdade anterior, vale que 1’ =0 o

que é um absurdo, ou 1—1' = 0, ou seja, 1’ = 1, como esperava-se
concluir. Portanto, B possui a mesma unidade de A. |

Proposigao 2.9. No anel A com unidade e sem divisores de zero,

x? = x tem solu¢io x =0 ou x = 1.

Demonstracao. Nota-se que z? = x implica em z - z = x. Como
A ¢é anel, pode ser somado —z & direita em ambos os lados da
igualdade:

z-rz+(—x)=z+(—2)=>z-x—z=0.
Por definigdo, também vale a propriedade distributiva:

r-x—rx=0=x-(x—1)=0.
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Por nao possuir divisores de zero, x = 0 ou z — 1 = 0. Somando
1 a direita em ambos os lados de x — 1 = 0 tem-se

z+(-1)+1=0+1=2+0=1=2=1

Ou seja, z=0ouxz=1. |
2.4 IDEAIS

Definigao 2.8. Seja A anel e I < A.
(i) I & um ideal a esquerda de A se:

VacAeViel=a-i€l
(ii) I é um ideal a direita de A se :

VacAeViel=i-ael.

e Se [ ¢é ideal a esquerda e & direita, entdo I é ideal de A e
sua notacao é I < A.

Proposigao 2.10. Se A é comutativo, entao as propriedades (i)
e (ii) da Definicao 2.8. sao equivalentes.

Demonstracao. Seja I um ideal & esquerda de A, entdo para todo
ac€ Aeiel,valequea-i € I Como A ¢é comutativo, a-i =
i-a € I. Portanto I também é um ideal & direita.

Por outro lado, seja I um ideal a direita de A, entao para todo
a€ Aei€l,valequei-a € I. Como A é comutativo, 7 -a =
a -1 € I. Portanto I também é um ideal & esquerda. |

Portanto, se I é ideal & esquerda ou a direira de um anel
comutativo A, entao I < A.

Exemplo 2.4.1. Seja A um anel. {0} e A sao ideais de A. Estes
sdo chamados de ideais triviais de A.

Exemplo 2.4.2. Seja o anel M,(R). Entao
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I= { <CCL 8) ta,c € R} ¢ ideal & esquerda de M»(R) pois, dada

(p q) € My(R) :

r s

p g\ (a 0\ _(pa+gc p0+4¢0\ (pa+gc O
r s ¢c 0/ \ra+sc r0+s0) \ra+dc 0/
E também,

J = {(8 8) ta,be R} é ideal a direita de M>(R) pois

a b (P gy _ ap+br aq+bs\ [(ap+br aq+bs

00 r s) \Op+0r Og+0s) 0 0 '
Proposicao 2.11. Se A possui unidade 1 e 1 € I ideal de A
entao I = A.

Demonstracao. Para provar que I = A devemos provar que I C A
e A C I. Entao:

ICA:ielCA=1i1€A.
ACT:Tomex € A. Comolelentdor=x2-1cl. N

2.5 ISOMORFISMOS DE ANEIS

Definigao 2.9. Sejam A e B anéis e a fungdo f: A — B tal que
para todo x,y € A:

1) flz+y)=f(z)+ f(y)
(i) f(z-y) = f(z)- fy).

f é chamado de homomorfismo.
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Para o exemplo a seguir, serd utilizado Z x Z como um
anel, com as seguintes operagoes:

+:(ZxZ)x(ZxZ) — ZXZ
[(a,b),(c,d)] +— (a+ec,b+d),

G (ZXZ)Xx(ZXZ) — ZXTZ
[(a7 b)? (C, d)] — (ac7 bd)

A demonstracao de que Z x Z é anel esta disponivel em Elementos
de dlgebra, [6], pagina 11.

Exemplo 2.5.1. Sejam os anéis Z, (Z x Z) e a fungao
FiZ - (Zx1Z)
n — (n,0)

para todo n € Z. Provar-se-4 que f é um homomorfismo.
Sejam x,y € Z, entao:

L f(z+y) = (z+y,0) = (2,0) + (y,0) = f(z) + f(v);
2. f(z-y) = (z-y,0) = (2,0)- (y,0) = f(z) - f(y).

Note também que f é injetora:

fl@)=f(y) = (2,0)=(y,0) =z =y.
Portanto, esta provado que f é um homomorfismo injetor.

Definigao 2.10. Se f é bijetora e também um homomorfismo,
diz-se que f é isomorfismo.

Definigao 2.11. Sejam A um anel e a fungao f: A — A:

e Se f é homomorfismo, entao f é chamado de endorfismo;

e Se f é isomorfismo, entao f é chamado de automorfismo.
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3.1 GRUPO

Definicao 3.1. Seja G um conjunto munido de uma operagao:

x:GxG — G
(a,b) — axb

Y a,b,c € G grupo, valem as seguintes propriedades:

1. Associatividade:
(axb)xc=ax(bxc).

2. Existéncia de elemento neutro:
JdecG:axe=exa=a.

3. Existéncia de elemento inverso:
Ja'eG:axat=a'l*xa=ce.

Definigao 3.2. Se * é comutativa em um grupo (G, x*), isto ¢é,
para todo a,b € G temos a * b = b * a, entdo (G, *) é chamado
grupo abeliano.

Definicao 3.3. Os grupos cuja operagao é a soma usual sdo cha-
mados de grupos aditivos.

Definicao 3.4. Os grupos cuja operagao é o produto usual sao
chamados de grupos multiplicativos.

Exemplo 3.1.1. O conjunto Z com a soma usual é grupo pois
para a,b,c € Z:

1. (a4+b)+c=a+ (b+c);
2. 0 é o elemento neutro pois 0 +a =a = a + 0;

3. —a é elemento oposto de a pois —a+a =0=a+ (—a).
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E também, a + b = b + a. Portanto, este conjunto é um grupo
aditivo e abeliano, denotado por (Z,+).

Exemplo 3.1.2. O conjunto Q com a soma usual é grupo pois

a c e
- =,—€Q
para b d Q
a c e . o
1. os elementos T ? se associam, como ji foi provado no
Exemplo 2.1.2.
0
2. — = 0 é o elemento neutro, pois, 0 + a_a_2 + 0.
1 b b b
—a a .
3. e é elemento oposto de 3 pois
—a a_,_a (—a
b b b b
a ¢ ¢ a )
E também, 3 + il + 7 que ja esta provado no Exemplo 2.1.2.

Portanto, este conjunto é um grupo aditivo e abeliano, denotado
por (Q,+).

Exemplo 3.1.3. O conjunto R com a soma usual é grupo pois
para a,b,c € R:

L. (a+b)+c=a+ (b+c);

2. 0 é o elemento neutro pois 0 +a =a = a + 0;

3. —a é elemento oposto de a pois —a+a =0=a+ (—a);
E também, a + b = b + a. Portanto, este conjunto é um grupo
aditivo e abeliano, denotado por (R, +).
Exemplo 3.1.4. O conjunto C com a soma usual é grupo pois

para a + bi,c+ di,e + fi € C:

L. [(a+bi)+ (c+di)]+ (e+ fi) = (a+bi) + [(c+ di) + (e + fi)],
que ja esta provado no Exemplo 2.2.1;
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2. (0 + 0¢) é o elemento neutro pois (0 + 0i) + (a + bi) =
(04a)+(04+b)i = a+bi = (a+0)+(b+0)i = (a+bi)+(0401);

3. —(a+0bi) é elemento oposto de a+bi pois —(a+bi)+(a+bi) =
0= (a+bi)+ (—(a+ bi)).

E também, (a+bi)+ (c+di) = (c+di)+ (a+bi) que esta provado
no Exemplo 2.2.1. Portanto, este conjunto é um grupo aditivo e
abeliano, denotado por (C,+).

Exemplo 3.1.5. O conjunto Z com a multiplicagdo usual nao
é grupo, pois, nao ha um elemento inverso multiplicativo para
elementos de Z.

Exemplo 3 1.6. O conjunto Q \ {0} com a multiplicacao usual

para — € Q\ {0} é grupo pois:

bdf

se associam, como ja foi provado no

1. Os elementos %, ,

Exemplo 2.1.2.

ISH e
|

2. } =1 é o elemento neutro pois 1 - a_a_a 1;
1 b b b
3. é é elemento inverso de 4 pois 2_9 = a—b = 1 = b—a = é-g.
a b ba ba 1 ab a b
E também % : 2 = 2 . %. Portanto, este conjunto é um grupo
multiplicativo e abeliano, denotado por (Q \ {0}, -).

Exemplo 3.1.7. O conjunto R \ {0} com a multiplicagao usual
é grupo pois para a,b,c € R\ {0}:

1. (a-b)-c=a-(b-c);
2. 1 é o elemento neutro pois 1-a=a=a-1;

1
—-a.
a

1 . .
3. — é elemento inverso de a poisa-—=1=
a a

E também, a - b = b - a. Portanto, este conjunto é um grupo
multiplicativo e abeliano, denotado por (R \ {0},-).
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Exemplo 3.1.8. O conjunto C\ {0} com a multiplica¢do usual
é grupo pois para a + bi,c+ di,e + fi € C\ {0}:

L. [(a4bi)- (c+di)] - (e+ fi) = (a+bi) - [(c+ di) - (e + fi)]
como no Exemplo 2.2.1;

2. 1+ 0i é o elemento neutro pois (1+07) - (a +bi) = a+bi =
(a+bi)- (14 07);

a b

3. — ———— )4 é seu inverso multiplicativo, con-
a? + b? + ( a? + b2 P ’
forme provado no Exemplo 2.2.1.

E também, (a+bi)-(c+di) = (c+di)-(a+bi) que esta provado no
Exemplo 2.2.1. Portanto, este conjunto é um grupo multiplicativo
e abeliano, denotado por (C\ {0},).

Observacgao 2. Os grupos multiplicativos e abelianos dos exemplos
anteriores foram definidos sem o nimero zero, pois em todos os
casos, nao existe um elemento inverso multiplicativo para zero.

Exemplo 3.1.9. O conjunto de matrizes de ordem m X n com
entradas reais satisfaz as propriedades de grupo com a operagao
de soma. Ou seja, dadas as matrizes A, B,C € M,,«,(R):

1. Associatividade:

(A+B)+C=A+(B+C).

2. Existéncia do elemento neutro:
O elemento neutro desse conjunto é a matriz nula O, na qual
suas entradas sao todas nulas para que A+0O = A= 0+ A.

3. Existéncia do elemento oposto:
O elemento oposto de cada matriz A nesse conjunto é uma
matriz — A tal que as entradas de — A sd0 os elementos opos-
tos das entradas da matriz A, entdo A+(—A4) = O = —A+A.

Entao, (M,,xn(R),4+) é grupo aditivo e também ¢ abeliano pois
quaisquer duas matrizes desse grupo comutam. A demonstragao
completa de que este conjunto é um grupo esta disponivel em [2],
p. 148.
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Exemplo 3.1.10. O conjunto de matrizes de ordem n X n com
entradas reais cujo determinante é diferente de zero, satisfaz as
propriedades de grupo com a operagao de multiplicacao usual. Ou
seja, dadas as matrizes A, B,C € M, «,(R):

1. Associatividade:

(A-B)-C=A-(B-0).

2. Existéncia do elemento neutro:
O elemento neutro desse conjunto é a matriz identidade

10 --- 0
01 --- 0

I=1. . | talque A-IT=A=1-A.
00 --- 1

3. Existéncia do elemento inverso:
O conjunto estd definido apenas com matrizes invertiveis,
pois uma matriz A possui det(A) # 0 se, e somente se A é
invertivel. Portanto para cada A, existe A~! € M,,«,(R) tal
que A-At=T=A"1. A

Deste modo, M,,«,(R) de matrizes invertiveis é grupo com a ope-
ragao de multiplica¢do e é chamado de GL(n,R), Grupo Linear.
Portanto, (GL(n,R),-) é grupo multiplicativo mas nao é abeliano,
pois ha matrizes invertiveis que ndo comutam. A demonstracao
completa esta em [2], p. 143.

Exemplo 3.1.11. Seja F(R) o conjunto das fungdes reais bijeto-
ras, tal que considera-se a composicao como operacao:

o:RxR — R
(fr9) +— foglz)= f(g(x)).

Para f,g,h € F(R), este conjunto satisfaz as propriedades de
grupo:
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1. Associatividade:

(fog)oh)(x) = flg(x))
= (

Il
-
o
Q
—~
>
—~
&

2. Existéncia do elemento neutro:
Seja i(x) = x a fungao identidade, entao

foi(x) = [f(i(x)) = f(z) = i(f(x)) = io f(x).

3. Existéncia do elemento inverso:
Seja f~'(z) a fungdo inversa, entao

fof @)= f(f (@) =i(x) =f(f(2) = f "o fla).

Pelos itens demonstrados acima, conclui-se que (F(R),0) ¢ um
grupo, porém nao é abeliano pois duas fungoes bijetoras quaisquer
podem nao comutar. Por exemplo, dadas f(z) = 2% e g(x) = z+1,
tem-se

(fog)(@)=(z+1)"e(go f)(z)=2"+1.
3.2 PROPRIEDADES
Proposicao 3.1. Seja (G, *) um grupo. Entao:

1. Existe um unico elemento neutro para *.
2. Para cada g € G existe um tinico elemento inverso g~ € G.

3. Vale a lei do cancelamento, ou seja, para f,g,h € G se
fxh=gxh, entdo f=g.

4. Para todo f,g € G vale (fxg) ™t =gt x f~L

5.V g€G tem-se (g7')t=g.
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Demonstragao. Seja (G, *) um grupo. Provar-se-a os itens da pro-
posigao:

1. Sejam e e ¢’ elementos neutros em G. Portanto, para todo
g € G, tem-se que gxe=g=exgegkxe =g==¢c xg.
Como g = g, entdo g*e = gx€’. Operando o inverso de g a
esquerda em ambos os lados da igualdade:

g lx(gxe) = g lx(gxe)
(g7 xg)xe = (g7 xg)x¢
exe = exe
e = ¢€.

Portanto, o elemento neutro de GG é tinico.

2. Sejam g € G e g%, g, € G os elementos inversos de g. Logo,
para qualquer g, tem-se que gxg ' =e=g lxgeg*xg, =
e =¢g,*g. Como e = e, entdo g * g~' = g * g,. Operando
algum elemento inverso de g & esquerda em ambos os lados
da igualdade:

Go*x(gxg™") = gox(9%go)
(Gox9)*g™ " = (9o*9)*9o
exg ! = exg,

g_l = Yo-

Dessa forma, para cada elemento em G, o seu elemento in-
verso é tnico.

3. Por hipotese, f,g,h € G e fxh = g % h. Provar-se-a4 que
f=9
Como G é grupo, sabe-se que existe o elemento inverso de
h € G, denotado por h=! tal que hxh~! = e = h='xh. Entao,
operando h~! & direita de ambos os lados da igualdade, tem-
se:

fxh = gxh
(fxh)xh™ = (g*h)xh™!
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e, pela associatividade em A, tem-se:
fx(hxh™) = gx(h*xh™")
fxe = g=xe.

Como e ¢é elemento neutro, conclui-se que f = g.

. Pelo fato de G ser grupo, pode-se admitir que dados f, g € G,

f*xg€Geexiste (f*xg) ! € G tal que
(fxg)x(fxg) " =e=(fxg) " *(f*g)

Operando f~! a esquerda em ambos os lados, tem-se:

fra(frg) = (fxg) ™ =f"xe

Como a operacao * € associativa, tem-se que:

(fT' s f)xgx(fxg) ="
exgx(frxg) "t =f"

g* (f*g)~! = f~'.Operando g~ a esquerda em ambos os
lados:
g lrgx(frg) =g f
(g *g)*x(frg) =g e ft
ex(frg) =g txft
(fxg) =gt f
ortanto, conclui-se que a igualdade é verdadeira.
p . conclui-se que a igualdade é verdadei

1 _ -1

.Gégrupoeg e G,portanto g € Gegxg ™l =e =g lxg.

Como ¢! € G tem-se que (¢g7') ' €Ge

1 -1

g k(g T =e=(g7") g
Operando g & esquerda tem-se:
gxlg7 (g7 =gxe
g9 | x(g7) " =g

-1

ex(g7) =g
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Como e é elemento neutro, conclui-se que (g7*)™' = g.

|
Observagao 3. Generalizando o item 4 da proposicdo anterior,
tem-se a seguinte igualdade:

(Groges-xgy) =g, wxgytwgr

A demonstragao dessa igualdade se da pelo método de inducao.
Observe:
A igualdade vale para n = 2. Supoe-se que vale para n = k, entao:

(Grgox-xgy) " =gyl xxgy kgt

Dessa forma pode-se provar que vale para n = k + 1, ou seja:

(rxgos-xgergren) = ((g1%gax % gr) % Grsr)
= gk_+11 $ (gL gax -k ge)
= e ¥ O KRGy kg
Logo, vale para n = k + 1. Portanto, a igualdade é verdadeira.
Definicao 3.5. Seja (G,*) em grupo. A n-ésima poténcia de
g € G & definida por g" = g* g% ---* g, com n € N*,
| .

n fatores g

Definigao 3.6. Seja (G, *) um grupo e g um elemento qualquer
de G. A ordem do elemento g é o menor inteiro m, se existir, para
o qual g™ =e.

Defini¢ao 3.7. A ordem do grupo (G, %) é a quantidade de ele-
mentos que o grupo contém, denotado por o(G) = |G|.

3.3 SUBGRUPO

Definigao 3.8. Sejam (G,*) um grupo com unidade e tal que
H C G. Se H é um grupo com a operagao *, entao H é subgrupo
de G e a notacao é H < G.
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Definicao 3.9. H se define como:

1. Subgrupo trivial: se H = {e} ou H = G}
2. Subgrupo proéprio: se H # G.

Teorema 3.2. Seja (G, *) grupo, cujo elemento neutro € e. Su-
ponha que H C G. H € um subgrupo de G, se e somente se,

1. H € fechado para .
2.e€ H.
3. VacH=a'lecH.

Demonstragao. (=) Por hipotese, H < G, portanto H também
é grupo, e:
1. Por definicgdo H é um conjunto fechado para a operacao *;

2. Seja €’ o elemento neutro em H, entao
e xh=h=hxe Vhe H.

Como H C G, segue que h € G e sendo e o elemento neutro
de G, segue que
exh=h=~hxe.

Nota-se que € * h = h = e x h. Utilizando a lei do cancela-
mento, tem-se

exh=exh

e =e.
Portanto, e € H.

3. Por definigdo de grupo, todo elemento de H possui elemento
inverso em H.
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(<) Por hipotese, H C G sendo G um grupo. Para provar que
H ¢& subgrupo de G, basta mostrar que H também é grupo, por-
tanto deve ser ser associativo, possuir elemento neutro e possuir
elemento inverso para cada elemento de H. Por (1), H é fechado
para a operagao * e, pelo fato de H ser subconjunto do grupo
G, H é associativo. Tem-se que e € G também estd em H, logo,
H possui elemento neutro. Finalmente, para cada h € H, ha um
elemento inverso h~! € H. Portanto, H é grupo e H < G. |

Exemplo 3.3.1. nZ é subgrupo de (Z, +).

Observe que nZ = {n-a:n €Nea € Z} e quen-a € Z portanto
nZ C 7.

Utilizando o teorema anterior, segue que:

(i) nZ é um conjunto fechado para a soma, poisn-a+mn-b=
n(a+b)eneNea+beZ.

(ii) Seja n0 o elemento neutro de nZ, pois n0+na = n(0+a) =
na = n(a+ 0) = na + n0.

(iii) Seja —na = n - (—a) o elemento oposto de na, pois —na +
na = n(—a)+na =n(—a+a) =n-0 =n(a—a) =na—na =
na + (—na).

Pelos itens acima provados, conclui-se que nZ é subgrupo de Z.

Definicao 3.10. Seja G um grupo e H < G. Dado g € G:

(i) gH ={g«h:h € H} é uma classe lateral a esquerda de H
em G.

(i) Hg = {h*g : h € H} é uma classe lateral a direita de H
em G.

Definicao 3.11. Seja G um grupo. H é dito subgrupo normal
de G se as classes laterais & esquerda e & direita de H em G
coincidem.

Notagao: H < G.
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Proposigcao 3.3. Todo grupo abeliano possui apenas subgrupos
normais.

Demonstracao. Sejam H e G grupos tais que H < G, h € H e
g € G. Entao:
gH = {g*xh:he H}
= {hxg:heH}
= Hgy.
Como h € H, conclui-se que H < G. |

Definigao 3.12. Sejam G um grupo e H um subgrupo normal
de G. Define-se G/H como grupo quociente, o conjunto das
classes laterais de H. Ou seja:

G/H ={aH : a € G}.

Exemplo 3.3.2. Sejam o grupo (Z,+) e seu subgrupo (27Z,+).
Como Z é abeliano, 2Z é subgrupo normal.
Os elementos sao da forma:

7Z=1{.,6-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
20 ={...,—4,-2,0,2,4,...}.
As classe laterais de 27Z sao:

1422 = {...,-5,-3,—-1,1,3,5,...}
2427 = {..,—-4,-2,0,2,4,...}.

Logo, o grupo quociente é

Z)27 = {1+ 22,2 + 2Z}.
3.4 ISOMORFISMOS DE GRUPOS

Definigao 3.13. Sejam G e H grupos e a fungao A : G — H tal
que para todo g,h € G:

Mg *h) = A(g) = Ah).

Entao A\ é chamado de homomorfismo.



3.4. Isomorfismos de grupos 63

Exemplo 3.4.1. Sejam o grupo aditivo Z e a funcao

AN:Z — 7

r = 2

para todo x € Z. Provar-se-4 que A é um homomorfismo injetor.
Sejam z,y € Z, entao:
LAz+y =2 (xr+y) =2x+2y=Nx)+ A(y);

2. Mx)=ANy) =>2x=2y=0=y.

Portanto, esta provado que A é um homomorfismo injetor.

Definicao 3.14. Se A é bijetora e também um homomorfismo,
entdo A é chamado de isomorfismo.

Definicao 3.15. Sejam G um grupo e a fungdo A : G — G:

e Se A\ é¢ homomorfismo, entao A é chamado de endorfismo;

e Se \ é isomorfismo, entdo A é chamado de automorfismo.






4 ANEIS DE GRUPO

4.1 ANEIS DE GRUPO

Definicao 4.1. Sejam G um grupo e A um anel tais que g € G
e a, € A. Define-se o conjunto AG como

AG = {Z agd, : a, € A e ay # 0 finitas vezes }

geG

Dois elementos Z agzd, € Z bn0;, de AG séo iguais quando
geG heG
a, = b, para todo g € G.

Nota-se que os elementos de AG sdo da forma:

Z ag0y = ag,0g, + ag,04, + ...+ ay,dg,,

geG

portanto, em alguns momentos deste capitulo, um elemento deste
conjunto estaré escrito como E a40, OU COMO
geG

g, 0g, + Qg 00, + ...+ ag, 0y, .

Proposigao 4.1. O conjunto AG € anel com as sequintes opera-
coes:

10D agly+ > bpdy = (ag+by)d,

geG heqG geG
<Z agég> : (Z bh5h> = Z (ag . bh)dgh-
geG heG g,h€eq

Demonstrag¢do. Sejam Z a4, Z bnon, Z c;0; € AG. Para que
geG heG €@
AG seja anel, deve satisfazer as seguintes propriedades:
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1. Associatividade da soma

(Z g0, + Y bthh) +

e heG

2. Comutatividade da soma

Z agég + Z bhéh

geG heG

Z Ciéi

i€G

D (ag+by)o, + > by
geG i€G
Z[(ag +by) + ¢4]dy

geG

Z[ag + (bg +¢4)]dg

geG

Z ag5g + Z(bh + ch)éh
geG g€eG

geG geG geG

= Z(ag +by)dg

geG

= Z(bg + ag)d,

geG

= > b+ Y ayd,.

heG geG

3. Existéncia do elemento neutro
Seja 0 o elemento neutro de A, entao:

Z ag0, + Z 00y, = Z(ag +0)6, = Z agd,.

geG heG

geqG

geqG

> ayd, + (Z Doy + Y _ ¢id;

)

Portanto, Z 045, ¢é o elemento neutro de AG. Pelo item 2

heG

provado acima, AG possui comutatividade na soma, entao

Z g0y + Z 09y, = Z 00y, + Zagég = Zagég.

geG heG

heG

geqG geG
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4. Existéncia do elemento oposto

Seja Z az0, € AG, entao Z(—ag)ég € AG ¢ seu elemento

gelG geG
oposto:
Z agdg + Z(_ag)ég = Z[ag + (—ay)]dy = Z 09,
geG geG geqG geG

5. Associatividade do produto

> ayd,- (Z by - Y c@)

geqG heG i€G

== Z agég . Z (bh . ci)éhi
geG h,ieG

= Z [ag ) (bh ’ Ci)](sg(hi)
g,h,i€G

= Y [(ag-by) - cildgny
g,h,ieG

= Z (ag . bh)(sgh . Z Ci(si
g,heG €@

— (Z ay0, - th5h> > e

geG heG i€G
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6. Propriedade distributiva

> a0, - <Z brdn + > ci5i>

geq heG e
= ) agb, Y (bu+ch)dn
geG heG
= > lag- (ba+cn)lbgn
g,heG
= Z ((Ig . bh + Qg - ch)égh
g,heG
= > (ag- )+ Y (ag- i)y
g,heG g,i€G
= D a0y > bl + > a8y Y cid;.
geG heG geG i€G

Pelo fato de nao ser necessariamente comutativo no produto,
prova-se analogamente que

(Z agly + Y bh6h> S =

PLe: hea i€G
E agdg . E 01‘61' + E bhéh . E C,(Sz
gea i€G heG i€G
Assim, conclui-se que AG é anel. |

Proposigao 4.2. Seja A um anel comutativo e G grupo abeliano
entao o anel de grupo AG € comutativo.

Demonstragao. Se A = {0} entdo AG ¢ anel comutativo. Suponha
entdo que A tenha mais de um elemento.

Sejam os elementos de AG, Z ay0, € Z by 6. Entao:

geG heG
<Z ag59> : (Z bh6h> = Z (ag . bh)dgh'
geG heG g,h€eqG
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Por definicao, a4, by, € Ae g,h € G e por hipétese, A é comutativo
e G ¢ abeliano, entao segue que:

D (ag - bu)dgn = Y (by - ag)dng = (Z bh6h> : <Z a959> :

g,heG g,heG heG geG

Portanto, AG é anel comutativo. [ |

A reciproca desta proposicao, vale com uma condi¢éo so-
bre o anel A.

Proposigao 4.3. Seja A um anel com pelo menos, um elemento
p # 0 tal que p*> # 0. Se AG € comutativo entio A é comutativo e
G é abeliano.

Demonstracao. Se A possui apenas um elemento, obviamente é
comutativo. Suponha entdo, que A possua mais de um elemento.
Sejam a,b € A e e € G 0 elemento neutro de G.

(1) (aée) : (bée) = abd,
(i) (bd.) - (ad.) = bad.,.

Como AG é um anel comutativo, entao
abd, = bad,,

ou seja, ab = ba. Portanto, A é anel comutativo.
Resta provar que G é grupo abeliano. Sejam g, h dois elementos
de G e 0 # p € A tal que p* # 0. Sejam pd, e pd, em AG. Entao

(i) (pdg) - (POn) = P*6gn;
(i) (pdn) - (pdg) = P*Ong;

Por hip6tese AG é comutativo, entdo gh = hg e conclui-se que G
é grupo abeliano. |

Proposigao 4.4. Se A € anel com unidade entao o anel de grupo
AG possui unidade.
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Demonstracao. Seja 1 a unidade em A. Entao a unidade de AG
é 10, pois

166) . Z ahéh = Z(lah)éeh

heG heG

= Z ahéh

heG

= Z(ahl)éh

heG

= Z ah5h . (165)

heG
Logo, esta provado que AG possui unidade. |

Proposigao 4.5. Se AG possui unidade, entdo A também possui
unidade.

Demonstracao. Seja Z by0, a unidade de AG. Provar-se-a que

heG
b. é a unidade do anel A. Seja a € A:

) CL6 = (Z bh(sh) CL(; Z(bh . a)5h

heG heG

= aée = Z(bh . a)éh

heG

=b,a=0VheG\{e}eba=a.

( ) CL(S = (Z bh6h> = Z a - bh)éh

heG heG

= ade = Z(a . bh)éh

hea
=ab, =0V he G\ {e}eab =a.

Logo, A possui b, como unidade. |

Proposigao 4.6. Se o anel de grupo AG nao possui divisores de
zero, entao A € anel sem divisores de zero.
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Demonstracao. Sejam a,b € A tal que a-b = 04. Para que A néo
possua divisores de zero, a = 04 ou b = 0y4.
Entao:

(ad.) - (b0e) = abd. = 046, = > _ 06,.

geG

Como AG nao possui divisores de zero, segue que:
aée = OA(Se

ou
b, = 046,
entdo a = 04 ou b = 04. Portanto, A ndo possui divisores de

Zero. [ |

Observacio 4. Seja A anel com unidade 1 e G grupo com um
elemento g de ordem finita m > 1. Entao:

(10. + (=1)dy) - (10e + 15y + 1052 + ... 4 1dgm-1)
= 15@ + 159 + (—1)59 + 1592 + (—1)592 —+ ...
+16gm—1 + (_1)59771—1 + <_1)5gm

= 10,4+ (—1)d.
= (1-1)6,
= 06..

De acordo com esse contra-exemplo, conclui-se que AG
pode ter divisores de zero, mesmo que A nao tenha.

Proposigao 4.7. Seja A um anel com unidade. Se AG tem ele-
mento inverso multiplicativo entdo o anel A também possui ele-
mento inverso.

Demonstracao. Seja a € A um elemento nao nulo. Assim, ad, tem
inverso Z by 6. Logo, como 140, é unidade em AG,
head

1A5 = a5 (Z bh6h> = Zabhéh

heG heG
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= ab, = 1.
Da mesma forma prova-se que b.a = 1. Portanto, o elemento a

possui inverso. |

A reciproca da Proposicao 4.7. nem sempre vale. Utili-
zando a Observacao 4.1, tem-se que o anel de grupo AG possui
divisores de zero, e pela Proposicao 2.6. conclui-se que este anel
possui elementos sem inverso, devido a sua contra-positiva.

4.2 SUBANEIS DE ANEIS DE GRUPO

Proposigao 4.8. Seja G um grupo com elemento neutro e. Sejam
A, B anéis tais que A < B. Entao, AG < BG.

Demonstragio. Para provar que AG < BG, seré utilizada a Pro-
posicao 2.7:
(i) AG é nao vazio, pois 049, € AG.

(ii) A soma com o oposto também esta em AG:

D agdy— > bpdy =Y (ag — by)d, € AG

gea heG geq
pois a; — b, € A,V g € G.
(iii) O produto estd em AG:
(Z a95g> . <Z bh5h> = Z (ag . bh)égh
9eG heG g,heq

pois gh € G e ayby, € A.

Pelos itens acima demonstrados, conclui-se que AG < B@G. |

Proposicao 4.9. Sejam A um anel e G, H grupos tais que G <
H. Entao AG < AH.
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Demonstragao. Para provar que AG < AH, sera utilizada a Pro-
posigao 2.7. Sendo e o elemento neutro de G:

(i) AG é nao vazio, pois 049, € AG.

(ii) A soma com o oposto também esta em AG:

Z g0y — Z bndy = Z(ag —by)d,

geG heG geG
poisa, —b, € AegeG.
(iii) O produto estd em AG:
(Z ag(59> . (Z bh5h> = Z (ag . bh)(sgh
geG heG g,heG

pois gh € G e ayzb, € A.
Pelos itens acima demonstrados, conclui-se que AG < AH. |

4.3 ISOMORFISMOS DE ANEIS DE GRUPO

Teorema 4.10. Sejam A e B anéis e G e H grupos. Se A é
isomorfo a B e G € isomorfo a H entio AG e BH sdo isomorfos.

Demonstracao. Sejam r : A — B e s : G — H os respectivos
isomorfismos. Ou seja, 7 e s sao homomorfismos bijetores de modo
que

e r(a+0b)=r(a)+r() er(a-b)=r(a) rb);
o s(gxh)=s(g)*s(h),

paraa,b€e Aeg,h €G.
O objetivo dessa demonstragdao é provar que os anéis AG e BH
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sao isomorfos utilizando as hipoteses acima.
Seja o : AG — BH tal que

o (Z a95g> = Z (ag)ds(g)-
geG s(g)eH

Primeiramente, serd provado que ¢ é um homomorfismo. Sejam

Z a4, Z bndy, € AG, por definicao,

geG heG
Z ay04 + Z bndy = Z(ag + by)dy

geG heG geG

e nota-se que s(G) = H, pois S ¢ sobrejetora. Além disto,

(Z a95g> : (Z bh5h> = > (ag-bn)ogn.

geG heG g,heG

(i) Para a soma do homomorfismo:

o (Z a0, + Y bhéh) = 0 (Z(ag + bg)59>

geG heG geG

= > 7(ag+by)de),

s(g)eH

como 7 é homomorfismo, segue que

Z r(ag +bg)dsg) = Z (r(ag) 4+ 1(by)) ds(q)

s(g)eH s(g)eH

= Z r(ag)ds(q) + Z 7(bn)0s(n)
s(h)eH

s(g)eH

= 0 (Z a959> +o (Z bh5h> :

geG heG

(ii) Para o produto do homomorfismo:

) ) (o
= Z r(a, - bh>58(9h)7

g,heG
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como r e s sao homomorfismos, segue que

Yo orlag b = Y (r(ag) () dtgsm

g,heG s(g),s(h)eH
= > m(ag)dug - D r(bn)dm
s(g)eH s(h)yeH

= 0 (g; ag5g> ¥ (}; bh6h> :

Por (i) e (ii) esta provado que o é homomorfismo.
Agora, serd provado que o é bijetor, e para que seja bijetor, o
deve ser injetor e sobrejetor.

(i) Supoe-se que

o (;; agag> =0 (}; bh5h> :

Z r(ag)dsg) = Z 7(bn)ds(n)

s(g)eH s(h)eH

ou seja,

dessa forma, sempre que s(g) = s(h), deve-se ter r(a,) =
r(by). Como 7 e s sdo fungoes injetoras, segue que
s(g) =s(h) = g=h,
r(ag) =7(bn) = a,="0b, =Db,.
Logo, Z az0, = Z by 6y, assim conclui-se que o é injetor.
9eG heG

(ii) Admite-se que

aisi=0| > 7 (a;)6

JEG s—1(j)eH
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De fato:

ol > rNa)deg | = Y r(rH(ay) S

s~1(j)eH s(s=1(4))eH

= ) a0

jea
pois como r e s sao bijetoras:
3 s'(j)eG:sos!(j)=4,VjEH
e 3 rYa;)€A:ror(a;) =aj, Va,; €B.

Desse modo, conclui-se que o é sobrejetor.
Por (i) e (ii) conclui-se que o é bijetor. Portanto, como é
homomorfismo bijetor, esta provado que ¢ é isomorfismo.

Corolario 4.11. Sejam A e B anéis e G um grupo. Se A €
isomorfo a B entio AG e BG sdo isomorfos.

Demonstracao. Nota-se que a identidade é isomorfismo entre G e
G. Como consequéncia do teorema, AG e BG sao isomorfos. W

Corolario 4.12. Sejam G e¢ H grupos e A um anel. Se G e H
sao isomorfos, entao AG € isomorfo a AH.

Demonstracao. Nota-se que a identidade é isomorfismo entre A e
A. Portanto, AG e AH s&ao isomorfos. |



5 CONSIDERACOES FINAIS

Como foco no objetivo em todo momento, o trabalho pos-
sibilitou um excelente estudo sobre anéis de grupos e possibilitara
que outros estudantes brasileiros possam desfrutar do mesmo es-
tudo em sua lingua materna. Ao longo da pesquisa para producao
deste trabalho, pude conhecer nao somente as defini¢coes de anel
de grupo como também sua historia.

Ainda nao se tem uma resposta completa sobre a reci-
proca do Teorema 4.3, do Capitulo 3, que trata sobre o isomor-
fismo entre dois anéis A e B e entre dois grupos G e H dado que os
anéis de grupo AG e BH sao isomorfos. Sua origem data em 1940,
quando Graham Higman defendeu sua tese de pés-doutorado in-
titulada “The units of group-rings”.

Ja em 1947, esse questionamento se tornou oficialmente o
problema do isomorfismo, problema que até hoje nao foi demons-
trado.

No entanto, observa-se que é um assunto recente e por
este motivo, a quantidade de resultados é limitada. No Brasil,
sao famosos os nomes Polcino Milies e Jairo Gongalves, ambos da
Universidade de Sao Paulo.

Contudo, o objetivo geral deste trabalho foi alcangado, foi
possivel construir as demonstragoes necessarias e fundamentais
para um bom entendimento das suas defini¢oes e proposicoes. E
desta forma, proporciona para o leitor uma visao abrangente sobre
toda a teoria de anéis, grupos e anéis de grupos.






1]
2l
3]

4]

[5]

(6]

REFERENCIAS

David S. Dummit & Richard M. Foote. Abstract algebra. 3* ed.
New Jersey: Jhon Wiley & Sons, 2004, p. 935.

Hygino H. Domingues e Gelson Iezzi. Algebra Moderna. 5* ed.
Saraiva Educagao. Sao Paulo: Saraiva, 2018, p. 408.

Adilson Gongalves. Introducao & dlgebra. 5* ed. Projeto Eu-
clides. Rio de Janeiro: IMPA, 2013, p. 194.

Paulo A. Martin. Grupos, corpos e teoria de Galois. 1* ed. Co-
lecdo textos universitarios do IME-USP. Sao Paulo: Editora
Livraria da Fisica, 2010, p. 430.

César Polcino Milies e Sudarshan K. Sehgal. An Introduction
to Group Rings. 1* ed. Algebras and applications. Holanda:
KLUWER ACADEMIC PUBLISHERS, 2002, p. 371.

Arnaldo Garcia e Yves Lequain. Elementos de dlgebra. 5* ed.
Projeto Euclides. Rio de Janeiro: IMPA, 2015, p. 326.



	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Dedicatória
	Agradecimentos
	Epígrafe
	Resumo
	Abstract
	Lista de símbolos
	Sumário
	Introdução
	Anéis
	Anéis
	Propriedades
	Subanéis
	Ideais
	Isomorfismos de anéis

	Grupos
	Grupo
	Propriedades
	Subgrupo
	Isomorfismos de grupos

	Anéis de grupo
	Anéis de grupo
	Subanéis de anéis de grupo
	Isomorfismos de anéis de grupo

	Considerações Finais
	REFERÊNCIAS

