UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
CENTRO DE BLUMENAU
CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

Joao Vitor Pamplona

METODO DE GRADIENTES CONJUGADOS:

um estudo tedrico aplicado a quadraticas convexas

Blumenau

2019






Joao Vitor Pamplona

METODO DE GRADIENTES CONJUGADOS:

um estudo tedrico aplicado a quadraticas convexas

Trabalho de Conclusdo de Curso sub-
metido ao Curso de Licenciatura em
Matematica do Centro de Blume-
nau da Universidade Federal de Santa
Catarina para a obtengao do titulo de Li-
cenciado em Matematica.

Orientador: Prof. Luiz Rafael dos Santos,
Dr.

Blumenau

2019



Ficha de identificagao da obra elaborada pelo autor,
através do Programa de Geragao Automatica da Biblioteca Universitaria da UFSC.

Pamplona, Jodo Vitor

Método de Gradientes Conjugados : um estudo
tedrico aplicado a quadrdticas convexas / Jodo Vitor
Pamplona ; orientador, Luiz Rafael dos Santos,
2019.

72 p.

Trabalho de Conclusdo de Curso (graduagao) -
Universidade Federal de Santa Catarina, Campus
Blumenau, Graduagdo em Matemdtica, Blumenau, 2019.

Inclui referéncias.

1. Matemdtica. 2. Otimizagdo. 3. Métodos
iterativos. 4. Método de Maxima Descida. 5. Método
dos Gradientes Conjugados. I. dos Santos, Luiz
Rafael. II. Universidade Federal de Santa Catarina.
Graduagdo em Matemdtica. III. Titulo.




Joao Vitor Pamplona

Método de Gradientes Conjugados: um estudo teodrico aplicado a
quadraticas convexas

Este Trabalho de Conclusao de Curso foi julgado adequado para
obtencao do Titulo de “Licenciado em Matematica” e aprovado em sua
forma final pelo Curso de Licenciatura em Matematica do Centro de
Blumenau da Universidade Federal de Santa Catarina.

Blumenau, 28 de novembro de 2019.

Prof. André Vanderlinde da Silva, Dr.
Coordenador Curso de Licenciatura em Matematica

Banca Examinadora:

Prof. Luiz Rafael dos Santos, Dr.
Orientador
Universidade Federal de Santa Catarina

Prof. Felipe Delfini Caetano Fidalgo, Dr.
Avaliador
Universidade Federal de Santa Catarina

Prof. Hugo José Lara Urdaneta, Dr.
Avaliador
Universidade Federal de Santa Catarina






Este trabalho é dedicado aos Antonios e Marias da

minha vida.






AGRADECIMENTOS

Agradeco aos meus pais, Antdnio e Maria Helena por sempre
me apoiarem, nao importando as circunstincias, o apoio de vocés é
fundamental na minha vida, amo vocés.

Agradeco as minhas tias, Lu e Tata, por serem praticamente
minhas segundas maes e me ajudarem em tudo que eu precisava.

Ao meu orientador, professor Luiz Rafael dos Santos, por acre-
ditar que podiamos estudar este assunto e por me mostrar que todo
esfor¢o vale a pena.

Agradeco ao meu cachorro Toco por sempre estar comigo nos
momentos dificeis, e que ap6s anos vendo eu estudar ja aprendeu alguns
teoremas.

Agradeco também aos professores do curso de Licenciatura
em Matemdtica da UFSC Blumenau, em especial ao professor Jorge
Cassio, que além de professor foi um grande amigo nesta graduagao e
aos professores do SOMA por acreditarem no meu potencial.

Agradeco & minha namorada, que esteve presente em todos os
momentos da graduagao. Maria, dentre todas as coisas que a matematica
poderia me oferecer a melhor com certeza foi vocé, que nosso amor seja
continuo e nao-enumeravel.

Finalmente, agradeco a todos os amigos que fiz nesta gradua-

¢ao.






RESUMO

Neste trabalho é apresentado o método dos Gradientes Conjugados.
Para isso, foi realizado um estudo sobre o problema de otimizacao,
condicdes de otimalidade e convexidade, buscando entender os principais
resultados e definigoes e apresentando alguns exemplos. Além disso,
é estudado o método dos gradientes, para que possamos entender a
diferenga na velocidade de convergéncia desse método e o de gradientes
conjugados. Finalmente, os resultados matematicos que embasam o
Método de Gradientes Conjugados sdo apresentados.

Palavras-chave: Otimizacao, Métodos iterativos, Gradientes conjuga-
dos.






ABSTRACT

In this work the Conjugate Gradients method is presented. In order
to achieve this objective, we study first mathematical optimization
background, optimality conditions and convexity, exposing the main
definitions and results and illustrating with some examples. Moreover,
the Gradient method is studied, thus we can understand the difference
in the convergence speed of this method and the conjugate gradient
method. Finally, the mathematical results that lead to the conjugate
gradient method are presented.

Keywords: Optimization, Iterative methods, Conjugate Gradient.
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INTRODUCAO

Neste trabalho estudaremos o método dos Gradientes Conju-
gados, exploraremos desde sua fundamentacao tedrica, que envolvem
conceitos de otimizacgao, até a definicao do algoritmo propriamente dito
para a minimizacdo de uma funcdo quadratica estritamente convexa.

Assim nosso principal objetivo é estudar a fundamentacédo ma-
tematica que suporta o Algoritmo dos Gradientes Conjugados em pro-
blemas de otimizac¢ao quadrética convexa, aplicado ao problema:

- I T
— 0T Ar— |
;gllpglf(x) o Az b'z+c (1)

em que A € R™*" é uma matriz simétrica definida positiva e x,b € R™
sdo vetores e ¢ € R é um escalar. O vetor = é o vetor das incognitas.

Também estudaremos outro método: o método de méxima des-
cida ou método do gradiente, como também é conhecido. Tal método
trabalha apenas com informagoes da primeiras derivadas, porém pode
demorar a convergir. J4 o método dos gradientes conjugados temos con-
vergéncia em n passos, se a funcao quadratica for estritamente convexa.

Investigaremos as propriedade de dire¢oes conjugadas e em
cada iteragdo do método resolvemos um problema de minimizac¢ao uni-
direcional.

O método do gradientes conjugados é utilizado principalmente
para a resolucao de problemas de grande porte, nos quais nao é razoavel
sequer fazer as n iteragoes que podem ser demandadas no caso aqui ja
citado.

Neste contexto, os Capitulos 1 e 2 deste Trabalho de Conclusao
de Curso foram baseados no livro de Ribeiro e Karas [11]. No Capitulo 1
apresentamos os conceitos de otimizacao, condi¢des de otimalidade e
como a convexidade nos auxilia. No Capitulo 2 comegamos a estudar
algoritmos de descida propriamente ditos, mas ainda de uma forma
geral.

J4 o Capitulo 3 foi baseado em Luenberger e Ye [8], Ribeiro e
Karas [11] e Shewchuk [12], nele trabalhamos o método dos gradientes,

uma extensao mais especifica do capitulo anterior, conferimos a conver-
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géncia do método e fizemos uma anélise geométrica do funcionamento
do algoritmo. Por fim, no Capitulo 4 estudamos o método dos gradientes
conjugados, tais como suas propriedades e interpretagées geométricas e
utilizamos, como principais referéncias Luenberger e Ye [8], Ribeiro e
Karas [11], Shewchuk [12] e Watkins [13],

Algumas das figuras presentes no trabalho foram elaboradas

com auxilio dos softwares Julia[l] e Ipe.
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1 OTIMIZACAO

Neste capitulo apresentaremos os conceitos bésicos de otimiza-
¢do. Para iniciar, vamos apresentar alguns resultados que garantem a
existéncia de um minimizador de determinada funcao e, em seguida, dis-
cutiremos as condi¢bes de otimalidade para problemas de minimizagao

irrestrita.

1.1 O PROBLEMA DE OTIMIZACAO
Vamos considerar o problema

min f(x)

)
sujeito a x € )

(PG)

em que f:R"™ — R é uma fungdo arbitraria e 2 C R™ é um conjunto
qualquer. Como tal problema sugere minimizar a fungdo, primeiro pre-

cisamos saber o que é um minimizador.

Defini¢ao 1.1. Considere uma funcao f : R® - R e z* € Q C R™.
Dizemos que z* é um minimizador local de f em  quando existe § > 0,
tal que f(z*) < f(x) para todo = € B(z*,d§) N Q. Caso f(z*) < f(x)

para todo x € Q, x* é dito minimizador global de f em €.

Quando as desigualdade na Definicdo 1.1 forem estritas para
x # x*, chamaremos z* de minimizador estrito. Se néo for mencionado,
o conjunto ) significa que 2 = R™ e portanto estamos trabalhando com
um problema irrestrito, ou seja, sem que haja restrigoes aos valores das
varidveis.

Vamos agora ver algumas condi¢des que garantem a existéncia

de minimizadores.

Teorema 1.1 (Weierstrass). Sejam f : R™ — R continua e @ C R"

compacto nao vazio. Entao existe minimizador global de f em €.

Demonstragigo. Veja em Lima [7, pp. 187]. |
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Corolario 1.1. Seja f: R™ — R continua e suponha que existe ¢ € R
tal que o conjunto L = {x € R™ | f(x) < ¢} seja compacto e nio vazio.

Entao f tem um minimizador global.

Demonstragiao. Pelo Teorema 1.1, existe z* € L tal que f(z*) < f
para todo x € L. Por outro lado, se ¢ L, temos f(x) > ¢ > f(x™).
Assim, f(z*) < f(z), para todo x € R™. [ ]

A seguir veremos uma definicdo que serd muito importante ao
longo deste trabalho e também um exemplo de funcao, que utilizando

o corolario acima, encontraremos o minimizador.

Definigdo 1.2. Seja A € R™*™ uma matriz simétrica. Dizemos que
A & definida positiva quando =" Az > 0, para todo z € R™\{0}. Se
x T Az > 0, para todo = € R™, A é dita semidefinida positiva.

Exemplo 1.1. Seja f : R” — R dado por f(z) = ' Az, em que A €
R™*™ é uma matriz simétrica. Mostraremos que f tem um minimizador
global z* em S = {x € R" | ||z|| = 1}. Com efeito, como f é continua
e S é compacto, segue do Corolario 1.1 que f possui um minimizador

global.

O préximo teorema nos auxiliard no caso em que a fungao é

quadrética.

Teorema 1.2. Sejam A € R™ uma matriz simétrica e & > 0. Se
xT Az > 0, para todo x € R" tal que ||z|| = J, entdo x" Ax > 0, para
todo x € R™.

8
Demonstragiao. Considere x € R™\{0}. Tomando y = ﬁ, temos que
x
2

0

lly|| = 6. Portanto, usando a hipdtese, temos que WxTAm =yl Ay >
T

0. Assim 2" Az > 0. [ |

Agora discutiremos os critérios de otimalidade.
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1.2 CONDICOES DE OTIMALIDADE

Veremos agora as condigdes necessarias e suficientes para carac-
terizar um minimizador de um problema (PG) com = R" e alguns

exemplos de cada uma.

Definicdao 1.3. Um ponto z* € R"™ que cumpre V f(z*) = 0 é dito

ponto critico ou ponto estaciondrio da fungao f.

Teorema 1.3 (Condi¢do necessiria de 1* ordem). Seja f : R™ — R
diferencidvel no ponto x* € R™. Se x* é um minimizador local de f,

entao

Vf(z*) =0 (2)

Demonstragio. Considere d € R™\{0} arbitrario. Como z* é minimiza-

dor local, pela Defini¢do 1.1, existe § > 0 tal que
fl@®) < f(a* +td)

para todo ¢ € (0,9).
Pela expansdo de Taylor, veja Guidorizzi [3, pp. 465],

flz* +td) = f(z*) +tVf(z*) Td+r(t)

com
1y =0
Usando a igualdade acima e a desigualdade da Definicao 1.1
obtemos,

f@*) < fa) +tVf(*) T d+r(t)
f@®) = f(a*) <tV f(a*)Td+r(t)
0 <tVf(x*)Td+r(t).

Tomando d arbitrario e dividindo-se tudo por ¢, obtemos

0<Vf(x*) d+ Ti—t)

Passando o limite quando ¢ — 0, obtemos

Vi) d>o0. (3)
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Suponha, por contradi¢do, que V f(z*) nao fosse nulo. Entao poderia-

mos escolher d = —V f(z*), resultando em

IVF(@*)I* = VF(*) V")

= (=Vf(@) (~Vf(z"))
=d' (-Vf(x"))
—(d"Vf(z*))
< 07
por conta de (3), mas que é uma contradi¢io. Logo Vf(z*) =0. W

Exemplo 1.2. Seja f : R?> — R dada por f(z) = sin(3z? + 23) +

cos(x? — x3) + 4x3. Verificaremos se f tem minimizadores em R?. Note

0
que Vf(x) # 0, para todo = € R3, pois an(x) = 4. Portanto, pelo
3

Teorema 1.3, ndo existe minimizador de f em R3.

Teorema 1.4 (Condi¢do necessdria de 2* ordem). Seja f : R® — R
duas vezes diferencidvel no ponto z* € R™. Se * é um minimizador
local de f, entdo a matriz Hessiana de f no ponto x* € positiva semi-
definida, isto €,

d"V2f(z*)d > 0.

para todo d € R™.

Demonstragao. Considere d € R™\{0} arbitrario. Usando a expansio
de Taylor de segunda ordem em torno de f(x* + td), (veja Lima [6, pp.
262]) temos,

f@* +td) = f(z*) +tVf(z*)Td + ngVQf(x*)d +7(t),

r(t
com }in% —t(2) = 0. Como z* é minimizador local, o Teorema 1.3 garante
—

que Vf(z*) = 0. Portanto, para t suficientemente pequeno,

0< f(a* +td) — f(z*) = ngV2f(x*)d +7(t).

Dividindo por t? e passando o limite quando t — 0, obtemos
d"V2f(x*)d > 0. |
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Antes de vermos e provarmos a condi¢ao suficiente de segunda

ordem, vamos demostrar um lema que nos auxiliara.

Lema 1.1. Se A € R™*"™ ¢ uma matriz simétrica com A1 e X\, sendo

0 menor e o maior autovalor, respectivamente, entao
Mz <zlAz < \z'z,
para todo x € R™

Demonstragio. Como A é simétrica, entdo seus autovalores sdo reais.
Logo, seja 0(A) = {\1 <X < <A} CR e tome \y = mino(A)
e A\, = maxo(A). Como A é diagonalizdvel, entao existem @ € R"*"

ortogonal e D diagonal, tal que
A=QDQ" ou D =Q"AQ,

sendo D = diag(A1, A2,...,A\y). Se x = 0 vale trivialmente, entdo
suponha 2 € R™\{0}, temos que y = Q" x é tal que
lyll* =y "y
=2'QQ "z
=z'z

= [l=[|*.

Assim,
" Az =27 (QDQ ")z

=(Q'2)"'D(Q"x)
=y Dy

n
= Zyi/\iyi
i=1
n
i=1

= /\nyTy
= Anlz?

= )\nxT:r.
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Logo " Az < Az z.
Analogamente temos que
¢ Az =27 (QDQ ")z
=(Q'z)'D(Q"2)
=y' Dy

n
= Zyz)\zyz
i=1
n
> M Z \yi|2
i=1

=\y'y
= Aifz?
= Alx—rw.

Logo x Az > Mz z. [ |

Teorema 1.5 (Condigdo suficiente de 2* ordem). Seja f : R™ — R duas
vezes diferencidvel no ponto x* € R™. Se x* é um ponto estaciondrio da
fungio f e V2f(z*) € definida positiva, entdo x* é minimizador local
estrito de f.

Demonstragio. Seja A o menor autovalor de V2 f(z*). Como esta matriz
é definida positiva, temos A > 0 (veja Meyer [9, pg. 559]).

Com isto, pela expansdo de Taylor, veja Guidorizzi [3, pp.
465], usando o fato de z* ser estaciondrio e usando o fato de que
d"V2f(x*)d > \||d||?, para todo d € R", pelo Lema 1.1, temos

fl@*+d) = f(z*) + Vf(z*)Td+ %dTV2f(x*)d + r(d)
= f(z*) + %dTVQf(x*)d +7(d)
> (@) + A + 7(d),

r(d)
o [ld|?

em que hm = 0. Podemos entao escrever

fat+d) = f@) A r(d)
EE SCRTFTER



1.8. Convezidade 25

. A r(d) . A r(d)
C 1 -+ —= 0 te & > 0 tal -4+ —5 >0
omo dli% (2 + ||d||2) > 0, existe 0 > al que 5 + ||d||2 > U, para

todo d € B(0,5)\{0}, donde segue que f(z*+d)— f(z*) > 0, para todo
d € B(0,9)\{0}, ou equivalentemente,

f@") < f(a),
para todo xz € B(z*,d)\{z*}. Isto prova que * é minimizador local. W

Exemplo 1.3. Seja f : R? — R dada por f(z) = (x1 — 23)(z1 —

%m%) Verificaremos que £ = 0 é o tnico ponto estacionario de f e

nio é minimizador. No entanto, fixada qualquer direcio d € R*\{0}, =

minimiza localmente f ao longo de d.

2z — %x%

. Assim, se Vf(z) =0, entdo
—3x1719 + ng /(@)

Temos V f(z) = [

x = 0. Além disso, f(%x%,xg) -T2 0, o que significa que Z nao é
minimizador local de f. Porém, dado d € R?\{0}, temos

f(@+td) = t*(dy — td3)(dy — %td%).

Se di = 0, entdo f(z + td) = 1t*d} > 0. Caso di # 0, a expressdo
(dy — td3)(d1 — 2td3) é positiva em t = 0 e, por continuidade, também

para t préximo de 0, logo £ minimiza localmente f ao longo de d.

1.3 CONVEXIDADE

Dentre as varias classes de funcoes estudadas em matematica,
existe uma que se destaca pelas excelentes propriedades que possui:
a classe das funcdes convexas. Em otimizacgdo, a convexidade permite
por exemplo concluir que, para estas fungdes, minimizadores locais sdo
globais.

Os conjuntos convexos constituem o dominio natural para as

fun(;()es convexas, conforme veremos a seguir.

Definicao 1.4. Um conjunto C C R™ é dito convero quando dados
x,y € C, o segmento [z,y] = {(1 —t)z +ty | t € [0,1]} estiver inteira-

mente contido em C.
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Temos a seguir, nas Figuras 1 e 2 exemplos de conjuntos con-

Vexos € Nao convexos.

Figura 1 — Conjunto convexo.

Fonte — Elaborado por Jodo Vitor Pamplona (2019).

Figura 2 — Conjunto ndo convexo.

Fonte — Elaborado por Jodo Vitor Pamplona (2019).

Agora definiremos formalmente, o que sdo fung¢des convexas.

Definicao 1.5. Seja C' C R™ um conjunto convexo. Dizemos que a

funcao f: R™ — R é conveza em C quando
S =tz +ty) < (1 —1)f(x) +1f(y)
para todos z,y € C e t € [0,1].

Geometricamente podemos dizer que qualquer arco no grafico

de uma funcéo convexa estd sempre abaixo do segmento que liga as
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extremidades. Veja nas Figuras 3 e 4 exemplos de func¢do convexa e nao
convexa, respectivamente.
Jo)

(I—tifx)+fiv)

Jiti—thx+ty)

x iI—tlx+ty ¥y

Figura 3 — Fung¢ao convexa.

Fonte — Elaborado por Ribeiro e Karas [11].

v
Sfitl—thx+ty)

(1-t)ffc) +1fiv)

Jix)
/ X (1—tx+iy ¥

Figura 4 — Funcao nao convexa.

Fonte — Elaborado por Ribeiro e Karas [11].

O préximo teorema justifica o fato de fungdes convexas serem

muito bem vistas em otimizagao.

Teorema 1.6. Sejam C C R™ convero e f : C — R wma funcdo
convezxa. Se x* € C' é minimizador local de f, entdo x* € minimizador
global de f.
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Demonstrac¢do. Por definicio de minimo local, seja § > 0 tal que
f(@*) < f(x), para todo x € B(z*,§) N C. Seja y € C mas tal que
y & B(z*,0) e tome t > 0 de modo que t|ly — z*|| < §. Assim, o ponto
Z:=(1—t)z* + ty tal que & € C satisfaz

[ — a2 = [I(1 = t)=" + bty — 7|
=||z* — ta* + ty — =¥

= [ty — tz"||
= [tllly — 27|
= [tllly — || <9,

o que implica que = € B(z*,J) e, portanto, T € B(z*,d) N C. Deste

modo temos,

f@) < f(2) = fF(A=t)a” +ty) < (1 —1)f(27) +1f(y),

donde segue que

f@) = (A =t)f(z") <tf(y)
f@) = f@) +1f(2%) <tf(y)
tf(z") <tf(y)
f@") < fy),
o que finaliza a demonstracao. |

Quando temos a diferenciabilidade da funcao, podemos carac-

terizar a convexidade de forma mais simples.

Teorema 1.7. Sejam f: R™ — R uma fungdo diferencidvel e C' C R™

convero. A fungdo f € convexa se, e somente se,
fy) = f(@) + V(@) (y - 2).

Demonstragio. Seja f convexa. Para z,y € C e t € (0,1] quaisquer,
definindod =y —z temos z +td € C' e

Jla+td) = o+ 1ty —2) = F(1 - D + ty) < (1 - )f(2) + ] (y).
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Portanto,

f(z +td) — f(x)

1) - f@) 2 tim BT g p)Ta

em que a ultima igualdade é dada pela defini¢do de derivada direcional
de f. Usando a definigio de d, obtemos f(y) > f(z) + Vf(z)" (y — z).
Para provar a reciproca, considere z = (1 —t)x +ty € C e

observe que, por hipotese

f@) = f(2) + V() (@ —2) e f(y) = f(2) + VI(2) " (y —2).

Multiplicando a primeira desigualdade acima por (1 —t) e a segunda

por t, obtemos

L=)f(@) 2 1 =t)f(2) + L =)V f(2)  (z ~ 2)

tf(y) > tf(2) +tVf(2) " (y — 2).

Somando as duas desigualdades acima,

(L=t f (@) +tf(y) > f(2) + V() (1= t)(@ = 2) + t(y - 2))
=f(2)+Vf(2) (x—2z—to+tz+ty —t2)
=f(2) + V() (@ —z—ta+1y)
= f(2) + V() (1 =tz +ty —2)
= f(2) +Vf(z) (z ~ 2)
= () + V() (0)
= f(2):

Substituindo novamente z = (1 — t)x + ty derivamos,

(A =t)f(x)+tf(y) = f(1 =)z +ty),

que ¢ a defini¢do de funcao convexa e portanto completa a demostracao.
|

Podemos interpretar geometricamente este resultado dizendo

que uma funcdo convexa estda sempre acima da sua aproximagao linear,
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pois dados a,z € C, temos f(x) > f(a) + Vf(a)T(z —a) . Veja a

Figura 5 para um exemplo de uma fungao real convexa e diferenciavel.

R,

Figura 5 — Aproximacao linear de f

Fonte — Elaborado por Ribeiro e Karas [11].

O teorema seguinte nos fornece outro critério para caracterizar

convexidade.

Teorema 1.8. Sejam f : R" — R uma funcdo de classe C? e C C R"

convero. Se V2 f(x) >0, para todo x € C, entdo f e convera em C.

Demonstrac¢do. Dados z € C e d € R™ tal que x+d € C, pelo Teorema
de Taylor com resto de Lagrange (veja Guidorizzi [4, pp. 306]), obtemos

flx+d) = f(z)+ Vi) d+ %dTVQf(m + td)d,

1
para algum ¢ € (0,1). Como V2 f(z+td) > 0, logo §dTV2f(a:+td)d >0

concluindo assim que,
flx+d) > f(z)+ Vi)' d
Pelo Teorema 1.7, f é convexa. |

Caracterizaremos agora uma func¢ao quadratica em que a matriz

que a define é semidefinida positiva como uma fungdo convexa.
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Teorema 1.9. Seja f: R™ — R dada por

flx) = %xTAx —b'z+e, (4)

em que A€ R"™*™ beR™ eceR, f(z) é conveza se, e somente se A

€ ¢ uma matriz semidefinida-positiva.

1
Demonstracdo. Seja t = W € C. Entao z,y €e C comw =z —y # 0.
Pela Definigao 1.5 temos,

Aplicando a nossa quadratica obtemos,

S(22) (] - (F) +e

<Al 5e ) (G574 9]
e entao,
(x;—y)TA(x;—y) < %xTAx—l— %yTAy
T GO RICO R

Assim, como w nao-nulo é arbitrario, segue que A é semidefinida posi-

tiva, como queriamos. |
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A seguir veremos um exemplo que, por ser a fungdo convexa,
terd solugdo tnica por ser estaciondario, ou seja, seu minimizador local

é global.

Exemplo 1.4. Sejam A € R™ ™ uma matriz simétrica semidefinida
positiva, b € R™ e ¢ € R. Suponha que a fun¢do quadratica f : R™ — R
dada por

1
flz) = ia:TAz ~b'z+ec

tem um minimizador local *. Pelo Teorema 1.9, temos que f é convexa.

Entao, usando o Teorema 1.6, z* é minimizador global.

Uma outra propriedade interessante é que se z* minimiza a
quadratica estrita, isto é, em que A é definida positiva, entdo z* é

solucéo tnica do sistema Ax = b. A seguir mostraremos este fato.
Teorema 1.10. Seja f: R™ — R dada por

f(z) = %xTAx ~b'z+te, (5)

em que A € R™™ é uma matriz simétrica definida positiva, b € R™ e
c € R, encontrar x* que minimiza f € equivalente a achar a solugdo de
Ax =b.

Demonstracao. De fato, seja

ail ai12 oo Q1p T bl

a1 a2 Lo Qop T2 b2
A= , T = , b=

apl Ap2 ... Qpp T bn

eceR.
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Substituindo em (5) obtemos

a1 ai12 . A1n I
1 a1 as2 N aon i)
f(z) = ) Ty T2 xn:| -

Gn1 Ap2 ... QAnpp LTn

_xl_

Z2

—[b1 b ... bl || +e
LZn ]

f(x)

Vi(z)

Agrupando de maneira adequada chegamos em:

2 2
5[&11371 + a1221T2 + ... + A1 X1 Ty + A2121T2 + G225 + . ..

2
+ aonToZn + ...+ A1 T1Tn + Ap2ZoTn + .o+ Qx|+
—bix1 —boxs — ... —byx, +cC.

O gradiente desta funcao é dado por,

aj1xry + a122x2 + ...+ 7(1131" —+ 7(125:62 + ...+ 70‘"12&0" - b1

aiax axx aan® An2Tn
712214-72121—{-@22372—"-...—}-72% "—|—...—|-7n22" —b2

UaTi oy G2mT2 4 STy g, — by,

que pode ser escrito como

a11T1 + a1y + ...+ ap1Ty

1 | a1221 + agoxa + ... + apaxy
A1pX1 + A2pX2 + ...+ AppTy
a1y + a12x2 +...4+ A1nTn b1

1 | 62171 + a22T2 + ... + G2p Ty by

Ap1T1 + Ap2To + ... + QpnTn by,
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ou )
a1 a1 e an1 I
1 ai12 a2 N an2 T2
V)= +
2
Ain  A2n B 7Y Tn |
a1 a2 ... OQin T -51
1 |a21 @z ... agn| |®2 ba
2
Anl Gn2 - Qunl |Zn L bn,
Consequentemente
1+ 1
Vf(a:)ziA $+§A$—b (6)

e como A é simétrica, isto é, A= AT temos
Vf(z) = Az —b. (7)

Como visto, x* é ponto estaciondrio se Vf(z*) = 0. Entéo,
igualando a equacdo (7) a zero obtemos o sistema linear Az = b. Por
ser A definida positiva, tal sistema tem solugdo tinica e, pelo mesmo
motivo, e em conjunto com o Teorema 1.5 temos que z* é solugdo Unica

de Ax = b se, e somente se, é minimizador global de f. |
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2 ALGORITMOS

Uma maneira de resolver o problema de otimizagdo é encontrar
um ponto critico. Para isso, resolveriamos V f(z) = 0, porém dificil-
mente conseguimos resolver, de forma direta o sistema, nem sempre
linear, de n equagoes e n incégnitas dado por V f(z) = 0. Normalmente,
a solucao é obtida por meio de um processo iterativo. Um processo itera-
tivo consiste em considerar um ponto inicial 2°, obtemos um ponto mais

préximo da solucdo !

e repetimos o processo gerando uma sequéncia
(%) € R™ na qual a funcdo decresce.

Basicamente temos trés aspectos no que diz respeito aos mé-
todos de otimizacdo. O primeiro consiste na criacdo do algoritmo pro-
priamente dito, que deve levar em conta a estrutura do problema e as
propriedades satisfeitas pelas solugoes, entre outras coisas.

O segundo aspecto se refere as sequéncias geradas pelo algo-
ritmo, em que a principal questao é se tais sequéncias realmente con-
vergem para uma solucao do problema.

O terceiro ponto a ser considerado ¢é a velocidade com que a
sequéncia converge para uma solucdo. Para fins praticos, ndo basta
que uma sequéncia seja convergente, é preciso que uma aproximagao
do limite possa ser obtida em um tempo razoavel. Deste modo, bons
algoritmos sdo os que geram sequéncias que convergem rapidamente
para uma solugao.

Vamos agora descrever um modelo geral de algoritmo para
minimizar uma funcdo em R™. No proximo capitulo estudaremos dois

algoritmos especificos, analisando os aspectos mencionados acima.

2.1 ALGORITMOS DE DESCIDA

Uma forma geral de construir um algoritmo consiste em esco-
lher, a partir de cada ponto obtido, uma dire¢ao para dar o préximo

passo. Uma possibilidade é determinar uma dire¢do em que f decresce.

Definigao 2.1. Considere uma funcao f : R™ — R, um ponto x € R"

e um vetor d € R"\{0}. Dizemos que d é uma direcio de descida para
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f, a partir de Z, quando existe § > 0 tal que f(z + td) < f(z), para
todo ¢ € (0,0).

Abaixo veremos uma defini¢do e um teorema que serdo impor-

tantes para este capitulo.

Definigao 2.2. O limite

OF () pyy SE 1)~ (5)

od t—0 t

quando existe e é finito, denomina-se derivada direcional de f no ponto

(Z) e na diregao d.

Teorema 2.1. Sejam a um ponto de acumulagio de X C R™ e

f+ X — R uma fungao real. Se b = lim f(x) é um nidmero positivo
r—a

entdo existe § > 0 tal que x € X € 0 < |x — a| < § implicam f(x) > 0.

O resultado é andlogo para b < 0.
Demonstragio. Veja Lima [5, pp. 30]. |

Agora estudaremos uma condigdo suficiente para uma dire¢do

ser de descida.

Teorema 2.2. Se Vf(z)'d < 0, entdo d é uma diregio de descida

para f, a partir de T.

Demonstracdo. Sabemos que

_ . f(@+td) - f(z)
od 150 t

Pela hipétese e pela preservagao do sinal vista no Teorema 2.1,
existe d > 0 tal que
f@+td) — f(z)
t
para todo t € (=6,0), t # 0. Portanto, f(z + td) < f(Z), para todo

t € (0,0), o que completa a demonstragao. |

<0
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Neste teorema ha uma interpretagdo geométrica quando n = 2
ou n = 3, dizendo que as dire¢oes que formam um angulo obtuso com
V(&) sdo de descida. Veja a Figura 6.

Figura 6 — Ilustragdo do Teorema 2.2.

Fonte — Elaborado por Ribeiro e Karas [11].

Usaremos o exemplo a seguir para ilustrar quando uma direcao

d especifica é de descida.

1
Exemplo 2.1. Sejam f : R? — R dada por f(z) = g(x% —23) e
d
dl é tal que d; < 0, entdo d é uma diregdo de
2
descida para f, a partir de Z.

1
T = .Sed =
0

Com efeito temos V f(Z) d = d;. Caso d; < 0, podemos aplicar
o Teorema 2.2 para concluir o que se pede. Entretanto, se d; = 0, nao
podemos usar o teorema, mas basta notar que f(z-+td) = f([1,td2]") =

2
() - 142

descida.

< f(&), para concluir que neste caso, d também é de

O exemplo anterior nos mostra que nada se pode afirmar sobre
uma direcio d ser ou ndo de descida, a principio, quando Vf(z)"d = 0.

Vamos apresentar agora um algoritmo basico para minimizar
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Algoritmo 1 Algoritmo bésico
Dado: 2° € R®

1: k=0

2: Enquanto Vf(2*) # 0 Faca

3 Calcule d* tal que Vf(z*)TdF <0

4 Escolha t, > 0 tal que f(x* + txd*) < f(aF)
5: Faca zFt1 = 2% 4 ¢,.d*

6 k=k+1

7: Fim Enquanto

Uma vez que usa diregoes de descida (Veja etapa 3), o algoritmo
acima ou encontra um ponto estaciondrio em um ntmero finito de
iteragOes ou gera uma sequéncia ao longo da qual f decresce. Apenas
precisamos saber se esta sequéncia tem algum ponto de acumulagao e,
em caso afirmativo, se este ponto é estacionrio.

Deste modo se quisermos garantir sua convergéncia, a escolha
da direcdo d* e do tamanho de passo tj, ndo poderé ser arbitraria. Por
isso estudaremos métodos para encontrar tais dire¢des e tamanhos de

passo.

2.2 METODO DA BUSCA LINEAR EXATA

Dada uma fung¢ao f : R® — R, um ponto £ € R" e uma direcao

de descida d € R™, queremos encontrar ¢ > 0 tal que

f(x@+td) < f().

Precisamos balancear o tamanho do passo ¢ com o decréscimo
promovido em f, para que possamos tirar o maximo proveito a cada
passo que tomamos, ou seja, achar o ponto que mais minimizou f nesta
diregdo d. Veremos uma abordagem que consiste em fazer uma busca
exata a partir do ponto x segundo a diregao d.

O método consiste em minimizar unidimensionalmente f a par-
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tir do ponto  na direcao d. Basicamente devemos resolver o problema

min p(t) = f(ZT + td)
' (Pt)
sujeito a t > 0

Em geral este problema pode ser dificil de se resolver. Entre-
tanto para certas fungbes podem existir formulas fechadas, como no
caso das fungdes quadraticas. Veremos adiante tais funcoes, bem como
um algoritmo. Porém antes vamos fazer alguns exemplos que podem

ser resolvidos de forma direta.

1
Exemplo 2.2. Considere f : R? — R dada por f(z) = §(x1 —2)% +

1 0
—-1)2 z= ,d=
(22 ), [01 )

exata a partir de r, na direcao d.

1
. Faremos a busca linear

e Vf(z) = [_

Primeiramente note que d é de fato uma direcao de descida,

pois
V@) Td= [_1 —2} m — 2<0.

Para fazer a busca, considere

3

1
o(t) ::f(j+td):f(1,t):§+t2—2t+1=t2—2t+§,

cujo minimizador ¢ satisfaz ¢’ (t) = 2t—2 = 0. Assim, como ¢(t) = 2t—2,

temos

A Figura 7 abaixo ilustra este exemplo achando ¢ tal que T +td

minimize unidimensionalmente f a partir do ponto Z na direcao d.
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Vi)

Figura 7 — llustracdo do Exemplo 2.2.

Fonte — Elaborado pelo autor (2019).

1
Exemplo 2.3. Considere f : R? — R dada por f(z) = §(x1 —2)2+

1 3
(o —1)%, 7= [01 ed= [11 . Faca a busca linear exata a partir de T,

na direcéo d.
Primeiramente note que d é de fato uma direcao de descida,

pois
Vi@ d= [4 fz} m ~ 5<0.

Para fazer a busca, considere

o(t) = f(Z +td) = f(1+ 3t,1)
= %((1+3t)72)2+(t7 1)?

1
:5(1+6t+9t274712t+4)+t272t+1

9t 122
S VI N By VR |
2 + 2 + 2 +
1142 3
2 + 2
cujo minimizador satisfaz ¢'(t) = 11t — 5 = 0. Assim,

1
0

)
+ —

t_*ieert_d*
11 - 11

Il

1,36  [2,36
0,45 |0,45
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A Figura 8 abaixo ilustra este exemplo achando 7 tal que T +1d

minimize unidimensionalmente f a partir do ponto z na direcao d.

V(@)

Figura 8 — Ilustracdo do Exemplo 2.3.

Fonte — Elaborado pelo autor (2019).

23 CONVERGENCIA GLOBAL DE ALGORITMOS DE DESCIDA

Nesta secao discutiremos a convergéncia global de algoritmos
de descida. Primeiramente consideraremos o Algoritmo 1 com a diregio
definida por uma transformacdo do gradiente via matrizes definidas
positivas.

Seja H : R® — R™"™ uma func¢do continua que associa a
cada r € R™ uma matriz definida positiva H(z) € R™*". Assim, se
Vf(x) #0, temos que d = —H(2)V f(x) é uma dire¢do de descida. De
fato, Vf(z)'d = —Vf(x) "H(z)Vf(z) <0.

Temos assim uma maneira de obter diregées de descida para
o Algoritmo 1. Para facilitar, vamos reescrever o algoritmo com esta
escolha de direcdo de busca e com tamanho de passo feita pela busca

linear exata.
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Algoritmo 2 Algoritmo bésico

Dado: z° € R®

1: k=0

2: Enquanto Vf(2*) # 0 Faca

3 Defina d* = —H (z)V f(z%)

4 Obtenha t; > 0 tal que f(z* + txd*) < f(z*)
5: Faca zFt1 = 2% 4 ¢,.d*
6
7

k=k+1
Fim Enquanto

Vamos analisar a convergéncia global do Algoritmo 2 utilizando

a seguinte definicdo e os seguintes teoremas.

Definigao 2.3. Um algoritmo é dito globalmente convergente quando
para qualquer sequéncia (z*) gerada pelo algoritmo e qualquer ponto

de acumulacio Z de (2%), temos que 7 é estaciondrio.

Teorema 2.3. Seja (z¥) € R wma sequéncia mondtona que possui

uma subsequéncia convergente, entdo a sequéncia é convergente.

Demonstraggo. Vamos supor (z") mondtona nio-crescente, se provar-
mos que é limitada entdo provamos que (z™) converge.

Temos que (z™*) é convergente, logo existe ¢ tal que |(z™*)| < c.
Como (z™) é monétona nao crescente, para todo n € IN, existe k € IN
tal que n < nk, de modo que —c < (z"¥) < (z"), logo (2™) é limitada
inferiormente. Para (z™) mondtona nao-decrescente se prova de forma

analoga. |

Teorema 2.4. Seja f : R™ — R diferencidvel. Entdo o Algoritmo 2,
com o tamanho do passo calculado pela busca linear exata, € globalmente

convergente para um ponto estaciondrio de f.

Demonstragio. Seja (z*) uma sequéncia gerada pelo algoritmo de des-
cida e seja Z um ponto de acumulagio de (z¥), que existe por Bolzano-
Weierstrass (veja Lima [7, pp. 96]), com z* LN

Suponha por absurdo que Z néo é estaciondrio, ou seja, V f(Z) #
0. Dada a diregdo d = —(H (z)V f(z)), sendo d uma direcao de descida,
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de fato, Vf(z)Td = —(Vf(x)"H(x)Vf(x)) < 0, logo o problema no
passo 4 tem solugao com ¢ > 0. Assim f(z) > f(Z +td) e consideremos
B = f(z)— f(z +td).

Vamos considerar a funcdo auxiliar A : R™ — R definida por
h(z) = f(z) — f(z — tH(2)Vf(z))

continua, pois soma de fungdes continuas é continua. Entdo h(z*) —
h(z) = 3, para a subsequéncia (z%)gen:.
Por isso, dado € > 0 e para k € IN' suficientemente grande

|h(z*) — h(Z)| < € implica em
h(Z) — e < h(z*) < W(Z) + ¢
B

e entdo tomando € = g temos, f(z%) — f(z* +td*) > 5
Logo para zF!  dado pelo Algoritmo 2 obtemos f(x**1) =
f(aF +td*) < f(aF + tkd*) e como f(a*) — f(z* + td*) > g, entdo

—f(zF + td¥) > g — f(z%), donde segue que f(z* +td*) < f(2F) — g,
ou seja, f(zFt1) < f(ab) — g Portanto,
Fk)— 5 > D >0 0

Por outro lado, temos que, pela continuidade de f, f(z*) LiSAIN

f(z). Temos também, pelo etapa 5 do Algoritmo 2, que f(z*),Vk € IN é

decrescente. Logo, pelo Teorema 2.3, f(z*) LS. f(Z), contradizendo

().

Finalmente concluimos que z é estacionario. |

Assim estudamos um algoritmo geral de descida. A seguir vamos

explorar este algoritmo de forma mais especifica.
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3 METODO DOS GRADIENTES

Ainda tentando resolver o problema (PG), estudaremos agora
um dos mais famosos métodos de otimizagao: O método do gradiente,
ou método de maxima descida.

Os matemaéticos costumam atribuir o Método do Gradiente ao
fisico Peter Debye, que em 1909 o elaborou em um estudo assintético das
fungdes de Bessel. O proprio Debye observou que havia emprestado a
idéia do método em um artigo de 1863 de Bernhard Riemann. O método
também remonta a Cauchy e ao matematico russo Pavel Alexeevich
Nekrasov (veja Petrova e Solov’ev [10]).

Tal método iterativo, em cada etapa, faz uma busca na direcao
dF oposta ao vetor gradiente da funcdo f em um dado ponto. Fazemos

esta escolha pois, de todas as direcoes que f decresce, a direcdo oposta

ao gradiente é a que f decresce mais rdpido. De fato, se d = -V f(z) e
v € R™ é tal que ||v]| = ||d||, entdo
of

(2) = Vf(2) d=~|Vf()|* = =V f(@)ll]vl

_of
<Vf(x)v= %(x)

ad

O método do gradiente é definido pelo algoritmo iterativo
o = 2F 4t dF,

em que t; é um escalar nio-negativo que minimiza ¢(t) := f(x* + td*),
isto é, t; é calculado usando busca linear exata.

Neste capitulo apenas abordaremos o caso quadratico, em que
f:R™ = R é dada por

f(z) = %.’JSTACE ~b'x+ec (9)

com A € R™ ™ é simétrica definida positiva e x € R™. O minimizador
de f pode ser encontrado quando acha-se o ponto z* tal que V f(z*) = 0,
o que é equivalente a achar z* que satisfaga, Az = b.

Tal fato demonstramos no Teorema 1.10. E também pelo Teo-

rema 1.10 temos que a direcio oposta ao gradiente d* = —V f(z¥) =
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b— Az®. Vamos construir o algoritmo utilizando o exemplo abaixo para

nos auxiliar.

Exemplo 3.1. (Exemplo retirado de Shewchuk [12, pp. 02]) Suponha

3 2 2
, b= e
SIS

¢ =0, comegando em z° = [~2, —2]T. Nosso primeiro passo na direcio

a funcdo quadritica dada em (9) em que A =

de méxima descida, ira cair em algum lugar na linha comprida cinza

da Figura 9. Ou seja, nds cairemos no ponto

b =20 4+ td°

A questao é, quéao grande o passo deve ser tomado?

Para isso usaremos a ja comentada busca linear exata, que
consiste em achar um ¢ para minimizar ¢. A Figura 10 ilustra este
caso, em que estamos restritos a escolher um ponto na intersecao do
plano vertical com o paraboloide. A Figura 11 é a parabola definida
por esta intersecao. Percebemos que o t que estavamos buscando é
o vértice dessa parabola. Pois do resultado conhecido do Célculo de
varias varidveis, veja em Guidorizzi [4, pp. 258], ¢ minimiza ¢ quando a
derivada direcional % (r}) é igual a zero. Pela regra da cadeia, temos
que 4 f(z!) = Vf(z')La! = Vf(2z!)Td . Igualando a expressio a
zero, descobrimos que ¢ precisa ser escolhido tal que d° e V f(x!) sejam

ortogonais, veja a Figura 12.
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Figura 9 — Tomando o passo na direcdo de maxima descida de f.

Fonte — Elaborado por Shewchuk [12].

Figura 10 — Achando o ponto que minimiza ¢.

Fonte — Elaborado por Shewchuk [12].
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Figura 11 — Intersec¢ao do plano vertical com o paraboloide.

Fonte — Elaborado por Shewchuk [12].

e |

Figura 12 — Propriedade da ortogonalidade dos gradientes.

Fonte — Elaborado por Shewchuk [12].

Para finalizarmos nosso exemplo, precisamos determinar ty,

note que vamos usar d¥ como sendo —V f(z*).
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Teorema 3.1. Se t ¢é obtido wvia busca linear exata, entdo
(dpt1)"dp = 0.

Demonstra¢do. Vamos definir uma fun¢ao auxiliar, ¢ : R — R com

@ = f(z¥ +td"), temos entdo que, pela regra da cadeia, sua derivada é
¢ (ty) = Vf(a" + txd®) Td* = V f(a*T1)Tak.
Note que t* ¢ minimizador de ¢, logo ¢’ (t¥) = 0.
Por outro lado,
Q/(tk) _ Vf(l‘k-‘rl)Tdk
= (Az*t — )T (b — AzP)
_ (dk+l)Tdk.
Logo, (d**1)Td* = 0, provando a ortogonalidade das dire¢des. [ ]

Teorema 3.2. O tamanho de passo ty € determinado, usando busca

linear exata, por:

o (dk)Tdk
k= (dF)T AdF
Demonstragio. Ja vimos que V f(xF) = —d*, entdo teremos:

v(dk+1)—|—dk =0
(b _ Amk+1)‘|’dk -0
(b— Az + tpd*)Td¥) =0
(b— Az®)Td* — t,(Ad™)Td* =0
(b— Azk)Td* = t,.(AdF) T d*
(dk)Tdk _ tk(dk)TAdk
(dk)Tdk
by =~
(d¥)T Ad¥
[ |

Unindo tudo que vimos até agora sobre o método do gradiente,

temos:

d* =~V f(a"),
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(dk)Tdk

e = @ T AR

of =gk db

Resumindo tudo, temos o seguinte algoritmo.

Algoritmo 3 Método do gradiente

Dado: z° € R
1: k=0
2: Enquanto Vf(2*) # 0 Faca
3: Defina d* = —V f(z*)

(dk)Tdk
4: ty = ——5——
(dF) T AdF
5: Faca 21 = 2% 4 ¢,.d"
6: k=k+1

7: Fim Enquanto

Cabe salientar que este algoritmo é exatamente o Algoritmo 1
mas consideramos H(z¥) = I € R"*", para todo k € N. Isto nos
permite aplicar aqui a andlise de convergéncia feita no Capitulo 1.

O Algoritmo 3, com o tamanho do passo t; calculado pela
busca linear exata, é globalmente convergente. Isto é uma consequéncia
imediata do que foi estabelecido no Capitulo 2 e segue diretamente do
Teorema 2.4, considerando H(xz) =1 € R™*"

3.1 INTERPRETACAO GEOMETRICA

A Figura 13 mostra as 6 iteragoes do algoritmo para este caso.
Esta figura deixa evidente a propriedade de que duas dire¢des consecu-

tivas sdo ortogonais que provamos no Teorema 3.1.
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Figura 13 — Método do gradiente convergindo.

Fonte — Elaborado por Shewchuk [12].

Além da propriedade de que duas dire¢des consecutivas sdo or-
togonais ja citada, este método possui outras propriedades interessantes.
Exemplificaremos no caso em que A é 2 x 2. As curvas de nivel de f sdo
elipses cuja excentricidade depende do nimero de condi¢ao da matriz A,
que é dado por \/ﬁ, em que Amax € 0 maior autovalor da matriz A
€ Amin 0 menor. Quanto maior o nimero de condigdo, mais excéntricas
serdo as elipses das curvas de nivel.

O ponto de minimo é encontrado mais rapidamente quando o
numero de condi¢do da matriz for préximo de 1, logo o ideal é quando
Amax = Amin, que € a situacao da Figura 14, deixando as curvas de nivel
perfeitamente circuncéntricas. Neste caso achando o minimizador z*
em apenas um passo.

Porém, quando trabalhamos no caso oposto, ou seja, a matriz
é mal condicionada, as curvas de nivel serdo bastante excéntricas, for-
mando algo parecido com um cénion, e isto é um problema, pois, o
algoritmo pulard de um lado para o outro, resultando numa demora
agonizante para obtermos a solugao (Veja a Figura 15). Este comporta-

mento é denominado zig-zag.
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4

Figura 14 — Curvas de nivel de uma matriz bem condicionada.

Fonte — Elaborado por Shewchuk [12].

SR ) A
S VN —
B
o

|H‘||H|||l| .
‘|‘|‘|‘||||||||||| || ||| 'l |II III \ [/ |'I ||| || || |||||| |
I _4 LTI

Lo

Figura 15 — Curvas de nivel de uma matriz mal condicionada.

Fonte — Elaborado por Shewchuk [12].

Veremos a seguir um método que tenta obter convergéncia mais
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rapida e mais barata computacionalmente falando, em comparagdao com

o método do gradiente.
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4 METODO DE DIRECOES CONJUGADAS

Historicamente o desenvolvimento do trabalho original deste
algoritmo foi realizado por diversos pesquisadores, incluindo Cornelius
Lanczos e Magnus Hestenes no Instituto de Andlise Numérica no Labo-
ratéro Nacional de Matematica Aplicada, em Los Angeles nos Estados
Unidos e Eduard Stiefel do Instituto Federal Suico de Tecnologia em
Zurich (veja Golub e O’Leary [2]).

Métodos de dire¢bes conjugadas sdo métodos de primeira ordem
(usam apenas informagdes da fungdo e do gradiente) e possuem, para
resolver o problema (1), convergéncia mais rdpida que o método do
gradiente. Enquanto este pode gastar uma infinidade de passos para
resolver tal problema, o método das diregoes conjugadas minimizam
esta mesma quadratica usando no méaximo n passos.

Para comegarmos a entender o método, devemos antes nos

atentar a alguns detalhes. Usualmente usamos o produto interno como
n

(wy)=> zyi=y z=2z'y. (10)
i=1

Porém agora teremos que ampliar este conceito. Dada qual-
quer matriz A, definida positiva, poderemos definir o produto interno

induzido por A como,
(x,y), =y Az =z Ay. (11)

Chamaremos o produto interno definido em (10) de produto
interno usual, que é o produto interno induzido por I.

O produto interno induzido por A, simétrica definida positiva,
possui as mesmas propriedades algébricas do produto interno usual. Em
particular, (z,z) , > 0se z # 0. Claramente também teremos mudancas
na norma Euclidiana, ao invés de termos ||z||? = \/(z,z), usaremos o

produto interno induzido por A para gerar uma norma diferente,

)% = /(@ 2) 4-

Relembrando que um método de descida resolve o sistema Ax =

b minimizando f(x) = %xTAx —bTx + c. Usando nossa nova notagao,
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podemos reescrever f como,

1

Fly) = 3 (@a),— () +e= glalh— (ba) +e

Veremos a seguir algumas defini¢ées e teoremas que nos auxili-

ardo na construcdo do algoritmo dos gradientes conjugados.

Definicdo 4.1. Seja A € R™ ™ uma matriz definida positiva. Dize-

mos que os vetores d°,d',...,d* € R"\{0} sio A-ortogonais ou A-
conjugados se

(d',d"), =0
ou ainda

(d) T Ad’ =0,

para todo 7,5 = 0,1,...,k, com i # j.

Geometricamente podemos entender os vetores A-ortogonais,
como vetores usualmente ortogonais caso as curvas de nivel fossem
circuncéntricas, como na Figura 16, porém apds olhar para as curvas

de nivel formadas pela matriz A estes vetores ficam como na Figura 17.

<.{\J

. B i
_4\‘ E] /_,

|
[0

N,

Figura 16 — Vetores usualmente ortogonais em curvas de nivel circun-
céntricas.

Fonte — Elaborado por Shewchuk [12].
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4T

3
-~
- o

Figura 17 — Vetores A-ortogonais em curvas de nivel formadas por A.

Fonte — Elaborado por Shewchuk [12].
Note que, no caso particular em que A é uma matriz identidade,

vetores A-ortogonais sdo ortogonais no sentido usual. No caso geral,

podemos provar a independéncia linear de vetores A-ortogonais.

Lema 4.1. Seja A € R™*™ uma matriz definida positiva. Um conjunto

qualquer de vetores A-ortogonais € linearmente independente.

Demonstragio. Sejam {d°,d, ..., d*} € R™ vetores A-ortogonais e seja

a combinacao linear nula,
apd® + ad' + -+ ad” =0, coma; ER,j=0,... k.
Multiplicando ambos os membros da igualdade por A(d”), obtemos
(od® + ard' + -+ 4 apd®) T Ad? = 07 Ad’
abrindo as contas, temos
(apd®) " Ad? + (crd") T Ad7 -4 (ajd?) T Ad -4 (apd®) T AdP = 0.

Como os vetores {d°,d!,...,d*} € R™ sdao A-ortogonais, ficamos com
apenas uma parcela
a; ()T Ad? = 0.
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J& que (d7)T Ad’ > 0, pois A é simétrica positiva definida, segue que
Q= 0.

Repetindo o argumento para todo j =1,... k, obtemos que os vetores

sdo linearmente independentes. |

Podemos dizer que a filosofia do método dos gradientes conju-
gados consiste em que, dado um ponto inicial z°, para a solucdo do
Problema (PG) para f(z) quadratica, toma-se um conjunto de diregoes
{do,d1,...,dr_1}, em que a primeira diregdo é a mesma do Algoritmo 3
e todas as outras sdo A-conjugadas entre si.

Explicando melhor, é dado um ponto inicial z° e uma direcdo
de descida, na qual sera feita uma busca linear exata, para alcangarmos
um novo ponto z'. Apds repetimos o processo até que seja atingida
a solugdo desejada. Com efeito, no Teorema 4.3 ao final do capitulo,
demonstraremos que se f é quadratica, entdao o algoritmo da no maximo
n iteragoes.

O Algoritmo 4 descreve o método de maneira geral.

Algoritmo 4 Método dos Gradientes Conjugados
Dado: 2° € R", f quadrética.

1: d° = -Vf(z?)

22 k=0

3: Enquanto V f(2*) # 0 Faca

4 Encontre t;, usando busca linear exata

5: ahtl =gk 4 tk-dk

6 Encontre d**! A-conjugado com {d°,d*,...,d"}
7 E=k+1

8: Fim Enquanto

Exploraremos agora cada etapa do Algoritmo 4. Comecaremos
por descrever as dire¢Ges utilizadas na etapa 6 do Algoritmo 4. Nossa
primeira direcao serd dada pela mesma direcdo do método do gradiente,
ou seja, dg = —V f(z°). A partir desta direcio, acharemos uma préxima

direcao da seguinte maneira:
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dado 2° € R", defina d® = —Vf(z°) e, para k = 0,1,...,n—2,

A" = —V (2T + Brd”, (12)

k+1

em que, T = z* + t1,d* ¢ B* deve ser calculado de modo que d* e

dFt1 sejam A-ortogonais, ou seja,
(dk)TAdk—H — (dk)TA(—Vf(LL‘k+1) +5kdk) = 0.
Dai,

(d)TA(=V (@) + (d¥) TABed® =0
—(dk)TAVf(LL‘k+1) _ —6k(dk)TAdk
dk)TAVf(ZEkJrl
k= d*)T AdF
Os préximos resultados estabelecerao que as diregoes geradas

pelo algoritmo séao, de fato, A-ortogonais.

Lema 4.2. Dado z° € R"™, considere a sequéncia finita x*+t! = 2% +

trd®. Entdo com d* e t;, dado pelo Algoritmo 5, temos
Vi =0,
para todo 7 =0,1,...,k— 1.

Demonstracao. Provaremos usando inducao em k. Para k = 1, temos
V(@) Td® = Vf(x® 4 tod°) Td® = ¢/ (tg) = 0. Por hipétese de inducio
temos Vf(zF~1)Td’ = 0, para todo j = 0,1,...,k — 2. Entdao para
7 €0,1,...,k — 2 temos que,
Vi) Td = (A@" 4+t d™ 1) —b) T

= (A" b4t d" YT

=V DT d + by (d" )T A

=040

=0

Logo, Vf(z*)Td? =0 |
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Definiremos agora, um subespago vetorial que estd intimamente

relacionado as diregoes geradas pelo método de Gradientes Conjugados.

Definicado 4.2. Dados A € R"*", y € R" e k € N, definimos o r-ésimo
espaco de Krylov gerado por A e y como sendo o subespago vetorial

dado por
Kr(A,y) = span{y, Ay, A%y, ..., A" 1y},

O préximo teorema relaciona o espago gerado pelos gradientes
V f(2*) e o espaco gerado pelas direcoes d*, obtidos pelo algoritmo de
gradientes conjugados, com um espaco de Krylov especifico, gerado a
partir de V f(z?).

Teorema 4.1. Apds j passos do algoritmo dos gradientes conjugados

(com V f(z*) # 0 em todos os passos), temos que

span{d’,d', ..., d’'} = span{V f(2°), Vf(z'),..., Vf(2?)} =
= Kj1(A, Vf(2°).
Demonstracdo. Provaremos por inducao em j. Para k£ = 0, é trivial,
pois d° = —V f(2°). Assumiremos que os espacos sdo iguais para j = k,
e mostraremos que a igualdade permanece verdade para j = k + 1.

Primeiramente mostraremos que
span{Vf(xO), Vf(xl)7 SRR vf('rk+1)} < lck"rQ(Aa vf(xo)) (13)

Tendo em vista a hipdtese de indugdo, é suficiente mostrar que
Vi) € Krpio(A, VF(2°)). Relembrando que Vf(xzFtl) =
Vf(z*) — tpAdF, basta checarmos AdF. Por hipétese de inducdo,
d* € Kpu1(A, Vf(2°) = span{Vf(a?), AVf(2°),..., A*V f(z")}.
Entao,

Ad* € span{AV f(2°), A2V f(20),..., AFFIV f(29)}
C Krra(4, V().

Ademais, Vf(z%) € Kry1(A4, VF(2°)) C Kry2(A, Vf(2?)), entdo

Vi) = Vi) — tp Ad® € Kiia(A, V£(20)).
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Isto conclui (13).

Em nosso préximo passo vamos provar
span{d®,d', ..., d""'} Cspan{Vf(2),Vf(z'),...,Vf(z"1)}. (14)
Por hipétese de inducgao,
d' € span{Vf(z°),Vf(z'),...,Vf(z¥)}, parai=0,1,...,k (15)
entao é suficiente mostrar que,
d* e span{Vf(2°), Vf(zh),..., Vf(z"TH}.

Mas isto segue imediatamente de (12), usando (15) novamente.
Juntando (13) e (14), podemos ver que os trés espacos estao
entrelagados. Nés podemos mostrar isto, demonstrando que todos pos-
suem a mesma dimensdo. Como K y2(A, Vf(2?)) é formado por k + 2
vetores, sua dimensao é k+ 2. Se pudermos demonstrar que a dimensao
de span{d®,d!,... ,dk“} é exatamente k 4 2, estaremos convencidos
que os trés espagos possuem dimensao k + 2 e portanto sao iguais. Mas
jé sabemos,pelo Lema 4.1, que d°,d",...,d**! sdo linearmente inde-
pendentes, logo eles formam uma base para span{d®,d',...,d"'} que

possui dimensao k + 2, o que finaliza a demonstracao. |
Coroléario 4.1. Se z* e d* foram gerados pelo Algoritmo 5, entio
(d*)TAd? =0,Vj =0,1,2,...,k— 1.

Demonstracio. Provaremos por inducdo. E facil ver que o teorema é
verdade para k = 1. Supondo que seja verdade para k, provaremos para

k + 1. Temos que
diy1 Ad; = =V f (@) T Ad; + Bid), Ad;.

Para i = k o lado direito zera por definicdo de [g. Para i < k
ambos os termos zeram. De fato, o primeiro termo se anula pois
Ad; € span{dy,da,...,d;+1}. Com efeito, temos que pela hipStese de

indugdo que o método é um método de diregoes conjugadas a partir
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de z**! e pelo Lema 4.2, que garante que Vf(z**!) é ortogonal a
span{do,di, ... ,di1}.
O segundo termo zera pela hipdtese de indugéo, o que completa

a demonstracao. |

Agora, podemos mostrar uma férmula fechada para o tamanho

do passo.

Teorema 4.2. O tamanho de passo tx da etapa 4 do Algoritmo 4 é
dado por,

(b— Az*)Tdk

te = ()T AdF

Demonstracdo. Como estamos construindo o método para quadraticas,
1

seja a funcao f: R™ — R como f(z) = §xTAx — b2 + ¢, definiremos

também a funcio auxiliar ¢(¢,y) = (20 + Py + td¥), em que a matriz
to
tq

Py = [do at ... dkil} e o vetor y =

tg—1

Tendo em vista que, pela etapa 5 do Algoritmo 4, zFt! =

¥ + t,,d*, temos que

2% =20 4 tod® + t1dt + -+t dFL
=2+ Puy.
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Com isto, podemos ver que
p(t,y) = f(2° + Pry + td")
((z° + Pry) + td*)) T A((z° 4+ Pry) + td*)—
— b ((2° + Pyy) + td*) + ¢

N | =

%(xo + Py) TA@® + Pry) — b7 (2% + Pry) + +
+ %(mo + Py) T Ad® + %(tz(dk)TAdk)—
—t(b"d")
= f(@° + Pyy) + t(2° + Pry) " Ad* + %(tz(dk)TAdk) —t(b"d")
f(2° + Ppy) + t(Az° + APpy) TdF —
T 0N 4 () Ad)
F(z° + Poy) 4+ t(APyy) T d* + t(Az® — b) TdF+
+ %(tz(dk)TAdk).
Provaremos que (APyy) " d* = 0. Temos que (Py)" Ad* = <Pky,dk>A

e portanto

(dO)T <d0,dk>A
danT dl,dk
(Pey,d*) , =y Pl Ad" = y" | .) Adr =yT < . Ja
(dk—l)T <dk_1,dk>A

Pelo Corolario 4.1, as dire¢oes geradas sao A-conjugadas. Dai, o vetor
0 Jk
(d°,d") ,
1 gk
(dh,d*),
(),
se anula. Logo, (APy) "d* = 0. Com isso,

o(t,y) = f(z° + Pry) + %(th’“Ad’“) +t(Az® —b) T d*
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portanto,

1
mitn o(t,y) = min f(2° + Ppy) + mtin i(tgdkAdk) +t(A2® — b) T
v, Y

Assim,
1
t € arg min §(t2dkAdk) +t(Az® —b) T ",
e entao,
b (b— Az®)Tdk
k= (d*)TAdF
pois trata-se de minimizar uma quadratica unidimensional em ¢. ]

Agora, juntando tudo que provamos, apresentamos o Algo-
ritmo 5, que descreve o algoritmo de gradientes conjugados propria-

mente dito, com férmulas explicitas para t; e Oy.

Algoritmo 5 Método de gradientes conjugados 11
Dado: z° € R", faga d° = —V f(29)

1: k=0
2: Enquanto Vf(z*) # 0 Faga
vf(xk)Tdk
3: ty = ——FF=——
(d*)T Ad¥
4 gt =aF 44k
(dk)TAVf($k+1)
o P = YT Agk
(d*)T Ad
6:  dFtt = -V f (b)) + Brdk
7 k=k+1

8: Fim Enquanto

Finalmente, o teorema a seguir mostra que o Algoritmo 5 mi-
nimiza uma quadratica com no maximo n passos, isto é, o método de

gradientes conjugados para uma quadratica tem convergéncia finita.

1
Teorema 4.3. Considere a fung¢do quadrdtica f(x) = izTA:c—bTx—Fc
e seu minimizador *. Dado x° € R™, entdo a sequéncia gerada pelo

Algoritmo 5 cumpre x™ = z*.
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Demonstragio. Pelo Lema 4.1, o conjunto {d°,d*,... d"~'} é um con-

junto de n vetores linearmente independentes, logo é uma base de R™.

Portanto, existem escalares o; € R, 7 =0,1,...,n — 1, tais que
n—1
ot — 2 = Z o d’. (16)
§=0

Consideremos k € {0,1,...,n — 1} arbitrario. Multiplicando a Relagdo

(16) por (d*)T A e levando em conta que as diregdes sdo A-ortogonais,

temos que
(d*) T A(z* — 2°) = ap(d®) T Ad".
Assim,
dk TA * _ .0
(d*) AdF
Por outro lado, novamente, pelo processo iterativo, temos que
xk = .’ﬂo + t(]do + tldl + e+ tkfldk_l,
que multiplicando por (d*)T A, implica
(d*)T Az* = (d¥)T A2, (18)

pois as diregoes sdo A-ortogonais. Substituindo (18) em (17) e usando
o Teorema 1.10, obtemos
(dk)TAx* _ (dk)TAa;O

(dF)T Az*
(dk)TAx* _ (dk)TAa?k
= (d*)T Az*
(d*)Tb — (d*)T Az*

(dF)T Azk

(@) (b — Az¥)

o =
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Portanto, de (16) segue que

n—1
ot =2+ tid = a0 +tod” + tyd Aty d? T =2,
j=0
completando a demonstragao. |

Agora finalizaremos este capitulo retomando o Exemplo 3.1,
porém agora utilizaremos o método dos gradientes conjugados para

resolvé-lo.

Exemplo 4.1. Suponha a fungdo quadrética dada em (9) em que A =

2 6
que o método converge em dois passos.

3 2 2
] , b= l e ¢ = 0 comegando em 7° = [-2, —2]T. Mostraremos

Primeiramente vamos descobrir nossa fungao.

1
ixTAx —blx= %(le + 2x9) + %(23:1 + 6x2) — (221 + 8x2),
que possui gradiente igual a
3r1 4+ 229 — 2
Vf(z)=
21‘1 + 6!172 + 8

portanto, no ponto xo, temos

V") = [‘182]
12

Como d° = —V f(z") entdo, d° = <

L — |

] Possuindo todas estas informa-

¢oes ja podemos encontrar nosso tg.

12
[12 8}
o ~Vf(®)Td® lS] 13
" (@)TA 3 2] [12] 7
[12 8][ 1 1
2 6| |8

E assim podemos achar nosso préximo ponto z'.

—2] 13[12] [ 0,08
z' =12+ tod’ = LB = 7 ,
2| "75 8 |-0,613
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cujo gradiente é,

2,086
Vi) = [ 4,48 ]

Assim obteremos nosso g,

3 2| |—2,986
N LI 1
= = =0,139.

o = (d)TAd 3 2| [12
ERIIN

Assim nossa proxima dire¢ao pode ser obtida através da seguinte conta,

2,986 12 4,654
d' = —Vf(al) + Bed = | 7 +0,139 =" .
F@)+fo 4,48 8 ~3,368

b

Com a nova diregdo em maos recomecamos o algoritmo calculando t1,

4,654
Y (1) Tl [2’986 _4’48] lg 3681
o= — {(f)l - ’ =0,4121.
(d)T Ad 3 2| | 4,654
{4,654 —3,368}
2 6| |—3,368

Assim, finalmente podemos encontrar nosso 22, que a principio deve ser

4,654 2
+0,4121 = ,
—3,368 —2
1o
0 b)

finalizando nosso algoritmo em 2 passos, como previsto.

nossa solugao.

0,08

2=z +4dt =
-0,613

cujo gradiente é,

V) = [3><2+(2><—2)—2

S 2x2+4(6x—2)+38

A Figura 18 ilustra este exemplo mostrando a aplicagdo do
algoritmo de gradientes conjugados para minimizagdo de uma fungao
quadritica em R? com x° = [-2,—2]T e convergindo em [2, —2]T. Ob-

serve que obtemos a solugcao em dois passos como visto no Teorema 4.3
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e também conseguimos driblar o problema do zig-zag. Lembrando que
este exemplo é o mesmo utilizado no método do gradiente, na Figura 13,

naquele método demorando 6 iteragoes.

Fiv)
4

™

Fa

Figura 18 — Método de gradientes conjugados em acao.

Fonte — Elaborado por Shewchuk [12].
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho estudamos o Método dos Gradientes Conjugados
aplicado a solug¢ao de uma fungao quadratica.

No Capitulo 1, estudamos condigoes de otimalidade gerais de
um problema de otimizacao, para sabermos como caracterizar um mi-
nimizador e como a convexidade nos auxilia em determinados casos.

Ja no Capitulo 2 vimos, de maneira geral, o que é um método
iterativo e como funciona um algoritmo de descida. Vimos também
maneiras de encontrar caminhos para que a solugdo do Problema (PG)
fosse encontrada.

No Capitulo 3 apresentamos o Método do Gradiente, que é um
método no qual tomamos a direcdo oposta ao gradiente para minimizar
as fungoes. Porém conforme vimos este método, em determinados casos,
nao é muito eficiente, por causa do efeito zig-zag.

No Capitulo 4, apresentamos o Método de Gradientes Conju-
gados, que usa diregoes conjugadas, e por isso em no maximo n passos
encontra a solucdo do Problema de minimizacao quadratica.

Finalmente este trabalho possibilitou contato com a Otimizacao,
subérea da matemédtica que nao esta presente no curriculo da graduacgao
em Licenciatura em Matematica da UFSC- Blumenau, apresentando
novas oportunidades de pesquisas futuras. Também ¢é importante en-
fatizar que os contetidos de Algebra Linear aprendidos no decorrer do
curso foram aprofundados ao longo do desenvolvimento deste trabalho

de conclusao de curso.
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