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RESUMO

Neste trabalho é apresentada uma demonstração do Teorema dos
Quatro Vértices. Para isso, um estudo sobre curvas planas do ponto
de vista da geometria diferencial é realizado, buscando entender os
principais resultados e definições, tais como o referencial de Frenet
e a curvatura de uma curva, apresentando alguns exemplos. Além
disso, é estudado a Forma Canônica e o Teorema Fundamental das
Curvas Planas e ainda duas construções para evoluta de uma curva,
uma usual e outra a partir de envelopes de retas.

Palavras-chaves: Curvas Planas. Curvatura. Vértice. Evoluta.





ABSTRACT

In this work a proof of the Four Vertex Theorem is presented. In
order to achieve that objective it was necessary to study plane curves
from the point of view of differential geometry, seeking to understand
the main results and definitions, such as the Frenet frame and the
curvature of a curve, with same examples. Besides, the Canonical
Form and the Fundamental Theorem of Plane Curves were studied,
as well as two constructions for the evolute of a curve, one usual and
the other from line envelopes.

Keywords: Plane Curves. Curvature. Vertex. Evolute.
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1 INTRODUÇÃO

A Geometria Diferencial é uma subárea da matemática que
utiliza técnicas do Cálculo Diferencial, da Álgebra Linear e Multili-
near para estudar problemas da geometria. A Geometria Diferencial
surgiu e foi se desenvolvendo com o estudo de curvas e superfícies
e, de certa forma, respondeu perguntas intrigantes que existiam no
cálculo diferencial. Embora o cálculo diferencial responda algumas
questões físicas conhecidas como as Leis de Newton, ela não é ca-
paz de responder questões, por exemplo, da Teoria da Relatividade,
sendo sanadas somente com o desenvolvimento da geometria diferen-
cial. Hoje a Geometria Diferencial é uma ferramenta essencial para
modelagem de problemas em várias áreas, como biologia, física e
engenharias.

Neste trabalho estudamos a Geometria Diferencial das cur-
vas planas, com o objetivo de demonstrar o Teorema dos Quatro
Vértices. A motivação para estudar este assunto, em especial o teo-
rema, decorre de uma iniciação científica realizada com o professor
Jorge durante 2018 e 2019 e conversas sobre as singularidades da
curvatura.

O Teorema dos Quatro Vértices afirma que toda curva plana
parametrizada regular, fechada e simples, possui, pelo menos, quatro
pontos críticos da curvatura (os vértices da curva). Neste trabalho
vamos demonstrar esse resultado para curvas convexas.

Uma curva plana regular, como o nome sugere, é uma apli-
cação α : I → R

2, com I um subintervalo da reta real R tal que as
derivadas de todas as ordens existem e são contínuas, com a deri-
vada de primeira ordem diferente do vetor nulo. Essas informações
nos permitem criar para α um referencial ortonormal em R

2 que
chamamos referencial de Frenet, o qual nos fornece a curvatura da
curva. De maneira intuitiva, a curvatura nos diz o quão "curvada"a
nossa curva está, isto é, o quanto ela se desvia de uma reta.

Neste contexto, os Capítulos 2 e 3 deste Trabalho de Con-
clusão de Curso foram baseados nas obras [6, 10]. No Capítulo 2
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apresentamos os conceitos básicos de uma curva em R
2 bem como

o referencial de Frenet, apresentando a definição de curvatura. No
Capítulo 3 demonstramos o teorema fundamental das curvas planas,
que garante que a curvatura determina uma curva única, a não ser
por um movimento rígido. Além disso, exibimos a forma canônica
de uma curva plana.

Já o Capítulo 4 foi baseado em [10, 8], nele trabalhamos a
evoluta de uma curva de maneira usual e através de envelopes de
retas, além disso, demonstramos que um vértice corresponde a uma
cúspide (ponto em que a evoluta E(s) da curva α admite ponto crí-
tico). Por fim, no Capítulo 5, baseado em [2, 5, 9], introduzimos o
conceito de curvas fechadas convexas e vértices, para enfim demons-
trarmos o principal teorema do nosso trabalho, o teorema dos quatro
vértices.

Algumas das figuras presentes no trabalho foram encontra-
das em [8], [9] e [10] enquanto outras foram feitas com o auxílio dos
softwares Inkscape e Ipe.



2 CURVAS PLANAS

Na Geometria Diferencial estudamos curvas nos espaços eu-
clidianos. Neste capítulo apresentamos alguns conceitos e resultados
de curvas no R

2, em especial a fórmula de Frenet, a definição de
curvatura de curvas em R

2, bem como sua interpretação são apre-
sentadas. É importante ressaltar que para esse trabalho necessitamos
apenas do estudo das curvas em R

2, mas existem as curvas diferen-
ciáveis em R

3 e seu estudo pode ser visto em [10].

2.1 CURVA PARAMETRIZADA DIFERENCIÁVEL

Descrevemos uma curva através das coordenadas de seus
pontos, que são dadas por funções de uma variável independentes,
da seguinte maneira:

Definição 2.1. Uma curva parametrizada diferenciável no plano é
uma função α : I → R

2 com I um intervalo em R tal que para
cada t ∈ I associa α(t) = (x(t), y(t)), em que x(t) e y(t) são funções
diferenciáveis de classe C∞. 1 A variável t é o parâmetro da curva e
o subconjunto de R

2 formado pelos pontos α(t) = (x(t), y(t)) com
t ∈ I é o traço da curva denotado por tr(α). Ainda podemos dizer
que o traço é a imagem da curva.

Em alguns momentos do trabalho, vamos utilizar a palavra
curva para a curva parametrizada diferencial.

Fisicamente, conseguimos interpretar o traço da curva como
a trajetória que uma partícula percorre entre os instantes a e b para
todo t ∈ [a, b]. Além disso a posição α(t) é a posição da partícula no
instante t. É possível compreender esta observação nos exemplos a
seguir.

1 Uma função f é diferenciável de classe C∞ quando as derivadas de todas as

ordens de f existem e são contínuas.
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e

s(t) =

∫ t

t0

‖α′(ǫ)‖dǫ = −
∫ t0

t
‖α′(ǫ)‖dǫ = −(t0−t) = t−t0, se t ≤ t0,

isto é, s(t) = t − t0 ∀t0 ∈ I. Logo s′(t) = ‖α′(t)‖ = 1, para todo
t ∈ I.

Reciprocamente, se ‖α′(t)‖ = 1, ∀t ∈ I,
∫ t

t0
‖α′(ǫ)‖dǫ =

t − t0 e está demonstrado. �

Observe os exemplos a seguir.

Exemplo 2.9. Sejam α(t) = (r cos(t), r sen(t)) + (a, b) a curva do
Exemplo 2.3 e h : R → R dado por h(s) = s

r . Então β = α ◦ h : R →
R

2,
β(s) =

(

rcos
(s

r

)

+ a, rsen
(s

r

)

+ b
)

é uma reparametrização de α que tem a mesma orientação que α,
pois h′(s) = 1

r > 0. Além disso, β(s) está parametrizada pelo com-

primento de arco, pois ‖β′(s)‖ =
∥

∥

∥

(

− r sen
(s

r

)

1
r , r cos

(s

r

)

1
r

)∥

∥

∥ =

sen2( s
r ) + cos2( s

r ) = 1, para todo s ∈ R.

Como toda curva admite várias reparametrizações, é natural
se questionar se é possível que exista uma reparametrização parame-
trizada pelo comprimento de arco. A resposta e a demonstração vem
a seguir.

Proposição 2.3. Toda curva regular α : I → R
2 admite uma repa-

rametrização β, tal que β está parametrizada pelo comprimento de
arco.

Demonstração. Seja t0 ∈ I fixo e consideremos s : I → J = s(I),
s(t) =

∫ t
t0

‖α′(ǫ)‖dǫ, a função comprimento de arco a partir de t0.
Como s′(t) 6= 0, ∀t ∈ I, existe h = s−1 : J → I uma função de

classe C∞ cuja h′(u) =
1

s′(h(u))
=

1

‖α′(h(u))‖ para todo u ∈ J .

Logo, β : J → R
2 com β(u) = α ◦ h(u) é uma reparametrização de

α tal que

‖β′(u)‖ = ‖α′(h(u)) · h′(u)‖ =
∥

∥

∥α′(h(u)) · 1

‖α′(h(u))‖
∥

∥

∥ = 1,
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para todo u ∈ J . Assim β é uma reparametrização de α que está
parametrizada pelo comprimento de arco. �

Exemplo 2.10. Considere α : R → R
2 a curva regular dada por

α(t) = (at + c, bt + d), sendo a2 + b2 6= 0, e seja s : R → R a função
comprimento de arco de α a partir de t0 = 0. Então

s(t) =

∫ t

0

√

a2 + b2dǫ =
√

a2 + b2t.

A função inversa de s é h : R → R dada por h(u) =
u√

a2 + b2
. Logo

β = α ◦ h : R → R
2 dada por

β(u) =

(

a
u√

a2 + b2
+ c, b

u√
a2 + b2

+ d

)

é uma reparametrização de α pelo comprimento de arco.

Observação 2.3. É importante ressaltar que a reparametrização de
uma curva regular α pelo comprimento de arco não é única. De fato,
seja h1 : J1 → I uma mudança de parâmetro tal que β1 = α ◦ h1 :

J1 → R
2 é uma reparametrização de α : I → R

2 pelo comprimento
de arco. Logo

‖β′
1‖ = ‖α′(h1(u))‖|h′

1(u)| = 1,

isto é,

|h′
1(u)| =

1

‖α′(h1(u))‖ .

Logo,

h′
1(u) =

1

‖α′(h1(u))‖ , ∀u ∈ J1, (2.4)

ou

h′
1(u) = − 1

‖α′(h1(u))‖ , ∀u ∈ J1. (2.5)

Agora, considere f = h−1
1 : I → J1, temos que f é de classe

C∞, pois a mudança de parâmetro h1 o é, e f ′(t) =
1

h′
1(f(t))

. Pela

Equação (2.4)

f ′(t) = ‖α′(h1(f(t))‖ = ‖α′(t)‖ = s′(t), ∀t ∈ I,
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ou, pela Equação (2.5)

f ′(t) = −‖α′(h1(f(t))‖ = −‖α′(t)‖ = −s′(t), ∀t ∈ I,

em que s(t) é a função comprimento de arco da Definição 2.5 Isto
é, f(t) = s(t) + M, ∀t ∈ I ou f(t) = −s(t) + M, ∀t ∈ I, com M

uma constante. Considere h = s−1 : J1 → I. Então, se:

1. f(t) = s(t) + M, ∀t ∈ I, obtemos h1(u) = h(u − M) para todo
u ∈ J1, pois f = h−1

1 e

f(h(u − M) = s(h(u − M)) + M = u − M + M = u, ∀u ∈ J1.

2. f(t) = −s(t) + M, ∀t ∈ I, obtemos h1(u) = h(−u + M) para
todo u ∈ J1, pois f = h−1

1 e

f(h(−u+M)) = −s(h(−u+M))+M = −(−u+M)+M = u,

para todo u ∈ J1. Dessa maneira, qualquer mudança de parâ-
metro h1 : J1 → I tal que β1 = α ◦ h1 está parametrizada pelo
comprimento de arco, é da forma

h1(u) = h(±u + M),

com h = s−1, s(t) =
∫ t

t0
‖α′(ǫ)‖dǫ, to ∈ I e M uma constante.

Agora vamos exemplificar a observação acima.

Exemplo 2.11. Considere a curva do Exemplo 2.3,

α(t) = (r cos(t), r sen(t)) + (a, b)

que descreve a circunferência. No Exemplo 2.9 vimos que a aplicação
β : R → R

2, dada por

β(s) =
(

r cos
(s

r

)

+ a, r sen
(s

r

)

+ b
)

é uma reparametrização de α. Entretanto, se considerarmos a apli-
cação γM : R → R

2 definida por

γM (s) =
(

r cos
(s

r
+ M

)

+ a, r sen
(s

r
+ M

)

+ b
)

,
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com M, s ∈ R e M constante temos que

‖γ′
M (s)‖2 =

∥

∥

∥

(

− r sen
(s

r
+ M

)1

r
, r cos

(s

r
+ M

)1

r

)
∥

∥

∥

2

= sen2
(s

r
+ M

)

+ cos2
(s

r
+ M

)

= 1,

para todo M, s ∈ R, isto é, para todo M fixo, existe a parametri-
zação γM que descreve a circunferência e está parametrizada pelo
comprimento de arco.

Para os próximos capítulos, consideramos que todas as cur-
vas são regulares e parametrizadas pelo comprimento de arco, a me-
nos que seja dito o contrário.

2.3 FÓRMULAS DE FRENET

Como estamos trabalhando em R
2 é interessante estabele-

cermos uma base ortonormal tal que conseguimos escrever os ou-
tros vetores como combinação linear da base. Tendo em vista que
a nossa curva α(s) = (x(s), y(s)), ∀s ∈ I, está parametrizada pelo
comprimento de arco, temos que para cada s ∈ I, o vetor tangente,
α′(s) = (x′(s), y′(s)) que denotamos por t(s), é um vetor unitário
pois 〈t(s), t(s)〉 = 1, pela Proposição 2.2.

Seja n(s) o vetor unitário de R2 ortogonal a t(s) tal que a ba-
se ortonormal {t(s), n(s)} tem a mesma orientação da base canônica
{e1, e2}. Então n(s) = (−y′(s), x′(s)), pois ‖n(s)‖ = 1, o produto in-
terno usual, 〈n(s), t(s)〉 = 0 e n(s) está a 90º no sentido anti-horário
de t(s).

Para uma interpretação geométrica, observe a Figura 2.11.
Dessa maneira, qualquer vetor de R

2 pode ser escrito como combi-
nação linear de t(s) e n(s).

Como 〈t(s), t(s)〉 = 1 para todo s ∈ I, derivando em relação
a s em ambos os lados temos

〈t′(s), t(s)〉 + 〈t(s), t′(s)〉 = 0 ⇒ 2〈t′(s), t(s)〉 = 0,

ou seja, 〈t′(s), t(s)〉 = 0, o que significa que t′(s) é ortogonal a t(s).
Logo, t′(s) é paralelo a n(s), isto é, existe uma função κ : I → R tal
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A partir do vetor tangente e do vetor normal conseguimos
definir as retas determinadas por eles.

Definição 2.8. A reta rt(s0) tangente a α em s0 passa pelo ponto
α(s0) e é paralela ao vetor tangente t(s0) é dada por

rt(s0) = {α(s0) + λt(s0)|λ ∈ R}.

A reta rn(s0) normal a α em s0 passa pelo ponto α(s0) e é paralela
ao vetor normal n(s0) é dada por

rn(s0) = {α(s0) + µn(s0)|µ ∈ R}.

Observação 2.4. Uma informação importante da curvatura é que
ela é contínua. Com efeito, seja κ(s) = −x′′(s)y′(s) + y′′(s)x′(s) a
curvatura de uma curva α(s) = (x(s), y(s)). Como por definição de
curva parametrizada diferenciável, as derivadas de todas as ordens
são contínuas. Como a multiplicação e soma de funções contínuas
são contínuas, segue que a curvatura κ(s) é contínua.

Vamos calcular a curvatura de algumas curvas nos exemplos
a seguir.

Exemplo 2.12. Consideremos α(s) = (as + x0, bs + y0), s ∈ R,
a2 + b2 = 1 uma curva regular parametrizada pelo comprimento de
arco cujo traço é a reta que passa pelo ponto (x0, y0) e é paralela
ao vetor unitário (a, b). Observe que, como t(s) = α′(s) = (a, b) é
constante, segue que t′(s) = 0, ∀s ∈ R. Logo κ(s) = −x′′(s)y′(s) +

y′′(s)x′(s) = −0 · 0 + 0 · 0 = 0, para todo s ∈ R.

Exemplo 2.13. Seja a curva regular parametrizada pelo compri-
mento de arco

α(s) =
(

r cos
(s

r

)

+ a, r sen
(s

r

)

+ b
)

em que s ∈ R e r > 0, cujo traço é o círculo de centro (a, b) e raio
r. Então

t(s) = α′(s) =
(

− sen
(s

r

)

, cos
(s

r

))

e
n(s) =

(

− cos
(s

r

)

, − sen
(s

r

))

.







36 Capítulo 2. Curvas Planas

curvatura, o que facilita bastante os cálculos. A demonstração vem
a seguir.

Proposição 2.4. Seja α : I → R
2, α(r) = (x(r), y(r)) uma curva

regular, então

t(r) =
(x′(r), y′(r))

√

x′(r)2 + y′(r)2

n(r) =
(−y′(r), x′(r))

√

x′(r)2 + y′(r)2

κ(r) =
−x′′(r)y′(r) + x′(r)y′′(r)

(x′(r)2 + y′(r)2)3/2

Demonstração. Seja β = α ◦ h : J → R
2, uma reparametrização de

α pelo comprimento de arco em que h = s−1 : J → I e s : I → J é
a função comprimento de arco a partir de r0 ∈ I. Sendo β(s(r)) =

α(r), obtemos β′(s(r))s′(r) = α′(r) e, assim,

β′′(s(r))s′(r)2 + β′(s(r))s′′(r) = α′′(r), (2.6)

em que s′(r) = ‖α′(r)‖ e s′′(r) =
〈α′(r), α′′(r)〉

‖α′(r)‖ . Logo, pela Equação

2.6

t(r) =
α′(r)

‖α′(r)‖ = β′ (s(r))s′(r)

s′(r)
= β′(s(r))

= tβ(s(r)) =
α′(r)

s′(r)
=

(x′(r), y′(r))
√

x′(r)2 + y′(r)2
,

e

n(r) = nβ(s(r)) =
(−y′(r), x′(r))

√

x′(r)2 + y′(r)2
.

Então, como κβ(s(r)) = 〈β′′(s(r)), nβ(s(r))〉, temos:

κ(r) = κβ(s(r)) =
〈α′′(r) − tβ(s(r)) · s′′(r), nβ(s(r))〉

s′(r)2

=
〈t′(r), n(r)〉

‖α′′(r)‖2
=

−x′′(r)y′(r)
‖α′′(r)‖ + x′(r)y′′(r)

‖α′(r)‖

‖α′′(r)‖2

=
(−x′′(r)y′(r) + x′(r)y′′(r))

(x′(r)2 + y′(r)2)
3

2

.







3 TEOREMA FUNDAMENTAL E FORMA CANÔNI-

CA DAS CURVAS PLANAS

Neste capítulo apresentamos o Teorema Fundamental e a Forma
Canônica das Curvas Planas. As informações sobre o teorema são
importantes na demonstração do Teorema dos Quatro Vértices. A
Forma Canônica de uma Curva Plana é utilizada para garantir que
não existe nenhuma parametrização que descreva a cicloide de forma
regular. Por fim a definição de círculo osculador e sua relação com
a curva serão descritas.

3.1 TEOREMA FUNDAMENTAL DAS CURVAS PLANAS

De certa maneira, a função curvatura determina uma curva,
que é única, a não ser por um movimento rígido de translação e
rotação. Este resultado é tão importante que ficou conhecido como
o Teorema Fundamental das Curvas Planas.

Antes de enunciá-lo vamos definir o que é um movimento
rígido. Uma translação é o movimento que uma objeto faz, de um
lugar para outro, em linha reta na mesma direção e no mesmo senti-
do, mais especificamente, a translação pode ser definida da seguinte
forma.

Definição 3.1. Dados uma curva α(s) = (x(s), y(s)) e um ponto p =

(x1, y1), a translação de α sobre p é aplicação Tp ◦ α(s) : R2 → R
2,

dada por

Tp ◦α(s) = α(s)+p = (x(s), y(s))+(x1, y1) = (x(s)+x1, y(s)+y1).

Observe a Figura 3.1.

Ademais, dado um ângulo θ, a rotação Rθ : R2 → R
2 é o

giro que o objeto faz sob um ângulo θ.

Definição 3.2. Uma rotação por um ângulo θ é uma aplicação Rθ :
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Figura 3.1 – Translação de um quadrado

Figura 3.2 – Rotação de um quadrado sob o ângulo π
4 .

R
2 → R

2 tal que a matriz associada à rotação Rθ é dada por
[

cos θ − sen θ

sen θ cos θ

]

.

Dessa maneira, dado uma curva α(s) = (x(s), y(s)), a rota-
ção de α sob um ângulo θ é dada por

Rθ ◦ α(s) =

[

cos θ − sen θ

sen θ cos θ

] [

x(s)

y(s)

]

= (cos θ x(s) − sen θ y(s), sen θ x(s) + cos θ y(s)). Observe
a Figura 3.2.

Um movimento rígido é a composição de um movimento de
translação e rotação.
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Definição 3.3. Dada uma curva α(s), um movimento rígido é uma
aplicação M : R2 → R

2 tal que M = Tp ◦ Rθ ou M = Rθ ◦ Tp em
que Tp é a translação de α sobre p e Rθ a rotação por um ângulo θ.

Com essas definições podemos demonstrar um resultado que
é muito importante na demonstração do Teorema dos Quatro Vérti-
ces.

Proposição 3.1. A curvatura κα de uma curva α(s) é invariante
por um movimento rígido, isto é, se mantém a mesma.

Demonstração. Seja α(s) = (x(s), y(s)) uma curva parametrizada
pelo comprimento de arco com

κα = −x′′(s)y′(s) + x′(s)y′′(s)

e β(s) = Tp ◦ Rθ ◦ α(s) isto é, β(s) = p + Rθ(α(s)) com p = (x1, y1)

e Rθ a rotação sob o ângulo θ. Assim,

β(s) = (x1, y1) + (cos θ x(s) − sen θ y(s), sen θ x(s) + cos θ y(s)).

Denotando β(s) = (xβ(s), yβ(s), temos

xβ(s) = x1 + cos θ x(s) − sen θ y(s),

x′
β(s) = cos θ x′(s) − sen θ y′(s),

x′′
β(s) = cos θ x′′(s) − sen θ y′′(s),

yβ(s) = y1 + sen θ x(s) + cos θ y(s),

y′
β(s) = sen θ x′(s) + cos θ y′(s),

y′′
β(s) = sen θ x′′(s) + cos θ y′′(s).

Além disso, temos que β′(s) está parametrizada pelo com-
primento de arco pois

‖β′(s)‖ = ‖(cos θ x′(s) − sen θy′(s), sen θ x′(s) + cos θ y′(s))‖
= (cos θ x′(s) − sen θy′(s))2

+(sen θ x′(s) + cos θ y′(s))2

= cos2 θ (x′(s))2

−2(cos θ x′(s) sen θy′(s) + sen2 θ(y′(s))2

+ sen2 θ (x′(s))2 + 2(sen θ y′(s) cos θx′(s)

+ cos2 θ (y′(s))2 = (x′(s))2 + (y′(s))2

= 1,
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pois α(s) está parametrizada pelo comprimento de arco. Portanto,

κβ(s) = −x′′
β(s)y′

β(s) + y′′
β(s)x′

β(s)

= −(cos θ x′′(s) − sen θ y′′(s))(sen θ x′(s) + cos θ y′(s))

+(sen θ x′′(s) + cos θ y′′(s))(cos θ x′(s) − sen θ y′(s))

= − cos θ sen θ x′′(s)x′(s) − cos2 θ x′′(s)y′(s)

+ sen2 θ x′(s)y′′(s) + sen θ cos θ y′′(s)y′(s)

+ sen θ cos θ x′′(s)x′(s) − sen2 θ x′′(s)y′(s)

+ cos2 θ y′′(s)x′(s) − cos θ sen θ y′′(s)y′(s)

= −x′′(s)y′(s)[cos2 θ + sen2 θ]

+y′′(s)x′(s)[cos2 θ + sen2 θ]

= −x′′(s)y′(s) + y′′(s)x′(s) = κα(s).

�

Agora vamos demonstrar o teorema que dá o nome a esta
seção.

Teorema 3.1 (Teorema Fundamental das Curvas Planas).

1. Dada uma função diferenciável κ(s) : I → R, existe uma curva
α: I → R

2 parametrizada pelo comprimento de arco tal que
κα(s) = κ(s), ∀s ∈ I em que κα(s) denota a curvatura da
curva α.

2. A curva α: I → R
2 é única quando fixamos α(s0) = p0 =

(x0, y0) e α′(s0) = v0, em que v0 é um vetor unitário de R
2.

3. Se duas curvas α, β : I → R
2 parametrizadas pelo comprimento

de arco têm a mesma curvatura, então diferem por um movi-
mento rígido, isto é, existe uma rotação R e uma translação T
em R

2 tais que
β(s) = (T ◦ R) ◦ α(s),

para todo s ∈ I.

Demonstração. 1. Dada uma função diferenciável κ(s), considere
θ(s) =

∫ s
s0

κ(ǫ)d(ǫ), em que s0 ∈ I é fixo. Fixemos um ponto
p0 = (x0, y0) de R

2 e λ ∈ R. Definimos uma curva α(s) =
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(x(s), y(s)), em que

x(s) = x0 +

∫ s

s0

cos(θ(r) + λ)dr e

y(s) = y0 +

∫ s

s0

sen(θ(r) + λ)dr

Vamos verificar se a curva está parametrizada pelo comprimen-
to de arco:

t(s) = (x′(s), y′(s)) = (cos(θ(s) + λ), sen(θ(s) + λ)),

t′(s) = (x′′(s), y′′(s))

= (− sen(θ(s) + λ)θ′(s), cos(θ(s) + λ)θ′(s))

o que implica que ‖t(s)‖ = 1. Além disso,

n(s) = (− sen(θ(s) + λ), cos(θ(s) + λ)).

Assim, a curvatura de α é dada por

κα(s) = 〈t′(s), n(s)〉 = sen2(θ(s) + λ)θ′(s) + cos2(θ(s) + λ)θ′(s)

= θ′(s) = κ(s),

pela Observação 2.5.

2. Sejam κ(s) uma função diferenciável e α(s) = (x(s), y(s)) uma
curva regular com ‖t(s)‖ = 1 e curvatura k(s). Pelas equações
de Frenet, temos t′(s) = κ(s)n(s), ou seja, (x′′, y′′) = κ(−y′, x′)

isto é, (x(s), y(s)) satisfazem

x′′ = −κy′ e y′′ = κx′

Pelo Teorema de Existência e Unicidade de sistemas de EDO’s,
que pode ser visto em [3], fixada uma condição inicial α(s0) =

p0 e α′(s0) = v0 temos que a curva α é única.

3. Sejam α, β : I → R
2 curvas parametrizadas pelo comprimento

de arco tais que κα(s) = κβ(s). Pelo fato de serem parametri-
zadas pelo comprimento de arco existem funções θ, θ̄ : I → R

diferenciáveis tais que

α′(s) = (cos θ(s), sen θ(s)),

β′(s) = (cos θ̄(s), sen θ̄(s)),

θ′(s) = θ̄′(s) = κ(s)
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para todo s ∈ I. Logo, existe c0 ∈ R tal que θ̄ = θ + c0. Então
sendo α(s0) = p0 = (x0, y0) e β(s0) = p1 = (x1, y1) temos:

α(s) =
(

x0 +
∫ s

s0
cos θ(ǫ)dǫ, y0 +

∫ s
s0

sen θ(ǫ)dǫ
)

β(s) =
(

x1 +
∫ s

s0
cos θ̄(ǫ)dǫ, y1 +

∫ s
s0

sen θ̄(ǫ)dǫ
)

= (x1 +
∫ s

s0
cos(c0) cos(θ(ǫ)) − sen(c0) sen(θ(ǫ))dǫ),

(y1 +
∫ s

s0
cos(c0) sen(θ(ǫ)) + sen(c0) cos(θ(ǫ))dǫ))

Dessa maneira,

β(s) = p1 + (cos(c0)(x(s) − x0) − sen(c0)(y(s) − y0),

cos((c0)(y(s) − y0)) + sen((c0)(x(s) − x0))

Logo

β(s) = p1 + Rc0
(α(s) − p0) em que Rc0

: R2 → R
2 é a rotação

positiva do ângulo c0 em torno da origem, cuja matriz na base
canônica é

[

cos c0 − sen c0

sen c0 cos c0

]

Portanto β(s) = p1 + Rc0
(α(s)) − Rc0

(p0) = Ta ◦ Rc0
(α(s))

para todo s ∈ I, em que Ta : R2 → R
2 é a translação dada por

Ta(p) = p + a com a = p1 − Rc0
(p0).

�

3.2 FORMA CANÔNICA LOCAL PARA CURVAS PLANAS

Como estabelecemos, uma curva plana é de classe C∞, e
portanto, pode ser calculada através da fórmula de Taylor, nos tra-
zendo resultados e conceitos interessantes, por conta do Referencial
de Frenet.

Seja α : I → R
2 uma curva regular parametrizada pelo

comprimento de arco. Pela fórmula de Taylor na vizinhança de um
ponto , ao fixar um ponto s0 ∈ I obtemos:

α(s) = α(s0) + α′(s0)(s − s0) + α′′(s0)
(s − s0)2

2!
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+ α′′′(s0)
(s − s0)3

3!
+ R(s), (3.1)

em que lim
s→s0

R(s)

(s − s0)3
= 0. Além disso, pelo Referencial de Frenet,

t′(s0) = κ(s0)n(s0) e n′(s0) = −κ(s0)t(s0). Assim, substituindo em
(3.1), encontramos

α(s) = α(s0) + t(s0)(s − s0) + κ(s0)n(s0)
(s − s0)2

2!

+ (κ′(s0)n(s0) − κ(s0)2t(s0))
(s − s0)3

3!
+ R(s).

Considerando

x̄(s) = (s − s0) − κ(s0)2 (s − s0)3

3!
+ Rt(s), (3.2)

ȳ(s) = κ(s0)
(s − s0)2

2!
+ κ′(s0)

(s − s0)3

3!
+ Rn(s), (3.3)

com Rt(s) = 〈R(s), t(s0)〉 e Rn(s) = 〈R(s), n(s0)〉 obtemos a expres-
são

α(s) = α(s0) + x̄(s)t(s0) + ȳ(s)n(s0)

que é chamada forma canônica local da curva α em s0.

A forma canônica local da curva nos fornece algumas infor-
mações interessantes com relação à curva na vizinhança do ponto s0.
A primeira diz respeito ao sinal da curvatura perto desse ponto.

Observação 3.1. Note que

lim
s→s0

x̄(s)

s − s0
= lim

s→s0

1 − κ(s0)2(s − s0)2

3!
= 1

e

lim
s→s0

ȳ(s)

(s − s0)2
= lim

s→s0

κ(s0)

2
+

κ′(s0)(s − s0)

6
=

κ(s0)

2
,

pois lim
s→s0

(s − s0) = 0 Assim existe um δ > 0 tal que se s ∈ (s0 −
δ, s0) ∪ (s0, s0 + δ) então x̄ e (s − s0) têm o mesmo sinal, ȳ > 0 se
κ(s0) > 0 e ȳ < 0 se κ(s0) < 0. Observe a Figura 3.3.
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é o raio de curvatura. Já c(s0) = α(s0) +
1

κ(s0)
n(s) é o centro de

curvatura de α em s0, enquanto o círculo osculador de α em s0 é o
círculo de centro c(s0) e raio R(s0).

Note que o ponto α(s0) pertence ao círculo osculador de α

em s0. De fato,

‖α(s0) − c(s0)‖ =
∥

∥

∥

1

κ(s0)
n(s0)

∥

∥

∥ =
1

|κ(s0)| = R(s0).

Vamos encontrar o raio de curvatura e o centro de curvatura de uma
circunferência.

Exemplo 3.1. Seja α : R → R
2, α(s) =

(

a+rcos
(r

s

)

, b+rsen
(r

s

))

a curva parametrizada pelo comprimento de arco cujo traço é a
circunferência de centro (a, b) e raio r > 0. Como vimos no E-

xemplo 2.13, a curvatura é κ(s) =
1

r
e o vetor normal, n(s) =

(

− cos
(s

r

)

, − sen
(s

r

))

. Logo R(s) = r e

c(s) = α(s) +
1

κ(s)
n(s)

=
(

a + rcos
r

s
, b + rsen

r

s

)

− r
(

cos
(s

r

)

, sen
(s

r

))

= (a, b),

para todo s ∈ R. Assim, o círculo osculador de uma circunferência
é a própria circunferência.

Proposição 3.3. A curva α e o círculo osculador de α em s0 são
tangentes em α(s0).

Demonstração. A reta tangente ao círculo osculador no ponto α(s0)

é a reta que passa por α(s0) e é perpendicular ao vetor c(s0) −
α(s0) =

1

κ(s0)
n(s0). Logo, essa reta é paralela ao vetor α′(s0), sendo

portanto a reta tangente a α em s0. Observe a Figura 3.5. �

Por fim, vamos provar que dado um ponto p, existem pontos
da curva próximos a p que estão dentro do círculo osculador e outros
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Das expressões 3.2 e 3.3 obtemos

‖α(s) − c(s0)‖2 = [(s − s0) − 1
6κ(s0)2(s − s0)3 + Rt(s)]2

+[1
2κ(s0)(s − s0)2 + κ′(s0)(s−s0)3

6 + Rn(s)]2

= (s − s0)2 − 1
3(s − s0)4κ(s0)2

+ 1
36κ(s0)4(s − s0)6 + O4(s)

+1
4κ(s0)2(s − s0)4 + 1

6κ(s0)κ′(s0)(s − s0)5

+ 1
36κ′(s0)2(s − s0)6 − (s − s0)2

−1
3

k′(s0)
κ(s0) (s − s0)3 + 1

κ(s0)2 + O3(s),

em que lim
s→s0

O4(s)

(s − s0)4
= lim

s→s0

O3(s)

(s − s0)3
= 0. Assim,

‖α(s) − c(s0)‖2 = −1

3

k′(s0)

κ(s0)
(s − s0)3 +

1

κ(s0)2
+ R3(s),

com lim
s→s0

R3(s)

(s − s0)3
= 0. Portanto,

lim
s→s0

‖α(s) − c(s0)‖2 − 1
κ(s0)2

(s − s0)3
=

−1

3

κ′(s0)

κ(s0)
. (3.4)

Agora vamos analisar alguns casos:

Caso 1: Quando κ′(s0) > 0 e κ(s0) > 0, temos que o limite
(3.4) é negativo. Logo existe δ > 0 tal que se s ∈ (s0 − δ, s0) temos

(s − s0)3 < 0 implicando em ‖α(s) − c(s0)‖2 >
1

κ(s0)2
. Além disso,

se s ∈ (s0, s0 + δ), (s − s0)3 > 0, ou seja, ‖α(s) − c(s0)‖2 <
1

κ(s0)2
.

Observe a Figura 3.6.

Caso 2: Note que o limite (3.4) também é negativo quando
a curvatura no ponto s0, κ(s0), e sua derivada são negativas, ou seja,







4 EVOLUTA DE UMA CURVA

A curvatura nos fornece algumas informações sobre a curva,
em especial sobre sua evoluta. Vamos apresentar os conceitos e resul-
tados sobre a evoluta de duas maneiras: a primeira, mais conhecida,
é a construção usual, enquanto que a segunda é dada por envelopes
de uma família de retas.

4.1 UMA CONSTRUÇÃO USUAL

Vamos definir o que é a evoluta de uma curva e apresentar
exemplos e informações importantes.

Definição 4.1. Seja α : I → R
2 tal que κ(s) 6= 0, para todo s ∈ I.

Variando o parâmetro s ∈ I, o centro de curvatura c(s), definido na
Seção 3.2, descreve uma curva E : I → R

2 chamada de evoluta de
α, dada por:

E(s) = α(s) +
1

κ(s)
n(s).

Vamos agora encontrar a evoluta da parábola e da elipse.

Exemplo 4.1. Considere α(t) = (t, t2), com t ∈ R que descreve
uma parábola. Sendo x(t) = t e y(t) = t2 obtemos x′(t) = 1, x′′(t) =

0, y′(t) = 2t e y′′(t) = 2. Dessa maneira, pela Proposição 2.4 temos
que

n(t) =
(−2t, 1)

(1 + 4t2)1/2
; e κ(t) =

2

(1 + 4t2)3/2
.

Logo,

E(t) = (t, t2) +
(−2t, 1)

(1 + 4t2)1/2

(1 + 4t2)3/2

2

= (t, t2) + (−2t, 1)
1 + 4t2

2
= (t, t2) + (−t − 4t3, 1

2 + 2t2)

= (−4t3, 1
2 + 3t2).

Observe a Figura 4.1.
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Demonstração. Pela regra do quociente temos:

E′(s) = t(s) − κ′(s)

κ(s)2
n(s) +

1

k(s)
n′(s)

= t(s) − κ′(s)

κ(s)2
n(s) − κ(s)

κ(s)
t(s)

= − κ′(s)

κ(s)2
n(s) 6= 0

se, e somente se, κ′(s) 6= 0, tendo em vista que n(s) é um vetor
unitário. �

Note, que a função curvatura em um ponto é crítico se, e
somente se, a evoluta nesse ponto é singular, ou seja, se esse ponto
é uma cúspide da evoluta E.

Vamos agora calcular a cúspide de uma parábola.

Exemplo 4.4. A parábola α(t) = (t, t2), com t ∈ R apresentada no
Exemplo 4.1 possui evoluta E(t) = (−4t3, 1

2 +3t2), portanto E′(t) =

(−12t2, +6t), implicando que t = 0 é uma cúspide, pois E′(0) =

(0, 0).

Outra informação importante é a relação existente entre as
retas tangentes à evoluta E(s) e as retas normais da curva α.

Proposição 4.2. A reta tangente à evoluta E no ponto s, em que
κ′

α(s) 6= 0, é a reta normal a α em s.

Demonstração. Como vimos na demonstração da Proposição 4.1, te-
mos que o vetor tangente a E em s, E′(s) é paralelo ao vetor n(s).

Ademais, como E(s) = α(s) +
1

κ(s)
n(s) pertence a reta tangente a

E em s, rtE
= {E(s) + λE′(s) : λ ∈ R}, e a reta normal a α em s,

rnα
= {α(s) + µn(s) : µ ∈ R}, temos rnα

= rtE
. Observe a Figura

4.3. �

Além disso, conseguimos garantir que a evoluta é a única
curva em que a propriedade acima acontece.
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Perceba que se b(u) = 0 então a(u) 6= 0 e isolaríamos x.
Vamos agora restringir um pouco mais o domínio de R.

Definição 4.4. O conjunto definido por

C(x, y, u) = {(x, y, u) : R(x, y, u) = Ru(x, y, u) = 0}

é chamado criminante de R.

Dessa maneira, sabemos que o criminante tem duas restri-
ções em R. A primeira é que C é um subconjunto de S, logo

y =
−c(u) − a(u)x

b(u)
. (4.1)

Além disso, ao derivar R em relação a u, substituindo o y e igualando
a zero obtemos

Ru = a′(u)x + b′(u)
(−c(u) − a(u)x

b(u)

)

+ c′(u) = 0,

isto é,

b(u)a′(u)x

b(u)
− b′(u)c(u)

b(u)
− b′(u)a(u)x

b(u)
+

c′(u)

b(u)
= 0,

ou seja,

x =
−c′(u) + b′(u)c(u)

a′(u)b(u) − a(u)b′(u))
.

Portanto, x e y dependem de u e o criminante

C(u) = {(x(u), y(x(u)), u), u ∈ R},

descreve uma curva em S ⊂ R
3.

Agora vamos definir projeção para finalmente definir o en-
velope de uma família de retas.

Definição 4.5. A aplicação π : R3 → R
2 definida por π(x, y, u) =

(x, y) é chamada de projeção.

Considerando φ(x, u) = (x,
−a(u)x−c(u)

b(u) , u), demonstramos
a seguir a relação entre π ◦ φ e Ru.
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Proposição 4.4. A aplicação π ◦ φ : R2 → R
2 é singular no ponto

(x, u) se, e somente se, Ru(x, y, u) = 0.

Demonstração. Como φ(x, u) =
(

x,
−a(u)x − c(u)

b(u)
, u

)

, temos que

π ◦ φ(x, u) =
(

x,
−a(u)x − c(u)

b(u)

)

.

Portanto,

d(π◦φ)(x, u) =





1 0
−a(u)

b(u)

(−a′(u)x − c′(u))b(u) − (−a(u)x − c(u))b′(u)

b2(u)



 .

Dessa maneira, o determinante da matriz d(π ◦ φ)(x, u) se
anula se, e somente se,

−a′(u)x − c′(u)

b(u)
− (−a(u)x − c(u))b′(u)

b(u)b(u)
= 0

Pela Equação 4.1 essa igualdade é equivalente a

0 =
−a′(u)x − c′(u) − yb′(u)

b(u)
= Ru(x, y, u) = 0,

que só acontece quando Ru(x, y, u) = 0. Isto é equivalente a dizer
que π ◦ φ é singular apenas nos pontos que pertencem ao criminante
C. �

Essa proposição nos motiva a definir envelope.

Definição 4.6. Dada uma família de retas R(x, y, u) = a(u)x+b(u)y+

c(u) = 0, com a(u)2 + b(u)2 6= 0, a projeção do criminante C, isto
é, E = π(C) é chamada de o envelope da família de retas.

Como o envelope da família de retas é uma curva em R
2

na variável u, queremos apresentar as coordenadas desta curva em
relação a u.

Proposição 4.5. Com as mesmas notações anteriores, o envelope
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da família de retas E(u) = (x(u), y(u))é dado por

x(u) =
bc′ − cb′

ab′ − ba′
y(u) =

ca′ − ac′

ab′ − ba′

se a(u)b′(u) − b(u)a′(u) 6= 0.

Demonstração. Pela definição de envelope, temos que suas coorde-
nadas satisfazem o sistema

{

ax + by + c = 0

a′x + b′y + c′ = 0
(4.2)

sendo a, b, c funções na variável u. Como a(u)b′(u) − b(u)a′(u) 6= 0,
ao resolver o sistema, multiplicando a primeira equação por b′ e a
segunda por −b obtemos

{

b′ax + b′by + b′c = 0

−ba′x − bb′y − bc′ = 0

(b′a − ba′)x = bc′ − b′c

Logo x =
bc′ − b′c

b′a − ba′
.

Para resolver y, vamos multiplicar a primeira equação do
sistema (4.2) por a′ e a segunda por −a, dessa maneira

{

a′ax + a′by + a′c = 0

−aa′x − ab′y − ac′ = 0

(a′b − ab′)y = ac′ − a′c

Ou seja, y =
ca′ − ac′

ab′ − ba′
.

�

Vamos agora calcular o envelope de retas de algumas famí-
lias de retas.

Exemplo 4.6. Considere a família de retas

cos(u)x + sen(u)y = 0.
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Temos que a(u) = cos(u), b(u) = sen(u) e c(u) = 0, portan-
to, pela Proposição 4.5, o seu envelope é

E(u) =
(0 sen(u) + 0 cos(u)

cos2(u) + sen2(u)
,
−0 sen(u) − 0 cos(u)

cos2(u) + sen2(u)

)

= (0, 0),

ou seja, a origem do plano.

Exemplo 4.7. Considere a família de retas

cos(u)x + sen(u)y = c, c 6= 0.

Como a(u) = cos(u), b(u) = sen(u) e c(u) = −c, temos que seu
envelope é a circunferência

E(u) =
(0 sen(u) + c cos(u)

cos2(u) + sen2(u)
,
c sen(u) − 0 cos(u)

cos2(u) − sen2(u)

)

= c(cos(u), sen(u)).

Exemplo 4.8. Já na família de retas

R(x, y, u) = x − uy +
c

6
u3 = 0

temos que

E(u) =
(ucu2

2
− cu3

6
,
−ucu2

2
− 0cu3

6

)

=
(−3cu3 + cu3

−6
,
cu2

2

)

=
(cu3

6
,
cu2

2

)

.

O ponto singular de E é u = 0, veja a Figura 4.5.

Com as informações sobre envelope de retas vamos construir
evoluta de curvas planas.

Dada uma curva regular α(s) : I → R
2 parametrizada pelo

comprimento de arco, considere a família de retas a um parâmetro
R(s, x, y) em que a função R é definida por

R : I × R
2 → R

(s, x, y) 7→ 〈(x, y) − α(s), t(s)〉
com t(s) = α′(s). Temos que R(s, x, y) = 0 se, e somente se, 〈(x, y)−
α(s), t(s)〉 = 0 ou seja, se (x, y)−α(s) é ortogonal ao vetor tangente
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Além disso, temos que o envelope E = π(C) associado a
essa família de retas é dado por

E = {p ∈ R
2 : p = α(s) +

1

κ(s)
n(s)}.

Note que a descrição do envelope E que acabamos de cons-
truir coincide com a definição de evoluta da curva α que apresen-
tamos no início da Seção 4.1. Além disso, esta construção é mais
sofisticada do que a anterior.



5 O TEOREMA DOS QUATRO VÉRTICES

Outro teorema relevante da Geometria Diferencial das cur-
vas planas é o Teorema dos Quatro Vértices. Segundo [8] a primeira
demonstração para o caso em que a curva é convexa, foi apresenta-
da em 1990 por S. Mukhopadhyaya, já para curvas não convexas a
prova foi obtida no começo do século XX.

As diferentes provas para esse teorema, utilizando proprie-
dades analíticas ou geométricas, auxiliaram a desenvolver ideias e
conceitos que podem ser generalizadas em outros contextos como
curvas em superfícies ou dimensões mais altas.

Para introduzir o teorema que leva o nome deste trabalho
vamos definir e apresentar exemplos de curvas fechadas e de curvas
convexas.

5.1 CURVAS FECHADAS E CONVEXAS

Imagine um passeio de carro no qual você sai da sua casa,
passa em vários lugares e por fim retorna a sua casa, ou seja, seu
ponto inicial e final da trajetória são os mesmos. Essa é a ideia de
uma curva fechada, que está formalizada em seguida.

Definição 5.1. Uma curva plana fechada é uma curva parametrizada
regular α : [a, b] → R

2 tal que α(a) = α(b) e todas as derivadas de
α coincidem nos pontos a e b.

Ademais, se uma curva além de fechada não tiver auto-
intersecção além das extremidades, ela possui propriedades interes-
santes e por esse motivo possui uma outra nomenclatura. Um dos
resultados obtidos para essas curvas é conhecido como Teorema de
Jordan, que garante que o complementar do traço de α é a união
de dois conjuntos conexos, não-vazios e com a fronteira de cada um
igual ao traço de α, (veja [5]).

Definição 5.2. Uma curva plana α : [a, b] → R
2 parametrizada re-



66 Capítulo 5. O Teorema dos Quatro Vértices

gular, simples no intervalo [a, b) e fechada é chamada de curva de
Jordan.

Exemplo 5.1. Um exemplo trivial de curva fechada é a elipse, cuja
parametrização é α(t) = (a sen(t), b cos(t)) (Exemplo 4.2). Ainda,
se considerarmos a = b temos a parametrização da circunferência,
apresentada no Exemplo 2.3.

Outra definição importante é a de curva convexa. Esse no-
me relembra o conceito da geometria euclidiana plana de polígonos
convexos. A ideia é bem parecida.

Definição 5.3. Uma curva regular α : [a, b] → R
2 é convexa se,

para todo s0 ∈ [a, b], o traço de α está inteiramente contido em
um dos semi-planos determinados pela reta tangente de α em s0.
Mais precisamente, ser convexa significa que, para todo s0 ∈ [a, b],
a função hs0

definida por

hs0
(s) = 〈α(s0) − α(s), n(s0)〉

não muda de sinal em [a, b], isto é, hs0
(s) ≤ 0 ou hs0

(s) ≥ 0 para
todo s ∈ [a, b]. Além disso, α é estritamente convexa se para cada
s0 ∈ [a, b], hs0

(s) 6= 0 para todo s.

Exemplo 5.2. É possível observar na Figura 5.1 que as curvas a, b

e d são convexas, enquanto que a curva c não é um exemplo de curva
convexa. Já as curvas b, c e d são fechadas, diferente da curva a.

5.2 O VÉRTICE DE UMA CURVA

Para introduzir o Teorema dos Quatro Vértices é necessário
definir o que é um vértice de uma curva. Definimos da seguinte
maneira:

Definição 5.4. Um vértice s0 de uma curva α : I → R
2 regular é um

ponto crítico da curvatura κ(s), isto é, κ′(s0) = 0.

Suponha que α : I → R
2 seja uma curva regular parame-

trizada pelo comprimento de arco tal que κ(s) 6= 0. Note que, pela
Proposição 4.1, um vértice de uma curva é uma cúspide da evoluta
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Pela Proposição 2.4, temos que

κ(t) =
ab(cos2(t) + sen2(t))

(a2 sen2(t) + b2 cos2(t))
3

2

=
ab

(a2 sen2(t) + b2 cos2(t))
3

2

,

e portanto

κ′(t) = −3

2
ab

2a2 sen(t) cos(t) − 2b2 cos(t) sen(t)

(a2 sen2(t) + b2 cos2(t))
5

2

=
−3ab sen(t) cos(t)(a2 − b2)

(a2 sen2(t) + b2 cos2(t)
5

2 )
,

então k′(t) = 0 se, e só somente se, sen(t) = 0 ou cos(t) = 0.

Ademais, como b < a, temos que

b2 ≤ a2 sen2(t) + b2 cos2(t) ≤ a2,

implicando em
b

a2
≤ κ(t) ≤ a

b2
.

Assim, os pontos de máximo da curvatura de uma elipse são

são t = 0 e t = π e os pontos de mínimo são t =
π

2
e t =

3π

2
.

Observe a Figura 5.2

Figura 5.2 – Vértices da elipse

Note que a elipse é uma curva de Jordan convexa e encon-
tramos quatro vértices. Isso não é coincidência, é o que nos garante
o Teorema dos Quatro Vértices. Antes de provarmos esse teorema
vamos demonstrar um lema auxiliar.
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Lema 5.1. Sejam A, B e C números reais arbitrários e seja α :

[a, b] → R
2 uma curva regular, fechada e parametrizada pelo com-

primento de arco, definida por α(s) = (x(s), y(s)) cuja curvatura é
κ(s). Então,

∫ b

a
(Ax(s) + By(s) + C)κ′(s)ds = 0.

Demonstração. Do Teorema Fundamental das Curvas Planas, exis-
te uma função θ : [a, b] → R tal que x′(s) = cos(θ(s))e y′(s) =

sen(θ(s)). Assim, κ(s) = θ′(s), x′′(s) = −κ(s)y′(s) e y′′(s) = κ(s)x′(s).

Como α é fechada, pela Definição 5.1 as funções acima coincidem
em a e b e portanto:

∫ b
a κ′(s)ds = κ(b) − κ(a) = −x′′(b)y′(b) + y′′(b)x′(b)

+ x′′(a)y′(a) − y′′(a)x′(a) = 0,

pelo Teorema Fundamental do cálculo. Além disso, pela integração
por partes obtemos

∫ b
a x(s)κ′(s)ds = x(s)κ(s)|ba −

∫ b
a x′(s)κ(s)ds

= κ(b)x(b) − κ(a)x(a) −
∫ b

a y′′(s)ds

= κ(b)x(b) − κ(a)x(a) − y′(b) + y′(a)

= x(a)[κ(b) − κ(a)] = 0,

∫ b
a y(s)κ′(s)ds = y(s)κ(s)|ba −

∫ b
a y′(s)κ(s)ds

= κ(b)y(b) − κ(a)y(a) +
∫ b

a x′′(s)ds

= κ(b)y(b) − κ(a)y(a) + x′(b) − x′(a)

= y(a)[κ(b) − κ(a)] = 0

Assim, para quaisquer A, B, C ∈ R.

∫ b

a
(Ax(s) + By(s) + C)κ′(s)ds = 0.

�

Vamos agora enunciar e demonstrar o Teorema dos Quatro
Vértices.
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Teorema 5.1 (Teorema dos Quatro Vértices.). Toda curva de Jor-
dan e convexa tem, pelo menos, quatro vértices.

Demonstração. Consideremos α : [a, b] → R
2 uma curva de Jor-

dan convexa parametrizada pelo comprimento de arco definida por
α(s) = (x(s), y(s)). Se a curvatura κ(s) for constante em algum
subintervalo de [a, b], todos os pontos desse subintervalo são pon-
tos críticos da função curvatura, ou seja, α possui infinitos vértices,
como mostra a Figura 5.3.

Figura 5.3 – Curva α com um subintervalo onde κ é constante.

Vamos assumir, então, que a curva α não possui segmentos
de retas nem arcos de circunferência.

Pela Observação 2.4, κ(s), função curvatura de α, é contínua
em [a, b] e pelo Teorema de Weierstrass, que pode ser visto [7], ela
possui neste intervalo um ponto de mínimo global s1 e um ponto de
máximo global s2. Note que s1 6= s2 pois, caso contrário, a função
curvatura κ seria constante. Portanto α tem no mínimo, dois vértices,
p = α(s1) e q = α(s2), os quais consideramos o de curvatura mínima
e de curvatura máxima, respectivamente.

Transladamos e rotacionamos a curva α de tal maneira que
p = (0, 0) e q esteja sob o eixo das abcissas, logo y(s1) = y(s2) = 0.
Note que pela Proposição 3.1, a curvatura se mantém a mesma.

Afirmamos que o eixo das abcissas divide a curva em dois
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Figura 5.5 – Todos os pontos de α acima do eixo.

observar na Figura 5.6. Nesse caso, a reta tangente no ponto α(s∗)

seria o próprio eixo x e tal eixo dividiria a curva α em dois semi-
planos, o que também contradiz a hipótese da convexidade. Logo, α

não pode ser tangente ao eixo das abcissas em um ponto r distinto
de p e q.

Figura 5.6 – Curva α tangenciando o eixo das abcissas em r = α(s∗)
como descrito no Caso (iii)

Se α(s) fosse transversal ao eixo das abcissas em um ponto
r distinto de p e q, como nos mostra a Figura 5.7, a reta tangente à
curva α no ponto r teria inclinação não nula e separaria os pontos
p e q em semiplanos distintos, contradizendo novamente a hipótese
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Figura 5.7 – Curva α contida em um dos semiplanos determinados
pelo eixo x.

de α ser convexa.

Após esgotar todas as possibilidades de intersecção entre a
curva α e o eixo das abcissas em algum ponto r distinto de p e q,
concluímos, enfim, que uma tal intersecção não pode ocorrer devido
à convexidade da α. Portanto, os únicos pontos de intersecção da
curva α são p e q. Além disso, α não poderia estar inteiramente
contida em um dos semiplanos determinados pelo eixo x.

De fato, se isso ocorresse, o eixo x seria tangente a α nos
pontos p e q e, neste caso, poderíamos usar um argumento análogo
ao apresentado no Caso (ii) para chegar a uma contradição. Mais es-
pecificamente, próximo ao ponto q, por exemplo, teríamos um ponto
sobre a curva no qual a inclinação da reta tangente seria diferente de
zero e portanto essa reta tangente separaria os pontos p e q em semi-
planos distintos, novamente contrariando a hipótese da convexidade.
Observe a Figura 5.8.

Finalmente, podemos concluir que o eixo das abcissas divide
a curva α em dois arcos, β e γ, cada um deles contido em um dos
semiplanos determinados pelo eixo x. Veja a Figura 5.9. Consideran-
do y = 0 a equação do eixo das abcissas temos que, um dos arcos
(suponha β) está em y ≥ 0 e o outro (suponha γ) está em y ≤ 0.

Se não houvesse mais vértices de α além dos citados, s1 e
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Figura 5.8 – Curva α acima do eixo

Figura 5.9 – Eixo das abcissas dividindo a curva α em dois arcos, β
e γ.

s2, a curvatura κ não teria outros pontos críticos além de s1 e s2

em [a, b]. Consequentemente κ′(s) não mudaria de sinal ao longo
de cada arco β e γ. Como p = α(s1) é um mínimo global de κ e
q = α(s2) é um máximo global de κ, temos que κ′(s) é positivo em
β e negativo em γ se a curva possui orientação no sentido horário ou
κ′(s) é positivo em γ e negativo em β se a curva possui orientação
no sentido anti-horário.

Portanto
∫ b

a y(s)κ′(s)ds 6= 0

pois y(s)κ′(s) 6= 0 em cada um dos arcos β e γ, o que contradiz o



5.2. O Vértice de uma Curva 75

Lema 5.1. Isto mostra que existe um terceiro vértice s̄ de α. Se κ′(s)

não mudasse de sinal em s̄, isto é, se s̄ fosse um ponto de inflexão
da curvatura ainda teríamos que y(s)κ′(s) 6= 0 nos arcos β e γ, e
novamente

∫ b
a y(s)κ′(s)ds 6= 0, contradizendo o Lema 5.1.

Dessa maneira, κ′(s) deve mudar de sinal, pelo menos mais
uma vez no arco que contém o terceiro vértice, o que implica existir
um quarto vértice.

�





6 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Este trabalho possibilitou contato com a Geometria Diferen-
cial, subárea da matemática que não está presente no currículo da
graduação em Licenciatura em Matemática da UFSC- Blumenau,
apresentando novas oportunidades de pesquisa. Também é impor-
tante enfatizar que conteúdos aprendidos no decorrer do curso fo-
ram aprofundados ao longo do desenvolvimento deste trabalho de
conclusão de curso, principalmente os de Álgebra Linear e Cálculo
Diferencial, mostrando a importância de uma boa formação acadê-
mica.

Ademais, para este trabalho foi necessário desenvolver um
pouco da interpretação geométrica e formalizá-la através de concei-
tos matemáticos, principalmente na demonstração do Teorema dos
Quatro Vértices, que exigiu pesquisas e persistência para compreen-
der, além das discussões com os orientadores.

Por fim, o Teorema dos Quatro Vértices é importante na
introdução de ferramentas matemáticas poderosas que podem ser
generalizadas para conceitos mais avançados da Geometria Diferen-
cial.
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