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RESUMO

Neste trabalho é apresentada uma demonstragdo do Teorema dos
Quatro Vértices. Para isso, um estudo sobre curvas planas do ponto
de vista da geometria diferencial é realizado, buscando entender os
principais resultados e definigoes, tais como o referencial de Frenet
e a curvatura de uma curva, apresentando alguns exemplos. Além
disso, é estudado a Forma Candnica e o Teorema Fundamental das
Curvas Planas e ainda duas construgoes para evoluta de uma curva,
uma usual e outra a partir de envelopes de retas.

Palavras-chaves: Curvas Planas. Curvatura. Vértice. Evoluta.






ABSTRACT

In this work a proof of the Four Vertex Theorem is presented. In
order to achieve that objective it was necessary to study plane curves
from the point of view of differential geometry, seeking to understand
the main results and definitions, such as the Frenet frame and the
curvature of a curve, with same examples. Besides, the Canonical
Form and the Fundamental Theorem of Plane Curves were studied,
as well as two constructions for the evolute of a curve, one usual and
the other from line envelopes.

Keywords: Plane Curves. Curvature. Vertex. Evolute.
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1 INTRODUCAO

A Geometria Diferencial € uma subarea da matemaética que
utiliza técnicas do Calculo Diferencial, da Algebra Linear e Multili-
near para estudar problemas da geometria. A Geometria Diferencial
surgiu e foi se desenvolvendo com o estudo de curvas e superficies
e, de certa forma, respondeu perguntas intrigantes que existiam no
célculo diferencial. Embora o calculo diferencial responda algumas
questoes fisicas conhecidas como as Leis de Newton, ela nao é ca-
paz de responder questoes, por exemplo, da Teoria da Relatividade,
sendo sanadas somente com o desenvolvimento da geometria diferen-
cial. Hoje a Geometria Diferencial é uma ferramenta essencial para
modelagem de problemas em véarias areas, como biologia, fisica e
engenharias.

Neste trabalho estudamos a Geometria Diferencial das cur-
vas planas, com o objetivo de demonstrar o Teorema dos Quatro
Veértices. A motivagao para estudar este assunto, em especial o teo-
rema, decorre de uma iniciagao cientifica realizada com o professor
Jorge durante 2018 e 2019 e conversas sobre as singularidades da
curvatura.

O Teorema dos Quatro Vértices afirma que toda curva plana
parametrizada regular, fechada e simples, possui, pelo menos, quatro
pontos criticos da curvatura (os vértices da curva). Neste trabalho
vamos demonstrar esse resultado para curvas convexas.

Uma curva plana regular, como o nome sugere, ¢ uma apli-
cacao a : I — R?, com I um subintervalo da reta real R tal que as
derivadas de todas as ordens existem e sao continuas, com a deri-
vada de primeira ordem diferente do vetor nulo. Essas informagoes
nos permitem criar para o um referencial ortonormal em R? que
chamamos referencial de Frenet, o qual nos fornece a curvatura da
curva. De maneira intuitiva, a curvatura nos diz o quao "curvada'a
nossa curva esté, isto é, o quanto ela se desvia de uma reta.

Neste contexto, os Capitulos 2 e 3 deste Trabalho de Con-
clusdo de Curso foram baseados nas obras [6, 10]. No Capitulo 2
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apresentamos os conceitos basicos de uma curva em R? bem como
o referencial de Frenet, apresentando a defini¢cdo de curvatura. No
Capitulo 3 demonstramos o teorema fundamental das curvas planas,
que garante que a curvatura determina uma curva tnica, a nao ser
por um movimento rigido. Além disso, exibimos a forma candnica
de uma curva plana.

Ja o Capitulo 4 foi baseado em [10, 8], nele trabalhamos a
evoluta de uma curva de maneira usual e através de envelopes de
retas, além disso, demonstramos que um vértice corresponde a uma
cispide (ponto em que a evoluta F(s) da curva a admite ponto cri-
tico). Por fim, no Capitulo 5, baseado em [2, 5, 9|, introduzimos o
conceito de curvas fechadas convexas e vértices, para enfim demons-
trarmos o principal teorema do nosso trabalho, o teorema dos quatro
vértices.

Algumas das figuras presentes no trabalho foram encontra-
das em [8], [9] e [10] enquanto outras foram feitas com o auxilio dos
softwares Inkscape e Ipe.



2 CURVAS PLANAS

Na Geometria Diferencial estudamos curvas nos espagos eu-
clidianos. Neste capitulo apresentamos alguns conceitos e resultados
de curvas no R?, em especial a férmula de Frenet, a definicao de
curvatura de curvas em R?, bem como sua interpretacio sio apre-
sentadas. E importante ressaltar que para esse trabalho necessitamos
apenas do estudo das curvas em R?, mas existem as curvas diferen-
cidveis em R? e seu estudo pode ser visto em [10].

2.1 CURVA PARAMETRIZADA DIFERENCIAVEL

Descrevemos uma curva através das coordenadas de seus
pontos, que sdo dadas por fungdes de uma variavel independentes,
da seguinte maneira:

Definicao 2.1. Uma curva parametrizada diferencidvel no plano é
uma funcdo o : I — R? com I um intervalo em R tal que para
cada t € I associa a(t) = (z(t),y(t)), em que z(t) e y(t) sdo fungoes
diferenciaveis de classe C°. ! A variavel t ¢ o pardmetro da curva e
o subconjunto de R? formado pelos pontos a(t) = (z(t),y(t)) com
t €Ié o trago da curva denotado por tr(a). Ainda podemos dizer
que o trago é a imagem da curva.

Em alguns momentos do trabalho, vamos utilizar a palavra
curva para a curva parametrizada diferencial.

Fisicamente, conseguimos interpretar o trago da curva como
a trajetoria que uma particula percorre entre os instantes a e b para
todo t € [a,b]. Além disso a posi¢ao «(t) é a posi¢ao da particula no
instante t. E possivel compreender esta observacio nos exemplos a
seguir.

1 Uma fungdo f é diferenciavel de classe C>® quando as derivadas de todas as

ordens de f existem e sdo continuas.
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Exemplo 2.1. A aplicacdo o que para cada t € R associa
a(t) = (xo + at,yo + bt),

sendo a®> + b* # 0, é uma curva parametrizada diferencidvel cujo
trago € a reta que passa pelo ponto (xg,yo) e é paralela ao vetor
(a,b). Observe a Figura 2.1.

7

Yo

= -
o a &€

Figura 2.1 — Reta que passa pelo ponto (g, yo) e é paralela ao vetor

(a,b).

Exemplo 2.2. A funcio o : R — R? dada por
a(t) = (L, [t])

ndo € uma curva parametrizada diferencidvel, pois temos que o ndo
é diferencidvel na origem. Veja a Figura 2.2 .

vk

P
xr

Figura 2.2 — Traco da curva o do Exemplo 2.2.

Entretanto, quando analisamos a trajetéria de uma particu-
la nos preocupamos também com a direcao e o sentido em que ela
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percorre a curva, por essa razao é importante que o' (t) seja diferente
de zero. Por isso, definimos pontos singulares e curvas regulares.

Definicio 2.2. Seja o : I — R? uma curva parametrizada diferencia-
vel. Um ponto t € I é singular quando «'(t) = (0,0).

Definicao 2.3. Uma curva parametrizada diferenciavel o : I — R?
é regular se o/(t) # (0,0), Vt € I, ou seja, se & nao possui pontos
singulares. No caso em que « é regular, o vetor o/(t) = (2/(t), y'(t))
é chamado de vetor tangente & curva a em t € I.

Observe os exemplos a seguir.
Exemplo 2.3. A funcio o : R — R?, dada por
alt) = (rcos(t), rsen(t)) + (a,b),

em quer > 0 e (a,b) € R?, ¢ uma curva parametrizada diferencidvel
reqular, pois o'(t) = (—rsen(t),rcos(t)) # (0,0), Vt € R. Veja o
trago da curva na Figura 2.5.

I8

=Y

Figura 2.3 — Traco de o do Exemplo 2.3.

Exemplo 2.4. A curva parametrizada o - R — R? dada por
alt) = (t°,1%)

¢ diferencidvel mas nao € regular, pois o/ (t) = (3t2,2t) = (0,0) para
t =0, ou seja, t = 0 é singular. Veja o traco da curva na Figura

2.4,
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Figura 2.4 — Traco de  do Exemplo 2.4

Além disso, também é importante saber se a trajetéria é
simples ou nao.

Definicdao 2.4. Uma curva o : I — R? é simples quando « é injetora,

isto &, a(t1) # a(ta) se t1 # ta, Vi1,ta € I.

Exemplo 2.5. Note que a circunferéncia, apresentada no FExemplo
2.8, aft) = (rcos(t),rsen(t)) + (a,b), nao é simples pois seu traco
se repete a cada pertodo de 2m.

Exemplo 2.6. Considere a curva o : R — R? dada por
aft) = (cos(t)(2cos(t) — 1), sen(t)(2cos(t) — 1}).
Sendo

o (t) = (sen(t) — 4 cos(t) sen(t), — cos(t) + 2(cos?(t) — sen?(t))),

1
temos que a'(t) = (0,0) se, e somente se, sen(t) = 0 ou cos(t) = 1

Entretanto,

1. se sen(t) = 0 temos que, pelo Teorema Fundamental da Tri-
gonometria, cos(t) = 1. Se cos(t) = 1, entdo —cos(t) +
2(cos*(t) — sen?(t)) = 1; Se cos(t) = —1, entdo —cos(t) +
2(cos*(t) — sen?(t)) = 3.

1 1
2. Se cos(t) = T sen(t) = :I:,/%, implicando que — cos(t) +
2(cos?(t) — sen?(t)) = —2.
Assim, nao existe t € R tal que o/ (t) = (0,0). Logo o é uma
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curva regular. Além disso, ndo é simples pois

a(%) — (1(2 Loy, ﬁ@ Ao 1)) = (0,0)

a(%ﬂ) - (1(2 - % Sy, Y3 Ll 1)) = (0,0)

]

Figura 2.5 — Trago da curva a no Exemplo 2.6

Exemplo 2.7 (Cicloide). Seja C' um circulo de raio a > 0 que rola
sobre o eixo O, . Firando um ponto p desse circulo obtemos a curva
chamada cicloide. Suponha que para t = 0, p esteja na origem do
sistema de coordenadas. Dessa maneira, sendo at o comprimento de
segmento de arco pQy tal que Q = Cy N O, em que Cy € o circulo
apds rolar sobre Oy de um dngulo t no sentido hordrio, temos que a

curva
a:R = R?

t — (at —asen(t),a — acos(t))
descreve a trajetoria do ponto p quando o circulo C' rola sobre o eixo
O,. Observe a Figura 2.6.

Ao derivar obtemos o/ (t) = (a — acos(t), asen(t)), portanto
a'(t) = (0,0) se, e somente se, cos(t) = 1 e sen(t) = 0, ou seja 0s
pontos t = 2wk, k € 7 sao pontos singulares e portanto a curva nao
é reqular. Além disso, a curva é simples. De fato, considere s et € R
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Figura 2.6 — Cicloide

tais que a(t) = afs), isto é,

x(t) = at — asen(t) = as — asen(s) = x(s) (2.1)

y(t) = a —cos(t) = a — acos(s) = y(s). (2.2)
Da Equagao (2.1) temos que
t —sen(t) = s — sen(s). (2.3)

Definindo f(x) = x — sen(x), temos que f'(x) = 1 —cos(z) > 0 e
f(x)y =1—cos(z) =0 se e somente se x = 2km, k € Z. Assim f ¢
estritamente crescente e portanto injetora. Note que a Equagao (2.3)
é equivalente a f(t) = f(s) e pela injetividade de f concluimos que
t = s e portanto a cicloide é uma curva simples.

Veja Figura 2.7.

2.2 MUDANCA DE PARAMETRO E COMPRIMENTO DE AR-
CO

Duas curvas diferencidveis podem ter o mesmo traco. Por
exemplo, para as curvas «(t) = (¢,2t),t € Re g(s) = (—2s +
1,—4s + 2), s € R, o trago é a reta que passa pela origem e pelo
ponto (1,2).
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—2ma —Ta 0 ma 21a 3ma 4dra Sra &

Figura 2.7 — Trago da Cicloide

Matematicamente, podemos explicar esse fato da seguinte

maneira.

Proposicao 2.1. Sejam I e .J intervalos abertos da reta, v : I — R?
uma curva reqular e h : J — I uma funcdo diferencidvel C™ tal que
h(J)=1 eh'(s) #0 Vs € J. Entio a aplicagio 3 = aoh :J — R?
€ uma curva diferencidavel reqular que tem o mesmo trago de a.

Demonstracdo. Como « e h sdo de classes C temos que ao h é de
classe C™ com (o h)'(s) = o'(h(s)) - h'(s) # (0,0), pois h'(s) # 0
e o/ (h(s)) # (0,0) para todo s € J. Além disso,

tr(f) =tr(aoh) = (aoh)(J)=a(h(J)) = a(l) = tr(a).

A curva 5 = oo h é chamada de uma reparametrizacdo de « por h
e a fungdo h é dita mudanca de pardmetro. [ |

J C N Bs)=a(h(s))
ey

~
r
\‘,_.

=Y

Figura 2.8 — Os tracos das curvas a e § = a o h coincidem.

Quando observamos o caminho de uma cidade A para outra
cidade B e o caminho inverso, temos a mesma curva, entretanto
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a(t) B3(s)

Figura 2.9 — Os tracos das curvas o e 8 = « o h coincidem, mas as
orientacoes nao.

com sentidos opostos. O que nos motiva a nos preocuparmos com a
orientacao da curva.

Observagao 2.1. A orienta¢io de uma curve plana o é o sentido
de percurso do traco de .

Observacgao 2.2. Seja 3 = aoh:J — R? uma reparametrizacdo
da curva «. Entao B e « tém a mesma orientacdo se h'(s) > 0, para
todo s € J. As curvas B e « tém orientagdes opostas se h'(s) < 0,
para todo s € J. Observe Figura 2.9.

Exemplo 2.8. As curvas apresentadas no comeco da se¢io, a(t) =
(t,2t) e B(s) = (—2s+1,—4s + 2), com t € R possuem orientacdes
opostas, pois a mudanga de pardmetro h(s) = —2s + 1 tem h'(s) =
—2, para todo s € J =R.

Também é interessante saber o “tamanho” da nossa trajeto-
ria. Para isso vamos introduzir o conceito de comprimento de arco.

Considere o : I — R?, com I = [a,b], e uma particio a = ty <
tp < ... < t, = bde I. Ligando de maneira retilinea os pontos
alty), a(t1), ..., a(t,) obtemos uma linha poligonal inscrita a curva

entre a(tg) e afty), como se pode observar na Figura 2.10. Consi-
derando todas as poligonais possiveis entre a(to) e a(t,) e sendo «
diferenciavel regular, é possivel verificar que existe o limite superior
do conjunto dessas linhas poligonais, que é igual ao comprimento de
arco. Para maiores detalhes veja [4] para uma construcao usual.
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alts)

a(to)

Figura 2.10 — Linha poligonal inscrita entre a(tg) e a(tg).

Definicdao 2.5. Se o : I — R? é uma curva parametrizada diferencia-
vel regular, a fungdo s: I — R dada por

t

/
st = [ o' ®)llds,

to
é chamada funcdo comprimento de arco da curva « a partir de tg,
em que ty € I. Dizemos que uma curva regular « : I — R? esta
parametrizada pelo comprimento de arco se

i
[ '@y =t~ 1o
to

para todo tg, t1 € I, tg < t1. Ou seja, o comprimento de arco da
curva « de tg a t1 é igual a t; — 1.

Porém, existe outra maneira de garantir que uma curva esta
parametrizada pelo comprimento de arco. Da seguinte forma:

Proposicao 2.2. Uma curva reqular o : I — R? estd reparametri-
zada pelo comprimento de arco se, e somente se, || ()| = 1, para
todo t € L

Demonstracio. Seja tg € I fixo e consideremos a fungao s: I — R
o comprimento de arco de « a partir de tg. Assim,

t
s(t):/ o (€)|de = t —to, st > to,
to
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(§]
t

to
s(t) = | |[lo/(e)||de = —/ |’ (€e)l|de = —(to—t) = t—to, set < to,
t

to
isto ¢, s(t) =t —ty Vto € I. Logo §'(t) = ||&/(¢)|| = 1, para todo
tel

Reciprocamente, se ||o/(t)]] = 1, Vt € I, ft I/ (€)||de =
t — to e est4 demonstrado. |

Observe os exemplos a seguir.

Exemplo 2.9. Sejam a(t) = (rcos(t),rsen(t)) + (a,b) a curva do
Ezemplo 2.3 ¢ h: R — R dado por h(s) = %. Entdo 8 = aoh:R —

RQ

B(s) = (rcos (T) ta, rsen( ) +b)

€ uma reparametrizacdo de o que tem a mesma orientacdo que
pois h'(s) = % > 0. Além disso, B(s) estd parametrizada pelo com-

- o (e (eI -
primento de arco, pois ||B'(s)|| = H( 7 sen (7“) ,rcos( ) )
sen?(£) 4 cos?(£) = 1, para todo s € R.

Como toda curva admite varias reparametrizagoes, é natural
se questionar se é possivel que exista uma reparametrizagao parame-
trizada pelo comprimento de arco. A resposta e a demonstragao vem
a seguir.

Proposicao 2.3. Toda curva reqular o : I — R? admite uma repa-
rametrizagao [, tal que B estd parametrizada pelo comprimento de
arco.

Demonstragao. Seja tg € I fixo e consideremos s : [ — J = s(I),

s(t) = ftto |/ (€)||de, a fun¢do comprimento de arco a partir de to.

Como s'(t) # 0, Vt € I, existe h = s~} :lJ — I uma funcdo de
o] : / — —

classe C™ cuja h'(u) = @)~ o @]

Logo, 3 : J — R? com B(u) = a0 h(u) é uma reparametrizacao de

« tal que

18 ()l = fla (h(w)) - ()] = o’

para todo u € J.

(h(w)) -

[la’ (h(w))] H
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para todo u € J. Assim [ é uma reparametrizacao de a que esta
parametrizada pelo comprimento de arco. |

Exemplo 2.10. Considere o : R — R? a curva regqular dada por
a(t) = (at + ¢, bt +d), sendo a®> +b* # 0, e seja s : R — R a fungdo
comprimento de arco de o a partir de to = 0. Entao

t
s(t) = / Va2 + b2de = \a? + b3t.
0

A func¢ao inversa de s é h : R — R dada por h(u) =
B=aoh:R— R? dada por

Vo bev

Blu)={a Y +c,b “ +d
vaoir e

€ uma reparametrizacao de o pelo comprimento de arco.

Observacao 2.3. E importante ressaltar que a reparametrizacao de
uma curva reqular o pelo comprimento de arco nao € unica. De fato,
seja hy : Ju — I uma mudanca de pardmetro tal que 51 = ao hy :
Ji — R? € uma reparametrizacio de o : I — R? pelo comprimento
de arco. Logo

1811 = [la (ha ()[4 (w)] = 1,

1sto €, .
/
M= ot
Logo,
, 1
1(u) = T U@l Yu € Jy, (2.4)
ou
W)= ——  Vue (2.5)
e (R (w))
Agora, considere f = hy' : I — Jy, temos que f ¢ de classe
C*, pois a mudanga de pardmetro hy o é, e f'(t) = ————. Pela

hi(f(t))
Equagao (2.4)

F1@) =l (ha (fF@O) = e/ (D)l = 5'(2), vt € 1,
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ou, pela Equagao (2.5)
F(#) = —=lla/(h (f@®))Il = —lle/ ()| = =5(t), Vt € I,

em que s(t) € a funciao comprimento de arco da Definicdo 2.5 Isto
é f(t) =s(t)+ M, Vt €I ou f(t) = —s(t)+ M, Vt € I, com M
uma constante. Considere h = s~ : J; — I. Entdo, se:

1. f(t) = s(t) + M,Vt € I, obtemos hi(u) = h(u — M) para todo
u € Jy, poisf:hl_l e

f(h(u—M)=s(h(u—M))+M =u— M+ M =u, Yu € J;.

2. f(t) = —s(t) + M,¥t € I, obtemos hy(u) = h(—u+ M) para
todo u € Jyi, pois f = hfl e

F(h(—u+M)) = —s(h(—u+M))+M = —(—u+M)+M = u,

para todo uw € Ji. Dessa maneira, qualquer mudang¢a de pard-
metro hy : J1 — I tal que B1 = avo hy estd parametrizada pelo
comprimento de arco, € da forma

hi(u) = h(tu + M),
com h=s"1 s(t) = ftto o/ (€)||de, t, € I e M uma constante.
Agora vamos exemplificar a observagao acima.
Exemplo 2.11. Considere a curva do Exemplo 2.5,
a(t) = (rcos(t), rsen(t)) + (a, b)

que descreve a circunferéncia. No Exemplo 2.9 vimos que a aplica¢do
B :R — R?, dada por

B(s) = (r cos (;) +a,rsen (;) + b)

€ uma reparametrizacao de a. Entretanto, se considerarmos a apli-
cacio vy : R — R? definida por

v (s) = (rcos <§+M) + a,rsen (;JrM) +b),
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com M,s € R e M constante temos que

IV ()2 = H(—rsen (; —l—M)%,rcos (; —I—M)%)H2
= senQ(f—l-M)—l-cosQ(f—l-M):l
r r

para todo M,s € R, isto é, para todo M fixo, existe a parametri-
zagao Yy que descreve a circunferéncia e estd parametrizada pelo
comprimento de arco.

Para os proximos capitulos, consideramos que todas as cur-
vas sao regulares e parametrizadas pelo comprimento de arco, a me-
nos que seja dito o contrério.

2.3 FORMULAS DE FRENET

Como estamos trabalhando em R? é interessante estabele-
cermos uma base ortonormal tal que conseguimos escrever os ou-
tros vetores como combinacao linear da base. Tendo em vista que
a nossa curva a(s) = (z(s),y(s)), Vs € I, esta parametrizada pelo
comprimento de arco, temos que para cada s € I, o vetor tangente,
o (s) = (2'(s),y'(s)) que denotamos por t(s), ¢ um vetor unitario
pois (t(s), #(s)) = 1, pela Proposigao 2.2.

Seja n(s) o vetor unitario de R? ortogonal a #(s) tal que a ba-
se ortonormal {(s), n(s)} tem a mesma orientagao da base canonica
{e1,e2}. Entao n(s) = (—=y'(s),2'(s)), pois ||n(s)|| = 1, o produto in-
terno usual, (n(s), #(s)) = 0 e n(s) esta a 902 no sentido anti-horario
de t(s).

Para uma interpretacao geométrica, observe a Figura 2.11.
Dessa maneira, qualquer vetor de R? pode ser escrito como combi-
nacao linear de t(s) e n(s).

Como (t(s), t(s)) = 1 para todo s € I, derivando em relacao
a s em ambos os lados temos

(t(s), Us)) + (1(s), ¥ (s)) = 0 = 2(¢(s), 1(s)) = 0,

ou seja, (¢(s), t(s)) = 0, o que significa que #(s) é ortogonal a #(s).
Logo, ' (s) é paralelo a n(s), isto é, existe uma fungao  : I — R tal
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que

K(s) = (t'(s), n(s)) = —2"(s)y'(s) + y" (s)z'(s).

Vamos agora defini-la.

Definicao 2.6. A fungdo curvatura k(s) : I — R da curva o =
(z(s),y(s)), em s € I, é definida por

k(s) = —z"(s)y'(s) + y"(s)x'(s), Vs € I.
Analogamente, como n(s) é um vetor unitario, segue-se que

n/(s) é ortogonal a n(s) e é, portanto, paralelo a #(s). Ademais, como
n(s), t(s)) = 0, temos que

Desse modo, definimos o Referencial de Frenet da seguinte maneira:

Definigdo 2.7. Seja a : I — R? uma curva parametrizada pelo com-
primento de arco, entdo o Referencial de Frenet {t(s), n(s)} satisfaz:

{f s) = K(s)n(s),
(s) = —r(s)t(s),

as quais chamamos de Férmulas de Frenet da curva plana a.

T~
~
N~

=Y

Figura 2.11 — Vetores normal e tangente a curva o em s.
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A partir do vetor tangente e do vetor normal conseguimos
definir as retas determinadas por eles.

Definicao 2.8. A reta ri(sg) tangente a o em sy passa pelo ponto
a(sp) e é paralela ao vetor tangente t(sg) é dada por

re(s0) = {a(so) + At(so)|A € R}.

A reta r,(sp) normal a « em sg passa pelo ponto a(sg) e é paralela
ao vetor normal n(sg) é dada por

rn(s0) = {a(s0) + pn(so)|u € R}.

Observagao 2.4. Uma informacao importante da curvatura € que
ela é continua. Com efeito, seja k(s) = —z"(s)y'(s) + y"(s)x'(s) a
curvatura de uma curva a(s) = (x(s),y(s)). Como por definicao de
curva parametrizada diferencidvel, as derivadas de todas as ordens
sao continuas. Como a multiplicacdo e soma de fungoes continuas

sao continuas, seque que a curvatura k(s) € continua.
Vamos calcular a curvatura de algumas curvas nos exemplos
a seguir.

Exemplo 2.12. Consideremos «(s) = (as + xo,bs + yo), s € R,
a® + b? = 1 uma curva regular parametrizada pelo comprimento de
arco cugo trago € a reta que passa pelo ponto (xo,yo) e € paralela
ao vetor unitdrio (a,b). Observe que, como t(s) = o/(s) = (a,b) €
constante, seque que t'(s) = 0, Vs € R. Logo k(s) = —a"(s)y'(s) +
y"(s)z'(s) =—=0-04+0-0=0, para todo s € R.

Exemplo 2.13. Seja a curva regular parametrizada pelo compri-
mento de arco

as) = (rcos (;) + a,rsen (;) + b)

em que s € R er >0, cujo trago € o circulo de centro (a,b) e raio

r. Entao 5 s
i(s) =d(s) = ( — sen (;),cos (;))

n(s) = ( - cos (;),fsen (;)).
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Assim, r(s) = (f(s),n(s)) = % > 0, pois t(s) = %n(s), 0 que

significa que « tem curvatura constante igual a —. Veja a Figura
T
2.12.

YA

-
€T

Figura 2.12 — Vetores normal e tangente ao circulo de o em s.

Pelos valores de curvatura que encontramos nestes dois e-
xemplos podemos interpretar intuitivamente a curvatura. Note que
a reta, por ser uma reta, nao é “curvada” e possui k(s) = 0, enquanto
a circunferéncia é “curvada” igualmente em todos os pontos e possui
sua curvatura s(s) constante. Em vista disso, podemos dizer que a
curvatura £(s) de uma curva nos diz o quéo “curvada” ela estd nesse
ponto.

Vamos demonstrar essa interpretagao na seguinte observa-
cao.

Observagao 2.5 (Interpretagdo geométrica da curvatura e do seu
sinal). Sejam « : I — R uma curva parametrizada pelo comprimento
de arco e sg € I tais que k(s0) # 0, ou seja, t'(sp) # 0.

Podemos interpretar k(s) geometricamente, isto €, k(s) in-
dica a velocidade com que as retas tangentes mudam de direcao numa
vizinhanca de s.

Sejam so € T e : (—h+so0,h+s0) — R a funcdo de classe
C que determina o dngulo entre os vetores o (sg) e o' (sg+h), isto
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o (80 + h) = (cos(¢(h) + Oo), sen(¢(h) + 6o))

em que $(0) =0 e o'(sg) = (cosbp,senby), note que ¢'(so) determi-
na a velocidade com que o dngulo varia no ponto sg. Entao,

n(so +h) = (—sen(p(h) + o), cos(¢(h) + bb))

t'(s0+h) = ¢'(h)(—sen(d(h) + o), cos(¢(h) +60)) = ¢'(h)n(so+ h)

Logo,

(o) = (¢'(s0), n(s0)) = '(s0) = lim

¢(so + h) — ¢(s0)
h

Além disso, sabemos que o' (sg) = k(so)n(sp). Assim:

1. k(so) > 0 se, e somente se &''(sg) e n(s) tém o mesmo sentido;

2. k(so) < 0, se, e somente se &' (sg) e n(s) possuem sentidos
opostos. Observe a Figura 2.13.

H(SO) < 0/{(} '(SUJ
/

l/
,//(l (&8(])

H(S()) >0

Figura 2.13 — Variagao do sinal da curvatura

Nao é necessario parametrizar uma curva pelo comprimento
de arco para entao calcular seu vetor tangente, vetor normal e sua
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curvatura, o que facilita bastante os calculos. A demonstragdo vem
a seguir.
Proposicao 2.4. Seja o : I — R?, a(r) = (2(r),y(r)) uma curva

regqular, entao
(@ (r),y'(r))
25

V' (r)? +y'(r)?

(= y’(?‘),fc(r))
z"(r)y'(r) +x () '(r)
( ()2 +y'(r)?)3/2

{r) =

n(r) =

k(r) =

Demonstragdao. Seja B = aoh : J — R? uma reparametrizacao de
a pelo comprimento de arcoem que h=s"1:J - Tes: I —Jé
a fun¢do comprimento de arco a partir de ro € I. Sendo S(s(r)) =
a(r), obtemos ' (s(r))s'(r) = /(r) e, assim,

B"(s(r))s'(r)* + B'(s(r))s" (r) = o (), (2.6)
em que s'(r) = ||/ (r)]| e s"(r) = W. Logo, pela Equagao
2.6 . .

1) = o= B/(S(Q()f)(r) = #6(r)
- -3 ES

n(r) = n(s(r) = LLOD)
T+
Entao, como kg(s(r)) = (5" (s(r)),ng(s(r))), temos:

(@(r) = ts(s(r)) - 8"(r), ns(s(r)))

s'(r)?

a(r) = rpls(r)) =

—2 () (1) | & ()" ()
{'(r),n(r))  —Tamn T Taml

la” ()] [l ()2

(=2 (r)y'(r) + &' (r)y"(r))
(a/(r)2 + 3/ (r)2)2
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Com essa proposigdo encontraremos a curvatura da espiral
logaritmica.

Exemplo 2.14. Consideremos a espiral logaritmica o : R — R?
dada por

a(r) = (e"cosr, e senr).
Como o/(r) = e"(cosr — senr,senr + cosr),

t(r) =

e"(cosr —senr — senr,senr -+ cosr + cosr —senr)
e"(—2senr,2cosr),
temos que || (r)|| = v/2e" o que implica que
r) (2senre (e"senr + € cosr) + (e cosr — e senr)2e” cosr)
k(r)y =
(v/2er)3

2627‘
( 2 2
———(sen“r 4+ senr cosr 4+ cos
2\/§e3r

2e37 1

2\/563T - \/567"'

r —Senrcosr)

Assim,

TEIElOO k(r) =40 e Tlggo k(r)=0.

Veja a Figura 2.14.

Figura 2.14 — Espiral logaritmica a(t) = (e” cosr,e” senr).

Com as informacbes obtidas neste capitulo podemos apre-
sentar novas ideias, como o Teorema Fundamental e a Forma Cané-
nica das curvas planas.






3 TEOREMA FUNDAMENTAL E FORMA CANONI-
CA DAS CURVAS PLANAS

Neste capitulo apresentamos o Teorema Fundamental e a Forma
Candnica das Curvas Planas. As informagoes sobre o teorema sao
importantes na demonstragao do Teorema dos Quatro Vértices. A
Forma Canoénica de uma Curva Plana é utilizada para garantir que
nao existe nenhuma parametrizagdo que descreva a cicloide de forma
regular. Por fim a definigdo de circulo osculador e sua relagdo com
a curva serao descritas.

3.1 TEOREMA FUNDAMENTAL DAS CURVAS PLANAS

De certa maneira, a fungdo curvatura determina uma curva,
que é Unica, a nao ser por um movimento rigido de translagao e
rotacdo. Este resultado é tdo importante que ficou conhecido como
0 Teorema Fundamental das Curvas Planas.

Antes de enuncid-lo vamos definir o que é um movimento
rigido. Uma translagao é o movimento que uma objeto faz, de um
lugar para outro, em linha reta na mesma direcao e no mesmo senti-
do, mais especificamente, a translacdo pode ser definida da seguinte
forma.

Defini¢ao 3.1. Dados uma curva «(s) = (z(s),y(s)) e um ponto p =
(z1,11), a translagdo de a sobre p é aplicagao T, o a(s) : R? — R,
dada por

Tpoa(s) = als)+p = (x(s),y(s)) + (z1,51) = (2(s) +21,y(s) +51).
Observe a Figura 3.1.

Ademais, dado um angulo 6, a rotacdo Ry : R> — R? ¢ o
giro que o objeto faz sob um angulo 6.

Definicao 3.2. Uma rotagdo por um angulo 6 é uma aplicacao Ry :
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~
// i
1

~
~ //
P

-1

~

Figura 3.1 — Translacao de um quadrado

<\T@
LIPS

Figura 3.2 — Rotagao de um quadrado sob o angulo 7.

%

R? — R? tal que a matriz associada & rotacdo Ry é dada por

l cosf —senfb ]

sen 6 cos

Dessa maneira, dado uma curva «(s) = (z(s),y(s)), a rota-
¢ao de a sob um angulo 0 é dada por

Ry oals) = l cosf —senfb ]

sen 6 cos

= (cosf x(s) —senf y(s),senf x(s) + cosf y(s)). Observe
a Figura 3.2.

Um movimento rigido é a composi¢ao de um movimento de
translacao e rotacao.
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Defini¢ao 3.3. Dada uma curva a(s), um movimento rigido é uma
aplicagdo M : R? — R? tal que M = T, 0 Ry ou M = Ry o T, em
que T}, é a translagao de a sobre p e Ry a rotagdo por um angulo 6.

Com essas defini¢goes podemos demonstrar um resultado que
¢ muito importante na demonstragdo do Teorema dos Quatro Vérti-
ces.

Proposicao 3.1. A curvatura ko de uma curva «(s) € invariante

por um mouvimento rigido, isto €, se mantém a mesma.

Demonstragao. Seja a(s) = (z(s),y(s)) uma curva parametrizada
pelo comprimento de arco com

ko = —2"()y'(s) + 2/ (s)y" (s)

¢ B(s) = T, 0 Ry o a(s) isto &, B(s) = p+ R(a(s)) com p = (w1,91)
e Ry a rotacdo sob o angulo #. Assim,

B(s) = (x1,y1) + (cos @ x(s) —senf y(s),send x(s) + cosb y(s)).

Denotando §(s) = (z3(s),ys(s), temos

xzg(s) = w1 +cosf x(s) —senf y(s),
zg(s) = costa'(s) —senf y'(s),
zg(s) = costa”(s) —senf y”(s),
ya(s) = wy1 +senb z(s)+ cosb y(s),
ys(s) = send a'(s) +cost y'(s),
y5(s) sen® x''(s) + cosf y''(s).

Além disso, temos que §’(s) estd4 parametrizada pelo com-
primento de arco pois

18/(s)Il = |l(cosf z'(s) — senby'(s),sen b z'(s) + cos b y'(s))||
= (cosf z'(s) —senfy'(s))?
+(sen @ 2’ (s) + cos b y'(s))?
= cos?6 (2/(s))?
—2(cos @ 2’(s) sen 0y’ (s) + sen? (y'(s))?
+sen? 6 (2/(s))? + 2(sen @ y/(s) cos 0’ ()
+eos? 0 (1 (5))? = (2/(s))? + (¥'(s))°
= 1

)
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pois a(s) esta parametrizada pelo comprimento de arco. Portanto,

kp(s) = —wi(s)ys(s) +yp(s)zj(s)
= —(cosf z'(s) —send y”(s))(sen9 x'(s) 4+ cos @ y'(s))
+(send z"(s) 4+ cos 0 y"(s))(cos b z'(s) —senf y'(s))

= —cosfsenf a2 (s)x'(s) — cos® 0 z"(s)y'(s)
+sen? 6 2/ (s)y" (s) +sen B cosf y" (s)y'(s)
+sen @ cosf z(s)z’(s) — sen? 0 2" (s)y'(s)

+cos? 0 y"(s)x’(s) — cosOsen 8 y" (s)y'(s)
= —2"(s)y'(s)[cos? O + sen? 0]

+y" ()2’ (s)[cos? § + sen? 0]
= (s (5) + ()2 (5) = Rals).

Agora vamos demonstrar o teorema que da o nome a esta
secao.

Teorema 3.1 (Teorema Fundamental das Curvas Planas).

1. Dada wma fungao diferencidgvel k(s) : I — R, eziste uma curva
a: I — R? parametrizada pelo comprimento de arco tal que
ka(s) = K(s), Vs € I em que Ko(s) denota a curvatura da
Curva Q.

2. A curva a: I — R? € tinica quando fizamos a(sg) = po =
(70,90) € & (s0) = vo, em que vy € um vetor unitdrio de R?.

3. Se duas curvas o, 3 : I — R? parametrizadas pelo comprimento
de arco tém a mesma curvatura, entao diferem por um movi-
mento rigido, isto €, existe uma rotacao R e uma translacao T
em R? tais que

B(s) = (T o R) o a(s),
para todo s € I.
Demonstragao. 1. Dada uma fungao diferenciavel x(s), considere

0(s) = [, r(e)d(e), em que 59 € I ¢ fixo. Fixemos um ponto
po = (z0,90) de R? e A € R. Definimos uma curva a(s) =
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(x(s),y(s)), em que

x(s) = xo + /: cos(0(r) + N)dr e

y(s) =yo + /s sen(f(r) + \)dr

Vamos verificar se a curva esta parametrizada pelo comprimen-
to de arco:

t(s) = (2'(s),4'(s)) = (cos(0(s) + A), sen((s) + ),
t'(s) = (2"(s),y"(s))
= (—sen(b(s) + \)0'(s),cos(0(s) + A& (s))

o que implica que |[t(s)|| = 1. Além disso,
n(s) = (—sen(f(s) + A), cos(8(s) + A)).
Assim, a curvatura de « é dada por

Ka(s) = (t'(s),n(s)) = sen?(0(s) + N)0'(s) + cos?(0(s) + \)¢'(s)
= 0'(s) = K(s),

pela Observagao 2.5.

2. Sejam k(s) uma funcao diferenciavel e a(s) = (z(s),y(s)) uma
curva regular com [|t(s)|| = 1 e curvatura k(s). Pelas equagoes
de Frenet, temos t'(s) = k(s)n(s), ouseja, (2, y") = k(—y', 2')
isto &, (z(s),y(s)) satisfazem

2 = _ijl e y// E——

Pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de sistemas de EDO’s,
que pode ser visto em [3], fixada uma condigao inicial a(sg) =
po € &' (sp) = vg temos que a curva « é unica.

3. Sejam «a, B : I — R? curvas parametrizadas pelo comprimento
de arco tais que kq(s) = kg(s). Pelo fato de serem parametri-
zadas pelo comprimento de arco existem funcoes 0, 6 : I — R
diferencidveis tais que

a/(s) = (cosf(s),senb(s)),

B'(s) = gcosé(s),sené(s)),
0'(s) = 0'(s) =k(s)
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para todo s € I. Logo, existe ¢y € R tal que 6 = 6 + ¢o. Entéao
sendo a(so) = po = (20, Yo0) € B(s0) = p1 = (=1, y1) temos:

a(s) = (:UO + fsso cos B(€)de, yo + fsso sen 9(6)de>
B(s) = (xl + [, cos 6(e)de, y1 + J; sen é(e)de)
= (r1+ fsso cos(cp) cos(A(e)) — sen(cg) sen(f(e))de),
(y1 + fsso cos(co) sen(6(e)) + sen(cp) cos(6(e))de))

Dessa maneira,

B(s) = p1+ (cos(co)(x(s) — o) —sen(co)(y(s) — o),
cos((co)(y(s) — yo)) + sen((co)(x(s) — o))
Logo

B(s) = p1 + Rey(a(s) — po) em que R, : R? — R? ¢ a rotagao
positiva do angulo ¢y em torno da origem, cuja matriz na base
canonica é

sen cg Cos Cg

coscy —sency ]

Portanto ((s) = p1 + Re,(a(s)) — Re,(po) = To © Rey(a(s))
para todo s € I, em que T, : R? — R? ¢ a translacao dada por
To(p) = p+a com a = p1 — Rey(po).

3.2 FORMA CANONICA LOCAL PARA CURVAS PLANAS

Como estabelecemos, uma curva plana é de classe C*, e
portanto, pode ser calculada através da féormula de Taylor, nos tra-
zendo resultados e conceitos interessantes, por conta do Referencial
de Frenet.

Seja a : I — R? uma curva regular parametrizada pelo
comprimento de arco. Pela formula de Taylor na vizinhanga de um
ponto , ao fixar um ponto sg € I obtemos:

(s — 50)2

a(s) = a(so) + o’ (s0)(s = s0) + 0" (s0) ",
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)3
+ a”’(so)% + R(s), (3.1)
. R(s) L .
em que lim = 0. Além disso, pelo Referencial de Frenet,
s—s0 (5 — §0)3
t'(s0) = K(s0)n(so) e n'(so) = —k(s0)t(sp). Assim, substituindo em

(3.1), encontramos

a(s) = also) + t(s0)(s — s0) + n(so)n(so)w
+ (K (so)n(so) — ,~;(50)21t(50))(5_3!30)3 + R(s).
Considerando
Z(s) = (s — s0) — R(SO)Q(S_;O)S + Ri(s), (3.2)
i(s) = n(so)(s;foy + m'(so)(s_gf’)g + Ro(s), (3.3)

com R.(s) = (R(s),t(s0)) € Rn(s) = (R(s),n(so)) obtemos a expres-
a(s) = a(se) + z(s)t(s0) + y(s)n(so)

que é chamada forma candnica local da curva o em sg.

A forma canoénica local da curva nos fornece algumas infor-
magoes interessantes com relagao a curva na vizinhanga do ponto sg.
A primeira diz respeito ao sinal da curvatura perto desse ponto.

Observagao 3.1. Note que

z(s)

lim = lim 1 — =1
$—=s0 § — S §—s0 3!
[
. y(s) . K(s0) |, K'(s0)(s —s0)  K(s0)
1 77 =1 —
A Gos? o2 T 6 2

pois hﬁm (s —s0) = 0 Assim existe um 6 > 0 tal que se s € (sg —
S S0

3,50) U (80,80 + 9) entdo T e (s — sg) tém o mesmo sinal, § > 0 se
k(sp) >0 ey <0 se k(sg) <0. Observe a Figura 3.5.
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r(s0) <0

a(sg) t(s0)

o

a(sy) t(s0)

K(sg) >0

Figura 3.3 — Implicacdo de forma canénica local de uma curva

Agora, com o auxilio da forma canénica vamos provar que
nao existe nenhuma curva regular cujo traco é a cicloide. Para is-
to, vamos verificar, primeiramente, que as retas tangentes & cicloide
estdo definidas em todos os pontos. Considere a cicloide, curva do
Exemplo 2.7 definida por «(t) = (at — asen(t),a — acos(t)). Co-
mo, o'(t) = (a — acos(t),asen(t)) os pontos singulares dessa curva
acontecem quando t = 2kw, k € Z. Além disso,

lo'@)|? = (a—acos(t))? + a*sen?(t)
= a? —2a%cos(t) + a? cos®(t) + a? sen?(t)
= 2a? — 2a?%cos(t) = 2a%(1 — cos(t)).
Vamos verificar o comportamento das retas tangentes a curva em
pontos ¢ proximos aos pontos singulares ¢ = 2km. Dessa maneira,

o al(t) — lim ( a(l — cos(t)) asen(t) )
t—2rkE Ho/( i t—2mkt \av/2\/1 — cos(t) av/2y/1 — cos(t)
— lim ( 1 —cos(t) sen(t)y/1+ Cos(t))
t—2mkE V2 " /1 —cos2(t)V2

- 1 ( 1 —cos(t) sen(t) /1+ cos(t))

t—2mh* V2 " | sen(t)| V2
— (0,+1).

Isto é, as retas tangentes a o quando t — 27k, k € Z tendem a reta
vertical ry, : x = 27k. Observe a Figura 3.4.

Proposicao 3.2. Nao existe uma curva parametrizada regular cujo
traco € a cicloide.

Demonstracao. Seja 3 : R — R? uma curva parametrizada regular,
supondo sem perda de generalidade, pela Proposicao 2.3, que /3 es-
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8Y

Pwa

Figura 3.4 — Cicloide

t4 parametrizada pelo comprimento de arco. Portanto, pela forma
canénica local 8 em sg, em que S(so) = (2kma,0), obtemos

Bls) = Blso) + Z(s)t(s0) + F(s)ns(s0),

em que

(s —s0)?

i + Rs(s).

Z(s) = (s — s0) — Kip(50)*

Como vimos na Observagao 3.1, lim =1, logo Z(s) e (s — sp)

S—8p § — 8§
devem ter o mesmo sinal proximo a sg. Istc? é uma contradigao (veja
Figura 3.4). De fato, sabemos que o/(s) e 8'(s) sdo colineares para
todo s € R. Como vimos, as retas tangentes a « tendem a uma
reta vertical quando nos aproximamos do ponto 3(sq). Logo, a reta
tangente a 3 em sy deve ser vertical. Podemos perceber que com
a relacdo ao referencial de Frenet, {t3,ng}, (s) ndo muda de sinal
como previsto na Observacao 3.1. Isso é um absurdo, logo ndo existe
uma curva parametrizada regular cujo o trago é a cicloide. |

A tultima informacao desta secdo estéa relacionada ao circu-
lo osculador. Para isso, precisamos defini-lo e apresentar algumas
implicagoes.

Definicdo 3.4. Seja « : I — R uma curva parametrizada pelo compri-
1

| (50)]

mento de arco tal que x(s) # 0, Vs € I. O ntmero R(sp) =
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1
é o raio de curvatura. J& c(sg) = a(sg) + ﬁn(s) é o centro de
R{So

curvatura de v em sg, enquanto o circulo osculador de a em sg é o
circulo de centro ¢(sg) e raio R(s).

Note que o ponto «(sg) pertence ao circulo osculador de «
em sg. De fato,

1

w0y )

[a(so) = c(s0)l| = ’ n(SO)H -

‘ 1
K(s0)
Vamos encontrar o raio de curvatura e o centro de curvatura de uma
circunferéncia.

Exemplo 3.1. Sejaa : R — R?, a(s) = (a—l—rcos(C),b—l—rsen(f))
a curva parametrizada pelo comprimento de arcos cujo trago Sé a
circunferéncia de centro (a,b) e raio r > 0. Como vimos no E-

zemplo 2.13, a curvatura € k(s) = — e o vetor normal, n(s) =
s s
( — cos (;), — sen (;)) Logo R(s)=r ¢
() = ale)+—n(s)
c(s) = afs)+—=n(s
K(s)

= ((az—)rcosz, b+ rseng) - r(cos (;),sen (;))
= a,b),

para todo s € R. Assim, o circulo osculador de uma circunferéncia
€ a propria circunferéncia.

Proposicao 3.3. A curva o e o circulo osculador de o em sy sdo
tangentes em «(sg).

Demonstragao. A reta tangente ao circulo osculador no ponto a(sg)
é a reta que passa por a(sg) e é perpendicular ao vetor ¢(sg) —

a(sg) = @n(so). Logo, essa reta é paralela ao vetor o/(sg), sendo

portanto a reta tangente a a em sg. Observe a Figura 3.5. |

Por fim, vamos provar que dado um ponto p, existem pontos
da curva proximos a p que estao dentro do circulo osculador e outros
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circulo
osculador

a(s0), t(s0)

Figura 3.5 — O circulo osculador é tangente a curva em sg

que estdo fora, isto é, que a disténcia de alguns pontos até o centro
do circulo osculador é menor que o raio de curvatura e outros que a
distancia é maior. Antes disso, vamos apresentar uma observacao.

Observagao 3.2. Seja a uma curva regular parametrizada pelo com-
primento de arco, t(s) e n(s) os vetores tangentes e normais respec-

tivamente e a,b nimeros reais. Entdo ||at + bn||* = a® + b2, De
fato,
lat +bn||? = (at+bn,at + bn) = (at,at) + 2(at,bn) + (bn,bn)

lat||? + 0+ [|bn]|? = a® + b2,
poist e n sao ortonormais.

Proposicao 3.4. Seja «(s) uma curva regular parametrizada pelo
comprimento de arco. Se k(sp) # 0 e x'(so) # 0, a curva o corta o
ctrculo osculador de o em sg.

Demonstracao. Note que, pela forma canénica local de o em sq,

‘ 2

la(s) = elso)l” = [[also) + F(s)t(s0) + Fns0) — also) — B2

x(s0)

Pela Observagao 3.2 segue que

la(s) = e(so) > = F(s)t(s0) + (7 = by ) nls)|I>
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Das expressoes 3.2 e 3.3 obtemos
la(s) = e(s0) I = [(s = s0) = G#(50)*(s — 50)* + Re(s)]?
lr(s0)(s — s0)? + ST 4 Ry (5))
= (5s—s0)? — 3(s — s0)*r(s0)?
+a5k(50)* (s — 50)° + O4(s)
+16(50)*(s — s0)* + Gr(s0) (s0) (s — s0)°

+3*15“'(50)2(3 —50)% — (s — s0)?

_%k (SO) (S - SO>3 + Ii( 10)2 + 03(5),

k(s0) s
em que lim 047(8) = lim 037(5) = 0. Assim,
s—so (8 — 89)  s—so (s —50)3
1k (so) 1
2 3
_ =_Z — R
Ja(s) = efso)| = —5 2% (5 = 80 + o+ Ra(s),
com lim R37(8) = 0. Portanto,
s—s0 (8 — 80)3
) — ol — sk <1 w(s) o
550 (s —s0)3 3 rK(sg) ’

Agora vamos analisar alguns casos:

Caso 1: Quando '(sg) > 0 e k(sg) > 0, temos que o limite
(3.4) é negativo. Logo existe 6 > 0 tal que se s € (sg — d, s9) temos

(s — 80)% < 0 implicando em |a(s) — ¢(s0)]|? > 5 Além disso,

#(s0)?
se s € (80,80 +9), (s —80)% > 0, ou seja, ||a(s) — c(so)|* < PENEL
Observe a Figura 3.6.

Caso 2: Note que o limite (3.4) também ¢é negativo quando
a curvatura no ponto Sg, £(Sg), € sua derivada sdo negativas, ou seja,
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]

t(So

t(so0)

Figura 3.6 — Caso 1: x'(so) > 0, Figura 3.7 — Caso 3: x(sop) < 0,
k(sp) > 0. K(s0) > 0.

existe § > 0 tal que se s € (59— 6, 50) temos (s —sp)® < 0 e portanto,

1
k(sp)?’

obtemos ||a(s) — c(s0)||* <

la(s) = e(s0)|* > Mas, se s € (so, 50 +0), (s — s0)° > 0,

1
. Observe a Figura 3.8.
K(s0)?
Caso 3 e caso 4: J& para que limite (3.4) seja positivo é

necessario que o sinal da curvatura x(sp) e sua derivada tenham
sinais opostos. Nos dois casos, existe um § cujo s € (sg—9, $g) temos

1
k(sp)?’

5 € (80,80 +0), (s — s0)% > 0, obtemos [|a(s) — c(s0)[|* >

(s — s0)% < 0 e portanto, ||a(s) — c¢(so)]|* <

Entretanto, se
k(sp)?’
Observe a Figura 3.7 e Figura 3.9.

Dessa maneira, provamos que dado um circulo osculador em
S0, existem pontos da curva proximos a «(sg) dentro e fora dele.
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n(sp)

Figura 3.8 — Caso 2: £/(sg) < 0, Figura 3.9 — Caso 4: x'(sg) > 0,
k(s0) <0 k(s0) <0



4 EVOLUTA DE UMA CURVA

A curvatura nos fornece algumas informagoes sobre a curva,
em especial sobre sua evoluta. Vamos apresentar os conceitos e resul-
tados sobre a evoluta de duas maneiras: a primeira, mais conhecida,
é a construcao usual, enquanto que a segunda é dada por envelopes
de uma famfilia de retas.

4.1 UMA CONSTRUCAO USUAL

Vamos definir o que é a evoluta de uma curva e apresentar
exemplos e informacoes importantes.

Definicio 4.1. Seja o : I — R? tal que k(s) # 0, para todo s € I.
Variando o parametro s € I, o centro de curvatura c(s), definido na
Secdo 3.2, descreve uma curva F : I — R? chamada de evoluta de
a, dada por:

Vamos agora encontrar a evoluta da parabola e da elipse.

Exemplo 4.1. Considere a(t) = (t,t?), com t € R que descreve
uma pardbola. Sendo z(t) =t e y(t) = t? obtemos 2'(t) = 1, 2" (t) =
0, ¥/'(t) = 2t e y"(t) = 2. Dessa maneira, pela Proposi¢iao 2.4 temos

que

(—2t,1) 2
)= —""12 )= ——— .
" =G 50 = Gy

Logo,

E() = (164 (—2t,1) (14 4t2)3/2

B (14 4t2)1/2 2

1+ 4¢?

= (t,t?) + (—=2t,1)
= (t,t%) + (=t — 413, 5 + 2t?)
= (—4t3,1+3t%).

Observe a Figura 4.1.
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Figura 4.1 — Evoluta da Parabola

Exemplo 4.2. Seja ot) = (acos(t),bsen(t)), t € R e b < a. Te-
mos que o' (t) = (—asen(t),bcos(t)) e &’ (t) = (—acos(t), —bsen(t)).
Pela Proposicao 2.4 obtemos

ab(cos?(t) + sen?(t)) ab

K(t) = 2 gon2 2 02 (1N2 (a2 sen? 2 cos2(4)) 3
(a?sen?(t) + b2 cos?(t))z  (a?sen?(t) + b% cos?(t))2

?

e portanto

) TR
B = (0~ <t>+$')2f>y~<t>)““7
i

() +y'( /
y(t) + (—:E”gt)y/(t) +a/()y" (1) )x w

ab
a?sen?(t) + b% cos?(t)
as

bsen(t) — -
<a2 cos(t) — a? sen?(t) cos(t) — b2 cos®(t)

b2 sen(t) — a? sen? (t)a— b% cos?(t) sen(t) )

2 _ 2 b o
= ((a —b )COSS<t)7—<a 7 b )Sen3(t))

a

é a evoluta de o. Veja a Figura 4.2.

Observe nas figuras do exemplo anterior que quanto mais
proximo a fica de b menor é o trago da evoluta. No caso especial em
que a = b isto é, uma circunferéncia temos que a elipse é o ponto

(a,b).
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¢ R \ / T
—b

Figura 4.2 — Evolutas das elipses na esquerda a = v/2 e b = 0.9; na
direita a = v/2 e b= 1.4.

Exemplo 4.3. O tra¢o da evoluta de uma circunferéncia € um ponto

(0 centro da circunferéncia). De fato, pelo Exemplo 2.13, rk(s) = —
Vs € 1. Assim, considerando uma parametriza¢io da circunferénciz
afs) = (rcos (%) + a,rsen (%) +b) de centro (a,b), temos que a
evoluta € dada por

1
B = ofs) +n(s)

= (rcosf + CLJ“SGTLi +b) — r(cos isen f) = (a,b).
T T T T

Quando consideramos uma curva « : I — R?, os pontos
s € I singulares da evoluta E(s) possuem um nome especial.

Definicio 4.2. Seja E(s) a evoluta de uma curva o : I — R% Um
ponto s € I é chamado ciuspide da evoluta F quando E'(s) = 0.

Um resultado muito interessante que a evoluta nos di e
importante para a compreensao do conceito de vértice da curva é o
seguinte.

Proposicao 4.1. A evoluta E(s) da curva a(s) € regular no ponto
s se, e somente se, k'(s) # 0.
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Demonstragdo. Pela regra do quociente temos:

EI(S) = t(S) :;iﬁl (5) -+ k;s;n/(s)
B k' (s) sy — )L
- ( ) :‘i(8>2 ( ) H(S)t( )

'(s)
= n(s) #
-~ r(s)?
se, e somente se, k'(s) # 0, tendo em vista que n(s) é um vetor
unitario. |

Note, que a fungdo curvatura em um ponto é critico se, e
somente se, a evoluta nesse ponto é singular, ou seja, se esse ponto
é uma cuspide da evoluta F.

Vamos agora calcular a ctspide de uma paréabola.

Exemplo 4.4. A pardbola a(t) = (t,t%), com t € R apresentada no
Ezemplo 4.1 possui evoluta E(t) = (—4t3, 1 + 3t?), portanto E'(t) =
(—12t2,+6t), implicando que t = 0 ¢ uma cispide, pois E'(0) =
(0,0).

Outra informacao importante é a relagao existente entre as
retas tangentes a evoluta E(s) e as retas normais da curva a.

Proposigao 4.2. A reta tangente a evoluta E no ponto s, em que
kL (s) # 0, € a reta normal a o em s.

Demonstracao. Como vimos na demonstragao da Proposicao 4.1, te-
mos que o vetor tangente a E em s, E’'(s) é paralelo ao vetor n(s).

Ademais, como F(s) = a(s) + ﬁn(s) pertence a reta tangente a
k(s

E em s, ry, = {E(s) + AE'(s) : A € R}, e a reta normal a o em s,
Tn, = {a(s) + pn(s) : p € R}, temos r,_, = r4,. Observe a Figura
4.3. |

Além disso, conseguimos garantir que a evoluta é a tnica
curva em que a propriedade acima acontece.
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~

Figura 4.3 — Evoluta I da curva «

Proposicao 4.3. Seja o : I — R? uma curva parametrizada pelo
comprimento de arco tal que x'(s) # 0 para todo s € I. Entdo a
evoluta de o € a Unica curva diferenciavel reqular cuja a reta tangente
em s € igual a reta normal a o em s.

Demonstracdo. Seja Ey : I — R? uma curva cuja reta tangente em
s seja igual a reta normal a . Entdo existe uma funcdo diferenciavel
AT — R tal que

Ev(s) = a(s) + A(s)n(s)
em que A(s) = (E1(s) — a(s), n(s)). Logo,
Ei(s) = tls)+
= )+ (S)n(s)
- (1-
Como E(s) é paralelo a n(s), temos que 1 — A(s)x(s) =0,

1 1
o) Portanto, F1(s) = a(s) + ®n(s)

ou seja, A(s) =
[ |

Observe que a Figura 4.4 que mostra retas normais a uma
elipse as quais sao tangentes a evoluta.
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Figura 4.4 — Elipse com a = v/2 e b = 1, sua evoluta e as retas
normais a curva.

4.2 ENVELOPE DE UMA CURVA

Vamos agora propor outra construgao para a evoluta, atra-
vés de envelopes de curvas. Para isso vamos definir envelope a partir
de uma familia de retas.

Definicdo 4.3. Seja u € R e R: R3 — R uma aplicagao
R(x,y,u) = a(u)z + blu)y + c(u),

sendo a(u),b(u) e c(u) fungdes reais C com a(u)? + b(u)? # 0
para todo u € R. Ao restringir o dominio de R para os pontos tais
que R{x,y,u) = 0 obtemos, genericamente, uma superficie (vide
Teorema de Sard que pode ser visto em [1]).

S={(z,y,u): R(z,y,u) =0}
em R? que definimos como familia de retas a wm pardmetro u .

Exemplo 4.5. Considere a aplicagio R(x,y,u) = —x +y + u?, a
familia de retas a um pardémetro é a superficie S(x,y,u) definida por
xz=y+u? comz,yuck.

Além disso, supondo sem perda de generalidade que b(u) # 0
e isolando y em S obtemos

Sz, u) = {(:LW?QL) sz, u) € RQ}.
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Perceba que se b(u) = 0 entdo a(u) # 0 e isolarfamos x.
Vamos agora restringir um pouco mais o dominio de R.

Definicao 4.4. O conjunto definido por

O(.’L‘, Y, u) = {($, Y, U) : R(lﬁ, Y, U) = Ru(x7 Y, ’LL) = 0}
é chamado criminante de R.

Dessa maneira, sabemos que o criminante tem duas restri-
¢oes em R. A primeira é que C' é um subconjunto de S, logo

—c(u) — a(u)x

o (4.1)

y:

Além disso, ao derivar R em relagdo a u, substituindo o y e igualando
a zero obtemos

Ry, = d (u)x + b (u) (W) + ' (u) =0,
isto é,
blu)a'(wz  V(ue(u)  b(wa(uw)z ' (u) _
bu) bu) ) by
ou seja,

. —c(u) + V' (u)e(u)
a’(u)b(u) — a(u)b'(u))”

Portanto, e y dependem de w e o criminante

Clu) = {(2(u), y(z(u)),u), u € R},

descreve uma curva em S C R3.

Agora vamos definir proje¢do para finalmente definir o en-
velope de uma familia de retas.
Definicao 4.5. A aplicagao 7 : R® — R? definida por 7(x,y,u) =
(z,y) é chamada de projecao.

Considerando ¢(x,u) = (z, W,u), demonstramos
a seguir a relagao entre wo ¢ e R,,.
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Proposicao 4.4. A aplicacio wo ¢ : R? — R? ¢ singular no ponto
(xz,u) se, e somente se, Ry(x,y,u) = 0.

Demonstragao. Como ¢(z,u) = (3(:, ,u), temos que

—a(u)x — c(u))

wo@(x,u) = (x, b)

Portanto,

d(rog)(z,u) = | —a(u) (=d(Wz - (u)b(u) — (—a(u)z — c(u))b'(u)

Dessa maneira, o determinante da matriz d(mw o ¢)(x,u) se
anula se, e somente se,

—d'(wWz —c(u)  (—a(uw)z —c(uw))b'(u)
b(u) b(u)b(w)

=0

Pela Equacao 4.1 essa igualdade é equivalente a

—a'(w)x — ' (u) — yb'(u)

0= b(u)

= Ru(xvyvu) = 07

que s6 acontece quando Ry, (z,y,u) = 0. Isto é equivalente a dizer
que 7o ¢ é singular apenas nos pontos que pertencem ao criminante

C. |

Essa proposicao nos motiva a definir envelope.
Definigao 4.6. Dada uma familia de retas R(x, y, u) = a(u)z+b(u)y+
c(u) =0, com a(u)? + b(u)? # 0, a projegao do criminante C, isto
¢, E = m(C) é chamada de o envelope da familia de retas.

Como o envelope da familia de retas ¢ uma curva em R?
na variavel u, queremos apresentar as coordenadas desta curva em
relacao a u.

Proposigao 4.5. Com as mesmas notagoes anteriores, o envelope



4.2. Enwvelope de uma curva 61

da familia de retas E(u) = (x(u),y(u))é dado por

be' — cb’ () ca’ —ac
oe = <v uw) = & %
ab’ — ba’ y ab — ba’

se a(u)b'(u) — b(u)a’(u) # 0.

w(u) =

Demonstracao. Pela definicao de envelope, temos que suas coorde-
nadas satisfazem o sistema

b =0
{a:v+ Yy +c (4.2)

adr+by+c =0
sendo a, b, ¢ fungoes na variavel u. Como a(u)b’ (u) — b(u)a’(u) # 0,

ao resolver o sistema, multiplicando a primeira equacao por b’ e a
segunda por —b obtemos

Var +bby+bec = 0

—ba'x —bby—bcd = 0

(V'a—ba)x = bd —be
bd —bc
Logox:m.

Para resolver y, vamos multiplicar a primeira equagao do
sistema (4.2) por a’ e a segunda por —a, dessa maneira

dar+adby+ac = 0
—aa'z —ab'y—ac = 0
(@'b—ab)y = ad —dc

o . ca' —ac
useja, y=——.
’ abl — ba’

Vamos agora calcular o envelope de retas de algumas fami-
lias de retas.

Exemplo 4.6. Considere a familia de retas

cos(u)x + sen(u)y = 0.
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Temos que a(u) = cos(u), b(u) = sen(u) e c(u) = 0, portan-
to, pela Proposicdo 4.5, o seu envelope €

Osen(u) 4+ Ocos(u) —0Osen(u) — 0cos(u)
cos?(u) +sen?(u) * cos?(u) + sen?(u)

B(u) = = (0.0),
( )

ou seja, a origem do plano.
Exemplo 4.7. Considere a familia de retas
cos(u)x + sen(u)y = ¢, ¢ # 0.

Como a(u) = cos(u), b(u) = sen(u) e c(u) = —c, temos que seu
envelope € a circunferéncia

E(u) = (

Osen(u) 4+ ccos(u) csen(u) — 0cos(u)

) = ¢(cos(u),sen(u)).

cos?(u) + sen?(u) * cos?(u) — sen?(u)
Exemplo 4.8. Jd na familia de retas

R(x,y,u) :x—uy+gu3 =0

temos que
BEw) = uch_@ylch_Ocug
_ E%cu?’—i—gug cu22)<c6u3)cu2>
—6 "2/ Ve’ 2/

O ponto singular de E é u =0, veja a Figura 4.5.

Com as informacoes sobre envelope de retas vamos construir
evoluta de curvas planas.

Dada uma curva regular a(s) : I — R? parametrizada pelo
comprimento de arco, considere a familia de retas a um parametro
R(s,z,y) em que a fun¢ado R é definida por

R:IxR?> — R
(s,z,y) = ((z,y) —als), t(s))
o/ (s). Temos que R(s,z,y) = 0 se, e somente se, ((x,y)—
= 0 ou seja, se (x,y) —a(s) é ortogonal ao vetor tangente

com £(s)

ols),4(5))
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Figura 4.5 — Envelope da familia de retas

t(s}, que s6 acontece quando (x, y)—a(s) for paralelo ao vetor normal

Em outras palavras, se existe A € R tal que (x,y) — a(s) =
An(s), isto é, (z,y) = a(s) + An(s). Logo (z,y) depende de s e
A. Chamando (z,y) := I'(s, A) temos que se I'(s, A} = a(s) + An(s)
entdo (I'—a(s),t(s)) = 0. Dessa forma, obtemos que R(s,I'(s,\)) =
0.

Ademais,

Rs(s,1) =0 <= (=d'(s),a/(s))+ I —a(s),t'(s)) =0
— -1+ T —afs),k(s)n(s)y =0
— k(s)(I' — afs),n(s)) = 1.

Ainda temos que R(s,I') = 0 se, e somente se, I'(s, A} = a(s)+AIn(s).
Substituindo uma férmula na outra temos

r(s){als) + An(s) — a(s),n(s)) = 1

L 1 . L e, .
que s6 ocorre se A = =(s) Pois n(s) é unitario.

Como o criminante C' associado a familia de retas R(s,1') =
(I' = a(s),t'(s)) <0, com s € I, é definido por

C={(s,T) € I xR*: R(s,2,y) = Ru(s,,y) = 0},

logo C = {(s,z,y) € I x R?: (z,y) =T(s,)\) e A(s) = ﬁs)}
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Além disso, temos que o envelope E = 7(C') associado a
essa familia de retas é dado por

E={pecR?:p=a(s)+—n(s)}.

Note que a descricao do envelope E que acabamos de cons-
truir coincide com a definicdo de evoluta da curva a que apresen-
tamos no inicio da Secdo 4.1. Além disso, esta construgdo é mais
sofisticada do que a anterior.



5 O TEOREMA DOS QUATRO VERTICES

Outro teorema relevante da Geometria Diferencial das cur-
vas planas é o Teorema dos Quatro Vértices. Segundo [8] a primeira
demonstragio para o caso em que a curva é convexa, foi apresenta-
da em 1990 por S. Mukhopadhyaya, j& para curvas nao convexas a
prova foi obtida no comego do século XX.

As diferentes provas para esse teorema, utilizando proprie-
dades analiticas ou geométricas, auxiliaram a desenvolver ideias e
conceitos que podem ser generalizadas em outros contextos como
curvas em superficies ou dimensoes mais altas.

Para introduzir o teorema que leva o nome deste trabalho
vamos definir e apresentar exemplos de curvas fechadas e de curvas
convexas.

5.1 CURVAS FECHADAS E CONVEXAS

Imagine um passeio de carro no qual vocé sai da sua casa,
passa em varios lugares e por fim retorna a sua casa, ou seja, seu
ponto inicial e final da trajetoria sao os mesmos. Essa é a ideia de
uma curva fechada, que esta formalizada em seguida.

Definicdo 5.1. Uma curva plana fechada é uma curva parametrizada
regular « : [a,b] — R? tal que a(a) = a(b) e todas as derivadas de
« coincidem nos pontos a e b.

Ademais, se uma curva além de fechada nédo tiver auto-
intersecgao além das extremidades, ela possui propriedades interes-
santes e por esse motivo possui uma outra nomenclatura. Um dos
resultados obtidos para essas curvas é conhecido como Teorema de
Jordan, que garante que o complementar do trago de a é a uniao
de dois conjuntos conexos, ndo-vazios e com a fronteira de cada um
igual ao traco de «, (veja [5]).

Defini¢io 5.2. Uma curva plana « : [a,b] — R? parametrizada re-
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gular, simples no intervalo [a,b) e fechada ¢ chamada de curva de
Jordan.

Exemplo 5.1. Um exemplo trivial de curva fechada € a elipse, cuja
parametrizagao é a(t) = (asen(t),bcos(t)) (Exemplo 4.2). Ainda,
se considerarmos a = b temos a parametrizacdo da circunferéncia,
apresentada no Exemplo 2.5.

Outra definicdo importante é a de curva convexa. Esse no-
me relembra o conceito da geometria euclidiana plana de poligonos
convexos. A ideia é bem parecida.

Definicio 5.3. Uma curva regular « : [a,b] — R? & conveza se,
para todo sp € [a,b], o traco de « estd inteiramente contido em
um dos semi-planos determinados pela reta tangente de v em sg.
Mais precisamente, ser convexa significa que, para todo sg € [a, b],
a fungao hg, definida por

hsy(s) = {a(s0) — a(s),n(s0))

nao muda de sinal em [a,b], isto é, hs,(s) < 0 ou hs,(s) > 0 para
todo s € [a,b]. Além disso, o é estritamente convexa se para cada
S0 € [a,b], hsy(s) # 0 para todo s.

Exemplo 5.2. F possivel observar na Figura 5.1 que as curvas a,b
e d sao convexas, enquanto que a curva ¢ nao € um exemplo de curva
conveza. Ja as curvas b,c e d sao fechadas, diferente da curva a.

5.2 O VERTICE DE UMA CURVA

Para introduzir o Teorema dos Quatro Vértices é necessério
definir o que é um vértice de uma curva. Definimos da seguinte
maneira:

Definicao 5.4. Um vértice sq de uma curva « : I — R? regular é um
ponto critico da curvatura (s), isto ¢, k'(so) = 0.

Suponha que « : I — R? seja uma curva regular parame-
trizada pelo comprimento de arco tal que k(s) # 0. Note que, pela
Proposi¢ao 4.1, um vértice de uma curva é uma cispide da evoluta
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c

Figura 5.1 — Convexidade de curvas.

E(s). Usando essa informagao, vamos calcular os vértices da circun-
feréncia e da parabola.

Exemplo 5.3. Considere a circunferéncia de centro (a,b), descrita
por a(s) = (rcos(£) +a,rsen (£) +b), s € R. Pelo Exemplo /.3

I I

a evoluta é dada por E(s) = (a,b). Logo E'(s) = (0,0), Vs € Re,
portanto, todo s € R € um vértice da circunferéncia.

Exemplo 5.4. Pelo Exemplo 4.1 temos que a pardbola descrita por
a(t) = (t,t?) possui a evoluta

E(t) = (=413, % + 3t2).

Assim, B'(t) = (=12t2,6t) = (0,0) se, e somente se, t = 0.

Logo o pontot =0 é o vértice da pardbola.

Agora observe o exemplo da elipse. Ele nos fornece ideias
que sugerem o Teorema dos Quatro Vértices.

Exemplo 5.5. Seja a(t) = (xg + acos(t),yo + bsen(t)), t € [0,27)
eb < a, a curva que descreve uma elipse centrada em (zg,yo). Te-
mos que o' (t) = (—asen(t), beos(t)) e o (t) = (—acos(t), —bsen(t)).
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Pela Proposicdo 2.4, temos que

ab(cos?(t) +sen?(t)) ab
(asen2(t) + b2 cos2(t))3  (a?sen2(t) + b2 cos?(t))?

K(t) =

)

e portanto

—§ab 2a? sen(t) cos(t) — 2b2 cos(t) sen(t)
2 (a2 sen? (t2> + b2 cos?(t))2
—3absen(t) cos(t)(a® — b?)
(a2 sen?(t) + b2 cos?(t)3)

K(t) =

entao k'(t) = 0 se, e sé somente se, sen(t) =0 ou cos(t) = 0.
Ademais, como b < a, temos que

b? < a?sen?(t) + b2 cos?(t) < a?,

o b a
implicando em e < k(t) < X
Assim, os pontos de mdazimo da curvatura de uma elipse sao
s 37
siot=0 et=m e os pontos de minimo s&ot:§ et:?.

Observe a Figura 5.2

I12

302

Figura 5.2 — Vértices da elipse

Note que a elipse é uma curva de Jordan convexa e encon-
tramos quatro vértices. Isso nao é coincidéncia, é o que nos garante
o Teorema dos Quatro Vértices. Antes de provarmos esse teorema
vamos demonstrar um lema auxiliar.
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Lema 5.1. Sejam A, B e C numeros reais arbitrdrios e seja « :
[a,b] — R? uma curva regular, fechada e parametrizada pelo com-
primento de arco, definida por a(s) = (x(s),y(s)) cuja curvatura é
k(s). Entao,

/ab(A:r(s) + By(s) + C)x'(s)ds = 0.

Demonstracao. Do Teorema Fundamental das Curvas Planas, exis-
te uma funcao 6 : [a,b] — R tal que z/(s) = cos(f(s))e y'(s) =
sen(6(s)). Assim, k(s) = 0'(s), 2"(s) = —k(s)y'(s) e y"(s) = K(s)z'(s).
Como « é fechada, pela Defini¢ao 5.1 as fungoes acima coincidem
em a e b e portanto:

JJ K (s)ds = k(b) = K(a) = =" (b)y' (b) + y" (b)a'(b)
+ 2"(a)y'(a) —y"(a)2'(a) = 0,

pelo Teorema Fundamental do calculo. Além disso, pela integragao
por partes obtemos

[P a(s)K/(s)ds = =

a

K(s)[b = [, @' (s)r(s)ds

k(a)z(a) = [} y"(s)ds
z(» — r(a)z(a) = y'(b) + ¢/ (a)
b

|
=

I
X

A~ N N
=

f:y(s)/ﬂ'(s)ds =y

I
=

I
X

N N N T
=

N — — —
<

Assim, para quaisquer A, B,C € R.
b
/ (Az(s) + By(s) + C)k'(s)ds = 0.
|

Vamos agora enunciar e demonstrar o Teorema dos Quatro
Vértices.
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Teorema 5.1 (Teorema dos Quatro Vértices.). Toda curva de Jor-
dan e convexa tem, pelo menos, quatro vértices.

Demonstragdo. Consideremos « : [a,b] — R? uma curva de Jor-
dan convexa parametrizada pelo comprimento de arco definida por
a(s) = (x(s),y(s)). Se a curvatura r(s) for constante em algum
subintervalo de [a,b], todos os pontos desse subintervalo sdo pon-
tos criticos da fungao curvatura, ou seja, a possui infinitos vértices,
como mostra a Figura 5.3.

Figura 5.3 — Curva a com um subintervalo onde s é constante.

Vamos assumir, entao, que a curva o nao possui segmentos
de retas nem arcos de circunferéncia.

Pela Observacao 2.4, (s), func¢ao curvatura de «, é continua
em [a, b] e pelo Teorema de Weierstrass, que pode ser visto [7], ela
possui neste intervalo um ponto de minimo global s; e um ponto de
méaximo global ss. Note que s; # s pois, caso contrario, a funcao
curvatura k seria constante. Portanto o tem no minimo, dois vértices,
p = a(s1) e ¢ = a(sz2), os quais consideramos o de curvatura minima
e de curvatura maxima, respectivamente.

Transladamos e rotacionamos a curva « de tal maneira que
p=(0,0) e g esteja sob o eixo das abcissas, logo y(s1) = y(s2) = 0.
Note que pela Proposicao 3.1, a curvatura se mantém a mesma.

Afirmamos que o eixo das abcissas divide a curva em dois
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arcos, /3 e v, com cada um deles em um dos lados do eixo das abcissas,
ou seja y(s) s6 muda de sinal em s; e s2. De fato, suponha que
a curva « intersecte o eixo das abcissas em um ponto r = oz(s*)
distinto de p e ¢. Se « fosse tangencial ao eixo das abcissas em
r = a(s.), poderia ser das seguintes formas:

Caso (i): A tangéncia ocorre de modo que, ao logo de um
intervalo aberto I contendo s, o trago de « esta contido no eixo
das abcissas como mostra a Figura 5.4. Note que neste caso £(s) =
0 Vs € I, o que nos leva ao caso em que «(s) possui um intervalo
com curvatura constante.

a(S1) oc(f*) o(S2)

Figura 5.4 — Curva « tangenciando o eixo das abcissas em r = a(s,)
como descrito no Caso (i)

Caso (ii): Se a curva « tangenciasse o eixo das abcissas em
r = «a(s,) de forma que localmente (proximo a r) a curva « ficasse
acima (ou, analogamente, abaixo) do eixo das abcissas, como nos
mostra a Figura 5.5 existiria um ponto m préximo a r tal que a
reta tangente & curva em m possuiria inclinacio diferente de zero,
implicando que p e r (ou g e r) estariam em semiplanos distintos com
relagdo a essa tangente, contradizendo a hipotese de « ser convexa.

Caso (iii) Por fim, a curva « poderia tangenciar o eixo das
abcissas em r = «(s,) de forma que, localmente (préoximo a r), par-
te da curva « ficasse abaixo do eixo e parte acima, como é possivel
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Figura 5.5 — Todos os pontos de o acima do eixo.

observar na Figura 5.6. Nesse caso, a reta tangente no ponto «(sx)
seria o proprio eixo x e tal eixo dividiria a curva « em dois semi-
planos, o que também contradiz a hipotese da convexidade. Logo, «
nao pode ser tangente ao eixo das abcissas em um ponto r distinto
depeq.

a(s)| (s o(S2)

U

Figura 5.6 — Curva « tangenciando o eixo das abcissas em 7 = «a(s.)
como descrito no Caso (iii)

Se a(s) fosse transversal ao eixo das abcissas em um ponto
r distinto de p e ¢, como nos mostra a Figura 5.7, a reta tangente a
curva o no ponto r teria inclinagao nao nula e separaria os pontos
p e ¢ em semiplanos distintos, contradizendo novamente a hipotese
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Figura 5.7 — Curva « contida em um dos semiplanos determinados
pelo eixo x.

de « ser convexa.

Apoés esgotar todas as possibilidades de interseccao entre a
curva « e o eixo das abcissas em algum ponto r distinto de p e g,
concluimos, enfim, que uma tal intersec¢do nao pode ocorrer devido
a convexidade da «. Portanto, os tinicos pontos de interseccao da
curva « sdo p e q. Além disso, o ndo poderia estar inteiramente
contida em um dos semiplanos determinados pelo eixo x.

De fato, se isso ocorresse, o eixo = seria tangente a « nos
pontos p e q e, neste caso, poderiamos usar um argumento analogo
ao apresentado no Caso (ii) para chegar a uma contradi¢do. Mais es-
pecificamente, proximo ao ponto ¢, por exemplo, terfamos um ponto
sobre a curva no qual a inclinacao da reta tangente seria diferente de
zero e portanto essa reta tangente separaria os pontos p e ¢ em semi-
planos distintos, novamente contrariando a hipotese da convexidade.
Observe a Figura 5.8.

Finalmente, podemos concluir que o eixo das abcissas divide
a curva « em dois arcos, § e 7, cada um deles contido em um dos
semiplanos determinados pelo eixo x. Veja a Figura 5.9. Consideran-
do y = 0 a equagdo do eixo das abcissas temos que, um dos arcos
(suponha ) esta em y > 0 e o outro (suponha ) esta em y < 0.

Se nao houvesse mais vértices de o além dos citados, s; e
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C[(Sl) o(S2)

Figura 5.8 — Curva « acima do eixo

B(x'(s)>0)

y(s)>0

c(si) o.(s2)

y(s)<0

Y(K'(5)<0)

Figura 5.9 — Eixo das abcissas dividindo a curva a em dois arcos,
e .

$o, a curvatura k nao teria outros pontos criticos além de s1 e so
em [a,b]. Consequentemente ’(s) ndo mudaria de sinal ao longo
de cada arco e 7. Como p = «a(s1) ¢ um minimo global de & e
q = a(s2) ¢ um maximo global de k, temos que £'(s) ¢ positivo em
B e negativo em <y se a curva possui orientacao no sentido horério ou
K'(s) é positivo em 7 e negativo em [ se a curva possui orientagao
no sentido anti-horéario.

Portanto
f: y(s)k'(s)ds # 0

pois y(s)k'(s) # 0 em cada um dos arcos 8 e 7, o que contradiz o
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Lema 5.1. Isto mostra que existe um terceiro vértice s de a. Se £'(s)
nao mudasse de sinal em s, isto é, se § fosse um ponto de inflexao
da curvatura ainda teriamos que y(s)k’(s) # 0 nos arcos f e 7, e
novamente f; y(s)k'(s)ds # 0, contradizendo o Lema 5.1.

Dessa maneira, £/(s) deve mudar de sinal, pelo menos mais
uma vez no arco que contém o terceiro vértice, o que implica existir
um quarto vértice.






6 CONSIDERACOES FINAIS

Este trabalho possibilitou contato com a Geometria Diferen-
cial, subarea da matemética que nao esta presente no curriculo da
graduacgao em Licenciatura em Matematica da UFSC- Blumenau,
apresentando novas oportunidades de pesquisa. Também é impor-
tante enfatizar que contetidos aprendidos no decorrer do curso fo-
ram aprofundados ao longo do desenvolvimento deste trabalho de
conclusio de curso, principalmente os de Algebra Linear e Calculo
Diferencial, mostrando a importancia de uma boa formacgao acadé-

mica.

Ademais, para este trabalho foi necessario desenvolver um
pouco da interpretacdo geométrica e formalizé-la através de concei-
tos matematicos, principalmente na demonstracao do Teorema dos
Quatro Vértices, que exigiu pesquisas e persisténcia para compreen-
der, além das discussoes com os orientadores.

Por fim, o Teorema dos Quatro Vértices é importante na
introdugdo de ferramentas mateméticas poderosas que podem ser
generalizadas para conceitos mais avangados da Geometria Diferen-
cial.
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