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RESUMO

Neste trabalho desejamos estudar o comportamento das massas-pélo dos mésons
neutros no modelo de Nambu—Jona-Lasinio SU(2) magnetizado sob influéncia
de temperaturas e densidades finitas na aproximacao de campo médio (MFA).
Para tanto, apresentaremos os resultados utilizando as funcdes de Green dos
quarks em meio magnético e, aplicando a aproximagao de fase aleatéria, ob-
teremos expressdes analiticas para os modos coletivos do modelo. Regula-
rizaremos todas as quantidades divergentes utilizando o procedimento cha-
mado Magnetic Field Independent Regularization-MFIR. Utilizaremos ainda
o formalismo de tempo-imagindrio de Matsubara e, assim, estenderemos os
resultados para meios densos e quentes derivando também outras quantidades
de interesse como a constante de decaimento f7o e 0 acoplamento g0,
Com todos estes resultados, nds acrescentaremos um acoplamento depen-
dente do campo magnético, ajustado de maneira a reproduzir o condensado de
quarks da QCD na rede. Em comparacdo com os resultados com a constante
de acoplamento fixa, obtemos resultados que se mostram ser mais consisten-
tes com as predigdes da rede.

De modo a termos um formalismo mais geral e simples numericamente deri-
varemos as mesmas expressoes utilizando o método de regularizagdo zMFIR,
que mostramos ser equivalente ao MFIR.

Palavras-chave: Modelo de Nambu-Jona-Lasinio; Campos magnéticos for-
tes; Aproximagao de Campo Médio; Aproximacdo de Fase Aleatoria.






ABSTRACT

In this work we study the behavior of the pole-mass of neutral mesons in the
magnetized Nambu—Jona-Lasinio SU(2) model under the influence of finite
temperatures and densities in the Mean Field Approximation (MFA).

For this purpose, we present the results using the quarks magnetized Green
Functions and applying in the Random Phase Approximation (RPA) we ob-
tain the analytical expressions for the collective modes of the model. We
also use the Magnetic Field Independent Regularization-MFIR in all diver-
gent quantities. The Matsubara imaginary-time formalism was employed to
extend all results to hot and dense medium and we have obtained other phy-
sical quantities like the neutral pion decay constant f7o and g0,

With all these results, we will include a field dependent coupling constant
G(eB), fitted to reproduce recent lattice data for the quark chiral condensate.
In comparison with the fixed coupling constant the results turn out to be more
consistent with recent lattice predictions.

In order to have a more general and simple formalism for numerical appli-
cations, we found the same results using the Zeta-Function-Magnetic Field
Independent Regularization- zZMFIR, that is equivalent to MFIR.

Keywords: Nambu-Jona-Lasinio Model; Strong magnetic fields; Mean Fi-
eld Approximation; Random Phase Approximation
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1 INTRODUCAO

Compreender as propriedades das diversas fases que a matéria pode
assumir devido as mudangas em condi¢des externas como temperaturas, den-
sidades, campos magnéticos e elétricos t€ém sido sempre de alto interesse
cientifico. Essa curiosidade também se estende para as propriedades dos
constituintes fundamentais da matéria, ou seja, tenta-se compreender como
as particulas sub-atdmicas se comportam sob essas condi¢des externas.

1.1 O DIAGRAMA DE FASES DA CROMODINAMICA QUANTICA

Hadrons sdo particulas que interagem mediante a forga forte, uma
interagdo de curtissimo alcance responsavel por manter os nicleos dos dtomos
coesos. Sao exemplos de hadrons os prétons e os néutrons, que sdo encontra-
dos nos nicleos atdmicos, e os mésons 7 que aparecem em raios c4smicos.
Porém, os hadrons sdo também formados por outras particulas, os quarks e os
glions. Esses tltimos, por ndo serem formados por nenhuma outra particula
sdo até o momento considerados particulas elementares e formam um setor
do Modelo Padrao conhecido como Cromodinamica Quantica (QCD) [1,2].
Dentre as caracteristicas mais marcantes da QCD estdo o confinamento, pro-
priedade na qual os quarks e glions sempre estariam confinados formando
hadrons (impossibilitando assim, a detec¢do de quarks livres), a liberdade
assintdtica [2], que permite analisar o comportamento da constante de aco-
plamento da teoria para os diversos niveis de energia que os processos de es-
palhamento podem apresentar, e a quebra espontinea da simetria quiral, que
é responsdvel pela geracdo dindmica da massa efetiva dos quarks internos aos
hadrons.

Assim, como € possivel fazer um diagrama de fases para diversos ma-
teriais sujeitos a condigdes externas, espera-se que sejamos capazes de fazer o
mesmo para a matéria nuclear sujeita a temperaturas e densidades barionicas
finitas, condi¢des fisicas encontradas em objetos compactos como as estrelas
de néutrons ou no universo primordial. Resultados experimentais do ALICE!
e do RHIC?, atrdves de colisdes de fons pesados ultrarelativisticos (como
Pb+Pb ou Au+Au) nos mostram que uma nova fase da matéria foi alcancada,
chamada de quark-glion-plasma (QGP) [3]. Nesta fase, os quarks e gldons
nao formam mais matéria hadr6nica e o livre caminho médio destas particulas

'ALICE - A Large Ion Collider Experiment, no CERN - Organisation Européenne pour la
Recherche Nucléaire.
2RHIC - Relativistic Heavy Ton Collider no BNL - Brookhaven National Laboratory.



24

se torna razoavelmente maior.

As evidéncias para a possivel formacdo de QGP sdo diversas. Entre
elas podemos comecar citando a concordancia entre modelos hidrodindmicos
relativisticos utilizando graus de liberdades de quarks e glions, com e sem
viscosidade na previsdo do fluxo eliptico vo com dados experimentais [4, 5].
Esse tipo de medida infere o quio interagente é o meio formado na colisdo.
Caso sejam utilizados graus de liberdade hadronicos nestes modelos, os re-
sultados ficam subestimados quando comparados com os experimentos [6,7].
Outra evidéncia que pode ser analisada é a de que espera-se que a densi-
dade de energia associada a matéria formada pelo QGP seja maior do que a
matéria do inicio da colisdo. As estimativas numéricas para esse cendrio con-
cordam com as previsdes dadas pelos dados experimentais [8]. Pode-se citar
ainda que o fator de modificacdo nuclear® [9] e a correlaciio angular entre dois
hadrons* [10], fornecem evidéncias fortes a respeito da producio de quarks e
glions nas colisdes de fons pesados quando comparadas com os experimentos
que supostamente nao apresentam o QGP (do tipo p+p, por exemplo). Outras
analises mais detalhadas podem ser vistas em [11-13].

Embora fundamentais, os experimentos do RHIC e do LHC explo-
ram uma regido onde a alta energia utilizada produz uma densidade baridnica
liquida perto de zero e temperaturas muito altas, sendo esta uma regido bas-
tante especifica de um possivel diagrama de fases 7' x up (sendo g o poten-
cial quimico baridnico). Espera-se que transi¢cdes para a matéria de quarks
e glions também possam ocorrer em regides de densidade baridnica liquida
diferente de zero e temperaturas mais baixas. Um cendrio em que isso pos-
sivelmente ocorre de forma natural sdo as estrelas de né€utrons [14]. Entre-
tanto, experimentos com colisdes nucleares com energias mais baixas podem
proporcionar esse tipo de entendimento. Espera-se que medidas feitas nos
futuros experimentos do FAIR® na Alemanha e NICA® na Russia possam
juntos com a colaboragdo STAR” do RHIC, incrementar o entendimento do
diagrama de fases da QCD neste sentido.

O possivel diagrama de fases da QCD € dado na figura 1.1. Para baixas
densidades baridnicas e altas temperaturas espera-se uma transi¢ao de fases
de primeira ordem da matéria hadronica para o plasma de quarks e glions.
Em baixas temperaturas e altas densidades baridnicas, espera-se um com-
portamento de crossover. Ainda espera-se que para altissimas densidades

3 Através desta quantidade, pode-se estudar a forma na qual acontece a perda de energia dos
quarks no meio formado pelo plasma.

4Esta quantidade ajuda a medir a supressio de particulas no plasma a partir de pares de
particulas correlacionados através de diferencas angulares.

SFAIR - Facility for Antiproton and Ton Research.

SNICA - Nuclotron-based Ion Collider fAcillity.

7STAR - Solenoidal Tracker at RHIC.
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baridnicas exista uma fase de supercondutividade de cor, que ndo serd tratada
neste trabalho.

Temperature, T’

ALICE

[LHC) Quark Gluon Plasma [QGP]

Critical Point

RHIC

Hadronic Matter
Quarkyonic Matter?

Color Superconductor?

PPRRLL 2 olr LT - S - Chemical Potential,
0 u

Figura 1 — Possivel diagrama de fases da QCD da matéria hadrdnica para
o plasma de quarks e glions. Para altas temperaturas e baixas densidades
explora-se uma transicao do tipo crossover. Para baixas temperaturas e altas
densidades, espera-se transi¢des de primeira ordem. Para densidades ainda
maiores espera-se uma fase de supercondutividade de cor. Figura retirada
de [15].

1.2 A SIMETRIA QUIRAL

Como ja mencionamos, quarks e gliions, interagem através da interagao
forte dentro dos hddrons. Via mecanismo de Higgs [1], o quark up tem massa
de corrente de 2.3 MeV e o quark down tem 4.8 MeV. Como os glions
sd0 ndo-massivos, a massa de um hadron como um préton, que comporta
trés quarks deveria ser da ordem de 10 MeV, o que ndo é verdade, ja que a
massa medida de um préton € de cerca de 938 MeV. Isso acontece devido as
interagdes internas ao hiadron, que fazem com que os quarks adquiram uma
massa efetiva, tornando o hadron mais massivo. O mecanismo responsivel
por gerar essa massa efetiva para os quarks estd diretamente relacionado com
a quebra espontinea da simetria quiral®, que é uma das caracteristicas funda-
mentais da QCD.

Portanto, a mudanga da matéria nuclear para o plasma de quarks e

8Esta simetria s6 é exata num limite em que as massas dos férmions do modelo sdo nulas.
Na QCD, dizemos que a simetria quiral € aproximada devido a pequena massa dos quarks up e
down.
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glions vem acompanhada da mudanga de valor na massa dos quarks, onde
a massa efetiva na fase hadronica deve sofrer uma transi¢do para a massa
de corrente na fase onde a simetria quiral aproximadamente se reestabelece.
Muitas vezes essa mudanca é chama de transformacao quiral.

O diagrama de fases apresentado ndo pode ser obtido diretamente de
técnicas tradicionais da QCD para processos altamente energéticos, visto que
estamos em um regime de baixas energias e a teoria de pertubacao tradicional
torna-se invidvel. Em geral, pode-se utilizar técnicas computacionais como o
método de Monte Carlo e calcular propriedades de QCD na rede [16]. Além
disso, é possivel utilizar técnicas ndo-pertubativas através de modelos efetivos
[17-21], que sdo teorias que utilizam as caracteristicas fundamentais da QCD
(como € o caso da simetria quiral) para extrair informagdes de regides onde
a QCD nao ¢ capaz de nos informar(setor de baixas enegias), ou até mesmo
onde a QCD na rede € incapaz de calcular (com potencial quimico finito,
devido ao problema do sinal [22]).

Neste trabalho optamos por utilizar o modelo de Nambu—Jona-Lasinio
SU(2) [17, 18] através da aproximagdo de campo médio. Este modelo tem
obtido bastante sucesso, visto que incorpora como caracteristica fundamen-
tal da QCD a quebra dindmica da simetria quiral. Por ser uma teoria mais
simples que a QCD, torna a previsao de alguns resultados de interesse uma
tarefa vidvel, mesmo quando incluimos aproximacdes e truncamentos nao-
perturbativos mais complicados. A expansdo do modelo para temperaturas e
densidades baridnicas finitas pode ser feita através das tradicionais técnicas
de Teorias Quanticas de Campos a temperatura finita [23]. Entretanto, sua
limitagdo € bastante evidente ao notarmos que ndo inclui o confinamento e a
liberdade assintética. Outro problema é que ndo é uma teoria renormalizdvel,
o que faz com que dependa da escolha adequada de técnicas de regularizacio
que reproduzam bem observaveis como a massa do méson 7, e a constante
de decaimento f7.

1.3 A MATERIA DE QUARKS MAGNETIZADA

A colisdes de ions-pesados ultrarelativisticos ndo-frontais podem ge-
rar campos magnéticos intensos [24, 25], j4 que os espectadores’ de am-
bas as direcdes da colisdo, devem gerar correntes elétricas que induzem (na
média) campos magnéticos perpendiculares ao plano de reagao (definido pelo
parimetro de impacto e a dire¢do do feixe). As colisdes Au+Au com /s =

9Particulas que ndo participam da colisio.
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200 GeV'? no RHIC podem-se atingir campos magnéticos da ordem de eB ~
m2 ~ 10'® Gauss'! enquanto em colisdes do tipo Pb+Pb no LHC com /s =
2.76 TeV os campos magnéticos sdo desta forma cerca de dez vezes mai-
ores que os produzidos no RHIC [27]. Portanto, visto que esses campos
magnéticos sdo da ordem eB ~ A2Qch espera-se que importantes ingredientes
possam ser explorados na fisica associada as colisdes de ions-pesados.

F4
Reaction /
plane

(%) \L

X (defines ‘¥p)

Figura 2 — Ilustracdo de uma colisdo ndo-frontal de fons-pesados ultra-
relativisticos produzindo matéria de quarks e glions em um forte campo
magnético na dire¢@o perpendicular ao plano de reagdo. Figura retira de [28].

Pode-se analisar o tempo de duragdo de tais campos magnéticos nessas
colisdes através dos prétons espectadores, que devem deixar a regido da co-
lisdo de maneira muito rapida, e como sdo os principais geradores dos campos
magnéticos intensos, deve-se imaginar que os mesmos devem decair muito
rdpido com o tempo (da ordem de 1 fm/c) [25]. Entdo, as particulas carrega-
das remanescentes da colisdo, agora em movimento muito mais lento devem
ser as principais fontes de campos magnéticos. Simula¢des numéricas podem
confirmar razoavelmente esse paradigma [29]. Porém, vale lembrar, que QGP
em equilibrio, é um condutor elétrico muito bom de acordo com a QCD na
rede e outros resultados tedricos [30]. Neste sentido, pela Lei da Indugdo de
Faraday, se a condutividade elétrica o é grande, entdo campos magnéticos
remanescentes podem durar mais tempo do que os campos gerados unica-
mente pelos espectadores. Contudo, deve-se ressaltar que se este meio for
gerado em condicdes realistas tratar-se-a de um sistema fora do equilibrio e,

10F \itil fazer o uso das varidveis de Mandelstam para analisar processos de espalhamento. No
caso em questdo, s € a raiz quadrada do 4-momentum inicial do processo [2].

TOnde usamos para conversio o sistema de unidades Gaussiano na qual 1 GeV? = 1.44 x 10
Gauss [26].
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portanto, de dificil analise.
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Figura 3 — Tempo de duragdo dos campos magnéticos estimados para dife-
rentes feixes de energia. S@o considerados um modelo tedrico na figura da
direita e um modelo numérico na figura da esquerda. Figura retirada de [25].

Em uma andlise alternativa e um pouco mais completa através dos
potenciais de Liénard-Wiechert, faz-se o tratamento do quark-gluon plasma
formado tanto como um meio estitico como um meio que sofre expansdo,
na qual sua condutividade elétrica depende do tempo [31,32]. Percebe-se
nesses trabalhos que em ambos 0s cendrios, encontra-se como resultado base
que campos magnéticos gerados no RHIC variam pouco nas escalas de tempo
consideradas para QGP. Um exemplo disso, é o decréscimo de eB ~ 2.5 m2

para aproximadamente eB ~ —% em t ~ 5fm. Entretanto, a referen01a [33]
chama atengdo para o fato de que a condicdo utilizada o > (0' ¢ a condu-
tividade elétrica e 7. € uma escala de tempo caracteristica da QGP) nunca é
satisfeita para as condicdes realistas dos aceleradores e, portanto, a conduti-
vidade elétrica ¢ ndo deve apresentar papel importante na manutengao de tais
campos.

Recentes simulagdes numéricas associadas com flutuagdes de evento-
por-evento das posicdes dos prétons nos nicleos que sofrem as colisdes do
tipo Au+Au (nas energias caracteristicas do RHIC e LHC ja citadas) preveém
ndo somente a producdo dos fortes campos magnéticos aqui mencionados,
mas também de campos elétricos da mesma ordem de magnitude [29,34-36].
Em colisdes assimétricas do tipo Cu+Au, também sio previstos fortes campos
elétricos na regido de sobreposi¢do dos niicleos [37-39]. Apesar de estarem
em estagios iniciais, alguns estudos j4 estdo sendo feitos de modo a tentar
incluir o efeito de campos elétricos na previsdao de propriedades da matéria
nuclear fortemente interagente [40—42].
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1.3.1 A fenomenologia associada aos campos magnéticos na QCD

A possibilidade de fortes campos magnéticos se estende também para
além dos aceleradores de particulas. Espera-se, por exemplo, que fortes cam-
pos magnéticos estejam presentes na evolucdo do universo primordial [43].
Estrelas de néutrons conhecidas como magnetares [44, 45] também podem
apresentar fortes campos magnéticos, tornando-se assim bons laboratérios
naturais para se investigar a influéncia desses campos na matéria nuclear.
Embora os campos magnéticos desses objetos estelares sejam em magnitude
muito inferiores aos alcangados nos laboratérios do CERN e BNL(magnetares
podem apresentar campos magnéticos da ordem de 10'# até 10" Gauss),
ainda assim interessantes propriedades podem ser exploradas nesse contexto.

A existéncia da fenomenologia associada a tais poderosos campos
magnéticos abrem a possibilidade para diversos interessantes fendmenos a
serem explorados, tais como a catdlise magnética na quebra dindmica da si-
metria quiral [46—48] que serd o tema central desta tese, a condensacio de
mésons p* [49,50], o efeito magnético quiral (Chiral Magnetic Effect) [51]
entre uma vasta gama de diversas outras investigacdes.

O condensado quiral (gg) guia a restaura¢do da simetria quiral como
um parametro de ordem aproximado [52]. Ao explorar o diagrama de fa-
ses da QCD sob as condig¢des de T, L e eB, o parAmetro de ordem torna-se
peca fundamental. A estrutura ndo trivial do vicuo da QCD, que engloba
interacdes ndo-pertubativas entre os constituintes fundamentais, os quarks
e os glions, faz com que os quarks se tornem mais massivos internamente
nos hddrons, devido a quebra dindmica da simetria quiral. Sabe-se que em
condigdes T = u = 0, de forma ndo-perturbativa, os campos magnéticos in-
tensificam as interagcdes dos quarks tornando o valor do condensado quiral
cada vez maior. A esse fendmeno da-se o nome de Catédlise Magnética. Di-
versas teorias efetivas, em geral na aproximagdo de campo médio, preveém
de forma quantitativa esse cendrio, assim como diversos cédlculos de QCD na
rede. Se a estes resultados ainda incluirmos temperaturas finitas e potencial
quimico, espera-se intuitivamente que a temperatura de crossover e a tempe-
ratura critica aumentem a medida que os campos magnéticos aumentam [53].
Entretanto, recentemente a QCD na rede indicou resultados bastante pecu-
liares. A temperatura pseudo-critica de transicdo, para campos magnéticos
a partir da ordem de eB ~ 0.1 GeV? sofrem um decréscimo a medida que
o campos magnéticos crescem [54] como mostra a figura 4. Esse resultado
contra-intuitivo tem sido motivo de intensos debates e investiga¢des recentes
na literatura, e a este fendmeno da-se o nome de Catalise Magnética Inversa
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(IMC!?). Existe ainda uma previsdo semelhante a esta abordagem, com cam-
pos magnéticos mais moderados sob 7' =0 e i # 0 previstos pelo modelo de
NIJL [55] e por modelos holograficos [56].

T T
1 T= B=1.0GeV?
T= 2.0 vy B=0.8 GeV?
o~ T= adk B=0.6GeV?
= li 1.5
;1; 0.5 r T= % !
+ i PN
. 1.0
2] [ (3
3 9
[ 0.5
PRI N [ SO T TN N ST T S N S ST T S S N 00
0z 04 3'6 08 ) 50 100 150 200
eB (GeV2) T (MeV)

Figura 4 — Catélise magnética inversa. Na figura da esquerda a dependéncia
da média dos condensados M variando com a intensidade do campo
magnético para temperaturas fixas. Na figura da direita mostramos a de-
pendéncia da média dos condensados variando com a temperatura para di-

ferentes valores de campos magnéticos. Figura retirada da referéncia [54].

No lado esquerdo da figura 4, vemos que a média dos condensados
dos quarks % ¢ calculada para diversas temperaturas diferentes a me-
dida que o campo magnético aumenta. O grafico do lado direito mostra a
dependéncia da média dos condensados de acordo com a temperatura para
valores fixos de campo magnético. Essa figura foi feita na referéncia [48]
utilizando os dados fornecidos em [54].

Varias sdo as tentativas de tentar entender as divergéncias entre as
previsdes de teorias efetivas e a QCD na rede. Entre elas podemos citar a
competicdo dos efeitos termo-magnéticos na dinamica subjacente ao mar de
quarks e os quarks de valéncia em simulagdes de QCD na rede [57,58]. Nes-
tas simulagdes, os quarks de valéncia contribuiriam de forma mais direta para
a catdlise magnética, enquanto os efeitos térmicos proximos a regido critica
T ~ 140 MeV sao guiados pelo mar de quarks, levando a uma forte supressao
do condensado quiral.

Essa supressdo do condensado quiral pode ser vista ainda a partir do
ponto de vista do efeito de blindagem dos gliions devido ao campo magnético.
Como discutido em [47], os glions se comportam “quase”’como ressonancias
massivas com a massa proporcional ao campo magnético, e assim, suprimem
a geracdo da massa efetiva dos quarks. Esse efeito ndo € suficiente para

2 Inverse Magnetic Catalysis.
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anular a catdlise magnética em 7 = 0, mas intuitivamente pode-se imaginar
que em altas temperaturas este efeito pode ser dominante levando a catdlise
magnética inversa [47].

Um cendrio promissor encontra-se em incorporar os efeitos da catélise
magnética inversa através da constante de acoplamento em teorias efetivas.
Uma maneira de se fazer isto, que tem sido explorada recentemente de algu-
mas maneiras diferentes, é fazendo-se um ajuste dos dados de rede na cons-
tante de acoplamento, incorporando assim os efeitos da IMC [26, 59].

Outras tentativas ainda exploram a possibilidade da supressao do con-
densado quiral via flutuacdes topoldgicas [60, 61], a inclusdo do Loop de
Polyakov na dindmica da restauracio da simetria quiral sob campos magnéti-
cos finitos [62—64] e algumas tentativas através do bag model [65].

Uma ideia bastante explorada na literatura recente suporta a possivel
influéncia da flutuacio de excitacdes de pions neutros na regido da transicao
de fases. Assim, estas excitacdes coletivas de baixas energias teriam relacdes
de dispersdo altamente ndo-isotrdpicas (na regido chamada de acoplamento
fraco para o modelo NJL), suprimindo assim, parte do potencial termodindmico
associado aos quarks e anti-quarks préximos a temperatura pseudo-critica,
gerando a IMC. Este efeito foi batizado de Inibi¢do Magnética [66]. Tal ideia
ainda sofre resisténcia pelo fato de que o regime da QCD que nos interessa
ndo pode ser aproximado utilizando a abordagem sugerida (no regime de aco-
plamento fraco), e mesmo no regime de acoplamento forte, as relagdes de dis-
persdo deixam de ser altamente nfo-isotrépicas. Uma andlise mais profunda
pode ser vista em [47]. Entretanto, esforcos recentes tem sido feitos em tentar
incluir os efeitos de mésons 7° e ¢ no modelo de Nambu e Jona-Lasinio na
sua versdo de dois sabores [67]. Nessa abordagem, utilizando a regularizacao
de Pauli-Villars, a IMC € encontrada para campos magnéticos da ordem de
eB ~ 20m2, ou seja, muito acima dos valores previstos pela QCD na rede.
Vale lembrar que essa abordagem ¢é equivalente a realizar os cdlculos numa
aproximacao além do campo médio, ndo-usual na literatura.

1.4 O MODELO DE NAMBU-JONA-LASINIO MAGNETIZADO

Pretendemos apresentar alguns desenvolvimentos recentes associados
ao modelo de NJL SU(2) magnetizado sob condicdes de temperaturas e den-
sidades finitas. Em geral, esse modelo é estudado através da aproximacao
de campo médio (MFA!3) e a aproximacdo de fase aleatéria (RPA '4), sendo
possivel estendé-lo a temperaturas e densidades finitas através do formalismo

3Mean Field Approximation.
4 Random Phase Approximation.
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de tempo imagindrio de Matsubara [70,71].

Assim, no Capitulo 2 deste trabalho mostraremos uma revisao das pro-
priedades bésicas do modelo em MFA e RPA no vacuo assim como os seus
resultados em meio denso e quente.

Para utilizar a versdo magnetizada do modelo NJL SU(2), podemos
fazer o uso de resultados de diversos trabalhos [72, 73] que apresentam as
solucdes da equagdo de Dirac em meio magnético, e com auxilio de técnicas
usuais de Teoria Quantica de Campos, poderemos derivar os propagadores
de Feynman magnetizados. Uma vez obtidos estes propagadores, pode-se
reproduzir os resultados tradicionais do modelo em meio magnético externo
constante.

Como estamos interessados na influéncia dos mésons neutros na matéria
de quarks magnetizada, apresentaremos recentes resultados associados ao
célculos dos modos coletivos magnetizados do modelo associados ao uso do
método de regularizagdio MFIR' [74,75]. Este método é fundamental no
nosso trabalho, pois faz com que todas as contribui¢cdes associadas ao vicuo
e ao meio magnético fiquem devidamente separadas.

No Capitulo 3, mostraremos brevemente como obtermos as solugdes
para a equacdao de GAP em meio magnético atrdves do uso do propagadores
de Feynman magnetizados, e com o auxilio do MFIR [74—77] encontraremos
expressoes que separam de forma conveniente as contribui¢des do vacuo e do
campo magnético. As excita¢cdes mesdnicas (modos neutros) do Capitulo 2
serdo calculadas em meio magnético da mesma forma.

No Capitulo 4 apresentaremos os resultados obtidos quando incluimos
0 acoplamento G(B) dependente do campo magnético nos modos coletivos
[75]. Como discutido anteriormente, esse acoplamento é escolhido de ma-
neira a reproduzir os recentes dados de QCD na rede para IMC no conden-
sado quiral [54]. Mostraremos que o resultado obtido com o acoplamento G
constante difere quantitativamente dos resultados com G(eB) como é o caso
da massa efetiva dos quarks e a massa-p6lo do pion neutro, e que este tltimo
apresenta uma excelente concordancia com os recentes resultados de QCD na
rede [78,79].

Com o objetivo de introduzir uma maneira alternativa de regulari-
zar quantidades divergentes, apresentaremos o zMFIR!® no Capitulo 5, um
método de regularizac@o equivalente ao MFIR, mas que apresenta-se sendo
analiticamente mais simples e numericamente mais facil de ser tratado. Este
método € baseado numa formulagdo alternativa em termos de fungdes Zeta
de Hurwitz [80]. As expressdes deste Capitulo ainda contardo com o forma-
lismo de tempo imaginario de Matsubara, de modo a termos a contribui¢do de

SMagnetic Field Independent Regularization.
162eta function Magnetic Field Independent Regularization.
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campos magnéticos, densidades e temperaturas finitas em todos os célculos
apresentados.

No Capitulo 6 apresentaremos os resultados associados ao modelo
NJL SU(2) magnetizado sob efeito de temperaturas finitas assim como al-
gumas discussdes relevantes, e no Capitulo 7 as devidas conclusdes.



34



35

2 UMA TEORIA EFETIVA PARA A QCD EM BAIXAS
ENERGIAS

2.1 O MODELO DE NAMBU-JONA-LASINIO

Faremos uma revisao dos principais resultados do modelo de Nambu—
Jona-Lasinio SU(2) no véacuo através do calculo dos propagadores dos quarks
up e down, utilizando a aproximagdo de campo médio (MFA). Mostrare-
mos como obter os modos coletivos do modelo através da aproximacdo de
fase aleatéria (RPA) e com o auxilio do formalismo de tempo imaginario de
Matsubara, calcularemos as mesmas quantidades apresentadas no viacuo sob
condigdes de temperaturas e densidades finitas.

2.1.1 Propriedades basicas do modelo

Em 1961, ainda quando os quarks ndo eram conhecidos, Yogiro Nambu
e Gionvanni Jona-Lasinio propuseram um modelo [17, 18], na qual nucle-
ons interagiam mediante a troca de mésons 7 e 0. Neste periodo pré-
QCD, o confinamento também nao era conhecido, muito embora houves-
sem indica¢des de que existia uma conservagdo parcial da corrente axial
(PCAC"). Posterioremente, a QCD viria a ser a teoria responsavel por ex-
plicar os fendmenos relacionados a interacao forte, mas haviam problemas,
como o de entender a geracdo dindmica da massa dos quarks, o que entrava
em contraste com a grande massa dos nucleons. Neste aspecto, o modelo
proposto passou décadas depois a ser interpretado como uma teoria efetiva
para QCD em baixas energias (com quarks up e down na sua versdo mais
simples, podendo ser estendido com a inclusdo do quark strange [71]), ex-
plicando de modo semelhante aos mecanismos da teoria BCS [81] a gerac@o
dindmica da massa dos quarks, preservando caracteristicas fundamentais da
QCD e que vem se mostrando uma valiosa alternativa para cdlculos no regime
ndo-pertubativo.

Vamos iniciar mostrando como ¢ possivel através do modelo de Nambu
Jona-Lasinio, encontrar a geracido dinamica da massa dos quarks. A lagran-
giana do modelo NJL SU(2) é dada por

L =T (Qid" —m) w+G[(Wy)* + (Wi Ty)?], 2.1)

onde, Y sdo as matrizes gama, 7 sdo as matrizes de Pauli e os campos

'Do inglés para Partially Conserved Axial Current.
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fermidnicos Y = y(x); onde j = u,d representa os espinores para os cam-
pos dos quarks up e down. Por simplicidade, deixaremos as somas de cor e
do espaco de isospin implicitas

Yu
= , 2.2
v=(%) e2)
e suas respectivas massas de corrente, dadas por
m, O
m= (0 md> , (2.3)

adotaremos neste trabalho a simetria de isospin, m, = my = mg. Temos
também dois canais de interacdo, um escalar responsavel pela existéncia de
mésons ¢ no modelo, e um canal pseudo-escalar responsavel pela existéncia
dos pions. Como veremos na proxima secio, as excitacdes coletivas de quark-
antiquark nos dardo as massas dos mésons 7 (que serdo interpretados como
pseudo-bésons de Goldstone a partir da quebra espontinea da simetrial qui-
ral) e do méson G . A constante de acoplamento G tem dimensio de MeV >
no modelo NJL em 3+ 1 dimensdes e, portanto, se apresenta como uma teoria
efetiva ndo-renormalizavel [2].

O modelo de NJL SU(2) no vécuo tradicionalmente € estudado na
aproximacdo de campo médio (MFA). Desta maneira, podemos analisar o
processo de geracdo de massa efetiva dos quarks em questdo. Fazendo MFA
no modelo, ficamos com

(TY)> ~2(9y) Ty — (Wy)*, 2.4)
Vi Ty = 2(Wis T Wis Ty —(TixTy), (@25
onde podemos definir
o= (yy), (2.6)
T =(ViKTy), @.7)

sabendo que ( ) corresponde ao valor esperado do vécuo, e, portanto, a
lagrangiana (2.1) pode ser reescrita em MFA

LAY =V (pid" —m) y+G [(20Wy) — o>+ 2T (Yiys Ty) — 7).
(2.8)
Por argumentos de simetria por transformacao de paridade [71] pode-
se assumir 7% = 0, e podemos redefinir o termo de massa da lagrangiana (2.8)
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como

M =my—2Go, 2.9)

e, portanto, obtemos:

£ =Y (yio" —M) y — Go™. (2.10)

As regras de Feynman para o modelo no espaco dos momentos que utilizare-
mos neste trabalho sdo mostradas na figura 5.

-2iG .

. . 1 N
iSp(p) = l},ﬂp#'—M+i€ v

. d*p 1
_lTr./- 2af 7.0"—M+ic O

Figura 5 — Regras de Feynman do modelo NJL SU (2).

onde o trago Tr que aparece na terceira regra de Feynman na figura 5 é feito
no espaco das cores, sabores e de Dirac.

Em termos de regras de Feynman, o cdlculo da massa efetiva pode ser
interpretado como uma série de Dyson quando percebemos que

_ d*p 1
o= =—iTr | —5——. 2.11
() =i r/(27r)4 p—M+ic @10
E portanto, a equagdo (2.9) pode ser reescrita como
M= +8GNN'/ d'p M 2.12)
- M| Cry pr—ME tie’ '

integrando (2.12) na variavel dpg e colocando a integral resultante em coor-
denadas esféricas, obteremos

2
dp _ p°
An* \/p? + M?
Esta expressdo € conhecida como a equagdo de gap, onde N, =3 ¢
o nimero de cores, Ny = 2 é o nimero de sabores que estamos usando e o

traco realizado na expressdo (2.11) € feito no espago de sabores, cores e de
Dirac. A equacdo do gap é uma analogia a teoria BCS [81], e nos mostra o

M = mo + 8GN.N;M / (2.13)
JO
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—e— —p——

Figura 6 — Série de Dyson: Primeiro termo representa o propagador do quark
livre somado com um termo de autointeracdo(Zadpole). Figura retirada da
referéncia [70].

mecanismo de geragdo dindmica da massa efetiva dos quarks em termos da
massa de corrente e de um termo de auto-interacao.

A integral da equagdo (2.13) € divergente, e como ja comentamos o
fato de o modelo NJL SU(2) em (3 + 1)D ser ndo-renormalizédvel, adotare-
mos o 3D-cutoff ndo-covariante, de modo a incluir um limite superior A nas
integrais em p. Com isto, incluimos outro pardmetro no nosso modelo além
de G e mg que sdo escolhidos de maneira a reproduzir o valor da massa do
pion my; = 135MeV, a constante de decaimento do pion fr = 92.6MeV e do
condensado dos quarks (W) para nos informar as massas de corrente dos
quarks de mg = 5.0 MeV [70,71].

Ao resolver a integral da equacdo do gap com 3D-cutoff ndo covari-
ante, obtemos a seguinte expressao

, (2.14)

AV A2+ M2 —M?In <A+ M)
M

/\/mz

logo, encontramos para a equagdo do gap, que deve ser resolvida de forma
auto-consistente para M

GMN N,
2

M=my+ (2.15)

AV A2+ M2 —M?In <A+ 'A2+W>
M

Uma escolha tradicional, é escolher o conjunto de valores A = 664.3
MeV e G = 2.06/A2, que obtemos resolvendo de forma auto-consitente para
a solugdo nao-trivial M = 300 MeV.

2.1.2 Modos coletivos: as massas-polo dos mésons 7 e ¢

Podemos analisar agora as massas dos mésons presentes no modelo,
estudando o canal escalar responsavel pela existéncia de méson ¢ e o pseudo-
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escalar pelos pions. Usando o mesmo método apresentado na referéncia [71]
inspirado em [17,18], podemos aproximar o propagador do méson em questio
através da aproximacdo de fase aleatéria (Random Phase Approximation-
RPA). Primeiro vamos analisar uma lagrangiana efetiva de interacdo de pions
com nucleons

Lann = igaF ()BT Ty (x), (2.16)

reescreveremos esta lagrangiana de interagdo em termos de quarks Zpyy —
Zrqq € identificando

Tr=ttat+1 .1 +7°.7° (2.17)

sendo que Tt e 7~ sdo operadores de criagdo e aniquilagdo, dados por

nt = \%(nl Fim). (2.18)

O diagrama de espalhamento pode ser representado entdo da seguinte maneira

[diyst u]((igngq)*)iDF (K [WiysT™d]. (2.19)

sendo iDr(k*) o propagador do méson que media o espalhamento do lado
esquerdo da figura 7.

Figura 7 — Espalhamento de quarks up e anti-down mediante troca de um
méson 7 no lado esquerdo. No lado direito da figura, associa-se o espalha-
mento em questdo a aproximac¢ao RPA. Figura retirada de [71].

A figura 7 representa o espalhamento genérico (ud) — (u'd’) com a
troca de um 7+, Este espalhamento (dado pelo lado esquerdo da figura 7)
pode ser estudado mediante o modelo NJL utilizando a aproximagdo RPA,
que é uma expansdo com diagramas em ordem dominante 1/N, (ou aproximagio
de campo médio)?> de infinitos loops de polarizacdo quark-antiquark, que

2 A aproximagio 1 /N, pode ser utilizada no contexto de modelos como Gross-Neveu, que em
1+ 1 D apresentam em ordem dominante interessantes fendmenos como a liberdade assintética,
quebra dindmica de simetria, transmuta¢do dimensional e confinamento nio-pertubativo [82].
Sua aplicag@o no modelo NJL SU(2) com diagramas em ordem dominante 1/N, é muitas vezes
chamada de aproximagdo de campo médio ou Hartree Apporximation.
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pode ser considerada como uma progressao geométrica

iU (K?) = (i75) Ty {ZiG—l—ZiG [1Hps(k2)} 2iG+
2G {1 ps(kz)} 2iG [l ps(kz)} 2iG+ . } (iy5)Tn

= U ) = ()T | 5

_QGHPW)} (i%5) T (2.20)

Onde U,,, corresponde a soma dos diagramas de loops de polarizacdo
quark-antiquark do lado direito da figura 7 e T, = T, = 73 sdo as matrizes de
Pauli necessdrias para gerar el,=teT,= T+ para gerar . 0 loop
de polarizagdo para o canal pseudo-escalar € dado por

1 as . S
M) = [ (i TTiSy (P + R TiSE(p =K, 221)

e analogamente para o canal escalar

1 d*
L) = - [ Gy TS (0 OTiS (p =R 222)

0

Para obtermos as massas dos mésons 7° e 1+, devemos ter

1 —2GT,(m2) = 0. (2.23)

Ap6s calcular explicitamente o loop de polarizacdo (2.20) [71], obte-
mos

| — 2GT1,,(k?) = % 4NN RT(K), (2.24)

onde definimos I(k?) da seguinte maneira

~d*p 1
)= | G iy (222

Se tomarmos somente a componente ko # 0, ou seja, k X2 = 0. Pode-
mos entdo reescrever a expressao (2.25), fazendo a integral em pyg
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d*p 1

2\ _

[(k()) - / (27‘[)4 [p2 _MZH(p_*_kOy _Mz] 3 (2.26)
_ T d3p 1
= ./m (2m)* E (k} — 4E2) (2.27)
[ dp 1
B 7'/700 2n) E (& —4E2) (2.28)

Aplicando k3 = m,zr (que corresponde ao referencial de repouso do

pion), e resolvendo para m,2r a expressdo (2.24), teremos como resultado

2 mo 1
"' = M 4iGNN I (m2) (2:29)

O célculo desta quantidade estd associado ao pdlo do propagador em
RPA da eq.(2.20). Por este motivo, chamamos a massa do méson calculada
desta maneira de massa-pélo.

Se explorarmos o limite em que my = 0 na equagdo (2.24), a massa
do pion se anulard, a simetria quiral estard reestabelecida e o pion serd um
genuino bdéson de Goldstone. Porém, os quarks up e down t€ém massas de
correntes finitas, embora muito pequenas e neste contexto os pions sdo comu-
mente chamados de pseudo-bdsons de Goldstone.

Utilizando o mesmo procedimento realizado para o loop de polarizagao
do canal pseudo-escalar, pode-se obter a expressdo para a massa-polo do
méson O,

m2 = 4M? 4+ m>. (2.30)

O célculo das massas-p6lo destes mésons € feita formalmente de forma
auto-consistente, visto que temos dependéncia nas massas também nas inte-
grais das equagdes (2.24) e (2.30). Porém, uma boa aproximacao € utilizar
I(m%) ~ I(0), ja que esta integral varia muito pouco com o argumento (11
ou mg) e, portanto, o calculo ndo se torna mais auto-consistente. Exem-
plificando, ao calcularmos utilizando 7(0) para a massa do pion, obteremos
my = 137.116 MeV e my = 135.676 MeV se utilizarmos (m2).

2.1.3 O acoplamento g, e a constante de decaimento f; no vicuo

Os resultados apresentados até aqui podem ser utilizados para analisar
a magnitude do acoplamento g, da expressdo (2.19). Fazemos isso associ-
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ando o acomplamento gz,, com o propagador em RPA da equagio (2.20), de
maneira a representarmos uma troca efetiva de mésons 7 no espalhamento
da figura 2.3 [70,71]

DX Y8 4 9q
F — 2 2
k* —my,

onde .4 = {7, G} representa a particula mediadora da interagdo efetiva. Se
associarmos este propagador da nossa intera¢do efetiva com o propagador
calculado em RPA, obteremos:

—i8% _ 2iG
2—m?, " 1-2GIy(k2)’

(2.31)

onde indicamos ch o canal de interacdo associado ao méson em questao.
Usando agora uma expansdao do denominador de D;’l que ocorre em k> ~
mzj/ e comparando com o propagador em RPA (2.20), obteremos a constante
de acoplamento entre quarks e mésons Ed [71] da seguinte maneira (utiliza-
remos o canal pseudoescalar como exemplo, sendo o célculo andlogo para o
canal escalar)

OT1,,5(k?)

Hps(kz) = Hps(mzr) + K2

|k2:m% (kz - mzr) + ﬁ(k4)v
(2.32)

devemos portanto aplicar este resultado no denominador de D‘Fﬂ . Como 1 —
2GI1,,(m%) = 0, obteremos

. 2iG
b= 2y 4 s 2o’

1-2G [n,,s(m,,) + T |z (K2 = mi2)

2iG
DF =
El J
—ZGTkg\kZ:m%(kz —mg)
T " -1
T ! (T]ﬁb@:m%)
DF = (k2 _mz) )
V3

ao compararmos este propagador com o definido em eq.(2.31), obteremos o
resultado
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O, \ !
g727(1‘l = ( 81:2“) |k2=m%’ (233)
e da mesma forma para o méson ¢
2 ans !
809 = \ 12 l2—n - (2.34)

Ja a constante de decaimento fr pode ser obtida através do seguinte
elemento de matriz

<o ’Jg'“ n"(k)>, (2.35)

o que equivale a realizar o célculo de

4

. i d T
iky fn 6" = —/#T}' {17H1y5215p(p+

L. s 1

Ek)lgnqqtyerzSF(p - 2k)] .
(2.36)

Apés célculos semelhantes aos realizados para o loop de polarizagio

I, (k?), obtemos (no limite em que k* ~ 0)
f% = —4iN.M?1(0), (2.37)
a partir deste resultado, podemos reproduzir a Rela¢do de Gell-Mann—Oakes—
Renner (GOR) derivada em 1968 [71, 84]
22 _ -1
myfz =moM(2G) ™", (2.38)

e através de uma simples aproximacdo para as massas de corrente fisicas,
obteremos

1

mzfz = =5 (mu+ma) (Fy). (239)

Com estes resultados, € possivel derivar também a relagdo de Goldberger-
Treiman [71]

28rgg =M. (2.40)
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2.1.4 O modelo de Nambu—Jona-Lasinio sob condicoes de temperaturas
e densidades finitas

Utilizaremos o formalismo de tempo imagindrio de Matsubara [71,
83, 85] para incluir temperaturas e densidades finitas(potencial quimico) nos
célculos da secdo anterior. Nas referéncias citadas, o grau de detalhe nos
célculos para obter as expressdes aqui obtidas muitas vezes estard limitado.
Por isso, indicamos uma excelente referéncia, na qual o autor examina com
detalhes quase que todos os cdlculos para incluir a dependéncia do meio
térmico e denso no modelo NJL SU(2) [86], que serd util ndo sé para a
equagdo de gap, mas também para os modos coletivos.

Para passarmos para o meio térmico e denso nas integracdes em pg (in-
tegrais presentes nas equacoes (2.12) e (2.25)), podemos fazer uso da prescri-
¢do

/ (jﬂg _Z_ / & p (iwv +.u>7?]7 (2.41)

onde wy, = (2v + 1)xT, sendo w, as frequéncias discretas fermibnicas de
Matsubara, T a temperatura e /.L o potencial quimico. Devemos também mo-
dificar 0 4-momentum p> = p — 72 —pP= = (iwy —|—u 72 Assumindo
estas substituicdes, podemos reescrever a equacao do gap

. d*p M
M:m()-f—SGlNCNf/ (27’5)4 pz—Mz-l-iS’
M—mo—I—SGiNNf

xiT v;w/ la)v +[J, ?2 e’ (242)

as somas nas frequéncias de Matsubara podem ser feitas por métodos encon-
trados em [85]. O resultado para a expressdo (2.42) é

M= mo+4GNNfM/—é[1—n(E—u)—n(E+u)], (2.43)

onde E = \/p?+M? e n(x) representa a distribui¢io de Fermi-Dirac, dada
por
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1
n(x) = pEIwE (2.44)
E interessante perceber que se utilizarmos o limite em que 7 — 0,
reobtemos o nosso resultado da equagdo do gap no vicuo da equagdo (2.13).
O mesmo método do tempo imagindrio de Matsubara pode ser em-
pregado no célculo das integrais associadas aos modos coletivos, de modo
a estudarmos o comportamento das massas-p6lo dos mésons 7 e do o em
condicdes externas.
Podemos agora aplicar as prescricdes de temperatura finita definidas
em(2.41). Posteriormente ao calcularmos as somas nas frequéncias de Mat-
subara na expressao (2.25), obteremos

B d*p 1
168)= | s e ko= e
o [T ¢ !
168) =2mi1 [ 5255 N o T Bl TR TR E
* dp [1—n(E—pu)—n(E
102y = i /_m (27[1)73[ (E (k(%uz4E2() +u)] (2.46)

Aplicando o limite 7 — 0, reobtemos entdo a equacdo (2.28). Se utili-
zarmos 0 mesmo método da sec¢do 2.1.2, fazendo o uso da integral (2.46) nas
expressdes (2.29) e (2.30), podemos calcular as massas-p6lo dos mésons 7 e
o quando kZ = m2 (T, 1) e ki = m%(T, i), dependentes da temperatura e do
potencial quimico.

Vamos agora analisar o comportamento das massas dos quarks e dos
mésons, utilizando os cdlculos numéricos da equacdo de gap (2.9) e as equagdes
para a massa dos mésons Te o, com o conjunto de parametros apresentados
na se¢do 2.1.1. Na figura 8 vemos que para temperaturas baixas a massa dos
quarks permanece aproximadamente no seu valor de vicuo, mas a medida
que a temperatura alcanca valores maiores, a massa efetiva vai diminuindo,
0 que significa que a temperatura desfavorece a formacao do condensado de
quarks até que a massa de corrente dos quarks seja alcancada em tempera-
turas maiores que 7' = 250 MeV, de modo que a simetria quiral seja aproxi-
madamente restaurada. Nesta figura, vemos o comportamento de um cros-
sover, com a transicao ocorrendo de forma continua no limite fisico (massa
dos quarks sendo finita). Vemos ainda que as massas dos mésons permane-
cem em seus valores de vidcuo em baixas temperaturas, mas sofrem variacdes
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nitidas préximas a temperatura de Mott?, em aproximadamente T = 179MeV,
onde mz ~ 2M. A partir desta temperatura os mésons tornam-se ressonancias
com comprimento de decaimento I" finito e € justamente a fase onde a simetria
quiral é parcialmente restaurada. A integral (2.46) deve ser interpretada como
valor principal de Cauchy(Z2.7"), pois nesta regido ha divergéncias quando

pP="% — M [87,88]

. * Bp [1—n(E—-u)—n(E
1(m3,):—z{9>.7/w(2n’)’3[ ;(mg)_@(z)*“)]}. (2.47)

Os valores das massas dos dois canais crescem juntos nesta regido, devido ao
fato de que agora a energia térmica domina o espectro.
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Figura 8 — Comparacdo entre a massa efetiva dos quarks, massas dos mésons
7 ¢ do méson o variando com a temperatura. A intersec¢do entre as duas
linhas pretas indica com mais evidéncia a temperatura de Mott. Verifica-se
uma transi¢do do tipo crossover da fase de simetria parcialmente quebrada
para a fase de simetria parcialmente restabelecida.

Na figura 9 vemos novamente a comparacao entre a massa efetiva dos
quarks, my e mg, mas agora com dependéncia no potencial quimico. Na
massa efetiva dos quarks, temos uma descontinuidade em aproximadamente
U~ 320MeV, o que se repete para as massas dos mésons. Essa descontinui-
dade na massa efetiva dos quarks é a marca de transi¢cdes de fase de primeira
ordem.

3Temperatura de Mott é definida quando ocorre My (T) = 2M(T). [89]
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Outra caracterisitca que devemos enfatizar é que as solu¢des associa-
das as ressonancias nas figuras 8 e 9 ndo sdo tnicas. Determinamos a solucéo
correta pelo mesmo procedimento de [87], escolhendo a solu¢do que apre-

senta 0 mais baixo valor acima de m; ~ 2M.

800

6001

M[MeV]
N
s

2001

u[MeV]

400 500

Figura 9 — Comparagdo entre a massa efetiva dos quarks, massas dos mésons
7 e do méson ¢ variando com o potencial quimico. Percebe-se uma transi¢do
de primeira ordem na massa efetiva dos quarks da fase de simetria parcial-
mente quebrada para a fase de simetria parcialmente restabelecida. A massa
dos mésons sofrem o salto descontinuo para a fase ressonante.

Também incluimos a variacdo da constante de decaimento f; e do
acoplamento gz, com a temperatura nas figuras 10 e 11, mostrando que am-
bos apresentam comportamentos dependentes com a temperatura, adquirindo
valores cada vez menores 2 medida que a simetria quiral é parcialmente res-
taurada. Isso € uma indicag@o de que os mésons se desacoplam cada vez mais
ao se aproximarem da temperatura de dissociacao.
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Figura 10 — Constante de decaimento f; variando com a temperatura.
Percebe-se um enfrequecimento da constante de decaimento a medida que
a temperatura aumenta.
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Figura 11 — Acoplamento g4, variando com a temperatura. O acoplamento
fica mais fraco a medida que a temperatura aumenta, indicando um enfraque-
cimento da interac@o entre pions e quarks na fase de simetria parcialmente
restaurada.
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3 0 MODELO DE NJL COM CAMPO MAGNETICO EXTERNO
CONSTANTE

Este Capitulo sera dedicado a explorar o modelo de NJL SU(2) sob
influéncia de um campo magnético externo constante, seguindo os moldes
do Capitulo anterior. Para tanto, o tratamento se baseard em mostrar como a
equacdo do gap é obtida com a utilizagdo do propagador dos quarks em meio
magnético na aproximacao de campo médio. Posteriormente, serd apresen-
tado como as expressdes para os modos coletivos associados aos canais do
méson 1° e do méson & sdo obtidas e, portanto, vamos obter suas massas
dependentes do campo magnético.

3.1 ALAGRANGIANA DO MODELO DE NJL EM CAMPO MAGNETICO
EXTERNO CONSTANTE

Ao utilizarmos a mesma lagrangiana (2.1) do Capitulo anterior, po-

. . L. -
demos acopld-la a um quadrivetor potencial eletromagnético A* = (¢, A)
como ¢é feito na QED [2]. Para isso, adicionamos ao modelo a lagrangiana do
Campo Eletromagnético

L=Ly go+Lesu:

L= (Y (0" — QuAR) —m) w+ G [(Fw) + (Wi Ty)?] —

4
1
L=V (ip—m)y+G[(Wy)*+ (Wi Ty)?] - 2" By, 3.1

F‘IJVI:‘IJV7

via acoplamento minimo, e teremos a mudanga 9* — J* +iQ,A* = D*, que
¢ a derivada covariante do modelo [2]. O campo eletromagnético € represen-
tado por Fy,y = dyAy — dyAy e definido como em [1,2]. Os campos ¥ e a
matriz diagonal com simetria de isospin m sdo definidas como no Capitulo 2.
A matriz das cargas dos quarks Q, é dada por

2
0,=¢ (3 _OQ , (3.2)

nesta nota¢do, a soma no espaco das cores estd implicita, visto que estamos
usando notagdo apenas para os indices de sabores.

Aplicando a aproximacdo de campo médio em (3.1) e seguindo as
mesmas definicdes feitas no Capitulo 2, obtemos



50

T . 1
Ly gLV 5% =V (iB—M)y+Go® - ZF“VFW. (3.3)

Podemos agora escolher um calibre especifico de modo a reproduzir
um campo magnético constante em alguma dire¢@o especifica. Nossa escolha
serd Ay = 6“2xlB, que correspondeaV.A =0eVx A = ? = Bé3, ou seja,
um campo magnético constante na dire¢ao z.

A equagdo do gap é obtida como antes,

M = my —2Go = my—2G (Wy). (3.4)

Portanto, para prosseguirmos no célculo da equacido de gap (3.4),
precisamos obter as expressdes para o o condensado de quarks em meio
magnético constante, que como vimos no Capitulo 2, estd associado ao pro-
pagador dos mesmos.

3.2 PROPAGADOR DE FEYNMAN NA PRESENCA DE UM CAMPO
MAGNETICO EXTERNO CONSTANTE

Como é mostrado em detalhes nas referéncias [72, 73], pode-se obter
a solucdo da seguinte equacao

(Y*(idy — Qg8u2x1Bé) — M) w(x) =0, (3.5)

que é a equacdo de Dirac para férmions ndo interagentes em meio magnético
constante, mediante o uso das equagdes de Euler-Lagrange da expressao (3.1).

Pode-se também, com técnicas tradicionais de Teoria Quantica de Cam-
pos [1, 2], derivar uma expressdo para o propagador do férmion em meio
magnético constante. Ao solucionar a equagdo (3.5), encontramos que a ener-
gia dos quarks depende explicitamente do campo magnético de forma discre-
tizada nos niveis de Landau n =0, 1,2,3..., ou seja

E, = \/p§+M2+2|Qq|Bn. (3.6)

Definindo 3, = |Q,|B € a partir da defini¢do do propagador! [1]

iSr(x,x') = (0| T[w(x)y(x)] | 0), (3.7)

INa referéncia [73], o autor define o propagador de Feynman a menos do niimero imagindrio
i, isto &, Sp (x,x') = (0| T[y(x)@(¥')] | 0).
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obtém-se portanto

iSp(x,x') =i Syn(x,x), (3.8)
n=0

onde S, »(x,x") depende dos niveis de Landau n e ¢ = u,d representa o sabor
dos quarks. A forma matemadtica explicita de S, ,(x,x’) é dada por

- n_ i B N2+ ()N [ dpodpadps
lS"’"(x’x)_znn!\/geXp<_B" 2 )/ (1)

Xexp(—z( (X — X))H) ex Pz W id 2
A3 p( 2 bt =il %))

< A{[(py)) +m][TT-Hy(E)Hy (&) + 2nT1 Hy 1 (&) Hy—1 (E)]+

2By Ly (€)Hy (&) — TLHy (€)Hy (6’)]} .
(3.9)

Devemos identificar (a-b) = aobo —asbs, (a-b) | = a1by +azb,, assim como
(P (X=X)) = po(x° fx'o) p3(x> =), Também devemos definir os
polindmios de Hermite H,, (&) como & = \/Fq ) e 0s projetores como
I1., que sdao dados por

I, = %(Iiiy%, (3.10)

com as condi¢des IT I+ = I1; e II.I1+ = 0, onde / é a matriz identidade.

Entretanto, para facilitar os célculos, é util mudar da representagio
do propagador iSF (x,x’) em termos de polindmios de Hermite mostrados an-
teriormente para uma representacao em termos de polindmios de Laguerre,
como utilizado na referéncia [72,73]. Com esta mudanca o propagador (3.9)
se torna

= =

Y Syn(x,x) = Y 68, (x—x), (3.11)
n=0 n=0
onde o propagador agora é separado em um termo dependente do calibre esco-
lhido e da carga elétrica, que quebra a simetria translacional (exp (i®(x,x'),)),
e um termo invariante por esta mesma simetria. A parte do propagador que é
invariante por transformacdo translacional é dada por
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o iB Bop\ [y P
iSyn(Z) ==L exp (—qZ )/ -
an T + (2m)? pﬁ —M? —2B,n+ie

x {[(p.y)“ +M} [HLn (g‘fzi) I (%zﬁ)}
+2in(ZZ%/)l {L,, (%zﬁ) L (%zﬁ)] } (3.12)

e nesta representacdo ainda temos as somas nos niveis de Landau n. Vamos
indicar também Z = x — ¥, de modo que Zﬁ = (2 -723) e 2} = (2} + 7).
As fungdes L, (x) sdo polindmios de Laguerre definidos por

! @ (exp(—x)). (3.13)

A quantidade ¢ (x,x’), é conhecida como fator de fase de Schwinger,
e é dado por

O(x,x ), = —L(x! —1—)61/)(x2 —le) (3.14)

para os nossos propdsitos, e, como discutido em [72-74, 90], esta fase de
Schwinger serd igual a unidade.

Agora que temos uma expressao para o propagador em meio magnético
constante, podemos aplicé-lo diretamente na defini¢do do condensado de quarks
[71]

(Wy) = — lim TriSp(x,x), (3.15)

X' —xt

de modo a obtermos a equagdo de gap em meio magnético externo constante.

3.3 OBTENCAO DA EQUACAO DO GAP EM MEIO MAGNETICO CONS-
TANTE

Para facilitar o tratamento, tomaremos a identidade

f(EEn)
2E,

j i [~d e*ipo(xofx/o)
exp (q:l(En(xO _x/O))) |t§t’: 7/ pOf(PO)

(3.16
27 J oo pﬁ—Mz—Zﬁqn—&—ie (3.16)
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e aplicando a expressdo (3.16) no propagador (3.9), realizamos a integragao
em dpy. Pela defini¢do do condensado de quarks, devemos calcular TriSF (x, x)
no espaco de cor, sabor e de Dirac, o que simplifica razoavelmente o propa-
gador apresentado na equacdo (3.9).

A partir do célculo do traco de toda a parte matricial de (3.9) e de uma
simples integragdo em p, na equagdo (3.9) [90], pode-se obter

1
iTrSg(x,x) = 2 Zgn Z Bq/ dps . (3.17)
n=0 g=u,d - ,/p%—&—MZ—FZBqn
Na expressdo acima, definimos
lim iTrSF(x,x') = iTrSr(x,x) (3.18)

X —xt

e utilizando este resultado, junto com a equacio (3.4) temos a equagdo do
gap em um campo magnético externo constante. O fator de degenerescéncia
gn =2 — 8, representa o fato de que o nivel de Landau n = 0 € o tnico que
ndo € duplamente degenerado.

A integral (3.17) € nitidamente divergente e devemos regulariza-la. O
limite eB = 0 ndo ¢ trivial de ser obtido, uma vez que a ordem de divergéncia
da integral € diferente da obtida no vacuo. Entretanto, isso se da por causa das
somas nos niveis de Landau, que devem ser tratadas adequadamente de modo
a obtermos o resultado correto para a contribui¢do do vidcuo na equacdo de
gap. Paratanto, no método que apresentaremos, faremos a separacao explicita
entre a contribui¢do do campo magnético externo constante, que € finita; e do
vacuo, que foi tratada no Capitulo anterior.

3.3.0.1 Regularizagao

Vamos reescrever a integral (3.17) em termos da fun¢ao zeta de Hurwitz
[91,92]. Para tanto, explicitaremos primeiro o fator de degenerescéncia

= e
iTrSF(x,x) = 2 Z ) ﬁq{ / dpz SH,O/_mdpaE], (3.19)

n=0qg=u,d
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e colocaremos em evidéncia o fator ﬁq na equagao (3.6)

M2
Ey=1/2By/ 32; (3.20)

e assim, ao aplicarmos em (3.19), obteremos

= = 1 1 1 p§+M2>
= - = A ) (321)
; E, r;) ﬁq ]73+M2 i v zﬁq C (2 Zﬁﬂl

onde {(a,b) é a funcdo de Zeta de Hurwitz [91,92] definida por

> 1. (3.22)

_ i 1
= (a+n)
Reescrevemos agora a equagdo (3.19) de acordo com o resultado (3.21)

1 /w 1 p3+M? =1
dp3€ (a - _/ dPS*
q wd [ ,/Zﬁq oo 27 2B, oo Ey

(3.23)
Podemos fazer uso da seguinte representacdo de fungao zeta de Hurwitz

iTrSg(x,x)

[91]
/Ooodyyzflexp(—icy) coth(oy) =T'(2) [21720571@‘ (z, %) — Kfz} , (3.24)

onde I'(z) é a fungdo Gama [92]. Definimos também as seguintes quantidades

o=0,B=B,, (3.25)
K =M+ p3, (3.26)
1
= —, .2
7=3 (3.27)

Aplicando estes resultados em (3.23) e sabendo que F(%) = /7, de-
vemos ter
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iTrSp(x,x) = MN Z Bq/ dp3/ dyy™ ' exp(— Ky) coth(B,y).

Qr)2VE &,
(3.28)

Usando k = M? + p% e integrando em dp3

/dpgexp p3y / dpexp(— \/>, (3.29)

a expressao (3.28) pode ser reescrita como

MN,
iTeSe(rx) = =2 Y B, / dyy~ exp(—MPy)coth(By).  (3.30)

(ZE) q=u,d

Para tratar as divergéncias dessa integral, podemos fazer uma expansao
em série de Taylor da fungdo coth(f,y) na regido préxima da divergéncia,
Bgy << 1, 0 que nos fornece

ﬁqy
[3 3
portanto, ao utilizarmos essa expansido em (3.30) poderemos identificar as
quantidades divergentes

coth(Bgy) = +O0((By)), (3.31)

iTrSp(x,x)p,yc <1 = Z ﬁq/ dyy~'exp(—M? )(—&-qu—k )

q u,d ﬁ qY
(3.32)
Percebemos, portanto, que somente a primeira integral é divergente e
podemos defini-la como

1
lav = (s Ne 'y g, / dyexp(—M>y)—— (3.33)
g=ud B y
Reescrevendo agora i Tr S (x,x) em termos de I3, teremos
iTrSp(x,x) = [iTrSg(x,x) — L] + Lyiv,
=1+ 1, (3.34)

onde / foi definido como

= [iTI'SF (x,x) 71(1,",] . (335)
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Agora nosso trabalho ¢é calcular a integral / e regularizar I;, .
3.3.0.2 Célculo de I

Primeiro colocaremos nossa expressdo para / da seguinte forma

I—;go 277: :Zﬁq [/ dyy **® exp(—M?y) (ycoth(ﬁqy) Bq)]

(3.36)
Utilizaremos novamente a representa¢do da funcio zeta de Hurwitz
dada em (3.24) e a representacdo de funcdo gama [92]

[(s) = / B e dr, (3.37)
0
de modo a obtermos
L MN, I(-lte)
I—éll)l‘(l) (27_[)2 q:zlhdﬁq F(S) |:2 C ( ZB ) ﬁq :| (M72>71+g
; 5,
3. 38)

Utilizando as identidades do apéndice (A), e definindo que x, = 2/3 ,
pode-se realizar o calculo algébrico explicito [90], e obtemos

_ MN, 1 1
=57 Y. B, [mr(xq) 527 — > (2% — 1)lnxq+xq} . (339
q=u,d

3.3.0.3 Calculo de 1,

Devemos agora recobrar a expressao (2.13), que foi obtida no Capitulo
2 para a equacdo do gap, onde haviamos limitado superiormente a integracio
com um cutoff A

p2

N/

M= 4GN.NM 3.40
mo +4GNNy / ) (3.40)
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podemos fazer uso da seguinte representacdo de fungio B(x,y) [92]

0 1
/O At (14 22)V ] :53(%1—\/—%), (3.41)
e também a representacdo da funcdo Beta em termos de fun¢des Gama
C)T(y)
B(x,y) = ——=, 3.42
(x,y) Tt y) (3.42)

e portanto podemos reescrever a integral da expressdo (3.40) identificando
p=3ev=7

2\1—s
limuB ( —1+s> /
5s—0 2 VP +M2
. (M= 3 [(—1+s)
1 B(=,—1 =lim = = 3.43
o0 2 PR 0 (M2)—1+54 (343)

J4 a integral I;;, pode ser reescrita também como uma representagcao
de fungdo Gama, visto que

1
Idiv: 2 Z /dyexp M2 7
q=u,d
Id,-v: Z / duexp(—
2M 2q =4
—1+5)
Id,l,fhm 2 Z MZ — (3.44)

Portanto, comparando as equacdes (3.43) e (3.44), a contribuicio do
vacuo na equacdo do gap pode ser recobrada se a associarmos com a inte-
gral I;, (como este termo representa a contribuicdo do vicuo, devemos ter
Y 4—u;s — Ny). Logo podemos fazer a seguinte equivaléncia
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o e T o
div 2”2‘]2’}(1 [7+M2

MN,N A+VALF M2

P el iy} 5 [AVA M2 =M AFVATHIEA L
(2m)? M
MN,N A+VAZTF M2

iy = f{ AVAZ M2~ MPn <+ M+ )]},(3.45)

onde, na equagdo anterior, regularizamos a divergéncia ultravioleta natural
associada ao modelo NJL SU(2) em 3+ 1 D. Para obtermos a equagio de gap
em meio magnético, devemos aplicar a definicdo ja estudada no Capitulo 2

M:m0—2G<W‘I/>7
M =my+2GiTrSp(x,x), (3.46)

como jé regularizamos o propagador i Tr Sy (x,x) = I +1;;, em meio magnético
constante, basta agora reagruparmos todos os nossos resultados

GMNN,
M=my+—7>—

A+ VA2 + M2
AV A2+ M2 — M?log <+M+>]

+Y GMNCﬁ 1 {lnl"(xq)—anE-i-xq 1(2xq—1)lnxq]. (3.47)
q=u,d

Para este método de subtracio de divergéncias, onde € feito o calculo
explicito das contribui¢cdes dependentes do vacuo e do campo magnético ex-
terno eB, utilizaremos o nome adotado recentemente na literatura, MFIR. Este
€ um método utilizado por vérios autores [74—77], e que pode ser alcancado
ndo sé com os métodos aqui apresentados, mas também no formalismo de
tempo-préprio de Schwinger [47,48,71].

3.4 EXCITACOES MESONICAS SOB INFLUENCIA DE CAMPOS MAGNETICOS
CONSTANTES

Apresentaremos os resultados para os modos coletivos sob influéncia
de campos magnéticos constantes, seguindo os resultados do Capitulo 2.
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Como utilizaremos a aproximacdo RPA, deveremos calcular o loop
de polarizag@o associado ao canal pseudoescalar do modelo NJL SU(2). Na
representacio no espago das coordenadas, teremos

I, (k) = / & (x— X ) Te[ips TS (X )is TyiSr (¢, )] ), (3.48)

onde, no caso do especifico do célculo do canal associado ao 79, usamos as
matrizes de Pauli 7; = T; = 73.

O préximo passo € realizar o cédlculo dos tragos nos espacos de sa-
bor, cor e de Dirac. As integragdes em d>Z, envolverdo normalizacdes dos
polindmios de Laguerre e todos os cédlculos feitos em detalhes podem ser en-
contrados em [90]. Obteremos para o loop de polarizacdo o seguinte resultado

]w<’<n> (MZMZO) Y &n Y 2BNessslon(k]).  (3.49)

n=0 q=ud

onde temos por defini¢ao

1
(k) dx [ d* . 3.50
Ign || / x/ PH Mz(kH) 28,12 (3-50)

Devido a utilizacdo da parametrizacdo de Feynman, temos que
ME(2) = M? —x(1 - x)(k2).
De modo geral, o loop de polarizacio Hps(kﬁ) deve ser interpretado de
tal modo que estamos interessados somente na componente paralela ao campo
magnético do 4-momentum, e para tanto tomamos k; = 0. Entretanto, para

_>
o cdlculo da massa-pélo do ¥ devemos ter por definigio k = 0 e ko = m0.
Resolvendo para m_o a equacdo (3.49), teremos
mo (27‘[)3
M Z:LO:O 8n Zq:u,d iZGﬁqNCIq,n (mio) .

Para calcularmos o comportamento da massa do 7° em meio magnético
devemos calcular a integral Iq,,,(mio), que é uma integral divergente. Uti-

(3.51)

lizaremos o método MFIR para regularizar a integral I, , (mio) Detalhes
dos célculos podem ser encontrados em [74,90] e o resultado para a integral

Yoo gnlq,,,(mjzro) é dado por
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oo

o _im gt [ (M) _ by
Y arlaatoia) = g [ [ W( %, “)*(mm;o)

M2(m? A A
—Hn( 2( ”°)> +2 —sinhflizi2 . (352)
By A2 +M2(m3[0) M=(m,)

onde y € a fung@o digama [92]. O tltimo termo entre paréntesis desta ex-
pressdo reflete a contribui¢do do vacuo do modelo. A massa-p6lo do méson
o € calculada de acordo com o mesmo procedimento, a diferenca estd ape-
nas no célculo dos tracos devido a defini¢do na equagdo (2.22) do Capitulo 2.
Para o méson ¢ obtemos portanto

mg(B) = 4M*(B) +mZ,(B). (3.53)

Vemos que a maior contribuicdo para a massa do méson ¢ vem da
massa efetiva dos quarks(como veremos no préximo Capitulo, o campo magnético
constante faz com a massa-pélo do méson ¥ seja ainda muito menor em mag-
nitude que a massa efetiva dos quarks). No limite quiral, em que m o = 0,
temos que mg = 2M, e portanto seu comportamento com 0 campo magnético
¢é quase que inteiramente determinado conhecendo-se a massa efetiva dos
quarks.

3.4.0.4 A constante de decaimento fzo ¢ 0 acoplamento g0, sob influéncia
de campos magnéticos constantes

Seguindo os procedimentos do Capitulo 2 e utilizando resultados obti-
dos até aqui, € possivel calcular neste formalismo a constante de decaimento

fn’o

fao(B) = *iZd (27:)3NCM2 Zognlq,n(O), (3.54)

onde I(0) ~ I (mio) . Se relacionarmos f;o com a massa do pion m_ o, vemos
que a relagdo de Gell-Mann-Oakes-Renner se preserva em meio magnético
constante

1
m,zro (B) ,%0 (B) = _E(m“ +mq) (Wy), (3.55)

ou seja, deve reproduzir o comportamento do condensado de quarks em meio
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magnético. A relagcdo de Treiman-Goldeberger também se preserva

f70(B)830,,(B) = M*(B), (3.56)

onde gioqq(B) € o acoplamento do espalhamento de quarks up e down medi-

ante a troca de um méson 7 sob ifluéncia de um campo magnético externo
constante que é definido por

oL, \ !
2 X
o= (5) oo, 55

Como é explicado nas referéncias [74, 90], assumir 1(0) ~ I(m2) nos
célculos mostra-se uma boa aproximacao neste caso, facilitando o processo
de célculo numérico. Dedicaremos o Capitulo 4 para apresentar os resultados
deste Capitulo.
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4 MODELO DE NJL SU(2) COM O AJUSTE G(EB)

4.1 ACOPLAMENTO DEPENDENTE DO CAMPO MAGNETICO G(EB)

Embora os célculos apresentados no Capitulo 3 a respeito da massa
efetiva dos quarks, da massa-p6lo do méson 7%, do méson o e algumas de
suas propriedades tenham sido feitos de forma original [74,90] e ainda es-
tendendo resultados pioneiros [71,93], estas quantidades carecem de alguma
realidade fisica. Como discutido na Introducdo, a QCD na rede apresentou
recentemente dados [54] que contradizem os resultados de modelos efetivos
como o NJL SU(2) magnetizado na tradicional aproximacdo de campo médio.
No presente Capitulo, mostraremos uma forma de incluir a influéncia de efei-
tos que estdo além do escopo do modelo através da modificagdo da constante
de acoplamento G, utilizando para este fim os dados fornecidos pela QCD na
rede(LQCD) !. Pretendemos assim comparar os resultados com e sem essa
nova constante de acoplamento dependente do campo magnético constante
G(eB).

Os resultados apresentados neste Capitulo estdo também presentes na
referéncia [59].

4.2 INTERPRETACAO DOS DADOS DE LQCD - AJUSTE DA CONS-
TANTE G(EB)

Recentemente, a aplicag@o de efeitos térmo-magnéticos foram incluidos
no modelo de NJL SU(2) através da constante de acoplamento G — G(eB,T)
[26]. O objetivo € mimetizar os efeitos da catdlise magnética inversa (IMC),
prevista pelos dados de LQCD para o condensado de quarks. Uma motivacio
bastante interessante para fazer este ajuste vem de uma investigagao a res-
peito do comportamento da constante de acoplamento da QCD variando com
a intensidade dos campos magnéticos [94]. No trabalho citado, é percebido
um decréscimo do acoplamento a medida que eB aumenta, o0 que ndo € re-
produzido pelo modelo de NJL SU(2). Na referéncia citada, pode-se mostrar
que para campos magnéticos altos (eB >> AéCD) o resultado em ordem do-
minante para a constante de acoplamento é dado por

'Usaremos o acronimo LQCD para Lattice QCD, do inglés.
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, “.n

onde b = (11N, —2Ny)/(12x) e aescala de energia +/|eB| é tal que a correcdo
na aproximacdo € feita somente até ordem 1 [94]. Portanto, em [26] a pro-
posta € fazer um acoplamento que tenha uma forma funcional e um compor-
tamento semelhante ao previsto por [94].

Assim, a utilizagdo do ajuste no acoplamento G(eB, T ) mostrou resul-
tados associados a termodinamica em concordancia com os dados de LQCD
[95]. Alguns outros trabalhos fazem o ajuste da constante de acoplamento
com os dados de QCD na rede, fazendo a aplica¢do para andlise de outras
quantidades fisicas [96,97].

Assim, para fazer o éuste utilizamos somente os dados relativos a
média dos condensados “+ =t2d em temperatura zero da figura 12. E im-
portante ressaltar que esses dados sa0 obtidos pela QCD na rede utilizando
Ny =2+ 1 sabores de quarks e nds utilizaremos o modelo NJL SU(2). Isso
ndo representa um problema, ja que os resultados da QCD na rede separam
os dois setores de quarks leves up e down do quark pesado strange.

Outro fator que devemos chamar a atencdo é de que os resultados a
serem mostrados valem rigorosamente na regiio eB < 0.4 GeV?, ja que a
escala de energia do modelo € escolhida de acordo com a parametrizagdo
do cutoff A*> ~ 0.4 GeV?. Além desta regiio, tomamos os resultados como
extrapolagdes qualitativas.

A equagio de Gell-Mann—Oakes—Renner —2m < Wy >=m2 f2 2 guia
a parametrizagao feita pelos autores da referéncia [54], para que tenhamos

Z,‘(B) [< iy, >p — < Y >00] +1, “4.2)

2m
m%f2
sabendo que < Y;y; >gp= (—230)3 MeV3 é o condensado do quark com
i=u,demeB=T =0e < Y;y; >p o condensado em campo magnético ex-
terno finito. Nessas mesmas condi¢cdes de campo magnético e temperatura, 0s
autores também escolhem a massa do pion como m; = 135 MeV, a constante
de decaimento como fr = 86 MeV e a massa de corrente sendo m = 5.5 MeV.
Tendo os dados de LQCD, o préximo passo é fazer o ajuste do aco-
plamento G(eB) no modelo NJL SU(2). Associa-se entdo o condensado de
quarks normalizado da equagdo (4.2), calculado no modelo NJL SU(2) aos
dados extraidos da LQCD(figura 12). Fazemos isso numa extensdo que vai

20s autores da referéncia [98], optam por utilizar um sinal de menos global na relacdo de
Gell-Mann-Oakes—Renner, que é adotada nos trabalhos seguintes.
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T eB=0 eB=02GeV2 B = 0.4 GeV2
(MeV) +/2 - +/2 - +/2 -

0 1 0 1.142) 0.09(2) 1.37(2) 0.28(2)
113 0904) 0  1.01(6) 008(2) 1.21(5) 025(2)
122 0844 0  096(5) 0.08(2) 1.17(5) 0.24(3)
130 0804) 0  093(5) 0.08(3) 1.09(5) 022(2)
142 0682 0  0783) 007(2) 0.89(4) 0.19(3)
148  057(1) 0  0653) 006(2) 0.76(6) 0.17(3)
153 049%1) 0  056(3) 0.06(2) 0.53(3) 0.14(3)
163 026(1) 0  0253) 0.042) 0.22(3) 0.07(3)
176 0081) 0  007(3) 001(2) 0.06(3) 0.03(2)
189 000(1) 0  001(3) 001(2) 0.00(3) 0.02(2)
T eB=06GeV: eB=08GeV: eB= 1.0 GeV?
(MeV) +/2 - +/2 - +/2 -

0 1.63(3) 047(3) 1.90(3) 0.67(3) 2.16(3) 0.87(3)
113 1.486) 041(3) 1.73(6) 0.58(3) 1.95(4) 0.81(3)
122 1.40(5) 038(3) 1.63(5) 0.53(3) 1.86(6) 0.70(3)
130 123(5) 036(3) 1.36(5) 049(3) 1.46(5) 0.61(3)
142 094(4) 030(3) 0854) 035(3) 0.68(4) 0.32(3)
148  066(5) 022(3) 050(4) 020(3) 0.38(4) 0.18(3)
153 043(3) 0.17(3) 034(3) 0.15(3) 026(3) 0.14(3)
163 0.17(3) 0.093) 0.12(3) 0.10(3) 0.09(3) 0.11(3)
176 005(3) 0.05(2) 0.04(3) 0.06(2) 0.03(3) 0.06(2)
189  —0.00(3) 0.03(2)—0.01(3) 0.03(2) —0.01(3) 0.04(2)

Figura 12 — Dados da rede para a média e a diferenca do condensado de
quarks [54]. O simbolo (+/2) é associado a média e (—) a diferenca entre os
condensados ¥, e ¥,.

de eB =0 até eB = 1.0 GeV?, seguido de uma a interpolacio dos dados, e
assim, geramos uma grande variedade de valores para a massa efetiva dos
quarks. A constante de acoplamento G agora passa a ser G(eB), e podemos
determind-la a partir da equacdo de gap eq.(3.47). Escolhemos a forma fun-
cional de G(eB) de modo a ter uma dependéncia Gaussiana com o campo
magnético

G(eB) = o0+ Be (B’ (4.3)

Esse ansatz € diferente do escolhido na referéncia [95], visto que nesse
artigo, G(eB,T) é feito para T > 110 MeV. Os valores dos pardmetros séo:
o =1.44373GeV2, B =3.06GeV~2 ¢ y=1.31GeV~*. Devemos notar
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que no limite de campo magnético nulo, teremos G(0) = a + 8 = Gy =
4.50373 GeV~2. O préximo passo é reparametrizar o modelo de acordo com
os valores da constante de decaimento fr, da massa do pion m; e da massa
de corrente my utilizados pela LQCD. Como pode ser visto na tabela 1, utili-
zamos quatro conjuntos de pardmetros de modo a comparamos os resultados
tanto no regime de massa de corrente leve dos quarks (nos conjuntos I e I1)
quanto no regime de massa de corrente pesada dos quarks, que € utilizado pela
LQCD (nos conjuntos /11 e IV). Ressaltamos que a constante G(eB) desen-
volvida aqui neste trabalho foi feita de acordo com um trabalho que utilizava
a massa de corrente fisica dos quarks [59].

No conjunto 7 utilizamos a parametriza¢do usual da referéncia [70].
No Capitulo 3 desta tese utilizamos o método MFIR e os resultados aqui
apresentados se baseiam nesta técnica.

Tabela 1 — Conjunto de parimetros utilizados para o modelo NJL SU(2). A
T =0, mz(0) é a massa do pion neutro para eB = 0.

Parameter set  mz(0) (MeV) mo (MeV) G(GeV2) A MeV)

Set 1 135.62 5.0 G=4.67 664.3
Set II 143.31 5.5 G=4.50 650
Set IIT 417 48.41 G =Gy 664.3
Set IV 417 50.16 G =Gy 650

Na figura 13 mostramos resultados para a média dos condensados
% e sua dependéncia com campo magnético no modelo de NJL SU(2)
assim como LQCD. A constante de acoplamento fixa Gj; mostra a clara
manifestacdo da catdlise magnética prevista pelo modelo. Com os dados
da LQCD e utilizando os pardmetros do conjunto /I fixamos o acoplamento
G(eB) g

Mostramos também como ficou a previsdo para a diferenca entre os
condensados na figura 14 utilizando os mesmos conjuntos de dados.

4.3 RESULTADOS

Vamos investigar agora os diversos resultados obtidos ao utilizar o
acoplameto G(eB). Primeiro vamos investigar como a massa constituinte ou
efetiva dos quarks se comporta na figura 15. O comportamento mais geral
possivel e esperado € visto quando utilizamos G fixo nos conjuntos I e 11, e
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Figura 13 — Média dos condensados do modelo NJL SU(2) com os dados de
LQCD. Em vermelho os resultados do modelo com constante fixa e em azul
com G(eB).
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Figura 14 — Diferenca dos condensados do modelo NJL SU(2) com os dados
de LQCD. Em vermelho os resultados do modelo com constante fixa e em
azul com G(eB).
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isso é razodvel quando lembramos que a catalise magnética é um fendmeno
previsto no sentido de que M ~ G < Yy >. Entretanto, a massa consti-
tuinte (ndo observdvel) que depende do acoplamento G(eB), tem um com-
portamento bastante diferente do esperado, e isso pode ser entendido da se-
guinte maneira. A motiva¢do em utilizar este acoplamento se alicerca em
contrabalancearmos o crescimento do condensado de quarks com eB, obser-
vando a comparagdo entre condensados de LQCD e modelo NJL com G fixo.
Entao pode-se imaginar que M tenha um comportamento diferente do espe-
rado. Além disso, a temperatura pseudo-critica em geral € proporcional ao
valor da massa constituinte em 7 = 0 [99], e portanto o objetivo maior a
ser almejado, que € incluir efeitos da IMC, pode ser encontrado incluindo-se
efeitos G(eB,T) no célculo de M.

.GI
3 __GII B
— G(eB) Set
s | -7
= -
=2r - .
Q -7
= -

|
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
eB [GeV?

Figura 15 — Massa constituinte normalizada dos quarks nos conjuntos de
parametros I e II. Em vermelho e em pontilhado apresentamos os resulta-
dos com a constante fixa em diferentes parametriza¢cdes e em azul o resultado
com G(eB).

Mostramos agora os resultados para a massa-pélo do méson 7° nor-
malizada® do modelo NJL SU(2) e comparag¢des com alguns outros modelos
na figura 16. Novamente, usamos os conjuntos / e II e vemos uma diferenca

3Em todos os grificos, apresentamos resultados associados a quantidades normalizadas de
acordo com o valor obtido em eB = 0, ou seja, no vdcuo. Assim, adota-se myz,(0), fz,(0) e
81yqq(0) os resultados associados & massa do pion neutro, constante de decaimento do pion
neutro e a constante de acoplamento entre pions neutros e quarks, todos calculados em eB = 0.
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consideravel nos resultados. Com G; e Gy fixos os resultados diferem logo
ap6s eB > 0, embora o comportamento qualititavo seja 0 mesmo, apds um
decréscimo no valor da massa, os resultados basicamente estabilizam em
m_g(eB)
b3

m_o(0)
eB ~ 0.2 GeV?, e neste caso a curva continua sofrendo descréscimo. Compa-
ramos com os resultados previstos por Orlovsky e Simonov [100] no forma-
lismo g —gq.

No caso do méson o na figura 17 a andlise é quase que a mesma feita
para a massa constituinte dos quarks visto que em geral, mza = 4M?* + mio ~

~ 0.75. No caso Gy fixo e G(eB)y;, a divergéncia ocorre logo apds

4M?, e por isso pode-se esperar um resultado bastante diferente para o com-
portamento da massa do méson ¢ com G(eB);; quando comparado com Gy;
€ G].

1.00
0.90+ o T i
~ - e
g e
2080 0 NL. T E
IS
)
~-0.701- -
- G, i
osol ~ S -
: Orlovsky and Simonov
— G(eB) Set I 7
I ! I I
0'56).00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Figura 16 — Massa-pSlo do méson 7’ normalizada. Em vermelho e em
pontilhado apresentamos os resultados com a constante fixa em diferentes
parametrizacdes e em azul o resultado com G(eB). Em amarelo o resultado
para a massa do ¥ da teoria g — g [100].

Agora mostraremos os resultados para quantidades como a constante
de decaimento normalizada f;0 e 0 acoplamento g, 0, também normalizado.
Neste caso, uma nova comparagdo entra no conjunto de curvas, pois quando
inclufmos os resultados para fyo utilizamos tanto a integral I, ,(m2%) quanto a
aproximagdo I, , (m%) ~ I, »(0)(ver a integral (3.52) do Capitulo 3). Vemos
na figura 18 que esta comparacdo ¢ feita utilizando G; e em geral os resul-
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Figura 17 — Massa-p6lo do méson ¢ normalizada. Em vermelho e em
pontilhado apresentamos os resultados com a constante fixa em diferentes
parametrizagdes e em azul o resultado com G(eB).

tados sdo quase que os mesmos, mostrando que a aproximacdo sugerida é
uma boa escolha. O comportamento qualitativo geral de f,o0 € o de crescer
a medida que eB aumenta em todos os cendrios, embora tenha uma variacio
mais dramitica se utilizarmos G(eB);;. Na figura 19, o comportamento do
acoplamento g,..0 € mostrado. Com as constantes fixas, o comportamento
qualitativo € praticamente o mesmo, € vemos uma diferenca sibita quando
comparamos com o caso G(eB);;. Este comportamento poderia ser anteci-
pado, ja que pela relacio de Goldberger-Treiman g, 70 ~ %, e que como foi
discutido, f,0 cresce de forma mais significativa quando G varia com B em
comparagdo aos casos em que G ¢ fixo.

Agora faremos a comparagdo com os dados fornecidos pela LQCD
para a massa do 7° [78,79]. Utilizaremos os conjuntos /1] e IV com mas-
sas de corrente dos quarks mais pesadas e, portanto, isso gerard pions mais
massivos como se v€ na tabela 1. Em geral a andlise é a mesma que foi
feita quando discutimos a figura 16, porém como os dados de rede indicam
na figura 20, o comportamento quantitativo muda a medida que os campos
magnéticos aumentam. Com Gyj; e Gyy fixos, hd um decréscimo até aproxi-
madamente ~ 0.5GeV?2, seguido de um aumento suave das massas-p6lo. O
comportamento s6 € corrigido para o esperado pela LQCD caso utilizemos
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Figura 18 — Constante de decaimento f;0 normalizada. Em vermelho e em
pontilhado apresentamos os resultados com a constante fixa em diferentes
parametrizagdes e em azul o resultado com G(eB). O resultado na curva
pontilhada ainda diz respeito a uma aproximagao utilizada tal que I, , (m,zro) ~
1;,(0). A curva com o resultado sem a aproximagcao estd em amarelo.

G(eB), e como mostra a figura 20, uma excelente concordéncia € encontrada.
Esta também € uma boa evidéncia de que, resultados mais sofisticados podem
ser encontrados, caso assuma-se que a constante de acoplamento do modelo
NJL SU(2) seja dependente do campo magnético.

Chamaremos um pouco a atenc¢do para o fato de que a formulagdo de
LQCD utilizada por [78,79] ndo € unica. Os autores desssas referéncias mos-
traram seus resultados a respeito da massa do 7° na formulagio de Férmions
de Wilson. Nesta formulacdo, eles atentam que os célculos para a massa do
pion neutro depende da utilizacdo do “critical hoping parameter”, e que o
impacto dessa formulacgdo tem sido ignorada em trabalhos precedentes [101—
104]. Portanto, estamos comparando os nossos resultados com uma formula-
¢80 de LQCD considerada bastante moderna e confidvel.
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Figura 19 — Acoplamento g,,.0 normalizado. Em vermelho e em pon-
tilhado apresentamos os resultados com a constante fixa em diferentes
parametriza¢des e em azul o resultado com G(eB).
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Figura 20 — Massa-p6lo do 7° normalizada comparada com os dados de
LQCD. Em vermelho e em pontilhado apresentamos os resultados com a
constante fixa em diferentes parametrizagdes e em azul o resultado com

G(eB). Os parimetros agora dizem respeito aos conjuntos I11 e IV da tabela
1.
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5 APLICACAO DO METODO ZMFIR PARA A EQUACAO DE
GAP

Neste Capitulo desenvolveremos o estudo do modelo NJL SU(2) sob
condi¢do de um campo magnético externo constante, com a adi¢cdo de tem-
peratura e densidades finitas. Serd util também utilizar um formalismo alter-
nativo de funcdes zeta de Hurwitz, que chamaremos de zMFIR, que é equi-
valente ao MFIR utilizado até aqui e que se mostrou uma melhor alternativa
para realizar os calculos numéricos.

Os procedimentos analiticos presentes aqui, assim como os resultados
do restante desta tese estdo presentes em [105].

5.1 EQUACAO DO GAP MAGNETIZADA COM T E u FINITOS

Podemos utilizar o formalismo de tempo imagindrio de Matsubara
como feito no Capitulo 2 e estender os cdlculos dos Capitulos anteriores para
temperaturas e densidades finitas. As somas nas frequéncias de Matsubara
sdo andlogas as realizadas para o caso em que tinhamos B = 0 e, portanto, a
nossa equagdo de gap fica reescrita como

M— moy
2MG
onde I;(0) é definido por

=16(0)+16(B) +16(B, T, ), 5.1)

o) = e [*_
G()*?/O R
A+ VAZ+M?
AVA?2+M? —M?In <+M+>] . (5.2

N,
71?2

sendo a contribui¢ao do vacuo. A contribui¢do puramente magnética é escrita
como

N. 1 1
I(B) = ) Zdﬁq {lnl“(xq) - Eln(Zn) +x4— E(qu - l)lnxq] , (5.3)
q=u,

enquanto a contribuicdo termo-magnética € dada por
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BT =55 ¥ B Zgn/ D ol 0) +nEs )] (5)

q=u,d n=0

lembrando que adotamos a defini¢do x,=M>/(23,) e a fungdo n(x) é a distribuigdo
de Fermi-Dirac da equacdo (2.44).

5.2 METODO ALTERNATIVO PARA A REGULARIZACAO UTILIZANDO
FUNCOES ZETA DE HURWITZ

O modelo de Nambu—Jona-Lasinio SU(2) no vdcuo em (3+1) D é
ndo-renormalizdvel, como explicado no Capitulo 2 e um método de regularizacio
de integrais que apresentam divergéncia ultravioleta deve ser escolhido. Na
literatura € possivel encontrar diversos métodos, entre eles, 3D-cutoff nao-
covariante, 4D-cutoff, Paulli-Villars e tempo-préprio de Schwinger [71, 106]
sao s6 alguns exemplos. Em geral, as nossas expressdes para T e U finitos
apresentam integracdes que separam de forma bem definida a parte diver-
gente associada ao vdcuo (e que portanto deve ser regularizada) e a parte
térmica que € finita. Ao adicionarmos a influéncia de campos magnéticos
as expressdes, diversas dificuldades analiticas surgem. Utilizamos o MFIR,
que resume-se em utilizar o método de subtracdo de divergéncias associado
com a regularizacdo 3D cutoff ndo-covariante. Por fim, uma expressdo bem
definida para a contribui¢do do campo magnético e do vicuo € encontrada.
Muitos autores optam por utilizar outros tipos de regularizagdo dependentes
de pardmetros extras na teoria, e assim, evitando ter que realizar o processo de
regulariza¢do de forma analitica, como foi apresentado neste trabalho. Esses
métodos se baseiam em calcular integrais do tipo

d? d?

| G o) = [ e ) 53
onde em geral U(p?) é alguma fungiio que regulariza as integrais divergen-
tes'. Sabe-se entretanto, como discutido no trabalho [77], que alguns des-
ses métodos introduzem comportamentos nao-fisicos nos resultados como

oscilagcdes ou comportamentos taquidnicos [107].
Em um trabalho relativamente recente [80], uma maneira alternativa
de calcular propriedades de um gés de férmions magnetizado foi desenvol-
vido em termos de funcdes zeta de Hurwitz. Este método se mostrou mais

Estas fungdes sdo conhecidas na literatura como Form-Factors [107].
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eficiente, visto ser mais abrangente e aplicivel em muitas situagdes em que o
MFIR ¢ ndo-aplicavel ou € inviavel.

Destacamos que neste formalismo, pode-se explorar diversas proprie-
dades analiticas de forma ainda mais simples que no MFIR, pois estaremos
tratando de func¢des mais simples e func¢des zeta de Hurwitz. Assim, uma vez
realizado este procedimento, a mesma separagdo das quantidades associadas
ao vacuo, campo magnético e temperaturas finitas serd reproduzida e diversas
aproximacdes ou expansdes assintdticas podem ser feitas. Também pode-se
chamar a atencdo para o fato de que derivadas de funcdes zeta de Hurwitz
sdo associadas com outra fungdo zeta de Hurwitz (eq.(A.23) do apéndice
A) e, portanto, futuramente poderemos explorar diversas quantidades termo-
dindmicas como a magnetizacdo, o calor especifico e a velocidade do som.

No desenvolvimento deste trabalho, os nossos calculos associados as
massas-p6lo dos mésons 7’ e ¢ mostraram-se mais simples no contexto desse
formalismo, mas antes de aplicar essa técnica no cdlculo dos mesmos, vamos
apresentd-lo de um modo geral e através do cdlculo da equacdo de gap intro-
duziremos os passos necessarios para a sua utilizagao.

5.2.1 Formalismo zMFIR

A principio, existem técnicas numéricas capazes de lidar com proble-
mas como este, mas apresentaremos uma alternativa equivalente ao MFIR de
realizar as somas nas funcdes zeta de Hurwitz, e assim obtermos expressdes
numericamente mais simples de calcular. Chamaremos este método de zM-
FIR (zeta function - Magnetic Field Independent Regularization). Para tanto,
aplicaremos esse formalismo para a equac@o do gap e para as integrais asso-
ciadas aos modos coletivos.

Nos nossos célculos, como foi apresentado no Capitulo 3, nos depara-
mos com integrais do tipo

> ~ d
M) = § ¥ B [ ) #f(m (5.6)
g=u,d n=
=Y L,(B), (5.7
q=u,d

onde o indice NR significa que a quantidade ndo estd regularizada. Como
veremos mais adiante, apds regularizarmos as contribuicdes puras do campo
magnético constante do vicuo e do meio sdo obtidas separadamente. A quan-
tidade 1,(B) na equagdo (5.7) é definida por
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Zﬁqgn /m dp ;zf( ), (5.8)

vamos introduzir o formalismo necessario para utilizarmos o método alterna-
tivo que se baseia em uma densidade ndo-normalizada de estados g,(E,B)

2 oo
84(E,B) = B" Zgn/ dp3 8(E —Ey), (5.9)
substituindo diretamente na expressao (5.8), obtemos

B)— /deE ¢4(E,B) f(E) . (5.10)

Utilizando agora, a propriedade da fungdo Delta de Dirac

/dx6 Zlh’ 7 (5.11)

onde x; sdo as raizes de h(x), sendo h(x;) =0, i=0,1,2... e I (x) = dzg?.
Utilizando essas propriedades podemos integrar a equagdo (5.9) em ps3, pois
se h(p3) = E — E,, entdo

h(p3) :E—\/p§+M2+2ﬁqn:0

=  pi+MP+2Bn=+E?
pi=E>—M*>—2Bn, (5.12)

descartamos a solugio negativa —E? pois p3 € R*. Portanto, ao aplicarmos
diretamente esta solugdo em (5.11), a densidade de estados g,(E, B) serd dada
por

zﬁq Nmax E
(2m)? n;)gn (E2 —M?—2B; n)!/?

g4(E,B) = (5.13)

onde temos que i,y = { 273M } representa o nimero maximo de niveis de

Landau a serem somados de acordo com o campo magnético aplicado, sendo
que [y] representa o maior inteiro < y. Definindo agora

E? — M?

qe = 27%, (5.14)
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podemos reescrever a dltima expressao como

[u—y

(zﬁq)l/Z . [g£]
@mr " & g

Podemos agora utilizar o fator de degenerescéncia g, = 2 — 8,0 expli-
citamente, € entdo obteremos

g4(E,B) = (5.15)

1 (qk] 2 1
Zg )12 ZZ)@E_”)W?E’ (5.16)
Faremos o uso também da seguinte manipulacao
lgE] 1 qE] 1
= (qe—m)'? ,;) (q& + (lgg] — lqg]) —m)"/?’
(q£] 1
=0 (g —lag) + (lge] —n)) /2
[qE] 1
= Z (5.17)

0 ((ge —[ge]) +n)1/?

na Ultima expressdo, podemos definir, por exemplo, n’ = [gg] — n, logo tere-
mos n’' = [qg] — 1,[qg] —2,..., logo a soma realizada em n ou n’ é a mesma
,isto é, n’ = [qg],[ge] — 1, ...,0. Como resultado, podemos reescrever (5.17)
com auxilio da seguinte propriedade [80]

={(z,9) = C(z,g+N+1), (5.18)

e entdo obteremos

[(IE] 1 1 1
nzh(qE_n)l/z:C<2a61E—[61E]>_C<2761E+1>, (5.19)

Novamente, podemos reescrever a densidade de estados, agora em ter-
mos das fungdes zeta de Hurwitz



80

wa(e5) = B0 {2 ¢ (3etae) ¢ (Goae+1)] —q:/} ,

(2B,)'/? 1 1 1
=E 2(711:2 |F (2’{‘1E}) ¢ <2751E) + 2%15/2‘| ) (5.20)

onde {qr} = qr — [qE] é a parte fraciondria de gg na ultima equagdo, e fize-
mos o uso da seguinte identidade [80]

c<z,q+1>:c<z,q>—§ ,

enfatizamos que a fungdo { (x,{y}) é periddica e limitada, como mostra a
figura 21. Devemos perceber que em (5.20) ndo hd uma separacdo explicita
das contribuicdes associadas ao campo magnético e ao vacuo. Para tanto,
devemos tomar o limite B — 0 (e, portanto, gg — o). Este limite pode ser
alcancado utilizando a férmula assintética da fungio zeta de Hurwitz [80]

— =L
— {3
L=50xD

S(y,{x})
1

X

Figura 21 — A funcdo zeta de Hurwitz periddica §(y,{x}), onde y =

1 3 S
—3,—75,—3 foram usados como exemplos.

1 1 1 -
¢ (z,qE) = *2q2/2+ 5q51/2+ ﬁquJr ﬁ(qgm), (5.21)

usando diretamente esta representagdo assintdtica em limﬁq_w gq(E,B), obte-



81

rémos

lim g,(E,B) = lim E (26,)"" [C (;,{qE}) -¢ <;»€1E) +211/2] :

By—0 By—0 2n? qy

1 (2ﬁq)1/2 1/2
= Jim £ = (24:7).

EVE?—M?
= (5.22)

para alcancarmos este resultado, lembramos que limg_ _,o(2f3,) 1/2¢ (%, {qc}) —
0, pois (%, {g£}) é uma fungdo limitada. O restante dos limites sdo triviais
de serem obtidos. E iitil agora separar a densidade de estados 8q4(E,B) em
duas contribui¢gdes, uma dependente do campo magnético e outra do vacuo.
Para tanto, somamos e subtraimos a quantidade Zq}g/ Zem 84(E,B) dada pela
equacdo (5.20) e, portanto, obtemos

onde g(E) é a contribui¢io ndo-magnética (5.22)
EVE? —M?
§(E)=—3—, (5.24)

eg, (E,B) representa a contribui¢do puramente magnética, dada por

1/2
so(.8) £ 2P0 <2q}5/2>] ,

g (2[233221/2 [C <;,{CIE}> ¢ <;,q5) g2y 211/21 ;

9k
2 1/2
B~ e, (525)

gq(EaB) =

=K

definimos no dltimo passo a quantidade

7, 4e) = lc (5001 )~ (G0 ) 20+ — ] .

1/2
qE/
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5.2.2 Equacao de gap magnetizada no zMFIR

Com os resultados derivados até aqui, podemos calcular a equacdo do
gap em T = (, diretamente na expressao

M—
ZGM

S =N (B)=N. ) Zgnﬁq / LANE (5.26)

q=u,d n= E

onde conseguimos de forma equivalente ao MFIR, separar devidamente as
contribui¢cdes do campo magnético e do vicuo. Se voltarmos a expressao
(5.6), agora podemos adequadamente escrever as contribui¢des de cada termo

™ B)=N, Y [ / dEg(E + /M°° dqu(E,B)é], (5.27)

q=u,d

onde podemos notar agora que as contribuicdes ndo-magnéticas da equacio
(5.24) e puramente magnética da equacdo (5.25) da densidade de estados
84(E, B) foi utilizada em (5.27). Dessa maneira, podemos calcular a contribuigao
do vacuo para a equacdo de gap, dada por

0)=N. Y 1L,(0)=N. Y [/ dEg(E }

q=u.d q=u,d
© EVE2-M?1 .
q=u,
S — (5.28)
0 p2 +M2

onde utilizando uma simples mudanca de variavel de integracdo, derivamos
novamente a contribui¢@o do vicuo para a equagao do gap calculada no Capitulo
2 e que serd regularizada utilizando o 3-D cutoff ndo-covariante. Com o
mesmo procedimento devemos recobrar a contribui¢io associada a parte pu-
ramente térmica que também derivamos no Capitulo 2

I6(T, (E+p)+n(E—p).

/W

Analogamente, definiremos a contribuicdo puramente magnética da
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equacdo (5.25) como

=N. ¥ / dquEB . (5.29)
q=u,d

A contribuicao das integrais que incluem campo magnético, tempera-
turas e densidades finitas> sdo dadas por

I6(B.T.u)= N, ¥ / dquEB);[ (E—w)+n(E+p)]. (530)
q=u,d"

Agora que calculamos todas as contribuicdes da equacdo de gap, podemos
ainda reescrevé-las de maneira mais conveniente fazendo o uso de uma mudanca
de varidveis

E? — M?

qe = — EdE = B,dqr, (5.31)
2B,

onde nos passos seguintes definimos E(gg) = /M?* +2Bqr € x4 = g”—ﬁi e
portanto, obtemos tanto para Ig(B) e Ig(B, T, |1) as seguintes expressdes

)12
=Ne Z/dE< ﬁf;(%)) %

q=u,d
%@ )
= ,,Zud B[ s )1 - (5.32)
qr)
I6(T,u,B) = 47t2 q;d Bq/ QE )1/2
x [n(E(qe) — 1) +n(E(QE) +u)]- (5.33)

Portanto, podemos calcular agora a equagdo de gap utilizando zMFIR
com as expressdes apresentadas anterioremente.
E dtil utilizar a seguinte defini¢do na quantidade I;(B)

2 A expansio destas integrais para 0 meio denso e quente sdo feitas puramente por analogia ao
que foi feito no Capitulo 2, onde o formalismo de tempo imagindrio de Matsubara foi aplicado.
E imediata a inclusdo das fungdes de Fermi-Dirac.
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I6(B) = I(B)"* +I(B)""*", (5.34)

onde separamos a contribui¢do associada ao integrando com a fung¢éo periddica
dada por

er N, ~ C l7 qE
(B = —5 ). 2By / quLf/)z, (5.35)
T q=u,d 0 (xq+qE)
do integrando com a fun¢@o nao-periddica
1/2
o ¢ (%afIE) _2qE/ + 11/2
lo(B)rr = ey 2p, / d Me L (5.36)
A2 q=u,d 0 (Xq + QE)I/Z

Estas defini¢des serdo tteis para demonstrar a equivaléncia entre MFIR
e zMFIR no apéndice C.

5.3 MODOS COLETIVOS MAGNETIZADOS SOB CONDICOES DE T E
1 FINITOS

Aplicando o mesmo formalismo de Matsubara nas expressdes para 0s
modos coletivos do Capitulo 3, podemos agora estudar o comportamento da
massa dos mésons ¥ e 6 com B, T e u finitos. Os cilculos nas frequéncias
de Matsubara serdo feitos na integral 1, , (mio) da expressdo (3.49). Ao fa-
zer isso, percebe-se que essa integral tem a mesma estrutura matematica nas
frequéncias de Matsubara de /(k?) obtida em (2.46), de modo os resultados
das somas de Matsubara serdo equivalentes. Ao realizarmos estes célculos e
identificando cada termo, obtemos
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1
Iy n(m? :/d2 ’
g (M70) pll P%_E;%H( 0 +m0)? — E2]

(5.37)

1
=2riT
mi / dp3m_z_,oo[la,m+u)27E3}[(iwm+u+mn0)2*Eg]’

:_2m/ dpy L= MEn = 1) = (Bnt )] (5.38)

(mﬂo - 4E,%)

E interessante percebermos que no limite em que 7 — 0 teremos a
seguinte expressao

- |
In(my) = —2mi / dpy—r——. (5.39)
B, (m2, —4E2)

Utilizando o método de regularizagdo MFIR associado com os célculos

nas frequéncias de Matsubara, obtemos uma separaco explicita das contribugdes

de cada uma das condicdes externas (eB, T, 1) bem definidas. Vamos agora
redefinir adequadamente a equacao utilizada para o calculo da massa-p6lo do
méson ¥ eq.(3.51) da seguinte forma

2 mo
- , 5.40
" = M2IGN,1(m2,,B,T, ) (5.40)
onde a integral Iq,,,(mio) ficou reescrita como
qn( Lyn(my)
I( nOaB T nu Z ﬁq Z ) ’
g=ud n=0
°°dp3 1—n(E,—u)—n(E,+ U
=—12Bq2gn/ ® 1 =n(En =) =nEnt )] (5 4,
g=u,d n=0 TE E, (m727:0 - 4E1%)
E dtil escrever também esta ltima expressdo no limite em que 7', it —
0
> d 1
I(m%,B,0,0)=—i ¥, ﬁqu,,/ p3 L (5.42)
q=ud n=0 E, (mio 74E,%)
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Como na secdo anterior / (mzer ,B, T, 1) pode ser dividida em trés partes
diferentes [105]

I(m n07BT,U) —Ivac(m 0)+1( m g, )+1Tu( 7r07B)’ (5.43)

onde a contribuicao do vicuo é dada por

i 1 (A A
Ivac(mi.o) = 277[2/0 dx | sinh ! (M) - \/jz ) (544)
AN +M

a contribui¢do magnética por sua vez é

1
I(mfro, K Z / dx{ xq+1)+2)z+lnxq} , (5.45)
g=ud q

e por ultimo, a integral responsavel pela parte termo-magnética é dada por

Ey+ 1) +n(E,— p)
Irp(m%,B) = B, Y g. | dps ,(5.46)
o 2” qzud qng‘ / En(mn0—4E,%)

Nestas ultimas expressdes utilizamos a parametrizacdo de Feynman
adotada nessa tese

Mz(mzo) =M?*—x(1 —x)mio. (5.47)

T

Para calcular as massas dos mésons 7° e &, devemos notar que na
expressdo (5.43) temos algumas dificuldades e uma delas é dada pela di-
vergéncia presente no denominador de (5.46) que ocorre quando mio =4E?
em temperaturas tais que 7 > Ty, de modo que como feito no Capitulo
2, devemos interpretar este resultado como o seu valor principal de Cauchy
(£.7.)[87,105]

d n(E, — E,
q=ud n=0 E, (mnfo 74E1%)

As somas nos niveis de Landau devem ser feitas até que se obtenha
convergéncia numérica.
Da mesma forma, as quantidades dadas na expressdes (5.44) e (5.45)
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também devem ser interpretadas como valores principais de Cauchy assim
que T > Tpoir- No Apéndice D, mostramos como obter algumas dessas ex-
pressoes.

5.3.1 Modos coletivos utilizando o zZMFIR

Seguindo os mesmos passos do cédlculo para a equacio de gap deriva-
dos até o momento, podemos derivar analogamente a integral / (mJZTO,B, T,u)
no formalismo zMFIR. Primeiramente, vamos derivar as contribuicdes de
cada integral da equacdo (5.43) como feito na se¢do 5.1. Primeiramente iden-
tificamos

—i

FE) = fr s oy —4E%)’ (5.48)

da equacio (5.42), e aplicaremos diretamente na equagio (5.6). Assim, comegamos
o cdlculo, analisando / (mio,B) em T = 0 da seguinte maneira

I(m%,,B) = / dEg,(E,B S
(mﬂo g=u,d gl ) E(m2 —4E?)
E,B
S D) / +g‘1( . 1 (5.49)
q=u,d _4E )

A contribui¢do do vacuo serd dada portanto por

—M?) —i
I o

vac P d/ n2 E(m2,—4E?)

2 [CapEE )

n? /M ( ) E(m’, —4E?)’

d*p 1

:74./ , 5.50
') @n) E(n2, —4E?) .

que € o resultado para a regularizagcdo do vacuo de / (mio) dada em (2.28)
com ko = my. Novamente, se fizermos os mesmos procedimentos para a
contribui¢do puramente térmica, obteremos o resultado derivado no Capitulo
2
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p [n(E+p)+n(E—p)]
Ty () = 4’/(2@ E(m2, —4E2)

Ja aintegral 1 (mio ,B,0,0), que é a contribuicdo puramente magnética
de (5.49), serd dada por

—i

I(m%y,B) = / dEg,(E,B) ——s————,
(mn.() gt] )E(mizro_4E2)

q=u,d

1/2 1
dEE _—
/ 4 (az )E(mio —4E?)’

g=u,d
(2B,)!/2 EJt (qE)
=—i), ﬁq2 / T TR (551
! 27 E(mﬂ0—4E )

pode-se fazer o uso da mudanca de varidveis (5.31), de modo a obtermos

I(m2,,B) =

0>

B [ #,(ag) .

2
e \/M2+2ﬁq‘]E _4M2+2ﬁq‘1E))

Como foi feito na segdo anterior, / (miO,B) serd dividida em duas
quantidades, uma parte periédica e uma parte nao-periddica

d

I(m2,B) = I" (m2%g,B) + I"P* (m2,, B), (5.53)

70

onde a parte periddica € dada por

LA Dy £ (3.4ae})
' _L'd e \/m n0_4M2+25q9E)]
v B ¢ (4 {ae))
— L /oquEwE)[ 2 4 gz )] 639

e a parte ndo-periddica por
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/2, 1

WqE) — 2qf }
]Nper(mZO B) _ zﬁq 3/2/ |: (2 ) 241E/2
b4 b b)

2
L M2 +2ByqE m2, — 4(M2 + 2qqr )]
Zﬁ 3/2 |: 2»CIE) qu/2 qul/z]
- A / dqr . (5.55)
PIRT: 45)m2, — 4E (g )?]
E a contribuicio termo-magnética serd dada, por
o (B2 (k)
Iy (m2,B) = — i / d 2 ,
rulmeeB)==1 Y, o ) M g, —4E(ae Y]
x [n(E(ge) — ) +n(E(ge) + p)].- (5.56)

Ha ainda uma maneira alternativa de representar as expressdes anteri-
ores, de modo que muitas vezes podem se apresentar mais estdveis numerica-
mente. Estas representacdes sdo dadas da seguinte maneira

I(m2g,B) = I"" (m29,B) + 17" (m2,, B), (5.57)

70>

onde a parte periddica € dada por

=t £ O e (i)

q=u,d
mzy — 12(M* +2B,qk)

5.58
O 2B P, — A0+ B )

e a parte ndo-periddica por

5/2  poo 1 1
™Nrer(mZy B) =i ¥ fn)Z /Oqu {*C(*EMIE) 3q2~/2+§q}5/2

q=u,d
—12(M? +2B4qE)
(M2+2ﬁ QE)3/2[’" 4(M? +2Byqe)]>

(5.59)

As demonstracdes das integrais (5.58) e (5.59) sdo feitas no Apéndice B.
Notamos que, este método de reescrever as integrais em termos de

funcdes zeta de Hurwitz nos facilita também no aspecto de que nao precisa-

mos mais realizar as somas nos niveis de Landau na parte térmica, que € a
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integral / (mfro ,B,T, ). Por conveniéncia definiremos

A alar) = € (<3 tae ) +€ (<30 ) - 307+ 3] o)

e portanto a contribuigdo / (mizro,B, T, 1) pode ser escrita como

/ _y / A1 1o (qE) [y — 12(M? +2B,qE)]
T# nm ey M2+2ﬁqq5)3/2[m72:0—4(M2+2ﬁqu)]2
x [n(E —p) +n(E+p)]. (5.61)

Assim como no formalismo MFIR, estas integrais podem apresentar
polos no dominio de integracdo. Para tanto, devemos calcular de forma au-
toconsistente a equagdes (5.40) utilizando a integral / (miO,B,T, u). Estas
integrais aqui apresentadas devem ser lembradas como o valor principal de
Cauchy acima da temperatura de Mott, como discutido no Capitulo 2. Estes
polos sao dados por

" 4+ qz) =0
5a —4(xg+4qe) =0,
2B, 4
2
e — o 5.62
qE_Sﬁq Xg, ( )

2
2 m
onde x, = % Como gg > 0, entdo g = 8—;3’0 — x4 2> 0 e portanto
q q

my > 2M. (5.63)

Portanto, se m;0 < 2M, ndo temos pélo do dominio de integragdo,
porém, se m, o > 0, o pélo aparece e as integrais devem ser interpretadas
como valor principal de Cauchy. Vale ressaltar que quando temos m =
2M a temperatura de Mott, Ty, € alcancada no sistema e agora todas as
solucdes autoconsistentes para 7" > Ty, 530 solugdes nas quais os mésons
sdo ressonancias.
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6 RESULTADOS NUMERICOS

Neste Capitulos apresentaremos os resultados numéricos associados
ao Capitulo anterior. A equivaléncia demonstrada no Apéndice C entre os
dois formalismos apresentados (MFIR e zMFIR) fard com que ndo precise-
mos repetir os resultados para cada um deles, embora tenha sido verificada
com bastante acurdcia numérica essa equivaléncia.

6.1 A CATALISE MAGNETICA E A MASSA-POLO DOS MESONS NEU-
TROS

Na figura 22 reproduzimos o que foi feito no Capitulo 2, onde vimos
que o comportamento da massa efetiva dos quarks, assim como a massa-pdlo
dos mésons em campo magnético nulo. A massa efetiva dos quarks basica-
mente sofre a restauracdo parcial da simetria quiral & medida que a tempe-
ratura aumenta e essa restauragdo se dd através de um crossover associado
a uma temperatura pseudocritica 7.. No caso dos mésons, até que a tempe-
ratura de dissociagdo Ty, seja alcancada podemos dizer que a massa dos
mésons 7 (neste caso, podemos tratar os trés pions 7+ e 7° da mesma ma-
neira) ndo sofre quase nenhuma variacdo. Os efeitos térmicos aparecem ao
redor de Ty

Ao colocarmos um campo magnético eB = 0.1 GeV? em temperatura
finita, como visto na figura 23, observamos o efeito da catdlise magnética
em temperaturas baixas. O fortalecimento do condensado de quarks faz com
que a simetria quiral se restaure em temperaturas pseudocriticas mais altas,
como € o comportamento esperado para este tipo de modelo na aproximagdo
de campo médio.

A catélise magnética ¢ entendida de forma intuitiva da seguinte ma-
neira: o condensado de quarks é formado por um par quark-antiquark, onde
o quark possui o spin e a carga elétrica fixos, enquanto o anti-quark possui
spin e carga opostos. Portanto, espera-se que os momentos magnéticos de
cada particula se alinhem com o campo magnético externo, fortalecendo a
interacdo do par de quarks. Este efeito é contrario ao que ocorre no efeito
Meissner, pois o par de Cooper é formado por dois elétrons com spins opos-
tos, porém possuem a mesma carga elétrica e, portanto, os momentos magnéticos
sd0 opostos e neste sentido o par de Cooper fica desalinhado em um campo
magnético externo, desfavorecendo a interacio [46].

Na figura 23 mostramos também o resultado para a massa-pdlo do
méson 1t°. Na fase de Goldstone, esta massa tem o comportamento quase que
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Figura 22 — Comparagao entre a massa efetiva dos quarks e a massa-pélo dos
mésons 7 variando com a temperatura.

exatamente o mesmo que o obtido em 7 = 0, ou seja, mo (B, T) ~ m(B,0).
Ao nos aproximarmos da temperatura de dissociacdo, a equacio (5.40) ndo
encontra uma solucao “continua’como ocorre no caso eB = 0, e a massa-p6lo
do méson 7 salta para um valor mais alto. A temperatura de dissociagdo de
Mott neste caso € Tysor = 195 MeV.
Mostramos na figura 24 os resultados para eB = 0.2GeV?. Em comparagio

a figura anterior, vemos que a massa dos quarks em baixas temperaturas fica
ainda maior, pois € um efeito caracteristico da catdlise magnética. Este efeito
dificulta inclusive a restauracio da simetria quiral, fazendo com que a tempe-
ratura pseudocritica fique cada vez maior. A andlise fisica da massa do méson
7¥ é basicamente a mesma em baixas temperaturas. Ao atingirmos a tempe-
ratura de dissociacdo Ty, = 202.2 MeV, o salto para um valor ainda mais

energético é observado para o 7.

6.1.1 Reducao dimensional na fase de Wigner-Weyl

Discutiremos agora o papel da reduc¢do dimensional nos resultados ob-
tidos. A reducdo dimensional tem um papel determinante nesta andlise, e ja
€ ha bastante tempo discutida na literatura [47,48]. Basicamente, um dos fa-
tores fundamentais que ocorre nos nossos cédlculos quando vamos passar em
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Figura 23 — Comparagao entre a massa efetiva dos quarks e a massa-pdlo do
méson 1t variando com a temperatura com campo magnético fixo eB = 0.1
GeV2.

um dominio de eB = 0 para eB # 0 € a prescri¢do

/ d4p4 Tﬁq /dpg ©.1)

(275) V*foon 0

sendo Vv as frequéncias de Matsubara. Essa prescri¢do pode ser observada
quantitativamente, mesmo em 7 = 0, se compararmos a integral do propaga-
dor dos quarks no vicuo utilizada no Capitulo 2 através da equacdo (2.14),
com o propagador dos quarks em meio magnético, equagdo (3.17).
Associada a esta prescri¢do, os niveis de energia agora estdo discre-
tizados em niveis de Landau 7, ou seja, passamos de E, = \/p? +M? para

E,=./ p% +M? +2B,n, sendo que g = u,d indica o sabor de cada quark. Por-
tando, a inclusdo de campos magnéticos finitos induzem a discretizacdo dos
estados de energia. Essa discretizagdo s6 aumenta a medida que os campos
magnéticos aumentam, fazendo com que cada vez menos niveis de Landau
fiquem excitados. Campos muitos fortes devem excitar somente o nivel de
Landau mais baixo n = 0. [48]

A temperatura finita por sua vez, a medida que aumenta, enfraquece o
condensado de quarks, mesmo em campos magnéticos fortes. O que ocorre



94

700— — —

L \\\

600} N .
L N ]
i M, eB=02GeV"

< 500 \ |
g | —— 2M,eB=02GeV* ]
Ta0- . m eB=02GeV .
g I m \ ]
3001 \ |
=
I \ i
i \ ]
200 \
I . ]
100F —\ |
() S~
ol— | . | . | . | . ]
50 100 150 200 250

T [MeV]

Figura 24 — Comparagao entre a massa efetiva dos quarks e a massa-pdlo do
méson 1t variando com a temperatura com campo magnético fixo eB = 0.2
GeV2.

neste caso € que mais niveis de Landau vdo sendo excitados a medida que
T aumenta. Uma interessante andlise € feita em [108], onde o potencial ter-
modinamico do modelo de NJL SU(2) € calculado em temperatura finita com
campos magnéticos fortes. A andlise conclui que a medida que vamos su-
bindo a temperatura, temos que somar cada vez mais niveis de Landau de
modo a alcangarmos convergéncia .

Em eB = 0 quando o méson 70 passa através de Ty, 0Os estados
acessiveis do espaco de fase ndo sofreram nenhuma mudanga (pois nao so-
freram reducdo dimensional) e, portanto, possui todos os estados acessiveis.
Por sua vez, ele pode encontrar uma solugdo que satisfaz a condi¢do

1—2GT,(mp) =0, 6.2)

logo ap6s m o = 2M com mais facilidade.

Por exemplo, em campo magnético eB = 0.1 GeV? o que ocorre é
que a discretizagdo dos estados no plano perpendicular ao eixo p,, ou seja,
p% + pﬁ = 2B,n [76] faz com que o espaco de fase fique com menos estados
acessiveis, proibindo o méson 71 de acessar as solucdes de eq.(6.2) logo apés
mgo = 2M, tendo este que saltar para o préximo estado acessivel. O mesmo
se dd em eB = 0.2 GeV?2.
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Vamos a seguir analisar qualitativamente as equagdes utilizadas neste
trabalho. Em eB = 0 a func¢do que tinhamos que integrar para obter a massa-
polo dos mésons através de eq.(6.2) era basicamente

1 -2n(E)]
myo) /d Eln, —4E2) (6.3)

2
e esta fungdo possui polos em p = 1/ % —M?, sendo n(E) a fungdo de

Fermi-Dirac. No caso em que temos campo magnético, aplicando a prescri¢do
da redug@o dimensional, a equag@o (6.3) serd reescrita em 7 = 0 como

Zgnﬁq / dps —(i;]z) (6.4)

2
n
Por sua vez, esta dltima integral tem pdlos em p3 = j{o —M?—2B,n. Ao

utilizarmos estas integrais na eq.(6.2), devemos buscar solugdes autoconsis-
tentes para mo, em especial na regido de interesse 7' > Tyso;. Um olhar mais
minucioso no denominador das integrais apresentadas nos mostrard algumas
restrigdes para as possiveis solugdes para mp.

Na regiao T > Ty, temos aproximadamente M = my e, portanto,

2
obteremos singularidade na eq.(6.3) quando mjfo 2 > 0. Da mesma forma,
na eq.(6.4) teremos singularidades nas integrais (integrais somadas nos niveis
de Landau), quando 4 —2B4n > 0. Podemos entdo entender que em
eB = 0 teremos solugdes se m o > 2mp. Em eB # 0 essas solugdes depen-
derdo da intensidade do campo magnético. Para campos magnéticos fra-

cos, poderemos somar muitos niveis de Landau, de modo que a condi¢@o

0 m(z) + Zﬁqnc seja verdadeira, onde n. € o nivel de Landau critico (dltimo
nivel a ser somado, tal que tenhamos divergéncia no denominador de (6.4)).
Podemos assumir um caso de exemplo em que o campo magnético € sufici-
entemente forte, tal que o nivel de Landau n = 1 ja é suficiente para encon-

2
trarmos 4 —2B4n = 0 e, portanto, a integral associada a este nivel de
Landau no somatério em n de (6.4) e os demais ndo apresentardo singulari-
dade, ndo necessitando do calculo de valor principal de Cauchy.
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6.2 APLICACAO DO ACOPLAMENTO G(EB)

Para ver os efeitos da catdlise magnética inversa, implementaremos
o acoplamento G(eB,T) [105] de uma maneira semelhante a utilizada no
Capitulo 4. O acoplamento, além da dependéncia com o campo magnético,
possui agora uma dependéncia explicita com a temperatura, e a sua forma
funcional € dada por

G(eB,T)=¢(B) |1 +5(B). (6.5)

] 4 BBT(B)-T]

Os valores das quantidades c, s, B sdo dados na tabela 2 e os pardme-
tros utilizados para o modelo NJL SU(2) sao A = 650 GeV e my = 5.5 MeV.

(e8| ¢ | T | s | B |
| 0.0 | 0.900 | 0.168 | 3.731 | 40.000 |
0.2 ] 1.226 | 0.168 | 3.262 | 34.117 |
| 0.4 ] 1.769 | 0.169 | 2.294 | 22.988 |
| 0.6 | 0.741 | 0.156 | 2.864 | 14.401 |
| 0.8 1.289 | 0.158 | 1.804 | 11.506 |

Tabela 2 — Valores dos parémetros para o ajuste do acoplamento G(eB,T).
Unidades em poténcias de GeV.

Com o ajuste no acoplamento G(eB), os resultados numéricos apre-
sentados na figura 25 para a massa efetiva dos quarks e do méson 7° mudam
quantitativamente em eB = 0, mas a andlise fisica permanece a mesma das
secdes anteriores.

Nas figuras 26 e 27, apresentamos os resultados para esta implementa-
¢do. Como esperado, para a massa efetiva dos quarks em temperaturas baixas,
a catdlise magnética permanece sendo o efeito principal, embora tenhamos
incluido o efeito da catdlise magnética inversa quando chegamos em tempe-
raturas proximas da temperatura pseudocritica. No caso dos mésons, a mesma
analise quantitativa feita anteriormente e ao longo da tese se aplica, embora
agora possamos prever que a inclusio de G(eB,T) faz com que a tempera-
tura de Mott sofra um decréscimo a medida que o campo magnético aumenta.
As temperaturas de Mott para os dois casos sdo dadas por Ty = 166.84
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Figura 25 — Comparagao entre a massa efetiva dos quarks e a massa-pdlo do
méson 7t° variando com a temperatura com campo magnético fixo eB = 0.0
GeV?, com o ajuste no acoplamento G(eB,T) dado pela equagio (6.5).

MeV quando temos eB = 0.1 GeV2, e Tiyo = 164.9 MeV quando o campo
magnético é eB = 0.2 GeV2. Ou seja, a dissociacio dos modos neutros do
modelo NJL SU(2) seguem a restauracdo parcial da simetria quiral de acordo
com a forma que o acoplamento foi construido.

6.3 COMPARACOES COM A LITERATURA ATUAL

A massa dos pions neutros também foi calculada em diversos outros
trabalhos envolvendo o modelo NJL SU(2). Resultados podem ser vistos na
aproximagdo onde / (mio) ~ I(0) na regularizacdo com Form-Factors [107,
109] e uma versdo alternativa de Pauli-Villars [110]. Nesta aproximacao,
o salto que ocorre na massa do pion apds a temperatura de Mott ndo apa-
rece como nos nossos resultados, e isso é facil de se entender, visto que
na aproximacdo citada o denominador de (6.4) no limite em que m o — 0
ndo possui a mesma divergéncia que os nossos cdlculos apresentam e, por-
tanto, os vinculos sdo diferentes. Esta aproximacio € til para o calculo feito
em [67, 107], onde uma expansao além do campo médio ¢ feita, e nesta ex-
pansdo somente 0os campos associados aos mésons com momentos externos
nulos séo utilizados, o que justifica utilizar 1(0).
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Figura 26 — Comparagao entre a massa efetiva dos quarks e a massa-pdlo do
méson 7t variando com a temperatura com campo magnético fixo eB = 0.1
GeV?, com o ajuste no acoplamento G(eB,T) dado pela equagio (6.5).

Os artigos [110, 111] exploram um célculo semelhante ao feito aqui
nesta tese. Em [110] a regularizac¢@o de Pauli-Villars de uma maneira alterna-
tiva € utilizada, e embora os resultados a respeito da parte ressonante sejam
boas previsdes, o autor obtém a catdlise magnética inversa na temperatura
de Mott mesmo utilizando os resultados em aproximacdo de campo médio
(inclusive para campos magnéticos muito altos, da ordem de eB= 30m2 ~
0.58GeV?). Esse resultado pode estar associado a esta regularizacio, que
remove efeitos do meio magnético. Ja em [111], o propagador dos quarks
utilizado ndo parece ser rigorosamente o mesmo obtido para férmions em
meio magnético constante [72], embora os resultados deles sejam de certa
forma semelhantes aos nossos (utilizando a regularizacdo de Form-Factor).
Isso pode ser devido ao modo de fazer a prescri¢do (6.1) nas equacdes do
vacuo para o meio magnético de forma heuristica [76].

Essa prescricdo é verdadeira em muitos casos, mas deve ser utili-
zada com cuidado, visto que algumas quantidades importantes podem acabar
sendo ignoradas, como € o caso do célculo envolvendo a contribuicdo dos fa-
tores de fase ¢ (x,x’), de cada propagador fermidnico no loop de polarizagio
IT,5. No caso do loop de polarizacdo associado ao canal do pion neutro,
ndo haverd nenhum problema, pois os fatores de fase de cada propagador
fermibnico que carregam cargas opostas porém idénticas em maédulo se redu-
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Figura 27 — Comparagao entre a massa efetiva dos quarks e a massa-pdlo do
méson 7t° variando com a temperatura com campo magnético fixo eB = 0.2
GeV?, com o ajuste no acoplamento G(eB,T) dado pela equagio (6.5).

zem a unidade. Por outro lado, o canal dos pions carregados serd mais dificil
de ser tratado, principalmente por se tratarem de propagadores fermidnicos
com moddulos de cargas diferentes (e de fato para qualquer loop de polarizagdo
que envolva particulas com cargas diferentes [72], este problema ird persis-
tir). O célculo para a massa-pélo dos pions carregados foi resolvido recente-
mente na referéncia [112] com auxilio do formalismo de Ritus e também na
aproximagéo [ (mio) ~ 1(0) por [109]. O célculo das massas dos pions carre-
gados em temperatura finita também foi apresentado recentemente por [113]
na regularizagdo de Pauli-Villars alternativa.

Ao aplicarmos o acoplamento G(eB, T') utilizando formalismo zMFIR
nas equagdes para as massas-polo do pion neutro e o méson sigma, pude-
mos prever, como esperado, o decréscimo da temperatura de Mott a medida
que o campo magnético aumenta (assim como a temperatura pseudocritica).
S6 obtivemos este resultado através da utilizacdo deste acoplamento. Na re-
feréncia [110], o autor aplica a mesma ideia, embora ele ja tenha obtido este
mesmo decréscimo em Ty, com a utilizacio da constante G a nivel de campo
médio. E importante enfatizar entretanto, que no trabalho citado [110], a
regularizagdo utilizada ndo separa adequadamente os efeitos do vacuo com
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a contribui¢io do meio magnético!, diferente do procedimento adotado no
nosso trabalho.

'Em [71] a nivel de equagio de gap os efeitos do meio magnético sio separados do vicuo. A
regulariza¢do do vdcuo € feita através do método de Pauli-Villars (PV). Em [110] no célculo da
massa-p6lo do méson ¥ nio é feita a separacio do meio magnético do vécuo, de modo a aplicar
o método de PV em todas as contribui¢des.
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7 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

O modelo de Nambu-Jona-Lasinio SU(2) mostrou-se uma boa alter-
nativa para realizar cdlculos de QCD nao-pertubativa, de modo a termos
razodvel compreensdo de quantidades fisicas neste regime. Para tanto, im-
plementa-lo junto de outras condicdes externas (eB, T, 1) de modo a deixd-lo
cada vez mais realista e testd-lo frente aos experimentos e aos célculos da
rede vem se tornando um desafio de grande complexidade.

A aproximagao de campo médio e a aproximacao de fase aleatdria sdo
usadas neste trabalho, e no Capitulo 2 o formalismo bésico do modelo associ-
ado a essas aproximacdes, com suas extensdes para temperaturas e densidades
finitas foram realizadas.

Com o auxilio do método de regularizagdio MFIR, que baseia-se no
método de subtragdo de divergéncias, mostramos no Capitulo 3 como cal-
cular de forma analitica as contribui¢des do vacuo e campos magnéticos fi-
nitos através da equacio de gap. Tal método mostra-se mais do que satis-
fatdrio, visto que na literatura [77] outros métodos de regularizacio que evi-
tam utilizar esse tipo de regularizacdo acabam encontrando resultados néo-
fisicos. Aplicamos também o mesmo método para o célculo da massa-p6lo
dos mésons do modelo de modo a obter o seu comportamento em temperatu-
ras e densidades finitas.

De modo a incrementar o modelo NJL. SU(2) e deixa-lo mais rea-
lista, incluimos o acoplamento G(eB), escolhido de modo a reproduzir o con-
densado quiral obtido por dados de LQCD [54], e calculamos as mesmas
quantidades feitas do Capitulo 3. Mostramos que ao incluirmos os efeitos
deste novo acoplamento, os resultados do modelo passam a ter uma melhor
concordancia com dados de LQCD para as massa do méson 7° em meio
magnético [78,79]. Em geral, ainda devemos citar que esses resultados de
LQCD nao sdo tnicos e que os dados utilizados nesta tese resultam de uma
forma mais moderna de realizar os cdlculos na rede.

Neste trabalho, ainda procuramos mostrar os recentes desenvolvimen-
tos a respeito dos cédlculos das massas dos mésons neutros do modelo NJL
SU(2) magnetizado, estendendo célculos para condi¢des de temperaturas e
densidades finitas, que foi feito no Capitulo 3. Dentre as dificuldades en-
contradas, pode-se citar o cdlculo numérico das mesmas quantidades. Neste
sentido implementamos o método de regularizacdo das quantidades divergen-
tes associado ao formalismo de fungdes zeta de Hurwitz [80], que se mostrou
mais apropriado. A implementacao de rotinas numéricas também mostrou-se
uma tarefa ndo-trivial, visto que em boa parte dos calculos necessita-se utili-
zar o célculo do valor principal de Cauchy. Para este método, demos o0 nome
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de zMFIR.

Ao analisarmos os resultados referentes a aplicacdo do zMFIR ao
célculo da massa-pélo dos mésons neutros, percebemos um rico ambiente
a ser explorado, na qual, a restauracdo parcial da simetria quiral associada
ao fendmeno de catdlise magnética e reducdo dimensional sdo os ingredi-
entes fundamentais para se entender como se da a dissociacdo dos mésons
neutros em uma teoria efetiva quiral em temperatura finita sob efeitos de um
campo magnético externo constante. Os resultados aqui obtidos, ndo s6 entra-
ram em algum contraste com outros ja conhecidos recentemente [110, 111],
como estenderam resultados prévios, mesmo quando aplicamos o acopla-
mento G(eB,T) nas rotinas numéricas [74,75,90].

Em geral, o cilculo das massas-pélo dos mésons neutros além de en-
riquecer o conhecimento a respeito de como as excitagdes coletivas do mo-
delo se comportam nas mais variadas condi¢des, nos ddo também condicdes
para no futuro estender o modelo NJL SU(2), que em geral é estudado na
aproximacio de campo médio. Em [67,107], uma abordagem além de campo
médio pode ser explorada de modo a incluir o efeito dos mésons no modelo,
porém na abordagem escolhida existe a limitacdo de que ndo € a massa-p6lo
de fato que € utilizada nas equacdes, e sim a massa associada a curvatura do
potencial termodindmico (isso implica entre outras coisas, na aproximagao
I(m2) =~ I(0)). Também devemos citar que o trabalho [67] superestima a
previsdo para a catdlise magnética inversa, como foi comentado ao longo do
texto. Portanto, uma abordagem completa com as massas calculadas de forma
totalmente autoconsistentes podem fornecer no futuro mais ferramentas para
estender o modelo NJL SU(2) (ou a sua versdo SU(3) [71]), e explorar, por
exemplo, a catdlise magnética inversa e propriedades de transporte, tdo impor-
tantes para se observar assinaturas reais dos efeitos dos campos magnéticos
na matéria produzida nas colisdes de fons pesados.

O interesse pelo cdlculo das massas dos mésons sob campos magnéticos
é recente, e diversos trabalhos tanto de LQCD [78,79, 101, 102, 114] quanto
de modelos efetivos [74, 75,107, 109-113, 115-117], tem se direcionado a
este tema. O presente trabalho apresenta ferramental que pode ser aplicado
também ao cdlculo do problema da condensagio dos mésons p= [49,50] que
ja tem sido investigado por diversos trabalhos de LQCD [79, 101, 102]. Na
mesma linha, o cdlculo da massa dos mésons 7 carregados também tem sido
de interesse recente na literatura [112, 113]. Propriedades associdadas ao de-
caimento destas particulas em meio magnético, que incluem diversas técnicas
aqui presentes sdo de intenso interesse recente, exemplo disso é a constante
de decaimento dos 7% [118,119] e o comprimento de decaimento de mésons
p*ep’[120,121].

Apresentamos também, uma gama de equagdes que podem ser aplica-
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das para densidades finitas e que ndo foram devidamente exploradas. Espera-
mos que com o tempo possamos mostrar na literatura os resultados associados
a esses desenvolvimentos.

Espera-se portanto que as técnicas e os resultados aqui apresenta-
dos incrementem a literatura cientifica a respeito da influéncia de campos
magnéticos e temperaturas finitas em um meio composto por quarks e mésons
no modelo NJL SU(2), e assim contribuir para o refinamento de resultados
mais sofisticados de futuros trabalhos.
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Neste texto adotamos o sistema de unidades nauturais, seguindo a
definicao [1] tal que

h=c=1, (A1)

percebendo que /i = % onde 4 € a constante de Plank, e ¢ a velocidade da
luz. Por analise dimensional teremos neste sistema de unidades

[comprimento] = [tempo] = [energia) ™' = [massa) . (A2)

Lo . . . 2
A carga elétrica ficard adimensional, ;- ~ Wlow

A massa das particulas € igual a sua massa de repouso, e neste sistema
terfamos mc* — m.

A.0.1 A métrica

A métrica aqui utilizada é a de Minkowisky, definida como

1 0 0 O
0 -1 0 O
0 0 0 -1

onde os indices presentes no texto, 4, v =0,1,2,3 e os indices latinos a,b,c =
1,2,3....

Assim, o tratamento com quadrivetores fica definido da seguinte ma-
neira

xﬂ = (X(),X) = (XO,XI,X27X3), xu = guvxv = (xO’_X), (A4)

e também

p-x=guptx’ = %% —p-x. (A.5)

Adotamos a convengdo de Einstein de que indices repetidos indicam
uma soma implicita sobre estes indices.
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A.0.2 As matrizes de 5, ye 4

As matrizes de Pauli 7 serdo definidas como

ol<?é) @G y» @@ ﬂ>. (A6)

As Matrizes y de Dirac admitirdo a seguinte representacdo, onde abaixo
cada elemento matricial € uma matriz 2 x 2.

_ 1 0 o 0 O .

F=trer=(] o). @Rt (a9

estas matrizes respeitam a seguinte relacdo de anticomutacao

7 =2¢", [P =0, (A9)
com a condi¢@o de Hermiticidade
=P (A.10)
Se um produto de matrizes gama contém um ndmero impar delas o
traco se anula.
tr(y*yP M) =0. (A.11)
Se temos o produto de quatro matrizes gamma, teremos
(PP YY) = 4(gP g7 — g"1gP% + g*0PY), (A.12)

em particular

tr(y*yP) = 4g°P. (A.13)
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A.1 RELACOES MATEMATICAS

A expansido da funcdo Gama

(=D"

n!

[(—n+e)= é‘F‘I/l (n+1)+0(e)|, (A.14)

onde y € a fungdo digama, definida por

_TI'(z) _dIn(z)

A.15
vi(z) TG) e (A.15)

1 1
l[/l(n+1)=]+§+...+;—’}/15, (A.16)

com Yg sendo a constante de Euler-Mascheroni [2]. Portanto, no Capitulo 3
utilizamos as seguintes expressdes

1
I'(e) = E—7E+0(3)7 (A.17)
1
M(-1+e)=—|_+1-1%+0()|. (A.18)
onde usa-se o fato de que y; (1) = —7z.

Outra expansio utilizada é a de que

a®=1—(Ina)e, (A.19)
onde expansio da seguinte forma [122]
Ie+1)=T(e)[1+w(l)e], (A.20)
A funcgao zeta de Hurwitz representou um papel fundamental nesta
tese, e uma das relacdes mais utilizadas foi a seguinte [123]
. .1
lim §(a,1+¢) = lim — + p(a). (A.21)
e—0 e—=0 €&

Com 7,(x) sendo a constante de Stieltjes generalizada, que admite a identi-
dade 1 (1) = ye [123].

Também foi bastante utilizada nesta tese, a seguinte relacdo de re-
corréncia

L(s.q+1) = cw—%, (A22)
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assim como a relacdo entre fung¢des zeta de Hurwitz através de uma derivada
parcial

aayC(z,y) =—z8(z+ 1,y). (A.23)

A.2 REPRESENTACOES DA FUNCAO ZETA DE HURWITZ

Neste trabalho, utilizamos diversas representacdes da func@o zeta de
Hurwitz, aqui apresentaremos algumas que serdo utilizadas para demonstrar
a equivaléncia entre a equacdo de gap da forma tradicional eq.(5.1)em T =0
e no formalismo com zMFIR que envolve funcdes zeta de Hurwitz periédicas
e ndo-periddicas eq.(5.34). A representacdo a seguir pode ser encontrada
em [124]

1 oo xs—l e Y
$,q) = —— —— dx, Re(s)>1, Re(q)>0 A.24
C(:0) = 7 ) T Rel) > 1 Relg) (A24)
A préxima identidade € uma continuacdo analitica da fungio zeta de Hurwitz
para valores negativos de s. Esta é entendida como uma integral de caminho,
realizada no contorno de Hankel .Z no plano complexo percorrendo os valo-
res reais negativos, como mostra a figura 28. Este caminho nao pode passar
por nenhum dos pontos s = +27i, +47i, ... [125,126].

A curva % divide-se em trés, os caminhos C; e C3 abaixo e acima
do eixo real negativo e o semi-circulo C positivamente orientado com raio
r<2m.

e

(- s
8(s,q) = (2m.s) /zdzzl_ , Re(s)#1, Re(q)>0, (A25)

e<

onde o caminho de Hankel .Z pode ser visto na figura

C3 [P ve—
.0))
€ * C,

Figura 28 — Caminho de Hankel.
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Ressaltamos que € comum ver a seguinte nomeclatura nos livros-texto
para a integral eq.(A.25)

Zs—lezq 0+ Zs—lezq
= dz
Zz

. A.26
. 1—e? oo 1—e? ( )

Além desses resultados nesta tese, também faremos uso da seguinte
identidade

1
(q+

1 m s—1 ,—x(g+a)
== R >1, R . (A2
2 T T0) /0 dxx*""e , Re(s)>1, Re(q)>0. (A27)
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Nesta se¢do faremos a demonstracdo das equagdes (5.58) e (5.59).
Para iniciarmos, utilizaremos a representacio integral com as somas nos niveis
de Landau utilizada na equagdo (5.42) para o loop de polariza¢do pseudoes-
calar:

“ dps 1
M2 B) =i ¥ B Yon | (B.1)
" qzud qnz "o (2m)? Ey(m2y —4E})’
utilizando a densidade de estados g, (E,B),
g4(E,B) = ﬁqZZgn/ dp;8(E —E,), (B.2)

obteremos a seguinte expressao para a integral / (mno ,B)

3 84(E.B)E E B)dE
I(m%,B)=—i Y / _4E2) (B.3)

q=u,d

Como ja foi visto anteriormente, a densidade de estados pode ser divi-
dida em duas partes, uma dependente do vacuo e outra do campo magnético,
de forma a podermos escrever g,(E,B) = g(E) + §4(E,B). Obteremos, por-
tanto

1(m no’ __’Z

1
dEg(E)——————
T |, 5

1
E(m2, —4E?)

+ /M dEg,(E,B) (B.4)

O primeiro termo do lado direito da tltima equagdo € o termo de vacuo
do loop de polarizacao do canal pseudoescalar, equacdo (5.50). O termo res-
tante depende do campo magnético e definiremos como

1

I(m2,B) = —i /dEg (E,B)
4 qzud ! ( _4E2)

/ dEg,(E,B)f(E), (B.5)

q=u,d

onde definimos f(E) = Lembrando agora que a densidade de

i
E(mfro —4E2)"
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estados g,(E,B) e a fungdo %@ (qE) sdo dadas por

12
a(E.8) = EZP0T (g,
%(%)Z[C( {qE}> C(l,qE> 2q'/2+2ql1/2].
E

Agora faremos o uso da integrag¢do por partes para reescrever a integral
(B.5)

1008~ ¥ [6,(E8)E) - [ 486, (E.8) rE)|. ®o

q=u,d

onde definimos

G_q(EvB) = /dqu(E,B),

,(E,B) /dE{ 2Bq1/2 [C( {E}) C<1,q5) 2q, + 261E

Para realizarmos a integral acima e obtermos a densidade de estados
Gq(E ,B), faremos o uso da relagdo, do apéndice (A.23). Logo, obteremos

28, 0 ,
2, 0C o) ( ,qE> ®.7)
2B, 98(—3.{q 1
Pzl g (L tam). ®.5)
devemos tomar um cuidado na dltima derivada, pois ag‘%’f} = %. Esta

. . - 2_ag2 L., .
derivada parcial em relagio a g = £ 5 ﬁM nds ja conhecemos e para determi-
q

nar a derivada em [gg] aplicamores diretamente a defini¢do

dlae] _ . lae+n]—gz]
JE n—0 n

— 0. (B.9)

Faremos também o uso das identidades

~1/2

I}
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2B, dé]};/z Y
EoaE % (310
3/2
3E dE ’

Reescrevendo agora a densidade de estados G, (E,B) em termos das
quantidades derivadas anteriormente

G,(E,B) :/dE (252)21/}/{?5452 (—;7{51E})

2By 0 (1N 4By dai” | 2B, day”
E o\ 2% ) T3 4E T 2E dE

Gy(E,B) _ P [C (—;,{q5}> -¢ (—;,qE) - %qz/er ;‘]2‘/2:| ;

272

)

B 2 3/2
Gq(E,B) :( BZ[) 1 (qE), (B.12)

onde definimos

A\ (qE) = {C(—;,{qE}) ~C(-yar) - 34+ ;q}f] . By

Agora podemos retornar na integracdo por partes feita na expressao
(B.6), calculando o primeiro ao termo do lado direito

lim (G,(E,B)f(E)) —Gq(M,B)f(M) (B.14)

E—yoo

Ao fazer isso, devemos verificar nesta expresséo se a fungio f(E) é
uma funcdo tal que limg_,.. f(E) = 0. No nosso caso, verifica-se

1
lim———— =0. B.15
£ E(ni2, —4E?) ®.15)

da mesma forma, se E — oo, vale a pena utilizarmos a expansdo assintética
da fun¢do zeta de Hurwitz [80]
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1 1 B
$(=5.a8) =~ 32/3+5q};/2+ﬁ( 12y, (B.16)

com o uso desta expansdo, obteremos

EIIE:OG( B) = (Zﬁq)3 /2 [ —~{ge}) + / / 71/2

€, portanto,

32
lim G, (E.B) = 2P [a—;,{%})}. B.17)

E—o0 27?2

Como visto na figura 21, a funcdo zeta de Hurwitz § (—%,{qg}) é
periddica e limitada.
Se E =M, teremos gg = 0 e, portanto, podemos deduzir que

G,0.5) = 2P { (-1

1
—,00-80(—= =0. B.1
S50 - & 2,0)} 0 (B.18)
Portanto, pode-se concluir que

f(E)G4(E,B) [3;=0 (B.19)

para fungdes f (M) bem comportadas e com o limite f(E) — 0 quando E — 0.
O resultado que obtemos € para a integral / (mfro ,B) é

](m2 f( )
dE

702

/ dEG,(E,B) =~ (B.20)
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A derivada de f(E) é elementar, e é dada por

df(E) . d 2 2\1—1

F = _lﬁ [E(mn,o —4E )] s

df(E) _ . -

dT =1 [E(mi() 74E2) 24(m72r0 — 12E2)} s

df(E) _; mp —12E7) (B.21)

dE E2(m2,—4E2)?’ '
T
Portanto obteremos como resultado final
3/2 %_l (qE) (m2 — 12E2)

m>y,B) =i Z / E E2( RPTITE (B.22)

q=u,d

fazendo o uso da mudanca de varidveis gg = 2 ﬁ e portanto B,dqr = EdE,

obtemos o conjunto de equagdes (5.58) e (5.59), onde separamos / (mﬂO,B)
em uma parte peridédica e uma parte ndo-periddica

I(miu,B) :I(mfro.,B)p” +I(m7210,B)NP”, (B.23)

2 er __ . (2ﬁq)5/2 © ( 27{qE}) [( - 12(M2 +2ﬁqu))]
I(mz,B)P 4(1;”,(1 a2 /0 dqg (M2 + 2, qE)3/2( ) —4(M2+2Bqr))?

2 pvper v (2B [ (—=¢(-4.9) - 30 + 14
I(mn(MB) ’ _lq;u,d 4r? /0 dar (M2+2ﬁ ‘IE)S/Z( _4(M2+2BME))

x [(mio —12(M? +2ﬁqu))] .
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APENDICE C - Equivaléncia entre zMFIR e MFIR
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Demonstraremos aqui a equivaléncia entre os dois formalismos apre-
sentados nesta tese para a equagdo de gap.

Do formalismo zMFIR apresentado no Capitulo 5, sabemos a partir da
equacdo (5.29)

/2

NZ/dE

q=u,d E

1
%;(qg)] = (8

faremos uso da integracdo por partes como no apéndice B

16(8)=N. ¥, [GuEBIE N5~ [ 86,25
q=u,d

d
E1E]. 2

como f(E) = é ¢ uma fung¢@o bem comportada tal que f(E) — 0 quando
E — 0 como discutido no apéndice B, o primeiro termo do lado direito da
equacdo anterior se anula e, portanto, obtemos

. d
=N, — | dEG,(E,B)—f(E)|. C3
X |- 4mute) o) ©3)
Agora, tomando a derivada de f(E), teremos ‘lET = —ﬁ. J4 calcu-

lamos G,(E, B) na expressdo (B.12). Usando estes resultados, obtemos

3/2% (‘ZE)
/ JE (2B,)
27?2 E2

=Ne ),

q=u,d

(C4)

., . 2_ A2
Se fizermos a mudanga de varidveis g = % = B,dqr = EdE,
obteremos

Ig(B)=N, ).

q=u,d

oo I
28, / 4 " 1(qE) )

an2 Jo e (xg+qe)3/?’

onde «7&% (qe) é definido em (B.13).

Podemos entio separar I(B) em uma integral periédica e outra néo-
periddica da seguinte maneira
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I6(B) = I(B)"* +I(B)""*", (C.6)

onde, definimos cada um dos termos

¢(—3.{qr})
per:
o EZZ B | da s €7
/2 1 1/2
N, . [—C(—%,QE) 27+
Ig(BNr = Y 2 :
(B = L Ly | dae i (C8)

Podemos, entretanto, reagrupar I (B)** e Ig(B)N?¢ em (C.6)

(_lv{CIE}) « C(—l,f]E)
ﬂz L ﬁ{/ <x+2 £)*? ‘/0 d‘”(xqﬁm)”}’

q=u,d
2 3/2 1/2
Z 28 / dqz gQE/ QQE/]
2 q ’
4m q=u,d + 9k )3/2

na primeira integral da dltima expressdo, usaremos a seguinte propriedade
ciclica

/ dxf(x) /dxf +/ dxf(x)

+/2 dxf(x)+---zkzo/0 dxf(x 1K), (.9

onde f(x) é uma fungdo arbitrdria, ¢ uma mudanca de varidveis foi feita de
modo a mudar os limites de integracdo de 0 até 1. Entao poderemos identificar
a funcio zeta de Hurwitz se identificarmos

/wquC <_1»{5]E}) W =

> 1
d B ———— C.10
/ C]EC( J]E)k;) (e + a5+ ( )

€ portanto, obteremos



133

./old%§< {qE}>)§' xq+6]151+k)3/2

-/ quC( ,qE) c(;,xq+qg> . (€11

Usando o tltimo resultado, podemos reescrever I (B) da seguinte forma

3
lo8) =35 ¥ [/ daet (o0 ) € (3o ae)
q=u
2 32 1 1)2
.qE) 3‘IE —34¢ |
dq 2 :| ﬁ/ dqg .
/ )3/2 47-52 :zu" q +QE)3/2

(C.12)

que como comentado no apéndice B, esta representacdio é equivalente a an-
terior, mas algumas vezes pode ser mais estdvel numericamente e para os
nossos propositos serd mais conveniente para os cdlculos que serdo demons-
trados a seguir.

C.1 INTEGRAIS ENVOLVENDO AS FUNCOES ZETA DE HURWITZ

Agora podemos fazer a demonstracio da equivaléncia entre o forma-
lismo zMFIR com zMFIR. Para tanto, resolveremos a primeira linha da ex-
pressio anterior de uma maneira mais geral !

1
Ixks) = | dag (s.0)E (kg +)

- dg 28D Res#1Rek>1Rex>0,  (C.13)
o (x+q)

ao final, tomaremos o limite em que s = —% ek= % recobrando as integrais
associadas a eq.(5.34) e assim alcancaremos a equacdo de gap, dada pela
eq.(5.1).

"No presente apéndice, com o intuito de fazer uma demonstragdo mais geral, adotaremos a
notacdo nas integrais das quantidades x;, — x € gg — ¢ . Entretanto, devemos perceber que ao
tratar as integrais que foram construidas ao longo da tese, de modo a fazer a equ1valenc1a entre
os dois formalismos, utilizaremos novamente a notagio gr € x,. 2 Y ..q também
ndo aparecerd para nao carregar a notagao.
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Aplicando a eq.(A.25) para {(s,q), a eq.(A.24) para {(k,q+x) e a
eq.(A.27) para (x+¢q)* obteremos para a expressio eq.(C.13)

1 _ 0+ s—1,2qg foo d k—1,—y(q+x)
I kos) = / qu(l s)/ ot y Y e
0 _

2mi T Jo T 1—e

o 0 -1 o
7/ d F(l—'s)/J’dZZS e dy Pleat) |
0 2T oo 1—e Jo T(k)

vamos rearranjar a expressao acima de modo a integrarmos primeiro na varidvel
q

I(x,k,s

—1 VX 0+ ZS?I
Y d
2ka / dyy* e / -

[1 y/ dge” 90—2) / dge” ab— Z], (C.14)
—e

a integracdo do termo entre colchetes é elementar, e obteremos como resul-
tado

1 1 o 1 1—ee* 1
dge—10—3) _ / dae—10-9| = — 7
[1ey/o £ 0 q¢ l—e> y—z y—z

_ 'l—eyez_l]
y—z| l—e? ’
1 [1—eet 1—e?
y—z| l—e? _l—ey]

1 '}{—eyez—}/—l—ey]

y—z| 1—e
1 [—e (=€ 1)
Cy—z 1—e™ ’
1 [1—¢°
- e] (C.15)
y—z|e—1

Retornando a equagao (C.14), obteremos
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5) 1 / -1 [1—eF
I kys) = ZEFk/dyy ¢ dziz/e%y—z er—1

(k)
s sfl
I ks) = 27(nl“(k; / o / N s (C.16)

A integral de caminho deve ser realizada no cotorno de Hankel da
figura 28. Portanto devemos realizar o cédlculo sobre a curva . = C; +C, +

G
= ZS71
d + [ dz )
./2/14 B C3 1 — §

0+ e —m’ el x)5— 1
dxe—m’ dx lﬂf )
5 e*‘”x 1 o e’”x)

—oo

o+ P

na curva C| usamos a parametrizagdo z = xe '* — dz = dxe " e na curva
C3 usamos z = xe'™ — dz = dxe'™. Em ambas as curvas C; e C3 temos que
0 <x < o. O caminho C; é o semi-circulo em torno da origem. Como
estamos utilizando a extensao analitica da fungdo zeta de Hurwitz o cédlculo
no caminho C, nio precisa ser realizado 2. A contribui¢do dos dois caminhos
C e Cs sera dada por

s—1

d 717[5 / d '7'5522- : /wd X
/ X 1+ isin(7s) A x7(1+§),

ao fazermos a mudanga f =Uu— % =du, teremos

s 1

1+u)

P 1

1+3)
oo s—1
2isin(7s) / dxxi
o

X
)

2isin(ms / dx = 2isin(ms)y / du
= 2isin(ws)y*B(s,—s+1). (C.17)

onde B(a,b) é uma representacdo de fungio Beta [125]

2Em geral, a fungdo {(s,a) é definida com s sendo um nimero complexo, s = & + iT para
o > 1. Como é demonstrado em [127] para o caso ¢ > 1, o caminho de Hankel no semi-circulo
C, € nulo. A continuag@o analitica para o < 1 utiliza a demonstragdo prévia, para encontrar
inclusive a expressao (A.25).
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_ [ dupte
M%MZA‘UI@ﬁﬁ (C.18)

A integral I(x,k,s) pode entdo ser reescrita

(11— oo k—1 ,—yx
I(x,k,s) = ;XJ)A @l;{%—y*“B@;w+1mm@m) (C.19)

Faremos o uso de outra representacio da fun¢do Beta [92]

F()I'(y)

B(x,y) = m,

onde vale a continuacdo analitica para valores negativos do argumento da
funcdo Gama

C(1—s) [ Y2 0(s)0(—s+1) .
I(x,k,s) = d . (C.20
(x,k,5) =¥03 /0 P ) sin(ms).  ( )
Agora vamos tomar s = f% ek= % Com isso, teremos que aplicar

os resultados sin(—%) = —1, I'(—4) = —2y/&, ['(3) = $ym e T(1) = 1.
Obteremos assim

2 oo 1yl o - T _1 r 3
I(x,*lg):ﬁ PR LA i ) (z)sin(fg), (C.21)
272 ﬂ% 0 e —1 (1) 2
1 Dod efyxyfl c
—;A Vo WAV, (€22)
oo —yx,,—1
A (C.23)
0 e’ —1

tomaremos por simplicidade agora I(x, 1, 3) = I(x). Esta dltima quantidade ¢

divergente, e podemos eliminar as divergéncias associadas ao integrando per-
cebendo que esta integral tem comportamento singular préximo da origem.
Se fizermos uma expansdo em série de Taylor da seguinte funcao

——~-———+0(), y<<lI (C.24)

podemos somar e subtrair o lado direito da expressao acima em eq.(C.23), de
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modo a obtermos

(e‘—l_y+ ) 2)’

I( )_ ( )reg +[( )div- (C.25)

onde na ultima expressao, separamos a quantidade regularizada da quantidade
divergente. As quantidades sio definidas por

AR
—=4= 2
(”—1 y+2>’ (€20

(C.27)

dlv

Agora podemos reescrever a quantidade /(x),,, em termos de uma
fungdo coth(y) se lembrarmos que

y 2
th (7) _ , C.28
co 5 1 ( )
1 1
_>ey—1:_§+2C0th( )

aplicando este resultado em eq.(C.26)

e_yyx <7)2/ ; coth( 2) _ % n %) : (C.29)
e;yx (; coth (%) - i) , (C.30)
-

ey2 (Se0m(3)-1)- (€31

Agora precisamos comparar este resultado com os que ja temos de

. . . 2
conhecido na tese. Para tanto, precisaremos indicar que x — x; = % em
q

eq.(C.31). Do formalismo zMFIR, sabemos que

Agora podemos incluir o resultado obtido neste apéndice para as in-
tegrais envolvendo as funcdes zeta de Hurwitz. Ao aplicarmos na equacio
(C.12) o resultado (C.25), obteremos
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R

coth(2> l> +1(x)div} ,

2 3/2 1 1)2
dr — 24 ]
B/ dq e " =206 1 (C.32)
2713 qZu:d ! )C +l]E)3/2

Nesta dltima expressdo, I(x)4;, cancela os dois dltimos termos(vamos
mostrar isso!), mas vamos antecipar o resultado final, que em linhas gerais
j& estd esbogcado na equacdo acima. Basta percebermos que a mudancga de
varidveis 2%‘1 =u— Z}Tq = du, fard com que eq.(C.32) fique

Ig(B 27[ Z ﬁq{

g=u,d

(u coth (Byu) — ﬁ]q):| ) (C.33)

Se agora reescrevermos a equacdo de gap (5.1) em T = 0 da seguinte
maneira

M —mygy
2G

recobraremos o resultado obtido no Capitulo 3 para a integral I da eq.(3.36)
quando € — 0

:MI(;(O) —|—MIG(B), (C.34)

MiIg(B)=1= 2 Z ﬁql (C.35)

q=u,d

<u coth (B11) ~ ﬁq)

E portanto, fica demonstrada a equivaléncia da equagdo de gap entre
os dois formalismos MFIR e zMFIR.

C.2 PARTE DIVERGENTE DE I(X)

Os termos remanescentes da eq.(C.32) que aparecem devido a contribui-
¢do ndo-periédica Igp “"(B) vamos definir por

3 1 3
I(xg) :_,/ dqeqi (xq+qe)” L / dé]Eqé(xq+QE) 7, (C30)

faremos o uso da identidade (A.27) nas duas integrais da expressdo anterior
de modo a obtermos



139

I(xg) = _%/md%q% L/mde%ffy("E”")
1 3.Jo £ F(%) 0
L > —y(gE+xq)
+5/ dqrqr 3 / dyy2€ E+Yq) )
0 I3
= _i/mdyy%e—m (/ dq ée—yq5>
3 EqE
—|— 3 / dyyZe YXq (/ quq e yQE)
7

fazendo o uso de uma simples mudanga de varidveis ygg = U — dqg =
teremos

du
}y’

- 2 il bl 5 03
1 =— /d 1/2 —qu</ duv-2uz —IJ)
(xq) ) b vy /e | Ay iuze
11 /wdyy'/ze% (/wduy%uée“) ,
I'(5) Jo 0

2 ~ —4/2 ,—yx4 5

r‘ —

¢ 2

31"(%) 0
o / " dyy2emnr
203 2

Usa-se agora a identidade F(%) =3 F , € obteremos como resultado

I(xg) = 74/ dyy™* ‘qu% / dyy™'e ™,

/ dyy™> yx‘“r*/ dyy e,
2 Jo

I(xq)dtv,

portanto a quantidade que definimos (x,), presente na integral ndo-periédica
da eq.(C.32) cancela a contribuicao I(xy) giy-
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APENDICE D - Cilculo do valor principal no MFIR
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Em temperaturas finitas tais que 7 > Ty, 0 célculo da massa dos
mésons passa a ser interpretado através do calculo do valor principal de Cau-
chy, como foi explorado no Capitulo 2. No formalismo zMFIR isso ¢é feito
diretamente nas representagdes integrais de forma numérica. No MFIR, po-
demos calcular analiticamente o calculo de valor principal de algumas quan-
tidades que serdo mostradas nesta secdo. Entretanto, o calculo de valor prin-
cipal é feito numéricamente na parte térmica da integral / (mft0 ,B,T, 1), que é
dada pela equagdo (5.46) e na integral da funcio digama presente na equacio
(5.45).

Para comegar, na regido em que m o > 2M, podemos observar que a
o

2
m
70

X T2 . .
fun¢do M~ = (1 —x) possui as raizes

L1 [
T2 m2,’
T
11 am?
PR
2 2 m2,
T

estas raizes s6 aparecem quando 7' > Tjs.;. Assim, as equagdes (5.44) e
(5.45) passam a apresentar um comportamento singular e nestas regides de-
vemos fazer o cdlculo do valor principal de Cauchy.

Vamos comecar integrando o termo

| ! dx
g [
/0 XZXq Py 0 Mz—x(l—x)mjzro

1 dx M?
:ﬁizqf 2 27 aZZT' (D.D
mo, Jo at—x+x mo,

que estd presente na equagdo (5.45). Agora, com auxilio das raizes x; e
x_, fatoramos o polindmio de segundo grau do denominador. Em seguida
fazemos o uso das fracdes parciais

L | B, [! dx
/ dx— = T/ V)
0o 2% miJo (x—x_)(x—xy)

—L ' [ [ ]
_m,zro(x+—x)-/0 dx x—xy x—x_| (D.2)

Agora as integrais s@o resolvidas com o método de substitui¢ao. Na
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primeira delas, x —x_ = u = dx = du e analogamente na segunda, x —x_ =
u = dx = du de modo que ficaremos com a seguinte expressao

1—x 1—x_
/ dx ﬁq {/ +du1 —/ dul} .
qu m o —x_) [J—xy u Jox u

0—€ 1 1 —x4 1
:# lim / dx—+ dx—
mog(xy —x_)e=0[Joxy u - Jote u

0—¢ 1 1—x_ 1
—/ duf.—/ du—|, (D.3)
—x_ u 0+ u
na equagao anterior aplicamos diretamente a defini¢cdo de valor principal. Ao
realizar as integrais teremos como resultado

/ldeL_ B lim [In{—€J—In(—x;) +In(1 —x;) — Infe]
Xq

mio(x+ x_) =0
—In{—€J+1In(—x_) —In(1 —x_) +Inf€]] , (D.4)

ndo € dificil de ver 1 —x; =x_ e que 1 —x_ = x. Utilizando esses resulta-
dos, obteremos

/ dexq ()frq T [—In(—xy)+1In(x_) +In(—x_) —In(x1)],
:ﬁqln(x_)2
mio()mr—x,) xi )’
py o
e - |. (D5)
mi()( 1-%) 1+13 1_4,”}2;

A outra integral que vamos resolver € dada por
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/1dxln(fq) = /ldxln (Mz—x(l—x)mzno> ,
0 0 zﬁq
_/ dxIn(a® —x+x%) (mi0>
2B,
m2,
_/ dxlna — x4 +/ a’xln(zﬁq>

m2,
_/ dxIn(a®> —x+x )+ln(2ﬁq> (D.6)

como feito anteriormente, vamos fatorar novamente o polindmio de segundo
grau e resolver o valor principal da integral em eq.(D.6)

/ldxln(az—x+x2) :/ldxln[(x—x,)(x—)q)],
0 0
1 1
= / dxln(x—x_)+/ dxIn(x—x4),
JO JO
— I+, (D.7)

onde separamos as duas contribuicdes

i
I+:/ dxIn(x —x4),
0

1
= / dxIn(x—x_),
0

essa separagdo serd 1til, visto que o resultado delas € o mesmo, fazendo ape-
nas a trocax_ — x4. Vamos resolver primeiramente /, fazendo a substitui¢cdo
X — X4+ = u= dx = du, e entdo teremos
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1
I+:/ dxIn(x—x4),
0

1—x4
= / dulnu,

J—xy

0—¢ l—xy
= lim (/ dulnu+/ dulnu) R
e=0 \J—x,

= lin})(28 —2¢elne—¢gim+imxy —xy —x— + x4 Inxy +x_Inx_),
£

a partir deste resultado, podemos inferir diretamente /_

I = lirr(1)(72£ln£ — &M+ inx_ —x_ — x4 +x_Inx_ +xpInxy).
E—
Portanto, podemos agora calcular quanto vale I_ + I,
I_+1I = 1irr(1) [4e —delne —2eim+im(xy +x_) — 2(xp +x_) + 2x4 Inxy +2x_Inx_].
E—
O limite lim,_,pxlogx = lim,_9 '"f)f que pode entdo entéo ser calcu-

lado pela regra de L’Hospital e portanto, obtemos hmxﬁo — — 0.
Nao € dificil de ver também que x_ +x; =1

L+ =[im(xy +x-) —2(xy +x-) 4+ 2x4 Inxy +2x_Inx_],
= [i7r —2+2x; Inxy +2x_Inx_],

= |in— 2+2<z Z\/7>lnx++2<;—;\/m)lnx],

= i7r72+ 1+vV1—4a?)Inx; + (1 — 1—4a )nx_

=|it—2+In(x.x_)++V1—4a2Inxy — V1 —4a%Inx_ ]
1 1
= i7r2+ln(4(\/14a2> >+\/14a21n<+>},
x_

4
[ 1 1—4a

— 7T — 2 2 2Y- =
_m 2+1In(a*) +V1—4a ln<zzm>1. (D.8)

Portanto, obtemos como resultado
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1

3 +;3V1-4d D.9
11 2 B9
3= 3 1—4a




