UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Luiz Arthur Dornelles Junior

CALCULO VARIACIONAL EM MECANICA ANALITICA
E TEOREMA DE LIOUVILLE

Florianépolis

2018






Luiz Arthur Dornelles Junior

CALCULO VARIACIONAL EM MECANICA ANALITICA
E TEOREMA DE LIOUVILLE

Dissertagao submetida ao Programa
de Mestrado Profissional em Matemé-
tica para a obtenc¢do do Grau de Mes-
tre em Matemadtica com &rea de con-
centragdio PROFMAT-UFSC associado
ao Programa de Mestrado Profissio-
nal em Matemdtica em Rede Nacional
(PROFMAT).

Orientador: Prof.Dr. Abdelmoubine
Amar Henni

Florianépolis

2018



Ficha de identificac@o da obra elaborada pelo autor,
através do Programa de Geragdo Automatica da Biblioteca Universitaria da UFSC.

Dor nel | es Jani or, Luiz Arthur
Cal cul 0 Variacional em Mecéanica Analitica e
Teorenma de Liouville / Luiz Arthur Dornelles Junior
ori entador, Abdel noubi ne Anmar Henni, 2018.
111 p.

Di ssertacao (mestrado profissional) -
Uni ver si dade Federal de Santa Catarina, Centro de
Ci énci as Fisicas e Matematicas, Prograna de Pos
Graduagdo em Matematica Pura e Aplicada,
Fl ori an6pol i s, 2018.

Inclui referéncias.

1. Matematica Pura e Aplicada. 2. Mecanica
Anal itica. 3. Teorema de Liouville. 4. céalculo
variacional. 5. Geonetria sinplética. |. Amar
Henni, Abdel noubine. 11. Universidade Federal de
Santa Catarina. Programa de Pds-G aduacdo em
Mat ematica Pura e Aplicada. 111. Titulo.




CALCULO VARIACIONAL EM MECANICA ANALITICA
E TEOREMA DE LIOUVILLE
por
Luiz Arthur Dornelles Jr

Esta Dissertacao foi julgada aprovada para a obtencao do Ti-
tulo de “Mestre em Matematica”, e aprovada em sua forma final pelo
Programa de Mestrado Profissional em Matematica.

Prof.Dr. Celso Melchiades Doria
Coordenador do Curso

Banca Examinadora

Prof.Dr. Abdelmoubine Amar Henni
UFSC
Orientador

Prof.Dr. Fabiano Carlos Cidral
IFSC

Prof*.Dr®. Maria Inez Cardoso Gongalves

UFSC

Prof.Dr. Ivan Pontual Costa e Silva

UFSC

Florianépolis, 22 de novembro 2018.






Aos meus filhos e minha esposa, a Ed-
gar Hernades Céandia (V6 Diga), ao meu
irmao José Antonio B. M. Mano e, em es-
pecial, & minha mé&e, Profa. Dra. Heloisa
Martins Mano Dornelles (in memorian).






AGRADECIMENTOS

Aos meus amigos/irmaos do IFSC que néo mediram esforcos para
que eu pudesse levar adiante meu sonho de cursar o Profmat

Ao Clube dos Cinco, Miguel, Jomar, Anénio e Samir, que sempre
estiveram ao meu lado e que sempre me apoiaram.

A todos meus colegas de curso, que lutaram juntos, desde o inicio
e que formaram uma grande equipe e familia.

Aos professores do curso, em especial a professora Maria Inez e
ao professor Celso

Ao professor Amar, meu orientador e amigo.

Aos membros da banca por sua boa vontade e sugestoes.

Aos amigos Eduardo (os dois) e, em especial, ao Airton Silva (in
memorian), saudoso amigo.

A CAPES pelo apoio que a mesma dispensa ao Profmat e dis-
pensou a mim.

A SBM, IMPA e UFSC pela iniciativa na realizagdo do Profmat
e ao apoio na capacitacao de professores de Matematica no Brasil.






A mente que se abre a uma nova ideia,
jamais volta ao seu tamanho original.

Albert Einstein






RESUMO

Em areas como Geometria, Fisica em geral e Mecanica Analitica em
particular, surgem uma ampla gama de exemplos e aplicagoes, culmi-
nando no que é conhecido como Geometria Simplética. Neste trabalho,
exploramos como construir um modelo matematico da Mecanica Clas-
sica usando o principio variacional que leva ao formalismo Lagrangeano
e Hamiltoniano. Finalmente estudamos o Teorema de Liouville sobre o
volume invariante de regides do espago de fase sob algumas restrigoes.

Palavras-chave: Mecanica Analitica, equacoes diferenciais, cédlculo
variacional, Teorema de Liouville






ABSTRACT

In areas such Geometry, Physics in general and Analytical Mechanics
in particular, there arise a wide range of examples and applications,
culminating in what is know as Symplectic Geometry. In this work, we
explore how to construct a mathematical model of Classical Mechanics
by using the variational principle this leads to the Lagrangian and Ha-
miltonian formalisms. Finally we study the Liouville theorem about
invariant volume of regions of the phase space under some restrictions.

Keywords: Analytical Mechanics, Differential Equations, Variational
Calculus, Liouville’s Theorem
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1 INTRODUCAO

Os modelos matemdticos que surgem na Fisica e, mais precisa-
mente na Mecéanica Analitica, representam uma fonte abundante de
exemplos para a construgao de modelos geométricos e analiticos para
descrever sistemas fisicos.

Além disso, como motivacao para este trabalho, podemos citar
a associagao entre a Fisica e a Matematica que, além de fomentar a
formacao e especializagao de professores, disponibiliza ferramentas para
uso em sala de aula e, ainda, proporciona interacao entre diferentes
componentes curriculares.

A geometrizacdo na formalizacdo da Mecéanica é de grande im-
portancia para a construgio da Geometria Simplética, pois, segundo [1]:
A Geometria Simplética se originou no estudo dos sistemas Hamilto-
nianos, que descrevem a evolucdo de sistemas mecanicos de natureza
conservativa”, ou ainda, segundo [2], a formulacdo Hamitoniana é um
caminho para a Mecanica Quantica e para a Mecanica Relativista.

Apresentaremos, neste trabalho, a construgao destes modelos se-
gundo os formalismos de Newton, de Lagrange e de Hamilton, compa-
rando e mostrando, que ao passar de um para o outro, nesta ordem, o
processo vai se tornando mais sisteméatico e econémico em termos da
matematica envolvida.

Veremos que o formalismo de Newton ”... € basicamente vetorial,
e nele o conceito de forca desempenha um papel proeminente.”[3]. Além
disto, as equagoes de movimento para sistemas mecanicos, decorrentes
deste formalismo, tem uma dependéncia mais explicita das forgas de
vinculo[4]. Estas equagdes sao determinadas por solugdes de equagoes
diferenciais de segunda ordem envolvendo um ntimero considerdvel de
varidveis e andlise vetorial.

Na construgio dos modelos do formalismo de Lagrange[5], para
sistemas mecanicos conservativos e sujeitos a vinculos holonomos, vere-
mos que as equagoes sao definidas usando o Calculo Variacional, mais
precisamente, pelo extremo de um funcional da fungao Lagrangeana,
que por sua vez, é dada em termos de coordenadas e velocidades ge-
neralizadas (independentes), de onde decorrem as equagoes de Euler-
Lagrange. As coordenadas generalizadas, em comparagao com Newton,
possibilitam um uso minimo de coordenadas necessarias. Segundo [3],
”... o ponto de vista Lagrangeano dd mais relevo a uma funcgao escalar.”

Essas equacoes formam um sistema de n equacgoes diferenciais de
segunda ordem, a partir das quais podemos obter as mesmas equagoes
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do formalismo Newtoniano, diferenciando-se pelo método de obtencao.

O formalismo de Hamilton[5], que descreve o movimento de um
sistema mecanico conservativo usando um sistema de equagoes diferen-
ciais de primeira ordem simétrico, obtido pela transformacao de Le-
gendre aplicada a funcao Lagrangeana. Estas equacoes sao chamadas
de equagoes de Hamilton ou equacoes canonicas, dadas em termos de
coordenadas generalizadas e momentos associados (conjugados) [4].

Veremos que a fungao de Hamilton, dada sua natureza, pode ser
associada & lei de conservagao da energia[4, 5].

Poderemos observar que o formalismo Newtoniano é mais con-
creto e palpavel, embora seja mais dificil pelo carater vetorial, enquanto
que, neste sentido, os formalismos Lagrangeano e Hamiltoniano, de ca-
rater escalar, sdo mais abstratos, mas abrem um leque de possibilidades
maior tornando-os muito mais interessantes e fluidos.

E importante salientar que, neste trabalho, tanto o formalismo de
Lagrange quanto o de Hamilton se aplicam para sistemas conservativos,
sujeitos a vinculos holonomos. Em geral, para sistemas que nao o sao
conservativos, existem outras técnicas para a obtengao das equagoes de
movimento.

O estudo das equagoes das dinamicas Lagrangeana e Hamitoni-
ana no espaco de fase se justifica, segundo [3], como segue:

(i) Para a dindmica Lagrangeana, uma das vantagens é poder deter-
minar as integrais primeiras através das simetrias que eventual-
mente aparecem na variavel g;

(ii) Para a dindmica Hamitoniana, para um espago estendido para
mais varidveis (g, p), a principio, teremos mais liberdade para en-
contrar as simetrias nestas variaveis, o que pode facilitar encontrar
as integrais primeira.

Sendo assim, podemos identificar melhor a evolugao temporal das traje-
térias do sistema mecénico. Obervamos que nem sempre existem essas
simetrias, nem integrais primeiras.

Ainda sobre o formalismo Hamiltoniano, veremos que as equa-
¢oes de Hamilton sao invariantes sob um determinado tipo de transfor-
magao no espago de fase[3, 5, 6].

Além dessas transformagoes veremos, pelo Teorema de Liouville,
que, em particular, um grupo a um parametro de transformacoes do
espaco de fase, chamado de fluxo de fase, aplicado as equacoes de Ha-
milton preserva o volume infinitesimal([5].

As mais importantes aplicagoes desta associagao entre o fluxo
gerado pelas equagoes de Hamilton e a preservacao de volume, além da
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Geometria Simplética, estdo no contexto da mecanica estatistica e da
mecéanica quantica [3, 6].

Para tanto, este trabalho foi estruturado como segue:

No Capitulo 2, apresentaremos as defini¢coes e as nogoes basi-
cas da fisica Newtoniana[7]. Abordaremos suas equacoes[5] e a lei de
conservacao da energia[4, 7). Além disto, mostraremos aplicagbes a
dinémica, adaptadas de [4, 7].

No Capitulo 3, apresentaremos a defini¢ao de coordenadas gene-
ralizadas e espago de configuracdo [4] e, a seguir, mostraremos como
o Calculo Variacional nos permite determinar as equagoes de Euler-
Lagrange, fundamento do formalismo de Lagrange, o que, por sua vez,
permite definir a fungido Lagrangeana[5]. Num segundo momento, no
que diz respeito a dinamica de Hamilton, vamos ver que a fungao de
Hamilton é dada pela transformacao de Legendre aplicada a fungao de
Lagrange, onde formas quadraticas sao levadas a formas quadraticas,
0 que nos proporciona determinar as equagoes de Hamilton[5]. Ainda
temos nesse capitulo alguns exemplos de dinamicas adaptados de [4, 7].

No capitulo 4, vamos definir as equagoes de Hamilton usando o
principio variacional[4, 6] para que possamos conhecer as transforma-
¢oOes canodnicas sobre as equagoes de Hamilton e mostrar que as mesmas
sao invariantes sob estas transformacoes o que é mostrado em uma apli-
cacdo [6]. Visto isto, abordaremos o Teorema de Liouville, que mostra,
para um grupo a um parametro de transformacoes do espago de fase,
o volume é conservado[4, 5, 8-10]. Mostraremos, como aplicagoes, a
dindmica do péndulo simples e o Teorema de Poincaré [6, 11].
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2 PRINCIPIOS BASICOS DA MECANICA ANALITICA
E O FORMALISMO DE NEWTON

Neste capitulo veremos que o formalismo de Newton depende,
além das coordenadas que definem a posicao de uma particula, de for-
cas como vetores (forgas internas, externas e de vinculo) que envolve
o célculo vetorial, tornando sua analise mais complexa, ainda que seja
mais direta e intuitiva. As equacoes de Newton tém a forma de equa-
¢oes diferenciais de segunda ordem em termos de posigao, velocidades
¢ tempo.

Primeiro vamos apresentar alguns conceitos basicos da Fisica,
bem como as leis de movimento de Newton (segundo [7, cap. 1].

2.1 POSICAO, VELOCIDADE E ACELERACAO

Consideremos um sistema de eixos coordenados, z, y e z, orto-
gonais, e, neste sistema, uma particula desloca-se do ponto A para o
ponto B, conforme a Figura 1.

A posicao inicial da particula é dada pelo vetor Z(t) e a posi¢ao
final por Z(t + At). Logo, o vetor deslocamento é dado por

AZ(t) = #(t + At) — Z(t). (2.1)

Figura 1 — Trajetéria de uma particula [7]

Com base na equacao (2.1) podemos definir algumas grandezas
fisicas.
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Definicao 2.1. A velocidade média de uma particula, em um intervalo
de tempo At =ty —t1 (variagao do tempo no intervalo [t1,t2]), € dada
por:

AZ
At

Definicao 2.2. A velocidade instantinea num ponto qualquer da tra-
jetoria de uma particula € dada por:

Vi (2.2)

. AZ  d¥
V=7 = lim — = —. 2.3
VEETASOAL T a (2:3)
Definicao 2.3. A aceleracdo média de uma particula, em um intervalo

de tempo At, é dada por:
AY
A = —, 2.4
m = (2.4)

sendo AT = U(t + At) — U(t) a variagao de velocidade entre t e t + At.

Definigao 2.4. A aceleracdo instantanea num ponto qualquer da tra-
jetoria de uma particula € dada por:
AT dv - A%

el T a T aE (25)

2.2 LEIS DO MOVIMENTO DE NEWTON

A formalizacao Newtoniana da Mecanica estda baseada nas trés
leis do movimento de Newton, segundo [4, cap.1, segdo 1.1]:

Primeira Lei de Newton: Existem sistemas de referén-
cia, ditos inerciais, em relagao aos quais toda particula iso-
lada, isto é, sobre a qual ndo atuam forgas, ou estd em re-
pouso ou em movimento retilineo com velocidade constante.

Segunda Lei de Newton: Em qualquer referencial iner-
cial o movimento de uma particula é regido pela equagao:

m.i = F, (2.6)

sendo:

a: aceleragao da particula

m: massa da particulal

F: forca total a qual ela esta sujeita
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Terceira Lei de Newton: Em um referencial inercial, a
cada agao corresponde uma reacao igual e oposta, isto é, se
F_’;j é a forga sobre a particula ¢ exercida pela particula j e
ﬁji é a forga sobre a particula j exercida pela particula i,
entao:

ﬁi,

= —Fj

Ji-

(2.7)

Para Newton, a existéncia de um referencial inercial, implica na
existéncia de uma infinidade de outros referenciais inerciais e, ainda,
para ele o tempo é absoluto, ou seja, flui uniformemente ”sem relagao
com qualquer coisa externa’.

A segunda lei de Newton ainda pode ser representada, segundo
[7, cap.2], da seguinte forma:

Quando uma particula interage, seu estado de movimento é
alterado da seguinte maneira

- dp
F = d—]z, sendo p'= miv = m& (2.8)

onde

F 6 a resultante das forgas que atuam sobre a particula

P é seu momento linear (quantidade de movimento da par-
ticula)

m a massa da particula

¥ o vetor velocidade.

2.3 AS EQUACOES DE NEWTON

Os movimentos de um sistema de [N particulas sao determinados,
exclusivamente pelas posi¢oes iniciais e pelas velocidades iniciais, que
determinam a aceleracio, ou seja, existe uma funcio F : U xRN xR —
RN, (U< RY), tal que:

&= F(z,,t), (2.9)
sujeita as condigoes iniciais z(tg) = xg e ©(tg) = vo.

A equagdo (2.9) é chamada de Equagdo de Newton, cujas solu-
¢oes, definem de forma tinica o movimento [5, cap.1, secao D].

ISe a massa for constante. Para o caso de massa varidvel, temos



26

Para o sistema de N particulas citado, podemos escrever a equa-
¢ao de movimento da i-ésima particula, conforme a segunda e a terceira
leis de Newton da seguinte forma [4, cap.1, segdo 1.1]:

WS FO LS (R F) e SO - A
- LB A g 3 (B B) e RR0- 20

ij=1, i,j=1, i=1 i=1

(2.10)
onde:
p;: momento linear da i-ésima particula
Flj e F]Z forgas internas do sistema de N particulas

F’i(e): representa a forca total externa, isto é, de todo o sistema.

Note que da terceira lei de Newton podemos escrever:

N N . N

M Fy=2 ) @b+ﬂ0=0 (2.11)
ij=, ij=1,

i#] i#]

Na equacao (2.10) o momento linear total é dado por:

N N dx
:Em@:EW : (2.12)

i=1 i=1

onde:

P: momento linear total do sistema

7;: vetor posicao da i-ésima particula
m;: massa da ¢-ésima particula

U;: vetor velocidade da i-ésima particula

2.4 CONSERVACAO DE ENERGIA E TRABALHO

O estudo do movimento, sob o ponto de vista dos principios de
conservagao, permite uma analise das mesmas equagoes de movimento
vistas na segao anterior, sé que com formatos diferentes. Para tanto,
comegamos definindo trabalho realizado pelas forgas[4, cap.1, segao 1.1]:

Definicao 2.5. Sejam A, B € R3 e v um caminho de A a B. O
trabalho W ap realizado por todas forcas para levar o sistema de A para
B, é definido pela integral de linha:
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N ~(0) N N o) N .
WAB:J MED+ > Fy |di = ZJFled:EZ—k > med@,
i=1 ij=1, i=1 i,j=1,

temos, pelas equagoes (2.10) e (2.12):

N
WAB = Z Jmﬁlf}}dt,
i=1
Y

logo
N 1
— 72
Wap = iilfd <2mlvi> , (2.14)
S

A equagdo (2.14) nos d4 uma relacdo muito importante entre
trabalho e a Energia Cinética, que é definida a seguir.

Definigao 2.6. A energia cinética de um sistema de N particulas é
dada por:

1 N
— E 2
T = 5 ~ m;v; . (215)

Note que podemos associar as equagoes (2.14) e (2.15) e escrever
o trabalho em termos da variagao da energia cinética:

Wap =Tg — Ta. (2.16)

Note [4, cap.1, segdo 1.1], que em muitos casos, as forcas deri-
vam de potenciais escalares. Estas forgas sao chamadas de conservati-
vas. Vamos supor que as forgas externas admitam uma fungao energia
potencial V(©)| tal que:

F = vy, (2.17)

ou seja, F(¢) é o vetor gradiente da energia potencial externa.

Para forgas internas, supondo que dependam somente das posi-
¢oes relativas x;; = x; — x; e, também, podemos deduzir que a funcao
energia potencial V;(x;;) sendo V;; = Vj;, entdo:

Fij = —VVij, (218)
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onde V;; € a energia potencial interna, isto é, a Fj; é o vetor gradiente
da energia potencial interna. Considerando um sistema de particulas
que se move de A para B, sendo A, B € R3 e v um caminho de A a B,
da terceira lei de Newton, temos:

ZJ o %ZJ(Ejd@-ﬁ-ﬁjidfj)
vy

!

-
Q
=
I

j#i7 j#i
1 = 5 -
§ Z fFljd(xl - $j)
iE
1 S
= —5 2 V‘/;'jdl‘ij (2.19)
],
j#i Y

1
_§ZVU

4,7,
J#i

B
A

Logo a energia potencial total é dada por:

1
—_yle) 4 = >
V=ve . EJ Vi,. (2.20)
j#i

Logo, para forgas conservativas atuando em um sistema, temos
um importante teorema sobre conservacao de cnergia:

Teorema 2.1 (Teorema da Conservagao de Energia). [4, cap.1,secio
1.1] Se todas as for¢as sio conservativas, a energia total E =T +V de
um sistema de particulas € conservada

Demonstragao. Da Defini¢ao 2.5 e da equagao (2.15), para forga re-
sultante atuando sobre um corpo, independente se as forcas sdo conser-
vativas ou nao, podemos escrever:

dW = dT. (2.21)

Caso a resultante seja conservativa, das equagoes (2.13), (2.17),
(2.18) e (2.19), podemos escrever:

AW = —dV. (2.22)
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Das equagoes (2.21) e (2.22), temos:
dT' = —dV =d(T+V)=0=T+V=CTE. 1

No caso de somente forcas conservativas atuarem no sistema, a
energia total é constante de movimento.

2.5 SISTEMAS SUJEITOS A VINCULOS

As restrigoes, de natureza cinemaética, associadas as posicoes e
velocidades de uma sistema mecanico de particulas sao chamadas de
vinculos. Estas restricoes, ou seja, os vinculos, devem ser levados em
consideragao na construgao das equagoes que descrevem o movimento
deste sistema.

E importante salientar que as restrigoes decorrentes das equagoes
de movimento (restrigoes dindmicas) ndo sao vinculos, ou seja, se uma
particula se move devido a agao de uma forga no plano, este plano fixo,
nao caracteriza um vinculo[4, cap.1, se¢ao 1.2].

Definicao 2.7. Chamamos de vinculos holonémicos®relacées da forma:

f(gla"' a§N7t)=O7 (223)

envolvendo somente &y, - -+ , &N coordendas das posicoes e, possivelmente,
o tempo.

Analisando alguns exemplos, a defini¢ao de vinculos holonémicos
fica mais clara:

Exemplo 2.1. Uma particula restrita ¢ uma superficie

A superficie f(z,y,z) = 0 na qual a particula se movimenta,
restringe o movimento da mesma (Figura 2).

Um exemplo de uma superficie pode ser uma esfera centrada na
origem, de raio R, cuja equagao de vinculo seria:

f(z,y, 2) =22+ 2 +22—R*=0.

Neste exemplo, o vinculo é holénomo.

2Palavra de origem grega, holos (inteiro, completo) e nomos (regra, lei)
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f(z,y,2) =0

Figura 2 — Vinculo f(z,y,2) =0

Exemplo 2.2. Um péndulo simples ideal (sem atrito e movimentando-
se em um plano vertical fixo):

Tem como equacao de vinculo 22 + y? — [? = 0, sendo [ o com-
primento da haste.
Neste exemplo, o vinculo também ¢é holénomo.

Exemplo 2.3. Um péndulo duplo (sem atrito e movimentando-se em
um plano vertical fizo):

Tem como equacoes de vinculo:

a:%—i—yf—lf:O e (mg—m1)2+(y2—y1)2—l§=0,

sendo {1 o comprimento da haste que prende a primeira massa na origem
do sistema e l; o comprimento da haste que prende a segunda massa
na primeira massa.

Neste exemplo, o vinculo também é holénomo.

Exemplo 2.4. [4, cap.1, secio 1.2] Moeda que rola, sem deslizar em
um plano horizontal (sistema conforme figura abaizo - Figura 3):

sendo:

C' = (z,y): projegao da posigao do centro de massa da moeda no
plano

angulo do plano da moeda com o eixo x

¢: angulo de rotacao da moeda em torno de seu eixo de simetria
¥: velocidade do centro de massa

R: raio da moeda

>
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Figura 3 — Moeda em um plano horizontal

Logo as equagoes de vinculo sao dadas por:

& — Rpcos =0 e 14— Rbsenf = 0. (2.24)

Neste caso, os vinculos nao sao holénomos, pois essas equacoes
envolvem também velocidades e ndo somente as coordenadas. Além
disso, ndo podemos "integra-las” para equacoes da forma 2.23.

Exemplo 2.5. Maquina de Atwood (sistema conforme figura abaizo -

Figura (4)):

Figura 4 — Méquina de Atwood

Tem como equacao de vinculo z; + 22 = [, sendo [ dada pelo

raio da roldana e comprimento da corda, também classificado como
holénomo.
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2.6 APLICACOES DO FORMALISMO DE NEWTON

Abaixo, temos alguns exemplos de aplicacoes da formalizacdo
Newtoniana.

Exemplo 2.6 (Péndulo simples plano). Uma particula de massa m
presa a um fio rigido, firado em 0 e seu movimento € dado em um
plano wvertical fizo, descrevendo um arco s dado por 6 (dngulo com a
vertical) conforme mostrado na Figura 5.

@ A

[R—
Yy ]

Figura 5 — Péndulo simples plano

Anélise do sistema:
(i) Vinculos: 22 + y* = [?
(ii) O arco s ¢ dado por: s =10

(iii) O peso da particula: P = mg, sendo g o valor (norma) da
aceleragao da gravidade.

(iv) A velocidade: § = 1.6
(v) A aceleracao: § = 1.0

Seja Fj a forca restauradora do movimento de m, que é dada por
(veja Figura 6):

Fy = P.send. (2.25)
Substituindo P = mg na equagao (2.25):

Fy = —mg.senf. (2.26)
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Figura 6 — Forcas que atuam no péndulo simples

Pela segunda lei de Newton, temos que
Fy = mé = ml.. (2.27)
Agora, de (2.26) e (2.27), temos:
ml.6 = —mg.senb.

Ou seja, para pequenas oscilagoes, vamos considerar sen 6 ~ 6:
. g
0+ 7.9 =0. (2.28)

A solugao desta EDO linear de segunda ordem pode ser obtida
usando a equagao caracteristica:

Considerando 4/¢ = w, 6 é dado por:
0 = Acos(wt) + Bsen(wt), (2.29)

onde A e B sao as constantes de integracao.

Uma forma alternativa de representar estas solugoes, usando o
angulo de fase (posigao/localizagdo angular) ¢ e uma nova constante
K, dados por:

K? = A% + B?
e

- ( g) | (2.30)
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Logo, a forma alternativa para esta solugao (2.29), usando (2.30),
sera:

0 = K cos (wt + ¢). (2.31)
A equagao (2.31) descreve o movimento do péndulo simples plano.

Exemplo 2.7 (Méquina de Atwood). Conforme Ezemplo 2.5, a md-
quina de Atwood pode ser vista na Figura 7 abaizo.

X;
T

1
I
I
I
I
|
1

Q
1
|
I
1
1
I
|
I
|
I
|
I
1
|
I
|
I
I
I
1

X

Figura 7 — Méquina de Atwood

Vinculos: 21 + z9 =1
Anaslise do sistema:

(i) Consiste em uma roldana sem massa e sem atrito com seu eixo;
(ii) O fio que prende as massas mj e Mo, sem massa, ndo se estende;

(iii) Sistema comega em repouso e somente comega 0 movimento ao
soltarmos as duas massas;

Sejam: T; e Ty: tragoes (tensoes) das massas mq e mgy sobre o fio,
respectivamente; P; e P5: pesos das massas mi e msy, respectivamente.
Segue do fio ser "sem massa”, as tragdes ao longo do eixo z podem

ser escritas:
Ty| = |T2| = T. (2.32)

Pela segunda lei de Newton, temos: F' = ma, logo, para a massa
m1 temos:

Pl—T:F1:>mlg—T:m1a1. (233)
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Para mo, temos:
T—Py,=F,=T—mog = maas. (2.34)
As aceleracoes podem ser escritas da segunte forma:
la1| = |az| = a = Z. (2.35)
Sendo assim, de (2.33), (2.34) e (2.35) temos:

T =m19g —mia

(2.36)
T = msg + mad
Igualando as duas equagoes, temos:
. .. . mi—m
Mog + Mol = mig — M2 = I = ¥g. (2.37)
mi + Mo
Observe que podemos escrever esta ultima equagao como:
. mip —ma
T = ——g, 2.38
! mi + Mo g ( )

a qual fornece a aceleracao de mq, ou seja, descreve o movimento de
my, € se caracteriza por ser uma equacao diferencial de segunda ordem.

Como consequéncia disto, temos que, para ms a aceleragao serd
To = —I7.

Exemplo 2.8 (Péndulos idénticos acoplados por mola). Considere os
péndulos conforme Figura 8, abaizo:

Figura 8 — Péndulo duplo acoplado por mola
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Anélise do sistema:
(i) Sao péndulos idénticos;

(ii) Fixos por hastes, de comprimento [, rigidas com massas desprezi-
veis;

(iii) A distancia entre os pontos de apoio é d;

(iv) As massas mj e mg, sdo conectadas por uma mola medindo, em
equilibrio, d de comprimento;

(v) As massas my e mg, por serem péndulos idénticos, sdo iguais.

Analisando o sistema em repouso, vamos fazer as seguintes con-
sideracoes.

A posicao inicial da massa m; é de abscissa zero. Sendo assim,
a posicao inicial da massa ms é dada por xe = x1 + d.

Usando coordenadas polares podemos representar x; € s como
segue:

z1 = lsen6;
e (2.39)
To =d + lsenfs.

Para pequenos deslocamentos a partir do repouso, podemos apro-
ximar senfy ~ 61 e senfy ~ 65, logo, temos de (2.39) que:

xr1 = l01 = jl = ltgl
e ) (2.40)
T2 =d+1023i’2 =l92

Para determinar a forca restauradora da mola, consideremos
2zo = 0 (posicdo da massa m; e x4 = x5 — 21 0 comprimento da mola
(referente & posicao da massa mgy), ambas em repouso. Logo, a forga
restauradora da mola, F;, é dada por:

FM = k|$d — d‘7 (241)

onde:

Fy; é a forca restauradora da mola

zq ¢ dado por x2 — a1

d é a distancia entre as massas com sistema em repouso
k é a constante eldstica da mola.
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Substituindo x4 em (2.41), temos:
Fy = klzg — 21 —d|. (2.42)
Substituindo a equagao (2.40) em (2.42):
Funr = k|ld + 10 — 101 — d| = Far = kl|0s — 64]. (2.43)

Como esta forga age simultaneamente nas duas massas, de forma
oposta, conforme Figura (9), temos:

Figura 9 — Forga restauradora da mola

Fap = kl(02 — 61)
e (2.44)
Fara = —kl(02 — 01).

Além da forga restauradora da mola, as forcas que agem em
cada péndulo sao as mesmas que agem em um péndulo simples. Vamos
analisar conforme a Figura 10 abaixo, tomando como referéncia a massa
mq.

Forcas que atuam nas massas mj e ms, respectivamente:

(i) Py e P, pesos;
(ii) T tragdo exercida pelas massas no fio;

(iii) Fgr1 e Fgro resultante tangente ao arco definido pelo movimento
(perpendicular a T');

(iv) 61 e 62 sdo arcos que o fio faz com a vertical quando o sistema sai
do repouso.

As forcas Fpy e Fpo, decorrentes dos pesos, sao dadas por:

Fp1 = —myg sen01 % —m1991
e (2.45)
Fpo = —mgygsenfy ~ —mogbs.

Sendo assim, pela segunda lei de Newton, temos:
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Figura 10 — Forgas que atuam no péndulo duplo

Fri = Fp1 + Fanx
e (2.46)
Fry = Fpa + Fara.

O que podemos escrever, substituindo as equagoes (2.44) e (2.45)
em (2.46), da seguinte forma:

mllél = 7?’)11901 + k’l(ag — 91)
e (2.47)
m2192 = —m2902 — kl(eg — 91)

Como as massas mj e meo, sao iguais, podemos escrever mp =
mg = m, e isolando 67 e 6 em (2.47), temos:

. k
01 = —%91 + *(92 — 91)
m
e (2.48)
.. k
by = —%92 — (02— 00).

Somando e subtraindo as equagoes de (2.48), temos o sistema:

éQ + él = 7%(02 + 91)

(2.49)

. 2%
by — 6y = —%(92 —01) = (62— 01)

O que podemos escrever da seguinte forma:
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d2

a2 (92 + 91) + %(92 + 91) =0

(2.50)

d? 2k
ﬁ(92—91)+ (?"‘m) (62 —01) =0

Tomando f =605+ 601 e h = 0, — 61, ficamos com duas equacoes
diferenciais ordinarias lineares de segunda ordem descritas da seguinte
forma:

d*f

g
—+=f=0
az Tt
, (2.51)
d°h g 2k
— S+ —]h=0
az " (l * m>
Cujas solugoes, dadas usando as equagoes caracteristicas
r2=fger2=f ng% .
l I m
: o 9 9 g 2k -
Considerando wi = Tewr=1\(7 + — temos que f e h serdo:

f = Acos (wit) + Bsen (wit)
e (2.52)
h = C cos (wat) + D sen (wat) .

Sendo, A, B, C' e D, os parametros (constantes de integragao).
Uma forma alternativa de representar estas solugoes, usando os

angulos de fase (posigdo/localizagio angular) ¢ e 1 e novas constantes
K1 e K5, dados por:

K? = A% + B2,
K2 =C?+ D?,
A
w1 = arctg <B) (2.53)
e

P2 =arctg ( 5 |-

Logo, a forma alternativa para estas solugdes (2.52), usando
(2.53), seré:
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f = Kjcos (wit + ¢1)
e (2.54)
h = Kj cos (wat + ¢2) .

Como f =03+ 601 e h = 6 — 61, precisamos determinar 6, e 65.

f=02+0; = Kicos (wit + 1)
e (2.55)
h=0y—0,= KQCOS(OJQt-i-QDQ).

Somando f e h, temos:

Oy = % [Kicos (wit + 1) + Ko cos (wat + ¢2)] . (2.56)
Subtraindo f e h, temos:

0 = % [K1cos (wit + 1) — Ko cos (wat + ¢2)] . (2.57)

Que sao as equacoes de movimento para o sistema de péndulos
idénticos acoplados por uma mola.

As possibilidades de movimento de m; e mo estao representadas
abaixo, na Figura 11, que dependem das condicCes iniciais, ou seja,

61(0), 02(0), 6:1(0) e 6(0).
- () -7 RO

Figura 11 — Possiveis movimentos dos péndulos acoplados

Na Figura 11(a), ocorre se uma das massas é puxa para fora,
ou seja, ou my para esquerda ou meo para direita. Na Figura 11(b),
ocorre se uma das massas é empurrada para dentro, ou seja, ou mq
para direita ou ms para esquerda.
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3 PRINCIPIOS VARIACIONAIS, A EQUAQAO DE
EULER-LAGRANGE E AS EQUACOES DE
HAMILTON

No capitulo anterior vimos que o formalismo Newtoniano envolve
grandezas vetoriais como posicao, velocidade e aceleracao, além de de-
pender das forgas de vinculo, o que deixa exaustivo e extenso o processo
de modelagem e a descricao do movimento de um sistema mecanico.

Neste capitulo veremos outras formas mais convenientes de mo-
delar e representar o movimento de um sistema de particulas, ou seja,
as equagoes de Fuler-Lagrange e as equacoes de Hamilton.

A mecénica de Lagrange e de Hamilton descrevem o movimento
em um sistema mecanico sujeito a vinculos holénomos e trataremos
somente o caso conservativo.

3.1 COORDENADAS GENERALIZADAS E ESPACO DE CONFI-
GURACAO

Segundo [4, cap.1, segdo 1.4], em sistemas holonomos é possivel
introduzir um certo nimero n de variaveis, independentes, denotadas
por ¢i,- -+ ,qn € denominadas coordenadas generalizadas, de forma
que: (a) o vetor posicao de cada particula é determinado univocamente
em cada instante pelos valores dos ¢;s; (b) os vinculos, supostos todos
da forma (2.23), sao identicamente satisfeitos se expressos em termos
de ¢.s.

Agora, sejam qi,--- ,q, coordenadas generalizadas, tal que, a
posicao de cada particula do sistema seja definida univocamente por:

xi:xi(qla"'atbut)a i=1,"',7l (31)

de forma que cada vinculo, a que este sistema esteja sujeito, seja iden-
ticamente satisfeito. Temos que n é o ntmero total de coordenadas
necessarias para identificar a posigdo de N particulas (3N coordena-
das) sujeitas a R vinculos, ou seja:

n=3N —R, (3.2)
sendo 3N as coordenadas (z1,y1,21), ", (TN, YN, ZN)-

O nimero de coordenadas generalizadas é chamada de grau de liber-
dade do sistema - GL.
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Definicao 3.1. As coordenadas generalizadas como eizos coordenados,
definem um espaco cartesiano chamada de espago de configurac¢ao
de um sistema de N particulas com dimensdo n (n coordenadas gene-
ralizadas).

Exemplo 3.1 (Péndulo simples plano). Tomando como base o Exem-
plo 2.6 e a Figura 5, podemos observar que a posicao da massa é dada
por (x,y) (eizo oy com sentido positivo para baizo). Podemos repre-
sentar a posicao em funcao de 6, ou seja:

z =1[.senf

y =1.cosb,

logo, temos uma coordenada generalizada q = 0, ou seja, este sistema
tem 1 grau de liberdade.

Exemplo 3.2 (Péndulos idénticos acoplados por mola). Considere os
péndulos conforme Figura 8 abaizo [4, cap.1, segao 1.4]:

Figura 12 — Péndulo duplo acoplado
Neste exemplo, temos as equagoes de vinculo dadas por:
iy —1P=0e

(.%‘2 — .’L‘1)2 + (yg — y1)2 —?2=0.

Podemos escrever as coordenadas x; e y; em termos de 6;:

x1 = l1.sen 6,

y1 = l1.cos by,

e as as coordenadas xo e yo em termos de 61 e 0s:
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T9 = l1.sen by + ly.sen by

yo = ly.cosfy + ls. cos b,

logo, temos duas coordenadas generalizadas ¢; = 61 e g2 = 65, ou seja,
este sistema tem 2 graus de liberdade.

Um sistema mecanico, sujeito a vinculos holénomos, é descrito
usando coordenadas generalizadas, o que é uma condi¢ao indispensa-
vel na construgao da equagao de Euler-lagrange. Nas proximas secoes
detalharemos esta construcao.

3.2 PRINCIPIOS VARIACIONAIS E EQUACAO DE EULER-LAGRANGE

Para que possamos definir a equacao de Euler-Lagrange que des-
creve o movimento de um sistema mecanico holonomo, precisamos co-
nhecer o célculo de variagao, também chamado de Principio Variacional
de Hamilton.

Visto que a equacao de Euler-Lagrange vem do principio de
D’Alembert, sua deducéo (sem rigor matemdtico) pode ser vista no
Apéndice A.

3.2.1 Funcionais e o calculo variacional

O célculo de variagoes tem por objetivo estudar otimizagao de
funcionais, ou seja, determinar méaximos e minimos de fungoes cujo
dominio é um espaco vetorial, em particular, aqueles de dimensodes in-
finitas. A seguir vamos introduzir alguns conceitos importantes de [12,
cap. 2, segoes 1.1 a 1.4].

Definicao 3.2. Uma curva em R™ € fun¢do continua v : I — R™, onde
I ¢ o intervalo I = [a,b], sendo a,b e R.

Definicao 3.3. O espago de curvas C em R", é C = {y|yv : I —
R™ é uma curva}, onde I € o intervalo I = [a,b], sendo a,b € R. Note
que a dimensao deste espago € infinita.

Definicao 3.4. Se X ¢ um espaco linear normado sobre C, um funci-
onal linear em X € um mapa ® : X — C satisfazendo ®(ax + By) =
a®(x) + P(y) para todos os vetores x ey em X e todos escalares a e

B.

Definicao 3.5. Seja ®(t) um funcional sobre o espago de curvas C.
Dizemos que ® € diferencidvel (referéncia no Apéndice B.1.1) em ~ se
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para qualquer deslocamento h no espago de curvas C temos que existem
F e R, funcionais de C em R tais que:

(1) ®(y + h) = (7) + F(h) + R(h);
(2) F é linear em h: F(ah +h') = aF(h) + F(h);
(3) R depende das ordens superiores em h, ou seja, R = O(h?).

Neste caso, F' € dita diferencial de ® em .
Note que C é um espago (mélrico) normado e:

1
(i) V|| é comprimento §+/1 + ~2(t)dt;
0

(i5) Um deslocamento h é tal que: Ye > 03§ > 0| para | h| <
5.l — hl < <.

Exemplo 3.3. Segundo [5, cap.3, se¢io 12], um exemplo de um funcio-
nal é o comprimento de uma curva no plano euclidiano: sey = {(t,q) :

ty
q = q(t)}, entio ®(v) = §/1+ ¢%dt, onde ¢ = x € uma coordenada
to

generalizada.

Em geral, um funcional € qualquer mapeamento do espaco de
CUTVAs para 0 NUMeEros reqis.

Consideramos uma “aprozima¢ao” v para v = {(t,q) : q¢ =
q(t) + h(t)}. Vamos chamd-lo v = v + h. Considere o incremento de
D, (v + h) — () (Figura 15).

X

[ A
P I
-

0

Figura 13 — Variacao de uma curva

Para o caso de somente uma coordenada generalizada ¢ para
a funcdo L, ou seja, L(q(t),q(t),t), onde ¢ = z é uma coordenada
generalizada, temos, sobre diferenciabilidade, o seguinte teorema:
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Teorema 3.1. O funcional ®(y SL ,q4(t),t)dt é diferencidvel

e sua derivada é dada por:

t1
oL oL oL
= [ [ 8 () |as (B s
(h) 22 2 a3 )", (3.3)
to
Demonstracao. Da Defini¢ao 3.5, temos:
ty
B0+ 1) = () = [[L(a+ bodthnt) = Lig.d.0)]
to
a4 L (at b+ hnt) = Lia,d1)
:hf h dt
h
to
oL oL 9
- - i 4
f [8qh+(? h] dt +0(h?) (3.4)
F(h)
= F(h) + R,
onde, da equagdo (3.4), temos:
_ g [aL (ZLh] dt e R = O(h?).

h
Note que na segunda igualdade multiplicamos por — e a terceira

igualdade foi obtida usando a expansao por série de Taylor.

L. .
Integrando aa—q,h por partes, tomando u = a—q e dv = hdt, temos:
aL vt g e
0
—hdt — | h— | =— | dt. 3.5
to

Entao, F'(h) seré:

F<h>—jﬂzs—dt<zﬂ>w+<zs>h

Sendo assim, podemos fazer a seguinte definicao:

t1

| (3.6)

to
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Definigao 3.6. Com relagao a vy, temos que:

(i) v € extremo de F(h) se, e somente se, ela mazimiza ou minimiza
F.

(i) ~y € ponto critico se, e somente se, F'(h) = 0 para todo incremento
h.

Em particular, se v € um extremo, ela € um ponto critico, o que
VAMOS Provar a Teciproca.

Para tanto, vamos precisar do seguinte lema:

Lema 3.1. [5, cap.3, se¢iao 12B] Se uma fungao continua f(t), to <
t < tq1, satifaz

| et o,

para qualquer fungdo continua, h(t) com h(ty) = h(t1) = 0, entdo
f@)=0.

Demonstragao. Seja f(t') > 0 para algum t', to < t' < t;. Dado que
a fungdo f € continua e f(t) > ¢ na vizinhan¢a A do ponto t', tal que:
to<t —d<t<t' +d<ty (veja Figura 14):

h

Figura 14 — Contrucao da funcao h

Fora da vizinhanca A temos que h(t) = 0, na vizinhanga A temos
que h(t) > 0 e em %, h(t) = 1, ou seja, para t, to < t' — %d <t<
t' + 1d < ty, entdo:

ty
ff(t)h(t)dt > de > 0,
to

o que contradiz a hipdtese, mostrando que f(t') = 0 para todo t', satis-
fazendo tg < t' < t;. [ ]



47

Teorema 3.2. Dado o funcional

ty
20) = [Lla@i0.0d i=len @)
to
no espago de curvas, que que unem (to,q1, - ,qn) € (t1,q1,* ,qn). A
curva vy € um extremo deste funcional se, e somente se,
ooy
oq;  dt \d¢;)
€ satisfeita ao longo da curva 7.
Demonstragao. Seja v = v(q1,- - ,qn) um extremo do funcional di-

ferencidvel ®(vy). Como a derivada total d®(vy) € a soma das derivadas
parciais (referéncias no Apéndice B.1.2), ou seja,

d‘I)(V) = Z[q)(qh 7qz+6lu 7Qn)_q)(CI17 7qn)]dql+0(q1,2)7
i=1

logo, dos Teoremas 3.1 e 3.2, da Definicio 3.6 e do Lema 3.1 temos:

de(y) =0= (y+h) —2(7) =0«

t1 M
d(I)(’)/) :J Z[L(qla 7QZ+h’L7 7Qn7q.17"' 7q'n7t)
t

0 3=1
. h;
7L Q17"' a(JmQh"' aQTHt)]idt
h;
ty n _
f Q17"'aqnvqh"'aqi"_hi;"'acbut)
to =1
hi

- L(q17 7QTL7q’la"' aqn7t)] th

%

teor 3.1 jz [a%h + h ] dt + O(h?). (38)

oL .
Integrando a—,hi por partes, conforme equagies (3.5) e (3.6),
qi
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0 .
tomando u; = — e dv; = h;dt, temos:
qi

= [ () s S50

t1
= 0, pelo Lema
to

Como h;(to) = hi(t1) = 0, o termo <2Lh1)
qi

3.1 e pela Defini¢do 3.6, temos:

n oL oL d (oL
Z[a% (%)]hdt 0= 5qi_dt<9di>_0'.

_ (3.9)

t1

to

Exemplo 3.4. [5, cap.3, secio 12B] Seja L = +/1 + &2, vamos verificar
que os extremos de comprimento sao segmentos de retas.

Considere L = v/1 + 42, temos:
oL oL T

=0 =
o ot /1 + 32
Derivando esta tultima, com relacdo ao tempo, e pelo Teorema

3.2, temos:
d (oL _d( & \_
dt \ oz ) dt\1+a2/)

Logo:

T
V1422

Confirmando, assim, que os extremos sao segmentos de retas.

=c=T=c =x=cit+cs.

Observagao 3.1. Note que para tg e t1, nao hd variacao, ou seja,
h(to) = h(t1) = 0. Veja figura abaizo:
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A 4

to tl

Figura 15 — Menor caminho

3.2.2 Equacao de Euler-Lagrange

Do Teorema 3.2 temos uma importante defini¢ao:
Definicao 3.7. Chamamos de equacao de Euler-Lagrange para o fun-

t1
cional ®(v) = § L (qi(t),q;(t),t) dt a expressao dada por:
to

d (0L oL
—[=)-==0, 3.10
i) & (310)
onde:
q; sao coordenadas generalizadas e ¢ = 1,--- | n;
v =1{(t,q) : q(t) = q,to <t < t1} uma curva no espago de dimensao
n+1 (R xR");

L:R" x R" x R — R uma funcao de 2n + 1 varidveis.

A generalizacdo do Teorema 3.2, ou seja, de n = 1 para n qual-
quer, é dada pelo préximo teorema:

Observagao 3.2. As equagoes de Euler-Lagrange formam um sistema
de equacoes diferenciais de seqgunda ordem de 2n varidveis, nas quais
tem solugoes dadas em 2n condigoes iniciais para determina-las, do

tipo q(to) = qo e 4(to) = vo.

Em resumo, a curva vy é um extremo do funcional ® se a equagao
de Euler-Lagrange ¢é satisfeita ao longo de .

Note que podemos escolher o sistema de coordenadas indepen-
dentes mais adequado, pois os extremos irao satisfazer a equagao de
Euler-Lagrange. Por exemplo, o comprimento de uma curva pode ser
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determinado em func¢éo de coordenadas cartesianas ou polares, como
por exemplo:

t1 tl
b(y) = f«/dc? +23dt ou P(y) = f\/%z + r2p2dt.
to

to

Neste caso os extremos sao os mesmos e sao segmentos de retas.

3.2.3 Principio da A¢do Minima de Hamilton e as equagbes de Euler-
Lagrange

Para sistemas convervativos, podemos observar, do Teorema 2.1
que:

AT = —dV,

que pode ser escrito da seguinte forma (ndo foi considerado a rotagéo):

d . ov

Comparando com a dinamica Lagrangeana, a equacgao:

d (oL oL

Il () ey 3.12

M(w) o~ (3.12)
nos remete a um importante teorema, chamado de Principio da Acéo

Minima de Hamilton [5, cap.3, secdo 13A] que é uma aplicagdo do
calculo variacional na mecanica.

Teorema 3.3 (Principio da Ac¢do Minima de Hamilton). Mowvi-
mentos do sistema mecdanico (equagao (3.11)), coincidem com extremos

do funcional:
t1

o() - | Lat,

onde L =T —V, é a diferenca entre a energia cinética e potencial.
1
Demonstragdo. ComoV =V (q) e T = 3 >imig?, temos que:

oL T oL v

oL _ o _ oL _ 9 1
Ga = o Ml 2 2 (3.13)
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O resultado segue pelo Teorema 3.2. ]
Algumas notagoes que vamos utilizar deste ponto em diante:

(i) L(q,¢,t) =T —V é a funcao de Lagrange ou Lagrangeana;
(ii) g1, ,qn chamadas de coordenadas generalizadas;

(iii) g1, ,Gn chamadas de velocidades generalizadas;

(iv) A funcional ®(v) = Szé L (¢, qi,t) dt é chamada Acdo.

Introduziremos:

(a) momentos generalizados definidos por

oL
~ = pi; 3.14
0qi P ( )

(b) forcas generalizadas definidas por

oL .
P Di- (3.15)

A equacao de Euler-Lagrange, vista até o momento, tem como
base o principio variacional, mais precisamente, o principio da Acao
Minima de Hamilton, que foi adaptado e resumido de [5, cap.3]. Note
que as equagoes de Euler-Lagrange descrevem um sistema de equagoes
diferenciais ordindrias de segunda ordem a duas varidveis para cada
equagao, num total de 2n varidveis, ou seja, temos, para solucionar
este sistema, 2n condigoes inicias ¢;(0) e ¢;(0).

3.3 APLICACOES DO FORMALISMO DE LAGRANGE

Usando o formalismo Lagrangeano, nas aplicagbes abaixo, pode-
remos ver como o processo para determinar as equagoes de movimento
é mais simples e econémico, em comparagao ao visto na secao 2.6.

Exemplo 3.5 (Péndulo simples plano). Com base no Exemplo 2.6 ¢
na Figura 5, temos uma particula de massa m presa a um fio rigido,
fixado na origem 0 e seu movimento € dado em um plano vertical fixo,
descrevendo um arco s dado por 6 (angulo com a vertical).
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Precisamos usar um sistema de coordenadas adequado e que es-
tas sejam independentes entre si. Sendo assim, usando coordenadas
polares temos a posicao da massa m dada por:

x=1l.cosb (3.16)
y =l.senf. (3.17)

As velocidades, derivando (3.16) e (3.17), sao das por:

i = —10.sen (3.18)
y = 10.cos . (3.19)

Podemos identificar que este sistema tem uma coordenada ge-
neralizada 6, ou seja, tem 1 grau de liberdade (G.L.=1). Neste caso

temos que q = 6 e ¢ = 6, coordenada e velocidade generalizadas.
A energia cinética é dada por:

1
T = 57’71(372 + y2)7

que das equagdes (3.18) e (3.19) resultam em:
1 . 1 .
T = §m0212(sen2 0+cos’f) =T = §m02l2. (3.20)

A energia potencial é dada por:
V = —mglcosé. (3.21)

Sendo assim, das equagdes (3.20) e (3.21), a Lagrangeana serd
dada por:

1 .
L=T-V=1L= §m02l2 + mgl cos . (3.22)

Logo, pelo Teorema 3.2, temos:
d (0L oL
—|—=]—-==0 3.23
dt (aa) o0 (328)
entao precisamos calcular o que segue:

oL ., oL
% mhl® e 0= —mglsen§. (3.24)

Substituindo (3.24) em (3.23):
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% (m9l2> +mglsen® = 0 = mfl> + mglsen 6 = 0. (3.25)

Dividindo (3.25) por mi?, temos a equacao que descreve o movi-
mento de m (para pequenas oscilagoes, ou seja, sen ~ 6):

b+ %9 —0. (3.26)
Exemplo 3.6 (Miquina de Atwood). Conforme Exzemplo 2.7, a md-
quina de Atwood pode ser vista na Figura 7.

Vinculos: z1 +zo =1

Por se tratar de um sistema com 1 grau de liberdade, pois os
vinculos sao descritos por 1 + o = [, logo, 2 = [ — ;. Tomando
1 = x, onde ¢ = x é a coordenada generalizada do sistema.

A energia Cinética é dada por:

1 .
T= §(m1 + ma)d>. (3.27)

A energia potencial é dada por:
V = —migq — mag(l — q). (3.28)

Sendo assim, temos a Lagrangeana:
1 .9
L= §(m1 + m2)q° + migq + mag(l — q). (3.29)

Para que possamos determinar as equagoes de Euler-Lagrange,
precisamos calcular:

oL ) oL
[7’7} = (m1+ma)g e 87(] =myg —mag = (M1 — ma)g. (3.30)

Como as equagoes de Euler-Lagrange sao da forma:

d (0L oL
Substituindo (3.30) em (3.31):

o + ma)i)] = s — ma)g = 0.

Logo, temos:



54

(mq + ma)d = (my1 —ma)g.
O que resultam em:

. . My —mo
—i=——g¢. 3.32
=% my + ng ( )

Exemplo 3.7 (Péndulos idénticos acoplados por mola). Com base no
Ezxemplo 2.8, considere os péndulos conforme Figura 8.

Este sistema tem grau de liberdade 2, ou seja, tem duas coorde-
nadas generalizadas q; = 01 e g2 = 05.
A energia Cinética é dada por:

1 . . 1 . .
T = Smb +mafy )2 = Jmi? (67 +627). (3.33)

A energia potencial total é dada pela soma da energia potencial
da mola e energia potencial de cada péndulo:

V' = Vatola + VPéndulo
kl? mgl
= 50—+ 79(93 +6?). (3.34)

A Lagrangeana serd dada por:

_k2
2

(02— 007 — "2 102, (335)

L= %ml2 (912 + 9'22) :

Para que possamos determinar as equagoes de Euler-Lagrange,
precisamos calcular:

% = leG'l
004
% = leG'Q
004
(3.36)
oL
0791 = kl2(02 — 91) — mgwl
oL

0792 = —kl2(92 — 91) — mgleg.
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Como as equagoes de Euler-Lagrange sao da forma:

d (0L oL

Substituindo (3.36) em (3.37):

d .
= (mlzel) — KI2(02 — 01) + mglfy = 0
(3.38)
d .
= (m1292) + k(0 — 0y) + mglfs = 0.
Logo, temos:
mi20y — k20, — 61) + mglf; = 0
(3.39)

mi20y + kI2(02 — 61) + mglfy = 0,

que sao as equagoes de Euler-Lagrange que descrevem o movimento
do sistema de dois péndulos idénticos acoplados por mola. Note que
sao equagoes diferenciais de segunda ordem.

3.4 TRANSFORMACAO DE LEGENDRE

Para conhecermos o formalismo Hamiltoniano, vamos abordar,
agora, sobre a transformacao de Legendre, o que, por sua vez, nos levara
a equagdo ou fungao de Hamilton (Hamitoniana) e, consequentemente,
as equagoes do movimento de Hamilton.

Além disto, esta transformagao, é, também, uma ferramenta ma-
tematica muito util, pois transforma fungoes em um espago vetorial em
funcdes no espaco dual.

Segundo [5, cap.3, segdo 14A], seja y = f(x) uma fung¢do con-
vexa!(ou seja, f”(x) > 0), uma transformacio de f é uma nova fungao
¢ de uma nova varigvel p, que é construida da seguinte maneira (Figura
16):

Desenhamos o gréfico de f no plano xzy. Seja p um ntimero dado.
Considere a reta y = pzx.

Tomamos o ponto = z(p) no qual a curva f estd mais distante
da reta y na diregao vertical: para cada p a func¢ao px — f(z) = F(p, z)
tem um méximo em relagdo a x no ponto z(p). Agora definimos

L Referéncias no Apéndice B.1.7.1 e B.1.7.2.
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f(z)

g(p)

z(p)

Figura 16 — Contrucao da transformacao de Legendre

g(p) = F(p,z(p)). Esta transformacao é chamada de transformagdo
de Legendre.

. oF
O ponto x(p) é definido pela condi¢dao de extremante Pl 0,
x
ou seja, f'(x) = p. Como f é uma fungao convexa, entdao x(p) é Unico,

se existir.

Exemplo 3.8. Abaizo, alguns exemplos de fungoes g(p):

(i) Paraf(x):m2:>F(p,x):px—xZég—i:p—Qm‘:O
= alp) = 2= o) = F (5.2) =pio— (L) = o) =2
z(p) = 5p=9(p) = F'(p,5) =p-5p— | 5P 9(p) = -
mx2 m3:2
(it) Para f(z) = —= = F(p,2) = pr — —— = f'(z) =mz =p
2
P _p(p2)_p 2w _»
fv(p)fm:g(p)fF(p,m)— - 5~ =9 =5
(iii) Paraf(x):%:>F(pyg;):p$_;$f/(m):xa—1:p
w(p) = pi— = g(p) = F (p,pﬁ> —pprT - =
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Que podemos escrever:

e

pafl
9(p) = —a—-
a—1
Tomando § = ——, t ()pﬁdd L. 1
omandao = — €110S: = — esdae que — — = 1.
— 9(p) = que =+ 5

3.4.1 Involutividade

Para uma fungao f, diferencidvel (referéncias no Apéndice B.1.1),
quantas vezes forem necessarias, com f”(z) > 0 (referéncias no Apén-
dice B.1.7.1), veremos, no seguinte teorema, a involutividade, em geral?,
da transformacao de Legendre.

g

Teorema 3.4. A transformacdo de Legendre € involutiva, isto €, se
sob a transformacao de Legendre, f for levada para g, entdo a trans-
formacao de Legendre de g a levard para f.

Demonstragao. Seja g(p). Aplicando a transformacdo de Legendre,
temos:

G(x,p) = zp — g(p), (3.40)

onde usamos uma nova variavel x para determinar a nova fungao trans-
formada G.

0G
Como — = 0= ¢'(p) = =, pois p(z) é ponto de maximo de G,

0
logo, a transfofma(;éo de Legendre de g(p), serd em fungdo em z, ou
seja, G(x,p(z)). Chamaremos esta funcao trasnformada de f(z), ou
seja, f(z) = G(z,p(x)).
Note que, geometricamente, G é a ordenada do ponto de abscissa
x na tangente ao grafico de f(x), com inclinagao p.
A a funcao ¢ ¢ linear em x com P p, pois p é fixo e, tomando

x = x(p), temos a transformagio de Legendre, para f(x):

f(z) = G(x,p) = px — g(p).

Veja Figura 17 abaixo:

2Por exemplo, no caso de eletromagnetismo, esta transformacio deve ser tratada
de forma diferente.
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f(z) 2

—] f”// /w(P)
Figura 17 — Involutividade da transformagdo de Legendre [5, cap.3,
secao 14C]

Com p variando e x = x¢ fixo, temos que G(z,p) assume valores
que sao as ordenadas dos pontos de interseccao da reta x = xg com a
reta tangente ao gréfico de f(z), para cada inclinagéo p.

Usando convexidade (veja Teorema B.2, no Apéndice B.1.7.1),
as tangentes estao abaixo de f, logo, o méximo de G(z,p) para x(po)
é a fungao f(x). [

Corolario 3.1. Seja uma determinada familia de retas dadas por
y = px — g(p), entao sua transformada tem a equagio y = f(x), onde
f € a transformacdo de Legendre.

Uma relacao entre a funcao f e sua transformada pode ser vista
abaixo [5, cap.3, secao 14]

Definicao 3.8. Sejam duas funcoes f e g, que sao tranformacoes de
Legendre, uma da outra. Estas funcoes sao chamadas de duais no sen-
tido de Young.

Pela definicao de tranformascdo de Legendre, temos que
F(xz,p) = px — f(z) € menor ou igual a g(p) para qualquer x e p, desta
forma, temos a desigualdade de Young, dada por:

pr < f(x) + g(p). (3.41)

Exemplo 3.9. Abaizo, alguns exemplos da desigualde de Young:

: p?
(i) Para f(x) = ox

= temos g(p) =

Entao, pr < + para todo x e p.

NSRS

P
2
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(ii)Paraf(x)—ﬁe()—p—ﬂondel—kl—lea>1eﬂ>1
7@ gp*ﬂ « ,87 )
a B

temos a desigualdade de Young dada por px < r + % para todo
e

z>0ep>0.
3.4.2 Transformacao de Legendre para mais de uma variavel

Seja uma funcdo f(z) convexa e x = (21, -+ ,x,), ou seja, a
2

0
forma quadratica <((3]20 d:n,dx) é positiva, entao a transformacao
x

de Legendre é a fungao g(p) da varigvel vetorial p = (p1,--- , pn) sendo,
a transformacao de Legendre:

g(p) = F(p,z(p)) = max, F(p, ),

onde:

(i) F(p,x) = px — f(x) e p = Z—i, sendo px produto interno no

espago positivo defindo no espago euclidiano R™

(ii) max, F'(p,z) é maximo da norma de F' com relagdo a = no espago
Rn

Sendo assim, a transformagao de Legendre, quando estao envol-
vidas mais de uma variavel, pode ser aplicada, inclusive a desigualdade
de Young.

Teorema 3.5. Seja f uma forma quadrdtica f(x) =Y, fijzix;. A sua
transformacgao de Legendre é, também uma forma quadrdtica g(p) =
. 9ijpip;, € que os valores de ambas as formas nos pontos correspon-
dentes coincidem (Figura 17):

f(z(p)=9(p) e gp)=rf(2)

Demonstragao. Seja f(x) uma forma quadrdtica dada por f(x) =
> fijzizy, sendo i,j = 1,--- ,m, logo, derivando f com relagdo a z;,
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temos:

of

ox;

aiz (Zf”’“xjx’“>
Zf]k( >$k+2fgk$g (5?)

- Z firdjizr + Z JikT;0ki,

gk 3.k

sendo &;; e Op; chamados de Delta de Kronecker (ou simbolo de Kro-

or; 0
necker), entdo % e ik sao dadas por:
oz 0 se i#j oz 0 se i#k
al=5ji= =0 = ,
Ti 1 se i =7 OTi 1 se 1=k
(3.42)
entao
63: Zfzkxk +Zf_]z-r_]
= Z fikxy + Z JriT
k k
= (fik + fri) @
k
A transformacao de Legendre para f fica:
(3.43)

r) = Zpﬂz - f(z)

Derivando F':

= sz'l’i - Z Jijwiz;.
i i,

(ZPMk) = > (fik + fri)
B

k

W — Z (fik + fri) T

k
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F
Como — = 0, para todo k, temos:

0xy;

Di = 2 (fik + fri) T = pi = EC kTk- (3.44)

k

Note que (3.44) representa um sistema linear e supondo fi +
fri = Chip invertivel, dada a convexidade de f. Temos como solugao
deste sistema:

i = 26ikpk~ (3.45)
i

Substituindo na equagio (3.43), temos:

T) = Epz% - kajxkxj

kj

(L) g (30 - ()

m

= > Cupivi + Y, (f1;CriCm) pipm.
ik kjtm

Considerando @y, = kajékléjm, temos:

F(p,x) = Y (Cit + @ix) pipk = Y, gixpik = 9(p) (3.46)
ik ik
ou
(p) = Zgijpipj7 (3.47)

ou seja, de (3.47), g(p) = Zgzkpzpk, € uma forma quadrdtica.

Por outro lado, trocando Tk Po P € fik por gir e usando o raci-
ocinio anterior obtemos

r) = Zfijxiwj, (3.48)
ij

ou seja, de (3.48), f(x) =, fijxixj, € uma forma quadrdtica.
ij
Desta forma temos que:
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F@®) = (e;CriCim) pom = Y, gispiv; = 9(D),

kjlm ij
sendo fkjékléjm = gij que, por sua vez,

g (@) = D} (9;CuCm) mimm = ), fiwiz; = f(x),

kjlm 7]

sendo grjCriCim = fij. "

3.5 AS EQUACOES DE HAMILTON

Como podemos observar, a transformacao de Legendre nos leva
do espago de configuragao, dado pelas coordenadas ¢’s e ¢’s, a um novo
espago, dado pelas coordenadas p’s e ¢’s. Segue a definicao deste espago:

Definicao 3.9. Chamamos de Espaco de Fase, o espaco dado pelas
coordenadas p1,- - ,Pn,q1," " qn, de dimensdo 2n. Sendo que q; sao
as coordenadas generalizadas e p; sao os momentos associados (dados
pela equagdo 3.14).

Desse jeito a transformacao de Legendre nos leva do espago de
configuracao para o espaco de fase.
oV

Exemplo 3.10. Sen =1 temos o plano de fase de equagao p = r
q

O movimento de um sistema de particulas descrito pelo sis-
tema de n equagoes de segunda ordem de Euler-Lagrange, pode ser
transformado em um sistema simétrico de 2n equacgoes de primeira or-
dem usando a transformacao de Legendre. Este sistema é chamado de
Equacoes de Hamilton ou Equacoes Candnicas.

Para que possamos entender a equivaléncia entre as equagoes
de Euler-Lagrange e as de Hamilton, devemos considerar o sistema de
equagdes de Euler-Lagrange, conforme equagoes (3.14) e (3.15):

oL
) = — = —. 4
D 20 onde p 2 (3.49)

Vamos assumir que a fungao Lagrangeana L : R” x R® x R - R
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é convexa® em relacio a g.

Teorema 3.6. O sistema de n equacgdes de sequnda ordem de Euler-

Lagrange € equivalente ao sistema de 2n equacgoes de primeira ordem

de Hamilton, dado por [5, cap.3, segdo 15A]:
oH . OH

p= —7(1 e q= &71)7 (3.50)

onde H(p, q,t) = pg—L(q, 4,t) € a transformagao de Legendre da fung¢ao
Lagrangeana em funcdo de .

Demonstragao.

Dada a Lagrangeana L(q, q,t). A transformacdo de Legendre de
L com relagao a ¢, é a fungao:

H(p) = pq — L(q). (3.51)
Sendo que g é dado em termos de p, que, por sua vez, é dado em
L
termos de q e t, pois p = a—
aq

Como o diferencial total de H(p,q,t), que é dado por
0H oH oH

dH = —dp + —dq + —dt 3.52
ap Wt g bt ot (3.52)
é igual ao diferencial total da equagao (3.51) para p = R que é dada
por: ¢
oL oL
dH = ¢dp — —dq — —dt 3.53
gdp — 5 da = b, (3.53)

podemos comparar os coeficientes de dg, dp e dt, das equagoes (3.52) e
(3.53), temos:

o0H o0H oL 0H oL
- or_ e 9 54

op’ 0q oq’ ot ot (3:54)
Como das equagoes (3.49) e (3.54):

o
pi@q o¢ g’

3Fungio convexa é frequentemente dita quadrética positiva
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entao
oH

p:—7q~

Sendo assim, das equagbes (3.54) e (3.55), temos um sistema
de equacgoes diferenciais de primeira ordem que sao as equacdes de
Hamzlton:

Observe que se ¢(t) satisfaz as equagoes de Euler-Lagrange, en-
tao, o par (p(t),q(t)) satisfaz as equagoes de Hamilton.

A demonstracdo da reciproca é aniloga, e, portanto, os sistemas
de equagoes de Euler-Lagrange e de Hamilton sao equivalentes. |

(3.55)

o0H .
e — determinam
qi opi
um campo vetorial e em cada ponto (p,q) do espago de fase existe um

o o)

Das equagoes de Hamilton, temos que —

vetor de dimensdes R?" dado por < ,
2q;  Op;

3.5.1 A Funcao Hamitoniana e a Energia Total

Vamos supor que a Lagrangeana de um sistema mecanico seja
da forma L =T —V, sendo T a energia cinética e V' a energia potencial
deste sistema. Vamos considerar que a energia cinética 7' tenha forma
quadratica em relacao a ¢, ou seja,

1 ..
T = 5 Zaijqiqj, onde Ai5 = Qgj (q,t), (356)

e a energia potencial nao dependa de ¢, mas somente de g, e seja da
forma:

vV =V(q). (3.57)

Como a energia cinética T assume uma forma quadratica em ¢, a
Hamitoniana também assume esta forma. Antes de relacionar a funcao
Hamitoniana a energia total de um sistema, precisamos do Teorema de
Euler sobre func¢ées homogéneas:

Teorema 3.7 (Teroema de Euler). [/, Apéndice B] Se f : R™ — R €

n
homogénea d k, entio S Ly = kf(zr,-- ).
omogénea de grau k, entdo ZZ]l P T; f(z1 ZTn)

Agora sobre a realgao entre a funcao Hamitoniana e a energia
total de um sistema, como T é uma fungao homogénea, temos o seguinte
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teorema:

Teorema 3.8. A Hamitoniana H € a energia total do sistema, ou seja,
H=T+V. (3.58)

Demonstragao.

Pela equagao (3.51) e pelo Teorema 3.7, temos:

H_ZpiQi_L_Z(Z)Qi_(T_V)_ZT_(T_V)

==H=T+V. [ |

A lei de conservacao de energia fica melhor definida pelo préximo
corolario:

dH 0H
Corolario 3.2. Para o sistema Hamiltoniano temos TR em
particular, para um sistema cuja a Hamitoniana nao dependa explici-

tamente do tempo, ou seja, = 0, a Hamitoniana é constante de

)z
ot
H(p(t),q(t)) = Cte.

Demonstragao. Considerando a variagao de H ao longo da trajetoria
H(p(t),q(t),t), temos:

AH o [OH ((OHY | OH (GHN) oH _oH
dt B 6])1' aqi 6qi 6pi ot N (?t’

)

movimento:

v~

0

ou seja, se t mao aparece em H, a energia ¢ conservada. |
3.5.2 Coordenadas ciclicas

Para o caso que alguma coordenada generalizada ¢; nao fizer
parte da Lagrangeana o momento generalizado p; é constante, ou seja,
nos remete a lei de conservagao do momento angular. Esta coordenada
¢; é definida como segue:

Definicao 3.10. Uma coordenada generalizada q; € chamada de ciclica,

se nao fizer parte da Lagrangeana, ou seja, =— =0
og;
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Teorema 3.9. O momento generalizado correpondente a uma coorde-
nada ciclica q; € conservado, ou seja, p; € constante de movimento.

Demonstragao. Pela equagao de Euler-Lagrange, temos que:

dp; d ( oL

dt ~ dt \og;

> =0 o resultado segue. |

A semelhanca da funcéo de Euler-Lagrange, a funcio de Hamil-
ton pode ser determinada usando um sistema de coordenadas adequado
com o objetivo de reduzir o sistema de equagoes de Hamilton e esta es-
colha pode ocasionar, muitas vezes, que a funcao Hamitoniana seja
independente de algumas delas (coordenadas) [5, cap.3, segbes 13B e
15A].

Definicao 3.11. Se a funcdo Hamitoniana,

H(Pl»PQ»' 5y DPny 41,42, 7Qn,t)a

nao depende de uma coordenada q;, que a menos de uma permutacao,
podemos considerar, i = 1, ou seja, q1, € chamada de ciclica.

Isto se deve ao fato de que ¢; também nao faz parte da funcao
Lagrangeana, isto € — = 0, sendo assim, P 0
q

a1 1
Quando temos coordenada ciclica envolvida, a funcao de Hamil-
ton tem a forma conforme mostra o proximo corolério:

Corolario 3.3. Considerando que g1 € uma coordenada ciclica, temos
que p1 serd a primeira integral determinada. Neste caso, para as coor-
denadas que restam, a variacdo no tempo € a equivalente a um sistema
de n — 1 coordenadas independentes qa,- - ,qn. Logo a funcdo de Ha-
milton tem a forma:

H(an"' yPny g2, 7Qn7tac)7

onde, H depende do parametro ¢ = py, que € constante de movimento.
Demonstragao.

Consideremos P = (p2,--+ ,pn) € Q@ = (g2, ,qn). A funcdo H
varia ao longo da trajetéria H (p(t), q(t),t), logo as equacoes de Hamil-
ton sdo das da seguinte forma:
d,
Integrando P 0 obtemos que p; = Cte, portanto, no sistema

de equagoes para P e @), o p; entra como parametro da funcao H.



67

dQ _ oH dgr _ 0H
dt  oP dt  p
@b __oH dpr _
dat  0Q dt

Neste sistema de 2n — 2 equagoes a equagao para a coordenada

o ¢ da forma 9 = (1), onde [(1) = < H(pr, P(1),Q(1).1), e
P1
integral é imediata. n

Ainda sobre coordenadas ciclicas, temos o préximo coroldrio:

Corolario 3.4. Todo sistema com grau de liberdade dois (n = 2) que
possui uma coordenada ciclica € integrdvel.

Demonstragao. Se o sistema tem uma coordenada ciclica e comon =
2, ele é unidimensional, logo, uma equacao diferencial ordindria com
condigoes iniciais fixas, ou seja, € integrdvel, entdo tem solugdo unica,
e resulta em:

H(P,Q)=c. |

3.6 APLICACOES DO FORMALISMO DE HAMILTON

Abaixo, temos alguns exemplos de aplicacoes da formalizacdo
Hamitoniana.

Exemplo 3.11 (Péndulo simples plano).

Sabemos, do Exemplo 3.5 que a Lagrangeana é dada por:

1 .
L= §m0212 + mglcosf.

Pelo Teorema 3.6, temos:

H(p,q,t) = pg — L(g. ¢, 1) (3.59)
L
Sabemos que p = a—_, entao:
aq
oL .
= — =mil’. 3.60
P== (3.60)

Logo, temos que 6 = P
mi?
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Substituindo (3.22) e (3.60) em (3.59), temos:

S
H = pb — §m92l2 — mglcosf

2
1 .
= % — §m92l2 — mgl cosf
2p% — mB2l4 l cos
= ————— —mglcos
2ml?
B 2p2 _ p2
- 2mi?
2

2ml?
1 p2

— mgl cosf

— mgl cos 6

~ 62 -
Para pequenas oscilacoes, temos que cosf =1 — 5 entao:

_1p?
T 2mi2

mglg?

—mgl + (3.62)

Para determinar as equagbes de Hamilton, das equagoes (3.50),
temos:

. oH
"= %
, _ _oH
b= T

Logo as equagoes de Hamilton que descrevem o movimento para
o péndulo sdo dadas por (senf; ~ 6;):

; p
) =
2
ml (3.63)
p = —mgll

Estas equagoes sao equacgoes diferenciais de primeira ordem. Se
derivar a primeira equagao vamos obter:
. P ) ..
0=—" = p=mbl>
mi?
Substituindo na segunda equagao temos:
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mol® = —mglf = mol% + mglf = 0.
Logo:
b+ %9 —0. (3.64)

Note que, nos trés formalismos, chegamos as mesmas equacoes
que descrevem o movimento de um péndulo simples, conforme as equa-
coes (2.28), (3.26) e (3.64).

Exemplo 3.12 (Maquina de Atwood). Conforme Ezemplo 2.7, a md-
quina de Atwood pode ser vista na Figura 7, vamos construir as equa-
coes de Hamilton para descrever o movimento deste sistema.

Sabemos, conforme a equagao (3.29), que a Lagrangeana é dada
por:

1 .
L= §(m1 + mg)q2 + migx + meg(l — q).

Logo, pelo Teorema 3.6, temos a Hamitoniana:

1 .
H(p,z,t) = pi — 5 (ma + ma)q® — migq — mag(l — q). (3.65)

Como p é dado por:

_pr
m1+m2'

oq

L

p = (m1+ma)g=q= (3.66)

Substituindo (3.66) em (3.65), temos:

o1 .
H =pg — 5 (m + ma2)d® — migq — mag(l — q)

p 1 "
- " + _ _ [ —
p ) 5 2(m1 mz)q mi19q —mag(l — q)

_ Wy migq — mag(l — q)
= 2y ) 199 —mag(l — ¢
p2
S — - 1—q). 3.67
S T ) 9 mag(l — q) (3.67)

Calculando as derivadas de H, para determinar as equagoes de

. .. oH | o0H
Hamilton, ou seja, ¢ = — e p = ———, temos:

op oq
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_pr
ma ma (3.68)
p = (mi—ma)g

De forma andloga aos {tens a) e b) deste exemplo, devemos deri-
var a primeira equagao, de (3.68), para substituir p na segunda e vamos
encontrar:

i= L =+ ma).
my + Mo
na segunda equagao, temos:

my —Mma

g(my+me) =(mp—mo)g=G=1= (3.69)

mi1 + Mo

Veja que chegamos as mesmas equagoes nos trés formalismos, ou
seja, as equagoes (2.38), (3.32) e (3.69) sdo as mesmas equagoes.

Exemplo 3.13 (Péndulos idénticos acoplados por mola). Com base no
Ezxemplo 2.8, considere os péndulos conforme Figura 8.

Para descrever o movimento para este sistema, usando o for-
malismo de Hamilton, vamos usar a Lagrangeana, ji determinada no
Exemplo 3.7, mostrado abaixo:

Sabemos, conforme a equagao (3.35), que a Lagrangeana é dada

por:
1 .2 .2 k2 l
LZ*TTLZ2 (91 + 05 ) *7(02*91) 7mg (02+92)
2
Logo, pelo Teorema 3.6, temos a Hamitoniana:
. . 1 .2 .2 k2 l
H = pg, 01 + po, 02 — §ml2 (91 + 0 ) + —(92 —0,)? + @(02 +67).
. . (3.70)
Como py, , pe,, 01 € 02 sd@o dados por:
oL Dy
== = mi% g, = ~2
po, = 691 =mitvr =601 miZ
(3.71)
oL Dy
= mi26. Oy = —2
po, = 692 =Ttz = 02 miZ

Substituindo (3.71) em (3.70), temos:
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. | L2 .2 kl? mgl
H = po, 01 + po,02 — 5ml® (91 + 0 ) (02— 0:) + 79(93 +62)
2 2 21 2 o0 2 2
_ Dy, Py, B ml“0, _ ml0y ﬂ B 9 mgl 9 9
T ml2? +ml2 9 2 + 2 (02 91) + 9 (92+91)
205, — vy, 205, —Pp,  kI? , mgl o
= omr t oz T gm0 (0 b))
2 2 2
_ Py, Dy, ﬂ . o mgl, o 2
=5t Bt (62 —61)° + - (05 + 67). (3.72)

Sendo assim, de (3.72), temos as equagdes de Hamilton:

9' _ @H - p91
v apgl - ml?
pgl = —27H = le(eg — 91) — mgl@l
' (3.73)
0' _ aH . Do,
S Opg,  mi?
. 0H 9
{ Do, = _8792 = —kl (92 — 91) — mgleg
mais precisamente:
; Do,
o = ml?
ﬁgl = k12(02 — 01) — mgl@l
(3.74)
i Do,
b2 = ml?
]592 = —k12(02 — 91) — mgwg

Nas aplicagoes, tanto da dindmica Lagrangeana quanto Hami-
toniana, podemos observar que as formas como foram construidas sao
expressivamente mais simples com relacao ao formalismo Newtoniano.

E importante salientar, de forma resumida, as principais dife-
rencas entre os formalismos Newtoniano, Lagrangeano e Hamiltoniano,
que estd na tabela abaixo:
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Tabela 1 — Principais diferencas entre Newton e lagrange

Comparagao entre os formalismos

Newton

Lagrange

Hamilton

Equacoes de

2% ordem e
dependem da
posicao,
velocidade e do
tempo

n equagoes de 2¢
ordem e dependem
somente de
coordenadas
generalizadas®
n=3N—Ke,
geralmente,

do tempo

2n equagoes de
1% ordem e
dependem de
coordenadas e
momentos
generalizados e,
geralmente

do tempo

Equagoes do tipo
vetorial

Equagoces do
tipo escalar

Equacoes do tipo
escalar

A dinamica
depende das
forgas atuando
no sistema

A dinamica
depende do
extremo de
uma funcional
a partir da
Lagrangeana

A dinamica
depende da
Hamitoniana

Deste ponto em diante, vamos ver como o sistema Hamiltoniano
se comporta, em um espago 2n-dimensional, sob a acao de um grupo a
um parametro que depende do tempo.

4Espaco de configuracao de N particulas com dimensdo 3N e K vinculos.
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4 O TEOREMA DE LIOUVILLE E A CONSERVACAO
DE VOLUME

As tranformacoes de coordenadas nos sistemas analisados sob o
ponto vista tanto do formalismo Lagrangeano, quanto do formalismo
Hamiltoniano, tem como principal objetivo simplificar as equagoes de
movimento. Isto serd mostrado usando o principio variacional de Ha-
milton modificado.

Neste sentido, estas equacdes, sdo invariantes sob a transforma-
¢ao de Legendre.

Neste capitulo estudaremos as transformagoes que preservam as
equagoes de Hamilton e o volume infinitesimal, o que serd mostrado
pelo Teorema de Liouville.

4.1 AS EQUACOES DE HAMILTON PELO PRINCIPIO VARIACI-
ONAL

A descrigao do movimento de um sistema mecanico, como visto
na segao 3.2.2, segundo [6, cap.4,secao 4.5], é tal que a agdo é um
extremo. Pelo Teorema 3.2, temos o funcional:

ty

O(y) = JL (gi(t),q:(t),t)dt.

to

independe de usar o formalismo Lagrangeano ou o Hamiltoniano, pois,
a Hamitoniana, como sabemos, é a transformacao de Legendre da La-
grangeana e é dada por:

pzaQu sz%_ q“q.iat)-
O que pode ser escrito da seguinte forma:

q?aqza Zp7Q’L phqiat)' (41)

Note que a Lagrangeana pode ser escrita em termos de pe q e ¢
deve ser escrito em termos de ¢ e p (das equagoes de Hamilton (3.50)).
Logo, o principio variacional é dado da seguinte forma:
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ty1

dJ (i pidi — H(Pzqu‘,t)) dt = 0. (4.2)

to

Isto implica que teremos 2n equacoes de Euler-Lagrange, ou seja:

d(oLy_aL
dt \ 0g; oqi

, (43)
d (oL\ JL 0
dt \ op; opi
onde L é a Lagrangeana L(g;, ¢;,1).
Entao, vamos obter, de (4.3), as equagoes de Hamilton:
d 0H oH
= (s -0 h = —
dt ) + 0q; - 2
(4.4)
d oH o0H
—(0)—¢+5—=0 li =
) %+ = G-

Esta versao do principio variacional é chamada de Principio
Variacional de Hamilton Modificado.

4.2 TRANSFORMACOES CANONICAS

Queremos encontrar transformagoes que deixam as equagoes mo-
vimento invariantes.

Fazendo uma transformagao de coordenadas generalizadas, in-
versivel (referéncias no Apéndice B.1.8), no espago de configuragao, do
tipo:

¢ — Qi = Qi(q1,"* ,qn,1),

logo, por ser inversivel, existe uma transformacao:

q; = qi(Qla T aQTut)?
o que transforma L(g;,q;,t) — L(Q,»,Qi,t) e as equagoes de Euler-

Lagrange tem a forma:
dt an an o
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4.2.1 Mudanca de Varidveis no formalismo Hamiltoniano

No formalismo Hamiltoniano, temos 2n varidveis independentes
q1, " ,qn,P1,"** ,Pn. Para que uma transformacao de varidveis pre-
serve as equacoes de Hamilton é necessédria a escolha de uma transfor-
magao adequadal4, cap.8, segdo 8.1].

Sendo assim, vamos considerar uma mudanca de varidveis em
que as novas coordenadas sejam da forma:

Qr = Qr(qr,pr,t) e P = Pre(qr,pr,t). (4.5)

Sendo esta transformacao inversivel, queremos que exista uma
funcao K(Qg, Px,t), tal que, as equagoes de Hamilton sejam invarian-
tes, ou seja:

oK . oK

= — = — 4.6

Q=3p © Pi=go (4.6)
que sdo da mesma forma das equacoOes originais:
0H 0H

; (4.7)

k=%— € D=5
Ok oar’

para qualquer H.
4.2.2 Funcoes Geradoras

Para determinar a transformacao adequada a ser aplicada, de
forma que as equacoes de Hamilton sejam invariantes, vamos utilizar o
principio variacional de Hamilton Modificado (4.2), por ser mais prético
e eficiente.

Do principio variacional temos [6, cap.5, segdo 5.1]:

t1 n
to k=1

sendo assim, as novas equagoes, com as novas coordenadas, decorrem
do principio variacional:

t1

dJ<Z PkaK(Pkanat)> dtZO, (49)
fo k=1
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sendo K a nova Hamitoniana.

Uma condigao suficiente para a validade de (4.8) e (4.9), é a de
que os integrandos difiram pela derivada total em relagao ao tempo, ou
seja, se:

df _ dg
= + o= — = —
f=9 dr  dz’
entdo, se existe ®(g,p,t) que satisfaz:

ty
dd t
dj (q,p,t)

at = d[®(q(t2),p(t2),t2) — ®(q(t1),p(t1),t1)] = 0, (4.10)

to

sendo que dg(to) = dgr(t1) = 0 e dpi(to) = dpi(t1) = 0, entdo a trans-
formacao preserva a formas Hamitoniana das equactes de movimento
se a relacao:

L w . d®(q, p,t
E]Dqu—H: ZPka—Kﬂ-M, (411)
k=1 k=1 dt

estd satifeita. Ou seja, se as variagoes da acao (4.8) e (4.9) sdo zero,
implica que os pontos criticos ficam invariantes sob esta transformacao.

Definicao 4.1. Uma transformacdo inversivel e diferencidvel

(¢,p) — (@, P), dadas por Qr = Qk(qk,pr,t) € Pr = Pr(qr,pk,1),
ambas diferencidveis e inversiveis, é chamada de Transforma¢do Cané-
nica, se e somente se, existem funcdes ®(q,p,t) e K(Q, P,t), tal que:

- . . dd
> (kak - Pka) +(E-H)=—, (4.12)
k=1
que na forma diferencial € dada por:

n

> (prdar, — PedQy) + (K — H) dt = d®. (4.13)

k=1

Agora, vamos tomar Qp = Qk(qr,pk,t), que sdo n equagoes,

que presumimos tenham solucdo para py’s, dados por pr = pi(q, @, 1).
Sendo assim, se possivel, substituindo em (4.5), temos

Pk = Pk) (Q7f(q7Q7t)7t)
Considerando a funcao Fi(¢,@Q,t), dada por:
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Fl(QaQat) = (q,p(QaQat)vt) . (414)

O que substituindo em (4.13), resultam em:
> (prdar — PrdQy) + (K — H) dt = dF}. (4.15)
k=1

Note que a diferencial total de F é dada por:

dF1 é‘Fl 6F1 aFl
Ty (et a1 oL 41
di Zk: <6qk A+ 30, dQ’“) " (4.16)

Comparando as equagoes (4.16) e (4.15), temos:

0Fy
pp=——— € 4.17
" g (4.17)
0Fy
Py =——. 4.18
* Qy, (4.18)
Resultando, assim, na nova Hamitoniana:
OF}
A equagao (4.17) fornece uma fungao gx em termos de ¢, Q e
F
t, ou seja, pr = = 1 = 9rx(q,Q,t). Pelo Teorema da Funcao Impli-
0qk

cita (referéncias no Apéndice B.1.8), existe um dominio que possibilita
escrevermos Qx = Qk(q,p,1).

Por sua vez, substituindo @y em (4.18), obtemos P, = Px(q,p, t),
determinando a transformagcao canénica que leva (q,p,t) — (@, P, t).

A partir deste ponto, substituirmos gy e py em (4.19) para obter
a nova Hamitoniana K(Q, P,t).

A funcao F) é chamada de Fungao Geradora de uma trans-
formacao canoénica. Outras formas para a fungdo geradora podem ser
usadas, desde que as varidveis sejam independentes.

Alguns exemplos de formas para estas fungoes:

FQ(q7 P7 t)7 F3(p, Q7t) € F4(p7 P7 t)
Vejamos uma transformagao canonica em uma aplicagao.

Exemplo 4.1 (Péndulo simples plano).
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Usando o Exemplo (3.11), temos que a fungdo Hamitoniana é
dada por:
1 p? mglg?

g . . -
= = = Vi Vi
Tomando w? ; e w?l, vamos investigar uma transformacio

da forma:
p= f(P)cos@ (4.21)
_ f(P)sen@Q
b= (4.22)

O que nos leva a nova Hamitoniana, dada por:

f2(P)
K= — mgl.
2ml? myl
Dividindo (4.21) por (4.22):
p_ f(P)cos@
0  f(P)sen@Q’
mwl?
F;
definimos % da seguinte forma:

mwl?6 cos Q _on

= = —. 4.2
sen ) 00 (4.23)
Entao, F; é dada por:
mwl?62 cos Q
P=—" 4.24
! 2sen ) ( )
Logo, para determinar P:
oF; mwi26>
P=——>-=——. 4.2
0Q  2sen?() (4.25)

O que possibilita determinar 6:

2P sen?Q [ 2P sen @
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Substituindo em (4.23):
p =IvV2Pmwcos Q. (4.27)

Das equagoes (4.22) e (4.26), temos:

f(P)sen@ 2P sen@
mwi2  Nomw 17

Logo f(P) é da por:
F(P) = IV2Pmw. (4.28)

O que nos leva a nova Hamitoniana:

K(Q,P,t) = wP — mw?l?, (4.29)
e as novas equagoes de Hamilton:
- 0K
e (4:30)
4.30
. oK
P=——=0
oQ
Cujas solugoes sao:
Q= Qo+ wt
(4.31)
P=C

Como P é constante, temos que, a nova Hamitoniana também é
constante de movimento, ou seja, nos da a energia total do sistema:
E + mw?l?

K(Q,Pt)=FE=wP-—muwlP=E=P=——"-o/. (432
w

Substituindo (4.31) e (4.32) nas equagdes (4.26) e (4.27), temos:

0= q/ﬂ + 2 sen(Qo + wt)
mw?l? . (4.33)

p = IV2Em + 2m2w?l? cos(Qo + wt)

Uma situagao particular é quando f; (ou ®) depende somente do
tempo t. Neste caso definimos um grupo a um parametro, como sera
mostrado na préxima segao.
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4.3 TEOREMA DE LIOUVILLE

Antes de vermos o Terorema de Liouville, precisamos de algumas
definicbes, lemas e teoremas importantes, que veremos a seguir.

Vamos considerar, por conveniéncia, que H nao dependa expli-
citamente do tempo®, ou seja, H = H(p, q).

As defini¢oes e teoremas que seguem, foram adaptadas de [5,
cap.3, secao 16].

Definicao 4.2. Chamamos de grupo a um parametro ao grupo abeli-
ano? (referéncias no Apéndice B.13), dado por:
ffR—>G
t— gt

tal que:
(i) para todo g € G, existe te R | g = g;
(i) Ig = fo
(i) 91y = (95)~"
Com isto, podemos definir Fluxo de Fase:

Definigao 4.3. O grupo a um parametro de transformagées do espago
de fase € chamado de fluxo de fase, denotado por g;, ou seja,

gt + (p(0),4(0)) — (p(t),q(t)) (4.34)

onde p(t) e q(t) sao as solugoes das equagoes de Hamilton (veja
Figura 18).

Isto quer dizer que estamos vendo o movimento ou a dinamica
sofrer uma certa deformagao (ou transformagao) de um ponto (ou domi-
nio) do espago de fase e, esta transformacao depende do ponto inicial
ou das condigoes iniciais. Em outras palavras, ¢ um outro modo de
descrever a evolucao de uma sistema: o estado do sistema é uma trans-
formacao geométrica do estado inicial.

Agora, suponhamos um sistema de equagoes diferenciais ordina-
rias

i':f(w)v (L’=(£B1,~'~ axn)a (435)

1 Presumimos, aqui, que todas as solucbes das equaces de Hamilton possam ser
estendidas para todos os valores do tempo, isto é, seja solugdo global.
2Referéncias no Apéndice B.13.
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(p(0),4(0))

Figura 18 — Fluxo de Fase [5, cap.3, segdo 16A]

cujas solugoes podem ser estendidas para todo t e, em particular, se f
é linear, entao ela pode ser escrita como uma matriz, ou seja, para um

vetor x = (1, -+ ,Zn), N0 espago de fase podemos escrever:
T1 f(x1)
= flx) = . (4.36)
iy, fzn)

A partir desse ponto, vamos considerar f na forma (4.36)
Seja {g:} o grupo correspondente as transfomagoes. Sua forma
infinitesimal é dada por:

gi(z) = o + f(x)t + O(t?), t— 0. (4.37)
Seja, também, D(0) uma regido no z-espago ¢ V(0) seu volume:
v(t) = volume de D(t) = D(t) = g:D(0),

isto é, aplicando g; sobre cada ponto em D(0).

Antes de enunciarmos o Teorema de Liouville, vamos precisar do
lema abaixo além de um outro teorema a seguir, para que possamos
demostrar este teorema (de Liouville).

Lema 4.1. Para qualquer matriz A = (a;5), temos:

det(I + At) =1+t trA+ O(t?), (t—0), (4.38)

n

onde trA = >} a; é o tragco da matriz A (soma dos elementos da
i=1

diagonal principal) e I a matriz identidade.
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Demonstragao. Pela definicio de determinante [9, cap.2, se¢ao 2.1]
de uma matriz A = (a;;), temos:

det(A) = Z sgn (Hi17i2,... ,in) cA1gy A4y "t Qng,,

11502, yin
sendo:
+1 = selly 4y, 4, € uma permutacdo par
sgn (Hi17i27"' ain) =
-1 = selly 4,,... 4, € uma permutacao fmpar

Em particular, para a matriz (I + At), dada por:

1+ a1t aiat o ant
as1t 1+ aget --- aont
(I + At) =
an1t Aot s 14 apnt

Para calcular o determinante det(I + At), vamos analisar da sequinte
forma:

(i) temos 2n produtos de n entradas da matriz, tal que, ndo hd duas
entradas de mesma linha ou mesma coluna;

(ii) para o produto das entradas da matriz em que iy = 1,--+ i, =n,
ou seja, (14+a11t)-(1+agat) - - (1+anpst), temos 1, n termos line-
ares em t e os restantes em poténcias de t com expoentes maiores
ou iguais a 2;

(iti) para os demais 2n — 1 produtos, temos termos em poténcias de t
com expoentes maiores ou iguais a 2, pois os termos lineares se
anulam devido a paridade das permutagoes.

Sendo assim, podemos escrever:

det(I + At) = (1 + anit) - (1 + agat) - (1 + annt) + O(t?)  (4.39)

=1+ (a11 + a2+ -+ ann)t + O(t2). (4.40)

Veja que em O(t?) é dado em termos de ponténcias de t com
erpoentes maiores ou 1guais a 2. |
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Para os lemas e teoremas que seguem, vamos considerar f(x) a
mesma fungéo do sistema de equagdes diferenciais ordinérias (4.35).

Seja v o volume de uma regido D(0) do espago de fase e supo-
nhamos que cada pontos de D(0) esté evoluindo segundo (4.35), temos
o seguintes resultados.

Lema 4.2. A variagdo do volume v de uma regido D(0) € dada por:

= J divfde (dz =dxy,---,dz,),

t=0
D(0)

sendo div f o divergente de f (referéncias no Apéndice B.14).

Demonstragao.

Para qualquer ¢, a mudanca de variavel em uma integral é dada

por:
dgi(x)
det———=dt. 4.41
J et E d ( )
D(0)
. dgi() = .
Determinando pela equacgao (4.37), temos:
x
dgt(z) af 2
=1+ = — 0). 4.42
o + amt+O(t ), (t—0) (4.42)

Sendo assim, da equagao (4.42) e do Lema 4.1, temos:

ogi(x) _ (lf 2
det =2 = 1+t b+ O(8), (4.43)
of & dfi . -
Mas tra—x = igl P divf, entao:
ot) = f [1+ ¢ divf + O()] do. n
D(0)

Teorema 4.1. Se divf =0, entdo g; preserva o volume:

v(t) = v(0). (4.44)
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Demonstragao. Tomando t = ty, entao do Lema 4.2 temos:

dv
dt

= J divfdzr,

= plo)

I

v

divf =0, —
se divf I

=0. [ |

Agora podemos enunciar o Teorema de Liouville, descrito abaixo:

Teorema 4.2 (Teorema de Liouville). O fluzo de fase preserva o
volume para qualquer regidgo D, ou seja,

Vol. de g:D = Vol. de D (4.45)

-

-

Figura 19 — Conservagao do volume

Demonstragao.

O Teorema de Liouville é um caso particular do Teorema 4.1,
logo para as equagoes de Hamilton, temos:

0 OH 0 (0H
ivf=— (-2 )+ 2-(Z=)=o. n
divf 8p< 5q>+8q<5p> 0

Vejamos, agora, aplicagoes do Teorema de Liouville.
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4.4 APLICACOES DO TEOREMA DE LIOUVILLE

Exemplo 4.2 (Péndulo simples plano). Sabemos que as equagies de
Hamilton sao dadas pelo sistema de equagdes difenreciais abaizo:

; p
6 =
2
ml (4.46)
p = —mgll

Dadas condigoes iniciais 0(0) = 0 e 6(0) = by, cuja solugio é O(t) =
K cos (wt + ¢).

Sendo assim, 0(0) = K cos ¢.

O operador g; aplicado a 6(0), nos dd:

9:(0(0)) = 0(t) = K cos (wt + ¢) .
Agora para t' # t temos que:
a0 (B()) = 6(t +1') = K cos (w(t + 1) + p) = g140(0(0)).

Isto de forma geral. Agora, para deslocamento infinitesimal no
tempo, ou seja, t — 0, para o sistema (4.46) a transformagio € dada
por:

1
0 0 —mpp
gt = + ta
b p —mw?3126
pois,
1
0 _ 0 - —lep
p b —mw?3I126
0 0
Note que div f = > + 8£ = 0 o que mostra que g; preserva
P q

volume, sequndo Teorema de Liouville. Neste caso, em particular, a
trasnformagao é uma rotagdo o que reafirma a preservagdo de volume.

Podemos, a seguir, conhecer outro teorema importante, em que
tem como base o teorema de Liouville, que segundo [4, cap.8, se¢ao 8.7
tem o seguinte enunciado:
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Teorema 4.3 (Teorema de Recorréncia de Poincaré). Seja g uma apli-
cagao bijetiva, continua, que conserva volumes e deixa invariante um
dominio limitado D do espaco de fase de um sistema mecanico gD = D,
entao, em qualquer vizinhaca U de um ponto qualquer de D existe um
ponto x € U que retorna a U depois de um nidmero finito de aplicagdes
de g, ou seja, gnx € U para algum inteiro positivo n.

Demonstragao.

Como D é limitado, seu volume ¢ finito. Considere as imagens
de U na Figura 20, ou seja, U, gU, g2U, ..., g,U:

n+1

Figura 20 — Teorema de Recorréncia de Poincaré

Como estes conjuntos tem o mesmo volume, eles nao podem ser
disjuntos para todo n, pois D tem volume finito (D ¢é limitado), caso
contrario, ou seja, se fossem disjuntos D seria ilimitado, o que contraria
a hipdtese. Sendo assim, existem k,[ interios positivos com k > [ tal
que:

aU[(\gU # @ = gl [ U # 2.

Se y estiver nesta interseccao, entao:
y=gpr,comzelU(n=k—1)=zeUeguxclU(n=k—10). N

O Teorema de Poincaré aplica-se, por exemplo, ao fluxo de fase g;
mostrando que quase todos os pontos moveis retornam repetidamente
a vizinhanga de sua posigao inicial.

A seguinte situagao, paradoxal [11] decorrente dos Teoremas de
Liouville e Poincaré, esta descrita abaixo:

Em um recipiente com duas camaras e um gas em uma delas. Se
a divisodria for aberta, depois de algum tempo as moléculas deste gas,
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irdo, novamente, acumular-se na primeira camara, conforma xemplo-
refparadoxo.

0
e ®
%o o §

* o
.‘o:..- L
se o
.“to

Figura 21 — Paradoxo do Teorema de Poincaré

)

Este paradoxo se deve ao fato de que ”depois de algum tempo’
pode ser mais longo que o "tempo de existéncia do universo”.



88



89

5 CONSIDERACOES FINAIS

Como vimos, a constru¢ao do modelo analitico da Mecanica é
muito rica e bastante fértil. No caso deste trabalho, mostramos a cons-
trugao dos formalismos analiticos para a mesma dindmica, investindo
em generalizagoes e abstracoes, mas, por outro lado, resultando em mé-
todos sistematicos para alcancar as solugoes geométricas que descrevam
a evolucao de sistemas fisicos, em geral, e mecanicos, em particular.

As aplicacoes, mesmo algumas delas mais avangadas, proporcio-
nam nao s6 a formagao e nivelamento do professor, mas disponibilizam
ferramentas para uso em sala de aula, enriquecendo o dia a dia pro-
movendo o aprendizado e a interacao entre diferentes areas do conhe-
cimento.

Considerando sistemas mecénicos conservativos e sujeitos a vin-
culos holénomos, tracamos um comparativo entre os formalismos de
Newton, de Lagrange e de Hamilton, em que foi possivel visualizarmos
a evolucao no processo de construcao dos modelos envolvidos, ficando
evidente que, a medida que avangamos entre estes formalismos, este
processo foi ficando cada vez mais econémico, esbelto e elegante.

Comegamos com as equacoes de Newton, que envolvem um nu-
mero expressivo de varidveis e forcas de vinculo de forma explicita,
decorrendo disto, a necessidade de andlise vetorial, devido a natureza
destas equagoes. Enquanto que as equagoes de Euler-Lagrange, de na-
tureza escalar, dependem de um niimero reduzido de varidveis, equagoes
estas, obtidas do extremo de um funcional.

Para o formalismo de Hamilton, vimos que o processo é ainda
mais simples com relagao ao formalismo de Lagrange e a fungao Hami-
toniana decore da transformacao de Legendre, aplicada a Lagrangeana.
Desta fungao obtemos um sistema simétrico de 2n equagoes diferenciais
de primeira ordem que, também, sao de natureza escalar.

Além de tudo isto, mostramos que estas equagoes, sob uma trans-
formagao canoénica, nao singular, sao invariantes, ou seja, uma transfor-
magcao inversivel dada por uma fungao geradora adequada. Para casos
de transformacoes singulares, como por exemplo, no eletromagnetismo,
o tratamento é diferente e requer mais aprofundamento [2].

As transformagoes canonicas sao de grande importéancia, pois nao
servem somente para mudar as varidveis, tornando assim as equacoes
mais simples na andlise do movimento, mas também, por que abrem
uma infinidade de possibilidades aplicaveis as diferentes dreas da Fisica,
em particular na Mecanica.
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Nesta "ramificagao” de aplicacbes podemos citar, por exemplo, a
Mecéanica Quéantica [2], em que o formalismo de Hamilton é o primeiro
passo necessario na passagem de um sistema classico para a teoria quan-
tica correspondente, usando uma mudanga de varidveis adequada.

Outra area de relevante importancia seria a Mecamica Relati-
vista. Claro que para ambas as dreas, seriam necessirios um estudo e
desenvolvimento mais detalhado das transformagoes canonicas.

O Teorema de Liouville, sobre conservacao de volume infinitesi-
mal de uma regiao no espago de fase, quando as equagoes de Hamilton
estao sob a acao do fluxo de fase, caso particular das transformagoes
canodnicas, mostrou como se comporta a evolugao de um sistema meca-
nico conservativo, descrito por estas equacoes.

Os formalismos descritos neste trabalho, em particular, o forma-
lismo Hamiltoniano, e o Teorema de Liouville sao marcantes no pro-
cesso de geometrizagdo da Mecénica[2] e de fundamental importancia
na construgao do estudo da Geometria Simplética. Este trabalho é um
primeiro passo para este estudo, o que implicaria [5] aprofundamento
em variedades diferencidveis, espaco tangente, fibrado tangente, formas
diferenciais, algebra e geometria simplética, entre outros.
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A.1 PRINCIPIO DE D’ALEMBERT E A EQUACAO DE EULER-
LAGRANGE

A.1.1 Deslocamentos virtuais e o Principio de d’Alembert

A andlise do movimento de um sistema mecéanico, ou seja, a con-
figuracdo deste sistema, consiste em definir as posicoes das particulas
que o compoe a cada momento. Associando isto aos vinculos que que
este sistema tem, podemos ter uma infinidade de configuragoes.

A anélise infinitesimal deste sistema, consiste em estudar os des-
locamentos infinitesimais de uma configuragdo para outra, infinitesi-
malmente préxima, num dado instante t. Estes deslocamentos infinite-
simais sao chamados de deslocamentos virtuais e sao denotados por
or;, sendo ¢ = 1,--- , N para um sistema de IN particulas.

Os deslocamentos virtuais tem as seguintes caracteristicas [4,
cap.1, segao 1.4]:

(i) s@o infinitesimais;
(ii) ocorrem num instante fixo;
(iii) nao violam os vinculos.

Sendo assim, podemos afirmar que, os trabalhos virtuais das for-
¢as de vinculo sao zero, ou seja,

Wi = 3, fi 67 =0, i=1,---,N, (A.1)
2

onde:
fi: forcas de vinculo
07;: deslocamentos virtuais

Partindo de que o sistema estd em equilibrio, ou seja, estd em
uma situagao estatica, podemos escrever:

—

F =o, (A.2)

onde:
F;: resultante das forcas que atuam no sistema

Entao:

W =) F;6i =0, i=1,---,N, (A.3)
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onde:
F;: resultante das forgas que atuam no sistema
O07;: deslocamentos virtuais

Como F; pode ser escrita em termos das forgas ativas atuantes
e das forgas de vinculo, temos:

D om = Y F o7+ ), fi o7 = 0, (A4)

onde:
Fi(a): forcas ativas atuantes

—

fi: forgas de vinculo
Entao das equagoes (A.1), (A.2), (A.3) e (A.4), temos:

D F o7 = 0, (A.5)

onde:
Fi(a): forgas ativas atuantes

o07;: deslocamentos virtuais

Que é chamado de principio dos trabalhos wvirtuais. Note
que somente as forcas ativas estao envolvidas nesta equacao e que as
forgas de vinculo nao, ou seja, permite descrever um sistema em equi-
librio somente em termos das forgas atuantes, mesmo que ele tenha
algum vinculo.

Agora, analisando o caso dinamico, a equagao de movimento de
cada particula, pela segunda lei de Newton, pode ser escrita:

=3 (5 F) o7 - 0. (A.6)

A equagao (A.6), é chamada de principio de d’Alembert, que
proporciona uma vantagem sobre formalizacao Newtoniana, pois as for-
¢as de vinculo nao estao envolvidas.
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A.1.2 Equacao de Euler-Lagrange pelo Principio de d’Alembert

Embora o principio de d’Alembert apresente grande reducao na
descricao do movimento de um sitema, ainda nao é o ideal, pois os
deslocamentos virtuais d7; nao sao todos independentes entre si, bem
como, nem todas as posicoes ;.

Agora, sejam q1,- - - , q, coordenadas generalizadas, tais que:

r; =7i(q1,  yQn,t)y, 1=1,---,n. (A7)

Usando os deslocamentos virtuais, o principio dos trabalhos vir-
tuais e o principio de d’Alembert, podemos ter uma outra deducao para
a equacao de Euler-Lagrange, bem como para a fungao Lagrangeana,
representada abaixo.

Segundo [4, cap.1, se¢do 1.4], ao usar coordenadas generalizadas
q1,- - 5 qn podemos representar os deslocamentos virtuais em termos
de deslocamentos virtuais independentes, expressos da seguinte forma:

n a,’;;

OF; = Z

Py

6qk. (AS)

Podemos representar o principio de d’Alembert da sequinte forma:

> (mavs — F¥) 67 = 0= Y vy 67 = 3, F®o7i. (A9

(2

Usando uma notagao abreviada F‘i(a) = F; e 7; = r;, temos, das
equagoes (A.8) e (A.9) temos:

= szzklmlvz é‘:k oqr = ;;F@ a;k oqr = ;Qkéqk, (A.10)
onde: o
Q=) F: 52;‘ (A.11)

k2

Sendo Qg chamado de forca generalizada ou k-ésima componente
da forga generalizada

Observagao A.1. Para as prézimas equacoes usaremost = 1,--- , N
ek=1,---,n.

Observe que:
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que pode ser escrita:

m;v;—— = — | M;V;— —
oqy dt oqy

d a’l".,;

il ( ) L (A1)
dt \ oqy,

Derivando a equagao (A.7) com rela¢do ao tempo, temos a velo-

cidade:
drz

ori a,
——}E Tt g+ 2L (A.13)
5%

Observe que g é chamada de velocidade generalizada.

Derivando com relacdo a g (velocidade generalizada), temos:
(31;,- _ (7’!'1'
Odx  Oqr

(A.14)

Das equagoes (A.10) e (A.12) temos:

Zmzvz? = [((ilt (mz v; 6vi> - mzvl&vz]

0qx 0qx

-Slala Grot)]- o Grot))

d(@T) oT
~dt \ ogx oqr

Como sabemos, pela equacao (2.15), T, a energia cinética é dada

por:
1 2
T = imi'vi 9
sendo T' = T(q, g, t), entdo:
or; d [oT oT
- oqr  dt \ Oqy oqr.

Das equagdes (A.8), (A.10), (A.11), (A.12), (A.13), e (A.15) te-

mos:
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Z[d(é’T) oT Q]é (A.16)
= dt \ 0qy, oqg k| Ok '
ou, ainda, podemos escrever:

d ( 6T> oT Q1.0 (A17)

— =) = —/— = Q. .

t \0qk qk

Quando as forcas F; derivam de um potencial escalar V (ry, -+ , N, t).
temos da equagdo (2.17):
F;, = —-v;V, (A.lg)

entdo as forgas generalizadas, usando as equagoes (A.11) e (A.18) po-
dem ser expressas por:

0 V ox; “V oy; 0V 0z;
O - ZFz i 2 <o x; y. N 0z )
~ gk 0x; 0q 6yi 0qr 0z 0qx
oV
= Q= —— (A.19)
5%

Substituindo (A.19) em (A.17), temos:
d ( oT > oT ov

o) g Oaw
d [oT 0
= — () -—(T-V)=0. (A.20)
0qx qk
Agora, como:
ov
Py Oa
4k
a equagao (A.20) pode ser escrita da seguinte forma:
df[ o 0
— [(T - V)] -—(T-V)=0. (A.21)
oqr qk

Desta equacao vem a funcao de Lagrange L(q, q,t), também
chamada de Lagrangeana, definida por:

L=1L(g¢t =TV =0, (A.22)

entdo, a equacao (A.21) pode ser, finalmente escrita:
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d(@L) oL 0 A93
dt \ 0q oqr (A.23)
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B.1 TEOREMAS E DEFINICOES IMPORTANTES

Observacgao B.1. As demosntracoes e maiores aprofundamen-
tos podem ser encontrados nas reféncias citadas em cada item.

B.1.1 Diferenciabilidade

Definicao B.1. [13, cap.16, secio 16.5] Se f for uma funcio de n
varidveis T1, Tz, Ty ¢ P for o ponto (T1,T2, - ,Tn), entdo o
incremento de f em P serd dado por:

Af(P) = f(z1 + Az1,T3 + Axq, -+ , Ty + Axy,) — F(P)
Definigao B.2. [13, cap.16, secio 16.5] Se f for uma funcio de n
VATIdUels Ty, Lo, - 3 Ly € 0 incremento de f no ponto P for escrito

como:

Af(P) = D1f(P)Ax; + Do f(P)Azs + - - + f(P)Ax,
+eAxy + - - + eAx,,

onde €1 — 0,e5 — 0,--- , €, — 0, quando:
(Aw13A$29"' ,Awn) - (07 0,--- $0)7

entio f serd diferencidvel em P.
B.1.2 Diferencial total

Definicao B.3. [13, cap.16, secao 16.5] Se f for uma fungdo de n va-
Tidveis Ty, Ty s Ty € f for diferencidvel em P, entao a diferencial
total de f serd a funcdo df tendo valores funcionais dados por:

df(P’Amla"' 7Amn) :le(P)Am1+"'+f(P)Amna
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B.1.3 Espaco vetorial

Definicao B.4. [14, cap.4, secio 4.2] Um espaco vetorial real é um
conjunto V', nao vazio, com duas operagoes: soma, V X V L ve
multiplicacdo por escalar, RxV > V| tais que, para qualquer w, v, w €
V ea,be R, as propriedades abaizo sejam satisfeitas:

(1) (u+v)+w=u+ (v+ w) (associativa);
(i) u + v = v + u (comutativa);
(i1i) 0 € V tal que 0 + u = uw + 0 = u (vetor nulo);

(iv) Eziste —u € V tal que u + (—u) = (—u) + u = 0 (simétrico e
inverso aditivo);

(v) Eziste a € R tal que a.(u + v) = au + av (distributiva 1);
(vi) Eziste a,b € R tal que (a + b)u = au + bu (distributiva 2);
(vii) Ezxiste a,b € R tal que (ab)u = a(bu);

(viii) Existe Lou = u.
B.1.4 Combinagao Linear [14, cap.4, se¢ao 4.4]

Definicao B.5. Sejam V', um espago vetorial real (ou complexo),

V1,V2, " U € V € ay,a2, - ,a, nimeros reais (ou complexos).
Entao, o vetor:

V=ajv; + a2 + -+ apVn

€ um elemento de V' ao que chamamos de combinagao linear de vy, va, - - -

B.1.5 Dependéncia Linear [14, cap.4, segao 4.5]

Definicao B.6. Sejam V', um espaco vetorial, € v1,v2,- - , v, € V.
Dizemos que {v1,v2, -+ ,vn} € linearmente independente (LI), ou que
08 vetores V1,Va, -+ Uy SGo LI, se a equagdo:

aiv1 + agv2 + -+ apv, =0
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implica que ay = az = -+ = a, = 0. No caso em que exista algum
a; # 0 dizemos que {v1,va, -+ ,vn} € linearmente dependente (LD),
0U que 0S VetoTes V1, Vg, - Uy SGo LD.

B.1.6 Transformagcao Linear [14, cap.4, se¢ao 5.1]

Definigao B.7. Seja V e W dois espacos vetoriais. Uma transforma-
¢ao linear (aplicagao linear) € uma fungio deV.em W | F:V — W,
que satisfaz as sequintes condicoes:

(i) Quaisquer que sejam u ev em'V, f(u + v) = F(u) + F(v);
(ii) Quaisquer que sejam ke R ev € V, f(kv) = kF(v).

B.1.7 Funcgoes Convexas

B.1.7.1 Fungoes convexas no R? [15, cap.9, secio 8]

Definicao B.8. Se a # b, a reta que liga os pontos (a, A) e (b, B)
no plano R? é o conjunto dos pontos (x,y) € R? tais que:

y=A-+ (x — a),
b—a
ou equivalente:
A
y=DB+ (x — b).
b—a

Definicao B.9. Quando se tem uma funcio f : X — R, definida
no conjunto X < R, e sao dados a,b € X, o segmento de reta que
liga ospontos (a, f(a)) e (b, f(b)), pertencentes ao grdfico de f, serd
chamado a secantes de ab.

Definicao B.10. Seja I < R um intervalo. Uma funcao f : I — R
chama-se convexa quando seu grdfico se situa abairzo de qualquer de
suas secantes. Em termos precisos, a convexidade de f se exprime
assim:

a<z<b en I= f(z)< fla) +
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ou seja,

f(®) — f(a)

a<z<b en I= f(x)< f(b)+ b
—a

(x —b),
Portanto f : I — R € convexa no intervalo I se, e somente se,
valem as desigualdades fundamentais:

a<z<b em I— f(w):f(a) < f(bZ:f(a) - f(m):bf(b).

Qualquer uma das desigualdades acima implica a outra. Elas
significam que, para a < b, a secante ax tem inclinagdo menos que a
secante ab e esta, por sua vez, tem inclinacao menor do que a secante
xb (veja Figura 22).

f(b)

f(=)

f(a)

Figura 22 — Funcdo convexa no R2.

Teorema B.1. Se f : I — R ¢é conveza no intervalo I, entdo existem
as derivadas laterais f', (c) e f’ (c) em todo ponto c e I.

Corolario B.1. Uma funcao convexa f : I — R € continua em todo
ponto interior ao intervalo I.

Teorema B.2. As seguintes afirmacoes sobre a funcao f : I — R,
derivdvel no intervalo I, sdo equivalentes:

(1) f é convezxa;

(2) A derivada ' : I — R é mondtona nao-decrescente;
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(8) Para quaisquer a,x € I tem-se f(x) = f(a)+f'(a)(x—a), ou sej,
o grdfico de f estd situado acima de qualquer de suas tangentes.

Corolario B.2. Todo ponto critico de uma fun¢ao convexa é um ponto
de minimo absoluto.

Corolario B.3. Uma funcao f : I — R, duas vezes derivdvel no
intervalo I, é conveza se, e somente se, f”(x) = 0 para todo x € I.

B.1.7.2 Fungdes convexas no R™ [16, cap.3, se¢ao 6]

Definigao B.11. Seja C < R™ um conjunto convero. Uma fun¢do
f : C — R chama-se convera quando, para quaisquer x,y € C e
t € [0,1], tem-se;

F(A=t)z +ty) < (1 -t)f(x) +f(y)-

Alternativamente: f é convexa quando, para quaisquer x,y € C
ea,B€[0,1] com a+ G = 1, tem-se f(ax+ By) < af(x)+Bf(y).

Diz-se que f : C — R é concava quando —f é convexa. Isto
equivale a dizer que, para quaisquer z,y € C e t € [0,1] tem-se
fF(QA—t)x+ty) = (1 —¢t)f(x) + tf(y). Todos os resultados a seguir
estabelecidos para funcoes convexas valem, com as ébvias modificacoes,
para fungoes concavas.

Definicao B.12. A combinacdo linear ayvy + -+ + agpvg chama-se
uma combinagao convexa de v1,--- sV € R quando a1 +---+ap =1
ea; =20parat=1,---,k.

Teorema B.3. Se C < R™ e vy, - ,vr € C entdo toda combinacio
convera vy + - - - + apvg pertence a C.Além disso, se f : C — R ¢é
uma funcdo convexa, tem-se:

k k
f <Z ai'”i) < Z a; - f(vg).
i=1 i=1
Teorema B.4. Se C < R™ convexo. A fim de que a funcdo f : C — R
seja convezxa, é necessdrio e suficiente que, para quaisquer a,b e C, a
fungdo ¢ : [0,1] — R, definida por ¢(t) = f(a + tv),v = (b — a),
seja convera.

Equivalentemente: f : C — R € convexa se, e somente se, sua
restricao a qualquer segmento de reta [a,b] € C € conveza.
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Teorema B.5. Seja f : U — R definida no aberto U <€ R™. Entao:

a) O conjunto E(f) = {(z,y) € Ry > f(x)} < R**1, chamado o
epigrdfico de f, € convexo se, e somente se, f € conveza;

b) Supondo-a de classe C' a fungdo f € conveza se, e somente se, para
a,a + v € U quaiquer, tem-se:

fla+v) = fla)+ < grad f(a),v >;

¢) Quando é de classe C2, a funcdo f é conveza se, e somente se, sua
forma quadrdtica hessiana é nao-negativa em todos os pontos de U .

Se C < R™ convexo. A fim de que a fungao f : C — R
seja convexa, € necessario e suficiente que, para quaisquer a,b e C, a
fungdo ¢ : [0,1] — R, definida por ¢(t) = f(a + tv),v = (b — a),

seja conveza.

Corolario B.4. Todo ponto critico a de uma fungao convexa f : U —
R de classe C1 é um ponto de minimo global, isto é, f(x) = f(a) para
todo x € U.

B.1.8 Uma fungdo implicita [16, cap.4, segdo 1]

Os pontos de R™*! serdao escritos sob a forma (x,y), onde & =
(1, - y&n) € R™ ey € R. O teorema abaixo d& o significado preciso
a afirmagdo e que ”a equagdo f(x,y) = c define implicitamente y
como funcao de x” e estabelece uma condicao suficiente para que ela
seja verdadeira.

Teorema B.6. [Teorema da fun¢do implicita]. Dada a fun¢io f :
U — R, de classe C*(k = 1) no aberto U < R"*1, seja (zo,yo) € U
0
tal que f(xo,yo) = c e a—f(mo,yg) # 0. Existem uma bola B =
Yy
B(x0;0) e um intervalo J = (yo — €, Yo + €) com as sequintes propri-
edades:

_ of _
1) BxJcUe a—(mo,yo) # 0 para todo (x,y) € B x J;
)

2) Para todo x € B existe um tnico y = &(x) € J tal que f(x,y) =
f(IE, S(IIJ)) =cC.
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A funcio € : B — J, assim definida, € de classe C* e suas
derivadas parciais em cada ponto x € B sao dadas por:

of

%6@) _ oa; @)

AT )
0y

B.1.9 Grupo

Definicao B.13. [8, cap.2, secio 2.1] Um grupo € um conjunto nao
vazio G dotado de uma operagao bindria Gx G — G, denotada por "7,
denominada produto, tal que, as sequintes propriedades sao satisfeitas:

(i) Associatividade: para todos a,b, e c € G vale (aeb)ec = ae(bec);

(i1) Elemento neutro: existe um unico elemento e € G, denominado
elemento neutro, tal que g e e = e e g = g para todo g € G;

(iti) Inversa: Para cada g € G existe um unico elemento h € G tal
que geh = heg = e. Esse elemento ¢ denominado a inversa de

g e denotado por g~ .

Um grupo G ¢ dito ser comutativo ou Abeliano se a eb =bea
para todos a,b € G.

B.1.10 Divergente

Definicao B.14. Adaptado de [10, cap.16, se¢io 16.5]. Seja um campo
vetorial diferencidvel f : R™ — R™. Tomando f = (fi,-- 5 fn)
chamamos a fungao div f de divergente de f, tal que, div f : R® - R
definida por:

din= i a‘fi_%+...+%

i=1 6:1:@ B 6331 6:1:”'

Em particular, para n = 3, temos:

G g SO O 0f2 0fa

Sow; ox oy o0z




