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Resumo

Mostramos que certas C*-dlgebras de ultragrafos podem ser vistas como um produto cru-
zado parcial. Focamos nos ultragrafos que satisfazem uma condi¢do chamada RFUM2 que é uma
restricdo nos ranges das arestas. Uma versdo para este resultado ja existia mas apenas para ul-
tragrafos sem sinks. Generalizamos tal resultado pois aqui permitimos sinks e com isso, todas
as C*-dlgebras de grafos ficam inclusas no nosso caso. Mostramos uma maneira alternativa de
provar que a C*-dlgebra do ultragrafo é isomorfa a uma C*-dlgebra de um grupéide através do
grupoide de transformacao. Obtemos uma condi¢ao equivalente para que se tenha um isomorfismo
entre dois grupdides de ultragrafos. Caracterizamos os estados KMS e os estados ground de uma
C*-4lgebra associada a um ultragrafo que satisfaz RFUM2.

Palavras-chave: C*-dlgebra de ultragrafo. Produto cruzado parcial. Grupdide. Estado
KMS.



Abstract

We have proved that certain ultragraph C*-algebras can be viewed as a partial crossed product.
We focus on ultragraphs that satisfy a condition called RFUM2 which is a restriction on ranges
of the edges. A version for this result already existed but only for ultragraphs without sinks. We
generalize this result because here we allow sinks and with that, all graph C*-algebras are included
in our case. We show an alternative way of proving that the ultragraph C*-algebra is isomorphic
to a C*-algebra of a groupoid through the transformation groupoid. We obtained an equivalent
condition to have an isomorphism between two ultragraph groupoids. We characterize the KMS
states and ground states of a C*-algebra associated to an ultragraph that satisfies RFUM2.

Keywords: Ultragraph C*-dlgebra. Partial crossed product. Groupoid. KMS state.
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Introducao

No final do século XX (mais precisamente em 1980), Joachim Cuntz e Wolfgang Krieger in-
troduziram uma classe de C*-algebras que surgiram no estudo de cadeias de Markov [10]. Estas
C*-algebras de Cuntz-Krieger, denotadas por O4, sio geradas por isometrias parciais que sao
determinadas por uma matriz quadrada finita com entradas em {0, 1}. Dentre as muitas genera-
lizacoes destas C*-dlgebras que surgiram ao longo dos anos, destacaram-se duas importantes, que
sao as C*-dlgebras de Exel-Laca [14] e as C*-algebras de grafos dirigidos [3], [17], [18]. Estas clas-
ses de C*-algebras sao diferentes, mas possuem uma intersecao que sao as C*-dlgebras de grafos
row finite que nao contém sinks nem sources.

No ano de 2001, Mark Tomforde introduziu as C*-algebras de ultragrafos [25] que generalizam
tanto as C*-algebras de grafos quanto as C*-algebras de Exel-Laca. J4 em 2003, Tomforde mostrou
[24] que existem C*-algebras de ultragrafo que nao sao C*-dlgebras de grafos nem C*-dlgebras de
Exel-Laca. Além disso, no mesmo trabalho, mostrou que as C*-dlgebras de ultragrafos sdo também
C*-dlgebras de Cuntz-Pimsner.

Neste Trabalho, vamos estudar o comportamento de certas C*-algebras de ultragrafos. No ano
de 2017, Daniel Gongalves e Danilo Royer provaram em [16] que C*-dlgebras de ultragrafos que
satisfazem a condigdo (RFUM) sdo isomorfas ao produto cruzado parcial do espago das fungoes
continuas definidas no espaco localmente compacto Hausdorff de caminhos de fronteira X associado
ao ultragrafo G, pelo grupo livre F gerado pelas arestas do ultragrafo. Porém, os ultragrafos
considerados em [16] ndo contém sinks, sendo assim, neste trabalho mostramos que mesmo que
o ultragrafo G contenha uma quantidade infinita de sinks, os resultados continuam valendo, ou
seja, a C*-dlgebra do ultragrafo continuaréd isomorfa a um produto cruzado parcial. Para isso,
alguns ajustes nos cilindros para o espaco topologico X foram necessarios. Além disso, a condicao
RFUM2 para o ultragrafo foi introduzida (obviamente inspirada em (RFUM)), para que o espago
topologico X continuasse localmente compacto Hausdorff. Um fato importante aqui é que mesmo
que nao provemos o resultado para um ultragrafo qualquer, qualquer grafo pode ser visto como
um ultragrafo que satisfaz RFUM2.

Em 2018, Daniel Gongalves e Gilles G. de Castro [11], descreveram estados KMS e estados
ground oriundos de uma agao de gauge generalizada em C*-dlgebras de ultragrafos que satisfazem
(RFUM). Mostramos aqui que uma mesma caracterizagao de estados KMS pode ser construida ou
adaptada para C*-dlgebras de ultragrafos que satisfazem RFUM2. Isso faz com que o resultado
aqui (assim como era o resultado em [11], mas 14, sem sinks), seja uma generaliza¢ao do resultado
de Toke Carlsen ¢ Nadia Larsen em [§].

Em vista do Teorema 4.2 de [9]: Dados dois grafos dirigidos F e F', considere Gg e G 0s seus
grupoides associados, entao Gg e G sao isomorfos se, e somente se, existe uma érbita equivaléncia
h : OF — OF que preserva pontos isolados eventualmente periédicos. Tentamos desenvolver uma
versao para ultragrafos, porém, durante esta tentativa, surgiu o artigo [7], que é uma generalizagao
do resultado que almejidvamos. Com isto, nos baseamos na Segdo 8 de [7] (que se encontra em
anexo) para demonstrar a versdo que propomos e utilizamos suas tecnicidades.



Capitulo 1

Ultragrafos

Neste primeiro capitulo iremos definir os objetos fundamentais e as nota¢des que serao utiliza-
das ao longo do texto. O mais relevante objeto a ser definido serd o ultragrafo, que foi introduzido
por Mark Tomforde em [25]. A maior parte das definigoes e resultados expostos aqui, foram
inspirados pelo artigo [15]. Sendo assim, muitas das demonstragoes e exemplos sdo semelhantes
aquelas do referido artigo. Alguns resultados ficaram iguais, outros foram adaptados ou refeitos.
Para comegar, note que denotamos por P(G°) a colecao de todos os subconjuntos nao-vazios de
G° e por P(G?) a colegao de todos os subconjuntos de G°.

Definigao 1.1 (Ultragrafo). Um ultragrafo G = (G°,G',r, s) consiste de um conjunto enumerdvel
de vértices G°, um conjunto enumerdvel de arestas G', uma funcio source s : Gt — G° e uma
fungdo range r : G — P(GY).

Observacao 1.2. Diante de tal definicao, podemos observar que um ultragrafo é um objeto mais
geral do que um grafo. Um grafo é um ultragrafo cujo range r(e) de cada aresta e é um conjunto
unitdrio.
Exemplo 1.3. Considere G o ultragrafo com G° = {v;}ien, e arestas G' = {e;}ien tais que
s(e;) = v;, para todo i, r(e1) = {va,vs,...} er(e;) = G° para todo j # 1.

€1

€2 €3 €4
A partir daqui, escreveremos apenas G quando nos referirmos a um ultragrafo G = (G° G, r, s).

1.0.1 C*-algebra do Ultragrafo

A fim de definirmos a C*-algebra de um ultragrafo, é necessario definir o seguinte conceito:

Definigao 1.4. Para um ultragrafo G = (G°,G,r,s), denote G° como sendo a menor subcolegio
de P(G°) que contém {v} para todo v € G°, contém r(e) para todo e € G' e é fechado por
unides finitas e intersegoes finitas (ndao-vazias). Todo elemento A de G° serd chamado de vértice
generalizado.



Exemplo 1.5. Considere o ultragrafo G em que G° = {v;};>1, com arestas G' = {e;}; em que i é
natural impar, tais que s(e;) = vy, para todo i impar e r(e;) = G°\{vi} para todo i impar. Entdo
temos:

finita

(_;'0:{ U {vi}v{v27U3,v4,...},G0}

Existe uma caracterizacao desta colecao dos vértices generalizados que serd 1til em algumas
demonstragoes posteriores:

Proposigao 1.6 ([25], Lemma 2.12). Se G é um ultragrafo, entdo

G’ = { () re)uU...u ) r(e)UF: Xi,...,X, sio subconjuntos finitos de

eeXy eeXy
G' e F € um subconjunto finito de GO}.

Defini¢ao 1.7 (C*-algebra do ultragrafo). Seja G um wultragrafo. A C*-dlgebra de ultragrafo
C*(G) é a C*-dlgebra universal gerada por uma familia de isometrias parciais {s. : e € G'} e uma
familia de projecoes {p4 : A € G°} satisfazendo:

1. pp =0, papp = pans, Pau = Pa + DB — pans, para todo A, B € G°;
2. SiSe = Pr(e), para todo e € G' e stsy =0, see# f;
8. Sest < pste), para todo e € G'; e

4. pu= D Sesi sempre que 0 < |s71(v)] < o0.
s(e)=v

Como ja vimos na Observagao 1.2, todo grafo G pode ser visto como um ultragrafo G. A C*-
algebra de um ultragrafo C*(G) se reduz a uma C*-algebra de grafo C*(G) quando o ultragrafo
em questao é um grafo. E o que diz a Proposigao 3.1 de [25].

1.1 Notacoes e definicoes
As notagoes introduzidas a seguir sdo baseadas em [19] e em [15]. Considere G um ultragrafo.

Um caminho finito em G de tamanho n é: ou uma sequéncia de arestas em G' da forma e; ...e,
em que s(e;11) € r(e;), para todo 1 < ¢ < n, ou um elemento de G°, que tem tamanho zero.
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Denotaremos o tamanho de um caminho « por |a| e chamamos de G* o conjunto de todos os
caminhos finitos de G. Se a = e, ... ¢, entdo definimos 7(a) = r(e,) e s(a) = s(e;). Para A € G°
definimos r(A) = A = s(A).

Um caminho infinito em G é uma sequéncia infinita de arestas 5 = ejeses... € [[G' em que
s(e;+1) € r(e;) para todo i > 1. Mantenha, claro, s(5) = s(e;). O tamanho de um caminho infinito
B ¢é definido como sendo oo e o conjunto de todos os caminhos infinitos é denotado por p>. Um
vértice v € GY é chamado de sink se [s~!(v)| = 0 e é chamado de emissor infinito se |s71(v)| = oc.
Se um vértice é um sink ou um emissor infinito, entdo é um vértice singular. Caso contrario, isto
é, caso 0 < |s7'(v)] < oo, tal vértice é chamado de reqular. Todas estas nomenclaturas foram
herdadas da teoria de grafos.

Agora como definiremos objetos diferentes, mudaremos alguns nomes. Para n > 1, defina

p" = {(a,A):a € G |a]=n, A€ G’ ACr(a)}.

Convencionamos que (o, A) = (3, B) se, e somente se « = § e A = B. Agora, fazendo p° := G°

podemos definir o espago de ultracaminhos associado ao ultragrafo G como sendo p := |_| p".
n>0
Os elementos de p serdo chamados de ultracaminhos. Note que podemos identificar os caminhos

finitos de G* dentro de p enviando « para (a,r(«)). Diremos que o tamanho do par («, A),
denotado por |(a, A)|, serd o mesmo tamanho de «a, ou seja, |(a, A)| = |a|. Assim, cada A € G°
pode ser visto como um ultracaminho de tamanho zero e pode ser identificado com o par (A, A).
Com isso, vamos estender as fungoes range e source para p, fazendo r(a, A) = A, s(a, A) = s(«)
er(A,A)=r(A) =A=s(A) =5(A4A).

Vamos definir uma “operagao” de concatenagao “.” em p da seguinte maneira: sejam x = («, A)
ey=(0,B),com |z| > 1e|y| > 1, entdo x.y estd definido se, e somente se, s() € A. Neste caso,
z.y := (af, B). Também definimos:

Ny, sex,yc€Glesexny#(
Ty =1 v, ser €@’ |y >1,eses(y) €x
xy7 Sey€g07 |ZL’|21,€S€ T(I)my#@,

em que, z, é definido por (o, ANy), sendo z = (o, A), com |a| > 1 e y € G°. Podemos também
concatenar ultracaminhos de p com caminhos de p>°; desde que s(3) € r(a, A) = A, entao fazemos
(o, A).f = af € p™, em que (a, A) € pe [ € p>*. Além disso, se a« = A entdo (A, A).0 = [ € p*=.
Quando s(5) ¢ A, (a, A).f nao estd definido. Diremos que z € p LI p™ tem y € p como um
segmento inicial se x = y.x’, para algum 2’ € p, com s(x’) Nr(y) # 0.

Assim como no produto de funcgoes, iremos omitir a notagdo da concatenagao acima. Assim,
escreveremos apenas ry ao invés de x.y.

1.2 Espaco Topolégico

Nesta secao, uma vez definido o espaco de ultracaminhos associado a um ultragrafo, vamos
definir um espaco topologico associado a um ultragrafo. Esta definicao é uma generalizacdo do
espago de caminhos de fronteira de um grafo dirigido (boundary path space) vista por exemplo
em [5], [8] e [26]. Antes disso, precisamos de algumas defini¢oes.

Definigao 1.8. Seja G um ultragrafo. Para cada subconjunto A € G°, seja (A) = {e € G :
s(e) € A}. Diremos que A € G° é um emissor infinito se |e(A)| = co. Caso contrdrio, isto é, caso
le(A)| < oo diremos que A é um emissor finito.
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Note que se (A) = (), entdo A contém apenas sinks.

Definicao 1.9. Seja G um ultragrafo e A € G°. Diremos que A é um emissor infinito minimal
se A é um emissor infinito, A ndo contém emissores infinitos préprios (em G°) e A nao contém
nenhum subconjunto préprio de A em G° que é emissor finito e que tenha cardinalidade infinita,
(sejam eles sinks ou vértices requlares). Equivalentemente, A é um emissor infinito minimal se
¢ um emissor infinito (ou seja, |e(A)| = 00) e BB C AN G° tal que |e(B)] = o0 e AB C AN G°
tal que |B| = 0o e |e(B)| < oco. Denotaremos por Ay, o conjunto de todos os emissores infinitos
minimais em G°. Sendo assim,

Ape ={A€ G |e(A)| = 00; BB C ANG° / |e(B)| =00 e BB € ANG" / |B| = o0 e |e(B)| < oo}

Note que se o ultragrafo nao contém sink, esta definicdo de emissor infinito minimal é exata-
mente igual aquela feita em [15].

Exemplo 1.10.

Abaixo temos dois exemplos diferentes de emissores infinitos minimais:

U2
f1 ?

v1 U1 v3

€1

\ s
f3 AN \<
\\ \\
AN
\
\ \1}5
i \| ¥
T\
\‘tge
f5 B =r(e1) = {v2,v3,v4,...} ‘<
é emissor infinito minimal.

Observagao 1.11. Note que no sequndo ultragrafo do exemplo acima, o range r(ey) contém um
sink. Se tivéssemos mais alguns sinks, nao haveria problema, pois o emissor infinito continuaria
sendo minimal. O que ndo pode haver é uma quantidade infinita de sinks contidos em r(ey) N GP.

A={v}

é emissor infinito minimal.

Proposicao 1.12. Se A é um emissor infinito minimal e B é um emissor infinito em G°, entdo
A C B ou a intersecio AN B tem cardinalidade no mdzimo finita.

Demonstragio. De fato, se AN B = () entao a intersecao ¢ finita e segue o resultado. Suponha
entao que AN B # (. Nesse caso, temos 2 casos:

e Se |AN B| < o0, o resultado segue.

e Se |AN B| = oo, temos 2 subcasos:

12



— Caso |e(AN B)| = oo, entao temos de ter AN B = A, pois caso contrario, teriamos
ANBC Aele(AN B)| = o0, o que contraria a minimalidade de A. Logo A C B.

— Caso |e(AN B)| < oo, entdao como |A N B| = oo temos que AN B (C A) contém uma
quantidade infinita de sinks, o que contraria a minimalidade de A. Logo, nao pode
ocorrer |[e(ANB)| < oo e |AN B| = 0.

O lema a seguir é uma boa caracterizagao do que é um emissor infinito minimal e sera ttil nas
demonstragoes ao longo deste capitulo. Além disso, tal resultado é uma generalizacao do Lema
3.3 em [15].

Lema 1.13. Seja z = (o, A) € p em que A € um emissor infinito minimal. Se a cardinalidade de

A € finita, entao € igual a um. Se a cardinalidade de A € infinita, entao A = ﬂ r(e) para algum
ecY
conjunto finito Y C G*.

Demonstrag¢do. Suponha primeiro que a cardinalidade de A é finita. Entao existe algum vértice
v € A que é um emissor infinito. Entao, obrigatoriamente A = {v} pois, caso contrario, contradiria
a minimalidade de A. Logo, a cardinalidade é um.

Suponha agora que a cardinalidade de A é infinita. Da Proposicao 1.6 sabemos que

A= (N re)U...uU ) r(e)UF,

ecYq ecY,

em que Yi,...,Y, sdo subconjuntos finitos de G! e F' C G° é finito. Como A é emissor infinito,

temos que pelo menos para algum i € {1,...,n} o conjunto (] r(e) é emissor infinito ou F é um
ecy;
emissor infinito. Assim, pela minimalidade de A temos que A = (] 7(e) para algumi € {1,...,n}
ecY;
ou A = F. Como supomos que a cardinalidade de A é infinita, e F' é finito, temos que A # F.

Portanto, A = (1) r(e) para algum i € {1,...,n}. |
ecy;

Agora, vamos definir um outro tipo de subconjunto A C G° que ser4 1til no decorrer do texto.
Mas primeiro, vamos considerar a seguinte definicio. Lembrando que sink é um vértice v € G°
tal que |s~*(v)| = 0.

Defini¢do 1.14. Defina o conjunto G%,, = G% := {v € G° : |s7}(v)] = 0} C G°, ou seja, o
conjunto de todos os sinks em G°. Defina agora, G%,,. == G° := | | {{vi}} € G°, ou seja, G0 € a
UiEGg

colegio de todos os subconjuntos unitdrios de G° que contém apenas um sink como elemento.

Definigao 1.15. Seja G um ultragrafo e A € G°. Diremos que A é um sink minimal se |A| = oo,
le(A)] < oo e A ndo contém subconjuntos (em G°) com cardinalidade infinita. Chamaremos o
conjunto de todos os sinks minimais de G° de A,. Assim, temos que

A, ={Ac G |A] = 0;e(A) < 00; BB € AN G tal que |B| = oo}.

Proposigao 1.16. Se A, Ay € A;, entdo |A; N Az| < 00 ou A) = A,.

13



Demonstragio. De fato, se Ay N Ay = (), segue o resultado. Se A; N Ay # (), entéo |A; N As| < o0
(e segue o resultado) ou |A; N Ay| = oo. Neste caso, se existe um vértice v € A;\ Ag, entdo temos
que Ay N Ay € GY é tal que Ay N Ay C Ap e |A; N As| = oo, 0 que contraria a minimalidade de A;.
Logo A; = As. [ |

Os conjuntos considerados a seguir serdo necessarios na construcao do espaco que vamos tra-
balhar ao longo de todo o texto. Considere

Xoin = {(a,A) €ep:la| >1,Ae AL} U{(A,A) ep’: Ae AL}
Xon ={(ac,A)ep:la] >1,AcGPUAIU{(AA) ep’: AcGOUA,}

Definigao 1.17. O espago dos ultracaminhos de fronteira X é definido por
X = poo U Xonin U Xein.
Definimos também
sz'n = Xmm L st'n-
Com iss0, X = p>° L X¢,.

Observacao 1.18. As notagoes utilizadas aqui sao semelhantes aquelas em [15]. Porém aqui, o
conjunto Xy, tem outra definicao. Contudo, quando o ultragrafo ndo contém sinks, temos que
Xgin = 0 e, consequentemente, Xtin = Xmin, 0u seja, as defini¢oes sao equivalentes.

Observagao 1.19. Note que se (a, A) € Xipin U Xgin, entdo |A| =1 ou |A| = oo.

Exemplo 1.20. Se o ultragrafo for da forma a sequir, teriamos, por exemplo, os ultracaminhos
(B1B2B3,{v1}), (B3, {v2}), B1BaB3B2Bs - - s (BB, {vs}), Bsrivevs - ({vih {oi}), ({wal, {v2}),
({vs}, {vs}), BaPsBafB3v1VeVs - - -, (010203,7(03)) etc. Assim, os ultracaminhos que tem range igual
a {v1}, ou{vs} our(ds) pertencem @ Xnin. Se tem range igual a {vo} ou r(fs) pertence a Xy, €
por fim, se o caminho passa por 7ys ... entdo o caminho € infinito e portanto pertence a p°°.

v1 / 53
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Vamos agora definir os conjuntos que serao utilizados na construcao da base para uma topologia
em X. Tais conjuntos serao chamados de cilindros.
Para cada (5, B) € p, seja

D5y ={y € X 1y = By;s(y) € B}
Observagao 1.21. Note que se (3, B) € p°, entdo (3, B) = (B, B) e assim,

D(,B,B) = D(B,B) :{(A,A> S Xfm A C B} U {(Oé,A) c Xfm : s(a) S B} U {’}/ S poo : S(’V) S B}
={y € X : s(y) € B}.

Suponha que (8, B) € Xjin, F C &(B) finito e S € BN G? finito. Defina

Dgpyrs ={(8,B)}{ye X :y=57,]7|> 1,1 € e(B\F}H{y € Xgin 1y = (8,{v}) : v € B\S}.

Observagao 1.22. Novamente note que se (8, B) € p° N X i, entdo (8, B) = (B, B) e assim,
Ds.p).rs = D,p)rs ={(B,B)}U{y € X :m €e(B)\ F} U{({v},{v}) € Xan : v € B\S}.
Disso, podemos concluir que se B = {v} em que v € sink, entdo D pyrs = Dpp =

{({v}, {v})}, ou seja, o cilindro é um conjunto unitdrio. Analogamente, D g 1)) r,s = {(ﬁ, {v})}
Note ainda que quando F =0 ou S = (), podemos escrever apenas D py.r ou D p)s sem

que haja confusdo jd que F C G ¢ S C G.

Observagao 1.23. Para facilitar a escrita e a leitura, omitiremos G° quando estivermos nos
referindo ao subconjunto finito S € BNGY do cilindro Dg pyp.s. Escreveremos somente S C B e
fica subentendido que S C G°.

Diante do exposto, temos ingredientes suficientes para descrever uma base para uma topologia
em X.

Proposicao 1.24. A colecio de cilindros
{{D.): (B.B) €9,18| > 1} U{Ds5)rs : (B, B) € Xgin, F C(B),S C B,|F],|S] < oo} }

¢ uma base enumerdvel para uma topologia em X. Além disso, se v = ejes... € p>° entdo uma
base de vizinhangas para v é dada por

{D(el...en,r(en)) ne N},

esexr = (a,A) € Xyin, em que A € emissor infinito minimal ou sink minimal, entdo uma base de
vizinhangas para x € dada por

{D(a,A),F,S D F g E(A),S g Aa ’F‘> ’S| < OO}

Demonstragcio. Obviamente o espaco X pode ser escrito como a uniao dos cilindros descritos na
colecao acima, isto é, todo elemento x € X pode ser “encoberto” por um cilindro adequado ou
por uma uniao deles. Além disso, tal colecao de cilindros serd enumeravel ja que o conjunto de
arestas que da origem ao conjunto dos indices dos cilindros é enumeravel.

Agora, temos de mostrar que se z € X é tal que z € AN B com A e B cilindros, entao existe
um cilindro C' tal que z € C' C AN B. Primeiro, se v € p> é tal que v € AN B com A, B cilindros,
entdo claramente é possivel achar um segmento inicial de 7, digamos v; (com |v;| maior que os
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tamanhos dos ultracaminhos que definem A e e=B, entao v = 717'), tal que Dy, ;(,)) contém 7y
e esta contido em AN B.

Seja x = (o, A) € Xpnip. Suponha que & € D(g, p,),r,5 VD (8s,8,), 55,5, com | 2| > [B1] (note que
|81] pode ser igual a zero). Entao (8, B;) é segmento inicial de (32, Bs) e assim, © € Dyg, By),m,9, C
D, ,,),m,5,- Caso |B1] = |B2] = 0, pelas minimalidades de B; e de By, temos que f; = B; e
B2 = B e assim, se || > 0 basta observarmos que x € Dy € D, ,),r,5 N D(8s,B,),F5,5,- Por
outro lado, se |z| = 0, entdo z = (A, A) e entao nao podemos ter By nem B; sinks minimais (nem
conjuntos unitarios com um unico sink), uma vez que sinks minimais nao emitem infinitas arestas
e A emite. Deste modo B; e B, tem de ser emissores infinitos minimais. Entao, pela Proposicao
1.12, temos que |B; N Bs| < 0o ou By = By. Em ambos os casos, como A C BiN By e A, By e By
sao emissores infinitos minimais, segue que x € D4 4) Fur,5,0s. € D(81,81),F1,5 N D(8,B2),Fo, 50 -

Supondo que x = (a, A) € D p),r.s0 N D(3,B:),1,8,, com |3] > 1. Se |z| > || > 1 basta
observarmos que € Dqa) € D(g,5,),r,5 N D3,8:),5,5- Por outro lado, se |z| = |f], entao
r = (B,A) com A é emissor infinito. Diante disso, B; e By ndo podem ser sinks minimais (nem
conjuntos unitarios que contém apenas um sink). Logo B; e By sdo emissores infinitos minimais.
Pela Proposicao 1.12, temos que |B; N Bs| < oo ou By = B,. Como no caso mostrado acima
T € Dia,a),mum,si0s: © Dg,p1),rs N Ds,Bs), 8-

Se supormos que x € Dz 5y N D, B)),m,5,, entdo temos 3 casos: se || > |B1] entdo D py C
Ds,,8,),m,5,- Se |B1] > |B] > 1 entao Dg, B,),r,s; € Ds,p)- Mas se || = [B] > 1 temos que
p1 = B e, pela minimalidade de By, temos que |BN By| < oo ou By C B. Se |BN B;| < 0o, entao
r € D pnB),F,s1 € D, N D, ). Porém, se ocorrer By C B entao Dg, B,),r,s; € Dg,p)-

Por dltimo, se € Dg, B,y N D(s,,B,) € |B1] > |Ba| entdo Dg, By € Ds,.B,)- Mas se |fi| =
‘62‘ >0 entdo fy = frex € D(51731QB2) < D(ﬁl,Bl) N D(Bz,Bz)'

Para z = (o, A) € X, com A sink minimal, a demonstracao é similar ao que foi feito nos
paragrafos anteriores. Basta trocar, eventualmente, |[A N B| < oo por |[e(A N B)| < .

Para z = (o, {v}) € Xn, com v sink, basta notar que (o, {v}) € {(a,{v})} = D, C AN B,
para quaisquer cilindros A e B.

Para caracterizar as bases de vizinhancas, precisamos mostrar que se x € X pertence a um
aberto A, entdo existe alguma vizinhanga basica de x que esta contida em A. Seja v € p*°, entao
vy = ejey.... Suponha que v € Dg p)rs. Entdo, temos que (3,B8) = (e1...e,, B) ou (f,B) =
(B, B), em que B é emissor infinito minimal ou sink minimal. Se (8, B) = (e ...en, B), entao
ent1 & F e assim, v € Dge, 1 r(enss)) © Ds,pyrs- Se (8,B) = (B, B), entao e; ¢ F' e portanto
Y € Dieyr(er)) € Des,py,p- Por outro lado, se v € Dg )y entdo obviamente (3, B) = (e1...en, B),
e assim, 7 € Dgensrr(ensn)) E Dis,p)-

Para z = (o, A) € Xy, com A emissor infinito minimal ou sink minimal, suponha primeiro
que © € Dg pyps. Obviamente |of > || > 0. Se |a| = || =0, entao a = A e f = B, além
disso, A C B. Como A é minimal e B é minimal, entdao A = B. Assim, basta considerar [/ = F
e 8" =S que temos * € D ayrs € Dgp)yrs. Selal > |3 = 0ou |al > [3] > 0 temos
que 3 é segmento inicial de a. Em ambos os casos, temos que x € D, 4y € D) rs. Por
fim, se |a] = || > 0, temos que « = e A C B. Como os 2 conjuntos sdo minimais, A = B.
Deste modo, € D ),rs € D p)rs. Por outro lado, se & € Dg py, entao |a| > |5] > 1. Se
la| > |B], entao 3 é segmento inicial de a e portanto € Dy a0 € Dig,p). Se |a] = |B|, temos
que x € D(a,A),@ - D(@B). [ |

Observacao 1.25. Note que se G é um ultragrafo que nao contém sinks, nossa proposicao coincide
com a Proposi¢io 3.4 em [15] e o espago topoldgico aqui coincide com o espago topoldgico definido
la. Além disso, se G € um grafo, os Uinicos emissores infinito minimais sao os conjuntos consistindo
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de apenas um vértice que € singular nos grafos. Nestas condigoes, nosso espago topologico coincide
com o espago de caminhos de fronteira da Definigio 2.1 em [26].

Diante da Proposicao 1.24, conseguimos obter uma topologia para X. Este espaco topoldgico
tem algumas propriedades interessantes que serao mostradas a seguir.

Proposicao 1.26. Os cilindros que formam a base da topologia definida para X sao fechados.

Demonstragao. De inicio, vamos mostrar para um cilindro da forma D(g gy, com |3| > 1. Suponha
que S =[f1...0,. Seja d € D(Cﬂ ), entao temos 4 casos:

e Se || = oo, digamos 6 = 610z ..., entdo s(d,41) € B ou dy...d, # . Em ambos os casos,
temos que = D(61...6n+1,r(6n+1)) - D(%,B)'

e Se [0 <ooed=(0,{v}) € Xgn, temos que 6 € {0} = Ds C D(Cﬂ?B).
e Se || <ooed=(0A) € X, temos 3 subcasos

o |d] < |B]: Claro que precisamos lidar apenas com o caso em que 0 é segmento inicial
de f3, pois caso contrario, o resultado é 6bvio. Note que 0;...0, = [1...[0, em que
6] = k < n. Se 5(Bry1) € A, entao § € Ds ay5,,.3 C D(%’B). Se s(Br+1) ¢ A, entdo
0 € D(57A) - D(%B)

o |d] = |B|: Lidamos apenas com o caso em que [ = § pois, caso contrario, obviamente
0 € Ds C D(%,B)- Suponha entdo que 5 = ¢, temos 2 casos: Se |A| < oo entdao pelo
Lema 1.13, |A| = 1 e portanto, A = {u} em que u é um emissor infinito minimal. Assim,
u ¢ B pois § € D%B). Assim, 0 € Ds C D(C@B). Caso |A| = oo, entao |[AN B| < oo,
pois caso contrario, pela minimalidade de A teriamos, AN B = A, ou seja, A C B,
o que faria com que 0 € D p), um absurdo. Note ainda que A N B nao contém
nenhum emissor infinito, pois iria contrariar a minimalidade de A. FEntao considere
F={eeg":s(e) € AN B}. Além disso, considere S = {v € G :v € AN B}. Assim,
claro que os conjuntos F' e S sdo finitos e § € D54y 75 C D(C@B).

o |d] > |B|: Novamente, basta considerar apenas o caso em que 01 ...0, = 1 ...03,. Mas
note que para que 0 € D(Cﬂ p): temos de ter s(dn41) ¢ B, e assim, § € Ds C D(Cﬁ B)-

e Se|d] <ooed=(dA) € X, com A sink minimal, temos 3 subcasos

o |d] < |B|: basta fazer para o caso em que 0 é segmento inicial de 3, pois caso contrério,
o resultado é ébvio. Note que 0;...0, = B1... 0 em que |[0] =k < n. Se s(fr1) € A,
entdo 0 € D(g,A)7{5k+1} g D(%,B)‘ Se S(ﬂk_u) ¢ A, entdao 0 € D(57A) g D(%,B)

o |d] = |B]: Consideramos apenas o caso em que [ = ¢ pois, caso contrario, obviamente
0 € Ds C D(Cﬂ’B). Suponha entao que § = 0. Como |A| = oo, temos, pela minimalidade
de A que |[ANB| < oo, pois caso contrario, teriamos |[ANB| = oo com ANB C A, o que
fere a minimalidade de A ou ANB = A e assim, A C B e por conseguinte (0, A) € Dz p),
absurdo. Além disso, como A é sink minimal, |¢(A N B)| < oo. Portanto, temos que

0 € D(s.a)e(anB),anB € Ds,p)c-

o |d] > |B|: Mais uma vez, basta considerar apenas o caso em que 07 ..., = 1 ... n.
Mas note que para que § € D(Cﬂ ), temos de ter $(0py1) € B, e assim, 6 € Dy C D(C,&B)'

Agora, provamos para D g p) com B emissor infinito minimal. Seja 0 € D(CB, p)- Mais alguns casos:
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e Suponha inicialmente que |§] = 0, entdo 6 = (A, A) € Xpin U Xy com A minimal ou
d = ({v},{v}) € Xgn. Se d = ({v},{v}), entdo obviamente v ¢ B e portanto, § € Ds C
D(%’ p)- Por outro lado, se § = (A4, A) com A minimal (sink ou emissor infinito), entdo
0 < |]AN B| < oo, pois caso contrario, pelas minimalidades de A e de B, teriamos A = B,
um absurdo ja que § € D(CR p)- Além disso, le(ANB)| < oo, pois caso contrario, contrariamos
as minimalidades de A e de B. Assim, se F = {e € G' : s(¢) € AN B} e S = AN B, temos
que 0 € D5 ayrs C D(C]B’B).

e No caso em que || > 0, temos que 0 € Ds C D(%’B).

Para D {»}) com v sink, se for necessario, basta considerarmos S = {v} e observarmos que
c
0 € Dss € Doy guy)-
Para Dp p), com B sink minimal, ¢ andlogo ao que foi feito para emissor infinito minimal.
Falta apenas mostrar para os cilindros da forma, D(g p) r,¢ com B emissor infinito minimal ou
sink minimal. Mas para isso, basta notar que

C C
Dg.py.rs = D) [ Diyri) ﬂs D5 (o))
ve

yeF

Outro fato importante deste espaco topoldgico X é que ele é Hausdorff.

Proposicao 1.27. O espaco de ultracaminhos de fronteira X munido da topologia que tem como
base os cilindros da forma

{{D(ﬁ,B) 1 (8,B) €p,18] 21} U{Dg,p)rs : (B, B) € Xpim, F Ce(B),S C B, |F|,|S] < oo}}
¢ Hausdorff.

Demonstragdo. Sejam z,y € X tais que x # y. Se x,y € p™, entdo r = ajan... ey = [F1fs....
Como sao diferentes, existe algum n para o qual o, # 3,. Com isso, é s6 notar que D(q, ..., r(an)) N
Da,..,r(8,)) = 0 enquanto sao vizinhancas de z e de y.

Sejam agora r = qay... € p* ey = (4,B) € Xy, com B minimal. Claro que se 3 nao
for segmento inicial de x conseguiriamos facilmente separar os pontos. Suponha entao que (3 seja
segmento inicial de z. Assim, § = a;... 5. Se s(op+1) € B o resultado segue facilmente. Se
s(ajg+1) € B, entdo, pelo fato de B ser emissor infinito minimal ou sink minimal, temos que

Yy € D(B»B),{a|ﬁ|+1}' Além disso, x € D(a1~~-a|ﬁ|+1f(a|m+1)) e a intersecao destes cilindros é obviamente

vazia.
Para separar © = ajasy... € p* ey = (8,{v}) € X, é mais simples, basta considerarmos
D(a1~--a|m+1ﬂ"(a\m+1)) eD,.

Suponha que z = (o, A) € Xpin ¢ y = (8,B) € Xpin. Entao, caso |a| > |B| precisamos
considerar apenas o caso em que 3 é segmento inicial de a e a1 € B. Neste caso, basta
utilizar as vizinhancas Dy e D(g p) {as,,}- NO caso em que a = 3, temos que AN B é finita ou
A = B, pela Proposicao 1.12. Mas se fossem iguais teriamos x = y. Além disso, A N B nao
contém nenhum emissor infinito, pois isto contraria a minimalidade de A. Assim, se definirmos
F={eecG':s(e)e ANB}eS ={ve AN BNGY}, obtemos as vizinhangas necessérias, que
sao D(a,A),F,S [§ D(B,B),F,S-

Sejam agora * € Xy U Xen € y = (8,{v}) € Xgn e digamos que z = (a, A) em que A
¢ minimal (sink, ou emissor infinito). Se |a| > |3, basta considerar as vizinhangas D, e D,
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Se |B] > [al e s(Bjaj+1) € A, basta considerar as vizinhangas D, e D4 4)(5,..,}- Se¢ |af = |B],
considerando o = f (pois o outro caso é ébvio), consideramos S = {v}, assim basta utilizarmos
as vizinhancas Dy, )5 € D,.

Sex = (o, A) € Xppin e y = (B, B) € X4 com B minimal, temos alguns casos:

e Caso |a| > |B| e B é segmento inicial de « (caso contrario é ébvio), basta considerar D, e
D(@A)v{a\ﬂlﬂ};

e Caso |3] > || e o é segmento inicial de § (caso contrario é dbvio), basta considerar D, e
Da,a)(8ja 1113

e Caso |a| = ||, temos que |A N B| < oo pois caso contrario, isto é, caso |[A N B| = oo,
como AN B C A temos que A contém, infinitos sinks, ja que B é sink minimal. Mas isto
¢ um absurdo ja que A é emissor infinito minimal. Além disso, |¢(A N B)| < oo, pois caso
contrario, fere-se a minimalidade de B, ja que B ¢ sink minimal. Logo basta considerarmos
F ={e € G': s(e) € AN B} que tem cardinalidade finita ¢ S = AN B que também
tem cardinalidade finita. Assim, x € Dy ) rs ¢ ¥ € D p)rs a0 mesmo tempo que

Dia,a),r,s N Dig.py.rs = 0.

Por fim, no caso em que z,y € Xy, em que z = (a, {v}) e y = (B, {w}), basta considerar as
vizinhancas D, e D,,. Por outro lado, se x = (a, A) e y = (5, B) com A e B sinks minimais, temos
2 casos:

e Se |z| > |y|, basta considerarmos quando [ ¢ segmento inicial de a. Caso isso ocorra,
consideramos as vizinhangas D g, B) {ops1} € D,.

e Se || = |y|, consideramos somente o case em que o = (. Entdo, pela Proposi¢ao 1.16,
|A N B| < oo pois, caso contrario, A = B e assim z = y. Além disso, AN B ndo contém
nenhum emissor infinito, logo |¢(A N B)| < oo. Portanto, basta considerar F' = {e € G' :
s(e) € AN B} que tem cardinalidade finita e S = AN B que também tem cardinalidade
finita. Assim, 2 € Dy 4)rs €y € D3 4),r,s a0 mesmo tempo que D, a).rs N D a)55 = 0.

Diante disto, como o espago X ¢é Hausdorff e possui uma base enumeravel de abertos fechados
(clopens), segue pelo Teorema de metrizagao de Urysohn que tal espago é metrizavel. Sendo assim,
¢ interessante descrever uma noc¢ao de convergéncia de sequéncias em X. Pela Proposicao 1.24
temos o seguinte:

Corolario 1.28. Seja (2")22, € X wuma sequéncia e x € X. Claramente temos que x" =

(V- v, An) com Ay, € A WA ou ™ = (W7 ... {vn}), com vy, sink, ou 2™ = {5 .. ..
Sendo assim, temos que:

i. Se|x| = o0, digamos x = Y173 ..., entdo (z™)5°, converge para x se, e somente se, para cada

M € N existe um N € N tal que n > N implica |z"| > M e v = ~; para todoi=1,..., M.

it. Se |x| < oo, digamos x = (1 ...V, A) com A emissor infinito minimal, entdo (x™)32, con-

verge para x se, e somente se, para cada subconjunto finito F' C e(A) e cada subconjunto finito
S C A, existe um N € N tal que n > N implica que " = x ou |z"| > k, v, € e(A)\F e
v =; para todo v =1,... k;

7
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iii. Se |x| < oo, digamos v = (v ..., A) com A sink minimal, entao (x™)>°, converge para

se, e somente se, para cada subconjunto finito S C ANGY, existe um N € N tal que n > N
implica que x™ = x ou |x"| =k, v = ~; para todo i = 1,...,k ev, € A\S (isto é, neste
ultimo caso, ™ = (Y1, .., Y, {vn}), com v, sink e v, € A\S).

iv. Se x| < oo, digamos x = (71 ..., {v}) com v sink, entdo (z")°, converge para x se, e

somente se, existe N € N para o qual temos que se n > N entao x" = x.

Observagao 1.29. Os cilindros da forma Dg gy com (3,B) € p ndo sio, em geral, compactos.
De fato, basta notarmos que se consideramos um ultragrafo G no qual existe uma aresta e que
contém infinitos emissores infinitos minimais em seu range, entao D)) nao é compacto.

U1

= Dierren)) € UZa Diey o))

Sendo assim, visando obter conjuntos basicos compactos, iremos impor uma condi¢do nos
ultragrafos que trabalharemos. Com isso, obviamente perdemos generalidade. A hipotese extra
exigida serd chamada de RFUM2. Tal condigao é baseada na condicao (RFUM) exigida em [15].
Note que se o ultragrafo ndo contém sinks entdo (RFUM) e RFUM2 coincidem.

Condigao. (RFUM2) Um ultragrafo G satisfaz a condiggo RFUM2 se para cada aresta e € G'

seu range pode ser escrito como
k

r(e) = U 4x,

n=1
em que A, é ou um emissor infinito minimal ou um sink minimal ou um conjunto unitario que
contém um sink ou vértice regular.

Proposicao 1.30. Seja G um ultragrafo que satisfaz a condicio RFUM2. Entdo cada elemento
basico da topologia definida em X, como na Proposicao 1.24, é compacto.

Demonstragio. Vamos primeiro mostrar que Dg py, com || > 1 e (3, B) € p, ¢ sequencialmente
compacto. Seja (") uma sequéncia em D g p). Entao 2" = (8, A,), 2" = (Baf ... o} , A,) € Xpin
com A, minimal, ou 2" = (8, {v,}), 2" = (Baf ... o} {vn}) € Xgpn ou 2™ = Bafay ... € p=.
Precisamos achar subsequéncias convergentes. Temos 2 casos:
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e Se existe uma subsequéncia de z™ tal que |z"| = ||: Como G satisfaz a condicato RFUM2 e
B(C r(p)), temos que B contém apenas uma quantidade finita de A,,’s (sejam eles emissores
infinitos minimais ou sinks minimais) e v,,’s sinks ou regulares que nao pertencem a nenhum
A,,. Desta forma, se tivéssemos infinitos termos da forma z" = (5, A,), obterfamos uma
subsequencia que converge para algum (3, A, ), para algum ny. Agora, se tivermos infinitos
termos da forma (5, {v,}), em que v, nao é elemento de nenhum sink minimal, como temos
finitos v,,’s, existe uma subsequéncia constante de z" convergindo para algum (3, {v,,}),
para algum ny. Caso os v,’s sejam elementos de A,’s sinks minimais, como temos finitos
A,’s, existe um sink minimal A C B tal que |{n : v, € A}| = co. Logo, existe uma
subsequéncia de z" que converge para (3, A) (no caso em que os x"’s sejam distintos) ou
para (8, {vn,}) para algum v,, (caso os z™’s repitam uma quantidade infinita de vezes).

e Caso contrario, existe uma subsequéncia de z™ tal que |2"| > |f|: Se ndo existe um nimero
infinito de indices tal que af coincidem, entao podemos assumir, sem perda de generalidade,
que af # of* para todo n # m, passando talvez, para uma subsequéncia. Assim, pela
descricio de G°, B deve conter ao menos um emissor infinito, e por B C r(3) e por G
satisfazer a condicaio RFUM2, B pode ser escrito como uniao finita de emissores infinitos
minimais, sinks minimais, conjuntos unitarios de sinks e vértices regulares. Entao, como os
vértices regulares sdo finitos, existe um A € A, A C B, tal que |[{n: s(a}) € A}| = o0, ou
seja, encontramos uma subsequéncia que converge para (3, A).

Agora, se existe um nimero infinito de indices para o qual o coincidem, digamos o = 71, entao
passamos para uma subsequéncia tal que z" = (Byiay ... o) , A,), ou 2" = (Byiay...af ,{vn})
ou z" = fByayay ... Note que 2" € Dgy, r(v,)). Agora, repetimos o procedimento realizado no
paragrafo anterior e entao obtemos uma subsequéncia convergindo para uma sequencia finita ou
passamos a uma subsequéncia tal que " = (117205 ... af , Ay), ou 2" = (By17205 ... af ,{vn})
ou z" = fBy1yea5ay . ... Procedendo dessa maneira indutivamente, obtemos em um passo k, uma
subsequéncia convergindo para uma sequéncia finita ou, devido ao argumento diagonal de Cantor,
obtemos uma subsequéncia convergindo para uma sequéncia infinita Svy;7vs . . ..

Assim, concluimos que D g ) é sequencialmente compacto. Por fim, basta notar que a prova de
que os conjuntos da forma D3 py r,s 520 sequencialmente compactos ¢ completamente andloga. W

Corolario 1.31. Se X ¢ o espago de ultracaminhos de um ultragrafo G que satisfaz RFUM2,
entao X € um espago topologico localmente compacto Hausdorff.

Mesmo exigindo a condicado RFUM2 em um ultragrafo, todo grafo pode ser visto como um
ultragrafo que satisfaz RFUM2 e com isso, as C*-algebras de grafos estao contidas nas C*-dlgebras
de ultragrafos que satisfazem RFUM2. Em [15], como os ultragrafos ndo continham sinks, as C*-
algebras de ultragrafos consideradas em [15] ndo continham as todas as C*-algebras de grafos,
enquanto que as C*-dlgebras tratadas aqui contém todas as C*-algebras de grafos. Porém, como
visto no Exemplo 3.11 em [15], existem C*-algebras de Exel-Laca que nao sao isomorfas a C*-
algebras de ultragrafos que satisfazem (RFUM), e portanto REUM2. Além disso, por [25], as
C*-algebras de grafos e as C*-algebras de Exel-Laca estao contidas nas C*-algebras de ultragrafos,
mas por [24], estas ndo sao todas as C*-dlgebras de ultragrafos. Diante disso, temos o seguinte
esboco de onde estamos trabalhando.
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C*ALGEBRAS DE ULTRAGRAFOS

C*ALG. DE ULT. RFUM2

C*ALGEBRAS DE GRAFOS C*-ALGEBRAS DE EXEL-LACA

Para finalizar esta secao, note que existe um subconjunto que é denso em X.

Proposicao 1.32. Considere Xgo := {(o, A) ep:|a| >1,Ac GO U{(A,A) ep’:AcGl}. O
conjunto dos caminhos infinitos junto dos ultracaminhos (finitos) que tem como range um conjunto
unitdrio com um sink, p>° U Xgo, € denso ¢ X.

Demonstragio. De fato, se x = (a, A) € X,pin, entdo |e(A)] = oo e para cada e, € £(A) ou
existe um caminho infinito 7" = 4774 ... com e, = 77 ou existe um ultracaminho finito 7" =
(VT -7, {vn}) tal que v, é sink e 7] = e,. Assim, x ¢ limite da sequéncia {a.7"}. Por outro
lado, se z = (a, A) € X, com A sink minimal, entdo |A| = oo, digamos A = {vy,vq,v3,...}.
Entao, {(«, {v,})}>2, converge para x. |
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Capitulo 2

C*-algebra do ultragrafo vista como
produto cruzado parcial

Utilizando as defini¢des e proposicoes introduzidas no capitulo anterior, vamos agora mostrar
que a C*-dlgebra de um ultragrafo que satisfaz RFUM2 ¢ isomorfa a um produto cruzado parcial.
Para isso, provaremos alguns resultados sobre subconjuntos que serdao necessarios na construgao
da ac@o parcial em X. Este isomorfismo generaliza o Teorema 4.12 em [15] que por sua vez é
uma generalizagdo do Teorema 4.11 em [16]. Tal isomorfismo pode ainda ser visto como uma
generaliza¢ao do Teorema 3.1 em [§].

Observacao 2.1. E importante enfatizar que neste capitulo, a ndao ser que mencionemos o con-
trario, todos os ultragrafos satisfazem a condi¢cao RFUM?2.

Proposicao 2.2. Para cada v € G° o conjunto
Xy ={(,A) € Xpip, : s(a) =0} U{y€p™ :s(y) =v} ={r e X:s(x) =0}
¢ nao-vazio, aberto, fechado e compacto.

Demonstragio. Claro que se v é sink entdao X, = {({v}, {v})} e assim, X, # (. Além disso, por

ser um ponto isolado claramente {({v}, {v})} = D({v},{v}) ¢ aberto, fechado e compacto.
Se v nao é sink, entdo claramente X, # (). No caso em que v é emissor infinito entdao X, =

D (v} {v}), que € aberto, é fechado pela Proposicao 1.26 e também ¢é compacto pela Proposicao
1.30.

finita
Se v é um emissor finito entdo s~*(v) ¢ um conjunto finito e X, = U D r(e))- Novamente,
e€s—1(v)
pelas Proposicoes 1.26 e 1.30, cada Dy () ¢ aberto, fechado e compacto. Como a uniao ¢ finita,
segue que X, é aberto, fechado e compacto. [ |

Vamos agora definir os conjuntos que serao utilizados na construgao da agao parcial.

Definicao 2.3. Seja F o grupo livre gerado por G'. Seja P C F definido da sequinte maneira:
P::{el...enelﬁ‘:eiegl:nzl};
Para cada ¢ € F o conjunto X, é definido por:

o Xg= X, em que 0 é o elemento neutro do grupo F.
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e Sea € P entio (lembre que X tin, = Xynin U Xsin)
Xa:{(ﬁ,B) EXfm:ﬂl...ﬂM :a}U{’yepOO:”yl..."y|a| :a};
Xo1 ={(AA) € Xpin : ACr(a)} U{(B,B) € Xyin : s(B) € r(a)}U{y € p® : s(y) € r(a)};

e Seabc P, em que ab™! estd na forma reduzida, entdo
X1 = {(a,A) € Xpin : ACr(a)Nr(d)}U{(B,B) € Xpin : B1...Bjq) = a € 5(Bla+1) €
r(a) Nrd)} U{y € p™ i y1... e = a € S(Yja41) € 7(a) N7 (b)};

e Para qualquer outro c € F, defina X, = (.

Observagao 2.4. Note que se a € P nao ¢ um caminho que exista no ultragrafo, entio X, é
vazio. Analogamente, é claro que X -1 = 0 sempre que a,b € P sdo tais que r(a) Nr(b) = 0.

Proposicao 2.5. Os subconjuntos X., com c € F, sao abertos, fechados e compactos em X.

Demonstragio. Para a € P (com a sendo um caminho no ultragrafo), note que X, = D, (a)), logo
é aberto. Além disso, X, é fechado e compacto, pelas Proposicoes 1.26 e 1.30 respectlvamente

Vamos entao analisar o conjunto X,-1. Pela condicao REFUM2, temos que r(a) = r(ajq|) U A,

em que cada A, é emissor infinito minimal ou sink minimal ou vértice regular ou sink. Se A,

¢ emissor infinito minimal ou sink minimal, entdo D4, 4,) (aberto) ¢ fechado e compacto, pelas

Proposigoes 1.26 e 1.30 respectivamente. Se A, é um vértice regular ou sink, entao pela Proposicao
k

2.2 D, a,) ¢ aberto, fechado e compacto. Assim, X,1 = U Da,,a,) € aberto, fechado e

compacto.

Falta mostrar para X ;-1 com a,b € P, em que a e b sdo caminhos no ultragrafo e r(a)Nr(b) # 0.
Primeiro, mostramos que X,,-1 é aberto, ou seja, se € X, -1, entao existe um aberto U tal que
6 elU Q Xabfl. Seja 6 c Xabfl.

e Se 3 € p> entdo B = af’ com s(B') € r(a) N7(b) e B € Diugr(sy)) S Xap-1;
e Se f=(a,A) € Xy, com A emissor infinito minimal ou sink minimal, temos 2 casos:

o Caso |a| > |a|, entdo a = ac’ com s(a’) € r(a) Nr(b), assim € D(aarr(ar)) € Xap-1;
o Caso |a| = |a|, entdo @ = a e assim 5 = (a,A) com A C r(a) Nr(b) e assim § €
D(a,A) - Xabfl-

e Se = (a,{v}) € X4, com v sink, temos novamente 2 casos:

o Caso |a| > |a|, entdo o = ac’ com s(a’) € r(a) Nr(b), assim B € Do r(ar)) S Xap-1;
o Caso |a| = |a], entdo a = a e assim § = (a,{v}) com v € r(a) Nr(b) e assim €
Diagop) & Xap-1.

Agora, mostramos que X1 é fechado e compacto. Seja (5")nen € Xgp-1 que converge para
g e X. Como, X,-1 C X, e X, é fechado, temos que § € X,. Agora temos 2 casos:

e Se |B] > |a|, seja ng € N tal que " € D, Baj117(Bla1))» Para todo m > ng. Entdo

a = ﬂ{‘“...ﬂm = B1...0pq € Bﬁ("ﬂ = flaj+1. Como 3(5&’“) € r(a) Nr(b), temos que
B € Xab—l;
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e Se |f| = |al, entao 5 = (a, A) com A € r(a) um emissor infinito minimal ou um sink minimal
ou sink.

o Se A é sink, entao existe N € N tal que 8" = = (a, A), Vn > N. Assim, A =r(f) =
r(p") € r(a) Nr(b), Vn > N, ja que (8")neny C Xgp-1. Portanto 8 € Xyp-1.

o Se A é emissor infinito minimal, precisamos mostrar que A C r(b). Como " — £,
existe ng tal que se n > ng entdo " = B ou || > |a| com By ... B =ae Blaj41 € e(A).
Se ™ = (B para algum n segue o resultado. Sendo assim, podemos supor, sem perda
de generalidade, que |5"| > |a|, Yn > ng. Suponha que F' := {Bﬁl‘ﬂ :n > ngl é um
conjunto finito. Entao, 8" ¢ D, a),r, 0 que é um absurdo pelo Corolario 1.28, ja que
B — (a,A) € Xpin- Logo, o conjunto F' ¢ infinito. Como {s(8jy 1) : n = no} C
r(a) Nr(d) e {s(B;1) 1 n > not C A, entdo {s(8f 1) : n > not C ANr(b). Assim,
ANr(b) é um emissor infinito. Uma vez que A é minimal, temos que A = ANr(b), ou
seja, A C r(b) e portanto, 5 = (a, A) € Xgp-1.

o Se A é sink minimal, como " — [, existe ng tal que se n > ngy entdao " = [ ou
|6"| = |a|] com Bi...Bq = ae = (a,{v,}) em que v, € A. Se " = [ para algum
n segue o resultado. Sendo assim, podemos supor, sem perda de generalidade, que
16" = la|, Yn > ng com By ... 0 = ae " = (a,{v,}) em que v, € A. Suponha que
H :={v, : n > ng} seja um conjunto de cardinalidade finita. Entao, 8" ¢ D4 ) #, 0
que é um absurdo pelo Corolario 1.28, ja que 8" — (a, A) € Xgpn. Logo, o conjunto H
tem cardinalidade infinita. Claro que H C A e como H = {v, : n > no} C r(a) Nr(b),
temos que H C ANr(b). Assim, ANr(b) é um conjunto que tem cardinalidade infinita
ao mesmo tempo que |e(AN7r(b))| < oo, ja que |e(A)| < co. Uma vez que A é sink
minimal, temos que A = ANr(b), ou seja, A C r(b) e portanto, § = (a, A) € Xyp-1.

Concluimos entao que X ;-1 € fechado.
Como X, é compacto e X,-1 C X, é fechado, segue que X,;-1 é também, compacto. [ |
Definigao 2.6. Para cada A € G° defina X4 C X por Xa={z € X : s(zx) C A}.

O lema a seguir sera util no final deste capitulo, quando fizermos a caracterizacao do conjunto
imagem do que vird a ser o isomorfismo que identifica C*(G) com o produto cruzado parcial que
definiremos ao longo das préximas secoes.

Lema 2.7. Para cada A, B € G°, tem-se que Xanp = XaNXp e Xaug = X4 U X5.
Demonstracio. Sejam A, B € G°, entao
Xanp={reX:s(x) CANB}={r e X :s(x) CA}N{re X :s(x) C B} =X,NXpg.

Por outro lado, é claro que X4 C X up e que Xg C X 4up, portanto, X, U Xpg C X 4up. Suponha
que ¢ € X . Entdo s(x) C AUB. Se |z| > 1 entdo z = (7,C) e s(y) = s(z), em que s(z),
neste caso ¢ um vértice em G° e assim, s(z) C A ou s(x) C B, ou seja, v € X, UXp. Se|zr|=0e
s(x) é um sink (ndo minimal), entdo s(x) novamente ¢ um vértice em G° e portanto z € X4 U X5.
Se |z] = 0 e s(z) ndao é um sink, entdao z = (C,C) com C' € G° emissor infinito minimal ou sink
minimal. Se C' é emissor infinito minimal, como C' C AU B temos que C' N A ou C'N B é emissor
infinito. Suponha, sem perda de generalidade, que C' N A é emissor infinito. Como C' é minimal,
temos de ter C N A= C e assim C C A. Logo x € X4, isto é, X up € X4 U Xp. Por outro lado,
se C' é sink minimal, como C' C AU B temos que |[C'N A| = oo ou |C'N B| = co. Suponha, sem
perda de generalidade, que |C'N A| = co. Como C' é minimal, temos de ter C N A = C e assim
C C A. Logo x € X4. Portanto X5 C X4 U Xp. [ |
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Corolario 2.8. Para cada A € G°, tem-se que X 4 € aberto, fechado e compacto em X .

Demonstracio. Para vértices da forma v € G°, temos pela Proposicao 2.2 que X, ¢ aberto, fechado
e compacto. Para vértices generalizados da forma r(e), note que X, ) = X.-1 para todo e € Gl

Sendo assim, pela Proposicao 2.5, X, = X.-1 é aberto, fechado e compacto. Por fim, pela
Proposicao 1.6 e pelo Lema 2.7, temos que para todo vértice generalizado A € G°, o conjunto X4
é aberto, fechado e compacto. |

2.1 A acao parcial

Com os conjuntos definidos na secao anterior, j4 possuimos as ferramentas necessarias para
construir a acdo parcial topologica. Esta construcao consiste em definir fungoes bijetoras entre
subconjuntos nao-vazios da forma X., com ¢ € F.

Definicao 2.9. Para a,b € P, em que X, e Xg-1 sao conjuntos nao-vazios, considerando A um
emissor infinito minimal ou um sink minimal ou um conjunto unitdrio que contém apenas um

sink, defina:

0, Xo1 — X, 010 Xog — Xon Oap—1 1 Xpg—1 — Xgp1
T = ax ay —ay =y br — abx = ax
(A, A) — (a, A) (a,A) = (A, A) (b, A) — (a, A)
(8,A) — (a8, A) (af, A) — (B, A) (be, A) — (ac, A)
v = ay ay —= v by — ay

onde x,y,7 € X.

Note que estamos denotando a no lugar de (a,r(a)) € p e assim, 0,(x) = a.x = (a,r(a)).z,
para © € X,-1. Além disso, o simbolo “~” (chapéu) em cima de uma letra a é entendido como
algo que “retira” a letra a da frente do caminho. Note também que ;! = 6,-1 e que Ha_bl_l = Opy—1.

Proposicao 2.10. Para cada ¢ € F, a fungao 0, : X.-1 — X. é um homeomorfismo.

Demonstragio. Sejam a,b € P. Mostremos que 64,1 : Xpo-1 — Xgp-1 € continua. Seja (2™)peny C
Xpe—1 uma sequéncia tal que 2" — x € X -1. Como 2™ € Xp,-1 C X, temos que 2" = 75 . ..
ouz” = (07 ...vp, An) oux™ = (V) ... 7%, {vn}), para cada n € N.

e Se z € p>™, digamos r = by17s ..., entdo para cada M € N existe um ng € N tal que
|z > M + |b| e by .. .4 = by .. Y, Yn > ng. Para cada n € N sejam y" = 05-1(2")
ey = Oy-1(x). Entao, para cada n, temos que y" = a1y ..., y" = (] ... 75, Ay) ou
y* = (av] ... 7% {vn}). Como any'...~j; = aniye...vm, para cada n > ng, entao pelo

Corolario 1.28, temos que y" — ay17y2... =Y.
o Se v € Xpin ou x € Xy, com range minimal, entao x = (b, B) ou x = (byy ... Vjz)—p|» B):

o Se x = (b, B), entdo para cada conjunto finito F' C ¢(B) e cada conjunto finito S C B
existe N € N tal que se n > N, temos 2" = x ou [2"| > |z[ = [b] e Y}, € e(B)\F ou
|x"| = |z| com ™ = (b, {v,}) tal que v, € B\S. Para cada n € N, sejam y" = -1 (z")
ey = Oy-1(z) = (a,B). Entdo, para cada F' C ¢(B) e cada conjunto finito S C B
existe N € N tal que se n > N, entdo y" =y ou [y"| > [y = |a] e v}, € e(B)\F ou
ly"| = |y| com y™ = (a,{v,}) tal que v, € B\S, isto é, pelo Corolario 1.28, y™ — .
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o Sex = (by1 ...V —pp|, B), ¢ andlogo ao subitem anterior, basta trocar b por by; . .. Yjz|—|s|-

e Se v € Xy, em que x = (b,{v}) ou & = (by1...Va—p, B), entdo x" é eventualmente
constante. Com isso, y" := O,-1(z"™) também serd eventualmente constante e obviamente
Yyt =y = 0Oy-1(x).

Por outro lado, temos que 6,,-1 também é continua e como ngl_l = Oy,—1, concluimos que -1 é
homeomorfismo.

A demonstracao de que 6, é homeomorfismo é exatamente igual ao que foi feito anteriormente,
mostrando que 6, é continua, separando em casos, e posteriormente mostrando que 6,-1 é con-
tinua, separando em casos novamente. Por fim, basta notar que 6,! = 6,-1, concluindo que sio
homeomorfismos. [ |

As Proposic¢oes anteriores dao origem ao seguinte corolario, que também serve como uma
definicao.

Corolario 2.11. Para cada t € F, a fungdo

ap: C( X)) = C(Xy)
[ fobi-

¢ um x—isomorfismo. Além disso, a cole¢cio ({X;}ier, {0:}ier) € acao parcial topolégica. Conse-
quentemente, ({C(Xt) ber, {auter) € acao parcial C*-algébrica de F em Co(X).

Demonstragao. Pelas definigdes de X; e 6, temos que 0;(X;-1NX}) C Xy, e que 6,(0,(x)) = 0y (2),
para todo € Xp)-1 N Xp,-1. Deste modo, ({X}ier, {0 }ier) € acao parcial topolégica. Por [13]

uma consequéncia imediata disto é que ({C'(X¢) }ier, {u her) é acao parcial C*-algébrica de F em
Co(X). [

Note que no Corolério anterior, se ¢ € F nao é da forma ab™!, com a,b € PU{0p}, entdo C(X;)
¢ um ideal nulo e «; é funcao nula.

Observagao 2.12. Quando G é um ultragafo sem sinks (mas ainda satisfaz RFUMZ2), entdo a
acao parcial definida acima coincide com dquela introduzida em [15]. Além disso, se G é um grafo
dirigido entao esta agao parcial coincide com aquela dada em [8].

2.2 O isomorfismo

Diante da agao parcial definida na se¢ao anterior, podemos considerar o produto cruzado parcial
Co(X) % F (ver, por exemplo [13]). Com isso, finalizamos este capitulo com o teorema que mostra
o isomorfismo entre C*(G) e o produto cruzado parcial Cy(X) %, F. Mas antes, precisamos de um
lema que caracteriza o conjunto imagem de elementos da forma P4 em C*(G), pelo isomorfismo
que iremos introduzir somente no ultimo teorema.

Observacgao 2.13. Antes do lema, note que pelo Corolario 2.8, X 4 € aberto e compacto para cada
A € G Assim, a fungio caracteristica 14 do conjunto X é um elemento de C'(X). Além disso,
pela Proposicao 2.5, cada X., com ¢ € F € aberto e compacto e assim, a funcao caracteristica 1.
de X. também é um elemento de C(X).
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Lema 2.14. Sejam ¢ € | J(G")" e A € G°. Entdo a subdlgebra D C Co(X) gerada por todas as

n=1

fungoes caracteristicas 1., 14 e a.(1.-114) € densa em Co(X). Além disso, para cada 0 # g € F, a
subdlgebra D, C C(X,) gerada por todas as fungoes 1,1., 1,14 e 1yac(l.—114) € densa em C(X,).

Demonstragdo. Vamos utilizar o Teorema de Stone-Weierstrass. E claro que D é obviamente auto-
adjunta. Vamos mostrar que D nao se anula em nenhum lugar (vanishes nowhere). Seja z € X.
Se |z| = 0, entdo temos 2 casos:

Se x = (A, A), em que A € G° é emissor infinito minimal ou sink minimal, entdo r € X4 e
La(x) =1;

Se z = ({v},{v}), em que v € G° é sink, entdao x € X,, := Xy, e assim, 1,(z) = 1y(x) = 1.

Por outro lado, se |z| > 1, temos mais 3 casos:

Se r = (a, A), em que A € GY é emissor infinito minimal ou sink minimal, entdo x € X, e
lo(z) = 1;

Se x = (a, {v}), em que v € GY é sink, entdo x € X, e assim, 1,(x) = 1;
Se |z| = oo entdo, x = Y172 .... Assim, existe um segmento inicial (3, B), tal que ; =
para todo i =1,...,|3], e assim, z € Xz e 15(z) = 1.

Vamos mostrar agora que D separa pontos. Sejam z,y € X tais que x # y. Entdao temos
alguns casos:

Se || = |y| = 0, com z,y € Xy, entdo v = ({v}, {v}) e y = ({w}, {w}) e assim, 1,(r) =1
e 1,(y) =0;

Se |z| = |y| =0, com z,y € X,in U X, com ranges minimais, entdo = = (A, A) ey = (B, B)
e assim, 14(x) =1 e 14(y) =0 pois B ¢ X4 pelas minimalidades de A e de B;

Se |z| = |ly| =0, com z = ({v},{v}) € Xgn e y = (A, A) € Xpin U Xgin com A minimal,
temos que 1,(x) =1 e 1,(y) = 0;

Selz| =0ely| > 1, comz € Xy, entdoy = (b1 ... P, {w}) € Xanouy = (B1...05, B) €
KXonin U Xgin ouy = [102... € p>°. Em cada um destes casos, 15 (x) =0e 15 (y) = 1.

Se x| > 1, |y| > 1, entdo x = (a1 ... o, {v}) € Xgin, OU T = (a1 ... s A) € Xpnin U Xgin
our=o0y...cp*ey=(Li...08,{w}) € Xgn, ouy = (B1...05, B) € Xpin U Xsn ou
y = (1P ... € p=°. Diante disto, temos 4 subcasos:

o Se |z| # |y, suponha, sem perda de generalidade, que |z| < |y, entdo 1, g, ,,(y) =1
€ 1ﬁl~--13|:c\+1 (.T) = OJ

o Sel < |z| =yl < oo, mas oy # f; para algum i = 1,...,|z|, entdo 1,, o, () = 1e
1a1‘..ai<y) =0;
o Sel < |z| = |yl < oo, com a = 3, entdo temos 3’ subcasos:
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— Se 2,y € X, entéao x = (B,{v}) e y = (B,{w}). Assim, se considerarmos a
funcao as(1s-11,), temos que ela separa os pontos z e y, pois:

ag(lg-11,)(z) = (15-11,) o (Bg-1)(x) = (1g-1 0 b5-1)(z).(1, 0 Og-1)(x) = 1.1 = 1.

Por outro lado, temos que

@s(1511,)(y) = (15-11,) 0 (0-)() = (L1 0 B51)(y)-(L, 0 O5-1)(y) = 1.0 =0

— Se xz,y € Xpin U Xgin, com z = (B, A) e y = (5, B) em que A e B sdo minimais,
sejam eles sinks ou emissores infinitos. Como = # y e A e B sdo minimais, temos
que A # B, |ANB| < o e que |e(AN B)| < co. Assim, consideramos a fungao
ap(ls-11,4), para separar = e y:

ag(lp-114)(x) = (1g-114) 0 (05-1)(z) = (1g-1 0 5-1)(2).(1a 0 Og-1)(x) = L1 = 1.

Por outro lado,

ag(lg-114)(y) = (1g-11a) 0 (65-1)(y) = (1g-1 0 O5-1)(y).(1a 0 5-1)(y) = 1.0 = 0.

— Sex=(8,{v}) € Xgney = (5,4) € XninU X, entdo vamos considerar a fungao
ag(lg-11,), e assim:

as(15-11,) (@) = (1g-11y) 0 (B5-1)(x) = (g1 0 05-1)(2).(Ly 0 O5-1) () = 1.1 = 1.

Enquanto que, por outro lado

aa(15-11,)(y) = (15-11,) 0 (B5-1)(y) = (152 0 05-1)(y).(1, 0 03-1)(y) = 1.0 = 0.

oSelr| =y =oc0exr=awmay...ey = [1f... entado existe algum n para o qual
ap # P Assim 1y, o, () =1 € 14,0, (y) =0.

Com isso, D é denso em Cp(X).

Por fim, falta mostrar que D, é denso em C(X,). Claro que D, é subalgebra auto-adjunta
de C(X,). Vamos mostrar que D, ndo se anula em nenhum ponto e separa pontos de X,. Para
r € X, ja mostramos que existe f € D tal que f(z) # 0. Entao, (1,.f)(z) = 1,(z) f(z) = f(z) # 0.
Além disso, para x,y € X,, com = # y, existe uma funcdo h € D tal que h(z) =1 e h(y) = 0.
Entao, (14.h)(x) = 14(z)h(z) = 1 e (14.h)(y) = 1,(y)h(y) = 0. Portanto, novamente por Stone-
Weierstrass, D, é denso em C'(X,). |

O teorema a seguir é o principal resultado deste capitulo. A versao para grafos dirigidos deste
resultado ¢ o Teorema 3.1 em [8]. A versdo para ultragrafos sem sinks ¢ o Teorema 4.12 em [15].

Teorema 2.15. Seja G um ultragrafo que satisfaz RFUMZ2. Entdo, existe um x-isomorfismo
O :C*(G) = Co(X) x4 F tal que ®(s,) = 1.0., para cada e € G', e ®(pa) = 1400, para A € G°.

Demonstra¢io. Vamos utilizar a universalidade de C*(G) para mostrar que ® definida nos gera-
dores da forma s., com e € G' e da forma py, com A € G° se estende a todo C*(G). Para isso,
precisamos mostrar que o conjunto {®(s.)}eegt U {P(pa)}acgo satisfaz as relacoes da Definigao
1.7. Comegamos notando que {®(s.) : ¢ € G'} é uma familia de isometrias parciais ji que

D(56)P(56) " P(Se) = Lebe(1ede) 1ebe = 1ebe(le-10e-1)1e0e = lebete—1(te(le-1)1)0-1, =
= 165605@*1(1616)50 = 1656ae*1(1e)50 = 165616*150 = O‘e(ae*1<1e)1e*1)506*1 =

Oe=el=e

= a€<1e—11€—1)(5e = 046(16—1)56 = 1656 = (I)(Se).
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A relacao 1 é verdadeira pelo Lema 2.7. A relacao 2 é verdadeira pois se e, f € G! com f # e,
temos

D(5¢)"P(5e) = (1e0e) 1ebe = (1e-10c-1)1e0e = e—1(e(le=1)1¢)0p-1, =
= Cte—1<1€16>50 = 046—1(16)50 = 16—150 = 1T(e)50 = (I)(pT(e)),

por outro lado,
@(Se)*q)(Sf) = (1856)*1f5f = (16—156—1)1]05]0 = Oze—l(ae(le—1)1f)(5e—1f =
= e-1(1elf)de-1p = @ (0)de-15 = 0.
Para a terceira relagao temos que X, C Xy () implica que 1, < 1) e assim

D(50)P(Se)" = 1e0e(1e0e)™ = 1e0e(1e-100-1) = e(@e—1(1e)1e=1)0ce
= oze(ae_l(le))ae( —1)(50 = 1 1 (50 =1 (50 < 1 5 = ( DPs( e))

Para a quarta e ltima relagio, seja v € G° tal que 0 < [s7'(v)| < 0. Entao X, = |J X
e€s—(v)
e assim, como as projecoes {1, : e € G'} sdo ortogonais duas a duas, temos que 1, = Z 1..
e€s~1(v)

Diante disso,

S B(s)P(se) = Y. Llebele-1ber = > 1.6 = 1,80 = ©(p,).

e€s~1(v) e€s—(v) e€s—1(v)

Deste modo, existe um tnico homomorfismo de C*(G) para Cy(X) %, F que por abuso de
notagao, chamaremos também de . Vamos mostrar que ® ¢é sobrejetora. Claro que pela definicao
de @, temos que Im(P) C Cy(X)dy e Im(P) C C(X,)d, para todo 0 # g € F. Vamos mostrar as
continéncias contrarias. Primeiro note que se ¢,r € F entao o;(1,) = 1, 0 -1 = 14, e com isso

(I)(Str) = @(St5r> = (I)(St)q)(ST) = 1t6t1r5r = at(at—l(lt)lr)(str = at<1t—11r)5tr = 1t1tr(5t7’ = 1”(5”1.
Assim, fica facil ver que para a =a;...a,, b="b,...b, € P, com a;,b; € G, tem-se que
D(s,) = D(Sqy) - - - P(Sq,,) = Laba,

D(54)P(sp)" = P(8ay) - P80, )P(8p,,)" - P(8p,)" = Ladalp-10p-1 = lgp-1gp-1,

@(sa)q)(sb)*q)(sb)@(sa)* = 1ab—1§ab—1 1ba—15ba—1 = 1ab—150-

Assim, para todo ¢ € F, os elementos da forma 1.0y e 1.0. pertencem a Im(®). Com isso,
para cada ¢ € F e A € G° temos que ac(lo-114)0, = 10,1400 € Im(P) e a.(l.-114)0 =
ae(1e-114)0:10-10,-1 € Im(P). Do Lema 2.14, temos que Cy(X)dy C Im(P).

Por outro lado, se 0 # g € F e A € G° entdo é claro que (1,1.)0, = 1.001,0, € Im(P),
(1514)0, = 1400146, € Im(P) e 1yac(le-114)0, = c(le-114)091,0, € Im(P). Novamente pelo
Lema 2.14, temos que C(X,)d, C Im(®). Portanto, ® é sobrejetora.

Para terminar a demonstracao falta mostrar que ® é injetora. Para tal feito, vamos utilizar o
Teorema Gauge-Invariant Uniqueness que pode ser conferido em [25, Teorema 6.8]. Por [25, logo
apds Observacao 2.13], existe uma ac¢ao de Gauge ¢ : T — Aut(C*(G)) que leva z — ., tal que
©.(sc) = z8., para todo e € G e ¢.(pa) = pa para todo A € G°.
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Vamos construir uma acio de T em Cy(X) x, F. Para g = ab™' € F, com a,b € P U {0},
defina |g| = |a| — [b|. Para cada z € T defina 9, : Co(X) Xy F — Co(X) 3 F por ¢.(3, agdy) =
>, 29ayd,. Note que ¥, é x-homomorfismo e que [|1. (32, agd,)|| = || 3, 2% ayd,]| < 32, [lagd,l|. Por
[13, Corolario 17.11], temos que, para cada g € IF, ||agdy|| = ||ayl|, assim, |[v. (3, agdy)|| < X2, [lag|
e temos uma contragdo. FEntdo, 1, se estende a um sx-homomorfismo v, : Cy(X) ¥, F —
Co(X) % F. Mais do que isso, T 3 z — 1), € Aut(Cy(X) x4 F) é uma agao fortemente continua.
E ainda, ® o ¢, = 1, o ®, para todo z € T. Agora, mais uma vez por [13, Corolario 17.11] temos
que 1480 # 0, para todo A € G° e portanto, pelo Teorema Gauge-Invariant Uniqueness de [25]
concluimos que ® ¢é injetora. [

Observagao 2.16. Ja ¢ sabido que toda C*-dlgebra de grafo pode ser escrita como um produto
cruzado parcial, assim como C*-dlgebras de Fzel-Laca. Pelo Teorema 2.15, toda C*-dlgebra de
Ultragrafo em que o ultragrafo satisfaz RFUMZ2 também pode ser escrita como um produto cruzado
parcial. Ainda nao € conhecida uma construgcao de um isomorfismo que descreva qualquer C*-
dalgebra de ultragrafo como um produto cruzado parcial.

31



Capitulo 3

Espaco Shift e Grupdides do Ultragrafo

Neste capitulo vamos apresentar algumas das primeiras consequéncias do Teorema 2.15. Para
um melhor entendimento da Subsegao 3.3.2, a Se¢do 8 de [7] encontra-se em anexo.

3.1 Espaco Shift de Ultragrafo

Para um ultragrafo G podemos associar o espago de ultracaminhos de fronteira, e para este
espago, podemos associar um espago shift. Para construir o espago shift, como visto em [15, Se¢ao
3.2], precisamos da fungdo shift, mas antes, vejamos algumas notagoes.

Definicao 3.1. Sabe-se que X = Xy, Up™. Defina os sequintes subconjuntos de X :
Paran € {0,1,2,...}, defina X™ =p" N Xyip, = {v € Xypin ¢ |2| = n};
k>n k>n
XZr=X2nup® = |J Xrup™ = ( U p’“ﬂXfm> U p™;

k>n k>m
Note que X2! = X\ X" e que X2° = X.

Definicao 3.2. Se X ¢é o espago de ultracaminhos de fronteira associado a um wultragrafo G, a
fungao shift o : XZ' — X € definida por:

Y293 - - -, se T ="y1Y... € P>
o) =3 (2. A), sex=(1...7, A) € X
(A, A), sex = (y,A) e X

Defina ainda, para n > 1, o™ como sendo a composi¢io n vezes de o. Claro que quando
escrevemos o™ (x) estamos assumindo implicitamente que x € XZ". Defina também, o° como

sendo a identidade em X.

Proposigao 3.3. A fungdio shift definida acima é continua em todos os pontos de XZ'. Além
disso, se v € X\ X" entdo existe um aberto U de X que ndo contém elementos de tamanho zero
e étal que v € U, o(U) é um subconjunto aberto de X, e o|y : U — o(U) é um homeomorfismo.

Demonstragio. Seja {z"}n,en € X uma sequéncia que converge para z € X. Entdo podemos
afirmar que 2™ = (77, . .., 9, Ay), ou 2" = (77, ..., 4, {vn}) ou ™ = 4748 ..., para todo n € N.

Se |x| = oo é 6bvio que o(x™) converge para o(zx) pela caracterizagao de convergéncia dada
no Coroldrio 1.28. Para o caso em que |z| < 0o e © € X, com r(z) € G, temos que z" fica
constante a partir de algum N, e portanto o(z") também fica constante a partir do mesmo N.
Com isso o(x™) converge para o(z).
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Caso |z] <0 ex = (71...7, A) € Xpin, pelo item (i) de Corolario 1.28, dados F' C ¢(A)
e S C Aexiste N € N tal que se n > N entdao z" = z ou temos que |z"| > k, 7' = ~; para
todo 1 <i <k, ey € e(A)\F. Entao, para todo n > N, o(z") = o(x), ou |o(z")| >k —1e
o(x™)k = Vi1 € €(A)\F, ou seja, o(x™) converge para o(z) e portanto o é continua.

Caso |z| < oo ex = (y1...7, A) € Xgn com r(z) € G2, pelo item (iii) de Corolario 1.28,
para qualquer S C AN GY existe N € N tal que se n > N entdo 2" = z ou temos que |z"| = k,
v = ~; para todo 1 < i < k, e r(z") = {v} € A\S. Entdo, para todo n > N, o(z") = o(x),
ou lo(a™)| =k —1er(o(@)g1) = r(yy) = {ve} € A\S, ou seja, o(z") converge para o(x) e
portanto o é continua.

Por fim, note que se |z| > 1 e U é uma vizinhanca béasica daquelas na Proposi¢ao 1.24 que
contém x, entdo o é claramente um homeomorfismo entre U e o(U). [

Definicao 3.4. Seja G um ultragrafo e X seu espaco de ultracaminhos de fronteira com a topologia
definida anteriormente e o a fungao (continua) shift definida acima. Entao definimos o par (X, o)
como sendo o espago shift associado ao ultragrafo G.

Observacao 3.5. No caso em que G € um grafo finito sem sinks, G nao possuird emissores infinitos
e assim X, visto como espago topologico, é o espago de caminhos infinitos usual associado ao grafo.
Diante disso, nossa defini¢io coincide com o espago shift de arestas (one sided edge shift). No
caso em que G é um grafo, nossa definicio de espago shift coincide com aquela em [5].

3.2 Grupdbides de Ultragrafo

Nesta secao, vamos provar que a C*-algebra do ultragrafo é isomorfa & uma C*-algebra de um
grupdide. Existem duas maneiras de se fazer isso: uma delas é definir diretamente o grupdide,
analogamente ao que foi feito com grafos, por exemplo em [18], [2] e principalmente [5] e provar
que a C*-algebra do grupoide é a C*-algebra do ultragrafo (via core subalgebras). A outra maneira
é perceber que o grupdide anterior é o mesmo que o grupdide de transformacao dado pela agao
parcial da Definicao 2.9. Por [1], sabemos que a C*-dlgebra do Grupdide de transformagao é
isomorfa ao produto cruzado parcial (que por sua vez é isomorfo a C*-dlgebra do ultragrafo, pelo
Teorema 2.15). Precisamos das seguintes definigoes:

Definigao 3.6. Seja G um ultragrafo (satisfazendo RFUM2). Definimos o grupdide associado a G
por G(X,o) :={(x,m—n,y):z,y € X;m,n e N;o"(z) = c™(y)}. A fungao source é definida por
s(x,k,y) =y e a range por r(x, k,y) = x. A multiplicacao é dada por (z,k,y)(y,l,z) = (x,k+1, 2)
e a inversa € (x,k,y)~! = (y,—k,x). Diante disso, o unit space serd {(z,0,z) 2 € X} 2 X ea
topologia considerada é a dos cilindros (como em [5] e em [21, 8.3]), ou seja, a topologia gerada
pelos conjuntos bdasicos

ZU,m,n,V)={(z,k,y) e GX,0):x e Uk=m—n,yeV;0™(x)=0"(y)}
em que U C XZ™, V C X" sdo abertos tais que of)' e o], sdo injetoras e o™ (U) = a™(V)).

Observacao 3.7. O grupdide definido acima serd o mesmo grupoide de Deaconu-Renault definido
na Secao 3.3.2. A principio serd chamado de Grupdide associado a um ultragrafo.

Para definir o grupéide de transformagcao, vamos nos basear em [1].
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Definicao 3.8. Considere G um ultragrafo que satisfaz REFUM2 e a ac¢do parcial da Definicao
2.9. O grupdide de transformagao associado 4 G € dado por Gr = {(z,c,y) € X xF x X;x =
0.(y) = cy}. A fungao source é dada por s(x,c,y) = y e a range por r(z,c,y) = x = cy. A
multiplica¢io (x,c,y)(w,d, z) sé estard definida quando s(z,c,y) =r(w,d,z) <= y=w=dz, e
assim, (z,c,y)(y,d,z) := (z,cd, z). A inversa é dada por (z,c,y)™' = (y,c, ). O unit space é
X. A topologia € a produto herdada de X xF x X. Como FF é discreto temos que é grupdide étale.

Observagao 3.9. Note que Gr = X xgF = {(c,z) € F x X;c € F,x € X.}. O source seria

s(c,z) =z e o range r(c,z) = cx. A multiplicacio é dada por (a,bx)(b,z) = (ab,x) e a inversa

por (a,x)™' = (a7, ax). O grupdide de transformacio construido em [1] tem esse formato.

Vamos entdo mostrar que os dois grupdides definidos acima sao isomorfos, conseguindo assim
um isomorfismo entre a C*-algebra do ultragrafo e a C*-algebra de um grupdide de uma maneira
diferente.

Lema 3.10. Um elemento em G é sempre da forma ((a,A).x,aﬂfl, (ﬁ,A).:p), comzx € X.

Demonstragdo. De fato, suponha que ((a A), v (8, )) € Gr. Entao, temos que 0,5-1(3, B) =

(a, A), isto 6, (708, B) = (a, A), logo B = A e 403 = o. Com isso, pela definicdo dos elementos de
Gr, temos que a = va' e = 0p". Assnn o' =a = 7(55 75(55’ =0, ou seja, o/ = (' e segue
a afirmagao pois, af™! = yo/(68") ' = va/ ()16~ = 46, Portanto f.5-1(3,A) = (o, A). N

Teorema 3.11. Seja G um ultragrafo que satisfaz REUM2. Considere G(X,0) e Gr os grupdides
definidos acima. Se ab™' estd na forma reduzida em que x = ax’, y = bz’ e v = O,-1(y), entio a
fungdo

U:Gr — G(X,0)
(z,ab™" y) = (z,]al — [bl, y)

¢ um x-isomorfismo de grupoides topologicos.

Demonstragao. De fato, note primeiro que, usando o lema anterior, para ¥ estar bem definida é
necessario que ab~! esteja na forma reduzida. Além disso, como um elemento em Gr é da forma
(ax,ab™!, bz) (comparando com o Lema 3.10, existe aqui um abuso de notagao), para mostrar que
U ¢ multiplicativa, sejam (ax,ab™t,bz), (bx,bc™!, cx) € Gr. Entao:

\IJ((cw, ab~', bx).(bx,bc ™, cx)) = WU(ax,ab tbc™ !, cx)
= (ax, |a| — |c|, cx)
= (ax, |a| — o] + (|b] — lc]), cx)
= (ax,|a| — |b|, bx).(bx, |b] — ||, cx)
= WU(ax,ab ', bx).V(bx,cd ', cx)

Também, ¥ preserva inversa, uma vez que \If((x,ab_l,y)_1> = U(y,ba"',z) = (y,|b| — |a|,x) =
-1 -1 -1
(2, o] = bl y) ™ = ¥ ((z,ab7",y))

Vamos mostrar que ¥ é injetora. Sejam (x,ab ' y) e (w,cd™ !, 2) elementos de Gr tais que
\P(w)abflyy) = \I/(QU’Cd*l’Z), ou seja, (l’, |6L| - |b|7y) = (w7 |C| - |d|,Z) Entao, z = w, Yy =z
lal = 1B = [e| = |d], o1)(z) = o(y) e o' (w) = o1(2).
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Precisamos mostrar que ab™! = c¢d~!. Mas sabemos que 0,,-1(y) = agy —r=w=cdz = cc?y.
Assim a = ca’ ou ¢ = ac ou a = c¢. Suponha, sem perda de generalidade, que ¢ = ac’. Entao,

by = o (aby) = ' (z) = o1 (w) = ¢1(cdy) = o1 (addy) = ¢ dy. (3.1)
Mas como y € Xp,-1, temos que y = by’. Logo, por (3.1), temos
y = bby = by = dby'. (3.2)

Por outro lado, como ¢ = ac/, temos |c| > |a| e assim, |d| — |b] = |¢| — |a] > 0, o que implica em
|d| > 1b]. Como y = z € X4.-1, temos que d = bd’. Com isso, por (3.2)
y =ddby = Jddbby’ = ddy. (3.3)

~—
d=bd'

Ou seja, i = d'y’ = Oug—1(y'). Agora, note que se ¢ # d', entdo ¢/d ! ¢ irredutivel e yg—1 ndo
pode conter pontos fixos. Logo, existir esse 3/ é um absurdo. Portanto, devemos ter ¢ = d’, e com
isso, cd™! = add™! = add~'b! = ab~! e U é injetora.

Agora, mostremos que ¥ é sobrejetora. Sejam z,y € X tais que existem m,n € N com
o"(z) = 0™ (y). Entdo, (x,n—m,y) € G(X,0). Suponha, sem perda de generalidade, que n > m.
Entao, x =x1... 2y ... xpe160... €Yy = Y1 ... Yme€1€62.... Tomea=x1...2,€¢b=1y;...Y,. Entao
é claro que (z,ab™',y) € Gr e ¥(z,ab™ ', y) = (z,|a| — |b],y) = (z,n — m,y).

Falta mostrar que ¥ ¢é continua e aberta. Para isso, vamos analisar como sao os abertos
bésicos das topologias de cada espago. Primeiro, note que G(X, o) tem a topologia dos cilindros
como aquela construida em [5]. Seja (z,m —n,y) € G(X,0). Temos que se v € Xy;,, entao
y € Xpin e (x,m —n,y) = (o, A),m —n,(5,B)) e também o™(a, A) = o™(B, B), ou seja,
(Om1 -, A) = (Bpt1--.Bip, B), isto é, A = B e amy1 ... = Bng1...Bp, e com isso,
la] = (m+1)+1=|8] —(n+1)+1, ouseja, |a| — |5 =n — m. Isso acontece com A, B ambos
sendo emissores infinitos minimais, ou com ambos sendo sinks. Por outro lado, se x € p*>°, entao
temos que ter y € p™ e assim, (z,m —n,y) = (N1Y2...,m—n,0102...), e também o™ (1172 ...) =
0" (8102 ...), ou seja, Ymi1Yma2 - - = Ont10n42 . ... Portanto, elementos em G(X, o) sdao da forma
((a, Ayy,m—n, (B, A)y), comy € X e |a|—|f| =n—m, ouda forma (v ...vny,m—mn,01...5,y),
com y € X. Sabemos pela Defini¢do 3.6 (que vem de [5]) que os abertos de G(X, o) sdo da forma:

Z(U,m,n,V)={(x,k,y) e G(X,0):x €U k=m—n,y e V;o0™(x) =0"(y)}.

em que U C X=", V C X=" sdo abertos tais que of? e of!, sdo injetoras e o™(U) = o"(V).
Mas, assim como em [21, 8.3|, iremos usar uma subcole¢do mais grossa destes abertos: dados
(a,A) e (B,A) em Xy, considerando compactos abertos U C D4y € V' C D(g ), a colegao
{Z(U,|al,|8],V) : ol (U) = o!°/(V)} é base para a topologia em G(X,o). De fato, note que esta
subcolecao é base do grupdide de ultragrafos: Para mostrar isto, usaremos a seguinte caracteri-
zagao de base: Um subconjunto 6 de uma topologia 7, em um conjunto X é uma base quando
todo elemento x de algum aberto Uj da topologia é elemento de um elemento V|, da base, e este
elemento da base é um subconjunto do aberto inicial Uy. Ou seja:

Vee X,VUyer,(x €Uy = IVh€d, (xe€VyCUyp))

No nosso caso § é a colecao dos Z(U, |al,|5],V), X é G(X,0) e é claro que 6 C 7, em que 7 é
a topologia em G(X, o) gerada pelos abertos Z(U,m,n, V) acima. Seja entdo (z,m — n,y) € Uy
em que Uy = Z(U,m,n,V)eU C X=" V C X=" sdao abertos tais que ol e o' sdo injetoras
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e 0™(U) = o™(V). Entao, como z = (o, A) € U, temos que x € Dy = D20 € U e como
y = (8,A) €V, temos que y € D, = D 4y C V. Pela Proposigao 1.30, D, e D, sdo compactos e
é claro que (z,m—n,y) € Z(Dy,|al,|8], D,), pois se 0™ (z) = 0" (y), entdo o*!(x) = o (y) j& que
lz| > m e |y] > n. E claro que ¢®/(U) = o/¥1(V), j& que o™ (U) = 6™(V) e que |z| > m e |y| > n.
Falta mostrar que Z(D,, |al, ||, D,) C Uy. De fato, se (z',m'—n’,y') € Z(D,,|al|,|B|, Dy), é claro
que 2’ = zx” ey’ = yy”, pois &’ € D, ey’ € D,. Além disso, pela definigao de Z(D,, |al,|5], Dy),
temos que o/®(2') = o/Pl(y'), ou seja, 2" = ol®l(x2") = olol(2') = oPl(y) = o¥l(yy") = 3". Com
isso, como m < |z| e n < |y| temos que o™ (z') = o™ (xx") = o™ (x)x” = o™ (y)y" = o"(yy") =
a™(y'), isto &, (', m' —n',y’) € Uy. Portanto § é base para G(X, o).

Note que Z(U, |a|, |8, V) = {((ev, A)y, || — [B], (B, A)y) : y € X}.

Por outro lado, para analisar os abertos bésicos em Gr, usamos a caracterizacao de seus
elementos feita no lema anterior. Como a topologia em Gr é herdada de X x F x X, um aberto
basico é da seguinte forma: Dados (o, A), (8, A) € X;, entdo, um aberto basico é

Dig = {((a,A)x,a@—l, (@A)x) cs(r) e Ay € X},
Outros abertos, quando F C (A) e S C AN GY sao finitos, seria da forma
DAES = { (0 A)r, 0B, (5, A)2) - 5(x) € Az € X1 € <(ANF, JU{ ((0,0), 087, (8,0); v ¢ 5

Ou seja, estes abertos dependem de (a, A) e (5, A), e eventualmente de F' e S. Assim, quando
aplicamos ¥ em um aberto basico de Gy temos:

w(D2,) = w({((@ Ay 8™, (5, A1) - s() € 4,2 € X})
= {‘1’<(Q»A)$7045_1, (5,A)x) s(z) e Az e X}
= {((@. Az, la] = 1] (8, A)z) - € X}
= 2 (U, |al, 18], V),

com U C Dy, 4) compacto aberto, V C D 4y compacto aberto e ¢ claro que ol®(U) = olfl(V).
Com isso, \IJ(DQB> ¢ um aberto bésico em G(X, o).

Por outro lado, sejam (o, A), (8, A) € X, U C D(q,4) compacto aberto e V' C Dz 4y compacto
aberto. Vamos analisar a imagem inversa do cilindro Z(U, |a|, |3, V), isto ¢, "1 (Z(U, ||, | 8], V)).
Mas note que

Z(U, |al,181,V) = {((a, A)y, o] — 18], (8, A)y) : y € X : 6*I(U) = o7/(V)}.
Note ainda que ((or, A)y, B, (8, A)y) € Gr é tal que U((a, A)y, 87, (8, A)y) = ((a, A)y, || —
18], (B, A)y) e como ¥ é injetora, ((a, A)y,aB~, (B, A)y) é o tnico elemento que serd levado em
((a, Ay, || — |8, (B, A)y). Assim, temos que
U Z(U, |l |81,V)) = {((a, A)y, a8, (B, A)y) :y e X} S X xFx X

¢ um aberto basico na topologia herdada da topologia produto em X x [F x X. Portanto, segue o
isomorfismo de grupdéides. |
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3.3 Grupdide de Deaconu-Renault

Esta se¢ao visa a generalizagdo do Teorema 4.2 de [9]: (note que OF é o espago de caminho
de fronteiras, definido (em [9]) por OF = E* U {u € E*;r(u) € EY,,}). Dados dois grafos
dirigidos E e F, considere G e Gp os seus grupoides associados (entdo G% = 9F e G% = OF).
Se ¢ : G — Gr é um isomorfismo, entao o homeomorfismo h : OF — OF induzido por ¢, é
uma orbita equivaléncia que preserva pontos isolados eventualmente periédicos. Por outro lado,
se h: OF — OF é uma orbita equivaléncia que preserva pontos isolados eventualmente periédicos,
entao existe um isomorfismo ¢ : Gg — Gr que induz h. Isto é, Gg e G sdo isomorfos se, e somente
se, existe uma Orbita equivaléncia h : OF — OF que preserva pontos isolados eventualmente
periédicos.

Durante a tentativa de desenvolver a versao para ultragrafos, surgiu o artigo [7], que é uma
generalizagdo do resultado que almejavamos. Diante disto, nos baseamos na Secao 8 deste artigo
para demonstrar a versao que propomos.

Para o caso dos ultragrafos, precisamos definir alguns elementos que podem ser encontrados
em (2], em [24] ou que foram adaptados do caso em que era grafo e nao ultragrafo. Mas antes note
que, pela definigdo de segmento inicial feita na pagina 11, podemos decompor um ultracaminho de
tamanho n em n ultracaminhos de tamanho 1, ou seja, se |(«, A)| = n, entdo, podemos escrever,
(a, A) = (a1, A1) (i, Aa) ... (i, A), em que s(ayy1) € A; C r(ay) para todoi=1,...,n — 1.

Definigao 3.12. Um ciclo em G é um ultracaminho (a, A) € p\p°, tal que s(a) € A. Uma saida
para um ciclo (o, A) = (aq, A1) (a2, Ag) ... (i, Ayn) € da seguinte formas:

i) um ultracaminho (e, E) € p', tal que Ji para o qual s(e) € r(a;) mas e # ;1. (Note que
nao precisa, necessariamente, que s(e) € A; para algum i).

ii) um sink v € G° tal que v € r(a;) para algum i.

Neste caso, dizemos que x = (a, A) é um ciclo de tamanho n. Quando n = 1, chamamos tal ciclo
de loop.

Observacao 3.13. Note que podemos ter ciclos dentro de ciclos jd que a concatenagdo de ciclos
continua sendo um ciclo. Note ainda que em [24] foi utilizado o nome loop para o que chamamos
aqui de ciclo.

Definicao 3.14. Quando um ciclo nao é decomponivel em ciclos menores dizemos que tal ciclo é
simples.

Exemplos 3.15. Os trés ultragrafos a sequir contém ciclos.

€ e
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Alguns exemplos de ciclos no primeiro ultragrafo sao: (efi,{vo}), (fie,{vi}),(fie,{v1,v2}),
enquanto que (fie,{va}) nao é ciclo. O ciclo (efi,{vo}) € um ciclo simples enquanto que o ciclo
(efiefi,{vo}) nao o é.

Alguns exemplos de ciclos no sequndo ultragrafo sio: (ef1,{vo}), (efiefz,{vo}), (fae,{v1,v2}),
(feefie, {va}), enquanto que (fae,{v1}) nao é ciclo. O ciclo (fsefie,{ve}) pode ser decomposto da
sequinte maneira: (faefie,{va}) = (foe,{v1,v2})(fre, {va});

Alguns exemplos de ciclos no terceiro ultragrafo sao: (ef;,{vo}), para todo i, (efiefaefs, {vo}),
(fie,{vi}), para todo i, (fie,r(e)), para todo i, enquanto que (fie,{v;}) com i # j ndao € ciclo.

Todos os ciclos citados acima contém saida. Por exemplo, no primeiro ultragrafo, (e, {vs})
é saida para (fre,{v1}) e para (fie,{vi,v2}). No sequndo e no terceiro ultragrafos, (e,{v;}) €
sempre saida de um ciclo da forma (fie,{v;}) quando j # 1.

Existe também uma condicao (L) para ultragrafos:
Defini¢ao 3.16. Um ultragrafo G satisfaz a Condig¢ao (L) se todo ciclo em G tem uma saida.

Exemplo 3.17. O ultragrafo a sequir contém o loop (e,vq) e satisfaz a condigio (L):

3.3.1 Pontos isolados

Podemos afirmar que um ultracaminho (finito) (o, A) € p pertence & Xy, se e somente se A é
emissor infinito minimal, ou um sink minimal ou um sink. Além disso, (a, A) é ponto isolado de
X (isto é, {(a, A)} é aberto) se, e somente se, A é um conjunto formado apenas por um sink.

Assim como em grafos, um caminho infinito de x € p*> é dito um ponto periédico se r =
Yy ... em que v € p\p® é um ciclo. Além disso, um caminho infinito z € p> ¢é dito um ponto
eventualmente periddico se x = pyyy... em que u € p, v € p\p° e v é um ciclo. Claro que todo
ponto periddico é eventualmente periddico.

e

Proposicao 3.18. Um caminho infinito nao eventualmente periodico x = x1xsxq--+ € P €
um ponto isolado de X (no sentido topoldgico) se, e somente se os conjuntos S; := {n € N :
le(r(xy))| > 2} e Sy == {n € N : |r(x,)] > 2} sdo finitos. Jd um caminho que é um ponto
eventualmente periodico serd isolado se, e somente se, o seu ciclo nao tem saida.

Demonstragdo. De fato, para mostrar que se € um ponto isolado entao os conjuntos S; e Sy sdo
finitos vamos utilizar a contra-positiva: suponha entao que S; ou S, sejam conjuntos infinitos.
Como x é caminho infinito, existe um segmento inicial y de x tal que z € D, (alids, pela definicao
dos cilindros, todo aberto D,, que contém z é tal que w é segmento inicial de x). Assim, podemos
considerar n € S;US3, de modo que n > |y|. Com isso, |r(x,)| > 2 ou |e(r(z,))| > 2. Temos entao
que, a0 mesmo tempo que x € Dy, tem-se que (2123 ... 2Z,, {vo}) € Dy, com vy € r(z,)\$(Tnt1)
ou tem-se que (T123...xhe,7(e))w € Dy, com e € e(r(x,))\{zni1} € s(w) € r(e), w € X. Ou
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seja, D, contém mais que um elemento sempre. Como y foi escolhido arbitrariamente, nao existe
y tal que D, = {x} (ou unides de D,’s). Logo, x nao é isolado.

Por outro lado, se S; e Sy sdo finitos, podemos considerar ng = max{Si, Se}. Entdo, y :=
(T129 . .. Tpy11,7(y)) € p é segmento inicial de x e assim = € D,. Nao existe outro elemento em
D, pois, caso existisse, teriamos de ter |e(r(xy,))| > 2 ou |(r(x,,))| > 2 para algum m > ng, o que
¢ um absurdo. Logo, D, = {x}, ou seja, = é isolado.

A segunda afirmacao é demonstrada analogamente ao que foi feito acima. Basta notar que um
ciclo 7 ter saida significa que |e(r(v;))| > 2 ou |(r(y;))| > 2, para algum i = 1,...,|v|. [ |

Exemplo 3.19. Os pontos © = ejeses ... ey = [y floft3V1Y2Y3YaY1Y2Y3V4 - - - @ Sequir sao isolados

Y4

Note que o ponto x continua isolado mesmo quando “chegam” arestas nos ranges dos e;’s.
O que nao pode acontecer € “sair” mais do que uma aresta destes ranges, para uma quantidade
infinita de arestas e; e nem ter range com cardinalidade maior que wm para infinitas arestas e;.
No caso do ponto y também podem chegar arestas nos ranges dos 7;’s, o que ndao pode € sair nada
deles além dos proprios ~;’s, além de que seus ranges sao conjuntos unitdrios, que contém apenas
o source de sua aresta sequinte.

Assim, um ultragrafo G satisfaz a condi¢ao (L) se, e somente se nao existem pontos even-
tualmente periédicos que sao isolados em X. Seguindo [2], podemos definir ainda os pontos
nao-némades (non-wandering) e com isso caracterizar todo tipo de ponto isolado em um ultra-
grafo.

Definigao 3.20. Um caminho x € p> é um ponto ndo-nomade se e(r(x;)) = {xir1} e também
|r(z;)| = 1, para todo i. Um ponto eventualmente nao-némade é um elemento x = py € p™ em
que [t € p, ¥ € p>° € nao-nomade.

Note que um ciclo sem saida é nao-némade. Disso, temos que pontos eventualmente periédicos
isolados sao eventualmente nao-nomades. Note ainda que existem os pontos que sdo eventualmente
nao-nomades mas nao sao periddicos. Por fim, pode se concluir que:

Proposicao 3.21. Os pontos isolados de X sao exatamente os pontos que sdo eventualmente
sinks (ou seja, cujo range é um conjunto unitdrio com um sink) ou eventualmente nao-néomades.

Demonstragao. Segue diretamente da Definicao 3.20 e da Proposicao 3.18. |

3.3.2 Orbita Equivaléncia Continua

Ja temos quase todos os ingredientes necessarios para enunciar o resultado a ser provado. Nas
proximas duas definigbes cometemos dois abusos de notagao, pois ja utilizamos (X, o) para o
espago shift e G(X, o) para o grupdide associado ao ultragrafo. Tais abusos se justificam logo
apds a Defini¢ao 3.23. Baseando-se em [7, Se¢. 8] que estd em anexo, temos que:
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Definigao 3.22. Um sistema de Deaconu-Renault é um par (X,o) consistindo de um espago
localmente compacto Hausdorff X e um homeomorfismo local o : Dom(c) — Im(o) que sai
de um aberto Dom(c) C X para um aberto Im(o) C X. Indutivamente define-se Dom(c™) =
o~ (o™, entdo cada o™ : Dom(c™) — Im(c™) é um homeomorfismo local e ¢™ o g™ = g™*™"
em Dom/(o™™).

Defini¢ao 3.23. O Grupdide de Deaconu-Renault de (X,0) é

G=GX,0)= | {(&,n—m,y) € XZ" x {n—m} x X" :0"(z) =™ (y)},
n,meN
cuja topologia € gerada pelos abertos bdsicos Z(U,n,m,V) = {(x,n —m,y) : x € Uy €

V, ec™(x) = o™(y)} indezado por quddruplas (U,n,m,V) em que n,m € N, U C X" ¢
V C XZ™ sdo abertos e 0"y e o™|y sio homeomorfismos. Cada Z(U,n,m,V) pode ser es-
crito como Z(U';n,m, V") com o"(U') = o™(V'). Com isso, tal G € grupdide étale localmente
compacto Hausdorff, com unit space G = {(x,0,z) : * € X} que pode ser identificado com X.
E também amenable e portanto C*(G) = C*(G).

Diante disso, podemos afirmar que dado um ultragrafo que satisfaz RFUM2, o espacgo shift
(X,0) associado a G é um sistema de Deaconu-Renault. Além disso, o Grupéide de Deaconu-
Renault é o mesmo que o Grupéide associado & um ultragrafo G(X, o) definido na pégina 33.
Lembre-se que quando escrevemos o™ (z) estamos assumindo implicitamente que z € X=".

Definigao 3.24. Seja x € X=1, o grupo estabilizador de x ¢é
stab(z) == {m —n:mn €N,z € XZ"NXZ" e 0" (x) = 0"(x)} C Z.
O grupo estabilizador essencial de x € X €

stab®**(z) = {m —n:m,n € N e 3U vizinhanca de x;U C XZ" N XZ", tal que o™ |y = 0" |y}

Observagao 3.25. Note que para qualquer x € X, temos stab®**(x) C stab(x).

Defini¢ao 3.26. Com a convengio de que min ) = oo, definimos o estabilizador minimal de
x € X como sendo
stabmin(x) = min{n : n € stab(x);n > 1},

e ainda o estabilizador essencial minimal como

stabl? (r) = min{n : n € stab®*(z);n > 1}.

mwn

Observagao 3.27. Note que para qualquer x € X, temos stabpy,(z) < stab®®s (z).

mwn

Exemplo 3.28. Considere o ultragrafo a sequir:

e LA

al as as b c d e

Note que um elemento que pertence ao espaco de ultracaminhos associado a este ultragrafo €
xr = ayazazbebebebebebe . . .. Tal ponto € eventualmente periddico e stab(x) = {5—3,7—5,7—3,9—
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7,9-59-35-57-73-7,3-7,5—-7,...} =27Z. Assim, staby;,(x) = 2. Porém note que
stab®**(x) = {0} pois, ndo existe U C XZ™ N XZ" = X2axd{mn} 4] que 2 € U e 0™|y = 0™|y. De
fato, dados m,n, m # n, para o0s quais c™(x) = o™(x), se existisse tal U, como os conjuntos da
Proposicao 1.24 sdo base para a topologia em X, deve existir um D, para o qual x € D, C U.
Assim, o = ayjasazbcbebe. . .be. Mas note que se tomarmos z = a1a2a3|b|c. ..be defdef ... €
al|-3+m+n

D, C U, temos que 0™ (z) # oc"(z), pois m # n. Logo stab®*(x) = {0} e consequentemente
stab®®s (r) = oo. Note ainda que bc é um ciclo que tem saida.

Por outro lado, para y = ajasagbedefdefdef ... temos que stab(y) = stab®**(y) = 3Z. O ciclo
de f nao tem saida.

Precisamos de uma definicdo para orbita equivaléncia continua na versdo ultragrafos. Para
isso utilizamos a defini¢do mais geral encontrada em [7] e posteriormente reduzimos ao nosso caso.

Definicao 3.29. Sejam (X, 0) e (Y, 1) sistemas de Deaconu-Renault. Dizemos que (X,0) e (Y, T)
sdo orbita equivalente continuos se existe um homeomorfismo h : X — Y e funcoes continuas
k,l: Dom(o) — N, K',I' : Dom(7) — N tais que

9 () = 7 (h(o(2)))
Jz/(y)(h—l(y)) — O'k/(y)(h_l(T(y)),

Va,y. Dizemos que (h,l, k', k") é uma érbita equivaléncia continua e chamamos h de homeomor-
fismo fundamental. Dizemos que (h,l, k,l', k") preserva estabilizadores se stabp,(h(z)) < 0o <

stabmn(r) < 00 e
stabmin (z)—1

Z l(o"(z)) — k(a"(x))‘ = stabpin(h(z)) (3.4)

n=0

D

stabmin (y)—1
n=0

U (y) - k'(T"(y))| = stabpin(h™ () (3.5)

sempre que stab(z) # {0}, stab(y) # {0}, o*t®min(@)(g) = g e gstabmin®¥)(y) = y. Dizemos ainda
que (h 1 kU k") preserva estabilizadores essenciais se stabsss (h(x)) < oo < stabss (r) < oo e

min min
ess _
stabsss (x)—1

> o) - k(U”(%))‘ = stabiy, (h(x)) (3.6)

n=0

stabs®s (y)—1

min

oo U(E"(y) - K (T ()

n=0

sempre que stab®*(x) # {0}, stab®**(y) # {0}, o%*in(@)(z) = x e ¥ Pwin W) (y) = y.

= stab’* (h~'(y)) (3.7)

min

Exemplo 3.30. (Ezemplo baseado em [5, Ez. 3.2]) Considere os grafos E e F a sequir:
F

E
) O
f2
E sabido que C*(F) = My(C). Temos que Xp = {ejesey. .. ese0...}. Além disso Xp =
{fifofifo-.., fafifofi...}. Para abreviar vamos chamar ejeses ... = e1€3, €ses ... =€, frfofifo... =
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fifo e fofifafi... = fafi. Vamos mostrar que existe uma orbita equivaléncia continua que pre-
serva estabilizadores. Primeiro calculamos os estabilizadores:

stab(e1€3) = Z = stabpn(e163) =
stab(ez) = Z = staby,,(e3) =
Sf}(lb(flfg) = 27 = Stabmm( 1f2> =2
stab(faf1) = 2Z = stabyn(f2f1) = 2
Por outro lado, calculando os estabilizadores essenciais temos:
stab®®(e1e3) = Z = stabs.: (e1e ) =
stab®*(e3) = Z = stabS?; (e3) =
stab**(f1f2) = 2Z = staby;;,( 1f2) =
stab®*(fof1) = 22 = staby;, (f2f1) =
Defina agora,
h:Xp— Xp l: Xp — N k:Xp— N
e1ey — fifa ejeg — 1 ez — 0
e — fofi e —3 e — 1
! Xp — Xg I':Xp —N E:Xp—N
Jifo— ey fifar—1 Jifar—0
Loir—e& fofi—0 fafi— 2

Entao (h,l,k,I', k") € uma drbita equivaléncia continua entre (Xg,0) e (Xg, 7). De fato,

o 7O(h(x)) = 7 (h(o(x))) o Dn(y) =" O(h N (r(y)))
€185 : Tl(ela)(h(el@)) k(eiez) (h(O’(ela))) fo2: O_l’(m)(h—1<m)) _ O'k/(flfQ)(h_l(T(E)))
' (fif2) =7 (f2f1) ot (e183) = 0°(23)

fofi = fofi =6

i e~
7 TP0E) =P P0C@) | 1 e
Tg(ﬁ) =7 (m) 0_0(
fife=fife &

Além disso, preserva estabilizadores: Os elementos que sao periddicos sao €3, fifa e fofi.
Temos de mostrar que € satisfaz a equagdo (3.4):

stabmin (z)—1

>, Uo"(x) = k(0" (x))| = stabpmn(h(x))

n=0
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Calculando para &, temos
(&) — k(@2)| = 3 — 1] = 2 = stabuin(f2/1).
Os outros dois elementos tem de satisfazer equagio (3.5). Calculando para fifa, temos
(M (F ) = (R ) + (U (BF) = K (BF)) | = (1= 0) + (0= 2)] = 1 = stabin(e12).
Calculando para fofy, temos
(VB =K (RR) + (VE(RE) = K(Ff) | =100 =2) 4+ (1= 0)] = 1 = staby. (7).

Portanto, existe uma orbita equivaléncia continua que preserva estabilizadores (essenciais tam-
bém) entre (Xg,0) e (Xp, 7).

Diante dos subgrupos de Z definidos anteriormente, temos os seguintes resultados.

Lema 3.31. Se x € X é um ponto eventualmente periodico, entdo existe um ciclo simples v € p™,
com 0 < n < oo, tal que stab(x) = |y|Z. Além disso, n € o tamanho do ciclo simples de x.

Demonstragio. De fato, como x é eventualmente periédico, temos que

T = 12 o UgvY1Y2 - - Y V1V2 - - - Yoo - - -

Sendo assim, faga v = Y172...7,, (supondo claramente que 7; # ;, se @ # j. Caso contrario
reescrevemos x). Entdo, |y| = n, isto é, v € p" e é claro que stab(x) = nZ = |y|Z em que n é o
tamanho do ciclo simples de z. [ |

Lema 3.32. Se xz € Xy, , entao stab(x) = {0} e portanto, staby,(z) = co. Consequentemente
stab®®(x) = {0} e stabss (x) = oco.

min

Demonstragio. De fato, se & = (2122 ... 2, 7(2)), entdo para qualquer 0 < m,n < |z|, em que
m # n teremos o™ (x) # o™(x). |

Proposicao 3.33. Seja x € X. Entdo, staby,(r) < co <= x € p™ é eventualmente periddico.

Demonstragio. Suponha que stab(z) i, < 00. E claro que z € p™ pois, pelo lema 3.32 se z € Xfin
teriamos entdo que stab(z) = {0} e portanto, stab,,(z) = co. Entdo existem m,n naturais, em

que m # n, tais que x € X=" N X=" ¢ ¢™(x) = o"(x). Com isso, se n < m, temos que
Tntl .- = Tmt1 - - -, € portanto,
J— J— _ (0. ]
=21 . . TpTpil-  Tp@mil e = L1 oo Tt e o TnTpgl - Ty e v e = 1 oo T (Tpg1 + oo )™

Fazendo p = z1... 2, € v = Tpy1 ... 2Ty, temos que x = puy7y... e portanto = é eventualmente
periodico.

Por outro lado, suponha que x é eventualmente periédico. Entao x = pvyy... e pelo Lema
3.31, existe v € p", com n > 0 tal que stab(z) = |y|Z = nZ. Portanto, staby,(r) =n <oco. N

Observacao 3.34. Diante da Proposigio 3.33, temos que stab(x) # {0} e o*t®min(®) () = 1 =
x € periodico. Sendo assim, adaptando a Definicio 3.29, percebe-se que preservar estabilizadores
é 0 mesmo que preservar pontos eventualmente periodicos e além disso, sempre que x e y Sao
periddicos, as equagoes (3.4) e (3.5) sao satisfeitas.
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Defini¢ao 3.35. Diremos que uma drbita equivaléncia continua (h,l, k,l', k") entre sistemas de
Deaconu-Renault (X,0) e (Y, T) preserva pontos eventualmente periddicos isolados se v € X é
eventualmente periddico isolado <= h(x) é eventualmente periddico isolado. Além disso, y € Y
¢ eventualmente periddico isolado <= h~'(y) € eventualmente periédico isolado.

Com as defini¢oes adaptadas acima, podemos enunciar o resultado que almejavamos, o qual
serd um caso particular da Proposi¢ao 8.3 de [7] (Proposi¢ao H.2 no anexo) e uma generalizagao
do Teorema 4.2 de [9]. Isto se deve ao fato de termos adicionado os itens (4) e (5) no teorema.
Mas antes, uma defini¢ao:

e

Defini¢ao 3.36. Se (X,0) é um espago shift, entao o cociclo continuo cx : G(X,0) — Z é
definido por cx(x,n,y) =n, como em [7, Pdg. 20].

Teorema 3.37. Sejam Gy, Gy ultragrafos que satisfazem RFUM2. Sejam (Xi,0) e (X2, 7) 0s
sistemas de Deaconu-Renault correspondentes. Sejam h : X1 — Xy um homeomorfismo e k.l :
XZP S N, KU X5 — N fungdes continuas. Sdo equivalentes:

(1) Eziste um isomorfismo de grupoides 0 : G(X1,0) — G(Xa,7T) tal que O|x, = h, 0(z,1,0(x)) =
(h(z),l(x) = k(z), h(o(x))) e 0= (y,1,7(y)) = (W' (y),U'(y) = K'(y), b (7(y)));

(2) (h,l,k,lI',K") é uma drbita equivaléncia continua que preserva estabilizadores;
(3) (h,l,k,lI',K") é uma drbita equivaléncia continua que preserva estabilizadores essenciais;

(4) (h,l,k, ', K") é uma drbita equivaléncia continua que preserva pontos eventualmente periddicos
isolados e satisfaz as equagoes (3.4) e (3.5).

Demonstragio. As equivaléncias (1) <= (2) <= (3) estao mostradas em [7, Prop. 8.3]. O
item adicionado foi o (4). Primeiro, mostremos (2) = (4). Seja z € X; um ponto eventualmente
periédico isolado. Entao, pelo Lema 3.31 e Proposicao 3.33, existe um v € p para o qual z =
PYY - .. € stabmn(x) = || < co. Como h preserva estabilizadores, temos que stab,(h(z)) < 0o
e, com isso, pelo mesmo lema, h(z) é eventualmente periédico. Agora, como h é homeomorfismo,
se z é um ponto isolado, entdo h(x) também o é. Paray € Xy e h~!: X, — X, é anélogo.

Agora mostramos (4) = (1). Usaremos a mesma ideia da demonstragao feita em [7, Prop. 8.3].
Por [7, Lema 8.8] (no anexo Lema H.6), como (h,l, k', k") é érbita equivaléncia continua entre
(X1,0) e (Xo,7), existe um homomorfismo continuo de grupéides 0y, : G(Xi,0) — G(Xa2,7) que
leva (z,m —n,2') = (h(x),ln(x) — kp(x) — L,(2') + ko (2'), h(2"))! sempre que o™ (z) = o"(2').
Além disso, para cada x € X existe um homomorfismo de grupo 7, : stab(z) — stab(h(x)) em
que T, (m—n) = L, (2) — k() =, (x) + k,,(2)?, sempre que 0™ (x) = 0™(x). E mais, para z € X},
m,n € N quaisquer, temos que stab(c™(x)) = stab(c™(x)), stab(h(c™(z))) = stab(h(c™(x))) e
Tom(z) = Tan(a)-

Falta provar que 6 := 0, é bijetiva e que 6! é continua (baseado em [7, Prop. 8.3] (no
anexo Proposigdo H.2)). Primeiro mostremos que € ¢é injetora: suponha que 6(zq,nq,x)) =
0(xq,n9,2,). Como h é um homeomorfismo, x; = x5 e ) = x,. Entdo 6(z1,n; — ng,x1) =
O(x1,ny, 27)0(x1,n9, 7)™ = (h(x1),0, h(x1)), ou seja, 7, (ny — ny) = 0. Agora, note que se 1
nao é eventualmente periédico, pela Proposicao 3.33, temos que stab(x1) = {0}. Como h pre-
serva pontos eventualmente periédicos, h(z;) ndo pode ser eventualmente periddico. Logo, pela

1Tal elemento estd no grupéide pois pelo Lema H.5 no anexo (Lema 8.7 em [7]), como (h,l,k,I', k") é érbita
equivaléncia continua de (X, o) para (Y,7), entdo existe um cociclo continuo ¢y x5y : G(X,0) — Z tal que
C(h et k) (Xm0 = 1, &) = U (@) = k(@) — 1o (27) + Ky (2).

27, estd bem definida pelo Lema H.6 no anexo (Lema 8.8 em [7])
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mesma Proposigao, stab(h(z1)) = {0}. Assim, nesse caso, m,, ¢ homomorfismo nulo que é bi-
jetor. Caso 7 seja eventualmente periédico, como h preserva tais pontos, temos que h(xi) é
eventualmente peridédico. Pela Proposigao 3.33, stab(z1) e stab(h(z1)) sdo subgrupos niao nulos
de Z. Como, por hipétese, (h,l, kI k') satisfaz as equagdes (3.4) e (3.5), pelo Lema H.6 no
anexo ([7, Lema 8.8]), temos que stab(.), stab(h(.)) e x +— 7, sdo constantes em Orbitas, com isso,
Tz, @ Stab(zy) — stab(h(zy)) é uma bijecdo de grupos. Como m,,(ny — ny) = 0, e m,, é bijetora
sendo x; eventualmente periédico ou nao, temos que ny; — ny = 0, ou seja, n; = ng, 0 que mostra
a injetividade de 6.

Para mostrar a sobrejetividade de 0 seja (y,n,y’) € G(Xz, 7). Entao 0(0'(y,n,vy')) = © (y,m,y’)
para algum m € Z. Assim, n — m € stab(y), ja que se a € stab(x) e b € stab( ), entao

a—b € stab(z). Como my-1(y) : stab(h~'(y)) — stab(y) ¢ bijetivo, temos n —m ) () (p) para
algum p € stab(h™*(y)). Entao,

O(h™"(y),p+ cx, (0" (y,n. "), k' () =0(h " (y), p, b~ (9)0(h™(y), ex, (0 (y. . /), ()

(%) (%)
= (Y, -1 (), ¥) (Y, m, ') = (y,n — m +m,y)

=(y,n,y"),

em que cx, ¢ o cociclo continuo de G(Xi,0) em Z, definido por cx, (x,n,y) = n.

Resta mostrar que 6! é continua. Suponha que (y,, M, y,) — ey (y,m,y") € G(Xa, 7). Mostre-
mos que 0~ (y,, mn,y,) — 07 (y,m,y). Fixe p,q € N, U,V C X abertos tais que h~!(y) € U,
h=Y(y') € V, 0P|y = 0%y sao homeomorfismos tais que o?(h~(y)) = od?(h~'(y')) (existem pois
(y,m,y’) L (W Hy),“...”,h 1 (y)) € G(X1,7) e o grupdide ¢ étale) e ainda 6~ (y,m,y’) =
(W y),p — ¢, A1 (¥/)). Assnn, claro que 07 '(y,m,y') € Z(U,p,q,V) (estes cilindros estdo na
demonstracdo do Teorema 3.11). Agora, sejam U’, V' subvizinhancas de U,V , com h~'(y) € U’,
h=1(y") € V', tais que 8(x,p—q,2') = (h(x), m, h(z')) sempre que z € U’, y € V' e oP(z) = o9(2').
Fixe N tal que y, € h(U’), y,, € h(V') € m,, = m para todo n > N (N existe pela convergéncia
(x % %) e h ser homeomorfismo). Entao, 0~ (y,, m,,y,) € Z(U',p,q,V') C Z(U, p,q,V) para todo
n > N, isto &, 07 (yn, my,,y,) — 07 (y,m,y). [ |

Diante do exposto, segue o resultado a seguir, vide [7, Teorema 8.2] (no anexo Teorema H.1).

Corolario 3.38. Sejam G1, Gy ultragrafos que satisfazem RFUM2. Sejam (X1,0) e (Xa,T) 0s es-
pagos shift correspondentes. Considere h : X1 — X9 um homeomorfismo. Entao, sao equivalentes:

(1) Existe uma drbita equivaléncia continua de (X1,0) para (Xo,T) que preserva estabilizadores
em que h € homeomorfismo fundamental;

(2) Existe um isomorfismo de grupdides 6 : G(X1,0) — G(Xa,7) tal que 0|x, = h

(3) Eziste um isomorfismo ¢ : C*(G(X1,0)) — C*(G(Xa, 7)) tal que ¢(Co(X7)) = Co(X3), com
O(f) = foh™ para todo f € Cy(X));

(4) Existe um isomorfismo ¢ : Co(X1) Xq F — Co(X3) x4 F tal que p(Co(X71)) = Co(X2), com
o(f) = foh™t para todo f € Co(X1);

(5) Existe uma orbita equivaléncia continua de (X1, 0) para (Xa,T) que preserva pontos eventual-
mente periddicos isolados e que satisfaz as equagoes (3.4) e (3.5) em que h é homeomorfismo
fundamental.

45



Demonstragio. Este é um caso particular do Teorema H.1 no anexo (Teorema 8.2 em [7]). O item
(5) equivale ao item (1) pelo Teorema 3.37. O item (4) equivale ao item (3) pois, por [1], sabemos
que o produto cruzado parcial é isomorfo a C*-dlgebra do Grupdide de transformacao, que por
sua vez ¢ isomorfo a C*-dlgebra do Grupdide do ultragrafo, pelo Teorema 3.11. [ |

3.3.3 Conjugacao Eventual

Especializando as nogoes em [7], definimos conjugagio eventual entre espagos shift (X, o)
e (Y,7) em que X e Y sdo espagos de ultracaminhos de fronteira associados ultragrafos que
satisfazem RFUM2.

Definicao 3.39. Sejam (X,0) e (Y, T) espagos shift em que X e Y sao espacos de ultracaminhos
de fronteira associados ultragrafos que satisfazem RFUM2. Entao, dizemos que (X, o) e (Y, T) sdo
eventualmente conjugados se existe uma orbita equivaléncia continua que preserva estabilizadores
(h,k, 1K', 1") de (X,0) para (Y,T) tal que l(x) = k() + 1, para todo x € X.

Além disso, se (X,0) é um sistema de Deaconu-Renault, entdo existe uma acao v~ : T —
Aut (C*(G(X,0))) que satisfaz vX(f)(z,n,2’) = 2"f(x,n,2’), para todo z € T, (x,n,2') €
G(X,0) e f € C.(G(X,0)).

Com isso, destacamos o resultado a seguir como sendo um caso particular de [7, Teorema 8.10]
(Teorema H.7 no anexo) ao mesmo tempo em que é uma generalizagdo de [6, Teorema 4.1].

Teorema 3.40. Sejam (X,0) e (Y,7) sistemas de Deaconu-Renault em que X eY sdo espacos
de ultracaminhos de fronteira associados ultragrafos que satisfazem RFUMZ2. Sdo equivalentes:

1. Existe uma conjugagio eventual de (X, o) para (Y,T) com homeomorfismo fundamental h;
2. Eziste um isomorfismo 0 : G(X,0) — G(Y,7) tal que O|x = h e cx = cy o 0;

3. Existe um isomorfismo ¢ : C*(G(X,0)) — C*(G(Y, 7)) tal que ¢(Co(X)) = Co(Y), com
&(f) = foh ! para todo f € Co(X) e po~yX =~X o ¢ para todo z € T.

4. Existe um isomorfismo ¢ : Co(X) xq F — Co(Y) x4 F tal que o(Co(X)) = Co(Y), com
o(f) = foh™t para todo f € Cy(X) e po~yX =~X oy para todo z € T.

Demonstrag¢io. Decorre do [7, Teorema 8.10] (Teorema H.7 no anexo) e do Corolario 3.38. |
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Capitulo 4

Estados KMS EM C*(G)

O presente capitulo é todo fundamentado em [11] o qual é uma generalizacao de [8]. O objetivo
aqui é mostrar que mesmo quando consideramos ultragrafos que satisfazem RFUM2, os diferentes
conjuntos de estados que aparecem nos artigos continuam tendo uma correspondéncia biunivoca
entre eles. Para provar isto, basta fazer algumas alteragoes em certas hipoteses e adaptacgoes
em demonstragoes. Muitos dos resultados citados ao longo do capitulo ja foram demonstrados e
apenas a referéncia foi colocada no lugar de suas demonstragoes.

Primeiro, algumas defini¢oes sobre estados.

4.1 Estados KMS em C*(G)

Nesta se¢ao, vamos definir os estados KMS e estados ground e introduzir estados KMS associ-
ados a um certo grupo a 1 pardmetro de automorfismos de C*(G) em termos de estados da dlgebra
de core C*(G)", em que G é um ultragrafo arbitrério.

Definic¢ao 4.1. Dada uma C*-dlgebra A e um homomorfismo (uma dinamica) o : R — Aut(A),
um elemento a € A € analitico sempre que t — oy4(a) se estende a uma fung¢io analitica z —
o.(a) em C.

Observagao 4.2. Os elementos analiticos de uma C*-dlgebra A formam um subconjunto denso
em A [22, Cap. 8.12].

Definicao 4.3. Para 3 € (0,00), um estado KMSz de (A, o) é um estado 1 de A que satisfaz a
condigcio KMS:

b(ab) = ¢ (boig(a))

para todo a,b € A analiticos.

E sabido, por [4, Secao 5.3.7], que é suficiente mostrar que a condicio KMS é satisfeita para
um subconjunto denso de elementos analiticos cujo span é denso em A.

Defini¢ao 4.4. Um estado ¢ em A é um estado ground de (A, o) se para cada a,b € A analiticos,
a fungdo inteira z — ¢(ao,(b)) € limitada na parte de cima do plano complexo, isto €, temos de
ter

sup |p(bo-(a))| < oo,

Imz>0

para todo a,b € A analiticos.
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Novamente, para que ¢ seja um estado ground basta mostrar a condicao de limitagao acima
para um subconjunto de elementos analiticos cujo span seja uma subalgebra densa em A.

Agora, vamos definir a agdo de Gauge generalizada em C*(G). Para tanto, seja N : G} —
R* uma fungdo positiva em que existe uma constante k tal que N(e) > k, para todo e €
G'. Estendemos N : G* — R fazendo N(A) = 1, para todo A € G° e N(ejey...e,) =
N(e1)N(e2)...N(em).

Proposicao 4.5. Seja G um ultragrafo e N : G* — R como acima. Entao existe uma agdo
fortemente continua p© : R — Aut(C*(G)) tal que pf(pa) = pa, para todo A € G°, e p¥(s.) =
N(e)"s., para todo e € G.

Demonstra¢io. A demonstracao é exatamente a mesma que a feita em [11, Lema 3.1]. |

Assim, a partir de uma funcao positiva N, conseguimos uma acao fortemente continua que é
um grupo a 1 pardmetro de automorfismos de C*(G).
Agora sobre C*(G), dado um ultragrafo G, foi mostrado em [25, Obs. 2.10] que

C*(G) = span{s,pass : p,v € G*, A € G°}.

Considerando entao N e a agdo p da proposigao anterior, temos que para cada s,pas; € C*(G)
a funcio t — oy(s.pasi) = N(u)"“N(v)"s,pas, se estende a uma fungio analitica em todo plano
complexo. Assim, os elementos s,pas; sao analiticos de C*(G), associados a ac@o p, e entao
existem elementos analiticos cujo span é uma subélgebra densa de C*(G). Com isso, para estudar
estados KMS podemos considerar somente tais elementos.

Além disso, como mostrado em [25, Pag. 350], para u,v € G* com |ul,|v| > 1, temos:

*

Sy, sev=u/ ev ¢Gqg°
_ / / 0.
s*s — 3 Sw se u=wvp' ep &G
V_ .
" Prw), S€ U =1V,
0, c.c..

Por outro lado, existe também uma acao de Gauge fortemente continua v : T — Aut(C*(G))
tal que v,(s,) = 28, € 7.(pa) = pa, para todo z € T, u € G*\G%, A € G°. Definimos a dlgebra de
core C'(G)Y como sendo a subélgebra dos pontos fixos pela acao de Gauge, ie,

C*(G) ={a € C*(G);7.(a) = a,Vz € T}.

Diante de tais definigoes, por [23] temos os seguintes lemas (no livro os lemas sao feitos para
grafos, mas podemos adaptar para o caso de ultragrafos utilizando a mesma demonstragao):

Lema 4.6. Considerando as hipdteses acima:
C*(G)" = span{supas; - p,v € G, A€ G e |u| = |v[}.
Lema 4.7. Eziste uma esperanca condicional U : C*(G) — C*(G)? em que
W (supas,) = 0ul v|SuPAS,,
para todo p,v € G*, A € G,

Analisando mais cuidadosamente os estados KMS para a acao de Gauge generalizada, temos
o seguinte resultado.
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Lema 4.8. Seja N : G' — R% tal que N(u) # 1 para todo p € G*\G° e seja p a agio da
Proposi¢ao 4.5. Suponha que 5 € R e que ¢ e ¢' sao estados KMSg em C*(G) que coincidem na
dlgebra de core C*(G)7. Entao ¢ = ¢'.

Demonstragio. De fato, a demonstragao é a mesma que a do Lema 3.4 em [11] |

Com o Lema acima e a Proposicao a seguir, surge uma correspondéncia entre os estados KMS
de C*(G) e certos estados KMS em C*(G)".

Proposigao 4.9. Seja N : G' — R* tal que N(p) # 1 para todo p € G*\G° e seja p a agio
da Proposi¢ao 4.5. Suponha que 5 € R e que ¢ é um estado KMSg em C*(G). Entao a restrigao
V1= @l (g satisfaz:

w(‘gupASi) = 5u,uN(N)_B¢(pAmr(u))-
Por outro lado, dado um estado KMS v em C*(G)Y que satisfaz a igualdade acima, temos que
¢ =1 oW éum estado KMSs em C*(G), em que ¥ é a esperanca condicional do Lema 4.7. Além
disso, a correspondéncia obtida é uma bijecao afim.

Demonstragio. A demonstragao estd feita em [11, Prop. 3.5]. n

Sendo assim, trabalhar com estados KMS em C*(G) que provém de um certo grupo a 1 pa-
rametro de automorfismos de C*(G) é o mesmo que trabalhar com estados da algebra de core

(@)

4.2 Estados KMS em C*(G) visto como Cy(X) %, F

Nesta se¢ao, vamos descrever melhor estados KMS associados a um grupo a 1 parametro de
automorfismos, utilizando o isomorfismo entre C*(G) e Cy(X) X, F, em que X ¢é o espago de
ultracaminhos de fronteira de um ultragrafo que satisfaz RFUM2. Para isso, usamos as ideias
propostas em [8] que também foram usadas em [11]. Como se trata de um produto cruzado
parcial, utilizamos também alguns resultados de [14].

De [14, Teo. 4.3], dada qualquer fungdo N : G' — (1,00), existe um tnico (fortemente
continuo) grupo a 1 pardmetro o de automorfismos de Cy(X) x F tal que:

oi(b) = (N(e))"b e o,(c) = c, (4.1)

para todo e € G, todo b € C(X,)d., e todo ¢ € Cy(X)dp.
Note que se N(e) = exp(1) para todo e € G', entao o, serd 2r-peridédica e com isso induz uma
acao fortemente continua f: T — Aut(Co(X) x F) tal que

/BZ<1656) = Z]-eée € 62(.}050) = f(SO)
para todo z € T,e € G', e f € Cy(X). Diante disso, temos o seguinte resultado.

Corolario 4.10. Seja G um ultragrafo que satisfaz RFUM2. Sejam v a agio de Gauge em C*(G)
definida na pagina 48, B a agao considerada acima e ® : C*(G) — Cy(X) x4 F o0 isomorfismo do
Teorema 2.15. Entao,

Po Yz = 62 od

para todo z € T.
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Demonstragio. De fato, seja z € T. Como C*(G) é gerada por {s. : e € G'} U {pa : A € G°},
basta mostrar que a igualdade ocorre para estes elementos. Para A € G° temos que ® 0, (p4) =
D(ps) = 140y = B.(1400) = B. 0 ®(pa). Para e € G, temos que ® o0 7. (s.) = P(zs.) = 21.0, =
B.(1e0e) = B, 0 D(se). [ |

Sendo assim, dada uma funcao positiva N : G — (1,00) considere ¢ o tnico grupo a 1
parametro fortemente continuo de automorfismos de Cy(X) x F dado em (4.1). Temos entao,
pelo Teorema 2.15 e o Corolario anterior, que a a¢do o (como na Proposigao 4.5, que discutiu a
existéncia) é o inico grupo a 1 parametro fortemente continuo de automorfismos de C*(G) e é tal
que o4(s.) = N(e)s, e oi(pa) = pa, para todo e € G' ¢ A € G°.

Para fechar esta secdo com outro resultado, precisamos da observacao e do lema adiante.

Observacao 4.11. Note que no Lema 2.14, exigimos que ¢ € U(gl)" e A € GY assim, a
n=1
subdlgebra D C Cy(X) gerada por todas as fungoes caracteristicas 1., 14 e ae(lo-114) € densa em

Co(X). Mas note que, para todo ¢ € G\G® = | (G")", temos que ae(lo1.1,)) = 1.. Também,
n=1
como 1.1 = 1,(¢) temos que ae(le-1.14) = Lrnaobq.-1. Portanto, podemos dizer que a subdlgebra

D citada acima é uma dlgebra gerada pelas fungoes caracteristicas 14 € 1,(cna0l.—1 em que A € G°

eceGr\g°.

Lema 4.12. Seja G um ultragrafo que satisfaz RFUM2. Entao Cy(X) é *-isomorfo a C*
subdlgebra de C*(G) gerado por

{scpasilA € G°,c € G\G°} U {palA € G°} = {scpasi|A € G°,c € G},
em que se c = B € GY, entdo s, == pg.

Demonstragio. De fato, podemos identificar Cy(X) com Co(X)dy em Cy(X) x4 F. Pelo Lema
2.14, e Observagao 4.11, a subalgebra D C Cy(X) gerada por 14 € ae(1le-11,) = 1y(na © 01 em
que A € G% e c € G*\G° é densa em Cy(X). Temos ainda que a fungdo &~ do Teorema 2.15
¢ um *-isomorfismo, quando levamos 140y para pa, 1.0. para s. e 1.-10.-1 para s;. Basta entao
nos restringimos aos elementos 140¢ e a.(1.-11,)dp para termos o *-isomorfismo desejado, fazendo
1400 — pa € ae(le—11,)00 = 1.0.1 4001181 — s.pas:, para todo A € G% e ¢ € G*\G". [

Proposicao 4.13. Seja G um ultragrafo que satisfaz RFUM2. Entao existe uma bijecao (afim)
entre o conjunto dos estados w em Co(X) que satisfazem a condicio w(f o 0;1) = N(e)~Pw(f),
para todo e € G' e toda f € Co(X.-1) e o conjunto dos estados 1p em C*(G)7 que satisfazem
Y(sepasy) = 5C,dN(c)_5w(pAm(c)), para todo c,d € G*\G° e A € G°.

Demonstragio. De fato, seja ¢ um estado em C*(G)? que satisfaz a igualdade ¥ (s.pas)) =
6e.alN(c)PY(parw(e)), para todo ¢,d € G*\G® e A € G° Defina o estado w em Co(X), por
w=1odem que & : C*(G) — Co(X) x F é o isomorfismo do Teorema 2.15. Lembre
que, pelo Lema 4.12 temos um *-isomorfismo entre Cy(X) e uma C*-subdlgebra de C*(G). Um
mapeamento do que serd feito é o seguinte esboco:
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Agora, pelo Lema 4.12, para provarmos a condicao exigida de w, basta mostrar a condicao para
um subconjunto denso (Observagao 4.11). Mas antes de mostrarmos a condigao, note que

D(sepas;) = ©(se)P(pa)P(s;) = Ledeladole-10e-1 = e(le-114)00 = 1y(e)na © Oe-16p.
De modo que, como Cy(X) = Cy(X)dp, temos que
O (1y(e)na © 0e-1) = Sepas;. (4.2)
Assim, seja e € G', entao se 14 € Cy(X.—1) temos que A C X1 = X, (). Entdo,
w(lgo00e-1) = w(lanr(e) © 1)
=1 0@ (1an(e) 0 Oe1)
Y (sepas;)
) P (Pacn(e))
(
(

(42) _

(condigdo de ) __

) ’B¢ Q- (1Amr e)))
) w 1Amr (e) )
= N( ) Pw(ly).
Agora, para o outro tipo de gerador, sejam ¢ € G*\G" ¢ A € G°. Suponha que 1yn,() 0 f—1 €

Co(Xe-1). Como 1anp(e) 0 01 @ X1 — C, entao se x € Dom(lany(e) © f.-1) temos que z €
X1 N X, = X, ) N Xc. Logo s(c) € r(e) e com isso r(c) = r(ec). Assim,

N(e
N(e
Ne

W(Lanr(e) © Oe-1 0 Oe-1) = w(Larr(ec) © Oeey-1)
=10 P (Lar(ee) © Oecy-1)
= Y(SecPaSe)
= N(ec) "9 (Priecna)
= N(e) " N(¢) "¢ (pr(oyna)

e a condicao ¢é satisfeita.

Por outro lado, dado um estado w em Cy(X) que satisfaz a condigao w(fofd. 1) = N(e)Pw(f)
para todo e € G' e toda f € Cy(X,-1), considere ¢ = §, qwo® : C*(G) — C. Sejam c=c¢;...c, €
G*\G’ e A € G°, entdo, se ¢ # d, temos que Y(scpasy) = 0 = N(c) 2.0 = N(c) P Y (parn(e))-
Agora, caso ¢ = d, temos que

V(scpasy) = w(P(scpasy)) = w<1Aﬂr (c) © Oc-1)

= w(Lanp(e) 00,1 06:110 0(961_1)

= w([Lan(e) 00,1001 o. 0971]090;1)

Cn—1

Cl) ({1Aﬂr(c 09—1 09—110 0903—1]0962—1) =...

[
(
()" N(en)Pw(lamn) = N(©)Pw(lamm@) = N(©)Pw(d(panre)
(c)” 'B?/f(pAmr ))-

N
N
N
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4.3 A medida em X

O objetivo desta secao serd a construgao de uma medida no espacgo shift X definido na pagina
33 na Defini¢do 3.4. Para isto, com base em [11] e em [12], serd necessario estabelecermos uma
descricao mais concreta dos vértices generalizados e por conseguinte uma melhor descri¢cao dos
cilindros do espago de ultracaminhos de fronteira. Por fim, vamos definir a medida através de um
sem-anel gerado pelos cilindros.

Lema 4.14. Seja G um ultragrafo que satisfaz RFUM2. Entdo, cada A € G° pode ser escrito

unicamente da forma A = | J A;, em que existe um dnico k tal que |Ay| < oo e |e(Ay)] < 0o, A; €
i=1

emissor infinito minimal ou sink minimal e A; N Ax, =0, Vj # k. Além disso, Ay, é formado por

vértices requlares e sinks (ndo minimais).

Demonstracdo. A existéncia segue diretamente da condicdo RFUM2 definida na pagina 20 e da
caracterizacao dos vértices generalizados dada pela Proposicao 1.6. Basta reescrever A € G° como
a unidao dada pala condicao RFUM?2:

n

A= U Ai>

i=1
em que cada A; é ou um emissor infinito minimal, ou um sink minimal, ou um sink, ou um vértice
regular. A unido dos sinks (que ndo pertencem a nenhum minimal) com os vértices regulares (que
nao pertencem a nenhum minimal) gera o Aj. Os outros A;’s podem ser tomados de modo que
se j # k, tenhamos A; N Ay = 0, reescrevendo-os, caso necessario.

Provemos a unicidade. Suponha que A = U A;, que A = U Al que |Agl,|A}| < oo, que
i=1 i=1
e(Ar)|, |e(A})] < oo e ainda que A;N Ay =0 e AN A} =0 sempre que j # k.
Se A; € r(e) N Aw, isto é, se A; é emissor infinito minimal (¢ # k), pelo Lema 1.13, temos que
|A;| =1 ou |A;| = oo

e Se |A;| = 1, entdo 3 A’ tal que A; C A} para algum j # k. Entao A} é também emissor
infinito minimal. Novamente pelo Lema 1.13, temos que |A;| = 1 ou |A}| = oco. Pela
minimalidade de A’ e por A; que esta contido em A’ ter cardinalidade igual a 1, ndo podemos
ter |A%| = oo. Logo |A)| = 1. Sendo assim, temos que A; = A’.

e Se [Aj] = oo, entdo 3 j # k tal que |4; N A%] = co. Como emissores infinitos minimais
nao contém infinitos sinks (em G°), temos também que |e(A4; N A))| = oo. Assim, A5 N A;
¢ emissor infinito minimal e, portanto, A} é emissor infinito minimal. Como A; e A sdo
minimais, pela Proposi¢ao 1.12 temos que A; = A’.

Se A; € r(e) N As, isto é, se A; é sink minimal (i # k), entao |A4;| = co. Assim 3 j # k tal que
|A; N Al = co. Como sinks minimais ndo contém emissores infinitos (em G°), temos também que
le(A; N A%)] < oo, Assim, A} N A; é sink minimal e, portanto, A} é sink minimal. Como 4; e A’
sao sinks minimais e |A; N A}| = oo, pela Proposicdo 1.16 temos que A; = A’.

Assim, | J 4= (J A e Ay = A}

i#k i#k

A segunda parte ¢ 6bvia pois, como A; é emissor infinito minimal ou sink minimal para todo
j # k, é claro que os sinks que (eventualmente) estdo em A e ndo estdo contidos nos minimais,
pertencem a Ay. Além disso, como o ultragrafo satisfaz RFUM2, |Ax| < 0o e |e(Ax)| < oo, entdo
Ay, contém os outros finitos vértices regulares (que nao estao contidos nos minimais). |
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Observacao 4.15. Note que, para cada (5,B) € p, podemos identificar D ) com D p)rs,
onde FF'=10 e S =10. Assim, todo cilindro pode ser escrito da forma D p) r,s-

Corolario 4.16. Sejam (8, B) € p, F' C &(B) finito e S C B finito (F e S podem ser o conjunto
vazio). Entio D g gy rs pode ser escrito como wma unido finita e disjunta de cilindros da seguinte
colecao:

{D(B,A),F’,S’ : (B’A) € szrmA minimal, F/ g E(A), ’Fll < OO,S g B, ‘SI’ < OO,}
uniao com uma colegdo finita disjunta de cilindros da forma

{De.ay: (B, A) €p:|A] <oo,le(4)] < oo}

Demonstragao. De fato, pelo Lema 4.14, se (3, B) € p, entdo B = U A; e existe um tnico k tal

que |Ag| < 0o e |e(Ag)| < oo, além disso, para cada j # k, tem-se que A ¢ emissor infinito minimal
ou sink minimal e A; N Ay = (). Para cada i # k, considere F; = {e € Ql :s(e) € Ujze(A;i N Aj) T,
Si = {’U S G(s) U E U]’;Ak(AiﬂAj>}, V= {S(€> e € Ui;,ngi,e ¢ F} eW = {U U E Ui;,AkSZ',S ¢ S}
Claro que cada um destes conjuntos é finito. Assim,

Dp)rs = || Dpayruorsus || Desey L Doy L Degoy-
i#k s(e)eV veW vEA

Note que cada s(e) € V' é um vértice regular, pois caso contrario, contraria a minimalidade de
A;. Assim, para finalizar a demonstracao, se chamarmos s(e) em V' de v, temos que

l)(g7 JFS = |_| D (8,A;),F;UF,5;US |_| D(ﬁ,{”})'
i#k veVUWUA

Por G satisfazer RFUM2, todas as unides anteriores sao finitas. [ |
Diante do Corolario 4.16 podemos inferir a seguinte conclusao:

Proposicao 4.17. A colegio de cilindros da forma {Dpg ayrs @ (8,A) € Xgin, A minimal, F C
e(A), |F| < 00,8 C A, |S| < oo} unido com uma colecio de cilindros da forma {D g a) : (8, A) €
p:|A|l <o0,e(A) < o0} formam uma base para a topologia em X definida na Proposicao 1.24.

Demonstragao. De fato, segue diretamente do Corolario 4.16 e pelo fato de que se (a, A) € p,

|A| < 00 e g(A)] < 00, entdo Dig,ay = || Diwerte)) || Diafon)- [
ece(A) vEANGY

Diante do exposto, seguindo as ideias de [12, Sec. 5.5], podemos construir um semi-anel.

Definicao 4.18. Um semi-anel S ¢ a classe que satisfaz:

1. 0es;
2. ABeS= ANBEe€S;

3. A,B€§:>A\B:|_|E,-, emqueEiegeEiﬂEjZ(Z)semprequez’#j.

i=1
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Proposicao 4.19. Seja G um ultragrafo que satisfaz RFUMZ2. Entdo a colegdo S de todos os
cilindros da forma {Dg ayrs : (8,A) € Xgin, A minimal, F C €(A),|F| < 00,5 C A,|S] < oo}
unido com uma colecio de cilindros da forma {Dgs 4y : (B, A) € p: |A] < 00,|e(A)| < 0o} unido
com o conjunto vazio, € um semi-anel.

Demonstracio. Claro que o conjunto vazio () e qualquer intersecao de dois elementos de S estd

em S.
Sejam C,Cy C S tais que Cy C C. Temos de mostrar que existem finitos Cy, Cs,...,C, € S
n

disjuntos tais que C\Cy = |_| C; (unido disjunta). Suponha primeiro que C' é da forma D gy r.s

i=1
para algum (5, B) € Xy;,, com B minimal, F' C (B) finito e S C B finito. Se C' = C; entao o
resultado é 6bvio. Suponha entdo que C\Cj # 0. Como Cy € C, temos que Cy = Dgpr a) 7,5 €m
que podemos ter 35" = B com AC B, F' = e S’ = (). Temos alguns casos:

e Se Cy = Dg,a),r,s em que (3, A) € Xy, com A minimal, entao claro que, como (3, B) €
Xfin, com B minimal, temos que A = B (seja qual for a minimalidade de B, sink ou
emissor infinito) e assim, Cy = Ds,p),r 5. Diante disso, também ¢é claro que ' O F e que
S’ D S. Com isso, C\Cy = |_| D (8e.r(e)) |_| Ds,{vy) (unido finita e disjunta). Mas note

e€F'\F veS\S
que, como r(e) € G°, pelo Corolario 4.16, cada D ger(¢)) ¢ uma unido finita e disjunta de
elementos de S , assim como os elementos Dg (). Logo, C\Cy é uniao finita disjunta de

elementos de S.
e Se Cy = Dg,a) com |A| < o0 e |e(A)| < oo, entao C\Cy = D3,8),rus(4),504 € S.

e Se Cy = Dpr ay,rr,s com |B'] > 1e (B8',A) € Xyipn, suponha que 3 = ... 3;,. Como
r(B') € G°, pelo Lema 4.14, temos que 7(f’') = U™, A; (inicos A;’s) e que existe um tnico k
para o qual |Ax| < oo, |e(A4y)| < oo, e também Ax N A; = () para todo j # k e ainda, A; é
emissor infinito minimal ou sink minimal para todo j # k. Com isso, como A C r(f') e A
é minimal, temos que A = A; para algum ¢ # k, e com isso, para todo j # i, k, temos que
le(A; N A)| = |e(A; N A)| < oo e que |[A;NA;| =|A; N A| < co. Diante disso, podemos
escrever:

C\Co =Dg.8).ruis;y.s U Diagy .oy U U Dgar g s ey L

LI Dprapcamananag LI Degseren LI Do)
J#ik e€F'Ue(Ay) vES'UA

Pelo Corolario 4.16, cada D(ﬂ51~--5{7’7"(5§;)’{5;+1})’ com 1 < p <n—1,¢éunido finita e disjunta
de elementos de S. Também, pelo Coroldrio 4.16, cada D(ggc r(e)) ¢ uniao finita e disjunta

de elementos de S, assim como os elementos Dgar {v}). Com isso, segue a descrigio que
desejavamos de C\Cy.

e Se Cy = Dgpr 4y com |A| < 0o e [e(A)| < 0o, usamos a mesma descri¢ao para (') no item
anterior e entdo temos que A C Ax. Assim, temos a seguinte descrigao para C'\Cy:

C\Co =Dg.B).ruis;y.s U Diggy .oy U U Dgar g s a6y L

Ll Dprapeaya | Degereny L Do pon-
J#k ece(Ar\A) veEAL\A

que novamente pelo Corolario 4.16 é uniao finita e disjunta de elementos de S.

Para o caso em que C' é da forma Dz 4y com £(A) < oo, a demonstragao é analoga.
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Considere uma fungao M : G — [0, 1] e uma fungdao m : G° — [0, 1] que juntas, satisfazem as

seguintes condigoes:
ml. lim m(A4) =1;

AegP
m2. m(A) = M(e)m(r(e)) + >_ m(v), se |A] < oo e |e(A)] < oo,

:s(e) veANGY

em que m(v) = m({v});

m3. m(A) > Y M(e)m )+ > m(v), para todo F C £(A), F finito e todo S C ANGY, S

ecl vES
finito;

m4. m(AU B) =m(A) + m(B) —m(AN B).

Estenda M para G* fazendo M (A) = m(A), paratodo A € G° e M(8) = M(e1)M(e3) ... M(e,)
sempre que 3 = ejey...e, € G*\GY. Com isso, podemos definir, para cada (3, B) € p, F' C £(B),
S C B, F e S finitos, a funcao « : {Cilindros D(g p) rs} — Ry por:

k(D) rs) = M(B)m(B) — > M(Be)m - > M3 (4.3)
ecl veS
se |8] > 1, por
H(D(A’A) Fg Z M ) Z m(’u)
ece(F) veS
se A€ G F Ce(A)e S CA,epor fim, x(0) = 0.
Claro que, por m3., Im(x) C Ry (para mostrar, basta colocar M () em evidéncia em (4.3)).
Podemos entao restringir x para o conjunto S da Proposicao 4.19 para construir uma medida.
Entao temos:

Lema 4.20. Seja G um ultragrafo que satisfaz RFUM2 e £ a fungao definida pela equagao (4.3).
Entdo, a restricio de k ao semi-anel S da Proposi¢io 4.19 é uma medida tal que k(0.(V)) =
M(e)k(V), para todo e € G' e todo subconjunto VC X,-1 NS C X.

Demonstragio. Como (0) = 0, _precisamos mostrar que £ ¢ enumeravelmente aditivo em S. Mas
como os elementos que geram S sdo compactos e abertos, basta mostrar que x é aditiva em S

=1
(Ul 1DﬂzB)FS) Z“( FS)
=1

Suponha entao que

n
Ds,p)rs = || Digi,poy s, (4.4)
i=1
Podemos supor, sem perda de generalidade, que 5; = 0!, para todo i. Note que podemos ter
|Bi] = 0, mas isso ndo ocorre necessariamente. Assim, vamos utilizar uma inducdo em m =
maxi<i<n{ |0 — |8} = maxi<i<n |G-

Suponha que m = 0, entao temos que 5; = 3, para todo 7, além disso, B; C B, para todo i.
Agora analisando cada caso:
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e Se B é tal que |B| < oo e |e(B)| < oo, entao B é formado apenas por finitos sinks e finitos

vértices regulares e assim, temos que B = {v1,...,v,}, F=S=10,eassim F; =0 e S; =0
n

para todo i. Entao podemos escrever, D pyrs = |_| Ds,.B,) (note que poderiamos ter,
=1

para cada i = 1,...,n, B; = {v;,...,v; }, em que cada B; contém uma quantidade finita

de vértices regulares ou sinks v;’s). Com isso,

w(Disy) = M(B)ym(B) = M(B)m(Ly B) 2" M(8) S m(By) = . w(Bi, By).

1=1 i=1

o Agora, se B € Xy, e B é minimal, e além disso, vale (4.4), pela minimalidade de B temos
que existe iy € {1,...,n}, tal que B;, = B. Com isso, os outros B;’s ndo podem ser emissores
infinitos nem ter cardinalidade infinita pois a unido em (4.4) é disjunta. Isso faz com que
F, =0 e S; = 0 para todo i # ip. Além disso, por (4.4), F;, 2 F, S;, 2 S. Assim,
F\F = |]e(B), e Si,\S=|] BinGY. Logo, temos:

iio i#io
i (Dsp)rs) = M(B)m(B)— > M(Be)m(r(e)) - %M(ﬁ)m(v)
= MEM(B) - T Mm@+ ¥ MEm() - ¥ M@+ ¥ M@0
e€ly, e€l \F vES;, vES;H\S
=M@ME—EJW&WWW+§; S M(Be)m(r(e))—
eEr;, i=1,1#i0 ece(By)
C Y MEm+ Y Y M@)m()
VESy, i=1,i#io vE B;NGY
= MEM(B) - T M(omir(e)~ 3 ME)m0)+
-+i(zMwwww§:wwm)
i=1i#io \ece(B;) vEB;NGY

= K(D(,B,9,Fy.51)) T En: M(B)( > M(e)m(r(e) + m(U))

i=1,i7#1p ece(B;) ’UGBZ'OG(S)

= H(D(BaBi07FioysiO))+ Z M(6>M(Bl)
i=1,ii
= R(D(B7Bi07FioysiO))+ Z K/(D(/&Bi)) = Z R(D(/B7Bi)7 Fi, SZ)
i=1,izig =1
Note que para todo i # ig, usamos que x(D(f, B;)) = w(D(B, B;), F;,S;) = M(B)m(B;),
pois F; = 0 e S; = () para todo i # io.

Agora, suponha que a igualdade acima valha para todo 0 < k < m. Novamente faremos para o
caso em que (8, B) € Xy, com B minimal, o outro caso é andlogo ao que foi feito quando m = 0.
Utilizando a minimalidade de B mais uma vez, deve existir ig tal que 3;,, = 8, B, = B, F;, O F
e Si, 2 S. Suponha, sem perda de generalidade, que 7; ¢ tal que 8; = 3 sempre que 1 <i <y e
B; # 8 sempre que i; < i < n. Pelo caso m = 0 visto anteriormente, F; = () e S; = () para todo
1 <i <y, i # 19. Além disso, A; ndo é nem emissor infinito nem tem cardinalidade infinita para
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i1
nenhum 1 <4 <4y, i # ig. Também agora, || B;NGY =S, \S, porém |_| ) C Fi, \ F.
1#i0,i=1 1#i0,i=1

Entao defina C' = s ( o \ F) \ ) Entéao claro que |¢(C)| < oo. Note que

1#10,i=1

11
Ds.py.r.s = D) U || Dis,.).Fs,
=1

e que
D(ﬁvc) = A I_l D(/BivBi)thSi'

Pelo caso m = 0, temos que
K(Ds,p).r.s) = K(Dg.c)) + D K(Dig,,b).Fis5,)- (4.5)

i=1

Como [£(C)| < oo temos que Dgcy = | | D(ger(e) € a unido é finita. Por outro lado, pelo
s(e)eC
Corolario 4.16, m2. e m4., podemos escrever a uniao finita

D0y = |_|D (Bej A,

em que cada Dge; ;) € S, de tal maneira que

K(Ds.cy) = D K(Dige; 4, (4.6)
j
Assim
D(ge; a5 = Digeg,a0 N Dig.oy |_|+1 D(ge; a7 N Digi.po). s
=1
e note que Dge; a,) N Ds,,B,),F1,5, = D(»,;,p;) Para algum elemento de S em que |vy;] = |Bi| (pois

|Bil > |B] + 1 =|Pe;]). Isto implica que max;{|y;| — |Be;|} < m. Pela hipétese de inducao,
K(Dge,a)) = D K(Dige,.a,) N Dig 5. 5.s0): (4.7)
i=11+1

Por outro lado, para i1 +1 <1 < n,

‘D(/BiaBi)thSi - D(ﬁi,Bi),FuSi N D(Bvc) - |_| D(ﬁej,Aj) N D(BhBi)yFiaSi?
J

usando novamente o caso m = 0 (mesmo se alguma intersegoes sdo vazias) temos que

K(D(ﬂivBi)uFi,Si> = Z K(D(ﬂej:Aj) N D(ﬂi,Bi),FwSi)' (48)
J

Juntando as equagoes (4.6), (4.7) e (4.8) concluimos que

n
k(Do) = Y k(D) F.s:)s
1=11+1
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e assim, por (4.5), temos que k é de fato medida. ~
Falta mostrar que x(6.(V)) = M(e)x(V). Mas note que se S 3V = DgpyrseV C X1,
entao é claro que 0.(V) = D(cs,p),rs. Assim,

K(0.(V)) = H(D(eﬁ B) Fs)

= M(ef)ym(B) — > M(eff)m - > M(eBym(v)
eclF veSNGY
= M(e)M(3 ~ " M(e m(r(f)) = > M(e)M(B)m(v)
eeF veESNGY
_M(e (M S MEHMe) = Y M(ﬁ)m(v))
ecF veSNGY
= M 6 ff(D(,BB)FS
= M(e)r(V).
e segue o resultado. |

Por fim, com o semianel S conseguimos definir uma medida. Disso, resulta o seguinte resultado:

Proposigao 4.21. Sejam G um ultragrafo que satisfaz RFUM2 e M : G* — [0,1]. Entdo existe
uma fungido convera entre o conjunto das fungoes m : G° — [0,1] que satisfazem ml., ..., mJ.
da pagina 55 e o conjunto das medidas de probabilidade, borel, requlares y em X que satisfazem
w(0.(V)) = M(e)u(V), para todo e € G* e para todo subconjunto borel mensurdvel V.C X -1.

Demonstracao. Pelo Lema 4.20, temos uma medida x com o semianel S, Assim, invocando o
Teorema de extensao de Carathéodory, existe uma tinica medida u definida na o-algebra gerada
por S. Como S forma uma base enumerdvel, i estd definida na o-dlgebra de Borel.

Por defini¢ao de s, temos que p(Da a)) = K(D(a,4)) = m(A), para todo D44y € S. Assim,
considerando que i é medida, G° um conjunto dirigido via inclusio e usando o principio da inclusao
exclusao juntamente com m4., temos

w(X) = p ( U D(A,A)) = > D) =Y, m(A) = lim m(A) =L
A€go Acgo Acgo €0

Logo, p é medida de probabilidade, o que implica também que é regular, ja que toda medida de
Borel finita é regular.

Uma combinacgao convexa de fungoes m é preservada quando passamos para medidas k em S
e portanto, medidas p em X, devido a equacao 4.4.

Agora, para mostrar que para todo V' C X1 borel mensurdvel e e € G' temos pu(6.(V)) =
M(e)u(V'), basta mostrar para os elementos do semianel S uma vez que 6, é bijecdo e preserva
unioes e intersecoes. Mas para os elementos de S , ja foi feito na demonstracdo do Lema 4.20 W

Para fechar esta se¢ao, um ultimo resultado que é baseado em [8, Lema 4.7] ¢ em [11, Prop.
4.8]. A demonstracao aqui é a mesma dos artigos citados.
Proposigao 4.22. Seja G um ultragrafo que satisfaz REUM2 e M : G* — [0,1]. Entdo existe uma
bijecao (afim) entre o conjunto dos estados w em Co(X) que satisfazem a condigio w(f o 0;') =
M(e)w(f), para todo e € G e toda f € Co(X.-1) € o conjunto das medidas de probabilidade, borel,
requlares ;i em X que satisfazem u(0.(V)) = M(e)u(V), Ve € G' e para todo subconjunto borel
mensurdavel V C X -1.

Demonstragdo. De fato, a demonstracao segue utilizando o Teorema de Representagdo de Riesz
como feito em [8, Lema 4.7] e em [11, Prop. 4.8]. |
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4.4 Isomorfismo entre Conjuntos de Estados

Agrupando alguns resultados obtidos neste capitulo, temos condi¢oes de provar o seu resultado
principal, que sera o Teorema 4.24. Mas antes precisamos mostrar o resultado a seguir que é uma
generalizacao da Proposigao 4.4 em [11] que por sua vez generaliza o Lema 4.9 em [8].

Proposigao 4.23. Sejam G um ultragrafo que satisfaz RFUM2 e M : G' — [0,1]. Entdo existe
uma fungdo que preserva combinagoes converas, que leva o conjunto das fungoes m : G° — [0,1]
que satisfazem ml., ..., m4. da pagina 55 e o conjunto dos estados w em Cy(X) que satisfazem
a condigio w(f o 0;1) = N(e) Pw(f), para todo e € G' e toda f € Co(X,-1). Além disso, tal
correspondéncia é da forma w — (A3 w(1,)), VA € G°.

Demonstragio. Seja w um estado em Cy(X) tal que w(f o 0.-1) = M(e)w(f), para todo e € G' e
f € Co(X.-1). Sejam : G — [0,1] dada por m(A) = w(l4). Vamos conferir que m satisfaz os
mi.’s.

ml. O conjunto {A : A € G°} torna-se dirigido via inclusdo, assim, {14 : A € G} é uma unidade
aproximada crescente para Cy(X). Entao, como w é estado, 1 = Ai%lo w(la) = Ainglo m(A).
€ €

m?2. Primeiro note que se e € G' entdo

w(le) =w(le-100,-1) = M(e)w(le-1) = M(e)w(lye)) = M(e)m(r(e)).

Além disso, note que se |A| < 0o e [e(A)| < oo, entdao pelo Corolédrio 4.16 temos que

finita finita
Z L+ > 1.
e)eA veANGY

Assim

m(A) = w(la) —w( doole+ > 1)

:s(e)€A vEANGY
= > wll)+ X
e:s(e)eA vEANGY
= Y. M(em(r(e)) + >
e:s(e)€A veEANGY

m3. Sejam A € G°, F um subconjunto finito de €(A) e S um subconjunto finito de ANG?. Entao

novamente pelo Corolario 4.16, tem-se que 14 > Z le + Z 1,. Com isso,
ecF vEANGY

m(A) =w(la)>w| > L+ > 1, =Y MeEem(re)+ > m(v)

eckF veANGO eckF veGY

sink

m4. Segue pela linearidade de w.
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Portanto, para um estado w em Cy(X) atribuimos um m : G° — [0, 1] que satisfaz m1., ..., m4..
Para provar a injetividade de tal correspondéncia, suponha que existem w; e wsy estados tais que
wi(f o be-1) = M(e)w;(f), i = 1,2, Vf € Co(Xe1) e e € G'. Suponha ainda que w;(14) =
wy(14), VA € G° Devemos mostrar que w; = wy. Pela Observacao 4.11, basta mostrarmos que
wi(1pe)na ©0c-1) = wa(lye)na©b.-1), para todo c € G*\G° e todo A € G°. Para isso, note primeiro
que

leeef—leef -1 =1400p-100.-1=1p,(a)00c-1.

Entdo,se c=c;...cp, € G* e A€ G°, temos:
w1 (17”(0)(714 © 90_1) =w (1r(c)ﬂA of _1...c1_1) =
— (19cn(r( )mA)Oefll C11> = ...
1 (19C2 en (r(c)NA) © 9071) =
(1982 en r(c)ﬂA))

Il
(S

C1)w

I
S E £ £ 8

(c1)wi
(1)1 (Logy..op (o) 0 05 =

()M (e2)wr (Lo, ., triernny 0 01) = -
(c1).

(c1).

M (cn)wr (1r(c)mA> =
M (cp ) (1r(c)mA) =...
2 (L"(c)ﬁA o 9071) .

C1

&

I
S

O Teorema a seguir ¢ o ultimo desta secdo. Este resultado generaliza o Teorema 4.3 de [11]
que por sua vez, ja era uma generalizacao do Teorema 4.1 de [§].

Teorema 4.24. Seja G um ultragrafo que satisfaz RFUM2. Considere a fungio N : G' — (1, 00)
e 0 < B < oo. Considere também os sequintes conjuntos:

AP: O conjunto de estados KMSg para C*(G);

BP: O conjunto dos estados w de Co(X) que satisfazem a condicio w(f o 0;1) = N(e) Pw(f)
para todo e € G* e todo f € Co(X.—1);

CP: O conjunto das medidas de probabilidade, borel, requlares j1 em X que satisfazem p(0,(V)) =
N(e)=Pu(V), para todo e € G' e para todo subconjunto borel mensurdvel V. C X, 1;

DP: O conjunto das funcées m : G° — [0,1] que satisfazem

ml. lim m(A) =1;

Aeg?
m2. m(A)= >  N(e)"m(r(e))+ Y. m(v), se|A| < oo ele(A)] < oo;
e:s(e)eA vEANGY
m3. m(A) > > N(e)~ e))+>_ m(v), para todo F C £(A), F finito e todo S C ANGY,
ecl veS
S finito;

m4. m(AU B) =m(A)+m(B) —m(ANB).
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EP: O conjunto dos estados ¢ em C*(G)" que satisfazem (s.pash) = 6caN(c)PY(pann(e)), para
todo c,d € G*\G" e A € G°.

Entdo existe um isomorfismo convezo entre AP, B® C? DB e EP.

Demonstracio. De fato, pela Proposicao 4.9 existe um isomorfismo afim entre A% ¢ E8. A Pro-
posicio 4.13 nos d4 um isomorfismo afim entre B? e E#,

Por outro lado, usamos a Proposicdo 4.22 para mostrar o isomorfismo afim entre B? e C”.
Para isso, note que existe uma correspondéncia entre as funcoes N : G — (1,00) e as fungoes
M : G* — [0, 1]: basta fazer M(e) = N(e)7".

Até aqui temos A° < FE’ «—= B’ <= (P Falta incluir D?. Fazendo novamente
M(e) = N(e)™?, mas agora na Proposicdo 4.23 obtemos uma correspondéncia afim injetora de B”
para D” e com a mesma funcao M na Proposicao 4.21 obtemos uma funcao afim de D? para C¥.
Por fim, o resultado segue pelo fato de que as funcdes de B? para D?, de D? para C® e de C”?
para B? compdem a identidade. [ |

4.5 Estados Ground

Utilizando os resultados vistos na secao anterior, podemos caracterizar o conjunto dos estados
ground em C*-algebras de ultragrafos que satisfazem RFUM2.
Seja G um ultragrafo que satisfaz RFUM2. Defina

A9": o conjunto dos estados ground em C*(G),
B9": o conjunto dos estados w de Cy(X) tal que w(l.) = 0, para todo e € G!,

C97: o conjunto das medidas de probabilidade, borel, regulares u em X tais que u(A) = 0, para
todo e € G! e para todo subconjunto borel mensurével A de X,,

D9": o conjunto das funcdes m : G° — [0, 1] satisfazendo
ml. lim m(A) = 1;
Aeg®
m2. m(A) =0se |A| < o0 e |e(A)| < oo
m3. m(AUB) =m(A) +m(B) —m(AN B).

Diante de tais conjuntos, podemos provar o seguinte teorema.

Teorema 4.25. Seja G um ultragrafo que satisfaz RFUM2. Entao existe um isomorfismo afim
entre A", BI", C9", e DI".

Demonstragio. (Prova baseada em [11, Teo. 5.1]) A existéncia de um isomorfismo afim entre A9
e o conjunto de estados ¢ de Cy(X) tais que ¢(f) = 0, para todo e € G' e f € C(X.) segue de
[14, Teorema 4.3]. Como ¢ é um estado, e 1. é unidade para C(X.), segue que se ¢(1.) = 0 entao
o(f) = 0 para todo f € C(X,). Entao temos que A9 é isomorfo a BY", via um isomorfismo afim.

Como nos estados KMS, um isomorfismo entre B9 e C'9" é obtido analogamente ao que foi
feito em [8, Proposicao 4.8].

Por fim, um isomorfismo afim entre B9 e D9 é obtido pela aplicacao da Proposicao 4.21 e
4.23 com M (e) = 0 para todo e € G', e procedendo como na prova do Teorema 4.24. [ |
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Observacao 4.26. De acordo com [8, Obs 4.4, uma vez que consequimos caracterizar a C*-
dlgebra de wultragrafos como C*-dlgebra de um grupdide, podemos relacionar os estados KMSg
estudados neste capitulo com as C*-dlgebras de grupdides de Deaconu-Renault C*(G(X,0)) do
capitulo anterior. Para isto, considere neste tal grupdide o cociclo continuo ¢ : G(X,0) — R
dado por c((ux, |u|—|u/|,v/x)) =In N(u)—In N(u'), em que N é a fungdio real positiva considerada
no Teorema anterior. Para v € X seja G(X,0)% :={(z,n,x) € G(X,0) : n € Z} o estabilizador
de z. Claro que G(X,0)% € subgrupo de Z. Defina agora a dindmica c¢ em G(X,0) por oi(g) =
et f(g) para f € C(G(X,0)) e g € G(X,0). Entio, por [20, Teo 1.3], existe, para cada
B € R, uma correspondéncia biunivoca entre os estados c¢—KMSs em C*(G(X,0)) e o conjunto
dos pares {p,{¢:}z} que consiste de uma medida de probabilidade . no unit space com cociclo de
Radon-Nikodym e=P¢ e um corpo mensurdvel de estados ., cada um definido em C*(G(X,0)%)
e satisfazendo py(ug) = ©rpy(Ungn-1) € Ya(uy) = 0 para p-a.e. x, todo g € G(X,0)2, todo
h e G(X,0), e todo g € G(X,0)*\c™*(0). Note que uma medida de probabilidade no unit space
com cociclo de Radon-Nikodym e"¢ é da mesma forma que um elemento de C® definido acima.

Observacao 4.27. Considere o exemplo da Segio 6 em [11], que passa pela reconstrucio do
ultragrafo criado em [24, Secao 5], cuja C*-dlgebra associada ndo é nem C*-dlgebra de grafo nem
C*-algebra de Exel-Laca.

Definicao 4.28. Se I ¢ um conjunto enumerdvel e A € uma matriz I x I com entradas em
{0,1}, entdo podemos considerar o ultragrafo Ga := (GY%, GY,r,s) definido por G% = {v; : i € I'},
Gh:={ei:iel}, s(e;) =v; para todoi € I, e r(e;) = {v; : A(i,j) = 1}.

Seja A uma matriz infinita enumerdvel

COO—OOH
OO—OO—O
O—ROO~OO
¢ HOORHRR
OO F—
OROOKR KK
HOOORHF

Para a matriz A, seja G := (G°,G',r,s) o ultragrafo Go da Definicio 4.28. Definimos um
ultragrafo F adicionando um vértice simples {w} para G e um nimero enumerdvel de arestas com
source w e range G°. Mais precisamente, definimos F := (F°, F' r,s) por

FO:={w} UG’ Fl={fi}2,ug!

e estendemos r e s para F' definindo s(f;) = {w} e r(f;) = G° para todo 1 <i < co.
Note que este exemplo continua vadlido mesmo com os conjuntos de estados definidos aqui. O
ultragrafo F é um ultragrafo que ndo contém sinks. Com isso, o conjunto D? do Teorema 4.24, é

tal que m.2 fica
m(A)= > N(e)’m(r(e)),
e:s(e)eA
se |A| < oo e0 < |e(A)| < oo, e m.3 fica

m(A) = 3 N(e)™m(r(e)),

eclF

para todo F' C g(A), F finito, ou seja, as condigoes m.2 e m.3 do Teorema 4.24 coincidem com
as condi¢oes m.2 e m.3 de DP definido logo apds a Observacdo 4.2 em [11].
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Exemplo 4.29. Considere o ultragrafo G a sequir:

U1

225
S

Note primeiramente que, para o ultragrafo antem’or:, que satisfaz REUM2, temos que G° é
formado por subconjuntos finitos de G° além de unioes finitas com r(e) = {vy,v9,v3,...}. Em
particular, G° € G°. Também podemos descrever

X = {(e,vi) }iz1 U{(vi, vi) }iz1 U {(e,r(e)), (r(e), r(e))},

em que r(e) = {vy,va,v3,...}.

Nosso objetivo é encontrar m que satisfaca as condicoes ml a m4 que definem o conjunto DP.
Para existir uma funcao m, que satisfaz m1 a m4, temos de ter, para N e [ dados, que:

m({ve}) +m(r(e)) = m(G°) = 1. (4.9)

Também, para satisfazer m2, m4 e por s(e) € {vo}, devemos ter

m({ve}) = N(e)™m(r(e)), (4.10)
ou seja, m({vo}) depende de N, 3 e de r(e).
Agora, juntando (4.9) e (4.10), temos que
1
m(r(e)) = 1+ N(e)?

ou seja, m(r(e)) depende apenas de N e de [3.
Para que m3 seja satisfeito temos de ter, para todo k € N*

=1
isto €,
1 k
3 = Z m(v;),
1+ N(e)=# —



Pela definicio de N na pdgina 4.2, temos que N(e) € (1,00) e assim, N(e)™® € (0,1). Com
isso, se 3 — oo, entdo N(e)™® — 0. Assim, para cada i € N*, considere

— N(e)™" i—1
o)) = Ty (Ve )

1-N -8 1— ~ ./
1+N8_ﬁ = 13- Entao, ja que 1 > a, temos,

Para facilitar a escrita faca r = N(e)™? e a =
para todo k € N*

1 L—rk /1 —r\1—7F
> > (1)

k
T l4r T 14r " \14r 1+r::1m(vi)’

%

Além disso,

) = St = o0 a0 (1) = (520 (1) =

i—1 -r

e entao m& é vdlida para qualquer subconjunto finito S de r(e).

Também, independente de N e de 3, se escolhemos m({vo}) = 1 and m(r(e)) = m({v;}) =0
for 1 € N*, teriamos que m1-mJ seria satisfeito.

No caso dos estados ground, a fungiom : G° — [0,1] estd em D" se, e somente se, m({v;}) =0
para todo i € N, e m(r(e)) = 1.
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(Alguns resultados extraidos da Secao 8 do artigo [7])

[7, Sec. 8.1] Orbita equivaléncia continua

Teorema H.1. [7, Teorema 8.2] Sejam (X,0) e (Y,T) sistemas de Deaconu—Renault com X,Y
sequndo enumerdveis, e suponha que h : X —'Y é um homeomorfismo. Entdo sdo equivalentes:

1. existe uma drbita equivaléncia continua que preserva estabilizadores de (X, o) para (Y, T)
com homeomorfismo fundamental h;

2. existe um isomorfismo de grupdides © : G(X,0) — G(Y,7) tal que ©|x = h; e

3. existe um isomorfismo ¢ : C*(G(X,0)) — C*(G(Y, 1)) tal que ¢(Co(X)) = Co(Y) com
¢(f) = foh™" for f € Co(Y).
Proposicao H.2. [7, Proposi¢io 8.3] Sejam (X, 0) e (Y,T) sistemas de Deaconu—Renault. Seja
h : X — Y um homeomorfismo e sejam I,k : Dom(c) — N e l';)k' : Dom(r) — N fungoes
contmuas tais que h(z) € Dom(t'®) e h(o(x)) € Dom(r*®) para x € Dom(c), e h~(y) €
Dom(a"®) e h=(1(y)) € Dom(c*®) para y € Dom(t). Sio equivalentes:

1. existe um isomorfismo de grupdides © : G(X,0) — G(Y,T) tal que @|X = h, @(x, 1,0(z))
-1

(h(z). U(x)—k(x), h(o(x))) paraz € Dom(o), ¢ ©(y, L7(y)) = (h(y), I(y)—K (y). b~ ((y))
para y € Dom(T);

2. (h,, kU K'Y € uma orbita equivaléncia continua que preserva estabilizadores essenciais; e
3. (h, Lk, U', k") é uma drbita equivaléncia continua que preserva estabilizadores.

Lema H.3. [7, Lema 8.5] Sejam (X,0) e (Y,T) sistemas de Deaconu—Renault. Suponha que
©:G(X,0) = G(Y,T) é um isomorfismo de grupdides. Seja h : X — Y a restrigio de © para
G(X,0) 9. Para p € N, as funcdes l,, k, : D, — N dadas por

l,(z) == min{l € N : (h(z)) =71~ CY(@@”p"p(m)))(h(ap(x)))}, e
ky(z) == 1,(x) — ey (O(x, p, 0" (2))).

sdo continuas, e 7@ (h(z)) = %@ (h(o?(x))) para todo x € D,. Parap €N e x € D,,

p—1

> (L(0"(2) = k(0" (2))) = lp(z) — ky(@) = ey (O(x, p, 0" ()))

n=0

Lema H.4. [7, Lema 8.6] Sejam (X,0) e (Y,7) sistemas de Deaconu—Renault como anterior-
mente. Suponha que © : G(X,0) = G(Y,T) € um isomorfismo. Sejam h, k,,l, como no Lema H.3.
Seja x € X. Entao StabSs (r) < oo se, e somente se Stablss (h(z)) < oo, e se Stabss (v) < oo e

oS (1) = 2, ent@o |Isapess (v) (%) — Kstabess (o) ()] = Stabis, (h()).

Dado um sistema de Deaconu—Renault (X, o) e [ : Dom(c) — N, podemos indutivamente
definir [, : Dom(c™) = N, m > 1 por l; =l e l,11(x) = l(z) + ln(o(x)). Para m,n > 1 temos

—_

m—

1(0"(2)) e lpin(x) =ln(x) + 1,(c™(2)). (H.11)

1=0
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Lema H.5. [7, Lema 8.7] Sejam (X, 0) e (Y, T) sistemas de Deaconu—Renault e seja (h,l, k', k')
uma orbita equivaléncia continua de (X, o) para (Y, 7). Entao existe um cociclo continuo ik k) :
G(X,0) = Z tal que copy iy (x,m—n,a’) =l (x) — kn(x) — L(2") + ka(2).

Lema H.6. [7, Lema 8.8] Sejam (X, 0) e (Y, T) sistemas de Deaconu—Renault, e seja (h,k, [, k' 1")
uma drbita equivaléncia continua de (X, o) para (Y, 7). Entdo existe um homomorfismo continuo
de grupdides O, : G(X,0) — G(Y, ) tal que O (x,m —n,z") = (h(z), ln(x) — kp(x) — L,(2") +
kn(z"), h(z")) sempre que o™(x) = 0" (2'). Para cada v € X existe um homomorfismo de grupo

7y - Stab(z) — Stab(h(z)) tal que

o — 1) = L (2) — k() — Lo () + kn(z) sempre que o™ (z) = o™ (). (H.12)
Paraz € X em,n € N, temos que Stab(o™(x)) = Stab(a™(x)), Stab(h(a™(x))) = Stab(h(c"(x)))
€ Tom(z) = Ton(a)-
[7, Se¢. 8.2] Conjugagao eventual

Teorema H.7. [7, Teorema 8.10] Sejam (X,o) e (Y,7) sistemas de Deaconu—Renault e seja
h: X =Y um homeomorfismo. Entdao sao equivalentes:

1. existe uma conjugacao eventual de (X, o) para (Y,T) com homeomorfismo fundamental h;
2. existe um isomorfismo © : G(X,0) = G(Y,7) tal que O|x =h ecx =cy 00; e

3. existe um isomorfismo ¢ : C*(G(X,0)) — C*(G(Y, 7)) tal que ¢(Co(X)) = Co(Y), com
¢(f) = foh™ para f € Co(X), e poy =77 0¢.
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Minimal
Emissor infinito, 12
Sink, 13

Ponto
Isolado, 38
Periodico, 38
Eventualmente nao-némade, 39
Eventualmente Periodico, 38
nao-némade, 39

Range, 9
Regular
vértice, 11

Saida, 37
Segmento Inicial, 11
Semi-Anel, 53-55

Shift
Espaco, 33
Funcao, 32
Singular
vértice, 11
Sink, 11
Minimal, 13

Sistema de Deaconu-Renault, 40
Source, 9

Tamanho
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Ultracaminho
tamanho do, 11

Ultracaminhos, 11

Ultragrafo, 9
C*-dlgebra do, 10
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generalizado, 9
regular, 11
singular, 11
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