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Resumo

Sejam G um grupo finito que age em uma categoria k-linear C e
GY o subgrupo estável de G. Consideremos as equivariantizações de
C por G e de C por GY , denotadas por CG e CGY , ambas k-lineares.
O objetivo deste trabalho é apresentar um exemplo de adjunção de
funtores entre CG e CGY .

Palavras chaves: Adjunção, Equivariantização, Categoria k-linear e
Funtor.





Abstract

Let G be a finite group that acts in a k-linear category C and GY
the stable subgroup of G. Let us consider the equivariantizations of
C by G and C by GY , denoted by CG and CGY , both k-linears. The
purpose of this work is to present an example of functors adjunction
between CG and CGY .

Keywords: Adjoint, Equivariantization, k-linear category and Functor.
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Introdução

A teoria de categorias foi divulgada pela primeira vez em 1945, no
trabalho intitulado General Theory of Natural Equivalences, veja [5].
Por apresentar noções tão gerais, como dito em [8], a mesma chega a
ser chamada “abstração sem sentido”. Todavia, a teoria ganhou espaço
e respeito dentro da matemática após os trabalhos de Grothendieck,
D. Kan, entre outros. Desde então, a mesma vem se tornando uma
importante ferramenta de estudo para diversas áreas da matemática
como teoria da representação, geometria algébrica, topologia algébrica,
dentre outros ramos da matemática. Em [6], MacLane e Eilenberg
introduziram a noção de funtor, uma das ferramentas essenciais do
nosso trabalho.

O objetivo desta dissertação, é construir um exemplo não trivial
de adjunção de funtores entre categorias equivariantizadas (k-lineares)
por um dado grupo G, em que k é um corpo. Estas categorias surgem
pela ação G, que é dada por uma certa coleção de funtores {Fg}g∈G e
isomorfismos naturais que satisfazem certas condições. Esse resultado é
encontrado em ([3], Section 2), mas num contexto de categorias de fusão2.
Isso pois, em [3], os autores estabelecem uma correspondência entre
objetos simples de duas categorias equivariantizadas específicas, para
isto, uma das ferramentas eficazes é a dimensão de Frobenius-Perron
que só pode ser utilizada em categorias como, por exemplo, as de fusão.
Para o que queremos fazer, basta considerarmos categorias k-lineares
(ou simplesmente categorias abelianas).

Em 1947, a teoria da homologia axiomática de Eilenberg referia-se a
funtores de uma categoria de espaços topológicos com uma estrutura
“aditiva”, veja [13]. Em 1950, na publicação [14], MacLane axiomatizou
a noção de categoria abeliana, em que o mesmo observou a dualidade
existente entre alguns conceitos como produto e coproduto, kernel e
cokernel. Na metade dos anos 50, Grothendieck também introduziu

2Para mais detalhes, citamos [3] e [4].
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categoria abeliana, em [9], de maneira a unificar algumas teorias de
cohomologia. Nesse ambiente de ferramentas “básicas” é que desenvol-
vemos nosso primeiro capítulo, introduzindo os conceitos de categorias,
funtores, transformações naturais com ênfase para categorias abelianas
e k-lineares, que são as categorias usadas para os demais capítulos, salvo
menção contrária.

No segundo capítulo, apresentamos o conceito de adjunção. Assim
como, um resultado que reune várias definições equivalentes do mesmo.
Esse resultado é fundamental para provarmos o principal resultado do
último capítulo. A definição de adjunção foi introduzida por Daniel
Kan em 1958, no seu artigo [11], usando como motivação o isomorfismo
natural dado em [6], a saber, Hom(−,Hom(−,−)) ∼= Hom(− ⊗ −,−),
que relaciona os funtores Hom(−,−) :

(
Abd

)op × AbTop → AbTop e
⊗ : Abd ×Abd → Abd, mas sem menção à ideia de adjunção, em que as
categorias Abd e AbTop são as categorias dos grupos abelianos discretos
e dos grupos abelianos topológicos, respectivamente.

O termo adjunção foi motivado pela analogia entre categorias e
espaços de Hilbert pois, para qualquer par de objetos (X,Y ) ∈ Cop ×
D, o isomorfismo HomD(F (X), Y ) ∼= HomC(X,G(Y )) é comparável
à definição de operadores adjuntos em espaços de Hilbert (H, 〈· , ·〉)
(veja [8]), isto é, para T : H → H e L : H → H operadores adjuntos,
vale a igualdade 〈T (x), y〉 = 〈x, L(y)〉, para quaisquer x, y ∈ H. Além
disso, em [8] é observado que nem todo funtor possui adjunto à direita
ou adjunto à esquerda, mas caso isso ocorra, existe uma unicidade, a
menos de equivalência.

O conceito de ação de um grupo G em uma categoria C é apresentado
no terceiro capítulo, onde definimos também a nova categoria que surge
via esta ação, denotada por CG e chamada categoria equivariantizada por
G (veja [4] e [7]). Alguns resultados deste capítulo não são provados, pois
os mesmos encontram-se feitos com detalhes em [17] e sendo inclusive
alguns deles, resultados principais daquela dissertação. Dessa maneira,
apresentamos apenas as provas dos resultados essenciais para o trabalho.

No último capítulo, apresentamos o resultado principal deste traba-
lho, que é exatamente o exemplo não trivial de adjunção que dissemos
no início. O mesmo encontra-se em ([3], Lemma 2.8 e Proposition
2.9). Mais especificamente, temos uma adjunção dos funtores FY e LY
entre as categorias CG e CGY , em que Y é um objeto simples, GY é um
subgrupo de G denominado subgrupo estável de G. Além disso, neste
capítulo, o grupo G é finito, pois queremos garantir que, para qualquer
objeto simples Y em C, o índice [G : GY ] seja finito.



Capítulo 1

Categorias abelianas

Neste capítulo, apresentamos algumas definições e resultados, além
de estabelecermos as nomenclaturas necessárias para a melhor com-
preensão do trabalho. Começamos com os conceitos fundamentais de
categoria, funtor, transformação natural e terminamos o capítulo de-
finindo uma categoria abeliana k-linear onde damos uma estrutura
adicional de aditividade entre os morfismos em uma categoria. Todos
os resultados e definições aqui apresentados podem ser encontrados
em [12], [15], [16] e [17].

1.1 Categorias

Definição 1.1.1. Uma categoria C consiste de

(i) uma coleção de objetos, denotada por Obj(C),

(ii) para cada par de objetos (X,Y ), X,Y em Obj(C), existe uma cole-
ção de morfismos de X para Y em C, denotada por HomC(X,Y ),

(iii) para cada X em Obj(C), existe um morfismo idX : X → X,
chamado morfismo identidade,

(iv) para quaisquer X,Y, Z em Obj(C) é definida uma operação dada
por

◦ : HomC(Y,Z)×HomC(X,Y ) → HomC(X,Z)
(g, f) 7→ g ◦ f .
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Tal operação é chamada composição e deve satisfazer, para quais-
quer f em HomC(X,Y ), g em HomC(Y, Z) e h em HomC(Z,W ),
as seguintes condições

(I) (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f) e (II) f ◦ idX = f = idY ◦ f .

Por simplicidade, um morfismo f em HomC(X,Y ) será denotado
por f : X → Y ou por X f→ Y Além disso, diremos um objeto em C

ou f um morfismo em C, invés de X em Obj(C) ou f em HomC(X,Y ).
Por abuso de notação, faremos uso do símbolo de pertinência nos casos
X ∈ C e f ∈ HomC(X,Y ), mesmo sabendo que Obj(C) e HomC(X,Y )
não sejam necessariamente conjuntos.

Definição 1.1.2. Seja C uma categoria. Um morfismo f : X → Y
diz-se um isomorfismo, se existe um morfismo g : Y → X tal que
f ◦ g = idY e g ◦ f = idX .

Se existir tal isomorfismo entre os objetos X e Y , então X e Y
dizem-se isomorfos e denotamos tal isomorfismo por X ∼= Y .

Verifica-se facilmente que se X e Y são isomorfos, então o morfismo
g acima é único e o denotamos por g = f−1. Vejamos a seguir alguns
exemplos de categorias.

Exemplo 1.1.3. (Categoria Set) Nesta categoria, os objetos são con-
juntos e os morfismos entre dois conjuntos são as funções entre os
mesmos.

De fato, para cada X ∈ Set, consideramos a função idX : X → X
como sendo o morfismo identidade. A composição de funções é associa-
tiva e assim, Set é uma categoria.

Exemplo 1.1.4. (Categoria Grp) Nesta categoria, os objetos são os
grupos e, dados G,H ∈ Grp,

HomGrp(G,H) = {f : G→ H : f é morfismo de grupos}.

Exemplo 1.1.5. (Categoria Ab) A categoria Ab é a categoria em que
os objetos são grupos abelianos e os morfismos entre os objetos são os
mesmos da categoria acima.

Exemplo 1.1.6. (Categoria Ring) Na categoria Ring, temos que os
objetos são os anéis com unidade e, dados A,B ∈ Ring,

HomRing(A,B) = {f : A→ B : f é morfismo de anéis}.

Podemos considerar também a categoria ring. Neste caso, os objetos
são anéis sem unidade e os morfismos são os mesmos da categoria acima.
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Exemplo 1.1.7. (Categoria RM) Seja R um anel. Nesta categoria, os
objetos são os R-módulos à esquerda e os morfismos são os homomorfis-
mos de módulos à esquerda.

Analogamente, obtemos as categorias MR, Rm e mR, em que as duas
últimas são, respectivamente, as categorias dos R-módulos à esquerda,
à direita finito dimensionais sobre k.

Exemplo 1.1.8. (Categoria V ectk) Seja k um corpo. Os objetos são
os k-espaços vetoriais e, dados V,W ∈ V ectk,

HomV ectk(V,W ) = {T : V →W : T é uma transformação linear}.

Podemos considerar também a categoria vectk, cujos objetos são os
k-espaços vetoriais de dimensão finita e os morfismos são os mesmos da
categoria acima.

Exemplo 1.1.9. (Categoria Oposta) Seja C uma categoria. Definimos
Cop como a categoria cujos objetos são objetos de C e tal que, para
quaisquer objetos X,Y ∈ C, HomCop(X,Y ) = HomC(Y,X). Se f ∈
HomCop(X,Y ) e g ∈ HomCop(Y, Z), então a composição em Cop é dada
por g ◦op f = f ◦ g.

Exemplo 1.1.10. (Categoria Algk) Nesta categoria, os objetos são as
k-álgebras e os morfismos são os morfismos de k-álgebras.

O próximo exemplo é de suma importância e será usado frequente-
mente nos próximos capítulos.

Exemplo 1.1.11. (Categoria produto) Sejam C eD categorias,X,Y, Z ∈
C e X ′, Y ′, Z ′ ∈ D. Então C×D é uma categoria, chamada categoria
produto, em que os objetos são os pares (X,X ′) ∈ C × D e, dados
(X,X ′), (Y, Y ′) ∈ C×D,

HomC×D((X,X ′), (Y, Y ′)) = (HomC(X,Y ),HomD(X ′, Y ′))

Com isso em mente, dados (X,X ′), (Y, Y ′), (Z,Z ′) ∈ C×D, notemos
que é possível definirmos a composição

((g, g′), (f, f ′)) ∈ HomC×D((Y, Y ′), (Z,Z ′))×HomC×D((X,X ′), (Y, Y ′)) =

(HomC(Y, Z),HomD(Y ′, Z ′))× (HomC(X,Y ),HomD(X ′, Y ′))

por
◦((g, g′), (f, f ′)) = (g, g′) ◦ (f, f ′) = (g ◦ f, g′ ◦ f ′),

em que
(g ◦ f, g′ ◦ f ′) ∈ HomC×D((X,X ′), (Z,Z ′)).
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Observação 1.1.12. Com a definição acima, ◦ é claramente associativa
e id(X,X′) = (idX , idX′). De fato,

(f, f ′) ◦ (idX , idX′) = (f ◦ idX , f ′ ◦ idX′) = (f, f ′),

para todo (f, f ′) ∈ (HomC(X,Y ),HomD(X ′, Y ′)) e

(idX , idX′) ◦ (g, g′) = (idX ◦ g, idX′ ◦ g′) = (g, g′),

para todo (g, g′) ∈ (HomC(Z,X),HomD(Z ′, X ′)). Assim, id(X,X′) =
(idX , idX′).

Além disso, se (f, f ′) é um isomorfismo em (HomC(X,Y ),HomD(X ′, Y ′))
então existe (g, g′) ∈ (HomC(Y,X),HomD(Y ′, X ′)) tal que

(f, f ′) ◦ (g, g′) = (idY , idY ′) e (g, g′) ◦ (f, f ′) = (idX , idX′).

Como (f, f ′) ◦ (g, g′) = (f ◦ g, f ′ ◦ g′) e (g, g′) ◦ (f, f ′) = (g ◦ f, g′ ◦ f ′) e
assim, f ◦ g = idY , g ◦ f = idX , f ′ ◦ g′ = idY ′ e g′ ◦ f ′ = idX′ . Logo,
g = f−1 e g′ = f ′−1. Portanto, (f, f ′)−1 = (g, g′) = (f−1, f ′−1).

Definição 1.1.13. Seja C uma categoria. Um objeto Z ∈ C diz-se
objeto zero se, para todo X ∈ C existem únicos morfismos φX : X → Z
e ψX : Z → X, ou seja, HomC(X,Z) = {φX} e HomC(Z,X) = {ψX}.

Proposição 1.1.14. O objeto zero, se existir, é único, a menos de
isomorfismo.

Demonstração. De fato, sejam Z eW objetos zeros em C. Então existem
únicos morfismos φZ : Z →W e ψZ :W → Z e assim, φZ ◦ ψZ = idW ,
pois W é um objeto zero. Analogamente, obtemos que ψZ ◦ φZ = idZ ,
pois Z é um objeto zero. Portanto, Z ∼=W . �

Exemplo 1.1.15. Na categoria Grp, o grupo trivial {e} é o objeto
zero desta categoria.

Exemplo 1.1.16. A categoria Set não possui objeto zero. De fato,
suponhamos por absurdo que Z seja o objeto zero em Set. Se a cardina-
lidade de Z é maior ou igual a 2 então, dado o conjunto {∅}, podemos
definir, pelo menos, duas funções distintas de {∅} para Z e assim, temos
um absurdo. Se Z for unitário então, para qualquer conjunto com
dois elementos, podemos definir duas funções distintas de Z para esse
conjunto e novamente, temos um absurdo.

Definição 1.1.17. Seja C uma categoria com objeto zero Z. Para
quaisquer objetos X,Y ∈ C definimos o morfismo nulo 0XY : X → Y
como sendo o morfismo que comuta o seguinte diagrama
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X Y

Z.

0XY

φX ψY

Definição 1.1.18. Seja f : X → Y um morfismo em C.

(i) Um núcleo de f é um par (Ker(f), k), em que Ker(f) é um objeto
em C e k : Ker(f) → X é um morfismo em C tal que f ◦ k =

0
Ker(f)
Y . Além disso, dados K ′ um objeto em C e k′ : K ′ → X

um morfismo em C tal que f ◦ k′ = 0K
′

Y , então existe um único
morfismo µ : K ′ → Ker(f) em C tal que k ◦ µ = k′.

(ii) Um conúcleo de f é um par (coKer(f), q), em que coKer(f) é
um objeto em C e q : Y → coKer(f) é um morfismo em C tal
que q ◦ f = 0XcoKer(f). Além disso dados Q′ um objeto em C e
q′ : Y → Q′ um morfismo em C tal que q′ ◦ f = 0XQ′ , então existe
um único morfismo γ : coKer(f)→ Q′ tal que γ ◦ q = q′.

Ambas as propriedades acima podem ser vistas via diagrama abaixo

Ker(f) X Y coKer(f)

K ′ Q′.

k

�

f q

q′
γµ

k′
�

A partir de agora, denotamos por 0 tanto o objeto zero quanto o
morfismo nulo.

Exemplo 1.1.19. Na categoria RM, dado um morfismo f : M → N
o núcleo e o conúcleo são dados por (Ker(f), ι), em que Ker(f) =
{x ∈ M : f(x) = 0} e ι é a inclusão canônica, isto é, ι : Ker(f) → X.
O conúcleo de f é o par (coKer(f), π), em que coKer(f) = N/Im(f),
π : N → N/Im(f) é a projeção canônica e Im(f) é a imagem de f .

As próximas definições estendem as noções, no contexto categórico,
que se aproximam dos conceitos de injetividade e sobrejetividade.

Definição 1.1.20. Sejam C uma categoria e f : X → Y um morfismo
em C.

(i) f diz-se um monomorfismo se, para quaisquer morfismos g, h : Z → X
tais que f ◦ g = f ◦ h, então g = h.
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(ii) f diz-se um epimorfismo se, para quaisquer morfismos g, h : Y →W
tais que g ◦ f = h ◦ f , então g = h.

Na categoria Ring, por exemplo, existem epimorfismos que não são
sobrejetores, como podemos ver no próximo exemplo.

Exemplo 1.1.21. Considere a categoria Ring. Então o morfismo
inclusão canônica ι : Z→ Q é um epimorfismo, mas não é sobrejetor.

De fato, sejam R um anel e g, h : Q → R morfismos de anéis tais
que g ◦ ι = h ◦ ι. Seja z ∈ Z. Então

g(z) = g(ι(z)) = (g ◦ ι)(z) = (h ◦ ι)(z) = h(ι(z)) = h(z).

Além disso, para todo 0 6= z ∈ Z, segue que

h(1) = g(1) = g
(z
z

)
= g(z)g

(
1

z

)
= h(z)g

(
1

z

)
.

Assim,

h

(
1

z

)
= h

(
1

z
1

)
= h

(
1

z

)
h(1)

= h

(
1

z

)
h(z)g

(
1

z

)
= h

(
1

z
z

)
g

(
1

z

)
= h(1)g

(
1

z

)
= g(1)g

(
1

z

)
= g

(
1

z

)
.

Logo, para qualquer a
b ∈ Q, temos que

h
(a
b

)
= h(a)h

(
1

b

)
= g(a)g

(
1

b

)
= g

(a
b

)
.

Portanto, g = h. Claramente, ι não é sobrejetor.
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Em ([10], Chapter X, p. 481), há um exemplo onde é apresentado um
monomorfismo que não é injetor, considerando a categoria dos grupos
abelianos divisíveis.

Aqui, surgem algumas perguntas como, por exemplo, os conceitos
de injetividade e monomorfismo coincidem em alguma categoria? A
mesma pergunta vale para epimorfismo e sobrejetividade. A proposição
a seguir responde essas perguntas para a categoria RM.

Proposição 1.1.22. Seja R um anel. Um morfismo f na categoria
RM é monomorfismo (respectivamente epimorfismo) se, e somente se,
f é injetor (respectivamente sobrejetor).

Demonstração. (⇐) Seja f : M → N um morfismo injetor em RM.
Sejam g, h : P → M morfismos em RM tais que f ◦ g = f ◦ h. Assim,
para todo x ∈ P , temos que

f(g(x)) = (f ◦ g)(x) = (f ◦ h)(x) = f(h(x))

e pelo fato de f ser injetor, g(x) = h(x), para todo x ∈ P . Logo, g = h
e f é um monomorfismo.

Agora, suponhamos f : M → N um morfismo sobrejetor em RM.
Sejam g, h : N → W morfismos em RM tais que g ◦ f = h ◦ f . Seja
n ∈ N . Como f é sobrejetor, existe m ∈M tal que n = f(m). Daí,

g(n) = g(f(m)) = (g ◦ f)(m) = (h ◦ f)(m) = h(f(m)) = h(n),

para todo n ∈ N e isso nos dia que g = h e portanto, f é um epimorfismo.
(⇒) Suponhamos que f não seja injetor. Então Ker(f) 6= {0}.

Consideremos a inclusão canônica ι : Ker(f) → M . Então f ◦ ι = 0
(morfismo nulo). Consideremos h : Ker(f) → M o morfismo nulo.
Assim, f ◦ ι = 0 = f ◦ h e naturalmente que ι 6= h, pois ι(Ker(f)) =
Ker(f) 6= {0}.

Suponhamos que f não seja sobrejetor, assim o R-módulo N/Im(f) 6=
{0}. Consideremos a projeção canônica π : N → N/Im(f) e o homomor-
fismo nulo h : N → N/Im(f), isto é, h(n) = 0 + Im(f) = 0. Claramente,
π ◦ f = 0 = h ◦ f , mas π 6= h. Logo, f não é epimorfismo. �

Corolário 1.1.23. Seja R um anel. Na categoria RM todo isomorfismo
é injetor e sobrejetor e reciprocamente.

Demonstração. Não é difícil ver que todo isomorfismo é um mono-
morfismo e um epimorfismo (isso vale para qualquer categoria). Pela
proposição acima, um isomorfismo é injetor e sobrejetor. Por outro
lado, se f :M → N é injetor e sobrejetor em RM, existe f−1 : N →M
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tal que f ◦ f−1 = idN e f−1 ◦ f = idM e isso nos diz que f é um
isomorfismo. �

Lembramos que um subobjeto de X é uma classe de equivalência de
monomorfismos para X.

Dois monomorfismos ι1 : X1 → X e ι2 : X2 → X dizem-se equiva-
lentes, se existe um isomorfismo u : X1 → X2 tal que o diagrama abaixo
comuta

X1 X2

X.

u

ι1 ι2

Se Y é um subobjeto de X, então existe um monomorfismo ι : Y → X.
Finalizamos esta seção com a definição de objeto simples que em-

bora usada apenas no Capítulo 4, achamos apropriado defini-la neste
momento.

Definição 1.1.24. ([15], Definición 2.7.55) Sejam C uma categoria
e S ∈ C que não seja o objeto zero. Então S diz-se simples se todo
subobjeto de S é isomorfo ao objeto zero ou a S.

Exemplo 1.1.25. Consideremos a categoria V ectk. Temos que o objeto
k ∈ V ectk é simples.

1.2 Funtores e transformações naturais
O objetivo desta seção é apresentarmos algumas definições e resulta-

dos acerca de funtores e transformações naturais, que nos serão úteis
para o entendimento de conceitos e resultados apresentados adiante e,
também, bastante utilizados nas demonstrações aqui apresentadas.

Definição 1.2.1. Sejam C e D categorias. Um funtor (covariante)
F : C→ D consiste de duas aplicações

(i) uma aplicação

F : Obj(C) → Obj(D)
X 7→ F (X),

em que cada X ∈ C está associado F (X),

(ii) uma aplicação

F : HomC(X,Y ) → HomD(F (X), F (Y ))
f 7→ F (f)
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tal que, para qualquer f : X → Y um morfismo em C, está
associado F (f).

Além disso, são satisfeitas

(I) F (idX) = idF (X) e (II) F (f ◦ g) = F (f) ◦ F (g).

Vale ressaltarmos aqui, que a palavra “função” dita na definição
acima nos diz apenas uma regra e não uma função no sentido usual da
Teoria de Conjuntos. A seguir segue algumas propriedades e exemplos
de funtores.

Exemplo 1.2.2. (Funtor Identidade) Seja C uma categoria. Definimos
o funtor identidade IdC : C→ C por IdC(X) = X e IdC(f) = f , para
todo X ∈ C e para todo f : X → Y morfismo em C.

Exemplo 1.2.3. (Funtor Esquecimento) Seja F : Ring → Ab dado por
F (A) = A e F (f) = f , para todo A ∈ Ring e qualquer f : A → B
morfismo em Ring. Este funtor F é chamado funtor esquecimento, pois
em F (A) = A é esquecida a estrutura de anéis e é considerada apenas
sua estrutura de grupo abeliano. Em F (f) = f é esquecida a estrutura
de morfismo de anéis e é considerada apenas f como morfismo de grupos
(abelianos).

Um outro exemplo útil de funtor esquecimento é F : Ab→ Grp.

Para alguns dos seguintes exemplos, consideremos C uma categoria lo-
calmente pequena, isto é, para quaisquer objetosX,Y em C, HomC(X,Y )
é um conjunto. Tal definição e inclusive o próximo exemplo podem ser
encontrados em ([8], ps. 179 e 180).

Exemplo 1.2.4. Sejam C uma categoria localmente pequena e X
um objeto fixo em C. Definimos LX : C → Set dado por LX(Y ) =
HomC(X,Y ), para todo Y ∈ C. Além disso, dado um morfismo f : Y →
Z em C definimos

LX(f) : HomC(X,Y ) → HomC(X,Z)
g 7→ f ◦ g ,

para todo morfismo g : X → Y em C. De fato, LX é um funtor.
Verifiquemos que, para todo Y ∈ C, LX(idY ) = idLX(Y ) = idHomC(X,Y ).

Temos que LX(idY ) : HomC(X,Y )→ HomC(X,Y ) e portanto, para
todo g ∈ HomC(X,Y ), segue que

LX(idY )(g) = idY ◦ g = g = idHomC(X,Y )(g).

Logo, LX(idY ) = idHomC(X,Y ) = idLX(Y ).
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Finalmente provemos que LX(f ◦ g) = LX(f) ◦ LX(g), para todo
g ∈ HomC(Y,Z) e f ∈ HomC(Z,W ). Seja h ∈ HomC(X,Y ). Então

LX(f ◦ g)(h) = (f ◦ g) ◦ h
= f ◦ (g ◦ h)
= LX(f)(g ◦ h)
= LX(f)(LX(g)(h))

= (LX(f) ◦ LX(g))(h)

e portanto, LX(f ◦ g) = LX(f) ◦ LX(g).

Vejamos um caso particular do exemplo acima.

Exemplo 1.2.5. Sejam R um anel e M ∈ RM fixado. Definimos o
funtor

Hom
RM(M,−) :R M→ Ab

por Hom
RM(M,−)(N) = Hom

RM(M,N), para qualquer R-módulo à
esquerda N . Além disso, dado um morfismo f : P → N temos que

Hom
RM(M,f) : Hom

RM(M,P ) → Hom
RM(M,N)

g 7→ f ◦ g.

Exemplo 1.2.6. Sejam C,C′,D,D′ categorias, f : X → Y e g : Y → Z
morfismos em C, f ′ : X ′ → Y ′ e g′ : Y ′ → Z ′ morfismos em D. Assim,
dados F : C→ C′ e G : D→ D′ dois funtores, definimos o funtor

F ×G : C×D→ C′ ×D′

por (F ×G)(X,X ′) = (F (X), G(X ′)) e (F ×G)(f, f ′) = (F (f), G(f ′)).
Logo,

(F ×G)
(
id(X,X′)

) (1)
= (F ×G)(idX , idX′)
= (F (idX), G(idX′)

=
(
idF (X), idG(X′)

)
(2)
= id(F (X),G(X′))

= id(F×G)(X,X′),

em que nas igualdades (1) e (2) usamos a Observação 1.1.12. Finalmente,

(F ×G)((g, g′) ◦ (f, f ′)) (3)
= (F ×G)(g ◦ f, g′ ◦ f ′)
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= (F (g ◦ f), G(g′ ◦ f ′))
= (F (g) ◦ F (f), G(g′) ◦G(f ′))
(4)
= (F (g), G(g′)) ◦ (F (f), G(f ′))
= (F ×G)(g, g′) ◦ (F ×G)(f, f ′),

em que nas igualdades (3) e (4) usamos a composição do Exemplo 1.1.11.
Portanto, F ×G é um funtor.

Exemplo 1.2.7. Sejam C uma categoria e X ∈ C um objeto fixado.
Definimos

X × IdC : C→ C× C

por (X × IdC)(Y ) = (X,Y ) e (X × IdC)(f) = (idX , f), para qualquer
Y ∈ C e qualquer morfismo f em C. De fato, X × IdC é um funtor pois,
para todo Y ∈ C,

(X × IdC)(idY ) = (idX , idY )

(∗)
= id(X,Y )

= id(X×IdC)(Y ),

em que na igualdade (∗) usamos a Observação 1.1.12. Além disso, para
quaisquer morfismos f : Y → Z e g : Z →W em C, segue que

(X × IdC)(g ◦ f) = (idX , g ◦ f)
= (idX ◦ idX , g ◦ f)
= (idX , g) ◦ (idX , f)
= (X × IdC)(g) ◦ (X × IdC)(f).

Analogamente, podemos definir o funtor IdC ×X, em que X ∈ C é
um objeto fixado.

Podemos generalizar o exemplo anterior, via o exemplo abaixo, que
será de grande ajuda para definirmos funtores adjuntos no Capítulo 2.

Exemplo 1.2.8. Seja C uma categoria localmente pequena. Definimos

HomC(−,−) : Cop × C→ Set

da seguinte forma

(a) para cada par de objetos (X ′, X) ∈ Cop×C, temosHomC(−,−)(X ′, X) =
HomC(X

′, X),
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(b) para cada par de morfismos (f ′, f) ∈ (HomCop(X
′, Y ′),HomC(X,Y )) =

HomCop×C((X
′, X), (Y ′, Y )),

HomC(−,−)(f ′, f) = HomC(f
′, f) : HomC(X

′, X) → HomC(Y
′, Y )

α 7→ f ◦ α ◦ f ′.

Verifiquemos que HomC(−,−) é um funtor. Mostremos que, para
todo par (X ′, X) ∈ Cop×C, HomC(−,−)

(
id(X′,X)

)
= idHomC(−,−)(X′,X).

Temos que HomC(−,−)
(
id(X′,X)

)
: HomC(X

′, X)→ HomC(X
′, X)

e portanto, para todo α ∈ HomC(X
′, X), segue que(

HomC(−,−)
(
id(X′,X)

))
(α) = (HomC(−,−) (idX′ , idX)) (α)

= HomC (idX′ , idX) (α)

= idX ◦ α ◦ idX′
= α

= idHomC(X′,X)(α)

= idHomC(−,−)(X′,X)(α).

Logo, HomC(−,−)
(
id(X′,X)

)
= idHomC(−,−)(X′,X). Finalmente prove-

mos que

HomC(−,−) ((f ′, f) ◦ (g′, g)) = HomC(−,−)(f ′, f)◦HomC(−,−)(g′, g)

para quaisquer morfismos f ′ ∈ HomCop(Y
′, Z ′) e g′ ∈ HomCop(X

′, Y ′)
e quaisquer morfismos f ∈ HomC(Y,Z) e g ∈ HomC(X,Y ). Temos que

f ′ ◦op g′ : X ′ → Z ′ e f ◦ g : X → Z

e portanto,

HomC(f
′ ◦op g′, f ◦ g) : HomC(X

′, X)→ HomC(Z
′, Z).

Seja α ∈ HomC(X
′, X). Então

HomC(f
′ ◦op g′, f ◦ g)(α) = f ◦ g ◦ α ◦ f ′ ◦op g′

= f ◦ g ◦ α ◦ g′ ◦ f ′

= HomC(f
′, f)(g ◦ α ◦ g′)

= HomC(f
′, f)(HomC(g

′, g)(α))

= (HomC(f
′, f) ◦HomC(g

′, g))(α)

= (HomC(−,−)(f ′, f) ◦HomC(−,−)(g′, g))(α).
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Nos próximos dois resultados veremos que dado um funtor F : C→ D,
se f é um isomorfismo em C, então F (f) é um isomorfismo em D e,
além disso, a composição de funtores (quando possível) é um funtor.
Este resultado será muito utilizado ao longo deste trabalho.

Proposição 1.2.9. Sejam F : C → D um funtor e f : X → Y um
isomorfismo em C. Então F (f) é um isomorfismo em D e F (f)−1 =
F
(
f−1

)
.

Demonstração. Como f é um isomorfismo, existe um morfismo f−1 :
Y → X em C tal que f ◦ f−1 = idY e f−1 ◦ f = idX . Deste modo,

idF (X) = F (idX) = F
(
f−1 ◦ f

)
= F

(
f−1

)
◦ F (f).

Por outro lado,

idF (Y ) = F (idY ) = F
(
f ◦ f−1

)
= F (f) ◦ F

(
f−1

)
.

Por conseguinte, F (f) é um isomorfismo em D com F (f)−1 = F
(
f−1

)
.

�

A proposição acima nos diz F (X) ∼= F (Y ), sempre que f : X → Y
for um isomorfismo e F for um funtor.

Proposição 1.2.10. Sejam F : C→ D e G : D→ E funtores. Então
G ◦ F : C→ E é um funtor.

Demonstração. Observemos que, para todo X ∈ C

(G ◦ F )(idX) = G(F (idX))

= G
(
idF (X)

)
= idG(F (X))

= id(G◦F )(X).

Para quaisquer morfismos f : X → Y e g : Y → Z em C, temos

(G ◦ F )(g ◦ f) = G(F (g ◦ f))
= G(F (g) ◦ F (f))
= G(F (g)) ◦G(F (f))
= (G ◦ F )(g) ◦ (G ◦ F )(f).

Logo, G ◦ F é um funtor. �
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Embora neste trabalho usamos apenas funtores covariantes, vale
comentar que existe o funtor contravariante, o qual definimos a seguir.

Definição 1.2.11. Um funtor F : C → D diz-se contravariante se
satisfaz

(i) os itens (i) e (ii) da Definição 1.2.1,

(ii) F (idX) = idF (X),

(iii) F (g ◦ f) = F (f) ◦ F (g).

O próximo exemplo é análogo ao Exemplo 1.2.5, porém o funtor é
contravariante.

Exemplo 1.2.12. Sejam R um anel e N ∈ RM fixado. Definimos o
funtor

Hom
RM(−, N) :R M→ Ab

por Hom
RM(−, N)(M) = Hom

RM(M,N), para qualquer R-módulo à
esquerda M . Dado um morfismo f : P →M , definimos

Hom
RM(f,N) : Hom

RM(M,N) → Hom
RM(P,N)

g 7→ g ◦ f .

Tal funtor é contravariante. De fato, verifiquemos queHom
RM(−, N)(idM ) =

idHom
RM(−,N)(M), para todo M ∈ RM.

Temos que Hom
RM(−, N)(idM ) : Hom

RM(M,N)→ Hom
RM(M,N)

e portanto, para todo g ∈ Hom
RM(M,N), segue que

(Hom
RM(−, N)(idM ))(g) = Hom

RM(idM , N)(g)

= g ◦ idM
= g = idHom

RM(M,N)(g)

= idHom
RM(−,N)(M)(g)

e portanto, Hom
RM(−, N)(idM ) = idHom

RM(−,N)(M). Agora, mostre-
mos que Hom

RM(−, N)(f ◦h) = Hom
RM(−, N)(h) ◦Hom

RM(−, N)(f),
para h ∈ Hom

RM(P,Q) e f ∈ Hom
RM(Q,M). Temos que

Hom
RM(−, N)(f ◦ h) : Hom

RM(M,N)→ Hom
RM(P,N).

Seja g ∈ Hom
RM(M,N). Então

(Hom
RM(−, N)(f ◦ h))(g) = Hom

RM(f ◦ h,N)(g)
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= g ◦ (f ◦ h)
= (g ◦ f) ◦ h
= Hom

RM(h,N)(g ◦ f)
= Hom

RM(h,N)(Hom
RM(f,N)(g))

= (Hom
RM(h,N) ◦Hom

RM(f,N))(g)

= (Hom
RM(−, N)(h) ◦Hom

RM(−, N)(f))(g).

Logo, Hom
RM(−, N)(f ◦ h) = Hom

RM(−, N)(h) ◦Hom
RM(−, N)(f).

Na próxima definição associamos um funtor a outro, isto se dá
através das chamadas transformações naturais.

Definição 1.2.13. Sejam F,G funtores, F,G : C→ D. Uma transfor-
mação natural µ : F → G é uma coleção de morfismos

{µX : F (X)→ G(X)}X∈C

em D tal que o diagrama abaixo comuta

F (X) G(X)

F (Y ) G(Y ),

µX

F (f) G(f)

µY

isto é, G(f) ◦ µX = µY ◦ F (f), para qualquer morfismo f : X → Y em
C.

Se µX : F (X)→ G(X) é um isomorfismo para todo X ∈ C, µ diz-se
um isomorfismo natural. Neste caso, dizemos que os funtores F e G são
equivalentes e denotamos F ∼ G.

Exemplo 1.2.14. Seja F : C→ D um funtor. Observemos que sempre
existe a transformação natural identidade ID : F → F definida pela
coleção de morfismos {IDX = idF (X) : F (X) → F (X)}X∈C. Além
disso, notemos que ID é um isomorfismo natural, pois IDX é um
isomorfismo, para todo X ∈ C.

No exemplo a seguir definimos dois funtores que serão úteis para
exibir um exemplo de adjunção no Capítulo 2.

Exemplo 1.2.15. Consideremos o funtor esquecimento J : Ab→ Grp.
Definimos U : Grp → Ab por U(H) = H/[H,H], é conhecido que tal
grupo quociente é abeliano. Seja f : G → H um morfismo de grupos.
Então
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U(f) : G/[G,G] → H/[H,H]

x[G,G] 7→ f(x)[H,H].

Observamos que U(f) está bem definido, pois dados x, y ∈ G tais
que x[G,G] = y[G,G], então x−1y ∈ [G,G]. Daí,

x−1y =

n∏
i=1

aibia
−1
i b−1i , em que ai, bi ∈ G, para i ∈ {1, 2, · · · , n}.

Assim,

f(x)−1f(y) = f(x−1y)

= f

(
n∏
i=1

aibia
−1
i b−1i

)

=

n∏
i=1

f(ai)f(bi)f(ai)
−1f(bi)

−1,

ou seja, f(x)−1f(y) ∈ [H,H]. Logo, f(x)[H,H] = f(y)[H,H].
Mostremos que U é um funtor. Sejam H um grupo e x ∈ H. Então

U(idH)(x[H,H]) = idH(x)[H,H]

= x[H,H]

= idH/[H,H](x[H,H])

= idU(H) (x[H,H]) .

Logo, U(idH) = idU(H). Sejam f : G→ H e h : H →W morfismos
de grupos. Então

U(h ◦ f)(x[G,G]) = (h ◦ f)(x)[W,W ]

= h(f(x))[W,W ]

= U(h)(f(x)[H,H])

= U(h)(U(f)(x[G,G]))

= (U(h) ◦ U(f))(x[G,G]),

para todo x ∈ G. Logo, U(h ◦ f) = U(h) ◦ U(f).
Observemos ainda, que a coleção de morfismos projeção dados por,

P = {PG : G→ G/[G,G] : G ∈ Grp} ,
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é uma transformação natural entre os funtores IdGrp e J ◦ U . De fato,
seja f : G → H um morfismo em Grp. Então o diagrama a seguir
comuta

G (J ◦ U)(G) = G/[G,G]

H (J ◦ U)(H) = H/[H,H],

PG

f (J◦U)(f)

PH

pois dado x ∈ G, segue que

(PH ◦ f) (x) = PH(f(x))

= f(x)[H,H]

= U(f)(x[G,G])

= J(U(f))(x[G,G])

= (J ◦ U)(f)(x[G,G])

= (J ◦ U)(f) (PG(x))

= ((J ◦ U)(f) ◦ PG)(x).

Portanto, P é uma transformação natural.

A seguir observemos o seguinte fato geral sobre transformação natural
que nos será útil no Capítulo 2.

Observação 1.2.16. Sejam F,G : C → D funtores. Se η : F → G
é um isomorfismo natural, isto é, {ηX : F (X) → G(X)}X∈C é uma
coleção de isomorfismos em D, então η−1 : G → F dada pela coleção
{η−1X : G(X) → F (X)}X∈C de isomorfismos em D, ou seja, η−1 é um
isomorfismo natural.

De fato, η−1X : G(X) → F (X) é um isomorfismo em D, para todo
X ∈ C. Mostremos que η−1 é uma transformação natural. Temos, para
todo morfismo f : X → Y , o diagrama

G(X) F (X)

G(Y ) F (Y )

η−1
X

G(f) F (f)

η−1
Y

(1.1)
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comuta, pois o diagrama abaixo

F (X) G(X)

F (Y ) G(Y )

ηX

F (f) G(f)

ηY

comuta, uma vez que η é uma transformação natural. Assim,

G(f) ◦ ηX = ηY ◦ F (f),

o que implica
η−1Y ◦G(f) = F (f) ◦ η−1X

e essa é a comutatividade do diagrama (1.1).

Definição 1.2.17. Duas categorias C e D são equivalentes se existem
funtores F : C→ D e G : D→ C tais que F ◦G ∼ IdD e G ◦ F ∼ IdC.
Além disso, C e D são isomorfas se F ◦G = IdD e G ◦ F = IdC.

Se C e D são isomorfas, obviamente são equivalentes. A definição de
equivalência entre categorias é um resultado importante e interessante
na literatura. O resultado a seguir é uma aplicação da definição acima.

Proposição 1.2.18. Seja F : C→ D uma equivalência de categorias.
Então f : X → Y é um monomorfismo (epimorfismo) em C se, e
somente se, F (f) é um monomorfismo (epimorfismo) em D.

Demonstração. Como F : C → D é uma equivalência de categorias,
existe um funtor G : D→ C tal que F ◦G ∼ IdD e G ◦ F ∼ IdC.

Dessa maneira, existem µ : IdC → G ◦ F e γ : F ◦ G → IdD
isomorfismos naturais. Mostremos que f : X → Y é um monomorfismo
em C se, e somente se, F (f) é um monomorfismo em D.

Sabemos F (f) : F (X)→ F (Y ) e sejam g, h : Z → F (X) morfismos
em D tais que F (f) ◦ g = F (f) ◦ h. Logo,

G(F (f) ◦ g) = G(F (f) ◦ h),

ou seja,
(G ◦ F )(f) ◦G(g) = (G ◦ F )(f) ◦G(h). (1.2)
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Temos a comutatividade do diagrama

X (G ◦ F )(X)

Y (G ◦ F )(Y ),

µX

f (G◦F )(f)

µY

pela naturalidade de µ, ou seja, µY ◦ f = (G ◦F )(f) ◦ µX e isso implica
que

(G ◦ F )(f) = µY ◦ f ◦ µ−1X , (1.3)

pois µ é um isomorfismo natural. Substituindo (1.3) em (1.2), temos

µY ◦ f ◦ µ−1X ◦G(g) = µY ◦ f ◦ µ−1X ◦G(h)

e como µY é um isomorfismo, segue que

f ◦ µ−1X ◦G(g) = f ◦ µ−1X ◦G(h).

Por hipótese, f é um monomorfismo e assim, µ−1X ◦G(g) = µ−1X ◦G(h).
Sendo µX um isomorfismo segue que G(g) = G(h).

Por outro lado, como o diagrama comuta

(F ◦G)(Z) Z

(F ◦G)(F (X)) F (X),

γZ

(F◦G)(g) (F◦G)(h) g h

γF (X)

segue que γF (X) ◦ (F ◦ G)(g) = g ◦ γZ e como γZ é um isomorfismo,
temos que

g = γF (X) ◦ (F ◦G)(g) ◦ γ−1Z
= γF (X) ◦ (F (G(g)) ◦ γ−1Z
(∗)
= γF (X) ◦ (F (G(h)) ◦ γ−1Z
= γF (X) ◦ (F ◦G)(h) ◦ γ−1Z
= h,

em que na igualdade (∗) usamos que G(g) = G(h). Portanto, g = h e
isso nos diz que F (f) é um monomorfismo.
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Agora, por hipótese, suponhamos que F (f) é um monomorfismo em
D. Sejam g, h : Z → X morfismos em C tais que f ◦ g = f ◦ h. Assim,

F (f ◦ g) = F (f ◦ h),

ou seja,
F (f) ◦ F (g) = F (f) ◦ F (h)

mas, por hipótese, F (f) é um monomorfismo e daí, F (g) = F (h). Assim,
(G ◦ F )(g) = (G ◦ F )(h).

Como o diagrama abaixo comuta

Z (G ◦ F )(Z)

X (G ◦ F )(X),

µZ

g h (G◦F )(g) (G◦F )(h)

µX

segue que (G ◦ F )(g) ◦ µZ = µX ◦ g, ou seja,

g = µ−1X ◦ (G ◦ F )(g) ◦ µZ = µ−1X ◦ (G ◦ F )(h) ◦ µZ = h.

Portanto, g = h e isso nos diz que f é um monomorfismo.
Analogamente, mostra-se que f : X → Y é um epimorfismo em C

se, e somente se, F (f) é um epimorfismo em D. �

O próximo resultado nos diz que a composição de duas transforma-
ções naturais, quando possível, ainda é uma transformação natural.

Proposição 1.2.19. Sejam C e D categorias, F,G,H : C→ D funtores
e µ : F → G e λ : G → H transformações naturais. A composição
λ ◦ µ : F → H dada pela coleção {(λ ◦ µ)X : F (X) → H(X)}X∈C de
morfismos em D, em que (λ ◦ µ)X = λX ◦ µX é uma transformação
natural.

Demonstração. De fato, para qualquer morfismo f : X → Y em C, o
diagrama comuta

F (X) H(X)

F (Y ) H(Y ).

(λ◦µ)X

F (f) H(f)

(λ◦µ)Y
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De fato,

(λ ◦ µ)Y ◦ F (f) = (λY ◦ µY ) ◦ F (f)
= λY ◦ (µY ◦ F (f))
(∗)
= λY ◦ (G(f) ◦ µX)

= (λY ◦G(f)) ◦ µX
(∗∗)
= (H(f) ◦ λX) ◦ µX
= H(f) ◦ (λX ◦ µX)

= H(f) ◦ (λ ◦ µ)X ,

em que as igualdade (∗) e (∗∗) seguem da naturalidade de µ e λ,
respectivamente. Tal composição é chamada composição vertical. �

1.3 Categorias k-lineares
Nesta seção, o objetivo é estudarmos sobre categorias com uma

estrutura adicional entre os morfismos, a aditividade entre os mesmos.
Tal seção é finalizada com a definição de categorias abelianas que são
as categorias consideradas neste trabalho.

Definição 1.3.1. Uma categoria C diz-se pré-aditiva se

(i) C possui objeto zero,

(ii) para quaisquer objetos X,Y ∈ C, HomC(X,Y ) é um grupo abeli-
ano,

(iii) a composição de morfismos é bilinear, isto é, para quaisquer
morfismos f, f ′ : X → Y e g, g′ : Y → Z valem

g ◦ (f + f ′) = g ◦ f + g ◦ f ′

(g + g′) ◦ f = g ◦ f + g′ ◦ f.

Seja C uma categoria pré-aditiva e dados X,Y ∈ C, uma soma direta
de X e Y é uma quíntupla (X ⊕ Y, πX , πY , ιX , ιY ), em que X ⊕ Y é
um objeto em C, πX : X ⊕ Y → X, πY : X ⊕ Y → Y , ιX : X → X ⊕ Y
e ιY : Y → X ⊕ Y são morfismos em C que satisfazem as seguintes
igualdades

πX ◦ ιX = idX e πY ◦ ιY = idY , (1.4)

ιX ◦ πX + ιY ◦ πY = idX⊕Y . (1.5)
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Os morfismos πX e πY são chamados projeções e os morfismos ιX e
ιY chamamos inclusões. Além disso, tais morfismos satisfazem

πX ◦ ιY = 0 e πY ◦ ιX = 0, (1.6)

veja ([17], Observação 3.7). Lembremos que a soma direta de dois
objetos quaisquer é única, a menos de isomorfismo.

Exemplo 1.3.2. Consideremos a categoria RM e sejam M e N R-
módulos. Então a quíntupla (M ⊕N, πM , πN , ιM , ιN ) é a soma direta
de M e N , onde πM e πN são as projeções canônicas e ιM e ιN são as
inclusões canônicas.

Definição 1.3.3. Uma categoria C diz-se aditiva se

(i) C é pré-aditiva,

(ii) para quaisquer X,Y ∈ C, existe a soma direta (X⊕Y, πX , πY , ιX , ιY )
de X e Y .

Exemplo 1.3.4. A categoria RM é aditiva. Basta considerarmos o
módulo trivial {e} como sendo o objeto zero nessa categoria e a soma
direta de módulos sempre existe para quaisquer dois R-módulos.

Definição 1.3.5. Uma categoria C diz-se abeliana se

(i) C é aditiva,

(ii) todo morfismo em C possui um núcleo e um conúcleo,

(iii) todo monomorfismo é um núcleo e todo epimorfismo é um conúcleo.

Exemplo 1.3.6. Seja R um anel. A categoria RM é abeliana. De
fato, pelo Exemplo 1.3.4 a mesma é aditiva e pelo Exemplo 1.1.19 todo
morfismo em RM possui núcleo e conúcleo. Assim, resta-nos mostrar o
item (iii) da definição acima.

Lembremos da Proposição 1.1.22 que em RM monomorfismos (epi-
morfismos) são injetores (sobrejetores) e reciprocamente.

Seja f : M → N um monomorfismo. Mostremos que (M,f) é
um núcleo do morfismo p : N → N/Im(f) (projeção canônica). De
fato, p ◦ f = 0. Pelo fato de f ser um monomorfismo, temos que
f : M → Im(f) é um isomorfismo, ou seja, existe f−1 : Im(f) → M .
Seja (K, k) em que K é um R-módulo e k : K → N um morfismo em
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RM tal que p ◦ k = 0. Claramente, Im(k) ⊂ Ker(p) (∗)
= Im(f) e assim,

k : K → Im(f). Tal situação é expressa pelo diagrama abaixo

M Im(f) N N/Im(f)

K,

f

k

ι

k

p

ι é a inclusão canônica e a igualdade (∗) acima segue da exatidão da
sequência exata curta

0 M N N/Im(f) 0.
f p

Definimos u = f−1 ◦ k (que é claramente um morfismo em RM) e
verifica-se que f ◦ u = f ◦ (f−1 ◦ k) = k. Portanto, (M,f) é um núcleo
de p.

Seja g : L → W um epimorfismo. Mostremos que (W, g) é um
conúcleo do morfismo ι : Ker(g) → L (inclusão canônica). De fato,
g ◦ ι = 0. Seja (Q, q) em que Q é um R-módulo e q : L → Q um
morfismo em RM tal que q ◦ ι = 0. Por hipótese, g é um epimorfismo e
assim, para todo w ∈W , existe l ∈ L tal que w = g(l). Assim, podemos
definir h :W → Q por h(w) = h(g(l)) = q(l). Em termos de diagrama
temos

Ker(g) L W

Q.

ι g

q
h

Verifiquemos que h está bem definida. Suponhamos l, l′ ∈ L tais
que g(l) = g(l′) o que implica g(l − l′) = 0. Logo l − l′ ∈ Ker(g) e daí,
l− l′ = ι(l− l′). Portanto, q(l− l′) = q(ι(l− l′)) = (q ◦ ι)(l− l′) = 0, ou
seja, q(l) = q(l′).

Claramente, h comuta o diagrama acima, (h ◦ g)(l) = h(g(l)) = q(l),
para todo l ∈ L. Logo, g ◦ h = q.

Finalmente, mostremos que h é um morfismo em RM. Sejam w,w′ ∈
W e r ∈ R. Então w = g(l) e w′ = g(l′), para alguns l, l′ ∈ L e

h(rw + w′) = h(rg(l) + g(l′)) = h(g(rl + l′))

= q(rl + l′)
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= rq(l) + q(l′)

= rh(w) + h(w′).

Da mesma forma, obtemos que MR, Rm e mR são categorias abelia-
nas.

Exemplo 1.3.7. A categoria Ab dos grupos abelianos é uma categoria
abeliana.

Exemplo 1.3.8. Se as categorias C e D são abelianas, então as ca-
tegorias do Exemplo 1.1.9 e do Exemplo 1.1.11, a saber Cop e C ×D,
respectivamente, são abelianas.

Definição 1.3.9. Seja k um corpo. Uma categoria abeliana C diz-se k-
linear se, para quaisquer objetos X,Y ∈ C, HomC(X,Y ) é um k-espaço
vetorial e a composição de morfismo é k-bilinear, isto é, satisfaz (iii) da
Definição 1.3.1 e α(f + f ′) = αf + αf ′, para quaisquer f, f ′ : X → Y
morfismos em C e α ∈ k.

Exemplo 1.3.10. A categoria V ectk é uma categoria k-linear pois,
para quaisquer V,W ∈ V ectk, HomV ectk(V,W ) é um k-espaço vetorial.

Com os resultados apresentados até o momento, podemos definir
funtor aditivo, o qual será muito utilizado nos capítulos seguintes.

Definição 1.3.11. Sejam C e D categorias pré-aditivas. Um funtor
F : C→ D diz-se aditivo se, para todo par de objetos X,Y ∈ C, satisfaz
a seguinte igualdade

F (f + g) = F (f) + F (g),

para quaisquer f, g : X → Y morfismos em C.

Definição 1.3.12. Sejam C, D categorias k-lineares. Um funtor F :
C→ D diz-se k-linear se

(i) F é aditivo,

(ii) F (αf) = αF (f), para todo morfismo f ∈ C e para todo α ∈ k.

Exemplo 1.3.13. Consideremos a aplicação F : V ectk → V ectk defi-
nido por F (V ) = V ∗∗, em que V ∗∗ = {T : V ∗ → k : T é k-linear}

F (f) : V ∗∗ → W ∗∗

T 7→ F (f)(T ) : W ∗ → k
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dado por F (f)(T ) = T ◦ f∗, em que f : V → W e f∗ : W ∗ → V ∗

é definida por f∗(h) = h ◦ f , para todo h ∈ W ∗. Observamos que
(idV )

∗
= idV ∗ , pois (idV )

∗
(h) = h ◦ idV = h, para todo h ∈ V ∗.

Também, (f ◦ g)∗ = g∗ ◦ f∗, para quaisquer morfismos f : U → W e
g : V → U . De fato, para todo h ∈W ∗, temos

(f ◦ g)∗(h) = h ◦ (f ◦ g)
= (h ◦ f) ◦ g
= g∗(h ◦ f)
= g∗(f∗(h))

= (g∗ ◦ f∗)(h).

Mostremos que F definido acima é um funtor k-linear. Verifiquemos
que F é um funtor. De fato, para quaisquer V ∈ V ectk e T ∈ V ∗∗

temos que

F (idV )(T ) = T ◦ (idV )∗

= T ◦ idV ∗
= T

= idV ∗∗(T )

= idF (V )(T ).

Logo, F (idV ) = idF (V ). Além disso, para quaisquer morfismos f : U →
W e g : V → U em V ectk, segue que

F (f ◦ g)(T ) = T ◦ (f ◦ g)∗

= T ◦ (g∗ ◦ f∗)
= (T ◦ g∗) ◦ f∗

= F (f)(T ◦ g∗)
= F (f)(F (g)(T ))

= (F (f) ◦ F (g))(T ).

Logo, F (f ◦ g) = F (f) ◦ F (g).
Finalmente mostremos que F é k-linear. Notemos que, para quais-

quer f, g ∈ HomV ectk(V,W ) e α ∈ k, temos

((αf + g)∗(h))(v) = (h ◦ (αf + g))(v)

= h((αf + g)(v))

= h(αf(v) + g(v))
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= h((αf)(v)) + h(g(v))

= αh(f(v)) + h(g(v))

= αf∗(h)(v) + g∗(h)(v)

= (αf∗(h) + g∗(h))(v)

= ((αf∗ + g∗)(h))(v),

para quaisquer h ∈W ∗ e v ∈ V . Logo,

(αf + g)∗ = αf∗ + g∗. (1.7)

Além disso,

F (αf + g) = (αf + g)∗∗

= ((αf + g)∗)∗

(1.7)
= (αf∗ + g∗)∗

(1.7)
= αf∗∗ + g∗∗

= αF (f) + F (g).

Terminamos este capítulo relembrando o conceito de produto, pois
queremos enunciar (sem provar) a Proposição 1.3.15 que auxilia na
prova do Teorema 2.5.

Sejam C uma categoria e X,Y ∈ C. Um produto de X e Y é
uma tripla (P, pX , pY ), em que P ∈ C, pX : P → X e pY : P → Y
são morfismos em C. Além disso, se existirem outro objeto Q ∈ C e
morfismos qX : Q → X e qY : P → Y em C então existe um único
morfismo φ : Q → P tal que pX ◦ φ = qX e pY ◦ φ = qY , ou seja, o
seguinte diagrama comuta

X

Q P

Y.

φ

qX

qY

pX

pY

Analogamente, é definido um coproduto para quaisquer dois objetos
em C.
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É conhecido que numa categoria pré-aditiva C, existe produto de X
e Y se, e somente se, existe soma direta de X e Y , em que X e Y são
objetos em C. Tal resultado pode ser encontrado em ([12], Theorem
2, p. 190) ou ([17], Proposição 3.10). Em particular, numa categoria
aditiva sempre existe produto de dois objetos quaisquer.

Definição 1.3.14. Sejam C e D categorias aditivas e (P, pX , pY ) um
produto de X e Y , para quaisquer X,Y ∈ C. Um funtor F : C → D

diz-se preservar produto se (F (P ), F (pX), F (pY )) é também um produto
de F (X) e F (Y ).

Proposição 1.3.15. ([17], Proposição 3.19) Sejam C e D categorias
aditivas, F : C → D um funtor e X,Y ∈ C. Então F é aditivo se, e
somente se, F preserva produto.

A proposição acima está enunciada de forma mais completa (envol-
vendo também soma direta e coproduto) em [17]. Entretanto, para o
nosso trabalho basta considerarmos apenas o produto.
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Capítulo 2

Adjunção

Neste capítulo, definimos adjunção entre duas categorias e provamos
um resultado (Teorema 2.2) que usamos para mostrar o teorema princi-
pal deste trabalho. Os funtores apresentados aqui são composições dos
funtores dados nos exemplos 1.2.6 e 1.2.8. Este capítulo é embasado
em [2], [8], [15] e [17]. Para o desenvolvimento deste capítulo vamos
considerar categorias pré-aditivas.

Definição 2.1. Sejam C e D categorias. Uma adjunção de C a D é
uma tripla (F,G, φ), em que F : C→ D e G : D→ C são funtores e

{φX,Y : HomD(F (X), Y )→ HomC(X,G(Y ))}X∈C,Y ∈D

é uma família de isomorfismos.

Na definição acima, estamos usando os funtores

HomD(−,−) ◦ (F × IdD) : Cop ×D→ Dop ×D→ Set

e
HomC(−,−) ◦ (IdCop ×G) : Cop ×D→ Cop × C→ Set

tais que, para qualquer par (f, g) ∈ (HomCop(X,U),HomD(Y, V )) =
(HomC(U,X),HomD(Y, V )), temos

(HomD(−,−) ◦ (F × IdD))(f, g) = HomD(F (f), g),

em que

HomD(F (f), g) : HomD(F (X), Y ) → HomD(F (U), V )

α 7→ g ◦ α ◦ F (f)
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e
(HomC(−,−) ◦ (IdCop ×G))(f, g) = HomC(f,G(g)),

em que

HomC(f,G(g)) : HomC(X,G(Y )) → HomC(U,G(V ))

β 7→ G(g) ◦ β ◦ f.

Assim,

φ : HomD(−,−) ◦ (F × IdD)→ HomC(−,−) ◦ (IdCop ×G) (2.1)

é um isomorfismo natural e sua naturalidade é expressa pela comutati-
vidade do diagrama

HomD(F (X), Y ) HomC(X,G(Y ))

HomD(F (U), V ) HomC(U,G(V )).

φX,Y

HomD(F (f),g) HomC(f,G(g))

φU,V

Na tripla (F,G, φ) o funtor F é chamado adjunto à esquerda de G e
o funtor G é chamado adjunto à direita de F .

O próximo resultado encontra-se em [2], [15] e [17], sendo que neste
último está provado com detalhes. Porém, o mesmo é importante para
este trabalho e portanto, apresentamos a prova aqui.

Teorema 2.2. Sejam F : C→ D e G : D→ C funtores. As seguintes
afirmações são aquivalentes:

(i) (F,G, φ) é uma adjunção;

(ii) existem transformações naturais µ : F◦G→ IdD e γ : IdC → G ◦ F
tais que, para quaisquer Y ∈ D e X ∈ C, valem as seguintes igual-
dades

idG(Y ) = G(µY ) ◦ γG(Y ) (2.2)

idF (X) = µF (X) ◦ F (γX); (2.3)

(iii) existe uma transformação natural γ : IdC → G ◦ F com a pro-
priedade que, para quaisquer X ∈ C, Y ∈ D e qualquer morfismo
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f : X → G(Y ) em C existe um único morfismo g : F (X)→ Y em
D tal que o diagrama comuta

X G(F (X)) F (X)

G(Y ) Y,

γX

f
G(g) g

ou seja, f = G(g) ◦ γX ;

(iv) existe uma transformação natural µ : F ◦ G → IdD com a pro-
priedade que, para quaisquer X ∈ C, Y ∈ D e qualquer morfismo
g : F (X) → Y em D existe um único morfismo f : X → G(Y )
em C tal que o diagrama comuta

F (X) X

Y F (G(Y )) G(Y ),

g
F (f) f

µY

ou seja, g = µY ◦ F (f).

Demonstração. (i) ⇒ (ii) Sejam X ∈ C e Y ∈ D, definimos

µY = φ−1G(Y ),Y

(
idG(Y )

)
(2.4)

γX = φX,F (X)

(
idF (X)

)
, (2.5)

em que

φ−1G(Y ),Y : HomC(G(Y ), G(Y ))→ HomD(F (G(Y )), Y )

e
φX,F (X) : HomD(F (X), F (X))→ HomC(X,G(F (X))),

isto é,

µY ∈ HomD(F (G(Y )), Y ) e γX ∈ HomC(X,G(F (X))).

Seja g : F (X)→ Y um morfismo em D. Então, pela naturalidade
de φ, obtemos o seguinte diagrama comutativo
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HomD(F (X), F (X) HomC(X,G(F (X)))

HomD(F (X), Y ) HomC(X,G(Y )).

φX,F (X)

HomD(F (idX),g) HomC(idX ,G(g))

φX,Y

Assim,(
HomC(idX , G(g)) ◦ φX,F (X)

) (
idF (X)

)
=

= HomC(idX , G(g))
(
φX,F (X)

(
idF (X)

))
= G(g) ◦

(
φX,F (X)

(
idF (X)

))
◦ idX

= G(g) ◦
(
φX,F (X)

(
idF (X)

))
(2.5)
= G(g) ◦ γX .

Por outro lado,

(φX,Y ◦HomD(F (idX), g))
(
idF (X)

)
=

= φX,Y
(
HomD(F (idX), g)

(
idF (X)

))
= φX,Y

(
g ◦ idF (X) ◦ F (idX)

)
= φX,Y (g).

Portanto, G(g) ◦ γX = φX,Y (g). Fazendo X = G(Y ) e g = µY , temos

G(µY ) ◦ γG(Y ) = φG(Y ),Y (µY )
(2.4)
= idG(Y ).

Para provarmos a igualdade (2.3), consideremos h : X → G(Y ) um
morfismo em C. Segue, da naturalidade de φ, a comutatividade do
diagrama

HomC(G(Y ), G(Y )) HomD(F (G(Y )), Y )

HomC(X,G(Y )) HomD(F (X), Y ).

φ−1
G(Y ),Y

HomC(h,G(idY )) HomD(F (h),idY )

φ−1
X,Y
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Por um lado, temos(
HomD(F (h), idY ) ◦ φ−1G(Y ),Y

) (
idG(Y )

)
=

= HomD(F (h), idY )
(
φ−1G(Y ),Y

(
idG(Y )

))
= idY ◦

(
φ−1G(Y ),Y

(
idG(Y )

))
◦ F (h)

(2.4)
= µY ◦ F (h)

e, por outro lado, segue que(
φ−1X,Y ◦HomC(h,G(idY ))

) (
idG(Y )

)
=

= φ−1X,Y
(
HomC(h,G(idY ))

(
idG(Y )

))
= φ−1X,Y

(
G(idY ) ◦ idG(Y ) ◦ h

)
= φ−1X,Y (h).

Logo, µY ◦ F (h) = φ−1X,Y (h). Fazendo Y = F (X) e h = γX , temos

µF (X) ◦ F (γX) = φ−1X,F (X)(γX)
(2.5)
= idF (X).

Provemos que γ e µ são transformações naturais. Seja f : X → Y
um morfismo em C. Vejamos a comutatividade do diagrama

X (G ◦ F )(X)

Y (G ◦ F )(Y ).

γX

f (G◦F )(f)

γY

Para isto, usamos a naturalidade de φ, ou seja, que os diagramas
abaixo comutam

HomD(F (X), F (X)) HomC(X,G(F (X)))

HomD(F (X), F (Y )) HomC(X,G(F (Y )))

φX,F (X)

HomD(F (idX),F (f)) HomC(idX ,G(F (f)))

φX,F (Y )

(2.6)
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e

HomD(F (Y ), F (Y )) HomC(Y,G(F (Y )))

HomD(F (X), F (Y )) HomC(X,G(F (Y ))).

φY,F (Y )

HomD(F (f),F (idY )) HomC(f,G(F (idY )))

φX,F (Y )

(2.7)

De (2.6) temos(
HomC(idX , G(F (f))) ◦ φX,F (X)

) (
idF (X)

)
=

= HomC(idX , G(F (f)))
(
φX,F (X)

(
idF (X)

))
= (G ◦ F )(f) ◦

(
φX,F (X)

(
idF (X)

))
◦ idX

= (G ◦ F )(f) ◦
(
φX,F (X)

(
idF (X)

))
e (

φX,F (Y ) ◦HomD(F (idX), F (f))
) (
idF (X)

)
=

= φX,F (Y )

(
HomD(F (idX), F (f))

(
idF (X)

))
= φX,F (Y )(F (f) ◦ idF (X) ◦ F (idX))

= φX,F (Y ) (F (f)) .

Portanto,

(G ◦ F )(f) ◦
(
φX,F (X)

(
idF (X)

))
= φX,F (Y ) (F (f)) . (2.8)

Analogamente, obtemos de (2.7) que(
φY,F (Y )

(
idF (Y )

))
◦ f = φX,F (Y ) (F (f)) . (2.9)

Assim,

(G ◦ F )(f) ◦ γX
(2.5)
= (G ◦ F )(f) ◦

(
φX,F (X)

(
idF (X)

))
(2.8)
= φX,F (Y ) (F (f))

(2.9)
=
(
φY,F (Y )

(
idF (Y )

))
◦ f

(2.5)
= γY ◦ f.

A prova de que µ é uma transformação natural é análoga à anterior,
todavia decidimos escrevê-la também. Seja h : X → Y um morfismo
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em D. Verifiquemos que o seguinte diagrama comuta

(F ◦G)(X) X

(F ◦G)(Y ) Y.

µX

(F◦G)(h) h

µY

Para tal utilizamos a naturalidade de φ−1 que comuta os seguintes
diagramas

HomC(G(Y ), G(Y )) HomD(F (G(Y )), Y )

HomC(G(X), G(Y )) HomD(F (G(X)), Y )

φ−1
G(Y ),Y

HomC(G(h),G(idY )) HomD(F (G(h)),idY )

φ−1
G(X),Y

(2.10)

e

HomC(G(X), G(X)) HomD(F (G(X)), X)

HomC(G(X), G(Y )) HomD(F (G(X)), Y ).

φ−1
G(X),X

HomC(G(idX),G(h)) HomD(F (G(idX)),h)

φ−1
G(X),Y

(2.11)

De (2.10) temos(
HomD(F (G(h)), idY ) ◦ φ−1G(Y ),Y

) (
idG(Y )

)
=

= HomD((F ◦G)(h), idY )
(
φ−1G(Y ),Y

(
idG(Y )

))
= idY ◦

(
φ−1G(Y ),Y

(
idG(Y )

))
◦ (F ◦G)(h)

=
(
φ−1G(Y ),Y

(
idG(Y )

))
◦ (F ◦G)(h)

e (
φ−1G(X),Y ◦HomC(G(h), G(idY ))

) (
idG(Y )

)
=

= φ−1G(X),Y

(
HomC(G(h), G(idY ))

(
idG(Y )

))
= φ−1G(X),Y

(
G(idY ) ◦ idG(Y ) ◦G(h)

)
= φ−1G(X),Y (G(h)) .
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Portanto,(
φ−1G(Y ),Y

(
idG(Y )

))
◦ (F ◦G)(h) = φ−1G(X),Y (G(h)) . (2.12)

Analogamente, obtemos de (2.11) que

h ◦
(
φ−1G(X),X

(
idG(X)

))
= φ−1G(X),Y (G(h)) . (2.13)

Deste modo,

µY ◦ (F ◦G)(h)
(2.4)
=
(
φ−1G(Y ),Y

(
idG(Y )

))
◦ (F ◦G)(h)

(2.12)
= φ−1G(X),Y (G(h))

(2.13)
= h ◦

(
φ−1G(X),X

(
idG(X)

))
(2.4)
= h ◦ µX .

(ii) ⇒ (i) Sejam X ∈ C e Y ∈ D. Definimos as seguintes aplicações

φX,Y : HomD(F (X), Y ) → HomC(X,G(Y ))

α 7→ G(α) ◦ γX

e
ψX,Y : HomC(X,G(Y )) → HomD(F (X), Y )

β 7→ µY ◦ F (β)

Mostremos que φ dada em (2.1) é uma transformação natural. Sejam
os morfismos f : U → X em C e g : Y → V em D. Mostremos que o
seguinte diagrama

HomD(F (X), Y ) HomC(X,G(Y ))

HomD(F (U), V ) HomC(U,G(V )).

φX,Y

HomD(F (f),g) HomC(f,G(g))

φU,V

comuta, para qualquer α ∈ HomD(F (X), Y ). De fato,

(HomC(f,G(g)) ◦ φX,Y ) (α) = HomC(f,G(g)) (φX,Y (α))

= HomC(f,G(g))(G(α) ◦ γX)
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= G(g) ◦G(α) ◦ γX ◦ f
= G(g ◦ α) ◦ γX ◦ f
(∗)
= G(g ◦ α) ◦G(F (f)) ◦ γU
= G(g ◦ α ◦ F (f)) ◦ γU
= φU,V (g ◦ α ◦ F (f))
= φU,V (HomD(F (f), g)(α))

= (φU,V ◦HomD(F (f), g)) (α),

em que a igualdade (∗) segue da naturalidade de γ, isto é, da comutati-
vidade do diagrama abaixo

U (G ◦ F )(U)

X (G ◦ F )(X).

γU

f (G◦F )(f)

γX

Finalmente, mostremos que

ψ : HomC(−,−) ◦ (IdCop ×G) −→ HomD(−,−) ◦ (F × IdD)

é uma transformação natural, ou seja, que o diagrama abaixo

HomC(X,G(Y )) HomD(F (X), Y )

HomC(U,G(V )) HomD(F (U), V ).

ψX,Y

HomC(f,G(g)) HomD(F (f),g)

ψU,V

comuta, para todo β ∈ HomC(X,G(Y )). De fato,

(HomD(F (f), g) ◦ ψX,Y ) (β) = HomD(F (f), g) (ψX,Y (β))

= HomD(F (f), g) (µY ◦ F (β))
= g ◦ µY ◦ F (β) ◦ F (f)
= g ◦ µY ◦ F (β ◦ f)
(∗)
= µV ◦ F (G(g)) ◦ F (β ◦ f)
= µV ◦ F (G(g) ◦ β ◦ f)
= ψU,V (G(g) ◦ β ◦ f)



40 CAPÍTULO 2. Adjunção

= ψU,V (HomC(f,G(g))(β))

= (ψU,V ◦HomC(f,G(g))) (β),

em que a igualdade (∗) segue da naturalidade de µ, isto é, o diagrama
a seguir comuta

(F ◦G)(Y ) Y

(F ◦G)(V ) V.

µY

(F◦G)(g) g

µV

Finalmente, mostremos que ψ = φ−1, ou seja, para cada par de obje-
tos X ∈ C e Y ∈ D valem as igualdades ψX,Y ◦ φX,Y = idHomD(F (X),Y )

e φX,Y ◦ ψX,Y = idHomC(X,G(Y )). Seja g ∈ HomD(F (X), Y ). Então

(ψX,Y ◦ φX,Y ) (g) = ψX,Y (G(g) ◦ γX)

= µY ◦ F (G(g) ◦ γX)

= µY ◦ F (G(g)) ◦ F (γX)

(∗)
= g ◦ µF (X) ◦ F (γX)

(2.3)
= g ◦ idF (X)

= g

= idHomD(F (X),Y )(g),

em que na igualdade (∗) utilizamos a naturalidade de µ e o diagrama
abaixo comuta

(F ◦G)(F (X)) F (X)

(F ◦G)(Y ) Y.

µF (X)

(F◦G)(g) g

µY

Por outro lado, dado h : X → G(Y ) um morfismo em C, temos que

(φX,Y ◦ ψX,Y ) (h) = φX,Y (µY ◦ F (h))
= G (µY ◦ F (h)) ◦ γX
= G(µY ) ◦G(F (h)) ◦ γX
(∗)
= G(µY ) ◦ γG(Y ) ◦ h
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(2.2)
= idG(Y ) ◦ h
= h

= idHomC(X,G(Y ))(h),

em que na igualdade (∗) usamos a naturalidade de γ, isto é, o diagrama
abaixo comuta

X (G ◦ F )(X)

G(Y ) (G ◦ F )(G(Y )).

γX

h (G◦F )(h)

γG(Y )

(i) ⇒ (iii) Sejam X ∈ C, Y ∈ D e f ∈ HomC(X,G(Y )). Pela equivalên-
cia (i)⇔ (ii), existe uma transformação natural γ : IdC → G ◦ F tal que
φX,Y (h) = G(h) ◦ γX , para qualquer morfismo h ∈ HomD(F (X), Y ).

Como φX,Y é um isomorfismo, existe um único morfismo g ∈
HomD(F (X), Y ) tal que φX,Y (g) = f . Portanto,

f = φX,Y (g) = G(g) ◦ γX .

(iii) ⇒ (i) Sejam X ∈ C e Y ∈ D. Definimos

φX,Y : HomD(F (X), Y ) → HomC(X,G(Y ))

α 7→ G(α) ◦ γX

em que γ : IdC → G ◦ F é a transformação natural dada em (iii).
Mostremos que φX,Y é um isomorfismo. De fato, para todo f :

X → G(Y ) morfismo em C existe, por hipótese, um único morfismo
g ∈ HomD(F (X), Y ) tal que f = G(g) ◦ γX = φX,Y (g). Logo, φX,Y é
sobrejetora.

A injetividade segue da unicidade dada em (iii) e portanto, φX,Y é
um isomorfismo. Os mesmos cálculos feitos em (ii) ⇒ (i) mostram a
naturalidade de φX,Y .

(i) ⇒ (iv) Sejam X ∈ C, Y ∈ D e g ∈ HomD(F (X), Y ). Pela equivalên-
cia (i) ⇔ (ii), existe uma transformação natural µ : F ◦G → IdD tal
que ψX,Y (h) = µY ◦ F (h), para todo morfismo h ∈ HomC(X,G(Y )).

Como ψX,Y é um isomorfismo, existe um único morfismo f : X →
G(Y ) em C tal que ψX,Y (f) = g. Portanto,

g = ψX,Y (f) = µY ◦ F (f).
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(iv) ⇒ (i) Sejam X ∈ C e Y ∈ D. Consideremos

ψX,Y : HomC(X,G(Y )) → HomD(F (X), Y )

β 7→ µY ◦ F (β),

em que µ é a transformação natural dada em (iv).
Mostremos que ψX,Y é um isomorfismo. De fato, dado um mor-

fismo em D, g : F (X) → Y existe, por hipótese, um morfismo f ∈
HomC(X,G(Y )) tal que g = µY ◦F (f) = ψX,Y (f). Logo, ψX,Y é sobre-
jetora. A injetividade segue da unicidade. Os mesmos cálculos feitos
em (ii) ⇒ (i) mostram a naturalidade de ψX,Y . �

As transformações naturais γ e µ são chamadas unidade e counidade
da adjunção, respectivamente. A seguir, damos um exemplo de adjunção.

Exemplo 2.3. Considerando os funtores U : Grp→ Ab e J : Ab→ Grp
(funtor esquecimento) do Exemplo 1.2.15, provemos que J é adjunto
à direita de U . Para tal, mostremos o item (iii) do teorema acima.
Chamamos C = Grp, D = Ab, F = U e G = J .

De fato, sejam G ∈ Grp, H ∈ Ab e f : G→ J(H) = H um morfismo
em Grp. Definimos g : U(G)→ H por

g : G/[G,G] → H

x[G,G] 7→ f(x).

Vejamos que g está bem definida. Dados x, y ∈ G tais que x[G,G] =
y[G,G]. Então x−1y ∈ [G,G]. Daí,

x−1y =

n∏
i=1

aibia
−1
i b−1i , em que ai, bi ∈ G, para i ∈ {1, 2, · · · , n}.

Assim,

f(x−1y) = f

(
n∏
i=1

aibia
−1
i b−1i

)

=

n∏
i=1

f(ai)f(bi)f(ai)
−1f(bi)

−1

(∗)
=eH ,

(∗) segue, pois H é abeliano. Logo, f(x) = f(y).
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Finalmente, veriquemos que o diagrama abaixo comuta

G G/[G,G] = J(U(G)) G/[G,G] = U(G)

J(H) H.

PG

f J(g)=g g

De fato, seja x ∈ G. Então

(J(g) ◦ PG)(x) = g(PG(x))

= g(x[G,G])

= f(x).

Além disso, se g′ : G/[G,G] → H é um outro morfismo tal que f =
J(g′) ◦ PG = g′ ◦ PG, então

g ◦ PG = g′ ◦ PG

e como PG é sobrejetor, temos que g = g′. Portanto, pelo Teorema 2.2,
J é adjunto à direita de U .

Para o próximo exemplo, o qual pode ser encontrado em ( [1],
Lemma 3.1), consideremos G um grupo e lembremos que um anel
R diz-se G-graduado se existe uma família de subanéis {Rg}g∈G tal que
R =

⋃̇
g∈GRg tais que RgRh ⊆ Rgh, para quaisquer g, h ∈ G.

Seja R um anel G-graduado. Um R-módulo graduado é um R-
módulo M juntamente com uma família de submódulos {Mg}g∈G tal
que M =

⋃̇
g∈GMg tais que MgMh ⊆Mgh, para quaisquer g, h ∈ G.

Exemplo 2.4. Sejam GrR a categoria dos R-módulos (à esquerda)
graduados e RM a categoria dos R-módulos à esquerda. Consideremos o
funtor esquecimento F : GrR→ RM e o funtor J : RM→ GrR definido
por J(M) =

⋃̇
g∈GXg em que, para cada g ∈ G, Xg =M . A estrutura

graduada de X é dada por rh · xg = (rhxg) ∈ Xhg, para quaisquer
rh ∈ Rh e xg ∈ Xg. Assim, o par (F, J) é uma adjunção.

Teorema 2.5. Sejam C e D categorias aditivas, F : C→ D e G : D→ C

funtores tais que (F,G, φ) seja uma adjunção de C a D. Então F e G
são funtores aditivos.

Demonstração. Mostremos que G é aditivo. Para tal, usamos a Pro-
posição 1.3.15, mostrando que G preserva produto. Seja (P, pX , pY )
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um produto de X e Y , em que X,Y ∈ D. Precisamos mostrar que
(G(P ), G(pX), G(pY )) é um produto de G(X) e G(Y ).

Seja
(
W, qG(X), qG(Y )

)
uma tripla tal que qG(X) : W → G(X) e

qG(Y ) : W → G(Y ) são morfismos em C. Assim, temos o seguinte
diagrama

G(X)

W G(P )

G(Y ).

γ

qG(X)

qG(Y )

G(pX)

G(pY )

(2.14)

Mostremos que existe um único γ : W → P tal que o diagrama
acima comute. Por hipótese, (F,G, φ) é uma adjunção. Logo, existem
os seguintes isomorfismos

φW,X : HomD(F (W ), X) −→ HomC(W,G(X))

e
φW,Y : HomD(F (W ), Y ) −→ HomC(W,G(Y )).

Assim, existem únicos morfismos αX : F (W )→ X e αY : F (W )→ Y
tais que

φW,X(αX) = qG(X) e φW,Y (αY ) = qG(Y ). (2.15)

Como (P, pX , pY ) é um produto, existe um único morfismo θ :
F (W )→ P tal que o diagrama abaixo comuta

X

F (W ) P

Y,

θ

αX

αY

pX

pY

ou seja,
pX ◦ θ = αX e pY ◦ θ = αY . (2.16)
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Consideremos agora o seguinte isomorfismo

φW,P : HomD(F (W ), P ) −→ HomC(W,G(P )).

Como θ ∈ HomD(F (W ), P ) então φW,P (θ) ∈ HomC(W,G(P )) e chama-
mos

φW,P (θ) = γ. (2.17)

Como φ é uma transformação natural, o seguinte diagrama comuta

HomD(F (W ), P ) HomC(W,G(P ))

HomD(F (W ), X) HomC(W,G(X)).

φW,P

HomD(F (idW ),pX) HomC(idW ,G(pX))

φW,X

Portanto, temos que

(φW,X ◦HomD(F (idW ), pX)) (θ) = φW,X(HomD(F (idW ), pX)(θ))

= φW,X (pX ◦ θ)
(2.16)
= φW,X(αX)

(2.15)
= qG(X)

e

(HomC(idW , G(pX)) ◦ φW,P ) (θ) = HomC(idW , G(pX))(φW,P (θ))

(2.17)
= HomC(idW , G(pX))(γ)

= G(pX) ◦ γ.

Logo, G(pX) ◦ γ = qG(X). De maneira análoga, G(pY ) ◦ γ = qG(Y ).
Portanto, o diagrama (2.14) comuta.

Finalmente, mostremos a unicidade de γ. Suponhamos que exista
γ′ :W → G(P ) tal que

G(pX) ◦ γ′ = qG(X) e G(pY ) ◦ γ′ = qG(Y ). (2.18)

Como φW,P é um isomorfismo, existe um único morfismo θ′ : F (W )→
P tal que

φW,P (θ
′) = γ′. (2.19)
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Consideremos o seguinte diagrama comutativo

HomC(W,G(P )) HomD(F (W ), P )

HomC(W,G(X)) HomD(F (W ), X).

φ−1
W,P

HomC(idW ,G(pX)) HomD(F (idW ),pX)

φ−1
W,X

Assim,(
HomD(F (idW ), pX) ◦ φ−1W,P

)
(γ′) = HomD(F (idW ), pX)

(
φ−1W,P (γ

′)
)

(2.19)
= HomD(F (idW ), pX)(θ′)

= pX ◦ θ′

e (
φ−1W,X ◦HomC(idW , G(pX))

)
(γ′) = φ−1W,X (HomC(idW , G(pX))(γ′))

= φ−1W,X(G(pX) ◦ γ′)
(2.18)
= φ−1W,X(qG(X))

(2.15)
= αX .

Logo, pX ◦ θ′ = αX . Analogamente, obtemos que pY ◦ θ′ = αY . Pela
unicidade de θ, segue que θ = θ′. Assim,

γ = φW,P (θ) = φW,P (θ
′) = γ′

e portanto, G é aditivo. Similarmente, provamos que F é aditivo. �

O próximo resultado nos diz que o funtor adjunto à esquerda de um
determinado funtor, quando existe, é único a menos de equivalência.
Este resultado é importante para nos garantir no último capítulo que o
funtor LY lá estudado é único, a menos de equivalência.

Teorema 2.6. Sejam F,H : C→ D e G : D→ C funtores. Se (F,G, φ)
e (H,G,ψ) são adjunções então F ∼ H.

Demonstração. Por hipótese, φ e ψ são isomorfismos naturais, ou seja,
para quaisquer X ∈ C e Y ∈ D, seguem os isomorfismos

φX,Y : HomD(F (X), Y )→ HomD(X,G(Y ))
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e
ψX,Y : HomD(H(X), Y )→ HomD(X,G(Y )).

Assim, podemos definir o isomorfismo

αX,Y = ψ−1X,Y ◦ φX,Y : HomD(F (X), Y )→ HomD(H(X), Y ).

Verifiquemos que

α : HomD(−,−) ◦ (F × IdD)→ HomD(−,−) ◦ (H × IdD)

é uma transformação natural, em que os funtores

HomD(−,−) ◦ (F × IdD) : Cop ×D→ Set

e
HomD(−,−) ◦ (H × IdD) : Cop ×D→ Set.

Claramente, o diagrama abaixo comuta

HomD(F (X), Y ) HomC(X,G(Y )) HomD(H(X), Y )

HomD(F (U), V ) HomC(U,G(V )) HomD(H(U), V ),

φX,Y

HomD(F (f),g)

αX,Y

ψ−1
X,Y

HomC(f,G(g)) HomD(H(f),g)

φU,V

αU,V

ψ−1
U,V

para quaisquer morfismos f : U → X e g : Y → V em C e D, respecti-
vamente. De fato,

HomD(H(f), g) ◦ αX,Y = HomD(H(f), g) ◦ ψ−1X,Y ◦ φX,Y
= ψ−1U,V ◦HomC(f,G(g)) ◦ φX,Y
= ψ−1U,V ◦ φU,V ◦HomD(F (f), g)

= αU,V ◦HomD(F (f), g).

Logo, α é uma transformação natural. Como αX,Y é um isomorfismo,
para quaisquer X ∈ C e Y ∈ D, segue que α é um isomorfismo natural.
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Consideramos

λX = αX,F (X)

(
idF (X)

)
: H(X)→ F (X) (2.20)

morfismo em D. Provemos que λ é um isomorfismo natural. Para isto,
basta verificarmos que o seguinte diagrama

H(X) F (X)

H(U) F (U),

λX

H(g) F (g)

λU

(2.21)

comuta, para qualquer morfismo g : X → U em C. De fato, pela
naturalidade de α, o diagrama abaixo comuta

HomD(F (X), F (X)) HomD(H(X), F (X))

HomD(F (X), F (U)) HomD(H(X), F (U)).

αX,F (X)

HomD(idF (X),F (g)) HomD(idH(X),F (g))

αX,F (U)

Assim,(
HomD

(
idH(X), F (g)

)
◦ αX,F (X)

) (
idF (X)

)
=

= HomD

(
idH(X), F (g)

) (
αX,F (X)

(
idF (X)

))
(2.20)
= HomD

(
idH(X), F (g)

)
(λX)

= F (g) ◦ λX
e (

αX,F (U) ◦HomD

(
idF (X), F (g)

)) (
idF (X)

)
=

= αX,F (U)

(
HomD

(
idF (X), F (g)

) (
idF (X)

))
= αX,F (U) (F (g)) ,

ou seja,
F (g) ◦ λX = αX,F (U) (F (g)) . (2.22)

Analogamente, o próximo diagrama também comuta

HomD(F (U), F (U)) HomD(H(U), F (U))

HomD(F (X), F (U)) HomD(H(X), F (U)).

αU,F (U)

HomD(F (g),idF (U)) HomD(H(g),idF (U))

αX,F (U)
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Assim,(
HomD

(
H(g), idF (U)

)
◦ αU,F (U)

) (
idF (U)

)
=

= HomD

(
H(g), idF (U)

) (
αU,F (U)

(
idF (U)

))
(2.20)
= HomD

(
H(g), idF (U)

)
(λU )

= λU ◦H(g)

e (
αX,F (U) ◦HomD

(
F (g), idF (U)

)) (
idF (U)

)
=

= αX,F (U)

(
HomD

(
F (g), idF (U)

) (
idF (U)

))
= αX,F (U) (F (g)) ,

ou seja,
λU ◦H(g) = αX,F (U) (F (g)) . (2.23)

Portanto,

F (g) ◦ λX
(2.22)
= αX,F (U) (F (g))

(2.23)
= λU ◦H(g).

Logo, o diagrama (2.21) comuta. Finalmente, consideremos

σX = α−1X,H(X)

(
idH(X)

)
: F (X)→ H(X) (2.24)

morfismo em D. Mostremos que σX = λ−1X . Da naturalidade de α,
segue a comutatividade do diagrama

HomD(F (X), F (X)) HomD(H(X), F (X))

HomD(F (X), H(X)) HomD(H(X), H(X)).

αX,F (X)

HomD(idF (X),σX) HomD(idH(X),σX)

αX,H(X)

Assim,(
HomD

(
idH(X), σX

)
◦ αX,F (X)

) (
idF (X)

)
=

= HomD

(
idH(X), σX

) (
αX,F (X)

(
idF (X)

))
(2.20)
= HomD

(
idH(X), σX

)
(λX)

= σX ◦ λX
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e (
αX,H(X) ◦HomD

(
idF (X), σX

)) (
idF (X)

)
=

= αX,H(X)

(
HomD

(
idF (X), σX

) (
idF (X)

))
= αX,H(X) (σX)

= αX,H(X)

(
α−1X,H(X)

(
idH(X)

))
= idH(X).

Logo, σX ◦ λX = idH(X).
Da naturalidade de α−1, segue a comutatividade do diagrama

HomD(H(X), H(X)) HomD(F (X), H(X))

HomD(H(X), F (X)) HomD(F (X), F (X)).

α−1
X,H(X)

HomD(idH(X),λX) HomD(idF (X),λX)

α−1
X,F (X)

Assim,(
HomD

(
idF (X), λX

)
◦ α−1X,H(X)

) (
idH(X)

)
=

= HomD

(
idF (X), λX

) (
α−1X,H(X)

(
idH(X)

))
(2.24)
= HomD

(
idF (X), λX

)
(σX)

= λX ◦ σX

e (
α−1X,F (X) ◦HomD

(
idH(X), λX

)) (
idH(X)

)
=

= α−1X,F (X)

(
HomD

(
idH(X), λX

) (
idH(X)

))
= α−1X,F (X) (λX)

= α−1X,F (X)

(
αX,F (X)

(
idF (X)

))
= idF (X).

Logo, λX ◦ σX = idF (X). Portanto, F ∼ H. �



Capítulo 3

Equivariantização de
categorias k-lineares

Neste capítulo, temos por objetivo definir uma nova categoria que
surge a partir da ação de um grupo G em uma categoria C. Tal categoria
é chamada equivariantização de C por G e é definida por CG, como
veremos a seguir.

Dada uma categoria k-linear C (lembremos que uma categoria k-
linear é abeliana), vamos estudar como é a ação de G nesta categoria.
Alguns resultados não serão provados aqui, pois estão feitos com detalhes
em [17]. Todavia, precisamos entender essas equivariantizações pois,
no Capítulo 4, os funtores serão exatamente entre essas categorias
equivariantizadas por G.

As principais referências utilizadas neste capítulo são [7], [15], [16]
e [17]. Para o desenvolvimento do mesmo denotamos por 1 o elemento
neutro de G e consideramos C uma categoria k-linear.

Como motivação para as equivariantizações, lembremos um resultado
de ([8], Corollary 9.7.3.) que afirma que toda categoria k-linear finita 1

é equivalente a uma categoria de A-módulos de dimensão finita sobre k.
Esse resultado origina uma relação entre representação de álgebras

(finito dimensionais) e a construção de uma equivariantização, citaremos
o exemplo que reflete esse fato mais a frente.

Definição 3.1. Sejam G um grupo e C uma categoria k-linear. Uma
1Não nos convêm lembrar tal conceito aqui, pois o mesmo envolve novas definições

que não são simples e que também não serão usadas em nenhum outro local neste
trabalho.
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ação de G em C é uma coleção de funtores k-lineares {Fg : C→ C}g∈G
munida de isomorfismos naturais

γg,h : Fg ◦ Fh → Fgh e γ0 : IdC → F1

tais que, para quaisquer f, g, h ∈ G e X ∈ C, os seguintes diagramas
comutam

(Fg ◦ Fh)(Ff (X)) = Fg((Fh ◦ Ff )(X)) (Fg ◦ Fhf )(X)

(Fgh ◦ Ff )(X) Fghf (X)

Fg((γh,f )X)

(γg,h)Ff (X) (γg,hf )X

(γgh,f )X

e

Fg(X) (F1 ◦ Fg) (X) = F1(Fg(X))

Fg(F1(X)) = (Fg ◦ F1) (X) Fg(X),

(γ0)Fg(X)

Fg((γ0)X) (γ1,g)X

(γg,1)X

ou seja,

(γgh,f )X ◦ (γg,h)Ff (X) = (γg,hf )X ◦ Fg((γh,f )X) (3.1)

e
(γg,1)X ◦ Fg((γ0)X) = (γ1,g)X ◦ (γ0)Fg(X). (3.2)

Instintivamente, o primeiro diagrama nos diz que essa ação é “asso-
ciativa nos funtores” e o segundo diagrama nos diz que F1 é como uma
espécie de “unidade”.

Lema 3.2. Seja C uma categoria k-linear tal que G age em C. Para
cada g ∈ G, o funtor Fg : C→ C é uma equivalência de categorias.

Demonstração. Consideremos os funtores Fg, Fg−1 : C→ C. Verifique-
mos que Fg ◦ Fg−1 ∼ IdC, para cada g ∈ G. Por hipótese, existem
isomorfismos naturais

γg,g−1 : Fg ◦ Fg−1 → Fgg−1 = F1 e γ0 : IdC → F1.

Definimos a seguinte composição

µ = (γ0)
−1 ◦ γg,g−1 : Fg ◦ Fg−1 → IdC
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que é um isomorfismo natural, pois para todo X ∈ C, µX = (γ0)
−1
X ◦(

γg,g−1

)
X

é um isomorfismo em C. A naturalidade de µ é dada pela co-
mutatividade do diagrama abaixo (ambos diagramas menores comutam),
para qualquer f : X → Y um morfismo em C

(
Fg ◦ Fg−1

)
(X) F1(X) X

(
Fg ◦ Fg−1

)
(Y ) F1(Y ) Y.

(γg,g−1)
X

(Fg◦Fg−1)(f)

(γ0)
−1
X

F1(f) f

(γg,g−1)
Y

(γ0)
−1
Y

De fato,(
f ◦ (γ0)−1X

)
◦
(
γg,g−1

)
X

= (γ0)
−1
Y ◦

(
F1(f) ◦

(
γg,g−1

)
X

)
= (γ0)

−1
Y ◦

(
γg,g−1

)
Y
◦
(
Fg ◦ Fg−1

)
(f).

Analogamente, mostra-se Fg−1 ◦ Fg ∼ IdC. �

Definição 3.3. Seja C uma categoria k-linear tal que G age em C. Um
objeto X ∈ C diz-se G-equivariante ou simplesmente equivariante, se
existe uma família

s = {sg : Fg(X)→ X}g∈G

de isomorfismos em C tais que os diagramas abaixo comutam

(Fg ◦ Fh) (X) Fg(X) X F1(X)

Fgh(X) X X,

Fg(sh)

(γg,h)X sg

(γ0)X

idX
s1

sgh

ou seja, para quaisquer g, h ∈ G, valem as igualdades

sg ◦ Fg (sh) = sgh ◦ (γg,h)X (3.3)
s1 ◦ (γ0)X = IdX .

Observação 3.4. Vamos supor, como em ([3], p. 3), que F1 = IdC e
que γ1,g, γg,1 e γ0 sejam transformações naturais identidade entre os
funtores adequados. Sendo assim, temos que s1 = idX , para todo objeto
equivariante (X, s).



54 CAPÍTULO 3. Equivariantização de categorias k-lineares

Claramente, para todo g ∈ G, ID = γ1,g = γg,1 : Fg → Fg e
portanto, (γ1,g)X = (γg,1)X , para todo X ∈ C. Assim, fazendo h = g−1

e f = g em (3.1), segue que

(γ1,g)X ◦ (γg,g−1)Fg(X) = (γg,1)X ◦ Fg((γg−1,g)X),

ou seja, (
γg,g−1

)
Fg(X)

= Fg
((
γg−1,g

)
X

)
. (3.4)

Definição 3.5. Seja C uma categoria k-linear tal que G age em C. A
categoria CG, chamada equivariantização de C por G, é a categoria

(i) cujos objetos são os pares (X, s), em que X é um objeto equivari-
ante de C e s a família de isomorfismos associada,

(ii) dados (X, s), (Y, r) ∈ CG, um morfismo f : (X, s)→ (Y, r) em CG

(ou um morfismo equivariante) é um morfismo f : X → Y em C

tal que o diagrama abaixo comuta

Fg(X) Fg(Y )

X Y,

Fg(f)

sg rg

f

ou seja, para todo g ∈ G

f ◦ sg = rg ◦ Fg(f). (3.5)

Seja A uma k-álgebra finito dimensional. É conhecida uma ação de G
em Am (categoria do A-módulos à esquerda finito dimensionais sobre k).
Essa ação está desenvolvida com detalhes em ([17], Exemplo 4.3, p. 73),
mas pode ser encontrada também em ([15], Exemplo 2.10.3). Mediante
tal ação é possível construir (Am)

G, equivariantização de Am por G.
Em ([15], Afirmación 2.10.1, p. 39) prova-se que (Am)

G e A⊗kkGm
(categoria dos A⊗k kG-módulos à esquerda finito dimensionais sobre
k) são isomorfas. Enunciamos tal resultado abaixo sem prova, o mesmo
é provado com detalhes em [17].

Proposição 3.6. ( [17], Teorema 4.6) As categorias (Am)
G e A⊗kkGm

são isomorfas.

A próxima proposição pode ser encontrada em [15] e [17], neste último
a prova é feita com detalhes e por isso omitimos a mesma. A utilidade
dela é garantir que a equivariantização CG preserva a k-linearidade da
categoria C.
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Proposição 3.7. ([17], Teorema 4.7) Seja C uma categoria k-linear
tal que G age em C. Então a categoria CG é k-linear.
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Capítulo 4

A adjunção (LY , FY )

O objetivo principal deste capítulo é apresentarmos um exemplo
não trivial de adjunção. Tal exemplo apresentado em ([3], Lemma 2.8 e
Proposition 2.9) é uma adjunção de funtores entre categorias equivari-
antizadas. Como comentado na Observação 3.4, estamos considerando
F1 = IdC e γ1,g, γg,1, γ0 transformações naturais identidade entre os
funtores adequados.

Neste capítulo, G é um grupo finito, C é uma categoria k-linear tal
que G age em C e Y é um objeto simples em C.

4.1 Preliminares
O objetivo desta seção é fixarmos notações e provarmos alguns

resultados úteis para que possamos apresentar e desenvolver o exemplo
de adjunção mencionado no início do capítulo.

Consideremos o subconjunto GY de G dado por

GY = {g ∈ G : Fg(Y ) ∼= Y }.

Proposição 4.1.1. As seguintes afirmações são válidas.

(i) GY é um subgrupo de G.

(ii) Para todo g ∈ G, Fg(Y ) é um objeto simples.

Demonstração. (i) Observemos que F1(Y ) = Y . Logo, 1 ∈ GY . Para
quaisquer g, h ∈ GY , existem isomorfismos

α : Fg(Y )→ Y e β : Fh(Y )→ Y.
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Assim, a composição

Y Fg−1(Fg(Y )) Fg−1(Y ) Fg−1(Fh(Y )) Fg−1h(Y )
(γg−1,g)

−1

Y
Fg−1 (α) Fg−1(β−1) (γg−1,h)Y

é um isomorfismo. Logo, g−1h ∈ GY . Portanto, GY é um subgrupo.

(ii) De fato, pelo Lema 3.2, temos que Fg : C→ C é uma equivalência
de categorias e Fg ◦ Fg−1 ∼ IdC ∼ Fg−1 ◦ Fg. Seja X um subobjeto de
Fg(Y ), isto é, existe um monomorfismo ι : X → Fg(Y ). Pela Proposição
1.2.18, Fg−1(ι) : Fg−1(X)→ Fg−1(Fg(Y )) é um monomorfismo e como

Fg−1 ◦ Fg(Y )
(γg−1,g)Y−→ Y é um isomorfismo, segue que

(γg−1,g)Y ◦ Fg−1(ι) : Fg−1(X)→ Y

é um monomorfismo e portanto, Fg−1(X) é um subobjeto de Y .
Por hipótese, Y é simples e assim, Fg−1(X) ∼= 0 ou Fg−1(X) ∼= Y .

Logo,

X ∼= Fg ◦ Fg−1(X) = Fg(Fg−1(X)) ∼= Fg(0)
1
= 0

ou
X ∼= Fg ◦ Fg−1(X) ∼= Fg(Y ).

Logo, Fg(Y ) é simples. �

O subgrupo GY de G descrito acima é chamado subgrupo estável
de G. Suponhamos [G : GY ] = n e assim, fixamos n representantes
(distintos) das n classes laterais à esquerda de GY em G, a saber,

R = {g1 = 1, g2, · · · , gn}

e escrevemos
G =

⋃̇
t∈R

tGY . (4.1)

Para o que segue, lembramos que a classe de isomorfismo de qualquer
objeto X ∈ C é denotada por [X]. Esta notação nos diz que se W é um
objeto em C tal que W ∼= X então [W ] = [X] e reciprocamente.

A proposição acima nos diz que a ordem de GY “mede” a quantidade
de objetos simples da forma Fg(Y ) isomorfos a Y , ou seja, simples da
forma Fg(Y ) tais que [Fg(Y )] = [Y ].

Chamamos {Fg(Y ) : g ∈ G} o conjunto dos G-conjugados simples
de Y .

1Sejam F : C → D uma equivalência e Z um objeto zero em C. Então F (Z) é um
objeto zero em D, veja ([15], Ejercicio 2.7.5).
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Proposição 4.1.2. O objeto Y possui exatamente n G-conjugados
simples não isomorfos entre si, em que n = [G : GY ].

Demonstração. Definimos

φ : R −→ {[Fg(Y )] : g ∈ G}

gi 7−→ [Fgi(Y )] .

Mostremos que φ é uma bijeção. Seja f ∈ G. Então f = gih, para
algum i ∈ {1, 2, · · · , n} e algum h ∈ GY . Assim, existe um isomorfismo

α : Fh(Y )→ Y,

e a composição

Ff (Y ) = Fgih(Y ) Fgi(Fh(Y )) Fgi(Y )
(γgi,h)

−1

Y
Fgi (α)

é um isomorfismo. Logo, [Ff (Y )] = [Fgi(Y )] = φ (gi) e φ é sobrejetora.
Sejam gi, gj ∈ R tais que [Fgi(Y )] = [Fgj (Y )]. Então existe um

isomorfismo
β : Fgj (Y )→ Fgi(Y )

e a composição

Y Fg−1
j

(Fgj (Y )) Fg−1
j

(Fgi(Y )) Fg−1
j gi

(Y )

(
γ
g
−1
j

,gj

)−1

Y

F
g
−1
j

(β)

(
γ
g
−1
j

,gi

)
Y

é um isomorfismo. Logo, g−1j gi ∈ GY e assim, gjGY = giGY . Como
R possui exatamente n representantes, segue que i = j. Portanto, φ é
injetora.

Disso, concluímos que há exatamente n classes de isomorfismo de G-
conjugados simples de Y não isomorfos entre si, a saber, {[Fgi(Y )]}ni=1.

�

A proposição anterior se aplica caso fôssemos estudar um pouco
mais sobre a relação entre os simples de C e os de CG. Considerando C

nas hipóteses de ([3], p. 1), se (X, s) é um simples em CG, em que (X, s)
é o objeto dado na Definição 3.5, e Y é um somando direto simples
de X em C, então X ∼= m⊕ni=1 Fgi(Y ), em que m = dimHomC(X,Y ),
ou seja, X fica caracterizado como uma soma direta dos G-conjugados
simples não isomorfos de Y .

O seguinte lema é fundamental para a próxima seção.
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Lema 4.1.3. ( [3], Lemma 2.8 e Proposition 2.9) As seguintes
afirmações são válidas.

(i) Para todo g ∈ G, existem únicos ν(g) ∈ R e µ(g) ∈ GY tais que
g = ν(g)µ(g).

(ii) Para quaisquer a, b ∈ G e j ∈ R temos

ν(abj) = ν(aν(bj)) e µ(abj) = µ(aν(bj))µ(bj). (4.2)

(iii) Se ν(gj) = ν(gl), para g ∈ G e j, l ∈ R então j = l.

Demonstração. (i) Seja g ∈ G. Então existe um único ν(g) ∈ R tal
que g ∈ ν(g)GY , isto segue da igualdade (4.1). Portanto, g = ν(g)µ(g),
para algum µ(g) ∈ GY .

Mostremos que µ(g) é único. Suponhamos µ′(g) ∈ GY tal que
ν(g)µ′(g) = g = ν(g)µ(g) e como G é grupo, segue que µ′(g) = µ(g).

(ii) Por (i), temos que abj = aν(bj)µ(bj), pois bj ∈ G e como aν(bj) ∈ G,
segue que aν(bj) = ν(aν(bj))µ(aν(bj)). Logo,

abj = ν(aν(bj))µ(aν(bj))µ(bj).

Por outro lado, abj = ν(abj)µ(abj). Assim, pela unicidade dada em (i),
seguem as igualdades

ν(abj) = ν(aν(bj)) e µ(abj) = µ(aν(bj))µ(bj).

(iii) Temos que gj = ν(gj)µ(gj) = ν(gl)µ(gj) e como gl = ν(gl)µ(gl),
segue que gj = glµ(gl)−1µ(gj), ou seja, j = lµ(gl)−1µ(gj). Logo,
l−1j = µ(gl)−1µ(gj) ∈ GY e isso implica que j e l representam a mesma
classe e como ambos pertencem a R, segue que j = l. �

4.2 Os funtores LY e FY

Lembremos da Proposição 3.7 que CG e CGY são k-lineares, pois
estamos considerando que C seja k-linear.

Seja (X, s) ∈ CG. Então s = {sg : Fg(X) → X}g∈G. Assim,
é possível considerarmos o objeto X juntamente com a família de
isomorfismos s, esquecendo os sg ′s com g ∈ G \ GY . Portanto, fica
definido um funtor esquecimento

FY : CG −→ CGY
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e obviamente, FY é k-linear.
Para determinarmos seu adjunto à esquerda, sejam (X, s) ∈ CGY e

os morfismos canônicos da soma direta, inclusões e projeções, ou seja,

ιXj : Fj(X) −→
⊕
t∈R

Ft(X) e πXj :
⊕
t∈R

Ft(X) −→ Fj(X),

para todo j ∈ R = {g1 = 1, g2, · · · , gn}. Definimos

LY : CGY −→ CG

(X, s) 7−→

(⊕
t∈R

Ft(X), r

)
,

em que rg : Fg (⊕t∈RFt(X))→ ⊕t∈RFt(X) é definido por

rg =
∑
j∈R

ιXν(gj) ◦ Fν(gj)
(
sµ(gj)

)
◦
(
γν(gj),µ(gj)

)−1
X
◦ (γg,j)X ◦ Fg

(
πXj
)
,

(4.3)
para todo g ∈ G. Apresentamos o diagrama da composição acima

Fg

(⊕
t∈R

Ft(X)

)
Fg (Fj(X)) Fgj(X) = Fν(gj)µ(gj)(X)

Fν(gj)(Fµ(gj)(X)) Fν(gj)(X)

⊕
t∈R

Ft(X).

Fg(πXj ) (γg,j)X

(γν(gj),µ(gj))
−1

X
Fν(gj)(sµ(gj))

ιXν(gj)

Observemos que gj = ν(gj)µ(gj) com ν(gj) ∈ R e µ(gj) ∈ GY . Isso
justifica a composição

(
γν(gj),µ(gj)

)−1
X
◦ (γg,j)X , bem como a existência

de sµ(gj) e ιXν(gj) em (4.3).
Seja f : (X, s)→ (Z, v) um morfismo em CGY . Definimos

LY (f) =
∑
j∈R

ιZj ◦ Fj(f) ◦ πXj , (4.4)

cujo diagrama da composição é o seguinte⊕
t∈R

Ft(X) Fj(X) Fj(Z)
⊕
t∈R

Ft(Z).
πXj Fj(f) ιZj

A seguir apresentamos o principal resultado deste trabalho, o mesmo
encontra-se em ([3], Lemma 2.8 e Proposition 2.9).
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Teorema 4.2.1. O funtor LY é adjunto à esquerda do funtor FY .

Demonstração. A prova está organizada como descrito abaixo.

(i) LY está bem definido, ou seja, LY (X, s) é um objeto em CG.

(ii) LY é um funtor k-linear.

(iii) LY é adjunto à esquerda de FY .

(i) Mostremos que rg, dado por (4.3), é um isomorfismo, para todo
g ∈ G. Seja l ∈ R então gl = ν(gl)µ(gl). Definimos

r−1g =
∑
l∈R

Fg
(
ιXl
)
◦ (γg,l)−1X ◦

(
γν(gl),µ(gl)

)
X
◦ Fν(gl)

(
s−1µ(gl)

)
◦ πXν(gl),

Veja a composição abaixo

⊕
t∈R

Ft(X) Fν(gl)(X) Fν(gl)
(
Fµ(gl)(X)

)
Fν(gl)µ(gl)(X) = Fgl(X) Fg (Fl(X))

Fg

(⊕
t∈R

Ft(X)

)
.

πXν(gl) Fν(gl)

(
s−1
µ(gl)

)

(γν(gl),µ(gl))X (γg,l)
−1
X

Fg(ιXl )

Verifiquemos que rg◦r−1g = id⊕t∈RFt(X) e que r−1g ◦rg = idFg(⊕t∈RFt(X)).
De fato,

rg ◦ r−1g =

=

∑
j∈R

ιXν(gj) ◦ Fν(gj)
(
sµ(gj)

)
◦
(
γν(gj),µ(gj)

)−1
X
◦ (γg,j)X ◦ Fg

(
πXj
) ◦

(∑
l∈R

Fg
(
ιXl
)
◦ (γg,l)−1X ◦

(
γν(gl),µ(gl)

)
X
◦ Fν(gl)

(
s−1µ(gl)

)
◦ πXν(gl)

)
=
∑
j∈R

∑
l∈R

ιXν(gj) ◦ Fν(gj)
(
sµ(gj)

)
◦
(
γν(gj),µ(gj)

)−1
X
◦ (γg,j)X ◦ Fg

(
πXj
)
◦

Fg
(
ιXl
)
◦ (γg,l)−1X ◦

(
γν(gl),µ(gl)

)
X
◦ Fν(gl)

(
s−1µ(gl)

)
◦ πXν(gl)
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=
∑
j∈R

∑
l∈R

ιXν(gj) ◦ Fν(gj)
(
sµ(gj)

)
◦
(
γν(gj),µ(gj)

)−1
X
◦ (γg,j)X ◦ Fg

(
πXj ◦ ιXl

)
◦

(γg,l)
−1
X ◦

(
γν(gl),µ(gl)

)
X
◦ Fν(gl)

(
s−1µ(gl)

)
◦ πXν(gl)

(1.6)
=

∑
j∈R

ιXν(gj) ◦ Fν(gj)
(
sµ(gj)

)
◦
(
γν(gj),µ(gj)

)−1
X
◦ (γg,j)X ◦ Fg

(
πXj ◦ ιXj

)
◦

(γg,j)
−1
X ◦

(
γν(gj),µ(gj)

)
X
◦ Fν(gj)

(
s−1µ(gj)

)
◦ πXν(gj)

(1.4)
=

∑
j∈R

ιXν(gj) ◦ Fν(gj)
(
sµ(gj)

)
◦
(
γν(gj),µ(gj)

)−1
X
◦ (γg,j)X ◦ (γg,j)

−1
X ◦(

γν(gj),µ(gj)
)
X
◦ Fν(gj)

(
s−1µ(gj)

)
◦ πXν(gj)

=
∑
j∈R

ιXν(gj) ◦ Fν(gj)
(
sµ(gj)

)
◦
(
γν(gj),µ(gj)

)−1
X
◦
(
γν(gj),µ(gj)

)
X
◦

Fν(gj)

(
s−1µ(gj)

)
◦ πXν(gj)

=
∑
j∈R

ιXν(gj) ◦ Fν(gj)
(
sµ(gj)

)
◦ Fν(gj)

(
s−1µ(gj)

)
◦ πXν(gj)

=
∑
j∈R

ιXν(gj) ◦ Fν(gj)
(
sµ(gj) ◦ s−1µ(gj)

)
◦ πXν(gj)

=
∑
j∈R

ιXν(gj) ◦ π
X
ν(gj)

(1.5)
= id⊕t∈RFt(X).

Agora, os cálculos para a segunda igualdade,

r−1g ◦ rg =

=

(∑
l∈R

Fg
(
ιXl
)
◦ (γg,l)−1X ◦

(
γν(gl),µ(gl)

)
X
◦ Fν(gl)

(
s−1µ(gl)

)
◦ πXν(gl)

)
◦∑

j∈R
ιXν(gj) ◦ Fν(gj)

(
sµ(gj)

)
◦
(
γν(gj),µ(gj)

)−1
X
◦ (γg,j)X ◦ Fg

(
πXj
)

=
∑
l∈R

∑
j∈R

Fg
(
ιXl
)
◦ (γg,l)−1X ◦

(
γν(gl),µ(gl)

)
X
◦ Fν(gl)

(
s−1µ(gl)

)
◦ πXν(gl)◦

ιXν(gj) ◦ Fν(gj)
(
sµ(gj)

)
◦
(
γν(gj),µ(gj)

)−1
X
◦ (γg,j)X ◦ Fg

(
πXj
)

(∗)
=
∑
l∈R

Fg
(
ιXl
)
◦ (γg,l)−1X ◦

(
γν(gl),µ(gl)

)
X
◦ Fν(gl)

(
s−1µ(gl)

)
◦
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Fν(gl)
(
sµ(gl)

)
◦
(
γν(gl),µ(gl)

)−1
X
◦ (γg,l)X ◦ Fg

(
πXl
)

=
∑
l∈R

Fg
(
ιXl
)
◦ (γg,l)−1X ◦

(
γν(gl),µ(gl)

)
X
◦ Fν(gl)

(
s−1µ(gl) ◦ sµ(gl)

)
◦

(
γν(gl),µ(gl)

)−1
X
◦ (γg,l)X ◦ Fg

(
πXl
)

=
∑
l∈R

Fg
(
ιXl
)
◦ (γg,l)−1X ◦

(
γν(gl),µ(gl)

)
X
◦
(
γν(gl),µ(gl)

)−1
X
◦ (γg,l)X ◦

Fg
(
πXl
)

=
∑
l∈R

Fg
(
ιXl
)
◦ (γg,l)−1X ◦ (γg,l)X ◦ Fg

(
πXl
)

=
∑
l∈R

Fg
(
ιXl
)
◦ Fg

(
πXl
)

=
∑
l∈R

Fg
(
ιXl ◦ πXl

)
= Fg

(∑
l∈R

ιXl ◦ πXl

)
= Fg

(
id⊕t∈RFt(X)

)
= idFg(⊕t∈RFt(X)),

em que na igualdade (∗), usamos o Lema 4.1.3 (iii). Portanto, rg é um
isomorfismo.

Sejam a, b ∈ G. Mostremos que a igualdade (3.3) é satisfeita. Como
(X, s) é GY -equivariante, vale a igualdade (3.3) para tal objeto, vamos
usar este fato nesta etapa da prova.

ra ◦ Fa (rb) =

=
∑
l∈R

∑
j∈R

ιXν(al) ◦ Fν(al)
(
sµ(al)

)
◦
(
γν(al),µ(al)

)−1
X
◦ (γa,l)X ◦ Fa

(
πXl
)
◦

Fa

(
ιXν(bj) ◦ Fν(bj)

(
sµ(bj)

)
◦
(
γν(bj),µ(bj)

)−1
X
◦ (γb,j)X ◦ Fb

(
πXj
))

=
∑
l∈R

∑
j∈R

ιXν(al) ◦ Fν(al)
(
sµ(al)

)
◦
(
γν(al),µ(al)

)−1
X
◦ (γa,l)X ◦

Fa

(
πXl ◦ ιXν(bj)

)
◦ Fa

(
Fν(bj)

(
sµ(bj)

))
◦ Fa

((
γν(bj),µ(bj)

)−1
X

)
◦

Fa
(
(γb,j)X

)
◦ Fa

(
Fb
(
πXj
))

(1.6)
=

∑
j∈R

ιXν(aν(bj)) ◦ Fν(aν(bj))
(
sµ(aν(bj))

)
◦
(
γν(aν(bj)),µ(aν(bj))

)−1
X
◦
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(
γa,ν(bj)

)
X
◦ Fa

(
Fν(bj)

(
sµ(bj)

))
◦ Fa

((
γν(bj),µ(bj)

)−1
X

)
◦

Fa
(
(γb,j)X

)
◦ Fa

(
Fb
(
πXj
))

=
∑
j∈R

ιXν(aν(bj)) ◦ Fν(aν(bj))
(
sµ(aν(bj))

)
◦
(
γν(aν(bj)),µ(aν(bj))

)−1
X
◦

(
γa,ν(bj)

)
X
◦ Fa

(
πXν(bj) ◦ ι

X
ν(bj)

)
◦ Fa

(
Fν(bj)

(
sµ(bj)

))
◦

Fa

((
γν(bj),µ(bj)

)−1
X

)
◦ Fa

(
(γb,j)X

)
◦ Fa

(
Fb
(
πXj
))

(1.4)
=

∑
j∈R

ιXν(aν(bj)) ◦ Fν(aν(bj))
(
sµ(aν(bj))

)
◦
(
γν(aν(bj)),µ(aν(bj))

)−1
X
◦

(
γa,ν(bj)

)
X
◦ Fa

(
Fν(bj)

(
sµ(bj)

))
◦ Fa

((
γν(bj),µ(bj)

)−1
X

)
◦

Fa
(
(γb,j)X

)
◦ Fa

(
Fb
(
πXj
))

(1)
=
∑
j∈R

ιXν(aν(bj)) ◦ Fν(aν(bj))
(
sµ(aν(bj))

)
◦
(
γν(aν(bj)),µ(aν(bj))

)−1
X
◦

Faν(bj)
(
sµ(bj)

)
◦
(
γa,ν(bj)

)
Fµ(bj)(X)

◦ Fa
((
γν(bj),µ(bj)

)−1
X

)
◦

Fa
(
(γb,j)X

)
◦ Fa

(
Fb
(
πXj
))

(3.1)∗

=
∑
j∈R

ιXν(aν(bj)) ◦ Fν(aν(bj))
(
sµ(aν(bj))

)
◦
(
γν(aν(bj)),µ(aν(bj))

)−1
X
◦

Faν(bj)
(
sµ(bj)

)
◦
(
γaν(bj),µ(bj)

)−1
X
◦ (γa,bj)X ◦ Fa

(
(γb,j)X

)
◦

Fa
(
Fb
(
πXj
))

(2)
=
∑
j∈R

ιXν(aν(bj)) ◦ Fν(aν(bj))
(
sµ(aν(bj))

)
◦ Fν(aν(bj))

(
Fµ(aν(bj))

(
sµ(bj)

))
◦

(
γν(aν(bj)),µ(aν(bj))

)−1
Fµ(bj)(X)

◦
(
γaν(bj),µ(bj)

)−1
X
◦ (γa,bj)X ◦

Fa
(
(γb,j)X

)
◦ Fa

(
Fb
(
πXj
))

(3.1)∗∗

=
∑
j∈R

ιXν(aν(bj)) ◦ Fν(aν(bj))
(
sµ(aν(bj))

)
◦ Fν(aν(bj))

(
Fµ(aν(bj))

(
sµ(bj)

))
◦

Fν(aν(bj))

((
γµ(aν(bj)),µ(bj)

)−1
X

)
◦
(
γν(aν(bj)),µ(aν(bj))µ(bj)

)−1
X
◦

(γa,bj)X ◦ Fa
(
(γb,j)X

)
◦ Fa

(
Fb
(
πXj
))

=
∑
j∈R

ιXν(aν(bj)) ◦ Fν(aν(bj))
(
sµ(aν(bj)) ◦ Fµ(aν(bj))

(
sµ(bj)

)
◦
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(
γµ(aν(bj)),µ(bj)

)−1
X

)
◦
(
γν(aν(bj)),µ(aν(bj))µ(bj)

)−1
X
◦ (γa,bj)X ◦

Fa
(
(γb,j)X

)
◦ Fa

(
Fb
(
πXj
))

(3.3)
=

∑
j∈R

ιXν(aν(bj)) ◦ Fν(aν(bj))
(
sµ(aν(bj))µ(bj)

)
◦
(
γν(aν(bj)),µ(aν(bj))µ(bj)

)−1
X
◦

(γa,bj)X ◦ Fa
(
(γb,j)X

)
◦ Fa

(
Fb
(
πXj
))

(4.2)
=

∑
j∈R

ιXν(abj) ◦ Fν(abj)
(
sµ(abj)

)
◦
(
γν(abj),µ(abj)

)−1
X
◦ (γa,bj)X ◦

Fa
(
(γb,j)X

)
◦ Fa

(
Fb
(
πXj
))

(3.1)
=

∑
j∈R

ιXν(abj) ◦ Fν(abj)
(
sµ(abj)

)
◦
(
γν(abj),µ(abj)

)−1
X
◦ (γab,j)X ◦

(γa,b)Fj(X) ◦ Fa
(
Fb
(
πXj
))

(3)
=
∑
j∈R

ιXν(abj) ◦ Fν(abj)
(
sµ(abj)

)
◦
(
γν(abj),µ(abj)

)−1
X
◦ (γab,j)X ◦

Fab
(
πXj
)
◦ (γa,b)⊕t∈RFt(X)

(4.3)
= rab ◦ (γa,b)⊕t∈RFt(X) ,

em que as igualdades (1), (2) e (3) seguem, respectivamente, da comu-
tatividade dos seguintes diagramas

Fa
(
Fν(bj)

(
Fµ(bj)(X)

))
Faν(bj)

(
Fµ(bj)(X)

)

Fa
(
Fν(bj)(X)

)
Faν(bj)(X),

(γa,ν(bj))Fµ(bj)(X)

Fa(Fν(bj)(sµ(bj))) Faν(bj)(sµ(bj))

(γa,ν(bj))X

Fν(aν(bj))
(
Fµ(aν(bj))

(
Fµ(bj)(X)

))
Faν(bj)

(
Fµ(bj)(X)

)

Fν(aν(bj))
(
Fµ(aν(bj))(X)

)
Faν(bj)(X)

(γν(aν(bj)),µ(aν(bj)))Fµ(bj)(X)

Fν(aν(bj))(Fµ(aν(bj))(sµ(bj))) Faν(bj)(sµ(bj))

(γν(aν(bj)),µ(aν(bj)))X
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e

Fa (Fb (⊕t∈RFt(X))) Fab (⊕t∈RFt(X))

Fa (Fb (Fj(X))) Fab (Fj(X)) .

(γa,b)⊕t∈RFt(X)

Fa(Fb(πXj )) Fab(πXj )

(γa,b)Fj(X)

A igualdade (3.1)∗ segue de (3.1) e de bj = ν(bj)µ(bj) e (3.1)∗∗

segue de (3.1) e de aν(bj) = ν(aν(bj))µ(aν(bj)). Logo,

ra ◦ Fa (rb) = rab ◦ (γa,b)⊕t∈RFt(X) .

Sejam g ∈ G e f : (X, s)→ (Z, v) um morfismo em CGY . Por defini-
ção LY (X, s) = (⊕t∈RFt(X), r) e LY (Z, v) = (⊕t∈RFt(Z), z). Mostre-
mos a igualdade (3.5) para LY (f), isto é, a comutatividade do diagrama

Fg (LY (X, s)) = Fg (⊕t∈RFt(X), r) Fg (LY (Z, v)) = Fg (⊕t∈RFt(Z), z)

LY (X, s) = (⊕t∈RFt(X), r) LY (Z, v) = (⊕t∈RFt(Z), z) .

Fg(LY (f))

rg zg

LY (f)

Lembremos que f em CGY satisfaz (3.5), vamos usar este fato na
prova. Temos

zg ◦ Fg (LY (f)) =

=
∑
j∈R

∑
l∈R

ιZν(gj) ◦ Fν(gj)
(
vµ(gj)

)
◦
(
γν(gj),µ(gj)

)−1
Z
◦ (γg,j)Z ◦ Fg

(
πZj
)
◦

Fg
(
ιZl ◦ Fl(f) ◦ πXl

)
=
∑
j∈R

∑
l∈R

ιZν(gj) ◦ Fν(gj)
(
vµ(gj)

)
◦
(
γν(gj),µ(gj)

)−1
Z
◦ (γg,j)Z ◦

Fg
(
πZj ◦ ιZl

)
◦ Fg (Fl(f)) ◦ Fg

(
πXl
)

(1.6)
=

∑
j∈R

ιZν(gj) ◦ Fν(gj)
(
vµ(gj)

)
◦
(
γν(gj),µ(gj)

)−1
Z
◦ (γg,j)Z ◦

Fg
(
πZj ◦ ιZj

)
◦ Fg (Fj(f)) ◦ Fg

(
πXj
)

(1.4)
=

∑
j∈R

ιZν(gj) ◦ Fν(gj)
(
vµ(gj)

)
◦
(
γν(gj),µ(gj)

)−1
Z
◦ (γg,j)Z ◦ Fg (Fj(f)) ◦

Fg
(
πXj
)
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(4)
=
∑
j∈R

ιZν(gj) ◦ Fν(gj)
(
vµ(gj)

)
◦
(
γν(gj),µ(gj)

)−1
Z
◦ Fgj(f) ◦ (γg,j)X ◦

Fg
(
πXj
)

(5)
=
∑
j∈R

ιZν(gj) ◦ Fν(gj)
(
vµ(gj)

)
◦ Fν(gj)

(
Fµ(gj)(f)

)
◦
(
γν(gj),µ(gj)

)−1
X
◦

(γg,j)X ◦ Fg
(
πXj
)

=
∑
j∈R

ιZν(gj) ◦ Fν(gj)
(
vµ(gj) ◦ Fµ(gj)(f)

)
◦
(
γν(gj),µ(gj)

)−1
X
◦ (γg,j)X ◦

Fg
(
πXj
)

(3.5)
=

∑
j∈R

ιZν(gj) ◦ Fν(gj)
(
f ◦ sµ(gj)

)
◦
(
γν(gj),µ(gj)

)−1
X
◦ (γg,j)X ◦ Fg

(
πXj
)

=
∑
j∈R

ιZν(gj) ◦ Fν(gj)(f) ◦ Fν(gj)
(
sµ(gj)

)
◦
(
γν(gj),µ(gj)

)−1
X
◦ (γg,j)X ◦

Fg
(
πXj
)

(1.4)
=

∑
j∈R

ιZν(gj) ◦ Fν(gj)(f) ◦ π
X
ν(gj) ◦ ι

X
ν(gj) ◦ Fν(gj)

(
sµ(gj)

)
◦
(
γν(gj),µ(gj)

)−1
X
◦

(γg,j)X ◦ Fg
(
πXj
)

(1.6)
=

∑
l∈R

∑
j∈R

ιZl ◦ Fl(f) ◦ πXl ◦ ιXν(gj) ◦ Fν(gj)
(
sµ(gj)

)
◦
(
γν(gj),µ(gj)

)−1
X
◦

(γg,j)X ◦ Fg
(
πXj
)

= LY (f) ◦ rg,

em que as igualdades (4) e (5) seguem, respectivamente, da naturalidade
de γν(gj),µ(gj) e γg,j , ou seja, da comutatividade dos diagramas abaixo

Fg (Fj(X)) Fgj(X)

Fg (Fj(Z)) Fgj(Z)

(γg,j)X

Fg(Fj(f)) Fgj(f)

(γg,j)Z

e
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Fν(gj)
(
Fµ(gj)(X)

)
Fν(gj)µ(gj)(X) = Fgj(X)

Fν(gj)
(
Fµ(gj)(Z)

)
Fν(gj)µ(gj)(Z) = Fgj(Z).

(γν(gj),µ(gj))X

Fν(gj)(Fµ(gj)(f)) Fν(gj)µ(gj)(f)=Fgj(f)

(γν(gj),µ(gj))Z

Portanto, zg ◦ Fg (LY (f)) = LY (f) ◦ rg.

(ii) Mostremos que LY é um funtor k-linear.
De fato, sejam f : (X, s) → (Z, v) e g : (Z, v) → (W,u) morfismos

em CGY . Então

LY (g) ◦ LY (f) =
∑
j∈R

ιWj ◦ Fj(g) ◦ πZj ◦
∑
l∈R

ιZl ◦ Fl(f) ◦ πXl

=
∑
j∈R

∑
l∈R

ιWj ◦ Fj(g) ◦ πZj ◦ ιZl ◦ Fl(f) ◦ πXl

(1.6)
=

∑
j∈R

ιWj ◦ Fj(g) ◦ πZj ◦ ιZj ◦ Fj(f) ◦ πXj

(1.4)
=

∑
j∈R

ιWj ◦ Fj(g) ◦ Fj(f) ◦ πXj

=
∑
j∈R

ιWj ◦ Fj(g ◦ f) ◦ πXj

= LY (g ◦ f)

e

LY
(
id(X,s)

)
=
∑
j∈R

ιXj ◦ Fj (idX) ◦ πXj

=
∑
j∈R

ιXj ◦ πXj

(1.5)
= id⊕t∈RFt(X)

= idLY (X,s).

Finalmente, verifiquemos que LY é k-linear. De fato, sejam f, h :
(X, s)→ (Z, v) morfismos em CGY e α ∈ k. Então
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LY (αf + h) =
∑
j∈R

ιZj ◦ Fj(αf + h) ◦ πXj

=
∑
j∈R

ιZj ◦ (Fj(αf) + Fj(h)) ◦ πXj

(1)
=
∑
j∈R

ιZj ◦ (αFj(f) + Fj(h)) ◦ πXj

=
∑
j∈R

ιZj ◦ αFj(f) ◦ πXj + ιZj ◦ Fj(h) ◦ πXj

(2)
=
∑
j∈R

ιZj ◦ αFj(f) ◦ πXj +
∑
j∈R

ιZj ◦ Fj(h) ◦ πXj

(3)
= α

∑
j∈R

ιZj ◦ Fj(f) ◦ πXj +
∑
j∈R

ιZj ◦ Fj(h) ◦ πXj

= αLY (f) + LY (h).

A igualdade (1) ocorre, pois os funtores F ′js são k-lineares. Já as
igualdades (2) e (3) seguem do fato de que as categorias são k-lineares.

(iii) Finalmente, mostremos que o o funtor LY é adjunto à esquerda do
funtor FY .

Para isto, usaremos a equivalência (ii) dada pelo Teorema 2.2, ou
seja, mostraremos que existem transformações naturais ϕ e ψ e que as
igualdades (2.2) e (2.3) sejam satisfeitas. Definimos

ϕ : IdCGY → FY ◦ LY

por

ϕ(X,s) = ιX1 : (X, s)→ FY (LY (X, s)) =

(⊕
t∈R

Ft(X), r

)
.

Mostremos que ϕ(X,s) é um morfismo em CGY , ou seja, que a
igualdade (3.5) é satisfeita. De fato, para todo g ∈ GY , temos que
g = 1g = ν(g)µ(g). Assim, pela unicidade dada no Lema 4.1.3 (i),

ν(g) = 1 e µ(g) = g. (4.5)
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O diagrama de (3.5) nesse caso é

Fg(X, s) Fg (⊕t∈RFt(X), r)

(X, s) (⊕t∈RFt(X), r)

Fg(ϕ(X,s))=Fg(ιX1 )

sg rg

ϕ(X,s)=ι
X
1

e portanto,

rg ◦ Fg
(
ϕ(X,s)

)
= rg ◦ Fg

(
ιX1
)

=
∑
j∈R

ιXν(gj) ◦ Fν(gj)
(
sµ(gj)

)
◦
(
γν(gj),µ(gj)

)−1
X
◦ (γgj)X ◦ Fg

(
πXj
)
◦ Fg

(
ιX1
)

=
∑
j∈R

ιXν(gj) ◦ Fν(gj)
(
sµ(gj)

)
◦
(
γν(gj),µ(gj)

)−1
X
◦ (γgj)X ◦ Fg

(
πXj ◦ ιX1

)
(1.6)
= ιXν(g) ◦ Fν(g)

(
sµ(g)

)
◦
(
γν(g),µ(g)

)−1
X
◦ (γg,1)X ◦ Fg

(
πX1 ◦ ιX1

)
(1.4)
= ιXν(g) ◦ Fν(g)

(
sµ(g)

)
◦
(
γν(g),µ(g)

)−1
X
◦ (γg,1)X

(4.5)
= ιX1 ◦ F1 (sg) ◦ (γ1,g)−1X ◦ (γg,1)X
= ιX1 ◦ F1 (sg)

= ιX1 ◦ sg.

Agora verifiquemos que ϕ é uma transformação natural, ou seja,
para todo morfismo f : (X, s) → (Z, v) em CGY , o diagrama abaixo
comuta

(X, s) (FY ◦ LY ) (X, s)

(Z, v) (FY ◦ LY ) (Z, v).

ϕ(X,s)

f (FY ◦LY )(f)

ϕ(Z,v)

De fato,

((FY ◦ LY ) (f)) ◦ ϕ(X,s) = FY (LY (f)) ◦ ϕ(X,s) = LY (f) ◦ ϕ(X,s)

=
∑
l∈R

ιZl ◦ Fl(f) ◦ πXl ◦ ιX1

(1.6)
= ιZ1 ◦ F1(f) ◦ πX1 ◦ ιX1
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(1.4)
= ιZ1 ◦ F1(f)

= ιZ1 ◦ f
= ϕ(Z,v) ◦ f.

O próximo passo é definirmos

ψ : LY ◦ FY → IdCG

por

ψ(X,k) =
∑
j∈R

kj ◦ πXj : (LY ◦ FY ) (X, k) =

(⊕
t∈R

Ft(X), u

)
→ (X, k).

Mostremos que ψ(X,k) é um morfismo em CG e que portanto satisfaz
a igualdade (3.5), ou seja, o diagrama

Fg (⊕t∈RFt(X), u) Fg(X, k)

(⊕t∈RFt(X), u) (X, k)

Fg(ψ(X,k))

ug kg

ψ(X,k)

comuta, para todo g ∈ G. De fato,

ψ(X,k) ◦ ug =

=
∑
l∈R

kl ◦ πXl ◦
∑
j∈R

ιXν(gj) ◦ Fν(gj)
(
kµ(gj)

)
◦
(
γν(gj),µ(gj)

)−1
X
◦ (γg,j)X ◦

Fg
(
πXj
)

=
∑
l∈R

∑
j∈R

kl ◦ πXl ◦ ιXν(gj) ◦ Fν(gj)
(
kµ(gj)

)
◦
(
γν(gj),µ(gj)

)−1
X
◦ (γg,j)X ◦

Fg
(
πXj
)

(1.6)
=

∑
j∈R

kν(gj) ◦ πXν(gj) ◦ ι
X
ν(gj) ◦ Fν(gj)

(
kµ(gj)

)
◦
(
γν(gj),µ(gj)

)−1
X
◦

(γg,j)X ◦ Fg
(
πXj
)

(1.4)
=

∑
j∈R

kν(gj) ◦ Fν(gj)
(
kµ(gj)

)
◦
(
γν(gj),µ(gj)

)−1
X
◦ (γg,j)X ◦ Fg

(
πXj
)

(3.3)
=

∑
j∈R

kν(gj)µ(gj) ◦ (γg,j)X ◦ Fg
(
πXj
)

((X, k) é G-equivariante)
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=
∑
j∈R

kgj ◦ (γg,j)X ◦ Fg
(
πXj
)

(3.3)
=

∑
j∈R

kg ◦ Fg (kj) ◦ Fg
(
πXj
)

=
∑
j∈R

kg ◦ Fg
(
kj ◦ πXj

)

= kg ◦ Fg

∑
j∈R

kj ◦ πXj


= kg ◦ Fg

(
ψ(X,k)

)
.

Mostremos que ψ é uma transformação natural, ou seja, para todo
morfismo f : (X, k)→ (Z,w) em CG, o diagrama abaixo comuta

(LY ◦ FY ) (X, k) (X, k)

(LY ◦ FY ) (Z,w) (Z,w).

ψ(X,k)

(LY ◦FY )(f) f

ψ(Z,w)

De fato,

ψ(Z,w) ◦ ((LY ◦ FY ) (f)) =
∑
l∈R

wl ◦ πZl ◦ (LY (FY (f)))

=
∑
l∈R

wl ◦ πZl ◦ LY (f)

=
∑
l∈R

wl ◦ πZl ◦
∑
j∈R

ιZj ◦ Fj(f) ◦ πXj

=
∑
l∈R

∑
j∈R

wl ◦ πZl ◦ ιZj ◦ Fj(f) ◦ πXj

(1.6)
=

∑
j∈R

wj ◦ πZj ◦ ιZj ◦ Fj(f) ◦ πXj

(1.4)
=

∑
j∈R

wj ◦ Fj(f) ◦ πXj

(3.5)
=

∑
j∈R

f ◦ kj ◦ πXj

= f ◦
∑
j∈R

kj ◦ πXj = f ◦ ψ(X,k).



74 CAPÍTULO 4. A adjunção (LY , FY )

Finalmente, verifiquemos que as igualdades (2.2) e (2.3), isto é,
vejamos que as igualdades

FY
(
ψ(X,k)

)
◦ ϕFY (X,k) = idFY (X,k)

e
ψLY (X,s) ◦ LY

(
ϕ(X,s)

)
= idLY (X,s)

são satisfeitas. De fato, para todo (X, k) ∈ CG, temos

FY
(
ψ(X,k)

)
◦ ϕFY (X,k) = FY

∑
j∈R

kj ◦ πXj

 ◦ ιX1
=
∑
j∈R

kj ◦ πXj ◦ ιX1

(1.6)
= k1 ◦ πX1 ◦ ιX1
= k1 = id(X,k) (veja Observação 3.4)
= idFY (X,k).

Seja (X, s) ∈ CGY . Então LY (X, s) = (⊕t∈RFt(X), r) e ϕ(X,s) = ιX1 .
Temos

ψLY (X,s) ◦ LY
(
ϕ(X,s)

)
=

=
∑
j∈R

rj ◦ π⊕t∈RFt(X)
j ◦

∑
l∈R

ι
⊕t∈RFt(X)
l ◦ Fl

(
ιX1
)
◦ πXl

=
∑
j∈R

∑
l∈R

rj ◦ π⊕t∈RFt(X)
j ◦ ι⊕t∈RFt(X)

l ◦ Fl
(
ιX1
)
◦ πXl

(1.6)
=

∑
j∈R

rj ◦ π⊕t∈RFt(X)
j ◦ ι⊕t∈RFt(X)

j ◦ Fj
(
ιX1
)
◦ πXj

(1.4)
=

∑
j∈R

rj ◦ Fj
(
ιX1
)
◦ πXj

(4.3)
=

∑
j∈R

(∑
i∈R

ιXν(ji) ◦ Fν(ji)
(
sµ(ji)

)
◦
(
γν(ji),µ(ji)

)−1
X
◦ (γj,i)X ◦ Fj

(
πXi
))
◦

Fj
(
ιX1
)
◦ πXj

=
∑
j∈R

∑
i∈R

ιXν(ji) ◦ Fν(ji)
(
sµ(ji)

)
◦
(
γν(ji),µ(ji)

)−1
X
◦ (γj,i)X ◦

Fj
(
πXi ◦ ιX1

)
◦ πXj
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(1.6)
=

∑
j∈R

ιXν(j) ◦ Fν(j)
(
sµ(j)

)
◦
(
γν(j),µ(j)

)−1
X
◦ (γj,1)X ◦ Fj

(
πX1 ◦ ιX1

)
◦ πXj

(1.4)
=

∑
j∈R

ιXν(j) ◦ Fν(j)
(
sµ(j)

)
◦
(
γν(j),µ(j)

)−1
X
◦ (γj,1)X ◦ π

X
j

(6)
=
∑
j∈R

ιXj ◦ Fj (s1) ◦ (γj,1)
−1
X ◦ (γj,1)X ◦ π

X
j (s1 = idX)

=
∑
j∈R

ιXj ◦ πXj

(1.5)
= id⊕t∈RFt(X)

= idLY (X,s),

em que a igualdade (6) segue do fato de que, para todo j ∈ R, j = j1 =
ν(j)µ(j) e, assim ν(j) = j e µ(j) = 1.

Portanto, pelo Teorema 2.2, segue que o funtor LY é adjunto à
esquerda do funtor FY . �

Segundo o Teorema 2.6, funtores adjuntos à esquerda ou à direita
(quando existem) são únicos, a menos de equivalência. Assim, se
(LY , FY , φ) e

(
LR
′

Y , FY , φ
′
)
são adjunções, em que R′ é outro conjunto

de representantes das classes laterais à esquerda de GY em G, então LY
e LR

′

Y são equivalentes, ou seja, o funtor LY que estudamos no teorema
acima não depende do conjunto de representantes considerado.
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