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Resumo

Sejam G um grupo finito que age em uma categoria k-linear C e
Gy o subgrupo estavel de G. Consideremos as equivariantizagoes de
@ por G e de € por Gy, denotadas por C¢ e %Y, ambas k-lineares.
O objetivo deste trabalho é apresentar um exemplo de adjungao de
funtores entre €% e CEY .

Palavras chaves: Adjuncao, Equivariantizacao, Categoria k-linear e
Funtor.






Abstract

Let G be a finite group that acts in a k-linear category € and Gy
the stable subgroup of GG. Let us consider the equivariantizations of
€ by G and @€ by Gy, denoted by €% and C%Y, both k-linears. The
purpose of this work is to present an example of functors adjunction
between €% and CC .

Keywords: Adjoint, Equivariantization, k-linear category and Functor.
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Introducao

A teoria de categorias foi divulgada pela primeira vez em 1945, no
trabalho intitulado General Theory of Natural Equivalences, veja [5].
Por apresentar nogdes tao gerais, como dito em [8], a mesma chega a
ser chamada “abstragao sem sentido”. Todavia, a teoria ganhou espago
e respeito dentro da matematica apos os trabalhos de Grothendieck,
D. Kan, entre outros. Desde entao, a mesma vem se tornando uma
importante ferramenta de estudo para diversas areas da matematica
como teoria da representacao, geometria algébrica, topologia algébrica,
dentre outros ramos da matematica. Em [6], MacLane e Eilenberg
introduziram a nocao de funtor, uma das ferramentas essenciais do
nosso trabalho.

O objetivo desta dissertagao, é construir um exemplo nao trivial
de adjuncao de funtores entre categorias equivariantizadas (k-lineares)
por um dado grupo G, em que k é um corpo. Estas categorias surgem
pela acdo G, que é dada por uma certa colegao de funtores {F,}qcc e
isomorfismos naturais que satisfazem certas condigoes. Esse resultado é
encontrado em ([3], Section 2), mas num contexto de categorias de fusad’}
Isso pois, em [3], os autores estabelecem uma correspondéncia entre
objetos simples de duas categorias equivariantizadas especificas, para
isto, uma das ferramentas eficazes é a dimensao de Frobenius-Perron
que s6 pode ser utilizada em categorias como, por exemplo, as de fusao.
Para o que queremos fazer, basta considerarmos categorias k-lineares
(ou simplesmente categorias abelianas).

Em 1947, a teoria da homologia axiomética de Eilenberg referia-se a
funtores de uma categoria de espacos topologicos com uma estrutura
“aditiva”, veja [13]. Em 1950, na publicacéo |14], MacLane axiomatizou
a nocao de categoria abeliana, em que o mesmo observou a dualidade
existente entre alguns conceitos como produto e coproduto, kernel e
cokernel. Na metade dos anos 50, Grothendieck também introduziu

2Para mais detalhes, citamos [3] e [4].



categoria abeliana, em [9], de maneira a unificar algumas teorias de
cohomologia. Nesse ambiente de ferramentas “basicas” é que desenvol-
vemos nosso primeiro capitulo, introduzindo os conceitos de categorias,
funtores, transformacoes naturais com énfase para categorias abelianas
e k-lineares, que sao as categorias usadas para os demais capitulos, salvo
mengao contraria.

No segundo capitulo, apresentamos o conceito de adjungao. Assim
como, um resultado que reune varias defini¢des equivalentes do mesmo.
Esse resultado é fundamental para provarmos o principal resultado do
ultimo capitulo. A definigdo de adjuncgéo foi introduzida por Daniel
Kan em 1958, no seu artigo [11], usando como motivagéo o isomorfismo
natural dado em [6], a saber, Hom(—, Hom(—, —)) & Hom(- ® —, —),
que relaciona os funtores Hom(—,—) : (4b%)” x AbTP — AbTP e
® : Ab® x Ab? — Ab?, mas sem mencao a ideia de adjuncio, em que as
categorias Ab? e AbT°P sio as categorias dos grupos abelianos discretos
e dos grupos abelianos topologicos, respectivamente.

O termo adjungao foi motivado pela analogia entre categorias e
espagos de Hilbert pois, para qualquer par de objetos (X,Y) € C°P x
D, o isomorfismo Homp (F(X),Y) = Home(X,G(Y)) é comparavel
a definicdo de operadores adjuntos em espagos de Hilbert (H,(-,-))
(veja [8]), isto é, para T : H — H e L : H — H operadores adjuntos,
vale a igualdade (T'(z),y) = (x, L(y)), para quaisquer z,y € H. Além
disso, em [8] é observado que nem todo funtor possui adjunto a direita
ou adjunto a esquerda, mas caso isso ocorra, existe uma unicidade, a
menos de equivaléncia.

O conceito de agao de um grupo G em uma categoria € é apresentado
no terceiro capitulo, onde definimos também a nova categoria que surge
via esta acéo, denotada por €% e chamada categoria equivariantizada por
G (veja |4] e [7]). Alguns resultados deste capitulo ndo sao provados, pois
os mesmos encontram-se feitos com detalhes em [17] e sendo inclusive
alguns deles, resultados principais daquela dissertacao. Dessa maneira,
apresentamos apenas as provas dos resultados essenciais para o trabalho.

No ultimo capitulo, apresentamos o resultado principal deste traba-
lho, que é exatamente o exemplo nao trivial de adjungao que dissemos
no infcio. O mesmo encontra-se em (|[3|, Lemma 2.8 e Proposition
2.9). Mais especificamente, temos uma adjungao dos funtores Fy e Ly
entre as categorias €% e C%Y, em que Y & um objeto simples, Gy é um
subgrupo de G denominado subgrupo estavel de G. Além disso, neste
capitulo, o grupo G é finito, pois queremos garantir que, para qualquer
objeto simples Y em €, o indice [G : Gy] seja finito.



Capitulo 1

Categorias abelianas

Neste capitulo, apresentamos algumas defini¢oes e resultados, além
de estabelecermos as nomenclaturas necessérias para a melhor com-
preensao do trabalho. Comegamos com os conceitos fundamentais de
categoria, funtor, transformagao natural e terminamos o capitulo de-
finindo uma categoria abeliana k-linear onde damos uma estrutura
adicional de aditividade entre os morfismos em uma categoria. Todos
os resultados e definigoes aqui apresentados podem ser encontrados
em [12], [15], [16] e [17].

1.1 Categorias
Definigao 1.1.1. Uma categoria C consiste de
(i) wma cole¢do de objetos, denotada por Obj(C),

(ii) para cada par de objetos (X,Y), X, Y em Obj(C), existe uma cole-
¢ao de morfismos de X para'Y em @, denotada por Home(X,Y),

(iii) para cada X em Obj(C), existe um morfismo idx : X — X,
chamado morfismo identidade,

(iv) para quaisquer X,Y,Z em Obj(@) € definida uma operagdo dada
por

o: Home(Y,Z) x Home(X,Y) — Home(X,Z)
(9,) = golf.
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Tal operacao é chamada composicao e deve satisfazer, para quais-
quer f em Home(X,Y), g em Home(Y, Z) e h em Home(Z, W),
as sequintes condi¢oes

(I) (hog)of=ho(gof) e (II) foidx =f=1idyof.
Por simplicidade, um morfismo f em Home(X,Y) serd denotado

por f: X — Y oupor X 1y Alem disso, diremos um objeto em C
ou f um morfismo em €, invés de X em Obj(€) ou f em Home(X,Y).
Por abuso de notacao, faremos uso do simbolo de pertinéncia nos casos
X € Ce f € Home(X,Y), mesmo sabendo que Obj(C) e Home(X,Y)
nao sejam necessariamente conjuntos.

Definigao 1.1.2. Seja C uma categoria. Um morfismo f : X — Y
diz-se um isomorfismo, se existe um morfismo g : Y — X tal que
fog=idy ego f=1idx.

Se existir tal isomorfismo entre os objetos X e Y, entao X e Y
dizem-se isomorfos e denotamos tal isomorfismo por X =Y.

Verifica-se facilmente que se X e Y sao isomorfos, entao o morfismo
g acima é tinico e o denotamos por g = f~!. Vejamos a seguir alguns
exemplos de categorias.

Exemplo 1.1.3. (Categoria Set) Nesta categoria, os objetos sdo con-
juntos e os morfismos entre dois conjuntos sao as fungoes entre os
mesmos.

De fato, para cada X € Set, consideramos a fungao idx : X — X
como sendo o morfismo identidade. A composi¢ao de fungoes é associa-
tiva e assim, Set é uma categoria.

Exemplo 1.1.4. (Categoria Grp) Nesta categoria, os objetos sao os
grupos e, dados G, H € Grp,

Homeg,,(G,H) ={f : G — H : f ¢ morfismo de grupos}.

Exemplo 1.1.5. (Categoria Ab) A categoria Ab é a categoria em que
os objetos sao grupos abelianos e os morfismos entre os objetos sao os
mesmos da categoria acima.

Exemplo 1.1.6. (Categoria Ring) Na categoria Ring, temos que os
objetos sao os anéis com unidade e, dados A, B € Ring,

Homping(A,B) ={f: A— B: f é¢ morfismo de anéis}.

Podemos considerar também a categoria ring. Neste caso, os objetos
sao anéis sem unidade e os morfismos sao os mesmos da categoria acima.
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Exemplo 1.1.7. (Categoria pM) Seja R um anel. Nesta categoria, os
objetos sao os R-modulos a esquerda e os morfismos sao os homomorfis-
mos de modulos a esquerda.

Analogamente, obtemos as categorias Mg, gm e mpg, em que as duas
iltimas sao, respectivamente, as categorias dos R-moédulos & esquerda,
a direita finito dimensionais sobre k.

Exemplo 1.1.8. (Categoria Vecty) Seja k um corpo. Os objetos sao
os k-espacos vetoriais e, dados V., W € Vecty,

Homyeer, (V, W) ={T:V — W : T é uma transformagao linear}.

Podemos considerar também a categoria vecty, cujos objetos sao os
k-espagos vetoriais de dimensao finita e os morfismos sao os mesmos da
categoria acima.

Exemplo 1.1.9. (Categoria Oposta) Seja € uma categoria. Definimos
C°P como a categoria cujos objetos sao objetos de C e tal que, para
quaisquer objetos X,Y € €, Homeor(X,Y) = Home(Y, X). Se f €
Homeor (X,Y) e g € Homeor (Y, Z), entdo a composi¢do em C°P é dada
por go f = fog.

Exemplo 1.1.10. (Categoria Algy) Nesta categoria, os objetos sao as
k-algebras e os morfismos s&ao os morfismos de k-algebras.

O préximo exemplo é de suma importancia e serd usado frequente-
mente nos proximos capitulos.

Exemplo 1.1.11. (Categoria produto) Sejam C e D categorias, X,Y, Z €
Ce X' Y' Z' € D. Entao € x D é uma categoria, chamada categoria

produto, em que os objetos sdao os pares (X, X’) € € x D e, dados

(X, X),(,Y)YeCxD,

Homeywn (X, X),(Y,Y")) = (Home(X,Y), Homp (X', Y"))

Com isso em mente, dados (X, X'), (Y,Y’),(Z,Z') € € x D, notemos
que é possivel definirmos a composicao

((gag/)7 (fa f/)) € HOH]@XD((Y, Yl)a (27 Z/)) X HomGX’D((Xv Xl)a (Y7 Y/))
(Home(Y, Z), Homa (Y', Z')) x (Home (X, Y), Homa (X', Y"))

por
O((grg/)’(f’f/)) = (g’g/> © (f?f/) = (gof,glof/),
em que

(g © f7 g/ © f/) € HOHI@X@((X, X/)7 (Z7 Z,))
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Observagao 1.1.12. Com a definigdo acima, o é claramente associativa
e idx xy) = (idx,idx:). De fato,

(f7f/) o (ZdX7ZdX') = (foianf/oidX') = (f7f/)7
para todo (f, f’) € (Home(X,Y), Homp (X', Y")) e
(ianidX’) © (gag/) = (ZdX OgaidX’ Og/) = (gag/)7

para todo (g,¢') € (Home(Z, X), Homp (Z', X')). Assim, id(x x) =
(idx, idX/)

Além disso, se (f, f’) é um isomorfismo em (Home(X,Y), Homp (X', Y"))
entao existe (g,¢’) € (Home(Y, X), Homp (Y, X)) tal que

(
(faf) ( ) (ZdY7idY') € (gag/)o(faf/):(ianidX/)'

Como (f, f")o(g,9') = (feg,f og)el(g.g)o(f, f)=(g90f g cf)e
assim, fog =1idy, go f =idy, f'og =idy e g’ o f' = idx/. Logo,
g=f""eg =f~1 Portanto, (f.f')"" =(9,9") = (f~1, /).

Definigcao 1.1.13. Seja C uma categoria. Um objeto Z € C diz-se
objeto zero se, para todo X € C existem unicos morfismos ¢x : X — Z
ex : Z — X, ou seja, Home(X, Z) = {¢x} e Home(Z, X) = {Ux}.

Proposigcao 1.1.14. O objeto zero, se existir, € unico, a menos de
isomorfismo.

Demonstracao. De fato, sejam Z e W objetos zeros em C. Entao existem
tnicos morfismos ¢z : Z — W ez : W — Z e assim, ¢z o ¥z = idw,
pois W & um objeto zero. Analogamente, obtemos que ¥z o ¢z = idy,
pois Z é um objeto zero. Portanto, Z = W. |

Exemplo 1.1.15. Na categoria Grp, o grupo trivial {e} é o objeto
zero desta categoria.

Exemplo 1.1.16. A categoria Set ndo possui objeto zero. De fato,
suponhamos por absurdo que Z seja o objeto zero em Set. Se a cardina-
lidade de Z é maior ou igual a 2 entdo, dado o conjunto {}}, podemos
definir, pelo menos, duas fungoes distintas de {#} para Z e assim, temos
um absurdo. Se Z for unitario entao, para qualquer conjunto com
dois elementos, podemos definir duas fungoes distintas de Z para esse
conjunto e novamente, temos um absurdo.

Definicao 1.1.17. Seja C wma categoria com objeto zero Z. Para
quaisquer objetos X,Y € C definimos o morfismo nulo 03 : X —Y
como sendo o morfismo que comuta o sequinte diagrama
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Definigao 1.1.18. Seja f : X — Y um morfismo em C.

(i) Um nicleo de f é um par (Ker(f), k), em que Ker(f) é um objeto
em C ek : Ker(f) — X é um morfismo em C tal que fok =
Oger(f). Além disso, dados K' um objeto em € e k' : K/ — X
um morfismo em C tal que fok' = O{f/, entao existe um uUnico
morfismo p: K' — Ker(f) em @ tal que kop=F'.

(ii) Um conicleo de [ € um par (coKer(f),q), em que coKer(f) é
um objeto em C e q :' Y — coKer(f) é um morfismo em C tal
que qo f = OggKer(f), Além disso dados Q' um objeto em C e

q Y — Q' um morfismo em C tal que ¢’ o f = 05,, entdo existe
um unico morfismo v : coKer(f) — Q' tal que yoq=¢ .

Ambas as propriedades acima podem ser vistas via diagrama abaizo

Ker(f) — s x — 1 sy 9 coKer(f)

K Q.

A partir de agora, denotamos por 0 tanto o objeto zero quanto o
morfismo nulo.

Exemplo 1.1.19. Na categoria gkM, dado um morfismo f: M — N
o ntcleo e o conticleo sdo dados por (Ker(f),t), em que Ker(f) =
{zx € M : f(z) =0} e ¢ é a inclusdo canobnica, isto é, ¢ : Ker(f) — X.
O conucleo de f é o par (coKer(f),n), em que coKer(f) = N/im(p),
m: N — N/Im(f) é a projecao candnica e Im(f) é a imagem de f.

As proximas definigdes estendem as nogoes, no contexto categorico,
que se aproximam dos conceitos de injetividade e sobrejetividade.

Definigao 1.1.20. Sejam C uma categoria e f: X — Y um morfismo
em C.

(i) f diz-se um monomorfismo se, para quaisquer morfismos g, h : Z — X
tais que fog= foh, entdo g = h.
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(ii) f diz-se um epimorfismo se, para quaisquer morfismos g,h: Y — W
tais que go f = ho f, entdo g = h.

Na categoria Ring, por exemplo, existem epimorfismos que nao sao
sobrejetores, como podemos ver no préximo exemplo.

Exemplo 1.1.21. Considere a categoria Ring. Entdo o morfismo
inclusao canoénica ¢ : Z — @Q é um epimorfismo, mas nao é sobrejetor.

De fato, sejam R um anel e g, h : Q — R morfismos de anéis tais
que got = hot Seja z € Z. Entao

9(2) = 9(u(2)) = (g0 1)(2) = (ho1)(2) = h(1(2)) = h(2).

Além disso, para todo 0 # z € Z, segue que

h0 =) =9 (%) =a2 (1) =n20 ().

Assim,

1
=gl -
z
Logo, para qualquer § € Q, temos que

1 5) o (3) s () -0 (5)

Portanto, g = h. Claramente, ¢ nao é sobrejetor.
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Em (|10], Chapter X, p. 481), ha um exemplo onde é apresentado um
monomorfismo que nao é injetor, considerando a categoria dos grupos
abelianos divisiveis.

Aqui, surgem algumas perguntas como, por exemplo, os conceitos
de injetividade e monomorfismo coincidem em alguma categoria? A
mesma pergunta vale para epimorfismo e sobrejetividade. A proposicéo
a seguir responde essas perguntas para a categoria pM.

Proposigao 1.1.22. Seja R um anel. Um morfismo f na categoria
rM é monomorfismo (respectivamente epimorfismo) se, e somente se,
f € injetor (respectivamente sobrejetor).

Demonstragao. (<) Seja f : M — N um morfismo injetor em gM.
Sejam g, h : P — M morfismos em gM tais que fog = foh. Assim,
para todo x € P, temos que

flg(x)) = (f o g)(x) = (f o h)(2) = f(h(x))

e pelo fato de f ser injetor, g(x) = h(x), para todo € P. Logo, g = h
e f é um monomorfismo.

Agora, suponhamos f : M — N um morfismo sobrejetor em M.
Sejam g,h : N — W morfismos em pM tais que go f = ho f. Seja
n € N. Como f é sobrejetor, existe m € M tal que n = f(m). Dali,

g9(n) = g(f(m)) = (go f)(m) = (ho f)(m) = h(f(m)) = h(n),

para todon € N e isso nos dia que g = h e portanto, f é um epimorfismo.

(=) Suponhamos que f nao seja injetor. Entao Ker(f) # {0}.
Consideremos a inclusdo canoénica ¢ : Ker(f) — M. Entdo for =0
(morfismo nulo). Consideremos h : Ker(f) — M o morfismo nulo.
Assim, f ot =0 = foh e naturalmente que ¢ # h, pois v(Ker(f)) =
Ker(f) # {0}.

Suponhamos que f nao seja sobrejetor, assim o R-modulo N/rm(f) #
{0}. Consideremos a projecao canoénica m : N — N/Im(f) e o homomor-
fismo nulo h : N — N/mm(y), isto &, h(n) = 0+ Im(f) = 0. Claramente,
mof=0=ho f, mas m # h. Logo, f nao é epimorfismo. |

Corolario 1.1.23. Seja R um anel. Na categoria gM todo isomorfismo
€ injetor e sobrejetor e reciprocamente.

Demonstracao. Nao é dificil ver que todo isomorfismo é um mono-
morfismo e um epimorfismo (isso vale para qualquer categoria). Pela
proposicao acima, um isomorfismo é injetor e sobrejetor. Por outro
lado, se f : M — N & injetor e sobrejetor em gM, existe f~1 : N — M
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tal que fo f' =iddy e f~l o f = idy e isso nos diz que f é um
isomorfismo. |

Lembramos que um subobjeto de X é uma classe de equivaléncia de
monomorfismos para X.

Dois monomorfismos ¢1 : X1 — X e 15 : X9 — X dizem-se equiva-
lentes, se existe um isomorfismo u : X7 — X5 tal que o diagrama abaixo
comuta

Se Y é um subobjeto de X, entao existe um monomorfismo ¢ : Y — X.

Finalizamos esta se¢cao com a definicao de objeto simples que em-
bora usada apenas no Capitulo 4, achamos apropriado defini-la neste
momento.

Definigao 1.1.24. (|15], Definicion 2.7.55) Sejam C uma categoria
e S € C que nao seja o objeto zero. Entao S diz-se simples se todo
subobjeto de S € isomorfo ao objeto zero ou a S.

Exemplo 1.1.25. Consideremos a categoria Vecti. Temos que o objeto
k € Vecty é simples.

1.2 Funtores e transformacoes naturais

O objetivo desta segao é apresentarmos algumas defini¢oes e resulta-
dos acerca de funtores e transformagoes naturais, que nos serao uteis
para o entendimento de conceitos e resultados apresentados adiante e,
também, bastante utilizados nas demonstragoes aqui apresentadas.

Defini¢ao 1.2.1. Sejam € e D categorias. Um funtor (covariante)
F:C— D consiste de duas aplicacies

(i) wma aplicagao

F: Obj(€) — Obj(D)
X o F(X),

em que cada X € € estd associado F(X),
(ii) wma aplicagao

F: Home(X,Y) — Homop(F(X),F(Y))
f - F(f)
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tal que, para qualquer f : X — Y um morfismo em C, estd
associado F(f).

Além disso, sao satisfeitas
() Flidx) =idpx) e () F(fog)=F(f)oF(g).

Vale ressaltarmos aqui, que a palavra “funcao” dita na definigao
acima nos diz apenas uma regra e nao uma fungao no sentido usual da
Teoria de Conjuntos. A seguir segue algumas propriedades e exemplos
de funtores.

Exemplo 1.2.2. (Funtor Identidade) Seja € uma categoria. Definimos
o funtor identidade Ide : € — € por Ide(X) = X e Ide(f) = f, para
todo X € € e para todo f: X — Y morfismo em C.

Exemplo 1.2.3. (Funtor Esquecimento) Seja F' : Ring — Ab dado por
F(A) = Ae F(f) = f, para todo A € Ring e qualquer f : A — B
morfismo em Ring. Este funtor F' é chamado funtor esquecimento, pois
em F(A) = A é esquecida a estrutura de anéis e é considerada apenas
sua estrutura de grupo abeliano. Em F(f) = f é esquecida a estrutura
de morfismo de anéis e é considerada apenas f como morfismo de grupos
(abelianos).
Um outro exemplo util de funtor esquecimento é F' : Ab — Grp.

Para alguns dos seguintes exemplos, consideremos € uma categoria lo-
calmente pequena, isto é, para quaisquer objetos X,Y em €, Home (X,Y)
é um conjunto. Tal defini¢do e inclusive o proximo exemplo podem ser
encontrados em ([8], ps. 179 e 180).

Exemplo 1.2.4. Sejam C uma categoria localmente pequena e X
um objeto fixo em €. Definimos Lx : € — Set dado por Lx(Y) =
Home(X,Y), para todo Y € €. Além disso, dado um morfismo f : Y —
Z em C definimos

Lx(f): Home(X,Y) — Home(X,Z2)
g = feyg,

para todo morfismo g : X — Y em €. De fato, Lx é um funtor.
Verifiquemos que, para todo Y € €, Lx (idy) = idr  (v) = idHome (X,v)-

Temos que Lx (idy) : Home(X,Y) — Home(X,Y) e portanto, para
todo g € Home(X,Y), segue que

Lx(idy)(g) = idy 0 g = g = idHome(x,v)(9)-

Logo, Lx (idy) = iduome(x,v) = 1Ly (v)-
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Finalmente provemos que Lx(fog) = Lx(f) o Lx(g), para todo
g € Home (Y, Z) e f € Home(Z, W). Seja h € Home(X,Y). Entao

Lx(fog)(h)=(fog)o

=fol(go )
= Lx(f)(geh)
=Lx( (Lx(g)(h))

e portanto, Lx(fog) = Lx(f)o Lx(g).
Vejamos um caso particular do exemplo acima.

Exemplo 1.2.5. Sejam R um anel e M € pM fixado. Definimos o
funtor
HOijy[(M, 7) ‘R M — Ab

por Hom (M, —)(N) = Hom (M, N), para qualquer R-mo6dulo &
esquerda N. Além disso, dado um morfismo f : P — N temos que

Hom (M, f): Hom,m(M,P) — Homn(M,N)
g = fog.

Exemplo 1.2.6. Sejam C, €', D, D’ categorias, f: X - Yeg:Y — Z
morfismos em C, f/: X' - Y e g :Y' — Z' morfismos em D. Assim,
dados F : € — €’ ¢ G : D — D’ dois funtores, definimos o funtor

FxG:CxD—-CxD

por (F' x G)(X, X') = (F(X),G(X")) e (F x G)(f, ) = (F(f), G(f"))-
Logo,

(F x G) (idx.x1) 2 (F x G)(idy, idx')
= (F(idx), G(idx")
= (idp(x), ida(x7))

@ .
= id(p(x),G(x")

= id(FxG)(X,X")s

em que nas igualdades (1) e (2) usamos a Observagao|l.1.12} Finalmente,

(F x G)((g.) o (f. 1) £ (Fx G)(go f.g' o f)
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= (F(go f),G(g' o f"))
= (F(9) o F(f),G(g") o G(f"))

= (F(9),G(g") o (F(f), G(f)
= (F'x G)(g,9') o (F x G)(£. 1),

em que nas igualdades (3) e (4) usamos a composi¢ao do Exemplo[1.1.11
Portanto, F' x GG é um funtor.

—~
=z

Exemplo 1.2.7. Sejam C uma categoria e X € € um objeto fixado.
Definimos
X xIde:C—CxC

por (X x Ide)(Y) = (X,Y) e (X x Ide)(f) = (idx, f), para qualquer
Y € € e qualquer morfismo f em C. De fato, X x Ide é um funtor pois,
para todo Y € C,

(X X [d@)(ldy) = (idx,idy)
© idxyy
= id(xX x1de)(Y)>

em que na igualdade (%) usamos a Observagdo [1.1.12] Além disso, para
quaisquer morfismos f:Y — Z e g: Z — W em C, segue que

(X x Ide)(go f) = (idx,go f)

= (idx oidx,go f)
(idx,g) o (idx, f)
= (

X x Ide)(g) o (X x Ide)(f).

Analogamente, podemos definir o funtor Ide x X, em que X € C é
um objeto fixado.

Podemos generalizar o exemplo anterior, via o exemplo abaixo, que
serd de grande ajuda para definirmos funtores adjuntos no Capitulo 2.

Exemplo 1.2.8. Seja C uma categoria localmente pequena. Definimos
Home(—,—) : € x € — Set

da seguinte forma

(a) para cada par de objetos (X', X) € C?xC, temos Home(—, —)(X', X) =

Home (X', X),
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(b) para cada par de morfismos (f/, f) € (Homeor (X', Y’), Home(X,Y)) =
Homeorxe((X', X), (Y, Y)),
Home(—, —)(f', f) = Home(f", f) :  Home(X',X) — Home(Y',Y)
! — foaof.
Verifiquemos que Home(—, —) é um funtor. Mostremos que, para
todo par (X', X) € €?xC, Home(—, —) (id(x,x)) = idHome (—,—)(X",X)-
Temos que Home(—, —) (id(x/ x)) : Home(X’, X) — Home (X', X)
e portanto, para todo @ € Home(X', X), segue que
(Home(—, —) (id(x+,x))) (@) = (Home(—, —) (idx, idx)) ()
= HOID@ (idxl,idx) (a)
= idX oo idX/
=a
= idHome (x/,x) (@)
= idHome (—,—)(x",X) ().

Logo, Home(—, —) (id(X/,X)) = idHome(—,~)(x’,x)- Finalmente prove-
mos que

Home(—, =) ((f', f) o (¢, 9)) = Home(—, =) (f', f) oHome(—, —)(¢', 9)

para quaisquer morfismos f’ € Homeor (Y', Z’) e ¢’ € Homeor (X', Y”)
e quaisquer morfismos f € Home(Y, Z) e g € Home(X,Y). Temos que

floPg : X' = 7 e fog: X —Z
e portanto,
Home(f' 0% ¢', f o g) : Home(X', X) — Home(Z', Z).

Seja « € Home(X’, X). Entao

Home(f' o ¢', fog)(a) = fogoao f o g
— fogoaogof

(', )goaocyd)
(flvf) Hom@(g’,g)(a))
= (Home

(
(
(f', f) o Home(g', 9))(ev)
(= =)(f", f) o Home (=, =)(g", 9)) ().

= Home

= Home

= (Home
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Nos proximos dois resultados veremos que dado um funtor ¥ : ¢ — D,
se f & um isomorfismo em €, entdo F(f) é um isomorfismo em D e,
além disso, a composi¢ao de funtores (quando possivel) é um funtor.
Este resultado sera muito utilizado ao longo deste trabalho.

Proposigao 1.2.9. Sejam F : € — D um funtor e f : X — Y um
isomorfismo em C. Entdo F(f) é um isomorfismo em D e F(f)™! =

F (). N

Demonstracdo. Como f é um isomorfismo, existe um morfismo f~' :
Y - XemCtalque fof ! =idy e f~'of =1idx. Deste modo,

ZdF(X) = F(de) =F (f71 o f) =F (fil) o F(f)
Por outro lado,
idpeyy = Flidy) = F (fo f™')=F(f)o F (f™').

Por conseguinte, F(f) ¢ um isomorfismo em D com F(f)™' = F (f~1).
|

A proposigao acima nos diz F(X) = F(Y), sempre que f: X =Y
for um isomorfismo e F' for um funtor.

Proposigao 1.2.10. Sejam F : C = D e G : D — & funtores. Entado
GoF:C— & éum funtor.

Demonstracdo. Observemos que, para todo X € C

(Go F)(idx) = G(F(idx))
= G (idp(x))
= tda(r(x))
= 1d(GoF)(X)-

Para quaisquer morfismos f: X - Y eg:Y — Z em C, temos

(GoF)(go f)=G(F(geof))
(F(g) o F(f)
(F(9)) e G(F(f))

= (Go F)(g) o (Go F)(f).

~—

Logo, G o F' & um funtor. [ |
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Embora neste trabalho usamos apenas funtores covariantes, vale
comentar que existe o funtor contravariante, o qual definimos a seguir.

Definicao 1.2.11. Um funtor F' : € — D diz-se contravariante se
satisfaz

(i) os itens (i) e (ii) da Definicao [1.2.1]
(ii) F(idx) = idpx),
(iii) F(go f)=F(f)o F(g).

O proximo exemplo é analogo ao Exemplo porém o funtor é
contravariante.

Exemplo 1.2.12. Sejam R um anel e N € pM fixado. Definimos o
funtor

HomRM(f, N) ‘R M — Ab
por Hom ,»(—, N)(M) = Hom,,» (M, N), para qualquer R-mo6dulo &
esquerda M. Dado um morfismo f : P — M, definimos
Hom ,n(f, N): Homn(M,N) — Hom,n(P,N)
g = golf.
Tal funtor ¢é contravariante. De fato, verifiquemos que Hom 5 (—, N)(idps) =
idH()mRM(_71\;)(1\/1)7 para todo M € pM.

Temos que Hom 5 (—, N)(idps) : Hom o (M, N) — Hom 5 (M, N)
e portanto, para todo g € Hom 5 (M, N), segue que

(Hom o (—, N)(idar))(g) = Hom v (idar, N)(g)
=goidy
= g = idiom ,(M,N)(9)
= idHom ne (—,N) (M) (9)
e portanto, Hom ¢ (—, N)(idpr) = idHom , n (—,N)(M)- Agora, mostre-
mos que Hom ,5¢(—, N)(f oh) = Hom 5 (—, N)(h) o Hom 5 (—, N)(f),
para h € Hom,n (P, Q) e f € Hom,(Q, M). Temos que

Hom 3¢ (—, N)(f oh) : Hom,, 5 (M, N) — Hom 5 (P, N).
Seja g € Hom (M, N). Entao

(Hom (=, N)(f o h))(g) = Hom i (f © h, N)(g)
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=go(foh)

=(gof)oh

= Hom 5 (h, N)(g o f)

= Hom o (h, N)(Hom e (f, N)(g))

= (Hom,n(h, N) o Hom ¢ (f, N))(9)

= (Hom (=, N)(h) o Hom 5 (=, N)(f))(9)-
Logo, Hom 5 (—, N)(f o h) = Hom 5 (—, N)(h) o Hom 5 (—, N)(f).

Na proxima definigado associamos um funtor a outro, isto se da
através das chamadas transformagoes naturais.

Definigao 1.2.13. Sejam F,G funtores, F,G : C — D. Uma transfor-
macao natural p: F — G € uma colegio de morfismos

{ux : F(X) = G(X)}xee

em D tal que o diagrama abaizo comuta

F(X) —2— G(X)

F(f)k hG(f)

F(Y) BT G(Y),

isto é, G(f) o ux = py o F(f), para qualquer morfismo f: X —Y em
C.

Se ux : FI(X) — G(X) é um isomorfismo para todo X € C, u diz-se
um isomorfismo natural. Neste caso, dizemos que os funtores F e G sao
equivalentes e denotamos F' ~ G.

Exemplo 1.2.14. Seja F': € — D um funtor. Observemos que sempre
existe a transformacgao natural identidade ID : F' — F definida pela
colegdo de morfismos {IDx = idp(x) : F(X) = F(X)}xece. Além
disso, notemos que ID é um isomorfismo natural, pois IDx é um
isomorfismo, para todo X € C.

No exemplo a seguir definimos dois funtores que serdo tuteis para
exibir um exemplo de adjung¢ao no Capitulo 2.

Exemplo 1.2.15. Consideremos o funtor esquecimento J : Ab — Grp.
Definimos U : Grp — Ab por U(H) = H/[H, H], é conhecido que tal
grupo quociente é abeliano. Seja f : G — H um morfismo de grupos.
Entao
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U(f): Gle.a) —  Hju m
z|G,G] —  f(x)[H, H].

Observamos que U(f) estd bem definido, pois dados =,y € G tais
que =[G, G| = y[G, G], entdao x~ 1y € [G, G]. Dali,

n
7y = Haibiai_lbi_l, em que a;,b; € G, parai € {1,2,--- ,n}.
i=1

Assim,

ou seja, f(x)~"f(y) € [H, H|. Logo, f(z)[H, H] = f(y)[H, H].
Mostremos que U é um funtor. Sejam H um grupo e x € H. Entao

Ulidp)(x[H, H]) = idp (x)[H, H]
= z[H, H]
= iduy, w(x[H, H])
= Z.dU(H) (x[H7HD

Logo, U(idy) = idymy. Sejam f: G — H e h: H — W morfismos
de grupos. Entao

U(ho f)(z[G,G]) = (ho f
h(

para todo = € G. Logo, U(ho f) =U(h) o U(f).
Observemos ainda, que a colecao de morfismos projegao dados por,

P={P;:G— C%Jg,a:G e Grp},
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¢ uma transformacao natural entre os funtores Idg,p, € J o U. De fato,
seja f : G — H um morfismo em Grp. Entdo o diagrama a seguir
comuta

— e (JoU)(@) =Cic.a

G
f‘ L(JoU)(f)
H

Py (JoU)(H) = H/ i, 1,
pois dado = € G, segue que

(Pr o f) (z) = Pu(f(z))

Portanto, P é uma transformagao natural.

A seguir observemos o seguinte fato geral sobre transformagao natural
que nos sera util no Capitulo 2.

Observagao 1.2.16. Sejam F,G : € — D funtores. Sen: F — G
é um isomorfismo natural, isto é, {nx : F(X) = G(X)}xece é uma
colecdo de isomorfismos em D, entdo n~! : G — F dada pela colecio
{ny' : G(X) = F(X)}xee de isomorfismos em D, ou seja, n~! & um
isomorfismo natural.

De fato, ny' : G(X) — F(X) é um isomorfismo em D, para todo
X € C. Mostremos que 7' & uma transformacao natural. Temos, para
todo morfismo f: X — Y, o diagrama

nx'

G(X) —2 5 P(X)
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comuta, pois o diagrama abaixo

comuta, uma vez que 77 € uma transformagao natural. Assim,

G(f)onx =ny o F(f),

o que implica
ny' o G(f) = F(f)ony'
e essa é a comutatividade do diagrama (1.1)).

Definigao 1.2.17. Duas categorias C e D sao equivalentes se existem
funtores F: C — D e G:D — C tais que FoG ~ Idp e Go F ~ Ide.
Além disso, C e D sao isomorfas se FoG = Idp e GoF' = Ide.

Se C e D sao isomorfas, obviamente sdo equivalentes. A definigdo de
equivaléncia entre categorias é um resultado importante e interessante
na literatura. O resultado a seguir é uma aplicagao da defini¢ao acima.

Proposigao 1.2.18. Seja F : C — D uma equivaléncia de categorias.
Entao f : X — Y € um monomorfismo (epimorfismo) em C se, e
somente se, F(f) é um monomorfismo (epimorfismo) em D.

Demonstracao. Como F : € — D é uma equivaléncia de categorias,
existe um funtor G: D — Ctal que FoG ~ Idp e Go F ~ Ide.
Dessa maneira, existem p : Ide - GoF e~ : FoG — Idp
isomorfismos naturais. Mostremos que f : X — Y é um monomorfismo
em C se, e somente se, F'(f) é um monomorfismo em D.
Sabemos F(f): F(X) — F(Y) e sejam g,h : Z — F(X) morfismos
em D tais que F(f)og= F(f)oh. Logo,

G(F(f)eg) = G(F(f)oh),

ou seja,

(GoF)(f)oGlg) = (GoF)(f)oG(h). (1.2)
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Temos a comutatividade do diagrama

X — 5 (GoF)(X)

f‘ L(GoF) ()

Y ——— (GoF)(Y),

pela naturalidade de p, ou seja, uy o f = (Go F)(f) o ux e isso implica
que

(GOF)(f)=uyofou;£, (1.3)
pois p é um isomorfismo natural. Substituindo (1.3) em . temos
py o fopx' o G(g) =uy0fou§<1oG(h)

e como py é um isomorfismo, segue que
foux' oGlg) = foux' oG(h).

Por hipétese, f é um monomorfismo e assim, p)_(l oG(g) = ,u)_{l oG(h).
Sendo px um isomorfismo segue que G(g) = G(h).
Por outro lado, como o diagrama comuta

(FoG)2) —X2—— 7

(FoG)(g)H(FoG)(h) guh

(FoG)(F(X)) —r7—~ F(X),

YF(X)

segue que Yp(x) © (F o G)(g) = govyz e como 7z é um isomorfismo,
temos que
9="rx)° (FoG)(g)ony'
= 7r(x) © (F(G(g)) 075"
() _
= Ypx) © (F(G(h)) 0721
=TYF(Xx)© (FoG)(h)o 721
= h7

em que na igualdade (x) usamos que G(g) = G(h). Portanto, g =h e
isso nos diz que F(f) é um monomorfismo.
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Agora, por hipotese, suponhamos que F(f) é um monomorfismo em
D. Sejam g, h : Z — X morfismos em C tais que fog= foh. Assim,

F(fog)=F(foh),
ou seja,
E(f)o F(g) = F(f) o F(h)

mas, por hipotese, F'(f) é um monomorfismo e dai, F(g) = F(h). Assim,
(GoF)(g) = (GoF)(h).

Como o diagrama abaixo comuta

N

— L (GoF)(2)

g| |h (GOF)(Q)H(GOF)(IL)

—x (Go F)(X),

S

segue que (G o F)(g) o pz = px © g, ou seja,
9=nx' o(GoF)(g)ouz=px' o(GoF)(h)ouz=h

Portanto, g = h e isso nos diz que f é um monomorfismo.
Analogamente, mostra-se que f : X — Y é um epimorfismo em C
se, e somente se, F(f) é um epimorfismo em D. [

O proximo resultado nos diz que a composicao de duas transforma-
¢Oes naturais, quando possivel, ainda é uma transformagao natural.

Proposigao 1.2.19. Sejam C e D categorias, F,G, H : € — D funtores
ep:F — Gel: G — H transformagoes naturais. A composicao
Aop: F — H dada pela cole¢io {(Aop)x : F(X) — H(X)}xee de
morfismos em D, em que (Ao pu)x = Ax o ux € uma transformagao
natural.

Demonstracao. De fato, para qualquer morfismo f: X — Y em C, o
diagrama comuta

F(X) —2X 0 gix)

E(f) LHU)

F(Y) —5om HOY):
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De fato,

(Aop)y o F(f) = (Ay opy) o F(f)
= Ay o (uy o F(f))

Ay o (G(f) 0 ix)
= (\v 0 G(f)) o px

em que as igualdade (%) e (xx) seguem da naturalidade de p e A,
respectivamente. Tal composi¢ao é chamada composi¢ao vertical. W

1.3 Categorias k-lineares

Nesta se¢ao, o objetivo é estudarmos sobre categorias com uma
estrutura adicional entre os morfismos, a aditividade entre os mesmos.
Tal secao é finalizada com a defini¢ao de categorias abelianas que sao
as categorias consideradas neste trabalho.

Definigao 1.3.1. Uma categoria C diz-se pré-aditiva se
(i) C possui objeto zero,

(ii) para quaisquer objetos X, Y € €, Home(X,Y) é um grupo abeli-

ano,

(iii) @ composicao de morfismos € bilinear, isto €, para quaisquer
morfismos f,f' : X =Y eqg,q : Y — Z valem

go(f+f)=gof+gof
(g+9g)of=gof+gof

Seja C uma categoria pré-aditiva e dados X,Y € €, uma soma direta

de X e Y é uma quintupla (X @ Y, 7x,7y,tx,ty), em que X Y é

um objetoem C, 7x : X Y =2 X, 7y : X DY =Y, 1ix: X - XY

ety : Y - X @Y sao morfismos em C que satisfazem as seguintes
igualdades

Txoitx =idx e 7y oly =idy, (1.4)

Lx oTx +tly oy = idxgy. (1.5)
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Os morfismos mx e my sdo chamados projegoes e os morfismos tx e
1y chamamos inclusoes. Além disso, tais morfismos satisfazem

mxoty =0 e myorx =0, (1.6)

veja (|17], Observagao 3.7). Lembremos que a soma direta de dois
objetos quaisquer é tnica, a menos de isomorfismo.

Exemplo 1.3.2. Consideremos a categoria pRM e sejam M e N R-
moédulos. Entao a quintupla (M ® N, war, T, tar, ty) € a soma direta
de M e N, onde 7; e my Sa0 as projegoes candnicas € Ly € Ly SA0 as
inclusoes canonicas.

Definicao 1.3.3. Uma categoria C diz-se aditiva se
(i) € ¢ pré-aditiva,

(ii) para quaisquer X, Y € @, existe a soma direta (X®Y, wx, Ty, Lx,Ly)
de X eY.

Exemplo 1.3.4. A categoria g M é aditiva. Basta considerarmos o
modulo trivial {e} como sendo o objeto zero nessa categoria e a soma
direta de modulos sempre existe para quaisquer dois R-modulos.

Definigao 1.3.5. Uma categoria C diz-se abeliana se
(i) € € aditiva,
(ii) todo morfismo em € possui um nicleo e um conicleo,
(iii) todo monomorfismo € um nicleo e todo epimorfismo é um contcleo.

Exemplo 1.3.6. Seja R um anel. A categoria gM é abeliana. De
fato, pelo Exemplo [[.3.4] a mesma ¢ aditiva e pelo Exemplo [I.1.19] todo
morfismo em rM possui nicleo e contcleo. Assim, resta-nos mostrar o
item (iii) da defini¢ao acima.

Lembremos da Proposicao que em pM monomorfismos (epi-
morfismos) sdo injetores (sobrejetores) e reciprocamente.

Seja f : M — N um monomorfismo. Mostremos que (M, f) é
um nucleo do morfismo p : N — N/m(f) (projegdo canonica). De
fato, po f = 0. Pelo fato de f ser um monomorfismo, temos que
f: M — Im(f) é um isomorfismo, ou seja, existe f~1: Im(f) — M.
Seja (K, k) em que K ¢ um R-mo6dulo e k : K — N um morfismo em
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rM tal que po k = 0. Claramente, I'm(k) C Ker(p) © Im(f) e assim,

k: K — Im(f). Tal situagao é expressa pelo diagrama abaixo

M—) s Im(f) — s N —" s N/tm(p)
\ %
k
K

¢ é a inclusdo canonica e a igualdade (x) acima segue da exatidao da
sequéncia exata curta

0 M—t SN " Ny —— 0.

Definimos u = f~! o k (que é claramente um morfismo em pM) e
verifica-se que fou = fo (f~!ok)=k. Portanto, (M, f) é um nticleo
de p.

Seja g : L — W um epimorfismo. Mostremos que (W, g) é um
conticleo do morfismo ¢ : Ker(g) — L (inclusdo canoénica). De fato,
got = 0. Seja (Q,q) em que Q é um R-modulo e ¢ : L — @ um
morfismo em pM tal que g o« = 0. Por hipdtese, g € um epimorfismo e
assim, para todo w € W, existe [ € L tal que w = g(1). Assim, podemos
definir h: W — @ por h(w) = h(g(l)) = q(1). Em termos de diagrama
temos

Ker(g) : L g w

Verifiquemos que h estd bem definida. Suponhamos [,1’ € L tais
que g(I) = g(I') o que implica g(I — ') = 0. Logo Il — I’ € Ker(g) e dai,
=1 =(1—-1). Portanto, ¢(I —1") = q(t(I=1")) = (qot)(I=1U') =0, ou
seja, q(l) = q(I').

Claramente, h comuta o diagrama acima, (ho g)(1) = h(g(l)) = q(1),
para todo I € L. Logo, go h = gq.

Finalmente, mostremos que A ¢ um morfismo em gkM. Sejam w,w’ €
WereR. Entaow=g(l) e w = g(I'), para alguns [,I’ € L e

h(rw +w') = h(rg(l) + g(")) = h(g(rl +1'))
=q(rl+1)
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~ rqll) +4(0)
= rh(w) + h(w').

Da mesma forma, obtemos que Mg, pm e mg sao categorias abelia-
nas.

Exemplo 1.3.7. A categoria Ab dos grupos abelianos é uma categoria
abeliana.

Exemplo 1.3.8. Se as categorias C e D sao abelianas, entao as ca-

tegorias do Exemplo e do Exemplo [I.I.11] a saber C? e C x D,

respectivamente, sao abelianas.

Definigao 1.3.9. Seja k um corpo. Uma categoria abeliana C diz-se k-
linear se, para quaisquer objetos X,Y € C, Home(X,Y) € um k-espago
vetorial e a composi¢io de morfismo € k-bilinear, isto é, satisfaz (iil) da

Definicao ealf+ f)=af +af’, para quaisquer f,f': X =Y
morfismos em C e a € k.

Exemplo 1.3.10. A categoria Vect) é uma categoria k-linear pois,
para quaisquer V, W € Vecty, Homyect, (V, W) é um k-espago vetorial.

Com os resultados apresentados até o momento, podemos definir
funtor aditivo, o qual serda muito utilizado nos capitulos seguintes.

Definigao 1.3.11. Sejam C e D categorias pré-aditivas. Um funtor
F:C— D diz-se aditivo se, para todo par de objetos X,Y € C, satisfaz
a sequinte igualdade

F(f+9)=F(f)+ Flg),
para quaisquer f,g: X — 'Y morfismos em C.

Definigcao 1.3.12. Sejam C, D categorias k-lineares. Um funtor F :
C — D diz-se k-linear se

(i) F é aditivo,
(ii) F(af)=aF(f), para todo morfismo f € C e para todo o € k.

Exemplo 1.3.13. Consideremos a aplicacao F' : Vect, — Vecty defi-
nido por F(V) =V**, em que V** ={T: V* — k : T ¢ k-linear}

F(f): V™ — W
T — FHT): W=k
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dado por F(f)(T) =To f*,emque f:V — We f*: W" = V*
¢é definida por f*(h) = ho f, para todo h € W*. Observamos que
(idy)" = idy~, pois (idy)" (h) = hoidy = h, para todo h € V*.
Também, (f o g)* = g* o f*, para quaisquer morfismos f : U — W e
g:V — U. De fato, para todo h € W*, temos

Mostremos que F' definido acima é um funtor k-linear. Verifiquemos
que F' é um funtor. De fato, para quaisquer V € Vecty e T € V**
temos que

F(idy)(T) =T o (idy)*
=T oidy~
=T
= idy+(T)
=idp)(T).

Logo, F(idy) = idp(yy. Além disso, para quaisquer morfismos f: U —
Weg:V — U em Vecty, segue que

F(fog)(T)=To(fog)"
=To(g" o f")
=(Tog")of"
=F(f)(Tog")
= F(f)(F(9)(T))

= (F(f) o F(g))(T).

Logo, F(f o g) = F(f) o F(g).
Finalmente mostremos que F' é k-linear. Notemos que, para quais-
quer f,g € Homyeet, (V,W) e a € k, temos

((af +9)" (M) (v) = (ho(af + g))(v)
= h((af +9)(v))
h

(af(v) +9(v))
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= h((af)(v)) + h(g(v))

= ah(f(v)) + h(g

= af*(h)(v) +g"
= (af"(h) +g"(

= ((af* +g")(h))(v),

para quaisquer h € W* e v € V. Logo,
(af+g)" =af +g" (1.7)

Além disso,

(af +9)*
(Mf+wﬂ*
Wf+g)
= aF(f) + F(g).

Flaf+g) =

||ﬁ |

Terminamos este capitulo relembrando o conceito de produto, pois
queremos enunciar (sem provar) a Proposi¢ao que auxilia na
prova do Teorema

Sejam € uma categoria e X, Y € €. Um produto de X e Y é
uma tripla (P,px,py), em que P € C,px : P > X epy : P > Y
sdo morfismos em €. Além disso, se existirem outro objeto Q € C e
morfismos gx : @ - X eqy : P — Y em C entao existe um tnico
morfismo ¢ : Q — P tal que px o ¢ = gx € py © ¢ = qy, ou seja, o
seguinte diagrama comuta

Analogamente, é definido um coproduto para quaisquer dois objetos
em C.
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E conhecido que numa categoria pré-aditiva €, existe produto de X
e Y se, e somente se, existe soma direta de X e Y, em que X e Y sao
objetos em €. Tal resultado pode ser encontrado em (12|, Theorem
2, p. 190) ou (|17], Proposi¢ao 3.10). Em particular, numa categoria
aditiva sempre existe produto de dois objetos quaisquer.

Defini¢ao 1.3.14. Sejam C e D categorias aditivas e (P,px,py) um
produto de X eY, para quaisquer X, Y € C. Um funtor F : € — D
diz-se preservar produto se (F(P), F(px), F(py)) € também um produto
de F(X) e F(Y).

Proposicao 1.3.15. (|17], Proposicao 3.19) Sejam C e D categorias
aditivas, F' : € = D um funtor e X, Y € C. Entao F € aditivo se, e
somente se, F' preserva produto.

A proposi¢ao acima esta enunciada de forma mais completa (envol-
vendo também soma direta e coproduto) em |17]. Entretanto, para o
nosso trabalho basta considerarmos apenas o produto.
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Capitulo 2
Adjuncao

Neste capitulo, definimos adjuncao entre duas categorias e provamos
um resultado (Teorema que usamos para mostrar o teorema princi-
pal deste trabalho. Os funtores apresentados aqui sao composi¢oes dos
funtores dados nos exemplos [[.2.6] e [.2.8] Este capitulo ¢ embasado
em [2], [8], [15] e [17]. Para o desenvolvimento deste capitulo vamos
considerar categorias pré-aditivas.

Definigao 2.1. Sejam C e D categorias. Uma adjungio de € a D ¢
uma tripla (F,G, ), em que F': C— D e G : D — C sao funtores e

{¢xy : Homp(F(X),Y) — Home(X, G(Y))}Xee,Ye’D
€ uma familia de isomorfismos.
Na definigao acima, estamos usando os funtores

Homup (—, —) o (F x Idp) : € x D — D x D — Set

Home(—, —) o (Ideer x G) : € x D — C% x C — Set

tais que, para qualquer par (f,g) € (Homeor (X, U), Homp(Y,V)) =
(Home (U, X), Homqp (Y, V)), temos

(Homyp (=, =) o (F' x Idp))(f,9) = Homp (F(f),9),
em que

Homqp (F(f),g9) : Homp(F(X),Y) — Homp(F(U),V)
«@ — goaoF(f)
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e (Home(—, —) o (Ideor x G))(f,g) = Home(f, G(g)),
em que
Home(f,G(g)) : Home(X,G(Y)) — Home(U,G(V))
B = G(g)oBo f.
Assim,

¢ : Homp(—,—) o (F x Idp) — Home(—, —) o (Ideor x G)  (2.1)

é um isomorfismo natural e sua naturalidade é expressa pela comutati-
vidade do diagrama

Homop (F(X),Y) —2* 5 Home (X, G(Y))

Hom.D(F(f),g)[ [Home(f,G(g))

Homqp (F(U),V) ———— Home (U, G(V)).

ou,v

Na tripla (F, G, ¢) o funtor F' é chamado adjunto a esquerda de G e
o funtor G é chamado adjunto a direita de F.

O proximo resultado encontra-se em [2], [15] e [17], sendo que neste
iltimo esta provado com detalhes. Porém, o mesmo é importante para
este trabalho e portanto, apresentamos a prova aqui.

Teorema 2.2. Sejam F: C— D e G : D — C funtores. As sequintes
afirmagodes sao aquivalentes:

(i) (F,G,¢) € uma adjuncao;

(ii) existem transformagées naturais p : FoG — Idp ey : Ide — Go F
tais que, para quaisquer Y € D e X € C, valem as sequintes igual-
dades

idayy = G(uy) °va(y) (2.2)
idp(x) = prx) © F(vx); (2.3)

(iii) existe uma transformagao natural v : Ide — G o F com a pro-
priedade que, para quaisquer X € C, Y € D e qualquer morfismo
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f:X = GY) em C existe um unico morfismo g : F(X) =Y em
D tal que o diagrama comuta

X X GF(X)) F(X)
\ o
G(Y) ;,

ou seja, f = G(g) o 7x;

(iv) existe uma transformag¢do natural p: F o G — Idp com a pro-
priedade que, para quaisquer X € C, Y € D e qualquer morfismo
g: F(X) =Y em D existe um tunico morfismo f: X — G(Y)
em C tal que o diagrama comuta

F(X) X
/ hF(f) if
Y e PIGY)) aw),

ou seja, g = py o F(f).

Demonstragao. (1) = (ii) Sejam X € Ce Y € D, definimos
Wy = ‘bay),y (ide(v)) (2.4)
Tx = dx,rx) (idrx)) (2.5)
em que

¢g;§y)’y : Home(G(Y), G(Y)) — Homqp (F(G(Y)),Y)

¢x,r(x) : Homp (F(X), F(X)) — Home(X, G(F(X))),
isto é,
py € Homp (F(G(Y)),Y) e ~x € Home(X,G(F(X))).

Seja g : F(X) — Y um morfismo em D. Entao, pela naturalidade
de ¢, obtemos o seguinte diagrama comutativo
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X, F(X)

Homq (F(X), F(X) Home (X, G(F(X)))

Homp (F(idx),g)L LHome(idX,G(g))

Homqp (F(X),Y) ————  Home(X,G(Y)).

bdx,v
Assim,

(Home (idx, G(g)) © ¢x.r(x)) (z‘dp<x>) =
= Home (idx, G(9)) (¢x.rx) (idr(x)))
=G(9) (¢XFX (idp(x))) oidx
= G( (¢X F(X) (ldF ))
D)

g)ox-
Por outro lado,

(¢x,y o Homp (F(idx), 9)) (idr(x)) =
= ¢x.y (Homp (F(idx), 9) (idp(x)))
= dxy (g oidp(x)© F(idX))
= ¢x,v(9)-

Portanto, G(g) o vx = ¢x,y(g). Fazendo X = G(Y') e g = py, temos

(2.4) .

G(uy) ovay) = Pay),y (by) = iday)

Para provarmos a igualdade ({2.3]), consideremos h : X — G(Y) um
morfismo em C. Segue, da naturalidade de ¢, a comutatividade do
diagrama

(b—l
Home (G(Y),G(Y)) SO s Homop (F(G(Y)),Y)
Home (h,G(idy))L LHomrD (F(h),idy)
Home (X, G(Y)) — Homp (F(X),Y).

Px,y
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Por um lado, temos

(Homa (P (k). idy) o 65y y ) (idory)) =
= Hom (F(h),idy) (65, y (ido) )
=idy o (¢E:(1Y),Y (idG(Y))) o F'(h)

=4
=" uy o F'(h)
e, por outro lado, segue que

(#x'y o Home(h, Glidy)) ) (idayy) =

Home (h, G(idy)) (ida(y)))
- (b;(}y G(idy) oidg(yy o h)

= dxy (h)-

= ¢X,Y (
(

Logo, uy o F(h) = ¢;(’1Y(h). Fazendo Y = F(X) e h = yx, temos

nrx) © Flyx) = (/5;(,1F(X)(7X) = idp(x)-

Provemos que 7y e p sao transformagoes naturais. Seja f: X — Y
um morfismo em €. Vejamos a comutatividade do diagrama

X —X 5 (GoF)(X)

fl L(GoF)(f)

Y —— (Go F)(Y).

Para isto, usamos a naturalidade de ¢, ou seja, que os diagramas

abaixo comutam

Homa (F(X), F(X)) —X% Home(X, G(F(X)))

HomD(F(idX),F(f))L [Homc(idx,G(F(f))) (2.6)

Homqp (F(X), F(Y)) ———— Home(X,G(F(Y)))

DX, F(Y)



36 CAPITULO 2. Adjuncao

e
Homa (F(Y), F(Y)) —22 5 Home (Y, G(F(Y)))
Homq (F(f),F(idy)) LHome(f,G(F(idy))) (2.7)
Homop F(X )) TF(Y)) HOIne(X G( ( )))
De temos
(Home(idx, G(F(f))) o éx r(x)) (idr(x)) =
= Home(idx, G(F(f))) (¢x.r(x) (idr(x)))
= (GoF)(f)o (ox,rx) (idp(x))) o idx
= (Go F)(f)o (¢x,r(x) (idr(x)))
e
(¢X,F(Y) o Homop (F(idx ), F(f))) (idF(X)) =
= ¢X,F(Y) (HomD(F(idX)a F(f)) (idF(X)))
= ¢X,F(Y)(F(f) o idF(X) o F'(idx))
= ¢x,r(v) (F(f))-
Portanto,

(GoF)(f)o (ox.rx) (idrx))) = dx,rrv) (F(f)). (2.8)

Analogamente, obtemos de (2.7) que

(ov.rov) (idry)) o f = dx revy (F(f))- (2.9)
Assim,
(GoF)(f)o 9 (GoF)(f) o (6x,r0x) (idr(x))
2 4y F) (F(f))
% (bv.rev) (idriv)) o f
(2.5)
= Yy of.

A prova de que p é uma transformagao natural é anéloga & anterior,
todavia decidimos escrevé-la também. Seja h : X — Y um morfismo
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em D. Verifiquemos que o seguinte diagrama comuta

(FoG)(X) —— X

(FoG)(h)[ lh

(FoG)(Y) —— Y.

Para tal utilizamos a naturalidade de ¢! que comuta os seguintes
diagramas

¢’G(y) Y

Home(G(Y),G(Y)) ———
Hom(g(G(h),G(idy))[ [HomD(F(G ),idy §2-10)

Home(G(X),G(Y)) ——— Homop (F(G(

¢G(X) Y

Homq (F(G(Y

-1
baix),x

Home(G(X),G(X)) Homq (F(G(X)), X)
Hom@(G(idx),G(h))L LHomrD(F(G(idx)),h(zll)

Home(G(X),G(Y)) ——— Homqp (F(G(X)),Y).

¢G(x) Y

De (2.10) temos

(Homa (F(G(R).idy) 0 65ty ) (idaryy) =
Hom ((F o G)(h),idy) (05ly, y (idar)) )
idy o (9gly) y (ida)) ) o (F o G)(h)

_ (qsg;}y),y (idg(y))> o (FoG)(h)

(5tx).y © Home(G(n), G(zdy») (ider)) =

= ¢G(X v (Hom h),G(idy)) (idG(Y)))
= Pa(x)y (Glidy) o ldG (v) © G(h)
— b5l (GUR).
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Portanto,

(¢E¥%Y)’y (idG(Y))) (FoG)(h) = ¢ G(X),Y (G(h)). (2.12)

Analogamente, obtemos de (2.11)) que

o (¢atx.x (o)) = dgix.y (GR). (2.13)

Deste modo,

[V
|||

py o (Fo G)(h> (¢G(Y) Y (ZdG(Y))) o (FoG)(h)

— ¢G (X),Y (G(h))

PBE
€3 ho (¢G(X) X (ZdG(X))>

! hopux.
(if) = (i) Sejam X € Ce Y € D. Definimos as seguintes aplicacoes
¢xy: Homp(F(X),Y) — Home(X,G(Y))

@ — G(a) oyx

’l/)X7y : HOHle (X, G(Y)) — HOIH@ (F(X), Y)
B = py o F(B)

Mostremos que ¢ dada em ([2.1)) é uma transformagao natural. Sejam
os morfismos f: U - X em Ceg:Y — V em D. Mostremos que o
seguinte diagrama

Homa (F(X),Y) —2"  Home(X, G(Y))

HomD(F(f),g)L LHome(fyG(g))

Homq (F(U),V) e Home (U, G(V)).

comuta, para qualquer a € Homq (F(X),Y). De fato,

(Home(f,G(9)) 0 dx.v) (@) = Home(f, G(9)) (dx.v (a))
= Home(f, G(9))(G(a) 0 7x)
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=G(g)oG(@)onxof
=G(goa)oryxof

Y G(goa) o GE(f)) o

= GlgoaoF(f) o
=¢uv(goaoF(f))

— duy (Homop (F(f), g)(a)

— (¢u,v o Homa (F(f), 9)) (),

em que a igualdade (x) segue da naturalidade de 7, isto é, da comutati-
vidade do diagrama abaixo

U—2 5 (GoF)U)

f‘ L(GoF)(f)

X —F (Go F)(X).
Finalmente, mostremos que
¥ : Home(—, —) o (Ideer X G) — Homp(—,—) o (F' x Idp)
é uma transformacgao natural, ou seja, que o diagrama abaixo

Home(X, G(Y)) —2Y s Homp (F(X),Y)

HOme(fyG(g))L LHOIH'D(F(f),g)

Home (U, G(V)) ———— Homo (F(U), V).

Yu,v

comuta, para todo 8 € Home (X, G(Y)). De fato,

(Homp (F(f),9) o ¢x,v) (8) = Homp (F(f), 9) (¥x,v(8))
= Homop (F'(f), g) (uy o F(B))
=gouy o F(B)o F(f)
=gouyoF(Bof)
(

=y 0 F(G(g)) o F(Bo f)
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= Yuv (Home(f, G(9))(P))
= (Yu,v o Home(f, G(9))) (B),

em que a igualdade (%) segue da naturalidade de y, isto ¢, o diagrama
a seguir comuta

(FoG)(Y) —2—s

(FoG)(g)L

(FoQ)(V) ——

l~<

—
ks

<

Finalmente, mostremos que ¥ = ¢!, ou seja, para cada par de obje-
tos X € Ce Y € D valem as igualdades ¥ x y 0 ¢xy = idnomy, (F(X),Y)
e doxy o Uxy = idhome (x,G(y))- S¢ja g € Homyp (F(X),Y). Entao

(Vxyodxy)(9) = ¥xy (G(g) ovx)
(G(g) o vx)
(G(9)) o F(vx)

=uyolF
=pyoF

(%)
= goupx) o Fyx)

(2.3) .
= goidp(x)

=9
= idHom o (F(X),Y)(9),
em que na igualdade (x) utilizamos a naturalidade de p e o diagrama

abaixo comuta

(FoG)(F(X)) 429, p(X)

(FoG)(y)L h
Y.

(FoG)Y) —0—

Por outro lado, dado h : X — G(Y) um morfismo em €, temos que

(pxy otxy)(h) = dxy (py o F(h))
=G (uy o F(h)) o yx
= G(uy) o G(F(h)) ovx

© G(uy) oGy oh
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= Z‘dHome(X,G(Y))(h)’

em que na igualdade (%) usamos a naturalidade de 7, isto é, o diagrama
abaixo comuta

X — X (GoF)(X)
h

l L(GoF)(h)
Y)

X
(i) = (iii) Sejam X € €, Y € D e f € Home(X,G(Y)). Pela equivalén-
cia (i) < (ii), existe uma transformagéo natural v : Ide — G o F tal que
¢x,y(h) = G(h) o yx, para qualquer morfismo h € Homq (F(X),Y).
Como ¢xy é um isomorfismo, existe um tnico morfismo g €
Homq (F(X),Y) tal que ¢x,y(g) = f. Portanto,

f=0dxy(9) =G(g) ovx.

(iii) = (i) Sejam X € Ce Y € D. Definimos
¢xy: Homop(F(X),Y) — Home(X,G(Y))
a — G(a)ovx

em que 7y : Ide — G o F & a transformagao natural dada em (iii).

Mostremos que ¢xy ¢ um isomorfismo. De fato, para todo f :
X — G(Y) morfismo em C existe, por hipétese, um tnico morfismo
g € Homop (F(X),Y) tal que f = G(g9) oyx = ¢x,v(g). Logo, ¢xy &
sobrejetora.

A injetividade segue da unicidade dada em (iii) e portanto, ¢x y é
um isomorfismo. Os mesmos célculos feitos em (ii) = (i) mostram a
naturalidade de ¢x y.

(i) = (iv) Sejam X € €, Y € D e g € Homp (F(X),Y). Pela equivalén-
cia (i) < (ii), existe uma transformagao natural p: F o G — Idp tal
que ¥x,y (h) = py o F(h), para todo morfismo h € Home (X, G(Y)).

Como ¥ x y € um isomorfismo, existe um tnico morfismo f : X —
G(Y) em C tal que ¥x y(f) = g. Portanto,

9 =vxy(f) = py o F(f).
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(iv) = (i) Sejam X € Ce Y € D. Consideremos
1/1va : Homege (X, G(Y)) —  Homqp (F(X), Y)
B = py o F(B),

em que p é a transformagcao natural dada em (iv).

Mostremos que tx,y é um isomorfismo. De fato, dado um mor-
fismo em D, g : F(X) — Y existe, por hip6tese, um morfismo f €
Home (X, G(Y)) tal que g = py o F(f) = ¥x,v (f). Logo, ¥x y & sobre-
jetora. A injetividade segue da unicidade. Os mesmos célculos feitos
em (ii) = (i) mostram a naturalidade de ¥x y. [

As transformacoes naturais v e p sdo chamadas unidade e counidade
da adjuncao, respectivamente. A seguir, damos um exemplo de adjuncao.

Exemplo 2.3. Considerando os funtores U : Grp — Abe J : Ab — Grp
(funtor esquecimento) do Exemplo [1.2.15] provemos que J é adjunto
a direita de U. Para tal, mostremos o item (iii) do teorema acima.
Chamamos C =Grp, D=Ab, F=Ue G=J.

De fato, sejam G € Grp, H € Abe f: G — J(H) = H um morfismo
em Grp. Definimos ¢ : U(G) — H por

g: Shs,e1 — H
z[5,9] = f(=2).

Vejamos que g estad bem definida. Dados z,y € G tais que z[G, §] =

y[S, S]. Entao 71y € [G, §]. Dai,

n
iy = Haibiajlbfl, em que a;,b; € G, parai € {1,2,--- n}.
i=1

Assim,

(*) segue, pois H é abeliano. Logo, f(z) = f(y).
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Finalmente, veriquemos que o diagrama abaixo comuta

g — 4 8/g.5) = J(U(9)) S/13.5] = U(S)
f L‘](g)—g ig
J(H) .

De fato, seja x € §. Entao

Além disso, se ¢’ : 9/[5,9] = H é um outro morfismo tal que f =
J(g') o Pg = ¢’ o Pg, entao

goszg/oPg

e como Pg é sobrejetor, temos que g = ¢’. Portanto, pelo Teorema
J é adjunto & direita de U.

Para o proximo exemplo, o qual pode ser encontrado em ([1],
Lemma 3.1), consideremos G um grupo e lembremos que um anel
R diz-se G-graduado se existe uma familia de subanéis {Ry}4cq tal que
R= UgeGRg tais que RyR), C Ry, para quaisquer g, h € G.

Seja R um anel G-graduado. Um R-moédulo graduado é um R-
modulo M juntamente com uma familia de submodulos { M} e tal

que M =, .M, tais que MyM;, C My, para quaisquer g,h € G.

geG

Exemplo 2.4. Sejam GrR a categoria dos R-modulos (& esquerda)
graduados e pRM a categoria dos R-moédulos & esquerda. Consideremos o
funtor esquecimento F': GrR — rM e o funtor J : RM — GrR definido
por J(M) = UgGGXg em que, para cada g € G, Xy = M. A estrutura
graduada de X é dada por rp, - x4 = (rpzy) € Xpg, para quaisquer
rh € Ry e x4 € X,. Assim, o par (F,J) é uma adjungao.

Teorema 2.5. Sejam C e D categorias aditivas, F : € - D eG:D — C
funtores tais que (F, G, ¢) seja uma adjungio de € a D. Entio F e G
sao funtores aditivos.

Demonstracdo. Mostremos que G é aditivo. Para tal, usamos a Pro-
posi¢ao [1.3.15, mostrando que G preserva produto. Seja (P,px,py)
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um produto de X e Y, em que X,Y € D. Precisamos mostrar que
(G(P),G(px),G(py)) é um produto de G(X) e G(Y).

Seja (VV7 qG(X),qg(y)) uma tripla tal que ggx) : W — G(X) e
gayy : W — G(Y) sdo morfismos em €. Assim, temos o seguinte
diagrama

Wome e » G(P) (2.14)

qdG(v)

Mostremos que existe um tnico v : W — P tal que o diagrama
acima comute. Por hipétese, (F, G, ¢) é uma adjungao. Logo, existem
os seguintes isomorfismos

dw,x : Homp (F (W), X) — Home (W, G(X))

éw,y : Homp (F(W),Y) — Home (W, G(Y)).
Assim, existem tunicos morfismos ax : F(W) - X eay : F(W) - Y
tais que
dpwx(ax)=qax) e owy(lay)=qcy) (2.15)
Como (P,px,py) € um produto, existe um tnico morfismo 6 :
F(W) — P tal que o diagrama abaixo comuta

ou seja,
pxof=ax e pyol=ay. (2.16)
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Consideremos agora o seguinte isomorfismo
¢w,p : Homop (F(W), P) — Home (W, G(P)).

Como 6 € Homqp (F(W), P) entao ¢w,p(0) € Home(W, G(P)) e chama-
mos
ow,p(0) = . (2.17)

Como ¢ é uma transformagao natural, o seguinte diagrama comuta

Homp (F(W), P) — " Home(W,G(P))

Hom‘D(F(idW)vPX)L LHome(idw,G(px))

Homqp (F(W), X) —————  Home (W, G(X)).

dw,x

Portanto, temos que

(¢w,x o Homop (F(idw),px)) (0) = ¢w,x (Homp (F(idw ), px)(0))
= ¢w,x (px 0b)
= dw.x(

OéX)
(2.15)

(Home (idw, G(px)) o ¢w,p) (0) = Home (idw, G(px))(ow,p(0))
Home(idw, G(px))(7)
=G(px)o7.

Logo, G(px) ©v = qg(x)- De maneira anéloga, G(py) oy = qa(y)-
Portanto, o diagrama ([2.14) comuta.

Finalmente, mostremos a unicidade de . Suponhamos que exista
' : W — G(P) tal que

G(px) o v = da(x) € G(py)o v = 4G (v)- (2.18)

Como ¢y, p € um isomorfismo, existe um tnico morfismo 6’ : F(W) —
P tal que

ow.p(0') =7 (2.19)
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Consideremos o seguinte diagrama comutativo

¢71
Home (W, G(P)) —————— Homp (F(W), P)
Hom@(idW,G(px))L LHomD(F(idW)#’X)
Home (W, G(X)) ————— Homqp (F(W), X).
W, X
Assim,

(Homup (F(idw). px) e 63! ) (v') = Hom (F(idw). px) (¢3! (1))

E19) ,
Homq (F(idw ), px)(0")
= pX @] 0/

(gb‘;},X . Home(idw,G(pX))> (’yl) _ ¢i7VlX (Home(idW7G(pX))(’}/’))
= ¢;V%X(G(px) o)
.
= (ZSW,X(

(2.15)
= Ox.

CIG(X))

Logo, px o #' = ax. Analogamente, obtemos que py o §' = ay. Pela
unicidade de 6, segue que 6 = #'. Assim,

v = dw,p(0) = dw,p(0') =+
e portanto, G é aditivo. Similarmente, provamos que F' é aditivo. W

O préximo resultado nos diz que o funtor adjunto a esquerda de um
determinado funtor, quando existe, é Gnico a menos de equivaléncia.
Este resultado é importante para nos garantir no iltimo capitulo que o
funtor Ly 14 estudado é tinico, a menos de equivaléncia.

Teorema 2.6. Sejam F,H:C — D ¢ G: D — € funtores. Se (F,G, )
e (H,G,v) sao adjungoes entao F ~ H.

Demonstracao. Por hipotese, ¢ e 1 sao isomorfismos naturais, ou seja,
para quaisquer X € Ce Y € D, seguem os isomorfismos

¢x,y : Homp(F(X),Y) — Homqp (X, G(Y))
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Yxy : Homp (H(X),Y) — Homqp (X, G(Y)).
Assim, podemos definir o isomorfismo
axy = w)_()ly o ¢x,y : Homp(F(X),Y) — Homp (H(X),Y).
Verifiquemos que
a: Homp(—,—) o (F x Idp) — Homxp (—,—) o (H X Idp)
é uma transformacao natural, em que os funtores

Homqp(—,—) o (F x Idp) : C°? x D — Set

Homp(—,—) o (H X Idp) : P x D — Set.

Claramente, o diagrama abaixo comuta

ax,y

T

Homo (F(X),Y) % Home (X, G(Y)) —% Homap (H(X),Y)

[HomD(F(f%g) [Home(f’c(g)) [HomD(H(f);g)

Homqp (F(U),V) —— Home(U,G(V)) —— Homop (H(U),V),

ou,v

au,v

para quaisquer morfismos f: U - X eg:Y — V em C e D, respecti-
vamente. De fato,

Homop (H(f),9) o ax,y = Homo (H(f),9) o ¥x'y o dx v
=y o Home(f, G(g)) 0 dx,v
=Ygy © du,y o Homp (F(f), g)
= ay,y o Homqp (F(f), g).

Logo, o é uma transformacao natural. Como ax,y é um isomorfismo,
para quaisquer X € Ce Y € D, segue que o é um isomorfismo natural.
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Consideramos
morfismo em D. Provemos que A é um isomorfismo natural. Para isto,
basta verificarmos que o seguinte diagrama

H(X) —22  F(X)

H@L LF(g) (2.21)

HU) ———— F(U),

comuta, para qualquer morfismo g : X — U em C. De fato, pela
naturalidade de «, o diagrama abaixo comuta

Homp (F(X), F(X)) —=%_, Homyp (H(X), F(X))
Homp(idp(x),F(g))[ [Homp(idH(X),F(g))
Homqp (F(X), F(U)) NI Homqp (H(X), F(U)).
Assim,
(Homy (idp(x), F(9)) © ox,p(x)) (idF<X>) =
= Homy (idu(x), F(9)) (ax,rex) (idr(x)))
! Homqp (de(X )
= F(g)oAx
e
(ax, pury © Homo (idp(x), F(9))) (idp(x)) =
= ax,py (Homop (idp(x), F(9)) (idrx)))
= QX F(U) (F(9)),
ou seja,
F(g) o Ax = ax pw) (F(g)) - (2.22)
Analogamente, o proximo diagrama também comuta
Homo (F(U), F(U)) —2  Homy (H(U), F
Homqp F(g) zdp(U) LHomD H(g), uip(U))
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Assim,

(Homop (H(g), idp)) © av,ran) (ide@)) =
= Homy (H(g), idp@) (av,rw) (idp@r))
Homyp (H(g), idpw)) (Av)
= Ay o H(g)

(ax,r@) o Homp (F(g),idrw))) (idrw)) =
= ax ru) (Homop (F(g),idpw)) (idrw))
= QX F(U) (F(9)),
ou seja,

Av o H(g) = ax rw) (F(9))- (2.23)

Portanto,

2.22)) 12.23)
Fg)orx B2 ax o (F(g) B Ay o H(g).

Logo, o diagrama ([2.21)) comuta. Finalmente, consideremos
ox = axyx (iduix))  F(X) = H(X) (2.24)

morfismo em D. Mostremos que ox = )\)_(1. Da naturalidade de «,
segue a comutatividade do diagrama

XX, F(X)

Homap (F(X), F(X)) Homap (H(X), F(X))

HOmD(idF(X),Ux)L LHOIHD (idH<X),0x)

Homy (F(X), H(X)) Homg (H(X), H(X)).

QX H(X)
Assim,

(Homyp (idg(x),0x) © ax,r(x)) (idr(x)) =
= Homy (idw(x),0x) (ax,rx) (idr(x)))

-2‘20 .
Hom@ (ZdH(X),Ux) (Ax)

:O'XO)\X
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(ax,m(x) o Homy (idp(x),0x)) (idrx)) =
= ax,g(x) (Homp (idp(x),0x) (idr(x)))

= QX H(X) (ox)
= ax,H(X) (Oé},le (idH<XJ))
= idH(X).

Logo, ox o Ax = idy(x)-
Da naturalidade de a1, segue a comutatividade do diagrama

—1

Homao (H(X), H(X)) —2"%_, Homa (F(X), H(X))
Homop (idH(X),)\X)l( l{HomlD(idp(X),)\X)

Homyp (H(X),F(X)) ——— Homop (F(X), F(X)).

XX, F(X)
Assim,
(HOHI@ (idr(x), Ax) © O‘;(,lH(X)> (idu(x)) =
= Homyp (idp(x), Ax) (Of},le (idH(X)))

(12.24) .
Homg (ZdF(X),Ax) (Ux)

:AXOCTX

(ax"r(x) @ Homo (idprx) Ax) ) (idrx)) =
= a;(,lF(X) (Homp (ida(x), Ax) (idu(x)))
= a)_(,lF(X) (Ax)
= ax pix) (axpx) (idp(x)))

Logo, Ax o ox = idp(x). Portanto, F' ~ H. |



Capitulo 3

Equivariantizacao de
categorias k-lineares

Neste capitulo, temos por objetivo definir uma nova categoria que
surge a partir da agao de um grupo G em uma categoria €. Tal categoria
¢ chamada equivariantizacdo de € por G e é definida por €%, como
veremos a seguir.

Dada uma categoria k-linear € (lembremos que uma categoria k-
linear é abeliana), vamos estudar como é a acao de G nesta categoria.
Alguns resultados ndo serao provados aqui, pois estao feitos com detalhes
em [17]. Todavia, precisamos entender essas equivariantizagdes pois,
no Capitulo 4, os funtores serdo exatamente entre essas categorias
equivariantizadas por G.

As principais referéncias utilizadas neste capitulo sao [7], [15], [16]
e |17]. Para o desenvolvimento do mesmo denotamos por 1 o elemento
neutro de G e consideramos € uma categoria k-linear.

Como motivagao para as equivariantizagoes, lembremos um resultado
de ([8], Corollary 9.7.3.) que afirma que toda categoria k-linear finita []
é equivalente a uma categoria de A-modulos de dimensao finita sobre k.

Esse resultado origina uma relagao entre representacao de algebras
(finito dimensionais) e a construgdo de uma equivariantizagao, citaremos
o exemplo que reflete esse fato mais a frente.

Definigao 3.1. Sejam G um grupo e C uma categoria k-linear. Uma

IN&o nos convém lembrar tal conceito aqui, pois o mesmo envolve novas definicdes
que nao sao simples e que também nao serao usadas em nenhum outro local neste
trabalho.
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acio de G em C € uma cole¢io de funtores k-lineares {Fy : C — Clyca
munida de isomorfismos naturais

Yg.h + Fg o Fr, = Fgp e Yo : Ide — F

tais que, para quaisquer f,g,h € G e X € C, os sequintes diagramas
comutam

(Fy o F)(F5 (X)) = Fy((Fy o Fy)(X)) —2 00 (1, 0 ) ()

(%’h)Ff(Xw h('}’g,hf)X

(Fyn o Fr)(X) Fong(X)

(Ygn,£)x

(Y0) Fy (x)

(F1 0 Fy) (X) = F1(Fy(X))

FQ(WO)X{ h(vl,g)x

Fy(F1(X)) = (Fyo F1) (X) o Fy(X),
ou seja,
(Yoh,£)x © (Yg.n) Fp(x) = (Yg,np) x © Fo((Vh, 1) x) (3.1)
(Yg.1)x © Fy((70)x) = (11.9)x © (W0) 7, (x)- (3.2)

Instintivamente, o primeiro diagrama nos diz que essa agao é “asso-
ciativa nos funtores” e o segundo diagrama nos diz que F; é como uma
espécie de “unidade”.

Lema 3.2. Seja C uma categoria k-linear tal que G age em C. Para
cada g € G, o funtor F,; : € — C € uma equivaléncia de categorias.

Demonstragao. Consideremos os funtores Fy, Fj;-1 : € — €. Verifique-
mos que Fy o Fy-1 ~ Ide, para cada g € G. Por hipétese, existem
isomorfismos naturais

Vgg-1 i Fgolg1 — Fyon = Iy e Yo : Ide — Fi.
Definimos a seguinte composicao

pw=(v)"" 09g,g-1: FgoFg1 — Ide
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que é um isomorfismo natural, pois para todo X € C, ux = (70);(1 o
(’yg7g_1) + € um isomorfismo em €. A naturalidade de u é dada pela co-
mutatividade do diagrama abaixo (ambos diagramas menores comutam),
para qualquer f: X — Y um morfismo em €

(o ) (%) ey 08

X
(FgoFg_l)(f)L Fl(f)l ‘f
Y.

(FgoFy-1)(Y) ﬁ} Fi(Y) ﬁ

De fato,

(72 00x") © (g1 x = ()7 (Fi(f)  (r0.0-1) )
— ('70);,1 o ('79,971)3/ o (Fg o Fg—l) (f)-
Analogamente, mostra-se Fy—1 o [y ~ Ide. |

Definicao 3.3. Seja C uma categoria k-linear tal que G age em C. Um
objeto X € C diz-se G-equivariante ou simplesmente equivariante, se
existe uma familia

s={sg: Fg(X) = X}gec

de isomorfismos em C tais que os diagramas abaixo comutam

(F, 0 Fy) (X) —2) p (x) x —00x g x
('Yg,h)X[ ‘/39 idx ‘/81
Fyn(X) ———— X X,

ou seja, para quaisquer g,h € G, valem as igualdades

890 Fy (sn) = sgn o (Vg,n) x (3.3)
510 (FYO)X = [dX

Observagao 3.4. Vamos supor, como em (|3|, p. 3), que F} = Ide e
que V1,9, Yg,1 € Yo sejam transformacoes naturais identidade entre os
funtores adequados. Sendo assim, temos que s; = idy, para todo objeto
equivariante (X s).
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Claramente, para todo g € G, ID = v1,g = 791 : Fy = Fy e
portanto, (v1,4)x = (74,1)x, para todo X € C. Assim, fazendo h = g~!
e f=gem (3.1), segue que

(Wl’g)X © ('Vg,g‘l)Fg(X) = (79,1))( © Fg((’yg—l,g)X)ﬂ

ou seja,
(Vg,gfl)Fg(X) = Fy ((v9-19) x) - (3.4)

Definicao 3.5. Seja C uma categoria k-linear tal que G age em C. A
categoria C¢, chamada equivariantizacio de C por G, é a categoria

(i) cujos objetos sao os pares (X, s), em que X é um objeto equivari-
ante de C e s a familia de isomorfismos associada,

(ii) dados (X,s),(Y,r) € €%, um morfismo f : (X,s) — (Y,r) em C¥
(ou um morfismo equivariante) é um morfismo f: X —Y em C
tal que o diagrama abaizo comuta

Fy(x) —s Fy(y)

X e — Y,
ou seja, para todo g € G
fosg=rs0F,(f). (3.5)

Seja A uma k-algebra finito dimensional. E conhecida uma acao de G
em gam (categoria do A-moédulos & esquerda finito dimensionais sobre k).
Essa agao esta desenvolvida com detalhes em ([17], Exemplo 4.3, p. 73),
mas pode ser encontrada também em (|15], Exemplo 2.10.3). Mediante
tal acdo é possivel construir ( Am)G, equivariantizagao de am por G.
m ([15], Afirmacion 2.10.1, p. 39) prova-se que (4m) e 4o, xem
(categoria dos A ®j kG-modulos & esquerda finito dimensionais sobre
k) sdo isomorfas. Enunciamos tal resultado abaixo sem prova, o mesmo
¢é provado com detalhes em [17].

Proposicao 3.6. (|17], Teorema 4.6) As categorias (am)€ e sz, kem
sa@o isomorfas.

A proxima proposigao pode ser encontrada em [15] e [17], neste tltimo
a prova é feita com detalhes e por isso omitimos a mesma. A utilidade
dela é garantir que a equivariantizacdo C“ preserva a k-linearidade da
categoria C.
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Proposicao 3.7. (|17, Teorema 4.7) Seja C uma categoria k-linear
tal que G age em C. Entdo a categoria CF é k-linear.
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Capitulo 4
A adjuncgao (Ly, Fy)

O objetivo principal deste capitulo é apresentarmos um exemplo
nao trivial de adjungao. Tal exemplo apresentado em (|3|, Lemma 2.8 e
Proposition 2.9) é uma adjungao de funtores entre categorias equivari-
antizadas. Como comentado na Observagao [3.4] estamos considerando
Fy = Ide e 71,9, 79,1, 70 transformacoes naturais identidade entre os
funtores adequados.

Neste capitulo, G é um grupo finito, € é uma categoria k-linear tal
que G age em C e Y é um objeto simples em C.

4.1 Preliminares

O objetivo desta segao é fixarmos notacoes e provarmos alguns
resultados tteis para que possamos apresentar e desenvolver o exemplo
de adjungao mencionado no inicio do capitulo.

Consideremos o subconjunto Gy de G dado por

Gy ={9eG:F,(Y)=Y}.
Proposicao 4.1.1. As seguintes afirmacoes sao vdlidas.
(i) Gy € um subgrupo de G.
(ii) Para todo g € G, Fy(Y') é um objeto simples.

Demonstragao. (i) Observemos que Fy(Y) =Y. Logo, 1 € Gy. Para
quaisquer g, h € Gy, existem isomorfismos

a:Fg(Y)—=Y e B:F((Y)-Y
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Assim, a composicao

(lo1.0) v, F,o1(a) Foo1 (B
Y —5F, 1 (Fy(Y)) = Fya (V) —

’)’9—1’,1)

1}g71 (Fh(Y)S — 1?‘—‘971;1(}/)

é um isomorfismo. Logo, g~ 'h € Gy. Portanto, Gy é um subgrupo.

(ii) De fato, pelo Lema temos que Fy : € — € é uma equivaléncia
de categorias e Fy o Fy-1 ~ Ide ~ Fy-1 0 F;. Seja X um subobjeto de
F,(Y), isto é, existe um monomorfismo ¢ : X — F(Y"). Pela Proposigao
1.2.18, Fy-1(1) : Fy-1(X) = Fy-1(Fy(Y')) é um monomorfismo e como

(’Ygilvg)

Fy10Fy(Y) °—%" Y ¢ um isomorfismo, segue que
(’yg—lﬁg)y o F971<L) : Fg—l(X) —Y

¢ um monomorfismo e portanto, ;-1 (X) é um subobjeto de Y.
Por hipétese, Y & simples e assim, F,-1(X) =2 0 ou F-1(X) =Y.
Logo,

X 2 F,0F,(X) = Fy(F, (X)) = F,(0) g,

ou
X = F,0F,(X) = F,(Y).

Logo, Fy(Y') é simples. |

O subgrupo Gy de G descrito acima é chamado subgrupo estdvel
de G. Suponhamos [G : Gy|] = n e assim, fixamos n representantes
(distintos) das n classes laterais a esquerda de Gy em G, a saber,

R = {gl = 1a927"' ,gn}

€ escrevemeos

G = JtGy. (4.1)
teR

Para o que segue, lembramos que a classe de isomorfismo de qualquer
objeto X € € ¢é denotada por [X]. Esta notagio nos diz que se W é um
objeto em C tal que W = X entdo [W] = [X] e reciprocamente.

A proposigao acima nos diz que a ordem de Gy “mede” a quantidade
de objetos simples da forma Fj(Y") isomorfos a Y, ou seja, simples da
forma F,(Y) tais que [F,(Y)] = [Y].

Chamamos {F,(Y) : g € G} o conjunto dos G-conjugados simples
de Y.

1Sejam F : @ — D uma equivaléncia e Z um objeto zero em €. Entdo F(Z) é um
objeto zero em D, veja (|15], Ejercicio 2.7.5).
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Proposigao 4.1.2. O objeto Y possui exatamente n G-conjugados
simples ndo isomorfos entre si, em que n =[G : Gy].

Demonstracao. Definimos

¢p: R — {[Fy(Y)]:9€G}

g9i [ng (Y)] :
Mostremos que ¢ é uma bije¢cao. Seja f € G. Entao f = g;h, para
algum ¢ € {1,2,--- ,n} e algum h € Gy. Assim, existe um isomorfismo
a: Fp(Y) =Y,

€ a composicao

F (V) = Eyn(y) —02 b (B vy) — 9 g )

¢ um isomorfismo. Logo, [F(Y)] = [Fy,
Sejam g;,g; € R tais que [Fy, (Y)]
isomorfismo

(Y)] = & (g:) e ¢ & sobrejetora.
= [F, ( ). Entdo existe um

B Fg(Y) = Fy(Y)

€ a composicao

—1
(”*) For® (”*)Y
—— —_— —5

Y F Tl(ng(Y)) F ’I(ng(y))

9j

F 1 (Y)

9; 9i

é um isomorfismo. Logo, g;lgi € Gy e assim, ¢;Gy = g;Gy. Como
R possui exatamente n representantes, segue que ¢ = j. Portanto, ¢ é

injetora.
Disso, concluimos que ha exatamente n classes de isomorfismo de G-
conjugados simples de Y néo isomorfos entre si, a saber, {[Fy, (Y)]},_,.
|

A proposigao anterior se aplica caso féssemos estudar um pouco
mais sobre a relacdo entre os simples de € e os de @“. Considerando €
nas hipoteses de (3], p. 1), se (X, s) é um simples em C%, em que (X, s)
¢ o objeto dado na Definigao [3.5] e Y é um somando direto simples
de X em C, entéo X =m @l F,,(Y), em que m = dimHome(X,Y),
ou seja, X ﬁca caracterizado como uma soma direta dos G-conjugados
simples nao isomorfos de Y.

O seguinte lema é fundamental para a proxima secao.
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Lema 4.1.3. (]3|, Lemma 2.8 e Proposition 2.9) As seguintes
afirmacdes sao validas.
(i) Para todo g € G, existem tnicos v(g) € R e u(g) € Gy tais que
g9 =v(9)u(g)-

(ii) Para quaisquer a,b € G e j € R temos
v(abj) = v(av(bj)) e plabj) = p(av(bj))u(bj).  (4.2)

(iii) Se v(gj) = v(gl), para g € G e j,l € R entao j = 1.

Demonstragao. (i) Seja g € G. Entao existe um tnico v(g) € R tal
que g € v(g)Gly, isto segue da igualdade ([.1)). Portanto, g = v(g)u(g),
para algum pu(g) € Gy.

Mostremos que p(g) é unico. Suponhamos p/(g) € Gy tal que

v(9)' (9) = g = v(g)u(g) e como G é grupo, segue que '(g) = p(g).

(ii) Por (i), temos que abj = av(bj)u(bj), pois bj € G e como av(bj) € G,
segue que av(bj) = v(av(bj))u(av(by)). Logo,

abj = v(av(bj))u(av(bj))u(bj)-

Por outro lado, abj = v(abj)u(abj). Assim, pela unicidade dada em (i),
seguem as igualdades

v(abj) = vlav(b)) e plabj) = plav(b)u(bs).

(iii) Temos que gj = v(gj)u(gj) = v(gl)u(gj) e como gl = v(gl)u(gl),
segue que gj = glu(gl)~'u(gj), ou seja, j = lu(gl)~'u(gj). Logo,
175 = u(gl)"*u(gj) € Gy e isso implica que j e [ representam a mesma
classe e como ambos pertencem a R, segue que j = [. |

4.2 Os funtores Ly e Fy

Lembremos da Proposicao que C% e @YY sio k-lineares, pois
estamos considerando que C seja k-linear.

Seja (X,s) € €Y. Entao s = {s; : Fy(X) — X}yeq. Assim,
é possivel considerarmos o objeto X juntamente com a familia de
isomorfismos s, esquecendo os s,’s com g € G\ Gy. Portanto, fica
definido um funtor esquecimento

FyteG —>€GY
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e obviamente, Fy é k-linear.
Para determinarmos seu adjunto & esquerda, sejam (X,s) € €& e
os morfismos canonicos da soma direta, inclusdes e projegoes, ou seja,

S F(X) > PRE) e o i PREX) — Fi(X),
teER teR

para todo j € R={g1 =1,92, -, gn}. Definimos
Ly: €% — ev
(X,S) — <®Ft(X)vr> )
teR
em que 74 : Fy (B1erFi(X)) = @rerFi(X) é definido por
X -1 e
g = D o) © Futai) (Sutai) © (waitan) x © (as)x © Fo (7))
JER
(4.3)

para todo g € G. Apresentamos o diagrama da composigdo acima

F, <@Ft(X)> %) Fy (FJ(X)) M ng(X) = FV(gj)ﬂ(gj)(X)
teR

(Yotoirnton) 5 Fuon (sutes)
% Fygj) (Fu(ep) (X)) ———"F 45 (X)

X
v(gJ) @ Ft(X).
teR
Observemos que gj = v(gj)u(gj) com v(gj) € Re u(gj) € Gy. Isso
justifica a composicao (VV(gj),u(gj));(l ° (74,j) x> bem como a existéncia
de s,(gj5) © Li((gj) em (4.3)).
Seja f : (X,s) — (Z,v) um morfismo em €%Y . Definimos
Ly(f) =) i o Fj(f)om, (44)
JER
cujo diagrama da composi¢ao é o seguinte

DFX) = Bx) 2D iz L PR2).

tER teER

A seguir apresentamos o principal resultado deste trabalho, o mesmo
encontra-se em (|3|, Lemma 2.8 e Proposition 2.9).
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Teorema 4.2.1. O funtor Ly ¢é adjunto a esquerda do funtor Fy .
Demonstracao. A prova esté organizada como descrito abaixo.
(i) Ly esta bem definido, ou seja, Ly (X, s) é um objeto em C%.
(ii) Ly é um funtor k-linear.
(iii) Ly é adjunto a esquerda de Fy.

(i) Mostremos que rgy, dado por (4.3), é um isomorfismo, para todo
g € G. Sejal € R entao gl = v(gl)u(gl). Definimos

—1 X
=D Fo (i) 0 (ra0)x" © (Wianntan) x © Futan (Smgz)) © T (1)
leR

Veja a composigao abaixo

Fog1 (S;(l.ql))

X

Tu(gl)
PR x) ——— Fn(X) ——= Fyggn (Fugen (X))
teER

(’YV(gl),u(gl)) (o)t
T By (X) = Fa(X) —2— Fy (F(X))

F, (@FAX)) :

Verifiquemos que rgor;1 =idg, pF,(x)€quer, or
De fato,

Fg(LlX)

9 = Up,(@cnFi (X))

= 1 Y i © Fotan (Sutan) © (utaiymtan) x

JER
(Z Fy (1) o (v x ! (%(gl)-,u(gl))x o Fygn) (S/:(lgl)) °© 7rli((gl))
lER
1
= Z Z Ll)/((gj) ° Fygj) (Su(gj)) °© ('VV(gj)w(gj))X ° (Yg.) x © Fy (WJX) °©
JERIER

_1 _
Fy (1) 0 (vg) x © (Mutatyntan) x © Futa (S#(lgz)) o Tplg
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-1
=3 i © Futan) (Suten) © (wigiumien) x © (ai)x © Fa (1 04)
JERIER

-1 -1 X
(Vg1)x © (%(gl),u(gl))x © Ly(gl) (sﬂ(gz)> © Tu(gl)
X -1 X X
= > i © Futap) (Suen) © Owigiymten) x © (as)x 0 Fy (m5 01 )0
JER
-1 -1 X
(Vo.1)x © (Vgnutan) x © Fuias) (Su(m) © T (g3)
1.4)) X —1 -1
= > Xei © Futai) (Sui) © Owiaiymtan) x © (as)x © (lai)x ©
JER
—1 X
(Wiaintan) x © Foton (Snss) © Tk
X —1
= > i) © Foten (Suien) © (Wwiginen)x © g uien) x ©
JER
—1 X
Fyg5) (sp(gj)) © T (g5)
X —1 X
= > X © Futas) (Suias) © Foai) (Sﬂ(gﬁ) © T65)
JER
X —1 X
= Z Ly(gj) © FV(QJ) (S;L(gj) © Su(gj)) © Tu(gg)
JER

- ZL (g4) ° q7)

JER
L

Zd(:BtERFt(X)

Agora, os céalculos para a segunda igualdade,

(Z Fy ( Ll o (g, l) (VV(gl),u(gl))x o Fyqn (5;(15;1)) © 775((90) ©

-1
Z Lu(gg) © Fuai) ( u(gj)) © ('YV(gj)vu(gj))X o (79,4)x © Fy (ﬂ-j)()
JER

1 —
=Y > Fy(6) o (raa)x © (o mton) x © Fuian (su(lgl)) 0 T (g1)
IERjJER

e © Fuiai) (Sutan) © (Wi mien) x © (i) x © Fy (73°)

) 1 _
Z Fy ( Lz ° (Yg,0) x (%(gl),u(gl))x o Fygn (Sp,(lgl)) °©
IER
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-1
Fyin (s, <ql>) o (Vwignuian) x © (o) x © Fy (i)

-1
=Y F (1) o (Yg)x © (Wwighyutan) x © Foian (511(90 Osu(gl)) o
lER

1
(%(gl),u(gl)) o (7g,0)x © Fy (WZX)
-1

= Z Fy ( Ll ° (g, l) (’VV(gl),u(gl))x °© (VV(gl)vu(gl))X
IER

Iy (’/TiX)
= ZF ”Ygl) o (Vg1)x ©Fy (ﬂ'lX)

lER

= > Fy (i) o Fy ()

IER

= ZFg (LlXo7rlX)

lER

=F, (Z i o 7rlX>
lER

= FQ (id@teRFt(X))
= ing(Q%eRFt(X))’

© ('Yg,l)x ©

em que na igualdade (*), usamos o Lema (iii). Portanto, ry, ¢ um
isomorfismo.

Sejam a,b € G. Mostremos que a igualdade é satisfeita. Como
(X, s) ¢ Gy-equivariante, vale a igualdade para tal objeto, vamos
usar este fato nesta etapa da prova.

Tq © Fa (Tb) =
= Z Z Li((al) © Fu(al) (S,u(al)) o (IYV(al),,u(al));l o ('Ya,l)X o Fy, (7TIX) o
IERjJER

-1

Fu (X5 © Futws) (5060)) © (wsirnen) . © (i) o B (7))

= S i 0 Futan (Sutan) © (tanutan) 5 © (o) x ©

IERjJER

-1
Fo (% 010 © Fa (Futwg) (3u00)) © Fa ((wioirnen) x ) ©
Fo (.4)x) © Fa (Fy (73°))

6) X -1
=" i) © Fotav) (Sutavei) © (Fo(avi)arv)) x ©
JER
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-1
(aw65)) x © Fa (Futog) (5ue)) © Fa ((wsiynen) ) ©
Fo ((w)x) © Fa (Fy (75°))
1

b B
= > X anvi) © Fotavn) (Suavvi)) © wiavvi)marei)) x ©
JER

('Va,v(bj))X o Fy (Wt)/((bj) o Lz)/((bj)) o Fy (Fv(bj) (Sﬂ(bj))) °©
Fu ((wiviranen) ) © Fa (()x) © Fa (B (7))
-1

X
= i) © Fotavt) (Sutavei)) © (o) u@ren) x ©
JER

-1
() x © Fo (Futt) () © Fa (Ot o)) 5 ) ©
Fo ((3)x) © Fa (Fy (m5°))
-1

D v © Fotavvi) (Sutav)) © (wiarei)mavei) x ©
JER

1
Fuuop) (su06)) © Clawen) 5,0, 000 © Fa (Coirnen) ) ©
Fo ((3)x) © Fu (B (75°))
-1

D v © Fotavvi) (Sutav)) © tarei)mavei) x ©
JER

B
I
*

Fanvg) (3000)) © avsyuten)) 5 © (i) x © Fa ((.1)x) ©

Fo (Fy (777))

—~
—

= N anvi) © Fotavvi) (Suavvi)) © Futavs) (Futavs) (Sues)) ©
JER

-1
o (X) © (Yav(bg).uv)) x © (Va.bj) x ©

Fa ((0.5)x) © Fa (Fy (7))

> X anvi)) © Fotavviy) (Suavvi) © Futavv) (Futave) (Sucei)) ©
JER

(Voar (b)) u(av(b5)))

ﬁ
=
%
*

—1
Foav3)) (Ot n60) 5 ) © (otanony mtarinmts)) x.-©

(Ya.b) x © Fa (W.4)x) © Fa (Fy (75°))

X
= > N anvi)) © Fotavi) (Suavvi) © Futars) (Suees) ©
JER
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—1 -1
(utar63909) 5 ) © Ctatonytaveinuen) x© Glasi)x o

Fo (1.4)x) © Fa (Fy (75°))

;%Li((au(bj)) © Fyant)) (Sutan)n(e) © (Vo(aw(ws)) atani)pen) x|
J
(Vo) x © Fa (1,5 x) © Fu (Fy (75))

;%Ll)’((abj) © Fitatg) (Sutabi)) © (Voiats) miass) . © (aes)x ©
J
Fo ((1.4)x) © Fa (Fy (73°))

%;Lf(abj) © Fyabj) (Suabg) © (Yoabj)utabi) x © (Yab.j)x ©
J
(%7b)Fj(X) o Fy (Fy (WJX))

2 %; avg) © Fotans) (Sutavi)) © (Yotats)uians)) . © (abs)x ©

J
Fap (W]X) © (Yab) @, e pFy(X)

14.3)
= Tab O ('Ya,b)@teRFt(X) )

em que as igualdades (1), (2) e (3) seguem, respectivamente, da comu-
tatividade dos seguintes diagramas

(’YdaV(bj))F
(b)) 0
" Fauig) (Fuep (X))

Fo (Fuy) (Fuei (X))
Fa(F.,(m(s“(bj)))L hFaww)(Su(m)

Fa (Fu(bj)(X)) Fal/(bj)(X)>

('Ya,u(bj))x

(%(awba‘)m(au(ba‘)))pu(b, x)
Folavv)) Futarvi)) (Fui) (X)) ——————Fan(os) (Fuvj) (X))

[Fwav(b]‘)) (Futav i) (suen)) lFawbj) (5u09))

Folavvi)) (Fugavv) (X)) Fou(vg)(X)

(Vo Caw (b)) tar(63))) x

[¢]
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(’Ya’b)@teRFt,(X)

F, (Fy (@1erFi(X)))

Fa (P (5 ))L LF@(”JX )

Fo (Fy (F5(X)))

Foy (®rerFi(X))

Fap (F5(X)) .-

(’Ya,b)pj(x)

A igualdade (3.1)" segue de (3.1) e de bj = v(bj)u(bj) e (@B.1)""
segue de (3.1)) e de av(bj) = v(av(bj))u(av(by)). Logo,

Tq O Fa (T’b) = Tab © (’Ya,b)@teRFt(X) '

Sejam g € G e f: (X,s) = (Z,v) um morfismo em €Y. Por defini-
cdo Ly (X,s) = (DrerFi(X),r) e Ly(Z,v) = (©terFi(Z),z). Mostre-
mos a igualdade (3.5]) para Ly (f), isto é, a comutatividade do diagrama

Fy (Ly (X, 8)) = Fy (@icrFu(X),7) LB, (Ly (2,0)) = F, (@1crFi(2), )

LY(,X'7 S) = (@tGRFt(X),T) T} LY(Z7 ’U) = (@thFt(Z),Z) .

Lembremos que f em C%Y satisfaz (3.5), vamos usar este fato na
prova. Temos

zg0 Fy (Ly(f)) =

=332 0 Futen Waten) © (tantan) 5 © (Vad)z © Fy (7F) o
JERIER

Fy (if o Fi(f) o)
1
= Z Z Lf(gj) ° Fy(gj) (”u(gj)) © ('VV(gj),u(gj))z o (Vg,4)z°
JjERIER

Fy (n7 01f) o Fy (Fi(f)) o Fy (%)

(1.6) -1

! Z Lf(gj) © L'y (g5) (”u(gj)) ° ('VV(gj)yu(gj))z °(Vg,5)z°
JER
Fy (17 01f) o Fy (Fy(f)) o Fy (n3)

z -1

- Z Lu(gi) © Frigi) (”ﬂ(gj)) °© (%(gj),u(gj))z o (vg,5)z © Fy (Fj(f)) o
JER

Fg(ﬂ-]X)
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(4) z 1
= Zi © Futgn) Wuai) © (wigiutan) 7 © Foi(F) o (vas)x ©
JER

Fy (WX)

J

(5) »
=Y i © Futei) (Vuien) © Futes) (Fuien () © (wioiy mnten) x ©

JER

(V9.5)x © Fy (WJX)

1

= > Zigi) © Futan) (Wuten) © Futen () © (Wwgimen) x © (ag)x ©

JER

Fy (WJX)

—1

)
= Z Lf(gj) © L'y(gj) (f °© Su(gj)) °© (%(gj),u(gj))x
jER

°(Vg,4)x °Fy (WJX)

-1
= ) © Futan () © Fugi) (Suta) © (Wi wten) x
JER

FQ(WJX)

o (7g,9)x ©

1.4) 2 X ~1
= Y o) © Futan () 0 Mgy © g © Futen) (8utan) © (uanmtan) x ©
JER

('ng) ofy ( X)
—1
B S S o () o 0405 0 Futen (Suten) © (wiammton) . ©

IERjJER
(79,5)x © Fy (ij)
= LY(f) OTyg,

em que as igualdades (4) e (5) seguem, respectivamente, da naturalidade
de Yy (g4),1u(g5) € Vg.5> OU S€ja, da comutatividade dos diagramas abaixo

(’Yg,')
Fy (Fj(X)) ——=— F,;(X)
Fg(Fj(f)) ng(f)

Fy(Fi(Z2)) ———— Fy;(2)
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('YU(QJ'ML(QJ))
Fygj) (Fuei (X)) ————" Fuigjuten(X) = Fg;(X)

Fuigp (Fun () Fy(gintai (F)=Fq;(f)

Fyg) (Fuei(2)) oo™ Futaiuton(2) = Fos(2),
v(95),1(93) ) »

Portanto, z4 o Fy (Ly (f)) = Ly (f) o rg.

(ii) Mostremos que Ly ¢ um funtor k-linear.
De fato, sejam [ : (X,s) = (Z,v) e g : (Z,v) — (W, u) morfismos

em CEY . Entao

Ly(g) o Ly (f Zb ) o] OZLl o Fy(f)omi*
JER lER
=D > o Fgonf o o Fi(f)ont
JERIER
B S doR@orf o oF(on
JER
(L.4)
D ZLgVon(g)on(f)owf
JER
=D o F(gof)om
JER
=Ly(gof)

Ly (id(x7s)) = Z L}X o Fj (de) OT(';(
JER

- ZdLY(Xw?)'

ZdEBfERFf(X)

Finalmente, verifiquemos que Ly é k-linear. De fato, sejam f,h
(X,s) — (Z,v) morfismos em €Y e a € k. Entdo
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Ly(af +h) = ZLJ«ZOFJ‘(O[f—‘rh)OTF

JER

= 3" Zo(Filaf) + Fi(h) onX
JjER

& ZLJZO(aFj(f)+Fj(h))O7T;(
JER

=Y FoaF(flom) +1l o Fi(h)or)
JER

23S FoaR(fonf + 3 L oFh)on
jER ey

QoY FoF(fonf + Y FoFh)o

JER jER

=aly(f) + Ly (h).

A igualdade (1) ocorre, pois os funtores F/s sao k-lineares. Ja as
igualdades (2) e (3) seguem do fato de que as categorias sdo k-lineares.

(iii) Finalmente, mostremos que o o funtor Ly é adjunto & esquerda do
funtor Fy-.

Para isto, usaremos a equivaléncia (ii) dada pelo Teorema ou
seja, mostraremos que existem transformagoes naturais ¢ e ¥ e que as

igualdades (2.2) e (2.3) sejam satisfeitas. Definimos
¢ :Idecy — Fy o Ly

por

P(x.s) =11 1 (X,5) = Fy (Ly(X,s)) <@Ft )

teR

Mostremos que ¢(x ) ¢ um morfismo em CCY | ou seja, que a
igualdade (3.5)) é satisfeita. De fato, para todo g € Gy, temos que
g =19 =v(g)u(g). Assim, pela unicidade dada no Lema (1),

v(g) =1 e wg) =g (4.5)
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O diagrama de ([3.5)) nesse caso é

Fy s X
F,(X,5) (e(x.0))=Fq(t3)

i g I

(X,s) (BrerFi(X),r)

So(x,s)zbf(

e portanto,

rgoFy (‘P(X»S)) =rgoFy (L{()
-1

= Z Ll)/((gj) © L'y (gj) (Su(gj)) ° (%(gj)w(gj))x ° (Yg5)x © Fy (WJX) o Fy (L{()

JER
= i © Futan (Suen) © (wtanmton)x © (Vai)x © Fy (7 01
JER
(L.6) -1
= by (Su(g)) °© (71/(9)7#(9)))( ° (Y9,1)x © Fy (”f( ° L{()
-1
&3 5( Eyg) (Su(g)) °© (%(g),u(g))x ° (Y9,1) x
= KXo P (sg) 0 (g)x 0 (o) x

Sg)
X
=13 o Fi(sg)
= L{( 0 5g.
Agora verifiquemos que ¢ é uma transformagdo natural, ou seja,

para todo morfismo f : (X,s) — (Z,v) em C%Y, o diagrama abaixo

comuta

(X,s) — 29 4 (Fy o Ly) (X, 5)

f[ [(FYOLY)(f)

(Z,v) o (Fy oLy)(Z,v).
De fato,

(Fy o Ly) (f)) o w(x,s) = Fy (Ly (f)) o o(x,s) = Ly (f) o o(x.5)

= E Ll o Fi(f 07rl OL1

lER
(1.6)
B2 2o m(f)on¥ ok
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i o Fi(f)
= le of
= Pzw)° f

O proximo passo é definirmos

’(/) : Ly o Fy —>IdeG

por

Y = kjom : (Ly o Fy) (X, k) = (EBE(XM) — (X, k).

JER teER

Mostremos que t(x ) ¢ um morfismo em @Y e que portanto satisfaz
a igualdade (3.5)), ou seja, o diagrama

Fo(¥(x,
Fy (®rerti(X),u) % Fy(X, k)

(@rerFi(X),u) ———— (X, k)

P(x,k)
comuta, para todo g € G. De fato,
Y(x k) O Ug =
= Z ki o 71'lX © Z Li((gj) o Fy(gj) (ku(gj)) ° (VV(gj),u(gj));(l °(Vg4)x©
lER JER
Ey (WJX)
= Z Z kpom o LI)/((gj) © Fy(gs) (kugs) © ('YV(gj),u(gj)))_(l ° (Vg,5)x ©
lERjJER
Ey (FJX)
EZR Futa) © Tolag) © tiag) © Fvtan) (kuten) © (e mian) x ©
j
(Vg, j) o Fy ( X)
Z ku(gjy © Fu(gj) (ku(gj)) ° (%(gj),u(gj)))_(l o (7g,5)x © Fy <7TJX)
JER
Z Evigingi) © (vg.5)x © Fy (7TJX) ((X, k) é G-equivariante)

JER



CAPITULO 4. A adjuncéo (Ly, Fy) 73

*Zkgy (V9.5) x Q(WJX)

JER

B3

= ZkgoFg(kj)OFg (ﬂ-])()
JER

= ZkgoFg(kJOWJX)

JER
=kgoFy | > kjom)
JER
= kg o Fy (Yxn)) -

Mostremos que 1 é uma transformacao natural, ou seja, para todo
morfismo f : (X, k) = (Z,w) em €%, o diagrama abaixo comuta

(Ly o Fy) (X, k) —2%9 (X, k)

(LyoFy)(f)[ [f

(Ly o Fy) (Z,w) — (Z,w)
De fato,
Yz © (Ly o Fy) (f)) = D> _wionf o (Ly (Fy(f)))
IER
= > won{oLy(f)
IER
S werfo Y Fon(fon
IER JER
=2 > wenfoifoF(Den
IERjER
ijO’]TjZOLjZOFj(f)OT(
jER
= ijon(f)ow
JER
Z fokjo 7T]X
JER

=foY kjom = fodixn.

JER
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Finalmente, verifiquemos que as igualdades (2.2)) e (2.3)), isto ¢,
vejamos que as igualdades

Fy (V(x.1)) © PRy (x,k) = idpy (x 1)

Uiy (x.s) © Ly (9(x.5)) = idLy (x,)

sdo satisfeitas. De fato, para todo (X, k) € €%, temos

Fy (x.n) 0 ¢ry (xh) = Fy Zk ow o

JER
= Z kjo 7rj)-( o L{(
JER
. ko 1 o Lf
=k = Zd(x,k) (veja Observagao
=idpy (x,k)-

Seja (X,s) € €9Y. Entdo Ly (X, s) = (B1erFy(X), 1) e o(x,5) = 17 -
Temos

Yy (x,5) © Ly (p(x,5) =

Dterlt X) SrerFr(X X
= E Tjom; E 4y OF[(LI)OWI
JER leR

_ ) SterFit(X) = BrerFi(X) X X
= E E rjom; oy oFl(Ll)oWl
JERIER

SterF(X)  @rerFi(X) X X
E Tjom; oL OFj(Ll)Oﬂ'j
JER

ZTJOF Ll

JER

—1
> (Z G © Fuiiy (SuGa) © (wiiwGn) x © () x © Fy (’/Tz'X)> o
jeR \ieR
Fj (L{() o 7r]X
-1
= D> 2 o iy (suG9) © (wGinuin) x © (hi)x ©
JERER

Iy (ﬂ';X OL{() O7TJX

=)
1%
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(L.6) 1

D i o Foy (sut) © (i) x © (i) x o Fy (m5 047 ) o
JER

(L.4) X -

= > X o Bty (sut)) © (wiwi) x
JER

(©) _ .

=Y o Fy(s1) o ()% 0 (a)x o (s1 = idx)
JER

_ X X
= g tj om;

JER

1
o(y1)x oMy

id@tERFt(X)
=idry(x,s)

em que a igualdade (6) segue do fato de que, para todo j € R, j = jl =
v(j)u(j) e, assim v(j) = j e p(j) = 1.

Portanto, pelo Teorema [2.2] segue que o funtor Ly é adjunto a
esquerda do funtor Fy . [ |

Segundo o Teorema [2.6] funtores adjuntos a esquerda ou a direita

(quando existem) sdo tnicos, a menos de equivaléncia. Assim, se
’ ~ . ~ 2 :
(Ly,Fy,9) e (L{? , By, gb’) sao adjuncgoes, em que R’ é outro conjunto
de representantes das classes laterais a esquerda de Gy em G, entao Ly
7 ~ . .

e L sdo equivalentes, ou seja, o funtor Ly que estudamos no teorema
acima nao depende do conjunto de representantes considerado.
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