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Resumo
Neste tralhado serão demonstrados resultados envolvendo álgebras
de caminhos de Leavitt de um grafo dirigido E e sistemas ramifica-
dos E-algébricos. Será provado que uma condição suficiente para
a existência de um sistema ramificado E-algébrico interessante
é que s−1(v) seja enumerável para todo vértice v do grafo. Todo
sistema ramificado E-algébrico induz uma representação da álge-
bra de caminhos de Leavitt de E. Serão vistos os requisitos para
que tal representação seja fiel, sem que o grafo precise ser nem
mesmo enumerável. Por último, será provado que nem toda repre-
sentação da álgebra de caminhos de Leavitt é equivalente a uma
representação induzida por um sistema ramificado E-algébrico,
mas, sob algumas condições, apresenta uma sub-representação
que é equivalente.

Palavras-chave: Álgebras de caminhos de Leavitt. Sistemas
ramificados E-algébricos. Representações.





Abstract
This paper presents results involving Leavitt path algebras of a
directed graph E and E-algebraic branching systems. It will be
shown that a sufficient condition for the existence of a interesting
E-algebraic branching system is that s−1(v) is enumerable for
every vertex v of the graph. Every E-algebraic branching system
induces a representation of the Leavitt path algebra of E. Under
some conditions, this representation will be faithful. Finally, we
will see that not every representation of Leavitt path algebra is
equivalent to a representation induced by a E-algebraic branching
system, but has a sub-representation which is equivalent.

Keywords: Leavitt path algebras. E-algebraic branching systems.
Representation.
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Introdução

As álgebras de caminhos de Leavitt foram definidas em
(1), por Abrams e Aranda-Pino e por Pere Ara em (3) como uma
perspectiva algébrica para as C∗-álgebras de grafos. Este trabalho
foi baseado no artigo (9), que teve como objetivo demonstrar
resultados análogos aos teoremas de representação de C∗-álgebras
de grafos apresentados em (7) e (8).

O relato será dividido em quatro capítulos e um apêndice.
No primeiro capítulo serão apresentadas propriedades e exemplos
das álgebras de caminhos de Leavitt, denotadas por LK(E), em
que E é um grafo dirigido. No apêndice será abordado o processo
de construção de LK(E).

No segundo capítulo será introduzida a definição de sis-
tema ramificado E-algébrico. Primeiramente, será demonstrado
um teorema que garante que todo sistema ramificado E-algébrico
induz uma representação de LK(E). Em seguida, será dada uma
demonstração construtiva para um teorema que assegura a existên-
cia de sistemas ramificados E-algébricos interessantes para grafos
E com s−1(v) enumerável, para todo vértice v. Este resultado
havia sido demonstrado em (9) para grafos enumeráveis.

O Teorema 4.2 da referência (9) estabelece, sob algumas
condições, que a representação de LK(E) induzida por um sistema
ramificado E-algébrico é fiel, para E grafo linha-finita e sem poços.
Por meio do Teorema de Redução, demonstrado em (2), será
generalizado tal resultado para um grafo E qualquer. Este será o
objetivo do capítulo três.
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No último capítulo veremos que nem toda representação de
LK(E) é equivalente a uma representação induzida por um sistema
ramificado E-algébrico. Entretanto, será provado que, sob algumas
condições, todo homomorfismo de álgebras com domínio em LK(E)
apresentará uma sub-representação que é equivalente. Deixando
clara a importância do estudo de representações induzidas por
sistemas ramificados E-algébricos.
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1 Propriedades das álgebras
de caminhos de Leavitt

Para a compreensão da estrutura das álgebras de cami-
nhos de Leavitt são necessárias algumas definições, que serão
apresentadas neste capítulos. Além de exemplos que ilustram
estas álgebras, serão demonstradas propriedades das mesmas que
serão utilizadas nos teoremas posteriores.

Definição 1.1. Consideramos um grafo (dirigido) uma quádru-
pla E = (E0, E1, r, s) em que E0 é um conjunto de vértices, E1 é
um conjunto de arestas e

r, s : E1 −→ E0

são as funções range e source, respectivamente.

Definição 1.2. Denominamos por caminho uma sequência
α := e1e2...en de arestas com

r(ei) = s(ei+1),

para 1 6 i 6 n − 1 e dizemos que o caminho α tem tamanho
| α |:= n.

Denotamos o conjunto de caminhos de tamanho n por En

e consideramos que os vértices em E0 sejam caminhos de tamanho
zero. Definimos o conjunto de símbolos

(E1)∗ := {e∗ : e ∈ E1}.
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Consideramos v∗ = v, para todo v ∈ E0 e se α = e1...en ∈ En,
definimos

α∗ := e∗ne
∗
n−1...e

∗
1.

Para que a definição seguinte seja compreendida, recomen-
da-se a leitura do Apêndice A. Além disso, a Observação A.1 deve
ser consultada para o entendimento da notação.

Definição 1.3. Sejam E um grafo dirigido e K um corpo. A
álgebra de caminhos de Leavitt de E com coeficientes
em K, denotada por LK(E), é a K-álgebra universal gerada pelo
conjunto {v : v ∈ E0}, com elementos idempotentes e ortogonais
dois a dois e pelo conjunto {e, e∗ : e ∈ E1} e que satisfaz:

1. ps(e)se = sepr(e) = se, para todo e ∈ E1;

2. pr(e)se∗ = se∗ps(e) = se∗ , para todo e ∈ E1;

3. se∗sf = δe,fpr(e), para todo e, f ∈ E1;

4. pv =
∑

e∈E1
s(e)=v

sese∗ , para todo v ∈ E0 tal que

0 < #s−1(v) <∞.

Vejamos um exemplo de álgebra de caminhos de Leavitt.

Exemplo 1.4. Considere E0 = {v} e E1 = {e}. E = (E0, E1, r, s)
é um grafo, com r(e) := v e s(e) := v.

e
v
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Note que o conjunto de geradores é dado por G = {v}∪{e}∪{e∗}.

Seja K[x, x−1] a álgebra de polinômios de Laurent com
coeficientes em K. Defina

φ : {v} ∪ {e} ∪ {e∗} −→ K[x, x−1]

por

φ(v) = 1, φ(e) = x e φ(e∗) = x−1.

Vejamos que a imagem de φ satisfaz as relações R, defini-
das no apêndice. Com efeito,

• φ(v)φ(v) = 1.1 = 1 = φ(v);

• φ(s(e))φ(e) = φ(v)φ(e) = 1.x = x = φ(e);
φ(e)φ(r(e)) = φ(e)φ(v) = x.1 = x = φ(e);

• φ(r(e))φ(e∗) = φ(v)φ(e∗) = 1.x−1 = x−1 = φ(e∗);
φ(e∗)φ(s(e)) = φ(e∗)φ(v) = x−1.1 = x−1 = φ(e∗);

• φ(e∗)φ(e) = x−1.x = 1 = φ(v) = φ(r(e));

• φ(e)φ(e∗) = x.x−1 = 1 = φ(v).

Pelo Teorema A.3, existe um único K-homomorfismo

ϕ : LK(E) −→ K[x, x−1]

que estende φ. Definindo um K-homomorfismo

ψ : K[x, x−1] −→ LK(E)

em que



18 Capítulo 1. Propriedades das álgebras de caminhos de Leavitt

ψ(x) = se, ψ(x−1) = se∗ e ψ(1) = v,

segue que ψ = ϕ−1 e LK(E) ∼= K[x, x−1].

Observação 1.5. Dado um caminho α = α1...αm em E, denotamos
sα := sα1 ...sαm em LK(E).

Lema 1.6. Sejam E um grafo dirigido e K um corpo. Então

LK(E) = span{sαsβ∗ : α e β são caminhos em E e r(α) = r(β)}.

Demonstração. A prova deste resultado foi dividida em três afir-
mações.

Afirmação. Todo produto finito de arestas e vértices vistos em
LK(E) é da forma sαsβ∗ .

Demonstração. Note que se v ∈ E0 e e ∈ E1, então

pvse = pvps(e)se =

se, se v = s(e)

0, caso contrário.

Além disso,

pvse∗ = pvpr(e)se∗ =

se∗ , se v = r(e)

0, caso contrário.

Os casos sepv e se∗pv são semelhantes. Portanto, basta analisar o
produto finito de elementos de E1 ∪ (E1)∗ vistos em LK(E).

Considere γ1...γn ∈ E1 ∪ (E1)∗. Suponha que γi = e∗ ∈
(E1)∗ e γi+1 = d ∈ E1, para algum i ∈ {1, ..., n}. Assim,
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sγ1 ...sγn = sγ1 ...sγi−1se∗sdsγi+2 ...sγn

= δe,dsγ1 ...sγi−1pr(e)sγi+2 ...sγn

=

sγ1 ...sγi−1pr(e)sγi+2 ...sγn , se e = d

0, caso contrário.

O resultado segue dos casos anteriores.

Afirmação. Se α ∈ Em e β ∈ En, com n > 1 e r(α) 6= r(β),
então sαsβ∗ = 0.

Demonstração. Denote α = α1...αm e β = β1...βn. Segue
que

sαsβ∗ = sα1 ...sαmsβ∗n ...sβ∗1

= sα1 ...sαmpr(αm)pr(βn)sβ∗n ...sβ∗1

= sαpr(α)pr(β)sβ∗

=

sαsβ∗ , se r(α) = r(β)

0, caso contrário.

Afirmação. Sejam α, β, γ, ε caminhos com r(α) = r(β) e r(γ) =
r(ε), então

sαsβ∗ .sγsε∗ ∈ {sλsµ∗ : λ e µ são caminhos e r(λ) = r(µ)}.

Demonstração. Podemos ver sαsβ∗ .sγsε∗ como um pro-
duto finito de arestas. Pela primeira afirmação, segue o resultado.
Portanto,

LK(E) = span{sαsβ∗ : α e β são caminhos em E e r(α) = r(β)}.
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Exemplo 1.7. Considere o seguinte grafo E :

...
e1 e2 e3 e4

v1 v2 v3 v4 v5

Vamos identificar LK(E) neste caso. Para tanto, defina

A = {(Ai,j){i,j∈N} : Ai,j ∈ K e ∃ F ⊆ N× N finito tal que se

(i, j) /∈ F, então Ai,j = 0}

Considere

φ : E0 ∪ E1 ∪ (E1)∗ −→ A

definida por
φ(vi) = Ei,i

φ(ei) = Ei,i+1

φ(e∗i ) = Ei+1,i,

em que Ei,j é a matriz em A cuja entrada na linha i e coluna j é
1 e 0 nas restantes. Note que

• Para vi, vj ∈ E0, com i, j ∈ N, vale que

φ(vi)φ(vj) = Ei,iEj,j =

Ei,i, se i = j

0, caso contrário.

• Para ei ∈ E1,

φ(s(ei))φ(ei) = φ(vi)φ(ei) = Ei,iEi,i+1 = Ei,i+1 = φ(ei);

φ(ei)φ(r(ei)) = φ(ei)φ(vi+1) = Ei,i+1Ei+1,i+1 = Ei,i+1 = φ(ei);
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• Para e∗ ∈ E1,

φ(r(ei))φ(e∗i ) = φ(vi+1)φ(e∗i ) = Ei+1,i+1Ei+1,i = Ei+1,i = φ(e∗i );

φ(e∗i )φ(s(ei)) = φ(e∗i )φ(vi) = Ei+1,iEi,i = Ei+1,i = φ(e∗i );

• Para ei, ej ∈ E1,

φ(e∗i )φ(ej) = Ei+1,iEj,j+1 =

Ei+1,i+1, se i = j

0, caso contrário.

= δei,ejEi+1,i+1 = δei,ejφ(vi+1) = δei,ejφ(r(ei)).

• Observe que para todo vi ∈ E0, {e ∈ E1 : s(e) = vi} = {ei}.
Assim,∑

e∈E1
s(e)=vi

φ(e)φ(e∗) = φ(ei)φ(e∗i ) = Ei,i+1Ei+1,i = Ei,i = φ(vi).

Pelo Teorema A.3, existe um único homomorfismo ϕ : LK(E) −→
A tal que ϕ estende φ. Nosso objetivo é mostrar que ϕ é bijetor.

Se B ∈ A, então existe F ⊆ N× N finito tal que Bi,j = 0
para (i, j) /∈ F. Assim,

B =
∑

(i,j)∈F

λi,jEi,j ,

para alguns λi,j ∈ K.

Mostremos que Ei,j pertence à imagem de ϕ, para todo
i, j ∈ N. Caso i < j :

Ei,j =
j−1∏
k=i

Ek,k+1 =
j−1∏
k=i

ϕ(sek
).
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Caso i > j :

Ei,j =
i∏

k=j+1
E((i+j−k)+1),(i+j−k) =

i∏
k=j+1

ϕ(se∗(i+j−k)
).

Caso i = j, já sabemos que Ei,j pertence à imagem de ϕ. Como
B =

∑
(i,j)∈F

λi,jEi,j , segue que B ∈ Im(ϕ).

A conta acima motiva a definição de uma aplicação linear
ψ que é uma inversa para ϕ.

Considere
ψ : A −→ LK(E)

tal que, para todo (i, j) ∈ N× N,

ψ(Ei,j) =



j−1∏
k=i

sek
, se i < j

i∏
k=j+1

se∗(i+j−k)
, se i > j

pvi , se i = j.

e ψ é estendida linearmente para A. Pelo que foi observado acima,
sabe-se que

ϕ ◦ ψ(Ei,j) = Ei,j

. Pelo Lema 1.6 e como ψ é linear, para ver que ψ ◦ ϕ(a) = a

para todo a ∈ LK(E), basta notar que dados α e β caminhos de
E com r(α) = r(β), vale a igualdade

ψ ◦ ϕ(sαsβ∗) = sαsβ∗ .

A observação seguinte tem o intuito de facilitar tal verificação.

Observação 1.8. Sejam α e β caminhos no grafo E, com r(α) =
r(β). Pela definição de E, segue que

α = ek...e(k+m)
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e
β = e(k+m−n)...e(k+m).

Usando as relações satisfeitas por LK(E) e a definição de caminho,
segue que

sαsβ∗ = sek
...se(k+m−1)se(k+m)se∗(k+m)

se∗(k+m−1)
...se∗(k+m−n)

= sek
...se(k+m−1)ps(e(k+m))se∗(k+m−1)

...se∗(k+m−n)

= sek
...se(k+m−1)pr(e(k+m−1))se∗(k+m−1)

...se∗(k+m−n)

= sek
...se(k+m−1)se∗(k+m−1)

...se∗(k+m−n)

=


sek
...se(k+m−n−1) , se m > n

se∗(k+m−m−1)
...se∗(k+m−n)

, se m < n

ps(ek), se m = n.

Pela observação acima, basta verificar que ψ ◦ϕ(sαsβ∗) =
sαsβ∗ para caminhos sαsβ∗ da forma sek

...se(k+m) e outros da
forma se∗k+m

...se∗k , para m ∈ N, além do caso em que sαsβ∗ =
ps(ek). Para tanto, note que

ψ ◦ ϕ(sek
...se(k+m)) = ψ(Ek,(k+m)) =

k+m∏
j=k

sej = sek
...se(k+m) .

Ainda,

ψ ◦ ϕ(se∗(k+m)
...se∗k) = ψ(E(k+m+1),(k+m)E(k+m),(k+m−1)...Ek+1,k)

= ψ(E(k+m+1),(k+m))ψ(E(k+m),(k+m−1))...ψ(Ek+1,k)

= se∗((k+m+1)+(k+m)−(k+m+1))
...se∗((k+1)+k−(k+1))

= se∗(k+m)
...se∗k .

Por último,

ψ ◦ ϕ(ps(ek)) = ψ ◦ ϕ(pvk−1) = ψ(E(k−1),(k−1)) = pvk−1 = ps(ek).
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Logo, ψ é a transformação linear inversa de ϕ. Portanto, ϕ é um
homomorfismo bijetor e A ∼= LK(E).

Vejamos, agora, dois resultados técnicos que serão utiliza-
dos em capítulos posteriores.

Lema 1.9. Seja E = (E0, E1, r, s) um grafo. Então, para todo
y ∈ LK(E), existem v1, ..., vm ∈ E0 tal que y(pv1 + ...+ pvm) = y.

Demonstração. Pelo Lema 1.6, se y ∈ LK(E), y =
n∑
i=1

λisαisβ∗i ,

com λi ∈ K e αi, βi caminhos de E satisfazendo r(αi) = r(βi)
para todo i ∈ {1, ..., n}. Para que possamos demonstrar este lema,
vejamos primeiramente que dados dois caminhos α, β em E, existe
um vértice v ∈ E0, tal que sαsβ∗ = sαsβ∗pv. De fato, precisamos
considerar três casos:

1. Caso αβ∗ ∈ E0, basta escolher v = αβ∗.

2. Caso |β| = 0, segue que β ∈ E0. Assim, sαsβ∗ = sαpr(β) =
sαpr(α).

3. Por último, se |β| > 0, então sαsβ∗ = sαsβ∗ps(β).

Voltando ao caso geral, pelo que foi observado acima, para
cada i ∈ {1, ..., n}, existe um vértice vi ∈ E0 tal que

sαisβ∗i = sαisβ∗i pvi .

Como não é necessário que os vértices acima sejam distintos para
cada i ∈ {1, ..., n}, defina como P o conjunto dos vi obtidos acima.
Com isso,
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y

∑
vi∈P

pvi

 =
(

n∑
i=1

λisαisβ∗i

)∑
vi∈P

pvi


=
(

n∑
i=1

λisαisβ∗i pvi

)∑
vi∈P

pvi


=
(

n∑
i=1

λisαisβ∗i p
2
vi

)

=
(

n∑
i=1

λisαisβ∗i pvi

)
= y,

como desejado.

Para finalizar este capítulo, vejamos uma proposição que
será utilizada posteriormente.

Proposição 1.10. Seja A uma K-álgebra qualquer. Então, existe
um K-módulo M e um homomorfismo ϕ : A −→ EndK(M) inje-
tor.

Demonstração. Vejamos que M := A×K é uma K-álgebra unital
com operações dadas por

(a, k) + (b, l) := (a+ b, k + l)

k(a, l) := (ka, kl)

(a, k)(b, l) := (ab+ kb+ la, kl),

para a, b ∈ A e k, l ∈ K. É fácil ver que M é um espaço vetorial
sobre K. Além disso, a multiplicação emM é associativa. Portanto,
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M é uma K-álgebra. Observe que (0, 1) é unidade de M, pois
para (a, k) ∈M,

(a, k)(0, 1) = (a.0 + k.0 + 1.a, k.1) = (a, k),

(0, 1)(a, k) = (0.a+ 1.a+ k.0, 1.k) = (a, k).

Defina
ϕ : A −→ EndK(M)

a 7−→ ϕ(a) : M −→M

(b, l) 7−→ (a, 0)(b, l) = (ab+al, 0).

É fácil ver que ϕ é linear. Ainda, se a, c ∈ A, e (b, l) ∈M,

ϕ(ac)(b, l) = (ac, 0)(b, l)

= (acb+ acl, 0)

= (a, 0)(cb+ cl, 0)

= (a, 0)(ϕ(c)(b, l))

= ϕ(a) ◦ ϕ(c)(b, l).

Logo, ϕ é um K-homomorfismo de álgebras. Por último, note que
ϕ é injetor, pois se ϕ(a) = 0, para algum a ∈ A, então

(0, 0) = ϕ(a)(0, 1) = (a, 0)(0, 1) = (a, 0).

Portanto, a = 0.
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2 Sistemas Ramificados
E-algébricos

Neste capítulo será introduzida a noção de sistema rami-
ficado E-algébrico. Além disso, teremos duas seções, a primeira
tem como objetivo demonstrar a existência de uma representa-
ção específica da álgebra de caminhos de Leavitt. Na segunda
seção, será provado que para todo grafo E = (E0, E1, r, s), com
s−1(v) enumerável para todo vértice v ∈ E0, existe um sistema
ramificado E-algébrico correspondente.

Definição 2.1. Sejam E = (E0, E1, r, s) um grafo, X um con-
junto e {Re}e∈E1 , {Dv}v∈E0 famílias de subconjuntos de X, tais
que:

1. Re ∩Rd = ∅, para todo d, e ∈ E1, com d 6= e;

2. Du ∩Dv = ∅, para todo u, v ∈ E0, com u 6= v;

3. Re ⊆ Ds(e), para todo e ∈ E1;

4. Dv =
⋃

e∈E1
s(e)=v

Re, para todo v ∈ E0 tal que 0 < #s−1(v) <∞;

5. Para cada e ∈ E1, existe uma bijeção fe : Dr(e) −→ Re.

Um conjuntoX, com famílias de subconjuntos {Re}e∈E1 , {Dv}v∈E0

e de funções {fe}e∈E1 , como acima, é chamado de um sistema
ramificado E-algébrico, que denotamos por

(X, {Re}e∈E1 , {Dv}v∈E0 , {fe}e∈E1)
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ou, simplesmente, por X.

Vejamos agora a construção de um exemplo de um sistema
ramificado E-algébrico.

Exemplo 2.2. Considere o grafo E = (E0, E1, r, s) abaixo

e

w

z

u

v

g

f

,

considere X = [1, 7) e defina os subconjuntos de X indexados por
vértices da seguinte forma

Dv = [1, 2), Dw = [2, 3), Dz = [3, 4) e Du = [4, 7).

Note que tais conjuntos são disjuntos, como na condição (2) da
definição acima. Defina ainda os subconjuntos de X indexados
por arestas

Re = [4, 5), Rf = [5, 6), e Rg = [6, 7).

Perceba que estes conjuntos são disjuntos, como em (1). Agora,

s(e) = s(f) = s(g) = u

e
Re, Rf , Rg ⊆ [4, 7) = Du,

satisfazendo (3). Como

#s−1(v) = #s−1(w) = #s−1(z) = 0,
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basta notar que, por construção,

Du = Re ∪Rf ∪Rg.

Desse modo, a condição (4) também é satisfeita. Para (5), note
que

Dr(e) = Dv, Dr(f) = Dw e Dr(g) = Dz.

Considere, por exemplo, bijeções lineares,

fe : Dv −→ Re,

ff : Dw −→ Rf ,

fg : Dz −→ Rg.

Com as funções e conjuntos assim definidos, (X, {Re}e∈E1 ,

{Dv}v∈E0 , {fe}e∈E1) é um sistema ramificado E-algébrico. A ima-
gem abaixo ilustra as bijeções {fe}e∈E1 .

fe

7

1 1

7

fg

ff
Dw

Dv

Dz

Re

Rf

Rg

2.1 Uma representação da álgebra de caminhos de
Leavitt

Fixe X um sistema ramificado E-algébrico e defina como
F (X) o K-módulo das funções de X em K, com operações de
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adição e multiplicação por escalar ponto a ponto. Considere a
K-álgebra

EndK(F (X)) = {T : F (X) −→ F (X) : T é homomorfismo},

com multiplicação dada pela composição de homomorfismos e
adição e multiplicação por escalar definidas pontualmente.

Cada e ∈ E1 e v ∈ E0 serão associados a homomorfismos
Se, Se∗ e Pv ∈ EndK(F (X)). Considere, então:

Se : F (X) −→ F (X)

φ 7−→ Se(φ)

em que

Se(φ) : X −→ K

x 7−→

φ(f−1
e (x)), se x ∈ Re

0, caso contrário.

Vejamos que Se é homomorfismo de K-módulo, ou seja, mostremos
que Se é linear. Para x ∈ X, φ1, φ2 ∈ F (X) e λ ∈ K, segue que:

• se x ∈ Re,

Se(λφ1 + φ2)(x) = (λφ1 + φ2)(f−1
e (x))

= λφ1(f−1
e (x)) + φ2(f−1

e (x))

= λSe(φ1)(x) + λSe(φ1)(x).

• Se x /∈ Re,

Se(λφ1 + φ2)(x) = 0 = λSe(φ1)(x) + λSe(φ1)(x).
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Portanto, Se ∈ EndK(F (X)). Com o intuito de simplificar as
contas na próxima demonstração, denotaremos, para cada φ ∈
F (X),

Se(φ) = χRe · (φ ◦ f−1
e ).

Defina, ainda para e ∈ E1,

S∗e : F (X) −→ F (X)

φ 7−→ S∗e (φ)
em que

S∗e (φ) : X −→ K

x 7−→

φ(fe(x)), se x ∈ Dr(e)

0, caso contrário.

De maneira análoga ao caso Se, segue que S∗e é linear e, portanto,
é um homomorfismo de K-módulo, ou seja, S∗e ∈ EndK(F (X)).
Denotaremos, para cada φ ∈ F (X),

S∗e (φ) = χDr(e) · (φ ◦ fe).

Por último, para cada v ∈ E0, considere

Pv : F (X) −→ F (X)

φ 7−→ Pv(φ)
em que

Pv(φ) : X −→ K

x 7−→

φ(x), se x ∈ Dv

0, caso contrário.

Como Pv é linear, Pv ∈ EndK(F (X)). Utilizaremos a notação

Pv(φ) = χDv · φ.
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Teorema 2.3. Seja X um sistema ramificado E-algébrico. Então,
existe uma representação (ou seja, um homomorfismo de álgebras)

π : LK(E) −→ EndK(F (X))

tal que
π(se) = Se, π(s∗e) = S∗e e π(pv) = Pv,

para todo e ∈ E1 e para todo v ∈ E0.

Demonstração. Defina f : E0 ∪E1 ∪ (E1)∗ −→ EndK(F (X)) por

f(e) = Se, f(e∗) = S∗e e f(v) = Pv,

para todo e ∈ E1 e, para todo v ∈ E0. Com o intuito de utilizar
o Teorema A.3, mostremos que os conjuntos

{f(v) : v ∈ E0} = {Pv : v ∈ E0}

{f(e) : e ∈ E1} = {Se : e ∈ E1}

{f(e∗) : e ∈ E1} = {S∗e : e ∈ E1}

satisfazem as relações em R definidas no Apêndice A. De fato,

• dados v, w ∈ E0, e φ ∈ F (X), como Dv ∩Dw = ∅ se v 6= w,

segue que

(Pv ◦ Pw)(φ) = Pv(Pw(φ)) = χDv · (Pw(φ)) = χDv · (χDw · φ)

=

χDv · φ = Pv(φ), se v = w

0 · φ = 0, caso contrário.

Portanto, (Pv ◦ Pw) = δv,wPv.
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• Vejamos que se e ∈ E1, então

f(s(e)) ◦ f(e) = f(e) ◦ f(r(e)) = f(e).

Para φ ∈ F (X), como Re ⊆ Ds(e),

(f(s(e)) ◦ f(e))(φ) = (Ps(e) ◦ Se)(φ)

= Ps(e)(Se(φ))

= χDs(e) · Se(φ)

= χDs(e) · (χRe · (φ ◦ f−1
e ))

= χ(Ds(e)∩Re) · (φ ◦ f−1
e )

= χRe · (φ ◦ f−1
e )

= Se(φ)

= f(e)(φ).

Ainda,

(f(e) ◦ f(r(e)))(φ) = (Se ◦ Pr(e))(φ)

= Se(Pr(e)(φ))

= χRe · (Pr(e)(φ) ◦ f−1
e )

= χRe · ((χDr(e) · φ) ◦ f−1
e ).

Dado x ∈ X, segue que se x ∈ X \Re,

(χRe · ((χDr(e) · φ) ◦ f−1
e ))(x) = χRe(x) · ((χDr(e) · φ) ◦ f−1

e )(x)

= 0 · (χDr(e) · φ)(f−1
e (x))

= 0.

Agora, se x ∈ Re, como a imagem de f−1
e é o conjunto Dr(e),
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então

(χRe · ((χDr(e) · φ) ◦ f−1
e ))(x) = χRe(x) · ((χDr(e) · φ) ◦ f−1

e )(x)

= 1 · (χDr(e) · φ)(f−1
e (x))

= χDr(e)(f
−1
e (x)) · φ(f−1

e (x))

= 1 · φ(f−1
e (x))

= (φ ◦ f−1
e )(x).

Portanto,

(f(e) ◦ f(r(e)))(φ) = (Se ◦ Pr(e))(φ)

= χRe · (φ ◦ f−1
e )

= Se(φ)

= f(e)(φ).

• Mostremos que se e ∈ E1, então

f(r(e)) ◦ f(e∗) = f(e∗) ◦ f(s(e)) = f(e∗).

Dado φ ∈ F (X), observe que

f(r(e)) ◦ f(e∗)(φ) = (Pr(e) ◦ Se∗)(φ)

= Pr(e)(Se∗(φ))

= χDr(e) · Se∗(φ).

Seja x ∈ X. Se x ∈ X \Dr(e), então

(χDr(e) · Se∗(φ))(x) = χDr(e)(x) · (Se∗(φ))(x)

= 0 · (Se∗(φ))(x)

= 0.
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Agora, se x ∈ Dr(e),

(χDr(e) · Se∗(φ))(x) = χDr(e)(x) · (Se∗(φ))(x)

= 1 · (Se∗(φ))(x)

= 1 · (χDr(e) · (φ ◦ fe))(x)

= χDr(e)(x) · (φ ◦ fe)(x)

= 1 · (φ ◦ fe)(x).

Logo,

f(r(e)) ◦ f(e∗)(φ) = (Pr(e) ◦ Se∗)(φ)

= (χDr(e) · (φ ◦ fe))(φ)

= Se∗(φ)

= f(e∗).

Agora,

(f(e∗) ◦ f(s(e)))(φ) = (Se∗ ◦ Ps(e))(φ)

= Se∗(Ps(e)(φ))

= χDr(e) · ((Ps(e)(φ)) ◦ fe).

Assim, se x ∈ X \Dr(e),

(χDr(e) · ((Ps(e)(φ)) ◦ fe))(x) = χDr(e)(x) · ((Ps(e)(φ)) ◦ fe)(x)

= 0 · ((Ps(e)(φ)) ◦ fe)(x)

= 0.
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Para x ∈ Dr(e), como a imagem de fe é Re e Re ⊆ Ds(e),

(χDr(e) · ((Ps(e)(φ)) ◦ fe))(x) = χDr(e)(x) · ((Ps(e)(φ)) ◦ fe)(x)

= 1 · ((Ps(e)(φ)) ◦ fe)(x)

= (Ps(e)(φ))(fe(x))

= (χDs(e) · φ)(fe(x))

= χDs(e)(fe(x)) · φ(fe(x))

= 1 · φ(fe(x))

= (φ ◦ fe)(x).

Portanto,

(f(e∗) ◦ f(s(e)))(φ) = (Se∗ ◦ Ps(e))(φ)

= χDr(e) · (φ ◦ fe)

= Se∗

= f(e∗).

• Provemos agora que para todo e, g ∈ E1, é válido que

f(e∗)f(g) = δe,gf(r(e)).

Note que, dado φ ∈ F (X),

f(e∗)f(g)(φ) = (Se∗ ◦ Sg)(φ)

= Se∗(Sg(φ))

= χDr(e) · ((Sg(φ)) ◦ fe)

= χDr(e) · ((χRg · (φ ◦ f−1
g )) ◦ fe).

Com isso, se e = g,

(Se∗ ◦ Se)(φ) = χDr(e) · ((χRe · (φ ◦ f−1
e )) ◦ fe).
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Para x ∈ X, com x ∈ X \Dr(e),

(Se∗ ◦ Se)(φ)(x) = χDr(e) · ((χRe · (φ ◦ f−1
e )) ◦ fe)(x)

= χDr(e)(x) · ((χRe · (φ ◦ f−1
e ))(fe(x))

= 0 · ((χRe · (φ ◦ f−1
e ))(fe(x)).

Caso x ∈ Dr(e), como Re é a imagem de fe, segue que

(Se∗ ◦ Se)(φ)(x) = χDr(e) · ((χRe · (φ ◦ f−1
e )) ◦ fe)(x)

= χDr(e)(x) · ((χRe · (φ ◦ f−1
e ))(fe(x))

= 1 · ((χRe · (φ ◦ f−1
e ))(fe(x))

= χRe(fe(x)) · (φ ◦ f−1
e )(fe(x))

= χRe(fe(x)) · (φ(f−1
e (fe(x)))

= 1 · (φ(x)).

Logo, (Se∗ ◦ Se)(φ) = χDr(e) · φ = Pr(e).

Para o caso e 6= g, se x ∈ X \Dr(e),

((Se∗ ◦ Sg)(φ))(x) = (χDr(e) · ((χRg · (φ ◦ f−1
g )) ◦ fe))(x)

= χDr(e)(x) · ((χRg · (φ ◦ f−1
g )) ◦ fe)(x)

= 0 · ((χRg · (φ ◦ f−1
g )) ◦ fe)(x)

= 0.

Por outro lado, se x ∈ Dr(e), então

((Se∗ ◦ Sg)(φ))(x) = (χDr(e) · ((χRg · (φ ◦ f−1
g )) ◦ fe))(x)

= χDr(e)(x) · ((χRg · (φ ◦ f−1
g )) ◦ fe)(x)

= 1 · ((χRg · (φ ◦ f−1
g )) ◦ fe)(x)

= χRg (fe(x)) · (φ ◦ f−1
g ))(fe(x)).

Como fe(x) ∈ Re e Re ∩Rg = ∅, segue que χRg (fe(x)) = 0
e, portanto, ((Se∗ ◦ Sg)(φ))(x) = 0. Conclui-se que
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f(e∗)f(g) = Se∗ ◦ Sg = δe,gPr(e) = δe,gf(r(e)).

• Finalmente, mostremos que para todo v ∈ E0 com 0 <

#s−1(v) < ∅,

f(v) =
∑
e∈E1

s(e)=v

f(e) ◦ f(e∗).

De fato, dado φ ∈ F (X), se e ∈ s−1(v),

(f(e) ◦ f(e∗))(φ) = Se ◦ Se∗(φ)

= Se(Se∗(φ))

= χRe · (Se∗(φ) ◦ f−1
e )

= χRe · (χDre
· (φ ◦ fe)) ◦ f−1

e ).

Seja x ∈ X. Se x ∈ X \Re,

(f(e) ◦ f(e∗))(φ)(x) = ((Se ◦ Se∗)(φ))(x)

= χRe(x) · (χDre
· (φ ◦ fe)) ◦ f−1

e )(x)

= 0 · (χDre
· (φ ◦ fe)) ◦ f−1

e )(x)

= 0.

Agora, se x ∈ Re, como a imagem de f−1
e é χDr(e) , segue

que

(f(e) ◦ f(e∗))(φ)(x) = (Se ◦ Se∗(φ))(x)

= χRe(x) · (χDre
· (φ ◦ fe)) ◦ f−1

e )(x)

= 1 · (χDre
· (φ ◦ fe)) ◦ f−1

e )(x)

= χDre
(f−1
e (x)) · (φ ◦ fe)(f−1

e (x))

= 1 · φ(fe(f−1
e (x)))

= φ(x).
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Logo, f(e) ◦ f(e∗) = χRe · φ. Assim,∑
e∈E1

s(e)=v

(f(e) ◦ f(e∗))(φ) =
∑
e∈E1

s(e)=v

(Se ◦ Se∗)(φ)

=
∑
e∈E1

s(e)=v

χRe · φ

= χ{∪̇Re:s(e)=v} · φ

= χDv · φ

= Pv(φ)

= f(v)(φ),

como desejado.

Pelo Teorema A.3, existe um único homomorfismo

π : LK(E) −→ EndK(F (X))

tal que

π(se) = Se, π(s∗e) = S∗e e π(pv) = Pv,

para todo e ∈ E1 e para todo v ∈ E0.

Observação 2.4. Perceba que o resultado do Teorema 2.3 continua
válido se mudarmos o módulo F (X) de todas as funções de X
em K, pelo módulo Fc(X) de todas as funções de X em K que só
não se anulam em um número finito de pontos de X. Basta notar
que se φ ∈ Fc(X), então, para todo e ∈ E1 e para todo v ∈ E0,

Se, Se∗ e Pv ∈ EndK(Fc(X)), por construção. A demonstração do
teorema para o caso Fc(X) é idêntica.
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2.2 Existência de sistemas ramificados E-algébricos

O objetivo desta seção é dar uma demonstração constru-
tiva da existência de sistemas ramificados E-algébricos para grafos
E = (E0, E1, r, s), com s−1(v) enumerável, para todo v ∈ E0.

Este resultado generaliza o Teorema 3.1 da referência (9), provado
para grafos E = (E0, E1, r, s) com E0 e E1 enumeráveis.

Definição 2.5. Dado um grafo E = (E0, E1, r, s), um vértice
v ∈ E0 é dito um poço se v /∈ s(E1), ou seja, {e ∈ E1 : s(e) =
v} = ∅.

O teorema a seguir foi originalmente demonstrado em (9)
sob a condição de o grafo ser enumerável.

Teorema 2.6. Seja E = (E0, E1, r, s) um grafo tal que s−1(v) é
enumerável, para todo v ∈ E0. Então, existe um sistema ramificado
E-algébrico em R× (E1 ∪ E0).

Demonstração. Construiremos um sistema ramificado E-algébrico
X em R× (E1 ∪ E0). Primeiramente, defina, para cada e ∈ E1,

Re := (0, 1]× {e}.

Defina W :={v ∈ E0: v é um poço}. Para v ∈ E0 \W, seja

Dv :=
⋃

e∈E1
s(e)=v

Re =
⋃

e∈E1
e∈s−1(v)

(0, 1]× {e} = (0, 1]× s−1(v).

Para v ∈W, considere

Dv := (0, 1]× {v}.

Vejamos que {Re}e∈E1 e {Dv}v∈E0 satisfazem as condi-
ções da Definição 2.1.
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1. Sejam e, d ∈ E1, com e 6= d. Então,

Re ∩Rd = (0, 1]× {e} ∩ (0, 1]× {d}

= (0, 1]× ({e} ∩ {d})

= ∅.

2. Fixe u, v,∈ E0, com u 6= v. Três situações precisam ser
analisadas.

• Se u, v ∈W, então

Du ∩Dv = (0, 1]× {u} ∩ (0, 1]× {v}

= (0, 1]× ({u} ∩ {v})

= ∅.

• Caso u, v ∈ E0 \W, segue que

Du ∩Dv = ((0, 1]× s−1(u)) ∩ ((0, 1]× s−1(v))

= (0, 1]× (s−1(u) ∩ s−1(v))

= ∅.

• Se u ∈ E0 \W e v ∈W, então

Du ∩Dv = ((0, 1]× s−1(u)) ∪ ((0, 1]× {v})

= (0, 1]× (s−1(u) ∩ {v})

= ∅.

3. Seja e ∈ E1. Como e ∈ s−1(s(e)), então

Re = (0, 1]× {e} ⊆ (0, 1]× s−1(s(e)) = Ds(e).

4. Seja v ∈ E0 com 0 < #s−1(v) < ∞. Então, v ∈ E0 \W.
Segue que, por definição,

Dv :=
⋃

e∈E1
s(e)=v

Re.
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5. Seja d ∈ E1. Com o intuito de demonstrar que existe uma
bijeção fd : Dr(d) −→ Rd, esta prova será dividida em três
casos.

• Caso 1. r(d) ∈W, isto é, #{e ∈ E1 : s(e) = r(d)} = 0.
Por definição,

Dr(d) = (0, 1]× {r(d)}.

Defina fd : Dr(d) −→ Rd da seguinte forma:

fd : (0, 1]× {r(d)} −→ (0, 1]× {d}

(t, r(d)) −→ (t, d).

• Caso 2. r(d) /∈ W e {e ∈ E1 : s(e) = r(d)} =
{e1, ..., eN}. Por definição,

Dr(d) :=
⋃

e∈E1
s(e)=r(d)

Re =
N⋃
k=1

Rek
.

Note que podemos dividir (0, 1] emN intervalos abertos
à esquerda e fechados à direta Iek

= (yk, yk+1], com
k = {1, ..., N}, de forma que

y1 = 0 < y2 < ... < yN+1 = 1.

Assim,

Rd = (0, 1]×{d} =
N⋃
k=1

(yk, yk+1]×{d} =:
N⋃
k=1

Iek
×{d}.

Para cada k ∈ {1, ..., N}, definimos uma bijeção linear,
por exemplo, gk : (0, 1] −→ Iek

. Assim,

fkd : (0, 1]× {ek} −→ Iek
× {d}

(t, ek) 7−→ (gk(t), d)



2.2. Existência de sistemas ramificados E-algébricos 43

é uma bijeção entre Rek
e Iek

× {d}. Por último,

fd :
N⋃
k=1

Rek
−→

N⋃
k=1

Iek
× {d}

x 7−→ fkd (x), para x ∈ Rek

é uma bijeção entre Dr(d) e Rd, como desejado.

• Caso 3. r(d) /∈ W e #{e ∈ E1 : s(e) = r(d)} = ∞.
Aqui usamos a hipótese a respeito do grafo e escrevemos
s−1(r(d)) = {e1, e2, e3, ...}. Por definição,

Dr(d) :=
⋃

e∈E1
s(e)=r(d)

Re =
∞⋃
k=1

Rek
.

Considere a sequência ( 1
k )k∈N. Note que

Rd = (0, 1]×{d} =
∞⋃
k=1

( 1
k + 1 ,

1
k

]×{d} =:
∞⋃
k=1

Iek
×{d}.

Para cada k ∈ N, definimos uma bijeção linear gk :
(0, 1] −→ Iek

. Considerando fkd de maneira análoga ao
caso anterior, para todo k ∈ N, segue que

fd :
∞⋃
k=1

Rek
−→

∞⋃
k=1

Iek
× {d}

x 7−→ fkd (x), para x ∈ Rek
.

é uma bijeção entre Dr(d) e Rd.

Seja

X :=

 ⋃
e∈E1

Re

 ∪
 ⋃
v∈E0

Dv

 ⊆ R×
(
E1 ∪ E0) .

Desta forma, (X, {Re}e∈E1 , {Dv}v∈E0 , {fe}e∈E1) é um sistema
ramificado E-algébrico.
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O corolário a seguir é uma consequência dos Teoremas 2.3
e 2.6.

Corolário 2.7. Seja E = (E0, E1, r, s) um grafo tal que, para
todo v ∈ E0, tenhamos s−1(v) enumerável. Então, existe um
homomorfismo

π : LK(E) −→ EndK(F (X))

tal que

π(se)(φ) = χRe · (φ ◦ f−1
e ), π(s∗e)(φ) = χDr(e) · (φ ◦ fe) e

π(pv)(φ) = χDv · φ,

para todo e ∈ E1, para todo v ∈ E0 e para cada φ ∈ F (X),
considerando X, {Re}e∈E1 e {Dv}v∈E0 como no Teorema 2.6.

Demonstração. A demonstração é imediata a partir dos Teoremas
2.3 e 2.6.

Observação 2.8. Seja E = (E0, E1, r, s) um grafo qualquer. Defina
E∞ como o conjunto dos caminhos infinitos em E, podemos
considerar um sistema ramificado E-algébrico da seguinte forma:

• X := E∞ ∪ {β : β é caminho em E e r(β) é poço };

• Para cada e ∈ E1, Re := {β : β é caminho em E e β1 = e};

• Para v ∈ E0 poço, Dv = {v}. Caso contrário,

Dv =
⋃

e∈E1
s(e)=v

Re;
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• Para cada e ∈ E1,

fe : Dr(e) −→ Re

β 7−→ eβ.
.

Deixamos para o leitor a demonstração que este é um sistema
ramificado E-algébrico.

No próximo capítulo, veremos que apesar da possibilidade
de definirmos este sistema ramificado E-algébrico para um grafo
qualquer, a construção acima não é interessante, pois a represen-
tação induzida por este sistema ramificado E-algébrico pode não
ser injetora.

Aplicando a construção acima para o grafo do Exemplo 1.4,
segue que Re = Dv = {eeeee...}. Considerando a representação
induzida, como no Teorema 2.3, segue que para φ ∈ F (X), e
x = eee... ∈ Re,

(π(se)(φ))(x) = (Se(φ))(x) = φ(f−1
e (x)) = φ(eee...).

Agora, aplicando duas vezes a conta acima,

(π(sese)(φ))(x) = π(se) ◦ π(se)(φ)(x) = (Se ◦ Se)(φ)(x)

= (Se(φ))(eee...) = φ(eee...).

Portanto, π(se) = π(sese). Note que se 6= sese, visto que
no Exemplo 1.4, se e sese foram associados a elementos distintos
na Álgebra de polinômios de Laurent. Assim, a representação π
induzida por este sistema ramificado E-algébrico não é injetora.

No caso em que o grafo é enumerável, é possível obter um
sistema ramificado um pouco mais simples do que no Teorema
2.6, como será demonstrado no próximo teorema.
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Lema 2.9. Seja (X, {Re}e∈E1 , {Dv}v∈E0 , {fe}e∈E1) um sistema
ramificado E-algébrico e ϕ : X −→ Y uma função bijetora. Então,
(Y, {ϕ(Re)}e∈E1 , {ϕ(Dv)}v∈E0 , {ϕ ◦ fe ◦ ϕ−1}e∈E1) é um sistema
ramificado E-algébrico.

Demonstração. Vejamos que as condições (1)− (4) da Definição
2.1 são satisfeitas:

1. Para todo d, e ∈ E1, com e 6= d,

ϕ(Rd) ∩ ϕ(Re) = ϕ(Rd ∩Re) = ∅.

2. Se u, v ∈ E0, com u 6= v, então

ϕ(Du) ∩ ϕ(Dv) = ϕ(Du ∩Dv) = ∅.

3. Seja e ∈ E1. Como Re ⊆ Ds(e), segue que ϕ(Re) ⊆ ϕ(Ds(e)).

4. Seja v ∈ E0 com 0 < #s−1(v) <∞. Segue que, por defini-
ção,

Dv :=
⋃

e∈E1
s(e)=v

Re.

Portanto,

ϕ(Dv) = ϕ

 ⋃
e∈E1

s(e)=v

Re


=

⋃
e∈E1

s(e)=v

ϕ(Re).

Para a condição (5), basta definir, para cada e ∈ E1, a
bijeção

ϕ ◦ fe ◦ ϕ−1 : ϕ(Dr(e)) −→ ϕ(Re),

como na ilustração a seguir.
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Dr(e)

ϕ(Re)ϕ(Dr(e))

Re
fe

ϕ−1 ϕ

ϕ ◦ fe ◦ ϕ−1

Logo, (Y, {ϕ(Re)}e∈E1 , {ϕ(Dv)}v∈E0 , {ϕ ◦ fe ◦ ϕ−1}e∈E1)
é um sistema ramificado E-algébrico.

Teorema 2.10. Seja E = (E0, E1, r, s) um grafo com E0 e E1

enumeráveis. Então, existe um sistema ramificado E-algébrico X
em R.

Demonstração. Defina W :={v ∈ E0: v é um poço}. Como E0 e
E1 são enumeráveis, em particular, W é finito ou infinito enume-
rável. Vamos demonstrar o caso W infinito. Caso W seja finito a
demonstração é semelhante.

Denote

E1 = {ei}∞i=1 e W = {vj}∞j=1.

Pelo teorema anterior, existe um sistema ramificado E-algébrico
com subconjuntos indexados por arestas e vértices da seguinte
maneira:

• Rei := (0, 1]× {ei}, para todo ei ∈ E1;

• Dv :=
⋃

ek∈E1
s(ek)=v

Rek
, para todo v ∈ E0 \W ;
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• Dvj := (0, 1]× {vj}, para todo v ∈W.

Além disso,

X := (
⋃
e∈E1

Re)∪ (
⋃
v∈E0

Dv) ⊆ (0, 1]× (E1 ∪E0) ⊆ R× (E1 ∪E0).

Defina

ϕ : X −→ R

(t, ei) 7−→ t+ i− 1, para ei ∈ E1

(t, vj) 7−→ t− j, para vj ∈W.

Note que ϕ̃ : X −→ ϕ(X) é bijetora, pois, para cada ei ∈ E1,

ϕ̃(Rei) = (i− 1, i]

e, para todo vj ∈W,

ϕ̃(Dvj ) = (−j,−j + 1].

Pelo Lema 2.9,

(ϕ̃(X), {ϕ̃(Re)}e∈E1 , {ϕ̃(Dv)}v∈E0 , {ϕ̃ ◦ fe ◦ ϕ̃−1}e∈E1)

é um sistema ramificado E-algébrico em R.

Corolário 2.11. Seja E = (E0, E1, r, s) um grafo com E0 e E1

enumeráveis. Então, existe um homomorfismo π : LK(E) −→
EndK(F (X)) tal que para todo e ∈ E1, para todo v ∈ E0 e para
cada φ ∈ F (X),

π(se)(φ) = χRe · (φ ◦ f−1
e ), π(s∗e)(φ) = χDr(e) · (φ ◦ fe) e

π(pv)(φ) = χDv · φ,

em que X, é um intervalo de R, possivelmente ilimitado, e {Re}e∈E1

e {Dv}v∈E0 são como no Teorema 2.10.
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Demonstração. A demonstração é imediata a partir dos Teoremas
2.3 e 2.10.

Observação 2.12. Dado um grafo E = (E0, E1, r, s), considere
LK(E). Vejamos que, em LK(E), pv 6= 0, para todo v ∈ E0. De
fato, pela Observação 2.8, usando a representação π induzida pelo
sistema ramificado E-algébrico construído, vale que

π(pv)(φ) = χDv · φ,

para todo φ ∈ F (X). Em particular, para

1 : X −→ K

x 7−→ 1,

segue que

π(pv)(1) = χDv · 1 = χDv .

Como Dv 6= ∅, então π(pv) 6= 0. Desse modo, pv 6= 0, pois π é
homomorfismo. Analogamente, para e ∈ E1,

π(se)(1) = χRe · 1 ◦ f−1
e = χRe .

Como Re 6= ∅, π(se) 6= 0. Assim, se 6= 0. Ainda,

π(s∗e)(1) = χDr(e) · 1 ◦ fe = χDr(e) .

ComoDr(e) 6= ∅, segue que π(s∗e) 6= 0 e, consequentemente, s∗e 6= 0.

Uma aplicação da Observação 2.12 é o seguinte lema:

Lema 2.13. Seja E = (E0, E1, r, s) um grafo. Então, E possui
finitos vértices se e somente se LK(E) possui unidade.
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Demonstração. (⇐) Denote a unidade de LK(E) por 1Lk
. Pelo

Lema 1.9, existem v1, ..., vn ∈ E0, tais que

1Lk
(pv1 + ...+ pvn) = 1Lk

.

Suponha que exista um u ∈ E0 com u 6= vi, para todo i ∈
{1, ..., n}. Pela igualdade acima e como 1Lk

é a unidade em LK(E),
segue que

1Lk
(pv1 + ...+ pvn)pu = 1Lk

pu = pu.

Pela Observação 2.12, pu 6= 0, contradizendo a Definição 1.3 que
garante que como u 6= vi, para todo i ∈ {1, ..., n}, então pvipu = 0,
para todo i ∈ {1, ..., n}. Portanto, E possui n vértices v1, ..., vn.

(⇒) Suponha que E possua somente finitos vértices v1, ...,

vn. Vejamos que (pv1 + ...+ pvn) é a unidade de LK(E). De fato,
pela Definição 1.3,

(pv1 + ...+ pvn)pvj = pvj ,

para todo vj ∈ {v1, ..., vn} = E0. Além disso, para e ∈ E1,

s(e), r(e) ∈ E0. Assim, s(e) = vk e r(e) = vl, para alguns k, l ∈
{1, ..., n}. Pela Definição 1.3,

(pv1 + ...+ pvn)se = (pv1 + ...+ pvn)ps(e)se

= (pv1 + ...+ pvk
+ ...+ pvn)pvk

se

= pvk
se

= ps(e)se

= se.
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Ainda pela Definição 1.3,

se(pv1 + ...+ pvn) = sepr(e)(pv1 + ...+ pvn)

= sepvl
(pv1 + ...+ pvl

+ ...+ pvn)

= sepvl

= sepr(e)

= se.

Analogamente, utilizando que pr(e)se∗ = se∗ps(e) = se∗ , para todo
e ∈ E1, obtém-se que

(pv1 + ...+ pvn)se∗ = se∗(pv1 + ...+ pvn) = se∗ .

Pelo Lema 1.6, segue que (pv1 +...+pvn) é a unidade de LK(E).
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3 Representações fiéis de
álgebras de caminhos de Le-
avitt

No Teorema 4.2 da referência (9), foi mostrado que dado
um sistema ramificado E-algébrico

(X, {Re}e∈E1 , {Dv}v∈E0 , {fe}e∈E1),

a representação de LK(E) induzida por X é fiel desde que algumas
condições sejam satisfeitas, como a de que E seja um grafo linha-
finita (ou seja, s−1(v) é finito, para todo v ∈ E0) e sem poços. O
objetivo deste capítulo é generalizar este resultado para um grafo
qualquer, utilizando o Teorema 2.2.11, chamado de Teorema de
Redução, da referência (2) que será enunciado a seguir. Vejamos
algumas definições e um lema necessários para a demonstração
do teorema almejado.

Definição 3.1. Seja E = (E0, E1, r, s) um grafo. Um caminho
fechado α = e1...en, em E, é um caminho tal que, para i ∈
{1, ..., n− 1},

r(ei) = s(ei+1)

e
r(α) := r(en) = s(e1) =: s(α).

Definição 3.2. Seja (X, {Re}e∈E1 , {Dv}v∈E0 , {fe}e∈E1) um sis-
tema ramificado E-algébrico. Dado um caminho fechado α =
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e1...en em E, definimos

fα : Dr(en) −→ Re1

por
fα := fe1 ◦ ... ◦ fen .

Vejamos que de fato as composições envolvidas em fα

estão bem definidas. Note que, para todo i ∈ {1, ..., n},

fei : Dr(ei) −→ Rei .

Como α é caminho, segue que

Rei ⊆ Ds(ei) = Dr(ei−1),

para todo i ∈ {2, ..., n}. Como Dr(ei−1) é domínio de fei−1 , para
todo i ∈ {2, ..., n}, segue o resultado.

Definição 3.3. [Referência (2).] Sejam E um grafo, c = c1...cn

um caminho fechado em E e e ∈ E1. Dizemos que e é uma saída
para c se existe i ∈ {1, ..., n} tal que s(e) = s(ci) e e 6= ci.

Exemplo 3.4. Considere o grafo E abaixo:

e3

e8

e7e6e5

e2 e1

e4

v3

v7v5 v6

v1

v2 v4

.

Note que e5 é uma saída para o caminho fechado e1e2e3e4, pois
s(e5) = s(e1) e e5 6= e1. Agora, e7e8 é um exemplo de caminho
fechado sem saída em E.
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Teorema 3.5. (O Teorema de Redução) Sejam E um grafo
arbitrário e K um corpo. Para qualquer elemento não nulo x ∈
LK(E) existem caminhos α e β em E, tais que

1. 0 6= sα∗xsβ = kpv, para alguns k ∈ K e v ∈ E0, ou

2. 0 6= sα∗xsβ = p(sc), em que c é um caminho fechado sem
saída e p(y) é um polinômio em K[y, y−1].

Demonstração. Disponível na página 34 da referência (2).

Definição 3.6. Dado um sistema ramificado E-algébrico X, de-
fina, para cada z ∈ X, a função δz : X −→ K, por

δz(y) =

1, se y = z

0, se y 6= z.

Além disso, dado um conjunto Y ⊆ X e um elemento z ∈ X,

usaremos a notação [z ∈ Y ] sob a definição

[z ∈ Y ] =

1, se z ∈ Y

0, se z /∈ Y.

Lema 3.7. Seja (X, {Re}e∈E1 , {Dv}v∈E0 , {fe}e∈E1) um sistema
ramificado E-algébrico. Considere π : LK(E) −→ EndK(F (X)) a
representação induzida por X, como no Teorema 2.3. Então, para
cada caminho c1...cn em E e cada z ∈ X,

π(sc1 ...scn)(δz) = [z ∈ Dr(cn)]δfc1...cn(z) .

Demonstração. Faremos a demonstração usando indução sobre o
tamanho do caminho c. Mostremos, primeiramente, que vale a
igualdade para o caso n = 1. De fato,

π(sc1)(δz) = χRc1
· δz ◦ f−1

c1 ,
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e para y ∈ X,

(χRc1
· δz ◦ f−1

c1 )(y) = χRc1
(y) · δz(f−1

c1 (y))

= χRc1
(y) ·

1, se z = f−1
c1 (y)

0, caso contrário.

= χDr(c1)(z) ·

1, se fc1(z) = y

0, caso contrário.

= [z ∈ Dr(c1)]δfc1 (z)(y).

Logo,
π(sc1)(δz) = [z ∈ Dr(c1)]δfc1 (z).

Suponha que valha a igualdade para o caso em que o caminho
tenha tamanho n− 1, ou seja,

π(sc1 ...scn−1)(δz) = [z ∈ Dr(cn−1)]δfc1...cn−1(z) .

Então, para o caso n,

π(sc1 ...scn−1scn)(δz) = π(sc1) ◦ ... ◦ π(scn−1) ◦ π(scn)(δz)

= π(sc1) ◦ ... ◦ π(scn−1)(π(scn)(δz))

= π(sc1) ◦ ... ◦ π(scn−1)(χRcn
· δz ◦ f−1

cn
).

Note que se y ∈ X,

(χRcn
· δz ◦ f−1

cn
)(y) = χRcn

(y) · δz(f−1
cn

(y))

= χRcn
(y) ·

1, se z = f−1
cn

(y)

0, caso contrário.

= χDr(cn)(z) ·

1, se fcn(z) = y

0, caso contrário.

= [z ∈ Dr(cn)]δfcn (z)(y).
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Assim,

π(sc1 ...scn−1scn)(δz) = π(sc1) ◦ ... ◦ π(scn−1)([z ∈ Dr(cn)]δfcn (z))

= [z ∈ Dr(cn)]π(sc1) ◦ ... ◦ π(scn−1)(δfcn (z))

= [z ∈ Dr(cn)][fcn(z) ∈ Dr(cn−1)]δfc1...cn−1(fcn (z))

= [z ∈ Dr(cn)][fcn(z) ∈ Dr(cn−1)]δfc1...cn−1cn (z).

Como o domínio de fcn é Dr(cn) e

fcn(Dr(cn)) = Rcn ⊆ Ds(cn) = Dr(cn−1),

segue que [fcn(z) ∈ Dr(cn−1)] = [z ∈ Dr(cn)]. Logo,

π(sc1 ...scn−1scn)(δz) = [z ∈ Dr(cn)]δfc1...cn−1cn (z).

Observe que no lema acima, se denotarmos c := c1...cn,

segue que como Dr(c) = Dr(cn), então

π(sc)(δz) = [z ∈ Dr(c)]δfc(z) .

O teorema seguinte é uma versão do Teorema 4.2 da
referência (9), aqui com a hipótese enfraquecida a respeito do
grafo. Além disso, esse resultado e a recíproca dele foram provados
para álgebras relativas de caminhos de Cohn em (6).

Teorema 3.8. Seja (X, {Re}e∈E1 , {Dv}v∈E0 , {fe}e∈E1) um sis-
tema ramificado E-algébrico, com Dv 6= ∅ para todo v ∈ E0. Se
para todo caminho fechado c sem saída em E e para todo conjunto
finito F ⊆ N existe z0 ∈ Dr(c) tal que fci(z0) := fcc...c(z0) 6= z0,

para todo i ∈ F, então a representação de LK(E) induzida por
este sistema ramificado E-algébrico (como no Teorema 2.3) é fiel,
ou seja, injetora.
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Demonstração. Seja x ∈ LK(E) um elemento não nulo. Mostre-
mos que π(x) 6= 0. Pelo Teorema 3.5, existem caminhos α e β em
E, tais que ou

1. 0 6= sα∗xsβ = kpv, para alguns k ∈ K e v ∈ E0, ou

2. 0 6= sα∗xsβ =
n∑

i=−n
λisci , em que c é um caminho fechado

sem saída e λi ∈ K, para todo i ∈ {−n, ..., n}. (Observe que
para m ∈ {1, ..., n}, c−m = (c∗)m ).

Caso 1, se 0 6= sα∗xsβ = kpv, para alguns k ∈ K e v ∈ E0, então

π(sα∗xsβ) = π(sα∗)π(x)π(sβ)

= kπ(pv).

Agora, para 1 ∈ F (X), como 1(x) = 1, para todo x ∈ X,

(π(sα∗)π(x)π(sβ))(1) = kπ(pv)(1) = kχDv · 1 = kχDv .

Por hipótese, Dv 6= ∅, então π(x) 6= 0.

Para o caso 2, se 0 6= sα∗xsβ =
n∑

i=−n
λisci , em que c é um

caminho fechado sem saída e λi ∈ K, para todo i ∈ {−n, ..., n},
considere

i0 := min{i ∈ {−n, ..., n} : λi 6= 0}.

Mostremos que π(x) 6= 0, para as situações i0 > 1 e i0 < 1.

• Caso 2.1: i0 > 1. Neste caso,

0 6= sα∗xsβ =
n∑

i=i0

λisci .
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Por hipótese, existe um z0 ∈ Dr(c) tal que

fci(z0) 6= z0,

para todo i ∈ {i0 + 1, ..., n}. Assim, como fci0 é injetora,

fci(z0) = fci0 ◦ fc(i−i0)(z0) 6= fci0 (z0),

para todo i ∈ {i0 + 1, ..., n}. Pelo Lema 3.7

π(sα∗xsβ)(δz0)(fci0 (z0)) =
n∑

i=i0

λiπ(sci)(δz0)(fci0 (z0))

=
n∑

i=i0

λi[z0 ∈ Dr(ci)]δfci(z0)
(fci0 (z0))

=
n∑

i=i0

λi[z0 ∈ Dr(c)]δfci(z0)
(fci0 (z0))

= λi0δfci0 (z0)
(fci0 (z0))

= λi0 6= 0.

Assim, π(x) 6= 0, se i0 > 1.

• Caso 2.2: i0 < 1. Neste caso,

0 6= sα∗xsβ =
n∑

i=−|i0|

λisci .

O objetivo agora é obter um polinômio cujo primeiro coefi-
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ciente não nulo acompanhe o termo sc1 . Considere

(sα∗xsβ)sc(|i0|+1) =

 n∑
i=−|i0|

λisci

 sc(|i0|+1)

= λ−|i0|sc∗|i0|sc(|i0|+1) + ...+ λ−1sc∗sc(|i0|+1)

+ ...+ λnscnsc(|i0|+1)

= λ−|i0|sc + ...+ λ−1sc|i0| + ...

+ λnsc(|i0|+n+1)

=
n∑

i=−|i0|

λisc(i+|i0|+1) .

Para facilitar a notação, defina para k ∈ {1, ..., |i0|+ n+ 1}

γk = λ(k−|i0|−1).

Desse modo,

(sα∗xsβ)sc(|i0|+1) =
|i0|+n+1∑
k=1

γksck .

Note que γ1 = λ−|i0| 6= 0. Pelo caso 2.1, π
(
|i0|+n+1∑
k=1

γksck

)
6=

0. Portanto, π(x) 6= 0 e π é uma representação fiel de LK(E),
como desejado.

Agora, dado um grafo E com s−1(v) enumerável, para
todo vértice v, será construído um sistema ramificado E-algébrico
que satisfaça as condições do Teorema 3.8, induzindo, assim, uma
representação fiel de LK(E).
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Seja E um grafo, com s−1(v) enumerável, para todo v ∈
E0. Defina W = {v ∈ E0 : v é poço}. Para v ∈W, considere

Dv = [1, 2)× {v}.

Defina ainda, para e ∈ E1,

Re = [1, 2)× {e}.

Por último, considere, para v ∈ E0 \W,

Dv =
⋃

e∈E1
s(e)=v

Re =
⋃

e∈E1
s(e)=v

[1, 2)× {e} = [1, 2)× s−1(v).

A demonstração que as condições (1)− (4) da Definição 2.1 são
satisfeitas é análoga ao que foi feito na prova do Teorema 2.6.
Precisamos construir funções bijetoras, para cada e ∈ E1,

fe : Dr(e) −→ Re,

de forma que o sistema ramificado E-algébrico construído satisfaça
as condições impostas no Teorema 3.8. Desse modo, podemos
considerar as fe como no Teorema 2.3, para e ∈ E1, exceto para
as arestas ci presentes em algum caminho fechado sem saída
c = c1...cn de E. Neste caso, pela Definição 3.3,

s−1(r(ci)) = {ci+1},

para todo i ∈ {1, ..., n− 1}, e s−1(r(cn)) = {c1}. Então,

Dr(ci) = Rci+1 = [1, 2)× {ci+1},

para todo i ∈ {1, ..., n− 1}, e Dr(cn) = Rc1 = [1, 2)× {c1}.

Para que possamos definir fci , fixe θ ∈ [0, 1) irracional e
considere

hθ : [0, 1) −→ [0, 1)

x 7−→ (x+ θ) mod (1).
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Vejamos que hθ é uma bijeção. Para a injetividade, considere
x, y ∈ [0, 1) com hθ(x) = hθ(y). Assim,

(x+ θ) ≡ (y + θ) mod (1)

⇒ (x+ θ)− (y + θ) ∈ Z

⇒ x− y ∈ Z

⇒ x− y = 0 (pois x, y ∈ [0, 1))

⇒ x = y.

Note que

hθ(x) =

x+ θ, se x+ θ < 1

x+ θ − 1, caso contrário.

Para a sobrejetividade, considere y ∈ [0, 1). Caso y > θ,
seja x = y − θ ∈ [0, 1). Assim,

hθ(x) = (y − θ + θ) mod (1) = (y) mod (1) = y.

Por outro lado, caso y < θ, escolha x = y − θ + 1 ∈ [0, 1).
Logo,

hθ(x) = (y − θ + 1 + θ) mod (1) = (y + 1) mod (1) = y.

Portanto, hθ é bijetora.

Defina ainda, para cada i ∈ {1, ..., n},

gci : [0, 1) −→ [1, 2)× {ci}

x 7−→ (x+ 1, ci)

que é uma bijeção com inversa

g−1
ci

: [1, 2)× {ci} −→ [0, 1)

(x, ci) 7−→ x− 1.
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Considere a seguinte bijeção de Dr(ci) em Rci , para cada i ∈
{1, ..., n− 1},

fci : [1, 2)× {ci+1} −→ [1, 2)× {ci}

(x, ci+1) 7−→ (gci ◦ hθ ◦ g−1
ci+1)((x, ci+1)).

Para i = n, seja

fcn : [1, 2)× {c1} −→ [1, 2)× {cn}

(x, c1) 7−→ (gcn ◦ hθ ◦ g−1
c1 )((x, c1)).

Desse modo, temos bijeções fe : Dr(e) −→ Re, para todo e ∈ E1.

Definindo X :=
( ⋃
e∈E1

Re

)
∪

( ⋃
v∈E0

Dv

)
, obtemos um sistema

ramificado E-algébrico.

Dado c um caminho fechado sem saída, vejamos como
expressar fci , para todo i ∈ {1, ..., n}. Para tanto, fixe i ∈
{1, ..., n− 1} e considere y ∈ Dr(ci). Então, y = (x, ci+1) ∈ Rci+1 .

Assim,

fci(y) = fci((x, ci+1))

= (gci ◦ hθ ◦ g−1
ci+1)((x, ci+1))

= (gci ◦ hθ)(x− 1)

= gci((x− 1 + θ) mod (1))

=

gci(x− 1 + θ), para x− 1 + θ < 1

gci(x− 2 + θ), caso contrário

=

(x+ θ, ci), para x− 1 + θ < 1

(x+ θ − 1, ci), caso contrário.

Para i = n, a conta é análoga, substituindo ci+1 por c1. Portanto,
para todo i ∈ {i, ..., n}.

fci(y) = (x+ θ + rci(y), ci),
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em que rci(y) é 0 ou 1 para cada y ∈ Dr(ci). Finalmente, podemos
usar o 3.8 para provar o corolário a seguir.

Corolário 3.9. Seja E um grafo com s−1(v) enumerável. Então a
representação π : LK(E) −→ EndK(F (X)) induzida pelo sistema
ramificado E-algébrico construído acima é fiel.

Demonstração. Basta verificar a hipótese do Teorema 3.8 que diz
que para todo caminho fechado c sem saída e para todo conjunto
finito F ∈ N, existe um z0 ∈ Dr(c) tal que fck(z0) 6= z0, para todo
k ∈ F. Para tanto, fixe c = c1...cn caminho fechado sem saída em
E e y = (x, c1) ∈ Dr(cn) = Rc1 , vejamos que

fc(y) = fc1 ◦ ... ◦ fcn((x, c1)) = (x+ nθ + r(y), c1),

em que r(y) é um número racional. Sabemos que, para o caso
n = 1,

fc1(y) = (x+ θ + rc1(y), c1),

em que rc1(y) é 0 ou 1 para cada y ∈ Dr(c1).

Suponha que a igualdade seja válida para o caso em que
o caminho tem tamanho n− 1, digamos para o caminho c2...cn.

Assim, para y ∈ Dr(cn),

fc2 ◦ ... ◦ fcn((x, c1)) = (x+ (n− 1)θ + r((x, c1)), c2),

em que r((x, c1)) é um número racional. Assim, para o caso em
que o caminho tem tamanho n, isto é, da forma c1...cn, segue que
para y ∈ Dr(cn),

fc1 ◦ ... ◦ fcn((x, c1)) = fc1(x+ (n− 1)θ + r(y), c2)

= (x+ (n− 1)θ + r(y) + θ + r(fc2...cn(x, c1)), c1)

= (x+ nθ + (r(y) + r(fc2...cn(x, c1))), c1),
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em que r(y) + r(fc2...cn(x, c1)) é um número racional, como dese-
jado.

Note que se y = (x, c1) ∈ Dr(cn) com x racional, então,
como θ é irracional e o restante dos termos na primeira coordenada
são racionais, segue que

fc1...cn(y) = (z, c1)

com z irracional. Assim, nenhum ponto y = (x, c1) com x racional
é ponto fixo de fc = fc1...cn .

Seja F ⊆ N um conjunto finito. Dado k ∈ F, aplicando fc
k vezes, segue que, para todo y = (x, c1) ∈ Dr(cn),

fck(y) = (x+ knθ + rk(y), c1),

em que rk(y) é um número racional. Pelo mesmo argumento
usado para fc, segue que y = (x, c1) com x racional não é ponto
fixo de fck . Pelo Teorema 3.8, a representação π : LK(E) −→
EndK(F (X)) como no Teorema 2.3 é fiel.

Dado um grafo E sem a condição de que s−1(v) é enu-
merável para todo vértice v ∈ E0, não temos a garantia que é
possível construir um sistema ramificado E-algébrico, como foi
feito no Teorema 2.6. Apresentaremos um exemplo específico de
um grafo com s−1(v) não enumerável para algum v ∈ E0 e para
o qual possa ser definido um sistema ramificado E-algébrico que
satisfaça as condições do Teorema 3.8.

Exemplo 3.10. Considere E = (E0, E1, r, s) um grafo com
E0 := {v} ∪ {ux : x ∈ R}, de modo que, para cada x ∈ R, exista
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uma aresta ex com s(ex) = v e r(ex) = ux. Além disso, para o vér-
tice u0, exista uma aresta e ∈ E1 satisfazendo s(e) = r(e) = u0,

como o desenho abaixo ilustra.

v

R

u0

ex

e

Note que s−1(v) não é enumerável. Defina

Re = [0, 1)× {e}

e
Rex = [0, 1)× {ex},

para todo x ∈ R. Agora, para x ∈ R \ {0}, seja

Dux = [0, 1)× {ux}.

Por último, considere
Du0 = Re

e
Dv =

⋃
x∈R

Rex .

Para cada x ∈ R \ {0}, defina a bijeção

fex : [0, 1)× {r(ex)} −→ [0, 1)× {ex}

(t, r(ex)) 7−→ (t, ex),
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e considere
fe0 : Du0 −→ Re0

(t, e) 7−→ (t, e0).

Finalmente, para a aresta e, considere

fe : Du0 −→ Re

(t, e) 7−→ (t2, e).

Considerando X :=
( ⋃
e∈E1

Re

)
∪

( ⋃
v∈E0

Dv

)
, é fácil ver

que temos um sistema ramificado E- algébrico. Como e é o único
caminho fechado em E e a hipótese do Teorema 3.8 é válida
para qualquer z0 ∈ (0, 1)× {e} ⊆ Du0 , segue que a representação
π : LK(E) −→ EndK(F (X)) como no Teorema 2.3 é fiel.
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4 Equivalência de Representa-
ções de LK(E)

Nos capítulos anteriores, foram introduzidas representa-
ções da álgebra de caminhos de Leavitt induzidas por sistemas
ramificados E-algébricos. Isto motiva o questionamento se toda
representação pode ser obtida desta maneira. Veremos que isto
não é verdade em geral, mas com algumas condições, mostraremos
que dado um grafo E, todo homomorfismo ψ : LK(E) −→ A tem
uma sub-representação que é equivalente a uma representação
induzida por um sistema ramificado E-algébrico.

Vejamos alguns conceitos necessários para os resultados
desta seção. Seja E = (E0, E1, r, s) um grafo, A uma álgebra e π̃ :
LK(E) −→ A um homomorfismo de K-álgebras. Pela Proposição
1.10, existe um K-módulo V e um homomorfismo ϕ : A −→
EndK(V ) injetor. Assim, podemos definir a composição

ϕ ◦ π̃ : LK(E) −→ EndK(V ).

Como ϕ é injetor, de agora em diante, consideraremos apenas
representações (homomorfismos de K-álgebras) de LK(E) em
EndK(V ), em que V é um K-módulo.

Dada uma representação φ : LK(E) −→ EndK(V ), defina
os K-submódulos

Vu = φ(pu)(V ) e Ve = φ(se)φ(se∗)(V ),

para todo u ∈ E0 e para todo e ∈ E1. Como φ é representação
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de LK(E), φ satisfaz as relações da Definição 1.3. Disso, seguem
as seguintes propriedades:

1. Ve ⊆ Vs(e), para todo e ∈ E1.

Demonstração. Seja y ∈ Ve. Por definição, y = φ(se)φ(se∗)(x)
para algum x ∈ V. Assim,

φ(ps(e))(y) = φ(ps(e))(φ(se)φ(se∗)(x))

= φ(ps(e)se)φ(se∗)(x)

= φ(se)φ(se∗)(x)

= y.

Logo, y = φ(ps(e))(y) ∈ Vs(e).

2. Ve ∩ Vf = 0, para todo e, f ∈ E1 com e 6= f.

Demonstração. Seja y ∈ Ve ∩ Vf . Assim, existem x1, x2 ∈ V
tal que

y = φ(se)φ(se∗)(x1) = φ(sf )φ(sf∗)(x2).

Agora, aplicaremos φ(se)φ(se∗) na igualdade e usaremos que
se∗sf = δe,fpr(e).

φ(se)φ(se∗)φ(se)φ(se∗)(x1) = φ(se)φ(se∗)φ(sf )φ(sf∗)(x2)

φ(se)φ(se∗se)φ(se∗)(x1) = φ(se)φ(se∗sf )φ(sf∗)(x2)

φ(se)φ(pr(e))φ(se∗)(x1) = 0

φ(sepr(e))φ(se∗)(x1) = 0

φ(se)φ(se∗)(x1) = 0

y = 0.

3. Vu ∩ Vw = 0, para todo u,w ∈ E0 com u 6= w.
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Demonstração. Seja y ∈ Vu ∩Vw. Então, existem x1, x2 ∈ V,
tal que y = φ(pu)(x1) = φ(pw)(x2). Como pupw = δu,wpu,

basta aplicar φ(pu) na igualdade. Desse modo,

φ(pu)φ(pu)(x1) = φ(pu)φ(pw)(x2)

φ(pu)(x1) = 0

y = 0.

4. φ(se) : Vr(e) −→ Ve é um isomorfismo de K-módulo com
inversa φ(se∗), para todo e ∈ E1.

Demonstração. Vejamos que φ(se∗) é inversa de φ(se), para
todo e ∈ E1. Para tanto, fixe x ∈ Vr(e). Por definição de
Vr(e), existe y ∈ V tal que x = φ(pr(e))(y). Assim,

φ(se∗)φ(se)(x) = φ(se∗)φ(se)(φ(pr(e))(y))

= φ(se∗)φ(sepr(e))(y)

= φ(se∗)φ(se)(y)

= φ(pr(e))(y)

= x.

.

Agora, dado y ∈ Ve, pela definição de Ve, existe x ∈ V tal
que y = φ(se)φ(se∗)(x). Portanto,

φ(se)φ(se∗)(y) = φ(se)φ(se∗)(φ(se)φ(se∗)(x))

= φ(se)φ(se∗se)φ(se∗)(x)

= φ(se)φ(pr(e))φ(se∗)(x)

= φ(se)φ(se∗)(x)

= y.

5. Vu =
⊕

e∈E1
s(e)=u

Ve se 0 < #s−1(u) <∞.
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Demonstração. Por definição,

Vu = φ(pu)(V )

= φ

 ∑
e∈E1

s(e)=u

sese∗

 (V )

=
∑
e∈E1

s(e)=u

φ(se)φ(se∗)(V )

=
∑
e∈E1

s(e)=u

Ve

=
⊕
e∈E1

s(e)=u

Ve,

pois Ve ∩ Vf = ∅, para e, f ∈ E1 com e 6= f.

6. Vu =

 ⊕
e∈E1

s(e)=u

Ve

⊕V u se #s−1(u) =∞, em que V u é um

K-submódulo de Vu.

Demonstração. Por (1), para todo e ∈ s−1(u), Ve ⊆ Vs(e) =
Vu. Em particular, Vu é um espaço vetorial, pois é um
módulo sobre o corpo K. Por (2),

⊕
e∈E1

s(e)=u

Ve =
∑
e∈E1

s(e)=u

Ve ⊆ Vu.

Como
⊕

e∈E1
s(e)=u

Ve é subespaço de Vu, podemos completar a base
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(de Hammel) de
⊕

e∈E1
s(e)=u

Ve e obter uma base de Vu. Assim,

Vu =

 ⊕
e∈E1

s(e)=u

Ve

⊕V u,

em que V u é o submódulo de Vu gerado pelo completamento
acima.

7. V =
( ⊕
u∈E0

Vu

)⊕
V , em que V é um K-submódulo de V.

Demonstração. Sabemos que Vu ⊆ V é subespaço vetorial
de V, para todo u ∈ E0. Por (3),⊕

u∈E0

Vu =
∑
u∈E0

Vu ⊆ V.

Completando a base de Hammel de
⊕
u∈E0

Vu, obtemos

⊕
u∈E0

Vu

⊕V ,

em que V é o K-submódulo de V gerado pelo completa-
mento.

Agora, nosso objetivo é escolher uma base particular para
o espaço vetorial V. Por (7), basta escolher uma base para V e
para cada Vu com u ∈ E0. Por (6),

Vu =

 ⊕
e∈E1

s(e)=u

Ve

⊕V u.
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Como V u e Ve com e ∈ s−1(u) são K-espaços vetoriais, então
existe uma base de Hammel {mx : x ∈ Re} para cada Ve e
{mx : x ∈ Iu} para V u. Considere os conjuntos indexadores das
bases Re e Iu de forma que sejam dois a dois disjuntos.

Definimos a base de Vu da seguinte maneira:

• se #s−1(u) = 0, escolha uma base {mx : x ∈ Du} de Vu,
em que Du é um conjunto indexador;

• se 0 < #s−1(u) <∞, considere Du :=
⋃

e∈E1
s(e)=u

Re e {mx : x ∈

Du} como base de Vu;

• se #s−1(u) =∞, seja Du :=

 ⋃
e∈E1

s(e)=u

Re

 ∪ Iu e {mx : x ∈

Du} a base de Vu.

Por construção, os conjuntos indexadores Du obtidos nos dois
últimos itens são dois a dois disjuntos. No primeiro item, escolha
conjuntos indexadores Du tais que os conjuntos em {Du}u∈E0

sejam dois a dois disjuntos. Por último, considere uma base {mx :
x ∈ I} de V em que I é um conjunto indexador com I ∩Du = ∅,
para todo u ∈ E0. Sendo assim, a base de V foi escolhida como

{mx : x ∈
⋃
u∈E0

Du ∪ I}.

Defina
W =

⊕
u∈E0

Vu.

Note que V = W ⊕ V . Considere as projeções canônicas P1 :
V −→W e P2 : V −→ V e as inclusões canônicas ι1 : W −→ V e
ι2 : V −→ V.
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Perceba que, para cada a ∈ LK(E), φ(a) : V −→ V.

Portanto, podemos escrever para v ∈ V,

φ(a)(v) = P1(φ(a)(v)) + P2(φ(a)(v)) = P1(φ(a)(v)),

pois pelo Lema 1.6 e como, para todo e ∈ E1, φ(se)(V ) =
φ(s(e))(V )φ(se)(V ) ⊆ Vs(e) e φ(se∗)(V ) = φ(r(e))(V )φ(se∗)(V ) ⊆
Vr(e), segue que Im(φ(a)) ⊆W

Consideremos a “restrição de φ a W“, ou seja, a função

φ1 : LK(E) −→ EndK(W )

a 7−→ P1φ(a)ι1 = φ(a)ι1

que é uma representação. Nosso objetivo é mostrar, que sob al-
gumas hipóteses adicionais, a representação φ1 é equivalente de
alguma forma, que será esclarecida mais adiante, a uma representa-
ção induzida por um sistema ramificado E-algébrico. Precisamos,
portanto, definir tal sistema.

Considere X =
⋃

u∈E0
Du. Da maneira como as famílias

{Dv}v∈E0 e {Re}e∈E1 foram construídas, as condições (1) − (4)
da Definição 2.1 são satisfeitas. Basta, portanto, definir bijeções
fe : Dr(e) −→ Re, para cada e ∈ E1. Lembrando que, para cada
e ∈ E1, a restrição

φ(se) : Vr(e) −→ Ve

é um isomorfismo de K-módulos com inversa φ(se∗), e os conjuntos
Dr(e) e Re são os conjuntos de índices das bases de Vr(e) e Re,
respectivamente.

Note que se a base indexada por Dr(e) é levada na base
indexada por Re, isto é, se para cada x ∈ Dr(e)

φ(se)(mx) = my,
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para algum y ∈ Re, então a função

Dr(e) −→ Re

x 7−→ y

é uma bijeção.

Assim, adicionamos esta hipótese, ou seja, assumimos que

φ(se)({mx : x ∈ Dr(e)}) = {my : y ∈ Re}, (BPB)

para cada e ∈ E1. Como φ(e∗) é a inversa de φ(se), isto equivale
a dizer que

φ(se∗)({my : y ∈ Re}) = {mx : x ∈ Dr(e)},

para cada e ∈ E1. Assim, podemos definir, para cada e ∈ E1, a
bijeção

fe : Dr(e) −→ Re

x 7−→ y,

em que y é tal que φ(se)(mx) = my. Desse modo,

(X, {Re}e∈E1 , {Dv}v∈E0 , {fe}e∈E1)

é um sistema ramificado E-algébrico.

Exemplo 4.1. Vejamos um exemplo de um grafo E em que é
possível que (BPB) seja satisfeita.

u0
u1

u5

u4

u3

u2e2

e5

e4

e3e1
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Sejam V um K-módulo e φ : LK(E) −→ EndK(V ) um
homomorfismo. Pela propriedade (4), demonstrada anteriormente,
segue que φ(sei) : Vr(ei) −→ Vei é isomorfismo, para todo i ∈
{1, ..., 5}. Para i ∈ {2, ..., 5}, denote por Br(ei) a base de Vr(ei)

e defina por Bei := φ(sei)(Br(ei)) a base de Vei . Agora, note
que pela propriedade (5), provada no início do capítulo, como
s−1(u1) = {e2, e3, e4, e5},

Vr(e1) = Vu1 =
5⊕
i=2

Vei .

Defina Br(e1) := Be2 ∪ ... ∪ Be5 que é base de Vr(e1). Considere
Be1 := φ(se1)(Br(e1)). Assim, a condição (BPB) é satisfeita.

Definição 4.2. Sejam π : LK(E) −→ EndK(M) e φ : LK(E) −→
EndK(W ) representações de LK(E), em que M e W são K-
módulos. Dizemos que π é equivalente a φ se existe um isomorfismo
de K-módulo U : W −→M tal que o diagrama

W

MM

W
φ(a)

U−1 U

π(a)

comute, para todo a ∈ LK(E).

Observação 4.3. Não é verdade que toda representação de LK(E)
é equivalente a uma representação induzida por um sistema ra-
mificado E-algébrico. Para esclarecimento, considere o grafo E
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como no Exemplo 1.4. Defina K = R e φ : LK(E) −→ EndK(R2)
por:

• φ(se) =
(

1 2
3 0

)
,

• φ(se∗) =
(

1 2
3 0

)−1

,

• φ(pu) =
(

1 0
0 1

)
,

para todo e ∈ E1 e para todo u ∈ E0. Pela propriedade universal
de LK(E), existe tal homomorfismo.

Suponha que exista um sistema ramificado E-algébrico X
tal que a representação induzida π : LK(E) −→ EndK(F (X)) seja
equivalente a φ, ou seja, exista um isomorfismo U : R2 −→ F (X)
tal que π(a) = U ◦ φ(a) ◦ U−1, para todo a ∈ LK(E).

Para cada x ∈ X, considere as funções linearmente inde-
pendentes δx ∈ F (X), em que

δx : X −→ K

y 7−→ δx(y) =

1, se y = x,

0, caso contrário.

Como F (X) é isomorfo a R2, X possui dois elementos, digamos,
X = {x1, x2}.

Caso Dv = Re = X, as únicas possíveis bijeções fe :
Dv −→ Re são a identidade Id e a permutação T que leva x1 em
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x2 e vice-versa. Note que

π(se)(δx1) = δx1 ◦ f−1
e =

δx1 , se fe = Id

δx2 , se fe = T

e π(se)(δx2) =

δx2 , se fe = Id

δx1 , se fe = T.

Assim, π(se)2 = Id e (U−1 ◦ π(se) ◦ U)2 = Id. Porém,
φ(se)2 6= Id, contradizendo a equivalência de φ a π.

Caso Dv = Re = {x1}, segue que fe é a identidade e

π(se)(δx2) = χ{x1} · (δx2 ◦ f−1
e ) = 0.

Entretanto, como U e φ(se) são inversíveis e δx2 6= 0, então
π(se)(δx2) = (U ◦ φ(se) ◦U−1)(δx2) 6= 0, o que é uma contradição.
Os casos De = Re = {x2}, De = {x1} e Re = {x2} e vice-
versa são análogos. Portanto, independentemente de como seja
definido o sistema ramificado E-algébrico X, φ não é equivalente
à representação π.

Para que possamos provar o teorema a seguir, defina

M := {g : X −→ K : g(x) 6= 0 apenas para finitos x ∈ X}.

Seja Y = X ∪ I, lembrando que I é o conjunto indexador da base
de V e considere

N = {g : Y −→ K : g(x) 6= 0 apenas para finitos x ∈ Y }.

Lembrando que W =
⊕
u∈E0

Vu, vejamos o teorema.

Teorema 4.4. Seja φ : LK(E) −→ EndK(V ) uma representação.
Escolha uma base do K-espaço vetorial V como construída no
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início desta seção. Suponha que esta base satisfaça a condição
(BPB). Suponha também que

φ(se∗)(Vs(e)) = 0,

para todo e ∈ E1, em que Vs(e) foi definido anteriormente no item
(6). Então:

1. Existe uma representação π : LK(E) −→ EndK(M) indu-
zida por um sistema ramificado E-algébrico que é equivalente
a φ1 (a “restrição de φ a W“).

2. Se V (como no item (7) acima) puder ser escolhido de
forma que φ(pu)(V ) = 0, para cada u ∈ E0, então existe um
sistema ramificado E-algébrico que induz uma representação
π : LK(E) −→ EndK(N) que é equivalente a φ.

Demonstração. Provemos primeiramente o item (1). Sejam

(X, {Re}e∈E1 , {Dv}v∈E0 , {fe}e∈E1)

eM definidos como nos parágrafos anteriores a este teorema. Pelo
Teorema 2.3 e pela Observação 2.4, existe uma representação

π : LK(E) −→ EndK(M)

tal que, para todo u ∈ E0, e ∈ E1 e g ∈M,

π(se)(g) = χRe · g ◦ f−1
e ,

π(se∗)(g) = χDr(e) · g ◦ fe e π(pu)(g) = χDu · g.

Da maneira como M foi definido, M é um K-módulo com
base {δx}x∈X . Lembre que {mx : x ∈ X} é uma base para W.
Então, a função

{mx : x ∈ X} −→M

mx 7−→ δx
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induz um isomorfismo de K-módulo U : W −→M. Para vermos
que π é equivalente a φ1, basta provarmos que, para todo a ∈
LK(E),

φ1(a) = U−1 ◦ π(a) ◦ U.

Como π é homomorfismo,

U−1 ◦ π(a) ◦ U ◦ U−1 ◦ π(b) ◦ U = U−1 ◦ π(a)π(b) ◦ U

= U−1 ◦ π(ab) ◦ U,

para todo a, b ∈ LK(E). Pelo Lema 1.6, é suficiente mostrar para
todo e ∈ E1 e para todo v ∈ E0,

φ1(se∗) = U−1 ◦ π(se∗) ◦ U,

φ1(se) = U−1 ◦ π(se) ◦ U e

φ1(pv) = U−1 ◦ π(pv) ◦ U.

Para a primeira igualdade, fixe x ∈ X e e ∈ E1. Segue
que

π(se∗)(U(mx)) = π(se∗)(δx) = χDr(e) · δx ◦ fe.

É claro que para y ∈ X \Dr(e), π(se∗)(δx)(y) = 0. Agora, para
y ∈ Dr(e),

π(se∗)(δx)(y) = δx(fe(y))

=

1, se x = fe(y)

0, caso contrário

=

1, se y = f−1
e (x)

0, caso contrário

= δf−1
e (x)(y).
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Como fe é bijeção, y = f−1
e (x) ∈ Dr(e) se e só se x ∈ Re. Assim,

podemos reescrever:

π(se∗)(δx) = [x ∈ Re]δf−1
e (x).

Com isso, segue que, pela definição de U−1,

U−1 ◦ π(se∗) ◦ U(mx) = U−1 ◦ π(se∗)(δx)

= U−1([x ∈ Re]δf−1
e (x))

= [x ∈ Re]mf−1
e (x).

.

Calculemos agora φ1(se∗)(mx), começando com o caso em que
mx ∈ Vu com u 6= s(e). Para isso, provaremos uma afirmação que
será usada na demonstração do teorema.

Afirmação 1. Dado x ∈ X, se mx ∈ Vu, então φ(pu)(mx) = mx.

Demonstração. Como Vu = φ(pu)(V ), então existe z ∈ V
tal que mx = φ(pu)(z). Portanto,

φ(pu)(mx) = φ(pu) ◦ φ(pu)(z) = φ(pu)(z) = mx,

como desejado.

Voltando à demonstração do teorema, pela definição de
φ1, como mx ∈W e pela afirmação acima, segue que

φ1(se∗)(mx) = φ(se∗)ι1(mx)

= φ(se∗ps(e))(mx)

= φ(se∗)φ(ps(e))(mx)

= φ(se∗)φ(ps(e))φ(pu)(mx)

= φ(se∗)φ(ps(e)pu)(mx)

= 0,
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pois s(e) 6= u.

Calculemos φ1(se∗)(mx) para o caso em que mx ∈ Vs(e),

lembrando que

Vs(e) =

 ⊕
d∈E1

s(d)=s(e)

Vd

⊕Vs(e).

Para tanto, será necessário demonstrar mais uma afirmação.

Afirmação 2. Sejam x ∈ X e d ∈ E1 com mx ∈ Vd. Então
φ(sd)φ(sd∗)(mx) = mx.

Demonstração. Como mx ∈ Vd, existe um z ∈ V tal que
mx = φ(sd)φ(sd∗)(z). Assim,

φ(sd)φ(sd∗)(mx) = φ(sd)φ(sd∗)(φ(sd)φ(sd∗)(z))

= φ(sd)φ(sd∗sd)φ(sd∗)(z)

= φ(sd)φ(pr(d))φ(sd∗)(z)

= φ(sdpr(d))φ(sd∗)(z)

= φ(sd)φ(sd∗)(z)

= mx,

como desejado.

Voltando ao teorema, dado d ∈ E1 com s(e) = s(d), d 6= e

e mx ∈ Vd ⊆W, pela afirmação acima,

φ1(se∗)(mx) = φ(se∗)ι1(mx)

= φ(se∗)(mx)

= φ(se∗)(φ(sd)φ(sd∗)(mx))

= φ(se∗sd)φ(sd∗)(mx))

= 0,
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pois e 6= d.

Se mx ∈ Vs(e), então, por uma hipótese do teorema,

φ1(se∗)(mx) = φ(se∗)ι1(mx) = φ(se∗)(mx) = 0.

Só falta calcular φ1(se∗)(mx) para o caso em que mx ∈ Ve. Pela
definição de φ(se∗),

φ1(se∗)(mx) = φ(se∗)ι1(mx)

= φ(se∗)(mx)

= my,

em que y = f−1
e (x). Como Re é o conjunto indexador de Ve,

mx ∈ Ve se e somente se x ∈ Re. Desse modo, para todo x ∈W,

φ1(se∗)(mx) = [x ∈ Re]mf−1
e (x).

Segue que U−1 ◦π(se∗)◦U = φ1(se∗), pois a igualdade é satisfeita
para todos os elementos da base de W.

Provemos agora que para e ∈ E1, U−1◦π(se)◦U = φ1(se).
Considere x ∈ X. Para mx elemento da base de W,

π(se) ◦ U(mx) = π(se)(δx) = χRe · δx ◦ f−1
e .

Seja y ∈ X. Note que se y ∈ X \ Re, π(se) ◦ U(mx) = 0. Agora,
se y ∈ Re, então

π(se)(δx)(y) = δx(f−1
e (y))

=

1, se f−1
e (y) = x

0, caso contrário

=

1, se y = fe(x)

0, caso contrário

= δfe(x)(y).
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Como fe é bijeção, y = fe(x) ∈ Re se e só se x ∈ Dr(e). Logo,

π(se)(δx) = [x ∈ Dr(e)]δfe(x).

Assim, pela definição de U−1,

U−1 ◦ π(se) ◦ U(mx) = U−1 ◦ π(se)(δx)

= U−1([x ∈ Dr(e)]δfe(x))

= [x ∈ Dr(e)]mfe(x).

Calculemos φ1(se)(mx) para x ∈ X. Como mx ∈W, então
mx ∈ Vu para algum u ∈ E0. Pela Afirmação 1 e pela definição
de φ1,

φ1(se)(mx) = φ(se)ι1(mx)

= φ(se)(mx)

= φ(se)(φ(pu)(mx))

= φ(se)φ(pr(e))(φ(pu)(mx))

=

φ(se)φ(pr(e))(mx), se u = r(e)

0, caso contrário

=

φ(se)(mx), se u = r(e)

0, caso contrário.

Para u = r(e), ou seja, se mx ∈ Vr(e), como Dr(e) é o
conjunto indexador de Vr(e), segue que x ∈ Dr(e). Pela definição
de φ(se), para x ∈ Dr(e),

φ1(se)(mx) = φ(se)(mx) = my,

com y = fe(x). Com isso, para x ∈ X,

φ1(se)(mx) = [x ∈ Dr(e)]mfe(x),
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provando assim, que U−1 ◦ π(se) ◦ U = φ1(se).

Por último, mostremos que para v ∈ E0, U−1◦π(pv)◦U =
φ1(pv). Sabemos que, para x ∈ X,

π(pv) ◦ U(mx) = π(pv)(δx) = χDv · δx.

Note que se y ∈ X \Dv, então π(pv) ◦ U(mx)(y) = 0. Por outro
lado, se y ∈ Dv,

π(pv) ◦ U(mx)(y) = δx(y) =

1, se x = y

0, caso contrário.

Agora, se x = y, então x ∈ Dv. Logo, π(pv)◦U(mx) = [x ∈ Dv]δx.
Portanto, por definição de U−1,

U−1 ◦ π(pv) ◦ U(mx) = U−1([x ∈ Dv]δx)

= [x ∈ Dv]U−1(δx)

= [x ∈ Dv]mx.

Vejamos quanto vale φ1(pv)(mx), para x ∈ X. Como
mx ∈W, então mx ∈ Vu, para algum u ∈ E0. Pela Afirmação 1,

φ1(pv)(mx) = φ(pv)ι1(mx)

= φ(pv)(mx)

= φ(pv)φ(pu)(mx)

=

φ(pu)(mx) = mx, para u = v

0, caso contrário.

Para u = v, então mx ∈ Vv e como Dv é o conjunto indexador de
Vv, consequentemente, x ∈ Dv. Assim,

φ1(pv)(mx) = [x ∈ Dv]mx.
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Com isso, foi provado que U−1 ◦ π(pv) ◦ U = φ1(pv), para todo
v ∈ E0.

Conclui-se que U−1 ◦ π(a) ◦ U = φ1(a), para todo a ∈
LK(E), ou seja, φ1 e π são equivalentes.

Para a demonstração da parte (2) do teorema, considere o
sistema ramificado E-algébrico Y = X ∪ I, em que I é o conjunto
indexador de V . Sejam {Re}e∈E1 , {Du}u∈E0 e {fe}e∈E1 como
na parte (1). Este sistema ramificado E-algébrico induz uma
representação

π : LK(E) −→ EndK(N),

em que N foi definido acima deste teorema.

Lembre que {mx : x ∈ Y } é uma base para V. A função

{mx : x ∈ Y } −→ N

mx 7−→ δx

induz um isomorfismo de K-módulo Q : V −→ N.

Por hipótese do teorema, φ(pu)(V ) = 0, para todo u ∈ E0.

Em particular, para todo e ∈ E1, φ(se)(V ) = φ(se)φ(pr(e))(V ) =
0 e φ(se∗)(V ) = φ(se∗)φ(ps(e))(V ) = 0. Assim, o restante da
demonstração é análoga ao caso (1).

Observação 4.5. Note que se o grafo E é linha-finita, então, pelo
item (5), no início do capítulo,

Vs(e) =
⊕
d∈E1

s(d)=s(e)

Vd.

Neste caso, a hipótese no teorema anterior que φ(se∗)(Vs(e)) = 0
é satisfeita por vacuidade. Portanto, a primeira parte do teorema
se aplica a qualquer representação de grafos de linha finita que
satisfaça a condição (BPB).
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Observação 4.6. Se E0 é finito, digamos, E0 = {u1, ..., un}, então
V pode ser escolhido de forma que φ(pu)(V ) = 0, para todo
u ∈ E0. De fato, se E0 for finito, defina

V = {x ∈ V : φ(pu)(x) = 0, para todo u ∈ E0}.

Note que
( ⊕
u∈E0

Vu

)
∩ V = {0}, pois, se x ∈

( ⊕
u∈E0

Vu

)
∩ V ,

como Vu = φ(pu)(V ), então

x =
n∑
i=1

φ(pui)(xi),

para alguns xi ∈ V com i ∈ {1, ..., n}. Como x ∈ V , para todo
i0 ∈ {1, ..., n},

0 = φ(pui0
)(x) = φ(pui0

)
(

n∑
i=1

φ(pui)(xi)
)

=
n∑
i=1

φ(pui0
)φ(pui)(xi)

= φ(pui0
)(xi).

Logo, x = 0. Além disso,
( ⊕
u∈E0

Vu

)⊕
V ⊆ V. Agora, dado

y ∈ V, escreva

y =

∑
u∈E0

φ(pu)(y)

+

y − ∑
u∈E0

φ(pu)(y)

 .

Perceba que
∑
u∈E0

φ(pu)(y) é uma soma finita, pois E0 é finito, e
que ∑

u∈E0

φ(pu)(y) ∈
⊕
u∈E0

Vu.
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Note ainda que
y −

∑
u∈E0

φ(pu)(y) ∈ V ,

pois, para todo v ∈ E0,

φ(pv)

y − ∑
u∈E0

φ(pu)(y)

 = φ(pv)(y)−
∑
u∈E0

φ(pv)φ(pu)(y)

= φ(pv)(y)− φ(pv)(y)

= 0.

Portanto, V =
( ⊕
u∈E0

Vu

)⊕
V . Com isso, a parte (2) do teorema

acima se aplica a qualquer representação de grafo E com E0 finito,
desde que a condição (BPB) seja satisfeita.
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APÊNDICE A – Álgebras de
caminhos de Leavitt

Sejam E = (E0, E1, r, s) um grafo dirigido e K um corpo.
Vejamos a construção da álgebra de caminhos de Leavitt de E
com coeficientes em K, denotada por LK(E), que é a K-álgebra
universal gerada por E0, E1 e (E1)∗.

A.1 Construção de LK(E)

Considere G = E0 ∪ E1 ∪ (E1)∗, o conjunto de geradores.
Defina

FG := {r1...rn : r1, ..., rn ∈ G e n ∈ N∗}

e considere o produto por concatenação em FG, ou seja,

◦ : FG × FG −→ FG

(r1...rn, s1...sm) 7−→ r1...rns1...sm.

Seja

BG := span(FG) = {
finita∑

λrr : r ∈ FG, λr ∈ K}.

Defina em BG a adição e multiplicação por escalar de maneira
natural e defina a multiplicação de forma que seja distributiva
com a adição e tal que

(λrr).(λss) = (λrλs)(r.s),
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para todo r, s ∈ FG e para todo λr, λs ∈ K. Desse modo, segue
que BG é uma álgebra.

Queremos construir LK(E) de maneira que em LK(E)
valham as seguintes relações:

• vw = δv,wv, para todo v, w ∈ E0. (Em que δv,w = 1, para
v = w e δv,w = 0 para v 6= w);

• s(e)e = er(e) = e, para todo e ∈ E1;

• r(e)e∗ = e∗s(e) = e∗, para todo e ∈ E1;

• e∗f = δe,fr(e), para todo e, f ∈ E1;

• v =
∑

e∈E1
s(e)=v

ee∗, para todo v ∈ E0 tal que 0 < #s−1(v) <∞.

Denominaremos o conjunto de relações acima por R. Defina os
seguintes conjuntos:

I1 = {vw − δv,wv : v, w ∈ E0}

I2 = {s(e)e− e : e ∈ E1}

I3 = {er(e)− e : e ∈ E1}

I4 = {r(e)e∗ − e∗ : e ∈ E1}

I5 = {e∗s(e)− e∗ : e ∈ E1}

I6 = {e∗f − δe,fr(e) : e, f ∈ E1}

I7 = {v −
∑
e∈E1

s(e)=v

ee∗ : v ∈ E0 e 0 < #s−1(v) <∞}.

Seja I o ideal deBG gerado pela união dos conjuntos I1, I2, I3, I4, I5, I6

e I7. Considere o quociente
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LK(E) := BG/I.

Com o intuito de verificar que LK(E) satisfaz a propriedade
universal seguem as observações seguintes.

Observação A.1. Definimos o homomorfismo de álgebras

ι : BG −→ LK(E)

x 7−→ x+ I.

Consideramos
ι(E0) := {pv : v ∈ E0}

ι(E1) := {se : e ∈ E1}

ι((E1)∗) := {se∗ : e ∈ E1}

Esta notação será utilizada em todo o trabalho para denotar os
elementos do grafo E vistos em LK(E).

Observação A.2. Dada uma álgebra A e uma função f : G −→ A,

ρf : BG −→ A∑
i

λi
∏
j

rij 7−→
∑
i

λi
∏
j

f(rij)

é o homomorfismo que estende f em BG.

Teorema A.3. {Propriedade Universal} Sejam A uma álge-
bra e f : G −→ A uma função tal que os conjuntos

{f(v) : v ∈ E0}

{f(e) : e ∈ E1}

{f(e∗) : e ∈ E1}
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satisfazem as relações de R. Então, existe um único homomorfismo

ϕ : LK(E) −→ A

tal que ϕ ◦ ι = ρf , ou seja, tal que o diagrama abaixo comute.

BG A

LK(E)

�ι

ρf

ϕ

Demonstração. Defina

ϕ : LK(E) −→ A

x+ I 7−→ ρf (x).

Vejamos que ϕ está bem definida, pois se x, y ∈ BG e x+I = y+I,
então x − y ∈ I. Como a imagem de f satisfaz as relações em
R, consequentemente, ρf (x − y) = 0. Logo, ρf (x) = ρf (y) e
ϕ(x+ I) = ϕ(y + I).

Note que ϕ é homomorfismo, pois ρf é homomorfismo.
Além disso,

ϕ ◦ ι(x) = ϕ(x+ I) = ρf (x).

Para a unicidade, suponhamos que exista um homomor-
fismo ψ : LK(E) −→ A, tal que ψ◦ι = ρf . Então, se x+I ∈ LK(E),

ψ(x+ I) = ψ(ι(x)) = ρf (x) = ϕ ◦ ι(x) = ϕ(x+ I).

Logo, ϕ é o único homomorfismo de LK(E) em A com tal propri-
edade.
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A.2 Unicidade de LK(E)

Teorema A.4. {Unicidade} Sejam C uma álgebra e
j : BG −→ C um homomorfismo tal que, para qualquer ho-
momorfismo ρ : BG −→ A que satisfaça R, exista um único
homomorfismo ϕ : C −→ A tal que ϕ ◦ j = ρ, ou seja, tal que o
diagrama abaixo comute.

BG A

C

�
j

ρ

ϕ

Nestas condições, C ∼= LK(E).

Demonstração. Apliquemos repetidas vezes a propriedade univer-
sal que C e LK(E) obedecem.

(i) Pela propriedade universal, existe um único homomor-
fismo ψ1 tal que ψ1 ◦ ι = ι.

BG LK(E)

LK(E)

�ι

ι

ψ1

Como IdLK(E) é um homomorfismo tal que IdLK(E)◦ι = ι,

então ψ1 = IdLK(E).
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(ii) Pela propriedade universal, existe um único homomor-
fismo ψ2 tal que ψ2 ◦ j = j.

BG C

C

�
j

j

ψ2

Como IdC é um homomorfismo tal que IdC ◦ j = j, então
ψ2 = IdC .

(iii) Pela propriedade universal, existe um único homo-
morfismo ψ3 tal que ψ3 ◦ ι = j.

BG C

LK(E)

�ι

j

ψ3

(iv) Analogamente, existe um único homomorfismo ψ4 tal
que ψ4 ◦ j = ι.

BG LK(E)

C

�
j

ι

ψ4

Note que o homomorfismo

ψ3 ◦ ψ4 : C −→ C
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é tal que
(ψ3 ◦ ψ4) ◦ j = ψ3 ◦ ι = j.

Por (ii),
ψ3 ◦ ψ4 = IdC .

De maneira análoga, por (i),

ψ4 ◦ ψ3 = IdLK(E).

Como ψ3 = ψ−1
4 , então

C ∼= LK(E).
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