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Resumo

Neste tralhado serdo demonstrados resultados envolvendo algebras
de caminhos de Leavitt de um grafo dirigido F e sistemas ramifica-
dos FE-algébricos. Sera provado que uma condigdo suficiente para
a existéncia de um sistema ramificado F-algébrico interessante
é que s~!(v) seja enumerdvel para todo vértice v do grafo. Todo
sistema ramificado E-algébrico induz uma representacao da alge-
bra de caminhos de Leavitt de E. Serdo vistos os requisitos para
que tal representacio seja fiel, sem que o grafo precise ser nem
mesmo enumeravel. Por ultimo, sera provado que nem toda repre-
sentagdo da dlgebra de caminhos de Leavitt é equivalente a uma
representacao induzida por um sistema ramificado F-algébrico,
mas, sob algumas condigoes, apresenta uma sub-representagao

que é equivalente.

Palavras-chave: Algebras de caminhos de Leavitt. Sistemas

ramificados F-algébricos. Representacoes.






Abstract

This paper presents results involving Leavitt path algebras of a
directed graph E and FE-algebraic branching systems. It will be
shown that a sufficient condition for the existence of a interesting
E-algebraic branching system is that s~!(v) is enumerable for
every vertex v of the graph. Every FE-algebraic branching system
induces a representation of the Leavitt path algebra of E. Under
some conditions, this representation will be faithful. Finally, we
will see that not every representation of Leavitt path algebra is
equivalent to a representation induced by a E-algebraic branching

system, but has a sub-representation which is equivalent.

Keywords: Leavitt path algebras. E-algebraic branching systems.

Representation.
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Introducao

As algebras de caminhos de Leavitt foram definidas em
(1), por Abrams e Aranda-Pino e por Pere Ara em (3) como uma
perspectiva algébrica para as C*-algebras de grafos. Este trabalho
foi baseado no artigo (9), que teve como objetivo demonstrar
resultados analogos aos teoremas de representacao de C*-algebras

de grafos apresentados em (7) e (8).

O relato sera dividido em quatro capitulos e um apéndice.
No primeiro capitulo serdo apresentadas propriedades e exemplos
das édlgebras de caminhos de Leavitt, denotadas por Lx(FE), em
que E é um grafo dirigido. No apéndice serda abordado o processo

de construgao de Lg(FE).

No segundo capitulo serd introduzida a definicdo de sis-
tema ramificado F-algébrico. Primeiramente, serd demonstrado
um teorema que garante que todo sistema ramificado E-algébrico
induz uma representacao de Lx(FE). Em seguida, serd dada uma
demonstracao construtiva para um teorema que assegura a existén-
cia de sistemas ramificados E-algébricos interessantes para grafos
E com s~!(v) enumerdvel, para todo vértice v. Este resultado

havia sido demonstrado em (9) para grafos enumeréveis.

O Teorema 4.2 da referéncia (9) estabelece, sob algumas
condigbes, que a representacao de Lk (F) induzida por um sistema
ramificado F-algébrico é fiel, para F grafo linha-finita e sem pogos.
Por meio do Teorema de Reducao, demonstrado em (2), serd
generalizado tal resultado para um grafo E qualquer. Este sera o

objetivo do capitulo trés.
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No tltimo capitulo veremos que nem toda representacao de
Lk (E) é equivalente a uma representacao induzida por um sistema
ramificado E-algébrico. Entretanto, serd provado que, sob algumas
condigoes, todo homomorfismo de dlgebras com dominio em Ly (E)
apresentard uma sub-representacao que é equivalente. Deixando
clara a importancia do estudo de representagoes induzidas por

sistemas ramificados F-algébricos.
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1 Propriedades das algebras

de caminhos de Leavitt

Para a compreensao da estrutura das algebras de cami-
nhos de Leavitt sd@o necessarias algumas defini¢ées, que serao
apresentadas neste capitulos. Além de exemplos que ilustram
estas algebras, serdao demonstradas propriedades das mesmas que

serao utilizadas nos teoremas posteriores.

Definicao 1.1. Consideramos um grafo (dirigido) uma quadru-
pla £ = (E° E',r,s) em que E° é um conjunto de vértices, E' é

um conjunto de arestas e
r,s: E'— EY
sdo as fungoes range e source, respectivamente.

Definicao 1.2. Denominamos por caminho uma sequéncia

« = ejea...e, de arestas com

r(e;) =s(eiv1),
para 1 < ¢ < n —1 e dizemos que o caminho « tem tamanho

| a |:==n.

Denotamos o conjunto de caminhos de tamanho n por E™
e consideramos que os vértices em EY sejam caminhos de tamanho

zero. Definimos o conjunto de simbolos

(EY* :={e*: e c E'}.
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Consideramos v* = v, para todo v € E° e se a = ej...e, € E,
definimos
a* i=erer ..€].
Para que a defini¢ao seguinte seja compreendida, recomen-
da-se a leitura do Apéndice A. Além disso, a Observagdo A.1 deve

ser consultada para o entendimento da notagao.

Definicao 1.3. Sejam F um grafo dirigido e K um corpo. A
algebra de caminhos de Leavitt de E com coeficientes
em K, denotada por Lg(E), é a K-algebra universal gerada pelo
conjunto {v : v € E°}, com elementos idempotentes e ortogonais

dois a dois e pelo conjunto {e,e* : e € E'} e que satisfaz:

L. Ps(e)Se = SePr(e) = Se, para todo e € E';
2. Dr(e)Ser = Se*Ps(e) = Sex, Para todo e € EY,
3. SexSp = ¢, fPr(e), Para todo e, f € E

4. p, = 3 5¢Ser, para todo v € E° tal que

ecEl
s(e)=v

0 < #s1(v) < 0.

Vejamos um exemplo de dlgebra de caminhos de Leavitt.

Exemplo 1.4. Considere E = {v} e E! = {e}. E = (E°, E',1,5)

é um grafo, com r(e) := v e s(e) :=v.
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Note que o conjunto de geradores é dado por G = {v}U{e}U{e*}.

Seja K[z, 27!] a 4lgebra de polinémios de Laurent com

coeficientes em K. Defina

¢ {vyufelu{e’} — Klz,z !

por

6(v) = 1, ¢(e) =z e de*) = a~.

Vejamos que a imagem de ¢ satisfaz as relagdes R, defini-

das no apéndice. Com efeito,

Pelo Teorema A.3, existe um tnico K-homomorfismo

¢: Lg(F) — K[x,x_l]

que estende ¢. Definindo um K-homomorfismo

Y Kz, 27l — Lg(E)

em que
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¢($) = Se ¢($_1) = Sex € Q;Z)(l) =,

segue que 1 = 1 e Lg(E) = Kz, 2.

Observagao 1.5. Dado um caminho o = «...au, em E, denotamos
em LK<E)

Sa 1= Say---Sam

Lema 1.6. Sejam E um grafo dirigido e K um corpo. Entdo
Lx(E) = span{sqasg+ : « e B sao caminhos em E e r(a) =r(f)}.
Demonstragdo. A prova deste resultado foi dividida em trés afir-
magoes.

Afirmacao. Todo produto finito de arestas e vértices vistos em

Ly (FE) € da forma sqsp-.

Demonstragio. Note que se v € EY e e € E', entédo

Se, se v = s(e)
PvSe = PuPs(e)Se = .
0, caso contrario.

Além disso,

Sex, se v =r(e)
PvSer = PvPr(e)Sex =
0, caso contrario.
Os casos Sepy € SexPy 880 semelhantes. Portanto, basta analisar o

produto finito de elementos de E' U (E')* vistos em Lk (FE).

Considere 7;...7, € E' U (EY)*. Suponha que v; = e* €
(EY)* e vi11 = d € E!, para algum i € {1,...,n}. Assim,
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Soyyee-Syp = Soyp Sy Se* SdS; g Sy

= Oe,dSyy -+ S7i_1Pr(e)SvisnSm

Sy +-Sy; 1 Pr(e)Sipa--Syny S€ € =1d

0, caso contrario.

O resultado segue dos casos anteriores.

Afirmagdo. Se o € E™ e 8 € E", comn > 1 e r(a) # r(p),

entdo sosg+ = 0.

Demonstragdo. Denote a = a...amm € f = B1...0,. Segue
que

8088 = Say---Say, 8% 551
= Say - Sam Pr(am)Pr(Bn) Bz 561
= SaPr(a)Pr(B)5p*
Sa5p%, se r(a) =r(f)
0, caso contrario.
Afirmacao. Sejam «, 3,7, € caminhos com r(a) =r(5) er(y) =

r(e), entdo

SaSp*.SySex € {828y 1 X e pu sdo caminhos e r(\) =r(u)}.

Demonstracao. Podemos ver s,sg.8,8+ COMO um pro-
duto finito de arestas. Pela primeira afirmacéao, segue o resultado.

Portanto,

Lx(E) = span{sqsg+ : @ e [ sdo caminhos em E e r(a) = r(5)}.

O]
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Exemplo 1.7. Considere o seguinte grafo E :

(&) €9 €3 €q

— S ...

U1 () VU3 V4 Vs

Vamos identificar L (E) neste caso. Para tanto, defina
A ={(4ij)ijeny : Aij € Ke 3 F CNxN finito tal que se

(i,7) ¢ F, entao A;; = 0}

Considere
¢: E°UE'U(EY — A
definida por
¢(vi) = Ei;
o(ei) = Eiita
o(e;) = Eiy1,

em que F; ; é a matriz em A cuja entrada na linha ¢ e coluna j é

1 e 0 nas restantes. Note que
e Para v;,v; € E°, com i,j € N, vale que

Ei,i7 se i = j
P(vi)9p(vj) = Ei i Ejj =

0, caso contrario.

e Parae; € B,
d(s(ei))p(ei) = d(vi)g(ei) = EiiEiiv1 = Eiiy1 = ¢(ei);

d(es)p(r(e)) = d(ei)d(vigr) = Eiit1Eiv1,i+1 = Eiip1 = ¢(€:);
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e Para e* € B,
p(r(ei))p(e]) = p(vit1)o(e;) = Eirrir1Eiv1: = Eiy1: = é(e]);
p(ef)p(s(ei) = oe;)p(vi) = Eiy1,iEii = Eiv1: = ¢(€7);

e Para ¢;,¢; € E',

Eit1i11, set1=7
o(e7)o(ej) = Eiv1,Ejj41 = o
0, caso contrario.

= ee; Bit1,i41 = Oeye; P(Vig1) = Oe; e, 0(r(ei)).

e Observe que para todo v; € EY, {e € E' : s(e) = v;} = {e;}.

Assim,

Z p(e)p(e”) = ¢(ei)9(e;) = Eiit1Eit1: = Eiy = ¢(vi).

ecEl
s(e)=v;

Pelo Teorema A.3, existe um tnico homomorfismo ¢ : Lx(E) —
A tal que ¢ estende ¢. Nosso objetivo é mostrar que ¢ é bijetor.
Se B € A, entdo existe I' C N x N finito tal que B; ; =0
para (i,7) ¢ F. Assim,
B= Y X\jEij
(i,j)eF
para alguns \; ; € K.

Mostremos que Ej; ; pertence a imagem de ¢, para todo

1,7 € N. Casoi < j:

j—1 7j—1
Eij =] Brrrr = [ #(ser):
k=1 k=i
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Caso i > j:

’]— H E( (i+ji—k)+1),(i+j—k) = H 90 (1+J k)
k=j+1 k=j+1

Caso @ = j, ja sabemos que F; ; pertence a imagem de ¢. Como

B= ) \jE;;, segue que B € Im(p).
(i.j)er

A conta acima motiva a defini¢do de uma aplicagdo linear

1 que é uma inversa para .

Considere
A — Lg(F)

tal que, para todo (i,7) € N x N|

j—1
I s¢,s sei < j
k=i
1
V(Eij) = IT ses Lo Sei>]
k=j+1 (it+5—k)
Do, 5 S€ i :j

e 1) é estendida linearmente para A. Pelo que foi observado acima,
sabe-se que

po(Eij) = Ei;
. Pelo Lema 1.6 e como 9 é linear, para ver que ¥ o p(a) = a
para todo a € Lg(FE), basta notar que dados « e  caminhos de

E com r(«a) = r(f), vale a igualdade

1 o p(sa8p+) = SaSp.
A observacao seguinte tem o intuito de facilitar tal verificacdo.

Observagao 1.8. Sejam « e 3 caminhos no grafo F, com r(«a) =

r(f3). Pela defini¢ao de E, segue que

o = €k...€(k+m)
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ﬂ = e(k+m—n)-~-e(k+m)-
Usando as relagoes satisfeitas por L (FE) e a definigdo de caminho,
segue que
SaSp* = Sey, "‘Se(k+m—1) Se(k+m)s€?k+m) Sezﬂk+m71> "'Sez‘ker—n)
= Sek ...Se(k+m71)ps(e(k+m))serk+m_l) ...Sez‘lﬁ_m_n)
= Sep+Se(tim—1) Pr(e(rim-1) 5 s 1) )

= Sey, "'Se(k+m—1) Sesz+m71) “'Se?k+m—n)

SepSe(himon_1)) SE€ M >N
=Y Sty Sy S€ T <n

Ps(ey)> S€ M =M.

Pela observacao acima, basta verificar que 1 o p(sq45s+) =

Sqa8g+ para caminhos s,sg« da forma s, .. e outros da

Se(pm)
forma Sep,, --Ser, Para m € N, além do caso em que 5,53« =
m

Ps(ey,)- Para tanto, note que

k+m
o (p(sek...se(Hm) = (B, (k4+m)) H Se; = Sep+Se(pm)-

Ainda,

bop(ser,, +Sei) = V(Eetmr),(brm) Elhsm), (km—1) - Brt1k)
= Y(Ehtm1),(k+m))V (Etm), (e+m—1)) - (Bt 1,k)
= S oSk
(et 1) () — (et 1)) € ek 1) e (1))
Se*

= Se* . Se*.
€(k+m) k

Por 1ltimo,

Y 0 P(Ps(ey)) =¥ 0 P(Pup_y) = V(E—1),(k—1)) = Pop_y = Ps(ey,)-
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Logo, ¢ é a transformacéo linear inversa de . Portanto, ¢ é um

homomorfismo bijetor e A = Lg(E).

Vejamos, agora, dois resultados técnicos que serdo utiliza-

dos em capitulos posteriores.

Lema 1.9. Seja E = (E°, E',r,s) um grafo. Entdo, para todo
y € Lx(E), existem vy, ...,vm € E° tal que y(py, + ... +po,,) = y-

n
Demonstragdo. Pelo Lema 1.6, se y € Lx(E), y = > AiSa,; 557,
i=1

com )\; € K e «;,5; caminhos de E satisfazendo r(a;) = r(5;)
para todo i € {1,...,n}. Para que possamos demonstrar este lema,
vejamos primeiramente que dados dois caminhos «, § em F, existe
um vértice v € EY, tal que Sa8% = Sa5p+Py- De fato, precisamos

considerar trés casos:

1. Caso aff* € E°, basta escolher v = af*.

2. Caso |B| = 0, segue que B € E°. Assim, s,85+ = SaPr(8) =
SaPr(a)-

3. Por tltimo, se |B| > 0, entdo sasg« = SaSsPs(3)-

Voltando ao caso geral, pelo que foi observado acima, para

cada i € {1,...,n}, existe um vértice v; € E tal que

Sa; 887 = Sa; S} Pu; -

Como néo é necessario que os vértices acima sejam distintos para
cadai € {1,...,n}, defina como P o conjunto dos v; obtidos acima.

Com isso,
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n
Yy Z Pv; | = ( )\i3a13,83> Dv;
’Ul'EP =1 ’UiEP
n
= (Z )\isaisﬁg‘pvl> Do,
=1 v, EP
n
= (Z AiSa 56:7) >
i=1
n
= (Z )\isaisb’;‘pvi>
i=1
=Y
como desejado. O

Para finalizar este capitulo, vejamos uma proposicao que

serd utilizada posteriormente.

Proposicao 1.10. Seja A uma K-dlgebra qualquer. Entdo, existe
um K-médulo M e um homomorfismo ¢ : A — Endg (M) inje-

tor.

Demonstragdo. Vejamos que M := A x K é uma K-dlgebra unital

com operacoes dadas por
(a,k) + (b,1) == (a+ b,k +1)
k(a,l) := (ka, kl)
(a,k)(b,1) := (ab+ kb + la, kl),

para a,b € A e k,1 € K. E facil ver que M é um espaco vetorial

sobre K. Além disso, a multiplicacdo em M ¢ associativa. Portanto,
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M é uma K-algebra. Observe que (0,1) é unidade de M, pois
para (a,k) € M

(a,k)(0,1) = (a.0 + k.0 + 1.a, k.1) = (a, k),
(0,1)(a, k) = (0.a + l.a+ k.0,1.k) = (a, k).

Defina
¢: A — Endg(M)
a— o(a): M — M
(b,1) — (a,0)(b,1) = (ab+al,0).
E facil ver que ¢ é linear. Ainda, se a,c € A, e (b,1) € M,

p(ac)(b,1) = (ac,0)(b, 1)
ach + acl, 0)

(ac
= (
= (a,0)(cb + ¢l,0)
= (a,0)((c)(b, 1))
= ¢(a) o (c)(b,1).

Logo, ¢ é um K-homomorfismo de &lgebras. Por ultimo, note que

@ é injetor, pois se p(a) = 0, para algum a € A, entao

(07 0) = W(a)(ov 1) = (a,O)(O, 1) = (a,O).

Portanto, a = 0.
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2 Sistemas Ramificados

FE-algébricos

Neste capitulo serd introduzida a nocao de sistema rami-
ficado E-algébrico. Além disso, teremos duas secoes, a primeira
tem como objetivo demonstrar a existéncia de uma representa-
cao especifica da &dlgebra de caminhos de Leavitt. Na segunda
secdo, serd provado que para todo grafo E = (EY, E',r,s), com
s~!(v) enumeravel para todo vértice v € E°, existe um sistema

ramificado F-algébrico correspondente.

Definigdo 2.1. Sejam E = (E°, E',r,s) um grafo, X um con-
junto e {Re}ecpt, {Dy}oepo familias de subconjuntos de X, tais

que:

1. ReN Ry =0, para todo d,e € E', com d # e;
2. D,N D, =0, para todo u,v € E°, com u # v;
3. Re C Dg(e), para todo e € E

4. Dy= | R, paratodov € EY tal que 0 < #s~1(v) < oo;

ecEl
s(e)=v

5. Para cada e € E', existe uma bijecio f. : Dre) — Re.

Um conjunto X, com familias de subconjuntos { Re }oc g1, { Dy }oeEo
e de fungoes { fe}ecpt, como acima, é chamado de um sistema

ramificado E-algébrico, que denotamos por

(X> {Re}eEEla {Dv}veEov {fe}eEEl)
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ou, simplesmente, por X.

Vejamos agora a construcao de um exemplo de um sistema

ramificado E-algébrico.
Exemplo 2.2. Considere o grafo F = (E° E',r,s) abaixo

e

o

Ueg — > oW

I

considere X = [1,7) e defina os subconjuntos de X indexados por

vértices da seguinte forma
D,=11,2), Dy, =12,3), D,=[3,4) e D, =1[4,7).

Note que tais conjuntos sao disjuntos, como na condigao (2) da
defini¢do acima. Defina ainda os subconjuntos de X indexados

por arestas
R.=[4,5), Rf=1[5,6), e Rg=1[6,7).

Perceba que estes conjuntos sdo disjuntos, como em (1). Agora,

RE? Rf7 Rg - [47 7) = Du:

satisfazendo (3). Como

#s™H(v) = #sTH(w) = #s71(2) =0,
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basta notar que, por construcao,
D,=R.UR;UR,.

Desse modo, a condic¢ao (4) também é satisfeita. Para (5), note

que
Dr(e) = DU, Dr(f) = Dw e Dr(g) = Dz

Considere, por exemplo, bije¢oes lineares,
Je: Dy — Re,
fr: Dy — Ry,
fg:D. — Ry.
Com as fungoes e conjuntos assim definidos, (X, {Re }ecpt,

{Dy}vepo, {fe}ecrt) é um sistema ramificado E-algébrico. A ima-

gem abaixo ilustra as bijecoes {fec}ocpt-

7 7
MmN
Rg
N R,
P B
/) Ly fre
MmN
Doy s
Do AN {
Dy L ‘ ®
1 1

2.1 Uma representacao da algebra de caminhos de

Leavitt

Fixe X um sistema ramificado E-algébrico e defina como

F(X) o K-mé6dulo das fungdes de X em K, com operagdes de
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adicdo e multiplicagdo por escalar ponto a ponto. Considere a

K-4lgebra
Endg(F(X))={T: F(X) — F(X): T é homomorfismo},

com multiplicacdo dada pela composicdo de homomorfismos e

adicdo e multiplicacdo por escalar definidas pontualmente.

Cada e € E' e v € EY serao associados a homomorfismos
Se,Sex € P, € Endg(F(X)). Considere, entao:

Se: F(X)— F(X)
¢ Se(9)
em que
Se(p): X — K

o(f (), se x € R,

0, caso contrario.

Vejamos que S, é homomorfismo de K-médulo, ou seja, mostremos

que S, é linear. Para x € X, ¢1,¢2 € F(X) e XA € K| segue que:

e sex € R,

Se(Mb1 + 2)(x) = (A1 + 62) (1 (2))
= A1 (£ (2)) + (£ ()
= ASe(91) () + ASe(o1)(2).

o Sex ¢ R.,

Se(Ad1 + ¢2)(x) = 0 = ASe(d1)(z) + ASe (1) ().
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Portanto, S € Endg(F(X)). Com o intuito de simplificar as
contas na proxima demonstragdo, denotaremos, para cada ¢ €
F(X),
Se(®) = Xr. - (9o fe_l)
Defina, ainda para e € E',
Sy F(X)— F(X)
¢pr— 5:(9)

em que
Sip): X — K
(rb(fe(x))? se T € Dr(e)
0, caso contrario.

De maneira andloga ao caso S, segue que S} é linear e, portanto,
¢ um homomorfismo de K-médulo, ou seja, S} € Endg(F(X)).
Denotaremos, para cada ¢ € F(X),

S:(¢) = XDy(ey (¢ © fe)

Por ltimo, para cada v € E°, considere
P,: F(X) — F(X)
¢r— Py(¢)

em que
Py(¢): X — K

o(x), se x € D,

0, caso contrario.

Como P, é linear, P, € Endg(F(X)). Utilizaremos a notagao

Pv(¢) = XD, * 9
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Teorema 2.3. Seja X um sistema ramificado E-algébrico. Entdo,

existe uma representagdo (ou seja, um homomorfismo de dlgebras)
7 Lg(F) — Endg(F(X))

tal que
7(se) = Se, w(sk)=S5F e w(py) = Py,

para todo e € E' e para todo v € E°.

Demonstragio. Defina f: EOU E'U (E')* — Endg(F(X)) por
f(e):Sea f(E*):S: e f(U):Pva

para todo e € E' e, para todo v € E°. Com o intuito de utilizar

o Teorema A.3, mostremos que os conjuntos
{f(v):ve EY ={P,:v e E}
{f(e):e€ B} ={S.:ec E'}
{fle"):ec EYY ={S!:ec E'}

satisfazem as relagbes em R definidas no Apéndice A. De fato,

e dados v,w € EY e ¢ € F(X), como D, N Dy, = () se v # w,

segue que

(Py o Py)(¢) = Py(Pu(¢)) = xp, - (Pu(9)) = XD, - (XD, * ¢)
XD, - ¢ = Py(¢), se v=w

0-¢ =0, caso contrario.

Portanto, (P, o Py) = 0ywPy.
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e Vejamos que se e € E', entdo

= XDyy - (XR. - (¢ 0 f1))
= X(DyynRe) - (PO f)
= Xr. - (o f. )

= Se(0)

= f(e)(9).

Ainda,
(f(e) o f(x(e))(¢) = (Se 0 Pr(e)) (&)
= Se(Pr(e)(¢))

= XR. " (Pr(e)(¢) o fe_l)
= XRe - ((XDr(e) “p)o fe_l)'

Dado z € X, segue que se z € X \ R,,

(xR, - (XD, - @) © fo ))(@) = xR (2) - (XD, - @) © fo (@)
=0 (XD, - ¢)(fo (@)
=0.

Agora, se € R,, como a imagem de f;! é o conjunto Dy(eys
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entao

(xR - (XDyo, - @) 0 o N(@) = xR (%) - (XD, - @) © fo ') ()
=1 (XD, - D) (fe (1))
= XDy, (fe (@) - o(f (@)
=1 ¢( ()
= (¢o fo)(x).

Portanto,
(fe) o f(r(e))(¢) = (Se © Pr(e))(®)
= Xr. (6o f)

= Se(¢)
= f(e)(¢).

e Mostremos que se e € E', entdo

Dado ¢ € F(X), observe que

f(x(e)) o f(e")(#) = (Pr(e) © Sex)(
= Pr(e) (Se* (¢))
= XDy(e) * Sex ().

Seja z € X. Se v € X \ Dy, entdo

(XD, o) - S (@))(2) = XD, (¥) - (Sex (9)) ()
=0+ (Sex(¢)) ()
=0.
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Agora, se z € Dy,

(XDyo) = Ser(9)) () = XD, (7) - (Sex (¢)) ()
=1-(S5e(9))(x)
=1 XDy - (90 fe) (@)
= XDy () - (¢ 0 fe)(2)
=1-(¢ofe)(x).

Logo,
f(x(e)) o f(€*)(d) = (Pr(e) © Sex)(¢)
= (XDr(e) (9o fe))(o)
= Se* (¢)
= f(e").
Agora,

(f(€%) 0 f(s(€)))(#) = (Sex © Pye))(9)
= Sex (Ps(e) ((b))
= XDyey ((Ps(e) ((ﬁ)) © fe)'

Assim, se x € X \ Dy(e),

(XDy(y * (Bs(e)(9)) © fe)) (@) = XDy, () - ((Ps(e) (9)) © fe) ()
=0- ((Ps(e)(¢)) o fe)(x)
=0.
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Para x € D), como a imagem de f. é R. e Re C Dg(),

(XD, - (Ps(e) (9)) © fe)) (@) = XDy (%) - (Ps(e)(0)) 0 fe) (@)
=1 ((Ps(e)(¢) o fe)(x)

Portanto,

(f(e7) 0 f(s(€)))(®) = (Sex © Py(e))(9)
= XDy(ey (¢ o fe)
= Sex

= f(e).
e Provemos agora que para todo e, g € E', é valido que

F(€)f(g) = e gf(x(e)).

Note que, dado ¢ € F(X),
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Para 2 € X, com x € X \ Dy(e),

(Ser ©8e)(9)(x) = XDy * (xR, + (90 f1)) © fe) (@)
= XDy (@) - (xR, - (D0 fH))(fe(@))
=0 ((xr. - (¢ o f))(fe(@)).

Caso © € Dy(e), como R, é a imagem de fe, segue que

(Ser © 5e)(9)(x) = XDy, (e (D0 f)) 0 fo) (@)
= XDy (%) - (xR - (D0 f1))(fe(2))
=1-((xr. - (o foH))(fe(2)
= xR (fe(2)) - (0 f1)(fe(2))
= X (fo(@)) - (6(F7 (fel@))
— 1. (6(a)).

Logo, (Sex 0 Se)(®) = XDy(,) - @ = Pre)
Paraocasoe # g, se v € X \ Dr(e),

((Sex © 89)(#))(x) = (XDyqoy - (XR, - (90 f5 1)) 0 fe))(2)
= XDy (@) - (xR, - (D0 f51)) 0 fe) ()
=0 ((xr, - (¢0 fy 1)) o fe)(@)
=0.

~— —

Por outro lado, se x € Dy (), entao

((Sex 0 8)(9))(x) = (XD, - (xR, - (D0 f31) 0 fe))(x)
= XDy (@) - (xR, - (D0 f5)) 0 fe) ()
=1-((xr, - (@0 fy ) o fe)(@)
= xR, (fe(2)) - (90 fg 1)) (fe(@)).

Como fe(z) € Re e R. N Ry = (), segue que xg,(fe(r)) =0
e, portanto, ((Sex 0 Sy)(¢))(z) = 0. Conclui-se que
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f(e*)f<g) = Se* o Sg = 6e,gpr(e) = 5e,gf(r(e))'

e Finalmente, mostremos que para todo v € E° com 0 <

#s 1 (v) <0,
f)y= > fle)o f(e").

ecEl
s(e)=v

De fato, dado ¢ € F(X), se e € s~1(v),

(f(e) o f(e"))(@) = Se © Sex(9)
= Se(Se(9))
= XR. - (Sex(¢) 0 fo1)
=Xr. " (XD, " ($0 fe)) o fo ).

Sejaxz e X. Sex e X\ R,

(f(e) o f(e))(D)(x) = ((Se 0 Sex)())(x)
= xR (%) - (XD,, - (90 fe)) o fo)(2)
=0 (xp,, - (¢o fe)) o fH)(@)
=0.

Agora, se © € R, como a imagem de f; ! ¢é XDy(o)» S€gUE

que

= XR. (%) - (XD,, - (D0 fe)) o fo1)(2)
=1-(xDy, - (¢0fe)) o fo ) (=)

= X, (f (@) - (@0 fo) (o (x))
=1-¢(fe(f ()

= ¢(z).
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Logo, f(e) o f(e*) = xg, - 6. Assim,

D (fle)o f(e))(@) = > (SeoSer)(9)

ecEl ecEl

s(e)=v s(e)=v
= > Xn ¢

ecEl

s(e)=v

= X{URe:s(e)=v} - @
=XD, " ¢

= Py(¢)

= f(v)(9),

como desejado.

Pelo Teorema A.3, existe um tinico homomorfismo
7 Lg(E) — Endg(F (X))

tal que
7(se) = Se, m(sk) =S e n(py) = Py,

para todo e € E' e para todo v € E°.

O]

Observacio 2.4. Perceba que o resultado do Teorema 2.3 continua
valido se mudarmos o médulo F(X) de todas as fungoes de X
em K, pelo médulo F.(X) de todas as fungoes de X em K que s6
nao se anulam em um nimero finito de pontos de X. Basta notar
que se ¢ € F.(X), entdo, para todo e € E' e para todo v € E?,
Se,Sex € P, € Endg(F (X)), por construcdo. A demonstragao do

teorema para o caso F.(X) é idéntica.
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2.2 Existéncia de sistemas ramificados E-algébricos

O objetivo desta secdo é dar uma demonstracdo constru-
tiva da existéncia de sistemas ramificados F-algébricos para grafos
E = (E°, E',r,s), com s~!(v) enumerével, para todo v € EY.
Este resultado generaliza o Teorema 3.1 da referéncia (9), provado

para grafos F = (E°, E',r,s) com E° e E' enumeraveis.

Definigdo 2.5. Dado um grafo E = (E°, E' r,s), um vértice
v € EY é dito um poco se v ¢ s(E!), ou seja, {e € E' : s(e) =
v} =10.

O teorema a seguir foi originalmente demonstrado em (9)

sob a condi¢do de o grafo ser enumeravel.

Teorema 2.6. Seja E = (E°, E',r,s) um grafo tal que s~1(v) é
enumerdvel, para todo v € E°. Entdo, existe um sistema ramificado
E-algébrico em R x (E' U EV).

Demonstragdo. Construiremos um sistema ramificado F-algébrico
X em R x (E'U E"). Primeiramente, defina, para cada e € E!,

R :=(0,1] x {e}.

Defina W:={v € E%: v é um poco}. Para v € EY\ W, seja

Dy:i=|J Re= |J 0,1 x{e}=(0,1] xs '(v).

ecEl ecpl
s(e)=v ecs—1(v)

Para v € W, considere

Dy = (0,1] x {v}.

Vejamos que {Re}ocpt € {Dy}yepo satisfazem as condi-

¢oes da Definicao 2.1.
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1. Sejam e,d € E', com e # d. Entao,
R.NRy=(0,1] x {e} N (0,1] x {d}
= (0,1] x ({e} n{d})
= 0.
2. Fixe u,v,€ E°, com u # v. Trés situacdes precisam ser
analisadas.
e Se u,v € W, entao

D, N D,

I

=(0,1] x {u} N (0,1] x {v}
= (0,1] x ({u} N {v})
= 0.
e Caso u,v € E°\ W, segue que
D,N D, =((0,1] x s (u)) N ((0,1] x s71(v))
= (0,1] x (s7'(u) N5~ (v))
= 0.

e Seuc EY\ W evc W, entdo

(0,1] x 571 (u)) U ((0,1] x {v})
0,1] x (s~ (u) N {v})

= 0.

D,ND, =
= (

3. Seja e € E1. Como e € s71(s(e)), entdo
Re = (0,1] x {e} € (0,1] x s™'(s(e)) = Dg(e).-

4. Seja v € E° com 0 < #s71(v) < co. Entdo, v € E°\ W.

Segue que, por defini¢ao,
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5. Seja d € E'. Com o intuito de demonstrar que existe uma
bijecao f4 : Dypq) — R, esta prova serd dividida em trés

Casos.

e Caso 1. r(d) € W, isto é, #{e € E' : s(e) = r(d)} = 0.
Por definicao,

Dr(d) = (07 1] X {I‘(d)}

Defina fq : Dyq) — Rq da seguinte forma:

fa: (0,1] x {r(d)} — (0,1] x {d}
(t,x(d)) — (t,d).

e Caso 2. r(d) ¢ W e {e € E! : s(e) = r(d)} =
{e1,...,en}. Por definicao,

N
U r-Ur
ecEl k=1

s(e)=r(d)

Note que podemos dividir (0, 1] em N intervalos abertos
a esquerda e fechados a direta I, = (Y, Yr+1], com
k={1,..., N}, de forma que

y=0<y2 < ... <yny1 =1

Assim,

N

N
Rq = (0,1]x{d} = (J (e, yea] x{d} = | Lo, x{d}.
k=1

k=1
Para cada k € {1, ..., N}, definimos uma bijecao linear,

por exemplo, g¥ : (0,1] — I,,. Assim,

f¥:00,1] x {ex} — I, x {d}
(ta ek) — (gk<t)7 d)
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é uma bijecdo entre R, e I, x {d}. Por tltimo,

N N
fa: |J Rep — | Iep x {d}
k=1 k=1

x — f5(x), para z € R,
¢ uma bijecao entre Dy () e Ry, como desejado.
e Caso 3. r(d) ¢ W e #{e € E! : s(e) = r(d)} = .
Aqui usamos a hipotese a respeito do grafo e escrevemos
s~(r(d)) = {e1, e, €3, ...}. Por definigdo,

Dr(d) = U Re = U Rek-
k=1

ecEl
s(e)=r(d)

Considere a sequéncia (4)xen. Note que

Ra = (0,1x{d) = (g x4y = U Lo x{a.
k=1 k=1

Para cada k € N, definimos uma bijecio linear g~ :
(0,1] — I, . Considerando f¥ de maneira anloga ao

caso anterior, para todo k € N, segue que
[e.e] e}
fo: | Re, — | I, x {d}
k=1 k=1

x— fN(x), para x € Re,.

¢ uma bijecao entre Dy (g e Ry.
Seja

X=(UR|ullJ D) CRx(E'UE").
ecE! veEED
Desta forma, (X,{Re}ecpt; {Dv}vero, {fe}tecrr) é um sistema

ramificado F-algébrico. O
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O corolario a seguir é uma consequéncia dos Teoremas 2.3
e 2.6.

Corolario 2.7. Seja E = (E°, E' r,s) um grafo tal que, para
todo v € E°, tenhamos s~ (v) enumerdvel. Entdo, existe um

homomorfismo
7 - Lx(E) — Endg(F(X))
tal que
w(se) () = Xr. - (Po fo '), 7(s0)(9) = XDy, - (0 fe) e

m(pv)(9) = XD, - ;

para todo e € E', para todo v € E° e para cada ¢ € F(X),

considerando X, {Re¢}ecpt € {Dy}tyepo como no Teorema 2.6.

Demonstragdo. A demonstracao é imediata a partir dos Teoremas
2.3 e 2.6. O

Observagio 2.8. Seja E = (E°, E',r,s) um grafo qualquer. Defina
E* como o conjunto dos caminhos infinitos em FE, podemos

considerar um sistema ramificado E-algébrico da seguinte forma:

e X :=FE>®U{pS: B écaminho em F e r(3) é pogo };
e Paracada e € E', R, := {3 : 3 é caminho em F e 5] = e};

e Para v € E° poco, D, = {v}. Caso contrério,

D, = U Re;

ecEl
s(e)=v
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e Para cada e € E',

e Dr(e) — R
I} — 6,8..

Deixamos para o leitor a demonstracdo que este é um sistema

ramificado E-algébrico.

No préximo capitulo, veremos que apesar da possibilidade
de definirmos este sistema ramificado E-algébrico para um grafo
qualquer, a construgdo acima néo € interessante, pois a represen-
tacdo induzida por este sistema ramificado E-algébrico pode néo

ser injetora.

Aplicando a construgéo acima para o grafo do Exemplo 1.4,
segue que R, = D, = {eeeee...}. Considerando a representagao
induzida, como no Teorema 2.3, segue que para ¢ € F(X), e

x = eee... € R,

(m(se)()) () = (Se(9)) (@) = ¢(fo ' (2)) = d(eee...).
Agora, aplicando duas vezes a conta acima,

(m(sese)(9))(2) = m(se) 0 m(se) (@) () = (Se © Se)(¢) ()
= (Se(9))(eee...) = P(eee...).

Portanto, m(s.) = 7(sese). Note que se # SeSe, Visto que
no Exemplo 1.4, s, e s¢s. foram associados a elementos distintos
na Algebra de polinémios de Laurent. Assim, a representacio

induzida por este sistema ramificado E-algébrico nao ¢é injetora.

No caso em que o grafo é enumeravel, é possivel obter um
sistema ramificado um pouco mais simples do que no Teorema

2.6, como sera demonstrado no préximo teorema.
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Lema 2.9. Seja (X, {Re}ecrt, {Dv}vero, {felecr) um sistema
ramificado E-algébrico e p : X — Y uma fungdo bijetora. Entao,

(Yv {@(Re)}eeElv {SO(DU)}UGEOv {90 o feo w_l}eEEl) ¢ um sistema
ramificado E-algébrico.

Demonstragio. Vejamos que as condigoes (1) — (4) da Defini¢ao

2.1 sao satisfeitas:
1. Para todo d,e € E', com e # d,
¢(Ra) Np(Re) = p(RaN Re) = 0.
2. Se u,v € E° com u # v, entdo
@(Du) N o(Dy) = o(Dy N Dy) = 0.
3. Sejae € E'. Como R, C Dy, segue que o(Re) € p(Dg(e))-

4. Seja v € E° com 0 < #s7!(v) < co. Segue que, por defini-

¢ao,

Dy:= |J R..
ecEL
s(e)=v

Portanto,

QO(DU) = U R

ecEl
s(e)=v

= U SO(Re)'

ecEl
s(e)=v

Para a condicdo (5), basta definir, para cada e € El, a
bijecao

1

pofeop™ 1 (D)) — ¢(Re),

como na ilustragao a seguir.
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Je
Dr(e) R
o 2
@(Dr(e)) 1 @(Re)
pofeoyp

Logo, (Y7 {@(Re)}eeElv {SO(DU)}UEE(N {4,0 o feo w_l}eEEl)
é um sistema ramificado E-algébrico. O

Teorema 2.10. Seja E = (E°,E',r,s) um grafo com E° e E*
enumerdveis. Entdo, existe um sistema ramificado E-algébrico X

em R.

Demonstragio. Defina W:={v € E°: v é um pogo}. Como E° e
E' sao enumeréveis, em particular, W é finito ou infinito enume-
ravel. Vamos demonstrar o caso W infinito. Caso W seja finito a

demonstracao é semelhante.

Denote
E' = {eitisy e W= {Uj}go‘il-

Pelo teorema anterior, existe um sistema ramificado E-algébrico
com subconjuntos indexados por arestas e vértices da seguinte

maneira:

e R, :=(0,1] x {e;}, para todo e; € E';

e D,:= |J R, paratodov e E°\ W;
ekEEl
s(eg)=v
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e Dy, :=(0,1] x {v;}, para todo v € W.

Além disso,

X:=(J R)u(l Dv) C(0,1]x (E'"UE®) CRx (E'UE").
ecE! veEED

Defina

p: X —R

(t,e;) — t+i—1, para e; € BE*

(t,vj) —> t — 34, para vj € W.
Note que @ : X — ¢(X) é bijetora, pois, para cada e; € E*,

(Z(Rei) - (Z - 17@]
e, para todo v; € W,
P(Dy;) = (=J,—j + 1.
Pelo Lema 2.9,
(@(X), {6(Re)}eerr, {0(Do) boepo, {b 0 feo o™ eem)

¢ um sistema ramificado F-algébrico em R.

O]

Corolério 2.11. Seja E = (E°, E',r,s) um grafo com E° e E*
enumerdveis. Entao, existe um homomorfismo m : Lg(E) —
Endg (F (X)) tal que para todo e € E', para todo v € E° e para
cada ¢ € F(X),

m(se)(®) = Xr, - (G0 fo 1), m(si)(¢) = XD, - (@0 fe) €
m(py)(¢) = xp, * b,

em que X, € um intervalo de R, possivelmente ilimitado, € { Re }oc g1

e {Dy}pepo sGo como no Teorema 2.10.
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Demonstragdo. A demonstracdo é imediata a partir dos Teoremas
2.3 e 2.10. O

Observagdo 2.12. Dado um grafo E = (EY, E' r,s), considere
Lk (F). Vejamos que, em Lg(E), p, # 0, para todo v € EY. De
fato, pela Observacao 2.8, usando a representacao 7w induzida pelo

sistema ramificado E-algébrico construido, vale que

m(pv)(9) = XD, * b,

para todo ¢ € F(X). Em particular, para

1:X—K

1,

segue que

m(py)(1) = xp, - 1 = XD,

Como D, # 0, entdo m(p,) # 0. Desse modo, p, # 0, pois 7 é

homomorfismo. Analogamente, para e € E*,

m(se)(1) = xr, - Lo fo' = Xr,.

Como R, # 0, m(se) # 0. Assim, s, # 0. Ainda,

*

7['(86)(]1) = XDy(ey Lofe= XDy (ey-
Como Dy, # 0, segue que m(s¥) # 0 e, consequentemente, s # 0.

Uma aplicacdo da Observacao 2.12 é o seguinte lema:

Lema 2.13. Seja E = (E°, E',r,s) um grafo. Entdo, E possui

finitos vértices se e somente se Lg(FE) possui unidade.
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Demonstragio. (<) Denote a unidade de Lg(E) por 1r,. Pelo

Lema 1.9, existem vy, ..., v, € EY, tais que

]]'Lk(pvl + .. +p'Un) = lLk'

Suponha que exista um u € E° com u # v;, para todo i €
{1, ...,n}. Pela igualdade acima e como 1y, é a unidade em Lk (FE),

segue que

L1, (Po, + -+ Pop)Pu = L1, Du = Pu-

Pela Observagéo 2.12, p, # 0, contradizendo a Definigdo 1.3 que
garante que como u # v;, para todo i € {1, ...,n}, entdo p,,p, = 0,

para todo i € {1,...,n}. Portanto, E possui n vértices vy, ..., Up.

(=) Suponha que E possua somente finitos vértices vy, ...,
Up,. Vejamos que (py, + ... + Dy, ) ¢ a unidade de Lk (E). De fato,
pela Definicao 1.3,

(pv1 + .. +pvn)pvj = Pvj,

para todo v; € {v1,...,vn} = E%. Além disso, para e € E',
s(e),r(e) € EY. Assim, s(e) = v, e r(e) = v, para alguns k,l €
{1,...,n}. Pela Defini¢do 1.3,

(P + oo+ Pu,)Se = (Pvy + - + Do, )Ps(e) Se
= (Poy + -+ Doy + oo Dy )PuySe
= Py Se
= Ds(e)Se

= Se.
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Ainda pela Defini¢do 1.3,

Se(Poy + -+ Du,) = SeDr(e) (Poy + -+ Puy,)
= SePuy (Poy + oo + Doy + o+ Do)
= 5cPu,
= SeDr(e)
= Se.

Analogamente, utilizando que py(c)Sex = SexPs(e) = Ser, para todo

e € E', obtém-se que

(1%1 + ... +pvn)se* = Se*(pm + ... +pvn) = Sex.

Pelo Lema 1.6, segue que (py, +...+py,, ) € a unidade de Lx (F). O
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3 Representacoes fiéis de
algebras de caminhos de Le-

avitt

No Teorema 4.2 da referéncia (9), foi mostrado que dado

um sistema ramificado F-algébrico

(X7 {Re}eeElv {Dv}veEOa {fe}eeE1)7

a representacao de Lg (FE) induzida por X é fiel desde que algumas
condig¢bes sejam satisfeitas, como a de que F seja um grafo linha-
finita (ou seja, s~!(v) é finito, para todo v € E°) e sem pocos. O
objetivo deste capitulo é generalizar este resultado para um grafo
qualquer, utilizando o Teorema 2.2.11, chamado de Teorema de
Redugao, da referéncia (2) que serd enunciado a seguir. Vejamos
algumas defini¢cbes e um lema necessarios para a demonstragao

do teorema almejado.

Definigdo 3.1. Seja E = (E°, E',r,s) um grafo. Um caminho
fechado o = ej...e,, em E, é um caminho tal que, para ¢ €
{1,...,n—1},

r(e;) = s(ei+1)

r(a) :=r(e,) =s(e1) =: s(a).

Definicao 3.2. Seja (X, {Rec}ecrt, {Dv}oero, {fetecrt) um sis-

tema ramificado E-algébrico. Dado um caminho fechado o =



Capitulo 8. Representagoes fiéis de

54 dlgebras de caminhos de Leavitt

e1...e, em F, definimos
fa : Dr(en) — Rel
por

fo:=fe, 0.0 fe,-

Vejamos que de fato as composi¢oes envolvidas em f,

estdo bem definidas. Note que, para todo i € {1,...,n},
Jei : Dy(e;) — Re,-
Como « é caminho, segue que
Re; € Dg(e;) = Dr(e;_y):

para todo i € {2,...,n}. Como Dy(,_,) é dominio de f,_,, para

todo i € {2,...,n}, segue o resultado.

Definicao 3.3. [Referéncia (2).] Sejam E um grafo, ¢ = ¢j...cp,
um caminho fechado em F e e € E'. Dizemos que e é uma saida

para c se existe i € {1,...,n} tal que s(e) = s(¢;) e e # ¢;.

Exemplo 3.4. Considere o grafo E abaixo:

U3 €8

Note que e5 é uma saida para o caminho fechado ejesesey, pois
s(es) = s(e1) e e5 # e1. Agora, eyeg é um exemplo de caminho

fechado sem saida em FE.
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Teorema 3.5. (O Teorema de Reducgdo) Sejam E um grafo
arbitrario e K um corpo. Para qualquer elemento ndo nulo x €

Lk (E) existem caminhos o e B em E, tais que

1. 0 # sq+x58 = kpy, para alguns k € K e v € E°, ou
2. 0 # sqxxsg = p(sc), em que ¢ € um caminho fechado sem
saida e p(y) é um polinémio em K[y, y~1].
Demonstragao. Disponivel na pagina 34 da referéncia (2). O

Definigcao 3.6. Dado um sistema ramificado E-algébrico X, de-

fina, para cada z € X, a func¢édo 6, : X — K, por

1, sey==z
0, se y # z.

Além disso, dado um conjunto ¥ C X e um elemento z € X,

0-(y) =

usaremos a notacao [z € Y| sob a definigao

1, sez€eY
0, se z¢Y.

[z€Y]=

Lema 3.7. Seja (X, {Re}ecrt, {Dv}tvero, {fetecrt) um sistema
ramificado E-algébrico. Considere m : Lx(E) — Endg(F (X)) a
representacao induzida por X, como no Teorema 2.3. Entdo, para

cada caminho ci...c, em E e cada z € X,
T(Sey-8¢,)(02) = [2 € Dr(cn)](sfcl...cn(z)'

Demonstragdo. Faremos a demonstragdo usando indugao sobre o
tamanho do caminho c. Mostremos, primeiramente, que vale a

igualdade para o caso n = 1. De fato,

77(301)(52) = XRe, ° dz0 c_ll,
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eparay € X,

(XRe, 020 fo V(W) = XRe, () - 6-(fo, " (1)

1, sez= fo,'(y)

= XRe, () - o
0, caso contrario.

1, se fe,(2) =y

- XDY(C1)(Z) ’ -
0, caso contrario.
= [2 € Dy(e)}ds,, () (V)

Logo,
m(se,)(02) = [2 € Dr(t:1)]5fcl(Z)‘
Suponha que valha a igualdade para o caso em que o caminho
tenha tamanho n — 1, ou seja,
7r(scl"'Senfl)(éz) = [Z € Dr(cn—l)]éfcl...cnil(z)'
Entao, para o caso n,
T(Scy--8cn18e,)(02) = (8¢, ) 0 ..o m(8e,, ) 0 T(5c,)(02)

=7(S¢;) © oo 0 (8¢, ) (T(8c, ) (02))

=m(8¢,) 0.0 0 W(Scnﬂ)(Xch 0,0 fc;l)

Note que se y € X,

(XRe, - 0=0 [o )W) = XR., ) - 0:(fo, ()

1, se z = fo'(y)

= XR., () - '
0, caso contrario.

1, se fe,(2) =y

:XDT(Cn)(Z ’ ;.
0, caso contrario.

= [2 € Dyie)l0y, (2)(y)-
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Assim,

T(Seye-Se,_18¢,)(02) = T(Sey) 0 oom(se, 1 )([z € Dr(cn)]éan(z))
= [2 € Dy(e,)Im(ser) 0 -0 m(sc,-1) (65, (2))
= [2 € Dre)llfen(2) € Dr(en )08y ey (oo
= [z € Dy(e,)l[fen(2) € Dren_ )05, o 1ont2)-

Como o dominio de fe, é Dy, €
fcn (Dr(cn)) = ch - Ds(cn) = Dr(cnfl)’
segue que [fcn (Z) € Dr(cnfl)] = [Z € Dr(cn)] Logo,

T(Seyee-Se,_18¢,)(02) = [z € Dr(cn)](ifqmcn_l%(z).

O]

Observe que no lema acima, se denotarmos ¢ := cj...c,,

segue que como Dy) = Dy(,), entao
71'(56)((52) = [Z c Dr(c)](;fc(z)'

O teorema seguinte é uma versdo do Teorema 4.2 da
referéncia (9), aqui com a hip6tese enfraquecida a respeito do
grafo. Além disso, esse resultado e a reciproca dele foram provados

para algebras relativas de caminhos de Cohn em (6).

Teorema 3.8. Seja (X, {Re}ecrt, {Dv}tvero, {felecrt) um sis-
tema ramificado E-algébrico, com D, # () para todo v € E°. Se
para todo caminho fechado ¢ sem saida em E e para todo conjunto
finito ' C N existe 29 € Dy tal que f.i(20) = fec..c(20) # 20,
para todo i € F, entdo a representa¢io de Lx(FE) induzida por
este sistema ramificado E-algébrico (como no Teorema 2.3) € fiel,

ou seja, injetora.
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Demonstragio. Seja x € Lx(E) um elemento nao nulo. Mostre-
mos que 7(z) # 0. Pelo Teorema 3.5, existem caminhos « e 8 em

E, tais que ou

1. 0 # sq*xsg = kpy, para alguns k € K e v € E°, ou
n
2. 0# sqrxs3 = Y, AiS., em que ¢ é um caminho fechado

=N

sem saida e \; € K, para todo i € {—n,...,n}. (Observe que

param € {1,...n}, ™ = (c*)" ).

Caso 1, se 0 # so+x53 = kpy, para alguns k € K e v € EY entao

7(sa+35) = T(sa:)7(@)m(s5)

= km(po).

Agora, para 1 € F(X), como 1(z) = 1, para todo z € X,
(m(sax)m(@)7(58))(1) = km(py)(1) = kxp, - 1 = kxD, -

Por hipétese, D, # ), entdo m(x) # 0.

n
Para o caso 2, se 0 # sqxxsg = D, AiSq, em que ¢ é um
i=—n
caminho fechado sem saida e \; € K, para todo i € {—n,...,n},

considere
i :=min{i € {—n,...,n}: X\ #0}.

Mostremos que 7(z) # 0, para as situagoes ig > 1 e ig < 1.

e Caso 2.1: ig > 1. Neste caso,

n
0 # sprxsg = Z AiSei-

=10
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Por hipotese, existe um zg € Dy, tal que

fci (Z()) 7é 20,

para todo i € {ip + 1,...,n}. Assim, como f., ¢ injetora,

fei(20) = feio © fui—i)(20) # feio (20),

para todo i € {ig + 1,...,n}. Pelo Lema 3.7

(800 255) (0:0) (feio (20)) = D A (566 (620) (feio (20))

=10

= Z )‘1[20 € Dr(ci)]éfci(ZO) (fciO (ZO))

=10

= Z )\1[20 € Dr(c)]dfci(z())(fcio (ZO))

=10
= /\io(sfcio(zo)(fcio (20))
=N\, #0.

Assim, 7(x) # 0, se 79 > 1.

e Caso 2.2: ip < 1. Neste caso,

0 # S8 = z”: AiSgi-

i=—io|

O objetivo agora é obter um polinémio cujo primeiro coefi-
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ciente ndo nulo acompanhe o termo s.1. Considere

n
(Sa58)Sc(ligl+1) = Z Aisci | Sclliol+D)

i=—lio|
= A_jig|Sexliol Selliol+1) T+ wor + A_18ex S (ligl+1)
+ oo+ ApSen S (ligl+1)
= A_|Z'O|SC + ...+ )\_180”0\ + ...
+ AnS igl+n+1)

n
= Z )\iSC(i+|i0\+1).

i=—lio]

Para facilitar a notacao, defina para k € {1, ..., [ip| + n+ 1}

Vi = Ak—lio|-1)-
Desse modo,
\i0\+n+1
(Sar58)8uigl+1) = Z VkSck-
k=1

|i0|+n+1
Note que v1 = A_j;;| # 0. Pelo caso 2.1, > YkSek | #
k=1
0. Portanto, 7(x) # 0 e  é uma representacao fiel de L (E),

como desejado.

O]

Agora, dado um grafo E com s~!(v) enumerdvel, para
todo vértice v, serd construido um sistema ramificado E-algébrico
que satisfaga as condicoes do Teorema 3.8, induzindo, assim, uma

representagao fiel de Lk (FE).
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Seja E um grafo, com s~!(v) enumeravel, para todo v €
E°. Defina W = {v € E° : v é poco}. Para v € W, considere

D, =[1,2) x {v}.
Defina ainda, para e € E',

R. =[1,2) x {e}.
Por tltimo, considere, para v € E°\ W,

Dy= J Be= J [1,2) x {e} =[1,2) x s (v).
o o

A demonstracao que as condigoes (1) — (4) da Defini¢ao 2.1 sao
satisfeitas é analoga ao que foi feito na prova do Teorema 2.6.

Precisamos construir funcdes bijetoras, para cada e € E*,
fe: Dr(e) — R,

de forma que o sistema ramificado FE-algébrico construido satisfaca
as condigbes impostas no Teorema 3.8. Desse modo, podemos
considerar as f, como no Teorema 2.3, para e € E', exceto para
as arestas ¢; presentes em algum caminho fechado sem saida

c=cy...cp, de E. Neste caso, pela Definicao 3.3,
s (r(ei) = {cir ),
para todo i € {1,....n — 1}, e s~ (r(c,)) = {c1}. Entdo,
Dyeyy = Re,y = [1,2) x {eigr},
para todo i € {1,....n — 1}, e Dy(.,) = Re, = [1,2) x {1}

Para que possamos definir f,, fixe # € [0,1) irracional e

considere

hg: [0,1) — [0, 1)
x+— (x+6) mod (1).
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Vejamos que hy é uma bije¢do. Para a injetividade, considere
x,y € [0,1) com hg(x) = hg(y). Assim,

(x4+0)=(y+6) mod (1)

= (x+0)—(y+0)eZ
=>zr—y€El

=z —y =0 (pois z,y € [0,1))
Sz =y.

Note que

x40, sex+0<1
ho(x) =
x4+ 60— 1, caso contrario.

Para a sobrejetividade, considere y € [0,1). Caso y > 6,
sejax =y —0 € [0,1). Assim,
ho(z) = (y —0+6) mod (1) = (y) mod (1) =y.
Por outro lado, caso y < 6, escolha z =y —0+1 € [0,1).
Logo,
ho(z)=(y—0+1+6) mod (1)=(y+1) mod (1) =y.
Portanto, hy é bijetora.
Defina ainda, para cada i € {1,...,n},
9e; 2 [0,1) — [1,2) x {ci}
r— (z+1,¢)
que é uma bijecdo com inversa
9+ [1,2) x {ei} — [0, 1)

(x,¢) —r x — 1.
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Considere a seguinte bijegao de Dy, em R, para cada i €
{1,...,n—1},
Jeo : [1,2) X {eia} — [1,2) x {ei}
(x7ci+1) — (gcl o h9 o gc_lil)((l'a Ci+1))-
Para i = n, seja
Jen +11,2) x{er} — [1,2) x{en}
(@, ¢1) = (gen © ho 0 g, )((, 1)),

Desse modo, temos bijegoes fe : Dy(e) — Re, para todo e € E'.

Definindo X := | |J Re |U| U D, |, obtemos um sistema
ecE! veEED
ramificado E-algébrico.

Dado ¢ um caminho fechado sem saida, vejamos como
expressar f.,, para todo i € {1,..,n}. Para tanto, fixe i €
{1,...,n — 1} e considere y € Dy(,). Entdo, y = (z,¢iy1) € Re, ;-
Assim,

fcz(y) = fci((xvciJrl))

= (ge; © ho 0 9oy (2, ci41))

= (ge; 0 ho)(z — 1)

=g, ((x—140) mod (1))
ge;,(x —1+0), parax —14+60 <1
ge;(x — 24 0), caso contréario
(x+6,¢), parax—1+60 <1
(x+6—1,¢), caso contrario.

Para ¢ = n, a conta é andloga, substituindo ¢; 1 por ¢;. Portanto,

para todo i € {i,...,n}.

sz(y) = (.%' +0 +rc¢(y)aci)7
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em que 7, (y) é¢ 0 ou 1 para cada y € D,(.,). Finalmente, podemos

usar o 3.8 para provar o coroldrio a seguir.

Corolario 3.9. Seja E um grafo com s~*(v) enumerdvel. Entdo a
representag¢io m : Lx(E) — Endg(F (X)) induzida pelo sistema

ramificado E-algébrico construido acima ¢é fiel.

Demonstragdo. Basta verificar a hipotese do Teorema 3.8 que diz
que para todo caminho fechado ¢ sem saida e para todo conjunto
finito F* € N, existe um z9 € Dy tal que fu(20) # 20, para todo
k € F. Para tanto, fixe ¢ = ¢1...c,, caminho fechado sem saida em

Eey=(z,c1) € Dy(c,) = Re,, vejamos que

fe(y) = fer 00 fe, ((z, 1)) = (z 4+ nb +7(y), c1),

em que T7(y) é um ndimero racional. Sabemos que, para o caso
n=1,

fa(y) = (@ +0+7r,(y), 1),
em que 7¢, (y) ¢ 0 ou 1 para cada y € Dy(.)).

Suponha que a igualdade seja valida para o caso em que
o caminho tem tamanho n — 1, digamos para o caminho cs...c,

Assim, para y € Dy, ),

fey 0o fe, ((x,c1)) = (x+ (n—1)0+7((x,c1)), c2),

em que 7((z,¢1)) é um numero racional. Assim, para o caso em
que o caminho tem tamanho n, isto é, da forma c;...c,, segue que

para ¥y € Dy(c,),
for 00 fo (z,61)) = for (x4 (n — 1)0 +T(y), c2)

=@+ n—-—10+7y)+ 0 +T(fey..ch(x,c1)),c1)
= (z 4+ nb + (T(y) + T(fes...cn (x, €1))), 1),
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em que 7(y) + 7(fe,..c, (x,c1)) é um nimero racional, como dese-

jado.

Note que se y = (z,c1) € Dy(,) com z racional, entao,
como 6 é irracional e o restante dos termos na primeira coordenada

sao racionais, segue que

Jer.cn (y) = (Za Cl)

com z irracional. Assim, nenhum ponto y = (z, ¢;) com x racional

é ponto fixo de f. = fe,. ¢,

Seja F' C N um conjunto finito. Dado k € F, aplicando f,.

k vezes, segue que, para todo y = (x,¢1) € De(c,,

fck (y) = ($ + knf + ’l"k;(y), Cl)a

em que ri(y) é um numero racional. Pelo mesmo argumento
usado para f., segue que y = (x, ¢1) com x racional ndao é ponto
fixo de f.x. Pelo Teorema 3.8, a representagdo 7 : Lg(F) —
Endg(F(X)) como no Teorema 2.3 é fiel.

O]

Dado um grafo E sem a condicdo de que s~!(v) é enu-
meréavel para todo vértice v € E?, ndo temos a garantia que é
possivel construir um sistema ramificado E-algébrico, como foi
feito no Teorema 2.6. Apresentaremos um exemplo especifico de
um grafo com s~!(v) ndo enumeravel para algum v € E° e para
o qual possa ser definido um sistema ramificado F-algébrico que

satisfaga as condigdes do Teorema 3.8.

Exemplo 3.10. Considere £ = (EY, E',r,s) um grafo com
E° := {v} U {u, : € R}, de modo que, para cada = € R, exista
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uma aresta e, com s(e;) = v e r(e;) = u,. Além disso, para o vér-
tice up, exista uma aresta e € E' satisfazendo s(e) = r(e) = uy,

como o desenho abaixo ilustra.

€x

Note que s~1(v) ndo é enumerdvel. Defina

R.=10,1) x {e}

R., =1[0,1) x {e,},
para todo z € R. Agora, para x € R\ {0}, seja
D,, =10,1) x {u,}.

Por tdltimo, considere

Dy, =|JR.,.

z€R
Para cada z € R\ {0}, defina a bijecao

feo 110,1) x {r(ez)} —[0,1) x {es}
(t,r(es)) — (L €a),
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e considere
feo : Duo > Reo

(t,e) — (t,e0).

Finalmente, para a aresta e, considere

fe: Dyy — Re

(t,e) — (t2,€).

Considerando X := | Re |U| U Dy |, é facil ver
ecEl veED
que temos um sistema ramificado F- algébrico. Como e é o 1inico

caminho fechado em F e a hipétese do Teorema 3.8 é valida
para qualquer zg € (0,1) x {e} C D,,, segue que a representagao
7 Lg(E) — Endg(F (X)) como no Teorema 2.3 ¢é fiel.
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4 Equivaléncia de Representa-
¢oes de L (F)

Nos capitulos anteriores, foram introduzidas representa-
coes da algebra de caminhos de Leavitt induzidas por sistemas
ramificados E-algébricos. Isto motiva o questionamento se toda
representagao pode ser obtida desta maneira. Veremos que isto
nao é verdade em geral, mas com algumas condi¢es, mostraremos
que dado um grafo E, todo homomorfismo v : Lg(E) — A tem
uma sub-representacdo que é equivalente a uma representagao
induzida por um sistema ramificado F-algébrico.

Vejamos alguns conceitos necessarios para os resultados
desta secdo. Seja E = (E°, E',r,s) um grafo, A uma algebra e 7 :
Lx(E) — A um homomorfismo de K-algebras. Pela Proposicao
1.10, existe um K-médulo V e um homomorfismo ¢ : A —

Endg (V) injetor. Assim, podemos definir a composi¢ao
@o T LK(E) — ETLdK(V)

Como ¢ é injetor, de agora em diante, consideraremos apenas
representagdes (homomorfismos de K-algebras) de Lk (E) em

Endg(V), em que V é um K-médulo.

Dada uma representacao ¢ : Lx(E) — Endg(V), defina

os K-submoédulos

Vu=0pu)(V) e Ve=d(se)o(sex)(V),

para todo u € EY e para todo e € E'. Como ¢ é representacio
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de Lx(E), ¢ satisfaz as relagoes da Definigao 1.3. Disso, seguem

as seguintes propriedades:

1. Ve € Vg(e), para todo e € E'.

Demonstragio. Sejay € V. Por definigao, y = ¢(se)p(sex)(x)

para algum x € V. Assim,

D(Ps(e)) (y) = d(Ps(e)) (P(se)P(sex) (2))
= ¢(ps(e)88)¢<36*)(x)
= ¢(86)¢(86*)($)
=Yy
Logo, y = (rb(ps(e))(y) € ‘/;(e)'

2. VenVy=0, para todo e, f € E' com e # f.

Demonstragdo. Seja y € Ve N Vy. Assim, existem x1,x0 € V
tal que

y = P(se)p(ser) (1) = P(s7)p(s7-)(22).

Agora, aplicaremos ¢(se)d(Sex) na igualdade e usaremos que

SexSf = 6e,fpr(e) .

P(se)P(sex)P(se)P(sex ) (21) = D(5¢)D(5e+)P(55)D (5 5+ ) (2)
P(se)P(ser5c)P(5c+) (1) = P(5¢) P 55) P55+ ) (w2)
$1):

(sepr ()P (Sex 1)

e)P(se)(
)¢ (sex)(
P(5e)P(Pr(e)) P(sex)(
)¢(sex)(
P(se)P(sex)(

¢ Sex 1'1)
Yy

I
o o o o

3. VunV, =0, para todo u,w € E° com u # w.
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Demonstracao. Seja y € V,, NV,,. Entdo, existem x1,x2 € V,
tal que y = ¢(pu)($1) = ¢<pw)(x2>- Como PuPw = 5u,wpu7

basta aplicar ¢(p,) na igualdade. Desse modo,

P(Pu)P(pu) (1) = G(Pu)P(Pw) (72)
¢(pu) (1)
y

i
o o

- ¢(se) : Viey — Ve € um isomorfismo de K-médulo com

inversa ¢(se+), para todo e € E*.

Demonstragio. Vejamos que ¢(s.+) é inversa de ¢(s.), para
todo e € E'. Para tanto, fixe z € Vi(e)- Por definicao de
Vi(e), existe y € V tal que x = ¢(py(e))(y). Assim,

Qb(se*)(b('se)(x) =¢

Agora, dado y € V,, pela definicdo de V., existe x € V tal
que y = P(Se)P(Sex ) (). Portanto,

P(se)p(sex)(y) = ¢

D Vese0<#s(u) < oo.
ecEl
s(e)=u
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Demonstragdo. Por definicao,

Vu = ¢(pu)(V)

pois Ve NV =0, para e, f € E' com e # f.

Vu=| @ Vo | BVuse#s(u) =00, em que V,, é um
ecEl
s(e)=u

K-submoédulo de V,.

Demonstragio. Por (1), para todo e € s H(u), Ve C V() =
V.. Em particular, V,, é um espaco vetorial, pois é um

moédulo sobre o corpo K. Por (2),

P ve=) VetV

ecEL ecEl
s(e)=u s(e)=u

Como & V, ésubespaco de V,,, podemos completar a base

ecEl
s(e)=u
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(de Hammel) de € V. e obter uma base de V. Assim,

ecEl
s(e)=u

Vu: @ Ve @un

ecEl
s(e)=u

em que V,, é o submédulo de V,, gerado pelo completamento

acima.

V= < &b Vu> @V, em que V é um K-submédulo de V.
ueEo

Demonstragdgo. Sabemos que V,, C V' é subespaco vetorial
de V, para todo u € E. Por (3),

@Vu:ZVuQV

ueEY ueEY

Completando a base de Hammel de € V,,, obtemos
ueEo

DV | DV

ueE°

em que V é o K-submédulo de V gerado pelo completa-

mento.

Agora, nosso objetivo é escolher uma base particular para

o espaco vetorial V. Por (7), basta escolher uma base para V e

para cada V,, com u € E°. Por (6),

V.= @ v. | PV

ecEl
s(e)=u
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Como V,, e V., com e € s '(u) sdo K-espacos vetoriais, entdo
existe uma base de Hammel {m, : € R.} para cada V. e
{mg 1z € Tu} para V,. Considere os conjuntos indexadores das

bases R, e I, de forma que sejam dois a dois disjuntos.

Definimos a base de V,, da seguinte maneira:

e se #s 1 (u) = 0, escolha uma base {m, : * € D,} de V,,
em que D, é um conjunto indexador;
e se 0 < #s !(u) < oo, considere Dy, := |J Ree{m,:x¢

ecEl
s(e)=u

D, } como base de V;

e se #s 1 (u) = oo, seja D, 1= U Re|UTL,e{m;:x¢€
ecEl
s(e)=u

D,} a base de V.

Por construcéo, os conjuntos indexadores D, obtidos nos dois
ultimos itens sdo dois a dois disjuntos. No primeiro item, escolha
conjuntos indexadores D, tais que os conjuntos em {Dy},cpo
sejam dois a dois disjuntos. Por ultimo, considere uma base {m, :
x €1} de V em que I é um conjunto indexador com I N D, = (),

para todo u € EY. Sendo assim, a base de V foi escolhida como

{mg:x € U D, UT}.
u€EO°

W = @Vu.

ueE°

Defina

Note que V = W @ V. Considere as projecdes candnicas P; :
V —WeP;:V —V eas inclusdes canoénicas t; : W — V e
L9 : V — V.
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Perceba que, para cada a € Lg(E), ¢(a) : V. — V.

Portanto, podemos escrever para v € V,

¢(a)(v) = Pi(d(a)(v)) + Pa(¢(a)(v)) = Pr(¢(a)(v)),

pois pelo Lema 1.6 e como, para todo e € E', ¢(s.)(V) =

B(s(e))(V)d(se) (V) C Vi(ey € d(sex) (V) = p(r(e))(V)d(sex) (V) C
Vi(e), segue que Im(¢(a)) €W

Consideremos a “restricao de ¢ a W*, ou seja, a fungao
(;51 : LK(E) — EndK(W)
a+— Pio(a)y = ¢(a)u

que é uma representacao. Nosso objetivo é mostrar, que sob al-
gumas hipo6teses adicionais, a representacdo ¢; é equivalente de
alguma forma, que serd esclarecida mais adiante, a uma representa-
¢ao induzida por um sistema ramificado E-algébrico. Precisamos,
portanto, definir tal sistema.

Considere X = |J D,. Da maneira como as familias

ueE0
{Dy}vepo € {Re}ecpt foram construidas, as condigoes (1) — (4)

da Definicao 2.1 sao satisfeitas. Basta, portanto, definir bijecoes
fe : Dy(ey — Re, para cada e € E'. Lembrando que, para cada

e € E', a restricao
P(se) : Vee) — Ve

é um isomorfismo de K-médulos com inversa ¢(sex ), € os conjuntos
Dy(c) e Re sao os conjuntos de indices das bases de Vy(.) e R,

respectivamente.

Note que se a base indexada por Dy ¢ levada na base

indexada por R, isto é, se para cada x € Dy ()

P(se)(my) = My,
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para algum y € R,, entdo a fungéo

Dr(e) — Re

Ty
é uma bijecao.
Assim, adicionamos esta hipétese, ou seja, assumimos que

O(se)({my 1z € Dr(e)}) ={my :y € R}, (BPB)

para cada e € E'. Como ¢(e*) é a inversa de ¢(s.), isto equivale

a dizer que

¢(36*)({my ty € Re}) ={my:x € Dr(e)}7

para cada e € E'. Assim, podemos definir, para cada e € E', a
bijecao
Je : Dyey — Re
T —y,

em que y é tal que @(s.)(my) = my. Desse modo,

(X’ {Re}eEEla {Dv}veEov {fe}eEEl)

é um sistema ramificado F-algébrico.

Exemplo 4.1. Vejamos um exemplo de um grafo F em que é

possivel que (BPB) seja satisfeita.

€9 U2
e " €3

U@ ® U3
€4

€5 Uy

Us
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Sejam V um K-médulo e ¢ : Lxg(FE) — Endg(V) um
homomorfismo. Pela propriedade (4), demonstrada anteriormente,
segue que ¢(se,;) @ Vi(e,) — Ve, € isomorfismo, para todo i €
{1,...,5}. Para i € {2,...,5}, denote por By, a base de Vi,
e defina por Be, := ¢(s¢;)(Br(e,)) a base de V¢,. Agora, note
que pela propriedade (5), provada no inicio do capitulo, como

S_l(ul) = {627 €3, €4, 65}7

5
Vr(el) =Vu = @Vez
=2

Defina By(e,) := Be, U ... U Bey que € base de Vy(,). Considere
Be, := ¢(Se,)(Br(e,)). Assim, a condicdo (BPB) é satisfeita.

Definicao 4.2. Sejam 7 : Lg(E) — Endg(M) e ¢ : Lx(E) —
Endg (W) representacgoes de Lg(E), em que M e W sao K-
moédulos. Dizemos que 7 é equivalente a ¢ se existe um isomorfismo

de K-médulo U : W — M tal que o diagrama

¢(a)

w W
Ut U
M M
m(a)

comute, para todo a € Lg(FE).

Observagio 4.3. Nao é verdade que toda representacao de Lk (F)
é equivalente a uma representacao induzida por um sistema ra-

mificado E-algébrico. Para esclarecimento, considere o grafo £
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como no Exemplo 1.4. Defina K=R e ¢ : Lx(E) — Endg(R?)

por:

1 2

L ¢(Se) = (3 0) )
12\

[ ) (ZS(SE*) = (3 0) s
1 0

L4 Qb(pu) = (0 1) )

para todo e € E' e para todo u € EY. Pela propriedade universal

de L (FE), existe tal homomorfismo.

Suponha que exista um sistema ramificado F-algébrico X
tal que a representagao induzida 7 : Lx(E) — Endg(F(X)) seja
equivalente a ¢, ou seja, exista um isomorfismo U : R? — F(X)
tal que m(a) = U o ¢(a) o U™!, para todo a € Lg(E).

Para cada x € X, considere as fungoes linearmente inde-
pendentes &, € F(X), em que
0, : X — K
1, sey ==,

Y 0z (y) = L.
0, caso contrario.

Como F(X) é isomorfo a R?, X possui dois elementos, digamos,
X = {$1, JZQ}.
Caso D, = R, = X, as Unicas possiveis bijecoes f. :

D, — R, sao a identidade Id e a permutagao T que leva x; em



79

X9 e vice-versa. Note que

_ Oz, S fe=1d
7(5¢)(00y) = 0y 0 fo ' = !
Ozy, s€ fo=T
536 5 e:Id
e mlse) (0a) = 4 5
0z,, se fe=T.

Assim, 7(s.)? = Id e (U ! o 7(se) o U)? = Id. Porém,

é(s¢)? # Id, contradizendo a equivaléncia de ¢ a 7.

Caso D, = R, = {x1}, segue que f. é a identidade e

m(8e)(0z,) = X{z1} " (62, © fe_l) =0.
Entretanto, como U e ¢(s.) s@o inversiveis e d,, # 0, entdo
7(8¢)(0ay) = (U0 ¢(se) o U1 (8,) # 0, 0 que é uma contradigio.
Os casos D, = R. = {x2}, D. = {21} e R. = {z2} e vice-
versa sao andalogos. Portanto, independentemente de como seja

definido o sistema ramificado F-algébrico X, ¢ nao é equivalente

a representacao .
Para que possamos provar o teorema a seguir, defina
M :={g: X — K: g(x) # 0 apenas para finitos z € X }.

Seja Y = X U I, lembrando que I é o conjunto indexador da base

de V e considere
N ={g:Y — K: g(z) # 0 apenas para finitos x € Y}

Lembrando que W = @ V,, vejamos o teorema.
ueEo

Teorema 4.4. Seja ¢ : Lg(E) — Endg (V') uma representagdo.

FEscolha uma base do K-espaco vetorial V- como construida no
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inicio desta se¢ao. Suponha que esta base satisfaca a condi¢cdo
(BPB). Suponha também que

P(se)(Vs(e) = 0,

para todo e € E', em que Vs(e) foi definido anteriormente no item
(6). Entao:

1. Existe uma representac¢io  : Lx(E) — Endg(M) indu-
zida por um sistema ramificado E-algébrico que é equivalente
a ¢1 (a “restrigio de ¢ a W <).

2. Se V. (como no item (7) acima) puder ser escolhido de
forma que ¢(p,)(V) = 0, para cada u € E°, entdo eviste um
sistema ramificado E-algébrico que induz uma representacao

7 Lg(F) — Endg(N) que é equivalente a ¢.

Demonstragao. Provemos primeiramente o item (1). Sejam

(X7 {Re}eeElu {DU}UEEov {fe}eeE1>

e M definidos como nos paragrafos anteriores a este teorema. Pelo

Teorema 2.3 e pela Observacao 2.4, existe uma representacao
7 Lx(E) — Endg(M)
tal que, para todou € E°, e € E' e g € M,
m(se)(9) = xr. - g0 f.',
T(Sex)(9) = XD,y - 90 fe € (pu)(9) = XD, " 9-
Da maneira como M foi definido, M é um K-moédulo com
base {dz}zex. Lembre que {m, : = € X} é uma base para W.

Entao, a funcao
{mgz:2e X} — M

My — O
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induz um isomorfismo de K-moédulo U : W — M. Para vermos
que 7 é equivalente a ¢1, basta provarmos que, para todo a €
Lk (E),

$1(a) =U ton(a)oU.

Como 7 é homomorfismo,

Ulon(a)oUoU tor(b)oU =U"on(a)r(b)olU
=U'on(ab) o,
para todo a,b € Lg(FE). Pelo Lema 1.6, é suficiente mostrar para
todo e € E' e para todo v € E°,
le(se*) = U_1 o W(Se*) oU,
b1(se) =U L om(se)oU e
¢1<pv) = Uil © W(pv) oU.

Para a primeira igualdade, fixe x € X e e € E'. Segue

que

T(ser)(U(my)) = m(sex)(02) = XDrey * 0z © fe-
E claro que para y € X \ Dy ey, T(8ex)(02)(y) = 0. Agora, para
ye Dr(e)a
T(Sex)(62)(y) = 0z (fe(y))

1, se . = fe(y)

0, caso contrario

1, se y=fo'(2)

0, caso contrario

=010 (Y):



82 Capitulo 4. Equivaléncia de Representagies de Lk (E)

Como f. é bijecio, y = f!(z) € D,y se e 86 se v € Re. Assim,

podemos reescrever:

T(sex)(0g) = [z € Re]éfe_l(m)'

Com isso, segue que, pela definicio de U1,
Ut om(ser) oU(mg) = Ut om(sex)(6x)
_ -1
=U""(Jz € Re]éfe_l(m)).
— [$ E Re]mfe—l(z).
Calculemos agora ¢1(sex)(my), comegando com o caso em que

my € Vi, com u # s(e). Para isso, provaremos uma afirmagao que

serd usada na demonstracdao do teorema.
Afirmacgao 1. Dado x € X, se my € V,, entdo ¢(py)(myg) = my.

Demonstragio. Como V,, = ¢(py)(V), entéo existe z € V
tal que my, = ¢(py)(2). Portanto,

¢(pu)(ma) = ¢(pu) © (pu)(2) = ¢(Pu)(2) = M,

como desejado.

Voltando a demonstracdo do teorema, pela definicado de

¢1, como m, € W e pela afirmagdo acima, segue que

P1(8ex) (M) = B8 )u1 ()
5*ps(e)( )

(e
(
(se+)P(Ps(e) ) (1)
(
(

Sex )P ( )¢(pu)( x)
Sex )P ( pu)(my)

)

ol
S S S S

I
=
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pois s(e) # u.

Calculemos ¢1(sex)(my) para o caso em que my € Vy(e),

lembrando que

Vio=| @D Va| DV
deEl

s(d)=s(e)

Para tanto, sera necessario demonstrar mais uma afirmagao.

Afirmacdo 2. Sejam r € X ed € E' com m, € Vy. Entdo
B(sa)p(sas)(ma) = my.

Demonstragdo. Como m, € Vg, existe um z € V tal que
Mg = G(sq)P(sa-)(2). Assim,

¢(sa)P(sax)(ma) = ¢(sa)P(sa) (P (sa)P(sa-)(2))
$a)9(54+54)P(s4+)(2)

o(
(
(84)P(Pr(ay)P(sa)(2)
(
(

8dPr(d)) P(8d+)(2)
54)¢(sa-)(2)

My,

¢
¢
¢
¢

como desejado.

Voltando ao teorema, dado d € E' com s(e) = s(d), d # e

e my; € Vg C W, pela afirmacao acima,
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pois e # d.

Se my € Vy(¢), entao, por uma hipdtese do teorema,

$1(8ex ) (M) = P(Sex )1 (Mmy) = d(Sex)(my) = 0.

S6 falta calcular ¢ (sex)(m,) para o caso em que m, € V. Pela
definicao de @(sex),

P1(8ex) (M) = (e )11 (M)
= P(8ex)(my)

= 7’77/y7

em que y = f;!(z). Como R, é o conjunto indexador de V,

my € Ve se e somente se x € R.. Desse modo, para todo x € W,

1(Sex)(mg) = [z € Re]mf;1(x).

Segue que UL on(sex) oU = ¢1(sex), pois a igualdade é satisfeita

para todos os elementos da base de W.

Provemos agora que para e € E1, U or(s.)oU = ¢1(se).

Considere x € X. Para m, elemento da base de W,
m(se) o U(my) = 7(8e)(0x) = XR, * 0z © fe_l

Seja y € X. Note que se y € X \ Re, m(se) o U(mg) = 0. Agora,

se y € R, entao
7(se)(02)(y) = 5:v(f;1(y))
1, se fol(y) ==

0, caso contrario

1, se y = fe(x)

0, caso contrario

= 0¢,(2)(y)-
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Como f. é bijecao, y = fe(z) € Re se e 86 se v € Dy ). Logo,

(s¢)(0z) = [z € Dy(e))0s, (a)-
Assim, pela definicdo de U™,
U™l om(se) o U(mg) = U™ om(se)(0a)
= U™ ([ € Dy(e)ld,(2)
= [z € Dy(e)lmy. (@)-

Calculemos ¢1(se)(my) para z € X. Como m, € W, entao
mg € V, para algum u € E°. Pela Afirmacio 1 e pela definicao
de ¢1,

¢(86)¢(pr(e))(ml‘)’ se u = r(e)

{0, caso contrario
{qb(se)(mx), se u=r(e)

0, caso contrario.

Para u = r(e), ou seja, se my € Vi), como Dy € o
conjunto indexador de Vy(.), segue que = € D). Pela definigao
de ¢(s.), para x € Dy,

P1(5¢)(mz) = P(se)(mz) = My,

com y = fe(x). Com isso, para = € X,

d)l(SG)(mI) = [l’ € Dr(e)}mfe(:c)a
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provando assim, que U~! o 7(s.) o U = ¢ (se).
Por tltimo, mostremos que para v € E°, U lon(p,)oU =
¢1(py). Sabemos que, para z € X
m(py) o U(my) = 7(py)(0z) = XD, * s
Note que se y € X \ D,, entdao 7(py,) o U(my)(y) = 0. Por outro

lado, se y € D,,

1, sexz=y
ﬂ-(pv) © U(mm)(y) = 51‘(y) =

0, caso contrario.

Agora, se x =y, entdo x € D,,. Logo, (py)oU(mg) = [z € Dy)dy.
Portanto, por definicdo de U1,

Ut on(py) o U(mg) = U Y[z € Dy]6s)
= [z € DU (62)

=[x € Dy|m,.

Vejamos quanto vale ¢1(p,)(ms), para x € X. Como

my € W, entdo my € V,,, para algum u € E°. Pela Afirmacéo 1,

¢1(po) (M) = G(po)ea (ma)

¢(pu)(mz) = my, para u=v

0, caso contrario.

Para u = v, entdo m, € V,, e como D, é o conjunto indexador de

Vy, consequentemente, x € D,,. Assim,

¢1(pv)(m:r) = [ZL' S Dv]mm.
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Com isso, foi provado que U~! o 7(p,) o U = ¢1(p,), para todo
ve E°.

Conclui-se que U! o 7(a) o U = ¢1(a), para todo a €

Lk (E), ou seja, ¢1 e m sdo equivalentes.

Para a demonstracao da parte (2) do teorema, considere o
sistema ramificado E-algébrico Y = X U, em que I é o conjunto
indexador de V. Sejam {Re}ecpt; {Dulucro € {fe}ecm como
na parte (1). Este sistema ramificado E-algébrico induz uma
representagao

7 Lg(E) — Endg(N),

em que N foi definido acima deste teorema.
Lembre que {m;, : x € Y} é uma base para V. A fungao
{my:z€Y} — N
Mg — Op

induz um isomorfismo de K-médulo @ : V. — N.

Por hipétese do teorema, ¢(p,)(V) = 0, para todo u € E°.
Em particular, para todo e € E', ¢(sc)(V) = ¢(5e)p(pr(e)) (V) =
0 e ¢(ser)(V) = ¢(sex)p(pse)) (V) = 0. Assim, o restante da

demonstragao é andloga ao caso (1). O

Observagdo 4.5. Note que se o grafo E é linha-finita, entao, pelo
item (5), no inicio do capitulo,

s(e - @ Va.

deEl
s(d)=s(e)

Neste caso, a hipétese no teorema anterior que ¢(se)(Vg(e)) =0
é satisfeita por vacuidade. Portanto, a primeira parte do teorema
se aplica a qualquer representacao de grafos de linha finita que

satisfaca a condicdo (BPB).
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Observagio 4.6. Se E° é finito, digamos, E° = {uy, ..., u, }, entdo
V pode ser escolhido de forma que ¢(p,)(V) = 0, para todo
u € EY. De fato, se E for finito, defina

V={zeV:¢(p,(z)=0, paratodo u € E°}.

Note que | @ Vi, | NV = {0}, pois,sexz € | @ Vu | NV
ue B0 ucE°
como Vy, = ¢(pu)(V), entdo

T = Z QZ)(puz)(xl)v

=1

para alguns z; € V com i € {1,...,n}. Como z € V, para todo
10 € {1,...,77,},

0 = ¢(pu;, ) () 1m0<§:¢m2%>
—§:¢mm (Pu, ) (@:)

= 6(pu,) ).

Logo, x = 0. Além disso, ( b Vu) @V C V. Agora, dado
ueEY
y € V, escreva

y=1 D o) @) | + |v— D ¢(pu)(v)
u€EO° ueEO°
Perceba que Y. é(py)(y) é uma soma finita, pois E° é finito, e

ueE0
> op)y) € P Ve

u€ B0 ue B0

que
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Note ainda que

y— 3 o)) €V,

ueEY

pois, para todo v € EY,

dpo) |y— D ¢0)®) | =o®o) W) — D d(po)d(pu)(y)
u€E0 u€EO
= ¢(pv)(y) - ¢(pv)(y)
= 0.

Portanto, V = ( &b Vu> @ V. Com isso, a parte (2) do teorema
u€E0

acima se aplica a qualquer representacao de grafo F com E° finito,

desde que a condi¢ao (BPB) seja satisfeita.
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APENDICE A — Algebras de

caminhos de Leavitt

Sejam E = (E°, E',r,s) um grafo dirigido e K um corpo.
Vejamos a construcao da algebra de caminhos de Leavitt de
com coeficientes em K, denotada por Lk (FE), que é a K-dlgebra

universal gerada por E?, Bl e (E')*.

A.1 Construcdo de Lg(FE)

Considere G = EY U E' U (E')*, o conjunto de geradores.
Defina

Fo:={r..m 11, ...t € G € n € N}

e considere o produto por concatenagao em Fg, ou seja,
o: EFG X 9:G — 3|~G
(F1...Tn, 81.--8m) > T1...TS1...8m.
Seja

finita

Ba = span(Fa) = { Z Ao € T, A € K}

Defina em B¢ a adi¢do e multiplicacdo por escalar de maneira
natural e defina a multiplicacdo de forma que seja distributiva

com a adicao e tal que

(Arr).(Ass) = (A As)(7.8),
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para todo r,s € Fg e para todo A\, A; € K. Desse modo, segue

que Bg é uma algebra.

Queremos construir Lg(E) de maneira que em Lg(FE)

valham as seguintes relacoes:

® VW = 0y 40, para todo v, w € E°. (Em que dp,w = 1, para

v=w e Jy, =0 para v # w);

e s(e)e = er(e) = e, para todo e € E;

*

e r(e)e* = e*s(e) = e*, para todo e € EY;

e ¢*f =6 sr(e), para todo e, f € E;

v= > ee* paratodo v € E° tal que 0 < #s~!(v) < co.
ecEl
s(e)=v

Denominaremos o conjunto de relagoes acima por R. Defina os

seguintes conjuntos:

I = {vw — 6y vt v,w € EO}

I, ={s(e)e—e:ec E'}

I3 ={er(e)—e:ec EY}

I = {r(e)e* —¢* :e € B}

Is = {e*s(e) —e* e € B'}

Is={e"f —6csr(e) e, f € E'}

Ir ={v— Z ee* :v € EYe0 < #s71(v) < oo}

ecEl
s(e)=v

Seja I o ideal de B gerado pela unido dos conjuntos 11, Is, I3, 14, I5, Ig

e I7. Considere o quociente
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Lx(E) := Bg/I.

Com o intuito de verificar que Lk (FE) satisfaz a propriedade

universal seguem as observagoes seguintes.

Observacio A.1. Definimos o homomorfismo de algebras

t:Beg — Lg(E)

T — x+ 1.

Consideramos
L(E%) :=={p, :v € E°}

L(EY) = {s.:e € B}
L((EY*) = {s¢+ : e € B}

Esta notacao sera utilizada em todo o trabalho para denotar os

elementos do grafo F vistos em Lk (FE).

Observacio A.2. Dada uma algebra A e uma funcdo f: G — A,
pf - BG — A
Z)\Z‘Hsz — Z)\le(TZ])
i j i j
¢ o homomorfismo que estende f em Bg.

Teorema A.3. {Propriedade Universal} Sejam A uma dlge-

bra e f: G — A uma funcao tal que 0s conjuntos
{f(v):ve E%}

{f(e):ec EY}
{f(e*):e€ El}
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satisfazem as relacoes de R. Entdo, existe um unico homomorfismo
tal que p oL = py, ou seja, tal que o diagrama abaizo comute.

Pf
Ba A

Demonstragdo. Defina

x4+ 1 — pp(x).

Vejamos que @ esta bem definida, poisse x,y € Bgex+1 =y+1,
entdo x —y € I. Como a imagem de f satisfaz as relacbes em
R, consequentemente, ps(z —y) = 0. Logo, pr(z) = ps(y) e
ple+1) =ply+1).

Note que ¢ é homomorfismo, pois py é homomorfismo.

Além disso,

pou(w)=wpx+I)=ps(x).

Para a unicidade, suponhamos que exista um homomor-
fismo v : Lg(E) — A, tal que ¢por = py. Entao, se 41 € Lg(E),

Y(a+1I)=v(x) = pplz) =pouz) =g +1).

Logo, ¢ é o inico homomorfismo de Lg(E) em A com tal propri-
edade. O
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A.2 Unicidade de Lk (F)

Teorema A.4. {Unicidade} Sejam C uma dlgebra e
j @ Bg — C um homomorfismo tal que, para qualquer ho-
momorfismo p : Bg — A que satisfaca R, exista wm unico
homomorfismo ¢ : C — A tal que p o j = p, ou seja, tal que o

diagrama abairo comute.

Ba A

Nestas condigoes, C = Lg(E).

Demonstragdo. Apliquemos repetidas vezes a propriedade univer-

sal que C' e Lg(E) obedecem.

(i) Pela propriedade universal, existe um tnico homomor-

fismo 1 tal que 11 0t = t.

Ba

Como Idy, gy ¢ um homomorfismo tal que Idy, (gyot = ¢,

entdo Y1 = Idp, (g).-
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(ii) Pela propriedade universal, existe um tinico homomor-

fismo v tal que ¥y 0 j = j.

Como Idc é um homomorfismo tal que Idg o j = j, entdo
o = Idg.

(iii) Pela propriedade universal, existe um tnico homo-

morfismo 3 tal que Y3 o1 = 3.

Lg(E)

(iv) Analogamente, existe um tnico homomorfismo 14 tal

que P40 J = t.

Note que o homomorfismo

¢30¢4IC—>C
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é tal que
(Y301pa)oj =130 =j.
Por (ii),
Y30ty = Idc.

De maneira analoga, por (i),
Yaoths = Idr, (g
Como 3 = 1,[);1, entdo

C = Lx(E).
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