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Resumo

Um grupoide é uma generalizacao de um grupo, no qual a mul-
tiplicagao nao é necessariamente definida para qualquer par de
elementos. Como no caso dos grupos, podemos construir uma
C*-algebra a partir de um grupoide. Por razoes técnicas, foca-
mos em grupoides étale. Uma agdo de um semigrupo inverso
em um espago topolégico dé origem a um grupoide, chamado de
grupoide de germes. Mostramos que esse grupoide possui uma

propriedade universal interessante.

Palavras-chave: Grupoides étale. C*-dlgebras. Acgoes de se-

migrupos inversos. Grupoide de germes.






Abstract

A groupoid is a generalization of a group, where the multiplica-
tion is not necessarily defined for all pair of elements. As with
groups, we can construct a C*-algebra from a groupoid. Due
to technical reasons, we focus on the construction of the full
and reduced C*-algebras from a étale groupoid. An inverse se-
migroup acting on a topological space gives rise to a groupoid,
named groupoid of germs. We show that this groupoid has an

interesting universal property.

Keywords: Etale groupoids. C*-algebras. Inverse semigroups

actions. Groupoid of germs.
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Introducao

Grupoides sao uma generalizacao de grupos. Num grupoide
temos uma multiplicagao e uma inversao, porém a multiplicagao
nao esta definida para todo par de elementos. Por esse motivo,
nao temos uma unica unidade multiplicativa, mas sim um con-
junto de unidades. Assim como em grupos, quando o grupoide é
equipado com uma topologia de modo que a multiplicagao e a in-
versao sejam operagoes continuas temos um grupoide topologico.
Essa teoria é vista no Capitulo 1, que, assim como o Capitulo 3,

tem como principal referéncia o artigo [Sims 2017].

Com essa estrutura, podemos associar uma C*-algebra a um
grupoide. Por questoes técnicas, preferimos focar nos chamados
grupdides €tale, pois esses possuem propriedades andlogas aos
grupos discretos. Construimos a C*-dlgebra cheia e a reduzida

no Capitulo 3.

Em semigrupos inversos, temos uma operagao de multiplica-
¢ao e uma de involugao. Esta iltima exerce um papel semelhante
a inversao. As defini¢bes bésicas e o maquindrio algébrico envol-
vendo semigrupos inversos usados nesse trabalho sao desenvolvi-
dos no Capitulo 2, cujas principais referéncias sao [Paterson 1999]
e [Lawson 1998].

Um semigrupo agindo num espago topoldgico, da origem a
um grupoide, chamado de grupoide de germes. Assim como em
C*_sistemas dinamicos, definimos a no¢ao de uma representacao
covariante para esse grupoide de germes. Provamos uma propri-
edade universal para essas representacoes covariantes. Por fim

mostramos como a dlgebra de Cuntz pode ser vista como a C*-
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algebra de um grupoide de germes. Essa parte corresponde ao
Capitulo 4, baseado no artigo [Exel 2008].

Para uma boa compreensao do material contido nessa dis-
sertacao, espera-se que o leitor tenha conhecimentos basicos da

teoria de C*-4lgebras.



1 Grupoides

Neste capitulo apresentamos a teoria inicial sobre grupoides,
apresentando uma gama de exemplos. Ao atribuirmos uma topo-
logia ao grupoide de maneira que suas operagoes sejam continuas,
obtemos um grupoide topologico. Focamos principalmente no
caso dos chamados grupoides étale, que sao casos particulares

desses grupoides topologicos.

1.1 Definicbes e exemplos

Comecamos definindo nosso principal objeto de estudo desse

capitulo.

Definigdo 1.1.1. Um grupoide é um conjunto G juntamente

com um subconjunto G2 C G x G, uma multiplicacio
(9,h) €G*—=ghec G
€ uma inversao
geGrglteg

que satisfazem as seguintes condigoes
(1) para qualquer g € G, (9-1)-1 =g;
(2) se (f,9),(g,h) € G* entao (fg, h), (f,gh) € G* e (fg)h =
f(gh);
(3) para qualquer f € G vale que (f, f) € G ese (f,g) €
G? entdo vale que f'(fg) =ge (fg)g' = f.

A propriedade (2) garante que, quando bem definida, a multi-

plicagdo é associativa e a propriedade (3) garante que elementos
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da forma ¢g'g ou g¢~' podem ser vistos como unidades. Adiante
no texto, ao usar essa ultima propriedade, dizemos que estamos

cancelando a unidade.

Defini¢do 1.1.2. Seja G um grupoide, defina o espaco das uni-

dades como sendo o conjunto
G"={g'g :9€G}

e chame seus elemento de unidades.

Note que, como (g7!) = g para qualquer elemento g de um

grupoide, vale a igualdade
G’ ={9g" :9€G}).

Definigcao 1.1.3. Defina as funcoes range e source, respectiva-
mente, como
r:G—g° s:G—@gY
g 997" g gy
Observagao 1.1.4. Note que para qualquer elemento g de um gru-

poide, r(g) = s(g!) e s(9) = r(g!). Sendo i a funcio inversao,

temos a igualdade r =soies=roi.

Lema 1.1.5. Seja G um grupoide.
(1) Para qualquer g € G, (x(9),9),(9,5(g)) € G* ¢
r(g)g = g = gs(g)-
(2) Se g,h € G, entio (g,h) € G2 se e s6 se s(g) = r(h).
(3) Se f,g,h €G e(f,q9),(fg,h) € G? entdo (g,h) € G>. Da

mesma forma, se (f,gh),(g,h) € G? entdo (f,g) € G
(4) Seg,h€G e(g,h) € G?, entio (h',g')eG?e

(gh)t =n'tg™.
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(5) Seg,h€G e(g,h) € G2, entio
r(gh) =x(g) e s(gh)=s(h).
(6) Se (g,h),(f,h) € G? e gh = fh entdo g = f. Da mesma

forma, se (h,g), (h, f) € G® e hg = hf entio f = g.
(7) Sege gl

Demonstragao.

(1) Usando a Definicao 1.1.1, o item (3) garante que (g7, g),
(g9,97") € G2, entdo pelo item (2) temos que (g9, 9),(g,97'g) €
G?, isto &, (r(g9),9),(g,s(g9)) € G2 Agora, novamente usando a
propriedade do item (3), obtemos

99'9=19g
que, agrupando de maneira adequada, prova a identidade dese-

jada.

(2) (=) Se (g,h) € G2, usando a unidade hh', temos

s(9) =g"'g=g" (ghh™") = (g gh)h"" = hh™" = x(h).

(«<=) Peloitem (1) provado anteriormente, sabemos que (g, s(g)),
(xr(h),h) € G% Se s(g) = r(h), temos entdo que (g,r(h)),
(r(h),h) € G2, de modo que (g,r(h)h) = (g,h) € G2

(3) Pela definicdo de grupoide, (f*,f) € G2 Juntando
com (f,g) € G2, temos que (f!,fg) € G2 Agora juntando
essa 1ltima pertinéncia com (fg,h) € G2, obtemos (f1fg,h) =
(g,h) € G2. O outro caso é andlogo.

(4) Pelo item (2) provado anteriormente, (g,h) € G? é equi-
valente a s(g) = r(h) o que implica pela Observagdo 1.1.4 que
r(gt) = s(h!), ou seja, (1, gt) € G2 Além disso, multi-

plicando gh por h'! e cancelando a unidade, temos ghh™! = g.
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Multiplicando & direita por ¢!, obtemos
ghh'gt = gg’". (+)

Como sabemos que ((gh)™!, gh) € G2, podemos multiplicar a

equacgao () a esquerda por (gh)! e obtemos
(gh) " ghh™ g™ = (gh) " gg™". (%)
Note entdo que cancelando a unidade (gh)™!gh do lado esquerdo

de (*x) obtemos h'lgl, e cancelando a unidade gg* do lado

direito obtemos (gh)™!, provando a igualdade desejada.

(5) Usamos a identidade que acabamos de provar em (4) e o

cancelamento da unidade para obter
r(gh) = gh(gh)™" = ghh*g™" = g9 = x(g),
s(gh) = (gh)'gh = h'g" gh = h"'h = s(h).
(6) Note que, pela propriedade (3) da defini¢gao de grupoide,
g =ghh' e f = fhh''. Por hipétese, temos gh = fh. Multipli-
cando essa igualdade & esquerda por h' obtemos
ghh't = fhhL.
Segue da primeira observagao desse paragrafo que g = f. Andlogo
para o caso hg = hf.
(7) Se g € G°, entdo g = h''h para algum h € G. Assim,
pelo item (4) provado anteriormente,
gt=m"R)t =) =hh =g
Finalmente,
s(g)=s(h*h)=s(h)=h'h=g

e, de modo andlogo, r(g) = g, demonstrando a igualdade pre-
tendida. O
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Coroléario 1.1.6. Se G ¢ um grupoide, entdio
G*={9€G:(9,9)€G* e g’ =g}

Demonstragdo. (C) Pelo lema anterior, item (6), se g € GY,

g =s(g9) =r(g). Mas o item (1) desse mesmo lema garante que
9 =gs(9) = gg-
(D) Se g = g, note que o item (1) do lema anterior garante
que
99 =9 = 9s(9);
e do item (5) segue a igualdade g = s(g) € G°. O

Esse coroldrio nos permite dizer que as unidades de um gru-

poide sao seus elementos idempotentes.

Definigao 1.1.7. Se xz € G°, definimos os seguintes conjuntos
G, = s (), G":=1r'(x).

Além disso, para subconjuntos U,V C G, definimos UV da ma-

neira esperada: o conjunto de todos os produtos possiveis de um

elemento de U com um elemento de V:

UV ={af:acU/pecVs(a)=r(f)}

A menos de mencdo em contrario, quando escrevermos xy € UV,

fica subentendido que x € U ey € V.

Observagao 1.1.8. Note que, por causa do Lema 1.1.5(2), dados
U,V C G, o conjunto UV é a imagem direta de (U x V) N G2

pela operacao de multiplicagao.

A seguir, vejamos alguns exemplos de grupoides.

Exemplo 1.1.9. (Grupo). Todo grupo é um grupoide de ma-

neira trivial. Seja G um grupo, defina G? = G x G, com a
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multiplicacao e inversao sendo as operacoes usuais do grupo.
Note que nesse caso o espaco das unidades G° consiste apenas

do elemento neutro do grupo. N

Exemplo 1.1.10. (Relagao de equivaléncia). Seja X um con-
junto nao vazio, e R C X x X uma relagao de equivaléncia em
X. Defina

R? = {((z,9), (y,2)) : (,9), (y,2) € R} .

Defina o produto e a inversao, respectivamente, como

(@,9)(y, 2) := (2, 2),

(z,y)" = (y,2).
Note que a multiplicacao estd bem definida pela propriedade
transitiva da relacao de equivaléncia, e a inversao estd bem defi-

nida pois a relagdo de equivaléncia é simétrica. Vamos verificar

que as condigoes da Definicao 1.1.1 sao satisfeitas.
-1
1) ((zy)') = (y.2)" = (z,y);
(2) Se ((amy),(y,z)), ((y,z)7(2,w)) € R? entdo z,y,z e w
estao na mesma classe de equivaléncia em R e logo
[(2,9)(y, 2)] (2, 0) = (2, 2)(2,w) = (2, ),
(z,9)[(y, 2) (2, w)] = (2,9)(y, 0) = (z, ).
provando a associatividade;

(3) Note que para qualquer (x,y), podemos multiplicar (x,y)
com (y,z) = (z,y)", e se ((2,9), (y,2)) € R? entdo

|
—~
&

w
N

(x7 y)_l(l‘v y)(ya Z) = (ya Z‘)(Z‘, y)(y’ Z)
(@, 9)(y:2)(y:2)" = (2,9)(y, 2) (2, y) = (2,9).

Assim obtemos que R é um grupoide.
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Ademais, note que

r((z,y) = (z.y)(@,9)" = (2,9)(y,2) = (z,2)
e, de maneira similar, s((x, y)) = (y,y). Com isso, temos que
R ={(z,2):2 € X},
conjunto esse conhecido como a diagonal de X x X. N
Exemplo 1.1.11. (A¢éao de grupo a direita). Seja G um grupo
agindo a direita num conjunto X, isto é, existe uma aplicacao
c: XxG—=X
(x,9) = g
de modo que para g € G, a fungdo que associa x — zg é uma
bijegao e para qualquer g, h € G,x € X vale que (zg)h = x(gh).

Dessas relacoes, sendo e a unidade do grupo, segue que ze = x,

para qualquer z € X. Considere o conjunto X x G e defina

(X xG)? == {((z.9),(y,h)) :zg =y}

Defina o produto e inversao por

(z,9)(xg, h) := (x, gh),
(z,9)" = (2g,97")-
Vamos verificar que a definicao de grupoide é satisfeita.
(W) ((@.9)")" = (29, 47" = (x99 (7)) = (2, 9);
(2) Se ((z,9), (zg, ), ((zg, h), (xgh, f)) € (X x G)? entao
[(z. 9)(zg, h)| (zgh, f) = (z,gh)(zgh. f) = (,ghf),
(z,9)[(zg, h)(xgh, f)] = (z,9)(xg, hf) = (z,ghf).
(3) Note que é sempre possivel multiplicar (x, g) por (z,g)!
= (zg,g"). Além disso, se ((z,9), (zg,h)) € (X x G)? entdo

(z,9)" (x,9)(xg,h) = (zg,97")(x,9)(xg,h) =
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= (zg,¢)(zg,h) = (zg,h),
(,9)(xg, h)(xg,h)™" = (x,9) (g, h)(xgh, h™") =
= (z,gh)(zgh, h*) = (z,g).
Concluimos que X x G é um grupoide. Além disso, vamos cal-
cular os mapas
r((z,9)) = (z,9)(2,9)" = (z,9)(xg.g7") = (z,¢),
s((z,9)) = (v.9)" (v.9) = (vg.97)(z,9) = (wg,¢).
Note que (X x G)° = X x {e} pode ser identificado como o

préprio conjunto X. q

Exemplo 1.1.12. (A¢ao de grupo a esquerda). De modo anélogo
ao exemplo anterior, suponha que um grupo G age num conjunto

X com uma agao a esquerda
c:GxX—=X
(z,9) — gz.
Novamente, z +— gx é uma bijecao para qualquer g € G, e
h(gz) = (hg)x para todos g,h € G, © € X. Definimos G :=
GxXe
g2 = {((g,$)7 (hvy)) Cr = hy} '

Nesse caso o produto e a inversao sao dados por
(9, 2)(h,y) = (gh,y),
(g,2)" = (97", g2).
Refazendo as contas do exemplo anterior, temos que G é de fato

um grupoide. Além disso, também vale que G° = {e} x X pode

ser identificado com X. Com essa identificagao, temos

r((g,2)) = (g,2)(g,2)" = (9,2) (g7, gz) = (e, gx) = g,
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s((g,2)) = (g,2) " (g,2) = (g7, g2)(g,2) = (e,2) ~ .

<

Exemplo 1.1.13. (Produto cartesiano). Sejam G, H grupoides.

Podemos criar um novo grupoide G x H. Defina
(G xH)? == {((9,h). (¢, 1)) : (9.9") € G*, (h, 1) € H?}
e a multiplicacao e inversao, respectivamente, como

(9:h)(g', 1) = (g9, hl'),
(g’ h)_l = (g_l? h_1>'

Usando o fato de que as operagoes sao definidas coordenada
a coordenada, nédo é dificil verificar que G x ‘H é um grupoide.
Além disso, (G x H)? = G x HO. 4

Exemplo 1.1.14. (Uniao disjunta). Sejam Gy, A\ € A, grupoi-
des. Podemos considerar a sua uniao disjunta
G:= |_| G,
AEA
e definir
¢= ]
AEA
Note que se (g,h) € G2, significa que existe um A\ € A tal
que (g,h) € G3. Assim, o produto gh é definido como sendo
o produto oriundo de G,. Da mesma forma, dado g € G, seu

1 ¢ o inverso no grupoide G, que contém g. E um

inverso g~
exercicio simples mostrar que, com essas operacoes, G se torna

um grupoide. N

Exemplo 1.1.15. Seja G um grupoide. Defina
R(G) :={(x(9),s(9)) : g € G}.



26 CAPITULO 1. GRUPOIDES

Vejamos que R(G) é uma relacio de equivaléncia em G°, e como
visto no Exemplo 1.1.10, também é um grupoide. O grupoide
R(G) é chamado de relacao de equivaléncia de G.

Note que pelo Lema 1.1.5(6), para qualquer g € G°, (g,9) =
(r(9),s(g)) € R(G), provando que R(G) é reflexiva. Para provar
a simetria, sejam (z,y) € R(G). Entao existe um g € G tal que
r =1(9), y = s(g). A Observacio 1.1.4 nos diz que z = s(g’!)
ey=r1(g), logo (y,z) = (x(g7!),s(g")) € R(G). Por fim, para
provar a transitividade, suponha que (z,v), (y,2) € R(G) e que

(z,y) = (x(9),8(9)),  (y,2) = (x(h),s(h)).
Mas isso significa que s(g) = r(h) e logo podemos multiplicar g
por h. Usando o Lema 1.1.5(4), obtemos

r=r(g)=r(gh) o ==s(h)=s(gh),
de modo que (z,z) = (r(gh),s(gh)) € R(G). q

Exemplo 1.1.16. (grupoide de Deaconu—Renault). Sejam X
um conjunto, (G, +) um grupo abeliano e S C G um subsemi-
grupo que contém o elemento neutro de G, que denotaremos por
0. Suponha que exista uma acao a esquerda de S em X, isto é,
existam mapas x € X — u -2 € X que satisfazem
u-(v-z)=(u+v)-
0O-z==x

para todo z € X, u,v € S. Considere o conjunto G C X x S x X
definido por

G:={(r,u,y) u-z =y}
Seja
G? .= {((x,u,y), (y,v,z))} cCgxg.
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Vamos definir a multiplicagao e inversao, respectivamente como

(:1?7 u? y)(y7 v? Z) = (x7 u Jr v’ Z)’
($7U7y)_1 = (y7 —’LL,{,IT).
Note que a multiplicacdo estd bem definida pois se x = u -y
ey =wv-z entdo z = u-(v-2) = (u+v) -2 Da mesma
forma, a inversao estd bem definida pois se * = u - y entao
—u-x=—-u-(u-y)=(—u+u)=0-y=y. Além disso,
G' = {(x,0,2): 2 € X}
e para qualquer (z,u,y) € G,

r((a@u,y)) = (x,0,z),
s((x,u,y)) = (y707y)'

Definigao 1.1.17. Sejam G, H grupoides. Uma fungéo ¢ : G —
H 6 um homomorfismo de grupoide se para qualquer (g, h) € G2,

(0(9), ¢(h)) € H? e ¢(gh) = ¢(g)B(h).

Lema 1.1.18. Se G, H sdo grupoides e ¢ : G — H € um homo-
morfismo de grupoide, entao

(1) ¢(G°) € H;

(2) ¢ comuta comr es;

(3) ¢ comuta com a inversdo.

Demonstragao. (1) Vamos usar o Coroldrio 1.1.6, que diz que as

unidades sdo os idempotentes. Se g € G%, g = g% e logo

#(9) = o(9%) = ¢(9)*,
de maneira que ¢(g) € H°.



28 CAPITULO 1. GRUPOIDES

(2) Seja g € G. Usando a identidade x = zs(z) para qualquer

elemento = de um grupoide, temos

P(9)¢(s(9)) = ¢(gs(9)) = (g) = ¢(9)s(4(9)),
e pelo cancelamento & esquerda, ¢(s(g)) = s(¢(g)). Andlogo

para r.

(3) Veja que
$(9)o(g7) = dlgg!) = (s(9)) = s(6(9)) = ¢(9)8(9)",

e novamente pelo cancelamento, ¢(g!) = ¢(g)™L. O

Exemplo 1.1.19. Seja G um grupoide, e considere R(G) do
Exemplo 1.1.15. Defina

¢$:G — R(G)
g9+ (r(9),s(9))
Vejamos que ¢ é um homomorfismo de grupoides.
Se (g,h) € G2, entao s(g) = r(h). Mas isso significa que
(r(9),s(9)), (x(h),s(h)) € R(G) podem ser multiplicados, e ob-

temos

Por outro lado, ¢(gh) = (r(gh),s(gh)) = (x(g),s(h)), provando
que ¢(gh) = ¢(g)p(h). d

Quando o homomorfismo acima ¢ injetor, dizemos que o gru-

poide G é principal.

Teorema 1.1.20. Se G € um grupoide entao existem grupos
Gy e relagoes de equivaléncia Ry, N € A, tais que existe um
isomorfismo

ggUGAxRA

AEA
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Demonstragao. Ver [Putnam 2019, Teorema 3.1.11]. O

1.2  Grupoides topoldgicos

Dada uma topologia qualquer para um grupoide G, quais
condicoes essa topologia deve satisfazer para que tenhamos uma
estrutura compativel com suas operacoes? Esse é o assunto que

abordaremos nessa segao.

Definigao 1.2.1. Dado um grupoide G munido de uma topo-
logia, consideramos G2 com a topologia induzida pela topologia
produto em G x G. Esse grupoide é dito ser um grupoide to-

poldgico se a inversao e a multiplicacao forem continuas.

Observagao 1.2.2. Como consequéncia da propriedade (1) da de-

finicao de grupoide, segue que a inversao é um homeomorfismo.

Exemplo 1.2.3. Seja G um grupoide topoldgico. Claramente
omapa A: g€ G (g,9) € G x G é continuo. E um exercicio

simples verificar que
idxi:gxGg—-Gxg
(9,h) = (9.07")

também é uma aplicacao continua. Note entao que, pela propri-

edade (3) da definicao de grupoide, a composicao
(idxi)oA:G—>GxG
g+ (9.97)

tem imagem contida em G2. Como a topologia em G2 é a indu-

zida de G x G, segue que
(idxi)oA:g%g2
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é uma aplicacao continua. Se chamarmos de m a multiplicacao
do grupoide, temos que mo (id x i) o A é uma aplicacdo continua.

Além disso, veja que

mo (id x 1) o A(g) = n(g,97") = g9 =x(g)
para qualquer g € G, de modo que provamos a continuidade do
mapa range. A continuidade do mapa source segue de modo
analogo, trocando id x i por i xid: (g,h) € G x G (gL, h) €
gxg. 4

Exemplo 1.2.4. Todo grupoide é um grupoide topoldgico com

a topologia discreta. N

Exemplo 1.2.5. Se X é um espaco topolégico e R é uma relacao
de equivaléncia em X, entao R é um grupoide topolégico com a

topologia relativa de X x X. <

Exemplo 1.2.6. Seja G um grupoide e suponha que é dada uma
topologia 7 para G°. Podemos estender essa topologia para uma
topologia 7 em todo o grupoide.

Note que o Exemplo 1.1.19 nos d& uma aplicagao
¢:G—R(G)CG”xG°

Consideramos a topologia induzida em R(G) pela topologia pro-
duto de G° x G°. Dessa maneira podemos definir 7 como sendo
a topologia inicial dada pela aplicacdo ¢: os abertos em 7 sao
da forma ¢1(U x V) com U,V € 7. Vejamos que G com essa
topologia 7 é um grupoide topoldgico.

A inversdo é continua. Sejag € Ge A = ¢ (U x V) um
aberto contendo g, com U,V € 7. Isso significa que ¢(g) =
(r(g9),s(g9)) € U x V. Note que B = ¢'}(V x U) é um aberto
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que contém ¢!, uma vez que a Observacdo 1.1.4 nos diz que

¢gh) = (x(gh),s(97")) = (sl9),x(9)) €V x U.
Mais que isso, substituindo g na equacao acima por qualquer
h € B, temos que bt € A, provando que a inversdo é continua.
Para a continuidade da multiplicagéo, considere g € G con-
tido no aberto ¢1(U x V), com U,V € 7. Sejam e, f € G com

ef = ¢g. Usando o Lema 1.1.5, sabemos que

r(g) =r(ef) =x(e), s(g) = s(ef) =s(f)
e, como (e, f) € G?, s(e) = r(f). Assim, considere W um aberto

de 7 contendo s(e). Veja que

¢e) = (x(e),s(e)) €U x W, o(f) = (z(f),s(f)) € W xV,
de modo que e e f estdo contidos nos abertos ¢ 1(U x W) e

¢ (W x V), respectivamente. Isso garante que (e, f) est4 contido

no aberto
(67" (U x W) x ¢ (W x V)) NG

Qualquer par de elementos desse aberto, quando multiplicados,
resultam em um elemento do aberto ¢~1(U x V), provando que

a multiplicacao é continua. q

Exemplo 1.2.7. No Exemplo 1.2.6 anterior, vimos que uma
topologia 7 em GY nos permite criar uma topologia 7 em G. Por
outro lado, podemos pensar agora na topologia induzida de G°,
j& que este é subconjunto de G. Serd que essa topologia induzida
em G° é a mesma topologia 7?7 Vejamos que sim, caso o grupoide
seja principal.

Seja G um grupoide principal, i.e., 0 mapa ¢ : G — R(G) do
Exemplo 1.1.19 é injetora. Um aberto A na topologia relativa
de G é da forma A = ¢"1(U x V)N G, com U,V € 7. Mas note
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que, restrito a A, temos
dla:geA—(g,9) €U xV.

Veja que ¢(A) = Ax A CUxV,de modoque ACUNV.
Por outro lado, se ¢ € UNV, entdo (g,9) € U x V. Como ¢ é
injetora, g = ¢*(g,9) € A. Isso prova que UNV C A.

Assim, temos A = UNV € 7, provando que a topologia

relativa de GY C G coincide com a topologia 7 de G°. <

Se G é um grupoide topoldgico que é principal, entdo ¢ :
g€ G — (x(9),s(g9)) € R(G) é uma fungao continua. Mas isso
significa que a topologia de G deve ser mais fina do que a topo-
logia induzida pela topologia produto de G° x G°. No exemplo
a seguir, mostraremos que a topologia de um grupoide principal
pode ser estritamente mais fina que a topologia induzida pela

topologia no espago das unidades.

Exemplo 1.2.8. (Espago de palavras). Seja X = {0, 1} munido
da topologia discreta. Para n € N* | defina X" := {0,1}" o
conjunto das palavras finitas de tamanho n sobre o alfabeto X.
Definimos
X = J x"
neEN*
o conjunto de todas as palavras finitas'. Se x € X*, |z| denota

o tamanho da palavra x. Considere
X :={0,1}"

como o conjunto das palavras infinitas, munido da topologia pro-
duto.
Dada uma palavra qualquer z (finita ou infinita), usamos x;

para denotar sua i-ésima componente, e [, denota a palavra

1 excluindo a palavra vazia
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finita x,Tg41...2p. Quando o intervalo nao for fechado, fica
claro que estamos excluindo as coordenadas correspondentes.
Por abuso de notacao, escrevemos T, o) = TaTat1--- Dadas
duas palavras u € X* ev € X*UX*, uv denota a concatenacao
dessas palavras. Para v € X* en € N*, u! :=wy e u” := uu™1;
por abuso de notagao, u> é palavra infinita obtida concatenando
w infinitas vezes.

Defina a relacdo de equivaléncia R em X*° por (z,y) € R
se e s6 se existe um n € N tal que para todo j > n, z; = y;.
Isto é, duas palavras infinitas s@o equivalentes se elas sao iguais a
partir de uma certa coordenada. Para palavras finitas v,w € X",

defina
Z(v,w) = {(ve,wz) :x € X*} CR.
Note que, para palavras finitas vy, v, w1, we, temos em geral que
Z(v1,w1) N Z(vg,wse) = 0,

exceto no caso em que existe uma palavra finita v tal que v; =
vju e w; = wju, com {i,j} = {1, 2}, e nesse caso

Z(v1,w1) N Z(ve,we) = Z(v;, w;).
Com essas férmulas para a intersecao e usando um resultado

conhecido [Dugundji 1966, III, Teorema 3.2], prova-se que 0s

conjuntos Z(v,w) formam uma base para uma topologia.

Afirmamos que R é um grupoide topolégico com esta topo-

logia. Claramente a inversao é continua, pois
(Z(v,w))" = Z(w,v).
Para provar que a multiplicagao é continua, suponha que
(2.9)(y.2) = (2,2) € Z(v,w),

com o tamanho das palavras v e w sendo ng. Entao z = v, )
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€ 2 = WZ[ny,00)- Mas se (z,y) € R, entdo existe um n; € N, que
podemos escolher maior que ng, tal que T(,, co) = Yn,,00)- Da
mesma forma, (y, z) € R implica a existéncia de um ny € N, ny >

no, de modo que Y[, o0) = Z[n,,00)- Tomando ng = max{ni,ns},

temos que
T = VT(ng,n3)T[ns,00)
Y = Y[0,n0)Y[no,n3)Y[ns,0)
zZ = wZ[nO’ng)Z[ng’oo)
Note entao que vale Zj,, o) = Yng,o0) = Z[ns,00)- Chame de

U = Tlng,ng) = Zng,ns)s entao temos que

(xvy) € Z(quy[o,n_g))a (y,Z) € Z(y[O,n3)7wu>‘

Fazendo y variar, temos que a imagem inversa de Z(v,w) pela
multiplicagao pode ser escrita como

u,s€X™

U Z(vu, ) X Z(s,wu) ﬂR2

[s|=lv]+]|ul
que é uma unido de abertos bésicos de R?.

Para ver que essa topologia para R é mais fina que a to-
pologia produto de X x X°°, considere a sequéncia {7V, }nen+
com 7y, = (0™10%°,0%). Note que na topologia produto, 7y, —
(0°°,0°°). Entretanto, na topologia de R, as vizinhangas bésicas
de (0°°,0°°) sdo da forma Z(0™,0™), m € N*. E dado qualquer
m, Ymt+1 € Z(0™,0™), mostrando que v, /4 (0°,0°) em R. <

Exemplo 1.2.9. Podemos munir o grupoide de Deaconu-Renault
com uma topologia similar aquela do exemplo anterior. Usando

a notacao do Exemplo 1.1.16, seja X um espago topoldgico e
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considere os abertos basicos
Z(U,t, V) :={(z,t,y):x €Uy Vo=t -y}
com U,V C X abertos. Note que (Z(U,t,V))! = Z(V,—t,U).

Além disso, a imagem inversa do aberto Z(U,v, V) pela multi-
plicacao pode ser escrita como

t,ueS
U U zw.ew)xzw,uv).
t+u=v t-WCU
<

Lema 1.2.10. Se G é um grupoide topoldgico, entio G° € fe-

chado em G se e somente se G é Hausdorff.

Demonstragdo. (=) Suponha G° fechado. Para provar que G é
Hausdorff, basta provar que o limite de uma net é tnico. Seja
{gr}rea uma net em G, e suponha que gy — h e gy — f. Por
continuidade, gylgx — k™! f. Mas note que para qualquer ),

g3 gr =s(gx) € G°,

e como este tltimo é fechado, h''f € G°. Usando agora Lema
1.1.5(6), temos

Wf =x(W ) =B =W,
e o cancelamento garante que f = h.
(<) Suponha G Hausdorff e seja {g } xea uma net em G° que

converge para g € G. Como s é continua, gy = s(gx) — s(g) €
G°. Pela unicidade do limite, g = s(g), e logo G° é fechado. O

Proposicao 1.2.11. Se G° é Hausdorff, entio G2 € fechado em
gxg.

Demonstragdo. Seja (ay, Bx)rea uma net em G2 que converge

para (a, 8) € G x G. Note que, por causa da topologia induzida,
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ay = a e 8y — B. Por continuidade de r e s, temos que
s(ax) = s(a) e r(Br) = r(B).
Mas note que como (ay,Bx) € G2, s(ay) = r(By). Assim,

pela unicidade do limite em Go,
s(a) = lim s(ay) = lim r(8y) =x(B)
A—00 A—00

de modo que (o, B) € G2. O

1.3 Grupoides étale

Quando se trabalha com C*-4lgebras de grupos e grupoides,
precisamos definir uma integracao nos mesmos, e isso se faz com
a chamada medida de Haar. Passa-se o fato de que quando o
grupo ¢ discreto, a medida de Haar é a medida de contagem, o
que simplifica em muito nosso trabalho. O analogo de um grupo

discreto é um grupoide étale.

Observagao 1.3.1. Nesse trabalho, diremos que uma funcao f :
X — Y é um homeomorfismo local se cada x € X possuir uma
vizinhanga aberta U de modo que f(U) é aberto em Y e a res-

tricdo f|ly : U — f(U) é um homeomorfismo.

Definigao 1.3.2. Um grupoide topoldgico é dito ser étale se o

mapa r : G — G é um homeomorfismo local.

Note que exigimos que o contradominio seja G e ndo apenas
GO com a topologia relativa. Esse detalhe é sutil, mas garante o

seguinte resultado.
Lema 1.3.3. Se G € um grupoide étale, G° ¢ aberto em G.

Demonstracio. Paracada g € G, escolha um aberto U, contendo
g de modo que r : Uy, — r(Uy) é um homeomorfismo sobre um
aberto. Entao G° = {J .o r(Uy) é aberto. O
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Exemplo 1.3.4. Todo grupoide discreto é étale. De fato se G
é um grupoide discreto, todo g € G possui uma vizinhanga {g}

de modo que

r:{g} = {9g"}

é um homeomorfismo. 4

Exemplo 1.3.5. O grupoide do Exemplo 1.2.8 é étale: r é um
homeomorfismo de Z(u,v) em Z(u, ). Como os abertos Z(u,v)
sao abertos basicos da topologia, isso garante que r é um home-

omorfismo local. <

Exemplo 1.3.6. O grupoide de Deaconu-Renault do Exemplo
1.1.16 é étale sempre que a acao de S em X é um homeomorfismo
local.

Considere (zo,t,y0) € G, escolha U vizinhanca de zy e V
vizinhanga de yy de modo que y — ¢ - y é homeomorfismo de V
em t-V. Considere W :=UNt-V, que é um aberto nao vazio
pois g € W. Finalmente, defina seja V' := V N —t - W aberto,

e note que
r: Z(W,t, V') = Z(W,0,W)

¢ um homeomorfismo. <

A Observagao 1.1.4 nos garante que num grupoide étale a
funcdo s também é um homeomorfismo local, pois é a com-
posicao de r com o homeomorfismo inversao. Isso nos garante

que a seguinte defini¢ao faz sentido.

Definicao 1.3.7. Um subconjunto B de um grupoide étale é
chamado de bissecao se existe um aberto U contendo B tal que

r:U —r(U)es:U— s(U) sao homeomorfismos.
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Os resultados a seguir serao usados no iltimo capitulo desse
trabalho.

Lema 1.3.8. Seja G um grupoide étale Hausdorff seqgundo-con-

tdvel. Entdao G possui uma base enumerdvel de bissecoes abertas.

Demonstragao. Seja {gn }nen um subconjunto denso enumeravel
de G. Para cada g,, escolha uma base de vizinhangas abertas
{Un,itien € {Vii}tien de modo que r : U,; — r(U,;) e s :

Vn.i = s(V,,;) sejam homeomorfismos. Note entdo que
{Unﬂ‘ N Vn,i ‘n,1 € N}

é uma base enumeravel de bisse¢oes abertas. O

Lema 1.3.9. Se G é um grupoide étale Hausdorff e x € G°,

entdo os conjuntos G, e G* sdo discretos na topologia relativa.

Demonstra¢do. Para cada v € G¥, escolha uma bisse¢do aberta
U, contendo ~. Claramente temos {y} C U, N G*. Para provar
que {y} 2 U, NG", suponha que exista um y # y pertencente a
U,NG?. Como G é Hausdorff, existiriam abertos A,, A, C U,
separando v e y. Porém, como r é um homeomorfismo local
em U, terfamos que r(A,) e r(A,) sdo abertos disjuntos, o que

claramente néo ocorre pois « € r(A4,) Nr(4,). Segue que
fh=U,ng"

é um aberto em G e logo G¥ é discreto.

O argumento é anélogo para G, trocando r por s. O

Proposigao 1.3.10. Se G é um grupoide topolégico primeiro-
contavel e r € uma aplicacdo aberta, entao a multiplicagcao é
uma aplicacdo aberta. Em particular, se G é étale, entdo a mul-

tiplicagcdo € aberta.
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Demonstragao. Sejam U,V abertos em G e tome («, ) € (U %
V)NG?. Fixe uma sequéncia {g; }ien convergindo para af3. Que-
remos mostrar que a sequéncia eventualmente pertence a UV

Seja {Up, }neny uma base abertos contendo «, que podemos to-
mar decrescente e contida em U. Como r é aberta, cada r(U,)
é um aberto contendo r(«a). Como g; — «af, entdo por conti-
nuidade, r(g;) — r(af) = r(a). Assim para cada n € N, existe
um i, tal que r(g;) € r(U,) sempre que i > i,. Isso nos per-
mite tomar uma subsequéncia {g}, }nen de {g;}ien de modo que
r(g,) € x(U).

Usando imagem inversa, temos que existe uma sequéncia
{an}nen de modo que a, € U, e r(ay,) = r(g),). Logo, o — a.
Segue que a;lg, — ataf = 3. Assim existe um N € N tal que
a;lgl € V paran > N. Assim,

9y = an(a;}g;) evv
sempre que n > N, o que garante que a sequéncia original g,
eventualmente estd em UV.

No caso G étale, r 6 um homeomorfismo local, e logo uma

aplicacao aberta. O






2 Semigrupos Inversos

Esse capitulo serve como uma breve introducao aos semigru-
pos inversos e apresenta o maquinario algébrico que usaremos

no Capitulo 4.

2.1 Definigdes e exemplos

Lembramos que um semigrupo é um conjunto S munido de
uma operacao bindria associativa, que serd denotada por conca-

tenacao. A notagao de poténcia indica concatenacoes repetidas.

Defini¢ao 2.1.1. Um semigrupo inverso é um semigrupo S tal
que para cada elemento s € S existe um 1nico elemento s* € S
tal que

ss*s=s e s*ss*=s". (2.1)
A fungéo s — s* é chamada de involucdo.

Exemplo 2.1.2. Todo grupo é um semigrupo inverso, com in-

volucao dava pela inversao. q

Exemplo 2.1.3. Seja X um conjunto nao vazio. Considere
Z(X) o conjunto de todas as bije¢oes parcialmente definidas em
X, ie.,

I(X):={f:A— B: A BCX,f bijetora}.
Nesse conjunto, consideramos a operagao de composi¢ao com

dominio sendo o maior conjunto possivel. Assim, dadas f,g €
Z(X)com f: A— B,g:C — D, temos

gf : fHBNC) = g(BNO),
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possivelmente resultando na fungao vazia. Definimos a involugao
como f* = f1. Com essas operagoes, Z(X) é um semigrupo

inverso chamado de monoide inverso. <

O Teorema de Vagner-Preston, conforme [Paterson 1999, Pro-
posicao 2.1.3], garante que todo semigrupo inverso é isomorfo a

um subsemigrupo inverso de um monoide inverso.

Defini¢do 2.1.4. Seja S um semigrupo inverso. Denotamos o

conjunto de seus elementos idempotentes por

E(S):={ecS:e*=¢}.

Exemplo 2.1.5. Para qualquer s € S, temos que ss* é idem-

potente, pois

(55%)? = (s5%s)s* = ss™.

Analogamente, s*s é idempotente. <

Proposigao 2.1.6. Dado um semigrupo inverso S, vale que:
(1) SeseS, (S*)* =s.
(2) Seee E(S), e* =e.
(3) See, f € E(S), ef = fe.

(4) E(S) € fechado por concatenagdo.

(5) Parae € E(S), s€ S, vale que s*es € E(S).

(6) Ses,t €S, entao (st)* =t*s*.

Demonstragao.
(1) Por simplicidade, denote s** = (s*)*. Entéo

kkk ok * kk ko skk ko

sSsS § =S e s s S =S

que é a equacdo (2.1), com s trocado por s**. Por unicidade,

s = s**.
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(2) Como e € E(S), entdo e = ee, e sendo assim, e = eee, €
por unicidade, e = e*.
(3) Sejam e, f € E(S), defina g = f(ef)*e. Assim,

9° = flef)eflef) e = flef)*e=g.
Logo, g € E(S), e mais que isso, usando a idempoténcia de e e

I
glef)g = flef) eefflef) e = flef)ef(ef)'e=g e
(ef)glef) =eff(ef) eef =ef(ef)ef =ef.
Assim, (ef)* = g = ¢g*. Aplicando a involugdo e usando (1),
temos ef = g € E(S). Repetindo o argumento acima trocando
e e f de posigao, temos que fe € E(S). Assim, usando a idem-
poténcia de e, f, ef e fe, temos
ef(felef =efef=ef e felef)fe= fefe= fe

e logo ef = (fe)* = fe, como desejado.

(4) Se e, f € E(S), por (3) sabemos que ef = fe, de modo
que

(ef)? =efef=ceff =ef

e segue que ef € E(S).

(5) Usando que ss*,e € E(S) comutam, temos que

255*s = s*es,

(s*es)? = s*ess*es = s*e
e segue que s*es € F(S).
(6) Note que para t,s € S temos que s*s, tt* sdo idempoten-
tes e portanto comutam. Segue que
(t*s™)st(t*s™) = t*tt* s ss* = t*s™.
Uma conta andloga mostra que st(t*s*)st = st. Por unicidade
t*s* = (ts)*. O
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Lema 2.1.7. Seja & um semigrupo inverso. Para quaisquer
e € E(S) es €S existem f,h € E(S) tais que

es=sf
se = hs
Demonstragdo. Considere f = s*es, que é idempotente pela

Proposigao 2.1.6. Entao, como idempotentes comutam,
sf =s(s"es) = (ss™)es = e(ss")s = es.
A outra igualdade é obtida fazendo h = ses™. O

Outras caracterizacoes de semigrupo inverso podem ser apre-

sentadas. Para isso temos a seguinte definicéo.

Defini¢do 2.1.8. Um semigrupo regular é um semigrupo S tal

que para todo s € S existe um ¢t € S tal que
sts=s5 e tst=t.

Nesse caso dizemos que t é um inverso de s.

Teorema 2.1.9. Um semigrupo S é um semigrupo inverso se
e somente se € um semigrupo regular mo qual quaisquer dois

idempotentes comutam.

Demonstragao. (=) Claramente, um semigrupo inverso satisfaz
a definigao de ser regular. A Proposicao 2.1.6(3) garante que os
idempotentes comutam.

(<) Seja & um semigrupo regular tal que os idempotentes
comutam. Fixe um s € S e considere u,v € S inversos de s.
Vamos mostrar que u = v. Note que (us)? = usus = us e
(vs)? = vsvs = ws, logo sdo idempotentes. Analogamente, su
e sv também sao idempotentes. Usando a comutatividade dos

idempotentes, temos
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u=usu = u(svs)u = (us)(vs)u = (vs)(us)u =
= (vs)(usu) = vsu = (vsv)su = v(sv)(su) = v(su)(sv) =
= v(sus)v = vsv = v,

como desejado.
Agora, para cada s € S, seja s* o tinico inverso de s. Com

essa involugdo, S torna-se um semigrupo inverso. O

2.2 Ordem parcial

Definigao 2.2.1. Seja S um semigrupo inverso. A relacdo < é
dada por s < t se e somente se existe um idempotente e tal que

s =te.

Lema 2.2.2. Seja < a relagdo definida anteriormente. Entdo

sao equivalentes

Demonstragio. (1) = (2). Suponha s = te para e idempotente.
Pelo Lema 2.1.7, existe f € E(S) tal que te = ft e o resultado
segue.
(2) = (3). Se s = ft para f € E(S), a Proposicao 2.1.6
mostra que s* = (ft)* = t*f* = t*f, e por definicdo, s* < t*.
(3) = (4). Seja s* = t*e parae € E(S). Tomando involugao,
temos s = et e por idempoténcia, es = e¢’t = et = s. Como

idempotentes comutam, ss*e = ess* = ss*. Finalmente,

s =ss*s = ss"et = (ss™e)t = ss™t
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(4) = (5). Se s = ss*t, pelo Lema 2.1.7, existe e € E(S) tal

que s = te. Mas nesse caso se =te> =te=s, e logo
s = ss"s =tes*s = ts*se = ts”s.

(5) = (1). Imediato da defini¢ao. O

Definigao 2.2.3. Seja (P, <) um conjunto parcialmente orde-
nado. Um ideal ordenado de P é um subconjunto @ C P que

satisfaz a condigao de que = < y com y € @ implica que = € Q.

Proposigao 2.2.4. Seja S um semigrupo inverso.
(1) A relagao < é uma ordem parcial em S.
(2) Para e, f € E(S) temos que e < f se e somente se e =
ef = fe.
(3) Ses<teu<w entio su < tv.
(4) Se s <t entao s*s < t*t e ss* < tt*.
(5) E(S) € um ideal ordenado de S.

Demonstragao.
(1) De s = s(s*s) temos s < s para qualquer s € S e temos
a reflexividade. Se s <t et < s, usando o Lema 2.2.2 te-
mos s = ss*t et = tt*s. Assim, usando a comutatividade

dos idempotentes
s =ss"t =ss"tt s =tt*ss* s =tt*s =1t
temos a antissimetria. Finalmente se s < tet < u, temos
s=teet=uf parae, f € E(S). Obtemos entao,
s=te=ufe.
Como ef € E(S) pela Proposi¢ao 2.1.6(4), s < u por
defini¢ao e provamos a transitividade.

(2) (=) Se e < f temos que existe u € E(S) tal que e =

fu. Como idempotentes comutam, fe = ffu = fu =
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eeef = fe = e (<) Da igualdade e = fe segue
imediatamente que e < f.

(3) Se s < tewu < v entdo existem e, f € E(S) tais que
s =teeu=uvf. Pelo Lema 2.1.7, existe ¢ € E(S) tal

que ev = vi. Assim, temos
su =t(ev)f = tvif,

ou seja, su < tv, uma vez que if € F(S) pois o conjunto
dos idempotentes é fechado por concatenagao.
(4) Sejam s,t € S tais que s < t. O Lema 2.2.2 garante que
s* < t*, e por (3) provada acima, s*s < t*t e ss* < tt*.
(5) Sejam s € S e e € E(S) tais que s < e. Entdao s = ef
para algum f € E(S). Pela Proposigao 2.1.6(4), s €
E(S).
O

Definicao 2.2.5. Um semirreticulado com infimo é um con-
junto parcialmente ordenado no qual todo par de elementos pos-
sui um infimo. Se a e b sao elementos do semi-reticulado, deno-

tamos seu infimo por

a Ab = inf{a,b}.

Proposicao 2.2.6. Seja S um semigrupo, e considere (E(S), <)
como um conjunto ordenado. Entdo E(S) é um semirreticulado

com infimo dado por

eNf=ef.

Demonstragio. Note que trivialmente e(ef) = ef e por comu-
tatividade, f(ef) = eff = ef; segue que ef < eeef < f.
Suponha que ¢ € F(S) seja tal que ¢ <e, i < f. Entdo ei =i e
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fi=1. Logo,
(ef)i=ce(fi)=ei=1

o que prova que i < ef. Assim, ef satisfaz a condicdo de ser

maior cota inferior. O



3 C*-3lgebras de Grupoides

Assim como com grupos, a partir de um grupoide podemos
criar duas C*-algebras, a cheia e a reduzida. Nesse capitulo
apresentamos essas construcoes.

A menos de mencgao em contrario, nesse capitulo todo gru-
poide serd um grupoide étale localmente compacto Hausdorff

segundo-contavel.

3.1 Algebra de convolucao

Considere G um grupo e f,g : G — C. Queremos definir o
produto de convolugao de f e g calculado em um elemento s € G
usando a seguinte férmula

(f*9)s) =) f(r (3.1)
reG

Note que essa férmula faz sentido quando podemos atribuir
um valor ao somatério do lado direito. Caso nosso grupo seja
finito, isso sempre acontece. Ja se o grupo for discreto, podemos
exigir que f e g sejam diferentes de zero apenas em um conjunto
finito de elementos de G. No caso mais geral, com G um grupo
topolégico e usando a medida de Haar, o produto faz sentido
quando f e g possuem suporte compacto.

Enxergando (3.1) sob outra 6tica, podemos descrever essa
soma como sendo a soma de todos os produtos f(a)g(b) com
a,b € G que satisfacam ab = s. Essa descricao é a usada para

definir o produto de convolugao em grupoides.

Definigao 3.1.1. Seja G um grupoide e f,g € C.(G). O produto
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de convolugao de f e g, calculado em v € G vale
(o,B)€G?

(fra)M =Y. fl@g(B), (3.2)

af=y
em que o somatorio é definido como sendo zero quando nao exis-

tirem « e (3 satisfazendo a condigao af = .

Por questdes estéticas, colocaremos a condicio (o, 3) € G2

acima do simbolo de somatorio.

Proposicao 3.1.2. Seja G um grupoide. Se f,g € C.(G) e
v € G, o conjunto

{(,8) € % af =7 e f(a)g(B) # 0}

é finito. O espago vetorial complexo C.(G) é uma x-dlgebra com

multiplicacdo dada por (3.2) e involugdo dada por
fr)=r0h).

Além disso vale que supp(f * g) C supp(f)supp(g).

Demonstragao. Note que se a, 3,7 € G com aff = v entao
r(y) = r(a) e s(y) = s(B). Logo, a € G* e 3 € Gs(y)- O
Lema 1.3.9 nos garante que estes conjuntos sao discretos. Assim,
G*™ Nsupp(f), bem como Gs(y) Nsupp(g), € a intersegao de um
conjunto discreto com um conjunto compacto, sendo portanto

finito. Observando que o conjunto do enunciado esté contido em

(gr(v) N supp(f)) X (gs(’y) N SUPP(9)>’

segue sua finitude. Esse fato garante a boa definigao do produto
de convolugao dado por (3.2).

Se v € supp(f * g), entdo deve existir uma net {y)}rea tal
que vx — v e (f xg)(yx) # 0 para todo A € A. Essa tltima

condicao nos permite encontrar nets {ay}aca, {Bx}aeca tais que
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by = 1 e flan),g(Bn) # 0. Note entio que {arhen C
supp(f) e {Br}trea C supp(g). Como os suportes de f e g sao
compactos, passando para uma subnet e renomeando os indices,
segue que as nets {ay faca € {Br}rca convergem, digamos, para
a e . Por definicdo, temos que « € supp(f) e S € supp(g).

Mais ainda, como a multiplicacao é continua,
v =limvyy = limay ) = limay lim 8\ = af.

Disso segue que supp(f * g) C supp(f)supp(g)-

Relembrando a Observagao 1.1.8, temos que supp(f) supp(g)
é a imagem da operagao de multiplicacao aplicada no conjunto
(supp(f) x supp(g)) N G2. Como G é Hausdorff, G° também o é;
segue da Proposicao 1.2.11 que G2 é fechado. Agora, (supp(f) x
supp(g))NG? é a intersecao do compacto supp(f) x supp(g) com
o fechado G2, sendo portanto compacto. Segue da continuidade
da multiplicagdo que supp(f)supp(g) é compacto. Finalmente
supp(f * g) é um compacto, pois é fechado contido em um com-

pacto.

Dai segue a boa definigao do produto de convolugao em C.(G).
A involugao também estd bem definida, uma vez que para f €
C.(G), supp(f*) = i(supp(f)) permanece compacto, uma vez
que é a imagem de um compacto pela inversao. Verificar que
C.(G) forma uma *-algebra é exercicio de rotina. Vejamos,
por exemplo, que esse produto é associativo. De fato, dadas
fig,h € C(G), e v € G, usando a associatividade do produto

em G temos

((fxg)=h)(v) = D (f*g)(@)h(z) =

az=y

= Z <Z f(x)g(y)) h(z) = Z Z f(@)g(y)h(z) =

az=vy \rTy=o az=vy rY=a
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= Y f@gwh(z) = f@) | D 9wh(z) | =

TYz=" zf= yz=p

= > f@)(g*n)(B) = (f* (g h)().
zf=y
O

Lema 3.1.3. Seja G um grupoide. Entdo
C.(G) = span{f € C.(G) : supp(f) € uma bissegio}.

Demonstragao. Seja f € C.(G). Sabemos que G possui uma
base de bissecoes abertas, pelo Lema 1.3.8. Como em particular
essa base de abertos cobre o compacto supp(f), podemos extrair
uma subcobertura finita do mesmo, digamos {U;}, i =1,...,n.
Como supp( f) é compacto e Hausdorff, também é paracompacto.
Por [Dugundji 1966, VIII, Teorema 4.2], existe uma partigao da
unidade subordinada & cobertura {U;}"_;, isto é, um conjunto

de fungoes continuas h; : G — [0,1],4i =1,...,n tais que

=1

no suporte de f e supp(h;) C U;. Considerando o produto pon-

tual f; = f-h;, i =1,...,n, temos que

F=Y"F
i=1

e supp(f;) € U; é uma bissegao, como desejado. O

Lema 3.1.4. Seja G um grupoide. Se U,V C G sao bisse¢des
abertas e f,g € C.(G) satisfazem supp(f) C U e supp(g) C V
entdo supp(f * g) CUV e para v = af € UV, temos

(f x9)(v) = f(a)g(B).
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Além disso, vale que C.(G%) é uma -subdlgebra de C.(G).

Demonstragao. Como supp(f) C U esupp(g) C V, a Proposicao
3.1.2 nos garante que supp(f * g) C supp(f)supp(g) C UV.
Também, a demonstracao dessa mesma proposi¢ao nos diz que

o conjunto

A={(pv) € Gy =7e f(u)g(v) # 0}
é finito e estd contido em
(gr(” n U) X (Qs(v) n V)

Como U é bissegao, r restrita a um subconjunto de U é bi-
jetora, assim G N U = r'(r(y)) NU é um conjunto unitério.
Da mesma forma, s restrito a um subconjunto de V' é bijetora e
Gy NV =s7(s(y)) NV ¢ unitdrio.

Comoy = af € UV, temos que A C {(a, §)}. Na férmula da
convolugao (3.2), a soma do lado direito ndo é nula exatamente

quando A = {(a, 8)}, logo temos

(f x9)(v) = f(a)g(B).

Os Lemas 1.3.3 e 1.2.10 garantem que G° é aberto e fechado
em G. Assim, dada f € C.(GY), podemos estendé-la de ma-
neira continua para f € C.(G), bastando defini-la como sendo

zero fora de GY. Logo, segue que C.(G") é uma x-subdlgebra de

C.(G). O

Coroldrio 3.1.5. Seja G um grupoide. Sejam f,g € C.(G) e
h € C.(G°) tais que o suporte de f € uma bisse¢io. Entdo valem
as segquintes afirmagoes:
(1) f** f € C.(GY) possui suporte contido em s(supp(f)) e
para todo v € supp(f),

(f* = Hs() = IF (P
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(2) f* f* € C.(G°) possui suporte contido em r(supp(f)) e
para todo v € supp(f),
(f = f)E() = [F(NP
(3) para todo v € G,

(h*g)(v) = h(x(7))g(7), (g*h)(v) = g()h(s(v)).

(4) se G° é compacto, entdo 1go € a unidade de Co(G).
Demonstragao. (1) Note que pela Proposigao 3.1.2,

supp(f* * f) C supp(f) supp(f) =
= (supp(f))™" supp(f) = s(supp(f))-
Como s(supp(f)) é subconjunto de G°, f**f € C.(G%). Mais
que isso, se v € supp(f) entao
s(v) =7 € supp(f*) supp(f).

Aplicando o Lema 3.1.4, temos que

(f** s = () = F (D)D) = [F)P,
como desejado.
(2) Anélogo a (1).

(3) Para v € G, (h*g)(v) = Xp=y Ma)g(B). Como o

suporte de h estd em G°, podemos assumir que o € GY. Mas

2

isso nos garante que a® = «, de modo que

v=af =aaf =ay,

e multiplicando por inversos, a = yy! = r(v). Dai, cancelando
a unidade, obtemos v = vy '8 = 8. Logo, o somatério se resume

a Unica parcela

(hxg)(v) = h(x(v)g (7).

O caso g * h é anélogo.
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(4) Pelos Lemas 1.3.3 e 1.2.10, G° ¢ aberto e fechado em G.
Logo 1go é continua e pertence a C.(G%). Considere | € C.(G)
ey € G. Pelo item (3),

(Lgo x1)(7) = Dgo(x(M(y) =1-U(y) =1(7) e
(LxLgo)(v) = U()Lgo(s(v)) = U(v) - 1 =1(7),

provando o enunciado. O

Observagao 3.1.6. Note que, nas condigoes e notagao do corolario
anterior, mostramos que f* * f tem suporte em G°. Assim se
a € GO, temos que a = s(a) e logo

(f** (@) = (f** f)(s(a)) = | f()]*.

Tomando o supremo sobre todos os & € G°, obtemos a igualdade
£ * Flloo = 1115

Corolario 3.1.7. O produto de convolu¢io em C.(G°) reduz-
se ao produto pontual, de modo que C.(G®) é uma x-subdlgebra
comutativa de Co(G).

Demonstragdo. Dadas g, h € C.(G°), o Lema 3.1.4 permite en-
xergar g € C.(G), de modo que o Corolario 3.1.5(3) se aplica.
Para v € G, temos que

(hxg)() = h(x(v)g(7)-

Se v ¢ G° g(v) = 0 implica (h * g)(y) = 0. Se v € G°, entdo

v = r(y) e logo (h*g)(y) = h(y)g(y). O mesmo vale para
g *h. O
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3.2 A C*-dlgebra cheia

Proposicao 3.2.1. Seja G um grupoide. Para cada f € C.(G),

existe uma constante Ky > 0 tal que

(NI < K¢

para qualquer representacao w: Co(G) = B(H) de C.(G) em um
espago de Hilbert H. Se o suporte de f € uma bisse¢do, podemos

tomar Ky = || f|loc-

Demonstragao. Seja f € C.(G). Usando o Lema 3.1.3, podemos

escrever
=3 f (3:3)
i=1

para algum n € N* | com supp(f;) uma bissegdo para todo i =
1,...,n. Como supp(f;) é um subconjunto fechado do compacto
supp(f), ele préprio é compacto, de modo que || f;||o € finito para
cada i. Defina Ky =>"" | | filloo-

Considere 7 : C.(G) — B(H) uma representacao arbitraria.
Como visto em [Murphy 1990, Teorema 2.1.7], para h € C.(G°)
vale que o espectro de m(h) estd contido no espectro de h, de

modo que
7RI < [|lloos Y h € Ce(G°).

Agora, pelo Corolario 3.1.5, fF x fi tem suporte em G° e
pela Observacdo 3.1.6, || f/ * filleo = || fill%, para qualquer i =

1,...,n. Assim, pela identidade da C*-norma, temos

Iw(f)ll? = llw(fo) m(fo)ll = lm(f = Fll < WL+ filloo = 15312
Segue disso ||7(fi)]| < ||filleo para cada i. Finalmente, aplicando

a desigualdade triangular,
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=i

<l ()l < 3 il = K.
=1 i=1

Se f tem suporte numa bissegao, sé existe um termo na soma
(3:3), € Ky = || flloo- O

<

le Ol = = (320, 7:)

Teorema 3.2.2. Seja G um grupoide. Entdo existe uma C*-
dlgebra C*(G) e um x-homomorfismo ¢ : C.(G) = C*(G), cuja
imagem € densa em C*(G), tal que, para qualquer representagdo
m: C(G) — B(H), existe uma representagao ¢ : C*(G) —
B(H) que satisfazpor=m. A C*norma ||-|| de C*(G) satisfaz

7 (O < Me(HI
para toda f € C.(G), e toda w representacao de C.(G).

Demonstrag¢ao. A proposicao anterior mostra que, para cada f €

Ce(9),
{|l=(f)|| : * é uma representagdo de C.(G)}

¢ um conjunto limitado superiormente por Ky. Também é nao
vazio por causa da representacdo nula, entao podemos tomar o

supremo sobre esse conjunto. Defina p : C.(G) — [0, 00) por
p(f) =sup{||=(f)| : m é uma representagao de C.(G)}.
Note que para qualquer f € C.(G) e qualquer representagio
7w C.(G) — B(H), temos que a fungao f — |7(f)] é uma
s-seminorma. Como o supremo se comporta bem com desigual-

dades e produtos, segue que p também é uma *-seminorma.

Disso segue uma construgdo padrao em C*-dlgebras: consi-
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deramos o ideal fechado autoadjunto

N :={f € C.(G): p(f) =0},

e definimos C*(G) como sendo o completamento do quociente
C.(G)/N com relacao & norma induzida por p, que serd denotada

por [||-]. Além disso, definimos o *-homomorfismo
t:C(G) = C*(9)
f=11]

como sendo a inclusdo candnica de C.(G) em C*(G). Agora,
se T : C.(G) — B(H) é uma representagdo e f € C.(G) é ar-

bitraria, como p é o supremo sobre as normas de todas as repre-

sentacaosentacoes,
(A< p(F) = LA = MeCHUl-
Em particular, se ||[f]|| = 0, entdo ||x(f)| = 0 garante que

7(f) = 0 de modo que N é mapeado no subespago nulo de B(H).
Segue dai que podemos passar m para o quociente C.(G)/N.

Denote por
Y C*(G) = B(H)
[f] == (f)

essa extensao para o quociente. Pelo paragrafo anterior,

(DI < M-

Logo 1 é uma funcao linear limitada que satisfaz ¥ or = 7. Mais

que isso, como 7 é uma representagao, vale que

U([f1lg]) = ©([f9]) = 7(fg) = 7(f)m(g) = L([SD)e(lg])
bem como ¥([f*]) = ¥([f])*. Assim, ¢ é de fato uma repre-

sentagao. O
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Note que em nenhum momento garantimos que ¢ é injetora.
Apesar disso, iremos considerar C.(G) estando contido dentro

de C*(G) da mesma forma.

Exemplo 3.2.3. (Ac¢do de grupo). Sejam X um espago com-
pacto Hausdorff e G um grupo discreto agindo em X, e considere
o grupoide G = G x X como no Exemplo 1.1.12. Denote por e a
unidade do grupo e dado g € G, seja X, := {g} x X. Como X é
compacto, temos a igualdade C(X) = C.(X) = Cp(X) = Cp(X).
Note que as fungoes
Ug = ]1xg, geG

sao elementos de C.(G). Lembrando que G° = X, ~ X, temos
uma inclusao 7 : C(G°) ~ C(X) — C.(G) dada por

f(z), seg=e

0, se g#e
que consiste em estender f como sendo zero fora de G°.

Para f € C(X) e g € G, vale que
Uy *7(f) % Ug) (hyx) = Y Tx, (@)r(f)(BT%,(v)  (34)

apy=(h,z)

m(f)(g, %) =

para (h,z) em G. Note que 7(f)(8) é ndonulo somente se § =
(e,y) para algum y € X. Para que 1y, (a) seja nao nulo, temos
que a = (g, w) para algum w € X. Por fim, para que ]l}g ()
seja nao-nulo, devemos ter v = (g, 2) para algum z € X. Dessa

forma, calculando o produto

afy = (g, w)(e,y)(g ', 2) = (e, 2).

Além disso, para que possamos calcular esse produto devemos
ter y = g''z. Igualando esse produto a (h,z), temos que z = x

e h = e. Logo, o produto U, * 7(f) * U; s6 é ndo nulo quando
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h = e e nesse caso

(Ug*m(f) x Uy) (e;x) = w(f)(e,y) = f(y) = flg™x).  (3.5)

Além disso, veja que para (h,z) € G, temos

Uy Ug)(hox) = > 1x, ()%, (B).
ap=(h,z)

Novamente, os termos nao-nulos no lado direito da equacao acima
s6 ocorrem se a = (g,y) e B = (g7',2) para y,2 € X com
y = g'z. Nesse caso, aff = (e,2) = (h,z). Assim, Uy x Uy
vale 1 em qualquer elemento da forma (e, x), o que nos permite

escrever

UgxUy =1x,, (3.6)
que ¢ a identidade em C.(G). De modo andlogo, mostra-se que
Uy * U, = 1x,. Logo, para qualquer g € G, U, € C.(G) é
unitario e temos que

U:G— C.(G)

g— U,

é uma representagao unitaria.

Vamos usar essas equagdes para provar que C*(G) é isomorfo
a um produto cruzado.

Um C*-sistema dindmico é uma tripla (4, G, a) com A uma
C*-dlgebra, G um grupo localmente compacto e a : G — Aut(A)
um homomorfismo. Uma representacido covariante desse C*-
sistema dindmico é um par (7,U) com 7 uma representagio de

A em um espaco de Hilbert H e g — U, é uma representacao

unitaria do grupo G no mesmo espago H tal que

Ugm(a)Ug = m(ag(a))

para quaisquer g € G, a € A.
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Definindo
a: G — Aut(C(X))

como ay(f)(z) = f(g'z), (C(X),G,a) forma um C*-sistema
dindmico.

Como C¢(G) é denso em C*(G), podemos estender 7 ¢ U por
continuidade para representagoes 7 : C(X) = C*(G) e U : G —
C*(G). As equagoes (3.5) e (3.6) nos dizem que

m(og(f)) = Ugx(f) * Uy,
de modo que (7,U) é uma representagio covariante de (C(X),
G, a) em C*(G).
Como visto em [Davidson 1996, Capitulo VIII], temos que

essa representacdo covariante (m,U) déd origem a uma *-repre-
sentacao m x U : C(X) x4 G — C*(G) que satisfaz

finita finita
XU Z fo9| = Z m(f9)Uy,
9g€eg geg

com C(X) X4 G sendo o produto cruzado. O subconjunto C..(G,
C (X)), que é denso no produto cruzado, pode ser pensado exa-
tamente como o conjunto das somas finitas Zggg% fg9, em que
fq € C(X) para cada g.

Além disso, estamos no caso em que C(X) é unital e G é

discreto. Assim, existem inclusoes canonicas
i:G— C(G,C(X)) j:C0(X)— C.(G,C(X))
g—1xg f— fe.

Por continuidade, essas inclusoes podem ser estendidas para
o produto cruzado C(X) x, G.
Para f € C.(G) e g € G, defina a funcao f, € C(X) por

fo(x) = f(g,x). Assim, usando as inclusoes candnicas, podemos
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definir o *-homomorfismo
¥ :Ce(G) = C(X) X0 G
fe > ityilg)
geG

Pela propriedade universal da C*-dlgebra cheia, existe um
s-homomorfismo ¢ : C*(G) — C(X) x4 G tal que ) o1 = 1.

Vamos mostrar que ¢ é a inversa de m x U. Para isso, basta
mostrar em subconjuntos densos de C*(G) e de C'(X) x4 G.

Para f € C(X) e g € G, podemos considerar fg € C.(G,
C(X)) e temos

Yo (mxU)(fg) =4 (m(HUy) =Y i(m(f)n)i(Ug)n)i(h).
heG

Como o termo (Ug);, s6 é diferente de zero quando g = h e nesse

caso (Uy), = 1, entdo o somatério se reduz a

Yol (rxU)(fg)=jm(fg)ilg) = fg.
Por outro lado, para h € C.(G), temos que

(mrxU)op(h) = (xxU) | > ilhg)ilg) | =Y m(hg)U,.

9eG geG
Note entdo que supp(hy) C X, de modo que w(hy)U, = m(hy).

Como h =3 o™
1(h) = h. Com isso provamos que ¢ e m X U sdo inversas uma

da outra e obtemos C*(G) = C(X) x4 G. N

7(hg), a equagdo acima nos diz que (7 x U)o

Exemplo 3.2.4. (Matrizes). Considere o grupoide R do Exem-
plo 1.2.8. Para cada n € N* e cada par u,v € X", defina

Hn(u,v) = ]]-Z(u,v) € C(’(R)
Note que para n € N*, u,v € X" e (z,y) € R, temos

Hn(u7v)*(x7y) = Gn(u,v)(y,x) = ]IZ(u,U)(yv:r) = ]IZ(u,v)(ya ‘T)
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pois temos uma funcao a valores reais. O valor dessa fungao esta
condicionado a (y,z) pertencer ou nao a Z(u,v). Mas (y,z) €

Z(u,v) é equivalente a dizer que (z,y) € Z(v,u). Sendo assim,
11Z(u,v) (y> .’17) = ]IZ(v,u) (SC, y>7
o que nos dé a igualdade 6, (u,v)* = 6, (v, u).

Além disso, se n € N*, w,v,w,z € X" e (x,y) € R sabemos

que
(en(ua U) * Qn(w,z))(x,y) = Z IlZ(u,v)(O[)]1Z(w,z) (B)
ap=(z,y)
Para que af = (z,y) deve existir um r € X tal que a =

(x,7), B = (r,y). Note que o lado direito da equagéo acima s6
¢ diferente de zero quando 1z, ) (z,7) = 1 € Lz, (r,y) =1,
o que nos diz que v = 7 ,) = w e além disso, (z,y) € Z(u, 2).
Usando a notagdo 4, para representar o delta de Kronecker,

podemos entao escrever

O (u,v) * 0, (w, 2) = 8y w0 (u, 2). (3.7)

Note que, como as palavras u,v € X sao sequéncias de zeros
e uns, podemos pensa-los como representacao em base binaria de
ndmeros naturais. Sendo assim, o conjunto das fungées {6,,(u, v) :
u,v € X™} se comporta exatamente como a base canonica das
matrizes de dimensao 2. De fato, seja {Em}?"]:l a base canonica
de M (C). Sabemos que para i,j,k, £ € {1,...,2"} vale a igual-
dade

Ei jEpe =01y,
que é andloga a equacgao (3.7).
Definindo

A, = span{0, (u,v) : u,v € X"}
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temos o isomorfismo
"ll) : An — Mgn ((C)
Z au,ven(uv ’U) = [auﬁv] :

Note que por definigao

Z(u,v) = Z(u0,v0) U Z(u0,vl) U Z(ul,v0) U Z(ul,vl).
Porém Z(u,v)NZ(ui,vj) = 0 sempre que 4, j € {0,1} com i # j.
Entao concluimos que

Z(u,v) = Z(u0,v0) U Z(ul,vl)
pois os conjuntos do lado direito da igualdade sao disjuntos, e
logo vale
O (1, v) = Opt1(u0,v0) + 041 (ul,vl). (3.8)

Com isso obtemos que A,, C A,;1 para todo n € N*.

Podemos fazer identificagdo Man+1(C) & My (M- (C)) da se-

guinte maneira

{a~ “} = [auo,vo]uwexn [auO,vl]uweXn
(2N n b)
a,pEX ! [aul,vO wwEX™ [aU17U1:|u.UEX"
em que u = U ev =10 . Por causa de (3.8), a inclusao
q [0,n) [0,n) ’

A, — An41 é compativel com a inclusdo bloco-diagonal

Mgn ((C) — M21L+1 ((C)

A»—><A O).
0 A

A dlgebra My, que é o limite indutivo de {Man (C)}pen-, é
uma dlgebra uniformemente hiperfinita [Davidson 1996, Exem-
plo 11.5.1]. O Teorema II1.5.2 desta tltima referéncia garante

que essa classe de algebras é unicamente determinada pelo seu
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nimero supernatural associado. Assim, temos que existe o iso-
morfismo

U An =My

neNx
entre o limite indutivo e a C*-4lgebra.

Além disso, se |w| = |z|, dada f € C(Z(w, z2)), o Teorema
de Stone-Weierstrass garante que f estd no fecho da *-dlgebra
gerada pelas fungoes 6, (u,v), n € N*, u,v € X™. Desse modo

C(Z(u,v)) C U A,
neN-
Finalmente, dada f € C.(R), f pode ser decomposta como soma
de fungdes que pertencem a C'(Z(u,v)) para u, v adequados, uma
vez que os conjuntos Z(u,v) formam uma base para a topologia
de R. Logo C.(R) C m.

Como as fungdes 0, (u,v) pertencem a C.(R), temos A, C

Cc(R), para todo n € N*. Isso garante que |J,cy- An € Cc(R)
e logo vale o isomorfismo
C'(R) = ) An= My,
neN*
N

3.3 A C*-dlgebra reduzida

Nessa segao, usamos a notagao 6, := 1.} para todo vy € g.

Teorema 3.3.1. Seja G um grupoide. Para cada x € G° existe

uma representacio m, : Co(G) — B(¢*(G,)) tal que

Te(f)oy = Y f(@)0ar-

a€Gr(y)
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Essa representagao € chamada de representacao regular de C.(G)
associada o .

Para cadan € G, a transformagao Uy, : £2(Ggipy) — £2(Gr(y))
dada por

Upby = Gy

€ um operador unitdrio e temos ey = UymgmUy -

Demonstra¢do. Note que, estendendo a férmula de convolugao
para o caso de fungbes nao necessariamente continuas, temos que

para f € (?(G.), v,( € G, vale
(f%6,)(C) = D F(@)d,(B)- (3.9)
aB=¢
Porém note que o termo 6.(5) sé é diferente de zero quando
B = 7, caso em que vale 1. Dai temos que ay = (, o que s6 é

possivel se a € G (). Ocultando a dependéncia de ¢ na férmula
(3.9), obtemos

(fx8y) = Y f(@)dar- (3.10)

€0z ()
Definindo

e 1 Ce(G) — B(£%(G.))
[ 7Tw(f)
por m,(f)0y = f *d,, segue das propriedades do produto de

convolucao que m, € linear. Também ¢é limitada, pois

Hﬂr(f)(sv”Z =|f* 57”2 < ||f||00||57||2

Para mostrar que de fato é uma representacao, sejam f € C.(G),
~,¢ € G. Por um lado

<7T:v(f*)5v754> = Z <f*(a)6a7>5C> = Z <f(0‘_1)5a7’6C> =

@€Gr(y) @€Gr(+)
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= > F(@1) (Ban,0c) . (3.10)

A€Gr(+)
Por outro lado,
(0, ma(f)d¢) = Z (0y, f(a Z f(a) (85, 0a¢) - (3.12)
a€Gr(¢) a€Gr(¢)
Note que (3.11) é sempre zero exceto quando ay = ¢; uma conta
rapida mostra que nesse caso o valor da expressao é W Ja

para (3.12), seu valor s6 nao é zero quando v = a(, caso em que

também obtemos f(y(!). Portanto, obtemos a igualdade

(e (f7)0,0¢) = (05, ™ (£)d¢)
e como 7, ¢ sao genéricos, obtemos a igualdade . (f*) = 7, (f)*,
como desejado.
Paran € G, o operador U,, do enunciado é claramente unitério,
com Uy = U,1, pois para v € Gg(,)) qualquer
UyUpby = Upabyper = 801y = 04y (3.13)

De modo andlogo, U,Uy = Idgpg Agora, se f € C.(G),

(m))
n€G ey € Gy, temos

Uns(o) (£ U0y = Unma(y (F)oyn = Uy | D> F(@)dayy

€Gr(~yn)
= Z f(@)Unbayn = Z J(@)daymnr = Z f(a)d
a€Gr () a€Gr () €Gr(yn)
= Te) ()0
Removendo a dependéncia em d., obtemos a igualdade do enun-
ciado. O

Defini¢ao 3.3.2. Seja G um grupoide. A C*-dlgebra reduzida
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de G, denotada por C}(G), é o completamento de

(@ m) (Ce(9)) em @D B(£*(Ga)). (3.14)

zeGo z€gGO
A C*-norma de C(G) é denotada por || - |-

A propriedade universal de C*(G) nos d4 um homomorfismo
w2 C*(G) = CF(G) tal que 7. 01 = P, cgo T2 Em particular,
Al < A1



4 Acdes de Semigrupos Inversos

Nesse capitulo, apresentamos uma construgao algébrica que
une grupoides e semigrupos inversos. Mostramos que a C*-
algebra gerada por essa construgao possui uma propriedade uni-
versal interessante. Por fim, damos um exemplo de uma C*-

algebra classica que pode ser obtida por essa construcgao.

4.1 Acao de semigrupo

Definig¢ao 4.1.1. Sejam S um semigrupo inverso e X um espaco
topoldgico localmente compacto Haurdorff. Uma a¢do de S em
X é um homomorfismo de semigrupos 6 : S — Z(X) tal que

(1) para cada s € S, 05 é continua e Dom(f;) é aberto em

X;
(2) | Dom(6,) = X.
seS
Quando isso acontece, dizemos que a tripla (6, S, X) forma um

sistema.

Até o fim desse capitulo, fixamos um sistema (6,S, X).
Segue da Equagao (2.1) que
0s05-05 = 0, 05050 = O, (4.1)
de modo que s« = 07!, Em particular se e 6 um idempotente,
e = ¢* nos diz que que 6, é a identidade em seu dominio. Mais

que isso, (4.1) garante que Dom(6;!) = Im(f,). Logo, por temos

que 7! é continua, garantindo que

s : Dom(6s) — Im(6;) (4.2)
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¢ um homeomorfismo.

Se e € E(S), denotamos por
D, := Dom(d.).
Note que de 04+5 = 4«0, temos que o dominio de 65 é igual a
Dg-s. Também, como Im(fs) = Dom(fs-), temos que a imagem

de 65 é Dyg+. Isso permite reescrever (4.2) como Oy : Dgeg —
Dggx.

Observagao 4.1.2. Daigualdade 6.0 = 0.5 segue que D.NDs =
D,y para quaisquer e, f € E(S).

Proposicao 4.1.3. Para s € S ee € E(S), vale que
HS(DG N Ds*s) = Dses*~

Demonstracao. Pela observacao anterior, D, N Dg+g = Deggs,
que é o dominio de f.4+5. Aplicando 0, nesse conjunto, obtemos
a imagem de 046.4+s = Osesvs. Denote f = ses™s e note que a

comutatividade dos idempotentes nos da
f = ses™s = ss"se = se.
Usando a Proposicao 2.1.6(6) vem
ff* = sees™ = ses™.

A imagem de 0 é exatamente Dy s« = Dy.s+ pela equacdo acima,

provando o enunciado. O

Vale notar que, no teorema acima, ses* € E(S) pela Pro-
posicao 2.1.6(5).

Usando o resultado acima, vamos iniciar a construgao de um
grupoide que sera nosso objeto de estudo até o final desse tra-
balho.
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Definigao 4.1.4. Denote por € o subconjunto de S x X dado

por
Q:={(s,2) € S x X :x € Dgs}. (4.3)

Definimos a seguinte relacao de equivaléncia em Q: se (s, ),
(t,y) € Q dizemos que (s,z) ~ (t,y) se x = y e existe um
idempotente e € E(S) tal que x € D, e se = te. A classe de
equivaléncia de (s,z) serd chamada de germe de s em x e serd

denotada por [s, z].

Observagio 4.1.5. Sejam (s, x), (t,y) € Q elementos equivalentes
e e o idempotente dado pela definigdo. Considere eg = es*st*t.
Como se = te temos seg = teg. Além disso, como x pertence a
D., Dgig € Dyxy, temos

& € De N Dgss N Dynp = Degrsprr = Doy

Logo, eg satisfaz a condicao da definigdo, com a vantagem de

que eg < s*s e eg < t¥t.

Verifiquemos que de fato temos uma relagao de equivaléncia

em Q.

Proposigao 4.1.6. A relacao ~ da Definicdo 4.1.4 € uma relacdo

de equivaléncia.

Demonstragao. A reflexividade é imediata: se (s,z) € 2, entao
fazendo e = s*s na definigdo da relagdo temos (s, z) ~ (s, ).

A simetria também é direta: (s,z) ~ (t,y) significa z =y e
se = te para um idempotente e tal que x € D.. Basta inverter as
igualdades e temos y = x bem como te = se com e idempotente
tal que y € D,, de modo que (¢t,y) ~ (s, ).

Para verificar a transitividade, suponha (s, z) ~ (t,y) e (t,y) ~

(u, z). Da primeira equivaléncia temos © = y e se = te sendo e
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idempotente tal que =,y € D.. Da segunda equivaléncia temos
y=2ztf =uf ey,z € D¢, para algum f idempotente.
Note que ef é um idempotente e que, comutando os idempo-

tentes,
sef =tef =tfe=ufe = uef. (4.4)

Além disso, r =y =z e z,y,2 € D. N Dy = D.y, donde segue
que (s,z) ~ (u, z). O

Proposicao 4.1.7. Dados (s,x), (t,y) € Q tais que © = 0;(y),
vale que

(1) (st,y) €,

(2) o germe [st,y] depende apenas dos germes [s,x] e [t,y].

Demonstragao. (1) Note de que o enunciado garante que x €
Im(6;) = Dy, enquanto a defini¢ao (s,x) € 2 nos dd & € Dgxs.
Como 6; é um homeomorfismo, y = ;- (x). Usando a Proposigao
4.1.3, temos

Y € Op= (Dgrs N Dyy=) = Dyrgrgp = Digpyese
De fato, (st,y) € Q.

(2) Para mostrar que [st, y] ndo depende dos representantes,
sejam (s1,x), (t1,y) tais que (s1,z) ~ (s,z) e (t1,y) ~ (t,¥).
Entao existem e, f € E(S) tais que se = sye, tf = t1f, com
z € D., y € Dy. Lembrando que 0y é a identidade em Dy,

temos

O, (y) = 00, (05 (y)) = 01,5 (y) = Oy (y) = 0:(05(y)) = b:(y) = .

Logo, (s1t1,y) € Q. Agora, precisamos provar que (s1t1,y) ~
(st,y). Note que € D, N Dy, logo

Y € 0+ (De N Dy ) = Dy ey
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Como y € Dy por hipétese, obtemos que
Y€ Dy N Dyret = Diypyeey.

Considere o idempotente d = ft*et. Usando a comutatividade

dos idempotentes,

sit1d = sity ft'et = st ft et (trf =tf)
= s1(tft")et = sye(tft*)t (comut.)
= se(tft*)t = s(tft*)et (s1e = se)
= std.

Finalmente, y € Dy, e s1stid = std garantem que (s1t1,y) ~
(st,y). O

4.2 Grupoide dos germes

Continuamos considerando €2 como na Defini¢ao 4.1.4. Seja
G:=Q/~ (4.5)
o conjunto de todos os germes e defina
G? = {([s,z],[t,y]) €EG x G2 ="0,(y)}.
Definimos a multiplicacio e inversao em G respectivamente como

[571’] ! [tay] = [Stvy]7
[s, 2] = [s*,0,(2)].
A Proposigao 4.1.7 garante que o produto estd bem definido. A

inversao estd bem definida pois

99(58) S Im(9g) = Do = D(s*)*s*'

Proposigao 4.2.1. Com as operacgées definidas acima, G é um

grupoide. O espaco das unidades G° pode ser identificado com
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X através da correspondéncia
[e,2] €G>z e X

com e qualquer idempotente tal que x € D,.

Demonstragdo. Verifiquemos as condicoes da Defini¢ao 1.1.1.

(1)

= [8,98*5(1')} = [Svﬂ

pois 45 é a identidade em D« g.

(2) Suponha que ([s, z], [t,9]), ([t y], [u, z]) € G*. Entéo te-
mos que © = 0:(y) e y = 0,(z). Logo, x = 64,(2), 0 que mos-
tra que ([s, x], [tu, z]) € G2. Além disso, pela Proposicdo 4.1.7,
[st,y] € G, e de y = 0,,(2), temos que ([st,y], [u, z]) € G*. Final-

mente,
[s, 2] - [tu, 2] = [s(tu), 2] = [(st)u, 2] = [st,y] - [u, z].
(3) Se [s,z] € G, note que & € Dgrs. Como b5 é aidentidade
em Dgxg, temos & = O (x) = 04« (05(x)). Assim,
(s, 2], [s*, 05(2)]) € G
Se [t,y] € G ¢ tal que ([s, ], [t,y]) € G?, temos
[s, 2] s, 2][t, y] = [s", Os(2)][st, y] = [s"st,y] = [t. y].
Do mesmo modo, se [t,y] € G é tal que ([t,y],[s,z]) € G2, vale
y = 05(x) e temos
[t,y]ls, 2] s, 2] = [ts, 2][s*, 0, (x)] = [tss™, b0s(x)] = [t, 9],
como desejado.

Finalmente, por definicdo, G° é o conjunto de todos os ele-

mentos da forma [s,z]}[s,z] = [s*,0s(x)][s,z] = [s*s, 2] para
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algum [s,z] € G. Note entdo que s*s é um idempotente de S.
Logo vale que
GY C{le,z] :e € E(S),z € X}.
Por outro lado, se [e, x| pertence ao conjunto do lado direito da
igualdade acima, vale que
[6’ m]_l[ev .’L‘] = [6*7 96(.%')][67 3;‘] = [6*67 SU] = [6, .’[7]7
e assim [e, ] € G°, mostrando a igualdade entre os conjuntos.
Pela defini¢ao da relagao de equivaléncia, associagao
G- X
(4.6)
le,x] = x
estd bem definida e é injetora. Pela condigao (2) da Definigao
4.1.1, sempre € possivel encontrar um s tal que x € Dg«g, logo a

associagdo acima é sobrejetora. O

Os mapas range e source valem
r([s,a]) = [s,2][s, 2! = [s, 2][s", 0s(2)] = [s57, ()] = Os()
s([s,z]) = [s, 2] '[s,2] = [, 05(2)][s, 2] = [s"s,2] =z
onde usamos a associagao (4.6).

Agora iremos definir uma topologia para G. Para s € S e
U C Dg«, aberto, defina

O(s,U) :={[s,z] € G:x € U}. (4.7)

Note que, para cada [s,z] € G, [s,2] € O(s, Ds«s). Logo G C
Uses©O(s, Dg«s). A préxima proposi¢ao garante que os conjuntos

da forma ©(s,U) constituem uma base para uma topologia.

Proposigao 4.2.2. Sejam s,t € S e U,V abertos tais que U C
D5,V C Dysy. Se [u,z] € O(s,U)NO(t, V) entdo existe um
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idempotente e e um aberto W C D yey«ye tais que

[u, 2] € Oue, W) C O(s,U) NO(t, V).

Demonstragdo. Por hipétese, [u,z] = [s,z] = [t,y] para algum

x € U,y € V. Mas da definicao da relacao de equivaléncia temos

z=x=y (4.8)
e existem idempotentes f, g tais que
z2€ Dy, comuf =sf, e (4.9)
z € Dy, com ug = tg. (4.10)
Defina e := fg. A equagdo (4.9) implica ue = se, e (4.10) nos da

ue = te pois também vale a igualdade e = gf. Da Observacao
4.1.2 temos que D, = Dy N D,. Logo z € D, com

ue = te = se. (4.11)

Além disso, como z € Dy, temos z € Dysy N D = Dyxye.
Como e é idempotente, u*ue = u*uee = eu*ue = (ue)*ue, e logo
2 € D(yeyrye- Defina W := U NV N Deyeyrye. De (4.8), temos
que z€e UNV,logo z€ W e

[u, 2] = [ue, z] € O(ue, W).

Para provar a inclusdo ©(ue, W) C ©(s,U)NO(t, V), seja [ue, w)
um elemento qualquer de O(ue, W), de modo que w € W. As-
sim, w € U e w € D(ye)=ye, logo de (4.11) temos

[ue, w] = [se,w] = [s,w],

o que garante que [ue, w] € O(s,U). Como também vale w € V,
da mesma equacdo obtemos [ue,w] = [te,w] = [t,w] e temos
[ue,w] € O(t, V) como desejado. O
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A partir de agora consideramos que a topologia em G é dada
pela base de abertos O(s,U).

Proposigao 4.2.3. Com a topologia definida acima, G € um

grupoide topoldgico.

Demonstra¢ao. Precisamos provar que a multiplicagdo e a in-
versao sao fungoes continuas. Para s € S e U C Dy, aberto,

segue direto da definicao da inversao que
O(s,U) = 0(s*,0,(U)), (4.12)

o que torna claro que a inversdo é continua, uma vez 05(U) é a
imagem homeomorfa de U por 6.

Ja para a multiplicacao, fixe ([s, ], [t,y]) € G%. Sem perda
de generalidade, suponha que o produto [s,z][t,y] = [st,y] €
O(r,V) para algum r € S e V C D,«, aberto. Mas dai temos
y € V, sendo que [st,y] = [r,y] garante a existéncia de um
idempotente e tal que y € D, e ste = re.

Defina U := V N D, N Dy+¢. Vamos mostrar que a imagem

inversa de O(r, V) pela multiplicagdo contém o conjunto
W = (O(s, Ds-s) x O(t,U)) N G°.

Primeiro veja que z € Dy« e y pertence simultaneamente a V',
D, e Dy, de forma que y € U. Isso garante que W é uma
vizinhanca de ([s,z],[t,y]). Agora sejam ([s,'],[t,y]) € W.
Note que o produto [s,2'][t,y'] = [st,y'] = [r,y'], pois ste = re
ey € U C D,. Agora, pela inclusao 3y € U C V, temos que
[r,y'] € ©(r, V), concluindo a continuidade da multiplicagdo. [

Proposigao 4.2.4. Sejam s € S, U C Dy« aberto. A aplica¢ao
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¢:U — 0O(s,U) (4.13)
x> [s, 2]

€ um homeomorfismo, com ©(s,U) tendo a topologia induzida.

Demonstracdo. Note que ¢ é sobrejetora, uma vez que dado
[s,x] € ©(s,U), por definigao = € U e logo [s,z] = ¢(x). Se
x,y € U com x # y, entdo ¢(z) = [s,x] # [s,y] = ¢(y), pro-
vando a injetividade.

E trivial notar que, dado V' C U aberto, o(V)=0(s,V) que
é aberto em O(s,U). Logo ¢ é uma aplicacdo aberta.

Para mostrar a continuidade, seja x € U arbitrario. Consi-
dere uma vizinhanga de ¢(z), que sem perda de generalidade,
podemos supor ser um aberto bésico (¢, V) com V' C Dy, de

modo que
¢(x) =[s,2] € O, V) C O(s,U)
Isso significa que € V. Mais que isso, [s,z] = [t,z] implica
a existéncia de um idempotente e tal que x € D, e se = te.
Considere o aberto D, NV, que é uma vizinhanga de x. Se
y € D.NV, temos
o(y) =[s,yl =[t,y] € O, V).

Logo, ¢(D. NV) C O(t, V), mostrando que ¢ é continua. O

Corolario 4.2.5. A identificacio de G° com X dada por (4.6)

€ um homeomorfismo.

Demonstragdo. Seja [e,z] € G°. Por defini¢do, z pertence a D.,

que é um aberto. Logo, [e, x] pertence ao aberto ©(e, D.). A
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proposicao anterior garante entao que
¢: D, — @(eaDe)
x = e, x]

é um homeomorfismo local. Como também é bijetora, segue que

¢ um homeomorfismo. O

Proposigao 4.2.6. O grupoide topoldgico G = G(0,S,X) defi-

nido anteriormente € um grupoide étale.

Demonstragdo. Seja [s,x] € G qualquer. Note que restringindo
a aplicacao source para
S:0(8,Dgrs) = Dgsg
[s,y] =y

temos um homeomorfismo local, pois temos a inversa da aplicagao

(4.13). Agora, restringindo range, temos
T:0(8s,Dgrg) = Dy
[s,y] = 0s(y)

e vale a igualdade r = 05, 0 s. Como #; é um homeomorfismo
quando restrito a Dg«s, 0 mesmo vale para r, demonstrando a

proposicao. O

O grupoide definido nessa secao é chamado de grupoide de
germes do sistema (6,S, X). O espaco das unidades G° é local-
mente compacto Hausdorff, pois é homeomorfo a X.

Note que a demonstracao anterior garante ainda o seguinte

corolario.

Coroldrio 4.2.7. Para qualquer s € S e U C Dg+s aberto,

O(s,U) € uma bissegdo.
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Demonstragao. A demonstracao anterior mostrou que O(s, Dy« )
é uma bissegao para qualquer s € §. Como ©(s,U) do enunci-
ado é um subconjunto aberto de ©(s, Ds«), restringir range e
source para esse aberto mantém a propriedade de ser um home-

omorfismo local. O

Em particular, para s € S, usaremos o simbolo
Oy := O(s, Dgrs) (4.14)

para denotar essas bissegoes abertas. Além disso,

Ss 1= 8|lg, € Ig:=T|g ,

denotam, respectivamente, as restricoes de source e range a
bissecao ©4. Para quaisquer fungoes f : Dgg — C, g : Dggx —
C, definimos as composigoes

0sf:=foss e gds:=gor,

e em ambos 0s casos podemos considera-las como funcgoes defi-
nidas em todo o grupoide G, estendendo-as como zero fora de
O;.

4.3 Propriedade universal do grupoide de germes

Para s € S, definimos o isomorfismo
s : Ce(Dses) = Ce(Dssr)
s fob.
Lema 4.3.1. Dada f € C.(Ds+s), vale que
dsf = as(f)ds.

(4.15)

Demonstragao. Seja [s,x] € O arbitrdrio. De um lado, temos

5sf([37:d) = f(ss([57x])) = f(x),
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e por outro lado temos

as(f)ds([s, 2]) = as(f)(xs([s, 2])) = as(f)(0s(z)) =
= f(0s-(0s(2))) = f(Os+s(x)) = f(z).
Como o dominio de ambas as funcoes é O, temos a igualdade

entre elas. O

Lema 4.3.2. Sejam s,t € S, f € Co(Ds+s) € g € Co(Dysy).
Entao vale

(1) 0,0; = Ogy;

(2) 6! =0,

(3) (0sf) * (0eg) = dstar= (fou(g));

(4) (8:)" = dsrars(f)-
Por outro lado se f € Co(Dgsx) € g € Ce(Dy+), entido

(5) (fs) * (96t) = avs(as=(f)g)0st;

(6) (f85)* = s (f)ds-.

Demonstragdo. (1) (D) Se [st,y] € Oy entdao y € D44 Pela

Proposigao 4.1.3, temos que
D(st)*st = Dt*s*st = et* (Ds*s N Dtt*)~

Assim existe £ € Dg+s N Dy» tal que y = 64 (), ou equiva-
lentemente, x = 0;(y). Mas para que isso aconteca, y tem que
pertencer ao dominio de 0;, a saber, Dy;. Segue que [s,z] € O,
[t,y] € ©; e a igualdade x = 6;(y) diz que ambos podem ser

multiplicados. Logo
[St7y] = [va] [tvy] € ®s®t~

(C) Trivial, pois se [s,z] € Oy, [t,y] € ©; podem ser multipli-

cados, entao

[s,z][t,y] = [st,y] € Og.
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(2) (C) Dado [s,z] € Oy, temos que [s,z]1 = [s*,04(7)] € Og-.
(D) Se [s*,y] € Oy, entdo y € Dgy«, que é a imagem de ;.
Assim existe um z € Dg«s tal que y = 65(z), de modo que
[s,2] € O e [s,z] = [s*,1].

(3) Como (65f) € C.(Os) e (di9) € C.(Oy), a Proposigéo
3.1.2 garante que o suporte de (dsf) * (0;g) estd contido em
050, que pelo item (1) é igual a O4. Dado [st,y] € Oy, a
demonstracao de (1) garante que existem [s,z] € Oy, [t,y] € O,
tais que z = 0;(y). Segue do Lema 3.1.4 que

(0s.) * (0eg)([st, y]) = (6:f)([s, x]) (0eg)([t, y]) =
= [(ss([s, 2])g(se([t,9]) = F(2)g(y)-

Por outro lado, temos que

dsece (for(9))([st,y]) = cu- (feu(9)) (ssi([st,y])) =
= ap(fou(9))(y) = fou(9)(0i- () = faul(g)(z) =
= f(2)g(0:(x)) = f(x)g(y)-
Como o dominio de ambas as fungoes é Oy, temos a igualdade

desejada.

(4) Como o suporte de J,f estd contido em O, o suporte
de (05 f)* estd contido em O3}, que é igual a O, pelo item (2).

Assim, dado [s*,z] € O+, note que x = s+ ([s*, z]), e temos

(0sf)*([s%, 2]) = (6sf) ([s*, 2] 1) = (05f) ([s,0s- (2)]) =
= f(ss([s. 05 (2)])) = (05 (2)) = as(f)(2) =

= as(f)(ss- ([s", 7)) = ds- s (F)([s", 2]).-

(5) Note que o Lema 4.3.1 permite estabelecer a igualdade
héu = 5ua71.* (h)
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para quaisquer u € S € h € C.(Dyy+). Assim, usando (3),

(fos) * (gb¢) = (Osaus=(f)) * (Oreve=(g)) =
= G5t (sr (fou(au=(9))) = dsean- (s (f)g).

Aplicando novamente o Lema 4.3.1,

(fds) * (g61) = dstau= (s (f)g) = st (s (s« (£)g))Ost-

Observe também que s € S — a5 é um homomorfismo e vale
ap = a3t para qualquer t € S. Dessa forma, vale que agpoys =

Qs Oy = g, € temos

(f0s) * (96) = as(as-(f)g)dst, (4.16)

como desejado.
(6) Usando a mesma argumentagao do item anterior e apro-

veitando a férmula do item (4) obtemos

(fds)" = (dsas(f))" = ds-as(as<(f)) = Os= v (avs= (f))
= e (g (s (J?)))(Ss* = Qg* (f)és*

completando a demonstragao. O

Definic¢ao 4.3.3. Uma representa¢do covariante do sistema (6,5,X)
num espago de Hilbert H é um par (m,0) com 7 uma repre-
sentacao nao degenerada de Co(X) em H, e 0 : § — B(H)
satisfazendo

(1) o5t = o404,

(2) o5+ =0y,

(3) m(as(f)) = osm(f)os,

(4) m(Co(De))H = 0c(H)
para quaisquer s,t € S, f € Cy(Ds+5) e e € E(S).

Denotaremos por 7 a extensdo de 7 para a algebra %(X)

das fungoes Borel mensuraveis limitadas em X. Sabemos que



84 CAPITULO 4. ACOES DE SEMIGRUPOS INVERSOS

para cada aberto U C X, a imagem da funcdo 7(1y) é igual a
7 (Co(U)) H. Assim, a propriedade (4) da Definigao 4.3.3 pode

ser escrita como
o.=m(1p,). (4.17)
Em particular, vale que

oem(f) =m(f)oe (4.18)
para qualquer f € Cy(X).
A partir de agora consideramos uma representagao co-
variante (m,0) de (0,5,X) em H.

Lema 4.3.4. Sejam S um semigrupo inverso contdvel, J C S

finito e fs € C.(Dg+s) para cada s € J. Suponha que
stfs =0 em C.(G).

seJ
FEntao

Zosw(fs) =0 em B(H).

seJ

Demonstragdo. Fixe £&,n € H. Para cada s € S, seja us a
medida de Borel finita definida em ©4 dada por

:U‘S‘(A) = <0'97~T (ILS(A)) 67 T]> (419)
para cada A C O, Borel mensuravel.

Como s é um homeomorfismo de O em Dgg, s(A) é um
subconjunto mensuravel! de D,-, e logo de X. Assim, Tya) €
#A(X), de modo que T (]ls(A)) estd bem definido.

A o-aditividade de u, é herdada da o-aditividade de 7.

L g-4lgebra de Borel
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Se B C D,-4 é mensuravel, seja A := s;}(B), de modo que

A é um mensuravel de ©, e B = s(A). Note que
5 =1gos, =14 (4.20)

Entao

/5SIle,uS:/ Tadus = pus(A4) =
o, 1S

= <Us7Tr (ﬂs(A)) fa 77> = <0377r (HB) ga 77> .
Como toda fungao mensuravel é limite de fungoes simples, usando

a o-aditividade da integral obtemos que

/@ 5. f dpts = (037 () €,1). (4.21)

Afirmacgao 1. Para s,t € S, se A C ©,N O, vale que

ps(A) = pe(A).
Prova. Defina B := s(A) = s5(A) = s¢(A), que é um subcon-

junto Borel mensuravel de Dg«s N Dyxy €
A={[s,z] :x € B} ={]t,x] : x € B}.

Além disso, se © € B, temos que [s,x] = [t,z], o que nos diz que
existe um idempotente e tal que se =te e x € D,. Assim
e€E(S)
Bc |J D (4.22)

se=te
Como § é contavel, temos que E(S) também o é, e podemos es-
crever E(S) = {en nen. Assim, podemos reescrever a expressao
(4.22) como

neN

Bc |J D.,.

sep=ten

Defina Bn = BN D,, para todo n € N. Repetindo um ar-
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gumento cldssico de teoria da medida, faca By := By, B, =
Bn+1 \ (U?:oéi) para n > 0. Dessa maneira obtemos que B é a
uniao disjunta U,enBy, € que By, C Bn C D, para todon € N.

Disso segue que A é a unido disjunta dos conjuntos
A, =s(B,) = s;'(By,).

Agora, para cada n € N, temos

057 (Ls(a,)) = 0 (Ip,) = 0o (Ip,, 1p,) =

= 05T (]lDen) T (]an) = 050, T (]IB ) = Ose, T (]an) )

em que usamos a igualdade (4.17) na pentiltima passagem. Ob-
serve que o mesmo argumento é valido se substituirmos s por ¢.

Da igualdade se,, = te, segue que

O-sﬁ- (]]'S(An)) = Utﬁ- (]]'S(An))
e portanto, ps(A,) = pe(A,). Sendo assim, a o-aditividade

garante que

ps(A) = ps (Unendn) Zﬂs n) = Zﬂt(An

neN neN
= [t (I—lneNAn) = [Lt(A),

concluindo nossa afirmacao. |

Finalmente, seja J como no enunciado, e M = J,. ; O, que
é mensuravel pois é uniao finita de mensuraveis.
Afirmacgao 2. Existe uma medida g em M que concorda com
cada s para todo s € J.
Prova. Observe que M é a uniao dos O4, cada um com sua
medida ps. Se essa uniao nao for disjunta, a demonstracao
da Afirmagao 1 garante que podemos particionar as intersegoes
O; N Oy, s,t € J, como unido enumeravel disjunta de conjun-

tos mensurdveis. Além disso, usando ps ou p; como medida
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em qualquer subconjunto dessa uniao, obtemos o mesmo resul-
tado. Como temos apenas finitas intersegoes entre os conjuntos
O, que compoe M, podemos particionar M como uma uniao
disjunta enumeravel
M=||M,,

neN
sendo que cada M, possui uma medida p, = psl M, €M que
M, C 6.

Defina a medida p da seguinte maneira: para cada A C M,
w(A) =3 (M.

neN
Note que, por defini¢do, 1 concorda com cada ps dentro de Oy,
para s € J. |

Disto segue que

<Zasﬂ(fs)£7n>:§:/e 5sfdﬂs:Z/M(ssfd;U':

seJ se€J seJ

:/ Zésfdu:/ 0du = 0.

M seg M

Como ¢, 7 foram arbitrarios, segue que ;o057 (fs) =0. O

Vamos entao ao teorema principal desse capitulo.

Teorema 4.3.5. Seja S um semigrupo inverso contdvel, 6 uma
ag¢do de S no espago localmente compacto Hausdorff X, e G o
grupoide de germes do sistema (0,S,X). Dada qualquer repre-
sentagao covariante (o,m) de (0,S,X) em um espago de Hilbert

H, existe uma Unica representacdo

oxm:C*(G) = B(H)
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tal que, para quaisquer s € S, f € Co(Dg+s) € g € Ce(Dss+) vale

(ox7)(u(3sf)) = osm(f)
(oxm) (L(gés)) =7(g)os

em que t: C.(G) = C*(G) € a inclusdo canénica.

Demonstragio. Seja f € C.(G). Pelo Lema 3.1.3, f pode ser
escrita como combinacao linear de fungbes cujo suporte é uma
bissecao compacta. Pelo Corolario 4.2.7, podemos decompor
cada uma dessas fungoes em uma combinagao de fungoes cujo
suporte estda contido nos conjuntos da forma ©;. Sendo assim,
existeum n € N*, s1,...,5, € Se f; € Ce(©,),i=1,...,n tais

que
n
F=>_f
i=1
Usando os homeomorfismos locais sg,, podemos ainda transfor-

mar essas funcoes f; em funcdes f; € C¢(Dg+s), fazendo f; =

fio s;li, i =1,...,n. Dessa maneira, escrevemos

=Y 0 ti
i=1

Para f descrita dessa forma, defina
(ox) Z o5, 7(fi). (4.23)

Note que a boa definicio de ox7 segue do Lema anterior,

pois se pudéssemos escrever

f=> 6afi=> 619
1=1 =1

poderiamos juntar os somatérios e, a menos de renomeacao de

varidveis, terfamos um conjunto J finito de indices tais que
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> icsOnhi = 0. Daf o Lema 4.3.4 garantiria que a imagem
desse somatério por o x7 seria zero. Segue da boa definicdo que
ox é linear.

Para mostrar que o X separa o produto, podemos usar line-
aridade para provar apenas para o seguinte caso: para quaisquer
f € Ce(Dgws), g € Ceo(Dy+t) vale que

(ox7) (05 f % 6:g) = (ox7) (85 f)(ox7)(8:9).
Usando o Lema 4.3.2(3), temos 05 f x0:g = dszc= (far(g)). Assim

(oxm)(dsf * 01g) = (o xm)(dse0u (fou(g))) =
= oum(ar (farlg). (424)
Do item (3) da Definicao 4.3.3,

(o (fou(g))) = ov-m(fan(g))or = or-m(f)m(as(g))or =
= opn(f)om(g)opor.  (4.25)
Substituindo (4.25) em (4.24), usando o item (1) da defini¢ao de

covariancia juntamente com (4.18), temos

(U;(W)((sz % 0tg) = 0507 (f)oym(g)opor =
= 05017 (f)om(9)0t=t = osT(f)Ot- 0104 (g) =
= o057 ([)os-rem(g) = osm(f)om(g) =
= (ox7)(0sf)(ox7)(:9).
Resta agora provar que
trep se comporta bem com relagao a involugao. Novamente, por

linearidade, basta provar que para qualquer f € C.(Ds«5) vale

que

(oxm)((6:£)7) = ((oxm)((0:))".
Usando o Lema 4.3.2(4), temos



90 CAPITULO 4. ACOES DE SEMIGRUPOS INVERSOS

(oxm)((6:£)") = (ox7) (05~ 5(f)) = o5-m(as(f)) =
= Js*asﬂ-(f_)a—s* = O s7T( )*Us* = W(f)*o—s*so—s* =

=m(f)os = (o:7(f))" = ((exm)(0:))".

Note entao que, de fato, ox7 : C.(G) — B(H) é uma repre-

sentacao. Segue do Teorema 3.2.2 que

[(oxm) (A < [I£IN

para qualquer f € C.(G), e existe uma representacao
oxm:C*(G) = B(H)
tal que
OXTOLlL= 0')271'.
Disso segue a primeira igualdade
(0xm) (16:1)) = (0%7)(6:) = ou()-

Para demonstrar a segunda igualdade, seja s € S e g €
Co(Dysr). Seja f = aye(g), de modo que f € Co(Dyry) € g =
as(f). Assim, usando o Lema 4.3.1,

gds = as(f)ds = 0sf.

Usando novamente a covariancia e (4.18), obtemos

(0 x m)(u(gds)) = (o x T)(Uds[)) = osm(f) =
= UsUs*UsW(f) = O'S7T(f)0'5*0'5 = 7T(Oés(f))o's = W(g)O’S,

como desejado. O

Como qualquer C*-4lgebra pode ser fielmente representada
em B(H) para algum H adequado, sem perda de generalidade,
podemos substituir B(#H) por uma C*-algebra qualquer na De-

finigao 4.3.3 e no Teorema 4.3.5.
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4.4 Algebra de Cuntz revisitada

Considere d € N* e seja ¥ = {1,...,d} um conjunto que
chamaremos de alfabeto, e ¥* o conjunto de todas as palavras
finitas sobre esse alfabeto, incluindo a palavra vazia €. Dadas
palavras «, 8 € ¥*, a concatenacao delas é denotada por af;
com respeito a palavra vazia vale ae = e = a. Munimos X da
topologia discreta.

Considere X = XN o conjunto de todas as palavras infinitas
sobre o nosso alfabeto, munido da topologia produto. O Teo-
rema de Tychonoff garante que X é compacto com a topologia
produto.

Semigrupo

Agora vamos montar um semigrupo inverso. Seja
S = (X" x¥)u {0},

com 0 um elemento que ndo estd em »*. A multiplicagdo em S

é definida da seguinte maneira: para qualquer (o, 8) € S\ {0},
(,8)-0=0-(a,3) =0-0=0.
Ademais, se (y,8) € S\ {0},
(a,08") se B =~p
(a,8)(7,0) = { (ay',8) sey =By (4.26)
0 caso contrario.
A involugdo em S é dada por
(a,8)"=(B,a), 0" =0.

Note que, de fato, para (o, 8) € S, a involugao («, §)* satis-

faz

(a, B) (e, B) (e, B) = (a0, B) (B, ) (v, ) = (e, B)(B, B) = (a, ), e
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(a, )" (e, B) (e, B)" = (B, ) (e, B) (B, @) = (B, ) (e, ) =
= (Baa) = (Oz7ﬂ)*.
Isso torna & um semigrupo regular, conforme a Defini¢ao
2.1.8. Ademais, os idempotentes de S sao

E(S) ={(a,a) : a € ¥} LU {0}.

Afirmagao 1. Os idempotentes de S comutam.

Prova. Claramente 0 comuta com qualquer outro elemento de

E(S). Sejam (a,a),(8,8) € E(S)\ {0}. Se (a,a)(8,8) =
0, entdo (B,5)(a,a) = 0. Caso contrario temos dois casos a

analisar.
(1) Se o = Ba’, entdo por um lado
(a, @)(B,8) = (, Ba) = (e, )
e por outro lado
(8,B)(a, @) = (Ba’, @) = (a, ).
(2) Se 8 = a3, entdo por um lado
(a,)(B,B) = (af', B) = (B, B)
e por outro lado
(B, B) (v, @) = (B,ap") = (B, 5).
Em todos os casos temos a comutatividade. m

Sendo assim, o Teorema 2.1.9 garante que S é um semigrupo

inverso.
Topologia
Para a € ¥*, defina em X o cilindro

Z(a) ={azx:z € X}.
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Note que para «, 8 € ¥* vale que

Z(B) sef=ax
Z(@)NZ(B) =1 Z(a) sea=Py (4.27)
1] caso contrario.

Como X = U;exnZ (i), temos que os conjuntos Z(«) formam uma

base para uma topologia em X.
Acgao
Para cada (a,«) € E(S), defina
Do) = Z()
e Dy =0.
Para (a, 5) € S defina

O(a,) : Ds,8) = D(a,a) (4.28)

B — ax
e 0y sendo a funcgéo vazia. Segue da definigdo que 92(1)[7[3) = 0(8,a)-
Afirmacgao 2. § é uma agao de semigrupo.
Prova. Queremos mostrar que

0(a,8)0(~,6) = 0(a,8)-(7,5)- (4.29)

em que a composicao do lado esquerdo estd definida no maior

conjunto possivel, como no Exemplo 2.1.3. Assim, vale que
0.5)0(+.0) : 00,6 (Z(N) N Z(B)) = O(ap) (Z(7) N Z(B)). (4.30)
Vamos dividir essa andlise em trés casos.

(1) Caso 8 =~0', por (4.27) temos Z(y)NZ(B) = Z(B), de

modo que

02 5 (Z(7) N Z(B)) = 0(5.,)(Z(B)) = 05, (Z(18)) = Z(58")
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0(0,6)(Z2(7) N Z(B)) = 0a,5)(Z(B)) = Z(a).
Assim, (4.30) torna-se
O(a.p)0(r.5) 1 2(08") = Z(@).

Considere §5'y € Z(6f'), com y € X. Calculando a com-

posigao
0(0.5)0(+.6)(08'Y) = O(a,8)(V8'Y) = b(a,5)(BY) = .

Como nesse caso (a, §)-(7,9) = (o, 68") por (4.26), o lado direito
de (4.29) se torna 0, 55y. O célculo acima mostra que (4.29) é
valida.

(2) Caso v = Bv/, por (4.27) temos Z(y) N Z(B) = Z(v), de
modo que

00 5 (Z(V) N Z(B)) = 0. (Z (7)) = Z()
e
0(a,5)(Z() N Z(B)) = b(a,)(Z(7)) = 00,5y (Z(BY)) = Z(ey).
Desse modo, (4.30) torna-se
O(a,8)0(v.6) : Z(0) = Z(ay").

Sendo x = dy € Z(d), com y € X, ao calcular a composic¢ao

obtemos
0(0.8)0(+.0)(%) = 0(a,8)0(+.5)(3y) = O(a,) (YY) =
= 0(a,5)(B7y) = a7'y.

Nesse caso temos (a, 8) - (v, 6) = (ay’, §) por (4.26), e a equagao

acima mostra que (4.29) também é valida.
(3) Caso contrario, Z(v) N Z(B) = 0 e temos que

00506 0 = 0
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¢ a fungao vazia. Como sob essa mesma hipédtese (o, 8) - (7,9) =
0, e Oy é a funcao vazia, provamos (4.29) em todos os casos. W
Isomorfismo.

Considere entao o grupoide de germes G = G(0,S5,X). Va-
mos mostrar que C*(G) é isomorfo & dlgebra de Cuntz Oy, a
C*-algebra universal gerada por d isometrias Si, ..., Sy que sa-

tisfazem

ansisgﬁ — 1,
=1

como visto em [Davidson 1996, V 4].

Defina a representacio
oc:8 — Oy
(o, B) = SaSj
0+— 0.

Note que o Lema V.4.1 de [Davidson 1996] garante que a repre-
sentacao acima é um homomorfismo de semigrupos.
Denote por 2 = span{lz,) : a € ¥*}, e defina
m: % — Oy
Lz(a) = SaS5-
Como X é compacto, C(X) = Z, e podemos estender 7 por

continuidade para uma representagao 7 : C(X) — O,.
Para mostrar a covariancia, considere (o, ) € S e v € ¥*.

Entao, por um lado,
0(0,8)T(L2(4))0 (0, 5) = SaSpS+ 55585, (4.31)

Por outro lado, chamando de £ o isomorfismo definido como em

(4.15), temos que

T(&a)(Lzt)) = T(Lzy) 00 p)) = T(Lz(y) 0 O(p.0)) (4.32)
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Pelo Lema V.4.1 citado acima, S35, em (4.31) s6 é diferente

de zero em dois casos.
(1) Se B =~p', S35y = S}, e logo (4.31) se torna
SaS5S,87558, = SaS585 Sy = SalSy, = SaSy.
Também, como Z(f) C Z(v), temos que 1 z(,) 0 f3,4) ¢ sempre

igual a 1. Assim, 17,y 0 0(g,a) = L7(a), de modo que (4.32) se

torna 7(1z(q)) = SaSy, como desejado.
(2) Se v = B9/, S5Sy = S, e logo (4.31) se torna
S0555,55588, = 508455155 = San' Say-
Como vale que Z(y) € Z(8), a composigao 1z, o0 0(5,4) tem
dominio

0i5,0)(Z(B)NZ(7)) = b(0,)(Z(7)) = b(a,5) (Z(BY") = Z ().
Nesse dominio, ela tem valor 1, e logo ¢ idéntica a 1 7(q,/). As-
sim, (4.32) vira

T(Lz(y) 2 08,0)) = T(Lz(ar)) = Sar'Soqyrs
garantindo a igualdade nesse caso.

(3) Caso contrério, o lado direito de (4.31) é nulo. E nesse
caso, o dominio de 1z, o (g, o) é vazio. Logo essa composigao

¢é a funcao vazia, cuja imagem também é nula.

Assim, (o, 7) é uma representagao covariante do sistema (X, S, ).

Assim, o Teorema 4.3.5 garante que existe uma representacao

oxm:C*(G) = Oy.

Relembrando a notacdo apresentada na equacao (4.14), se

(a,B) €8,
O = O((2, ), D)) = O((e, B), Z(B)).
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Para simplificar a notacao, considere

(Oé7ﬂ) = @((x,ﬂ)
Mais que isso, se o € 3* vamos denotar @ := (&, ). Isso nos

permite simplificar a notacao

ﬂ@(a’ﬂ) = ﬂ(m) (§] ﬂe(a,a) = lla.

—_—

Note que do Lema 4.3.2, vale que (07,\6)(7, 0) = (o, B)(7,9). Em

particular,
ap = (a,e)(B,¢) = (af,e) = af.

Além disso, (0/4,73)'1 = (5/,—?1) = (;,-ﬁ\)*, 0 que nos permite usar
a notacao ((;,\ﬁ)* para representar (5/,\04) Por analogia, a* :=
(7).

Ademais, para a € X*, vale aa* = (a,a) e a*a = (¢,¢).
Cabe abrir a defini¢ao nesse tiltimo conjunto, uma vez que (£,&) =
O((e,¢),Z()) = O((e,), X), e 0 Coroldrio 4.2.5 nos d4 que esse

conjunto (£, &) ¢ homeomorfo a G°.
Afirmacgao 3. Para «, 5 € 3X* vale que

]la * IIB = ]lag.

Prova. Sejam «, 5 € ¥*. Note que pelo Lema 3.1.4, o suporte
de 15 * 113 estd contido em &B = &B. Dado [(af,¢),x] € &Zf,

veja que

[(aB,e), 2] = [(a, €), Ba][(B,¢€), 7]
com [(«a,¢),8z] € a e [(B,e),z] € B Logo, o mesmo lema diz
que
1g * ]lg([(aﬁ,s)m]) = ]la([(a,e),526})]13([(575)7:5]) =1-1=1.

Como [(afB,¢€), z] foi genérico, temos que 15 15 ¢ identicamente

iguala 1 em aB . Fora desse conjunto, esse produto de convolugao
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é nulo, e segue a nossa afirmagao. |

Tendo essas ferramentas algébricas em maos, defina a se-

guinte fungéo nos geradores de Oy

0: 04— C*(G)
Si — ]1?,
parai=1,...,d.
Fixe um i € {1,...,d} e note que a Afirmagao 3 nos garante

que

(p(SzS:) = ]1’{* 11’{*, =1 = ]l(ﬁ).

PPt T
Por outro lado,

(57 8:) = L 1; = Ly = L(ez) = 1go

i

e como X é compacto, o Coroldrio 3.1.5(4) diz que essa é a uni-
dade de C.(G). Portanto ¢(S;) é uma isometria, para qualquer
1=1,...,n. Além disso, vale que

n

Do) =Y U = 1go.
=1

i=1
Logo, pela propriedade universal da C*-algebra de Cuntz, Oy =
C*((S1),---.9(8a)) € C*(G).

Para provar que ¢ é um isomorfismo, fixe um s = (o, 5) € S.
Como no Teorema 4.3.5, consideramos f € C.(Dg+s) = Ce(Z(5))
e g € Co(Dgs) = Ce(Z(r)). Note que, dado w € ¥*, o conjunto

span{]lz(w) Ly € E*}
é denso em C.(Z(w)). Sendo assim, podemos considerar f e g

como sendo fungoes caracteristicas nos cilindros adequados.

Sendo assim, seja f = 1z, para um 7y € X* qualquer.
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Entao, pela propriedade universal de G,

0’><7T<L(5S]1Z(5,Y))) = 0'57T<]1Z(B'y)) = SQSES@YSEV =

(4.33)
= 5055588755, = SarSp.-
Note que pela Afirmacao 3, temos que
ﬂa * I[E* = ]l(m),
de modo que
p(oxm(u(8s1z(ay)))) = P(SayS3,) = ©(SaSy 55 55) = (4.34)

=15 * 15 x 15+ *]la* :]la*]l(ﬁ)*]lﬁ*.

Agora, dado w € Oy, temos w = [(«, ), fz] para algum

x € X. Assim, por um lado

051 z(py) (W) = Lz(gy) (8s(w)) = Lz(84) (Bz) = Lz(4)(@).

Por outro lado,
la* L) 1z (W) = D 1a(a)l gz (0)15.(c).
abe=w

Considerando apenas o caso em que o produto acima é nao nulo,
devemos ter ¢ da forma ¢ = [(g, 5), Bx]. Sendo b = [(v,7), y] para
que b e ¢ possam ser multiplicados, devemos ter y = 6. g)(8r) =
x. Para que 1(5)(b) nao seja nulo, devemos ter x € Z(v). Por
dltimo, para que a e b possam ser multiplicados, devemos ter
a = [(a,€),z], e nesse caso 15(a) = 1. Logo, podemos afirmar

que
1g * Lizm) * 113* (w) = ﬂz(v)(m),
de modo que

P(oxm(1(0:1 z(8y)))) = t(0s1 z(5))-

Do mesmo modo, seja g = 14(4) para um vy € ¥* qualquer.
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Entao, pela propriedade universal de G,
oXm(t(Lz(ay)0s)) = T(Lz(ary))0s = SarSarySaSh =
= 505,87555055 = SaSy555.

Novamente, aplicando ¢ obtemos

(4.35)

(p(O'XW(L(]lZ(a,Y)(SS))) =1g* 1) * ]13*,

que calculado em um w = [(«a, 8), Bz] € O tem 0 mesmo valor

que 17, (x). Agora, calculando para esse mesmo w,
12(ay)0s(W) = Lz(ay) (rs([(@, 8), B2])) = 1 z(ay) (0(a,5) (Bz)) =
= Lz(ay) (@) = Lz(y)(2).
Logo também vale a igualdade
e(oxm (L z(ay)0s))) = t(L z(ay)ds)-
Isso nos permite concluir que
po(oxm) =1dg,e.)-

Como os O, formam uma base para a topologia de G, ¢ é a

inversa de o X7 dada pelo Teorema 4.3.5, e temos o isomorfismo
04 = C*(G)

como desejado.
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