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doce. Natã e Paula, obrigado por me salvarem tantas vezes

durante esse mestrado. Lucas e Cesar, obrigado por todos esse

anos de parceria.

O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenação de

Aperfeiçoamento de Pessoal de Nı́vel Superior - Brasil (CAPES)
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Resumo

Um grupoide é uma generalização de um grupo, no qual a mul-

tiplicação não é necessariamente definida para qualquer par de

elementos. Como no caso dos grupos, podemos construir uma

C*-álgebra a partir de um grupoide. Por razões técnicas, foca-

mos em grupoides étale. Uma ação de um semigrupo inverso

em um espaço topológico dá origem a um grupoide, chamado de

grupoide de germes. Mostramos que esse grupoide possui uma

propriedade universal interessante.

Palavras-chave: Grupoides étale. C*-álgebras. Ações de se-

migrupos inversos. Grupoide de germes.





Abstract

A groupoid is a generalization of a group, where the multiplica-

tion is not necessarily defined for all pair of elements. As with

groups, we can construct a C*-algebra from a groupoid. Due

to technical reasons, we focus on the construction of the full

and reduced C*-algebras from a étale groupoid. An inverse se-

migroup acting on a topological space gives rise to a groupoid,

named groupoid of germs. We show that this groupoid has an

interesting universal property.

Keywords: Étale groupoids. C*-algebras. Inverse semigroups

actions. Groupoid of germs.





Lista de śımbolos

N Conjunto dos números naturais, incluindo o 0

N∗ Conjunto dos números naturais, excluindo o 0

1A Função caracteŕıstica do conjunto A

IdA Operador identidade num espaço vetorial A

supp(f) Suporte da função f , por definição

{x ∈ X : f(x) 6= 0}

C(X) Conjunto das funções f : X → C cont́ınuas

Cc(X) Conjunto das funções cont́ınuas f : X → C
com suporte compacto

s Aplicação source

r Aplicação range

Gx s-1(x)

Gx r-1(x)
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Introdução

Grupoides são uma generalização de grupos. Num grupoide

temos uma multiplicação e uma inversão, porém a multiplicação

não está definida para todo par de elementos. Por esse motivo,

não temos uma única unidade multiplicativa, mas sim um con-

junto de unidades. Assim como em grupos, quando o grupoide é

equipado com uma topologia de modo que a multiplicação e a in-

versão sejam operações cont́ınuas temos um grupoide topológico.

Essa teoria é vista no Caṕıtulo 1, que, assim como o Caṕıtulo 3,

tem como principal referência o artigo [Sims 2017].

Com essa estrutura, podemos associar uma C*-álgebra a um

grupoide. Por questões técnicas, preferimos focar nos chamados

grupóides étale, pois esses possuem propriedades análogas aos

grupos discretos. Constrúımos a C*-álgebra cheia e a reduzida

no Caṕıtulo 3.

Em semigrupos inversos, temos uma operação de multiplica-

ção e uma de involução. Esta última exerce um papel semelhante

à inversão. As definições básicas e o maquinário algébrico envol-

vendo semigrupos inversos usados nesse trabalho são desenvolvi-

dos no Caṕıtulo 2, cujas principais referências são [Paterson 1999]

e [Lawson 1998].

Um semigrupo agindo num espaço topológico, dá origem a

um grupoide, chamado de grupoide de germes. Assim como em

C*-sistemas dinâmicos, definimos a noção de uma representação

covariante para esse grupoide de germes. Provamos uma propri-

edade universal para essas representações covariantes. Por fim

mostramos como a álgebra de Cuntz pode ser vista como a C*-
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álgebra de um grupoide de germes. Essa parte corresponde ao

Caṕıtulo 4, baseado no artigo [Exel 2008].

Para uma boa compreensão do material contido nessa dis-

sertação, espera-se que o leitor tenha conhecimentos básicos da

teoria de C*-álgebras.



1 Grupoides

Neste caṕıtulo apresentamos a teoria inicial sobre grupoides,

apresentando uma gama de exemplos. Ao atribuirmos uma topo-

logia ao grupoide de maneira que suas operações sejam cont́ınuas,

obtemos um grupoide topologico. Focamos principalmente no

caso dos chamados grupoides étale, que são casos particulares

desses grupoides topologicos.

1.1 Definições e exemplos

Começamos definindo nosso principal objeto de estudo desse

caṕıtulo.

Definição 1.1.1. Um grupoide é um conjunto G juntamente

com um subconjunto G2 ⊆ G × G, uma multiplicação

(g, h) ∈ G2 7→ gh ∈ G

e uma inversão

g ∈ G 7→ g-1 ∈ G

que satisfazem as seguintes condições

(1) para qualquer g ∈ G,
(
g-1
)-1

= g;

(2) se (f, g), (g, h) ∈ G2 então (fg, h), (f, gh) ∈ G2 e (fg)h =

f(gh);

(3) para qualquer f ∈ G vale que (f, f -1) ∈ G2 e se (f, g) ∈
G2 então vale que f -1(fg) = g e (fg)g-1 = f .

A propriedade (2) garante que, quando bem definida, a multi-

plicação é associativa e a propriedade (3) garante que elementos
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da forma g-1g ou gg-1 podem ser vistos como unidades. Adiante

no texto, ao usar essa última propriedade, dizemos que estamos

cancelando a unidade.

Definição 1.1.2. Seja G um grupoide, defina o espaço das uni-

dades como sendo o conjunto

G0 := {g-1g : g ∈ G}

e chame seus elemento de unidades.

Note que, como (g-1)-1 = g para qualquer elemento g de um

grupoide, vale a igualdade

G0 = {gg-1 : g ∈ G}.

Definição 1.1.3. Defina as funções range e source, respectiva-

mente, como

r : G → G0 s : G → G0

g 7→ gg-1 g 7→ g-1g.

Observação 1.1.4. Note que para qualquer elemento g de um gru-

poide, r(g) = s(g-1) e s(g) = r(g-1). Sendo i a função inversão,

temos a igualdade r = s ◦ i e s = r ◦ i.

Lema 1.1.5. Seja G um grupoide.

(1) Para qualquer g ∈ G, (r(g), g), (g, s(g)) ∈ G2 e

r(g)g = g = gs(g).

(2) Se g, h ∈ G, então (g, h) ∈ G2 se e só se s(g) = r(h).

(3) Se f, g, h ∈ G e (f, g), (fg, h) ∈ G2 então (g, h) ∈ G2. Da

mesma forma, se (f, gh), (g, h) ∈ G2 então (f, g) ∈ G2.

(4) Se g, h ∈ G e (g, h) ∈ G2, então (h-1, g-1) ∈ G2 e

(gh)-1 = h-1g-1.
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(5) Se g, h ∈ G e (g, h) ∈ G2, então

r(gh) = r(g) e s(gh) = s(h).

(6) Se (g, h), (f, h) ∈ G2 e gh = fh então g = f . Da mesma

forma, se (h, g), (h, f) ∈ G2 e hg = hf então f = g.

(7) Se g ∈ G0,

g-1 = g = r(g) = s(g).

Demonstração.

(1) Usando a Definição 1.1.1, o item (3) garante que (g-1, g),

(g, g-1) ∈ G2, então pelo item (2) temos que (gg-1, g), (g, g-1g) ∈
G2, isto é, (r(g), g), (g, s(g)) ∈ G2. Agora, novamente usando a

propriedade do item (3), obtemos

gg-1g = g

que, agrupando de maneira adequada, prova a identidade dese-

jada.

(2) (⇒) Se (g, h) ∈ G2, usando a unidade hh-1, temos

s(g) = g-1g = g-1(ghh-1) = (g-1gh)h-1 = hh-1 = r(h).

(⇐) Pelo item (1) provado anteriormente, sabemos que (g, s(g)),

(r(h), h) ∈ G2. Se s(g) = r(h), temos então que (g, r(h)),

(r(h), h) ∈ G2, de modo que (g, r(h)h) = (g, h) ∈ G2.

(3) Pela definição de grupoide, (f -1, f) ∈ G2. Juntando

com (f, g) ∈ G2, temos que (f -1, fg) ∈ G2. Agora juntando

essa última pertinência com (fg, h) ∈ G2, obtemos (f -1fg, h) =

(g, h) ∈ G2. O outro caso é análogo.

(4) Pelo item (2) provado anteriormente, (g, h) ∈ G2 é equi-

valente a s(g) = r(h) o que implica pela Observação 1.1.4 que

r(g-1) = s(h-1), ou seja, (h-1, g-1) ∈ G2. Além disso, multi-

plicando gh por h-1 e cancelando a unidade, temos ghh-1 = g.
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Multiplicando à direita por g-1, obtemos

ghh-1g-1 = gg-1. (∗)

Como sabemos que ((gh)-1, gh) ∈ G2, podemos multiplicar a

equação (∗) a esquerda por (gh)-1 e obtemos

(gh)-1ghh-1g-1 = (gh)-1gg-1. (∗∗)

Note então que cancelando a unidade (gh)-1gh do lado esquerdo

de (∗∗) obtemos h-1g-1, e cancelando a unidade gg-1 do lado

direito obtemos (gh)-1, provando a igualdade desejada.

(5) Usamos a identidade que acabamos de provar em (4) e o

cancelamento da unidade para obter

r(gh) = gh(gh)-1 = ghh-1g-1 = gg-1 = r(g),

s(gh) = (gh)-1gh = h-1g-1gh = h-1h = s(h).

(6) Note que, pela propriedade (3) da definição de grupoide,

g = ghh-1 e f = fhh-1. Por hipótese, temos gh = fh. Multipli-

cando essa igualdade à esquerda por h-1 obtemos

ghh-1 = fhh-1.

Segue da primeira observação desse parágrafo que g = f . Análogo

para o caso hg = hf .

(7) Se g ∈ G0, então g = h-1h para algum h ∈ G. Assim,

pelo item (4) provado anteriormente,

g-1 = (h-1h)-1 = h-1(h-1)-1 = h-1h = g.

Finalmente,

s(g) = s(h-1h) = s(h) = h-1h = g

e, de modo análogo, r(g) = g, demonstrando a igualdade pre-

tendida.
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Corolário 1.1.6. Se G é um grupoide, então

G0 = {g ∈ G : (g, g) ∈ G2 e g2 = g}.

Demonstração. (⊂) Pelo lema anterior, item (6), se g ∈ G0,

g = s(g) = r(g). Mas o item (1) desse mesmo lema garante que

g = gs(g) = gg.

(⊃) Se g2 = g, note que o item (1) do lema anterior garante

que

gg = g = gs(g),

e do item (5) segue a igualdade g = s(g) ∈ G0.

Esse corolário nos permite dizer que as unidades de um gru-

poide são seus elementos idempotentes.

Definição 1.1.7. Se x ∈ G0, definimos os seguintes conjuntos

Gx := s-1(x), Gx := r-1(x).

Além disso, para subconjuntos U, V ⊆ G, definimos UV da ma-

neira esperada: o conjunto de todos os produtos posśıveis de um

elemento de U com um elemento de V :

UV := {αβ : α ∈ U, β ∈ V, s(α) = r(β)}.

A menos de menção em contrário, quando escrevermos xy ∈ UV ,

fica subentendido que x ∈ U e y ∈ V .

Observação 1.1.8. Note que, por causa do Lema 1.1.5(2), dados

U, V ⊆ G, o conjunto UV é a imagem direta de (U × V ) ∩ G2

pela operação de multiplicação.

A seguir, vejamos alguns exemplos de grupoides.

Exemplo 1.1.9. (Grupo). Todo grupo é um grupoide de ma-

neira trivial. Seja G um grupo, defina G2 = G × G, com a
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multiplicação e inversão sendo as operações usuais do grupo.

Note que nesse caso o espaço das unidades G0 consiste apenas

do elemento neutro do grupo. /

Exemplo 1.1.10. (Relação de equivalência). Seja X um con-

junto não vazio, e R ⊆ X ×X uma relação de equivalência em

X. Defina

R2 :=
{(

(x, y), (y, z)
)

: (x, y), (y, z) ∈ R
}
.

Defina o produto e a inversão, respectivamente, como

(x, y)(y, z) := (x, z),

(x, y)-1 := (y, x).

Note que a multiplicação está bem definida pela propriedade

transitiva da relação de equivalência, e a inversão está bem defi-

nida pois a relação de equivalência é simétrica. Vamos verificar

que as condições da Definição 1.1.1 são satisfeitas.

(1)
(
(x, y)-1

)-1
= (y, x)-1 = (x, y);

(2) Se
(
(x, y), (y, z)

)
,
(
(y, z), (z, w)

)
∈ R2 então x, y, z e w

estão na mesma classe de equivalência em R e logo[
(x, y)(y, z)

]
(z, w) = (x, z)(z, w) = (x,w),

(x, y)
[
(y, z)(z, w)

]
= (x, y)(y, w) = (x,w).

provando a associatividade;

(3) Note que para qualquer (x, y), podemos multiplicar (x, y)

com (y, x) = (x, y)-1, e se ((x, y), (y, z)) ∈ R2 então

(x, y)-1(x, y)(y, z) = (y, x)(x, y)(y, z) = (y, z),

(x, y)(y, z)(y, z)-1 = (x, y)(y, z)(z, y) = (x, y).

Assim obtemos que R é um grupoide.
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Ademais, note que

r
(
(x, y)

)
= (x, y)(x, y)-1 = (x, y)(y, x) = (x, x)

e, de maneira similar, s
(
(x, y)

)
= (y, y). Com isso, temos que

R0 = {(x, x) : x ∈ X} ,

conjunto esse conhecido como a diagonal de X ×X. /

Exemplo 1.1.11. (Ação de grupo à direita). Seja G um grupo

agindo à direita num conjunto X, isto é, existe uma aplicação

σ : X ×G→ X

(x, g) 7→ xg

de modo que para g ∈ G, a função que associa x 7→ xg é uma

bijeção e para qualquer g, h ∈ G, x ∈ X vale que (xg)h = x(gh).

Dessas relações, sendo e a unidade do grupo, segue que xe = x,

para qualquer x ∈ X. Considere o conjunto X ×G e defina

(X ×G)2 :=
{(

(x, g), (y, h)
)

: xg = y
}
.

Defina o produto e inversão por

(x, g)(xg, h) := (x, gh),

(x, g)-1 := (xg, g-1).

Vamos verificar que a definição de grupoide é satisfeita.

(1)
(
(x, g)-1

)-1
= (xg, g-1)-1 = (xgg-1, (g-1)-1) = (x, g);

(2) Se
(
(x, g), (xg, h)

)
,
(
(xg, h), (xgh, f)

)
∈ (X ×G)2 então[

(x, g)(xg, h)
]
(xgh, f) = (x, gh)(xgh, f) = (x, ghf),

(x, g)
[
(xg, h)(xgh, f)

]
= (x, g)(xg, hf) = (x, ghf).

(3) Note que é sempre posśıvel multiplicar (x, g) por (x, g)-1

= (xg, g-1). Além disso, se
(
(x, g), (xg, h)

)
∈ (X ×G)2 então

(x, g)-1(x, g)(xg, h) = (xg, g-1)(x, g)(xg, h) =
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= (xg, e)(xg, h) = (xg, h),

(x, g)(xg, h)(xg, h)-1 = (x, g)(xg, h)(xgh, h-1) =

= (x, gh)(xgh, h-1) = (x, g).

Conclúımos que X × G é um grupoide. Além disso, vamos cal-

cular os mapas

r
(
(x, g)

)
= (x, g)(x, g)-1 = (x, g)(xg, g-1) = (x, e),

s
(
(x, g)

)
= (x, g)-1(x, g) = (xg, g-1)(x, g) = (xg, e).

Note que (X × G)0 = X × {e} pode ser identificado como o

próprio conjunto X. /

Exemplo 1.1.12. (Ação de grupo à esquerda). De modo análogo

ao exemplo anterior, suponha que um grupo G age num conjunto

X com uma ação à esquerda

σ : G×X → X

(x, g) 7→ gx.

Novamente, x 7→ gx é uma bijeção para qualquer g ∈ G, e

h(gx) = (hg)x para todos g, h ∈ G, x ∈ X. Definimos G :=

G×X e

G2 :=
{(

(g, x), (h, y)
)

: x = hy
}
.

Nesse caso o produto e a inversão são dados por

(g, x)(h, y) := (gh, y),

(g, x)-1 := (g-1, gx).

Refazendo as contas do exemplo anterior, temos que G é de fato

um grupoide. Além disso, também vale que G0 = {e} ×X pode

ser identificado com X. Com essa identificação, temos

r
(
(g, x)

)
= (g, x)(g, x)-1 = (g, x)(g-1, gx) = (e, gx) ' gx,
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s
(
(g, x)

)
= (g, x)-1(g, x) = (g-1, gx)(g, x) = (e, x) ' x.

/

Exemplo 1.1.13. (Produto cartesiano). Sejam G,H grupoides.

Podemos criar um novo grupoide G ×H. Defina

(G ×H)2 := {
(
(g, h), (g′, h′)

)
: (g, g′) ∈ G2, (h, h′) ∈ H2}

e a multiplicação e inversão, respectivamente, como

(g, h)(g′, h′) := (gg′, hh′),

(g, h)-1 := (g-1, h-1).

Usando o fato de que as operações são definidas coordenada

a coordenada, não é dif́ıcil verificar que G ×H é um grupoide.

Além disso, (G ×H)0 = G0 ×H0. /

Exemplo 1.1.14. (União disjunta). Sejam Gλ, λ ∈ Λ, grupoi-

des. Podemos considerar a sua união disjunta

G :=
⊔
λ∈Λ

Gλ,

e definir

G2 :=
⊔
λ∈Λ

G2
λ.

Note que se (g, h) ∈ G2, significa que existe um λ ∈ Λ tal

que (g, h) ∈ G2
λ. Assim, o produto gh é definido como sendo

o produto oriundo de Gλ. Da mesma forma, dado g ∈ G, seu

inverso g−1 é o inverso no grupoide Gλ que contém g. É um

exerćıcio simples mostrar que, com essas operações, G se torna

um grupoide. /

Exemplo 1.1.15. Seja G um grupoide. Defina

R(G) :=
{(
r(g), s(g)

)
: g ∈ G

}
.
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Vejamos que R(G) é uma relação de equivalência em G0, e como

visto no Exemplo 1.1.10, também é um grupoide. O grupoide

R(G) é chamado de relação de equivalência de G.

Note que pelo Lema 1.1.5(6), para qualquer g ∈ G0, (g, g) =

(r(g), s(g)) ∈ R(G), provando que R(G) é reflexiva. Para provar

a simetria, sejam (x, y) ∈ R(G). Então existe um g ∈ G tal que

x = r(g), y = s(g). A Observação 1.1.4 nos diz que x = s(g-1)

e y = r(g-1), logo (y, x) = (r(g-1), s(g-1)) ∈ R(G). Por fim, para

provar a transitividade, suponha que (x, y), (y, z) ∈ R(G) e que

(x, y) =
(
r(g), s(g)

)
, (y, z) =

(
r(h), s(h)

)
.

Mas isso significa que s(g) = r(h) e logo podemos multiplicar g

por h. Usando o Lema 1.1.5(4), obtemos

x = r(g) = r(gh) e z = s(h) = s(gh),

de modo que (x, z) =
(
r(gh), s(gh)

)
∈ R(G). /

Exemplo 1.1.16. (grupoide de Deaconu–Renault). Sejam X

um conjunto, (G,+) um grupo abeliano e S ⊆ G um subsemi-

grupo que contém o elemento neutro de G, que denotaremos por

0. Suponha que exista uma ação à esquerda de S em X, isto é,

existam mapas x ∈ X 7→ u · x ∈ X que satisfazem

u · (v · x) = (u+ v) · x,

0 · x = x

para todo x ∈ X, u, v ∈ S. Considere o conjunto G ⊆ X×S×X
definido por

G := {(x, u, y) : u · x = y}.

Seja

G2 :=
{(

(x, u, y), (y, v, z)
)}
⊆ G × G.
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Vamos definir a multiplicação e inversão, respectivamente como

(x, u, y)(y, v, z) := (x, u+ v, z),

(x, u, y)-1 := (y,−u, x).

Note que a multiplicação está bem definida pois se x = u · y
e y = v · z, então x = u · (v · z) = (u + v) · z. Da mesma

forma, a inversão está bem definida pois se x = u · y então

−u · x = −u · (u · y) = (−u+ u)· = 0 · y = y. Além disso,

G0 = {(x, 0, x) : x ∈ X}

e para qualquer (x, u, y) ∈ G,

r
(
(x, u, y)

)
= (x, 0, x),

s
(
(x, u, y)

)
= (y, 0, y).

/

Definição 1.1.17. Sejam G,H grupoides. Uma função φ : G →
H é um homomorfismo de grupoide se para qualquer (g, h) ∈ G2,

(φ(g), φ(h)) ∈ H2 e φ(gh) = φ(g)φ(h).

Lema 1.1.18. Se G,H são grupoides e φ : G → H é um homo-

morfismo de grupoide, então

(1) φ(G0) ⊆ H0;

(2) φ comuta com r e s;

(3) φ comuta com a inversão.

Demonstração. (1) Vamos usar o Corolário 1.1.6, que diz que as

unidades são os idempotentes. Se g ∈ G0, g = g2 e logo

φ(g) = φ(g2) = φ(g)2,

de maneira que φ(g) ∈ H0.
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(2) Seja g ∈ G. Usando a identidade x = xs(x) para qualquer

elemento x de um grupoide, temos

φ(g)φ(s(g)) = φ(gs(g)) = φ(g) = φ(g)s(φ(g)),

e pelo cancelamento à esquerda, φ(s(g)) = s(φ(g)). Análogo

para r.

(3) Veja que

φ(g)φ(g-1) = φ(gg-1) = φ(s(g)) = s(φ(g)) = φ(g)φ(g)-1,

e novamente pelo cancelamento, φ(g-1) = φ(g)-1.

Exemplo 1.1.19. Seja G um grupoide, e considere R(G) do

Exemplo 1.1.15. Defina

φ : G → R(G)

g 7→
(
r(g), s(g)

)
Vejamos que φ é um homomorfismo de grupoides.

Se (g, h) ∈ G2, então s(g) = r(h). Mas isso significa que(
r(g), s(g)

)
,
(
r(h), s(h)

)
∈ R(G) podem ser multiplicados, e ob-

temos

φ(g)φ(h) =
(
r(g), s(g)

)(
r(h), s(h)

)
=
(
r(g), s(h)

)
Por outro lado, φ(gh) =

(
r(gh), s(gh)

)
=
(
r(g), s(h)

)
, provando

que φ(gh) = φ(g)φ(h). /

Quando o homomorfismo acima é injetor, dizemos que o gru-

poide G é principal.

Teorema 1.1.20. Se G é um grupoide então existem grupos

Gλ e relações de equivalência Rλ, λ ∈ Λ, tais que existe um

isomorfismo

G ∼=
⊔
λ∈Λ

Gλ ×Rλ
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Demonstração. Ver [Putnam 2019, Teorema 3.1.11].

1.2 Grupoides topológicos

Dada uma topologia qualquer para um grupoide G, quais

condições essa topologia deve satisfazer para que tenhamos uma

estrutura compat́ıvel com suas operações? Esse é o assunto que

abordaremos nessa seção.

Definição 1.2.1. Dado um grupoide G munido de uma topo-

logia, consideramos G2 com a topologia induzida pela topologia

produto em G × G. Esse grupoide é dito ser um grupoide to-

pológico se a inversão e a multiplicação forem cont́ınuas.

Observação 1.2.2. Como consequência da propriedade (1) da de-

finição de grupoide, segue que a inversão é um homeomorfismo.

Exemplo 1.2.3. Seja G um grupoide topológico. Claramente

o mapa ∆ : g ∈ G 7→ (g, g) ∈ G × G é cont́ınuo. É um exerćıcio

simples verificar que

id× i : G × G → G × G

(g, h) 7→ (g, h-1)

também é uma aplicação cont́ınua. Note então que, pela propri-

edade (3) da definição de grupoide, a composição

(id× i) ◦∆ : G → G × G

g 7→ (g, g-1)

tem imagem contida em G2. Como a topologia em G2 é a indu-

zida de G × G, segue que

(id× i) ◦∆ : G → G2
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é uma aplicação cont́ınua. Se chamarmos de m a multiplicação

do grupoide, temos que m◦ (id×i)◦∆ é uma aplicação cont́ınua.

Além disso, veja que

m ◦ (id× i) ◦∆(g) = m(g, g-1) = gg-1 = r(g)

para qualquer g ∈ G, de modo que provamos a continuidade do

mapa range. A continuidade do mapa source segue de modo

análogo, trocando id× i por i× id : (g, h) ∈ G × G 7→ (g-1, h) ∈
G × G. /

Exemplo 1.2.4. Todo grupoide é um grupoide topológico com

a topologia discreta. /

Exemplo 1.2.5. Se X é um espaço topológico e R é uma relação

de equivalência em X, então R é um grupoide topológico com a

topologia relativa de X ×X. /

Exemplo 1.2.6. Seja G um grupoide e suponha que é dada uma

topologia τ para G0. Podemos estender essa topologia para uma

topologia τ̃ em todo o grupoide.

Note que o Exemplo 1.1.19 nos dá uma aplicação

φ : G → R(G) ⊆ G0 × G0.

Consideramos a topologia induzida em R(G) pela topologia pro-

duto de G0 × G0. Dessa maneira podemos definir τ̃ como sendo

a topologia inicial dada pela aplicação φ: os abertos em τ̃ são

da forma φ-1(U × V ) com U, V ∈ τ . Vejamos que G com essa

topologia τ̃ é um grupoide topológico.

A inversão é cont́ınua. Seja g ∈ G e A = φ-1(U × V ) um

aberto contendo g, com U, V ∈ τ . Isso significa que φ(g) =(
r(g), s(g)

)
∈ U × V . Note que B = φ-1(V × U) é um aberto



1.2. GRUPOIDES TOPOLÓGICOS 31

que contém g-1, uma vez que a Observação 1.1.4 nos diz que

φ(g-1) =
(
r(g-1), s(g-1)

)
=
(
s(g), r(g)

)
∈ V × U.

Mais que isso, substituindo g na equação acima por qualquer

h ∈ B, temos que h-1 ∈ A, provando que a inversão é cont́ınua.

Para a continuidade da multiplicação, considere g ∈ G con-

tido no aberto φ-1(U × V ), com U, V ∈ τ . Sejam e, f ∈ G com

ef = g. Usando o Lema 1.1.5, sabemos que

r(g) = r(ef) = r(e), s(g) = s(ef) = s(f)

e, como (e, f) ∈ G2, s(e) = r(f). Assim, considere W um aberto

de τ contendo s(e). Veja que

φ(e) =
(
r(e), s(e)

)
∈ U ×W, φ(f) =

(
r(f), s(f)

)
∈W × V,

de modo que e e f estão contidos nos abertos φ-1(U × W ) e

φ-1(W×V ), respectivamente. Isso garante que (e, f) está contido

no aberto (
φ-1(U ×W )× φ-1(W × V )

)
∩ G2.

Qualquer par de elementos desse aberto, quando multiplicados,

resultam em um elemento do aberto φ-1(U × V ), provando que

a multiplicação é cont́ınua. /

Exemplo 1.2.7. No Exemplo 1.2.6 anterior, vimos que uma

topologia τ em G0 nos permite criar uma topologia τ̃ em G. Por

outro lado, podemos pensar agora na topologia induzida de G0,

já que este é subconjunto de G. Será que essa topologia induzida

em G0 é a mesma topologia τ? Vejamos que sim, caso o grupoide

seja principal.

Seja G um grupoide principal, i.e., o mapa φ : G → R(G) do

Exemplo 1.1.19 é injetora. Um aberto A na topologia relativa

de G0 é da forma A = φ-1(U ×V )∩G0, com U, V ∈ τ . Mas note



32 CAPÍTULO 1. GRUPOIDES

que, restrito a A, temos

φ|A : g ∈ A 7→ (g, g) ∈ U × V.

Veja que φ(A) = A × A ⊆ U × V , de modo que A ⊆ U ∩ V .

Por outro lado, se g ∈ U ∩ V , então (g, g) ∈ U × V . Como φ é

injetora, g = φ-1(g, g) ∈ A. Isso prova que U ∩ V ⊆ A.

Assim, temos A = U ∩ V ∈ τ , provando que a topologia

relativa de G0 ⊆ G coincide com a topologia τ de G0. /

Se G é um grupoide topológico que é principal, então φ :

g ∈ G →
(
r(g), s(g)

)
∈ R(G) é uma função cont́ınua. Mas isso

significa que a topologia de G deve ser mais fina do que a topo-

logia induzida pela topologia produto de G0 × G0. No exemplo

a seguir, mostraremos que a topologia de um grupoide principal

pode ser estritamente mais fina que a topologia induzida pela

topologia no espaço das unidades.

Exemplo 1.2.8. (Espaço de palavras). Seja X = {0, 1} munido

da topologia discreta. Para n ∈ N∗, defina Xn := {0, 1}n o

conjunto das palavras finitas de tamanho n sobre o alfabeto X.

Definimos

X∗ :=
⋃
n∈N∗

Xn

o conjunto de todas as palavras finitas1. Se x ∈ X∗, |x| denota

o tamanho da palavra x. Considere

X∞ := {0, 1}N

como o conjunto das palavras infinitas, munido da topologia pro-

duto.

Dada uma palavra qualquer x (finita ou infinita), usamos xi

para denotar sua i-ésima componente, e x[a,b] denota a palavra

1 excluindo a palavra vazia
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finita xaxa+1 . . . xb. Quando o intervalo não for fechado, fica

claro que estamos excluindo as coordenadas correspondentes.

Por abuso de notação, escrevemos x[a,∞) = xaxa+1 . . . Dadas

duas palavras u ∈ X∗ e v ∈ X∗∪X∞, uv denota a concatenação

dessas palavras. Para u ∈ X∗ e n ∈ N∗, u1 := u e un := uun−1;

por abuso de notação, u∞ é palavra infinita obtida concatenando

u infinitas vezes.

Defina a relação de equivalência R em X∞ por (x, y) ∈ R

se e só se existe um n ∈ N tal que para todo j ≥ n, xj = yj .

Isto é, duas palavras infinitas são equivalentes se elas são iguais a

partir de uma certa coordenada. Para palavras finitas v, w ∈ Xn,

defina

Z(v, w) :=
{(
vx,wx

)
: x ∈ X∞

}
⊆ R.

Note que, para palavras finitas v1, v2, w1, w2, temos em geral que

Z(v1, w1) ∩ Z(v2, w2) = ∅,

exceto no caso em que existe uma palavra finita u tal que vi =

vju e wi = wju, com {i, j} = {1, 2}, e nesse caso

Z(v1, w1) ∩ Z(v2, w2) = Z(vi, wi).

Com essas fórmulas para a interseção e usando um resultado

conhecido [Dugundji 1966, III, Teorema 3.2], prova-se que os

conjuntos Z(v, w) formam uma base para uma topologia.

Afirmamos que R é um grupoide topológico com esta topo-

logia. Claramente a inversão é cont́ınua, pois

(Z(v, w))-1 = Z(w, v).

Para provar que a multiplicação é cont́ınua, suponha que

(x, y)(y, z) = (x, z) ∈ Z(v, w),

com o tamanho das palavras v e w sendo n0. Então x = vx[n0,∞)
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e z = wz[n0,∞). Mas se (x, y) ∈ R, então existe um n1 ∈ N, que

podemos escolher maior que n0, tal que x[n1,∞) = y[n1,∞). Da

mesma forma, (y, z) ∈ R implica a existência de um n2 ∈ N, n2 >

n0, de modo que y[n2,∞) = z[n2,∞). Tomando n3 = max{n1, n2},
temos que

x = vx[n0,n3)x[n3,∞)

y = y[0,n0)y[n0,n3)y[n3,∞)

z = wz[n0,n3)z[n3,∞)

Note então que vale x[n3,∞) = y[n3,∞) = z[n3,∞). Chame de

u = x[n0,n3) = z[n0,n3), então temos que

(x, y) ∈ Z(vu, y[0,n3)), (y, z) ∈ Z(y[0,n3), wu).

Fazendo y variar, temos que a imagem inversa de Z(v, w) pela

multiplicação pode ser escrita como u,s∈X∗⋃
|s|=|v|+|u|

Z(vu, s)× Z(s, wu)

⋂R2,

que é uma união de abertos básicos de R2.

Para ver que essa topologia para R é mais fina que a to-

pologia produto de X∞ ×X∞, considere a sequência {γn}n∈N∗
com γn = (0n10∞, 0∞). Note que na topologia produto, γn →
(0∞, 0∞). Entretanto, na topologia de R, as vizinhanças básicas

de (0∞, 0∞) são da forma Z(0m, 0m),m ∈ N∗. E dado qualquer

m, γm+1 /∈ Z(0m, 0m), mostrando que γn 6→ (0∞, 0∞) em R. /

Exemplo 1.2.9. Podemos munir o grupoide de Deaconu-Renault

com uma topologia similar àquela do exemplo anterior. Usando

a notação do Exemplo 1.1.16, seja X um espaço topológico e
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considere os abertos básicos

Z(U, t, V ) := {(x, t, y) : x ∈ U, y ∈ V, x = t · y}

com U, V ⊆ X abertos. Note que (Z(U, t, V ))-1 = Z(V,−t, U).

Além disso, a imagem inversa do aberto Z(U, v, V ) pela multi-

plicação pode ser escrita como

t,u∈S⋃
t+u=v

⋃
t·W⊆U

Z(U, t,W )× Z(W,u, V ).

/

Lema 1.2.10. Se G é um grupoide topológico, então G0 é fe-

chado em G se e somente se G é Hausdorff.

Demonstração. (⇒) Suponha G0 fechado. Para provar que G é

Hausdorff, basta provar que o limite de uma net é único. Seja

{gλ}λ∈Λ uma net em G, e suponha que gλ → h e gλ → f . Por

continuidade, g-1
λ gλ → h-1f . Mas note que para qualquer λ,

g-1
λ gλ = s(gλ) ∈ G0,

e como este último é fechado, h-1f ∈ G0. Usando agora Lema

1.1.5(6), temos

h-1f = r(h-1f) = h-1ff -1h = h-1h,

e o cancelamento garante que f = h.

(⇐) Suponha G Hausdorff e seja {gλ}λ∈Λ uma net em G0 que

converge para g ∈ G. Como s é cont́ınua, gλ = s(gλ) → s(g) ∈
G0. Pela unicidade do limite, g = s(g), e logo G0 é fechado.

Proposição 1.2.11. Se G0 é Hausdorff, então G2 é fechado em

G × G.

Demonstração. Seja (αλ, βλ)λ∈Λ uma net em G2 que converge

para (α, β) ∈ G×G. Note que, por causa da topologia induzida,
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αλ → α e βλ → β. Por continuidade de r e s, temos que

s(αλ)→ s(α) e r(βλ)→ r(β).

Mas note que como (αλ, βλ) ∈ G2, s(αλ) = r(βλ). Assim,

pela unicidade do limite em G0,

s(α) = lim
λ→∞

s(αλ) = lim
λ→∞

r(βλ) = r(β)

de modo que (α, β) ∈ G2.

1.3 Grupoides étale

Quando se trabalha com C*-álgebras de grupos e grupoides,

precisamos definir uma integração nos mesmos, e isso se faz com

a chamada medida de Haar. Passa-se o fato de que quando o

grupo é discreto, a medida de Haar é a medida de contagem, o

que simplifica em muito nosso trabalho. O análogo de um grupo

discreto é um grupoide étale.

Observação 1.3.1. Nesse trabalho, diremos que uma função f :

X → Y é um homeomorfismo local se cada x ∈ X possuir uma

vizinhança aberta U de modo que f(U) é aberto em Y e a res-

trição f |U : U → f(U) é um homeomorfismo.

Definição 1.3.2. Um grupoide topológico é dito ser étale se o

mapa r : G → G é um homeomorfismo local.

Note que exigimos que o contradomı́nio seja G e não apenas

G0 com a topologia relativa. Esse detalhe é sutil, mas garante o

seguinte resultado.

Lema 1.3.3. Se G é um grupoide étale, G0 é aberto em G.

Demonstração. Para cada g ∈ G, escolha um aberto Ug contendo

g de modo que r : Ug → r(Ug) é um homeomorfismo sobre um

aberto. Então G0 =
⋃
g∈G r(Ug) é aberto.
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Exemplo 1.3.4. Todo grupoide discreto é étale. De fato se G
é um grupoide discreto, todo g ∈ G possui uma vizinhança {g}
de modo que

r : {g} → {gg-1}

é um homeomorfismo. /

Exemplo 1.3.5. O grupoide do Exemplo 1.2.8 é étale: r é um

homeomorfismo de Z(u, v) em Z(u, u). Como os abertos Z(u, v)

são abertos básicos da topologia, isso garante que r é um home-

omorfismo local. /

Exemplo 1.3.6. O grupoide de Deaconu-Renault do Exemplo

1.1.16 é étale sempre que a ação de S em X é um homeomorfismo

local.

Considere (x0, t, y0) ∈ G, escolha U vizinhança de x0 e V

vizinhança de y0 de modo que y 7→ t · y é homeomorfismo de V

em t · V . Considere W := U ∩ t · V , que é um aberto não vazio

pois x0 ∈ W . Finalmente, defina seja V ′ := V ∩ −t ·W aberto,

e note que

r : Z(W, t, V ′)→ Z(W, 0,W )

é um homeomorfismo. /

A Observação 1.1.4 nos garante que num grupoide étale a

função s também é um homeomorfismo local, pois é a com-

posição de r com o homeomorfismo inversão. Isso nos garante

que a seguinte definição faz sentido.

Definição 1.3.7. Um subconjunto B de um grupoide étale é

chamado de bisseção se existe um aberto U contendo B tal que

r : U → r(U) e s : U → s(U) são homeomorfismos.
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Os resultados a seguir serão usados no último caṕıtulo desse

trabalho.

Lema 1.3.8. Seja G um grupoide étale Hausdorff segundo-con-

tável. Então G possui uma base enumerável de bisseções abertas.

Demonstração. Seja {gn}n∈N um subconjunto denso enumerável

de G. Para cada gn, escolha uma base de vizinhanças abertas

{Un,i}i∈N e {Vn,i}i∈N de modo que r : Un,i → r(Un,i) e s :

Vn,i → s(Vn,i) sejam homeomorfismos. Note então que

{Un,i ∩ Vn,i : n, i ∈ N}

é uma base enumerável de bisseções abertas.

Lema 1.3.9. Se G é um grupoide étale Hausdorff e x ∈ G0,

então os conjuntos Gx e Gx são discretos na topologia relativa.

Demonstração. Para cada γ ∈ Gx, escolha uma bisseção aberta

Uγ contendo γ. Claramente temos {γ} ⊆ Uγ ∩ Gx. Para provar

que {γ} ⊇ Uγ ∩ Gx, suponha que exista um y 6= γ pertencente a

Uγ ∩ Gx. Como G é Hausdorff, existiriam abertos Aγ , Ay ⊆ Uγ

separando γ e y. Porém, como r é um homeomorfismo local

em Uγ , teŕıamos que r(Aγ) e r(Ay) são abertos disjuntos, o que

claramente não ocorre pois x ∈ r(Aγ) ∩ r(Ay). Segue que

{γ} = Uγ ∩ Gx

é um aberto em Gx e logo Gx é discreto.

O argumento é análogo para Gx trocando r por s.

Proposição 1.3.10. Se G é um grupoide topológico primeiro-

contável e r é uma aplicação aberta, então a multiplicação é

uma aplicação aberta. Em particular, se G é étale, então a mul-

tiplicação é aberta.
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Demonstração. Sejam U, V abertos em G e tome (α, β) ∈ (U ×
V )∩G2. Fixe uma sequência {gi}i∈N convergindo para αβ. Que-

remos mostrar que a sequência eventualmente pertence a UV .

Seja {Un}n∈N uma base abertos contendo α, que podemos to-

mar decrescente e contida em U . Como r é aberta, cada r(Un)

é um aberto contendo r(α). Como gi → αβ, então por conti-

nuidade, r(gi) → r(αβ) = r(α). Assim para cada n ∈ N, existe

um in tal que r(gi) ∈ r(Un) sempre que i ≥ in. Isso nos per-

mite tomar uma subsequência {g′n}n∈N de {gi}i∈N de modo que

r(g′n) ∈ r(Un).

Usando imagem inversa, temos que existe uma sequência

{αn}n∈N de modo que αn ∈ Un e r(αn) = r(g′n). Logo, αn → α.

Segue que α-1
n g
′
n → α-1αβ = β. Assim existe um N ∈ N tal que

α-1
n g
′
n ∈ V para n ≥ N . Assim,

g′n = αn(α-1
n g
′
n) ∈ UV

sempre que n ≥ N , o que garante que a sequência original gn

eventualmente está em UV .

No caso G étale, r é um homeomorfismo local, e logo uma

aplicação aberta.





2 Semigrupos Inversos

Esse caṕıtulo serve como uma breve introdução aos semigru-

pos inversos e apresenta o maquinário algébrico que usaremos

no Caṕıtulo 4.

2.1 Definições e exemplos

Lembramos que um semigrupo é um conjunto S munido de

uma operação binária associativa, que será denotada por conca-

tenação. A notação de potência indica concatenações repetidas.

Definição 2.1.1. Um semigrupo inverso é um semigrupo S tal

que para cada elemento s ∈ S existe um único elemento s∗ ∈ S
tal que

ss∗s = s e s∗ss∗ = s∗. (2.1)

A função s 7→ s∗ é chamada de involução.

Exemplo 2.1.2. Todo grupo é um semigrupo inverso, com in-

volução dava pela inversão. /

Exemplo 2.1.3. Seja X um conjunto não vazio. Considere

I(X) o conjunto de todas as bijeções parcialmente definidas em

X, i.e.,

I(X) := {f : A→ B : A,B ⊆ X, f bijetora}.

Nesse conjunto, consideramos a operação de composição com

domı́nio sendo o maior conjunto posśıvel. Assim, dadas f, g ∈
I(X) com f : A→ B, g : C → D, temos

gf : f -1(B ∩ C)→ g(B ∩ C),
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possivelmente resultando na função vazia. Definimos a involução

como f∗ = f -1. Com essas operações, I(X) é um semigrupo

inverso chamado de monoide inverso. /

O Teorema de Vagner-Preston, conforme [Paterson 1999, Pro-

posição 2.1.3], garante que todo semigrupo inverso é isomorfo a

um subsemigrupo inverso de um monoide inverso.

Definição 2.1.4. Seja S um semigrupo inverso. Denotamos o

conjunto de seus elementos idempotentes por

E(S) := {e ∈ S : e2 = e}.

Exemplo 2.1.5. Para qualquer s ∈ S , temos que ss∗ é idem-

potente, pois

(ss∗)2 = (ss∗s)s∗ = ss∗.

Analogamente, s∗s é idempotente. /

Proposição 2.1.6. Dado um semigrupo inverso S, vale que:

(1) Se s ∈ S,
(
s∗
)∗

= s.

(2) Se e ∈ E(S), e∗ = e.

(3) Se e, f ∈ E(S), ef = fe.

(4) E(S) é fechado por concatenação.

(5) Para e ∈ E(S), s ∈ S, vale que s∗es ∈ E(S).

(6) Se s, t ∈ S, então (st)∗ = t∗s∗.

Demonstração.

(1) Por simplicidade, denote s∗∗ = (s∗)∗. Então

s∗s∗∗s∗ = s∗ e s∗∗s∗s∗∗ = s∗∗,

que é a equação (2.1), com s trocado por s∗∗. Por unicidade,

s = s∗∗.
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(2) Como e ∈ E(S), então e = ee, e sendo assim, e = eee, e

por unicidade, e = e∗.

(3) Sejam e, f ∈ E(S), defina g = f(ef)∗e. Assim,

g2 = f(ef)∗ef(ef)∗e = f(ef)∗e = g.

Logo, g ∈ E(S), e mais que isso, usando a idempotência de e e

f ,

g(ef)g = f(ef)∗eeff(ef)∗e = f(ef)∗ef(ef)∗e = g e

(ef)g(ef) = eff(ef)∗eef = ef(ef)∗ef = ef.

Assim, (ef)∗ = g = g∗. Aplicando a involução e usando (1),

temos ef = g ∈ E(S). Repetindo o argumento acima trocando

e e f de posição, temos que fe ∈ E(S). Assim, usando a idem-

potência de e, f , ef e fe, temos

ef(fe)ef = efef = ef e fe(ef)fe = fefe = fe

e logo ef = (fe)∗ = fe, como desejado.

(4) Se e, f ∈ E(S), por (3) sabemos que ef = fe, de modo

que

(ef)2 = efef = eeff = ef

e segue que ef ∈ E(S).

(5) Usando que ss∗, e ∈ E(S) comutam, temos que

(s∗es)2 = s∗ess∗es = s∗e2ss∗s = s∗es,

e segue que s∗es ∈ E(S).

(6) Note que para t, s ∈ S temos que s∗s, tt∗ são idempoten-

tes e portanto comutam. Segue que

(t∗s∗)st(t∗s∗) = t∗tt∗s∗ss∗ = t∗s∗.

Uma conta análoga mostra que st(t∗s∗)st = st. Por unicidade

t∗s∗ = (ts)∗.
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Lema 2.1.7. Seja S um semigrupo inverso. Para quaisquer

e ∈ E(S) e s ∈ S existem f, h ∈ E(S) tais que

es = sf

se = hs

Demonstração. Considere f = s∗es, que é idempotente pela

Proposição 2.1.6. Então, como idempotentes comutam,

sf = s(s∗es) = (ss∗)es = e(ss∗)s = es.

A outra igualdade é obtida fazendo h = ses∗.

Outras caracterizações de semigrupo inverso podem ser apre-

sentadas. Para isso temos a seguinte definição.

Definição 2.1.8. Um semigrupo regular é um semigrupo S tal

que para todo s ∈ S existe um t ∈ S tal que

sts = s e tst = t.

Nesse caso dizemos que t é um inverso de s.

Teorema 2.1.9. Um semigrupo S é um semigrupo inverso se

e somente se é um semigrupo regular no qual quaisquer dois

idempotentes comutam.

Demonstração. (⇒) Claramente, um semigrupo inverso satisfaz

a definição de ser regular. A Proposição 2.1.6(3) garante que os

idempotentes comutam.

(⇐) Seja S um semigrupo regular tal que os idempotentes

comutam. Fixe um s ∈ S e considere u, v ∈ S inversos de s.

Vamos mostrar que u = v. Note que (us)2 = usus = us e

(vs)2 = vsvs = vs, logo são idempotentes. Analogamente, su

e sv também são idempotentes. Usando a comutatividade dos

idempotentes, temos
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u = usu = u(svs)u = (us)(vs)u = (vs)(us)u =

= (vs)(usu) = vsu = (vsv)su = v(sv)(su) = v(su)(sv) =

= v(sus)v = vsv = v,

como desejado.

Agora, para cada s ∈ S , seja s∗ o único inverso de s. Com

essa involução, S torna-se um semigrupo inverso.

2.2 Ordem parcial

Definição 2.2.1. Seja S um semigrupo inverso. A relação ≤ é

dada por s ≤ t se e somente se existe um idempotente e tal que

s = te.

Lema 2.2.2. Seja ≤ a relação definida anteriormente. Então

são equivalentes

(1) s ≤ t.
(2) s = ft para algum idempotente f .

(3) s∗ ≤ t∗.
(4) s = ss∗t.

(5) s = ts∗s.

Demonstração. (1) ⇒ (2). Suponha s = te para e idempotente.

Pelo Lema 2.1.7, existe f ∈ E(S) tal que te = ft e o resultado

segue.

(2) ⇒ (3). Se s = ft para f ∈ E(S), a Proposição 2.1.6

mostra que s∗ = (ft)∗ = t∗f∗ = t∗f , e por definição, s∗ ≤ t∗.
(3)⇒ (4). Seja s∗ = t∗e para e ∈ E(S). Tomando involução,

temos s = et e por idempotência, es = e2t = et = s. Como

idempotentes comutam, ss∗e = ess∗ = ss∗. Finalmente,

s = ss∗s = ss∗et = (ss∗e)t = ss∗t
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(4) ⇒ (5). Se s = ss∗t, pelo Lema 2.1.7, existe e ∈ E(S) tal

que s = te. Mas nesse caso se = te2 = te = s, e logo

s = ss∗s = tes∗s = ts∗se = ts∗s.

(5) ⇒ (1). Imediato da definição.

Definição 2.2.3. Seja (P,≤) um conjunto parcialmente orde-

nado. Um ideal ordenado de P é um subconjunto Q ⊆ P que

satisfaz a condição de que x ≤ y com y ∈ Q implica que x ∈ Q.

Proposição 2.2.4. Seja S um semigrupo inverso.

(1) A relação ≤ é uma ordem parcial em S.

(2) Para e, f ∈ E(S) temos que e ≤ f se e somente se e =

ef = fe.

(3) Se s ≤ t e u ≤ v então su ≤ tv.

(4) Se s ≤ t então s∗s ≤ t∗t e ss∗ ≤ tt∗.
(5) E(S) é um ideal ordenado de S.

Demonstração.

(1) De s = s(s∗s) temos s ≤ s para qualquer s ∈ S e temos

a reflexividade. Se s ≤ t e t ≤ s, usando o Lema 2.2.2 te-

mos s = ss∗t e t = tt∗s. Assim, usando a comutatividade

dos idempotentes

s = ss∗t = ss∗tt∗s = tt∗ss∗s = tt∗s = t

temos a antissimetria. Finalmente se s ≤ t e t ≤ u, temos

s = te e t = uf para e, f ∈ E(S). Obtemos então,

s = te = ufe.

Como ef ∈ E(S) pela Proposição 2.1.6(4), s ≤ u por

definição e provamos a transitividade.

(2) (⇒) Se e ≤ f temos que existe u ∈ E(S) tal que e =

fu. Como idempotentes comutam, fe = ffu = fu =
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e e ef = fe = e. (⇐) Da igualdade e = fe segue

imediatamente que e ≤ f .

(3) Se s ≤ t e u ≤ v então existem e, f ∈ E(S) tais que

s = te e u = vf . Pelo Lema 2.1.7, existe i ∈ E(S) tal

que ev = vi. Assim, temos

su = t(ev)f = tvif,

ou seja, su ≤ tv, uma vez que if ∈ E(S) pois o conjunto

dos idempotentes é fechado por concatenação.

(4) Sejam s, t ∈ S tais que s ≤ t. O Lema 2.2.2 garante que

s∗ ≤ t∗, e por (3) provada acima, s∗s ≤ t∗t e ss∗ ≤ tt∗.
(5) Sejam s ∈ S e e ∈ E(S) tais que s ≤ e. Então s = ef

para algum f ∈ E(S). Pela Proposição 2.1.6(4), s ∈
E(S).

Definição 2.2.5. Um semirreticulado com ı́nfimo é um con-

junto parcialmente ordenado no qual todo par de elementos pos-

sui um ı́nfimo. Se a e b são elementos do semi-reticulado, deno-

tamos seu ı́nfimo por

a ∧ b := inf{a, b}.

Proposição 2.2.6. Seja S um semigrupo, e considere (E(S),≤)

como um conjunto ordenado. Então E(S) é um semirreticulado

com ı́nfimo dado por

e ∧ f = ef.

Demonstração. Note que trivialmente e(ef) = ef e por comu-

tatividade, f(ef) = eff = ef ; segue que ef ≤ e e ef ≤ f .

Suponha que i ∈ E(S) seja tal que i ≤ e, i ≤ f . Então ei = i e
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fi = i. Logo,

(ef)i = e(fi) = ei = i

o que prova que i ≤ ef . Assim, ef satisfaz a condição de ser

maior cota inferior.



3 C*-álgebras de Grupoides

Assim como com grupos, a partir de um grupoide podemos

criar duas C*-álgebras, a cheia e a reduzida. Nesse caṕıtulo

apresentamos essas construções.

A menos de menção em contrário, nesse caṕıtulo todo gru-

poide será um grupoide étale localmente compacto Hausdorff

segundo-contável.

3.1 Álgebra de convolução

Considere G um grupo e f, g : G → C. Queremos definir o

produto de convolução de f e g calculado em um elemento s ∈ G
usando a seguinte fórmula

(f ∗ g)(s) =
∑
r∈G

f(r)g(r-1s). (3.1)

Note que essa fórmula faz sentido quando podemos atribuir

um valor ao somatório do lado direito. Caso nosso grupo seja

finito, isso sempre acontece. Já se o grupo for discreto, podemos

exigir que f e g sejam diferentes de zero apenas em um conjunto

finito de elementos de G. No caso mais geral, com G um grupo

topológico e usando a medida de Haar, o produto faz sentido

quando f e g possuem suporte compacto.

Enxergando (3.1) sob outra ótica, podemos descrever essa

soma como sendo a soma de todos os produtos f(a)g(b) com

a, b ∈ G que satisfaçam ab = s. Essa descrição é a usada para

definir o produto de convolução em grupoides.

Definição 3.1.1. Seja G um grupoide e f, g ∈ Cc(G). O produto
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de convolução de f e g, calculado em γ ∈ G vale

(f ∗ g)(γ) =

(α,β)∈G2∑
αβ=γ

f(α)g(β), (3.2)

em que o somatório é definido como sendo zero quando não exis-

tirem α e β satisfazendo a condição αβ = γ.

Por questões estéticas, colocaremos a condição (α, β) ∈ G2

acima do śımbolo de somatório.

Proposição 3.1.2. Seja G um grupoide. Se f, g ∈ Cc(G) e

γ ∈ G, o conjunto

{(α, β) ∈ G2 : αβ = γ e f(α)g(β) 6= 0}

é finito. O espaço vetorial complexo Cc(G) é uma ∗-álgebra com

multiplicação dada por (3.2) e involução dada por

f∗(γ) = f(γ-1).

Além disso vale que supp(f ∗ g) ⊆ supp(f) supp(g).

Demonstração. Note que se α, β, γ ∈ G com αβ = γ então

r(γ) = r(α) e s(γ) = s(β). Logo, α ∈ Gr(γ) e β ∈ Gs(γ). O

Lema 1.3.9 nos garante que estes conjuntos são discretos. Assim,

Gr(γ)∩ supp(f), bem como Gs(γ)∩ supp(g), é a interseção de um

conjunto discreto com um conjunto compacto, sendo portanto

finito. Observando que o conjunto do enunciado está contido em(
Gr(γ) ∩ supp(f)

)
×
(
Gs(γ) ∩ supp(g)

)
,

segue sua finitude. Esse fato garante a boa definição do produto

de convolução dado por (3.2).

Se γ ∈ supp(f ∗ g), então deve existir uma net {γλ}λ∈Λ tal

que γλ → γ e (f ∗ g)(γλ) 6= 0 para todo λ ∈ Λ. Essa última

condição nos permite encontrar nets {αλ}λ∈Λ, {βλ}λ∈Λ tais que
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αλβλ = γλ e f(αλ), g(βλ) 6= 0. Note então que {αλ}λ∈Λ ⊆
supp(f) e {βλ}λ∈Λ ⊆ supp(g). Como os suportes de f e g são

compactos, passando para uma subnet e renomeando os ı́ndices,

segue que as nets {αλ}λ∈Λ e {βλ}λ∈Λ convergem, digamos, para

α e β. Por definição, temos que α ∈ supp(f) e β ∈ supp(g).

Mais ainda, como a multiplicação é cont́ınua,

γ = lim γλ = limαλβλ = limαλ limβλ = αβ.

Disso segue que supp(f ∗ g) ⊆ supp(f) supp(g).

Relembrando a Observação 1.1.8, temos que supp(f) supp(g)

é a imagem da operação de multiplicação aplicada no conjunto

(supp(f)× supp(g))∩G2. Como G é Hausdorff, G0 também o é;

segue da Proposição 1.2.11 que G2 é fechado. Agora, (supp(f)×
supp(g))∩G2 é a interseção do compacto supp(f)×supp(g) com

o fechado G2, sendo portanto compacto. Segue da continuidade

da multiplicação que supp(f) supp(g) é compacto. Finalmente

supp(f ∗ g) é um compacto, pois é fechado contido em um com-

pacto.

Dáı segue a boa definição do produto de convolução em Cc(G).

A involução também está bem definida, uma vez que para f ∈
Cc(G), supp(f∗) = i(supp(f)) permanece compacto, uma vez

que é a imagem de um compacto pela inversão. Verificar que

Cc(G) forma uma ∗-álgebra é exerćıcio de rotina. Vejamos,

por exemplo, que esse produto é associativo. De fato, dadas

f, g, h ∈ Cc(G), e γ ∈ G, usando a associatividade do produto

em G temos(
(f ∗ g) ∗ h

)
(γ) =

∑
αz=γ

(f ∗ g)(α)h(z) =

=
∑
αz=γ

(∑
xy=α

f(x)g(y)

)
h(z) =

∑
αz=γ

∑
xy=α

f(x)g(y)h(z) =
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=
∑
xyz=γ

f(x)g(y)h(z) =
∑
xβ=γ

f(x)

∑
yz=β

g(y)h(z)

 =

=
∑
xβ=γ

f(x)(g ∗ h)(β) =
(
f ∗ (g ∗ h)

)
(γ).

Lema 3.1.3. Seja G um grupoide. Então

Cc(G) = span{f ∈ Cc(G) : supp(f) é uma bisseção}.

Demonstração. Seja f ∈ Cc(G). Sabemos que G possui uma

base de bisseções abertas, pelo Lema 1.3.8. Como em particular

essa base de abertos cobre o compacto supp(f), podemos extrair

uma subcobertura finita do mesmo, digamos {Ui}, i = 1, . . . , n.

Como supp(f) é compacto e Hausdorff, também é paracompacto.

Por [Dugundji 1966, VIII, Teorema 4.2], existe uma partição da

unidade subordinada à cobertura {Ui}ni=1, isto é, um conjunto

de funções cont́ınuas hi : G → [0, 1], i = 1, . . . , n tais que

n∑
i=1

hi = 1

no suporte de f e supp(hi) ⊆ Ui. Considerando o produto pon-

tual fi = f · hi, i = 1, . . . , n, temos que

f =

n∑
i=1

fi

e supp(fi) ⊆ Ui é uma bisseção, como desejado.

Lema 3.1.4. Seja G um grupoide. Se U, V ⊆ G são bisseções

abertas e f, g ∈ Cc(G) satisfazem supp(f) ⊆ U e supp(g) ⊆ V

então supp(f ∗ g) ⊆ UV e para γ = αβ ∈ UV , temos

(f ∗ g)(γ) = f(α)g(β).
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Além disso, vale que Cc(G0) é uma ∗-subálgebra de Cc(G).

Demonstração. Como supp(f) ⊆ U e supp(g) ⊆ V , a Proposição

3.1.2 nos garante que supp(f ∗ g) ⊆ supp(f) supp(g) ⊆ UV .

Também, a demonstração dessa mesma proposição nos diz que

o conjunto

A = {(µ, ν) ∈ G2 : µν = γ e f(µ)g(ν) 6= 0}

é finito e está contido em(
Gr(γ) ∩ U

)
×
(
Gs(γ) ∩ V

)
.

Como U é bisseção, r restrita a um subconjunto de U é bi-

jetora, assim Gr(γ) ∩ U = r-1(r(γ)) ∩ U é um conjunto unitário.

Da mesma forma, s restrito a um subconjunto de V é bijetora e

Gs(γ) ∩ V = s-1(s(γ)) ∩ V é unitário.

Como γ = αβ ∈ UV , temos que A ⊆ {(α, β)}. Na fórmula da

convolução (3.2), a soma do lado direito não é nula exatamente

quando A = {(α, β)}, logo temos

(f ∗ g)(γ) = f(α)g(β).

Os Lemas 1.3.3 e 1.2.10 garantem que G0 é aberto e fechado

em G. Assim, dada f ∈ Cc(G0), podemos estendê-la de ma-

neira cont́ınua para f ∈ Cc(G), bastando defini-la como sendo

zero fora de G0. Logo, segue que Cc(G0) é uma ∗-subálgebra de

Cc(G).

Corolário 3.1.5. Seja G um grupoide. Sejam f, g ∈ Cc(G) e

h ∈ Cc(G0) tais que o suporte de f é uma bisseção. Então valem

as seguintes afirmações:

(1) f∗ ∗ f ∈ Cc(G0) possui suporte contido em s(supp(f)) e

para todo γ ∈ supp(f),

(f∗ ∗ f)(s(γ)) = |f(γ)|2.
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(2) f ∗ f∗ ∈ Cc(G0) possui suporte contido em r(supp(f)) e

para todo γ ∈ supp(f),

(f ∗ f∗)(r(γ)) = |f(γ)|2.

(3) para todo γ ∈ G,

(h ∗ g)(γ) = h(r(γ))g(γ), (g ∗ h)(γ) = g(γ)h(s(γ)).

(4) se G0 é compacto, então 1G0 é a unidade de Cc(G).

Demonstração. (1) Note que pela Proposição 3.1.2,

supp(f∗ ∗ f) ⊆ supp(f∗) supp(f) =

= (supp(f))-1 supp(f) = s(supp(f)).

Como s(supp(f)) é subconjunto de G0, f∗∗f ∈ Cc(G0). Mais

que isso, se γ ∈ supp(f) então

s(γ) = γ-1γ ∈ supp(f∗) supp(f).

Aplicando o Lema 3.1.4, temos que

(f∗ ∗ f)(s(γ)) = f∗(γ-1)f(γ) = f ((γ-1)-1)f(γ) = |f(γ)|2,

como desejado.

(2) Análogo a (1).

(3) Para γ ∈ G, (h ∗ g)(γ) =
∑
αβ=γ h(α)g(β). Como o

suporte de h está em G0, podemos assumir que α ∈ G0. Mas

isso nos garante que α2 = α, de modo que

γ = αβ = ααβ = αγ,

e multiplicando por inversos, α = γγ-1 = r(γ). Dáı, cancelando

a unidade, obtemos γ = γγ-1β = β. Logo, o somatório se resume

à única parcela

(h ∗ g)(γ) = h(r(γ))g(γ).

O caso g ∗ h é análogo.
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(4) Pelos Lemas 1.3.3 e 1.2.10, G0 é aberto e fechado em G.

Logo 1G0 é cont́ınua e pertence a Cc(G0). Considere l ∈ Cc(G)

e γ ∈ G. Pelo item (3),

(1G0 ∗ l)(γ) = 1G0(r(γ))l(γ) = 1 · l(γ) = l(γ) e

(l ∗ 1G0)(γ) = l(γ)1G0(s(γ)) = l(γ) · 1 = l(γ),

provando o enunciado.

Observação 3.1.6. Note que, nas condições e notação do corolário

anterior, mostramos que f∗ ∗ f tem suporte em G0. Assim se

α ∈ G0, temos que α = s(α) e logo

(f∗ ∗ f)(α) = (f∗ ∗ f)(s(α)) = |f(α)|2.

Tomando o supremo sobre todos os α ∈ G0, obtemos a igualdade

‖f∗ ∗ f‖∞ = ‖f‖2∞.

Corolário 3.1.7. O produto de convolução em Cc(G0) reduz-

se ao produto pontual, de modo que Cc(G0) é uma ∗-subálgebra

comutativa de Cc(G).

Demonstração. Dadas g, h ∈ Cc(G0), o Lema 3.1.4 permite en-

xergar g ∈ Cc(G), de modo que o Corolário 3.1.5(3) se aplica.

Para γ ∈ G, temos que

(h ∗ g)(γ) = h(r(γ))g(γ).

Se γ /∈ G0, g(γ) = 0 implica (h ∗ g)(γ) = 0. Se γ ∈ G0, então

γ = r(γ) e logo (h ∗ g)(γ) = h(γ)g(γ). O mesmo vale para

g ∗ h.
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3.2 A C*-álgebra cheia

Proposição 3.2.1. Seja G um grupoide. Para cada f ∈ Cc(G),

existe uma constante Kf ≥ 0 tal que

‖π(f)‖ ≤ Kf

para qualquer representação π : Cc(G)→ B(H) de Cc(G) em um

espaço de Hilbert H. Se o suporte de f é uma bisseção, podemos

tomar Kf = ‖f‖∞.

Demonstração. Seja f ∈ Cc(G). Usando o Lema 3.1.3, podemos

escrever

f =

n∑
i=1

fi, (3.3)

para algum n ∈ N∗, com supp(fi) uma bisseção para todo i =

1, . . . , n. Como supp(fi) é um subconjunto fechado do compacto

supp(f), ele próprio é compacto, de modo que ‖fi‖∞ é finito para

cada i. Defina Kf =
∑n
i=1 ‖fi‖∞.

Considere π : Cc(G) → B(H) uma representação arbitrária.

Como visto em [Murphy 1990, Teorema 2.1.7], para h ∈ Cc(G0)

vale que o espectro de π(h) está contido no espectro de h, de

modo que

‖π(h)‖ ≤ ‖h‖∞, ∀h ∈ Cc(G0).

Agora, pelo Corolário 3.1.5, f∗i ∗ fi tem suporte em G0 e

pela Observação 3.1.6, ‖f∗i ∗ fi‖∞ = ‖fi‖2∞, para qualquer i =

1, . . . , n. Assim, pela identidade da C*-norma, temos

‖π(fi)‖2 = ‖π(fi)
∗π(fi)‖ = ‖π(f∗i ∗ fi)‖ ≤ ‖f∗i ∗ fi‖∞ = ‖fi‖2∞.

Segue disso ‖π(fi)‖ ≤ ‖fi‖∞ para cada i. Finalmente, aplicando

a desigualdade triangular,
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‖π(f)‖ =
∥∥∥π (∑n

i=1
fi

)∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

π (fi)

∥∥∥∥∥ ≤
≤

n∑
i=1

‖π (fi)‖ ≤
n∑
i=1

‖fi‖∞ = Kf .

Se f tem suporte numa bisseção, só existe um termo na soma

(3.3), e Kf = ‖f‖∞.

Teorema 3.2.2. Seja G um grupoide. Então existe uma C∗-

álgebra C∗(G) e um ∗-homomorfismo ι : Cc(G) → C∗(G), cuja

imagem é densa em C∗(G), tal que, para qualquer representação

π : Cc(G) → B(H), existe uma representação ψ : C∗(G) →
B(H) que satisfaz ψ ◦ ι = π. A C*-norma |||·||| de C∗(G) satisfaz

‖π(f)‖ ≤ |||ι(f)|||

para toda f ∈ Cc(G), e toda π representação de Cc(G).

Demonstração. A proposição anterior mostra que, para cada f ∈
Cc(G),

{‖π(f)‖ : π é uma representação de Cc(G)}

é um conjunto limitado superiormente por Kf . Também é não

vazio por causa da representação nula, então podemos tomar o

supremo sobre esse conjunto. Defina ρ : Cc(G)→ [0,∞) por

ρ(f) = sup{‖π(f)‖ : π é uma representação de Cc(G)}.

Note que para qualquer f ∈ Cc(G) e qualquer representação

π : Cc(G) → B(H), temos que a função f → ‖π(f)‖ é uma

∗-seminorma. Como o supremo se comporta bem com desigual-

dades e produtos, segue que ρ também é uma ∗-seminorma.

Disso segue uma construção padrão em C*-álgebras: consi-
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deramos o ideal fechado autoadjunto

N := {f ∈ Cc(G) : ρ(f) = 0},

e definimos C∗(G) como sendo o completamento do quociente

Cc(G)/N com relação à norma induzida por ρ, que será denotada

por |||·|||. Além disso, definimos o ∗-homomorfismo

ι : Cc(G)→ C∗(G)

f 7→ [f ]

como sendo a inclusão canônica de Cc(G) em C∗(G). Agora,

se π : Cc(G) → B(H) é uma representação e f ∈ Cc(G) é ar-

bitrária, como ρ é o supremo sobre as normas de todas as repre-

sentaçãosentações,

‖π(f)‖ ≤ ρ(f) = |||[f ]||| = |||ι(f)|||.

Em particular, se |||[f ]||| = 0, então ‖π(f)‖ = 0 garante que

π(f) = 0 de modo que N é mapeado no subespaço nulo de B(H).

Segue dai que podemos passar π para o quociente Cc(G)/N .

Denote por

ψ : C∗(G)→ B(H)

[f ] 7→ π(f)

essa extensão para o quociente. Pelo parágrafo anterior,

‖ψ([f ])‖ ≤ |||[f ]|||.

Logo ψ é uma função linear limitada que satisfaz ψ◦ ι = π. Mais

que isso, como π é uma representação, vale que

ψ([f ][g]) = ψ([fg]) = π(fg) = π(f)π(g) = ψ([f ])ψ([g])

bem como ψ([f∗]) = ψ([f ])∗. Assim, ψ é de fato uma repre-

sentação.
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Note que em nenhum momento garantimos que ι é injetora.

Apesar disso, iremos considerar Cc(G) estando contido dentro

de C∗(G) da mesma forma.

Exemplo 3.2.3. (Ação de grupo). Sejam X um espaço com-

pacto Hausdorff e G um grupo discreto agindo em X, e considere

o grupoide G = G×X como no Exemplo 1.1.12. Denote por e a

unidade do grupo e dado g ∈ G, seja Xg := {g}×X. Como X é

compacto, temos a igualdade C(X) = Cc(X) = Cb(X) = C0(X).

Note que as funções

Ug := 1Xg , g ∈ G

são elementos de Cc(G). Lembrando que G0 = Xe ' X, temos

uma inclusão π : C(G0) ' C(X)→ Cc(G) dada por

π(f)(g, x) =

f(x), se g = e

0, se g 6= e

que consiste em estender f como sendo zero fora de G0.

Para f ∈ C(X) e g ∈ G, vale que(
Ug ∗ π(f) ∗ U∗g

)
(h, x) =

∑
αβγ=(h,x)

1Xg (α)π(f)(β)1∗Xg (γ) (3.4)

para (h, x) em G. Note que π(f)(β) é nãonulo somente se β =

(e, y) para algum y ∈ X. Para que 1Xg (α) seja não nulo, temos

que α = (g, w) para algum w ∈ X. Por fim, para que 1
∗
Xg

(γ)

seja não-nulo, devemos ter γ = (g-1, z) para algum z ∈ X. Dessa

forma, calculando o produto

αβγ = (g, w)(e, y)(g-1, z) = (e, z).

Além disso, para que possamos calcular esse produto devemos

ter y = g-1z. Igualando esse produto a (h, x), temos que z = x

e h = e. Logo, o produto Ug ∗ π(f) ∗ U∗g só é não nulo quando
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h = e e nesse caso(
Ug ∗ π(f) ∗ U∗g

)
(e, x) = π(f)(e, y) = f(y) = f(g-1x). (3.5)

Além disso, veja que para (h, x) ∈ G, temos(
Ug ∗ U∗g

)
(h, x) =

∑
αβ=(h,x)

1Xg (α)1∗Xg (β).

Novamente, os termos não-nulos no lado direito da equação acima

só ocorrem se α = (g, y) e β = (g-1, z) para y, z ∈ X com

y = g-1z. Nesse caso, αβ = (e, z) = (h, x). Assim, Ug ∗ U∗g
vale 1 em qualquer elemento da forma (e, x), o que nos permite

escrever

Ug ∗ U∗g = 1Xe , (3.6)

que é a identidade em Cc(G). De modo análogo, mostra-se que

U∗g ∗ Ug = 1Xe . Logo, para qualquer g ∈ G, Ug ∈ Cc(G) é

unitário e temos que

U : G→ Cc(G)

g 7→ Ug

é uma representação unitária.

Vamos usar essas equações para provar que C∗(G) é isomorfo

a um produto cruzado.

Um C*-sistema dinâmico é uma tripla (A,G, α) com A uma

C*-álgebra, G um grupo localmente compacto e α : G→ Aut(A)

um homomorfismo. Uma representação covariante desse C*-

sistema dinâmico é um par (π, U) com π uma representação de

A em um espaço de Hilbert H e g 7→ Ug é uma representação

unitária do grupo G no mesmo espaço H tal que

Ugπ(a)U∗g = π(αg(a))

para quaisquer g ∈ G, a ∈ A.
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Definindo

α : G→ Aut
(
C(X)

)
como αg(f)(x) = f(g-1x), (C(X), G, α) forma um C*-sistema

dinâmico.

Como Cc(G) é denso em C∗(G), podemos estender π e U por

continuidade para representações π : C(X)→ C∗(G) e U : G→
C∗(G). As equações (3.5) e (3.6) nos dizem que

π(αg(f)) = Ug ∗ π(f) ∗ U∗g ,

de modo que (π, U) é uma representação covariante de (C(X),

G, α) em C∗(G).

Como visto em [Davidson 1996, Caṕıtulo VIII], temos que

essa representação covariante (π, U) dá origem a uma ∗-repre-

sentação π o U : C(X) oα G→ C∗(G) que satisfaz

π o U

finita∑
g∈G

fg g

 =

finita∑
g∈G

π(fg)Ug,

com C(X)oαG sendo o produto cruzado. O subconjunto Cc(G,

C(X)), que é denso no produto cruzado, pode ser pensado exa-

tamente como o conjunto das somas finitas
∑finita
g∈G fg g, em que

fg ∈ C(X) para cada g.

Além disso, estamos no caso em que C(X) é unital e G é

discreto. Assim, existem inclusões canônicas

i : G→ Cc(G,C(X))

g 7→ 1X g

j : C(X)→ Cc(G,C(X))

f 7→ f e.

Por continuidade, essas inclusões podem ser estendidas para

o produto cruzado C(X) oα G.

Para f ∈ Cc(G) e g ∈ G, defina a função fg ∈ C(X) por

fg(x) = f(g, x). Assim, usando as inclusões canônicas, podemos
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definir o ∗-homomorfismo

ψ̃ : Cc(G)→ C(X) oα G

f 7→
∑
g∈G

j(fg)i(g).

Pela propriedade universal da C*-álgebra cheia, existe um

∗-homomorfismo ψ : C∗(G)→ C(X) oα G tal que ψ ◦ ι = ψ̃.

Vamos mostrar que ψ é a inversa de π o U . Para isso, basta

mostrar em subconjuntos densos de C∗(G) e de C(X) oα G.

Para f ∈ C(X) e g ∈ G, podemos considerar f g ∈ Cc(G,

C(X)) e temos

ψ ◦ (π o U) (f g) = ψ (π(f)Ug) =
∑
h∈G

j(π(f)h)j((Ug)h)i(h).

Como o termo (Ug)h só é diferente de zero quando g = h e nesse

caso (Ug)g = 1, então o somatório se reduz a

ψ ◦ (π o U) (f g) = j(π(f)g)i(g) = f g.

Por outro lado, para h ∈ Cc(G), temos que

(π o U) ◦ ψ(h) = (π o U)

∑
g∈G

j(hg)i(g)

 =
∑
g∈G

π(hg)Ug.

Note então que supp(hg) ⊆ Xg, de modo que π(hg)Ug = π(hg).

Como h =
∑
g∈G π(hg), a equação acima nos diz que (π o U) ◦

ψ(h) = h. Com isso provamos que ψ e π o U são inversas uma

da outra e obtemos C∗(G) ∼= C(X) oα G. /

Exemplo 3.2.4. (Matrizes). Considere o grupoide R do Exem-

plo 1.2.8. Para cada n ∈ N∗ e cada par u, v ∈ Xn, defina

θn(u, v) := 1Z(u,v) ∈ Cc(R).

Note que para n ∈ N∗, u, v ∈ Xn e (x, y) ∈ R, temos

θn(u, v)∗(x, y) = θn(u, v)(y, x) = 1Z(u,v)(y, x) = 1Z(u,v)(y, x)
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pois temos uma função a valores reais. O valor dessa função está

condicionado a (y, x) pertencer ou não a Z(u, v). Mas (y, x) ∈
Z(u, v) é equivalente a dizer que (x, y) ∈ Z(v, u). Sendo assim,

1Z(u,v)(y, x) = 1Z(v,u)(x, y),

o que nos dá a igualdade θn(u, v)∗ = θn(v, u).

Além disso, se n ∈ N∗, u, v, w, z ∈ Xn e (x, y) ∈ R sabemos

que (
θn(u, v) ∗ θn(w, z)

)
(x, y) =

∑
αβ=(x,y)

1Z(u,v)(α)1Z(w,z)(β).

Para que αβ = (x, y) deve existir um r ∈ X∞ tal que α =

(x, r), β = (r, y). Note que o lado direito da equação acima só

é diferente de zero quando 1Z(u,v)(x, r) = 1 e 1Z(w,z)(r, y) = 1,

o que nos diz que v = r[0,n) = w e além disso, (x, y) ∈ Z(u, z).

Usando a notação δv,w para representar o delta de Kronecker,

podemos então escrever

θn(u, v) ∗ θn(w, z) = δv,wθn(u, z). (3.7)

Note que, como as palavras u, v ∈ Xn são sequências de zeros

e uns, podemos pensá-los como representação em base binária de

números naturais. Sendo assim, o conjunto das funções {θn(u, v) :

u, v ∈ Xn} se comporta exatamente como a base canônica das

matrizes de dimensão 2n. De fato, seja {Ei,j}2
n

i,j=1 a base canônica

de M2n(C). Sabemos que para i, j, k, ` ∈ {1, . . . , 2n} vale a igual-

dade

Ei,jEk,` = δj,kEi,`,

que é análoga à equação (3.7).

Definindo

An := span{θn(u, v) : u, v ∈ Xn}
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temos o isomorfismo

ψ : An →M2n(C)∑
u,v

au,vθn(u, v) 7→ [au,v] .

Note que por definição

Z(u, v) = Z(u0, v0) ∪ Z(u0, v1) ∪ Z(u1, v0) ∪ Z(u1, v1).

Porém Z(u, v)∩Z(ui, vj) = ∅ sempre que i, j ∈ {0, 1} com i 6= j.

Então conclúımos que

Z(u, v) = Z(u0, v0) t Z(u1, v1)

pois os conjuntos do lado direito da igualdade são disjuntos, e

logo vale

θn(u, v) = θn+1(u0, v0) + θn+1(u1, v1). (3.8)

Com isso obtemos que An ⊆ An+1 para todo n ∈ N∗.

Podemos fazer identificação M2n+1(C) ∼= M2(M2n(C)) da se-

guinte maneira[
aũ,ṽ

]
ũ,ṽ∈Xn+1

7→

[[
au0,v0

]
u,v∈Xn

[
au0,v1

]
u,v∈Xn[

au1,v0

]
u,v∈Xn

[
au1,v1

]
u,v∈Xn

]
,

em que u = ũ[0,n) e v = ṽ[0,n). Por causa de (3.8), a inclusão

An ↪→ An+1 é compat́ıvel com a inclusão bloco-diagonal

M2n(C) ↪→M2n+1(C)

A 7→

(
A 0

0 A

)
.

A álgebra M2∞ , que é o limite indutivo de {M2n(C)}n∈N∗ , é

uma álgebra uniformemente hiperfinita [Davidson 1996, Exem-

plo II.5.1]. O Teorema III.5.2 desta última referência garante

que essa classe de álgebras é unicamente determinada pelo seu
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número supernatural associado. Assim, temos que existe o iso-

morfismo ⋃
n∈N∗

An ∼= M2∞

entre o limite indutivo e a C*-álgebra.

Além disso, se |w| = |z|, dada f ∈ C(Z(w, z)), o Teorema

de Stone-Weierstrass garante que f está no fecho da ∗-álgebra

gerada pelas funções θn(u, v), n ∈ N∗, u, v ∈ Xn. Desse modo

C(Z(u, v)) ⊆
⋃
n∈N∗

An.

Finalmente, dada f ∈ Cc(R), f pode ser decomposta como soma

de funções que pertencem a C(Z(u, v)) para u, v adequados, uma

vez que os conjuntos Z(u, v) formam uma base para a topologia

de R. Logo Cc(R) ⊆
⋃
n∈N∗ An.

Como as funções θn(u, v) pertencem a Cc(R), temos An ⊆
Cc(R), para todo n ∈ N∗. Isso garante que

⋃
n∈N∗ An ⊆ Cc(R)

e logo vale o isomorfismo

C∗(R) ∼=
⋃
n∈N∗

An ∼= M2n .

/

3.3 A C*-álgebra reduzida

Nessa seção, usamos a notação δγ := 1{γ} para todo γ ∈ G.

Teorema 3.3.1. Seja G um grupoide. Para cada x ∈ G0 existe

uma representação πx : Cc(G)→ B(`2(Gx)) tal que

πx(f)δγ =
∑

α∈Gr(γ)

f(α)δαγ .



66 CAPÍTULO 3. C*-ÁLGEBRAS DE GRUPOIDES

Essa representação é chamada de representação regular de Cc(G)

associada a x.

Para cada η ∈ G, a transformação Uη : `2(Gs(η))→ `2(Gr(η))

dada por

Uηδγ = δγη-1

é um operador unitário e temos πr(η) = Uηπs(η)U
∗
η .

Demonstração. Note que, estendendo a fórmula de convolução

para o caso de funções não necessariamente cont́ınuas, temos que

para f ∈ `2(Gx), γ, ζ ∈ Gx vale

(f ∗ δγ)(ζ) =
∑
αβ=ζ

f(α)δγ(β). (3.9)

Porém note que o termo δγ(β) só é diferente de zero quando

β = γ, caso em que vale 1. Dáı temos que αγ = ζ, o que só é

posśıvel se α ∈ Gr(γ). Ocultando a dependência de ζ na fórmula

(3.9), obtemos

(f ∗ δγ) =
∑

α∈Gr(γ)

f(α)δαγ . (3.10)

Definindo

πx : Cc(G)→ B(`2(Gx))

f 7→ πx(f)

por πx(f)δγ = f ∗ δγ , segue das propriedades do produto de

convolução que πx é linear. Também é limitada, pois

‖πx(f)δγ‖2 = ‖f ∗ δγ‖2 ≤ ‖f‖∞‖δγ‖2.

Para mostrar que de fato é uma representação, sejam f ∈ Cc(G),

γ, ζ ∈ Gx. Por um lado

〈πx(f∗)δγ , δζ〉 =
∑
α∈Gr(γ)

〈f∗(α)δαγ , δζ〉 =
∑
α∈Gr(γ)

〈
f(α-1)δαγ , δζ

〉
=
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=
∑
α∈Gr(γ)

f(α-1) 〈δαγ , δζ〉 . (3.11)

Por outro lado,

〈δγ , πx(f)δζ〉 =
∑
α∈Gr(ζ)

〈δγ , f(α)δαζ〉 =
∑
α∈Gr(ζ)

f(α) 〈δγ , δαζ〉 . (3.12)

Note que (3.11) é sempre zero exceto quando αγ = ζ; uma conta

rápida mostra que nesse caso o valor da expressão é f(γζ-1). Já

para (3.12), seu valor só não é zero quando γ = αζ, caso em que

também obtemos f(γζ-1). Portanto, obtemos a igualdade

〈πx(f∗)δγ , δζ〉 = 〈δγ , πx(f)δζ〉

e como γ, ζ são genéricos, obtemos a igualdade πx(f∗) = πx(f)∗,

como desejado.

Para η ∈ G, o operador Uη do enunciado é claramente unitário,

com U∗η = Uη-1 , pois para γ ∈ Gs(η) qualquer

U∗ηUηδγ = Uη-1δγη-1 = δγη-1η = δγ . (3.13)

De modo análogo, UηU
∗
η = Id`2(Gr(η)). Agora, se f ∈ Cc(G),

η ∈ G e γ ∈ Gr(η) temos

Uηπs(η)(f)U∗η δγ = Uηπs(η)(f)δγη = Uη

 ∑
α∈Gr(γη)

f(α)δαγη

 =

=
∑
α∈Gr(γη)

f(α)Uηδαγη =
∑
α∈Gr(γη)

f(α)δαγηη-1 =
∑
α∈Gr(γη)

f(α)δαγ =

= πr(η)(f)δγ .

Removendo a dependência em δγ , obtemos a igualdade do enun-

ciado.

Definição 3.3.2. Seja G um grupoide. A C*-álgebra reduzida
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de G, denotada por C∗r (G), é o completamento de(⊕
x∈G0

πx

)
(Cc(G)) em

⊕
x∈G0
B(`2(Gx)). (3.14)

A C*-norma de C∗r (G) é denotada por ‖ · ‖r.

A propriedade universal de C∗(G) nos dá um homomorfismo

πr : C∗(G)→ C∗r (G) tal que πr ◦ ι =
⊕

x∈G0 πx. Em particular,

‖ · ‖r ≤ ‖ · ‖.



4 Ações de Semigrupos Inversos

Nesse caṕıtulo, apresentamos uma construção algébrica que

une grupoides e semigrupos inversos. Mostramos que a C*-

álgebra gerada por essa construção possui uma propriedade uni-

versal interessante. Por fim, damos um exemplo de uma C*-

álgebra clássica que pode ser obtida por essa construção.

4.1 Ação de semigrupo

Definição 4.1.1. Sejam S um semigrupo inverso e X um espaço

topológico localmente compacto Haurdorff. Uma ação de S em

X é um homomorfismo de semigrupos θ : S → I(X) tal que

(1) para cada s ∈ S , θs é cont́ınua e Dom(θs) é aberto em

X;

(2)
⋃
s∈S

Dom(θs) = X.

Quando isso acontece, dizemos que a tripla (θ,S , X) forma um

sistema.

Até o fim desse caṕıtulo, fixamos um sistema (θ,S , X).

Segue da Equação (2.1) que

θsθs∗θs = θs θs∗θsθs∗ = θs∗ , (4.1)

de modo que θs∗ = θ-1
s . Em particular se e é um idempotente,

e = e∗ nos diz que que θe é a identidade em seu domı́nio. Mais

que isso, (4.1) garante que Dom(θ-1
s ) = Im(θs). Logo, por temos

que θ-1
s é cont́ınua, garantindo que

θs : Dom(θs)→ Im(θs) (4.2)
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é um homeomorfismo.

Se e ∈ E(S), denotamos por

De := Dom(θe).

Note que de θs∗s = θs∗θs, temos que o domı́nio de θs é igual a

Ds∗s. Também, como Im(θs) = Dom(θs∗), temos que a imagem

de θs é Dss∗ . Isso permite reescrever (4.2) como θs : Ds∗s →
Dss∗ .

Observação 4.1.2. Da igualdade θeθf = θef segue que De∩Df =

Def para quaisquer e, f ∈ E(S).

Proposição 4.1.3. Para s ∈ S e e ∈ E(S), vale que

θs(De ∩Ds∗s) = Dses∗ .

Demonstração. Pela observação anterior, De ∩ Ds∗s = Des∗s,

que é o domı́nio de θes∗s. Aplicando θs nesse conjunto, obtemos

a imagem de θsθes∗s = θses∗s. Denote f = ses∗s e note que a

comutatividade dos idempotentes nos dá

f = ses∗s = ss∗se = se.

Usando a Proposição 2.1.6(6) vem

ff∗ = sees∗ = ses∗.

A imagem de θf é exatamente Dff∗ = Dses∗ pela equação acima,

provando o enunciado.

Vale notar que, no teorema acima, ses∗ ∈ E(S) pela Pro-

posição 2.1.6(5).

Usando o resultado acima, vamos iniciar a construção de um

grupoide que sera nosso objeto de estudo até o final desse tra-

balho.
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Definição 4.1.4. Denote por Ω o subconjunto de S ×X dado

por

Ω := {(s, x) ∈ S ×X : x ∈ Ds∗s}. (4.3)

Definimos a seguinte relação de equivalência em Ω: se (s, x),

(t, y) ∈ Ω dizemos que (s, x) ∼ (t, y) se x = y e existe um

idempotente e ∈ E(S) tal que x ∈ De e se = te. A classe de

equivalência de (s, x) será chamada de germe de s em x e será

denotada por [s, x].

Observação 4.1.5. Sejam (s, x), (t, y) ∈ Ω elementos equivalentes

e e o idempotente dado pela definição. Considere e0 = es∗st∗t.

Como se = te temos se0 = te0. Além disso, como x pertence a

De, Ds∗s e Dt∗t, temos

x ∈ De ∩Ds∗s ∩Dt∗t = Des∗st∗t = De0 .

Logo, e0 satisfaz a condição da definição, com a vantagem de

que e0 ≤ s∗s e e0 ≤ t∗t.

Verifiquemos que de fato temos uma relação de equivalência

em Ω.

Proposição 4.1.6. A relação ∼ da Definição 4.1.4 é uma relação

de equivalência.

Demonstração. A reflexividade é imediata: se (s, x) ∈ Ω, então

fazendo e = s∗s na definição da relação temos (s, x) ∼ (s, x).

A simetria também é direta: (s, x) ∼ (t, y) significa x = y e

se = te para um idempotente e tal que x ∈ De. Basta inverter as

igualdades e temos y = x bem como te = se com e idempotente

tal que y ∈ De, de modo que (t, y) ∼ (s, x).

Para verificar a transitividade, suponha (s, x) ∼ (t, y) e (t, y) ∼
(u, z). Da primeira equivalência temos x = y e se = te sendo e
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idempotente tal que x, y ∈ De. Da segunda equivalência temos

y = z, tf = uf e y, z ∈ Df , para algum f idempotente.

Note que ef é um idempotente e que, comutando os idempo-

tentes,

sef = tef = tfe = ufe = uef. (4.4)

Além disso, x = y = z e x, y, z ∈ De ∩Df = Def , donde segue

que (s, x) ∼ (u, z).

Proposição 4.1.7. Dados (s, x), (t, y) ∈ Ω tais que x = θt(y),

vale que

(1) (st, y) ∈ Ω,

(2) o germe [st, y] depende apenas dos germes [s, x] e [t, y].

Demonstração. (1) Note de que o enunciado garante que x ∈
Im(θt) = Dtt∗ , enquanto a definição (s, x) ∈ Ω nos dá x ∈ Ds∗s.

Como θt é um homeomorfismo, y = θt∗(x). Usando a Proposição

4.1.3, temos

y ∈ θt∗(Ds∗s ∩Dtt∗) = Dt∗s∗st = D(st)∗st.

De fato, (st, y) ∈ Ω.

(2) Para mostrar que [st, y] não depende dos representantes,

sejam (s1, x), (t1, y) tais que (s1, x) ∼ (s, x) e (t1, y) ∼ (t, y).

Então existem e, f ∈ E(S) tais que se = s1e, tf = t1f , com

x ∈ De, y ∈ Df . Lembrando que θf é a identidade em Df ,

temos

θt1(y) = θt1(θf (y)) = θt1f (y) = θtf (y) = θt(θf (y)) = θt(y) = x.

Logo, (s1t1, y) ∈ Ω. Agora, precisamos provar que (s1t1, y) ∼
(st, y). Note que x ∈ De ∩Dtt∗ , logo

y ∈ θt∗(De ∩Dtt∗) = Dt∗et.
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Como y ∈ Df por hipótese, obtemos que

y ∈ Df ∩Dt∗et = Dft∗et.

Considere o idempotente d = ft∗et. Usando a comutatividade

dos idempotentes,

s1t1d = s1t1ft
∗et = s1tft

∗et (t1f = tf)

= s1(tft∗)et = s1e(tft
∗)t (comut.)

= se(tft∗)t = s(tft∗)et (s1e = se)

= std.

Finalmente, y ∈ Dd, e s1st1d = std garantem que (s1t1, y) ∼
(st, y).

4.2 Grupoide dos germes

Continuamos considerando Ω como na Definição 4.1.4. Seja

G := Ω/ ∼ (4.5)

o conjunto de todos os germes e defina

G2 :=
{(

[s, x], [t, y]
)
∈ G × G : x = θt(y)

}
.

Definimos a multiplicação e inversão em G respectivamente como

[s, x] · [t, y] := [st, y],

[s, x]-1 := [s∗, θs(x)].

A Proposição 4.1.7 garante que o produto está bem definido. A

inversão está bem definida pois

θs(x) ∈ Im(θs) = Dss∗ = D(s∗)∗s∗ .

Proposição 4.2.1. Com as operações definidas acima, G é um

grupoide. O espaço das unidades G0 pode ser identificado com
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X através da correspondência

[e, x] ∈ G0 7→ x ∈ X

com e qualquer idempotente tal que x ∈ De.

Demonstração. Verifiquemos as condições da Definição 1.1.1.

(1)

([s, x]-1)-1 = [s∗, θs(x)]-1 = [(s∗)∗, θs∗(θs(x))] =

= [s, θs∗s(x)] = [s, x]

pois θs∗s é a identidade em Ds∗s.

(2) Suponha que
(
[s, x], [t, y]

)
,
(
[t, y], [u, z]

)
∈ G2. Então te-

mos que x = θt(y) e y = θu(z). Logo, x = θtu(z), o que mos-

tra que
(
[s, x], [tu, z]

)
∈ G2. Além disso, pela Proposição 4.1.7,

[st, y] ∈ G, e de y = θu(z), temos que
(
[st, y], [u, z]

)
∈ G2. Final-

mente,

[s, x] · [tu, z] = [s(tu), z] = [(st)u, z] = [st, y] · [u, z].

(3) Se [s, x] ∈ G, note que x ∈ Ds∗s. Como θs∗s é a identidade

em Ds∗s, temos x = θs∗s(x) = θs∗(θs(x)). Assim,(
[s, x], [s∗, θs(x)]

)
∈ G2.

Se [t, y] ∈ G é tal que
(
[s, x], [t, y]

)
∈ G2, temos

[s, x]-1[s, x][t, y] = [s∗, θs(x)][st, y] = [s∗st, y] = [t, y].

Do mesmo modo, se [t, y] ∈ G é tal que
(
[t, y], [s, x]

)
∈ G2, vale

y = θs(x) e temos

[t, y][s, x]-1[s, x] = [ts, x][s∗, θs(x)] = [tss∗, θs(x)] = [t, y],

como desejado.

Finalmente, por definição, G0 é o conjunto de todos os ele-

mentos da forma [s, x]-1[s, x] = [s∗, θs(x)][s, x] = [s∗s, x] para
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algum [s, x] ∈ G. Note então que s∗s é um idempotente de S .

Logo vale que

G0 ⊆ {[e, x] : e ∈ E(S), x ∈ X}.

Por outro lado, se [e, x] pertence ao conjunto do lado direito da

igualdade acima, vale que

[e, x]-1[e, x] = [e∗, θe(x)][e, x] = [e∗e, x] = [e, x],

e assim [e, x] ∈ G0, mostrando a igualdade entre os conjuntos.

Pela definição da relação de equivalência, associação

G0 → X

[e, x] 7→ x
(4.6)

está bem definida e é injetora. Pela condição (2) da Definição

4.1.1, sempre é posśıvel encontrar um s tal que x ∈ Ds∗s, logo a

associação acima é sobrejetora.

Os mapas range e source valem

r
(
[s, x]

)
= [s, x][s, x]-1 = [s, x][s∗, θs(x)] = [ss∗, θs(x)] = θs(x)

s
(
[s, x]

)
= [s, x]-1[s, x] = [s∗, θs(x)][s, x] = [s∗s, x] = x

onde usamos a associação (4.6).

Agora iremos definir uma topologia para G. Para s ∈ S e

U ⊆ Ds∗s aberto, defina

Θ(s, U) := {[s, x] ∈ G : x ∈ U}. (4.7)

Note que, para cada [s, x] ∈ G, [s, x] ∈ Θ(s,Ds∗s). Logo G ⊆
∪s∈SΘ(s,Ds∗s). A próxima proposição garante que os conjuntos

da forma Θ(s, U) constituem uma base para uma topologia.

Proposição 4.2.2. Sejam s, t ∈ S e U, V abertos tais que U ⊆
Ds∗s, V ⊆ Dt∗t. Se [u, z] ∈ Θ(s, U) ∩ Θ(t, V ) então existe um
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idempotente e e um aberto W ⊆ D(ue)∗ue tais que

[u, z] ∈ Θ(ue,W ) ⊆ Θ(s, U) ∩Θ(t, V ).

Demonstração. Por hipótese, [u, z] = [s, x] = [t, y] para algum

x ∈ U , y ∈ V . Mas da definição da relação de equivalência temos

z = x = y (4.8)

e existem idempotentes f, g tais que

z ∈ Df , com uf = sf, e (4.9)

z ∈ Dg, com ug = tg. (4.10)

Defina e := fg. A equação (4.9) implica ue = se, e (4.10) nos dá

ue = te pois também vale a igualdade e = gf . Da Observação

4.1.2 temos que De = Df ∩Dg. Logo z ∈ De com

ue = te = se. (4.11)

Além disso, como z ∈ Du∗u, temos z ∈ Du∗u ∩ De = Du∗ue.

Como e é idempotente, u∗ue = u∗uee = eu∗ue = (ue)∗ue, e logo

z ∈ D(ue)∗ue. Defina W := U ∩ V ∩ D(ue)∗ue. De (4.8), temos

que z ∈ U ∩ V , logo z ∈W e

[u, z] = [ue, z] ∈ Θ(ue,W ).

Para provar a inclusão Θ(ue,W ) ⊆ Θ(s, U)∩Θ(t, V ), seja [ue,w]

um elemento qualquer de Θ(ue,W ), de modo que w ∈ W . As-

sim, w ∈ U e w ∈ D(ue)∗ue, logo de (4.11) temos

[ue,w] = [se, w] = [s, w],

o que garante que [ue,w] ∈ Θ(s, U). Como também vale w ∈ V ,

da mesma equação obtemos [ue,w] = [te, w] = [t, w] e temos

[ue,w] ∈ Θ(t, V ) como desejado.
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A partir de agora consideramos que a topologia em G é dada

pela base de abertos Θ(s, U).

Proposição 4.2.3. Com a topologia definida acima, G é um

grupoide topológico.

Demonstração. Precisamos provar que a multiplicação e a in-

versão são funções cont́ınuas. Para s ∈ S e U ⊆ Ds∗s aberto,

segue direto da definição da inversão que

Θ(s, U)-1 = Θ(s∗, θs(U)), (4.12)

o que torna claro que a inversão é cont́ınua, uma vez θs(U) é a

imagem homeomorfa de U por θs.

Já para a multiplicação, fixe
(
[s, x], [t, y]

)
∈ G2. Sem perda

de generalidade, suponha que o produto [s, x][t, y] = [st, y] ∈
Θ(r, V ) para algum r ∈ S e V ⊆ Dr∗r aberto. Mas dáı temos

y ∈ V , sendo que [st, y] = [r, y] garante a existência de um

idempotente e tal que y ∈ De e ste = re.

Defina U := V ∩ De ∩ Dt∗t. Vamos mostrar que a imagem

inversa de Θ(r, V ) pela multiplicação contém o conjunto

W :=
(
Θ(s,Ds∗s)×Θ(t, U)

)
∩ G2.

Primeiro veja que x ∈ Ds∗s e y pertence simultaneamente a V ,

De e Dt∗t, de forma que y ∈ U . Isso garante que W é uma

vizinhança de
(
[s, x], [t, y]

)
. Agora sejam ([s, x′], [t, y′]) ∈ W .

Note que o produto [s, x′][t, y′] = [st, y′] = [r, y′], pois ste = re

e y′ ∈ U ⊆ De. Agora, pela inclusão y′ ∈ U ⊆ V , temos que

[r, y′] ∈ Θ(r, V ), concluindo a continuidade da multiplicação.

Proposição 4.2.4. Sejam s ∈ S, U ⊆ Ds∗s aberto. A aplicação
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φ : U → Θ(s, U)

x 7→ [s, x]
(4.13)

é um homeomorfismo, com Θ(s, U) tendo a topologia induzida.

Demonstração. Note que φ é sobrejetora, uma vez que dado

[s, x] ∈ Θ(s, U), por definição x ∈ U e logo [s, x] = φ(x). Se

x, y ∈ U com x 6= y, então φ(x) = [s, x] 6= [s, y] = φ(y), pro-

vando a injetividade.

É trivial notar que, dado V ⊆ U aberto, φ(V ) = Θ(s, V ) que

é aberto em Θ(s, U). Logo φ é uma aplicação aberta.

Para mostrar a continuidade, seja x ∈ U arbitrário. Consi-

dere uma vizinhança de φ(x), que sem perda de generalidade,

podemos supor ser um aberto básico Θ(t, V ) com V ⊆ Dt∗t, de

modo que

φ(x) = [s, x] ∈ Θ(t, V ) ⊆ Θ(s, U)

Isso significa que x ∈ V . Mais que isso, [s, x] = [t, x] implica

a existência de um idempotente e tal que x ∈ De e se = te.

Considere o aberto De ∩ V , que é uma vizinhança de x. Se

y ∈ De ∩ V , temos

φ(y) = [s, y] = [t, y] ∈ Θ(t, V ).

Logo, φ(De ∩ V ) ⊆ Θ(t, V ), mostrando que φ é cont́ınua.

Corolário 4.2.5. A identificação de G0 com X dada por (4.6)

é um homeomorfismo.

Demonstração. Seja [e, x] ∈ G0. Por definição, x pertence a De,

que é um aberto. Logo, [e, x] pertence ao aberto Θ(e,De). A
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proposição anterior garante então que

φ : De → Θ(e,De)

x 7→ [e, x]

é um homeomorfismo local. Como também é bijetora, segue que

é um homeomorfismo.

Proposição 4.2.6. O grupoide topológico G = G(θ,S , X) defi-

nido anteriormente é um grupoide étale.

Demonstração. Seja [s, x] ∈ G qualquer. Note que restringindo

a aplicação source para

s : Θ(s,Ds∗s)→ Ds∗s

[s, y] 7→ y

temos um homeomorfismo local, pois temos a inversa da aplicação

(4.13). Agora, restringindo range, temos

r : Θ(s,Ds∗s)→ Ds∗s

[s, y] 7→ θs(y)

e vale a igualdade r = θs ◦ s. Como θs é um homeomorfismo

quando restrito a Ds∗s, o mesmo vale para r, demonstrando a

proposição.

O grupoide definido nessa seção é chamado de grupoide de

germes do sistema (θ,S , X). O espaço das unidades G0 é local-

mente compacto Hausdorff, pois é homeomorfo a X.

Note que a demonstração anterior garante ainda o seguinte

corolário.

Corolário 4.2.7. Para qualquer s ∈ S e U ⊆ Ds∗s aberto,

Θ(s, U) é uma bisseção.
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Demonstração. A demonstração anterior mostrou que Θ(s,Ds∗s)

é uma bisseção para qualquer s ∈ S . Como Θ(s, U) do enunci-

ado é um subconjunto aberto de Θ(s,Ds∗s), restringir range e

source para esse aberto mantém a propriedade de ser um home-

omorfismo local.

Em particular, para s ∈ S , usaremos o śımbolo

Θs := Θ(s,Ds∗s) (4.14)

para denotar essas bisseções abertas. Além disso,

ss := s|Θs e rs := r|Θs ,

denotam, respectivamente, as restrições de source e range à

bisseção Θs. Para quaisquer funções f : Ds∗s → C, g : Dss∗ →
C, definimos as composições

δsf := f ◦ ss e gδs := g ◦ rs,

e em ambos os casos podemos considerá-las como funções defi-

nidas em todo o grupoide G, estendendo-as como zero fora de

Θs.

4.3 Propriedade universal do grupoide de germes

Para s ∈ S , definimos o isomorfismo

αs : Cc(Ds∗s)→ Cc(Dss∗)

f 7→ f ◦ θs∗ .
(4.15)

Lema 4.3.1. Dada f ∈ Cc(Ds∗s), vale que

δsf = αs(f)δs.

Demonstração. Seja [s, x] ∈ Θs arbitrário. De um lado, temos

δsf([s, x]) = f(ss([s, x])) = f(x),
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e por outro lado temos

αs(f)δs([s, x]) = αs(f)(rs([s, x])) = αs(f)(θs(x)) =

= f(θs∗(θs(x))) = f(θs∗s(x)) = f(x).

Como o domı́nio de ambas as funções é Θs, temos a igualdade

entre elas.

Lema 4.3.2. Sejam s, t ∈ S, f ∈ Cc(Ds∗s) e g ∈ Cc(Dt∗t).

Então vale

(1) ΘsΘt = Θst;

(2) Θ-1
s = Θs∗ ;

(3) (δsf) ∗ (δtg) = δstαt∗(fαt(g));

(4) (δsf)∗ = δs∗αs(f̄).

Por outro lado se f ∈ Cc(Dss∗) e g ∈ Cc(Dtt∗), então

(5) (fδs) ∗ (gδt) = αs(αs∗(f)g)δst;

(6) (fδs)
∗ = αs∗(f̄)δs∗ .

Demonstração. (1) (⊃) Se [st, y] ∈ Θst então y ∈ D(st)∗st. Pela

Proposição 4.1.3, temos que

D(st)∗st = Dt∗s∗st = θt∗(Ds∗s ∩Dtt∗).

Assim existe x ∈ Ds∗s ∩ Dtt∗ tal que y = θt∗(x), ou equiva-

lentemente, x = θt(y). Mas para que isso aconteça, y tem que

pertencer ao domı́nio de θt, a saber, Dt∗t. Segue que [s, x] ∈ Θs,

[t, y] ∈ Θt e a igualdade x = θt(y) diz que ambos podem ser

multiplicados. Logo

[st, y] = [s, x][t, y] ∈ ΘsΘt.

(⊂) Trivial, pois se [s, x] ∈ Θs, [t, y] ∈ Θt podem ser multipli-

cados, então

[s, x][t, y] = [st, y] ∈ Θst.
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(2) (⊂) Dado [s, x] ∈ Θs, temos que [s, x]-1 = [s∗, θs(x)] ∈ Θs∗ .

(⊃) Se [s∗, y] ∈ Θs∗ , então y ∈ Dss∗ , que é a imagem de θs.

Assim existe um x ∈ Ds∗s tal que y = θs(x), de modo que

[s, x] ∈ Θs e [s, x]-1 = [s∗, y].

(3) Como (δsf) ∈ Cc(Θs) e (δtg) ∈ Cc(Θt), a Proposição

3.1.2 garante que o suporte de (δsf) ∗ (δtg) está contido em

ΘsΘt, que pelo item (1) é igual a Θst. Dado [st, y] ∈ Θst, a

demonstração de (1) garante que existem [s, x] ∈ Θs, [t, y] ∈ Θt

tais que x = θt(y). Segue do Lema 3.1.4 que

(δsf) ∗ (δtg)([st, y]) = (δsf)([s, x])(δtg)([t, y]) =

= f(ss([s, x]))g(st([t, y])) = f(x)g(y).

Por outro lado, temos que

δstαt∗(fαt(g))([st, y]) = αt∗(fαt(g))(sst([st, y])) =

= αt∗(fαt(g))(y) = fαt(g)(θt∗(y)) = fαt(g)(x) =

= f(x)g(θt(x)) = f(x)g(y).

Como o domı́nio de ambas as funções é Θst, temos a igualdade

desejada.

(4) Como o suporte de δsf está contido em Θs, o suporte

de (δsf)∗ está contido em Θ-1
s , que é igual a Θs∗ pelo item (2).

Assim, dado [s∗, x] ∈ Θs∗ , note que x = ss∗([s
∗, x]), e temos

(δsf)∗([s∗, x]) = (δsf) ([s∗, x]-1) = (δsf) ([s, θs∗(x)]) =

= f(ss([s, θs∗(x)])) = f(θs∗(x)) = αs(f̄)(x) =

= αs(f̄)(ss∗([s
∗, x])) = δs∗αs(f̄)([s∗, x]).

(5) Note que o Lema 4.3.1 permite estabelecer a igualdade

hδu = δuαu∗(h)
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para quaisquer u ∈ S e h ∈ Cc(Duu∗). Assim, usando (3),

(fδs) ∗ (gδt) = (δsαs∗(f)) ∗ (δtαt∗(g)) =

= δstαt∗(αs∗(f)αt(αt∗(g))) = δstαt∗(αs∗(f)g).

Aplicando novamente o Lema 4.3.1,

(fδs) ∗ (gδt) = δstαt∗(αs∗(f)g) = αst(αt∗(αs∗(f)g))δst.

Observe também que s ∈ S 7→ αs é um homomorfismo e vale

αt∗ = α-1
t para qualquer t ∈ S . Dessa forma, vale que αstαt∗ =

αsαtαt∗ = αs, e temos

(fδs) ∗ (gδt) = αs(αs∗(f)g)δst, (4.16)

como desejado.

(6) Usando a mesma argumentação do item anterior e apro-

veitando a fórmula do item (4) obtemos

(fδs)
∗ = (δsαs∗(f))∗ = δs∗αs(αs∗(f)) = δs∗αs(αs∗(f̄)) =

= αs∗(αs(αs∗(f̄)))δs∗ = αs∗(f̄)δs∗

completando a demonstração.

Definição 4.3.3. Uma representação covariante do sistema (θ,S ,X)

num espaço de Hilbert H é um par (π, σ) com π uma repre-

sentação não degenerada de C0(X) em H, e σ : S → B(H)

satisfazendo

(1) σst = σsσt,

(2) σs∗ = σ∗s ,

(3) π(αs(f)) = σsπ(f)σs∗ ,

(4) π(C0(De))H = σe(H)

para quaisquer s, t ∈ S , f ∈ C0(Ds∗s) e e ∈ E(S).

Denotaremos por π̃ a extensão de π para a álgebra B(X)

das funções Borel mensuráveis limitadas em X. Sabemos que



84 CAPÍTULO 4. AÇÕES DE SEMIGRUPOS INVERSOS

para cada aberto U ⊆ X, a imagem da função π̃(1U ) é igual a

π (C0(U))H. Assim, a propriedade (4) da Definição 4.3.3 pode

ser escrita como

σe = π̃(1De). (4.17)

Em particular, vale que

σeπ(f) = π(f)σe (4.18)

para qualquer f ∈ C0(X).

A partir de agora consideramos uma representação co-

variante (π, σ) de (θ,S , X) em H.

Lema 4.3.4. Sejam S um semigrupo inverso contável, J ⊆ S
finito e fs ∈ Cc(Ds∗s) para cada s ∈ J . Suponha que∑

s∈J
δsfs ≡ 0 em Cc(G).

Então ∑
s∈J

σsπ(fs) ≡ 0 em B(H).

Demonstração. Fixe ξ, η ∈ H. Para cada s ∈ S , seja µs a

medida de Borel finita definida em Θs dada por

µs(A) :=
〈
σsπ̃

(
1s(A)

)
ξ, η
〉

(4.19)

para cada A ⊆ Θs Borel mensurável.

Como s é um homeomorfismo de Θs em Ds∗s, s(A) é um

subconjunto mensurável1 de Ds∗s e logo de X. Assim, 1s(A) ∈
B(X), de modo que π̃

(
1s(A)

)
está bem definido.

A σ-aditividade de µs é herdada da σ-aditividade de π̃.

1 σ-álgebra de Borel
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Se B ⊆ Ds∗s é mensurável, seja A := s-1
s (B), de modo que

A é um mensurável de Θs e B = s(A). Note que

δs1B = 1B ◦ ss = 1A. (4.20)

Então∫
Θs

δs1B dµs =

∫
Θs

1A dµs = µs(A) =

=
〈
σsπ̃

(
1s(A)

)
ξ, η
〉

= 〈σsπ̃ (1B) ξ, η〉 .

Como toda função mensurável é limite de funções simples, usando

a σ-aditividade da integral obtemos que∫
Θs

δsf dµs = 〈σsπ̃ (f) ξ, η〉 . (4.21)

Afirmação 1. Para s, t ∈ S , se A ⊆ Θs ∩Θt, vale que

µs(A) = µt(A).

Prova. Defina B := s(A) = ss(A) = st(A), que é um subcon-

junto Borel mensurável de Ds∗s ∩Dt∗t e

A = {[s, x] : x ∈ B} = {[t, x] : x ∈ B}.

Além disso, se x ∈ B, temos que [s, x] = [t, x], o que nos diz que

existe um idempotente e tal que se = te e x ∈ De. Assim

B ⊆
e∈E(S)⋃
se=te

De. (4.22)

Como S é contável, temos que E(S) também o é, e podemos es-

crever E(S) = {en}n∈N. Assim, podemos reescrever a expressão

(4.22) como

B ⊆
n∈N⋃

sen=ten

Den .

Defina B̃n := B ∩ Den para todo n ∈ N. Repetindo um ar-
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gumento clássico de teoria da medida, faça B0 := B̃0, Bn+1 =

B̃n+1 \
(
∪ni=0B̃i

)
para n ≥ 0. Dessa maneira obtemos que B é a

união disjunta tn∈NBn e que Bn ⊆ B̃n ⊆ Den para todo n ∈ N.

Disso segue que A é a união disjunta dos conjuntos

An = s-1
s (Bn) = s-1

t (Bn).

Agora, para cada n ∈ N, temos

σsπ̃
(
1s(An)

)
= σsπ̃ (1Bn) = σsπ̃

(
1Den

1Bn

)
=

= σsπ̃
(
1Den

)
π̃ (1Bn) = σsσen π̃ (1Bn) = σsen π̃ (1Bn) ,

em que usamos a igualdade (4.17) na penúltima passagem. Ob-

serve que o mesmo argumento é válido se substituirmos s por t.

Da igualdade sen = ten segue que

σsπ̃
(
1s(An)

)
= σtπ̃

(
1s(An)

)
e portanto, µs(An) = µt(An). Sendo assim, a σ-aditividade

garante que

µs(A) = µs (tn∈NAn) =
∑
n∈N

µs(An) =
∑
n∈N

µt(An) =

= µt (tn∈NAn) = µt(A),

concluindo nossa afirmação. �

Finalmente, seja J como no enunciado, e M =
⋃
s∈J Θs, que

é mensurável pois é união finita de mensuráveis.

Afirmação 2. Existe uma medida µ em M que concorda com

cada µs para todo s ∈ J .

Prova. Observe que M é a união dos Θs, cada um com sua

medida µs. Se essa união não for disjunta, a demonstração

da Afirmação 1 garante que podemos particionar as interseções

Θs ∩ Θt, s, t ∈ J , como união enumerável disjunta de conjun-

tos mensuráveis. Além disso, usando µs ou µt como medida
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em qualquer subconjunto dessa união, obtemos o mesmo resul-

tado. Como temos apenas finitas interseções entre os conjuntos

Θs que compõe M , podemos particionar M como uma união

disjunta enumerável

M =
⊔
n∈N

Mn,

sendo que cada Mn possui uma medida µn = µs|Mn
, em que

Mn ⊆ Θs.

Defina a medida µ da seguinte maneira: para cada A ⊆M ,

µ(A) :=
∑
n∈N

µn(Mn).

Note que, por definição, µ concorda com cada µs dentro de Θs,

para s ∈ J . �

Disto segue que〈∑
s∈J

σsπ (fs) ξ, η

〉
=
∑
s∈J

∫
Θs

δsfdµs =
∑
s∈J

∫
M

δsfdµ =

=

∫
M

∑
s∈J

δsfdµ =

∫
M

0 dµ = 0.

Como ξ, η foram arbitrários, segue que
∑
s∈J σsπ (fs) ≡ 0.

Vamos então ao teorema principal desse caṕıtulo.

Teorema 4.3.5. Seja S um semigrupo inverso contável, θ uma

ação de S no espaço localmente compacto Hausdorff X, e G o

grupoide de germes do sistema (θ,S , X). Dada qualquer repre-

sentação covariante (σ, π) de (θ,S , X) em um espaço de Hilbert

H, existe uma única representação

σ×π : C∗(G)→ B(H)
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tal que, para quaisquer s ∈ S, f ∈ Cc(Ds∗s) e g ∈ Cc(Dss∗) vale

(σ×π)
(
ι(δsf)

)
= σsπ(f)

(σ×π)
(
ι(gδs)

)
= π(g)σs

em que ι : Cc(G)→ C∗(G) é a inclusão canônica.

Demonstração. Seja f ∈ Cc(G). Pelo Lema 3.1.3, f pode ser

escrita como combinação linear de funções cujo suporte é uma

bisseção compacta. Pelo Corolário 4.2.7, podemos decompor

cada uma dessas funções em uma combinação de funções cujo

suporte está contido nos conjuntos da forma Θs. Sendo assim,

existe um n ∈ N∗, s1, . . . , sn ∈ S e f̃i ∈ Cc(Θs), i = 1, . . . , n tais

que

f =

n∑
i=1

f̃i.

Usando os homeomorfismos locais ssi , podemos ainda transfor-

mar essas funções f̃i em funções fi ∈ Cc(Ds∗s), fazendo fi =

f̃i ◦ s-1
si , i = 1, . . . , n. Dessa maneira, escrevemos

f =

n∑
i=1

δsifi.

Para f descrita dessa forma, defina

(σ×̃π)(f) =

n∑
i=1

σsiπ(fi). (4.23)

Note que a boa definição de σ×̃π segue do Lema anterior,

pois se pudéssemos escrever

f =

n∑
i=1

δsifi =

m∑
i=1

δtigi,

podeŕıamos juntar os somatórios e, a menos de renomeação de

variáveis, teŕıamos um conjunto J finito de ı́ndices tais que
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∑
i∈J δhihi = 0. Dáı o Lema 4.3.4 garantiria que a imagem

desse somatório por σ×̃π seria zero. Segue da boa definição que

σ×̃π é linear.

Para mostrar que σ×̃π separa o produto, podemos usar line-

aridade para provar apenas para o seguinte caso: para quaisquer

f ∈ Cc(Ds∗s), g ∈ Cc(Dt∗t) vale que

(σ×̃π)(δsf ∗ δtg) = (σ×̃π)(δsf)(σ×̃π)(δtg).

Usando o Lema 4.3.2(3), temos δsf∗δtg = δstαt∗(fαt(g)). Assim

(σ×̃π)(δsf ∗ δtg) = (σ×̃π)(δstαt∗(fαt(g))) =

= σstπ(αt∗(fαt(g))). (4.24)

Do item (3) da Definição 4.3.3,

π(αt∗(fαt(g))) = σt∗π(fαt(g))σt = σt∗π(f)π(αt(g))σt =

= σt∗π(f)σtπ(g)σt∗σt. (4.25)

Substituindo (4.25) em (4.24), usando o item (1) da definição de

covariância juntamente com (4.18), temos

(σ×̃π)(δsf ∗ δtg) = σstσt∗π(f)σtπ(g)σt∗σt =

= σsσtt∗π(f)σtπ(g)σt∗t = σsπ(f)σtt∗σtσt∗tπ(g) =

= σsπ(f)σtt∗tt∗tπ(g) = σsπ(f)σtπ(g) =

= (σ×̃π)(δsf)(σ×̃π)(δtg).

Resta agora provar que

trep se comporta bem com relação a involução. Novamente, por

linearidade, basta provar que para qualquer f ∈ Cc(Ds∗s) vale

que

(σ×̃π)((δsf)∗) = ((σ×̃π)((δsf))∗.

Usando o Lema 4.3.2(4), temos
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(σ×̃π)((δsf)∗) = (σ×̃π)(δs∗αs(f̄)) = σs∗π(αs(f̄)) =

= σs∗σsπ(f̄)σs∗ = σs∗sπ(f)∗σs∗ = π(f)∗σs∗sσs∗ =

= π(f)∗σs∗ = (σsπ(f))∗ = ((σ×̃π)(δsf))∗.

Note então que, de fato, σ×̃π : Cc(G)→ B(H) é uma repre-

sentação. Segue do Teorema 3.2.2 que

‖(σ×̃π)(f)‖ ≤ |||f |||

para qualquer f ∈ Cc(G), e existe uma representação

σ×π : C∗(G)→ B(H)

tal que

σ×π ◦ ι = σ×̃π.

Disso segue a primeira igualdade

(σ×π)
(
ι(δsf)

)
= (σ×̃π)(δsf) = σsπ(f).

Para demonstrar a segunda igualdade, seja s ∈ S e g ∈
Cc(Dss∗). Seja f = αs∗(g), de modo que f ∈ Cc(Ds∗s) e g =

αs(f). Assim, usando o Lema 4.3.1,

gδs = αs(f)δs = δsf.

Usando novamente a covariância e (4.18), obtemos

(σ × π)(ι(gδs)) = (σ × π)(ι(δsf)) = σsπ(f) =

= σsσs∗σsπ(f) = σsπ(f)σs∗σs = π(αs(f))σs = π(g)σs,

como desejado.

Como qualquer C*-álgebra pode ser fielmente representada

em B(H) para algum H adequado, sem perda de generalidade,

podemos substituir B(H) por uma C*-álgebra qualquer na De-

finição 4.3.3 e no Teorema 4.3.5.
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4.4 Álgebra de Cuntz revisitada

Considere d ∈ N∗ e seja Σ = {1, . . . , d} um conjunto que

chamaremos de alfabeto, e Σ∗ o conjunto de todas as palavras

finitas sobre esse alfabeto, incluindo a palavra vazia ε. Dadas

palavras α, β ∈ Σ∗, a concatenação delas é denotada por αβ;

com respeito à palavra vazia vale αε = εα = α. Munimos Σ da

topologia discreta.

Considere X = ΣN o conjunto de todas as palavras infinitas

sobre o nosso alfabeto, munido da topologia produto. O Teo-

rema de Tychonoff garante que X é compacto com a topologia

produto.

Semigrupo

Agora vamos montar um semigrupo inverso. Seja

S = (Σ∗ × Σ∗) t {0},

com 0 um elemento que não está em Σ∗. A multiplicação em S
é definida da seguinte maneira: para qualquer (α, β) ∈ S \ {0},

(α, β) · 0 = 0 · (α, β) = 0 · 0 = 0.

Ademais, se (γ, δ) ∈ S \ {0},

(α, β) · (γ, δ) =


(α, δβ′) se β = γβ′

(αγ′, δ) se γ = βγ′

0 caso contrário.

(4.26)

A involução em S é dada por

(α, β)∗ = (β, α), 0∗ = 0.

Note que, de fato, para (α, β) ∈ S , a involução (α, β)∗ satis-

faz

(α, β)(α, β)∗(α, β) = (α, β)(β, α)(α, β) = (α, β)(β, β) = (α, β), e
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(α, β)∗(α, β)(α, β)∗ = (β, α)(α, β)(β, α) = (β, α)(α, α) =

= (β, α) = (α, β)∗.

Isso torna S um semigrupo regular, conforme a Definição

2.1.8. Ademais, os idempotentes de S são

E(S) = {(α, α) : α ∈ Σ∗} t {0}.

Afirmação 1. Os idempotentes de S comutam.

Prova. Claramente 0 comuta com qualquer outro elemento de

E(S). Sejam (α, α), (β, β) ∈ E(S) \ {0}. Se (α, α)(β, β) =

0, então (β, β)(α, α) = 0. Caso contrário temos dois casos a

analisar.

(1) Se α = βα′, então por um lado

(α, α)(β, β) = (α, βα′) = (α, α)

e por outro lado

(β, β)(α, α) = (βα′, α) = (α, α).

(2) Se β = αβ′, então por um lado

(α, α)(β, β) = (αβ′, β) = (β, β)

e por outro lado

(β, β)(α, α) = (β, αβ′) = (β, β).

Em todos os casos temos a comutatividade. �

Sendo assim, o Teorema 2.1.9 garante que S é um semigrupo

inverso.

Topologia

Para α ∈ Σ∗, defina em X o cilindro

Z(α) = {αx : x ∈ X}.
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Note que para α, β ∈ Σ∗ vale que

Z(α) ∩ Z(β) =


Z(β) se β = αx

Z(α) se α = βy

∅ caso contrário.

(4.27)

Como X = ∪i∈ΣZ(i), temos que os conjuntos Z(α) formam uma

base para uma topologia em X.

Ação

Para cada (α, α) ∈ E(S), defina

D(α,α) = Z(α)

e D0 = ∅.

Para (α, β) ∈ S defina

θ(α,β) : D(β,β) → D(α,α)

βx 7→ αx
(4.28)

e θ0 sendo a função vazia. Segue da definição que θ-1
(α,β) = θ(β,α).

Afirmação 2. θ é uma ação de semigrupo.

Prova. Queremos mostrar que

θ(α,β)θ(γ,δ) = θ(α,β)·(γ,δ). (4.29)

em que a composição do lado esquerdo está definida no maior

conjunto posśıvel, como no Exemplo 2.1.3. Assim, vale que

θ(α,β)θ(γ,δ) : θ-1
(γ,δ)

(
Z(γ)∩Z(β)

)
→ θ(α,β)

(
Z(γ)∩Z(β)

)
. (4.30)

Vamos dividir essa análise em três casos.

(1) Caso β = γβ′, por (4.27) temos Z(γ) ∩ Z(β) = Z(β), de

modo que

θ-1
(γ,δ)

(
Z(γ) ∩ Z(β)

)
= θ(δ,γ)(Z(β)) = θ(δ,γ)(Z(γβ′)) = Z(δβ′)
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e

θ(α,β)

(
Z(γ) ∩ Z(β)

)
= θ(α,β)(Z(β)) = Z(α).

Assim, (4.30) torna-se

θ(α,β)θ(γ,δ) : Z(δβ′)→ Z(α).

Considere δβ′y ∈ Z(δβ′), com y ∈ X. Calculando a com-

posição

θ(α,β)θ(γ,δ)(δβ
′y) = θ(α,β)(γβ

′y) = θ(α,β)(βy) = αy.

Como nesse caso (α, β)·(γ, δ) = (α, δβ′) por (4.26), o lado direito

de (4.29) se torna θ(α,δβ′). O cálculo acima mostra que (4.29) é

válida.

(2) Caso γ = βγ′, por (4.27) temos Z(γ) ∩ Z(β) = Z(γ), de

modo que

θ-1
(γ,δ)

(
Z(γ) ∩ Z(β)

)
= θ(δ,γ)(Z(γ)) = Z(δ)

e

θ(α,β)

(
Z(γ) ∩ Z(β)

)
= θ(α,β)(Z(γ)) = θ(α,β)(Z(βγ′)) = Z(αγ′).

Desse modo, (4.30) torna-se

θ(α,β)θ(γ,δ) : Z(δ)→ Z(αγ′).

Sendo x = δy ∈ Z(δ), com y ∈ X, ao calcular a composição

obtemos

θ(α,β)θ(γ,δ)(x) = θ(α,β)θ(γ,δ)(δy) = θ(α,β)(γy) =

= θ(α,β)(βγ
′y) = αγ′y.

Nesse caso temos (α, β) · (γ, δ) = (αγ′, δ) por (4.26), e a equação

acima mostra que (4.29) também é válida.

(3) Caso contrário, Z(γ) ∩ Z(β) = ∅ e temos que

θ(α,β)θ(γ,δ) : ∅ → ∅
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é a função vazia. Como sob essa mesma hipótese (α, β) · (γ, δ) =

0, e θ0 é a função vazia, provamos (4.29) em todos os casos. �

Isomorfismo.

Considere então o grupoide de germes G = G(θ,S , X). Va-

mos mostrar que C∗(G) é isomorfo à álgebra de Cuntz Od, a

C*-álgebra universal gerada por d isometrias S1, . . . , Sd que sa-

tisfazem
n∑
i=1

SiS
∗
i = I,

como visto em [Davidson 1996, V.4].

Defina a representação

σ : S → Od
(α, β) 7→ SαS

∗
β

0 7→ 0.

Note que o Lema V.4.1 de [Davidson 1996] garante que a repre-

sentação acima é um homomorfismo de semigrupos.

Denote por Z = span{1Z(α) : α ∈ Σ∗}, e defina

π : Z → Od
1Z(α) 7→ SαS

∗
α.

Como X é compacto, C(X) = Z , e podemos estender π por

continuidade para uma representação π : C(X)→ Od.
Para mostrar a covariância, considere (α, β) ∈ S e γ ∈ Σ∗.

Então, por um lado,

σ(α,β)π(1Z(γ))σ
∗
(α,β) = SαS

∗
βSγS

∗
γSβS

∗
α. (4.31)

Por outro lado, chamando de ξ o isomorfismo definido como em

(4.15), temos que

π
(
ξ(α,β)(1Z(γ))

)
= π

(
1Z(γ) ◦ θ∗(α,β)

)
= π(1Z(γ) ◦ θ(β,α)) (4.32)
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Pelo Lema V.4.1 citado acima, S∗βSγ em (4.31) só é diferente

de zero em dois casos.

(1) Se β = γβ′, S∗βSγ = S∗β′ e logo (4.31) se torna

SαS
∗
βSγS

∗
γSβS

∗
α = SαS

∗
β′Sβ′S

∗
α = SαIS

∗
α = SαS

∗
α.

Também, como Z(β) ⊆ Z(γ), temos que 1Z(γ) ◦ θ(β,α) é sempre

igual a 1. Assim, 1Z(γ) ◦ θ(β,α) = 1Z(α), de modo que (4.32) se

torna π(1Z(α)) = SαS
∗
α, como desejado.

(2) Se γ = βγ′, S∗βSγ = Sγ′ e logo (4.31) se torna

SαS
∗
βSγS

∗
γSβS

∗
α = SαSγ′S

∗
γ′S
∗
α = Sαγ′S

∗
αγ′ .

Como vale que Z(γ) ⊆ Z(β), a composição 1Z(γ) ◦ θ(β,α) tem

domı́nio

θ-1
(β,α)

(
Z(β) ∩ Z(γ)

)
= θ(α,β)(Z(γ)) = θ(α,β)(Z(βγ′)) = Z(αγ′).

Nesse domı́nio, ela tem valor 1, e logo é idêntica a 1Z(αγ′). As-

sim, (4.32) vira

π(1Z(γ) ◦ θ(β,α)) = π(1Z(αγ′)) = Sαγ′S
∗
αγ′ ,

garantindo a igualdade nesse caso.

(3) Caso contrário, o lado direito de (4.31) é nulo. E nesse

caso, o domı́nio de 1Z(γ) ◦ θ(β,α) é vazio. Logo essa composição

é a função vazia, cuja imagem também é nula.

Assim, (σ, π) é uma representação covariante do sistema (X,S , θ).
Assim, o Teorema 4.3.5 garante que existe uma representação

σ×π : C∗(G)→ Od.

Relembrando a notação apresentada na equação (4.14), se

(α, β) ∈ S ,

Θ(α,β) = Θ
(
(α, β), D(β,β)

)
= Θ

(
(α, β), Z(β)

)
.
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Para simplificar a notação, considere

(α̂, β) := Θ(α,β).

Mais que isso, se α ∈ Σ∗, vamos denotar α̂ := (α̂, ε). Isso nos

permite simplificar a notação

1Θ(α,β)
= 1

(α̂,β)
e 1Θ(α,ε)

= 1α̂.

Note que do Lema 4.3.2, vale que (α̂, β)(γ̂, δ) = ( ̂α, β)(γ, δ). Em

particular,

α̂β̂ = ( ̂α, ε)(β, ε) = (α̂β, ε) = α̂β.

Além disso, (α̂, β)-1 = (β̂, α) = (̂α, β)∗, o que nos permite usar

a notação (α̂, β)∗ para representar (β̂, α). Por analogia, α̂∗ :=

(ε̂, α).

Ademais, para α ∈ Σ∗, vale α̂α̂∗ = (α̂, α) e α̂∗α̂ = (ε̂, ε).

Cabe abrir a definição nesse último conjunto, uma vez que (ε̂, ε) =

Θ
(
(ε, ε), Z(ε)

)
= Θ

(
(ε, ε), X

)
, e o Corolário 4.2.5 nos dá que esse

conjunto (ε̂, ε) é homeomorfo a G0.

Afirmação 3. Para α, β ∈ Σ∗ vale que

1α̂ ∗ 1β̂ = 1α̂β̂ .

Prova. Sejam α, β ∈ Σ∗. Note que pelo Lema 3.1.4, o suporte

de 1α̂ ∗ 1β̂ está contido em α̂β̂ = α̂β. Dado [(αβ, ε), x] ∈ α̂β,

veja que

[(αβ, ε), x] = [(α, ε), βx][(β, ε), x]

com [(α, ε), βx] ∈ α̂ e [(β, ε), x] ∈ β̂. Logo, o mesmo lema diz

que

1α̂ ∗ 1β̂
(
[(αβ, ε), x]

)
= 1α̂

(
[(α, ε), βx]

)
1β̂

(
[(β, ε), x]

)
= 1 · 1 = 1.

Como [(αβ, ε), x] foi genérico, temos que 1α̂∗1β̂ é identicamente

igual a 1 em α̂β̂. Fora desse conjunto, esse produto de convolução
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é nulo, e segue a nossa afirmação. �

Tendo essas ferramentas algébricas em mãos, defina a se-

guinte função nos geradores de Od

ϕ : Od → C∗(G)

Si 7→ 1î,

para i = 1, . . . , d.

Fixe um i ∈ {1, . . . , d} e note que a Afirmação 3 nos garante

que

ϕ(SiS
∗
i ) = 1î ∗ 1î∗ ,= 1î î∗ = 1(î,i).

Por outro lado,

ϕ(S∗i Si) = 1î∗1î = 1î∗ î = 1(ε̂,ε) = 1G0

e como X é compacto, o Corolário 3.1.5(4) diz que essa é a uni-

dade de Cc(G). Portanto ϕ(Si) é uma isometria, para qualquer

i = 1, . . . , n. Além disso, vale que
n∑
i=1

ϕ(SiS
∗
i ) =

n∑
i=1

1(î,i) = 1G0 .

Logo, pela propriedade universal da C*-álgebra de Cuntz, Od ∼=
C∗(ϕ(S1), . . . , ϕ(Sd)) ⊆ C∗(G).

Para provar que ϕ é um isomorfismo, fixe um s = (α, β) ∈ S .

Como no Teorema 4.3.5, consideramos f ∈ Cc(Ds∗s) = Cc(Z(β))

e g ∈ Cc(Dss∗) = Cc(Z(α)). Note que, dado ω ∈ Σ∗, o conjunto

span{1Z(ωγ) : γ ∈ Σ∗}

é denso em Cc(Z(ω)). Sendo assim, podemos considerar f e g

como sendo funções caracteŕısticas nos cilindros adequados.

Sendo assim, seja f = 1Z(βγ) para um γ ∈ Σ∗ qualquer.
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Então, pela propriedade universal de G,

σ×π(ι(δs1Z(βγ))) = σsπ(1Z(βγ)) = SαS
∗
βSβγS

∗
βγ =

= SαS
∗
βSβSγS

∗
βγ = SαγS

∗
βγ .

(4.33)

Note que pela Afirmação 3, temos que

1α̂ ∗ 1β̂∗ = 1
(α̂,β)

,

de modo que

ϕ(σ×π(ι(δs1Z(βγ)))) = ϕ(SαγS
∗
βγ) = ϕ(SαSγS

∗
γS
∗
β) =

= 1α̂ ∗ 1γ̂ ∗ 1γ̂∗ ∗ 1β̂∗ = 1α̂ ∗ 1(γ̂,γ) ∗ 1β̂∗ .
(4.34)

Agora, dado ω ∈ Θs, temos ω = [(α, β), βx] para algum

x ∈ X. Assim, por um lado

δs1Z(βγ)(ω) = 1Z(βγ)(ss(ω)) = 1Z(βγ)(βx) = 1Z(γ)(x).

Por outro lado,

1α̂ ∗ 1(γ̂,γ) ∗ 1β̂∗(ω) =
∑
abc=ω

1α̂(a)1(γ̂,γ)(b)1β̂∗(c).

Considerando apenas o caso em que o produto acima é não nulo,

devemos ter c da forma c = [(ε, β), βx]. Sendo b = [(γ, γ), y] para

que b e c possam ser multiplicados, devemos ter y = θ(ε,β)(βx) =

x. Para que 1(γ̂,γ)(b) não seja nulo, devemos ter x ∈ Z(γ). Por

último, para que a e b possam ser multiplicados, devemos ter

a = [(α, ε), x], e nesse caso 1α̂(a) = 1. Logo, podemos afirmar

que

1α̂ ∗ 1(γ̂,γ) ∗ 1β̂∗(ω) = 1Z(γ)(x),

de modo que

ϕ(σ×π(ι(δs1Z(βγ)))) = ι(δs1Z(βγ)).

Do mesmo modo, seja g = 1Z(αγ) para um γ ∈ Σ∗ qualquer.
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Então, pela propriedade universal de G,

σ×π(ι(1Z(αγ)δs)) = π(1Z(αγ))σs = SαγS
∗
αγSαS

∗
β =

= SαSγS
∗
γS
∗
αSαS

∗
β = SαSγS

∗
γS
∗
β .

(4.35)

Novamente, aplicando ϕ obtemos

ϕ(σ×π(ι(1Z(αγ)δs))) = 1α̂ ∗ 1(γ̂,γ) ∗ 1β̂∗ ,

que calculado em um ω = [(α, β), βx] ∈ Θs tem o mesmo valor

que 1Z(γ)(x). Agora, calculando para esse mesmo ω,

1Z(αγ)δs(ω) = 1Z(αγ)(rs([(α, β), βx])) = 1Z(αγ)(θ(α,β)(βx)) =

= 1Z(αγ)(αx) = 1Z(γ)(x).

Logo também vale a igualdade

ϕ(σ×π(ι(1Z(αγ)δs))) = ι(1Z(αγ)δs).

Isso nos permite concluir que

ϕ ◦ (σ×π) = IdCc(Θs) .

Como os Θs formam uma base para a topologia de G, ϕ é a

inversa de σ×π dada pelo Teorema 4.3.5, e temos o isomorfismo

Od ∼= C∗(G)

como desejado.
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