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Resumo

Neste trabalho, estudamos problemas envolvendo as equagoes da onda
e do calor, unidimensionais, em dominios do tipo [0, L] e toda a reta
R. Para a equacao do calor, sob a lei de Fourier, vimos que a solucao
possui propriedade infinita de propagacao no tempo e propriedade
regularizante em relacao ao dado inicial. Estudamos as propriedades
de velocidade finita de propagacao e efeito nao regularizante para a
equacao da onda. Além disso, considerando o problema em dominio
limitado [0, L] sob condigdes de contorno de Newmann mostramos
que a equacao da onda apresenta efeito ressonante.

Palavras-chave: Equac¢ado Diferencial Parcial; Equacao da Onda;
Equacao do Calor; Velocidade de Propagacao; Efeito Regularizante.






Abstract

In this work we study problems involving the one-dimensional wave
and heat equations on a interval [0, L] and the whole line R. For the
heat equation, under the Fourier law, we have seen that the solutions
have the infinite property of propagation in time and the regularizing
property on the initial data. We also study the properties of finite
speed of propagation and the non-regularizing effect on the initial
data for the wave equation. Moreover, considering the problem on
the bounded domain [0, L] under Neumann boundary conditions we
show that the wave equation has a resonant effect.

Key words: Partial Differential Equations; Wave Equation; Heat
Equation; Speed of Propagation; Regularizing Effect.
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Introducao

As equacgoes diferenciais sao ferramentas matematicas importan-
tes para o estudo de problemas em diversas areas do conhecimento,
tais como: fisica, quimica, biologia, economia, engenharias, além de
promoverem o desenvolvimento da propria matematica.

O estudo das equagoes diferenciais teve seu inicio juntamente com
o surgimento do Célculo, desenvolvido por Newton e Leibniz, no final
do século XVII. Com o avanco do Calculo diversos problemas fo-
ram modelados matematicamente na forma de equagoes diferenciais.
Varios desses problemas foram resolvidos por grandes matematicos,
tais como Bernoulli e Euler, encontrando explicitamente a solucao
do problema. Com o passar do tempo e o aumento significativo na
complexidade dos problemas percebeu-se que seria importante obter
propriedades qualitativas das solugoes dos modelos, sendo que tais
solucoes poderiam ser conhecidas explicitamente ou nao.

No século XVIII, Cauchy demonstrou a existéncia de solucoes de
equagoes diferenciais que aparecem em muitos modelos. No final do
século XIX surge a teoria qualitativa geométrica, com Henri Poincaré
e Lyapunov. Até os dias atuais, importantes matematicos continuam
estudando problemas relevantes e atrativos associados a propriedades
qualitativas das equagcoes diferenciais.

Neste trabalho estamos interessados no estudo de equacoes dife-
renciais parciais, mais especificamente, mostramos alguns resultados
para a equacao da onda e equacgdo do calor unidimensionais em do-
minios limitados e ndo limitados (toda a reta). Usando o método de
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separacao de varidveis e expansao em séries de Fourier encontramos
solugoes para modelos em dominios limitados. No entanto, o obje-
tivo principal deste trabalho é estudar algumas propriedades dessas
equagoes, tais como, velocidade finita (ou infinita) de propagacdo, a
propriedade de possuir (ou nio) efeito regularizante e o problema de
Neumann para a equacao da onda que apresenta ressonancia.

Este trabalho estd organizado em cinco capitulos, nos quais sao
apresentados defini¢oes, resultados, observacoes e exemplos que fa-
cilitam a compreensdao do conteido. Como o estudo das equagoes
diferenciais parciais requer um bom entendimento de célculo, revisa-
mos alguns toépicos importantes, tais como derivadas parciais, séries
numéricas e de fungoes, equacgoes diferenciais ordinarias. O resul-
tado desses estudos esta relatado nos dois primeiros capitulos. Na
sequéncia descrevemos brevemente os demais capitulos.

No Capitulo 3 fizemos uma breve revisdo sobre equacoes dife-
renciais parciais. Estudamos a solucao geral de certas equagoes, o
principio da superposicao, condicOes iniciais e de contorno e o mé-
todo de separacao de variaveis. Esses assuntos sao importantes para
o desenvolvimento dos proximos capitulos.

No Capitulo 4 estudamos a equagao da onda unidimensional. Usando
a férmula de D’Alembert provamos que a solu¢do de uma equacao da
onda em R possui a propriedade de velocidade finita de propagacao.
Por fim, encontramos a solucao da equacao da onda em um intervalo
[0, L] com condig¢oes de fronteira de Dirichlet e Neumann usando o
método de Fourier de separacao de varidveis e expansao em autofun-
¢oes.

No Capitulo 5 provamos a propriedade de velocidade infinita de
propagacao e o efeito regularizante da solucao da equacao do calor
unidimensional definida em toda a reta R. Para ver essas proprie-
dades foi preciso calcular a solugdo explicita do problema de Cauchy
associado.
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Capitulo 1

Pré-requisitos

Neste capitulo, apresentamos uma série de resultados sobre cal-
culo diferencial, séries e séries de fungoes que sao necessarios para
o desenvolvimento deste trabalho, cujo principal objetivo é estudar
propriedades béasicas de equacgoOes diferenciais parciais, em especial as
equagoes da onda e do calor.

Os resultados deste capitulo podem ser vistos nos livros de Mars-
den [4], Stewart [6], Marivaldo [5] e Figueiredo [1].

1.1 Calculo Diferencial de Funcoes de Va-
rias Variaveis

1.1.1 Funcoes de varias variaveis

Vamos inicialmente estudar funcoes de mais de uma varidvel in-
dependente. Tais fungoes ocorrem frequentemente em situacgoes pré-
ticas. Por exemplo, a temperatura na superficie da Terra num ponto
com longitude z e latitude y é dada por T'(z,y), ou seja, é uma funcao
das duas variaveis x e y.
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Definigao 1.1 Uma func¢ao real f de n varidveis associa a cada n-

upla (x1, 22, ...x,) € D C R™ um inico nimero real w = f(x1, xa, ... Tp)-
O subconjunto D de R™ é chamado dominio da func¢dao f. Podemos
denotar a fungao f por

f:DCR* =R
(T1, ooy ) = w= f(21, ooy Tp)

O conjunto

Imf={f(z1, ..., zn) ER / (21, ..., ) € D }

é a imagem de f.

Por simplicidade, deixaremos, muitas vezes, de especificar o do-
minio, ficando implicito, entao, que se trata do "maior" subconjunto
do R™ para o qual faz sentido a regra que define a fungio f.

Exemplo 1.2 A fungio z = f(z,y) = \/Jy—1—22 é uma fungdo
de duas varidveis cujo dominio sio todos os pontos (z,y) € R? tais
quey—1—x22 > 0. A regidgo do plano xy que corresponde ao dominio
da fungao f, estd indicada na figura abaizo:

Definigao 1.3 Seja f : D C R™ — R wma fungao de n varidveis.
Definimos o grdfico de f, denotado por Gy, como o subconjunto de
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R+ formado por todos os pontos da forma (x1, ..., Tn, f(T1, ..., 7,))
€ R onde (v1, ...,m,) € D, ou seja,

Gy ={(z1,.rTn,w) € R"Jw = f(z1,...,3,) com (21,...,7,) € D}.

No caso n = 2, o grafico de f é uma superficie de R?. Quando
n = 3, ndo é possivel visualizar o grafico da f, visto que este é um
subconjunto de R*.

(x>, flx, ¥h)

Uma fun¢ao polinomial de duas varidveis =z e y é uma funcao f
tal que f(z,y) é a soma de termos da forma cz"y™, onde ¢ é um
numero real € n e m sdo inteiros ndo negativos. O grau da funcao
polinomial é dado pelo maior valor obtido da soma dos expoentes de
x e y. Assim, a funcdo f definida por

flz,y) = 22°y® + zy® — Sy — 2y + 8

¢ uma funcao polinomial de grau 5.
Uma funcao racional de duas varidveis ¢ uma fungao h tal que
hz,y) = f(z,y)/g9(x,y), onde f e g sdo duas fung¢bes polinomiais.

Por exemplo, a funcao h definida por

2,2
7y
h =

é uma funcao racional.

1.1.2 Limite e continuidade

Um ponto varidvel x no eixo coordenado pode se aproximar de um
ponto fixo a de dois modos: & direita de a ou & esquerda de a. Um
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ponto variavel (z1, za, ..., x,) em R™ pode se aproximar de um ponto

fixo (a1, as, ..., a,) por um numero infinito de caminhos.

Diremos que (z1,3,...,x,) se aproxima de (a1,as,...,a,) se a
distancia entre eles tende a zero, independentemente do percurso feito
por (z1,x2,...,Z,), onde a distancia entre x = (21, x2,...,T,) € a =

(a1, az,...,ay) € dada por

||1'—CLH = H(l:l,l'g,...,l’n)—(arl,CLQ,...,CLn)”

= V(1 —a1)? 4 (x2 — a2)2 + ... + (zp — an)?.

Para definir o limite de uma funcao f(x1,xa, ..., z,) de n varidveis
reais, quando (z1,xg,...,x,) tende a um ponto fixo (ay,az,...,ay),
nao é necessario que f(x1, g, ..., x,) esteja definida em (ay, ag, ..., an).
Exigimos apenas que (ay, as, ..., a,) seja um ponto de acumulagao do
dominio D de f, isto &, que cada bola aberta de centro em (a1, as, ..., a,)
eraio r > 0, denotada por B,.(a1, as, ..., a,), contenha pelo menos um
ponto de D distinto de (a1, as, ..., a,), onde

B.(a1,az,...,ay)

= {(ml,xz,... ,Tn) €ER™ (21, 22,y vy Zn) — (a1, a2, ..oy ap)|| < r}.

Usamos a notacao

flx1,29,...;2,) =L

(15 xn)—=>(a1,..., an

para indicar que os valores de f(x1, 22, ..., ;) ficam arbitrariamente
proximos do nimero L desde que (x1,x9,...,2,) esteja suficiente-
mente proximo do ponto (aq, as, ..., a,) ao longo de qualquer caminho
contido no dominio da fun¢ao f. Em outras palavras, podemos tomar
os valores de f(x1,xa,...,2,) tdo proximos de L quanto o desejado
escolhendo pontos (1, 2, ... , &, ) suficientemente proximos do ponto
(a1, as,...,ay), mas nao iguais a (a,as, ..., ay).

Definigao 1.4 Sejam w = f(x) uma fungao real definida em D C R™
ea=(ay,as,...,a,) um ponto de acumulagdo de D. Dizemos que o
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limite de f(x) quando (x) tende a (a) € o nimero L, e escrevemos:
lim f(z) = L, se para cada € > 0 existe 6 > 0 (§ = d(a,¢)) tal que

T—ra
[f(x) = L] <e
sempre que 0 < ||z — a|| < 9§, z € D(f).

Lema 1.5 O limite quando existe € tinico.

. 2 2%y
Exemplo 1.6 Provar que lim —— =0.
(z,y)—(0,0) T2 + 23>
Resolucgao:
Dado & > 0 escolhemos § = &/2. Assim,
222y x2
|f(z,y) — 0] Z 2 Iyl — 2

IN

2yl <222 +y?2 <26 =c¢,
para todo (z,y) € R? tal que ||(z,y) — (0,0)[ <é = 5.

Logo, dado € > 0,3 § > 0 que satisfaz a definicao de limite.
Propriedades dos limites

Considerando f(x1,x2,...,2,) € g(z1, 22, ..., T,) funcdes de n varia-
veis, tais que

lim flz1, 22, yxn) =L e
(T15--y Tn)—(a1,..., an

lim g(x1, 9, ..., xy) = M.
(T15eey )= (A1 5eeey @)

Entao, se K é uma constante tem-se:

1. lim K=K
($17'~~>wn)_>(a1;-u,an)

2. lim K f(z1,29,...,2y) = K L
(1, )= (a1,-.; an)
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3. lim [f(z1,...,zn) £g(z1,...,zn)] =Lt M

(Z1ee0s@n)—>(a1,..., an)
4. lim [f(z1,...,zn) - g(z1, .. zn)]=L-M
(xla“'v $71)_>(a17---7an)

) flxy, @, .o xn) L
5. lim T T — ) desde que M # 0
(1, xn)—=(a1,..., an) 9(1'171'2, ,{En) M d 7&

6. lim : VIr,xo, .. x,) = V'L, desde que L > 0.

2?2 — 2

IQ + y2

a) Calcular o limite de f(x,y) quando (z,y) tende a (0,0) ao longo
de cada um dos sequintes caminhos:

i) eizo dos x;

it) eizo dos y;

i11) da reta y = x.

b) Existe lim  f(z,y)? Em caso afirmativo qual o seu valor?

Exemplo 1.7 Seja f a funcgdo definida por f(z,y) =

(2,y)—(0,0)
Resolucao:
22 -0
a) i) Sobre o eixo z, y = 0 e f(z,y) = f(z,0) = poanr i 1, para
x
x # 0. Portanto, lir% f(z,0) = 1.
z—
.. . 0—y?
ii) Sobre o eixo y, x = 0 e f(x,y) = f(0,y) = 0r? —1, para
Y
y # 0. Portanto, lim f(0,y) = —1.
y—0
a? —a?
iii) Sobre a reta y = z, f(x,y) = f(z,z) = o 0, para z # 0.
Portanto, lim f(z,z) = 0.
x—0
b) Visto que os limites i), ii) e iii) ndo coincidem, lim  f(x,y)
(2,y)—(0,0)

nao existe. Pela unicidade do limite.
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O exemplo anterior sugere que uma maneira eficiente de se mos-
trar que lim, ) (q,5) f(7,y) ndo existe & mostrar que f(x,y) tende
a limites diferentes quando (z,y) tende a (a,b) por dois caminhos
diferentes.

Definicao 1.8 Uma fung¢io f : D C R" — R é dita limitada se
existir um numero real M > 0 tal que |f(x1,x9,...,2,) < M para
todo (z1,22,...,2,) € D.

Proposigao 1.9 Se lime, . 2.)>(a1,..an) f(Z1,%2,...,2,) = 0 e
lg(z1, 22, ..., 2n)| < M para todo (x1,x2,...,2,) € V, V uma vizi-
nhanga de (ay, ..., a,), entdo

lim f(xlvaa“'axn) ' g(xlax27"'7xn):0'
(11>~~-71n)_)(a17"~)an)
Defini¢ao 1.10 Sejam f uma fungao real de n varidveis e (ay, ..., a,)
um ponto do dominio de f. Dizemos que f é continua em (aq, ..., ay)
se
lim flrr, @, oo xn) = flag, ..., an).
(@15 xn)—=(a1,e, an)

Dizemos que f é continua em D se f é continua em todos os pontos
de D.

Observacao 1.11 Toda fungdo racional é continua em seu dominio.
A soma, diferenga, produto e quociente de fungdes continuas de vdrias
varidveis sao fungoes continuas (desde que nao ocorra uma divisio por
zero).

Exemplo 1.12 Seja f a fungao definida por

2 2 2 2
oty se - +y* <1
f(ﬂmy)—{ 0 se 22 +y% > 1.

Mostrar que:
a) [ € continua nos pontos (a,b) € R? tais que a® +b* # 1.
b) f é descontinua nos pontos (a,b) € R? tais que a® +b* = 1.
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Resolugao:
a) Considere um ponto (a,b) tal que a® + b? # 1.

Se a? + V% < 1, lim  f(z,9) = a® + b* = f(a,b).
(z,y)—(a,b)

Se a? +v? > 1, lim  f(z,y) =0= f(a,b).

(z,y)—(a,b)
Logo, f é continua nos pontos (a,b) tais que a? + b2 # 1.
b) Considere, agora, um ponto (a,b) tal que a® + b* = 1. Entdo: se

2% 4+ y? < 1 temos que

lim r,y) = lim 2+y?)=d>+b? =1 1.1
(z,y)%(mb)f( v) (%y)ﬂ(a,b)( v) 1)

ese 22 +y% > 1 temos que

lim T,y) = lim 0=0. 1.2
(@,y)—(a,b) fz:9) (z,y)—(a,b) (12)
Como os limites obtidos em (1.1) e (1.2) sao diferentes, concluimos

que lim  f(x,y) ndo existe e, portanto, f ndo é continua em
(@,y)—(a,b)
(a,b).

1.1.3 Derivadas parciais

Se y = f(x) é uma fungao real de uma variavel real, sua derivada
é definida por

dy, . . flz+Az)— f(z)
gy (@) = i Ax

e pode ser interpretada como a taxa de variacdo de y em relacao
a x. No caso de uma funcio w = f(z1,z2,...,2,) de n varidveis
independentes, necessitamos de uma definicao semelhante que deter-
mine a taxa com que w muda quando z; varia. O procedimento é
fazer com que apenas uma variavel varie de cada vez, enquanto as
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outras sao mantidas constantes. Especificamente, para funcoes de
varias varidveis, derivamos em relacao a apenas uma variavel por vez,
considerando todas as outras como constantes.

Defini¢ao 1.13 Sejam w = f(z1,x2, ..., x,) uma fungdo de n varid-

veis reais e (ay, ag, ... ,an) um ponto do dominio de f. A derivada par-

cial de f em relagdo a x;, parai=1,2,...,n, no ponto (a1, az, ..., an)

€ definida por

of . flary ey ai+hyoyan) — flag, . aiy ... an)
a1,a9,...,0,) = lim

8],‘1‘( 1, &2, ) n) B0 h

se este limite existir.

As notagdes mais usadas para representar esta derivada parcial

z~. Of ow
sao: Bz, Oz’ fmn R,

Observagao 1.14 Para calcular a derivada parcial de f(x1, 2o, ..., xy)
em relagdo a uma das varidveis x;, consideramos as outras varidveis
como constantes e usamos as regras de derivacdo do cdlculo de uma
varidvel.

d
Exemplo 1.15 Dada f(z,y) = 23y—2xy?+4x+2 encontrar a—i(x,y)
e 3L(1,-1).

Resolugao:

Tratando f como uma fun¢ao de z e mantendo y constante, temos

of

%(a@ y) = 3x?y — 2% + 4.
Considerando f como uma funcao de y e mantendo x constante,
temos 9
3*‘5(93, y) =’ — dzy.
Assim,
of
—(1,-1)=1+44=5.
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3 2

r -y
Exemplo 1.16 Seja f(x,y) = { x2+y2 se (l‘,y) 7& (070)

0 se (x,y) = (0,0).
Determinar:
of of
o) “Lay) ) 5.
Resolugao:

a) Nos pontos (z,y) # (0,0), temos

ﬁ(m ) = 3% (x4 y?) — 22(2® — y?) 2t + 32%y? + 2ay?
o~ (@ + ) T @y

Para (z,y) = (0,0), temos

sB0T Ar ae@ep "
Logo, %(0,0) = 1. Portanto,
4 2,2 1 9002
of STV AZY s (2,y) £ (0,0

7(% ): 72 2)2
o Y { ) (z% +y?)

b) Nos pontos (x,y) # (0,0), temos

ﬁ(m ) = —2y(a® +y?) - 2y(a® —¢?) _ —22%y(1+ )
oy Y (22 + y2)? (22 y?)?

Para (z,y) = (0,0), temos

L £(0,89) — £(0,0) |
Ay—0 Ay o Ay—0 Ay
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1 0
Como lim —-— ndo existe, concluimos que —f(O, 0) ndo existe.

Ay—0 Ay oy
Segue que
of  —22%y(1 + )
(?y(x,y) S T @+per (z,y) # (0,0).

Interpretacao das derivadas parciais

Para dar uma interpretagao geométrica para as derivadas parciais,
lembremo-nos de que a equacgdo z = f(x,y) representa a superficie
S (o grafico de f). Se f(xo,y0) = 20, entdo o ponto P = (xg, Yo, 20)
pertence a S. Fixando y = yp, restringimos nossa aten¢ao a curva Cy
na qual o plano vertical y = yo intercepta S. (Ou seja, C; é o trago
de S no plano y = yo.) Da mesma forma, o plano vertical = = zg
intercepta S na curva Cy. As curvas C7 e Cy passam pelo ponto P
(veja a figura abaixo).

Note que a curva C; é o grafico da fungdo g(x) = f(z,y0), de
modo que a inclinagdo da tangente T3 em P é ¢'(xo) = fu(z0,¥0)-
A curva Cy é o grafico da funcdo G(y) = f(zo,y), de modo que a
inclinacao da tangente T em P é G'(yo) = fy(zo,v0)-

Entdo, as derivadas parciais f,(zo,%0) € fy(®o,y0) podem ser in-
terpretadas geometricamente como as inclinagoes das retas tangentes
em P = (xg,Y0,20) aos tragos C7 e Co de S nos planos y = yo €
xr = Zg.
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1.1.4 Funcgoes diferenciaveis

De maneira intuitiva, podemos dizer que uma funcdo y = f(x)
é diferenciavel em x( se existe uma reta nao vertical passando pelo
ponto (zo, f(x0)) que se confunde com o grafico de f nas "proximi-
dades"do ponto (zg, f(zo))-

Novamente, de modo intuitivo, podemos dizer que uma funcgao de
duas variaveis = e y é diferenciavel em (xg,yo) se existe um plano
nao vertical contendo (xg,yo, f(xo,y0)) de equagdo z = T(x,y) =
f(zo,y0) + a(z — x0) + by — yo) que se confunde com o grafico de f
"nas proximidades" de (xq,yo, f(Zo,¥0))-

Definigao 1.17 Sejam f : D C R? — R, D aberto de R?, e (z0,y0) €
D. Dizemos que f € diferencidvel em (xo,yo) se e somente se existi-
rem niumeros reais a e b tais que

f(xo +h,yo + k) — f(zo,y0) — ah — bk _

im 0.
(h,k)—(0,0) | (R, k)]

O proximo teorema nos diz que diferenciabilidade implica conti-
nuidade.

Teorema 1.18 Se f for diferencidvel em (xo,y0), entdo f serd con-
tinua em (xo,yo)-

Teorema 1.19 Seja f : D C R? — R, D aberto de R? e (z0,y0) € D.
Se f for diferencidvel em (xo,yo), entdo f admitird derivadas parciais
neste ponto.

Observagao 1.20 Se f for diferencidvel

f(‘r0+hay0+k)_f($07y0)_ah_bk _

lim 0
(h,k)—(0,0) | (h, k)|l

entdo teremos necessariamente a = %(xo, Yo) eb = g—i(xo, yo). Além
disso, se f for diferencidvel em (x9,yo), entdo a = %(xo,yo) e
b= %(zo,yo) Serdo 0s UNicos numeros reais para 0s quais o limite
acima é zero.
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Observagao 1.21
1. Para provar que uma fungao f € diferencidvel em (xo,y0) € sufi-

ciente provar que [ admite derivadas parciais em (o, yo) € que

f(xo + h,yo + k) — f(xo,y0) — f2(x0,y0)h — fy(x0,y0)k

im =0.
(h,k)—(0,0) | (R, k)]

2. Se uma das derivadas parciais nao existir em (xo,yo), entdo f
nao serd diferencidvel neste ponto.

3. Se ambas as derivadas parciais existirem em (xo,yo), Mmas se o
limite acima ndo for zero, entio f nao serd diferencidvel em (xg, o).

4. Se f nao for continua em (xo,y0), entdo f nao serd diferencidvel
em (zo,Yo).-

Dizemos que f é diferenciavel em B C Dom(f) se f for diferencia-
vel em todo (z,y) € B. Diremos, simplesmente, que f é uma fun¢ao
diferenciavel se f for diferencidvel em todo ponto de seu dominio.

Teorema 1.22 Se z = f(xz,y) € diferencidvel em (zo,yo), entdo z

f(x,y) possui derivadas parciais em (xq,yo). Por outro lado, se g—£
o . ~ , .. ~ .
e % existem e sao continuas prézimo do ponto (xo,yo) entdo f é

diferencidvel em (xq,yo).
Defini¢ao 1.23 Se z = f(z,y) é uma fungao tal que % e g5, o
continuas proximo do ponto (xo,yo). O plano de equagdo

= T(00) = f o) + G 0,0) @ = 20) + 5 (20, 0)( ~ )

€ chamado plano tangente ao grifico da fun¢do f no ponto
(x07y0,f($0ay0))'

Exemplo 1.24 Determinar a equagao do plano tangente ao grdfico

de f(xz,y) =3+ /22 +y% no ponto Py =(3,4,8).
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Resolugao:
Se (x,y) # (0,0), temos:
of x of y

3$(x’y):\/TTy2 € @(x’y)zﬁ

que sdo continuas proximo do ponto (zg,yo) = (3,4).
A equagdo do plano tangente é dada por

z:8+%(3,4)@—3)4—%(3,4)@—4)
z:8+§(m—3)+§(y—4).

1.1.5 Regra da cadeia

Lembremo-nos de que a Regra da Cadeia para uma func¢iao de uma
unica variavel nos dava uma regra para diferenciar uma fungdo com-
posta: se y = f(z) e x = g(t), onde f e g sdo fungdes diferencidveis,
entdo y é indiretamente uma funcao diferenciavel de ¢ e

dy _dy dx

dt — dr dt

Para as fun¢oes de mais de uma variavel, a Regra da Cadeia tem
muitas versoes, cada uma delas fornecendo uma regra de diferencia-
¢a0 de uma fungdo composta. A primeira versao diz respeito ao caso
onde z = f(z,y) e cada uma das varidveis x e y é, por sua vez,
fungao de uma variavel ¢. Isso significa que z é indiretamente uma
funcao de ¢, z = f(g(t),h(t)), e a Regra da Cadeia d4 uma férmula
para diferenciar z em funcdo de ¢t. Estamos admitindo que f seja
diferenciéavel.

Regra da Cadeia 1 Suponha que z = f(x,y) seja uma funcgdao dife-
rencidvel de x ey, onde x = g(t) ey = h(t) sao fungdes diferencidveis
de t. Entao z € uma funcao diferencidvel de t e

d: _ofds  of dy

dt Oz dt Oy dt
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Exemplo 1.25 Sejam z = f(x,y) = z3cos(y), z(t) =13 e y(t) =
e?. Calcular %(t).

Resolugao:
Pela Regra da Cadeia
dz 0z dic 0z @

dt ~ drdt ' oydt
Como §Z(w,y) = 32° cos(y); §(z,y) = —a’sen(y), % (t) =3¢
e (1) = 2¢*, temos

d
d—i(t) = 918 cos(e?!) — 2(e2)t sen(e!).

Vamos considerar agora a situagio onde z = f(z,y), mas x e y
sdo fungoes de outras duas variaveis s e t: x = g(s,t), y = h(s,t).

Entédo z é uma funcdo indireta de s e ¢t e desejamos determinar 9z/0s
e 0z/0t.

Regra da Cadeia 2 Suponha que z = f(x,y) seja wma fungao di-
ferencidvel de x e y, onde © = g(s,t) e y = h(s,t) sao fungoes dife-
rencidveis de s e de t. Entao

0z 0z0x  0z0y

s Oz ds | Oyos

0z 0z0xr  0z0y

o " ow ot ayor

Regra da Cadeia (Versao Geral) 1 Suponha que u seja uma fun-
¢do diferencidvel de n varidveis x1,%2,...,x, onde cada z; ¢ uma
funcao diferencidvel de m varidveis ti,ta,...,t,. Entao u é uma fun-
¢ao de ti,to, ...t €

Ou  Ou Oxq @83}2 ou 0x,,

ot om0t om0t T om0t

para cada i =1,2,...,m.
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1.1.6 Derivadas superiores (ou de altas ordens)

Se u = u(z1, 2, ..., Zn ) possui derivada 887“ paraalgumi =1,2,....n,
podemos perguntar se % pode ser derivada em relacao a x;, algum
i

j=1,2,...,n. Se isso ocorrer escrevemos que

9 (ou) 9%
6xj a.’L‘i N é)xjaxl

~ .. Pu  _ d%u
Observagao 1.26 Se i =j se denota 55 = B2 -

k3

Analogo, podemos calcular
o™ oMu
Ox a2 0a?

Caso n = 2, se escreve u = u(z,y) e nesse caso
0x2’ dx0y’ Oy?’ Oyd’
Notacgao simplificada:
_ Ou B 0%u B 9%u B 93y B Au
Uy = %7 Ugy = @, Uyx = 336733;7 Ugzr = %7 Uyxe = aTay

Definigao 1.27 Uma fung¢io f : D C R™ — R ¢ dita de classe C™
se todas as derivadas até a ordem m existem e sao continuas.

Exemplo 1.28 A fung¢io u(x,t) = F(xz — ct) com ¢ > 0 constante e
F uma fungdo de classe C2(R) é solugdo da equag@o uy — ¢z, = 0,
para todo x,t € R.

De fato, tem-se que u, = F'(z — ct), upe = F"'(z — ct), uy =
—cF'(x —ct) e uy = AF"(x — ct).

Logo us — gy = 2F"(x — ct) — 2F"(xz — ct) = 0, para todo
z,t €R.

Observacao 1.29 A equacio uy — cuze = 0 € conhecida como a
equagao unidimensional da onda.
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1.2 Séries

1.2.1 Séries numeéricas

Como obter a soma de infinitas parcelas? No que se segue, vamos
estender o conceito de adi¢do para uma infinidade de numeros e de-
finir o que significa tal soma. Chamaremos estas "somas infinitas"
de séries.

Exemplos de somas infinitas surgem muito cedo, ainda no Ensino
Fundamental, com o estudo das dizimas peridédicas. Por exemplo, a
soma

0,1+0,0140,001+...=0,111...

pode ser interpretada como a soma de uma progressao geométrica
(com infinitos termos)
1 1 1 1

10 700 " 1000 T T 9

Uma série é uma expressao que pode ser escrita na forma
oo
E ap =a1t+as+az+..+a, + ..
n=1

onde os numeros ay, as, asz, ... sao chamados de termos da série e a,
de termo geral da série.
Voltemos & nossa dizima

111
111...=0,1 1 T = — + — + — + ...
0, 0,1+ 0,01 + 0,001 + TRATRET

Vamos considerar o valor da soma tomando um termo, dois termos,
trés termos, etc. Cada uma dessas soma é chamada de soma parcial
e é termo de uma sequéncia

1

—0.1=—
TS

1 1
=0.1 1= — 4+
So 0, 0,0 10 102
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1 1 1

s3=0,1+0,014 0,001 = 10 + 102 + 108

=0,1+0,01+ 0,001 00001—1 1 1 L
s4=0,1+0,0140, +0, O+102+103+0

A sequéncia dos numeros si, So, S3, S4,... pode ser interpretada
como uma sequéncia de aproximacoes do valor de 1/9.

A medida que tomamos mais termos da série infinita a aproxi-
macao fica melhor o que nos sugere que a soma desejada deve ser o
limite dessa sequéncia de aproximacoes. Para comprovar este fato va-
mos calcular o limite dessa sequéncia, quando o niimero n de termos
tomados tende a um ntmero cada vez maior, isto é, n — oco.

Temos que

ST S I (1.3)
710 7102 T 108 T 107 107 '
Vamos dar uma outra expressdo para s, de modo a facilitar o
célculo do limite.
Multiplicando s,, por 1/10 obtemos
Lt o1t 1 11
10°" 7102 7103 T 10% T 105 T 10n

Subtraindo (1.3)-(1.4), temos

(1.4)

1 1 1 1 1
Sp—7=8Sp="—7—————=— |1 - —
10 10 10+t 10 10

Logo,

Ou seja,

Calculando o limite, temos

1 1 1
lim s, = lim (1—):
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que é o valor ja esperado para a soma.

No processo que fizemos no exemplo anterior, construimos uma
sequéncia de somas finitas, chamadas de somas parciais da série, o
limite dessa sequéncia correspondeu ao valor da soma, uma vez que

1
0,111... = -
9

O exemplo acima motiva a defini¢io mais geral do conceito de
"soma' de uma série infinita.
o0

Consideremos a série Z a, = a1 + as + as + ... € vamos formar
n=1
uma sequéncia {s,} de somas parciais da seguinte maneira:
S1 = aq
So = a1 + as
S3 = a1 —+ a9 —+ as

n
Sp=a1+azx+az3+...+a, =8,-1+a, = g ag.-
k=1

A sequéncia {s,} é chamada de sequéncia das somas parciais da
série e s, é chamado de n-ésima soma parcial.

Quando n cresce, as somas parciais incluem mais e mais termos
da série. Logo, se quando n — 0o a soma s,, tender a um valor finito,
podemos tomar este limite como sendo a soma de TODOS os termos
da série, ou seja, a soma da série.

Defini¢ao 1.30 Seja Y a,, uma série de numeros reais dada e {s,}
a sua sequéncia de somas parciais. Se lim, o s, = S; |S| < oo (isto
é, existe e é finito) dizemos que a série Y a, € convergente a S e que
S € a sua soma. Indicamos Y a, = S. Caso contrdrio, dizemos que
a série diverge e portanto nao tem soma.

Exemplos:
o0
L. . 1 1 N
1) A série harmonica E — tem termo geral a, = — e a sequéncia
n n
n=1

das somas parciais é
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81:1

82:1—%1
2
1 1
53:1+§+§
sn:1+1+1+...+l.
2 3 n
A série harmonica é divergente. De fato, observe que
1 1 1 1 1 1 1
Son = 1+2+<3+4>+<5+6+7+8>+...+
1 1
ST S VI A
2 4 8 2n 2

Dessa forma, lim,,_,. S, = +00 e portanto a série diverge.

oo
2) Zan:1—1+1—1+...

n=1

Consideremos as somas parciais

S1 = 1

SS9 = 1-1=0

s3=1—-14+1=1

s4=1—-14+1-1=0.

A sequéncia das somas parciais ¢ 1,0,1,0,1,0,... portanto, o li-
mite dela nao existe e a série diverge.

1

——, determinar:
n(n+1)

3) Dada a série Z
n=1
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a) Os quatro primeiros termos da série.
b) A sequéncia das somas parciais.

c) Se a série é convergente.

Resolucgao:
1 1 11
V2 e 12723t aat s
1
b)81—§
1,12
So=—4+-=-=
7276 3
1,113
BT T2 T 4
L1, 1,1 4
MEOTE T 12720 5

n

k=1 k=1
_1 1+1 1+1 1+1+ +1 I 1 n
2 2 3 3 4 4 n n+l n+l n+1
c) Para analisarmos a convergéncia calculamos
. . n
nh—>H<§oSn _nh—>H;on+1 =1
o0
Logo, s, converge para 1 e a soma da série é Z _r =1
80, Sn ge p n:1n<n+1) .

Observagao 1.31 O nimero e pode ser definido como

n
lim (1 + 1) = e =2, 718281828...
n

n—roo
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Podemos também mostrar que a série

oo

Z _1+1+ +3,+ + .. +—+

A Série Geométrica

No nosso primeiro exemplo de série infinita 0,1+0,01+0,001+...,
dado no inicio desta se¢ao, ¢ um caso particular de uma série especial,
chamada série geométrica.

Definigao 1.32 Uma série do tipo
Z ar" t=a4ar+ar?+ar+ .. +ar" 1+ ... onde a#0

€ chamada de série geométrica e o numero v é chamado de razao da
série.
Observagao 1.33 A série geométrica também pode ser dada na forma
o0
E ar™ =a+ar+ar® +ar® + ...
n=0

ou mais geralmente,

Z ar"* =a+ar+art +ar® + ...

n=k
Exemplos:
)01+001+0001+00001+ 1+1+1+1+ =
o © 10 102 103 104 T
Z W é uma série geométrica de razdo r =1/10 e a = 1.
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(oo}
2) 3-3.2+322-3.2°4324—. =) " 3(—2)" ¢ uma série geométrica
n=0

de razdo r = —2 e a = 3.
O resultado seguinte nos diz quando a série geométrica é convergente
e quando é divergente.
o0
Proposigao 1.34 A série geométrica Z ar" ' a#0 ereR.
n=1
a
e Converge para S = T, %€ lr| < 1;
-7
e Diverge, se |r| > 1.

A prova segue diretamente da igualdade abaixo:

n
1—r"
Zar’“l:a+ar+ar2+...—|—ar”71:a1 , ser# 1.
k=1 B
Alguns resultados importantes
Teste da divergéncia
o0
e Se lim a, #0 entdio Z a, € divergente.
n—oo
n=1
o0
e Se lim a, =0 entdio Z a, pode convergir ou divergir.
n—oo ne1

Prova:

Se > a, = s entdo s, = s. Mas a, = 8, — sp—1 = s — s =0.
Logo se a série converge, entao a,, — 0.
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Observagoes:

1. O resultado acima é também chamado de Critério do Termo Geral
(CTG) para a convergéncia de série, ou condi¢Go necessdria para
convergéncia de uma série.

(oo}
2. Se E an converge entao lim a, = 0.
1 n—oo
n=

3. Através do resultado do limite do termo geral, podemos garantir a
oo

divergéncia de certas séries. Exemplo: E n diverge, pois lim n =
n—oo

n=1
+0o0.
4. Como dito acima, se lim a, =0 nada podemos afirmar sobre a
n—oo

oo oo
L. . 1 L 1
série E Gy . Por exemplo, temos lim — =0, mas a série —
1 n—oo N 1 n

n= n=

diverge.

5. A convergéncia ou divergéncia de uma série ndo € afetada pela
retirada ou o acréscimo de um nimero finito de termos.

o0 o0
6. Se E an e E b, sao duas séries convergindo a S e R respec-

. n=1 n=1
tivamente, entao:

(o)
i) A série Z (an £by) converge a S+ R.

n=1

i1) A série Z ka, converge a kS, k€ R.

n=1

oo oo oo

i11) Se Z a, € convergente e Z b, € divergente, entdo Z (an + bp)
n=1 n=1 n=1

é divergente.
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(oo} oo
iv) Se Z an € divergente e k # 0, entdo Z ka, é divergente.

n=1 n=1

oo oo
Observagao 1.35 Se Z a, e Z b, sao duas séries divergen-

n=1 n=1
oo
tes nada se pode afirmar sobre Z (an + by). Ezemplo: As séries
Z 2" e Z —2" divergem e Z (2" —2™) converge a 0.
n=1 n=1 n=1

Critérios de Convergéncia

Em geral é dificil decidir através do estudo das sequéncias das so-
mas parciais se uma série é convergente ou divergente, principalmente
porque nem sempre é possivel estabelecer uma expressao geral para
Sp-

Vamos estudar alguns testes ou critérios que nos permitem decidir
sobre a convergéncia de uma série, mesmo que no caso da série ser
convergente nao possamos dizer o valor da sua soma. Neste caso, po-
demos aproximar a soma por uma soma parcial com termos suficientes
para atingir o grau de precisao desejado.

Vamos assumir sem demonstragao o seguinte resultado:

(o)
1
Teste para a p-série: A p-série Z —, pER,
1
n—

e converge se p > 1;

e diverge se p < 1.

Observagoes:

o]
. 1 L .
1) A p-série E — ¢ também chamada de série hiper-harmonica.
n
n=1
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oo
1
2) A série harmonica Z — € um caso particular de uma p-série
n
n=1
(p = 1) e como jd tinhamos colocado, diverge.

Exemplos:

— 1
1) A série Z — converge (p = 2).
n

n=1

— 1
2) A série Z 7 diverge (p = 1/2).
n

n=1

o0 o0
Teste da comparacgao: Dadas as séries E an € E bn, com
n=1 n=1

0 < a, < by,, para todo n > 1, temos que

oo oo
e Se E b, converge entao E an COMVErge.

n=1 n=1
oo oo

o Se E a, diverge entdo g b, diverge.
n=1 n=1

O teste também se aplica se temos 0 < a, < b,, Vn > ng, algum
no fixo.

Exemplos: Analisar o comportamento das seguintes séries usando o
teste da comparacao.

— 1
1 -
DDy
Resolugao:

Tem-se que v/n > /n—-1 =




1 1
Uma vez que — diverge temos que também
nzz Vi Z Vi1
diverge.
Z |ben n|
Resolugao:
se
Tem-se que |sen n| <1 | n2n| <=
n n
=1 . |sen n]
Uma ve e a série — converge temos que
ma vez qu r Zn2 nverg mos qu Z 2

n=1 n=1
também converge.

Séries Alternadas

Uma série alternada é uma série que se apresenta numa das formas:

(-)"*a, = a1 —as + a3z —as + ... (com a, >0)

o

n=1

o

(-D)"an, = —a; + a2 —az +ag — ... (com a, > 0).

n=1

Exemplos:

(-1

NE

1 1 1
1 =1l—-—-—+-—-——-4..
) 2+3 4+

—

3

)y 5

1+1 1Jr
1 gt

—

3
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Teste de Leibniz: Se a série alternada
o0
Z (*l)nﬂan =a; —ax+ag—..
n=1

(com a, > 0) € tal que

e lim a,=0
n—oo

e ayy1 < ap, Vn (asequéncia a, é decrescente).
Entao a série dada é convergente.
Além disso se S é a soma da série temos a estimativa de erro

‘S— Snl < Ap41-

O Teste da Razao

Para enunciar o Teste da Razao vamos introduzir o conceito de
séries absolutamente convergentes.
Analisando exemplos vistos anteriormente podemos observar que:

> (_1)n+1
e A série Z ———— & convergente e a série
n=1 n
DT L
Z = E — & divergente.
n n
n=1 n=1
St _1\n+1
- (-1) ) L
o A série Z —— € convergente e a série
n=1 n
oo TL+1 oo
(=1 1 o
Z = E — também é convergente.
n? n?
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e}
Definigao 1.36 Dada a série Z Uup temos que:

oo n=1 &)
1) Se a série E |un| converge dizemos que a série E Up € abso-
n=1 n=1

lutamente convergente.

oo oo oo

2) Se a série g U, converge e g |un| diverge dizemos que g Up
n=1 n=1 n=1

é condicionalmente convergente.

Exemplos:

> (_1>n+1
1) A série E ———— ¢é condicionalmente convergente.
n
n=1

(_1>n+1
n2

M8

2) A série ¢é absolutamente convergente.

3
Il
—

WK

L. T, ..
3) A série (=1)" sen — é condicionalmente convergente.
n

3
Il
—

. senn
4) A série

é absolutamente convergente.

M8

n2

i
1

2

Proposigao 1.37 Toda série absolutamente convergente € conver-

. o0 ~ oo -
gente, ou seja: se Y, |uy| converge entao Yy~ u, também con-
verge.

Exemplo 1.38 Pelo resultado anterior podemos concluir que a série

senn . " .

E 5— que nao € de termos positivos nem alternada € conver-
n

n=1

gente.
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Observagoes:
As seguintes observagoes sdo validas.

oo o0
1) Se E |un| converge entao E uy, converge.
n=1 n=1
Isso diz que se uma série converge absolutamente, entdao ela tam-

bém converge. A reciproca nao é verdadeira.

o0 o0
De fato, se g Uy convergir nao implica que E |un| também

n=1 n=1
o0
-1 n+1
converge. Ezemplo: Z L
n=1
> o0
2) Se Z |un| diverge nada podemos afirmar sobre Z Up. Pode
n=1 el

convergir ou divergir.

(oo} (oo}
3) Se Z u, diverge podemos garantir que Z |un| diverge pois,

n=1 n=1
o0
caso contrdrio, E Uy Seria convergente.
n=1
o0

Teste da razao: Seja g Uy uma série e considere o limite

n=1
. Up+1
lim || = k.
n— oo Up,
o]
e Se k < 1 a série E u, € absolutamente convergente, logo
n=1

convergente.
o0
e Sek>1 (ou c0) a série Z u, diverge.

n=1

e Se k =1 nada podemos concluir por este critério.

46



Observagoes:

1) O teste da razio é geral podendo ser aplicado em qualquer série.
Garantindo a convergéncia absoluta (k < 1) ou a divergéncia da série

iun (k>1).

2) Com o teste da razao podemos concluir a divergéncia se o limite
for 4oc.

Exemplo 1.39 Usar o teste da razao para analisar a convergéncia
oo
21’L

da sequinte série: E —.
n!
n=1
Resolugao:
Em geral quando a expressao do termo geral da série envolve fa-

torial o critério mais indicado é o da razao

2n
Uy = —
n!
Uppr1 27Tl 2n 2
U,  (m+D'2 (m+1Dn! n+l
2
= lim Un+1 = lim =0
n—oo | Uy n—oo n 4+ 1

Concluimos entdo que a série é convergente.

1.3 Séries de funcoes

Dadas fungées f, : I € R — R, n € N, considere a série de
funcoes

Z fo(z), x € 1.
n=1

Analogamente as séries numéricas, podemos definir convergéncia
deste tipo de série.
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Definigao 1.40 (Convergéncia Pontual) Dizemos que > -, fn con-
verge pontualmente em I, se a série numérica

> falx)

convergir para cada x € 1.

As vezes a série pode convergir pontualmente somente em J C I,
J algum subconjunto de I.

Defini¢ao 1.41 Y ° | f,, converge pontualmente para f, se dado e >
0, 3 No = No(e, ) tal que S,,(z) = >_}_, fu(z) satisfaz

|Sn(x) = f(z)| <&

sempre que
n > No = No(é‘,l').

Definicao 1.42 (Convergéncia Absoluta) Dizemos que Y .| fn con-
verge absolutamente em I, se a série numérica

> 1 fn(@)]

convergir pontualmente para cada x € I.

Definigao 1.43 (Convergéncia Uniforme) Uma série de fungoes
>0 fn converge uniformemente em I, se dado e > 0, 3 Ny = Ny(e)
tal que

|Sn(z) — f(z)| <e, Yz el

sempre que
n > No(e).
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Observagoes:
1. Na convergéncia uniforme Ny so depende de €, ndo depende de x.

2. As vezes € possivel convergéncia uniforme, apenas em parte de I.

Teste M de Weirstrass: Seja > -, f, uma série de fungées, com
fn i I — R definida em um conjunto I de R. Suponha que existam
constantes M, > 0, n € N, tais que

[fu(@)] < My, Vo e,

s, P o0 . . ~ , ~
e qge a série numérica )~ M, convirja. Entao, a série de fungoes
Y niq fn converge uniforme e absolutamente em I.

3
Exemplo 1.44 Sejam f,(x) = w, n>1 x € R. Tem-se
n
sen(n’z) 1
que |fn(z)] = —a < ol Vz eR.

1 00 ~ oo sen(n’z)
Como M,, = -5 € tal que )~ M, converge, entio )~ =5

converge uniformemente em R.

Exemplo 1.45 Para cada n € N, seja f, : [0,1] = R a funcdo tal
que fn(x) = 2™, para todo x € [0,1]. Note que:

Jn(x) =0, se 0<xr<1
fa() =1, sexz=1.

Esse é um exemplo de convergéncia de sequéncia de fungoes. Neste
exemplo, f, — f pontual em [0,1] mas nao converge uniforme.

Proposicao 1.46 > f, — f uniformemente em I C R e f, conti-
nua em I, cada n, entdo f € continua.
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Proposic¢ao 1.47 > f, — [ uniformemente em I e f, integrdvel
em I, cada n. Entao f € integravel em I e

fr-% )

Proposic¢ao 1.48 Se > f, e > f! convergem uniformemente em I

entao
o0 4 o0
(an> :Zﬂl em 1I.
n=1 n=1
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Capitulo 2

Equacoes Diferenciais
Ordinarias

Muitos problemas importantes e significativos da engenharia, das
ciéncias fisicas e das ciéncias sociais, formulados em termos mate-
maéticos, exigem a determinacao de uma funcao que obedece a uma
equacao que contém uma ou mais derivadas da funcdo desconhecida.
Estas equacgoOes sdo chamadas equacoes diferenciais.

Uma equagdo diferencial ordinaria (EDQO) envolve uma funcéo de
uma varidvel e suas derivadas até uma certa ordem m.

A equacdo que governa a concentragao c¢(t) de determinada subs-
tancia no sangue, dada por

d
ﬁc(t) = —kc(t), k constante positiva,

é um exemplo de equacao diferencial ordinéria, para a func¢do y = ¢(t).

A ordem de uma equacao diferencial é a ordem da derivada de
maior ordem que aparece na equacdo. Assim, a equacdo anterior é
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uma equagao de primeira ordem. J& a equagao
y"+x3y’—y:O

é uma equacao diferencial de segunda ordem.

Uma classificagdo importante das equagdes diferenciais é a que
divide em lineares e nao lineares. Uma equacao diferencial ordinaria
é linear, se for possivel expressa-la da formas:

ao(2)y™ + a1 (2)y" Y 4+ . 4 an(@)y = g(z). (2.1)

Uma equacdo que ndo possa ser colocada na forma (2.1) é uma
equacao nao-linear.

Se o termo independente (ou seja, o termo que ndo contém y e
suas derivadas) ¢ nulo, a equagdo diferencial ¢ dita homogénea, caso
contrario, é dita nao homogénea.

Exemplo 2.1 Z—g = 2x € uma equacgao diferencial ordindria, linear,
ndo homogénea e de primeira ordem. A funcio y = x2> + C, C uma
constante, € a solugcao geral dessa EDO.

d? dy\*
Exemplo 2.2 54 + (ﬁ) + 2%y = 0 é uma equacdo diferencial
ordindria, nao linear, homogénea, de sequnda ordem, com coeficientes
varidveis. Essa EDO também ¢ escrita como y" + (y')% + 22y = 0.

Defini¢ao 2.3 Uma fungio y = f(x) é solugao de uma EDO em um
intervalo I, se y satisfaz a EDQO para todo © em I. A solugdo geral
de uma EDO é a colegio de todas as solucées da EDO.

Por exemplo, podemos ver que a solugdo geral da equacao dife-

rencial

y/:$3

é dada por

$4

y=7 + C, onde C é uma constante arbitréria.
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A solugdo geral de uma equacdo diferencial é uma solugio con-
tendo uma ou mais constantes arbitrarias, dependendo da ordem da
equagao.

Quando aplicamos as equagoes diferenciais geralmente nio esta-
mos interessados em encontrar uma familia de solugoes (a solugao
geral) e sim em encontrar uma solugdo que satisfaga algumas con-
di¢oes adicionais. Em muitos problemas fisicos, envolvendo tempo,
precisamos encontrar uma solucao particular que satisfaca uma con-
di¢do do tipo y(tp) = yo. Esta é chamada de condigdo inicial, e o
problema de achar uma solucdo da equacao diferencial que satisfaca
a condic¢ao inicial é chamado de problema de valor inicial.

Exemplo 2.4 Verificar que y = C1e*® 4+ Coe™** é uma solugio geral

da equacgao % — k%2y = 0. Encontrar uma solu¢do que satisfaca
y(0) =1 e y'(0) = 3k.

Resolugao:

Se y = C1eF* + Che™* entdo

ZTZ = C1kef® 4 Cre ko (—k)
% = C1k%er®  CokPe™h
e, portanto,
d?y

K2y = C1k?er 4+ Cyk?e 7 —k2C1ef” —k2Che ™ =0, Yz € R.

dz?
Pelas condigoes iniciais y(0) =1 e ¢/ (0) = 3k temos

lzy(0)201€0+02€0201+02
3k=Cik—-kCy = C;—-Cy=3.

Resolvendo o sistema, tem-se C7 = 2 e Co = —1. Logo a solucao
procurada é y = 2e** — ek,

93



2.1 Modelos matematicos

Um modelo matematico é uma descricdo matematica (frequente-
mente por meio de uma ou mais equagdes envolvendo uma funcao e
suas derivadas) de um fenémeno do mundo real, como o tamanho de
uma populacao, a demanda por um produto, a velocidade de um ob-
jeto caindo, a concentracao de um produto em uma reacao quimica,
a expectativa de vida de uma pessoa ao nascer ou o custo da reducao
de poluentes. O propodsito do modelo é entender o fenémeno e talvez
fazer predicoes sobre um comportamento futuro.

Modelo de crescimento populacional

Um modelo para o crescimento de uma populacao baseia-se na
premissa de que uma populagao cresce a uma taxa proporcional ao
tamanho da populacio. E razoéavel presumir isso para uma populacao
de bactérias ou animais em condicoes ideais (meio ambiente ilimitado,
nutricdo adequada, auséncia de predadores, imunidade ou doengas).

Vamos verificar e denominar as variaveis nesse modelo

t= tempo (a variavel independente)

P = namero de individuos da populacao (a variavel dependente).

A taxa de crescimento da populacdo é a derivada ‘i—f. Assim,
nossa premissa € escrita como a equagao

dP

— =kP
dt

onde k é a constante de proporcionalidade.

Modelo de Variagao de Temperatura de um corpo

Um corpo que ndo possui internamente nenhuma fonte de calor,
quando deixado em um meio ambiente na temperatura T tende &
temperatura do meio que o cerca T,. Assim, se a temperatura T < T,
este corpo se aquecerd e, caso contrario, se resfriara.
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A lei de variacao de temperatura de Newton estabelece que a taxa
de variacdo de temperatura de um corpo é proporcional & diferenca
de temperatura entre o corpo e o meio ambiente. A lei de Newton é
formulada matematicamente pela seguinte equacgao diferencial:

dT
E - KT -T,, k>0
o ( ) >

ou

T + kT = kT,.

2.2 Equacoes diferenciais ordinarias de pri-
meira ordem

Vimos anteriormente dois modelos matemaéticos que resultam em
equagoes diferenciais ordinérias de primeira ordem: modelo de cres-
cimento populacional e modelo de variacao de temperatura de um
corpo. Nessa secao vamos estudar alguns métodos de resolucao para
esse tipo de problema.

Proposigao 2.5 A solugdo do problema de valor inicial

d
dy _
dt (2.2)
y(0) = yo

é y(t) = yoe".

Prova:

~ . d
Uma vez que a equacdo (2.2) pode ser escrita como ?y = kdt,

95



podemos encontrar a solucao calculando as seguintes integrais:

[t fa
Y

= lnly|=kt+C

kt+C c kt

= |yl=e = e‘e

= y=+eeM
=  y=AeM

com A = £e°, uma constante.
Temos ainda que
y(0) = Ae*0 = A.

Portanto a solu¢do da equacio (2.2) é y(t) = yoer*.
Exemplo 2.6 Encontrar a solugao para o problema de valor inicial
22y 4y =1, x>0, y(l)=2.
Resolugao:
Dividindo ambos os lados da equagao por x, temos:

, 1
yr+y=-—
x

d 1
= %(xy) =

Integrando em ambos os lados:

1
xy:/;dleanrc

Inz+c
= y= .
x
Como y(1) = 2, temos:
Inl
9 — n 1—|—c:C

56



Logo, a solugao para o problema de valor inicial é:

_ Inx+ 2
= —

2.3 Equacoes lineares de segunda ordem

Uma equagao diferencial linear de segunda ordem tem a forma:

d2

Pz )dx2

+Q(x )* + R(z)y = G(x) (2.3)
em que P, @, R e G sdo funcoes continuas.

Uma equacgao diferencial linear de segunda ordem é homogeénea
se o termo G(x) da equagdo (2.3) for nulo para todo x. Nao sendo
assim, a equacao é nao homogénea.

Duas funcoes 17 e yo sao ditas linearmente independentes se nem
41 nem yo € um multiplo constante do outro. Por exemplo: as fungoes
f(x) = 22 e g(z) = 522 sdo linearmente dependentes, mas f(z) = e®
e g(x) = xze® sdo linearmente independentes.

Teorema 2.7 Se y; e ys forem solugoes linearmente independentes
de uma equacao diferencial linear homogénea de sequnda ordem entdo
a solucdo geral é dada por:

y(w) = Cry1(z) + Coya(w)

em que C1 e Cy sao constantes arbitrdrias.

Equagao homogénea com coeficientes constantes

Vamos estudar a equagao homogénea de segunda ordem, linear e
com coeficientes constantes:

y' +by +cy=0 (2.4)

com a, b e ¢, constantes.
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Se y = €™, onde r € um parametro a determinar, tem-se que
ay’ + by +cy = (ar® + br +c)e"™.

Assim, y = €™ é uma solucdo do problema (2.4) se r for solugao
de
ar? +br +c¢=0. (2.5)

A equagdo (2.5) é denominada equagao auxiliar (ou equagdo ca-
racteristica) da equacdo diferencial ay” + by’ + cy = 0. Note que
ela é uma equacgdo algébrica que foi obtida da equagdo diferencial
substituindo y” por 2, ¢’ por r e y por 1.
1° caso: Se a equagdo (2.5) tem duas raizes reais e distintas 1 e ra,
a solugdo geral para a equagao (2.4) é:

Yy = Cre™® 4 Cqe™". (26)
2° caso: Se a equagdo (2.5) tem somente uma raiz real r, a solucdo
geral para a equagao (2.4) é:

y=Cre™ 4+ Coze™. (2.7)
3° caso: Se as raizes da equagdo (2.5) forem os nimeros complexos
r1 =a+1i8 e rs = a—if, a solugdo geral para a equacio (2.4) é:

y = e**(Cy cos(Bzx) + Casen(fr)). (2.8)

Observagao 2.8 Observe que no 1° caso, y3 = €% e yo = €27
sao solugoes linearmente independentes da equagao diferencial (2.4),
entao pelo teorema anterior y = Cry, +Csys, com Cy e Cy constantes
arbitrdrias, € a solugdo geral da equagdo (2.4). Os casos2 e 3 ocorrem
de forma andloga.

58



Exemplo 2.9 Resolver a equagdo y" + 2y’ +y = 0.
Resolugao:
A equacao caracteristica é:
r24+2r+1=0
= r=-1
A equacdo tem uma raiz repetida. Por (2.6) a solugao geral é:
y=Cre "+ Coxe™".
Exemplo 2.10 Resolver a equagao Sy" + 4y’ +y = 0.
Resolucgao:
A equacao caracteristica é:

82 +4r+1=0

1 1
==+
= T 441

Por (2.8) a solugao geral é:

1, x T
y=e 1% (C’lcosz—FCzsenZ).

Exemplo 2.11 Resolver o sequinte problema de valor inicial
y' +3y —4y=0, y0)=1 e y'(0)=—-1
Resolugao:
A equacgdo caracteristica é:
r24+3r—4=0

= rn=1e ro=-—4.
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Por (2.6) a solugao geral é:
y = Che® + Che .
Como y(0) = 1 temos
1=y(0) = C1 + Cs.
Derivando a solucao obtemos:
y' = Cre® — 4Ce 4",
Sendo y'(0) = —1 temos
—1=14/(0) = Cy — 4Cs.
Dessa forma temos o sistema

Ci1+0Cy=1
Cy—4Cy = -1

cuja solugao é C7 = % e Cy = %
Logo, a solugao do problema de valor inicial é:

y= ge’” + %e“l“.
Observagao 2.12 (i) Considere a sequinte EDO
y'+ay =0, y=yz).
Se A >0 a solugao geral é
y(z) = Acos(VAz) + Bsen(VAz).

Se A < 0 a solugao geral é

y(z) = AeVIN T 4 Be=VIM =,
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Se A =0 a solugdo geral €
y(x) = Az + B.
Em todos os casos A e B sdo constantes arbitrdrias.
(ii) A solugdo geral de

Y +ky=0, y=uyt)

y=Ce % VieR.
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Capitulo 3

Equacoes Diferenciais
Parciais (EDPs)

Neste capitulo, apresentamos alguns resultados de equagdes dife-
renciais parciais. Os resultados deste capitulo podem ser vistos nos
livros de Iério [3], Marivaldo [5] e Zachmanoglou [7]. O livro de Berg-
McGregor [2] apresenta um completo estudo sobre EDPs com diversos
problemas fisicos envolvendo EDPs resolvidos e inclusive estudo de
séries e do método de Fourier.

As equagoes diferenciais sdo ferramentas matematicas importan-
tes para o estudo de problemas em diversas areas do conhecimento,
tais como: fisica, quimica, biologia, economia, engenharias, além de
promoverem o desenvolvimento da prépria matemaética.

Para o estudo de problemas de valor inicial e de fronteira associ-
ados com EDPs, por exemplo, equacao da onda e equagao do calor,
em certos tipos de dominios, é necessario um conhecimento de Séries
de Fourier.

Na proxima secao faremos um breve estudo desse tipo de série e
sua utilidade na representacao de certas funcgoes.
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3.1 Séries de Fourier

Nesta secao vamos estudar fungoes f : R — R que podem ser
expressas na forma de série trigonométrica do tipo
(@) 1 +i( nwx+b mrx) (3.1)
)= —a Gy, COS —— sen —— .
PR A A 7

chamadas de séries de Fourier.
Fungoes periddicas

Uma funcao f : R — R é periodica de periodo T > 0 se f(z+T) =
f(z) para todo z.

Segue da defini¢ao que, se T é um periodo de f, entao 27 também
é, assim como qualquer miiltiplo inteiro de T'. O menor valor de T

para o qual a equacao acima é valida é chamado periodo fundamental
de f.

Exemplo 3.1 As funcies seno e cosseno sao periddicas de periodo
2n. Todas as fungoes sen (2"%) e cos (Q”L”), n € N, tem periodo

fundamental 2L.
Lema 3.2 (Ortogonalidade)

L
) mnx ntx [0, m#n, mn>1
(i) _Lcos co - dx_{17 > 1
L
- nrx [0, m#n, mn>1
(i) » sen s le’ = { | men>1
L x nrx
(iii) cos —— se Tdm =0, Vm,neN

Coeficientes de Fourier

Se uma funcgao f(z) for expressa como

1 o0
flx) = 240 + ; (an coS ? + b, sen ?) ,

64



é de se esperar que os coeficientes a,, € b, estejam intimamente ligados
a fungao f. Para descobri-los, vamos supor que a igualdade (3.1) se
verifique e que a série (3.1) convirja uniformemente. Entdo a fungao
f € continua e periodica de periodo 2L, pois o periodo de cos 7= é 2L
que é também o periodo para as demais funcoes seno e cosseno que
aparecem na série.

Sendo, por hipétese, a série uniformemente convergente e f con-

tinua podemos integrar ambos os lados de (3.1) para obter:

L L 0 L L
1 nwx nwx
f(z)dx = =a / dx+ an/ cos—da:+bn/ sen ——dx
/,L (z) 270 ), nz::l ;L . L

e dai,
L
ap = %[L f(z)dz, (3.2)

pois,

L L
/cos?dax:/ sen?d:c:(), Vn > 1.

—L —L
mnx

Agora, multiplicando (3.1) por cos ™%, para m > 1 fixado, e
integrando, obtemos do lema de ortogonalidade que

L
/_L f(z) cos m;rxdx = apL. (3.3)

De modo semelhante, obtemos
L mmx
/ f(z) sen ——dx = b, L. (34)
L L

Finalmente, de (3.2), (3.3) e (3.4), obtemos

1 [k T

an = — f(z) cos ——dz, n>0 (3.5)
LJ-p
1 F

by, = I/, f(z)sen nLﬂdx, n>1. (3.6)



Calculo de algumas Séries de Fourier

Dada uma funcao f : R — R periédica de periodo 2L, integré-
vel e absolutamente integravel, podemos calcular seus coeficientes de
Fourier pelas expressoes (3.5) e (3.6). Nesse caso

o0

1
flz) ~ 540 +; (a,mos% —l—bnsen?) ,

significa que a expressao do lado direito é a série de Fourier de f.
Para que no lugar do simbolo ~ tenhamos o sinal de igual é necessa-
rio impor condicoes sobre a funcdo f(x). Existe exemplo de fungéo
continua periddica em que a igualdade nao vale em z algum da reta.

Uma funcdo f : R — R serd seccionalmente continua se ela ti-
ver apenas um numero finito de descontinuidades, todas de primeira
espécie, em qualquer intervalo limitado, ou seja, dados a < b, existem

a<ar <ag<..<ap,<b,

tais que f é continua em cada intervalo aberto (a;j,a;4+1), j=1,...,n—
1, e existem os limites laterais

lim f(x) e lim f(x)

. + T -
T—a; T—a;

e sao finitos. E claro que toda funcdo continua é seccionalmente
continua.

A importancia de f ser seccionalmente continua é que ela pode
ser integrada em intervalos finitos.

Exemplo 3.3 Calcular a série de Fourier da fung¢ao

—x, se —1<z<0
f(x){ r, se 0<z<1

com [ periodica de periodo 2.
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—4—3—2—1(‘) . 2 @ i z

Resolucgao:

Essa fungao é seccionalmente continua, logo podemos calcular seus
coeficientes de Fourier.
Calculo dos coeficientes de Fourier. Neste caso L =1 e

1 0 1
aoz/ f(x)dx:/ —xdx—i—/ rxdr =1,
—1 —1 0

ese n#0
1
an, = / f(x) cos(nmx) dx
—1
0 1
= 7/ x cos(nmz) dx +/ x cos(nmz) dx
~1 0
x 0 01
= f—sen(mm)‘ +/ — sen(nmx)dx
nw -1 J_inm
x 1 |
—|——sen(mmc)‘ — | —sen(nwz)dx
nw 0 Jo nm
1 0 1 1
= — 5 Cos(nﬂx)‘—1+n2w2 cos(nmz) .
1 1 1 1
= T T g cos(mnm) & e cos(nm) = 25
1) —1
= 2%'
n2mw
Além disso,

1 0 1
by, = / f(z)sen(nmz) dx = —/ x sen(nmx) dx—i—/xsen(mm:)dx =0,
-1 0

—1
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pois zsen(nwx) é uma fungdo par, logo

0 1
/ zsen(nmz)dr = / xsen(nmwx)dx.
0

-1

Logo, a série de Fourier da funcao f é:

I = (- -1 1 48 (2k — 1)7x)
f(a:) ~ +;2W COb(’I’LTrJ? 5 T;T,

uma série somente em cossenos.

3.1.1 Séries de Fourier de fungoes pares e impares

Definicao 3.4 A funcio f : R — R € par se f(z) = f(—=x), para
todo x € R.

Exemplo 3.5 f(z) = cos *T%, g(x) = 22 n=1,2,3,... sio fun-
¢coes pares.

Definicao 3.6 A fungio f: R — R é impar se f(—x) = —f(z), para
todo x € R.

Exemplo 3.7 f(z) = sen 222 g(x) = 2*71 n = 1,2,3,... sdo
fung¢oes impares.

E facil verificar que:
i) O produto de duas fungoes pares é par;
ii) O produto de duas fungoes impares é par;
iii) O produto de uma fungdo par por uma fungao impar é impar.

Aplicagao:

Se f: R — R é periodica de periodo 2L, integravel e absoluta-
mente integravel, entdo os coeficientes de Fourier de f, no intervalo
[-L, L] sdo dados por:

i) Se f & par entdo f(x)cos “T¥ é par e f(z)sen "¢ & impar, logo
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2 L
:f/ f(x)cos?dm, Vn>0 e b,=0, Vn>1.
0

nmwx T

ii) Se f é impar entdo f(x)cos “F% é impar e f(x)sen “I é par, logo
ap, =0, Yn>0 e /f n—d:c Vn>1.

Observagao 3.8 Usando acima que se f € par entao

/if@ﬂxz?ALﬂwdv

/%g@Mx—Q

—L

Se g € impar entdo

Conclusao: Seja f : R — R periédica de periodo 2L, integravel e
absolutamente integravel. Entao:

i) Se f é par a série de Fourier de f é uma série de cossenos;

ii) Se f é impar a série de Fourier de f é uma série de senos.

Exemplo 3.9 Calcular a série de Fourier da func¢do
flxy=2z, —-L<z<L

com [ periddica de periodo 2L.

L A A A
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Resolugao:

Como f é impar entdo sua série de Fourier é uma série em senos.
Temos que a,, =0, Vn >0 e

b 2 (L mrzd 2 nwx mr:cd
" = rsen —dr = — :z:—cos— —c s ——dx
L 0 L L nmw L

2 (—L? 2L
=7 ( v cos(mr)) = E(—l)"“, n=1273,..

Logo, a série de Fourier da fungao f é:

0o
2L Z n+1 nmx
— sen ——.
= L

Exemplo 3.10 Calcular a série de Fourier da fungdo
f(x):xz, —L<z<L

com f periodica de periodo 2L.

Resolugao:

¥

AL

—4L —2 0 2L 4L

Como f é par, sua série de Fourier é uma série em cossenos, cujos
coeficientes sao:

2 [, 2 %L 212
G=7p | wdr=T-=| =3
0
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e para n # 0,

9 L

a, = Z/o x200s$d:r
2
L

4172 ] L? nrx |L
= 53 cos(nm) + —— sen ——|
412 n
T n2r2 (=1

Portanto, a série de Fourier da funcao f é:

L? AL? &S (—1)» nwx
f(I) ~ ? =+ ? Pt TL2 COSs T

»

Observagao 3.11 FEscrevemos o sinal” ~ 7 no lugar de” =7 pois
ainda nao sabemos se vale a igualdade.

Se uma fungao for dada apenas em um intervalo [0, L], entdo ela
pode ser representada por mais de uma série de Fourier. De fato,

e estendendo f ao intervalo [—L, L] como fun¢do impar e depois
estendendo periodicamente (periodo 2L), tem-se que f serd represen-
tada por uma série em senos;

e estendendo f de modo par ao intervalo [—L, L] e depois periddica
de periodo 2L, teremos uma série em cossenos para f;

e estendendo [ ao intervalo [—L, L] de modo que f nao seja par
nem impar, tem-se que f deverd ser representada por uma série em
SEMOS € COSSenos.

e pode-se estender f de modo que ela seja periddica com periodo
mator que 2L.

Esta liberdade de escolha serd utilizada em problemas de aplica-
¢Oes para atingir os objetivos relacionados.
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3.1.2 Aproximacao de funcgoes usando Séries de
Fourier

Podemos aproximar uma funcdo periddica usando a série de Fou-
rier correspondente. Para ilustrar esse resultado vamos fazer o desen-
volvimento em série de Fourier de uma funcao periédica simples: a
chamada onda quadrada, ou funcao degrau, cujo grafico é mostrado
na figura abaixo:

1, se 0<ax<m
f(x){ 0, se m < x < 2m.

1 £

O primeiro coeficiente, ag, ¢ simplesmente a média de f(z) no
periodo. E muito facil ver, pela figura abaixo, que esse valor médio é
1/2. Assim, ag = 1/2.

,_.
R

X
T 2

(=N S T

Calculando os outros coeficientes concluimos que b, = 0, a, =0
para n par e a,, = 2/(nm) para n impar. Portanto, a série de Fourier
para a onda quadrada é:

1 2 2 2 2
f(x) ==+ — sen(x) + — sen(3z) + — sen(5z) + — sen(7z) + ...
2 0w 3m om T
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A figura abaixo mostra um grafico da onda quadrada juntamente
com o grafico da expansdo com os primeiros 5 termos da série de
Fourier, isto é, com os termos explicitados na equagao acima.

7N A

n\/ \/2x

A outra figura mostra a onda quadrada e sua expansido com os 15
primeiros termos da série de Fourier. Como era de se esperar, quanto
maior o0 nimero de termos na expansao, melhor a aproximacao com
a forma da funcao original.

A
nyf V2r

3.1.3 Resultados de convergéncia de Séries de Fou-
rier

Agora enunciaremos dois resultados que fornecem condigoes sufi-
cientes para a convergéncia da série de Fourier de uma funcao f.

Definicao 3.12 Uma func¢io f é dita seccionalmente diferencidvel
em um intervalo [a,b] se f e sua derivada f' sdo seccionalmente con-
tinuas em [a,b].

Teorema 3.13 (Fourier) Seja f : R — R wma fungdo seccional-
mente diferencidvel e de periodo 2L. Entdo a série de Fourier da
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fun¢ao f converge, em cada ponto x, para a média

f(z+0)+ f(z—0)

9 ’
1sto €,
0 —-0) 1 -
f(x+ );’f(l' ):2a0+nzl(ancosnzr+bnsennzx),

com f(x +0) =limy_o+ f(x + h) e f(x —0) =limy_,o+ f(x — h).

Teorema 3.14 Seja [ periddica de periodo 2L, continua com ' con-
tinua. Entdo a série de Fourier de [ converge uniformemente para

f-

3.2 Definigoes iniciais

Definicao 3.15 Equagdes diferenciais parciais (EDP’s) sio equagoes
envolvendo uma fun¢io u = u(xq, T2, ...,Ty), n > 2, e suas derivadas
parciais, isto €,

0 0 0? o™
F(xl,xg,...,xn,u, Y Y Y u) 207

Oxy’ "7 Oxy Ox1 0z O

sendo F = F(x1, T2, ..., Tpn, 21, 22, ---, 2k ) Wma fun¢ao real.

F ¢é dita uma EDP de ordem m em n varidveis independentes
T1,%2,...,Tn S€ F € uma fung¢do ndao constante em alguma das deri-
vadas de ordem m.

Se F' € linear nas varidveis z; entao a EDP é dita linear.

Se F' é linear apenas nas varidveis z; em que aparecem as deriva-
das de ordem m entao a EDP ¢ dita semilinear, caso contrdrio é dita
uma EDP nao linear.

Exemplo 3.16 3ug, +uyy +2u=0, u=u(z,y).
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Aqui as varidveis independentes sGo x1 =x ey =y e
F(x,y, U, Uy, Uy, Uy, Ugy, Uyy) = 0
€ dada por
F(z,y, 21,22, 23, 24, 25, 26) = 324 + 26 + 221.

Essa EDP é conhecida como um tipo de Equacdo de Laplace bidi-
mensional.

Exemplo 3.17 A EDP: u; — kug, +3u =0, k > 0 € uma equacdo
unidimensional do calor.

Aqui up — kugy + 3u = F(x,t, u, Uy, Ug, Ugg, Ugt, Uge) = 0 com
F(z,t,z1,29,...,26) = 23 — kz4 + 321.

Exemplo 3.18 Equacao unidimensional da onda:
Ut — gy + au+buy, =0

. _ _ 2
Aqui F(2,t, 0, Uy, Uty Uga, Ugs, Use) = F (2,1, 21, 22, ..., 26) = 26— C 24+
az1 + bzs.

Todos os exemplos acima sao de EDPs lineares de ordem 2 em
duas varidveis independentes.
Outros tipos de EDPs:

1. uzy +uy = senz (EDP ndo homogénea).

A EDP é homogénea se
F(x1,x9,...,2,,0,0,...,0) = 0,
isto &, a EDP é homogénea se u = 0 satisfaz a equacao.

2. Up + Ugge +u - u, = 0 & uma EDP semilinear chamada de
Korteweg-de Vries.

Ugy + Uyy + Uy, = f(xaya Z)a

~ . 3.
3. Equacao de Poisson em R°: { u=u(z,y,z2).
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4. EDP linear em duas varidveis independentes de ordem um com
coeficientes variaveis:

a1y + sty +bu+c=0, u=u(z,y)
com ai,as,b e c funcoes de z e y.
Observagao 3.19 Se ¢ #0 entdo a EDP € ndo homogénea.

EDP linear em duas varidveis mais geral possivel para
u = u(z,y) de (ordem dois) segunda ordem:

AUy + 2bUyy + clUyy + dug + euy + ku+ f(z,y) =0
com a,b,c,d, e, k podendo serem fungoes nao constantes em x e y.
Observagao 3.20

Se b2 — dac > 0: EDP € dita ser hiperbolica;
Se b?> — 4ac =0 : EDP ¢ dita ser parabélica;
Se b?> —4ac < 0 : EDP € dita ser eliptica.

Dentro dessas classificacdes as EDPs apresentam caracteristicas
especificas. Por isso dentro de cada um desses grupos elas tem mé-
todos diferentes para se estudar suas propriedades, a0 menos no caso
em que se acrescente nas equagoes alguma nao linearidade.

3.3 Solucao de uma Equacao Diferencial
Parcial

Cada EDP ¢é estudada sobre algum dominio 2 (um conjunto aberto
conexo) do R™.

Uma funcdo u = u(xy, ..., z,) € dita ser solugdo de uma EDP de
ordem m se u € C™(Q) e u satisfaz a EDP na regiao €.

Exemplo 3.21 u(x,y) = e*¥ € solugio de u, +u, =0 em Q = R?,
pois uy = e* Y eu, = —e*7Y, V(z,y) € R%
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Exemplo 3.22 A fun¢io u = In(z% +y?) € solugdo de uzy +uy, =0
em R?\{(0,0)}.

De fato,
2z (22 +y?)-2—22-20  —222 4 2y?
Uy = —F5—F u = =
Ty Tz (22 + 12)2 (z2 +42)2
o 2y " :(x2+y2)~2—2y~2y:2x2—2y2
VT 2 g2 vy (22 + y2)2 (22 + y2)2
Logo,
—22% +2y% | 2z? — 2y?
U + Uy = Y V=0, V(z,y)#(0,0).

(z2+¢%)*  (2® +y?)?

Exemplo 3.23 u(z,y) =In(x+y+1) € solu¢io de uy —u, =0 em
Q={(z,y) eR? | x+y+1>0}.

De fato, u, = € Uy = %y-&-l para todo (z,y) € Q.

1

z+y+1

3.3.1 Solucao geral de uma equacao diferencial par-
cial

A solugao geral de uma EDP é a cole¢ao de todas as solugdes da
EDP.

Exemplo 3.24 A solucgio geral de uy—c*uy, = 0 é dada por u(z,y) =

f(x —ct)+ g(x +ct) com f e g fungdes arbitririas de classe C*(R).
Note que sao solugoes particulares:

a) u(x,y) = Ae® t + Bsen(z + ct) sio solugoes com A e B cons-
tantes.

b) u(z,y) = In(x+ct), u(z,y) = 3cos(x—ct), também sao solugoes.
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Exemplo 3.25 A solugdo geral de uy, + a*u =0 com u = u(z,y) e
a = constante > 0 é:

u(z,y) = f(y) cos(az) + g(y) sen(ax)
vdlida em (x,y) € R?, sendo f e g funcdes arbitrdrias.

A equacdo ug, + a’u = 0 pode ser vista como uma EDO cuja
solucao geral é:

u=u(z) = Acos(ax) + Bsen(azx).

Como queremos u = u(x,y) entdo a dependéncia em y fica em A
e B, isto &, A e B devem ser fungoes da variavel y, isto é, A = f(y)

e B=g(y).
Nota: Notar que a solucao geral de
Upe + a%u =0
com u = u(x,y,z) é
u(z,y, z) = f(y, z) cos(az) + g(y, z) sen(azx)
com f e g arbitrarias.

Exemplo 3.26 Resolver a EDP de primeira ordem para u = u(x,y)
dada por:
Uy = Y SEN T.

Resolucgao:

Fixando y e integrando em x se obtém u(x,y) = —ycosx + ¢, com
¢ uma constante em x. Aqui usamos que 8%(7 cosx) = sen .

Mas é claro que ¢ pode depender de y, isto &, ¢ = f(y).

Logo, a solugao geral da EDP é:

u(z,y) = —ycosx + f(y)

com f funcao arbitraria.
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Exemplo 3.27 Resolver a EDP: uy, =1 para u = u(z,y).
Resolugao:

Integrando em z, resulta u, = = + f(y). Integrando novamente:
u=u(r,y) = "”—22 + f(y)x + g(y), com f e g fungdes arbitrarias.

Exemplo 3.28 Achar a solu¢do geral de

Ulgy — Ugly = 0, (3.7)

com u = u(x,y) que € uma EDP de seqgunda ordemn em duas varidveis
independentes, nao linear.

Resolugao:

Primeiro reescrevemos a equacao da forma:

Fixando y e integrando em relacao a = temos:
Inu, =lnu+C, C=f(y).

Logo
u, = ue® = uef W = ug(y).

Dai, temos

Integrando em y, segue que

Inu = /g(y) dy =G(y) + k
com k constante em y, isto é, k = f(x). Entdo resulta que

Inu = G(y) + f(z)
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ou
u = CWH@) — GW) f(@)

Logo, u = u(z,y) = G(y)F(z), que é a solugdo geral, com G e F
arbitrarias.

Observagao 3.29 FEDPs de ordem maior ou igual a dois, em duas ou
mais varidveis independentes sao dificeis de se obter uma expressao

para a solugao geral, ou na maioria das vezes impossivel, mesmo para
EDPs lineares.

A EDP (3.7) e a equagdo da onda
Upt — Uy =0

estao entre essas poucas em que é possivel obter a solucao geral.
Por exemplo, a EDP de Laplace

Uzg +Uyy =0, u=u(z,y) (3.8)
nao tem a solucao geral conhecida.
Exemplo 3.30 Encontrar a solugio geral da EDP

Ugzr + Uz =0, uw=u(z,y).
Resolucao:

Como Uggy + uz =0, u=u(z,y). Fazendo v = u, temos
Vez +0 =0
cuja solugao (olhando como uma EDO) é dada por
v=Acosz + Bsenz

com A e B constantes em z. Logo, A = f(y) e B = g(y).
Assim,

we = v =u(z,y) = f(y)cosz + g(y) sen.
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Integrando em x, resulta
u(z,y) = f(y)senz — g(y) cosz + C,

com C' constante em . Logo, C' = h(y).
Portanto,

u(z,y) = f(y)senx — g(y) cosx + h(y),

com f, g e h funcoes arbitrarias.

Nota importante: Nos exemplos anteriores, podemos observar que
a solucgao geral de uma EDP de ordem m (das EDPs em que se con-
seguir encontrar a solugao geral) depende de m fungoes arbitrarias de
n — 1 variaveis independentes, sendo a EDP em n variaveis indepen-
dentes.

Isso na verdade é uma conjectura que na pratica se verifica correta
mas, é praticamente impossivel ser provada.

3.4 Principio da Superposicao

Para uma EDP linear, se u e v sao solucoes, entdo w = Au + Bv
também é solucao se A e B sao constantes.

Entretanto, o conjunto de solucdes linearmente independente de
uma EDP é muito grande. Por isso muitas vezes had uma infinidade
de solugoes de uma EDP e podemos pensar em uma superposi¢io (ou
combinagdo linear) infinita de solugdes.

Exemplo 3.31 Notar que u,(z,y) = (z—y)", para cadan =0,1,2,3, ...,
€ solugdo de:

{ G ew, (3.9)

(z,y) € R?,

Entao podemos perguntar se

’LL(.’,E, y) = Z Anun(xa y)
n=0

81



é também solucgdo, com A, constantes? A solucdo depende dos A,,.

1 ~
Por exemplo, se tomar A,, = — entao
n!

u(e,y) = 3 ()" (3.10)

n=0

Mas, sabemos que

Logo (3.10) fica:

(@ —y)"
U(.’E,y) = Zle :ewfy, (:Evy) eR.
n=0

Ora, é imediato que u(z,y) = e*~¥ é também solugdo de (3.9).

Assim, superposicao infinita, enumeravel, de solugoes também é
solucao, se os A,, forem adequados.

E bem facil provar que u,, n > 0, sdo linearmente independentes.
Logo, o espago de solugoes de (3.9), uma EDP bem simples, tem
dimensao infinita.

Isso é um fato geral para EDPs, ao contrario de EDOs de ordem
”n” que tem o espaco de solucoes com dimensao n.

3.4.1 Principio da superposicao generalizado

Se ux, A € I C R, I intervalo, é uma familia de solugoes de uma
EDP linear homogénea e se C'(\) é uma funcédo tal que

u(z) = /IC()\)UA(x)d/\

é convergente, entao sobre adequadas condicoes essa integral é tam-
bém solucao da EDP.
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Exemplo 3.32 Considerar a EDP: 3u, + u, = 0.

Um método que da solugoes particulares de EDPs lineares é con-
siderar:
u(z,y) = e oV, (3.11)

Para a EDP 3u, + u, = 0 vamos procurar esse tipo de solucao.
Substituindo na EDP, obtém-se

3ANTTY L §ATHY — (3N 4 §)e Y = 0.

Como e** 1% > 0 tem-se que 3A+0 = 0 para que (3.11) seja solucio.
Isto &, 6 = —3A\.

Assim,

e/\mf?n\y — AMz—3y)

u=ux(zr,y) = e

é solucao para todo x,y.
Vamos tomar para A € R

—\ 7
C(/\){ e, 1<A<1

0, caso contrario.

Aqui I =R.
Entdo, serd que u = [0 C(X)ux(z,y)dX é solu¢do?
Ora,

oo 1
u(z,y) = / C()\)u,\(x,y)d)\:/ e~ A eME=3Y) g\
oo o

1 e~ M1—z+3y)

_ —A(l—m+3y)d)\ —
/—1 ‘ —(1—z+3y)

e~ (1—z+3y) _ o(1—a+3y) _ 2senh(z — 3y — 1)
(=3y+z—1) R

)

para todo (z,y) € R? com z — 3y — 1 # 0. E facil verificar que u é
solugao de (3.11).
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Neste exemplo, temos uma combinacao linear infinita, nao enu-
meravel de solucoes que resulta em solucao. As solugoes uy sao Lls.
Logo, o espago de solucdes de (3.11) tem dimensao infinita do tipo
nao enumeravel.

Observagao 3.33 A solugdo geral dessa EDP é u(x,y) = F(x—3y).

3.5 Condicoes de Contorno e Condigoes Ini-
ciais

Em problemas de aplicagoes envolvendo EDPs aparece a neces-
sidade de impor outras condi¢bes na solucao da EDP. As solucoes
em geral sdo definidas em um dominio 2 do R™ e é natural exigir
que a solugao satisfaca certas condi¢oes na fronteira (ou contorno) do
dominio.

3.5.1 Tipo de condi¢oes de contorno
1. De Dirichlet: u = f(z), z € 99, com f dada. Aqui 02 é a
fronteira da regiao €.

Se f = 0 se diz que a condicao de fronteira de Dirichlet é ho-
mogénea.

2. De Neumann: %17; = Vu-n = g(x), z € 09, com n = normal

exterior unitaria no ponto x € 9f).

Q

Se g(z) = 0 se diz que a condi¢do de Neumann é homogénea.
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3. Condigao de fronteira tipo Robin:

Ou
u+ha—77 = f(z), x €.

4. Condicao mista: 902 =17 UTy

u |F1: f
u | .
877 FZ_g'

Para EDPs de evolucdo, que envolvem além de variaveis espaciais,
uma varidvel temporal, é necessario saber como é a solu¢ao em um
tempo inicial ¢y. Denominada condicao inicial. Por exemplos:

u(z,t =tg) = f(x) e wu(x,t =t9) = g(x).

3.6 Meétodo de Separacao de Variaveis

O método também é conhecido como método de Fourier e é o mais
classico dos métodos para determinar solugoes particulares de EDPs
lineares e homogéneas. Basicamente o método permite reduzir o pro-
blema da procura de solucgoes de certos tipos de EDPs a problema de
resolucdo de EDOs.

Dada uma EDP linear e homogénea, a ideia é buscar solugoes da
forma;

w1y oy n) = X1(21) oo X (220).

Exemplo 3.34 Encontrar solugoes particulares para a equa¢do
2 Upy + TUL — uy = 0,

que € uma equacao com coeficientes varidveis.
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Resolugao:

Vamos procurar solugdes da forma u(z,y) = ¢(z)y¥(y). Substi-
tuindo na equacao temos:

22" (@) (y) + 2’ (2)P(y) — p(2)y(y) = 0.
Dividindo ambos os lados por ¢(z)¥(y), supondo ¢ e ¢ sdo ambas
nao nulas, obtemos:
29" (z) + ' (z) _ Y'(y)

o(z) CP(y)
A igualdade acima implica que

2" (@) + 29l (2) _ V) _

o(x) Y(y)

com A constante, pois funcdo de z igual a fun¢do de y implica que
sao ambas constantes. Logo,

226" (2) + 26/ (2) — Ap(x) = 0 (3.12)
Y (y) — M(y) = 0. (3.13)
Para A\ > 0, sabemos que a solugao geral de (3.13) é
Uly) = Cre™.

Para determinarmos a solugdo geral de (3.12) devemos procurar
solugoes na forma ¢(x) = z”. Isso implica que

2 —A=0 ouseja, r==+VA
Assim, a solugao geral da equagédo (3.12) é:
olx) = CszV> + Oy~ V2
e, portanto uma solucao da EDP é:

u(z,y) = (0313\5 + 04557\5) (Cleﬁy> )

para cada A > 0.
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Exemplo 3.35 Encontrar solucdes para a equacdao
Uy — Uy + 2u, = 0.
Resolucgao:
Substituindo w(z,y, 2) = X (2)Y (y)Z(z) na equagdo temos:
X'(2)Y(y)Z(2) = X (@)Y'(y)Z(2) + 2X (2)Y () Z'(2) = 0.
Dividindo por X (z)Y (y)Z(z) concluimos que
X'(z) _Y'(y) 2Z'(2)
X(x) Y  Z(2)
Para )\ qualquer, temos pela equagao acima que

X'(z) = A\X(2) = 0

=A (X constante). (3.14)

cuja solucao é:
X(z) = Cre®.

Pela equagao (3.14) temos:
Y’ 27’
W _,, 226
Y(y) Z(z)
Da igualdade acima, concluimos que existe u € R tal que
Y’ 27!
W _, 226 _
Y(y) Z(z)

Assim, Y'(y) = uY (y) cuja solugdo geral é Y (y) = Caelv.
Por fim, da equagao (3.15) temos que

(3.15)

27 (2) = (n—NZ(z) = Z'(2)=——2(2)

cuja solucao é:
TN
Z(z) =Cse 2 2.

Dessa forma,

p=X
u(z,y,z) = CeMetVe 22

é uma solucdo da EDP para cada A € R, u € R.
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Capitulo 4

Equacao da Onda
Unidimensional

A equacdo da onda é uma equacdo diferencial muito importante
que modela diversos fenémenos fisicos, como por exemplo, vibracoes
de uma corda tensionada, propagacao de ondas sonoras e eletromag-
néticas. A deducdo dessa equacdo pode ser vista em qualquer bom
livro de EDPs, como por exemplo, Berg-McGregor [2] que também
apresenta diversas aplicagoes e métodos de solugoes para EDPs, in-
cluindo a transformada de Fourier e aplicagoes.

A equagdo da onda em um dominio do R™ tem a seguinte forma

2
Upp — C AU = F(X, 8, Uy Ugyy Uy ooey Ugs,, , Ut)

com A = A, o operador de Laplace e F' alguma func¢io que pode ou
nao depender de todas as variaveis indicadas na equacao acima. Por
exemplo F' = F(u) = —mu — u?. Neste caso a equagio ¢ conhecida
como a equagao de Klein-Gordon da mecanica relativistica, onde m
¢é a massa da particula. Claro que nesse caso a equacao da onda é do
tipo semilinear que ¢é dificil de tratar.
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Entretanto, neste trabalho vamos tratar somente do caso unidi-
mensional (n =1) e F = 0. Neste caso, a equagao da onda fica

Upp — czum =0

em que a constante ¢ > 0 tem dimensao de velocidade (de propagacao
da onda), como sera visto neste capitulo.

Exemplo 4.1 Calcular a solugio geral da equag¢iao da onda unidi-
mensional no espago todo, isto é,

Ut — gy =0, t>0, zeR. (4.1)

Considerar a mudanca de variavel

¢ . R
=zxr—+c -9
{n=w—d = PRl

2¢

Essa mudanca de variaveis transforma a EDP da onda na EDP

E+n §—n
2 7 2 )

wep, =0 com w(§,n) =u(z,t) =u <
Integrando w, temos que

w(&n) = F(n) +G(E)

é a solugao geral, com F,G € C%(R) arbitrérias.
Retornando com a substituicao segue que

u(z,t) = w(&,n) = F(n) + G(¢)
de onde se obtém que
u(z,t) = F(x —ct) + G(z + ct)

é a solugdo geral de (4.1) com F,G € C%(R) fungoes arbitrérias.
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Exemplo 4.2 Usando a solu¢io geral de uy — c*uzy = 0 calcular a
solugao do problema de valor inicial:

Ut — CUugy, =0, z€R, t>0
u(z,0) = f(z), (condigdo inicial em ty = 0) (4.2)
ut(x,0) = g(x), (condigdo inicial em ty = 0) )

u = u(x,t)

com f e g fungées requlares dadas, por exemplo, f € C*(R) e g €
C(R).

Resolugao:

A solucéo geral de uy; — c?ug, = 0, como vimos no exemplo ante-
rior é dada por

u(z,t) = F(x — ct) + G(x + ct).
Impondo a condicdo inicial u(z,0) = f(z), temos
f(@) = u(z,0) = F(z) + G(x).

Sendo
ug(z,t) = —c F'(x — ct) + cG'(z + ct),

aplicando a segunda condicao, resulta em
9(z) = w(z,0) = —c F'(z) + ¢ G'(z).

Temos o seguinte sistema:

F(z)+ G(z) = f(x% 43)
—F(2) + G'(2) = — g(2). '
Integrando a segunda equagao de (4.3), temos
—F(z)+ F(0)+ G(x) — G(0) = i/owg(s)ds. (4.4)
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Somando (4.4) com a primeira equagao de (4.3), resulta

G(z) + F(0) + G(z) — G(0) = % /O " o(s)ds + (),

6a) = AT L g+ 1 )

Substituindo (4.5) na primeira equagao de (4.3), obtemos

ou

Fo) = 1) - COZEO - L [ gopas - 12,
Logo i
F(r) = @ - %/0 o(s)ds — w
G(zr) = w + %C/xg(s)der @

Portanto, temos

u(z,t) = Fx —ct) + Gz + ct) Jlo=c) 3 t) 210 /wic g(s)ds

G(0) — F(0) G(O) wtet e
B 2 + /0 2

ou,

flx—ct)+ f(z+ct) N 1 /w+ct A(5)ds

t) =
u(z,1) 5 5

que ¢ a solucao do problema, conhecida como Férmula de D’Alembert.

—ct

A equacdo da onda unidimensional é dada pela EDP
Ugy — gy = F2, b, U, Up, uy).

Ela tem aplicacao em problemas de vibracoes, de propagacao de on-
das acusticas, eletromagnéticas e muitas outras. Se f =0, a equacao
é chamada a equacgao da onda livre. Essa equacao também tem im-
portantes propriedades e é uma equacao do tipo hiperbdlica.
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4.1 Equacao da Onda: Velocidade Finita
de Propagacao

Considere = € R a varidvel espacial e ¢ a variavel temporal, entao

se x+ = R+ Ct, R uma constante, resulta que % = C. Logo, C

possui dimensdo de velocidade. E a velocidade da onda descrita pela
equacgao. Para ondas sonoras C é a velocidade do som. Para ondas
eletromagnéticas, C é a velocidade da luz.

Agora, supondo que os dados iniciais do problema (4.2) sdo su-
portados no intervalo [—R, R], algum R > 0. Isto é,

para todo z ¢ [—R, R] ou equivalentemente
f(x)=g(x)=0 se |z|> R.

Entao
fla£Ct)=g(x+Ct) =0 se |zr+Ct >R.

Agora, se x| — Ct > R, t > 0, entdo da desigualdade triangular
reversa, temos
|z £ Ct| > |x| — Ct,

de onde resulta que
flzxCt)=g(xa£Ct)=0 se |z|]—Ct>R.
Mas, se |z| — Ct > R entdo |z| > R+ Ct. Assim,

r>R+Ct, x>0
—r>R+Ct, <0

ou, ainda

r—Ct>R, x>0
r+Ct<—-R, z<0.
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Entdo para s € [x — Ct,x 4+ Ct], resulta que

s<zx+Ct<—-R, <0
s>x—Ct>R, x>0

Logo, g(s) =0 se x < 0 e também g(s) =0 se z > 0.

Portanto
xz+Ct
/ g(s)ds =0
z—Ct

se || —Ct>R, t>0.
Podemos concluir da formula de D’Alembert que
u(z,t) =0 se |z|—Ct>R

se
supp (f), supp (9) C [-R, R],
sendo supp(z) = fecho do conjunto {z € R | z(x) # 0}.
Essa propriedade de que u(z,t) anula para |z| > Ct + R se o su-
porte dos dados iniciais esta na bola |z| < R é chamada de Velocidade
Finita de Propagacao.

tempo

\
\

n
1 1
i i
1 \ 1

\ /

X t f
. .
. .
. :
1 1

1

—-R-Ct —-R R R+Ct T

Interpretagao fisica/geométrica
Considere o seguinte problema de valor inicial:

Upp — CUgy =0, €R, t>0
u(z,0) = f(z)
w(z,0) = g(z) = 0.
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Propagacao da onda em R com posicao inicial f e velocidade ini-
cial g = 0.

u= f(x)

A solugao desse problema é dada por:

sy = HE =D Saet) _faet)  flavet)

Para esse problema, o perfil da onda para ¢t > 0 é descrito na
figura a seguir:

u= f(x)

u; = f(x — ct)/2 é chamada a onda do futuro ou onda progressiva.
uz = f(xr + ct)/2 é a onda do passado ou onda regressiva.
Ambas viajam com velocidade ¢ > 0.

Teorema 4.3 (Velocidade Finita de Propagacao)

Se supp(f), supp(g) estao contidos no intervalo de raio R > 0 :
[ R, R] entdo o supp(u(-,t)), estd contido no intervalo de raio R+ct :
[-R —ct, R+ ct].
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Assim, o Teorema diz que se os dados iniciais estao suportados
no intervalo |z| < R entdo a solu¢do no tempo ¢ esta suportada no
intervalo |z| < R + ct.

—R—-Ct 0 R4+Ct =

Assim, a onda inicial propagou no espaco ct unidades, no tempo
t. Mas a derivada do "deslocamento ct"em relagao ao tempo ¢ é
velocidade, isto é:
d
a(ct) =c.
Logo c tem realmente dimensao de velocidade, é a velocidade em
que a onda propaga.

4.2 Regularidade da Solugao

A solugao da equagdo unidimensional da onda com dados iniciais
u(z,0) = f(z) e wu(x,0)=g(x)
¢ dada, como vimos, pela Féormula de D’Alembert

flx—ct)+ f(z+ct) N ]_/I-i—ct

t) =
u(z, ) 5 50

g(s)ds.
—ct
Para que u(z,t) seja solugao da equacdo da onda usy — Uy, = 0 &
necessério que u(z,t) seja de classe C2. Para isso precisa que f €
C%(R?) e g € C*(R?). Note que a férmula para u(z,t) vale para
x € ReteR. Ouseja, a equagdo da onda é reversivel no tempo,
podemos calcular para tempos negativos.

Portanto, a solucao da equagao da onda mantém a regularidade
dos dados iniciais. Logo, a equagao da onda nao tem propriedade de
efeito regularizante.
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4.3 Equacao da Onda em Dominios Limi-
tados

4.3.1 Problemas fisicos

a) Vibragoes de uma corda de material metalico (ou nao) tensionada
de comprimento L > 0.

L

Supor que a corda é "puxada" tipo corda de violao e depois solta:

A corda vibrara e qual sera o perfil da corda em um tempo t > 07
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O perfil da onda em um tempo ¢ > 0 é dado por uma fungao
u = u(x,t).

Para a deducao do modelo da corda ”puxada” colocamos a corda
sobre o intervalo [0, L] do eixo z. O eixo y mede os deslocamentos
verticais da corda dada por u(z,t).

u

y ulx.t

o W W .
Nk NoAdENS B o2

O problema a resolver é:

Ut — Uge =0, O0<ax <L, t>0
w(0,t) =0 =wu(L,t)

u(z,0) = f(z) (4.6)
w(x,0) =g(z) =0
u=u(x,t).

onde f(z) é a posigdo inicial da corda no tempo ¢t = 0 e g(z) é a
velocidade inicial em cada ponto z. Aqui g(z) = 0 para a corda
puxada e f é dada por

h
—z, 0<x<x
T
flay={ "
ro<ax <L
L—Z‘o 0



Se resolver o problema mais geral

U — gy =0, 0<az<L,t>0
u(0,t) =0=u(L,t)

u(z,0) = f(z)

ut(z,0) = g(z)

se obtém a solucao do problema (4.6).

O problema (4.7) modela as vibragoes transversais de uma corda
tensionada com perfil inicial f(z) e velocidade inicial das vibragoes
transversais de um ponto x da corda dada por g(z).

b) Problema de uma viga engatada de comprimento L.

Essa viga pode sofrer uma carga e comegar a vibrar. Se no tempo
t = 0 seu perfil inicial é dado por uma fun¢do f e se as vibragoes
iniciais do ponto x estao sujeitas a uma velocidade inicial g, devemos
resolver o problema:

U — gy =0, 0<az<L,t>0
u(0,t) =0 =wuy,(L,1).

u(z,0) = f(z) (4.8)
u(z,0) = g(z)
u=u(x,t).

Observagao 4.4 Notar que o ponto x = L pode vibrar.
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c¢) Corda tensionada com extremidades correndo sobre um trilho.

N 7\ O\ N L O PN T
VAVAVAVAVAVAVAN

Perfil da corda em um tempo ¢ > 0

u

A inclina¢do é nula em z = 0 e x = L. Condi¢do de Neumann
Uy (0,t) = uy(L,t) =0

Upp — gy =0, 0<z <L, t>0
uz(0,t) =0 =uy(L,t)

u(z,0) = f(z) (4.9)
ut(xao) = g(x)
u = u(zx,t).

Observagao 4.5 Para os problemas anteriores, usar a solugao geral
da equac¢dao da onda

u(z,t) = F(x —ct) + G(z + ct)
nao nos traz a solugao.

Para problemas em dominios limitados tipo [0, L] se usa o método
de Fourier de separacao de variaveis e expansdao em autofuncoes.
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4.3.2 Meétodo de Fourier e expansao em autofun-
coes
No capitulo 1, estudamos o seguinte teorema.

Teorema 4.6 (Fourier)
a) Se f :[0,L] — R é uma fungdo de classe C*(R) entio se pode
escrever [ em uma Série de Fourier em cossenos da forma:

o0
ap nwx
f(x) = ) +;an cos ——
com .
2
ap, = E/o f(s) cos ?ds

com a série convergindo uniformemente, sob adequadas condigoes de
reqularidade em f.

b) Se f:[0,L] — R, ¢ de classe C1(R) e f(0) = f(L) entdo se pode
representar f na forma de uma Série de Fourier em senos:

com .
2
by = Z/o f(s)sen ?ds.

O Teorema de Fourier é 1til para resolver problemas envolvendo a
equagdo da onda em intervalos do tipo [0, L] combinado com o método
de Fourier de separacao de varidveis e expansao em autofungoes.

Problema modelo 1: Resolver pelo Método de Fourier de separacao
de varidveis e expansao em autofungoes o seguinte problema.

Upp — CUgy =0, 0<a <L, t>0
u(0,t) = 0 =u(L,t)

U(JZ,O) = f(I‘), ut(x70) - g(x)
u=u(x,t).

(4.10)
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com f e g dados satisfazendo condigdes de compatibilidade: f(0) =
F(L)=o.

Agora, vamos aplicar o método de separacdo de varidveis para
resolver problemas de valor inicial e de contorno para a equacao da
onda.

Exemplo 4.7 Encontrar uma solugao para o problema de valor ini-
cial e de contorno associado com a equagao da onda, como seque

2 2
%(x,t)—aQ%(x,t)zO, O<z<L, t>0
u(z,0) = ¢(x), %(w,O)zz/J(x), 0<ax<lL (4.11)

u(0,t) =u(L,t) =0, t>0.

Resolugao:

Vamos resolver usando o método de Fourier de separacao de varié-
veis e expansao em autofuncgoes. Seguindo esse método procuramos
solucbes de EDP na forma

Uz, t) = X (2)T'(t).
Substituindo na equacao obtemos:
X(2)T"(t) = a®* X" (2)T(t).

Queremos solucgoes nao trivial, entao devemos supor que X e T'nao
sdo identicamente nulos. Dividindo ambos os lados por a?X (z)T'(t)

obtemos:
T//(t) B X/l(x)

a?T(t) X(z)
Mas a igualdade de funcbes em variaveis diferentes implica que
sao constantes. Logo
T”(t) B X”(:L’)

= = tante = —\ AeR. 4.12
T - X(2) constante , € (4.12)
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O sinal de menos é por conveniéncia.
Entao obtemos:

T (t) + Aa®T(t) = 0,

X"(z)+ XX (x) =0,

Devemos achar solucoes dessas EDO’s. Porém é melhor antes
impor sobre a solu¢do U(z,t) as condigdes de contorno. Isso vai
ajudar no calculo de X.

Entao temos

U(0,t) = X(0)T(t) = 0.

Como queremos T'(t) # 0 deve-se ter que X (0) = 0. Da condicado
U(L,t) = X(L)T(t) = 0

devemos ter X (L) = 0.
Assim, X = X () deve ser solu¢do do problema

{ X" (z) + XX (x) =0, 0<z<L
X(0) = X(L) = 0.

Esse problema é chamado de problema de autovalores (PA). De-
vemos achar A e X = X, solu¢do com X, # 0. A constante \ é
chamada de autovalor e X, de autofuncao.

Como o problema da onda é um problema real, X (x) deve ser
funcéo real. Assim A\ deve ser também real.

Vamos estudar as possibilidades:

Caso A < 0: Neste caso a solucdo geral de X" (x) + AX(z) =0¢é
Xi(z) = Cre Al 4 Che= VI,
Impondo que X (0) =0e X (L) =0 temos

O:X(O):Cl+02
0=X(L)=CyeVE L Cye VIR,
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Isso diz que
CyeVIIE = ¢y e~ VINE

com |A| > 0.

Se 1 # 0 resulta 2V = 0 o que é um absurdo.

Logo, C7 = 0 e portanto Cy = 0.

Concluimos que se A < 0 entdo X = 0.

Entao para A < 0 nao tem solugao nao trivial. Entao A < 0 nao é
autovalor.

Caso )\ = 0: Nesse caso o problema fica

X"(z) =0, 0O<z<L
{ X(0)=X(L) =0.

A solugdo de X" (z) =0 ¢é X (z) = Cra + Cs.
Impondo que X (0) = X (L) = 0 resulta

0= X(O) = (C’lx + 02)93:0 = CQ.

Logo, Cy = 0, resulta X () = Cyz.
Mas
0=X(L) = Cra|o_r = C1 L.

Portanto, C; = 0.
Assim, X = 0. portanto A = 0 ndo é autovalor.

Caso \ > 0: Neste caso a solucdo geral de X" (z) + AX(z) =0¢
X(z) = Cy cos(VAz) + Casen(V A z).
Impondo as condig¢oes de contorno:

0=X(0)=0C4
0=X(L) = Ccos(vAL) + Cysen(vAL) = Cysen(vVAL).

Assim, devemos ter Cosen(vAL) = 0.
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Para obter alguma possibilidade de solu¢ao nao trivial, devemos
impor que Cs # 0. Entdo precisamos que

sen(VAL) =0,
ou que VAL =kn, k€ Z, k+#0. Isso diz que
k22

Mas, k e —k produzem o mesmo A ou mesmo X (x). Logo,

n?n?

A=

n=123,..

Para )\, a autofuncao associada é

X(z) = X, (z) = Cs sen (?) ) Cy #£0.

Vamos considerar Cy = 1. Assim, a solucao do (PA) é:

Xn(z) = sen (%) ) reR
n?m?
M= m=123,

Agora para A = A, devemos resolver a equacao
T"(t) + \a®*T(t) =0,  t>0.

Essa equacao tem solucao geral para qualquer A € R, mas para
A # A\, ndo interessa. A solugdo de

T (t) + Ma®T(t) = 0, t>0
é dada por

T(t) = Tn(t) = Ay cos(ar/An t) + By sen(ay/A, t)

105



ou

T,.(t) = A, cos (? t) + B,, sen (? t) )

Portanto, sao solugdes da EDP no problema modelo e das condi-
¢oes de contorno

U(z,t) = Up(z,t)
= (An cos (? t) + B, sen (? t)) sen (?)

paran=1,2,3, ...
Resta impor as condigoes iniciais. Notamos que

¢(x) =U(x,0) = A, sen ( 7

’I’LTFZ‘)

A igualdade somente seréd verdadeira se ¢ for do tipo seno.
Para atender as condicoes iniciais, vamos considerar a superposi-
cao de solugoes:

u(z,t) = (4.13)

5= [ con (4571) s (4570)on (°52).

Agora impondo a condig¢do inicial

> ot

o(x) = u(z,0) = OOAnsen @, 0<z<L.
3 Avsen (77

Neste caso, da teoria de Séries de Fourier segue que

_ Z/OL ¢(z) sen (?) dx. (4.14)
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Agora impondo a outra condi¢do inicial tem-se que

() = u(,0)

oo

Z [fA an—ﬂsen(cm—ﬂt) + B @cos(ﬂt)]sen(—mm)
— "L L "L L t=0 \ L

ZB 6m—Ws n(nzx)

Novamente, pela teoria de Séries de Fourier devemos ter
9 (L
= Z/o ¥(x) sen (?) dx

2 L nmx
Bu= o | vl )sen<gjj—)dz. (4.15)

ou

Logo, a solugdo do problema modelo é dada pela série (4.13) com
A, e B, dados por (4.14) e (4.15).

Problema modelo 2: Encontrar uma solucdo para o problema de
valor inicial e de contorno do tipo Neumann associado & equacao da
onda:

2 2
g;j(x t) a2%($,t)=0, O<az<L, t>0
u(z,0) = ¢(), %%mmzwuy 0<z<L (4.16)
ou ou
a(Ot) aJL“_Q t > 0.
Resolugao:

Pelo método de separacao de varidveis vamos procurar uma solu-
¢ao U da forma:
Uz, t) = X(z)T'(¢).

107



Derivando a fungao U tem-se que:

Uy (z,t) = X (2)T"(t)
Uge(z,t) = X" (2)T(1).

Substituindo na equagao:
X(z)T"(t) = a®> X" (x)T(t).
Dividindo ambos os lados por a?X (z)T'(t) obtemos:

T//(t) _ X//(x)
a?T(t) X(x)~

Da igualdade acima conclui-se que:

T//(t) B X//(x)

= = R. 4.1
2T - X@) € (4.17)
Pelas condicoes de contorno:
Uz(0,1) = X"(0)T(t) =
Us(L,t) = X'(L)T(t) = 0,
assim X’(0) = X’(L) = 0 pois se T'(t) = 0 teriamos U(x,t) = 0, o que
seria verdadeiro somente se ¢(x) = ¢(x) = 0. Sendo assim, vamos

procurar solucées nao nulas.
Dessa forma, considerando (4.17) temos as seguintes EDOs:

T"(t) = Ma*T(t) (4.18)
) X"(z) = AX (@)
{ X/(0) = X'(L) = 0. (4.19)

Vamos resolver primeiramente a equagao (4.19). A equacgdo ca-

racteristica é:
r? =\



Caso )\ > 0: Se A > 0 a solugdo geral da equacao (4.19) é:

X(z) = CreVA7 4 Cpe VA

Logo,
X'(z) = CivaeY™ — Cyv/he Ve,

Usando as condigoes de contorno: X’(0) = CiV — O/ X = 0.
Substituindo C; = Cy e x = L temos

X'(L) = Civx eV — Cv/he VAL

Assim,
Cl 6\51‘ = Cl ei\r/\L.

Como a exponencial é uma func¢io injetiva da igualdade acima
concluimos que C; = 0. Logo, C2 = 0 e a solugdo da equacdo (4.19)
com A > 0 é a solucao nula.

Caso A = 0: Se A =0 a solugdo geral da equacao (4.19) é:
X(z)=C+Cz = X'(z)=Cs.

Pelas condicoes de contorno:

X'(0)=Cy=X'(L) =0.

Assim, se Cy # 0 concluimos que X (z) = Cy é uma soluc¢do néo
nula da equagéo (4.19). Vamos tomar Cy = Cy = 1/2 por convenién-
cia com a série de Fourier em cossenos.

Caso A < 0: Se A < 0 a solucdo geral da equagao (4.19) é:
X(z) = C cos(v—=Az) + Cysen(v/ =\ x)
Logo,

X'(z) = —C1vV=Xsen(vV=Xz) + Cov/=X\ cos(vV =\ z).
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Pelas condicoes de contorno:

X'(0)=Cyv/—A=0 ousea, Cy=0
X'(L) = —C1v/—A sen(v/—AL) = 0.

Nesse caso, para obtermos solugoes nao nulas devemos ter:

sen(v—X\L) =0

= V-AL=nn, ne{l,2,3 -}
n?m?
= )\:—?, n€{1,273,}
2,2
Assim, para cada n € N existe A, = —

72 tal que o problema
de autovalores (4.19) tem uma solu¢do nio nula, a saber

Xn(z) = cos (?)

onde escolhemos C,, =1 paran=1,2,3,--- e a funcdo constante
Xo(x) = 1/2

correspondente ao autovalor \g = A = 0.
Entéo, para cadan = 1,2,3,--- a equagao (4.18) com A = \,, tem
uma solucao geral da forma

T,.(t) = A, cos(ar/—A, t) + By sen(ay/—\, t)

To(t) = Ag + Bot

correspondente ao autovalor Ay = 0.
Portanto, para cadan =1,2,3,---:

Un(z,t) = Xp(z)Th(t) (4.20)

nmx

= (An cos(ay/—=Ant) + By sen(ay/ —A, t)) cos (T)
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é uma solucao da onda e satisfaz as condigoes de contorno, onde
vV—A, = 2 n € N. Também a solugao

L
U()((E,t) = 1/2(A0 + BO t)

satisfaz a EDP e as condicoes de contorno.

O passo seguinte é a determinacdo das constantes A, e B,, de
modo que, U(z,t) = > o7 Uy,(z,t) seja solugao do problema de valor
inicial e de contorno.

Usando o principio da superposi¢ao, mostra-se que a série

1 1

" i [ cos (22 ¢) cos ("2 + By sen () cos (222

é solucao da equacao e satisfaz a condicao de contorno, desde que os
dados iniciais ¢ e i sejam suficientemente regulares.

Para que U satisfaca a condigao inicial U(z,0) = ¢(x) devemos
ter:

Ap > nmwx
6t) = U(,0) = > + 3 Ancos (17 ) |
n=1
e portanto,
/ o(x cos )da: n=0,1,2,3,---
ou seja, ¢ deve ter uma expansao em série de Fourier em cossenos.
Logo para o problema ficar resolvido, resta calcular os coeficientes

B,.

Para que U satisfaga a condigdo inicial U;(x,0) = v (z) devemos
determinar as constantes B,,. Derivando (4.21) termo a termo:

Uz, t) = =2+ Z [ A sen (T t) (?)

+ﬂ3 o5 (“27+) cos (2]
i 'n COS i cos i .
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Agora aplicamos a segunda condi¢do inicial,

Y(x) = U(x,0) = % + i @Bn oS (mrx)

e portanto da teoria de séries de Fourier, temos que

2 L nme
B, = — Y(x) cos —dx, n=123,-
nmwa 2
ou seja, ¥ deve ter uma expansao em série de Fourier em cossenos.
Isso conclui a obtencao da solucao do segundo problema modelo
o qual envolve condigoes de fronteira do tipo Neumann.

Observagao 4.8 Problema de Neumann é Ressonante
Notamos que a solugao do ultimo problema envolvendo a equagao
da onda com condi¢ao de fronteira de Neumann € ressonante, isto €,
lim u(x,t) =400
t——+o0
para cada x real fizado, desde que By # 0 (ou que ¥ nao tenha média

zero no intervalo [0, L]).

Isso pode ser visto facilmente tomando limite na solucdo dada em
(4.21).
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Capitulo 5

Equacao do Calor

A equacdo do calor é importante para resolver problemas de distri-
buicao de temperaturas em um sélido do R™ feito de material difusor
de calor, isto &, com difusibilidade térmica k > 0 (k depende do tipo
de material, por exemplos, Prata k = 1,71, Cobre k = 1, 14, Aluminio
k = 0,86, Ferro Fundido k£ = 0,12, Granito k = 0,011). Nosso inte-
resse, neste trabalho, é em problemas unidimensionais. Neste caso, a
equagdo do calor (ver o livro de Berg-McGregor [2]) é dada por

ou  0%u
a — k@ = q(x,t,u)

onde ¢ é uma funcao que introduz ou retira calor da barra unidimen-
sional (¢ fonte ou sumidouro).

Notamos que ¢’ pode ou nao depender de u. Por exemplo, ¢ =
q(x,t) ou q(x,t,u) = u.

Nosso interesse é somente no caso ¢ = 0, pois sabendo resolver
com ¢ = 0 podemos resolver com g # 0 pelo método de variagoes de
parametros.

Os resultados deste capitulo também podem ser vistos no livro de
Figueiredo [1] ou no de Berg-McGregor [2].
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5.1 Equacao do Calor em Dominios Limi-
tados
Vamos aplicar o método de separagao de variaveis para resolver o

problema de valor inicial e de contorno para a equacao do calor no
intervalo [0, L].

Exemplo 5.1 Encontrar a distribui¢ao de calor numa barra fina de
comprimento L, com superficie lateral isolada, cujos extremos sao
mantidos a temperatura zero e que no instante inicial de tempo t =0
tenha temperatura dada pela fungio ¢(x), ou seja, resolver:

Uy — kg, =0, 0<z<L,t>0
u(0,t) = 0 =wu(L,t) (5.1)
u(z,0) = ¢(z).

Resolucao:

Para esse problema, vamos aplicar o método de Fourier. Como
vimos para a equacao da onda o método de separacao de variaveis
consiste em procurar uma solu¢do U da forma:

Uz, t) = X (2)T(t).
Derivando a fungao U tem-se que:

Up(z,t) = X (z) T'(t)
Usa(2,) = X" (2) T(%).

Substituindo na equacao:
X(2)T'(t) — kX" (z)T(t) = 0.

Separando as varidveis e dividindo ambos os lados por X (x)T'(t)
obtemos
T'(t) _ X"(x)
ET(t)  X(z)°
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Da igualdade acima conclui-se que:

') _ X"(z) _
M@ - X — N AeR (5.2)

Pelas condicoes de contorno:
U0,t) =X0)T(t)=0
U(L,t)=X(L)T(t) =0,

devemos ter X (0) = X (L) = 0 pois se T'(t) = 0 terfamos U(z,t) = 0,
o que seria verdadeiro somente se ¢(x) = 0. Sendo assim, vamos
procurar solugoes nao nulas.

Dessa forma, considerando (5.2) temos as seguintes EDOs:

T'(t) + AT (t) = 0 (5.3)

{ X"(z) + AX(z) =0 5.0

X(0) = X(L) =0.

Vamos resolver primeiramente o problema de autovalor (5.4).

Esse problema j4 foi resolvido para o problema modelo 1 para a
Equacao da Onda.

Foi visto que o problema (5.4) somente tem solugdo para autova-

2_2 . R ~
lores A, = *;7- associados as autofuncoes

nmx

Xn(x):sen<T), n=1,2,3--.

Além disso, para cada A, a equagado (5.3) para T'(x) tem uma
solucao na forma:

’7127(2
To(t)y=e 22 M >0

(estamos considerando a constante igual a 1).
Portanto, para cadan=1,2,3,---

n27r2
Un(2,1) = X (2)To(t) = e~ sen (%) (5.5)
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é solucao da equacao do calor e satisfaz as condicoes de contorno.
Falta encontrar uma solugao que satisfaca a condi¢io inicial. Usando
o principio da superposicao, mostra-se que a série

U(z,t) = i C’ne*%kt sen (%)
n=1

é solugao da equacgao e satisfaz a condicao de contorno, sob adequadas
condicoes em @(x).
Para que U satisfaca a condigao inicial devemos ter

d(x) =U(z,0) = i C), sen (?) ,

ou seja, ¢ deve ter uma expansao em série de Fourier em senos.
Portanto, sabemos de Séries de Fourier que

C, = E/OL o(x) sen (%) dx.

Exemplo 5.2 Encontrar a solugao do sequinte problema:

ou 0u
ou ou
%(O,t) = %(L,t) =0, t>0

u(z,0) =¢(z), 0<z<L

onde L > 0, K >0 e ¢ é uma fungdo conhecida que satisfaz
hipdteses apropriadas.

Resolugao:

Pelo método de separacao de varidveis, vamos procurar uma So-
lugdo U como o produto de duas funcoes: uma dependendo somente
de z e a outra somente de t:

U(z,t) = F(z) G(%).
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Derivando e substituindo na equagao concluimos que

G'(t)  F'(z)
KGW ~ Fla) (5:6)

Como o lado esquerdo depende somente de ¢ e o lado direito so-
mente de x, ambos devem ser constantes, ou seja,

G'(t) _ F(x)

= =— 5.7
KG({t)  F) " (57)
com 4 € R constante.
Da igualdade (5.7) tem-se:
G'(t)+ KpG(t)=0 (5.8)
F"(z) + pF(z) = 0. (5.9)
Pelas condicoes de contorno:
ou
— = F’(0). =
CE(0,1) = F/(0).G(t) = 0
Ju
—(L,t) = F'(L).G(t) =
(L) = FI(L).G(t) = 0

temos que F'(0) = F'(L) =0.

1°. Etapa: Resolver o problema:

{ F'(z)+ pF(x) =0
F'(0) = F'(L) = 0.

Esse problema foi resolvido no problema modelo 2 para a Equacao
da Onda. A solucdo desse problema de autovalor é:

2,2
)\ninT,;rv n=0,1,2,3,---
F(n):cosnzx7 n:17273a"'
1
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2°. Etapa: Resolver o problema:
G'(t)+ KpG(t) =0, t>0.
Para © = p, com n > 0 encontrado na etapa anterior, uma

solucao da equacao é dada por:

22

Gu(t) = e bt — o=k >,

Pelas etapas 1 e 2 a solugao da equacao diferencial é:

B o0
U(z,t) = 70 + Z By e Kn*m* t/L% oo (n%r m) .
n=1

Para concluirmos, falta encontrar os valores das constantes B,
que permitam satisfazer a condicdo inicial, ou seja,

B > nmw
o(x) = U(x,0) = = +7; B,, cos (T a:) :
Assim, devemos ter que os B,, devem ser tais que
B oo
o(x) = 70 —i—nzl B, cos (%x) )
isto é, a representacao da série de Fourier de ¢. onde:

Bu=2 [ o0 con (") e

com n > 0. Escolhendo B,, = ¢,, temos que U(z,0) = ¢(x).
Portanto, a solugao é dada por
u(z,t) = By + i By e Kn*m /L% cog (n—ﬂ ac)
bl - 2 n=1 n L b

com B,, n >0, dados acima.
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5.2 Propriedades da Equacao do Calor na
Reta

Quando se estuda problemas de calor em uma barra longa com
material transmissor de calor com interesse em conhecer a evolucao da
temperatura, apenas na parte mais central da barra, pode-se estudar
o problema de Cauchy

{ U — kg =0, z€R, t>0 (5.10)

u(z,0) = f(z)

com k > 0 a constante de difusibilidade térmica e f(x) uma func¢do
limitada que indica a temperatura inicial da barra.

Esse problema tem a solucao melhor do que se estudasse o pro-
blema no intervalo [0, L] que precisaria de condigoes de contorno e a
solucao seria dada por uma série que fica mais dificil de estudar.

Para resolver esse problema vamos tentar o método de separagao
de variaveis.

Supor entdo que u(z,t) = @(z)1(t) com ¢ e ¢ ndo identicamente
nulas. Substituindo na Equagdo Diferencial Parcial em (5.10) resulta
que

oY —kp'"p =0, z€R, t>0

ou seja,
/ /1
Y k20, zeR t>0
G @
ou ainda,
/ 1
v = SD—, zeR, t>0
kb
Isso significa que
/ 11
i=—)\:80—, reR, t>0
kb 2
com o sinal '—’ por conveniéncia e A uma constante a determinar.
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Resulta que ¢ e ¥ devem ser solucoes de

W+ Xk =0, t>0
"+ Xp=0, zeR.

A solugao geral da EDO em 9 é
Y(t) = Ce ™ >0

com C' uma constante, a qual vamos tomar C' = 1.

Como resolver a equagao em ¢?

Nao temos condigbes de contorno para impor. A solucido depende
do sinal de A.

A equacdo caracteristica é

P4+ A=0 ouseja, r=+vV-N\
Se A < 0 resulta que
o(x) = AeVMT L Be=VINZ 5 e R (5.11)

De acordo com a condicao inicial, f é limitada, entao a solugao
u(z,t) deve ser limitada. Mas, ¢ dada por (5.11) nao ¢ limitada em
xz. Logo, A = B = 0 para que tenha limitacdo. Essa solugdo nao
interessa.

Portanto, vamos considerar A > 0 que pode ser escrito como

A=¢2 teRT.
Assim, queremos ¢(z) solugdo de
'+ E2p=0, zeR, £>0 fixo.
O polinémio caracteristico para essa EDO é
2 4+E2=0

com raizes r = £4/—£2 = +i&, £>0.
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Logo a solugao geral p(z) da equagao

<p"—|—§2<,0=0

p(x) = pe(x) = Ae't® 4 Be™ e,
Notar que A e B podem depender de £. Assim,
oe(x) = A()e™” + B(€)e ™", 2 €R, € >0 fixo.
Portanto sao solugoes da EDP
u(z,t) = ug(z,t) = (A€’ + B(£)e 7) e €M com € > 0.
Notar que essa solugdo ndo atende a condigdo inicial u(x,0) =

f(x), = € R. Para atender a condigao inicial, fazemos a superposicao
infinita generalizada

u(z,t) = /OOO ue (z, t)dE.

Assim,
u(z, t) = / T [A©)C + B€)e] € M.
0

Fazendo a troca de variavel £ <> —¢ na integral em B(&) obtemos

0 0
u(x’t):/o A(E)eitme S R e + /_ B(—¢)e’ e ke

ou
u(z,t) = / g(«f)eif’ce_52 Mae, reR, t>0, (5.12)
R

_J A, £€=0
g@_{ B(—€), £<0
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Impondo a condigao inicial, temos

f@) = u(e.0) = [ gecrd. ek (5.13)
R

Quem deve ser g(§)7

Sendo f(x) dada por (5.13), que é uma expansdo generalizada
de f(z) nas autofungdes ¢¢ = €' do problema ¢” + £2p = 0, ¢
limitada, com coeficientes g(§), entdo g(§) deve ser a projecdo de f
sobre o autoespaco de y¢(z).

Aqui, o produto interno é o de fun¢oes complexas dado pela inte-
gral, isto &,

() vela)) = [ Falpe@ide = [ fa)e*eda.

Mas, queremos f(x) = ng(n)e””’dn. Logo, calculamos

lim f(x)e ®¢dz = lim </ g(n)e”"dn) e ey
R

a—»00 a—oo [_

= lim [ g(n) (/ ei””(ng)dm> dn
a— o0 R

—a

eia(rlfg) — e*ia(n*E)

= i [
_ sen(n—{)ad.
Jim. Rg(n)Qaia(n_f) n

Fazendo a mudanca de variavel r = a(n — &), temos

senr

. dr:/R2g(£)

senr
dr.

lim Rg(§+£) p

a—r 00

Logo,

—ize N o senr - senr
[ f@ewtde = (00 =2 [ 9= dr =290 [ *ar
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Mas, sabemos do Célculo que

senr
dr =m.
R T

/ f(x)e*””gdx =2mg(€).
R

Logo,

Portanto, trocando a variavel de integracao na expressao acima para
ndo confundir com a variavel = da solucdo u(z,t), temos

9O = 5 [ T dy. (514)

A funcéo ¢g(§) é chamada a transformada de Fourier de f. Note que g
pode ser calculada se f for uma func¢ao boa, por exemplo, uma funcao
integravel e absolutamente integravel.

Assim, temos calculado uma féormula para a solugdo do problema
(5.10).

Portanto, substituindo (5.14) em (5.12) obtemos uma candidata
a solugdo de (5.10), ou seja,

1 . . 2
u(x,t) z/ (/f(y)e_zyédy) eTem ke e R, t>0.
R \27 Jgr
Ou ainda,

u(z,t) = %/Rf(y) (/R e € kteig(xy)af) dy.

A integral em £ pode ser calculada explicitamente.
Definindo ¢(z) = [, e¢ *et*dg, sabemos do Célculo 2 que

©(0) = /Re*ﬁg M e = \/Z t>0. (5.15)

123



Calculando a derivada de ¢, obtém-se uma EDO para ¢ de primeira
ordem com condicao ¢(0) dada por (5.15). Logo fica facil ver que

o
. Kt
/ 76 kt ZE r— y)df l (w y)

e a solugao é dada por

u(z, 1) /f \/ T gy
27r

Portanto,

ou ainda,
u(x t)—#/f( )e_(zgk?zd reR, t>0
) \/m ]R y y? ) .
Notar que essa u(z,t) ndo pode ser calculada em ¢ = 0, mas é facil
ver que (fazendo a mudanca de variavel z = %)
lim w(z,t) = f(x), VzeR. (5.16)
t—0t

Assim, vamos definir u(z,0) = f(z), x € R.

Também ¢é facil derivar u(z,t) e ver que é solugdo da EDP do
Calor. Notamos ainda que u(z,t) pode ser derivavel em qualquer
ordem em z e t > 0. Assim, u(z,t) € C*°(R x (0,00)).

Mas, por (5.16), sendo f continua, segue que u é continua em
t = 0. Assim,

we C®(R x (0,00)) N C(R x [0,00)). (5.17)

Observar entao que

1 / (e=v)?
—— [ f(y)e = dy, z€R, t>0
u(w,t) = ¢ Vaknt Jr (5.18)

fl@), zeR, t=0
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é a solugao de (5.10).

Notar que se f = f(y), y € R, tem suporte compacto, isto &, a
temperatura inicial ¢ nula fora de um intervalo [-R, R] e se f(y) >0
é ndo nula, entdo u(z,t) > 0, Vz € R, em cada tempo ¢ > 0.

Assim, a perturbacdo da temperatura ndo nula no intervalo
[ R, R] se espalha imediatamente em toda a barra infinita em qual-
quer tempo ¢ > 0.

Dizemos que a EDP do calor tem velocidade infinita de propaga-
¢ao.

A propriedade (5.17) é chamada de efeito regularizante da EDP
do calor.

Observagao 5.3 Vamos provar que lim;_ g+ u(z,t) = f(x) Vo € R.
Para provar, calculamos

_(z—y)?

4kt dy

u(z,t) =

1
Varkt /JR fw)e

.. _ d
Fazen mudan riavel z = £=£ tem =2
azendo a mudanca de variavel z v temos dz et

y=—-00— z=400, Yy=+400— z=-—00, y=—Viktz+ x.
Logo,

u(z,t) = \/ﬁ Ao—oo flx— @)6_22 <—\/mdz)

= % /_C:; flz— \/m,z)e_z2dz.

Entao, temos que

lim w(x,t) = \/17?/00 f(x)e*zgdz
1

t—0t
= ﬁf(x) /_O:O e % dz
= f(x), VzeR

o que prova a continuidade de u(z,t) dada por (5.18).
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Observagao 5.4 A funcio G(z,t) = f/% é chamada o Nicleo do

Calor ou a Fungdo de Greem para a equacao do calor.
Observamos finalmente que

u(z,t) = [f*G(,t)](x), z€R, t>0

onde * indica a convolugio em x de f(x) com G(z,1).
Observamos ainda que a convolugao de f e g, funcgdes definidas

em R, ¢ dada por
(r+a)a) = [ fal
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Conclusoes

Nosso interesse principal foi estudar as propriedades das equagoes
da onda e do calor. Para isso, foi necessario fazer uma revisdao de
alguns assuntos de Célculo Diferencial envolvendo fungoes de vérias
varidveis, assim como séries numéricas e de fun¢oes. Estudamos pro-
blemas envolvendo EDPs em dominios limitados da reta e a série de
Fourier. Fizemos um breve estudo de EDOs lineares e suas proprie-
dades como superposi¢ao infinita de solugoes.

Vimos que a Equagdo da Onda em R tem velocidade finita de
propagacao e que a solu¢ao da Equacdo da Onda tanto em R como
em um intervalo [0, L] tem no maximo a mesma regularidade dos
dados iniciais f(z) e g(x). Dizemos que a Equagao da Onda néo tem
propriedade regularizante.

O contréario acontece com a Equacao do Calor que é do tipo para-
bolica. Apresenta propriedade de velocidade infinita de propagacao
e tem efeito regularizante. Também é facil ver que a solucao de pro-
blemas de calor em um intervalo [0, L] apresenta efeito regularizante.

Essas propriedades sao muito importantes no estudo de problemas
envolvendo essas equagcoes.
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