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RESUMO

Palavras-chave:grupo de automorfismos, sistemas dindmicos simbdlicos shift de Mar-
kov

Um shift de Markov de estado enumeravel é um espaco shift para o qual existe um
grafo dirigido com uma quantidade enumeravel de estados de forma que ha uma rela-
¢ao biunivoca entre as sequéncias do shift e as caminhadas osbre o grafo. O objetivo
dessa dissertacao € caracterizar o grupo de automorfismos de um shifts de Markov e
estado enumeravel, isto é, caracterizar o grupo de todos os homeomorfismos sobre
o shift de Markov que comutam com o shift map, encontrando sua cardinalidade e
consequentemente seus possiveis subgrupos. Em particular, mostraremos que a cardi-
nalidade do grupo de automorfimos de um shift de Markov transitivo esta diretamente
relacionada a quantidade de pares disjuntos de caminhos de mesmo comprimento e
que iniciam e terminam nos mesmos vértices do grafo que representa o shift. Quando
houver somente uma quantidade finita de tais caminho, diremos que o shift cumpre a
propriedade FMDP (Finitely Many Double Path). A auséncia e a presenca dessa pro-
priedade e a relagdo dela com a cardinalidade do grupo de automorfismos do espago
shift é foco central deste trabalho.



ABSTRACT

Keywords: Automorphism group, symbolic dynamical systems, Markov shift

A countable state Markov shift is a shift space for which there is a directed graph with
an countable number of states so that there is a one-toone onto map between the
sequences of the shift space and walks on the graph. The aim of this dissertation is
to characterize the automorphism group of countable state Markov shifts, that is, to
characterize the group of all homeomorphisms of the Markov shift that commute with
the shift map, determining its cardinality and consequently its possible subgroups. In
particular, we will show that the cardinality of the automorphism group of a transitive
Markov shift is directly related to the number of disjoint pairs of paths of the same length
that start and end at the same vertices of the graph representing the shift. When there
is only a finite amount of such a path, we say that the shift fulfills the FMDP (Finitely
Many Double Path) property. The absence and presence of this property and its relation
to the cardinality of the shift space group of automorphisms is a central focus of this
work.



2.1
2.2

SUMARIO

INTRODUGAO . . .ttt ittt et e ettt e eenns 10
PRELIMINARES . . . . . st ittt ittt et et et e 12
DEFINICOES E RESULTADOS PRELIMINARES . . ... ...... 12
SOBRE SHIFT MARKOV DE ESTADO ENUMERAVEL . . . ... .. 33
RESULTADOS INICIAIS SOBRE O GRUPOS DE AUTOMOREFIS-

MOS DE UM SHIFT MARKOV DE ESTADO ENUMERAVEL . . . . . 37
SHIFT MARKOV LOCALMENTE COMPACTO DE ESTADOS ENU-

MERAVEIS . . .. ittt it ettt e e e e e e 45
ESTRUTURA DE SUBGRUPODE Aut(0) + « v v v v v e vven e 50
CONCLUSAOD . . o ittt et et e e e e e e e e e e e e 54

REFERENCIAS . . . . . . ot e e e e e e e e e e e e e, 55



10

1 INTRODUGAO

Mapeamentos entre espacos shift que sao definidos através de um bloco, sao
conhecidos comos Sliding Block Codes, e no caso de o shift ser sobre um alfabeto finito,
caracterizamos os Sliding Block Codes como sendo fungdes continuas que comutam
com o shift map. Essa caracterizacao se deve ao teorema de Curtis-Hedlund-Lyndon.

O grupo de automorfismos de um espaco shift & definido como sendo o conjunto
de todas as funcdes continuas, inversiveis cuja inversa é continua e que comutam com
o shift map, em suma, o grupo de automorfismos € definido como os homeomorfismos
que comutam com o shift map. No caso de o alfabeto ser finito, esse grupo esta contido
no conjunto de Sliding Block Codes e consequéntemente € no maximo enumeravel.

Quando um espaco shift € formado por um conjunto de palavras proibidas, o
qual chamamos de Shift of Finite Type (SFT), temos, por [1] que o seu grupo de auto-
morfismos é infinito enumeravel. No caso de alfabeto infinito perdemos a continuidade
da inversa.

Sendo assim, € natural se perguntar o que podemos dizer sobre o grupo de
automorfismos de um espaco shift mais generalizado, no caso sobre um alfabeto
infinito enumeravel, uma vez que temos resultados apenas para quando o alfabeto é
finito ou de tipo finito.

Consideramos aqui um Shift Markov de Estado Enumeravel, que é um espaco
shift sobre um alfabeto infinito enumeravel que possui uma representacdo como Shift
de aresta, ou seja, pode ser representado por um grafo, e nosso objetivo nessa dis-
sertacao, que foi baseada no artigo [2], € ver hipbteses para generalizar o grupo de
automorfismos desse espaco shift, que € um caso mais geral do que shift de espacgo
finito ou (SFT). Aqui queremos saber quando esse grupo de automorfismos é enu-
meravel, ndo enumeravel e quais sao alguns de seus subgrupos, além de definirmos
a propriedade FMDP sobre seus grafos representantes, que € uma propriedade que
fala sobre a finitude do numero de pares de caminhos double path edge-dosjoint, que
sao caminhos que dois a dois iniciam e terminam no mesmo vértice, tem 0 mesmo
tamanho e ndo tem arestas em comum entre os pares. Essa propriedade € de suma im-
portancia para essa teoria, pois podemos dizer muito sobre o grupo de automorfismos
na presenca e na auséncia dessa propriedade.

Fazendo um breve resumo sobre o que veremos nos préximos capitulos, no
capitulo 2, estudaremos todos os conceitos preliminares para o desenvolvimento da
teoria, como definicdes e resultados que serao utilizados futuramente, além de todas
as demonstracdes que garantem que o Shift Markov de Estado Enumeravel é um
espaco topoldgico metrizavel e consequentemente Hausdorff. Serdo vistos resultados
que sao validos para shifts de alfabeto finito e que perdem a validade no caso de
shifts de alfabeto infinito enumeravel, além de uma breve explanagao sobre o grupo de
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automorfismos de um espagco shift de um alfabeto finito e (SFT).

No capitulo 3 vamos dar inicio aos primeiros resultados sobre o grupo de auto-
morfismos de um Shift Markov de Estado Enumeravel, e o que pode ser dito sobre sua
cardinalidade e seus grafos representantes, além de estudarmos a cardinalidade na
auséncia e na presenca da propriedade FMDP. Também vamos relacionar a topologia
compacta aberta com a cardinalidade do seu grupo de automorfismos.

Veremos que é possivel encontrar uma caracterizacdo mais geral da proprie-
dade FMDP no capitulo 4 a partir da compactificacdo de Alexandroff no Shift Markov
de Estado Enumeravel. Para isso, vamos definir 3 propriedades sobre seus grafos re-
presentantes que estao intimamente ligadas a propriedade FMDP do Shift Markov de
Estado Enumeravel, que garantem quando um espaco shift € subshift ou nao, a relacao
que essas propriedades tem entre si, e a cardinalidade do grupo de automorfismos de
um Shift Markov de Estado Enumeravel que possui expansao compactificacdo de 1
ponto.

Por fim, no ultimo capitulo veremos alguns subgrupos do grupo de automor-
fismos e principalmente subgrupos que aparecem exclusivamente em Aut(c) de um
Shift Markov de Estado Enumeravel, que ndo ocorrem em Aut(o) no caso de SFT e
evidentemente também nao podem ocorrer no caso do grupo de automorfismos de um
Shift sobre alfabeto finito.
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2 PRELIMINARES

2.1 DEFINIGCOES E RESULTADOS PRELIMINARES

Definicao 1. Seja X um conjunto ndo vazio. Definimos o conjunto das partes de X
como sendo P(X) ={A: AcC X}.

Definigcao 2. Um subconjunto de P(X) é chamado familia de conjuntos.

Veja que o conjunto das partes de X é o conjunto de todos subconjuntos de X,
incluindo () e o préprio X. A definicdo das partes de X é de grande importancia para
definir uma topologia em X, o que possibilita a definicdo de um espaco topoldgico, que
sera definido a seguir.

Definicao 3. Seja X um conjunto ndo vazio. Dizemos que T C P(X) é uma topologia
em X se:

X e () pertencemar;
A unido qualquer de elementos de T € ainda um elemento de 7;

a intersecdo finita de elementos de  é ainda um elemento de .
O par (X, 1) é dito ser um espago topoldgico.

Definicao 4. Se A C X étalque A € T, entdo dizemos que A é um aberto da topologia.

Definimos conjunto fechado como tendo complemento aberto, resumindo, um
conjunto é fechado se possui complementar aberto. Segue a defigdo formal apds a
definicdo de complementar de um conjunto.

Definicao 5. Seja X # () um conjunto qualquer e A C X. Definimos o complemento
de A como
A={reX:x¢A

Definicao 6. Seja (X, ) um espacgo topoldgico. Dizemos que A C X é fechado se
A¢ € T, ou seja, se A° é aberto.

E evidente que se (X, 7) é um espaco topoldgico, entdo () e X s&o abertos e
fechados, ja que () = X e X¢ = () e por definicdo de espago topoldgico, (), X € .
Agora veremos um caso particular de topologia, que serd a mais utilizada para o
desenvolvimento deste trabalho, a topologia chamada topologia das partes.

Definicao 7. Seja X um conjunto ndo vazio. Se r = P(X), entdo dizemos que T
€ a topologia discreta ou topologia das partes. Chamamos o par (X,7) de espago
topoldgico discreto.
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Definiremos a seguir o que chamamos de abertos basicos de uma topologia. O
objetivo em conhecer tais abertos é que seja possivel definir os abertos basicos de um
espaco shift, o que muitas vezes ira facilitar a demonstracédo de varios resultados ao
longo da teoria.

Definicao 8. Seja (X, 1) um espaco topoldgico. Uma base B da topologia em X é uma
colecdo de subconjuntos de X (chamados elementos da base) tais que:

Para cada » € X existe pelo menos um elemento da base que contem x;

Se x pertence a intersecao de dois elementos da base, digamos B, e B,, entdo existe
B3 elemento da base tal que x € B3 e B3 C B; N By. Chamamos os elementos da base
de abertos basicos.

Dizemos que a topologia T é gerada por B se cada aberto U € t é tal que para cada
x € U existe um elemento da base B, € Btalquex € By eB; C U.

Veja que essa definicdo nos da automaticamente que cada elemento da base é
um aberto da topologia, e consequentemente, a base B é um subconjunto de 7. Mais
ainda: 7 € gerado pelas unides dos elementos de B, pois dado um aberto U € 7 para
cada x € U existe B, € Btalque z € B, e B, C U, logo, a unido | J,.,, B, contem U e
também | J,.,, B. C U por construgao, e portanto, qualquer aberto de 7 € escrito como
unido de elementos de B.

Essa informacao é relevante pois para descobrir como é a topologia 7 gerada
por B, precisamos apenas olhar para todas as unides de elementos de B, que ainda
sao abertos, j& que a uniao qualquer de abertos é um aberto.

Uma pergunta natural a se fazer é “e a intersecao de abertos?” Quanto a isso
nao precisamos nos preocupar pois a definicdo de base ja exclui a possibilidade de ter
um aberto menor (no sentido de estar contido) do que qualquer elemento da base.

Nosso proximo objetivo é, dado um numero infinito de espacos topolégicos,
definir uma topologia sobre o produto cartesiano infinito desses espacos. A topologia
que definiremos para isso € chamada topologia produto, € ndo é a unica topologia que
pode ser definida para o produto infinito de espacos topoldgicos, porém, é a de Unico
interesse para esse trabalho.

Definicao 9. Seja J um conjunto de indices. Dado um conjunto X, definimos a J—upla
de elementos de X como sendo a fungcdo x : J — X. Se a é elemento de J, denota-
mos z(«) := z, € chamamos de a—ésima entrada (ou coordenada) de x. Denotamos
a fungdo x por (x;);e.

Denotamos também o conjunto de todas J—uplas de X por X”.

Se J = Z, chamamos (x.).cz de sequéncia bi-infinita e X% de conjunto de todas
sequéncias bi-infinitas de X .
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Definicéo 10. Seja (4;),c,. Definimos o produto cartesiano
[14
jedJ
como sendo o conjunto de todas as fungées
x:J — U A;
jeJ
talque x; € Aj paracadaj € J.

Agora que definimos o produto qualquer de conjuntos, precisamos definir a
funcao projecao sobre esse produto para podermos definir como é a topologia produto.

Definicao 11. Seja
g ! H Aa — Aﬁ

aed

que associa cada elemento do espaco produto a sua 3—ésima coordenada

T5((Ta)acs) = 5
Chamamos 75 a projecdo associada ao indice (.

Definicao 12. Sejam (X;, 73) espaco topoldgico onde 5 € J, Sz a colegcdo

Sp = {5 (Up)|Us € 75}

S=JSs

BeJ
A topologia gerada por S é chamada topologia produto e [ |
topologia é chamado espaco produto.

wes Xa munido dessa

Veja que se 73 € uma topologia que contém uma base B de X, nessas condi-
cbes S é definida por U, ,{m; ' (Us)|Us € B}.

A seguir faremos as primeiras definicoes e resultados de dinamica simbdlica,
mas antes, vamos recordar a definicao de conjunto enumeravel.

Definicao 13. Dizemos que um conjunto X é enumeravel se é finito ou se é possi-
vel construir uma bijecdo entre X e N. No segundo caso, dizemos que X é infinito
enumeravel.

Definicao 14. Seja A um conjunto enumeravel. Chamamos A de alfabeto e seus
elementos de letras do alfabeto.



Capitulo 2. Preliminares 15

A partir de agora, sempre que nos referimos ao espaco topolégico de um alfa-
beto A, iremos considerar o espaco topoldgico formado por esse alfabeto munido da
topologia discreta.

Definicdo 15. O espaco produto A” de sequéncias bi-infinitas
()iez =+ T_oX_1.ToX Lo - -

de elementos de A, é chamado Espaco Full Shift
A% = {(2:)iez : 5 € AVi € Z}

Definicao 16. Seja A um alfabeto. A™ define o conjunto palavras de tamanho n sobre
esse alfabeto.

Definicao 17. Um bloco (ou palavra) sobre A é uma sequéncia finita de elementos de
A.

A definicao de bloco serve para quando queremos nos referir a um “pedaco
finito da sequéncia z, pois nem sempre precisamos olhar para a sequéncia inteira
ja que as vezes € necessario analisarmos = apenas localmente. Dando sequéncia a
definicao de uma palavra, vejamos exatamente como denotar localmente uma palavra
de x de i até j de tamanho j — i + 1 quando o indice i for menor ou igual ao indice ;.

Definicao 18. Sex € A% ei < j denotamos o bloco de coordenadas em x de tamanho
j —1i+ 1 da posicdo i até a posicdo j por

Llij] = LiLit1 " Ly

E possivel “grudar” uma palavra na outra e chamamos esse procedimento
de concatenagdo de palavras. Formalmente, dadas as palavras z; ; = x;z;11 - - 75
€ Yimn] = Ym¥Ym+1 - Yn & CONcatenagdo de xj;; COM yp, ) € dada por j ;Ymn =
TiTit1 TjYmYm+1 " Yn-

Agora que definimos palavra, voltamos para o objetivo de demonstrar que A% é
um espaco topoldgico. Para isso, precisamos definir seus abertos basicos da topologia,
que sao os cilindros como sera provado a seguir. Intuitivamente, um cilindro centrado
na palavra agay - - - a,, na posicao j € o conjunto de todas as sequéncias bi-infinitas de
elementos que coincidem com a, ha posi¢ao j, a; na posi¢cado j + 1, - - -, a, na posi¢cao
j + n. Vejamos a definicdo formal.

Definicao 19. Paran e Nej € Z, e ag,a1,--- ,a, € A, definimos o conjunto
lagay - - an]; = {(i)iez : Tip; = a; VO <0 <n}

Que é chamado cilindro de AZ.
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Proposicao 20. Paratodon € N,
[agay - - - an]; C [a]jt
com0 <i<nelaa---ay,| €la] cilindros de AZ.

Demonstragdo. Para provar que A C B basta provar que r € A = x € B, logo,
considere z € [aga; - - - a,], CONSequentemente, temos que z,;; = a; € portanto, = € [a;]
como desejado. ]

Observe que n&o € necessario que a inclusao contraria seja valida, pois um
cilindro formado pela palavra a; centrado em j + i € o conjunto de todas sequéncias
bi-infinitas que na posigéo j coincidem com «;, e se o alfabeto A possui pelo menos
um elemento distinto dos elementos ay, - - - , a,,, havera uma sequéncia bi-infinita que
na posic¢ao j nao sera elemento do cilindro [aga; - - - a,);-

Proposicéo 21. Se dois cilindros [aga; - - - ay];, [bob1 - - - b,]; em AZ comn e Nej € Z
possuem um elemento em comum, entdo eles sao iguais.

Demonstracdo. Provemos que se os cilindros possuem um elemento comum, entao
a; =b; V0 <i<n.

Considere = € [agay - - - ay); N [bobr - - - by); 1090, z;1; = a; € x;1; = b; para todo
0<i<n,portantoa; =0, V0 <17 < n. O]

Vimos com as duas proposigoes anteriores resultados sobre quando cilindros
sdo iguais, disjuntos ou estao contidos um no outro. No caso, para dois cilindros serem
iguais é necessario que sejam definidos por palavras de mesmo tamanho, sejam
centrados na mesma posicao e possuam um elemento em comum, caso contrario
possuem intersecdo vazia. No caso de um cilindro A estar contido em um cilindro B,
€ necessario que a palavra que gera B seja subpalavra da palavra que gera A. Agora,
vamos falar sobre a topologia em A%, para isso lembremos que um conjunto unitario é
um conjunto formado por um Unico elemento.

Consideremos A munido com a topologia das partes e AZ com a topologia

produto.

Lema 22. Os abertos basicos da topologia das partes em um conjunto X sdo os
subconjuntos unitarios de X .

Demonstracdo. Precisamos provar que qualquer aberto de X pode ser escrito como
unido dos subconjuntos unitarios de X. Seja Y = {y;};c; subconjunto de X onde I é
um conjunto qualquer de indices. Veja que

Y = U{yz}

icl
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Como X esta munido da topologia das partes, temos que {y;} é aberto de X para todo
i € I e segue o desejado. O

Essa proposi¢cao nos garante que o Full Shift ndo sé € um espaco topoldgico,
como também seus abertos basicos séo os cilindros da forma [a,a,+1 - - - @nim]o COM
a; € Aem,n € N. Veja também que nao é necessario que os cilindros estejam na
posicao 0, mas podemos supor isso sem perda de generalidade, e que também néo é
necessario que os cilindros sejam gerados apenas por palavras de tamanho 1, mas do
fato de que se um cilindro é gerado por uma subpalavra de outro, temos a contigéncia
do cilindro de palavra maior no cilindro de palavra menor, nesse caso seria redundante
incluir os cilindros gerados por palavras de tamanho maior ou igual a 2.

Observe que a demonstragéo de que A% é espaco topoldgico independe de A
ser alfabeto infinito enumeravel ou apenas finito, apesar de termos feito para A infinito
enumeravel. Sendo assim, para o Full Shift definido sobre um alfabeto finito podemos
utilizar a mesma demonstracao adaptando os indices de N para um conjunto finito de
elementos, o que torna o problema ainda mais simples.

Proposicao 23. Dado o full shift A%, todo cilindro é aberto e fechado.

Demonstracdo. Sem perda de generalidade, faremos a demonstracao para um cilindro
la;]o com a; € A.

Veja que {a;}° € um aberto na topologia das partes. Agora, considere o cilindro
[a$]o como sendo a concatenagao de todas as letras de {a; }°. Temos que esse cilindro
é aberto e é o complementar de [a;], por construcao.

Logo, além de [a;]o ser aberto, possui complemento aberto, o que o torna tam-
bém fechado. O

Definicao 24. Um espaco topoldgico (X, T) é dito ser Hausdorff se dados x,y € X
com x # y existirem abertos U,.,U, € T taisquex € U,,y € U, eU, N U, = 0.

Em outras palavras, um espaco € dito ser Hausdorff se para pontos distintos
existem abertos disjuntos que contém cada um dos pontos. Vejamos que AZ é Haus-
dorff independente de A ser finito ou infinito enumeravel.

Proposicao 25. A” munido da topologia produto é Hausdorff.

Demonstragdo. Sejam = = (xx)rer,y = (y;)jes € AZ distintos, logo, existe i € N tal
que z; # y;. Considere os cilindros [z;];, [y:]; € veja que como z; # y; os cilindros séo
abertos disjuntos que contém z e y respectivamente. O

Até o momento, ndo vimos nenhuma diferencga topoldgica entre o Full Shift sobre
um alfabeto finito e o Full Shift sobre um alfabeto infinito enumeravel, pois ambos séo
espacos topoldgicos e ambos sdo Hausdorff, mas a maior diferenca entre eles é que
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quando trabalhamos sobre o alfabeto finito, temos que o Full Shift € compacto, e isso
€ algo que nao vale no caso do alfabeto ser infinito enumeravel, como veremos agora.

Defini¢ao 26. Seja C' um subconjunto de um espaco topoldgico (X, ). Dizemos que
C' é compacto se para todo conjunto de indices I e toda familia de abertos O; com
i € I, tal que C C | J,.; O; existe uma subfamilia finita {O;,, O;,,--- ,0;,} com j € I de
{0;:iel}talqueC C O;, U0, U---UO;,.

Chamamos {O; : i € I} de cobertura aberta de A e {O;,0,,--- ,0,} de subco-
bertura finita de C.

Resumindo a definicdo de conjunto compacto, dizemos que C é compacto se
toda cobertura aberta de C' admite uma subcobertura finita para C' e é facil ver que se
um espago topoldgico é finito, entdo é compacto. Esse resultado sera formalizado na
proxima proposigao.

Proposicao 27. X € um conjunto finito, se e somente se X é compacto em qualquer
topologia.

Demonstragdo. Denote X = {xy,z5--- ,x,} € seja {O; : i € I} uma cobertura aberta
qualquer para X. De X ser finito, sabemos que existem no maximo n elementos de
{O;:iel}taisquer; € O;¥ 1< j<n,eessaé asubcobertura finita de X procurada.

Reciprocamente, se X é compacto em qualquer topologia, em especial € com-
pacto na topologia das partes e a cobertura aberta {z;}.,cx admite subcobertura finita,
portanto X é finito. O

Veja que essa demonstracdo independe da topologia em X, com isso, temos
em especial que se A é um alfabeto finito entdo A é compacto, mas se A € infinito
enumeravel, a compacidade depende da topologia em A. Por exemplo, se A € munido
da topologia indiscreta, que é quando 7 = {(), A}, evidentemente A é compacto ja que
0 Unico aberto nao vazio € o préprio A que é uma cobertura finita para A. Mas veja que
no caso da topologia das partes, que é a topologia que estamos utilizando em nosso
alfabeto, A ndo é compacto como é feito da proposi¢cdo que segue.

Proposicao 28. Se A ¢ infinito enumeravel munido da topologia das partes, entao A
nao é compacto.

Demonstragdo. Considere a cobertura aberta O; = {a;} com a; € A. E evidente que
essa cobertura ndo admite nenhuma subcobertura finita. O

Daremos inicio agora a uma série de resultados que sao necessarios para provar
que o Full Shift sobre um alfabeto infinito enumeravel ndo é compacto, seguidos de
resultados para provar que o Full Shift sobre um alfabeto finito é compacto. O primeiro
desses resultados é a continuidade da funcéo projecéo de AZ em A.
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Definicao 29. Sejam X eY espacos topolégicos nao vazios. Dizemos que uma fungao
f: X — Y é continua se dado B C Y aberto, o conjunto A = f~}(B) = {r € X :
f(z) =y € B} é aberto. Em outras palavras, [ é uma fungdo continua se a imagem
inversa de abertos é ainda um aberto.

Proposicao 30. Sejam A alfabeto infinito enumeravel com a topologia das partes e A%
munido da topologia produto. A fungao projecdo da n-ésima coordenada ., : AZ — A
é continua.

Demonstracdo. De fato, sem perda de generalidade podemos considerar um aberto
bésico U = {a;} com a; € A. Veja que 7~ *(U) = [a;] que é um aberto em AZ, O

Outra forma de verificagdo de que uma funcao nao é continua, é via compactos.
Em outras palavras, uma fungéo continua leva compactos em compactos. Logo, esse
seréa o resultado que sera diretamente utilizado para provar a ndo compacidade de A
sobre um alfabeto infinito enumeravel.

Proposicao 31. Sejam X e Y dois espacos topologicos ndo vazios. Se uma funcao
f: X — Y é continua, entdo a imagem de um compacto por f € ainda um compacto.
Em outras palavras, se A C X é compacto entdo f(A) ={ye€Y :Fx € Alf(z) =y} €
compactoemY .

Lema 32. Sejam X e Y espacos topoldgicos ndo vazios e f : X — Y uma funcao.
Temos que [~ (U,;c; Oi) = Uie; f71(O;) com I um conjunto qualquer de indices e O;
subconjuntos de Y .

Demonstragdo. Temos que z € f~'(U,.; O:) equivale a f(z) =y com y € U,; O, que
por sua vez ocorre se, e somente se, existe i € I tal que y € O; que € equivalente a
z e f71(0;) portanto = € | J,., [71(0;). O

Demonstragdo da proposicdo. Seja A C X um conjunto compacto e considere {O; :
i € 1} uma cobertura aberta de f(A), logo,

f(A) C UOi
iel
onde J,.; O; € um aberto em Y. Como f é continua e f~'(U,.; 0;) = Uie; fHO),
temos que |J,.; f'(O;) C A é um aberto em X, e como A é compacto, existe uma
subcobertura {f~1(0;,), f~1(O:,) -+, f71(0;,)} finita de A. Logo, f(A) C O;, UO,;, U
---U0;, e portanto, f(A) é compacto. O

Por fim, temos resultados suficientes para demonstrar que A% ndo é compacto
sobre um alfabeto infinito enumeravel, e para isso, vamos utilizar o fato de a funcgao pro-
jecdo de AZ em A ser continua e supor por absurdo que AZ é compacto. Formalmente,
temos a proposicao a sequir.
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Proposicao 33. Se A é um alfabeto infinito enumeravel, entdo A% ndo é compacto.

Demonstragcgo. De fato, sabemos que a imagem de um compacto por uma fungao con-
tinua é ainda um compacto, entédo se caso AZ for compacto, considerando a projecéo
7, : (x,) € A — z, € A que é continua, temos que 7, (A%) = A é compacto, mas isso
€ um absurdo ja que A nao é compacto com a topologia das partes. O

Para demonstrar a compacidade de A% sobre um alfabeto finito, vamos precisar
de um resultado conhecido por Teorema de Tychonoff, o qual ndo sera demonstrado
aqui mas a demonstragao pode ser encontrada com detalhes em [3].

Teorema 34 (Teorema de Tychonoff). O produto arbitrario de espacgos topolégicos
compactos munido da topologia produto, € ainda um espacgo topoldgico compacto.

Corolario 35. Se o alfabeto A é finito, entdo A é compacto.

Demonstracdo. Sabemos que A é compacto, portanto a demonstracao segue imedia-
tamente do Teorema de Tychonoff. O

Em suma, temos a maior diferenca topoldgica entre Full Shift de alfabeto finito
e infinito enumeravel: a perda de compacidade. Isso interfere diretamente no grupo de
automorfismos em cada caso, como veremos em breve.

Agora, veremos que AZ tanto de alfabeto finito quanto infinito enumeravel é
um espaco métrico, ou seja, podemos definir uma distancia no Full Shift que gera a
topologia em AZ. Vale ressaltar que ha varias distancias em AZ, entretanto ndo sao de
interesse para esse trabalho e a que sera definida é apenas para mostrar que AZ é um
espaco topoldgico metrizavel.

Definicao 36. Seja X # () um conjunto qualquer. Uma métrica em X é uma funcéo
d: X x X — R que satisfaz:

D1. d(xz,y) >0V z,y € X;

(

D2. d(z,
(
(

y) =0 <= x =y,

D3. d(z,y) =d(y,x) Vz,y € X;

Y
D4. d(xz,y) < d(x,z)+d(z,y) V¥V z,y,z € X. Essa propriedade € chamada de desigual-
dade triangular.

O par (X, d) é dito ser um espago métrico.

Consideraremos um exemplo de métrica em A%, dados = = (;)icz € ¥ = (Vi)icz
em A% defina

d(z,y) =

27% k= min{|i|, z; # u:}
Vamos verificar as propriedades de métrica:
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D1. d(z,y) € sempre maior ou igual a 0 por definicéo de d;
D2. d(z,y) =0 <= z; =y, Vi €L < x=1y;
D3. Evidente;

D4. Sejam = = (z;)icz € y = (yi)icz € SUPONhaA = # y, pOiS caso contrario é trivial.
Seja k = min{|i| : x; # y;} e considere z = (2;);cz € AZ. Temos que considerar
0S seguintes casos:

d(x,2) < d(z,y)
ou

d(z,z) > d(x,y)

No primeiro caso, temos que 277 < 27% onde j = min{|i| : z; = 2}, e conse-
quentemente temos k < j. Como até k temos x, = yx € zx = 2, Segue que
d(y,z = d(y, z)), portanto

d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) = d(z,2) + d(z,y)
No segundo caso, temos que d(y, z) > 0, logo

d(z,y) < d(z,z) = d(z,y < d(x,z)+d(z,9)
. Assim, conluimos a validade da desigualdade triangular.

Antes de falarmos da relagdo entre essa métrica e a topologia no Full Shift,
precisamos ainda conhecer quem sao o0s abertos no caso de um espago métrico para
ai encontrarmos uma relacéo dos abertos da topologia e da métrica. Para atingirmos
esse objetivo, veremos algumas definicoes e resultados que tornam possivel essa
analise, dentre eles, o primeiro é a definicdo de uma bola aberta.

Definicao 37. Sejam (X, d) um espago métrico, x € X e ¢ > 0. Definimos a bola aberta
de centro x e raio e como sendo o conjunto

By(z,e) ={y € X : d(x,y) < €}

Chamamos By(z,€) de e—bola centrada em z, ou apenas e—bola quando nao
ha risco de confusio sobre o centro.

Corolario 38. Se d é uma métrica em X, entdo a colegdo de e—bolas By(x,¢) com
x € X ee > 0 é uma base de uma topologia a qual denominamos topologia métrica
induzida por d.
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Agora que definimos bolas abertas e uma base para a topologia métrica, po-
demos por fim relacionar uma topologia com uma métrica em um espaco topoldgico
como sera feito na definicdo que segue, e logo apds essa definicao, ja temos a formali-
zagao do da afirmacgéo de que A% é um espago topologico metrizavel, independente
do alfabeto drr finito ou nao.

Definicao 39. Se (X,7) € um espacgo topologico, dizemos que X € metrizavel se
existe uma meétrica d em X que induz a topologia T, ou seja, os abertos de T podem
ser escritos como unibes de bolas abertas.

Proposicao 40. A” é espago topolégico metrizavel.

Demonstracdo. Provemos que as bolas abertas definidas por
0 LT =1y, YiEZL
27%  k =min{|i|, z; # yi}
sdo exatamente os abertos béasicos da topologia em A%, no caso, os cilindros.
Considere o cilindro definido por palavra de tamanho 2i + 1 na posigcéao p
la_;---ag---a;,, 0 elemento © = (2;)iez € [a—i - ao---a;lp, € = (3)" > 0 e defina
By(z, (3)") = Byi(x).
Afirmamos que B(%)i(x) =la_;---ap---ap.
De fato, dado y € B(%)i(x) temos d(z,y) < (3)" com y = (y;);cz, € consequen-

d(z,y) =

temente £ = min{|i| : z; # y;} > 1 e portanto z; = y; = a; com j = —i,--- i l0go,
Y€ la i ag--ag,.

Reciprocamente, se y € [a_;---ag---a;], entdo k = min{|i| : =; # v} > 1 e
portanto d(z,y) = 27* < (3)' = y € B1:(x). O

Para espacos métricos, temos algumas formas de definir conjuntos fechados
que ndo sdo validas para espacos topoldgicos, algumas dessas formas serao feitas
logo em seguida. Considere A C X nao vazio.

Definicao 41. Dado um espago métrico (X,d) dizemos que x € A C X é ponto de
acumulagdo de A se para todo ¢ > 0 tivermos By(x,e) N A/{x} # 0. Denotamos o
conjunto de todos os pontos de acumulagdo de A como sendo A'.

Defini¢ao 42. Definimos o fecho de A C X, com (X, d) espago métrico, o conjunto
A=AuA
Defini¢édo 43. Dado um espago métrico (X, d) dizemos que A é denso em X se X = A.

Veja que dessa definicao temos que A é denso em X se, e somente se, qualquer
aberto de X contém um ponto de A.

De fato, seja B(x,¢) um aberto de X com ¢ > 0. Como A é denso em X,
A=X= AUA = X, portanto, z € Aou x € A’. Se ocorrer o primeiro caso temos o
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desejado. Caso = € A’, por definicdo de A’ para todo € > 0 temos B(z,e) N A/{z} # =
e portanto temos o desejado.

Reciprocamente, como todo aberto de X contém um ponto de A, tomando
zr € X, paratodo ¢ > 0temos B(z,e)NA# (). Temosz € Aouz ¢ A. Se x ¢ Atemos
B(z,e)NA/{z} #0 =2z € A, e portanto = € AU A’, e portanto segue o procurado.

Vale ressaltar que os abertos basicos de um espago métrico sdo as bolas
abertas, e que para um conjunto ser aberto em um espago métrico (X, d) é suficiente
que

Ve € X3Je>0; By(r,e) C X

Por outro lado, os conjuntos fechados de um espag¢o métrico sdo os conjuntos
que contém seus pontos de acumulagéo, ou seja, se (X,d) € um espago métrico,
A C X éfechado se A = A.

Outro fato que é interessante e também de grande utilidade na demontragao
de resultados em espacos métricos, € que todo subconjunto fechado de um espaco
métrico compacto € também compacto. Vamos provar essa afirmacéo.

Proposicao 44. Suponha que o subconjunto A do espago métrico compacto (X, d)
seja fechado, entao F é compacto.

Demonstragcdo. Se A # () é fechado, entdo temos que A° é aberto. Considere uma
cobertura aberta {C;};c; de A. Veja que {C;},c; U A° é uma cobertura aberta de X o
qual € um espaco métrico compacto, logo admite uma subcobertura finita, digamos
Cy, -0, Cp, AC.

Temosque AC CiU---UC, U A° e como A° nao possui nenhum elemento de
A, seque que A C C1 U---UC,. Concluimos que C4, - -- , C,, € uma subcobertura finita
para A. [

Definicao 45. Se um ponto x nao for ponto de acumulacio, dizemos que © é um
ponto isolado. Em outras palavras, ©x € um ponto isolado de X se existe ¢ > 0 tal que
By(z,e)N X = {z}.

Como vimos na proposicao 12, podemos ver as bolas na métrica d definida para
A% como sendo cilindros, entio se provamos que um ponto é de acumulagéo, ou que
uma sequéncia converge para um ponto, precisamos apenas olhar para os cilindros
que contém o ponto de acumulagdo. A técnica de construir sequéncias via cilindros é
de grande utilidade para demonstracdées em um espaco Shift.

Definicao 46. Sejam (X, d) um espagco métrico e x € X. Dizemos que uma sequéncia
(xn)nen CONverge para x e denotamos x,, — = se para todo € > 0 existe ng € N tal que
sen > ny entdo x,, € By(z,¢€).
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Até o momento vimos que o Full Shift € um espaco topoldgico muito especial,
além de ser Hausdorff é também metrizavel. Olhando para A% como espago métrico,
também temos a validade de algo muito forte, que é o fato de o Full Shift ndo possuir
pontos isolados. Esse resultado € muito interessante de ser utilizado sempre que
precisamos construir uma sequéncia convergente no Full Shift, pois dado um ponto,
sempre existe uma sequéncia que converge para ele e vamos formalizar esse resultado
logo abaixo. Seguindo esse resultado, temos outra afirmacédo muito forte sobre o Full
Shift, que é o fato de ele ser sempre totalmente desconexo, como logo definiremos.

Defini¢ao 47. Um espaco meétrico (X, d) é dito ser perfeito se é fechado e ndo possui
pontos isolados.

Proposicao 48. Seja A finito ou enumeravel. Temos que A” é espago métrico perfeito.

Demonstragdo. A” é fechado, resta provar que nao possui pontos isolados. Para isso,
dado um ponto vamos construir uma sequéncia que converge para esse ponto.
Sejaz € AZcomx = ---a_japa; ---. Construa a sequéncia (z7,) tal que

zl €la_i-rap---a]VieN

com z¢ =+ x. Por construgdo temos que z,, — = quando n — oo e portanto x é ponto
de acumulagdo de A”. O

Definicao 49. Dado um espago métrico (X, d), dizemos que X € desconexo se existem
abertos A, B C X ndo vazios taisque ANB =0, AUB=X

Em outros termos, X € desconexo quando admite subconjuntos néo triviais aber-
tos e fechados simultaneamente. Usaremos esse fato para provar que AZ é totalmente
desconexo logo apés a definicao de totalmente desconexo que sera feita a seguir.

Definicao 50. (X, d) € dito ser totalmente desconexo se dado M C X com dois ou
mais elementos (M, d) é desconexo.

Proposicao 51. AZ é totalmente desconexo.

Demonstragdo. Seja M C A” tal que z,y € M. Como x # y, existe bloco z; - - - z,,, com
i,m € Z e i< mde x que difere de y na mesma posicao, N0 CasO x; - Ty, Z Yi * * * Y-

Considere o cilindro [z; - - - z,,, ] na posicao k que contém z e o cilindro C' que € a
unido de todos os cilindros que nao contém z. Note que C' N M é um aberto e fechado
de M.

Vejaque MN(CNM)=0, MNC)N[z;- 2l =0, MNC)N [z Tplr =0
e (CNM)Ux; - xn)x) = M. Logo, M é desconexo e portanto A% é totalmente
desconexo. O
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Agora, vamos definir a funcdo de maior interesse sobre um espaco Shift que é
o shift map. Esse mapeamento € de extrema importancia para a definicdo do grupo de
automorfismos de A% que ¢ o foco desse trabalho.

Definigdo 52. Seja A um alfabeto finito ou infinito enumeravel. Sobre AZ definimos o
shift map (a esquerda) como sendo a fungdo o : A* — A” dada por

o((zi)iez) = (Tiy1)iez

Veja que evidentemente o é inversivel e sua inversa o' é dada pelo shift map
a direita definido por

o (%)iez) = (Ti1)iez
Proposicao 53. o é continua.

Demonstracdo. Basta provar que a imagem inversa de um cilindro por o é um cilindro.
Para isso, dado a € A considere sem perda de generalidade o cilindro [a], de AZ e veja
que

o ([alo) = [a] 1

onde [a]_; € um cilindro de A%Z como desejado. O

Podemos ainda fazer itera¢6es do shift map tanto a direita, quanto a esquerda,
e no primeiro caso, as iteragdes sao dadas pela inversa do shift map. Intuitivamente
falando, o shift map desloca os elementos de uma sequéncia de lugar para a esquerda
e sua inversa fazem os seus elementos voltarem para a direita. A definicdo formal
desse fato estd logo em seguida.

Definicao 54. Definimos ¢ como sendo a composi¢cdo de o consigo mesmo n vezes.
De forma analoga, se n < 0 definimos ¢™ como sendo a composta de o~ consigo
mesmo n vezes.

Veja que ¢ é a fungao identidade de AZ, pois

o'=0""l=000t=1d

Definido como fazemos iteragdes do shift map tanto a esquerda quanto a direita,
estamos prontos para definir um ponto periédico, que sdo os pontos tais que quando
olhamos para uma de suas palavras em uma posicao fixada, existe um numero de
vezes tal que quando iteramos o shift map aplicado nesse ponto esse numero de
vezes e olhamos novamente para o bloco da posicao fixada, a palavra é exatamente
a mesma que olhamos antes de aplicar a funcéo shift nesse ponto. Essa € apenas a
ideia intuitiva da definicdo seguinte.
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Definicdo 55. Dado um Full Shift A%, dizemos que um ponto x ¢ A% é periddico de
periodon € 7 se

o"(z) ==

A partir de agora, sempre que falamos do Full Shift, jA vamos considerar auto-
maticamente o shift map definido sobre ele, denotamos o Full Shift com seu respectivo
shift map como sendo o par (A%, 7).

Até o momento falamos apenas do Full Shift sobre um alfabeto finito ou infinito
enumeravel, mas podemos definir o que € um subshit. H4 duas maneiras equivalentes
de definir um subespacgo do Full Shift, uma delas € via palavras proibidas e outra
depende de ser fechado e da invariancia da fungao shift, como veremos agora.

Definicdo 56. Sejax ¢ AZ. Dizemos que a palavra w ocorre em x se existem indices
i, lais que w = x; ;).

Definicdo 57. Seja AZ um Full Shift e F um conjunto de palavras sobre A. Defina
o conjunto X como sendo o conjunto de todas as sequéncias bi-infinitas que nao
possuem blocos de F.

Chamamos F de conjunto de palavras proibidas do espago topoldgico X r.

Definicdo 58. Um espaco Shift X de A” é um subespaco de A” tal que X = X para
algum conjunto de palavras proibidas F.

Quando nédo ha risco de confusdo, vamos denotar o espago Shift (X, o|x) por
(X, o) ou apenas X.

Definicao 59. Dizemos que X C AZ é shift invariante se
o(X)=X
Proposicao 60. X ¢ shift invariante.

Da mesma forma que definimos quando uma palavra ndo ocorre em nenhum
elemento de um espaco Shift, podemos definir o conjunto das palavras que ocorrem
em elementos desse espago. Vamos chamar esse conjunto de linguagem do espago
Shift.

Definicao 61. Defina paran > 1 B"(X) como sendo o conjunto de todas as palavras
de tamanho n que ocorrem em elementos de X. Definimos B°(x) = {¢} onde ¢ é a
palavra vazia.

Definicao 62. Dado X € AZ definimos a linguagem de X como sendo o conjunto B(X)
de todas as palavras de todos os tamanhos que ocorrem em elementos de X, ou seja,

BX)= ] B"(X)

ne>0



Capitulo 2. Preliminares 27

Da mesma forma que existem espacos topoldgicos com propriedades especiais
e espagos métricos com propriedades especiais, com espagos Shift ndo seria diferente.
Temos uma propriedade muito forte sobre a linguagem de um espaco Shift, chamada
irredutibilidade, o que torna os resultados sobre espacos Shift com essa propriedade
muito fortes, principalmente quando falamos do grupo de automorfismos. Esses re-
sultados serao vistos com detalhes nas préximas sec¢des, pelo momento, precisamos
apenas nos preocupar com a definicao de Shift irredutivel.

Definicao 63. Dizemos que um Shift X é Shift transitivo (ou irredutivel) se
Vw,ve B(X)Iue B(X) tal que vuw € B(X)

Resumidamente, X é Shift transitivo se para cada par de palavras na linguagem
de X existe uma palavra que torna possivel conectar essas duas palavras e essa
concatenacgdo ainda esta na linguagem de X.

A propriedade de irredutibilidade sera retomada ainda nesse capitulo quando
olharmos para a representacao de um shift por grafos, mas pelo momento, vamos
deixa-la de lado e voltar para as maneiras de definir um espago Shift. A préxima forma
de definir shift serd por uma proposicao de caracterizagao através da invarianca pelo
shift map.

Definimos um subshift como sendo um subespaco de um espaco shift com a
funcéo shift restrita.

Proposicao 64. X c AZ é subshift se, e somente se, é fechado e shift invariante.

Demonstragdo. Vamos provar que X » € fechado e shift invariante se, e somente se,
existe F C |-, A" tal que X = X,

Se que X para algum conjunto de palavras proibidas F. Se z € X entdo z
nao contém nenhuma palavra de F, entdo o(z) também ndo contém nenhum bloco de
F,isto é, 0(X) C Xx. Para ver que o(X) = X, basta tomar = = (z;);cz € Xz. Logo,
x ndo contém palavrade F e y = o~ !(z) € X, pois também ndo contém palavra de F,
Nessas condicoes, y € Xr e o(y) = =, em outras palavras, o é sobrejetor sobre Xr e
portanto, o(Xr) = Xz.

Vejamos agora que Xz é fechado. Seja (x;);cn Uma sequéncia em Xz conver-
gente, isto é, 2z — 7 com 7 € A% quando n — co. Se provamos que T € X temos
que X contém seus pontos de acumulacao e portanto é fechado. Para isso, suponha
por absurdo que T ¢ X, logo, existe j,k € Z tal que 7 ;) € F.

De 2™ — T concluimos que existe N € N tal que z" € [7}; 4]0 para todo n > N,
entao [x&k]]o = [T1]0, €M particular, Ty € F, 0 que € um absurdo com o fato de
" € X paratodo n € N. Portanto, 7 € X~.

Reciprocamente, definimos F = |, A" — B(X) e considere X » o espago shift
definido pelo conjunto de palavras proibidz;s F, vamos provar que X = Xr.
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Seja x € X, entdo x ndo contém palavra de F, ja que se w é palavra de x, entao
w € B(X) e portanto w ¢ F por construgdo de F e concluimos z € Xx.

Por outro lado, dados = = (;)icz € X € k > 0, observamos que x[_jx € B(X).
Logo, existe y*) € X que contém a palavra x[_r,,. Como X é shift invariante, podemos
tomar y*) como sequéncia definida por (y™*), _,-

Claramente (y*)) C X converve para z € A% Como X é fechado, temos que
x € X como desejado. O

A partir de agora, podemos definir grafos orientados e Shift de aresta para por
fim, poder falar de Shift Markov de Estado Enumeravel, que é definido como sendo um
espaco Shift que possui uma representacao em Shift de aresta.

Definicao 65. Um grafo orientado G consiste de um conjunto ndo vazio V =V (G) de
vértices, um conjunto ndo vazio £ = E(G) de arestas e duas fungbéesi : E — V e
t: E — V. Cada arestae € E comega em um vértice denotado pori(e) € V e termina
em um vértice t(e) € V.

Denotamos por G = (V, E,i,t) ou simplesmente G quando ndo ha risco de
confuséo.

Defini¢ao 66. Dado um grafo G = (V, E, i,t) definimos o out-degree em um vértice v
como a cardinalidade do conjunto de todas as arestas que iniciam em v.

O in-degree de v € a cardinalidade do conjunto de todas arestas que terminam
emwo.

Definicao 67. Seja G = (V, E,i,t) um grafo orientado. Definimos o Shift de arestas
sobre GG 0 conjunto

XG = {6 = (ei)iez € EZ . t(GL) = i(6i+1) Vi S Z}

Em suma, o alfabeto A agora é o conjunto de arestas do grafo orientado G =
(V, E,i,t) e as palavras do shift de aresta sdo chamadas caminhadas ou simplesmente
caminhos sobre o grafo G.

Definicao 68. Dizemos que um grafo orientado G = (V, E, i,t) é fortemente conectado
se entre duas arestas sempre ha um caminho ligando-as em cada diregcéo, e portanto
um caminho sobre o grafo G ligando-as.

Proposicao 69. Um shift de aresta X é transitivo se, e somente se, G é fortemente
conectado.

Demonstragdo. Para demonstrar esse fato, basta tomar uma aresta como palavra u
e a outra aresta como w. Por X ser transitivo existe palavra v, na linguagem de X
ligando u com w e v, palavra ligando w com w.



Capitulo 2. Preliminares 29

Reciprocamente, se G é fortemente conectado dados dois vértices v, w existe
um caminho iniciando em v e terminando em w e vice-versa. Isso € suficiente para
garantir que entre duas palavras X ha um caminho lingando-as em ambas direc¢des.

O

Pensando sobre shift de aresta e seu grafo, ndo é dificil se perguntar se existe
alguma relacao entre um espaco shift ser irredutivel e seus grafos representantes,
e é sobre isso que a proposicao enunciada anteriormente se trata, ela garante a
irredutibilidade apenas olhando para a propriedade de ser fortemente conectado de
seu grafo.

A figura a seguir nos d4 uma ideia ilustrativa de como funciona a nogao de um
grafo ser fortemente conectado, no caso sempre ha um caminho indo e voltando entre
duas arestas.

u
e — O
'\ \/Ul
v
2 w

Definicao 70. Considere um espaco shift X sobre um alfabeto infinito enumeravel.
Dizemos que X é um Shift Markov de Estado Enumeravel se possui uma representacao
como shift de aresta.

Esse € um caso especial de espaco shift, que € o mais importante para esse
trabalho, pois € sobre um Shift Markov de Estado Enumeravel que estudaremos o
grupo de automorfismos, os resultados que serdo enunciados nas proximas secdes
dependem puramente de como séo os grafos representantes do espaco shift. Nessas
condi¢cdes ndo € possivel, sem um estudo aprofundado de cada caso, garantir a vali-
dade de nenhum desses resultados sobre um shift que nao tem uma representacao
como shift de aresta.

Podemos agora analisar algumas propriedades métricas sobre um Shift Markov
de Estado Enumeravelque nao foram enunciadas até o momento.

Definicao 71. (X, d) é dito ser localmente compacto se para cada ponto x € X existe
um aberto que contém x cujo fecho é compacto.

Definicao 72. Dizemos que um espaco shift X é localmente compacto se X visto
como espaco topoldgico é localmente compacto.

Proposicao 73. Seja X um Shift Markov de Estado Enumeravel. Logo, se X é local-
mente compacto, entao todo cilindro de X é compacto.
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Demonstragéo. De fato, considere um cilindro [a], do Shift Markov de Estado Enume-
ravel X e tome w € [a]o. Como X é localmente compacto, existe aberto A C X tal que
w € Ae Aécompacto.

A é gerado por cilindos e em especial, [w] € um dos geradores de A, ja que dois
cilindros sdo sempre iguais ou disjuntos. De [w], ser aberto basico, sabemos que é
fechado, além disso, temos [w], C A C A. Logo, concluimos que [w], é compacto por
ser subconjunto fechado de compacto. O

Podemos analisar a propriedade de um Shift Markov ser localmente compacto
apenas olhando seus grafos representantes. Isso é muito importante j& que vamos
trabalhar sobre um Shift Markov de Estado Enumeravel, que € um tipo de shift es-
pecial por poder ser representado por um shift de aresta, sendo assim, em vez de
analisarmos o conjunto X como espag¢o métrico, vamos dar uma caracterizacao de
Shift localmente compacto através das arestas que chegam e saem de um vértice
de seu grafo repesentante escolhido, as quais chamamos de in-degree e out-degree
respectivamente.

Proposicao 74. Um shift de aresta X transitivo é localmente compacto se, e somente
se, todo vértice de G tem in e out-degree finito.

Demonstragdo. Para demonstrar essa afirmacao, considere o grafo G = (V, E,i,t) e
suponha que existe v € V tal que v tem out-degree infinito. Assim, podemos considerar
a sequéncia (z,),cz de arestas tal que cada z; € caminho distinto passando por cada
uma das infinitas arestas que saem de v, sem repeticoes.

Note que (z,).cz ndo admite subsequéncia convergente, pois cada elemento
esta em um cilindro distinto, e consequentemente ndao pode admitir subconjunto com-
pacto que contém v, uma vez que admite uma sequéncia onde nenhuma subsequéncia
é convergente. Obtemos assim, um absurdo com o fato de X ser localmente compacto.

Reciprocamente, tome = € X tal que € [A] com [A] um cilindro qualquer.
Qualquer sequéncia de [A] admite subsequéncia convergente pelo fato de G ter finitos
in e out-degree para cada vértice. O

A partir de agora, vamos definir mais alguns conceitos preliminares sobre um
espaco Shift que iremos utilizar ao decorrer desse trabalho, e alguns resultados topo-
l6gicos necessarios para isso.
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Definicao 75. Definimos a orbita de = € (X, o) como sendo o conjunto

Orb(z) ={c"(z)ln € Z} C X

Definicao 76. Definimos o conjunto o — orbita de X por
Orb(X) = {Orb(z)|z € X}

Definicao 77. Dado um espaco Shift X, definimos a orbita a esquerda e a direita
respectivamente pelos conjuntos

Orb™ = {o "(x)|n € N/{0}} e Orb* = {o™(x)|n € N/{0}}

Definicao 78. Dizemos que x € X é um ponto Doubly transitive se Orb—(x) =

Orbt(z) =X

Definicao 79. Seja X um espaco Shift. O conjunto dos pontos Doubly Transitive é
dado por

DT (X) ={z € X|Orb—(x) = Orb*(z) = X}

Se X for transitivo, entdo podemos provar que DT'(X) € denso em X. Vejamos
a demonstragéo.

Proposicao 80. Se X € espaco Shift transitivo entdo DT (X)) é denso.

Demonstracdo. De fato, suponha que X é transitivo, e seja C' = {[C4],[Cs],---} 0
conjunto de todos os cilindros que geram a topologia em X, o qual é enumeravel ja
que o alfabeto é enumeravel.

Construa a seguinte sequéncia:

ol = O

2= . CuCy- -,

gt = CLun Oy - - CiwiCigq - - -

E assim sucessivamente, onde w; € uma palavra ligando C; com C;,, a qual
existe pois X é transitivo. Note que =z — x onde x esta contido em todos os dos
cilindros, e como X é fechado, segue que = € X.

Além disso, veja que orb™(x) e orb*(z) sdo densos em X por construgéo e
portanto x € DT(X). Concluimos que DT(X) # (. Resta provar que DT'(X) é denso,
mas veja que se x € DT (X), entdo orb~(x), orb™(x) C DT(X) 0s quais ja sdo densos
em X, portanto DT'(X) temos o desejado. O
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Nessa demonstragao fica claro o fato da importancia de um espago Shift ser
perfeito, ou seja, ndo possuir pontos isolados, pois aqui quando tomamos um ponto
€ possivel construir uma sequéncia que convirja para ele. Na proxima demonstragao
nao é diferente, novamente também vamos usar o fato de que as orbitas negativas e
positivas de = nao possuem pontos isolados.

Proposicao 81. Seja X um espaco shift qualquer. Dado x € X, temos x € DT (X),
com X se, e somente se, todo bloco w € B(X) esta contido infinitamente em x(_.. o) €

x[O,oo)-

Demonstragdo. Suponha por absurdo que existe w € B(X) tal que w aparece finitas
vezes em zjy ). Nesse caso, existe n € N tal que w ¢ 0" (z)0,«)), OU S€ja, existe
elemento de orb*(z) que ndo é ponto de acumulagéo, o que é um absurdo, pois
orb*(x) é denso em X.

Para z(_, se demonstra de forma analoga.

Reciprocamente, se W € B(X) esta contido em z(_.. € zj) Para todo w,
temos que as orbitas de = séo densas e portanto = € DT(X). N

Agora que temos esse resultado, podemos provar que DT'(X) ser denso implica
em X ser transitivo, pois dado G um grafo que representa X, e u, w caminhadas finitas
em G. Dado = € DT'(X), sabemos que u e w estéo infinitamente contidos em z ) €
T(—0,0- LOQO, existe palavra entre w e u e vice-versa. Concluimos que X € transitivo.

E importante observarmos que essa demonstracdo e todas as outras feitas
para espacos Shift, independem de o alfabeto ser finito ou infinito enumeravel, pois
€ evidente que vale para ambos os casos. Lembrando que a unica grande diferenca
entre um espago Shift de alfabeto finito e um de alfabeto infinito enumeravel, é a perda
da compacidade no segundo caso Sendo assim, qualguer demonstracao que nao
necessita de compacidade, pode ser reproduzida para os casos, inclusive as préximas
definicoes e resultados, que tratam sobre os pontos periddicos de um espaco Shift.

Defini¢ao 82. Dado um espaco Shift X definimos Per,(X) comn € N como sendo o
conjunto dos pontos periddicos de periodo n de X. Em termos matematicos

Per,(X)={r € X :0"(z) =z}
Definicao 83. Definimos também para um espaco Shift X o conjunto

Per(X) = U Per,(X)

Proposicao 84. Se um espaco Shift X transitivo sobre um alfabeto finito ou infinito
enumeravel, entdo Per(X) é subconjunto denso e enumeravel de X .
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Demonstragéo. De fato, Per(X) é enumeravel pois existe uma quatidade enumeravel
de blocos de tamanho finito para gerar todos os pontos periddicos.
Para provar que é denso, para todo n € N construa o ponto periédico

:En T e e e wOCle DY an'I’LOlwl P wn—lcnwn ...

com w sendo a palavra de ligacao entre C, e 1, a qual existe pois X é transitivo, e
{C; }ien sendo cilindros do conjunto enumeravel de todos os cilindros de X.

Note que |, cn{7"} C Per(X) € denso em X e segue que Per(X) é denso em
X como desejado. O

2.2 SOBRE SHIFT MARKOV DE ESTADO ENUMERAVEL

Agora, vamos dar inicio aos conceitos preliminares sobre o grupo de automorfis-
mos de um Shift Markov de Estado Enumeravel, para mais adiante podermos enunciar
os resultados que, de fato garantem, que o grupo de automorfismos de um espacgo
Shift sobre um alfabeto finito € no maximo enumeravel. Os conceitos fundamentais
para a definicdo desse grupo séo a definicdo de homeomorfismo e quando uma fungao
comuta com o shift map, que sao as duas préximas definicdes respectivamente.

Defini¢ao 85. Sejam X e Y conjuntos ndo vazios. Um homeomorfismo é uma fungéo
f: X — Y que é continua, inversivel com inversa continua.

Definicao 86. Sejam X e Y espacos Shift sobre os alfabetos A e B respectivamente
e ¢: X — X. Dizemos que ¢ comuta com o shift map se

poox =o0yo¢

Definicao 87. Dado um espaco Shift X, dizemos que ¢ : X — X € um automorfismo
se é um homeomorfismo que comuta com o shift map.
O conjunto de todos os automorfismos em X é denotado por Aut(o).

E importante notar que Aut(o) # (), pois pelo menos o™, paratodon € Z, séo
automorfismos. Vamos agora definir um grupo e provar que Aut(o) é de fato um grupo
sobre a operagdo composigédo. Esse é o conceito primordial desse trabalho e € sobre
0 grupo de automorfismos de um Shift Markov de Estado Enumeravel que procuramos
resultados relevantes.

Defini¢ao 88. Seja G um conjunto e « uma operagao bindria definida sobre G. O par
(G, *) é dito ser um grupo se satisfaz as seguintes propriedades:

Associatividade: Para quaisquer a,b,c € G,

ax(bxc)=(ax*xb)x*c
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Existéncia do elemento neutro: Existe um elemento ¢ € G tal que para todo a € G
exag=a*xe=a
Existéncia do elemento simétrico: Para qualquer a € G existe a' € G tal que
axa =d xa=ce
Proposicao 89. Para qualquer espaco Shift X, Aut(c) é um grupo com a operagao
CoOmposIicao.

Demonstragdo. Sejam ¢, p, v € Aut(o).
Associatividade:

(@op)or(r) =(dop)(¥(x) = dlp(¥(2))) = d(poi(z)) = ¢o(poy)(z)

Existéncia do elemento neutro:
Defina Id : X —s X por Id(z) = z. E evidente que Id & homeomorfismo e

Idoo(z) =Id(o(z)) =o(x) =o(ld(x)) = oo Id(x)
Logo, temos que Id € Aut(o). Aléem disso, Id € o elemento neeutro procurado:
Ido¢(x) = 1d(¢(z)) = d(x) = ¢(ld(x)) = ¢ o Ld(x)

Existéncia do elemento simétrico:
Sabemos que se ¢ € Aut(c) entdo existe ¢~ e é evidentemente um homeo-
morfismo. Afirmamos que ¢! € Aut(o), para isso, provemos apenas que comuta com

g.

dloog=¢ploocopop t=¢plopoocop t=Idocogp t=0co0¢ !
]

Agora podemos dar inicio aos resultados sobre o grupo de automorfismos de um
espaco shift, veremos com um pouco mais de detalhes que o grupo de automorfismos
de um espaco Shift sobre um alfabeto finito €, no maximo, enumeravel. Para isso,
vamos precisar da definicdo de Sliding Block Code.

Suponha que = = (z;);cz € um elemento de um espago shift X sobre o alfabeto
finito A. Vamos “transformar” o elemento x em um novo elemento y = (y;);cz sobre o
alfabeto U/ formado por blocos da seguinte maneira: Sejam m,n € Z com —m < n. Para
obtermos a i—ésima coordenada da sequéncia y usamos a funcao ¢ que depende da
“‘janela” de coordenadas de = de i — m até i + n, onde ¢ : B, ,1(X) — U € uma
funcdo que leva blocos em blocos fixada, chamada (m + n + 1)—bloco. Temos

Yi = q)(iUifm%me o '$i+n) = (I)(x[i—m,i—i-n])
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Definicao 90. Seja X um espaco Shift sobre A e ¢ : B,,,,.1(X) — U uma fungdo
bloco. Entéo a fungao
6 X — Ut

definida por y = ¢(x) com y; dado por
Yi = P(TimmTimma1 - Tign) = P(Ti—m,itn))

é chamada Sliding Block Code (SBC) induzido por ® com memaria m e antecipacao n.
Denotamos ® = ®5,™" ou simplesmente ®., quando ndo ha risco de confuséo
sobre o valor da memoria.
Se ndo especificamos a memodria, por convensdo é 0. Se Y é espago Shift
contido em U* escrevemos

p: X —Y

Quando estamos sobre um alfabeto finito, temos um resultado muito forte sobre
a caracterizagcdo de um SBC. No caso, uma fung¢édo entre dois espagos Shift € um
Sliding Block Code se, e somente se, é continua e comuta com o Shift map, como é
enuncado e demonstrado no proximo teorema.

Teorema 91 (Curtis-Hedlund-Lyndon). Sejam A e B alfabetos finitos e X, Y espacos
shift sobre A e B respectivamente. Uma aplicacdo ¢ : X — Y é SBC se, e somente
se, é continua e comuta com o shift map.

Demonstracdo. A demonstragdo desse teorema pode ser encontrada em [4]. O

Veja que o teorema de Curtis-Hedlund-Lyndon nos diz que dados X e Y espacos
Shift sobre os alfabetos A e B respectivamente, Se ¢ : X — Y é SBC entdo ¢pooy =
Oy 0 ¢.

Com esse resultado, podemos pensar sobre o grupo de automorfismos de um
espaco Shift sobre um alfabeto finito, pois para ser automorfimo, é necessario que
seja um homeomorfimo que comuta com o shift map. Evidentemente, o conjunto dos
automorfismos é um subconjunto do conjunto dos SBC, resta agora sabermos qual a
cardinalidade do conjunto de SBC. Para isso, vejamos outro resultado de caracteriza-
cao de SBC que nos auxiliara ver que temos no maximo enumeraveis SBC.

Proposicao 92. Sejam X eY espacos Shift sobre os alfabetos A e B respectivamente.
¢: X — Y é SBC se, e somente se, poox = oy o ¢ e existe N > 0 tal que ¢(z), €
uma fungdo de x_y nj-

Demonstragdo. Supondo que ¢ é SBC, do lema e da definicdo temos o desejado.
Reciprocamente, defina a fungao (2N +1)—bloco ® por ®(w) = ¢(x), onde x € qualquer
ponto em X tal que z_y x; = w. E evidente que ¢ = oL, 0



Capitulo 2. Preliminares 36

Da proposi¢ao anterior, concluimos que um SBC definido de X em X é definido
por regras locais de palavras com tamanho 2N + 1 para algum N > 0. Do fato de
estarmos sobre um alfabeto finito, podemos concluir que a quantidade de SBC é no
maximo enumeravel, podendo ser até finita depende do espaco Shift. Sendo assim,
o grupo de automorfismos de um Shift sobre um alfabeto finito que esta contindo no
conjunto de SBC desse Shift, € no maximo enumeravel.

Definimos um Shift of Finite Type como sendo um espago Shift sobre um alfabeto
qualquer cujo conjunto de palavras proibidas é finito, e denotamos (SFT).

Sobre o automorfismos de um SFT, temos por [1] que Aut(c) de um SFT sobre
um alfabeto finito ou infinito enumeravel é infinito enumeravel.

Agora, podemos dar inicio aos resultados sobre o grupo de automorfismos de
um Shift Markov de Estado Enumeravel, mas para isso, vamos primeiro definir o grupo
de permutagdes e sua cardinalidade. Utilizaremos esse grupo em varias demonstra-
¢Oes para falarmos da cardinalidade e de subgrupos que ocorrem em Aut(c) de um
Shift Markov de Estado Enumeravel.
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3 RESULTADOS INICIAIS SOBRE O GRUPOS DE AUTOMORFISMOS DE UM
SHIFT MARKOV DE ESTADO ENUMERAVEL

Nosso primeiro resultado nos diz que a cardinalidade do grupo de automorfis-
mos de um Shift Markov de Estado Enumeravel transitivo € no maximo 2% que é a
cardinalidade dos numeros reais. Quando garantimos que o Shift Markov de Estado
Enumeravel ndo é localmente compacto, a cardinalidade sera exatamente 2%, como
sera demonstrado no segundo resultado. Para tais demonstracdes, necessitamos a
definicao do grupo de permutacdes. que sera feita logo a seguir.

Definicao 93. Definimos S» como sendo o conjunto de todas as bijegcbes de F em F
onde F é enumeravel, em outras palavras,

Sy =Af:F — F: fé bijecio}
Chamamos Sr de grupo de permutacées de F.

Definicéo 94. Denotamos S ; 0 subgrupo de Sr de permutagées finitas, isto &, f(n) #
n para finitos n.

Proposicao 95. A cardinalidade de Sy é 2% .

Demonstragdo. De fato, suponha que seja enumeravel e considere (f;);cy Sua enu-
meragao. Construindo f tal que f(i) # f;(i) para todo i natural, com f(j) # f(i) para
todo j < i natural, temos que f € elemento de Sy que por construcao nao esta na
enumeracgao, o que € um absurdo com o fato de Sy ser enumeravel. Concluimos entao
gue a cardinalidade de Sy é 2. ]

Proposicao 96. A cardinalidade de Sy ¢ € N, ou seja, € enumeravel e portanto possui
mesma cardinalidade de N.

Demonstragdo. Considere (f});cy todas as fungdes que diferem apenas uma variavel,

7

(f?)ien todas as fungdes que diferem em duas variaveis e prossiga assim sucessiva-

()

mente. Veja que

f117f217f3}7 7fz'17fi2

é uma enumeragao para Sy, ;.
U

Proposicao 97. O grupo de automorfismos de todo shift Markov de estado enumeravel
transitivo é isomorfo a um subgrupo de Sy e portanto, tem cardinalidade no maximo
A
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Demonstragdo. Do fato de X ser transitivo segundo a Proposicao 85, temos que
Per(X) é enumeravel e denso em X e cada automorfismo ¢ € Aut(oc) é comple-
tamente determinado por sua acdo em Per(X). No caso, ¢,p : X — X tais que
¢’Per(X) = p|Per(X) nos da ¢ = p.

Defina F' : Aut(c) — Sper(x) COMO F(¢) = ¢|per(x). Note que F' € injetora, e
portanto, Aut(c) < Sper(x). Veja que Per(X) = N uma vez que Per(X) é enumeravel,
l0g0 Sper(x) = Sn. Segue que |Aut(o)| < 280 O

A ideia geral dessa demonstracao foi encontrar um subgrupo do grupo de au-
tomorfismos de mesma cardinalidade que contivesse o grupo de automorfismos, para
assim garantir que a cardinalidade era no maximo 2.

Como mencionado anteriormente, o préximo resultado fala sobre o grupo de au-
tomorfismos de um Shift Markov de Estado Enumeravel transitivo que néo é localmente
compacto. A ideia intuitiva da demonstracéo € tomar um vértice que possui out-degree
infinito, construir a partir disso um conjunto enumeravel de automorfismos distintos que
é subgrupo de Aut(o), contruir sobre esse subconjunto os produtos infinitos de seus
elementos 0s quais serdo todos automorfismos e ver que o conjunto desses produtos
tem cardinalidade 2% como desejado. A demonstragdo para in-degree é feita de forma
anéloga.

Teorema 98. Todo Shift Markov de Estado Enumeravel transitivo e ndo localmente
compacto tem um grupo de automorfismo de cardinalidade 2.

Demonstracdo. Sabemos da Proposicao 20 que se X é transitivo e localmente com-
pacto entdo G = (V, E), o grafo que representa X, tem in-degree e out-degree finito.
Nesse caso, se X é nao localmente compacto, entdo existe v € V tal que v tem out-
degree infinito (a demonstracao poderia ser feita para in-degree infinito e € analoga).

Seja {¢;| € N} C E o conjunto de out-degree de v. Para cada j € 3N escolha
o menor caminho p; de t(e;) voltando para v (isso € possivel pois G é fortemente
conectado) e defina p; = () se t(e; = v). Isso nos da um conjunto de infinitos loops
distintos /; = e;p; no vértice v.
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Use as arestas ¢; j € 3N como marcadores para definir ¢, : X — X mudando
0S blocos I3;_sls;_1e3; para ls;_1ls;_oes;.

Por construcdo, nenhum caminho p;, j € N pode conter uma aresta e;, i € N.
Isso garante que nenhum loop /;, j € 3N contém qualquer aresta e;; e dois loops néo
possuem overlap, em outras palavras, nao possuem sobreposi¢do. Logo ¢; estd bem
definida.

¢; € automorfismo, pois € sequencialmente continua, inversivel com inversa
continua e evidentemente comuta com a fungéo shift.

Assim, construimos um conjunto enumeravel de automorfismos distintos {¢;|i €
N} C Aut(o).

Agora, considere os produtos infinitos de ¢; € mostraremos que para toda
sequéncia (ax)ren C {0,1}" existe um automorfismo bem definido p(,,) = [,y @5

Automorfirsmos distintos ¢; agem em blocos disjuntos terminados em e3;. Os
¢; comutam entre si e o produto infinito p(,) € definido independentemente de outra
composicao.

Temos )

(Pan)” = (Haﬁ?) =[[oi"=1d
€N 1€N

€ Py (X) C X, concluimos que p,,) é sobrejetora. Note que p(,,) € também
injetora, pois cada ¢; € injetor. Além disso, como cada ¢; comuta com shift-map, p(,)
também comuta. Como ¢? = Id temos que p@i) = Play)-

Precisamos provar que p(,,) € continua (e portanto, Pla i) é continua e temos p,,)
automorfismo).

A continuidade de p(,,) segue do fato de que cada entrada ¢;* € continua.

Duas sequéncias distintas (a;) e (b;) em {0, 1}" definem automorfismos distintos
Play) Py~ Para i € Ntal que a; # b; € ponto x = (l3;_alsi—1e3;p3)™ € X onde psi € 0
menor caminho de t(eg;) voltando para v, tem diferentes imagens sobre p(,) € p,)-

Veja que {p,)|(ax) C {0,1}} é subgrupo de Aut(c) de mesma cardinalidade
de {0, 1} que é 2. como desejado. O

Veja que a propriedade de o grafo ser transitivo é de suma importancia para os
caminhos estarem bem definidos, pois sem garantir que os caminhos que construimos



Capitulo 3. Resultados iniciais sobre o grupos de automorfismos de um Shift Markov de Estado
Enumeravel 40

na demonstracao de fato existem, ndo podemos falar muito sobre a cardinalidade do
grupo de automorfismos.

Agora vamos iniciar uma série de definicbes que serdo necessarias para definir
a propriedade FMDP, a qual é de suma importancia para a analise da cardinalidade
do grupo de automorfismos como veremos nos resultados posteriores.

Definicao 99. Dizemos que um par de caminhos distintos p, q é doublepath se eles pos-
suem o mesmo comprimento e mesmos vértice inicio e vértice de término. Denotamos

por [p; q|.

A figura que segue nos da uma ideia intuitiva do que € um doublepath e deixa
claro que da definigao temos que [p; q] = [g; p].

Definicao 100. Dois double paths [pi;qi]| € [p2; ¢2] S&0 edge-disjoint se o conjunto de
todas arestas de p, e ¢, é disjunto do conjunto de todas arestas de p, e q,, caso haja
um caminho ciclico, assumimos apenas a menor caminhada sobre esse caminho e
desconsideramos as outras

Definicao 101. Um grafo orientado fortemente conectado tem a pripriedade Finitely
Many pairwise edge-disjoint Double Path FMDP se contém no maximo finitos pares
doublepaths edge-disjoint.

O préximo teorema nos fala sobre como é a cardinalidade do grupo de automor-
fismos na auséncia e na presenca da propriedade FMDP, nos dando uma caracteriza-
¢ao sobre quando Aut(o) € enumeravel.

Teorema 102. Sgja X Shift Markov de Estado Enumeravel, transitivo e localmente com-
pacto. Aut(o) tem cardinalidade X, se, e somente se, qualquer grafo que representa X
& FMDP. Caso contrario, Aut(c) tem cardinalidade 2™°.

Para a demonstracao desse teorema, necessitamos trés lemas, os quais enun-
ciaremos e demonstraremos a seguir. O primeiro deles demonstra a segunda parte
do teorema, no caso na auséncia da propriedade FMDP a cardinalidade do grupo de
automorfismos é exatamente 2%0.
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Lema 103. Seja X qualquer representacao de um Shift Markov de Estado Enumeravel
transitivo e localmente compacto, onde G contém infinitos edge-disjoint doublepaths.
Entdo Aut(c) tem cardinalidade 2%°.

Demonstragdo. Como X é irredutivel e localmente compacto, temos que o grafo G
representante de X é fortemente conectado e localmente finito.

Seja P := {[p;;¢;] : © € N} um conjunto infinito de pares doublepaths edge-
disjoint em G. Para cada [p;; ¢;] escolha uma aresta marcadora e; iniciando em t(p;) =
t(¢;), no caso néo contida nesse doublepath.

Di
/ AN e;
[ ] o —
NG S

Note que isso é possivel pois G tem infinitos doublepath edge-disjoint e G é
fortemente conectado, entdo existe aresta iniciando em t(p;) = t(¢;) que ndo é aresta
de [p;; qil-

Pegue a aresta marcadores e use o doublepath ampliando o término com a
aresta e; no lugar de [p;; ¢;], 0 qual ndo necessariamente é um doublepath.

Dessa forma, construimos indutivamente um subconjunto () C P de doublepaths
disjuntos [p;e;; ¢;e;] tal que todas as arestas marcadores séo distintas e nenhuma ocorre
em qualquer doublepath em @ (pois sdo doublepaths edge-disjoint).

Seja @y = @. Escolha [p; ¢q] € P e defina Q1 = QoU{[p; ¢]}. Como G é localmente
finito, ha um ndamero finito de elementos em P com marcadores que fazem parte de
[p; q]. Remova esse subconjunto finito. Sobram ainda infinitos doublepath em P.

Prosseguindo assim por indugao, temos o conjunto @ = {[p;; ¢;]; 1 € N}.

Para toda sequéncia (ax)ren € [[{0,1} defina a fungéo p,) : Xe¢ — X¢
trocando cada bloco p;e; e ¢;e; em X, se e somente se, a; = 1.

P(ay,) ©Sta bem definida, pois usamos marcadores distintos e pela propriedade
edge-disjoint de todos doublepaths [p;; ¢;] € Q.

Além disso, p(,,) comuta com o por construgéo, e é bijegdo com inversa sendo
ela mesma.

Sequéncialmente € possivel ver que p(,,) € continua.

Como p,,) é bijecdo continua com inversa continua, e comuta com o, temos
que p(,,) € automorfismo.

Isso mostra a existéncia de um subgrupo {p(,); (ax) € {0,1}"} C Auto de
cardinalidade 2% como desejado.

O

A ideia geral da demonstracéao foi, da mesma forma que o Teorema 101, construir
algum conjunto de automorfismos distintos que dependem de doublepaths estendidos
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por arestas marcadoras, cuja cardinalidade & 2™.
Para o proximo lema precisamos da nogao de F' — esqueleto de uma sequéncia
bi-infinita, pois vamos dar uma caracterizacdo de FMDP através do seu esqueleto.
Seja F' ¢ A um subconjunto do alfabeto A. O F-esqueleto de um ponto = € A”
€ 0 mapeamento k, : Z — F definido por k, = x; se x; € F e 1 (indefinido) caso
contrario.

Lema 104. Um grafo localmente finito e fortemente conectado G = (V, E) cumpre
FMDP se, e somente se, existe um conjunto finito F' C E de arestas, tal que toda
caminhada doubly-transitive sobre as arestas de G sdo unicamente determinadas por
seu F' — esqueleto.

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, assuma |E| = ¥, pois caso contrario £
é finito e portanto ja temos o desejado.

Suponha por absurdo que G ndo é FMDP, entdo para todo subcojunto finito
F=A{fi, f2, -, fu} C E existe um doublepath [p; ¢| que nao contém nenhuma aresta
de F', uma vez que ha infinitos doublepaths disjuntos. O caminho p ocorre infinitamente
em uma caminhada sobre cada doubly-transitive.

Mudando p pelo bloco ¢, temos outra caminhada sobre outro doubly-transitive,
que obviamente tem o mesmo esqueleto, ja que comecam e terminam no mesmo
vértice.

Reciprocamente, suponha que P = {[p,;¢.];1 < n < N} é um conjunto finito
maximal de doublepaths edge-disjoint em G, o qual cumpre FMDP.

Seja F' C E a unido de todas arestas que aparecem em elementos de P. Note
que F' é um conjunto finito.

Suponha por contradicdo que ha duas caminhadas doubly-transitive =,y €
DT (X¢) com o mesmo F — esqueleto.

Existem coordenadas i < j € Z tais que z;_1 = vy;_1, Tiy1 = Yis1 € F com
Teye & FYi <k < jewxp; # vy, POIS x # y. Isso implica a existéncia de um
doublepath [z} ;1; v;:,] de tamanho j — i + 1 conectando t(x;—1) = t(yi—1) € i(xi—1) =
i(y;—1) que é edge-disjoint a todo elemento em P o que € uma contradicdo de acordo
com a maximalidade de P.

O

Lema 105. Segja X Shift Markov de Estado Enumeravel transitivo e localmente com-
pacto, representado por G = (V, E). Suponha que existe um conjunto finito F C E de
arestas tal que cada ponto doubly-transitive em X € unicamente determinado por seu
F — esqueleto, entdo Aut(o) € infinito enumeravel.

Demonstragdo. Temos que G é fortemente conectado e localmente finito com |E| = X,.
Note que Aut(o) tem cardinalidade pelo menos X,.
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Como DT'(X) € denso em X, todo automorfismo p € Aut(o) € unicamente
determinado por sua acdo em pontos de DT(X). E suficiente mostrar que existe no
maximo enumeraveis restrigdes p|pr(x) possiveis.

Seja F C FE conjunto finito como no enunciado. X localmente compacto nos da
que todo cilindro [e] com e € E é compacto e aberto.

A pré-imagem p~'([e]) também é compacta e aberta para qualquer p € Aut(o),
e portanto, pode ser coberta por um conjunto finito de cilindros. Escolha a cobertura
minimal de cardinalidade m; € N,Vf € F"

mg

p () = sl

i—1

combs, € B(X) eny, €Z.
Como p comuta com o, temos:

3

f

P([0pilnsvr) CUflk = p([bpsln;,;) Vi<1<mgpek €Z
1

.
I

Conhecer essa pré-imagem de cilindros {[b;,],,,|1 <i < m;} paratodo f em F
€ equivalente a conhecer todo o0 F' — esqueleto na imagem de todo ponto em X sobre
p-

Seja M o conjunto de todas fungbes n : FF — {C C C(X)||C| < oo}, definido
por u(f) = {[br.ilnrill < i < m;} onde C(X) denota o conjunto enumeravel de todos
cilindros de X. Evidentemente {C C C(X)||C| < o} é enumeravel e portanto, M
também é.

Agora, note que uma funcao x € M induz no maximo um automorfismo, pois
elementos distintos de F terdo cilindros distintos, sendo assim, dados «, 5 € Aut(o)
distintos, temos que u(«) # u(B) e portanto, temos uma injetividade de Aut(o) para M.

O

O Lema 1 nos diz que se X é Shift Markov de Estado Enumeravel, localmente
compacto mas nao cumpre FMDP, entdo Aut(c) tem cardinalidade 2%, que prova a
segunda parte do Teorema 2, por outro lado, o Lema 3 nos da condicbes para que
Aut(c) tenha cardinalidade X, e o lema 2 caracteriza quando um grafo cumpre FMDP.

Para provar a primeira parte do teorema, basta notar que X cumpre FMDP se,
e somente se, cumpre a condi¢gdo do Lema 3 a qual equivale a dizer que a cardinali-
dade de Aut(o) € N, em particular, veja que a cardinalidade de Aut(c) independe da
representacao do Shift escolhida.

Como consequéncia dos lemas anteriores, temos resultados sobre a topologia
compacta-aberta em Aut(o). Essa topologia é construida de sub-bases da forma

S(C,U) = {p € Aut(o) : p(C) C U}
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onde C' C X é compacto e U C X é aberto.

Para Shift Markov de Estado Enumeravel essa topologia ndo é necessariamente
discreta, como veremos no colorlario a seguir nos dando uma caracterizagdo sobre
quando é discreta ou nao.

Corolario 106. Seja X Shift Markov de Estado Enumeravel transitivo e localmente
compacto. A topologia compacta-aberta em Aut(o) é discreta se, e somente se, Aut(o)
tem cardinalidade X,.

Demonstragdo. Todo automorfismo p € Aut(o) € unicamente determinado fixando
o conjunto finito de cilindros {[B;;|li = 1,--- ,m¢} para qualquer f no conjunto F-
esqueleto. Desde que p induz uma bijecdo nos pontos periddicos, ndo é possivel ter
outro automorfismo cuja pré-imagem de cilindros contém aquele p para todo f em F.
Portanto, {p} pode ser expressado como uma intersecao finita de sub-bases.
Reciprocamente, suponha que Aut(o) ndo € enumeravel. Entdo toda representagao
de grafo contém um conjunto infinito de doublepaths edge-disjoint, segundo o Lema
anterior. Para um automorfismo p(,, ) como definido em Lema 1, precisamos fixar a agéo
em todos doublepaths, mas isso sé € possivel via intersecao infinita de sub-bases, pois
dada intersecdes finitas de sub-bases, teremos uma acéao fixa de um automorfismo em
um conjunto finito de doublepaths. Sendo assim, conncluimos o desejado. O

Entdo podemos ver que a propriedade FMDP nao s6 governa a cardinalidade
de Aut(c) mas também a estrutura topoldgica de Aut(c) para Shift Markov de Estado
Enumeravel localmente compactos.

Até o momento, vimos que a cardinalidade de Aut(c) de um Shift Markov de
Estado Enumeravel transitivo € no maximo 2, que é enumeravel se, e somente se,
cumpre FMDP e é exatamente 2% caso contrario ou caso nido seja localmente co-
mapcto.

No préximo capitulo, veremos que quando temos a propriedade FMDP sobre os
grafos representantes do Shift Markov de Estado Enumeravel, temos também um forte
impacto na estrutura de subgrupo do grupo de automorfismo.
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4 SHIFT MARKOV LOCALMENTE COMPACTO DE ESTADOS ENUMERAVEIS

Essse capitulo tem por objetivo encontrar uma caracterizacao mais geral de
FMDP para dessa forma, termos uma representacao generalizada do Shift Markov de
Estado Enumeravel localmente compacto com grupo de automorfismos enumeravel.
Mas antes disso, relembremos como definir uma compactificagao.

Definicao 107. Seja X um espaco topologico localmente compacto, a extensdo de
Alexandroff de X é um espago compacto X* junto com um mapeamento injetivo aberto
c: X — X* tal que o complemento de X em X* é um unico ponto denotado por ~.

Chamamos a fungdo ¢ de compactificacdo se, e somente se, X € ndo compacto
e é localmente compacto. Para X dessa forma, chamamos a extensao de Alexandroff
de compactificagdo de 1 ponto.

Definicao 108. Para um Shift Markov de Estado Enumeravel localmente compacto e
transitivo (X, o) definimos a comactificagdo de 1 ponto (X,, 00) onde Xy = X U {co}
compactificacdo de Alexandroff e homeomorfismo o, : Xo — X, extensdo candbnica
de o como oy|x = 0 € gp(0) = 0.

Temos que o, € expansivel, os detalhes serdo omitidos neste trabalho mas
podem ser encontrados em [5]. Temos que (X, 0p) € subshift de um espago shift se, e
somente se, qualquer representacao de grafo de X em um grafo localmente compacto
e fortemente conectado G = (V, E') contém um conjunto finito ' C FE de arestas tal
que:

(1) Cada caminhada bi-infinita sobre as arestas de GG contém uma aresta de F;

(2) Para qualquer par de arestas ¢, d € E e n € N existe no maximo um caminho
p=ce---e,talquei(e;) =t(c), t(e,) =i(d) ee; ¢ Fparatodoi=1,--- ,n;

(8) Para toda aresta ¢, € F existe no maximo um raio r = (e;);>0 cOm ¢; ¢ F
para todo i > 1 e no maximo um raio [ = (e;);<o cOM ¢; ¢ F para todo i < —1.

Em geral o0y n&o pode ser expandida (novamente, os detalhes dessa afirmacéao
serdo omitidos mas podem ser encontrados em [5]), e como consequéncia disso temos
que a compactificagdo (Xo,009) € um espagco meétrico que nao necessariamente €
subshift de algum espaco shift, ou seja, quando iteramos dois pontos distintos, pode
ser que eles fiquem cada vez mais afastados. Nosso primeiro resultado mostra que a
propriedade (2) citada anteriormente é equivalente a propriedade FMDP.

Proposicao 109. Um grafo G fortemente conectado e localmente finito cumpre (2) se,
e somente se, é FMDP.

Demonstragéo. Primeiro, considere G fortemente conectado e localmente finito que
cumpre (2). Provemos que é FMDP.
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Suponha que existem infinitos pares de doublepaths edge-disjoint em G. Para
cumprir (2), o conjunto F' precisa conter ao menos uma aresta de cada doublepath,
ja que existe no maximo um caminho que ndo tem aresta de F’, e isso contradiz a
hipétese de F' ser finito.

Reciprocamente, supondo que a propriedade FMDP seja cumprida, seja P o
conjunto maximal finito de doublepaths edge-disjoint em G.

Defina F={ec E| 3 [p;qe P:ecpVeecq}C E,sendo aunido de todas
arestas que ocorrem em elementos de P. Desde que P é maximal, todo doublepath
em G contém uma aresta do conjunto finito ', isto €, satisfaz (2). O

O lema seguinte nos diz que as trés propriedades anteriores de caracterizacao
ndo sao independentes entre si, no caso, satisfazer 3 implica satisfazer 1.

Lema 110. Todo grafo fortemente conectado, localmente finito contém um conjunto
finito de arestas que cumpre (3), automaticamente satisfaz (1).

Demonstragéo. Seja G = (V, E) grafo orientado como dito no enunciado e F C E
conjunto finito que satisfaz (3). Suponha que a propriedade (1) ndo é satisfeita, isto &,
existe um conjunto infinito W = {w’ € X¢|i € N} de caminhos bi-finitos tal que nenhum
conjunto finito de arestas € suficiente para conter uma aresta em .

Note que W precisa ter infinitos elementos, pois caso contrario poderiamos facil-
mente incluir uma aresta de cada caminho no conjunto finito £’ e teriamos o desejado.

Podemos supor sem perda de generalidade que quaisquer dois elementos
w',w’ € W sdo diferentes sobre translagdo, ou seja, Vk € Z, o*(w') # of(w?), e
nenhum w*® contém aresta de F' (ja que F é finito).

Afirmamos que os elementos de W séo pares edge-disjoint. Suponha por ab-
surdo que existe uma aresta e € w' tal que e € w’ com i # j ramifica em algum lugar
antes (ou depois) de e. Isso nos da dois caminhos infinitos distintos a direita (ou es-
querda), pois o*(w’) # w?, terminando (comegando) em e que ndo contém aresta de F,
0 que é um absurdo pois de (3) existe no maximo um caminho infinito para esquerda
que nao contém aresta de F.

Concluimos que os elementos de W sédo edge-disjoint.

Seja I = {i(f)|f € F} C V o conjunto finito de vértices iniciais de todas arestas
em F'. Vi € N escolha uma aresta ¢; € w' e 0 menor caminho p; conectando #(e;) com
um dos vértices de 1.

Por construgéo, existe um vértice v € I o qual dois caminhos p; e p; terminam
(pois ha finitos vértices e infinitos ¢; € w’). Agora, os caminhos e;p; € ¢;p; sdo distintos
e; # e; e terminam no mesmo vértice v e podem ser estendidos para uma caminhada
infinita para a esquerda e ndo contém nenhuma aresta de F'. Logo, temos dois raios
infinitos para a esquerda sem arestas de F' o que contradiz (3) novamente.
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Resumidamente, supor que existe tal W que ndo cumpre (1) contradiz o fato de
cumprir (3), e isso é suficiente para garantir a veracidade do enunciado. O

Voltemos para o propédsito desse capitulo, que é encontrar uma caracterizagao
de FMDP puramente em termos dindmicos, que resultara em uma representacao inde-
pendente que caracteriza quando um Shift Markov de Estado Enumeravel localmente
compacto tem Aut(o) enumeravel. Para isso, vejamos a definicao de métrica de Gure-
vich e a forma explicita do caso de um Shift Markov de Estado Enumeravel localmente
compacto.

Defini¢ao 111. Seja (X, 0y) a compactificagdo de um ponto de um subshift localmente
compacto X . Existe uma métrica d, : X, x Xo — R™ a qual gera a topologia de X,. A
restricdo d = dy|x € chamada métrica de Gurevich.

Teorema 112. Se um Shift Markov de Estado Enumeravel localmente compacto X é
representado por GG, existe uma forma explicita para a métrica de Gurevich:

Va,y € Xid(z,y) =Y 27 Mh(x,) — h(yn)|

ne”L
onde h : E — {m™'|m € N*} denota alguma fungao injetiva do conjunto de
arestas em fragbes de numerador 1.

Demonstragcdo. Vejamos que € uma métrica.

d(z,y) > 0 € evidente.

d(2,y) = Soer 27 MA(0) = h(ga)| = Ses 27" h(ya) — h(a)] = d(y, ), logo &
simétrica.

d(e,y) =0 = ¥, 2 Mh(e,) ~h(y)] = 0 < |h(z,) —h(y)| =0V n €
7 <= h(x,) = h(y,) < z, =y, pOis h € injetiva.

Logo, d(z,y) =0 < x =y.

Vale a desigualdade triangular, pois

d(2,y) = ez 27 "h(@n) — h(yn)|
=2 e 27 M h(20) = h(za) + R(20) 1Y)
< ez 2 MA(@n) = Azl + X ez 27 (20) = h(ya)| = d(z, 2) + d(y, ) para qualquer
2 = (2Zp)nez de X. H

O shift map o, € expansivel em relagcdo a métrica de Gurevich se, e somente
se, munido da prorpriedade FMDP também cumpre a propriedade (3), isso se deve ao
fato de admitir uma métrica que garante que seus pontos nao ficardo cada vez mais
afastados, que é exatamente o que procuramos quando falamos de ser expansivel.

O teorema a sequir fala sobre o que podemos afirmar sobre a compactifica-
¢ao de um ponto na auséncia da propriedade (3). Em tal caso, FMDP equivale a oy
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ser expansivel apenas em DT(X), ou seja, enquanto adicionando a propriedade (3)
garantimos que X € subshift.

Teorema 113. Para um Shift Markov de Estado Enumeravel transitivo e localmente
compacto X, a propriedade FMDP equivale a o, ser expansivel (com respeito a métrica
de Gurevich) nos pontos doubly-transitive, isto &, existe uma constante ¢ > 0 tal que
paratodozr € DT(X) ey € X sex # y entado existe n € Z tal que d(c"(x),0"(y)) > c.

Demonstragdo. Seja G = (V, E) representacao do Shift Markov de Estado Enumeravel
(X, o) que cumpre a propriedade FMDP. Pelo Lema 2, existe um conjunto finito de
arestas F' C F que determina unicamente cada ponto doubly-transitiv de X via seu
F-esqueleto.

Para um mapeamento injetivo h : E — {m4|m € N} que induz a métrica de
Gurevich, defina

1 11 o

Desde que F é finito, temos que C' > 0.
Para z,y € X, xq € F € xy # yo temos a estimativa:

1 1

d(x,y) > |h(xo) — h(yo)| > e

1220>(J

com m = h(zg)~".

Para obter d(o"(z),0"(y)) < C¥n € Z, 0 F-esqueleto de = e y precisa coincidir.
Entdo para z € DT (X) temos = = y e portanto, T (z) = {z}.

Reciprocamente, assuma G = (V, E) contendo infinitos pares edge-disjoint dou-
blepaths. Para todo ¢ > 0 existe um doublepath [p; ¢] tal que toda aresta e € E contida
em [p; ¢ temos h(e) < £ onde h € definida como anteriormente.

Cada » € DT(X) contém o bloco p infinitas vezes. Substituindo qualquer sub-
conjunto desses de p para ¢ temos ndo enumeraveis pontos distintos y € X. Veja
que

¢ > 3maz{h(e)le € [p;q]} = Y 2 Wimaz{|h(z:) — h(y)li € Z}

JEZ
> 27 Wlh(o"(@)5) = h(o™(y))j] = d(o"(x),0"(y)) ¥V neZ
JEZL
Entdo, T.(x) € ndo enumeravel e ¢ ndo pode ser uma constante de expansivi-
dade. N

Vimos com o teorema anterior que a compactificacdo de um ponto de um Shift
Markov de Estado Enumeravel localmente compacto com Aut(o) enumeravel, ndo
€ necessariamente um subshift na ausencia de (3) e ademais o, € expansivel se, e
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somente se, cumpre as propriedades (2) e (3), podendo descartar (1) ja que (3) implica
(1).

A propriedade (3) nos diz que a distancia entre dois pontos distintos néo sera
infinita e por h na definicdo da métrica de Gurevich ser injetivo, também podemos
garantir que a distancia entre esses pontos € maior do que zero. Essa informacao é de
suma importancia para pensar intuitivamente sobre a existéncia de uma constante de
expansao de o, como no teorema anterior.

Voltando a automorfismos, um ultimo resultado desse capitulo € sobre o que
podemos dizer do grupo de automorfismos de um Shift Markov de Estado Enumeravel
localmente compacto que tem uma expansao compactificacdo de um ponto.

Corolario 114. O grupo de automorfismo de todo Shift Markov de Estado Enumeravel
transitivo e localmente compacto, que tem uma compactificagcdo de um ponto é infinito
enumeravel.

Demonstragdo. Por admitir compactificagédo de 1 ponto, sabemos que cumpre (2), e
por cumprir (2) temos que € FMDP. Sendo assim, por cumprir FMDP concluimos que
Aut (o) tem cardinalidade X, como visto anteriormente. O
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5 ESTRUTURA DE SUBGRUPO DE Aut(o)

E possivel imergir varios grupos dentro do grupo de automorfismos de Shifts de
Tipo Finito, e esses grupos também ocorrem no grupo de Aut(o) de um Shift Markov de
Estado Enumeravel. Alguns exemplos desses subgrupos segundo [1], sdo soma direta
de uma quantidade de enumeraveis grupos finitos, produto livre de grupos ciclicos
finitos, grupos enumeraveis, etc.

Diremos que um grupo qualquer H é um subgrupo de Aut(c) se Aut(o) contém
um subgrupo isomorfo a H.

O que queremos saber agora € o que € possivel dizer sobre os grupos que
ocorrem somente no caso de Shift Markov de Estado Enumeravel. Segue do Teorema
97 que o grupo de automorfismos de um Shift Markov de Estado Enumeravel transitivo
é subgrupo de Sy ja que tem cardinalidade 2%, e a seguir, veremos o que se pode
afirmar no caso de o Shift Markov de Estado Enumeravel néo ser localmente compacto
e nao cumprir FMDP, que é exatamente o oposto do caso que provamos até agora.

Proposicao 115. Se um Shift Markov de Estado Enumeravel ndo locamente compacto
é representavel por um grafo contendo um numero infinito de caminhos de tamanho
fixado contendo um vértice comum inicial e um vértice comum terminal, entdo Sy é
isomorfo a um subgrupo de automorfismos desse shift.

Demonstragcédo. Seja G = (V, E) um grafo que cumpre as condi¢cdes da propostas,
k € N o tamanho do menor caminho tal que existem dois vértices u,v € V (pode
ocorrer © = v) com infinitos caminhos distintos p; i € N, de tamanho & entre eles. E
possivel assumir que todos caminhos p; sejam pares edge-disjoint sem ter perda de
generalidade.

Como G é fortemente conectado, existe um caminho minimal ¢ que conecta
v = t(p;) com u = i(p;), isto &, ¢ € o menor caminho conectanto u e v.

Considere f € F a aresta inicial de p,. Para cada permutacédo = € Sy defina
p=  X¢ — X que toma um ponto e substitui cada bloco p;qf por pr;)qf comi € N.
Nao é dificil ver que p, esta bem definida, ja que f ndo ocorre em ¢ ou qualquer p; pois
séo pares edge-disjoint, e portanto p;qf ndo pode ser escrito de duas formas diferentes
quando aplicamos p,.. Evidentemente p,(z) € X¢, pois hé infinitos p;.

Por outro lado, p,. é S.B.C. pois é definido por regra local e também é uma
bijecéo, pois se pruqf = px;)qf temos w(i) = 7(j) e como 7 € bije¢do, segue que
i = j.Logo piqf = p;qf e portanto é injetiva.

Se r € X entdo ou z ndo possui pontos da forma p;qf e portanto p,(x) = x
ou x possui ponto da forma p;qf. Tome em X ponto que possui p,-1;qf em sua
composicao. Logo, é sobrejetora e comuta com a fungao shift.

Concluimos que {p, : 7 € Sy} < Aut(o) é isomorfo a Sy. O
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No corolario a seguir, veremos que a maioria das restricdes algébricas conhe-
cidas para o grupo de automorfismos de SFT’s, ndo podem ser aplicadas em Shift
Markov de Estado Enumeravele varios subgrupos que nao ocorrem em SFT’s ocorrem
para Shift Markov de Estado Enumeravel.

Corolario 116. Seja (X, o) Shift Markov de Estado Enumeravel transitivo, ndo local-
mente compacto, que possui uma representagcdo de grafo que contém um numero
infinito de caminhos de tamanhos iguais conectando vértices final e inicial comuns.

Todo grupo enumeravel pode ocorrer em Aut(o). Em particular Q ocorre em
Aut(c). Além disso, seu conjunto de subgrupos é fechado sobre produto livre de qual-
quer 2% de seus elementos.

Demonstracdo. Para a primeira afirmacao, veja que todo grupo enumeravel H pode
operar sobre si mesmo sobre translacdo, de fato, tome por exemplo o, : H — H
definida por a4 (h) = gh. Isso nos garante que podemos representar H como um grupo
de permutagdes sobre H. Logo,

H < Sy = Sy < Aut(o)

Portanto, Aut(o) possui um subgrupo enumeravel.
Para a segunda afirmcéo, temos de [6] que o produto livre de 2™ copias de Sy,
pode ser incorporado em Sy,. O

A seguir vamos falar a maior classe de Shift Markov de Estado Enumeravel tran-
sitivo e ndo localmente compacto, que admite ao menos uma injetividade da restricao
do grupo de permutagdes Sy em Aut(o). Para isso, precisamos um grafo represen-
tante contendo um subgrafo consistindo de um numero infinito de loops /; (i € N)
fortemente conectado, infinito, grafo arvore, no caso quaisquer dois vértices estao
conectados por exatamente um caminho, de tamanho uniforme e caminhos p;;, pj;
conectando os loops ; e [; respectivamente.

Se o tamanho de todos caminhos p;;, p;; na estrutura de arvore é limitado global-
mente, podemos construir um subgrupo de Aut(c) isomorfo a Sy, ;. Essa classe contém
a familia de Shift Markov de Estado Enumeravel nao localmente compacto como tam-
bém as subclasses do Shift Markov de Estado Enumeravel localmente compacto. Um
prototipo dessa classe sao as caminhadas aleatérias em N ou Z de tamanho 0, 1 e —1.

Proposicao 117. Se qualquer grafo representante de um Shift Markov de Estado
Enumeravel transitivo contém um conjunto infinito de loops L = {l;|i € N} de mesmo
tamanho tal que para todo loop [; existe, dentro de uma distancia limitada, outro loop ;
(i < j € N), isto é, existe um caminho p,; conectando um vértice de l; com um vértice de
l;, um caminho p;; conectando l; com l; e ambos caminhos tem tamanho limitado por
uma constante global, entdo Sy ; pode ser "posto dentro” do grupo de automorfismos.
Em outras palavras, ha uma injetividade de Sy ; para Aut(c).
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Demonstragdo. Vamos separar em dois casos: ou o grafo G = (V, E') contém um loop
[ € L e um subconjunto I/ C L infinito de loops tendo distancia até [ limitada por
alguma constante M € N, e nesse caso, G hao é localmente finito, e G ja cumpre
a proposi¢ao anterior, pois usando os elementos em L’ existem infinitos caminhos
distintos de comprimento menor ou igual a 3(|/| — 1) + 2M de um vértice em [ voltando
para esse mesmo vértice. Portanto, ndo somente Sy ; < Aut(c) como também Sy <
Aut(o).

O outro caso que devemos analisar € o subgrafo arvore consistindo dos loops
l; € L e dos caminhos p;;, p;; € localmente finito. Depois de reenumerar, podemos
encontrar infinitas cadeias de loops I, (k € N) sendo conectados via caminhos py ;1 €
Pr+1,x de tamanho limitado por M € N.

Sem perda de generalidade, podemos escolher py 11, pr+1, Minimais tais que
i(pr2) = t(pea) = i(lh) € t(Pei+1) = 1 (Pkr1k) = ((Prt1ht2) = t(Prr2ht1) = i(lk41) para
todo £ € N. Para o resto da demonstragao necessitamos apenas olhar para isso.

Seja N = |lx| o tamanho em comum de todos os loops I, vamos um conjunto
infinito enumeravel de caminhos fechados

(2M)! _
bk = D et 1Pk+1 4l ke (Dhe ot 1 Dl 1 g ) Pkt 1Pt 1]

com k € N possuindo tamanho (2M!) + N, que por causa da minimalidade de
Dk.k+1, P41, NA0 permite overlaps, em outras palavras, ndo pode admitir sobreposigoes.
Mais ainda, aplicando o shift map trocando b;, por |p; x+1| @ esquerda, temos:

— @My
b = D g1l (Dot 1Ds1 ) PRokriPidel ke N

Note que i(B) = t(be) = i(bks1) = t(bes1) € Bl = [by] = (2M)! + N Vk € N.

Para todo k£ € N definimos um S.B.C. ¢(; 541y : X — X, o qual toma um
ponto e substitui cada bloco b, por b1, da mesma forma para cada bloco by, por by.
Desde que by, e by, 1 N30 se sobrepoem, b,k+1) €5ta bem definida. Por defini¢do, essas
funcbes sao continuas, comutam com o shift e portanto, sdo automorfismos.

Além disso, bk (br ) = b, € dpwrn)(BS,) = by, temos que Orb(b3,) =
Oy (OTB(T)), D(ihin) (B51) = OTB(BY) € Giinn) (Orb(b®)) = Orb(b®) Vi # ki, ki + 1.

A familia de automorfismos (¢ x+1))ken @age em O = {Orb(by°)|k € N} como o
conjunto de trasposicoes ((k,k + 1))reny €m N.

Uma maneira facil de verificar é que diferentes representacdées de um grupo
finito de permutagdes em O como produtos finitos de ¢, 141y N0 mesmo automorfismo.
Como qualquer permutagéo em Sy =< (k,k + 1)|k € N > é possivel de representar
como um produto finito de transposigées, o conjunto {¢ . x+1)|k € N} gera um subgrupo
de Aut(o) isomorfo & Sy ¢. O

Antes de enunciar o préximo resultado, recordemos que o grupo de automor-
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fismos é residualmente finito, isto é, se para todo p € Aut(c) com p # Idx existe um
grupo finito H e um homeomorfismo « : Aut(c) — H com a(p) # 1y.

Corolario 118. O grupo de automorfismos de um Shift Markov de Estado Enumeravel
satisfazendo a proposicdo anterior, contém subgrupos infinitos simples e portanto, nao
é residualmente finito.

Demonstrag&o. O grupo Ay que € o subgrupo de Sy do conjunto dos numeros pares
em um conjunto enumeravel infinito, € um subgrupo infinito simples de Sy, portanto,
Aut(o) > Ay s n@o € residualmente finito, pois Ay, s n&o é finito. O

Por Aut(c) de SFT ser enumeravel, segue que € residualmente finito e portanto
nao pode conter Ay ;. Esse € um exemplo de subgrupo que ocorre no grupo de au-
tomorfismos de um Shift Markov de Estado Enumeravel e ndo ocorre no grupo de
automorfismos de um SFT.
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6 CONCLUSAO

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho, vimos que a cardinalidade de
Aut(o) é no maximo 2%, que a propriedade FMDP equivale ao grupo de automorfismos
ser enumeravel e portanto ter cardinalidade X, e no caso de nao cumprir FMDP, ou o
Shift Markov de Estado Enumeravel nao ser localmente compacto, concluimos que a
cardinalidade de Aut(o) é exatamente 2%, Isso nos diz muito sobre os subgrupos de
Aut (o), pois qualquer grupo isomorfo a R € subgrupo de Aut(o) quando nao cumpre
FMDP ou nao é localmente compacto, e qualquer subgrupo isomorfo a N é subgrupo
de um shift que cumpre FMDP.

Do fato de o shift ser localmente compacto e possuir uma compactificacdo que é
subshift de algum espaco shift, ja temos a garantia de que esse espago cumpre FMDP,
e consequéntemente possui grupo de automorfismos enumeravel.

Outro resultado de suma importancia que devemos recordar, é que a principio
tinhamos a propriedade FMDP dependendo somente de uma representacao de grafo
do Shift Markov de Estado Enumeravel, mas exibimos uma caracterizacao mais inde-
pendente através de o, ser expansivel ou nao em relagdo a métrica de Gurevich nos
pontos de DT'(X), em outras palavras, outro resultado que garante quando Aut(o) é
enumeravel, € quando olhamos apenas para a compactificagao de (X, o) e verificamos
que DT(X) é shift invariante.

Resumindo, se o Shift Markov de Estado Enumeravel cumpre FMDP ou € lo-
calmente compacto cuja compactificagdo é subshift de algum shift, entdo Aut(o) é
enumeravel e portanto, tem a mesma cardinalidade do grupo de automorfismos de um
(SFT) ou um shift sobre alfabeto finito. Por outro lado, se o Shift Markov de Estado
Enumeravel ndo cumpre FMDP ou nao é localmente compacto, seu grupo de automor-
fismos é isomorfo a R e portanto, R € um exemplo de subgrupo de Aut(c) que ocorre
no caso de Shift Markov de Estado Enumeravel e ndo ocorre no caso de (SFT) ou shift
sobre alfabeto finito.
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