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Resumo

Torres de linhas de transmissao (LT) s@o estruturas projetadas
para transportar a energia elétrica do local de geragao ao local
de distribuigao/consumo. Uma forma de verificar se a estrutura
foi dimensionada adequadamente se d4 por meio da realizacao
de ensaios de protétipo em escala real. Devido ao elevado custo
de realizagdo desses ensaios, uma alternativa é a avaliacdo do
comportamento estrutural por meio de métodos numéricos. Neste
trabalho, é apresentado um método de andalise nao linear de
estruturas reticuladas tridimensionais usado para prever a carga
e modo de colapso de torres de LT sujeitas a carregamentos
estaticos. Na técnica de andlise proposta, cada torre é modelada
com elementos de pértico espacial. Na formulagao do elemento
finito consideram-se sec¢oes transversais assimétricas de paredes
finas, como perfis cantoneira. O esquema de solugdo consiste
em uma estratégia incremental-iterativa, baseada no método de
comprimento de arco. As matrizes de rigidez linear, geométrica e
de reducao plastica sdo usadas para descrever o comportamento
da estrutura em um referencial Lagrangeano atualizado. Um
modelo de plasticidade concentrada associado ao conceito de
superficies de escoamento e rétulas plasticas é adotado para
modelar a ndo linearidade fisica. Adota-se um material com
comportamento elastico perfeitamente plastico. A partir dos
resultados encontrados, verificou-se que o modelo proposto pode
gerar bons resultados para a estimativa da carga de colapso e
modos de falha de torres de LT. No entanto, algumas imprecises
podem surgir na previsdo da carga de colapso quando a falha

ocorre devido a flambagem elastoplastica das barras.



Palavras-chaves: Andlise nio linear. Torres de linhas de trans-

missdo. Simulagao de colapso. Estruturas de aco.



Abstract

Transmission line (TL) towers are structures designed to carry
electrical energy from generating stations to consuming centers.
Prototype tests are traditionally employed for designing verifica-
tion of these structures. Due to the high cost of full-scale tests,
an alternative is to evaluate their structural behavior through
numerical methods. In this work, a nonlinear analysis method is
presented for predicting and simulating the ultimate structural
behavior of two steel lattice towers under static load conditions.
In the proposed technique, each tower is modeled as an assembly
of space beam-column elements. In this finite element formulation,
asymmetric thin-walled open sections such as angles are consid-
ered. The solution scheme consists of an incremental-iterative
predictor-corrector strategy, based on the arc-length method. Lin-
ear, geometric and plastic matrices are used to describe the struc-
ture behavior in an updated Lagrangean framework. A lumped
plasticity approach coupled with the concept of yield surfaces and
plastic hinges is adopted for modelling material nonlinearity. An
elastic perfectly plastic material is adopted. From the results, it
was verified that the proposed model can generate good results in
terms of ultimate loads and failure modes of steel lattice towers.
However, some inaccuracies may arise in predicting the collapse

load when failure occurs due to elastoplastic buckling of the bars.

Key-words: Nonlinear analysis. Transmission line towers. Pro-

totype testing. Steel structures.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Consideracdes gerais

A disponibilidade de energia elétrica tem um importante
papel no desenvolvimento econémico de um pais. Dentre as mais
diversas formas de energia disponiveis no mundo, a mais utilizada
é a elétrica. Independentemente do tipo de geragdo (hidroelétrica,
termoelétrica, nuclear, eélica, fotovoltaica, e outras), os recursos
energéticos ou as instalagoes geradoras geralmente estao loca-
lizados a grandes distdncias dos centros consumidores. Assim,
é necessario o transporte da energia do local de geragao até o

centro de distribuicao por meio de linhas de transmissao.

Segundo Kaminski Jr (2007), uma linha de transmissao
(LT) é um sistema composto por um grande nimero de compo-
nentes, tais como: torres (suportes), fundagoes, cabos, cadeias de
isoladores e ferragens. Neste contexto, as torres desempenham um

papel fundamental na configuracdo da linha e consequentemente
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em todo o sistema de transmissao de energia.

A maior parte das torres construidas em uma LT sao
idénticas de maneira que a elaboragdo de um projeto de torre
que atenda as restrigbes normativas e seja economicamente viavel
¢é imprescindivel. No entanto, ao se dimensionar os componentes
de uma torre, existem incertezas associadas, por exemplo, as
propriedades dos materiais, as agoes incidentes na estrutura, aos

métodos construtivos e também aos modelos de anélise estrutural.

Uma forma de verificar se a estrutura foi dimensionada
adequadamente se d& por meio da realizacao de ensaios em escala
real, como pode ser visto na Fig. 1. Podendo ser classificados
como destrutivos ou nao-destrutivos, esses ensaios sdo caracteri-
zados pela montagem da torre de acordo com o projeto, sendo
posteriormente sujeita a aplicagdo de cargas por meio de cabos
que simulam a a¢do do vento e de outros carregamentos. De modo
a validar a concepcao do modelo, as torres devem resistir a 100%

das cargas ultimas de projeto.

Segundo Menezes (1988), a realizacdo de testes de cargas
em protétipos é uma exigéncia usual entre as concessionarias
de energia elétrica. Quando isso é feito, consegue-se reduzir as
incertezas do modelo e entender melhor o comportamento da
estrutura. Apesar de ser uma pratica comum, os ensaios de proté-
tipo possuem um custo elevado para realizacdo. Uma alternativa
mais barata a esses ensaios de protétipo é a avaliagao do com-

portamento estrutural por meio de métodos numéricos.

As torres, por serem estruturas altas e esbeltas, podem
apresentar grandes deslocamentos mesmo com pequenas defor-
magoes. Assim, os métodos numéricos empregados na andlise

estrutural devem contemplar a nao linearidade geométrica. Além
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Figura 1 — Torre de linha de transmissdo em escala real pronta
para o ensaio

Fonte: htt: // ecromotaJ .ro/en/ ow—tmg—station /. Acesso
em 11/01/2019.

disso, como o ago estrutural possui comportamento elastoplas-
tico, também deve-se considerar a nao linearidade fisica. Por fim,
para que o modelo numérico seja uma alternativa aos ensaios de
protoétipo, também devem ser consideradas incertezas em relacao

as propriedades geométricas e do material, que simulem imperfei-
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¢oes de fabricacao e montagem das barras, e também do modelo

estrutural adotado.

Dada a economia que pode ser gerada por meio da
implementacdo de um método de andlise que substitua ou reduza
a necessidade da realizagao de ensaios de protétipo, o presente
estudo é justificado. Como os métodos numéricos podem servir
de base para otimizacoes, andalises de sensibilidade, etc., e serem
aplicados para as torres de mais de uma linha de transmissao, o

potencial desses métodos é ainda maior.

1.2 Revis3do de literatura

Nesta secao sao apresentadas as descrigoes resumidas
de alguns trabalhos relacionados ao estudo de torres de linha de
transmissdo com enfoque em modelagem numérica e simulacao

de ensaios de protétipo.

Al-Bermani & Kitipornchai (1992) desenvolveram uma
técnica para simular o comportamento estrutural iiltimo de torres
autoportantes de transmissao, sujeitas a carregamentos estaticos.
O método incorpora efeitos da ndo linearidade geométrica e
do material e considera as barras da torre como elementos de
viga/coluna. Os resultados para o comportamento dltimo de duas
torres de transmissao foram comparados com os obtidos por meio

de ensaios de protétipo.

Albermani (1997) apresenta um método de andlise néo
linear utilizado para verificar o projeto de uma torre estaiada de
transmissao. A técnica foi capaz de identificar diversos problemas

na estrutura e prevenir o colapso da torre. Além disso, o método
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foi usado para corrigir as falhas da estrutura original, de modo

que ela pudesse ser executada.

Rao & Kalyanaraman (2001) executaram andlises de
simulacdo computacional nio lineares de painéis de torres de
aco trelicadas. Foram considerados nas andlises tanto os efeitos
da nao linearidade geométrica quanto os efeitos de plasticidade.
Os resultados das andlises foram comparados a ensaios expe-
rimentais, sendo realizada a calibragdo do modelo. Com bases
nessas andlises, tornou-se possivel a determinacao dos esforcos
nos contraventamentos secundarios, dados esses que nao podem

ser obtidos via analise linear.

Albermani & Kitipornchai (2003) descrevem uma técnica
de simulagdo computacional para avaliar o comportamento tltimo
de torres de transmissao trelicadas estaiadas e autoportantes.
Segundo os autores, a técnica pode prever com precisio a carga e
os modos de falha das torres, e pode ser usada para substituir ou
reduzir a necessidade do uso de testes de protétipo. Além disso,
a técnica pode ser usada para verificar novos projetos de torre e

reforcar e atualizar torres existentes.

Albermani, Kitipornchai & Chan (2009) aplicaram uma
técnica de previsao de colapso a uma torre de linha de transmissao
de 245 kV. As nao linearidades fisica, geométrica e de flexibili-
dade das ligagdes foram incorporadas a anélise estrutural. Cinco
hipéteses de carregamento foram consideradas. Posteriormente,
a torre foi submetida a um ensaio que validou os resultados obti-
dos pela modelagem numérica. Alminhana, Mason & Albermani
(2018) estudaram a mesma torre aplicando uma anélise dindmica

em conjunto com as ndo linearidades geométrica e fisica.

Rao et al. (2010) e Rao et al. (2012) apresentaram e
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discutiram diversos tipos de falhas prematuras de torres de linha
de transmissdo observados durante testes em escala real. Os
diferentes tipos de falha foram analisados usando um software de
elementos finitos para andlise ndo linear geométrica e do material.
As barras da torre foram modeladas com elementos de placa e
viga/coluna. No trabalho, também é discutida a importancia da
modelagem dos membros redundantes e conexoes para melhor

performance no estudo da torre.

Ramalingam & Jayachandran (2016) propoem um pro-
cedimento analitico capaz de capturar nao apenas as cargas
de ruptura e respectivos deslocamentos de torres de linhas de
transmissao, mas também os deslocamentos adicionais causados
por deslizamento dos parafusos nas emendas das barras. Estes
deslocamentos adicionais foram integrados em uma analise nao
linear fisica e geométrica. O método tem demonstrado ser uma

alternativa vidvel aos ensaios de prototipo.

Alminhana, Mason & Albermani (2018) simularam a
carga e modos de falha de uma torre de LT, sujeita a carrega-
mentos estaticos, por meio de um método de anélise dindmica. O
procedimento foi realizado através da aplicacdo de pequenos incre-
mentos de tempo, de modo que a anélise dindmica se aproximasse

de uma andlise estatica.

Fu & Li (2018) usaram um software comercial para
avaliar a capacidade de uma torre de LT. No método de analise,
foram consideradas as nao linearidades geométrica e fisica e
utilizados elementos de poértico. O destaque do trabalho é a
consideragdo de varidveis aleatérias para as propriedades do
material e para as dimensoées dos perfis utilizados para a simulagao
da falha da torre de LT.
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Apesar de alguns trabalhos terem sido desenvolvidos a
respeito da andlise de falha em torres de LT, os métodos numéricos
ainda nao substituem os ensaios experimentais. Assim, a continua
investigacao e estudos em torres de LT é relevante para o melhor

entendimento dessas estruturas.

1.3 Objetivos

O objetivo global desse trabalho é implementar um mé-
todo numérico capaz de avaliar o comportamento estrutural de
torres de LT, principalmente em relacdo a carga e modos de

colapso.

1.3.1 Objetivos especificos

e Avaliar o comportamento de torres de LT apds a ocorréncia

de flambagem;

o Avaliar a representacdo do comportamento do ago como

elastico perfeitamente plastico;

e Contribuir para o estudo de simulagao de falha em torres de

LT de modo a se obter alternativas aos ensaios de protétipo.

1.4 Organizacdo do trabalho

Este trabalho é dividido em cinco capitulos e dois apén-
dices. O presente capitulo visa introduzir o assunto e definir os

objetivos do trabalho.
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O Capitulo 2 faz uma apresentacio geral das torres de LT
e o0 seu propdsito no sistema elétrico. As torres sao classificadas
de acordo com suas caracteristicas e algumas informagoes dos

ensaios de protétipo sdo mencionadas.

O Capitulo 3 apresenta a metodologia usada para a for-
mulacdo da andlise ndo linear. Sdo apresentados os tipos de néo
linearidade e define-se o caminho de equilibrio. Sdo apresentados
os referenciais Lagrangeanos. As equagoes de equilibrio sao for-
muladas para um elemento de pértico espacial e o procedimento

para obtencao dos esforcos internos e deslocamentos é descrito.

O Capitulo 4 faz a aplicacdo da metodologia de analise

nao linear implementada em duas torres de LT.

O Capitulo 5 apresenta as consideragoes finais e conclu-

soes do trabalho realizado, e estudos futuros.

Por fim, o Apéndice A mostra as matrizes de rigidez
elastica e geométrica utilizadas no trabalho e o Apéndice B
apresenta os exemplos utilizados para a validacao do método de

analise.
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Capitulo 2

Torres de linha de
transmissao e testes de

protétipo

Neste capitulo é abordada, de maneira sucinta, a LT e
seus componentes, as torres de LT sao classificadas e os testes de

protétipo sao descritos.

2.1 Torres de transmissao

Linhas de transmissao sao sistemas elétricos com a fungao
de transportar a energia produzida em estacdes geradores até

subestagoes elétricas, conforme mostrado no esquema da Fig. 2.

Os principais componentes de uma linha sdo mostrados

na Fig. 3 e consistem em:
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Figura 2 — Esquema simplificado de uma rede de energia
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e Cabos condutores: responsaveis por conduzir a corrente

elétrica;

o Cabos para-raios: sdo usados para proteger os cabos con-

dutores de raios;

e Suportes: suspendem os cabos condutores e protetores e
evitam que estes toquem em objetos que nao pertencem
a rede elétrica. Podem ser formados por torres metélicas

trelicadas ou postes de madeira, concreto ou metal;

e Isoladores: conectam os cabos condutores e para-raios ao

suporte, isolando a corrente elétrica;

o Fundagoes: transferem os carregamentos do suporte ao solo.
Os tipos mais usuais sdo as grelhas metdlicas, blocos e
sapatas de concreto armado, tubulbes, estacas e fundagoes

ancoradas em rocha.
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Figura 3 — Componentes de uma linha de transmissao
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2.2 C(lassificacao das torres metalicas trelicadas

Segundo Kaminski Jr (2007), as torres metdlicas podem

ser classificadas da seguinte forma:
1. Quanto ao ntimero de circuitos, podem ser de circuito
simples (um circuito) ou duplo (dois circuitos);

2. Quanto a disposicao dos condutores, podem ser dispos-

tos em formato triangular (simétricos quando formam um
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tridngulo equildtero ou assimétricos para outros casos),

horizontais ou verticais;

. Quanto ao modelo estrutural, podem ser torres autopor-

tantes ou torres estaiadas;

. Quanto ao formato, a silhueta pode ser piramidal, tronco-

piramidal, delta, cara de gato, raquete e torre em “V” (es-
taiada);

. Quanto a tensao elétrica, no Brasil as mais comuns sao as

torres de 69 kV, 138 kV, 230kV, 345 kV, 460 kV, 500 kV e
765 kV;

. Quanto a fungado da torre na linha, podem ser:

o Torre de suspensdo simples (ou torre tangente): sdo as
torres mais comuns e representam cerca de 90% das
torres em uma linha. Sao construidas em alinhamento

com a linha, apresentando desvios de, no maximo, 6°;

e Torre de suspensao para grandes vaos ou para angulo
médio (igual ou inferior a 30°): usada para mudanga

da direcao da linha;

e Torre de amarragdo ou ancoragem: utilizada para evi-
tar o efeito cascata (ruptura em série das torre em

uma TL), é colocada em intervalos de 5 a 10 km;

e Torre de fim de linha ou terminal: torre de amarracao

ou ancoragem posicionada no fim da linha;
e Torre de derivacao: usada para a derivacao da linha;

e Torre de transposicao ou rotagao de fase: usada para

assegurar a simetria elétrica de uma linha.
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As principais configuragoes de torres metdalicas de LT

utilizadas no Brasil sdo mostradas na Fig. 4, sendo:

e Fig. 4a: torre autoportante, com formato tronco-piramidal,
circuito simples e disposigdo triangular (simétrica) dos con-

dutores;

e Fig. 4b: torre autoportante, com formato tronco-piramidal,
circuito simples e disposigao triangular (assimétrica) dos

condutores;

o Fig. 4c: torre autoportante, com formato cara de gato,

circuito simples e disposi¢do triangular dos condutores;

e Fig. 4d: torre autoportante, com formato delta, circuito
simples, disposi¢ao horizontal dos condutores e tensao elé-
trica da linha de 765 kV;

o Fig. 4e: torre estaiada, com formato em “V”, circuito sim-
ples, disposicao horizontal dos condutores e tensao elétrica
da linha de 765 kV;

e Fig. 4f: torre autoportante, com formato tronco-piramidal,
circuito duplo, disposigdo vertical dos condutores e tensao
elétrica da linha de 500 kV;
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Figura 4 — Exemplos de torres de LT utilizadas no Brasil
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e Fig. 4¢g: torre autoportante, com formato tronco-piramidal,
circuito duplo, disposi¢ao triangular dos condutores e ten-
sao elétrica da linha de 460 kV;

e Fig. 4h: torre autoportante, com formato raquete, circuito
simples, disposicao triangular dos condutores e tensao elé-
trica da linha de 500 kV;

e Fig. 4i: torre autoportante, com formato tronco-piramidal,
circuito duplo, disposicao vertical dos condutores e tensao
elétrica da linha de 500 kV.

2.3 Testes de protétipo

Testes com protdétipos, como ilustrado na Fig. 1, sao
geralmente realizados em novos projetos de torres, ao menos
nas torres de suspensdo, antes que a producdo em série seja
iniciada. Durante esses ensaios as estruturas devem resistir a
100% das cargas tltimas de projeto. Dessa forma, é possivel
prevenir que erros de projeto sejam transferidos a producao
industrial. Ademais, esses testes sao capazes de providenciar
importantes informacgoes qualitativas do projeto da torre com

relacdo ao comportamento global da estrutura antes da falha.

De acordo com Menezes (1988), os testes de protdtipos
podem ser divididos em testes destrutivos e nao-destrutivos.
Enquanto que no primeiro caso a ruptura da estrutura é atingida,

no segundo o teste vai até 100% da carga de projeto, no qual
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a ruptura pode ou nao ser alcancada, a fim de verificar apenas
se o prototipo resiste ao carregamento especificado. Segundo
Kaminski Jr (2007), quando néo ocorre a falha em um ensaio
nao-destrutivo, o projeto é considerado satisfatério, caso contrario

a torre é reforcada e novamente testada.

As cargas de projeto sdo aplicadas nas ligagoes da es-
trutura por um sistema de cabos e polias. Esses carregamentos
sao simultaneamente aumentados e suas intensidades sao moni-
toradas por células de carga, posicionadas préximas aos pontos
de aplicacao (KAMINSKI JR, 2007). Ao atingir um determi-
nado valor, a carga é mantida constante durante um periodo de
tempo. Nesse intervalo, sdo medidos os deslocamentos em pontos

especificos da estrutura com auxilio de equipamentos épticos.

Para a simulagao numérica dos testes de protétipo, a
carga de falha é definida neste trabalho como sendo a maior carga
resistida pela estrutura. Quando a carga de falha é atingida, diz-se

que o colapso da estrutura foi alcancado.
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Analise nao linear de

estruturas reticuladas

3.1 Introducao

Para o dimensionamento de uma torre de transmissao
de energia, geralmente se realiza uma andlise linear elastica. O
método é baseado nas seguintes premissas: as deformacgoes séo
pequenas (infinitesimais); o material estrutural segue a lei de
Hooke; as condigdes de contorno permanecem as mesmas durante
a andlise e as forcas atuantes na estrutura sao conservativas, i.e.,
mantém as suas diregoes durante as deformagoes (ALMINHANA,
2017). A equagao de equilibrio de um sistema com multiplos

graus de liberdade pode ser escrita como

Ku=Q, (3.1)
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onde K ¢é a matriz de rigidez elastica linear da estrutura, u é o
vetor de deslocamentos e Q é o vetor de forgas aplicadas. A Eq.
3.1 é formulada para a configuracao indeformada da estrutura e

pode ser resolvida em uma tnica etapa.

Em uma andlise nao linear, os efeitos dos deslocamentos e
deformacoes de segunda ordem do sistema devem ser considerados
para a formulagdo das equacbes de equilibrio, que devem ser
obtidas para a configuragdao deformada da estrutura (MCGUIRE;
GALLAGHER; ZIEMIAN, 2015). Assim, a equagao de equilibrio

é formulada para cada mudanca na configuracao da estrutura,
onde Kt é a matriz de rigidez tangente da estrutura, Au é o vetor
de deslocamentos incrementais, e AQ é o vetor do incremento
de forcas. A matriz de rigidez tangente K7 é formada por uma
componente linear elastica e uma ou mais componentes que
incluem as nao linearidades geométricas e fisicas e representa a

rigidez da estrutura para uma dada configuracéao.

3.1.1 Tipos de n3o linearidade

Existem diversos tipos de nao linearidade em uma es-
trutura. Dentre as principais, pode-se citar a nao linearidade

geométrica e a nao linearidade fisica.

3.1.1.1 N3o linearidade geométrica

Para estruturas que sofrem grandes mudancas em sua

geometria (i.e., estruturas com grandes deslocamentos), as equa-
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¢oes de equilibrio devem ser reformuladas em cada configuragao
deformada. Esse tipo de néo linearidade é denominado néao linea-
ridade geométrica e tem grande efeito no estudo de colapso de

estruturas.

O principal caso de nao linearidade geométrica ocorre
para estruturas com pequenas deformagoes, mas grandes desloca-
mentos. Pode ocorrer, por exemplo, em estruturas cujos nés que
conectam os elementos sejam muito susceptiveis a mudanca de
posicao, mas o comprimento dos elementos nao varia muito com
o processo de deformacdo. Esse tipo de nao linearidade pode ser
encontrado em arcos, molas, barras de treligas, porticos, placas e

cascas finas.

Como exemplo, toma-se a viga engastada submetida a
uma forca concentrada P em sua extremidade, apresentada em
Borst et al. (2012) e mostrada na Fig. 5. Para essa estrutura,
pode-se obter uma deformagdo arbitrariamente pequena caso seja
aumentada a sua rigidez FI e, ao mesmo tempo, haver grandes

deslocamentos ao aumentar seu comprimento L.

Figura 5 — Viga engastada

3.1.1.2 N3o linearidade fisica

A ndo linearidade fisica caracteriza-se por causar rela-

¢oOes nao lineares entre tensao e deformacao e pelo fato da anélise
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estrutural depender do caminho ou histérico de deformagao do
material. Muitos materiais apresentam comportamento nao linear
tais como elasticidade néo linear, plasticidade, viscoelasticidade e
fluéncia. Por exemplo, o concreto, o aco e o solo podem apresentar
comportamento que pode ser representado como elastoplastico
em determinados casos. Metais em alta temperatura, argila, bor-
racha e polimeros podem ter comportamento viscoelastico. No
caso do aco, material empregado em torres de LT, costuma-se
considerar comportamento eldstico perfeitamente plastico em
analises ndo lineares. No entanto, essa considera¢do nem sempre

leva a respostas adequadas.

3.1.2 Caminho de equilibrio

O comportamento de um sistema estrutural pode ser
representado por um grafico carga x deslocamento. Se o grafico
for linear, o comportamento da estrutura é linear; enquanto
para estruturas nao lineares o grafico resulta nao linear. A curva
continua mostrada nesses graficos é denominada caminho. Se em
cada ponto que forma a curva a estrutura estiver em equilibrio
estatico, a curva passa a se denominar caminho de equilibrio,
como mostrado na Fig. 6 para estruturas com comportamento
linear e nao linear. O estudo do caminho de equilibrio é 1itil para

compreender o comportamento nao linear das estruturas.

3.1.2.1 Pontos especiais no caminho de equilibrio

Alguns pontos no caminho de equilibrio sdo de especial
interesse. Entre eles estao os chamados pontos criticos que sao

de dois tipos:
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Figura 6 — Caminho de equilibrio linear (esquerda) e nao linear
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Ponto limite de carga: é um ponto extremo (ponto de mé-
ximo ou minimo) no caminho de equilibrio. Nestes pontos,
a tangente a curva é horizontal. Do ponto de vista fisico,
ocorre um salto repentino entre dois pontos limites e esse
fendémeno é conhecido como snap-through. Acontece dia-
riamente em interruptores de luz e grampos de cabelo e

também é comum em treligas e arcos levemente curvados;

Ponto de bifurcagdo: é um ponto no qual dois ou mais
caminhos de equilibrio se cruzam. Costuma-se associar os

pontos de bifurcacdo com o fendémeno de flambagem.

H&a também outro ponto especial no caminho de equili-

Ponto limite de deslocamento: caracteriza-se por ser um
ponto critico cuja tangente é vertical e o fenémeno é co-
nhecido como snap-back. Tem maior importancia computa-
cional pois pode afetar o desempenho de alguns métodos
numéricos. Do ponto de vista fisico, o sentido do desloca-

mento muda bruscamente.
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Outro conceito importante é a tangente do caminho de
equilibrio ou tangente de rigidez. Nos pontos onde a tangente de
rigidez é negativa, a estrutura é instavel. Isso acontece quando
os pontos criticos sdo ultrapassados no caminho de equilibrio. A
Fig. 7 ilustra os trés tipos de pontos especiais no caminho de

equilibrio.

Figura 7 — Pontos especiais e fendmenos que ocorrem no caminho
de equilibrio
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3.2 Sistemas de referéncia

A maioria das formulacoes para descricdo do movimento
de um corpo deformado sao baseadas em referenciais Lagran-
geanos. Nesses referenciais os deslocamentos em um sistema
estrutural, decorrentes de um dado carregamento, sao medidos
em relacdo a uma configuracao de referéncia desse sistema. Numa
analise ndo linear incremental pode-se adotar duas formas de
referenciais Lagrangeanos: referencial Lagrangeano total (RLT)

e referencial Lagrangeano atualizado (RLA).

No RLA os deslocamentos sdo medidos em relagao a
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ultima configuracao de equilibrio obtida no processo incremental,
ou seja, em relagdo a um referencial que é atualizado a cada
incremento de carga, conforme ilustrado na Fig. 8, onde Au! e
Av! sdo os incrementos de deslocamentos nodais nas direcoes
x e y da tltima configuragio de equilibrio (i.e., z e ty). Como
descrito em Silva (2009), o desenvolvimento de metodologias
incrementais para andlise nao linear comecga com a divisao do
caminho de carregamento de um corpo sélido em um certo ni-
mero de configuragoes de equilibrio. No RLA, trés configuragoes
para o corpo podem ser estabelecidas em termos de um sistema
de coordenadas cartesianas: a configuracdo inicial, ty; a tltima
configuracdo deformada, ¢; e a configuracdo deformada corrente,
t + At. Admite-se que todas as varidveis de estado, tais como,
tensoes, deformagoes e deslocamentos, juntamente com a histo-
ria de carregamento, sdo conhecidas na configuracao t. A partir
disso, tem-se como objetivo a formulagdo de um processo incre-
mental para determinar todas essas varidveis de estado para o
corpo na configuracao ¢t + At. Isso é feito considerando que o
carregamento externo que atuou na configuracdo ¢ tenha sofrido
um pequeno acréscimo de valor. O passo que caracteriza o pro-
cesso de deformacio do corpo de t para t + At é comumente
referido como um passo incremental. Neste trabalho, o RLA foi
adotado devido a sua eficiéncia computacional em resolver pro-
blemas envolvendo elementos estruturais do tipo viga (BATHE;
BOLOURCHI, 1979).

3.3 Formulacdo n3o linear do elemento finito

Com base no principio dos trabalhos virtuais, a equagao

de equilibrio de um corpo na configuracio deformada t + At,
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Figura 8 — Referencial Lagrangeano atualizado
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|

segundo McGuire, Gallagher & Ziemian (2015), pode ser escrita

como

t+AL
/ t+At05 14 at0€;;dVipng = TR, (3.3)
Vigat

onde o;; é o tensor de tensSes de Cauchy, e;; é o tensor de
deformacoes infinitesimal, R é o trabalho virtual externo e a
integracdo é em relacao ao volume na configuragao deformada.
Na equagdo acima, o indice t + At indica que os tensores sao
calculados para a configuracao deformada e a integracao é feita
em relacdo ao volume deformado. Por essas razoes, embora a
Eq. 3.3 seja uma declaragao vélida do principio dos trabalhos
virtuais, ela ndo pode ser utilizada para a determinacao das
tensoes fisicas na configuracdo t + At pois essa configuracao

ainda é desconhecida.
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Como citado anteriormente, o movimento de um corpo
sélido pode ser descrito por trés configuragdes: (i) a configuragiao
indeformada inicial, to; (ii) a ultima configuragdo de equilibrio
calculada, t; e (iii) a configuracdo deformada atual, ¢t + At. No
RLA, a ultima configuracéo calculada, t, é selecionada como
a configuragdo de referéncia para determinar as equagoes de
equilibrio para o elemento na configuracao atual, ¢ + At. Assim,
pode-se obter uma condi¢ao equivalente a Eq. 3.3 (BATHE, 2006).
A equagdo de equilibrio de um elemento na configuracéo t + At

pode ser escrita na forma incremental como

/ AL 8 T AL dY, = TTATR, (3.4)
Vi

onde 7;; € o segundo tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff e €;; é
o tensor de deformagdes de Green-Lagrange. Os indices esquerdos
superiores denotam a configuracao na qual a quantidade ocorre e
os indices esquerdos inferiores indicam a configuragdo na qual a
quantidade é medida. Em outras palavras, o indice ¢t + At indica
que os tensores sao calculados para a configuragao deformada,
enquanto o indice t indica que eles sao referidos a ultima configu-
racao de equilibrio calculada. A Eq. 3.4 representa o equilibrio
do elemento na configuracido deformada ¢t + At, mas medido em

relagdo a t.
As tensbes podem ser decompostas em

tHAL .t _t
¢Tij = ¢Tij T ¢Tij = Oij + 1745, (3.5)
onde {7;;, o segundo tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff na
configuragio ¢, é idéntico a tensdo de Cauchy, ‘o;;, nessa configu-
ragdo, e ¢7;; ¢ o incremento da tensdao de Piola-Kirchhoff entre
as configuracoes t e t + At.
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Para as deformacoes de Green-Lagrange e deslocamentos
incrementais expressos em termos da configuracdo de referéncia,
tem-se que t+A§5ij = €ij- O tensor de Green-Lagrange ¢ definido
como

1
t€ij = §(tui,j + U+ Uk 1 Uk, ) (3.6)

Considerando ;5 = ¢ei; + ¢1ij, @ Eq. 3.6 pode ser de-
composta em uma parcela linear e uma parcela nao linear, em
que

1 1
teij = 5 (i +euge) e g = S (ukacurg)  (3.7)
2 2

sdo as parcelas linear e nao linear do incremento de deformagoes
de Green-Lagrange, respectivamente. As deformagoes virtuais
podem ser decompostas da mesma forma. Substituindo as Egs.
3.5-3.7 na Eq. 3.4, obtém-se

/ tTij(StEijd‘/t“‘/ tUz‘jtsteijth—i—/ toi0emi;dVe = THAMR,
Vi v, v,
(3.8)

Bathe (2006) sugere as aproximacoes ¢7;; = ¢Cjrs t€rs
e 0¢€;; = 0re45, em que +C,jrs € 0 tensor tensao-deformacao in-
cremental do material na configuracao t. O resultado é a equagao

linearizada

/ tClijrs ters(steijdv:‘,‘i‘/ toj0mizdVy = TR R— [ toyi6,ei;dV,
Vi Vi Vi

(3.9)
que é valida para qualquer elemento em que a configuragao ¢ é
conhecida. A integral a esquerda da Eq. 3.9 ird gerar a matriz de
rigidez linear classica K, e o detalhamento da obtencao pode ser

encontrado em diversas referéncias, como em McGuire, Gallagher
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& Ziemian (2015). Na proxima segdo serd apresentado o elemento
finito considerado no modelo mecénico e, em seguida, a Eq. 3.9
serd derivada de modo a obter a matriz de rigidez geométrica
K¢, a partir da segunda integral do lado esquerdo da igualdade.
As matrizes K, e K completas sdo mostradas no Apéndice A.
A integral & direita da igualdade, para uma dada variagdo dos
deslocamentos, representa as forgas atuantes em um elemento

antes da aplicacdo de um incremento de carga.

3.3.1 Elemento de pértico

Elementos finitos de pértico foram adotados na andlise
para modelar o comportamento ndo linear fisico e geométrico de
torres de linha de transmissao. Segoes assimétricas de paredes
finas, como perfis cantoneira, sdo amplamente utilizadas como
membros das torres. Elas tém resisténcia relativamente baixa a
torgao e a flexdo e sdo conectadas excentricamente, o que torna
a sua formulacao mais complexa do que elementos com secao

duplamente simétrica.

Kitipornchai & Chan (1987) desenvolveram uma matriz
de rigidez geométrica para secoes assimétricas de paredes finas,
que ¢é usada neste trabalho para lidar com a nao linearidade
geométrica. O método pode ser utilizado para analisar estruturas
de grande escala, como torres de transmissao, pois permite de-
terminar a resposta da estrutura no estagio pré e pés flambagem.
A matriz obtida permite a verificagdo de instabilidade devido a

flambagem por flexdo e por flexo-torgao.

A nao linearidade fisica dos elementos é contemplada

ao adotar um modelo de plasticidade concentrada, em conjunto
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com o conceito de superficie de escoamento, o que é uma maneira
de incluir o comportamento ineldstico de grandes conjuntos de
elementos de portico. Assume-se que, apés um ponto da secao
transversal atingir a tensao de escoamento do material, a se¢ao
transversal inteira ird se comportar de maneira inelastica, onde
a interacdo entre tensoes ird resultar na plastificagdo da secao.
A plastificagdo completa da secdo, i.e., a formacao de rétulas
plésticas, ird ocorrer devido a ac¢do combinada da forca axial e
momentos fletores atuantes em cada né do elemento e implicara
na redugao da rigidez da estrutura, contabilizada por uma matriz
de reducao plastica. Apods a plastificacdo da secdo, o incremento
nas forgas aplicadas causard o escoamento da se¢ao. A plastifica-
cao das segoOes transversais é controlada por uma superficie de
escoamento que divide um espago de forcas tridimensional em
zonas elasticas e plasticas. Caso haja descarregamento, as rétulas

podem voltar a ter comportamento elastico.

3.3.1.1 Formulacdo

O elemento de portico é definido como mostra a Fig. 9.
O elemento é formado por dois nés, com seis graus de liberdade
para cada no, referentes as rotacoes e translacdes. Um sistema
ortogonal de coordenadas xyz é definido de modo que os eixos
y e z passem através dos centros de cisalhamento S e S’ da
secdo transversal, em cada extremidade do elemento. Um sistema
paralelo de coordenadas xyz passa através dos centroides C e
C' da segao transversal do elemento. H4 seis possiveis acoes que
podem ser aplicadas em cada extremidade do elemento, F,, F,,
F,, M,, M, e M,, com seis correspondentes componentes de

deslocamento, u, v, w, 0, 6, € 0.
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Figura 9 — Deslocamentos e forgas nodais no elemento de pértico
espacial
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As seguintes consideragoes sao adotadas na formulacao

das relagoes forga-deslocamento do elemento de pértico:

e O elemento de pértico é prismatico, reto e compacto, i.e.,
d/L < 0,1, onde d é qualquer dimensdo da segdo transversal

do elemento e L é seu comprimento;

e A secdo transversal é rigida e permanece plana apds o

processo de deformagao;

o A secao transversal é compacta o suficiente para evitar a

ocorréncia de flambagem local;
e O efeito do empenhamento é negligenciavel;

o As deformagdes sdo pequenas, mas os deslocamentos podem

ser grandes;
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o As deformacoes plésticas sao confinadas as zonas pldsticas

nas extremidades do elemento;

e Antes de alcancar o limite de plastificacdo, o material é

elastico, homogéneo e isotrépico;

e Depois do limite plastico, considera-se que o material possui
comportamento eldstico perfeitamente plastico sem encrua-

mento;

e Os efeitos das forcas cisalhantes nao contribuem para a
plastificacdo da secdo. Assim, o escoamento é gerado apenas

pela combinagao da forca axial e momentos fletores;

e As deformagoes plasticas sao governadas pelo critério da

normalidade, descrito na secao 3.3.3.2.

A equacgao de equilibrio do problema pode ser descrita

como

HAR = 'F 4+ [KL + Kg + Kp] Au,

(3.10)
Kr

onde *F e *tA*F s30 os vetores de forcas nodais nas configuracoes

t e t+ At, respectivamente. Eles podem ser expandidos em termos

dos componentes de forga correspondentes aos graus de liberdade

do elemento da forma

T

F == [le Fyl Fo1 Mg Myl M1 Fpo Fy2 Foo Myo My2 MzZ]
(3.11)
A matriz de reducéo plastica Kp néo é derivada diretamente do
principio dos trabalhos virtuais, mas é um artificio usado para

o controle das forgas internas de segoes plastificadas, conforme
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mostrado na Se¢do 3.3.3. O vetor Au é o vetor de incrementos
de deslocamentos entre os passos de carga t e t + At, que é
referenciado a configuragdo do sistema no passo de carga anterior

t, e é definido por

Au = [Aur Avi Awy Aby1 Abyy Af.1 Auz Avy Aws Az Afys Ab.; ]T,

(3.12)

3.3.2 Matriz de rigidez geométrica

Definido o tipo de elemento finito a ser utilizado, a
derivacao da matriz de rigidez geométrica é feita a partir da
segunda integral da Eq. 3.8 e é baseada em Kitipornchai & Chan
(1987). Todas as quantidades sao medidas em relagdo a ultima
configuracdo de equilibrio ¢, eliminando a necessidade dos indices

da Eq. 3.9. Assim, a integral se torna
/ foij0imdVy = / 0i0ni;dV. (3.13)
Vi \%

Para um elemento de portico, a Eq. 3.13 pode ser sim-
plificada ao considerar apenas a tensao axial 0., e as tensoes
cisalhantes oy, = (O'wy) e 0., = (0z2) no plano zy, o que resulta

em
14 Vv
(3.14)

As tensoes o, Oyz € Ozg podem ser escritas em termos

dos esforcos internos e resultam em

(3.15a)
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(3.15b)

; (3.15¢)

Ozx =

|
SIS

onde F; ¢é a forca axial ao longo do eixo centroidal, F, e F), sdo as
forcas cortantes nas diregoes y e z, respectivamente, atuando em
um par de planos paralelos aos eixos principais de inércia, M, e
M, sdo os momentos na dire¢ao dos eixos principais de inércia, A
¢ a 4rea da secdo transversal e [ e I; sdo os momentos de inércia
em relacdo aos eixos principais. As coordenadas do centroide, i
e Z estao relacionadas as coordenadas do centro cisalhante, y e z,

de acordo com

Y=Y—"% (3.16a)

Z=2z— 20, (3.16b)

onde gy € 2o sao as coordenadas do centroide relativas ao centro

cisalhante. As deformacoes sdo expressas por

(GO REC RS

1 dwz dwi d’Ui d’Ui
= - 1
Ty 2( dy dr | dy da;) (3.17b)
(§
1 dUi d”Ui dwz dwz
e — § y 1
K Q(dz dr * dz dm) (8.17¢)

onde v; e w; representam os deslocamentos de um ponto ar-

bitrario na se¢ao transversal de acordo com as diregbes y e z,
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respectivamente. Substituindo as Egs. 3.15 e 3.17 na Eq. 3.14, se

obtém

_1 & szo MyZQ d’l)i 2
/Va“én”dv_ 2/V<A L )5[(@;)

Y

dw; \ 2 F, dw; dw;  dv; dv;
(2 d 7y5 1 1 (3 1 d 3.18
+(dx>}v+/‘//1<dydx+dydx)v( )

+/ £6<dvi dv; n dw; dwi)dV.
v

A \dz dx dz dx

Assumindo uma variacdo linear entre os nds, os momen-
tos M, e M, podem ser expressos em termos de seus valores

nodais, sendo

My = —My1p1 + My2p2 (3.19a)

e
M, = Mz1p1 — Mz2p2, (3.19b)

onde
T

pr=1- 7 (3.20a)

e

x

p2= 7T (3.20b)

Os valores de F, e F, podem ser encontrados por esté-
tica simples. Considerando pequenas deformagdes, v; e w; podem
ser expressos em termos dos deslocamentos do centro de cisalha-
mento (v e w) e do angulo de giro 8, sobre o eixo do centro de

cisalhamento, portanto

v, =v—0,2 (3.21a)

w; = w + 0,y. (3.21b)
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Substituindo as Eqs. 3.16 e 3.19-3.21 na Eq. 3.18, obtém-

se

1 [E do\2  /dw\?2 dv db,,
ﬂfﬁmﬂv—zﬂ-ﬂﬂﬁm)+<m)‘JQde

dw db, .\ 2]
P20+ () |

1 [ do,\2 _dvdb,]
= -M My2p2)d | By (——) —2———1|d
+2/0 (=Mypr + Myzpz) {ﬁy(dm) dr dz | v

1 [F d9,\2 _dwdb,]
— M. - M (L 9%
+ /0 (M.1p1 z202)5[ﬁz< e ) + dz dz | dz

2
L L
+/ F,,de—wdx—/ 7.0, % o,
o dw 0

dx
(3.22)

onde I,, o momento polar de inércia, e as contantes 35 e [z sdo

dadas por
I /MdAIy+IZ+ 3+ 23 (3.23a)
P " A A Yo 0> .
1
By = — / (23 + z5?)dA + 229 (3.23b)
Iy Ja
¢ 1
Bs = i / @ +7z?)dA + 2yp. (3.23¢)
z.JA

A Eq. 3.22 pode ser avaliada através da adogao de fungoes
para os deslocamentos do elemento. Selecionando uma funcgéo

polinomial ctbica para os componentes v e w e uma variagao
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linear para u e 6, tais fungdes podem ser escritas como

ap az a3z a4

w 1
v b1 b2 b3 b4 x
u

- , 3.24
C1 C2 0 0 CC2 ( )
X

0. di da 0 0 3

em que os coeficientes da matriz podem ser expressos em termos
dos deslocamentos nodais do elemento. Substituindo esta equagao

na Eq. 3.22 e aplicando as variagbes, pode-se escrever

1
/aijdmjdei[uTKgéu], (325)
v
onde
UT:[ul vy wy O 9y1 0.1 uz vy wy Ogo 9y2 9z2}
(3.26)

é o vetor de deslocamentos nodais.

A matriz geométrica Kg obtida com essa formulagio é
mostrada na Eq. A.4 do Apéndice A.

3.3.3 Matriz de reducio plastica

Nesta se¢ao, a formulagdo de uma matriz de redugao
plastica Kp, a ser incorporada na relagao forga-deslocamento
apresentada na Eq. 3.10, é derivada, obtida de Marques (1990),
Wong (2011) e Alminhana (2017). Os conceitos de andlise elasto-
plastica necessarios para obter Kp sdo examinados, em conjunto

com suas relacoes matematicas.
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3.3.3.1 Critério de plastificacao

Tresca e von Mises elaboraram os critérios mais usa-
dos para detectar o escoamento de materiais estruturais dicteis
(CHEN, 2007). O critério de Tresca diz que o escoamento ird
ocorrer quando a tensdo cisalhante maxima em um plano de um
ponto ultrapassar a maxima tensao cisalhante obtida em um
ensaio de tragdo uniaxial. De acordo com von Mises, um ponto
comega a escoar se a energia de distor¢ao ultrapassar a respectiva
energia gerada em um corpo de prova submetido a um ensaio

uniaxial de tracao até o seu limite eldstico.

Quando todos os pontos da se¢do transversal de uma
barra estao sujeitos a estados de tensao que satisfazem ao crité-
rio de escoamento adotado diz-se que naquela secao existe uma
rétula plastica. Como em elementos de barra nao se determina
diretamente as tensoes, pode-se estabelecer uma relagao que deve
ser cumprida pelos esforgos internos, atuantes numa dada se¢ao
transversal, para que nela ocorra a plastificagdo total (i. e., a
formacao de uma rétula plastica). Essa relagao é referida como
um critério de plastificacdo da secdo transversal e sua represen-
tagdo geométrica no espaco dos esforgos internos é chamada de
superficie de escoamento. A superficie de escoamento ® divide um
espago de forcas de dimensao n em regioes elasticas e plasticas.
Para secoes transversais formadas por materiais idealizados com
comportamento eldstico perfeitamente plastico sem encruamento,
sujeitas a forcas axiais F, e momentos fletores M, e M, a condi-

¢ao de escoamento pode se expressa como uma funcdo das forgas
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nodais do elemento, definida por

O(F,, My, M,) =1, (3.27)

onde as forgas cortantes sao desconsideradas no critério de plas-

tificacao da segao.

Na aplicacao da Eq. 3.27, trés situacgoes sao possiveis

< 1, regiao elastica;
® ¢ =1, regido pldstica; (3.28)

> 1, inadmissivel.

De modo a ser corretamente empregada na andlise elas-
toplastica, a superficie de escoamento deve possuir uma forma
convexa e fechada. Além disso, é desejavel que a superficie seja
continua e suave para definir corretamente seu vetor normal.
Recomenda-se que, na verificacdo da ocorréncia de uma regiao
plastica em uma segao, seja adotada uma margem de toleran-
cia, usando o que pode ser chamado de faixa de plastificacéo.
Isso significa que sdo consideradas plastificadas as segbes que
nao cumpram, a rigor, o critério de plastificacdo ® = 1. Nesse
trabalho, adotou-se como plastificadas as se¢cbes com superficie
de escoamento no intervalo 0,999 < & < 1,001.

3.3.3.2 Regra do fluxo

A regra do fluxo afirma que as taxas de deformagoes
plasticas e taxas de tensoes sdo proporcionais. Para materiais
elasticos perfeitamente plasticos uma regra do fluxo, denominada

regra da normalidade, é geralmente empregada. Essa relacao
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afirma que os incrementos de deslocamentos plasticos sdo normais

a superficie de escoamento e pode ser expressa por
Au;m’ = )\zv(p(qu Myia Mz1)7 (329)

onde Auy; é o componente plastico dos incrementos de desloca-
mentos nodais, \; é a constante de plastificacio e VO(Fyi, My;, M;)
é o vetor gradiente da superficie de escoamento, todos referentes
a extremidade ¢ do elemento, como mostrado na Fig. 10. O vetor

gradiente é dado por

OB /OF,;
P /OM.;

Figura 10 — Vetor de incremento de deslocamentos plasticos
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3.3.3.3 Condicdo de consisténcia

No caso de materiais com comportamento elastico per-
feitamente plastico, a superficie de escoamento permanece fixa e
nenhum trabalho plastico adicional pode ser gerado. Como re-
sultado, qualquer incremento das forcas nodais AF; do elemento
no regime plastico deve ser sempre tangente & superficie de es-
coamento, enquanto os incrementos de deslocamentos plasticos
sdo sempre ortogonais (Fig. 10). Essas relagoes sdo chamadas de

condicao de consisténcia e podem ser expressas por

Aul,AF; = 0. (3.31)

De modo a considerar ambas as extremidades do ele-

mento, as Eqs. 3.29 e 3.31 podem ser reescritas como

A P A .
Au, =20t L (Ve 0Nl o5 (339
Aupg 0 V(I)Q )\2
e
GTAF =0. (3.33)

3.3.3.4 Matriz de reducdo plastica

Conforme a Fig. 11, quatro comportamentos diferentes
devem ser considerados em um elemento de pértico: (a) ambas
as extremidades possuem comportamento eldstico, (b) o né 1
plastificado e 0 n6 2 eldstico, (c) o n6 1 eldstico e o né 2 plastificado
e (d) ambos os nds estdo plastificados. A matriz de redugdo

plastica Kp deve ser determinada para cada caso.
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Figura 11 — Quatro comportamentos para o elemento de portico

(a) Ambas as extremidades eldsti-

(b) Extremidade 1 plastica
cas

[ O
o, O 1 2
1 2

(d) Ambas as extremidades plds-

(c) Extremidade 2 plastica ticas

(@, ®
1 2 [ ®
1 2

A funcao principal da matriz Kp é confinar as forcas
internas nodais em um ponto na superficie de escoamento. Isso
assegura que o vetor de incremento de forgas, no préximo passo
de carga, seja tangente a superficie de escoamento no ponto e a
resultante de deslocamentos plasticos seja normal & superficie.
Assumindo que em um dado passo de carga os incrementos
de deslocamentos nodais Au, a partir do ponto de equilibrio,
permanecem no regime plastico, i.e., nenhum descarregamento
elastico ocorreu, é possivel tratar Au como a soma de uma parcela

elastica Au, e de uma parcela plastica Auy, i.e.,

Au = Au, + Au,,. (3.34)

Um incremento nas forgas nodais AF do elemento é
causado pela componente elastica dos deslocamentos, de acordo

com

AF = KpAu,, (3.35)

onde a matriz Kg é a soma das matrizes de rigidez linear e

geométrica, Kgp = Ky + K¢, ou seja, é a parcela elastica na
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matriz de rigidez tangente K. A seguir, serd formulada a matriz

de reducao plastica Kp para os quatro casos.

)

Ambas as extremidades elasticas: nao ha redugao na
rigidez do elemento devido a formagao de alguma rétula

plastica e a matriz de reducdo se torna
Kp =0, (3.36)
onde 0 é uma matriz nula de ordem 12x12.

Extremidade 1 plastica: supGe-se que o elemento apre-
senta uma rétula plastica na sua extremidade 1 e os demais
pontos estdo no regime elastico. Se os deslocamentos das
extremidades 1 e 2 do elemento sofrem incrementos re-
presentados pelos vetores Au; e Ausg, respectivamente,
os correspondentes incrementos no esforgos atuantes nas

citadas extremidades sdo dados por

AF; = Ki1Aug. + Ki2Au, (3373)
(&
AFQ = KQlAule + K22Au2, (337b)
sendo
Aule = Alll — Aulp (338)

a parte eldstica de Auy, ao contrario de Auyy,, que repre-
senta a parte plastica. As matrizes Ki1, K2, Ko e Koo
sao submatrizes, de ordem 6x6, da matriz de rigidez elastica

do elemento, ou seja,

K K
Kp=| ' 712 (3.39)
Ko Ko
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Os indices das submatrizes representam os extremos do
elemento em relacdo aos quais as mesmas representam a,
rigidez. De acordo com a condicdo de normalidade, dada
pela Eq. 3.29, Auy, tem a direcdo e o sentido do vetor
gradiente G da superficie de escoamento no ponto corres-
pondente aos esforgos atuantes no extremo 1 do elemento.

Assim, tem-se que

Aulp = /\1G1, (340)

sendo \; a constante de plastificacdo no extremo 1 e Gy =
V®;. Substituindo as Egs. 3.38 e 3.40 na Eq. 3.37, chega-se

a
AFl = K11(Au1 — ).\1G1) + K12AUQ (341&)

AFQ = Kgl(Aul - ).\1G1) + K22Au2. (341b)

A partir da condi¢do de consisténcia, dada pela Eq. 3.31,

pode-se escrever que

GTAF, =0. (3.42)

Introduzindo a Eq. 3.42 na Eq. 3.37a com todos os termos

pré multiplicados por G{, resulta

GTK Au; + GTK3Auy — GTK (1 AG, =0, (3.43)
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ou ainda,

1

W S
"7 GTK,1 G,

A
[GITK11 GlTKlz}{ ul}. (3.44)
Aug

As Egs. 3.41 podem ser combinadas na expressdo matricial
AFp | |Ku Kiz| JAw | [Ki Ko A Gy
AF; Ko Ka| |Aug K21 Koo 0 ’

(3.

45)

onde 0 é um vetor nulo de ordem 6x1. Agora, usando as

Egs. 3.44 e 3.45, chega-se a
AF; _ K1 Kis Auy
AF, B Ko Koo Auy

1 K1 Kiz| |Gy Auy
—F GTK GTK ,
G?KHGl [Kzl K22‘| { 0 } [ ! " ! 12:| {AUQ}

(3.46)
ou ainda, de forma compacta,
AF = [Kg + Kp] Au, (3.47)
sendo
< ~aia e (o S0 €T
(3.48)

Extremidade 2 plastica: caso a rétula pldstica esteja

localizada no né 2, a matriz de reducao plastica Kp pode
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ser obtida de maneira andloga ao item b), o que resulta em
1 K1 Kyo 0
Kp=——F7—" {GTK GITK }
G K2G) [Km Ko | | G2 2o 2T
(3.49)
e na contante de plastificagao
. 1 Au,
fo = crie—o |GTKy GIKx| (350
GgKQQG'Q 2 21 2 22 Au2 ( )
d) Ambas as extremidades plasticas: supde-se que o ele-

mento apresente rotulas pldsticas nos extremos 1 e 2. Subs-
tituindo as Egs. 3.32 e 3.34 na Eq. 3.35, chega-se a

AF = Kg(Au — GA). (3.51)

Utilizando as Egs. 3.33 e 3.51 e isolando A, chega-se a
expressao

A=[G"KxG] ' GTKpAu. (3.52)

A partir da Eq. 3.51 e usando a Eq. 3.52, as for¢as nodais

incrementais podem ser definidas como

AF = KpAu—KzG [GTKG] G"KpAu, (3.53)
ou, de forma compacta, como
AF = [Kg + Kp| Au, (3.54)
onde a matriz de reducao plastica Kp é dada por

Kp = -KzG [GTKpG]  GTKp. (3.55)
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3.3.3.5 Superficies de escoamento

A superficie de escoamento e seu vetor gradiente sao a
base da formulacdo da matriz de reducao plastica Kp. Equagoes
com uma Unica expressao para segoes cantoneira foram intro-
duzidas por Al-Bermani & Kitipornchai (1990) e Kitipornchai
et al. (1991). Essas expressoes sao relativamente complexas e
contemplam secOes cantoneira de abas desiguais. Neste traba-
lho, foi utilizada uma equagdo mais simples para a superficie
de escoamento de se¢bes cantoneira de abas iguais, formulada
por Alminhana, Mason & Albermani (2018), pois representa as
se¢Oes utilizadas nas torres de transmissdo analisadas no presente
trabalho. A superficie de escoamento é fungao da forca axial e

momentos fletores normalizados e expressa por

<D(fz7 My, mz) = N

2 - sgn(my)|my|1"05 + (1 + f2)?m? paramy < My im
f2 +sgn(my)[my Y% + (1 = fu)*mZ

paramy > My tim

(3.56)
onde sgn representa o sinal da variavel em questao e
Fy
fo= (3.57)
M,
= 3.57b
my Mpy ( )
¢ M
m, = ——, 3.57c
i (3.57¢)

onde Fj, ¢é a forca axial de plastificacdo, e My, e M,, sdo os

momentos de plastificacdo em relagdo aos eixos principais cen-
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troidais ¥ e Zz, respectivamente. O valor de m, ;;, controla a

intersecao entre as duas curvas e é dado por

1 ff] " (3.58)

My, lim = QSgn(fac) |:1+f2

Os componentes do vetor gradiente sdo obtidos ao deri-
var a Eq. 3.56 em relacdo a forca axial normalizada f, e momentos
fletores normalizados m,, e m_. Como duas expressdes sdo possi-
veis para ® na Eq. 3.56, dois conjuntos de derivadas parciais sao

obtidos. Se my < My tim, entao

d
Ofs
o 5
=1 0,05 59h
om, ; 05[my (3.59b)
¢ 0P
=2(1 m.,. ,
Caso contrério,
0P 9
af. 2fr +2(1 = fa)mz, (3.60a)
0P 5
=1 0,05 60b
om, , 05]m, | (3.60b)
¢ 0P
=2(1— f.)?m.. ,

3.4 Transformacao de coordenadas no RLA

As matrizes de rigidez do elemento sio formuladas usando
o sistema de referéncia local do elemento, relacionando deslo-

camentos locais com respectivas forcas locais. Ao se estudar o
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comportamento de um elemento genérico, surge a necessidade
de fazer a correspondéncia de grandezas referidas em diferentes
sistemas de eixos através de uma matriz de transformagao de

coordenadas T.

A transformagao de coordenadas € utilizada nas seguintes

etapas:

o Formagcao do vetor de forcas: as forgas internas nos extremos
dos elementos, expressas no referencial local (F!) devem

ser transformadas para o referencial global (F9 = TTF!);

e Formacao da matriz de rigidez da estrutura: a matriz de
rigidez de cada elemento (K.), no referencial local, deve ser

transformada para o referencial global (K7 = TTK4T);

e (Célculo dos deslocamentos nos elementos: é necessario que
se obtenha os deslocamentos nodais no referencial do ele-
mento a partir dos deslocamentos calculados no referencial
global (Au! = TAu9).

3.4.1 Matrizes de transformacdo na configurac3o inicial

Como secdes de paredes finas sdo consideradas, a trans-
formacao de forgas, deslocamentos e da matriz de rigidez consiste
em dois passos, com base em Alminhana (2017): transformacao

translacional e transformagao local para global.

3.4.1.1 Matriz de transformacdo translacional

Considerando que a matriz de rigidez do elemento é

formulada nos eixos do centroide e do centro de cisalhamento da
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secdo e a transmissao de esforgos entre elementos ocorre devido
a uma ligacdo excéntrica, uma transformacao é necessaria para
relacionar as quantidades dos eixos yz aos eixos §Z conforme
ilustrado na Fig. 12. Essa transformacao é obtida a partir do

movimento de corpo rigido de acordo com

[ 1 0 0 0 0 0]
0 1 0 000
g, 0 © 1 ooo (3.61)
0 -5 85, 100
c. 0 0 010
-C, 0 0 0 0 1]

onde Cy e C se referem ao centroide C, enquanto Sy e S, re
referem ao centro de cisalhamento S. O ponto O representa a
posicdo em que ocorre a transferéncia de esforcos entre elementos.
A Eq. 3.61 descreve a transformagio dos graus de liberdade em
uma extremidade do elemento e pode ser expandida para ambas

as extremidades com

(3.62)

3.4.1.2 Matriz de transformac3o local para global

A transformacio de coordenadas locais para globais é
um dos tipos mais comuns de transformacao e é usado para
relacionar pardmetros do eixo local com os eixos globais e vice-
versa. A matriz é composta pelos vetores unitdrios que definem as

diregoes normal e principais da secao transversal do elemento. A
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Figura 12 — Eixos de coordenadas locais de se¢do transversal de
paredes finas com um eixo de simetria

<

orientacdo da sec@o transversal é definida através de um terceiro
no, localizado no plano xz, que serd usado para obter as diregoes
dos eixos principais da se¢do. O vetor que define o eixo local na

direcdo x para o elemento indeformado, °x, é dado pelos cossenos

diretores
Ox = [l m n} , (3.63)
com
T2 — X1 Y2 — Y1 Z2 — 21
— — gz I == .64
l T om 7 e n T (3.64)

sendo x;, y; € z;, © = 1,2, as coordenadas dos nés nas diregoes x, y

e z, referidas ao sistema de referéncia global, e L é o comprimento
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do elemento na configuracao indeformada. O terceiro né é usado

para definir o vetor auxiliar

Vaur = (23 = 21) (g5 —91) (35— =1)] (3.65)

na dire¢do do eixo z que liga os nés 1 e 3 e pode ser transformado
no vetor unitario

N Vauz
= . 3.66
Vour = (3.66)

O eixo y serd ortogonal ao plano xz e é gerado pelo

produto vetorial normalizado

5 0
0 Vaus X X
= 3.67
Y [Vauz x Ox|| ( )

e o0 eixo z serd ortogonal aos eixos locais x e y, o que gera o vetor

9z = %% x Oy (3.68)

Os vetores que definem as diregoes normais e principais do ele-

mento formam a matriz

Ox

o, = (O] . (3.69)

Og,

A transformacao completa para os doze graus de liberdade é dada

por

o, = . : (3.70)

As matrizes de transformagao descritas nesta se¢do po-

dem ser combinadas em uma tnica matriz de transformacao °T
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de acordo com
T =T,°T,. (3.71)

3.4.2 Atualizacdo da matriz de transformac3o local para

global

Na atualizacdo do referencial deve-se considerar que além
de transladar cada né sofre uma rotagdo no espago cujas compo-
nentes segundo os eixos globais sdo conhecidas ap6s cada passo
de carga. Para a definigdo da nova orientacdo dos elementos nao
basta atualizar as coordenadas dos pontos nodais, acrescentando
os incrementos de deslocamentos. E necessério que o giro sofrido
por cada né também seja considerado, pois este modifica a ori-
entacdo do plano das secOes transversais. A rotagao das secoes
porém nao deve ser calculada aplicando-se trés rotagoes de eixos,
correspondentes as componentes do giro em relagdo aos eixos
globais. Isso porque as rotagoes finitas, por ndo serem grande-
zas vetoriais, ndo possuem a propriedade comutativa e a ordem
de transformacado das coordenadas influiria no resultado final.
Considerando que os extremos dos elementos sofrem rotagoes
distintas, a definicdo dos eixos locais se complica ainda mais.
O objetivo desta segdo é estabelecer um método para atualizar
os eixos locais do elemento, considerando de maneira bastante

precisa as translagoes e rotagoes de seus nés extremos.

No referencial atualizado, a cada né estao associadas
trés componentes de rotagao e trés de translagdo. As rotagoes
nodais fardo com que as segbes transversais dos elementos girem,
alterando as direcoes dos eixos y e z locais. Além disso, a trans-

lagdo relativa entre nés faz com que o eixo local z também mude
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de direcdo. Surgem assim duas dificuldades:

e Definir, para cada extremo, as novas dire¢oes dos eixos y e
z apés as trés rotagdes em torno dos eixos globais X, Y e
Z;

e Definir um sistema ortogonal de eixos para um elemento

que sofre rotagoes diferenciadas nas se¢oes extremas.

O procedimento para a atualizagdo da matriz de trans-
formagao é descrito abaixo e baseado em Alves (1995). Para fins

didaticos, o elemento serd apresentado com sec¢ao retangular.

3.4.2.1 Matriz de orienta¢do do né

Para considerar as rotagoes nodais ao se atualizar o re-
ferencial, Oran (1973) propos a adogdo de um sistema de trés
eixos ortogonais rigidamente conectados a cada né. Por conve-
niéncia, esses eixos sdo considerados paralelos aos eixos globais
na configuracao indeformada inicial. Os cossenos diretores desses
eixos, dispostos segundo as linhas, formam a chamada matriz de
orientacdo do nd. Para um nd na configuragao inicial, a matriz

de orientacao é

N = (3.72)

o O =
o = O
= o O

Ao se atualizar o referencial, a matriz de orientagao do
noé deve ser transformada através da chamada matriz de rotagao
do nd, Ry. Isso, pois a mudanca de geometria da estrutura faz

com que o sistema de eixos que define a orientagdo do né seja
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rotacionado. Generalizando, a matriz de orientacdo no referencial
t + At é obtida atualizando-se a matriz no referencial anterior ¢

através de

HAIN = RyIN (3.73)

Sendo os incrementos de rota¢des de um né em torno
dos eixos X, Y e Z respectivamente Af,, Af, e Af,, Kassimali

& Abbasnia (1991) propuseram a matriz de rota¢ido do né

COSp+n?(1—COSp) n3S€Np+nina(1—COSp) —naS€Np+ninz(1—COSp)
Ry = | —nasSenp+nina(1-COSp) COSp+nZ(1—COSp) n1S€Np+nanz(1-COSp) |,
n2S€Np+ninz(1—COSp) —niS€Np+nanz(1—COSp) COSp+n§(17COSp)
(3.74)

valida para uma rotacdo finita p em torno de um eixo com cossenos

diretores ni, ny € n3.

Esta matriz de rotagao é ortogonal e pode ser utilizada

para atualizar a matriz de orientagdo do né fazendo as substitui-

coes
p=[(B6,)2 + (86,)2 + (A6.)2, (3.75)
AG, Af A
ny = P ng = Ty e ng = . (3.76)

Embora a Eq. 3.74 admita uma grande rotacao p, as Egs.
3.75 e 3.76 sdo validas para pequenos incrementos de rotacao
Abg, Ab, e AG,. Esta limitagdo se deve ao fato da rotacdo p
nao poder ser decomposta vetorialmente. Fica assim estabelecido
que a atualizacdo do referencial deve se processar apds pequenos

incrementos de rotagao.
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3.4.2.2 Matriz de orientagdo da secdo

Para se determinar a orientagdo atualizada dos eixos de
um elemento é necessario inicialmente que se conheca as novas po-
sicoes de suas segOes transversais extremas. Este é o propésito da
chamada matriz de orientacao da se¢ao, definida pelos cossenos
diretores das dire¢oes normal e dos eixos principais, respectiva-
mente, dispostos segundo as colunas. Para os nds extremos de
um dos elementos, as matrizes de orientacdo da secao dos nods

inicial e final sdo, respectivamente,
s = o, N (3.77a)

s = op,N® (3.77b)

onde N ¢ N2 si0 as matrizes de orientacio dos nés inicial

e final, respectivamente, e 0T, é a matriz de transformacao de
coordenadas para o referencial do elemento na configuragao inicial,
definida da Eq. 3.69.

Na Fig. 13, que ilustra a rotagdo das segoes extremas,
9%, Oy e %z sdo vetores unitérios nas direcdes normal e dos eixos

principais da se¢ao, para o elemento na configuracao inicial.

Os vetores unitarios Sgl), S(Ql) e Sgl) correspondem as
dire¢oes normal e dos eixos principais da se¢ao inicial (né 1) do
elemento deformado. Da mesma forma, os vetores SEQ), Ség) e
ng) se referem & secao final (n6 2) do elemento deformado. Logo,

as matrizes de orientagdo das segbes extremas sdo formadas pelas
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Figura 13 — Rotacao das se¢des de um elemento

Y

Configuracao deformada

Configuragao inicial

linhas

s = |sM (3.78a)

S® = |s¥|. (3.78D)

3.4.2.3 Eixos locais do elemento deformado

As matrizes S representam as dire¢oes normal e princi-
pais das se¢oes das duas extremidades do elemento. No entanto,
deseja-se obter apenas um sistema de eixos atualizado que repre-

sente o elemento.
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Por definicao, as linhas da matriz de transformacao de
coordenadas sdo as componentes dos vetores unitarios nas di-
recoes dos eixos locais. Assim, mesmo para um elemento cujas
secOes transversais sofreram rotagoes diferenciadas, o eixo lon-
gitudinal é definido exclusivamente em funcido das coordenadas
atualizadas dos nés 1 e 2. Logo, a primeira linha da matriz de

transformacao atualizada no referencial ¢ é

t+Atx:[l m n] (3.79)

Na Eq. 3.79, os cossenos diretores do eixo longitudinal
do elemento sao obtidos a partir das coordenadas atualizadas,

correspondendo a posi¢ao do elemento deformado.

Como no caso geral os planos das se¢des extremas nao sao

mais paralelos entre si, nem perpendiculares ao eixo longitudinal,
t+At
y

z que definem os eixos locais y e z, correspondentes a uma

o objetivo passa a ser a determinacao de um par de vetores
o tHAL

secao média.

As rotagoes das normais as se¢oes 1 e 2 em relagdo ao
eixo longitudinal, denominadas ¢ e ¢2, sdo determinadas através

dos produtos vetoriais

seng p® =8 x A (1 =1,2), (3.80)

,

onde p(¥ é um vetor unitério, normal ao plano que contém os

) o tHAL

vetores ng' x. A Fig. 14 mostra o detalhe da rotacdo da

normal das se¢bes transversais.

Dispondo-se da rotagao da se¢do, pode-se calcular, para

cada extremo, a projecao de seus eixos principais sobre o plano
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Figura 14 — Rotacao da normal das se¢bes transversais

perpendicular ao eixo longitudinal. Os cossenos diretores destas
projegdes correspondem as segunda e terceira colunas da seguinte

matriz de orientacdo da se¢do rotacionada

e =8OR  (i=1,2), (3.81)

sendo Rg\i,) a matriz de rotacdo da Eq. 3.74 para uma rotacao ¢;
na direcdo p'?), cujos cossenos diretores sio pgl), pg) e p:(,f), todos
obtidos a partir da Eq. 3.80.

Segundo Oran (1973), as dire¢oes dos eixos principais da
secao média projetada correspondem aproximadamente a segunda

e terceira linhas de

é:%km+gﬂ, (3.82)

que devem ser normalizadas para formar as linhas 2 e 3 da matriz
de transformacdo de coordenadas do elemento. Na Fig. 15a é
apresentada a composicao desses eixos médios. Deve-se notar,
porém, que os eixos principais projetados sobre o plano perpen-

dicular ao eixo do elemento nao formam sistemas ortogonais e,
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Figura 15 — Projec¢des dos eixos principais das se¢des extremas

(a) Formacao dos eixos médios (b) Formagdo dos eixos ortogonais

por isso, a média da Eq. 3.82 é uma aproximacao. Uma forma
de se obter eixos realmente ortogonais a partir das projegoes
dos eixos principais foi proposta por Kuo, Yang & Chou (1993).
Inicialmente, os eixos principais médios sdo normalizados, for-
mando um sistema obliquo, €5 e e3, conforme ilustra a Fig. 15b.
Baseando-se na propriedade das diagonais de um losango serem
perpendiculares entre si e bissecionarem os dngulos internos, tais

diagonais podem ser expressas por

d; = ey +e3 (383&)

dy = &, — é. (3.83b)

Normalizando estas diagonais, obtém-se os vetores uni-
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tarios ortogonais

d; = _d (i=1,2). (3.84)

. dT

vd;-d;
Rotacionado esses vetores unitarios em 45° no sentido
anti-horério (positivo), obtém-se finalmente os vetores unitarios
que definem os eixos principais médios do referencial do elemento,

ou seja,

1 - _
Aty — — (d; +d 3.85
y \@( 1+d2) (3.85)

Aty — %(&1 —dy). (3.86)

A matriz de transformagao de coordenadas do referencial

global para o referencial atualizado do elemento é formada por

t+AtX

FRAIT, = { t+Aby & (3.87)
t+Atz

A transformagao para os doze graus de liberdade é dada

por

t+AtT2

t+AtT2

t+At _
T, = v, (3.88)

t+AtT2

A transformacdo completa é dada pela combinacao da

matriz de transformagao translacional com a matriz de transfor-
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magao local para global atualizada de acordo com

At — T HHALTY, (3.89)

3.4.2.4 Sequéncia para a formacdo da matriz de transformagdo

atualizada

Visando a automatizagao do processo em uma andlise
incremental-iterativa, apresenta-se a seguir os passos a serem
seguidos para a formacao da matriz de transformacao de coorde-
nadas de um elemento.

t+At

1. A partir da configuracao atual, formar x com a Eq.

3.79;

2. Para cada extremo do elemento (i = 1,2), efetuar as se-

guintes operacoes:

e Com os incrementos de rotagoes entre as configuragoes

t e t + At, formar a matriz de rotagdo do né R%);

e Calcular a matriz de orientacdo do né de acordo com
a Eq. 3.73, da seguinte forma: ‘TAIN®) = RE\Z‘,)T‘/N(")7
onde "TA'N() ¢ a matriz de orientacdo do extremo i
na atual iteracio e {N() é a matriz de orientacdo do
mesmo extremo no ultimo ponto de equilibrio calcu-
lado;

e Calcular a matriz de orientacdo da secdo de acordo
com a Eq. 3.77:
t+Atg (i) — 0T2t+AtN(i)

i
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e calcular a rotagdo da normal, que tem a seguinte forma

explicita obtida a partir da Eq. 3.80:

¢ = sen_l\/(Sg)n — Si?m)2 + (Si?l — Sg?n)z + (Sﬁ)m — Si?l)Q

(3.90)

onde SJ(-Q é a componente jk da matriz de orientacgao
da secao 1;

¢ Calcular as componentes do vetor unitario, p, na dire-

¢ao da normal, com

o) _ Sign—Sigm

3.91
pl Sean)i 9 ( a‘)
(1) (1)
(i) _ Szl = Siin
=13 Il 3.91b
P2 senao; ( )
¢ (1) (2)
i 7 _ 7 l
O = Sum e Sl (3.91c)

senao;

e Formar a matriz de rotacao substituindo os valores

A0 = gpl?) (3.92a)

N (392
e

AD = ppl) (3.92¢)

na Eq. 3.75, correspondentes a rotagdo da normal.

e Com a matriz de rotagao recém formada, calcular a
matriz de orientacdo de secdo rotacionada, através da
Eq. 3.81;
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. Calcular os eixos principais

. Calcular os eixos médios através de

1
~@eW ey = e, ; (3.93)

é:

. Calcular os eixos principais médios normalizados com

&= (3.94a)
€ - e
e A
&= (3.94D)
€3 - €3

. Calcular as diagonais dos losangos da Fig. 15a através da

Eq. 3.83;

. Normalizar as diagonais de acordo com a Eq. 3.84;

t+At t+At

ye z no referencial

local através das Eq. 3.85 e 3.86;

. Formar a matriz de transformacao de coordenadas atuali-

zada de acordo com a Eq. 3.89.

3.5 Calculo das forcas internas

A equacao nao linear de equilibrio que rege o problema

pode ser resolvida através do método iterativo de Newton-Raphson

para cada incremento de carga. O procedimento é repetido até que

a equacao de equilibrio seja atendida dentro de uma tolerdncia

pré-definida. No decorrer do processo iterativo, os deslocamentos

sdo obtidos para uma dada configuragdo da estrutura. Com estes

deslocamentos, pode-se calcular o incremento de forcas internas,
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definido como sendo o produto entre a matriz de rigidez e o vetor
de deslocamentos. Para que a estrutura esteja em equilibrio, o
somatorio das forcas internas, dado pela soma entre as forcas
internas acumuladas na configuragdo de equilibrio anterior e o
incremento de forgas internas atual, deve ser igual ao vetor de
forgas aplicadas. Este seria o procedimento classico do método
de Newton-Raphson. Porém, uma maneira mais eficiente para
calcular o incremento de forcas internas é considerar apenas os
deslocamentos que geram deformagoes, subtraindo-se a parcela
de deslocamentos de corpo rigido. Assim, é formado o vetor de
forcas internas F que é comparado ao vetor de forcas aplicadas
AQ a fim de verificar se o equilibrio foi satisfeito. O objetivo dessa
se¢do é apresentar uma técnica, obtida em Alves (1995), para
calcular os esforgos internos de um elemento de pértico espacial
excluindo-se os deslocamentos de corpo rigido. Esses esforcos
internos devem formar um vetor com doze componentes para

cada elemento.

3.5.1 Composicdo dos deslocamentos

Os deslocamentos nodais podem ser decompostos em:

e Deslocamentos de corpo rigido;

e Deslocamentos que geram deformagdes.

Os deslocamentos de corpo rigido sdo apresentados na
Fig. 16 onde sdo mostradas trés configuracdes do elemento: AB,
A'By e A’ By. A partir da altima configuracio de equilibrio AB, os
deslocamentos Auy, Avy e Aw; geram exclusivamente translagoes

de corpo rigido, conduzindo o elemento a posicio A’B;. A seguir,
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o elemento sofre uma rotagao correspondente a atualizacao do
referencial do elemento, levando-o até a nova configuragdo A’ Bs.
Nesse processo, o elemento nao sofreu nenhuma deformagao e o

movimento é exclusivamente de corpo rigido.

Figura 16 — Deslocamento de corpo rigido

L+A1x

sistema local atualizado

rotacdo do
elemento

translacgao do

elemento

sistema local na ultima

tx

configuragao de equilibrio

As deformacées surgem apés a configuragdo A’By em
virtude dos deslocamentos de:
o alongamento ATu;
e giro de torcao Af,;
« rotagdes por flexdo em torno do eixo Ay, Al e Afyo;

e rotacoes por flexdo em torno do eixo "2z, Af,; e Af.,,.
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Estes seis graus de liberdade, medidos a partir do re-
ferencial atualizado como mostra a Fig. 17, formam o seguinte

vetor de deslocamentos e forgas nodais:

_ _ _ _ _ T
Au=[0 0 0 0 Ay AT AT 0 0 AG, Af, Al

(3.95)

Figura 17 — Deslocamentos responséveis pelas deformacoes e for-
¢as nodais

H»Atx

Os incrementos de forgas nodais representadas na Fig.

17 sao expressas pelo vetor

T
AF=[0 0 0 0 AM, AN. AF, 0 0 AM, AM, AM.| .
(3.96)

O alongamento (ou encurtamento axial), Aw, é obtido
pela subtragao do comprimento do elemento na configuracao
atual pelo comprimento do elemento na ltima configuragao de

equilibrio, conforme mostrado na Fig. 18. E dado por

AT = /("L + Au)? + Av® + Aw? — 'L, (3.97)



94 Capitulo 3. Andlise nao linear de estruturas reticuladas

onde as translagoes relativas sao

Au = Aug — Auy, (3.98)

Av = Avg — Avy, (3.99)
e

Aw = Aws — Aw;. (3.100)

Figura 18 — Alongamento ou encurtamento axial

As relacdes entre as rotacdes nos sistemas ‘zlylz e
tHAtpt+ Aty i+ ALy hodem ser determinadas examinando-se as pro-
jecoes da geometria deformada sobre os planos ‘z'y e fz'z, apre-
sentados na Fig. 19.

Percebe-se que na rotacdo da configuragao do ultimo
passo de carga (sistema ‘z'y’z) para a configuracio atual (sis-
tema tTALpttALYITALY) representada por Afy1, Af.1, Abys e
A2, estdo contidas as rotagdes de corpo rigido v, e 1, dadas
pela atualizacao do referencial. Essas rotacoes de corpo rigido
devem ser descontadas de modo a obter as rotagoes que causam

deformacao por flexao Agyl, AB 1, Agyg e Af.o.
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Figura 19 — Projecdes da geometria deformada sobre os planos

trty e tatz

t+AL
Y

'L+Au

/,+AIZ

Pela Fig. 19, obtém-se as relagoes

—Aw
_ -1
Yy = tan (tL—I—Au)’
Av
_ —1
Ys = tan (tL+Au>’
Ay = A0, — P, (i=1,2),

t+Afx

t+At:L,

(3.101)

(3.102)

(3.103)



96 Capitulo 3. Andlise nao linear de estruturas reticuladas

Agzi = Aezz - wz (Z = 1, 2) (3104)
A rotagao de torcao é dada pela rotacao relativa dos dois
no6s do elemento

Ab, = Ay — Ab,,. (3.105)

3.5.2 Forcas internas

Obtidos os deslocamentos que causam deformagdes no
elemento, pode-se calcular os incrementos de forgas internas no

referencial local fazendo

AF! = KAt (3.106)
sendo posteriormente somadas as forcas internas, no referencial

local, acumuladas até o 1ltimo ponto de equilibrio, com
AR = 'F! + AF. (3.107)
As forgas internas no referencial global sdo obtidas com o uso da
matriz de transformacao de coordenadas
AR _ AT tHHALRL (3.108)
sendo alocadas nos seus respectivos graus de liberdade de modo a

formar um vetor de n posi¢oes com as forgas internas da estrutura,

sendo n o ntimero de graus de liberdade da estrutura.

3.6 Método do comprimento de arco

Uma metodologia eficiente para a analise ndo linear deve

ser capaz de percorrer todos os pontos no caminho de equilibrio
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de uma estrutura, identificando os pontos criticos (pontos limi-
tes de carga, de deslocamento e/ou pontos de bifurcagiao) que
possam existir. Para que o método consiga ultrapassar os pontos
limites, é necessario que, além das equagoes de equilibrio, se use
uma equagao de restricio (WEMPNER, 1971; RIKS, 1972; RIKS,
1979; RIKS, 1984). A restricao esta relacionada aos incrementos
de deslocamentos nodais Au e, possivelmente, ao fator de incre-
mentos de carregamentos AX. Uma vez que essa metodologia
controla a evolugao da solugdo ao longo do caminho de equilibrio,
ela pode ser definida como um método de controle. Ao se utilizar
uma equagao de restricdo quadratica, introduz-se o método de
controle de comprimento de arco, que possui a vantagem de des-
crever superficies fechadas que sempre interceptam o caminho
de equilibrio. Véarios pesquisadores tém estudado o método de
comprimento de arco. Nesse contexto, destacam-se os trabalhos
de Wempner (1971), Riks (1979), Crisfield (1981), Ramm (1981),
Park (1982), Crisfield (1983), Schweizerhof & Wriggers (1986),
Forde & Stiemer (1987), Yang & Shieh (1990), Al-Rasby (1991),
Lam & Morley (1992), Carrera (1994), Feng, Peri¢ & Owen (1996)
e Ritto-Corréa & Camotim (2008). Diversas variagoes do método
de comprimento de arco foram definidas: (i) comprimento de arco
esférico, (ii) comprimento de arco cilindrico, (iii) comprimento
de arco elipsoidal e (iv) comprimento de arco linearizado. Um
método mais geral, que permite a incorporacdo das variagoes
esférica, cilindrica e elipsoidal em um tnico método, foi proposta

por Ritto-Corréa & Camotim (2008) e serd usado neste trabalho.

Um problema de equilibrio nao linear pode ser escrito
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como

R(u,)\) = F(u) — AQ (3.109)

onde u é um vetor que contém os n deslocamentos nodais, A é
um parametro de carga, F' e Q sdo as forcas internas e externas,
respectivamente, e R é o vetor de forgas residuais. O caminho de
equilibrio é uma curva no espago de dimensao n + 1 e é formado
por um conjunto de pontos de equilibrio, obtidos através de
uma estratégia incremental-iterativa. Nesse contexto, o método
iterativo de Newton-Raphson é baseado na expansao em série de

Taylor da Eq. 3.109 em relagdo a um ponto A,

Rp :RA-i-KAAu—A)\QA-l-...:O (3.110)

onde R4 e Rp sdo forgas residuais avaliadas nos pontos A e B,
Au =uy —up é o incremento de deslocamentos, AX = Ag — Ay
¢é o parametro de incremento de cargas, K4 é a matriz de rigidez
tangente e Q4 é o vetor de forcas externas, ambos avaliados no

ponto A. A solugdo da Eq. 3.110 por ser dividida em
Au = Asu® + A\u® (3.111)

onde As é um escalar utilizado para aplicar uma correcido na
parcela u”* (0<As < 1) e u’® e u? sdo encontrados ap6s resolver

o sistema de equagoes lineares

KAuR = 7RA

(3.112)
KAuQ = QA~



8.6. Método do comprimento de arco 99

Os valores dos deslocamentos e o parametro de carga

devem ser atualizados de acordo com

MEs

Introduzindo t como uma variavel de dimensdo n + 1

R

0

Au
A

ug
Aa

+As +AM

u®
) ] . (3.113)

que contém os deslocamentos nodais e o fator de carga, a Eq.

3.113 pode ser escrita como

tp =ta + Ast? 4 AN, (3.114)

O processo empregado neste trabalho é baseado em um
método incremental-iterativo. A estratégia preditora-corretora

do método de Newton-Raphson consiste nas seguintes operagoes:

1. Uma previsao: a partir da ultima configuragao de equi-
librio ¢ conhecida, determina-se o fator de incremento de
carga A\. A partir de A\, determina-se os novos valores dos
deslocamentos nodais ug = up + A\u®. Como a solucao
encontrada é aproximada, os deslocamentos encontrados
podem necessitar de corregdo, caso o sistema nao esteja em

equilibrio.

2. Uma ou mais corregdes: a partir de um ponto A em
desequilibrio, faz-se a corre¢ao dos deslocamentos globais
up = uy + Asuf® + A\u® ao atualizar o parametro de
carga como Ag = A4 + A\, Esse passo é continuado até

que a convergéncia seja atingida, i.e., Rp ~ 0.

A Fig. 20 mostra uma interpretagio geométrica dessas

variaveis, no contexto de um problema de uma dimensao. O caso
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mostrado envolve a primeira corre¢ao apds a previsao, o que
significa que A = P (P é o ponto da previsao inicial), mas nao
hé mudanca substancial se o ponto A corresponde a qualquer
outra iteracdo subsequente. Observa-se que (i) u* faz a mudanca
de u para corrigir o erro linearizado, para um valor constante de
A, e que (ii) u® representa a variacio de u com A\, mantendo o
erro linearizado inalterado. Esses dois vetores, bem como suas
extensdes t e t9, tém um papel fundamental em todos os
métodos de controle. A linha reta definida pelo ponto A e os
vetores t1 e t9 é a chave de todos os pontos onde as equacoes de
equilibrio linearizadas, computadas no ponto A, sao satisfeitas;

assim, ela é chamada de linha de equilibrio linearizada.

Figura 20 — Interpretacio geométrica de u®, t@, u” e t%

u
Fonte: Adaptado de Ritto-Corréa & Camotim (2008).

O propodsito do método de controle de comprimento de
arco é a definicdo do parametro de carga que deve ser consi-

derado nas fases de previsao e correcao. Nesse caso, o valor de
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A é escolhido de modo que o préximo ponto esteja localizado
na intersecao da linha de equilibrio linearizada com a superficie
fechada no espago de dimensao n + 1 que contém o ultimo ponto
de equilibrio em seu interior. Considera-se up € Ao como os deslo-
camentos globais e o pardmetro global de carga, respectivamente,
no ultimo ponto de equilibrio. Considerando, por conveniéncia,
Au e A) incrementos dessas varidveis no atual passo de carga
a partir do tltimo ponto de equilibrio, em termos de vetores de

dimensao n + 1 pode-se escrever

. Au _ |l _juo| _,
At = [AA] = [)\1 [)\o] =t—to. (3.115)

Introduz-se nesse espaco o produto escalar definido por
tAotB:uA-uB—‘r’l/)Q)\A)\B, (3.116)

com 2 sendo um fator que deixa o produto dimensionalmente

consistente. O comprimento de arco L é a norma de At, i.e.,
L? = ||At]|* = At o At = Au- Au+°AN? (3.117)

e o método bésico de controle de comprimento de arco consiste
em assegurar L? = L? para cada iteracdo, onde L é um valor
prescrito. Como mostrado na Fig. 21, sempre ha dois pontos de
intersecao entre o caminho de equilibrio e a superficie de restrigao -
uma hiperesfera no espago de dimensdo n+1 (ou um hipercilindro,
para 1» = 0), conforme apresentado inicialmente por Crisfield
(1981) e Ramm (1981). O ponto Z é de pouco interesse pois
pertence a porcao do caminho de equilibrio ja determinada . Por
outro lado, busca-se o proximo ponto do caminho de equilibrio,

representado pelo ponto E.
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Figura 21 — Interpretagdo geométrica do método de controle qua-
dratico basico

Fonte: Ritto-Corréa & Camotim (2008)

No método inicialmente apresentado por Crisfield (1981)
e Ramm (1981), considerou-se que o comprimento de arco L (i)
era mantido o mesmo durante as fases de previsdo e correcao,
(ii) a superficie de restri¢do era centrada no tultimo ponto de
equilibrio e (iii) as superficies de restrigdo eram mantidas as
mesmas em todo o processo de andlise. Algumas modificagoes
do método original do comprimento de arco foram propostas por
Ritto-Corréa & Camotim (2008) de modo a aumentar a eficiéncia
e robustez e foram incorporadas no método de andlise ndo linear

implementado neste trabalho.
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Na formulagdo proposta por Ritto-Corréa & Camotim

(2008), destacam-se os seguintes fatores:

e Para cada incremento de carga, a superficie de restricao

para a fase de correcao é definida ao final da previsao inicial;

o A superficie de restricao néo é, necessariamente, centrada

no ultimo ponto de equilibrio obtido;

e Um procedimento genérico é definido para englobar as

superficies de restricao cilindricas, esféricas e elipsoidais.

3.6.1 Superficies de restricio diferentes para as fases de

previsdo e correcao

A primeira variacao proposta por Ritto-Corréa & Ca-
motim (2008), em comparacao ao esquema original do método,
envolve a adogao de diferentes superficies de restricdo para as
fases de previsao e correcao. Este processo é esquematicamente
mostrado na Fig. 22, para um previsor esférico e corretor cilin-
drico. O plano horizontal contém os dois graus de liberdade uy
e us de um espago bidimensional e o pardmetro de carga A é
representado no eixo vertical. A previsao inicial corresponde ao
ponto P - a intersecao entre a tangente do caminho de equilibrio
no ponto O (o ultimo ponto de equilibrio conhecido) e uma es-
fera centrada no mesmo ponto. Nas subsequentes corregoes, as
iteragoes sao realizadas na face do cilindro definido pelo pontos
O e P. Assim, a primeira correcio leva ao ponto C, a interse¢io
entre a linha de equilibrio linearizada e o cilindro, e ndo ao ponto

E, como iria acontecer caso a restrigao esférica fosse mantida.
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Figura 22 — Previsao esférica seguida de corre¢ao cilindrica

u;

-

Fonte: Adaptado de Ritto-Corréa & Camotim (2008)

Para a previsdo, a equacao de restricao é
Ato At = Au- Au+ 2AN% = L2, (3.118)

com 2 # 0. Entretanto, para as iteracoes de correcio subsequen-

tes, a equagao de restricdo se torna
Ate At = Au-Au= 13, (3.119)

onde a auséncia de 2 no produto interno e deve ser destacada.
Ressalta-se que o produto interno (o) se refere a fase de previsao,

enquanto (e) diz respeito & fase de correcao.
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Para expressar L¢ em termos de L, observa-se que, para

a previsao inicial (ver Eq. 3.139),

Aup = A\pu® (3.120)

AQL A\QL

[t u@ u@ + 2

Assim, o raio da superficie de restri¢ao hipercilindrica
(com |\ =1) ¢é

A\p = Adp = (3.121)

(3.122)

Le = VAup - Aup = \/ANu? - u@ =

3.6.2 Superficie de restricdo n3o centrada no Gltimo ponto

de equilibrio conhecido

As superficies de restricao apresentadas na secdo anterior
estavam centradas no tltimo ponto de equilibrio determinado
O, assim assegurando que o caminho de equilibrio intercepta a
superficie de restricdo. Na verdade, hd sempre duas interse¢oes
correspondentes ao préximo e ao anterior ponto de equilibrio
(ponto E e Z na Fig. 21).

O invés de centrar a superficie de restricao no ponto O, é
preferivel colocé-la a frente do ponto O, como mostrado da Fig. 23.
A previsdo inicial P é, como sempre, localizada a uma distancia
L do ponto O, mas todas as iteracdes de correcao sio realizadas
em uma superficie de restricdo menor, centrada no ponto X e
com raio Le. Esse ponto X permanece em uma linha reta que

conecta os pontos O e P e sua localizagdo é parametrizada por
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uma constante a. Nota-se que (i) o ponto P é o tinico ponto que
satisfaz as duas diferentes condigdes (distancia L a partir de O e
a distancia Le a partir de X) e que (ii) o ponto O permanece
dentro da nova superficie de restricdo, mas nao necessariamente
no seu centro. Esta tltima propriedade assegura que o caminho de

equilibrio interceptara a nova superficie de restricdo novamente.

Figura 23 — Previsdo esférica seguida de correcdo cilindrica

Fonte: Ritto-Corréa & Camotim (2008)

Para implementar esse esquema, considera-se, durante
as iteragoes de corregdo, distdncias relativas ao ponto X (#), ao

invés do ponto O (A), o que significa que o incremento modificado
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se torna
*t=t —tx. (3.123)

Por outro lado, nenhuma modificagao é feita ao produto
interno (o).

Depois de obter tp, o centro da nova superficie de res-

tricdo é dado por
tx = (1—a)to +atp = to + aAApt? (3.124)
e a equacao de restricdo para a fase de correcao se torna

Sto®t—=u-eut )\ =[3. (3.125)

Como as igualdades

‘tp:tpftX:(1704)(tp7to):(1704)Atp (3126)

®top =tp —tx = —Oz(tp - to) = —aAtp (3127)

sao validas e o ponto P permanece na nova superficie, indepen-

dentemente do valor de «, obtém-se

Le =+\/®tpo®tp=(1—a)/AtpoAtp = (1 —a)L. (3.128)

Para assegurar que o ponto O esteja localizado dentro

da nova superficie, deve-se ter

\V®too 8tp < Le — aVAtpoAtp < Le - aL < (1—a)L,
(3.129)
que é valido se

(3.130)

M| —
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3.6.3 Procedimento genérico que engloba diferentes superfi-

cies de restricao

Considera-se uma superficie de restricao hiper-elipsoidal
com maior semi-eixo, de comprimento Le = (1 — )L, alinhado
com a tangente do caminho de equilibrio no ponto O, como
mostrado na Fig. 24. Todos os outros semi-eixos (perpendiculares)
possuem comprimento 3Le, onde 8 é um coeficiente escalar com

valor menor ou igual a um.

Figura 24 — Superficie de restri¢ao elipsoidal

(8t oe)e &
ot

¢ — (#toe)e

Fonte: Ritto-Corréa & Camotim (2008)

Considera-se um vetor unitario e orientado na diregao

do maior semi-eixo do hiper-elipsoide, dado por

tp—t
e= L0 (3.131)

Vtp —to) e (tp —to)

Como mostrado na Fig. 24, o vetor €t pode ser divido
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em duas componentes: uma paralela ao maior eixo, dada por
(®t o e)e, e outra contida no hiper-plano perpendicular a e,
dada por #t — (#toe)e. A equagdo de restricio que define o

hiper-elipsoide se torna

Como, por definicdo, €2 = eoe = 1, tem-se

(#toe)? L ®to 6t —2(#toe)’ + (#toe)?

- = =1 3.133
= =1 (3.133)
ou, simplesmente,
21 1 =
%(Otoe)QJr?OtoOt = I3. (3.134)

3.6.4 Implementacao

O método de comprimento de arco mostrado nesta se¢ado
envolve quatro parametros: a, S, 1/}% e w%. Enquanto os dois
primeiros controlam o centro e a forma da superficie de restricéo,
os tltimos dois determinam o peso do incremento de carga A\
nos produtos internos o (fase de previsdo) e e (fase de correcao).
O método de comprimento de arco base, definido por Crisfield
(1981), é recuperado ao considerar a =0, 8 =1 e 1% = 1%. No
presente trabalho foram adotados os parametros: % = QTQ
e 8 = 1 (superficie esférica), & = 0 (superficie cilindrica) e
« = 0,5 pois bons resultados foram obtidos por Ritto-Corréa &

Camotim (2008) com esses parametros.

Para obter a intersecao entre a linha de equilibrio line-

arizada e a superficie de restricdo quadratica, assume-se que A
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e B sao dois pontos sucessivos obtidos no decorrer do processo

iterativo e levando em consideracao a Eq. 3.114, chega-se a
Ot =tp—to = ta+AstTH AN —tp = ®ta+ALT+ANC.
(3.135)

E possivel escrever as identidades

Otpee=Ot 0et AstPee+ ANtYee, (3.136a)
(Otpee)’ = (®tsee)’ + As?(tP ee)?
+AN (t% e e)? +2As(®ts0e)(tTee) (3.136b)
+2AN(#t4 0 e)(t? 0 e) +2A5AN(tF 0 €)(tC 0 €)

(Ot 0 8t5)2 = (Ot 0 9t4)% + As?(t7 e t7)?
+AN (9 0 t9)? £ 2A5( 0t o tT)  (3.136¢)
+2AXN(®t4 0 t9) + 2AsAN(tF 0 Q)

e a equagao de restrigao 3.134, especifica para o ponto B, se torna

aAN FDAN+FC = ag AN +(bog+b1 As) AN+(cot-c1As+caAs?) = 0
(3.137)
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com

-1

52 (t9 e e)?, (3.138a)

1
ag = @(tQ o t9) +

by = @(OtAot )+ 2 5 (®ts0e)(tYee), (3.138b)
2 R Q 52 — 1. r Q

blzﬁ(t ot¥) 42 72 (tTee)(t* ee), (3.138c¢)
1 g2 -1 2 _ 72

co = @(Qt,ﬁx o ¥t,) + 7(‘@4 ee)” — Ly, (3.138d)
2 R ﬂ2 -1 R

el = @(Otf;ot ) +2 7 (0t 0e)(t™ee) (3.138e)

e
1 B -1

cy = ?(tR otf) + P (t7 e e)? (3.138f)

Para a previsao inicial, considera-se que a superficie de
restricdo estd centrada no tltimo ponto de equilibrio conhecido
O. Tem-se que Auy =0, AA4 =0 e uy = 0, o que significa que
b =0 e a solucao da Eq. 3.137 seja dada por

L L L
Alp =+ =4 SR\ —
P V19 o t@ JJu9 - u¥ —|—q/}123 1/uQuQ(—Fqb]%)
3.139

onde o sinal é (i) positivo no primeiro passo de carga e (ii)
escolhido com base no incremento anterior, para os demais passos

de carga (ver secdo 3.6.4.1).

Para subsequentes iteragoes, a Eq. 3.137 possui duas

raizes, correspondentes aos dois pontos de intersecdo entre a
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linha de equilibrio linearizada e a superficie de restri¢ao, dadas

por
b+ vb 4 AN
Al = — =2 2ae ] = (3.140)
4a Ay
que possui raizes reais se a condicao
b—4ac>0 (3.141)

¢é satisfeita. Quando essa condicao nao é satisfeita, a pratica usual
consiste em reduzir o comprimento de arco e o incremento de
carga é repetido (realiza-se uma nova previsdo e novas corregoes).

No entanto, ha outras opgoes, como mostrado na se¢ao 3.6.4.3.

3.6.4.1 Escolha da raiz na fase de previso

Diversas maneiras foram propostas para selecionar de
maneira correta a raiz da Eq. 3.139 na fase de previsdo: (i) mé-
todos baseados no sinal do determinante da matriz de rigidez
tangente (BERGAN, 1980; CRISFIELD, 1981), (ii) métodos
baseados no incremento de trabalho externo (BERGAN et al.,
1978; BATHE; DVORKIN, 1983) e (iii) e métodos baseados em
parametros de rigidez (BERGAN et al., 1978; YANG; SHIEH,
1990; KUO; YANG, 1995). No entanto, algumas dessas regras
s@o conhecidas por nao serem totalmente confidveis (BELLINI;
CHULYA, 1987; CLARKE; HANCOCK, 1990). Uma regra sim-
ples e eficiente foi proposta e devidamente justificada por Feng,
Peri¢ & Owen (1995) e Feng, Peri¢ & Owen (1996). No final de
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um incremento, o sinal da Eq. 3.139 é definido por

1 setfoAat=u®  Au+Y2AX>0
2@ = varz (3.142)

—1 caso contrario.

3.6.4.2 Escolha da raiz na fase de correcdo

Na fase de correcao, seleciona-se o ponto mais préximo
ao obtido na ultima iteragdo. Olhando novamente para a Fig. 21,
é preferivel escolher o ponto C, ao invés do ponto D, uma vez
que o primeiro é mais proximo do ponto A, obtido ou na fase
de previsao ou na ultima iteragdo. Essa escolha deve prevenir
um possivel retorno, o que faria a solu¢do regredir ao longo
do caminho ja calculado. Um procedimento bem simples a ser
seguido, e que foi implementado neste trabalho, consiste em
se achar o menor dngulo entre Atp e At4, ou seja, a relacao
Aty o (Aty + AP+ A)\tQ) deve ser maximizada. Para esse
propésito, basta maximizar os termos dependentes de A\, que

podem ser escritos como QAM\, onde € é um escalar dado por
Q= Aty ot = Auy - u® +1/J2A>\A

Assim, a raiz da fase de corregao é selecionada de acordo

com

AN se QAN > QAN
Al = ! ! ? (3.143)

A)Xg  caso contrario.
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3.6.4.3 Aplicar correcées parciais para evitar raizes complexas

Mesmo quando a condi¢do da Eq. 3.141 néo é satisfeita
para As = 1, ainda é possivel encontrar raizes reais para a Eq.
3.137 a partir da realizagdo de corre¢oes parciais (i.e., escolher
menores valores para As). A ideia foi originalmente proposta por
Zhou & Murray (1995) e é ilustrada na Fig. 25 onde o ponto A
esta associado com uma linha de equilibrio linearizada que nao
intercepta a superficie de restricdo. Ao invés de interromper o
processo iterativo e reduzir o comprimento de arco pela metade
(como feito na pratica usual), pode-se escolher o ponto T' (o ponto
na superficie de restrigdo com o menor erro). Para encontrar o

valor da correcao parcial méxima, escreve-se a Eq. 3.141 como

Figura 25 — Corregbes parciais para evitar raizes complexas

Fonte: Ritto-Corréa & Camotim (2008)
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asAs% +bsAs + cg > 0, (3.144)
com
as = b3 — dagcz, (3.145a)
bs = 2b0b1 - 4(1001 (3145b)
e
cs = bg — 4agco. (3.145c¢)
Assim, quando a Eq. 3.144 nao é satisfeita para As =1,
adota-se

2a 2a, Qg

2
As = Aspan = — 25 4 ( bs ) - (3.146)

que corresponde a maior raiz do polinémio definido na Eq. 3.144.
Dessa forma, o processo iterativo pode eventualmente convergir, o
que resulta em menor custo computacional em relagdo a redugio
do comprimento de arco e reinicio do incremento. Entretanto, esse
procedimento pode falhar quando o vetor t® é aproximadamente
normal & superficie de restricdo. Nesse caso, é preferivel reduzir
o comprimento de arco quando o valor de As,,q, for menor do

que 0,1.

3.6.5 Critérios de convergéncia

O processo iterativo termina indicando uma nova posicao
de equilibrio para o sistema estrutural em anélise quando o critério

de convergéncia for atendido. O critério é baseado em relagoes
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de forcas e é calculado ao final da fase de previsao e, caso seja

necessario, a cada iteracao de correcao. Ele é definido como

_ IRzl
Il

onde ||Rp|| ¢ igual & norma Euclidiana do vetor das forgas de-

¢ < Gtol (3.147)

sequilibradas, que é calculada usando-se o parametro de carga
e os deslocamentos nodais totais da iteragao anterior; [|AQ]| é a
norma Fuclidiana do vetor de carregamentos aplicados; e (i €
um fator de tolerdncia fornecido pelo usuario do programa como

dado de entrada. Considerou-se ;o = 1072

3.7 Etapas do método de analise n3o linear

Apresenta-se a seguir as operagdes necessarias para a
realizacdo da andlise ndo linear fisica e geométrica de torres de
linha de transmissao. Ressalta-se que o método pode ser utilizado
para a analise de qualquer estrutura reticulada, formada por
elementos de treliga ou pértico, bidimensionais ou tridimensionais.
O método foi dividido nas etapas abaixo e implementado em
MATLAB:

Etapa 1: Leitura dos dados de entrada

Sao definidos as matrizes e vetores que contém as coorde-
nadas nodais, conectividades das barras, forcas externas,
graus de liberdade restringidos, caracteristicas geométricas
dos perfis e propriedades dos materiais que compdem a

estrutura em analise.
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Etapa 2:

Etapa 3:

Defini¢ao dos parametros do método de andlise nao

linear

Nessa etapa, sdo definidos os parametros de entrada do
método de andlise nao linear, como tolerancia para a con-
vergéncia do processo iterativo (yp;, nimero maximo de
incrementos, numero desejado de iteragoes I, fator do
incremento inicial de carga °A\, adocdo do método de
Newton-Raphson classico ou modificado, limites inferior e
superior aceitdveis para a superficie de escoamento, superfi-
cies de restricao nas fases de previsdo e correcao, pardmetro
para controle da superficie de restricdo néo centrada no
altimo ponto de equilibrio, a, parametro de controle do
formato da superficie de restrigdo, 8, comprimento de arco
minimo e maximo admissiveis, e nimero maximo de itera-

¢Oes para a convergéncia do processo iterativo.

E necessario que se defina o incremento de partida do
comprimento de arco, °L. Como ¢é dificil escolher o valor
de °L, pode-se definir °A\ como dado de entrada e usa-lo

para calcular °L.

Montagem do vetor de forcas externas e do com-

primento de arco inicial

As forcas externas sdo, inicialmente, definidas em uma
matriz e posteriormente sao associadas a um vetor que
contém todos os graus de liberdade da estrutura. Considera-
se forcas conservativas, i.e., que nao mudam a diregao

durante o processo de anélise.

A partir do parametro inicial de carga A\ e da superficie

de restricao da fase de previsao selecionados, calcula-se o
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Etapa 4:

Etapa 5:

comprimento de arco inicial com

°L =AM/ u@ uQ 3 = AMWER 0 (3.148)

sendo
u? =K'Q (3.149)

onde °K é a matriz de rigidez da estrutura para a configu-

ragao inicial e Q é o vetor de forgas externas.

Montagem da matriz inicial de transformacao de

coordenadas

A matriz de transformacao inicial °T é formada a partir
dos vetores unitarios que definem as dire¢oes normal e
principais da se¢ao transversal de cada elemento para a sua

configuracao indeformada, conforme mostrado na segao 3.4.

Montagem da matriz de rigidez tangente da estru-

tura

A matriz de rigidez tangente é formada com base na confi-
guracdo atualizada da estrutura a partir das matrizes de
rigidez linear, geométrica e de redugao plastica individuais

de cada elemento, i.e,
K, =K, +Kg+Kp (3.150)

sendo, em seguida, rotacionada para o sistema global de

referéncia de acordo com

K = TTK.LT (3.151)
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Etapa 6:

Etapa 7:

A matriz de rigidez tangente K1 da estrutura sera formada
apos a alocagdo dos termos da matriz de rigidez K% de

cada elemento em seus respectivos graus de liberdade.

Calculo do fator do incremento de carga da fase de

previsao

A determinacdo do fator do incremento de carga de cada
passo AMp, referente & fase de previsdo, deve ser feita de
acordo com as Eqs. 3.139 e 3.142.

Calculo do menor fator de carga necessario para

plastificar um né da estrutura

Para o modelo de andlise nao linear fisica descrito, o fa-
tor de incremento de carga na fase de previsdo AAp de
cada passo incremental pode se reduzido para prevenir a
formacéao de rétulas plasticas durante o processo iterativo
e evitar mudancas abruptas na rigidez da estrutura. Para
calcular um fator de carga que resulte na formagao de rétu-
las plasticas apenas no final de um incremento é necesséria
a comparacao das forgas internas totais no final de cada
passo com o critério de plastificacdo adotado. Se nenhuma
rotula plastica é formada, o esquema de solugdo continua.
Em alguns casos, como mostrado na Fig. 26, um ou mais
conjuntos de forcas nodais ira ultrapassar a superficie de
escoamento e implicar na formacao de rétulas plasticas a
uma fracdo v do incremento de forcas. No inicio de um
passo incremental, considera-se que em uma dada segao

atuam os esforgos
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Figura 26 — Fator v para a formagdo de uma rétula plastica

F =k F, F. M, M, M| (3.152)

0s quais, posteriormente, sofrem incrementos

AF' = [AF, AF, AF. AM, AM, AM.].
(3.153)

Supondo-se uma relagdo de proporcionalidade entre estes
incrementos de esforcos, é possivel a determinacao do fator
7 que deve ser multiplicado por tais incrementos de modo

que os esforcos resultantes provoquem a plastificacao da
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referida segao transversal. O fator v pode ser obtido através

da expressao

O(F, +yAF,, Fy +yAF,, F. + yAF,, M, +yAM,,
M, +~vAM,, M, +~vAM,)—1=0
(3.154)

Neste trabalho, as raizes da Eq. 3.154 foram encontradas
através do método da falsa posicio (MCGUIRE; GAL-
LAGHER; ZIEMIAN, 2015). A partir de tentativas iniciais
v = 0e~y, =1, a técnica fornece uma estimativa melhorada

da raiz 7,, de acordo com

[@(y) =1 (e = V)
() — P(7u)
onde, por exemplo, ®(v,) = ®(Fp+v, AF,, Fy+v,AF,, F,+
YuAF,, My 4y, AMy, My+~,AM,, M, +~,AM,). Usando

a Eq. 3.155, inicia-se um processo iterativo com =, subs-

Vr = Yu — (3.155)

tituindo qualquer uma das duas suposigoes, v; ou v, que

fornece o valor da fungdo ®(y) — 1 com o mesmo sinal de
®(vy,) — 1.

Para a determinacao do menor fator de carga necessario
para plastificar um né da estrutura de modo que nao se
adote um fator de incremento de carga que ultrapasse o
limite superior da superficie de escoamento, executam-se os
passos descritos nas Etapas 8, 9 e 10 com ANy = A)p de
modo a obter os incrementos de forgas internas. Em seguida,
os fatores -y necesséarios para plastificar as extremidades de
todos os elementos sao obtidos. Entre todos os valores de

~ encontrados, seleciona-se o menor, designado por V,in.
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Etapa 8:

Etapa 9:

Quando o valor de 7,;, € menor do que a unidade, o fator
de incremento de carga A\p deve ser alterado de acordo

com

AN = YminAXp,  Para Ymin < 1
p=7 P, para’y (3.156)

ANp = AXp, para Ymin > 1

Obtencao dos incrementos de deslocamentos na fase

de previsao

Definido o fator de incremento de carga, o ponto de previsao

P ¢é dado por
tp =to + ANpt? (3.157)
com
Q
tQ = {u } (3.158)
1
€
uw? =K;'qQ, (3.159)

onde Kal ¢é a matriz de rigidez tangente calculada no iltimo
ponto de equilibrio. Os incrementos de deslocamento sao
definidos por

Aup =up — up. (3.160)

Atualizagao das coordenadas e matriz de transfor-

macao
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Etapa 10:

Para a definicdo da configuracdo geométrica atualizada
da estrutura é necessaria a atualizagdo das coordenadas

cartesianas de seus nés, de acordo com

Xp = Xo + Au, (3.161a)
Yp = Yo + Av (3.161b)

€
Zp = Zo + Aw, (3.161c)

onde Xp, Yp e Zp representam as coordenadas do né con-
siderado, atualizadas na fase de previsao, e Xp, Yo ¢ Zo
representam as coordenadas do né considerado, no tltimo
ponto de equilibrio, ambas em relagdo ao sistema de referén-
cia global, e os termos Au, Av e Aw indicam os respectivos
incrementos de deslocamentos (translagdes) ocorridos no

no, segundo as diregoes X, Y e Z, respectivamente.

Com os incrementos de rotagoes nodais obtidos, atualiza-se
a matriz de transformacao de coordenadas de acordo com

o disposto na Secdo 3.4.2.

Calculo das forgas internas

Apébs a obtencdo dos deslocamentos nodais incrementais,
calcula-se os correspondentes esforcos internos que atuam

nas extremidades dos elementos que compdem a estrutura.

Para uma dada configuragao, a determinagao dos esforcos

internos que solicitam os extremos de um elemento qualquer
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pode ser iniciada calculando-se o incrementos de desloca-
mentos de um elemento, no referencial local da tultima

configuracdo de equilibrio obtida

Au' ='TAu’. (3.162)

Em seguida, procede-se para a separacao dos deslocamentos
de corpo rigido dos que provocam deformagao, de acordo
com o disposto na Secéo 3.5.1. Os deslocamentos obtidos Au
sdo usados para obter os incrementos de esfor¢os internos

no elemento, de acordo com

AF! = K} Aa. (3.163)

Uma situagio da analise ndo linear fisica que merece atengao
é que o uso de uma matriz de reducgao plastica fard com
que o vetor de incremento de forgas se mova na diregao
tangente a superficie de escoamento. Se a superficie é curva,
essas forgas acumuladas ndo permanecerao na superficie
com o novo incremento de forcas e, como resultado, podem
exceder o afastamento toleravel da superficie de escoamento
(as forgas se movem do ponto A ao ponto B na Fig. 27).
Uma maneira de fazer com que as forgas sejam corrigidas
de modo a se localizarem na superficie de escoamento é
feita através de um processo de atracao radial. O método
consiste em aproximar as forgas do ponto B da Fig. 27 ao
ponto C, que ird resultar em um vetor de incremento de
forgas AF.



3.7. Etapas do método de andlise nao linear 125

Figura 27 — Correcao do afastamento entre o vetor de incremento
de forgas e a superficie de escoamento

1,0

m,=M,/M, ~ L0

Os incrementos de forgas deverao ser relacionados ao sis-

tema global de referéncia através da transformacao

AF9 = AT AR (3.164)

Etapa 11: Calculo das forgas residuais

Calculando-se as a¢bes nodais exercidas por todos os ele-
mentos sobre os nés da estrutura, numa dada configuracao,
verifica-se que, em geral, tais agdes ndo estdo em equilibrio
com as cargas externas. Resulta desse fato, portanto, o

vetor de forcas residuais

R=F-\Q (3.165)
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Etapa 12:

Etapa 13:

onde o vetor de forcas internas F é construido a partir das
contribuig¢oes provenientes dos varios elementos da estrutura
e considerando-se os respectivos graus de liberdade. Para
cada elemento, a citada contribuicdo é definida pela Eq.

3.164 e o vetor completo é definido por

n

F =) (F), (3.166)

i=1
onde n é o nimero de elementos da estrutura. Na montagem
do vetor F, os componentes de F9 devem ser alocados nos

respectivos graus de liberdade.

Defini¢ao de parametros do método do comprimento

de arco

Primeiramente, define-se o ponto de centro da superficie de
restricdo tx através da Eq. 3.124 e assume-se o primeiro

ponto da fase de corregdo como sendo o ponto de previsao

ta=tp. (3.167)

Em seguida, define-se o vetor unitario e a partir da Eq.
3.131 e o comprimento de arco para a fase de correcio Le
através da Eq. 3.134.

Verificacao da convergéncia

Ao final da fase de previsdo, deve-se verificar se a configura-
¢ao deformada atualizada estd suficientemente préoxima da
configuragao real de equilibrio da estrutura para as cargas

externas atualizadas. Utiliza-se o critério definido na Eq.
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Etapa 14:

Etapa 15:

3.147, baseado no equilibrio entre forgas. Quando a desigual-
dade é atendida para o valor de (;,; especificado, admite-se
que foi atingido um ponto de equilibrio, retorna-se a Etapa
5 e um novo passo incremental é iniciado. Caso contrario,

avanca-se para a Etapa 14.

(Opcional) Atualizagdo da matriz de rigidez tan-

gente da estrutura

Caso o critério convergéncia do estagio de previsdo nédo seja
satisfeito, a matriz de rigidez tangente é atualizada com
base na configuragao atualizada da estrutura e montada
da mesma forma que o mostrado na Etapa 5. Essa etapa
é opcional, ji que a matriz de rigidez pode ser mantida
inalterada durante todo o passo incremental. Quando a
matriz é atualizada a cada iteragdo da fase de correcao,
caracteriza-se o método de Newton-Raphson classico. Caso
a matriz seja mantida a mesma para todo o passo incre-
mental, a variagdo do método é referida como o método de
Newton-Raphson modificado. Para problemas estruturais
com grande niimero de graus de liberdade, o método mo-
dificado é vantajoso uma vez que a inversdo da matriz de
rigidez para a solucao da equagdo de equilibrio possui custo
computacional elevado. J4 no caso de problemas de dificil

convergéncia, recomenda-se o uso do método classico.

Calculo do fator de incremento de carga da fase de

correcao

De forma similar a fase de previsao, no estagio de corregao é

determinado o fator do incremento de carga de cada iteracao
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Etapa 16:

Etapa 17:

AM¢ de acordo com a Eq. 3.140, com os coeficientes da
equagao quadratica dados pela Eq. 3.138. Deve-se atentar a
escolha correta da raiz conforme mostrado na se¢do 3.6.4.2 e,

caso sejam complexas, observar o disposto na se¢io 3.6.4.3.

Obtencao dos incrementos de deslocamentos na fase

de correcao

Definido o fator de incremento de carga, a nova solugao,
correspondente ao ponto B, é dada pela Eq. 3.114. Os

incrementos de deslocamentos sdo definidos por

AuB = up — up. (3168)

Atualizagao das coordenadas e da matriz de trans-

formacao

Para a definicdo da configuragdo geométrica atualizada
da estrutura é necessaria a atualizacao das coordenadas

cartesianas de seus noés, de acordo com

Xp = X0o + Au, (3169&)
Y =Yoo + Av (3.169b)

e
Zp = Zo + Aw, (3.169c¢)

onde Xp, Y e Zp representam as coordenadas do né con-
siderado, atualizadas na fase de correcéo, e Xp, Yo e Zo

representam as coordenadas do né considerado, no tultimo
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Etapa 18:

Etapa 19:

Etapa 20:

Etapa 21:

ponto de equilibrio, ambas em relacao ao sistema de referén-
cia global, e os termos Au, Av e Aw indicam os respectivos
incrementos de deslocamentos (translagées) ocorridos no

no, segundo as diregoes X, Y e Z, respectivamente.

Com os incrementos de rotagoes nodais obtidos, atualiza-se
a matriz de transformacéo de coordenadas de acordo com

o disposto na Secao 3.4.2.

Calculo das forgas internas

As forgas internas sdo calculadas conforme mostrado na
Etapa 10.

Calculo das forgas residuais

As forcas residuais sdo calculadas conforme mostrado na
Etapa 11.

Verificagao da convergéncia

A convergéncia é verificada conforme mostrado na Etapa
12. Caso o nimero maximo de iteragoes seja alcancado sem
que haja a convergéncia, o passo de carga é repetido com

comprimento de arco L = 0, 5L.

Verificagao da formagao ou desativagao de roétulas

plasticas

Quando o critério de convergéncia é satisfeito, deve-se veri-

ficar se, para a nova configuragio atualizada, ocorrem duas
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Etapa 22:

possibilidades: (i) a formagéo de alguma nova rétula plasti-
cas nas extremidades dos elementos e o retorno elastico de

alguma se¢ilo anteriormente plastificada.

A detecgao da ocorréncia da desativacao de uma rétula plas-
tica é feita através da verificagdo do sinal da constante de
plastificacao A correspondente & secao em questao. Quando
acontece um incremento nas deformagoes plasticas de uma
secdo, a constante de plastificagdo associada & mesma é sem-
pre positiva. Assim, a obtencdo de um valor negativo para
A\ em uma secdo, antes plastificada, indica que a mesma

volta a apresentar comportamento elastico.

Para os casos de elementos que possuem uma rétula plastica
no elemento 1 e duas rétulas nos extremos 1 e 2, a verificacao
de desativacao pode ser efetuada utilizando-se as Eqs. 3.44

e 3.52, respectivamente.

Calculo do novo comprimento de arco

Um método eficiente deve realizar a selecdo do incremento
de carga de maneira automatica, de acordo com o grau
de nao linearidade da estrutura. Em outras palavras, a
estratégia de incremento de carga deve seguir as seguintes
diretrizes: (i) aplicar grandes incrementos de carga quando
a estrutura for pouco néo linear e (ii) aplicar pequenos
incrementos de carga quando a estrutura for muito nao
linear. O tamanho do incremento de carga aplicado em
cada passo é baseado no comprimento de arco, que pode

ser atualizado no final de cada passo com base na relacao

/IO
tHALT tL(%) (3.170)
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Etapa 23:

proposta por Crisfield (1981) ¢ Ramm (1981), onde I é
o numero de iteracoes desejadas para a convergéncia do
processo iterativo para cada incremento de carga, a ser
especificado no inicio do processo de anéalise nao linear;
t] é o nimero de iteracoes que foram necessarias para a
convergéncia do processo iterativo do incremento de carga;
e 'L representa o comprimento de arco no passo de carga
anterior (valor conhecido). Assim, para processos iterativos
que demorem a convergir no incremento de carga atual, a
tendéncia é que o préximo incremento de carga seja menor e
a convergéncia seja alcancada mais rapidamente. Da mesma
forma, quando o processo iterativo do incremento de carga
atual convergiu com um ntmero de iteragoes menor do que
o numero de iteracoes desejadas, I, a tendéncia é que o

préximo incremento de carga seja maior.

Atualizagao de forgas internas

Na tultima etapa, é feita a atualizacdo das forcas internas

de cada elemento com

trAtpl —tpl L AR (3.171)

Em seguida, retorna-se a Etapa 5 e déa-se inicio a um novo
passo incremental. A analise continua até que o nimero
maximo de passos incrementais seja atingido ou que o fator

de carga acumulado seja maior do que a unidade.

A Fig. 28 representa o fluxograma do método de andlise

nao linear descrito.
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Figura 28 — Fluxograma do método de analise nao linear
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Capitulo 4

Estudos de caso

Neste capitulo, duas torres de LT sdao analisadas de modo
a verificar a eficdcia do método implementado para a simulacéo

de ensaios de protétipo.

4.1 Torre de 115kV

A primeira estrutura analisada é uma torre autoportante
com 39 m de altura e base quadrada de 6 m x 6 m, conforme mos-
trado na Fig. 29. O suporte foi dimensionado como uma estrutura
de suspensao simples, ou seja, é construida em alinhamento com a
LT com desvios de, no méaximo, 3°. De acordo com a classificagéo
apresentada no Cap. 2, a torre possui formato tronco-piramidal,
circuito simples, disposi¢do triangular (simétrica) dos condutores
e treligamento defasado no tronco reto. Essa estrutura faz parte
de uma LT de 115 kV, com extensao de 370 km e composta por

829 torres, implantada na Bolivia. As dimensoes da torre sdo
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mostradas na Fig. 29. Para fins de representacgao, os requisitos
elétricos de espacamentos dos cabos para-raios e condutores fo-
ram omitidos. As barras sao constituidas por perfis cantoneira
separados em grupos (e.g., M5, D11T, Q4L, etc.). Os perfis de
cada grupo sdo mostrados na Tabela 1. A estrutura é formada
por dois tipos de ago, sendo os perfis do grupo ME1, ME2 e MP
constituidos de aco ASTM A572 grau 60 e os demais perfis, de
aco ASTM A572 grau 50 .
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4.1.

Figura 29 — Projeto de torre autoportante para LT de 115 kV
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Tabela 1 — Grupos de perfis utilizados na torre de 115 kV

GRUPO PERFIL GRUPO PERFIL
PP L50X50X4,0 DAT L40X40X3,0
TP 2L45X45X3,0 D5T L.40X40X3,0

PMa L50X50X3,0 D6T L40X40X3,0
TMa L40X40X3,0 D7T L40X40X3,0
PMb L50X50X4,0 DST L45X45X3,0
TMb L45X45X3,0 DYT L45X45X3,0
M L40X40X3,0 D10T L45X45X3,0
M1 L50X50X4,0 DI1IT L45X45X3,0
M2 L50X50X4,0 D12T L45X45X3,0
M3 L50X50X4,0 D13T L45X45X3,0
M4 L50X50X4,0 D14T L50X50X3,0
M5 L50X50X4,0 QIT L40X40X3,0
M6 L60X60X5,0 Q2T L50X50X3,0
M7 L60X60X5,0 Q3T L40X40X3,0
M8 L60X60X5,0 Q4T L50X50X3,0
M9 L60X60X5,0 Q5T L40X40X3,0
M10 L60X60X5,0 Q6T L50X50X3,0
M11 L75X75X5,0 QIL L40X40X3,0
M12 L75X75X5,0 Q2L L40X40X3,0
M13 L75X75X5,0 Q3L L40X40X3,0
M14 L75X75X5,0 Q4L L40X40X3,0
DIL L40X40X3,0 Q5L L40X40X3,0
D2L L40X40X3,0 Q6L 1.40X40X3,0
D3L L40X40X3,0 DM2 L40X40X3,0
DAL L40X40X3,0 DE L50X50X3,0
D5L L40X40X3,0 DEL L45X45X3,0
D6L L40X40X3,0 DE2a L45X45X3,0
D7L L45X45X3,0 DE2b L45X45X3,0
DSL L45X45X3,0 DE2c  2L45X45X3,0
DYL L45X45X3,0 ME1 L75X75X6,0
D10L L45X45X3,0 ME2 L75X75X6,0
D11L L50X50X3,0 MP L75X75X6,1
DI2L L50X50X3,0 F1 L50X50X3,0
D13L L45X45X3,0 F2 L50X50X3,0
D14L L50X50X3,0 a L40X40X3,0
DIT L40X40X3,0 b L45X45X3,0
D2T L40X40X3,0 c L50X50X3,0
D3T L40X40X3,0 . L40X40X3,0
. L40X40X4,0 o L45X45X4,0

O dimensionamento da estrutura foi realizado através
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da consideragao de sete hipdteses de carregamento, que levam em
conta a combinagdo das agoes devidas (i) ao vento incidindo na
face transversal, longitudinal ou em ambas as faces da torre, (ii)
ao peso proprio da estrutura e dos cabos, (iii) aos carregamentos
gerados no processo de fixagdo dos cabos na estrutura e (iv) a
ruptura dos cabos condutores e para-raios. Estabelece-se a face
longitudinal da torre como sendo aquela alinhada a LT. De modo
a validar o projeto estrutural, a torre foi submetida a um teste de
carga em escala real. Verificou-se que a estrutura foi corretamente
dimensionada para todas as hipéteses de carregamento, sendo
critico o caso composto pelo peso proprio da estrutura e com
vento incidindo na face transversal da torre e nos cabos. A arvore
de carregamentos para o caso critico ¢ mostrada na Fig. 30. No
céalculo do peso proprio da estrutura e dos cabos, adotou-se um
coeficiente de majoracao igual a 1,2, referente ao peso préprio
dos parafusos, chapas e materiais de galvanizacao. Para o cédlculo
das agoes de vento, considera-se pressao de vento uniforme de
1717 N/m? e coeficiente de arrasto igual a 2 de modo a manter

as condic¢oes do ensaio.

O método de andlise nao linear implementado neste tra-
balho foi utilizado para simular o colapso da torre apresentada.
Cada barra da estrutura foi discretizada em dois elementos finitos,
o que resulta em um modelo composto de 1666 nds, 2364 elemen-
tos e um total de 9996 graus de liberdade. Essa discretizagao foi
adotada devido a limitacdo da meméria computacional disponivel
(RAM=16 Gb). Os carregamentos utilizados na andlise consistem

no caso critico apresentado na Fig. 30.

O estudo foi iniciado ao considerar apenas os efeitos

da nao linearidade geométrica na estrutura. Durante a andlise,
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Figura 30 — Arvore de carregamentos da torre de 115kV
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Figura 31 — Deslocamento transversal do topo da torre
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foi monitorado o deslocamento transversal do ponto P; do topo
da estrutura, mostrado na Fig. 29. Nesse caso, como o limite
de escoamento do material ndo é considerado, a estrutura ira
colapsar devido a flambagem elastica de seus membros. A Fig.
31 apresenta o grafico carga x deslocamento da estrutura para o
ponto P;. Percebe-se que o colapso da estrutura sera iniciado para
um fator de carga A = 1,78, que representa uma carga 1,78 vezes
maior do que a carga ultima de projeto. No grafico apresentado,
esse fator de carga corresponde ao ponto A. Em seguida, outros
pontos limites de carga e deslocamento sdo encontrados devido

ao comportamento instavel da estrutura pos-flambagem.

A configuracdo deformada da estrutura apds o primeiro
ponto limite é mostrada na Fig. 32 para trés estagios da analise.

Para o fator de carga A = 1,78 o limite elastico da estrutura é
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Figura 32 — Configuracdo deformada da torre apds o primeiro
ponto limite de carga
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atingido, o que dé inicio & flambagem dos membros comprimidos
do montante da perna. Nessa fase, a estrutura estd bem compor-
tada (Fig. 32a). Apds o ponto limite, percebe-se que a estrutura
se desloca com a reducao do fator de carga. A Fig. 32b representa
a configuragdo deformada para um fator de carga A = 1,50, onde
se torna visivel o inicio da flambagem dos membros destacados.

Ja para um fator de carga A = 1,20 a instabilidade da estrutura
se torna bem evidente (Fig. 32c).
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A torre montada na estacdo de testes é mostrada na Fig.
33. No ensaio, o colapso da estrutura foi alcangado para um fator
de carga A = 1,15 e a falha ocorreu devido a flambagem do mon-
tante da perna. Nesse caso, provavelmente houve a agdo conjunta
entre a plastificacdo da secio e instabilidade por flambagem na

regido da falha.

Figura 33 — Torre intacta na estagdo de testes

O procedimento de andlise nao linear foi novamente
realizado, agora considerando o efeitos de ambas nio linearidades
geométrica e fisica. O caminho de equilibrio para o deslocamento
transversal do ponto P; (topo da torre) é mostrado na Fig.

34. Percebe-se que o colapso da estrutura foi alcangado para
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um fator de carga A = 1,51, que é bastante superior ao fator
de colapso encontrado no ensaio de protétipo. Os pontos em
destaque no grafico representam os momentos de formacao de
rétulas plésticas conforme o procedimento de anéalise ocorre. As
secoes que plastificam durante a analise podem ser visualizadas
na Fig. 35. A primeira rétula plastica é formada para um fator de
carga A = 1,40 e esta localizada no ponto em que houve a falha
durante o ensaio. Em seguida, novas rotulas sdo formadas nos
montantes da perna o que diminui consideravelmente a rigidez
da estrutura nessa regidao, até que a carga méaxima resistente
seja atingida. Apds o ponto limite de carga, algumas rotulas
séo formadas em tirantes proximos aos montantes plastificados
devido a realocacao dos esforcos internos nos elementos. Percebe-
se também que duas rétulas sdo formadas no tronco béasico pois
nesses ponto hé a reducéo da bitola dos perfis dos montantes.
Essas réotulas nao afetam diretamente a carga de ruptura pois
a diminuicdo de rigidez da estrutura devido a plastificacao da
secao possui efeitos localizados. Assim, o colapso da estrutura
serd dado pelo conjunto de rétulas plasticas nos montantes da

perna.
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fator de carga

Figura 34 — Deslocamento transversal do topo da torre
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Figura 35 — Formacao das rétulas plasticas na torre de 115 kV
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Apesar da carga de colapso obtida durante a simulacao
numérica ser consideravelmente diferente da encontrada durante
o ensaio em escala real, o modo de falha da estrutura é similar
ao obtido durante o teste de carga. Isso pode ser verificado ao
observar a estrutura real apds o ensaio e a configuracio deformada

obtida via simulagdo numérica, mostradas na Fig. 36. Alguns
estudos adicionais sao apresentados na Sec¢ao 4.3 com o objetivo
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de explicar as diferengas encontradas entre o valor da carga de

colapso do ensaio e da simulacdo.
Figura 36 — Configuragdo deformada da perna

(a) Via andlise numérica (b) Via ensaio de protétipo

4.2 Torre de 275kV

A segunda estrutura analisada é uma torre de LT auto-
portante trelicada, circuito duplo com formato tronco-piramidal,
dimensionada para uma linha de transmissao de 275 kV. A torre
possui base quadrada de 14 x 14 m e altura de 72,6 m, conforme
mostrado nas Figs. 37 e 38. Todos os membros da estrutura sao
compostos de perfis cantoneira simples em agos com tensao de es-
coamento de 250 ou 345 MPa. Os perfis utilizados sdo mostrados
na Tabela 2.
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Figura 37 — Vistas transversal e longitudinal da torre de LT de

275kV
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Figura 38 — Secoes e vistas da torre de LT de 275kV

SECAO AA

SECAO BB

SECAO CC

SECAO DD

SECAO EE

)
)

3072 ‘

H 1037 ‘ 3072 ‘ 1037 H
577 ! ! 571

SECAO FF
LHODO0]

SECAO GG
L DODIXNA

535 535

2234

VISTA H
h

Essa torre de LT foi inicialmente estudada por Alber-

mani, Kitipornchai & Chan (2009) que efetuaram a andlise da

estrutura usando um procedimento de analise nao linear com o

objetivo de prever o colapso da torre. O objetivo da analise era

determinar a resposta da torre, i.e., os deslocamentos nodais e

forcas internas nas barras para cinco condigbes de carregamentos

estaticos. Essas hipdteses de carregamento foram obtidas a partir

dos carregamentos passiveis de ocorréncia durante a vida til

da estrutura como, por exemplo, carregamentos provenientes da
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Tabela 2 — Grupos de perfis utilizados na torre de 275 kV

GRUPO  PERFIL  f, (MPa) GRUPO PERFIL  f, (MPa)

a L70X70X7 345 b L70X70X5 345

c L80X80X6 250 d L63X63X5 250

e L45X45X5 250 f L56X56X5 250

g L75X75X5 345 h L110X110X7 250

i L80X80X8 250 j L100X100X7 250

k L90X90X6 345 1 L80X80X7 345
m L75X75X6 345 n L50X50X5 250
o L140X140X10 250 P L100X100X8 250

q L125X125X12 345 r L110X110X8 250
MP L250X250X25 345 FP L140X140X10 250
DEla L140X140X10 250 DE1b  L125X125X10 250
DE2a L90X90X7 250 DE2b L125X125X10 250
DE2c¢ L110X110X10 345 DE3a L90X90X6 250
DE3b  L140X140X10 250 DE3c  L125X125X10 345
DE4a  L110X110X8 250 DE4b  L125X125X8 250
DE4c L125X125X12 345 D1 L125X125X10 250
D2 L125X125X10 250 D3 L100X100X10 345
D4 L110X110X10 345 D5 L90X90X6 345
D6 L110X110X10 345 D7 L110X110X10 345
D8 L110X110X10 345 D9 L100X100X7 250
D10 LI0X90X7 345 D11 L90X90X7 345
D12 L90X90X8 345 D13 L90X90X7 345
Q1 L90X90X6 345 Q2 L100X100X7 345
Q3 L90X90X6 345 Q4 L100X100X7 345
Q5 L90X90X6 345 Q6 L90X90X6 345
M1 L200X200X24 345 M2 L160X160X12 345
TP L100X100X7 345 PP L90X90X6 345
T™ L125X125X8 345 PM L160X160X12 345

ruptura dos cabos e devido as agoes do vento.

Albermani, Kitipornchai & Chan (2009) descobriram
durante o estudo que o caso critico de carregamentos corres-
ponde a condigao onde a torre examinada é definida como um
suporte terminal angular, ou seja, uma torre de ancoragem posi-
cionada no final e com orientagao nao alinhada a LT. A 4rvore
de carregamentos para esse caso ¢ mostrada na Fig. 39. Para

essa hipdtese, um fator de carga méaximo, i.e., a razao entre os
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carregamentos aplicados na andlise e os carregamentos de projeto,
igual a A = 0,96 foi encontrado por Albermani, Kitipornchai &
Chan (2009), o que indica que o colapso da torre ocorre antes da
aplicagao integral das cargas de projeto (A = 1,00). Albermani,
Kitipornchai & Chan (2009) reportaram que a falha da torre seria
iniciada devido a flambagem elastica de uma barra redundante
na parte inferior da torre, o que levaria a flambagem de uma
diagonal principal no segundo painel a partir do solo. Barras
redundantes sao utilizadas com o objetivo de reduzir o compri-
mento de flambagem de outras barras. Assim que a flambagem
dessa barra ocorre, o montante comprimido também ird flambar,
o que resultara no colapso total da torre. Para os outros casos de
carregamento, o torre se comportou adequadamente, com fatores
de carga ultimos variando de A = 1,06 a A = 1,20. Além da
simulacao numérica, foi reportado por Albermani, Kitipornchai
& Chan (2009) que um ensaio em escala real foi realizado e o
colapso da estrutura ocorreu durante a aplicagdo da hipdtese
critica de carregamentos. A falha foi iniciada quando a forga
aplicada era aumentada de 95% para 100% da carga tltima de
projeto. A estrutura montada na estacao de teste é apresentada
na Fig. 40a e o processo de ensaio da torre é mostrado na Fig.
40b.

Posteriormente, Alminhana, Mason & Albermani (2018)
fizeram estudos na mesma estrutura para avaliar a carga e modo
de colapso através de um método de andlise dindmica. Os carre-
gamentos foram aplicados de maneira gradual de modo que os

resultados se aproximassem de uma anélise estatica.

A técnica de analise ndo linear implementada no presente

trabalho é usada para simular a resposta da torre para o caso
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Figura 39 — Caso critico de carregamento da torre de LT de

275kV
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Figura 40 — Teste em escala real da torre de 275kV

(a) Torre intacta na estagdo de tes-(b) Torre em processo de colapso
tes

Fonte: Albermani, Kitipornchai & Chan (2009)

critico de carregamentos. Um modelo de elementos finitos foi
gerado de modo a contemplar cada membro da torre, o que resulta
em um total de 5244 graus de liberdade. Cada barra da torre
foi discretizada em dois elementos finitos devido a restrigoes de

memoria computacional disponivel.

O deslocamento transversal na ponta do tirante do para-
raio direito, representado pelo ponto P na Fig. 37, foi monitorado.
Os caminhos de equilibrio obtidos por Albermani, Kitipornchai
& Chan (2009), Alminhana, Mason & Albermani (2018) e com
a presente formulacdo sdo mostrados na Fig. 41, com a carga
definida em termos do fator de carga A. Pode ser observado que

houve uma boa concordancia do caminho de equilibrio obtido
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Figura 41 — Deslocamento transversal do topo da torre de 275kV
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com as demais curvas encontradas na literatura. Para a presente
andlise, a carga de falha foi gerada para um fator de carga
A =0,95, o que estd em acordo com os resultados do ensaio de
protétipo. Verificou-se que o colapso da estrutura foi iniciado
ap6s a formagao de algumas rétulas plasticas na estrutura, o que
indica que a falha ocorreu devido a flambagem inelastica. Caso a
nao linearidade fisica nao fosse considerada na anélise, a falha da
estrutura, por flambagem eldstica, ocorreria apenas para cargas

2,1 vezes maiores do que a carga de projeto, aproximadamente.

Segundo Albermani, Kitipornchai & Chan (2009), o
modo de falha encontrado pelo ensaio em escala real é similar
ao obtido por meio da simulagdo. A Fig. 42 compara as estru-

turas deformadas, imediatamente antes do colapso, obtidas por
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Albermani, Kitipornchai & Chan (2009), Alminhana, Mason &

Albermani (2018) e a presente investigagao.

Figura 42 — Configuracdo deformada da torre no momento do
colapso

(a) Albermani, Kiti{b) Alminhana, Ma-(c) Este estudo - deslo-
pornchai & Chan  son & Albermani camentos aumenta-
(2009) (2018) dos em vinte vezes

4.3 Andlise dos resultados e estudos adicionais

Em diversos estudos para simulagao de colapso de torres
de LT, os autores consideraram o ago como tendo comportamento
elastico perfeitamente plastico como, por exemplo, Al-Bermani &
Kitipornchai (1992), Al-Bermani & Kitipornchai (1993), Alber-
mani & Kitipornchai (2003), Albermani, Kitipornchai & Chan
(2009) e Alminhana, Mason & Albermani (2018). No entanto, a

partir de estudos desenvolvidos, verificou-se que a consideragao
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do aco com comportamento elastico perfeitamente plastico pode
resultar na superestimacao da carga de falha de torres de LT.
Essa afirmagdo tem como base a expressao da tensdo limite de
compressao F,. de barras submetidas a um carregamento axial,
definida pela ASCE 10-97, com

2
Fo=|1- % (ké/r> f,,  para  kL/r<C. (4.la)
€ 2E

F. = (JLW para  kL/r > C. (4.1b)

com 05

28\
C.=m <f) 7 (4.2)
Y

onde f, é tensdo limite de escoamento do ago, £/ é o mddulo de

elasticidade longitudinal e kL/r é a esbeltez efetiva da barra.

A expressao da norma assume a falha da barra devido a
(i) flambagem ineldstica e (ii) flambagem eldstica, a depender da
esbeltez efetiva da barra em andlise. A Fig. 43 compara a tenséo
critica de flambagem, definida pela norma, com modelos mecéni-
cos em que foi considerado um material elastico perfeitamente
pléstico (EPP), em funcao da esbeltez efetiva da barra. Foram uti-
lizados dois modelos, um com plasticidade concentrada, derivado
do metodologia apresentada, e outro com plasticidade distribuida,
obtido a partir do software ANSYS Mechanical APDL com uso
do elemento BEAM188. Foi utilizado um perfil L75x75x6 e aco
com tensao de escoamento de 415 MPa. Percebe-se que para
ambos os modelos mecanicos, a tensao limite de compressao foi
bem parecida para indices de esbeltez efetiva mais altos, ou seja,

quando a falha da barra ocorre por flambagem elastica. Por outro
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Figura 43 — Tensao limite de compressdo de barra carregada
axialmente
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lado, para indices de esbeltez kL/r < 80, houve grande diver-
géncia entre os resultados do modelo mecénico e a expressao da
norma. Isso acontece porque a consideracdo de materiais com
comportamento EPP nao representa bem a realidade quando a
falha ocorre por flambagem inelastica. Como é muito comum em
torres de LT a presenca de barras com esbeltez efetiva kL/r < 80,
o uso de materiais EPP pode resultar em cargas de falha erradas

durante simula¢ées numeéricas.

No caso da torre de 115 kV, a diferenga entre a carga de
colapso encontrada durante o ensaio e para a simulagao numé-
rica é explicada em parte devido & ocorréncia da falha em uma
barra com esbeltez efetiva kL/r = 67 (ou 1,0 m de comprimento

efetivo). Dessa forma, a carga de colapso obtida durante a simu-
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lagado é maior do que a obtida no ensaio. Para esbeltez efetiva
kL/r = 67, verifica-se através do gréfico da Fig. 43 que a razao
entre a tensao critica de flambagem da norma e a obtida com a
consideragao de um modelo com plasticidade concentrada e aco
com comportamento EPP é de aproximadamente 0,75. Assim,
caso fosse utilizado um material com comportamento nao linear
de acordo com sua relagao constitutiva, a carga de colapso da
torre deveria ser encontrada para um fator em torno de A = 1,13,

o que é bastante préximo ao fator de carga ultimo do ensaio.

Embora a carga de colapso encontrada pela a simulagao
numérica seja consistente com o ensaio para a torre de 275 kV,
ressalta-se que outro fator tem grande impacto na carga de falha
de uma estrutura: o valor da tensdo de escoamento adotada para
o material. Neste trabalho, bem como como nos demais citados
nesta se¢ao, foi utilizada a tensdo caracteristica de escoamento do
aco, que é definida como a tensao que possui 95% de chance de
ser superada caso seja selecionada uma amostra aleatéria. Assim,
sao grandes as chances de que a tensao real de escoamento do ago
de uma torre de LT (e.g., das estruturas analisadas) seja maior
do que esse valor, o que resultaria em cargas de colapso maiores.
Uma maneira mais correta de considerar o valor da tensao de
escoamento do aco é a partir da avaliagdo da probabilidade de
ocorréncia dos valores, de acordo com uma funcao de densidade
de probabilidades. Nesse caso, ndo bastaria realizar apenas uma
simulacdo de colapso, mas um determinado niimero de vezes de
modo que se possa atribuir tratamentos estatisticos. Em cada
analise, o valor para a tensao de escoamento poderia ser sorteado

de acordo com sua probabilidade de ocorréncia.

Além da consideragdo da tensdo caracteristica de escoa-
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mento e da relagdo tensdo x deformacao do material na andlise,
outros fatores podem influenciar na obtencao da carga de colapso
do ensaio por meio de uma anélise numérica. De modo a repro-
duzir de modo mais fidedigno as condi¢bes do ensaio, deve-se
levar em conta os efeitos das tensoes residuais gerados no pro-
cesso de fabricagdo dos perfis laminados (que estao relacionados
com a relagao tensao x deformagao do material), as imperfei¢oes
geométricas geradas no processo de montagem da estrutura e

também a flexibilidade das ligagoes.
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Capitulo 5

Conclusoes e estudos futuros

5.1 Conclusdes

Este trabalho apresentou uma formulacao para anélise
ndo linear geométrica e fisica de estruturas espaciais sujeitas
a carregamentos estaticos para simulacdo de falha. Na técnica
de andlise proposta, cada estrutura é modelada com elementos
de portico espacial. O esquema de solugdo consiste em uma es-
tratégia incremental-iterativa, baseada no método de controle
de comprimento de arco e no método de Newton-Raphson. As
matrizes de rigidez linear, geométrica e de reducao plastica foram
usadas para descrever o comportamento da estrutura em um
referencial Lagrangeano atualizado. Um modelo de plasticidade
concentrada, associado ao conceito de superficies de escoamento
e rétulas plasticas, foi adotado para modelar a nao linearidade
fisica. Adotou-se o agco com comportamento eldstico perfeita-

mente plastico. Para a validagao da abordagem proposta, varios
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problemas de literatura foram testados.

Duas torres de LT foram analisadas, sendo ambas estru-
turas autoportantes trelicadas com formato tronco-piramidal. A
primeira é uma torre de suspensao e circuito simples com 39 m
de altura utilizada em LTs de 115kV. A segunda, uma torre de
LT de circuito duplo definida como um suporte terminal angular,

possui 73 m de altura e costuma ser montada em LTs de 275kV.

De modo geral, em comparagdo com os resultados ex-
perimentais, a formulagdo proposta apresentou bons resultados
quanto ao modo de falha de ambas as estruturas. A respeito
da carga de colapso, para a torre de LT de 115kV obteve-se
um fator de carga superior aquele obtido em ensaios em escala
real, enquanto que para a torre de LT de 275kV foram obtidos
valores préximos aos experimentais. Através de estudos adicio-
nais, investigaram-se os motivos da divergéncia entre os valores
da carga de colapso obtidos via simulagdo numérica e ensaio.
Percebeu-se que a consideracao do aco com comportamento elas-
tico perfeitamente pldstico, embora seja uma pratica comum
em analises nao lineares de torres de LT, pode resultar em car-
gas de falha mais altas do que caso tivesse sido considerado o
comportamento real, segundo a relacao tensdo x deformacao do

material.

5.2 Estudos futuros

Apesar de os resultadores obtidos parecerem promissores,
alguns estudos podem ser realizados de modo a obter métodos
mais precisos e confidveis para a simulacdo de falha em torres de

LT. Entre eles, pode-se citar:
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e Implementar modelos mecanicos com outros elementos fi-
nitos (e.g., elementos de casca) e comparar o ganho de
precisao dos resultados e o esfor¢o computacional da ana-

lise;

e Considerar o comportamento do ago de acordo com sua
relagdo tensdo x deformacao, obtida a partir de experimen-

tos;

e Incluir variaveis aleatérias para quantificacdo de incertezas
que influenciam a resposta estrutural (e.g., propriedades
do material, caracteristicas dos perfis, posicdo das barras,

critérios de plastificagdo da segdo);

¢ Considerar os efeitos das ligacoes aparafusadas na simulacao

de falha da estrutura.
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APENDICE A

Matrizes de rigidez elastica e

geomeétrica

As matrizes de rigidez 12x12 eléstica e geométrica sio
dadas nas Equacoes A.3 e A.4, respectivamente. Os elementos
correspondentes aos graus de liberdade 6,7 e 8,5 na matriz de
rigidez geométrica, linhas 4 e 10, foram suprimidos para melhoria
de representacdo. Eles podem ser obtidos assumindo K;; = Kj;
para % # j, pois a matriz é simétrica, enquanto elementos Ky 4,

K410 € K1p,4 sdo dados na Eq. A.1 abaixo.

_ Fﬂ’% + ﬂz(le - Mz2) . By(Myl - MyQ)

K Al
44 7 5L o7 (A.1a)
Fﬁﬂr% Bz(_le + Mzz) ﬂy(Myl — My2)
Kapo =~ Al
4,10 7 oL + o7 (A.1b)
Furd  B.(M.y — M, (=M, + M,
K10 = 0 + Be(Ma 2) + By(=My1 + Mye) (A.lc)

’ L 2L 2L
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onde By, B, e 1o sdo propriedades da secdo transversal dadas

por:
By = 1 / (23 + 29%)dA + 2z (A.2a)
Iy A
1 —3 | =22
B =1 | (57 +§2)dA+2y0 (A.2b)
z JA
ro = / (v + 22)dA (A.2¢)
A

As notagoes adotadas para os elementos das matrizes Ky e Kg
sao listadas a seguir.
0y, 0y ¢e0, Rotagao em relacdo aos eixos x, y e z;
A Area da secdo transversal;
E Moédulo de elasticidade;
G Moédulo de elasticidade transversal;

Iyel, Menor e maior momentos de inércia segundo

0s eixos principais, respectivamente;

J Constante de tor¢ao da segao;
L Comprimento do elemento;
M, e M, Momentos em relagao aos eixos principais de
inércia;
F, Forca axial;
U Deslocamento axial do elemento ao longo do

eixo centroidal;
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vew Deslocamentos do centro de cisalhamento do

elemento nas diregdes y e z, respectivamente;

F,eF, Forcas cortantes nas direcoes y e z, respecti-
vamente;
Yo € 20 Coordenadas do centroide relativas ao centro

de cisalhamento.
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APENDICE B

Exemplos utilizados para

validacao do método

Neste capitulo, alguns problemas encontrados na litera-

tura sao analisados de modo a validar a metodologia de andlise

ndo linear apresentada. A validacdo é separada em problemas

com nao linearidade geométrica e problemas com nao lineari-

dade geométrica e fisica em conjunto. Os seguintes exemplos sdo

considerados:

e Nao linearidade geométrica

1.

Coluna engastada-livre;

. Pértico de Lee;
. Pértico hexagonal;

2
3
4.
5

Cupula com 24 barras;

. Cupula com 168 barras;
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e Nao linearidade geométrica e fisica

1. Viga engastada-livre;
2. Pértico bidimensional,
3. Grelha;

4. Pértico tridimensional;

Embora néo seja apresentada uma formulacao especifica
para elementos de trelica, a analise de problemas desse tipo é feita
desconsiderando-se os graus de liberdade referentes as rotacoes
nodais. Além disso, o deslocamento que causa deformacoes é

referente apenas ao alongamento ou encurtamento do elemento.

Todos os exemplos sao formulados com elementos com
secdo transversal duplamente simétrica. Assim, a matriz de rigidez
geométrica utilizada foi obtida em McGuire, Gallagher & Ziemian
(2015), Eq. 9.19. As ligagoes excéntricas entre elementos nao sao

consideradas e a transformacao translacional nao é realizada.

B.1 Validacdo do método de andlise ndo linear geomé-

trica

Os exemplos apresentados nesta se¢do possuem poucos
graus de liberdade e a solugao é encontrada rapidamente. Com o
uso de um computador com processador AMD Ryzen 5 2600 de

3,40 GHz, cada exemplo é executado em menos de 30 segundos.
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B.1.1 Coluna engastada-livre

O primeiro exemplo trata de uma coluna engastada-
livre, submetida a uma carga vertical P, aplicada axialmente
em sua extremidade livre, conforme ilustrado na Fig. 44. Com o
objetivo de evitar dificuldades numéricas associadas ao ponto de
bifurcacao, foi introduzido um momento fletor na extremidade
da coluna (M = 0,01PL).

Este problema foi resolvido de maneira analitica por
Southwell (1941), sendo desde entdo utilizado para avaliar vérios
modelos de elementos finitos e estratégias de solugdo ndo linear
(KOUHIA; MIKKOLA, 1989; YANG; KUO, 1994; GALVAO,
2000; ROCHA, 2000).

Figura 44 — Coluna engastada-livre

P
1PL
/‘ '\‘070

e

v

BN NN

Para este exemplo, a capacidade do método implemen-
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tado é verificada através da comparagao dos resultados obtidos
com os dados experimentais de Southwell (1941) e dados obti-
dos numericamente por Rocha (2000). O caminho de equilibrio
obtido é mostrado na Fig. 45 para os deslocamentos verticais
e horizontais da extremidade livre e foi gerado usando, para o
processo de andlise incremental-iterativa, tolerdncia (;,; = 1074,
numero desejado de iteragdes I; = 5 e parametro inicial de carga
YA\ = 0, 05. Percebe-se que os resultados experimentais diferem
um pouco dos obtidos numericamente para os pontos iniciais do
caminho de equilibrio. No entanto, os demais pontos coincidem.
O caminho encontrado pela metodologia desenvolvida coincide
com o obtido por Rocha (2000). As configuracoes deformadas
dos pontos A a E do caminho de equilibrio sdo mostrados na Fig.
45.

Figura 45 — Caminho de equilibrio - coluna engastada-livre

9.6 :

— — —u/L - presente formulagao
v/ L - presente formulagio

8,0 +  u/L - Rocha (2000) S 5
*  v/L - Rocha (2000) b B
® /L - Southwell (1941) \
o Pontos da deformada A i

S
A48 i
N 4,
~
3,2 ¢ .
D
1,6 [/ A il
U
E
0 Il Il Il Il Il Il
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 14
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Também verificaram-se as implicagdes da atualizacao da
matriz de rigidez a cada iteracdo, como proposto no método de
Newton-Raphson classico. Para esse caso, a processo incremental-
iterativo foi realizado com 84 incrementos de carga. J4 para o
método de Newton-Raphson modificado, que atualiza a matriz de
rigidez apenas no inicio de cada incremento de carga, o processo
foi realizado com 94 passos. Embora a convergéncia do método de
Newton-Raphson modificado seja realizada com um niimero maior
de iteragoes, o tempo computacional envolvido é menor. Rocha
(2000), apds testar os métodos de Newton-Raphson cléssico e
modificado em uma série de problemas benchmark, afirma que,
em geral, o método de Newton-Raphson modificado apresenta

melhor desempenho.

B.1.2 Pbrtico de Lee

O pértico de Lee (LEE; MANUEL; ROSSOW, 1968) é
frequentemente usado por pesquisadores para validar suas for-
mulagoes e estratégias de solu¢do néo linear (SCHWEIZERHOF;
WRIGGERS, 1986; GALVAO, 2000). Trata-se de um sistema
estrutural em que problemas de instabilidade sao verificados s6
depois de terem acontecido grandes deslocamentos. No decor-
rer do processo incremental, também fica evidente a presenca
de snaps-back e snaps-through. A estrutura é mostrada na Fig.
46 juntamente com suas propriedades geométricas e elasticas e

carregamento.

O caminho de equilibrio é obtido discretizando-se a es-
trutura em 20 elementos de mesmo comprimento. Foram defini-
dos, para o processo de andlise incremental-iterativa, tolerancia

Cror = 1074, niimero desejado de iteragdes Iy = 5 e pardmetro
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Figura 46 — Pértico de Lee

24 96

S0

|
—

o
« Dados:
Barras Material
A=6 E=720
1,=2

S

inicial de carga °A\ = 0,05. O caminho de equilibrio é obtido
ap6s 829 incrementos de carga e é mostrado na Fig. 47 para
deslocamentos verticais e horizontais do ponto de aplicagao da
carga. Percebe-se que os resultados encontrados foram préximos
aos de Schweizerhof & Wriggers (1986). Na mesma figura, sao
mostrados os pontos limites de carga ou snap-through (pontos
A e D), os pontos limites de deslocamento ou snap-back (pontos
B e C) e o ponto da configuracao final (ponto E) e com suas

respectivas configuracoes deformadas.
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Figura 47 — Caminho de equilibrio do portico de Lee

1.4 T T T ? E -
— — = u - presente formulacao |
1.2 v - presente formulagao | B
+  u- Schwezerhof e Wriggers (1976) |
1k * v - Schwezerhof e Wriggers (1976) I .
0 Pontos limites (A-D) e deformada final (E) !
0.8 - A |+ 4
P il + — =~ 1+
0.6 - 4

w

0.4

— —F F+

0.2

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

B.1.3 Pértico hexagonal

Este exemplo tem como objetivo validar a formulagao
desenvolvida para a andlise ndo linear geométrica de porticos
espaciais. O pértico é apresentado na Fig. 48 juntamente com
suas propriedades geométricas e eldsticas. As dimensoes estao em
metros. Ao se adotar apoios deslizantes para os nds inferiores da
estrutura, sdo necessarias restrigoes adicionais de modo a evitar
deslocamentos de corpo rigido. Assim, introduziu-se vinculos adi-
cionais de translacdo no plano X Z, conforme indicado na mesma
figura. Além disso, para se garantir deslocamentos axissimétricos,
foram impostos vinculos adicionais de rota¢do em torno de X e

Z mno no6 do topo, também mostrado na mesma figura.
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Figura 48 — Pértico hexagonal com apoios deslizantes
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> Direcao dos vinculos adicionais para evitar deslocamentos de corpo rigido

> Direcao dos vinculos adicionais para garantir deslocamentos axissimétricos

Dados:
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1,=8,33.10° m* G=1,0967 GPa

1,=8,33.10° m*
J=1,41.10% m*
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Esta estrutura foi escolhida por ter sido analisada pre-
viamente por diversos pesquisadores, sendo que Griggs (1966)
obteve resultados a partir de um modelo experimental com mate-
rial plastico. A Fig. 49 mostra o caminho de equilibrio obtido e os
compara com os resultados experimentais de Griggs (1966) e os
obtidos por Alves (1995) através de uma andlise numérica. Como
se pode perceber, os resultados obtidos no presente trabalho sao
bem consistentes, sendo coincidentes com os dados experimentais
de Griggs até onde foram obtidos e muito préximos aos de Alves

no restante da trajetoria.

Cada barra do pértico foi discretizada em 5 elementos
e o caminho de equilibrio foi obtido apds 75 incrementos de
carga, sendo utilizada tolerancia (;,; = 107%, ntimero desejado
de iteracgoes para cada incremento de carga I; = 3 e parametro

de carga inicial YA\ = 0, 4.



188 APENDICE B. Ezemplos utilizados para valida¢do do método

Figura 49 — Caminho de equilibrio - deslocamento vertical do
topo

500 -

_ Presente formulacio
A50 T % Alves (1995)
*  Griggs (1965)

——
o
* %

400 -

350 [~

300 -
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100 -

0 1 I I 1 1 I I 1 1 |
0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10

v (m)

B.1.4 Cdpula com 24 barras

A trelica apresentada na Fig. 50 foi analisada numeri-
camente por Bonet, Gil & Wood (2012) e por Lacerda (2014),
tendo o ultimo utilizado uma formulagao posicional do método
dos elementos finitos. Na vista superior da cupula, o circulo
externo possui altura zero e o interno possui altura de 6,216.
Os movimentos dos nés do nivel zero estdo impedidos quanto
a translacao. A carga é aplicada no apice da trelica que possui
altura de 8,216. A drea da secdo transversal de cada barra é
unitdria, o médulo de elasticidade é de 8 x 107 e a relacdo de

Poisson é de 0,5.
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Figura 50 — Vistas superior e frontal da ctipula com 24 barras

O caminho de equilibrio é mostrado na Fig. 51, para
deslocamento vertical do n6 do topo. Tanto a carga quanto
o deslocamento vertical tem o sentido positivo para baixo. O
caminho de equilibrio apresenta os fenémenos de snap-through
e snap-back e por isso foi usada a estratégia de comprimento
de arco. O caminho foi gerado com 92 incrementos de carga,
para uma tolerancia (;,; = 1072, niimero de iteracdes desejadas

I; = 2 e parametro inicial de carga A\ = 0, 5. Percebe-se que a
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formulacao apresentada no presente trabalho, além de gerar bons
resultados para porticos, também funciona bem para estruturas
trelicadas. A trajetoria obtida apresentou comportamento bem

préximo ao encontrado por outros pesquisadores.

Figura 51 — Caminho de equilibrio - deslocamento vertical do
topo

) Presente formulagio
64 71+ Lacerda (2014)
Bonet et al. (2012)

- m

-6,4

8.0 I I I I I I I I I |

B.1.5 Cdapula com 168 barras

A treliga ilustrada na Fig. 52 foi previamente estudada
por Papadrakakis (1981) e Forde & Stiemer (1987). As barras
possuem rigidez FA = 10* e uma carga vertical é aplicada no né
no topo. Os noés inferiores estao restringidos de modo a impedir

as translagoes.
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Figura 52 — Cipula com 168 barras

7 I

AR

/il

O caminho de equilibrio foi obtido usando uma tolerancia
Cror = 1074, niimero desejado de iteracdes Iy = 4 e pardmetro
inicial de carga YA\ = 0,05. Os resultados do deslocamento
vertical do né do topo sdo mostrados na Fig. 53. Percebe-se
que, novamente, foram obtidos resultados bem préximos aos dos

outros pesquisadores.
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Figura 53 — Caminho de equilibrio - deslocamento vertical do
topo

600

Presente formulacao
+  Forde e Stiemer (1987)
*  Papadrakakis (1981) +

500

400

P

S /N

200

100

B.2 Validacao do método de anélise ndo linear fisica e

geométrica

Nesta secao, sdo analisados alguns exemplos para valida-
¢ao do método de andlise nao linear de pérticos considerando o
ago com comportamento elastoplastico, conceitos de superficie
de plastificacao e rétulas plasticas e a possibilidade de grandes
deslocamentos. Os exemplos sao retirados de Marques (1990) pois
o método de analise empregado pelo autor é bastante similar ao

usado neste trabalho. De modo a realizar uma justa comparagao
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entre os resultados, adotou-se a superficie de escoamento

3 3
q)< m. )1,73+fx +( m, >1,73+fw
1—f2 1—f2 7

apresentada em Marques (1990) e usada para se¢Oes transversais

—~~

B.1)

retangulares.

Os quatro exemplos sdo estudados e possuem os seguintes
pardmetros iniciais de entrada: fator inicial de carga °A\ = 0, 2,
nimero desejado de iteragdes para o processo iterativo Iy = 5,
tolerdncia para a convergéncia durante a fase de corregdo (i =
10~% e foi adotado o método de Newton-Raphson cléssico (i.e., é
feita a atualizacdo da matriz de rigidez tangente durante a fase

de correcao).

B.2.1 Viga engastada-livre

Inicia-se a validacdo com uma viga em balanco, sujeita
a uma carga concentrada vertical atuante em sua extremidade
livre, conforme apresentado na Fig. 54. A viga foi discretizada
em quatro elementos e anélise foi realizada em 8 passos incremen-
tais. O caminho de equilibrio apresentado nesse e nos préximos
exemplos foi suavizado ao reduzir o nimero desejado de iteragdes

em cada incremento.
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Figura 54 — Viga engastada-livre

RPN\
v
——

72 0,001 m

Dados:

Barra Material
A=3,00.10" m? E=210 GPa
1,=2,50.10""2 m* £,=300 MPa

7,=7,50.10" m?

O grafico mostrado na Fig. 55 relaciona a carga aplicada
P e os deslocamentos horizontal e vertical no extremo livre da

viga.
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Figura 55 — Caminho de equilibrio da viga engastada-livre
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84 2t .
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7 111
14 F / 4
4
0 | I 1 I | i | i I
0 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5

w (m), v (m)

B.2.2 Pértico bidimensional

Este exemplo trata de um poértico plano com dois andares,
conforme ilustrado na Fig. 56. A estrutura foi discretizada em
quatorze elementos, onde se tomou dois elementos em cada peca

horizontal e um 1inico elemento para cada barra vertical.
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Figura 56 — Pértico bidimensional

PA Pl P Pl PR
> Y
2P
g
<
P P P
P2 P2
; Y
2P
- - -
3m 3 m 3m 3m
Dados:
Colunas Vigas Material
A=0,0192 m? A=0,0118 m? E=210 GPa
1,=0,000511 m* 1,=0,000292 m* £,=250 MPa
1,=0,000511 m* 1,=0,000292 m*
M,,=732 kN.m M,,=420 kN.m
M,,=732 kN.m M,,=420 kN.m

Py

A andlise foi realizada em 24 passos incrementais, com
nimero de iteragoes variando de um a trés. A carga critica
corresponde & P = 215 N. A partir dessa carga ocorreu uma
regressdo de carregamentos acompanhada de incrementos de

deslocamentos.
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A Fig. 57 mostra o grafico que relaciona o valor de P com
o deslocamento horizontal do né superior esquerdo da estrutura,
assim como a sequéncia de formacao das rétulas plasticas geradas

durante a anélise.

Figura 57 — Caminho de equilibrio do portico bidimensional
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u (m)
B.2.3 Grelha

Como um dos exemplos de estrutura espacial, analisou-
se a grelha esquematizada na Fig. 58. A estrutura foi dividida
em quatro elementos, dois em cada barra. Os resultados foram
encontrados apés 13 incrementos de carga e o caminho de equili-
brio é apresentado na Fig. 59, juntamente com a sequéncia de

formacao das rétulas plasticas.
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Figura 58 — Grelha

‘ 1,524 m ‘ 1,524 m ‘
\
P
1 P
A P 5P
o
N
Dados:
Barras Material
A=3,212968.10" m? E=2,068423.10"" N/m?
J=3,693638.10" m* G=7,832430.10"" N/m?
1,=1,846403.10° m* £,=2,483487.10° N/m?

1,=1,846403.10" m*
M,,=54447,38 N.m
M,,=54447,38 N.m
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Figura 59 — Caminho de equilibrio da grelha

66723 -

60051

53379 - Presente formulacao
2 e Marques (1990)

46706 - R

40034 /

z

33362

a 1
26689 |-

20017

13345 + 4 f

0 0,127 0,254 0,381 0,508 0,635
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B.2.4 Portico tridimensional

Outro exemplo de estrutura tridimensional é o pértico
apresentado na Fig. 60. A estrutura foi discretizada em doze
elemento, sendo um para cada barra e possui apoios rotulados
em sua base. A analise foi realizada em 19 passos incrementais,

com numero desejado de iteragoes a cada passo de carga I = 5.
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Figura 60 — Pértico tridimensional

A

P

P

8 (-2,4384,5,4864,1,8288) | (1,8288,5,4864,-2,4384) 2

1 (-0,6096,2,4384.-0,6096)
P

P

6 (1,8288,5,4864,6,0960) (6,0960,5,4864,1,8288) 4

(4,2672,2,435

4384,4,2672)

10 (3,6576,0,0)

12 (0,0,3,6576) 5](4,2672,2,4384,4,2672)

Dados:
Barras Material
2 E=2,068423.10"" N/m?

A=3,212968.10" m?
J=3,693638.10" m*
1,=1,846403.10° m*
,=1,846403.10° m*
M,,=54447,38 N.m
M,,=54447,38 N.m

G=7,832430.10"" N/m?
£,=2,483487.10° N/m?2

A Fig. 61 mostra um grafico que relaciona o valor da

carga P com os deslocamentos verticais encontrados nos vértices
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superiores da estrutura (por exemplo, o n6 4 da Fig. 60), além
da sequéncia de formacao das rétulas. A estrutura possui com-
portamento linear até a plastificacdo das se¢bes nos nés 1, 3, 5 e
7. H4 uma brusca redugéo da rigidez na estrutura até a formagao
da segunda série de rétulas plasticas, nos vértices superiores do
portico, quando a estrutura passa a ser instavel. O grafico obtido

novamente é muito préximo ao encontrado por Marques (1990).

Figura 61 — Caminho de equilibrio do pértico tridimensional

46706
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arques (1990)
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