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RESUMO

O objetivo do presente trabalho é estudar a matéria de quarks em condicdes extremas,
no caso temperatura zero e altas densidades, condi¢ées encontradas em objetos com-
pactos tais como as estrelas estranhas. Para isso se faz uso de um modelo proposto
recentemente em que a massa dos quarks depende da densidade, além de possuir
o diferencial de ser um modelo consistente termodinamicamente. Inicialmente se es-
tabelece o critério termodinamico a ser satisfeito, seguido da obtencao das equacgdes
de estado e da massa dos quarks. Apés a apresentacao e discusséo dos resultados
numericos, prossegue-se para uma breve comparagao entre estas equagdes e as do
modelo do MIT, por se tratar de um modelo amplamente utilizado na descricdo da ma-
teria de quarks. Algumas importantes consideragdes sao feitas quanto a estabilidade
dessa matéria. Por fim, a neutralidade de carga e o equilibrio beta sdo aplicados as
equacdes de estado que descrevem a matéria estranha para que estas sejam imple-
mentadas as equagdes de Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) a fim de se obter as
principais propriedades nas estrelas estranhas: suas massas maximas e respectivos
raios, que sao entao, confrontados com resultados observacionais.

Palavras-chave: Modelos Efetivos. Matéria Estranha. Estrelas Estranhas.



ABSTRACT

The goal of the present work is to study quark matter under extreme conditions, like
zero temperature and high densities, conditions found in compact objects such as
strange stars. To achieve this goal, a model recently proposed is used. This model
describes quark mass as being density-dependent and having the differential of being
thermodynamically consistent. Initially, the thermodynamic criterion is established, and
the equations of state and the quark mass are derived. After numerical results presen-
tation and discussion, a brief comparison between the model and the MIT Bag Model is
done, because it is extensively used to describe quark matter. Some important consid-
erations are done regarding the stability of quark matter. Finally, charge neutrality and
beta equilibrium are taken into account in the equations of state that describe strange
matter. They are used as input to the TOV equations to achieve the main properties of
strange stars: their maximum masses and respective radii, which are compared with
observational values.

Keywords: Effective Models. Strange Matter. Strange Stars.



Figura 1
Figura 2
Figura 3
Figura 4
Figura 5

Figura 6

Figura 7
Figura 8

Figura 9

LISTA DE FIGURAS

Evolucéo estelar, (TORRES, James Rudnei, 2011).. . . . . ... ..
Nucleossintese. . . . . . . . . .. . . ...
Diagrama de fases da Quantum Chromodynamics - Cromodinamica
Quéntica (QCD) com temperatura versus potencial quimico, (AL-
FORD, HAN E SCHWENZER, 2019). . .. ... ... ... .....
Diagrama de fases da QCD com temperatura versus densidade baré-

Energia de ligag&o por nucleon dos elementos quimicos em fungéo
do numero de nucleons, (MENEZES, Débora Peres, 2002). . . . . .
Janela de estabilidade da matéria estranha descrita pelo Modelo QP
em termos dos parametros ajustaveisCeD. . ... ... ... ...
Regido estavel da matéria estranha descrita pelo Modelo QP. . . . .
Consisténcia Termodinadmica do Modelo QP variando ambos os pa-
rametrosCeD. . . . .. ... .. ...
Consisténcia Termodindmica do Modelo QP fixando o parametro C
em-0.49. . . ..

Figura 10 — Consisténcia Termodinamica do Modelo QP fixando o parametro v/ D

em 185 MeV. . . . . ...

Figura 11 — Massa dos Quarks up, down e strange para C fixoem - 0.49. . . . .
Figura 12 — Massa dos Quarks up, down e strange para D fico em 185 MeV.

Figura 13 — Massa dos Quarks up, down e strange variando os parametros C e D. 38
Figura 14 — Equagbes de Estado do Modelo QP variando ambos os parametros

CeD. . .

21

22

31

32
33

34

35

37

39

Figura 15 — Equagbes de Estado do Modelo QP fixando o parametro C em -0.49. 40
Figura 16 — Equacdes de Estado do Modelo QP fixando o parametro v/D em 185

MeV. . . .

Figura 17 — Equacdes de Estado para o Modelo QP e o Modelo do MIT variando

seus parametros ajustaveis. . . . . .. ...

Figura 18 — llustragédo da relacdo Massa-Raio para estrelas estranhas. O raio de

Schawarzschild (R = 2GM) esta representado pela linha pontilhada
cinza, (TRADUZIDO DE AGUDELO, 2013). . . . .. ... ... ...

Figura 19 — Relagdo Massa-Raio para estrelas estranhas utilizando o Modelo QP

como parametro Cfixoem-049. ... ... ... ... .......

Figura 20 — Relagado Massa-Raio para estrelas estranhas utilizando o Modelo QP

com o parametro VD fixoem185MeV. . . . ... ... .......

Figura 21 — Relacdo Massa-Raio para estrelas estranhas com o Modelo QP para

diferentesvaloresde Ce vD. . . . . . . . . . ... .. ... ...

40



Figura A1 — Numero de ocupacao médio de férmions para diferentes temperaturas. 59
Figura A2 — Janela de estabilidade da matéria estranha descrita pelo modelo
do MIT. Os valores dentro das bandeiras representam a massa ma-
xima (em unidades de M) de uma estrela estranha cuja equacéao
de estado tomou os valores do ponto (B4, mys), (TORRES, J. R.;
MENEZES, D.P,2013). . . . . . . . . . . 60



LISTA DE TABELAS

Tabela 3.1 —Massas maximas (Mmax) € seus respectivos raios (R) para estrelas
estranhasnomodeloQP. . . . ... ... ... . ... . ... . ...
Tabela 3.2—Relacdo massa-raio das estrelas canénicas no modelo QP. . . . . .

48



CFL
LHC
MIT

QCD
QGP
QMDD

QMDTD

QP
RHIC

SQM
TOV

LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

Color-Flavor Locking - Supercondutividade de Cor-Sabor

Large Hadron Collider - Grande Colisor de Hadrons
Massachusetts Institute of Technology - Instituto de Tecnologia de
Massachusetts

Quantum Chromodynamics - Cromodinamica Quéantica
Quark-Gluon Plasma - Plasma de Quarks e Gluons

Quark Mass Density Dependent - Massa dos Quarks Dependente
da Densidade

Quark Mass Density and Temperature Dependent - Massa dos
Quarks Dependente da Densidade e da Temperatura
Equiparticulas

Relativistic Heavy lon Collider - Colisor Relativistico de lons Pesa-
dos

Strange Quark Matter - Matéria Estranha
Tolman-Oppenheimer-Volkoff



1.1

2.1
2.1.1
2.1.2
213
2.2
2.2.1
22141
2.21.2
2.2.1.3
2214

3.1
3.2

A.1
A2

B.1
B.2
B.3
B.4

SUMARIO

INTRODUGCAO - EVOLUCAOESTELAR . . . ... .......... 15
ESTRELAS ESTRANHAS . . . . . . . ... ... .. ... ...... 18
O MODELO DE EQUIPARTICULAS PARA A MATERIA ESTRANHA 23
MODELO DE EQUIPARTICULAS . . . . . . . . i, 23
Formalismo - Consisténcia Termodinamica . . . . . ... ... .. 23
EquagéesdeEstado. . . . . . . ... . ... ... ... 27
MassadosQuarks . . . . .. .. .. ... ... ... ..., 29
JANELA DE ESTABILIDADE . . . . . . ... ... ... ........ 30
ResultadoseDiscussao . . . ... ... ............... 33
Resultados - Consisténcia Termodinamica . . . . .. .. .. ... .. 33
Resultados - MassadosQuarks . . . . ... .. ... ......... 36
Resultados - Equagbesde Estado . . . . . . . ... ... ... .. .. 38
Resultados - O Modelo QP e o modelo do Massachusetts Institute of
Technology - Instituto de Tecnologia de Massachusetts (MIT) . . . . . 41
MODELANDO ESTRELASESTRANHAS .. ... ... ....... 42
EQUILIBRIO BETA E NEUTRALIDADE DECARGA . . . . . ... .. 42
RESULTADOS NUMERICOS EDISCUSSAO . . . . ......... 43
CONCLUSOES E PERSPECTIVASFUTURAS . ........... 49
REFERENCIAS . . . ... ... ittt et e e 51
APENDICE A — MODELO DO MIT E EQUACOES DE ESTADO PARA
FERMIONSLIVRES ................. 54
FORMALISMO - MODELODOMIT . . ... .. ... .. ....... 54

EQUACOES DE ESTADO PARA FERMIONS LIVRES (ELETRONS) 60
APENDICE B - AS EQUACOES DE TOLMAN - OPPENHEIMER -

VOLKOFF (TOV) . . i i it i e e e e 61
ESPACO-TEMPONAO EUCLIDIANO . . . ... ... ......... 61
AEQUACAODEEINSTEIN . ... ... ... ... ..., 63
METRICA DE SCHWARZSCHILD . . . . ... ............. 64

EQUACOES DE TOLMAN - OPPENHEIMER - VOLKOFF (TOV) . . . 67



15

1 INTRODUGAO - EVOLUCAO ESTELAR

Assim como 0s seres Vvivos, as estrelas também possuem um ciclo de vida, com
inicio, meio e fim. O inicio ocorre através da pré-sequéncia principal. Nela, regides
de nuvens moleculares frias e densas normalmente compostas por gas hidrogénio
podem sofrer um colapso gravitacional que altera a velocidade de rotacdo do gas. A
conservagao de momento angular durante esse colapso é responsavel pela formagao
de pequenos fragmentos que se contraem, dando origem as protoestrelas. As proto-
estrelas giram rapido devido a energia cinética do gas, diminuindo suas densidades e
permitindo que se expandam. Entretanto, essa expansao vinda do interior enfrenta a
acao da forga gravitacional proveniente do exterior numa busca por equilibrio. Apesar
disso a temperatura continua aumentando até o ponto em que as reac¢des nucleares
comecam, em torno de 107 K (GLENDENNING, 2000).

As reacdes nucleares no interior da protoestrela se iniciam a partir da ionizagéo
do gas hidrogénio em seu interior, com os elétrons se movendo a velocidades muito
altas. Nesse cenario, a temperatura é tao alta que ocorre colisdo e fusao de prétons, e
consequentemente, a formagéo de hélio como mostrado a seguir:

. 1H+1H=2H+e++ve,
I1.2H + TH = 3He + v,
IIl. 3He + 3He = *He + 'H + TH, (1)

sendo 'H = ion de hidrogénio (ou prétons livres), 2H = deutério, e* = positron, ve =
neutrino do elétron, 3He = ion de hélio, y = féton e *He = fon ou nlcleo de hélio (ou
ainda, particula «). Essas reacbes conhecidas como cadeira préton-préton ocorrem
todas ao mesmo tempo no ndcleo da protoestrela, porém, o passo / deve ocorrer no
minimo duas vezes para criar dois nucleos de deutério e o passo // deve ocorrer no
minimo duas vezes para criar dois SHe, para assim resultar na formacao de um dnico
“He e dois 'H (passo /ll). Conforme o hélio vai sendo formado, a estrela passa por
uma grande expansao e entra no proximo estagio, chamado de sequéncia principal. A
estrela permanece nesse estagio por cerca de 90% de sua vida, convertendo hidrogé-
nio em hélio. Na Fig. (1) esté representado o ciclo completo de vida das estrelas, onde
existem trés caminhos possiveis apos a sequéncia principal.

1

Protoestrelas com valores de massa até 0.8 M, (massas solares) ndo atingem essa temperatura e
terminam como an&s marrons, onde nao ha fusao de hidrogénio.
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Figura 1 — Evolucéo estelar, (TORRES, James Rudnei, 2011).

O que determina qual dos caminhos a estrela seguira é sua massa inicial en-
quanto protoestrela. Para valores de massa entre 0.8 M, e 25 M., todo o hidrogénio
no nucleo é convertido em hélio, de modo que o nucleo comega a se contrair. Essa
contracdo aumenta a energia interna da estrela e inflama uma camada de hidrogénio
que queima ao redor do nucleo inerte. Enquanto isso, o ndcleo continua a se contrair e
a aumentar a temperatura, elevando a taxa de geracao de energia no reservatério de
hidrogénio. Ocorre entdo uma enorme expansao da estrela, junto com o aumento de
sua luminosidade. A estrela se torna uma gigante vermelha. Nesse estégio, a tempera-
tura do nucleo se torna alta o suficiente para queimar hélio em tempo menor do que
ocorre com o hidrogénio. Essa queima ocorre através de reagdes como:

“He + *He & 8Be,

8Be + *He «» 12C +, (2)

onde, 8Be = 4tomo de berilio instavel e 12C = atomo de carbono. Além dessas, outras
reacdes envolvendo o hélio podem ocorrer resultando em oxigénio. Apds todo o hélio
ser convertido em carbono (e oxigénio), o nicleo comecga a se contrair e aumentar a
temperatura novamente, formando uma camada de hélio logo acima do nucleo, que
por sua vez é cercada por uma camada de hidrogénio. Inicia-se entao a fase chamada
de super gigante vermelha, que toma dois rumos distintos:

e No primeiro, o tipo-l (0.8 My < M <8 M), o nlcleo continua a se contrair mas
nao alcanga temperaturas suficientes para fundir carbono em reagdes de nucle-
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ossintese. Em vez disso, essa contracao faz com que o nucleo seja suportado
apenas pela pressao de degenerescéncia eletrénica, ndo sendo possivel se con-
trair mais. Ao mesmo tempo, a existéncia das duas camadas ao redor do nucleo
leva a uma situacao instavel termicamente. Isso faz com que as camadas se ex-
pandam a cada pulso térmico, resultando numa perda de massa. Eventualmente,
essas camadas sao ejetadas formando uma nebulosa planetaria e deixando para
trds um ndcleo composto praticamente de carbono e oxigénio, chamado de ana
branca;

e No segundo, o tipo-Il (8 My < M < 25 M), o nucleo em contragdo atinge a
temperatura capaz de iniciar a conversao do carbono (e do oxigénio) em ned-
nio. Iniciam-se as reacdes de nucleossintese, onde o processo de queima do
nucleo seguido por sua contracao e inflamacao das camadas externas se repete
sucessivamente, produzindo elementos cada vez mais pesados até que o ferro
(°6Fe) seja formado no nucleo. Ao produzir uma quantidade de Ferro suficiente,
as reacoes de fusao sao interrompidas, pois o ferro é tado fortemente ligado que
nao sdo possiveis outras reagdes de fusdo exotérmicas a partir do ferro, ou seja,
nenhuma energia pode ser extraida através da fusado para permitir que elemen-
tos mais pesados sejam formados no interior da estrela. Devido a isso a estrela
colapsa sob sua propria gravidade, explodindo em uma supernova e ejetando
suas camadas externas. Durante esse curto periodo de super compressao, tem-
peraturas super altas ocorrem e algumas fusées endotérmicas podem ocorrer,
produzindo nucleos de elementos mais pesados que o ferro. Da explosédo da
supernova resta entdo a camada mais interna, um nucleo denso onde as altas
energias cinéticas dos elétrons tornam favoravel o decaimento 3 inverso: prétons
e elétrons se combinam formando néutrons e neutrinos. A maior parte dos neutri-
nos escapa levando parte da energia gravitacional. O objeto resultante chama-se
estrela de néutrons. As estrelas de néutrons sdo as menores e mais densas
estrelas conhecidas, podendo tomar diferentes formas, tais como: estrelas de
hiperons, hibridas ou estranhas (GLENDENNING, 2000). As estrelas de hipe-
rons podem ocorrer caso 0s barions sejam convertidos em hiperons durante a
explosao de supernova. Ja as estrelas hibridas seriam estrelas de néutrons cujo
nucleo é constituido por matéria de quarks livres, e as estrelas estranhas seriam
estrelas totalmente constituidas por matéria de quarks livres. Além disso, caso a
pressao dos néutrons nao seja suficiente para suportar a gravidade, as estrelas
de néutrons poderiam se tornar ainda buracos negros;

O terceiro caminho possivel para a vida da estrela ap6s a sequéncia principal
ocorre para valores de massa inicial entre 25 M. e 100 M, (tipo-lIl), onde as reagdes
de nucleossintese ocorrem da mesma forma como descrita para o tipo-Il. A diferenca
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esta no fato de que essas reagdes ocorrem na chamada estrela Wolf-Rayet, que ao
colapsar em uma supernova se torna diretamente um buraco negro. A Fig. (2) ilustra
as camadas dos elementos formados nas reacdes de nuclessintese no interior das
estrelas com massa inicial acima de 8 M. E importante ressaltar que as camadas
ejetadas em forma de gas, durante as explosdes de supernovas, S40 responsaveis
pela distribuicdo dos elementos quimicos no universo. Isso permitiu a abundancia de
elementos em planetas como a Terra, onde € possivel a existéncia de vida humana.

Nonburning hydrogen

Hydrogen fusion

Helium fusion

Carbon fusion —_

Oxygen fusion—__

Neon fusion

Magnesium ___
fusion

Silicon fusion—

Figura 2 — Nucleossintese.

Sabendo agora o ciclo de vida das estrelas, pode-se discutir o intuito deste
trabalho: estudar as estrelas estranhas, uma das possiveis formas das estrelas de
néutrons.

1.1 ESTRELAS ESTRANHAS

As estrelas de néutrons foram propostas como resmanescentes das explosdes
de supernovas, sendo sustentadas pela pressdo de degenerescéncia dos néutrons
(BAADE; ZWICKY, 1934). Dentre muitos estudos a respeito das estrelas de néutrons,
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um deles se destacou ao sugerir que uma estrela emite energia caso esteja fortemente
magnetizada (PACINI, 1967), tendo sido comprovada através da descoberta dos pulsa-
res por Hewish e Bell (HEWISH et al, 1967) no mesmo ano. Os pulsares seriam entdo
estrelas de néutrons em rotacédo com elevados campos magnéticos, uma vez que, um
periodo estavel de emissao de sinais havida sido detectado e poderia ser explicado
pelas caracteristicas das estrelas de néutrons (GOLD, 1968).

Além disso, a partir das equagdes de estado que descrevem a matéria presente
nesses objetos compactos, é possivel obter suas propriedades macroscépicas, como
a massa e o raio, pelas equagdes da Tolman-Oppenheimer-Volkoff (TOV) (TOLMAN,
1939; OPPENHEIMER e VOLKOFF, 1939), que sao derivadas das equacdes de campo
de Einstein para a relatividade geral. O raio da estrela € em torno de 10 Km (MENEZES
et al, 2015), e estima-se que estrelas com massas superiores a 0.7 M ndo poderiam
ser sustentadas por um gas de néutrons livres devido a repulsdo entre os néutrons.
Isso deixa claro que, além dos néutrons, ha outras particulas que compdéem estas
estrelas (WEBER, 1999), além do que, para aumentar a massa maxima, € importante
a introducao da interagcéo nuclear. E considerando que a densidade no nucleo é ex-
tremamente alta, poderiam aparecer outros estados da matéria no interior da estrela,
compostos desde pions e kaons a hiperons e quarks livres.

Neste trabalho, os pulsares sdo considerados como sendo estrelas constituidas
somente pelos sabores de quarks up (u), down (d) e strange (s), além dos elétrons (e),
sendo chamadas entdo de estrelas estranhas. As estrelas estranhas devem obedecer
a "hipétese da matéria estranha", proposta por Bodmer (BODMER, 1971) e (WITTEN,
1984), independentemente, onde o estado fundamental absolutamente estavel da ma-
téria é dado pelos quarks u, d, e s desconfinados e nao pelos hadrons (prétons e
néutrons) que constituem a matéria ordinaria.

No estudo dos possiveis estados da matéria se faz uso da teoria das interagdes
fortes, a chamada cromodinamica quantica, cujo diagrama de fases esta representado
pelas figuras (3) e (4). Em (3), as fases da matéria estao relacionadas pela temperatura
e potencial quimico das particulas, e em (4) pela temperatura e densidade baridnica.
Como é possivel relacionar o potencial quimico com a densidade bari6nica através
do momento de Fermi, os diagramas podem ser interpretados como equivalentes.
A temperaturas e densidades ordinarias a forga forte confina os quarks dentro dos
hadrons formando a matéria comum do nosso dia a dia. Porém, quando a temperatura
atinge o ponto critico ou quando a densidade aumenta ao ponto em que a separagao
entre quarks € muito pequena, os hadrons se dissolvem em quarks, dando origem
a chamada matéria de quarks. Diferentes transicées entre essas fases ocorrem de
acordo com as condi¢cdes de temperatura e densidade, como as apresentadas por
estes diagramas:

e Para altas temperaturas e baixo potencial quimico ocorre a transicao da matéria
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hadr6nica para o plasma de quarks e gluons (Quark-Gluon Plasma - Plasma de
Quarks e Gluons (QGP)) através de um crossover;

e Para baixas temperaturas e potenciais quimicos maiores ocorre uma transicao
de fase de primeira ordem da matéria hadrénica para o QGP. Ha entdo um ponto
critico na interseccao entre esse regime e o anterior;

e Para altas temperaturas e densidades (ou seja, alto potencial quimico), a matéria
encontrada é o QGP, sendo este estado possivel de ser criado a partir da colisdo
de ions pesados nos aceleradores de particulas Relativistic Heavy lon Collider -
Colisor Relativistico de ions Pesados (RHIC) e Large Hadron Collider - Grande
Colisor de Hadrons (LHC);

e Para baixas temperaturas e baixo potencial quimico ha a matéria hadrénica (ou
matéria ordinaria);

¢ Ainda no regime de baixas temperaturas, porém com alto potencial quimico, pode
ocorrer uma transicdo de fase da matéria hadrénica para a matéria de quarks
dentro das estrelas compactas (estrelas de néutrons);

e Para potencial quimico ainda mais alto, e baixa temperatura, existe a possibili-
dade de uma fase quarkibnica em que ha restauracédo da simetria quiral mas
ainda nao ocorre o desconfinamento dos quarks;

e E aumentando mais o potencial quimico nesse regime, uma matéria de quarks u,
d e s pode formar pares de Cooper em uma fase supercondutora de cor (Color-
Flavor Locking - Supercondutividade de Cor-Sabor (CFL), do inglés color-flavor
locking) (ALFORD, 1998).
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Figura 3 — Diagrama de fases da QCD com temperatura versus potencial quimico,
(ALFORD, HAN E SCHWENZER, 2019).
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Figura 4 — Diagrama de fases da QCD com temperatura versus densidade barénica.

Na QCD, um método numérico chamado QCD na rede é utilizado para descrever
aregido em que a temperatura € alta e o potencial quimico é baixo (destacado em verde
na Fig. (4)). Entretando, este método néo é capaz de descrever as demais regiées do
diagrama. Além disso, devido a dificuldade de se resolver a QCD de forma exata
para regimes nao perturbativos, se faz necessario o uso de modelos fenomenolégicos
efetivos. Esses modelos s&o capazes de abordar regides especificas do diagrama,
como a regido em que se encontram as estrelas compactas. Portanto, apresenta-se a
seguir o modelo utilizado neste trabalho responsavel por descrever a matéria estranha.
E na sequéncia, as condigdes a serem satisfeitas para modelar as estrelas estranhas
e os resultados numericos obtidos.
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2 O MODELO DE EQUIPARTICULAS PARA A MATERIA ESTRANHA

Bodmer e Witten, independentemente, propuseram a "hip6tese da matéria estra-
nha" como sendo o estado fundamental absolutamente estavel da matéria, e que seria
constituida pelos sabores de quarks up, down e strange (estranho) desconfinados. Até
o0 momento, a matéria presente no mundo, formada pelos sabores de quarks up e down
confinados nos hadrons, era considerada o estado fundamental. Porém, a partir dessa
hipotese, o estado da matéria constituida de hadrons poderia nao ser absolutamente
estavel.

Como supracitado, neste capitulo se encontra o modelo efetivo para descrever
a matéria estranha. Inicialmente, o formalismo necessario para que o modelo seja
termodinamicamente consistente é desenvolvido, seguido da obtencédo das equacdes
de estado e das massas dos quarks. Na sequéncia, discutem-se as consideracdes
feitas para a janela de estabilidade dessa matéria. Por fim os resultados numéricos
obtidos sdo apresentados para a consisténcia termodindmica, a massa dos quarks e
as equacoes de estado.

2.1 MODELO DE EQUIPARTICULAS

O modelo de Equiparticulas (QP) foi proposto recentemente (XIA et al, 2014)
com o intuito de investigar a matéria estranha partindo do pressuposto de que a massa
dos quarks que a constitui seja dependente da densidade, pois sabe-se que a massa
de uma particula varia de acordo com o meio em que ela se propaga, sendo entao
plausivel aplicar tal pressuposto. Além disso, 0 modelo corrige a falta de consisténcia
termodinamica presente até entdo em outros modelos do mesmo tipo, como o Quark
Mass Density Dependent - Massa dos Quarks Dependente da Densidade (QMDD)
(FOWLER G. N., RAHA S., WEINER R. M.,1981), o Quark Mass Density and Tempe-
rature Dependent - Massa dos Quarks Dependente da Densidade e da Temperatura
(QMDTD) (ZHANG; SU, R.-K., 2002), etc.

2.1.1 Formalismo - Consisténcia Termodinamica

Descreve-se a matéria estranha aqui como sendo um sistema termodinamico
constituido por dois tipos de particulas interagentes, os quarks up (u), down (d) e
strange ou estranho (s), e os Iéptons representados pelos elétrons (e). Para que haja
consisténcia termodinamica nesse sistema, inicia-se o formalismo a partir da equacéao
fundamental da termodinamica na forma diferencial:

dE = TdS-PdV + ) pdN;, (3)

1
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onde E = energia interna, T = temperatura, S = entropia, P = pressao, V = volume,
u; = potencial quimico da particula i (i = u, d, s, €) e N = nimero de particulas
correspondente. Essas quantidades sdo responsaveis por descrever qualquer sistema
termodinamico em termos de sua energia interna. Porém, o interesse estd em mensurar
a energia livre de Helmholtz a partir da energia interna:

E-TS, (4)
dE—-TdS-S8dT

F =
dF =
=-8dT - PdV + ) " u;dN;. (5)
i

Como se trata de um sistema isotrépico com particulas distribuidas de forma
homogénea, define-se as seguintes quantidades: densidade de energia € = E/V, den-
sidade de energia livre F = F/V, densidade de entropia S = S/V e a densidade
do numero de particulas n; = N;/V. Da densidade de energia livre e do nimero de

particulas se tem que:

F=FV = dF=dFV + FdV, (6)
N, = nV — dN; = dn;V + n;dV, (7)

que ao substituir na Eq. (5) resulta na seguinte densidade de energia livre:

dFV + FdV =-8dT - PdV + ) " p(dn;V + n;dV)

I
dF ==SdT + [ -P—F +> w;n; ﬂ+zu-dn- (8)
i 171 V i 1 1"

Ao escolher a densidade de energia F como a quantidade caracteristica, a Eq.
(8) indica que T, {n;}, e V serdo as varidveis de estado independentes no sistema, e
uma vez conhecidas permitem o calculo das outras quantidades termodinamicas:

dF
S="| (9)
dT |y
dF
u' = — y 10
LAt ine 10)

=—F+) wn;. (11)
i
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Como o sistema descrito é grande o suficiente, as quantidades de interesse
se tornam indenpendentes ao tamanho, ou seja, a dependéncia de tamanho que
possuem assume um comportamento assintético. Desse modo, o termo que seria
correspondente ao volume na Eq. (8) é desconsiderado, assim:

dF =—-SdT + ) p;dn;. (12)
i
Atentando-se um pouco para as egs. (9) e (10), pode-se manipula-las da se-
guinte maneira:

as d (dF

an =y (7)o, ()
du, d (dF)

awi _ 9 (9Z 14
aT ar dn,- T, {nk,%i} ( )

e lembrando que matematicamente as derivadas parciais mistas de segunda ordem
5 ' AL QAN Al 1A o 0°F _ 9°F :
de uma funcao analitca arbitraria sdo iguais, ou seja, 3n0T = 3T Segue que:

A= _ -0, (15)
i\t iney 9T 1T, {0
. du;
Ay =2 i -0, (16)
AT, (gt AP, )
ondei, j=u,d, s. Tais equacdes sao as condi¢des de Cauchy para que o lado direito da

Eqg. (12) seja integravel. Retomando a densidade de energia livre na Eq. (12), observa-
se que esta é uma funcdo da temperatura e da densidade np = n = Zq Ng/3, onde q =
u, d, s. Assim, para uma dada temperatura T:

dF an;
% = Zuid—nl- (17)

Aplica-se entdo as condi¢des nucleares de equilibrio quimico, neutralidade de
carga e conservacao da densidade de numero baridénico dadas, respectivamente, por:

Hu + He = Hg = Hs; (18)
2 1 1
§nu—§nd—§ns—ne=o (19)
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3 (Nu + Ng + Ng) = Np, (20)

tendo entao que,

aF dnq dne
nn =" Zuqmwem]

dnq dne
=N HZ an _ue dn T He dn]

=n p,c% (; nq) - He%(nu - ne)]

= N3 — pe)

= HZ Ng —Hen
q

= Z HgNg + Hellu — Hen

= Z KHinj—HenNe + ey — Hen

= Z HiN; + Le(Ny — Ne — )
i

= Z u,-n,-, (21)
i

onde i =u, d, s, e. Substituindo esse resultado na Eq. (11) tém-se que P = —F + ng’;

sendo

2d (F\ _ p[1dF_F
dn\n)7 " |ndn 2

== F, (22)
obtém-se finalmente que:
p-rd <f> : (23)
dn\n/r

ou seja,

A=pP-mY (E)T=o. (24)
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Pode-se interpretar a Eq. (24) da seguinte forma: ao obter-se o0 minimo de
energia livre (ou o minimo de energia a temperatura zero) a pressao tem de ser ne-
cessariamente zero. Isso significa que a energia livre minima do sistema € um estado
mecanicamente estavel, que do ponto de vista termodinadmico é coerente. Assim sendo,
fica estabelecido por este formalismo que as egs. (15), (16) e (24) sdo os critérios
necessarios para que a materia estranha seja termodinamicamente consistente inde-
pendente do modelo que venha a ser utilizado para descrevé-la, sendo as egs. (15) e
(16) aplicaveis a matéria de quarks pura, sem a presenca dos elétrons.

2.1.2 Equacoes de Estado

As equacbes de estado que descrevem um sistema termodindmico como a
matéria estranha serdo obtidas a partir da densidade de energia livre. Seja entdo a
densidade de energia livre uma fungao dada por:

F = Qo(TAuwfL{md) + D _uin;, (25)

onde Qg = potencial termodinamico efetivo, T = temperatura, i = potencial quimico
efetivo da particula i (i = quarks u, d, s), m; = massa efetiva da particula i e n; = densi-
dade do numero de particulas i. O potencial termodinamico efetivo é introduzido como
a quantidade responsavel por permitir que haja troca de calor e/ou de particulas no sis-
tema, sendo entdo uma fungédo dependente da temperatura, dos potenciais quimicos
efetivos das particulas e das massas efetivas das particulas. Ja os potenciais quimicos
i, s@o considerados como efetivos para garantir a consisténcia termodinamica do
sistema, possuindo uma relagdo com os potenciais quimicos reais das particulas a ser
determinada em breve. E por fim, as massas das particulas também sédo consideradas
efetivas pois elas dependeréo da densidade:

mj = mlo +my, (26)

onde m;0 = massa de corrente da particula i, e m; é a quantidade dependente da
densidade. Tendo em vista que a fungao caracteristica escolhida é a densidade de
energia livre, as variaveis independentes de estado sdo: a temperatura, T, o volume V
e a densidade do numero de particulas, n;. Como o potencial quimico n&o faz parte das
variaveis independentes de estado é feito uma escolha de conecta-lo a elas através da
densidade do numero de particulas:

= = Qo(T. i}, {m)). @7)
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Para obter as outras quantidades termodinamicas de interesse deriva-se a Eq.
(25), assim:

dF =dQq+ > nmduf+> uidn;, (28)
i i
onde
0 Q

dQO_a 20T + Za Od ' Zaﬂod (29)

com
L am,- am,- .
dmj = —dT + Z,: n an;. (30)

Aplicando as egs. (27), (29) e (30) na Eq. (28), obtém-se que:

aQO aQO am, a_O_O amj
F = T .
d <6T : )d +Z(H’+Zamj o, n; (31)

Como o objetivo é que a densidade de energia livre do modelo esteja de acordo
com a obtida na sec¢ao anterior, compara-se entdo as egs. (12) e (31), resultando na
densidade de entropia

aQO aQO am,-
T T @
e no potencial quimico real
0Q, 0m;
LK 0 ]

J
Finalmente a presséo pode ser obtida substituindo as egs. (25) e (33) na Eq.

(11):

——Q0+Z
am

-0+ 5 on o

I
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e a densidade de energia € obtida através da substituicado das egs. (25) e (32) em
e =F+ TS, assim

20 20 20 Om;
=Qp— x22°0 _ 7 [ 2220 0 Zri
£T0 zi:“' on! T( oT @ om; oT | (39)

enquanto a densidade do potencial termodinamico real do sistema é calculado a partir
de

Q=F=) un;
i

aQon.amj

=Q0n— .
0 amj ’an,-

Ij
onde, Qg é dado por (Peng et al., 2000):

. oo *
0p=-%" 9T [ 1ot 4+ @ BWPPHME)y 20 (37)
: 212 Jo

sendo g; = fator de degenerescéncia (para os quarks é dado pela degenerescéncia
de spin e de cor, sendo igual a 2spin X 3cor = 6) e B = inverso da temperatura, pois
kp = 1 em unidades naturais. Para temperatura zero, o potencial termodinamico efetivo
€ dado por:

gj > 3 o\ 3 4 W+

i
onde v; = /u;2 — m? é o momento de Fermi das particulas.

2.1.3 Massa dos Quarks

Para determinar as massas dos quarks, mg, assume-se que ela possui um
termo dependente da densidade:

Mg = Mgg + my, (39)

onde mgo = massa de corrente dos quarks q (9 =u, d, s), e m; € a quantidade depen-
dente da densidade. Aplica-se uma expansao em série de Laurent em primeira ordem
no momento de Fermi v, e considera-se os termos principais em ambas as dire¢oes,
assim:
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com

1/3
1 3
v = Nf;vq , (41)

onde v4 = momento de Fermi da particula g e Ny = nimero de sabor dos quarks. A
conexao entre o momento de Fermi e a densidade n,, se da através de:

nb=2%
q

(v A s M
- 29"
q 3m Nf
1/3
Ni 3 32
= —5V7, v=|—n . 42
3772 < Nf b (42)
Ao aplicar o limite em que o momento de Fermi (ou a densidade) tende a
zero, para baixas densidades, o primeiro termo da Eq. (40) domina, de modo a ser
equivalente & D/n}/3, onde D € um parametro ajustavel. Ja para altas densidades, o
segundo termo domina, sendo equivalente a Cnys, onde C é um segundo parametro
ajustavel. Sendo assim, a massa dos quarks finalmente é dada por:

D 1/3
Mq = Mg + B +Cnp”. (43)

2.2 JANELA DE ESTABILIDADE

Para obter as equacdes de estado da matéria estranha deve-se primeiramente
determinar as massas dos quarks, e para fazé-lo necessita-se encontrar valores para
0s parametros ajustaveis C e D de modo a garantir que essa matéria seja estavel.
Seguindo o que foi apresentado sobre a hipétese de Bodmer-Witten, para que a ma-
téria estranha seja absolutamente estavel, ela deve satisfazer as seguintes condi¢des
simultaneamente:

e Sua energia minima por barion (%) deve ser inferior ao da energia por nucleon do
56 Fe (930 MeV) no ponto de saturagdo (quando a pressio é zero), por se tratar
do elemento com o ndcleo mais estavel na natureza, Fig. (5), ou seja,

(i - 5) < 930 MeV, e (44)
np A u,d,s
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e A energia minima por barion da matéria com dois sabores (u, d) deve ser superior
4 930 MeV (sendo assim menos estavel que o nicleo do %6 Fe), ou seja,

(i _ 5) > 930 MeV. (45)
ng A u,d

10,0 —
N EEFe ’ 89Y 1DCd‘ 141‘Pr ‘ ’ ’ | N
“C l oo ® . oo "' 01...0 00.1. 18DTf mR;
. _
1 9 7SAS WDDM 157, .T... b ."01:0.
i —' € 18IJD I... _
.11B y 197Au 233U
*°Be .
2
= o °Lj
< 50
(1] _ _
® °H N
0,0 I I |
0 100 200

Figura 5 — Energia de ligagdo por nucleon dos elementos quimicos em fun¢ao do nu-
mero de nucleons, (MENEZES, Débora Peres, 2002).

Fazendo uso de tais critérios, a janela de estabilidade € construida (Fig. 6), ou
seja, se obtém diferentes regides para os valores dos parametros ajustaveis C e D.
Nesta janela considera-se que a matéria estranha é eletricamente neutra e esta em
equilibrio quimico. Os resultados apresentados a partir de agora consideram a massa
de corrente dos quarks u, d, s como sendo 5 MeV, 10 MeV e 80 MeV, respectivamente
(DAVIES, 2010).
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Figura 6 — Janela de estabilidade da matéria estranha descrita pelo Modelo QP em
termos dos parametros ajustaveis C e D.

Observa-se que a regidao de maior interesse esta representada em roxo, onde a
matéria estranha (Strange Quark Matter - Matéria Estranha (SQM)) é absolutamente
estavel. Porém, é importante destacar as consideracdes feitas para as demais regides:

e Em verde, na regido metaestavel, sua energia por barion é maior do que 930
MeV, porém menor do que a massa dos nucleons (939 MeV) (PENG, 2008);

e Em azul claro, na regiao instavel, sua energia por barion € maior do que 939
MeV;

e Em amarelo, a energia por barion foi calculada para a matéria de dois e trés sa-
bores, e aplicou-se os critérios de estabilidade para ambas, obtendo estabilidade
apenas para a matéria de dois sabores;

e Em laranja, destaca-se a regido em que a massa do quark up se torna negativa
antes de densidades menores que 1.5 fm™ devido & possibilidade do parametro
C assumir valores negativos.
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A regido estavel para a matéria estranha é dada separamente pela Fig. (7) para
melhor visualizagéo dos possiveis valores de C e D.

220 T T T

200 |

180 |-

D12 (MeV)

160 |

140 |

F

120 .

Figura 7 — Regido estavel da matéria estranha descrita pelo Modelo QP.

2.2.1 Resultados e Discussao

Estabelecido o formalismo necessario para descrever a matéria estranha e a
partir da escolha de valores para os parametros C e D dentro da janela de estabilidade,
um programa foi feito em uma linguagem computacional (FORTRAN) que permitisse
encontrar solugcées numericas para as massas dos quarks e as equagdes de estado,
bem como analisar a consisténcia termodinamica.

2.2.1.1 Resultados - Consisténcia Termodinamica

Para que o modelo seja termodinamicamente consistente, a energia minima
por barion deve satisfazer a condigéo de estabilidade de ser inferior a 930 MeV, e a
pressao zero deve ocorrer no ponto minimo da densidade de energia por barion como
mostrado nas Figuras (8), (9) e (10). A reta parelela ao eixo x corresponde a 930 MeV
de modo a facilitar a analise. Na Fig. (8) os resultados s&o apresentados variando
ambos os parametros C e D. Apesar de os pontos de minimo estarem destacados,
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pode ser um pouco dificil de visualiza-los pois as curvas se sobrepdem, por isso as
demais figuras apresentam os resultados numericos fixando um dos dois parametros
e variando o outro.

1 1 1 1 ] ] ]
C = 0.680, D12 = 130 MeV ——
1300 - C=0.170, D2 = 148 MeV —— ]
C=-0.190, D12 = 163 MeV —
. C =-0.505, D12 = 177.25 MeV ——
> C =-0.700, D12 = 187 MeV
= 1200 | Pressure = 0 o 7
=
o
— _—
%
@ 1100 F
o
[N}
o
-— —
(] -~
& 1000 |- e .
S /
- — -
200 | N _
[ I [ [ [ [ [
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

BARYONIC DENSITY (fm-3)

Figura 8 — Consisténcia Termodindmica do Modelo QP variando ambos os parametros
CeD.

Na Fig. (9), o parametro C é fixado em -0.49. Pode-se observar que o ponto de
minimo se desloca para a direita ao aumentar o valor do parametro D.
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1200 T T T T T T T

Dﬂi = 177.25 MeV
D12 = 181.75 MeV
1150 D172 = 184.00 MeV ——
D112 = 186.25 MeV

1100 - Pressure=0 o

1050 [

1000 [

950 |-

ENERGY PER BARYON (MeV)

900 |-

850 1 1 1 1 1 1 1
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14

BARYONIC DENSITY (fm-3)

Figura 9 — Consisténcia Termodinamica do Modelo QP fixando o parametro C em -
0.49.
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Ja na Fig. (10), o parametro v/D é fixado em 185 MeV, e diferentemente do caso
anterior, o ponto de minimo se desloca muito pouco ao aumentar ou diminuir o valor
de C.

1200 T T T T T T T
C=-0475
1150 C=-0.50
C=-055 ——
= C=-0.60 ——
§ 1100 | C=-0.67
— Pressure=0 o
=
Q
& 1050 [
<
o
(o
& 1000
}_
(L]
&
= 950
L
900
850 1 1 1 1 1 1 1

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
BARYONIC DENSITY (fm-3)

Figura 10 — Consisténcia Termodinamica do Modelo QP fixando o parametro /D em
185 MeV.

2.2.1.2 Resultados - Massa dos Quarks

Devido a sua dependéncia na densidade, dada pela Eq. (43), a massa dos
quarks diminui conforme a densidade aumenta, como pode ser observado nas Figuras
(11), (12) e (13). Considerando a regiao estavel para a matéria estranha, nas duas
primeiras figuras citadas, um dos parametros (C e D) foi fixado enquanto alguns valores
foram aplicados ao outro a fim de analisar a influéncia de cada um, separadamente, na
massa dos quarks. Em ambos é possivel observar que ha pouca variagdo nos valores
das massas dos quarks, quando um dos parametros esta fixo.



Capitulo 2. O Modelo de Equiparticulas para a matéria Estranha
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Figura 11 — Massa dos Quarks up, down e strange para C fixo em - 0.49.
600 T T T T T T T
) C=-05 Up (u)
: Down (d) --------
500 |10 Strange (s) ————-
\ C=-0.55 Up (u)
'1‘ Down (d) --------
— 'y Strange (s) ———-
3 4001 \w C=-060  Up(u) .
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= Down (d) --------
E Strange (5) ———-—
3
o 200} |
100 | TSI
D 1 1 1 1 1 1 -”-""-"---::--_
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 14

BARYONIC DENSITY (fm-3)

Figura 12 — Massa dos Quarks up, down e strange para D fico em 185 MeV.
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O impacto desses parametros na massa do quark s fica mais claro quando
ambos sdo variados simultaneamente, Figura (13), especialmente na regido de altas
densidades.

600 C =-0.68, D1/2 = 130 MeV: Up (u) i
it Down (d) --------
i Strange (s) ———-—
-. C=0.170, D1/2 = 148 MeV: Up (u)
500 Hi Down (d) -===---- -
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% 1 C=-0.19, D12 =163 MeV: Up (u)
= L) Down (d) --------
) 400 1‘:‘\ Strange (5) ————|
) \\
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=
% 300
<
>
O
200
100

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4
BARYONIC DENSITY (fm-3)

Figura 13 — Massa dos Quarks up, down e strange variando os parametros C e D.

2.2.1.3 Resultados - Equacdes de Estado

Como um dos objetivos desse trabalho € aplicar o modelo as estrelas estranhas
considera-se as equagdes de estado derivadas na secao 2.1.2 a temperatura zero
(assim como Qg), com seus resultados numericos dados pelas Figuras (14), (15) e
(16). Na Fig. (14) é feita uma escolha de parametros bastante distintos para deixar
explicito sua influéncia sobre as equacgdes de estado. Ao aumentar os valores de C,
os de D diminuem e assim se observa uma inversao das curvas conforme a pressao e
a densidade de energia aumentam. Apesar dessa figura mostrar o impacto de C e D,
ainda sim é fixado um dos parametros enquanto o outro é variado, Figuras (15) e (16),
para uma analise mais minuciosa .
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Figura 14 — Equacgdes de Estado do Modelo QP variando ambos os parametros C e D.

Na Fig. (15), o parédmetro C é fixado em -0.49 e pode-se ver em detalhes que
para valores decrescentes de D, a pressdo suportada pela equagéo de estado é maior
para uma dada densidade de energia, ou seja, tém-se equacgdes de estado mais duras.
O mesmo ocorre ao fazer o contrario, ao fixar v'D em 185 MeV e diminuir os valores de
C. O interessante entre os dois casos € que no segundo, ao aumentar a densidade de
energia, as curvas com valores mais baixos para C se distanciam das outras, enquanto
que para valores mais baixos de D isso parece nao ocorrer, as curvas praticamente se
mantém paralelas.
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Figura 15 — Equacdes de Estado do Modelo QP fixando o pardmetro C em -0.49.
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Figura 16 — Equacdes de Estado do Modelo QP fixando o parametro v/D em 185 MeV.
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2.2.1.4 Resultados - O Modelo QP e o modelo do MIT

Sabe-se que o0 modelo do MIT! (CHODOS et al, 1974) é amplamente utilizado
para o estudo da matéria estranha tendo uma Bag como parametro ajustavel em suas
equacoes de estado havendo assim interesse em compara-las com as do modelo QP.
Para essa analise considera-se que a massa de corrente dos quarks (m;g comi = u, d,
S) € myg = Mgg =5 MeV e mgy =80 MeV.

A Figura (17) mostra os resultados numéricos dos dois modelos, onde os pa-
rametros de ambos foram selecionados respeitando a janela de estabilidade de cada
um dos modelos. A esquerda, onde o parametro C do modelo QP & fixo, observa-se
uma interseccao mais tardia entre as curvas dos dois modelos. E a direita, ao fixar
o parametro D, a interseccao ocorre antes para as duas curvas mais acima, onde a
curva dada pela linha continua azul representa as EOS do modelo do MIT e a curva
dada pela linha continua vermelha representa as EOS do modelo QP. Dependendo
do interesse, pode-se fazer uso de um ou de outro modelo para obter equagdes de
estado mais duras. Porém, considerando as massas de corrente dadas, o0 modelo QP
permite obter essas equacgdes de estado mais duras, uma vez que os dois valores
aplicados na Bag do Modelo do MIT s&o os pontos de maximo e minimo de sua janela
de estabilidade.

500 T T T T T T T T T T T T

- 0.49, D12 = 177.25 MeV C=-0.67, D12 = 185 MeV
0.49, D12 = 186.25 MeV C =-0.475, D12 = 185 MeV
Bagl/? = 148 MeV Bagl/? = 148 MeV
400 - Bag¥/4 = 158 MeV 1 I Bagl/4 = 158 MeV

300 -

200

PRESSURE (MeV/fm3)

100

0 : I I I I I f I I I I I
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
ENERGY DENSITY (MeV/fm?3) ENERGY DENSITY (MeV/fm?3)

Figura 17 — Equacdes de Estado para o Modelo QP e o Modelo do MIT variando seus
parametros ajustaveis.

! Para mais detalhes a respeito do modelo do MIT consulte o Apéndice A.
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3 MODELANDO ESTRELAS ESTRANHAS

Considerando a hip6tese de Bodmer-Witter, o verdadeiro estado fundamental
da matéria seria a matéria estranha, de modo que o interior de um pulsar deve ser
composto pelos quarks u, d, s, mais os Iéptons (elétrons), para garantir que a estrela
seja neutra e quimicamente equilibrada, sendo assim uma estrela estranha. Caso
essas estrelas existam elas se diferenciam das outras pelo fato de estarem auto-ligadas
pela interagao forte, e ndo pela gravidade como as estrelas de néutrons.

Neste capitulo, apresentam-se as condi¢coes necessarias para modelar as es-
trelas estranhas, assim como a inclusao dos elétrons no sistema através de suas
equacoes de estado. Além disso, derivam-se as equacgdes que descrevem a estrutura
fisica das estrelas de néutrons, e das estrelas estranhas, a partir da relatividade geral
de Einstein. Na sequéncia estao os resultados numéricos obtidos para tais equacoes.

3.1 EQUILIBRIO BETA E NEUTRALIDADE DE CARGA

As estrelas estranhas sdo consideradas sistemas termodinadmicos em equilibrio
constituidos pelos quarks up (u), down (d) e strange (s), mais os elétrons (e). Devido a
presenca dos elétrons podem ocorrer interagdes fracas como:

d,s < U+ e+ Ve, (46)

sendo ve = antineutrino do elétron. Enquanto colapsa, a estrela gira e esfria. Isso
ocorre devido ao processo Urca: ela vai perdendo energia devido a emissao de neu-
trinos. Portanto, aqui se considera o estudo de estrelas a temperatura zero. Com a
emissao dos neutrinos, os potenciais quimicos do sistema devem satisfazer as seguin-
tes condigbes de equilibrio f3:

Hu + He = Lg = Us;, (47)

onde py, Ky, Hs S0 0s potenciais quimicos dos quarks u, d e s, respectivamente, e e
é o potencial quimico dos elétrons. Sabe-se que para o modelo utilizado os potenciais
quimicos sao reescritos em funcao dos potenciais quimicos efetivos, Eq. (33), devido a
dependéncia da densidade presente na massa dos quarks. Pela Eq. (33) € possivel ver
que os potenciais quimicos reais e efetivos se diferem por uma quantidade em comum,
de modo que as condi¢des de equilibrio 3 podem ser reescritas para os potenciais
quimicos efetivos como sendo:

Wy + He = Hy = Hg, (48)
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onde py, Ky, Hs SA0 0s potenciais quimicos efetivos dos quarks u, d e s, respecti-
vamente. Note que o potencial quimico do elétron permanece o mesmo, ja que nao
depende da densidade. Além dessas condicdes, o0 sistema deve satisfazer ainda a
condicao de neutralidade de carga, uma vez que estas estrelas sdo neutras, assim:

2 1 1
§nu—§nd—§ns—ne=0, (49)

sendo ny, ng € ns as densidades dos quarks u, d e s, respectivamente, e ne a densi-
dade dos elétrons.

3.2 RESULTADOS NUMERICOS E DISCUSSAO

Tendo as condi¢des de equilibrio § e neutralidade de carga satisfeitas, pode-
se modelar as estrelas. Para isso as equacoes de estado dos quarks, dadas pelas
equacoes (34) e (35), sdo calculadas numericamente e somadas juntamente com as
equagcdes de estado dos elétrons! para servir de ingrediente nas equagdes da TOVZ,
que resultam em uma relagao entre a massa e o raio das estrelas. Lembrando que
as massas das estrelas de néutrons detectadas até hoje variam entre 1 e 3 massas
solares, e possuem raio da ordem de 10 Km (MENEZES et al, 2015).

A Fig. (18) ilustra como s&o os resultados para as estrelas estranhas. No eixo
x esta o raio das estrelas em quildmetros (Km), e no eixo y suas massas, dadas em
unidades de Massa Solar (M). A curva em azul representa uma familia de estrelas,
onde cada ponto da curva € uma estrela. Desse modo, o ponto mais alto da curva no
eixo y € a estrela com a maior massa (massa maxima) obtida por essa solug¢ao. No
caso do eixo x, 0 maior valor possivel encontrado refere-se ao raio maximo.

Para mais detalhes a respeito das equacdes de estado dos elétrons consulte o Apéndice A.
2 As equagoes de Tolman-Oppenheimer-Volkoff sdo obtidas no Apéndice B.
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Figura 18 — llustragdo da relagdo Massa-Raio para estrelas estranhas. O raio de
Schawarzschild (R = 2GM) estéa representado pela linha pontilhada cinza,
(TRADUZIDO DE AGUDELDO, 2013).

Como discutido previamente, os parametros C e D afetam fortemente as equa-
cbes de estado do modelo e por isso também influenciam os resultados obtidos para
as estrelas estranhas. Isso pode ser observado nas figuras (19), (20), e (21). Ao fixar
o parametro C em -0.49, a Fig. (19) mostra que conforme o parametro v/D diminui,
valores mais altos sdo obtidos para as massas e 0s raios das estrelas.
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Figura 19 — Relagdo Massa-Raio para estrelas estranhas utilizando o Modelo QP com
o parametro C fixo em -0.49.

Fixando o parametro v'D em 185 MeV e variando C, a Fig. (20) mostra o mesmo
tipo de comportamento, ao diminuir o parametro livre, nesse caso C, se obtém massas
e raios mais altos para as estrelas estranhas. Como visto no capitulo anterior, esse
comportamento do parametro livre é responsavel por fornecer equacdes de estado
capazes de suportar uma pressdao maior para uma dada densidade de energia.
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Figura 20 — Relagdo Massa-Raio para estrelas estranhas utilizando o Modelo QP com
o parametro v/D fixo em 185 MeV.

Nos resultados apresentados ndo se obtiveram massas maximas préximas ou
acima de 2 M. . Entretanto, essas analises foram essenciais para se estabelecer um
critério de selecdo mais rigoroso para os parametros C e v/D. E importante que o
modelo seja capaz de obter massas em torno e/ou acima de 2 M., devido as recentes
deteccdes das estrelas de néutrons J0740 + 6620 (CROMARTIE et al, 2020), J0348 +
0432 (ANTONIADIS et al, 2013) e J1614 — 2230 (DEMOREST et al, 2010), sendo
2.14*020M,, 2.01 £ 0.04M, e 1.97 & 0.04M, suas respectivas massas. Da janela de
estabilidade conhecida, foram escolhidos alguns pontos para os parametros C e v D
capazes de obter massas maximas nessa regido. O comportamento das curvas para

estes valores € observado na Fig. (21).
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Figura 21 — Relagdo Massa-Raio para estrelas estranhas com o Modelo QP para dife-
rentes valores de C e v/D.

A Tab. (3.1) exibe os valores das massas maximas e de seus respectivos raios,
onde observa-se que o modelo é capaz de obter massas maximas proximas as detec-
tadas.

C | VD (MeV) | Mmax (M2) | R (Km)

0.545 134.50 1.96 12.11
0.650 130.75 2.03 12.62
0.740 127.75 2.11 13.26
0.965 121.00 2.33 14.93

Tabela 3.1 — Massas maximas (Mmax) € seus respectivos raios (R) para estrelas estra-
nhas no modelo QP.

As equacdes de estado do modelo também devem satisfazer o vinculo com
relacao ao raio das estrelas canonicas (M = 1.4M.). Alguns estudos dizem que esse
raio deve estar entre 10 e 14 Km (HEBERLER et al, 2010; LATTIMER e STEINER,
2014; MALIK et al, 2018 e ABOTT et al, 2018). Ja a detecgcédo da onda gravitacional
GW170817 (RADICE et al, 2018) permitiu que se estabelecesse o vinculo de que o
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raio das estrelas candnicas nao pode exceder 11.9 Km (CAPANO et al, 2020). A massa
e 0 raio das estrelas canbnicas das curvas da Fig. (21) encontram-se na Tab. (3.2).
Pode-se constatar que para os parametros C e D escolhidos, os resultados obtidos
nao satisfazem esse vinculo observacional caso ele seja comprovado estar correto.

c ‘ VD (MeV) ‘ Mcan (Mc) ‘ Rcan (Km)

0.545 134.50 1.405 12.69
0.650 130.75 1.410 13.18
0.740 127.75 1.404 13.74
0.965 121.00 1.401 15.18

Tabela 3.2 — Relacao massa-raio das estrelas candnicas no modelo QP.
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4 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

O principal objetivo deste trabalho foi utilizar um modelo efetivo (QP) para des-
crever estrelas estranhas. Este modelo propbée que a massa dos quarks dependa da
densidade baribnica, tendo dois parametros ajustaveis (C e D), e se destaca de ou-
tros modelos do mesmo tipo pelo diferencial de ser consistente termodinamicamente.
Portanto, o primeiro passo no desenvolvimento do trabalho foi estabelecer o critério
termodindmico o qual o modelo deve satisfazer: a pressao zero deve se encontrar o
minimo de energia livre (ou 0 minimo de energia a temperatura zero). Pelos resultados
apresentados, isso foi comprovado de duas maneiras: em uma delas, um dos para-
metros ajustaveis foi fixado enquanto o outro foi mantido livre, e vice-versa; e a outra
consistiu em variar ambos os parametros. Na sequéncia, as equacoes de estado e a
massa dos quarks foram obtidas de acordo com o0 modelo, tendo seus resultados nu-
méricos trabalhados da mesma forma que a consisténcia termodinamica. O objetivo de
apresentar os dados dessa forma foi deixar clara a forte influéncia que os parametros
ajustaveis tém sobre o modelo.

A partir das equagdes de estado e dos parametros ajustaveis, uma janela de
estabilidade foi criada impondo condi¢gdes a energia minima por barion do sistema
para que ele seja estavel de acordo com a hipétese de Bodmer-Witten para a matéria
estranha, sendo essa um sistema constituido pelos quarks up (u), down (d), strange ou
estranho (s), e os elétrons (e). Lembrando que as equacdes de estado para os elétrons
também foram obtidas para serem incorporadas a descricao do sistema.

Um dos pontos relevantes no estudo desse modelo foi compara-lo com o modelo
do MIT, por se tratar de um modelo que também visa estudar a matéria de quarks. No
caso do modelo do MIT, os quarks estdo confinados em uma regiéo finita do espaco,
chamada de sacola (Bag), para explicar a massa dos hadrons. Na comparacao feita foi
possivel ver que o modelo QP é capaz de obter equagdes de estado mais duras que o
modelo do MIT para uma dada densidade de energia, considerando a mesma massa
de corrente dos quarks em ambos 0os modelos. A importancia em se obter equacgdes
de estado mais duras € que elas permitem obter massas maximas mais altas para as
estrelas.

Fazendo entdo uso das equacdes de estado do sistema nas equacgdes da TOV,
se obteve a relagao entre a massa e o raio das estrelas estranhas. As curvas resul-
tantes foram apresentadas inicialmente fixando um dos parametros e variando o outro,
0 que permitiu que uma escolha mais apropriada dos parametros fosse feita. Pode-
se entao observar a grande influéncia que esses parametros possuem nas massas
maximas obtidas. Além disso, ficou claro que o modelo também foi capaz de obter
massas maximas acima de 2 M., podendo ser utilizado para descrever varios pulsares
ja observados no espaco.
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Para estrelas candnicas, cuja massa gira em torno de 1.4 M. e o raio varia
entre 10 e 14 Km, foi constatado que o modelo satisfaz tais restricdes, com excecao
do ultimo valor possivel dentro da janela de estabilidade. E ao confrontar o modelo
com o vinculo mais recententemente estabelecido pela detec¢do da onda gravitacional
GW170817, em que fica estabelecido que o raio maximo das estrelas canénicas nao
pode extrapolar 11.9 Km, péde-se ver que este ndo o satisfaz. O modelo n&o seria
capaz entao de descrever estrelas can6nicas, uma vez claro, que esse vinculo seja
comprovado correto.

Futuramente, ha a possibilidade de se estender o0 modelo para incluir a tempe-
ratura e observar os efeitos causados, além de permitir o estudo da transicao de fases
entre hadrons e quarks pela curva que a delimita.
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APENDICE A - MODELO DO MIT E EQUACOES DE ESTADO PARA FERMIONS
LIVRES

Desde sua publicagdo em meados da década de 70 por pesquisadores do Insti-
tuto de Tecnologia de Massachusetts (MIT), o modelo do MIT (CHODOS et al.,1974)
se tornou fonte de inUmeras pesquisas a respeito da matéria de quarks por propor que
essas particulas estivessem confinadas em uma regi&o finita do espago, chamada de
sacola (Bag), com o intuito de justificar a massa dos hadrons. A sacola representa o
confinamento dos campos gerados pela interagdo dos quarks, e esta relacionada a
uma constante de energia por unidade de volume chamada B.

Além disso, quando se descreve a matéria estranha fazendo uso desse ou de
outros modelos, inclui-se os elétrons no sistema. Portanto, neste apéndice se encontra
o formalismo utilizado para a determinacao das equacgdes de estado do modelo do MIT,
assim como as equagobes de estado para férmions livres (elétrons) a temperatura zero.

A.1  FORMALISMO - MODELO DO MIT

Os calculos sao feitos inicialmente considerando apenas um sabor de quark.
Dado entao que os quarks sao consideradas particulas de Fermi livres, a densidade
Lagrangiana que os descreve € dada por:

£ = D(iy*0,—mp, (A1)

onde 1 = campo fermidnico da particula, y* = matrizes de Dirac' e m = massa da
particula. A funcédo de Heaviside é adicionada a essa equacao a fim de representar a
propriedade de que para condigdes nao extremas os quarks estao confinados dentro
dos bérions, assim:

L = [(iy*d,— mp] ©(R-r), (A2)
com
1 Matrizes de Dirac:
100 0 0 0 0 f1
o 01 0 o .o 0o 10
Yoo -1t 0o |"YT | 0 100
00 0 -1 -1 0 0 0
0 00 —i 0 01 0
2_| 00 i 0| 5 |0 00
Y=o i o0 o0 Y= 100 o0
- 0 0 0 0 10 0
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{1, r<R
O(R-r) = (A3)
0, r>R,

onde R = raio da sacola, r < R = regiao contendo os quarks e r > R = regiao livre de
quarks em que nao ha campo ferminiénico. Ja a fungéo delta de Dirac é adicionada
para definir a superficie da sacola em que r = R, assim:

£ = FB(iy"0u ~ mpb] ©(R 1) ~ B8(R 1, (A4
com
{oo, r=R
§(R—r) = (AS)
0, r R,

Por fim, a constante da sacola é adicionada. Assim, a densidade lagrangiana
para o modelo do MIT é dada por:

L = [ (iv*ou - mpp — B] @(R—f)—%$5(ﬂ—f)1b- (AB)

Para encontrar as equacdes de estado do modelo a temperatura zero, primeira-
mente calcula-se essas equagdes a temperatura finita. Para isso, faz-se uso do tensor
de energia-momento:

oL
Tuv =— ———— | Oy, A7
uv = —guvL + (6(6%;)) voij, (A7)
onde, ¢; = campos das particulas e g,v = tensor da metrica de Minkowski2. O tensor
de energia-momento para um sistema uniforme em equilibrio € dado por:

(Tuv) = (e + P)upuy — Pgyy (A8)

onde ¢ = densidade de energia, P = presso e uy, = quadrivelocidade do fluido. Estando
esse fluido em perfeito equilibrio hidrostatico, tem-se que u, = (1,0,0,0), ug =1e
lu|2 = 0, obtendo assim a densidade de energia:

2 A métrica usada é de assinatura negativa:
i 0 0 O
v 01 0 O
=9 =10 0 -1 0

0 o o -1
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(Too) = (e + P)us — Pgog
=e¢+P-P
=&, £ = <T00> . (A9)

Do mesmo modo se obtém a presséao:

(Tii) = (e + P)lul* - Pg;
-3p,  P= (T, (A10)

Para resolver as equacdes (A9) e (A10), aplica-se a densidade lagrangiana, eq.
(A1), ao tensor de energia momento, eq. (A7), resultando em

Tyy = iﬁyuavd’- (A11)
Na sequéncia, calculam-se as componentes temporais e espaciais desse tensor
a partir da relagao para as equagodes de Euler-Lagrange:

oL oL
o (a<aud>,-)> T Y (A12)

Aplica-se entdo o lagrangiano de Dirac, obtendo a equagéo de Dirac, (iy"*oy, —
m)p = 0, que pode ser reescrita separando suas componentes temporais e espaciais:

(ivodg + iv'd; — M = 0. (A13)
ovo i

Multiplica-se entdo 1 pela esquerda e faz-se uso das seguintes definigbes:
vO =B, ¥ = B&, ¥ = iy9, 3% = (3g,-V), 9y = (3p, V) € Yy = (v, —¥), obtendo assim

PyodoW = YV + pm
= —ip Ty YV + pIyOmp
=~ &V + YT prmy. (A14)

A partir desse resultado, calcula-se a densidade de energia:

e = (Too)

{bygdgW)

(—iwfavy +wpmp)

(wiapw + v pmb)

(W|&B + Bmb) (A15)
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onde p = operador momento linear, sendo definido como p — —iV ao utilizar o sistema
de unidade naturais (h=c = 1).
Da solugéo da equacéao de Dirac, obtém-se que

(E-&p—pmip =0
(6B + Bm)p = E
(&P + pm)>Y = EXp,  E(B) = £\/P2 + m?2, (A16)

pois &% = 1, B2 = 1 e E(p) = relacdo de energia-momento. A partir dessa relagéo,
encontra-se a expressao para a densidade de energia:

d°p
£=V/W\/p2+m2(f++f_), (A17)

onde y = degenerescéncia de spin, f. e £ = fungbes de distribuicao de particulas e
antiparticulas dadas por:

1
=1+ eBEPTFH’

fi (A18)

em que 3 = 71- em unidades naturais (sendo seria 3 = 7%7- com Ky = constante de
Boltzman), T = temperatura e u = potencial quimico do férmion.
Para o modelo do MIT a expresséo para a densidade de energia se torna:

3
£=B+3X22/(Z—;,/p2+mg(fq++fq_), (A19)
71
q

uma vez que, inclui-se o numero de cores dos quarks (3) e sua degenerescéncia de
spins (2) (assim y = 3X2), o somatdrio sobre os sabores dos quarks e a constante da
Bag dada por B. As funcdes de distribuicdo se tornam:

1

= o oBE T’ (A20)

qu:

onde fy, = fungéo de distribuicdo dos quarks, fg- = fungdo de distribuicdo dos anti-
quarks e Eq = \/p? + mg. Para o célculo da pressao, tém-se que

=T 1b> (A21)
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ao fazer o uso de que ap = ﬁaE p) _ E’?;), resultando na seguinte expressao para a
pressao:
dp  p?
P= fo + £). A22
v/(zﬂ)s o) (A22)

Novamente inclui-se o numero de cores dos quarks (3) e sua degenerescéncia
de spin (2), o somatério sobre os sabores dos quarks e a constante B para obter a
pressao descrita pelo modelo do MIT:

__B. % Z / (fae + o), (A23)

2 2
p+mq

e lembrando que a densidade baribnica, pj, & dada por:

pp = (Whb)
d®p
=v/(2 » (Fr+ 1)
- 3X2 /  (fqa + fq-), (A24)

onde as fungbes fy1 sdo as mesmas dadas para a densidade de energia.

A temperatura nula, deve-se analisar as fungées de distribuicdo presentes nas
expressdes das equacgdes de estado e da densidade baribnica pois € onde esta a
dependéncia na temperatura. Quando a temperatura tende a zero, tém-se que

1

Ty = 4% 7 T = ©lEa ) (h25)
onde O(Eq — 1g) = fungdo de Heaviside, e
. 1
lim £ = lim ———— =0. (A26)

T—>0  T-01 + elEa+ral/T

O comportamento desse limite é dado pela Figura (A1). Para temperatura zero,
observa-se que a energia de Fermi, Ef = u, é a energia do ultimo nivel ocupado da
distribuicdo. Além disso, todos os niveis até o nivel de Fermi (Eg = /p2 + m?) estéo
ocupados (estado degenerado).
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15 F ' - ' ' a
-e:fq:n-
1.0 _h‘l"*-..‘ T:U, -
S
~
\\
0.5 TTm==-..._ T>0 |
\" -h----"""—r
"'h. -
NH_TiD
0 ' Y ST
1l Eq

Figura A1 — Numero de ocupagdo médio de férmions para diferentes temperaturas.

Reescrevendo a fungao de Heaviside em termos dos momentos, O(p—pfg), onde
prF € o momento referente ao nivel de Fermi, pode-se finalmente obter a densidade

baridnica:

L} (A27)

a densidade de energia,

3 Pr
e=ﬁ2/o qdpp2,/p2+mg+B, (A28)

€ a pressao,

~B. (A29)

Essas expressdes foram entdo utilizadas em um programa escrito em FOR-
TRAN para obter suas solugbes numéricas levando em consideragéo a janela de
estabilidade para a massa do quark s e a constante B, representada na Figura (A23).
Os critérios de estabilidade dessa janela seguem a hip6tese de Bodmer-Witten.

3 Na figura, as massas maximas contidas nas bandeiras estdo em unidades de massas solar, M, =
1.4766 Km=1.989 x 10 g =1.116 x 10%° MeV
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Figura A2 — Janela de estabilidade da matéria estranha descrita pelo modelo do MIT.
Os valores dentro das bandeiras representam a massa maxima (em uni-
dades de M) de uma estrela estranha cuja equacao de estado tomou os

valores do ponto (B'4, mys), (TORRES, J. R.; MENEZES, D. P, 2013).

A.2 EQUACOES DE ESTADO PARA FERMIONS LIVRES (ELETRONS)

As equacdes de estado para os elétrons sdo obtidas exatamente da mesma

forma que a feita para o modelo do MIT. As Unicas diferencas sdo: a degenerescéncia,
Y, para os elétrons é dada apenas por sua degenesrescéncia de spin (2); e nao
existe uma constante B em suas equacdes de estado, ou seja, B = 0. Sendo assim,
a densidade de energia e pressédo a temperatura zero para os elétrons sao dadas,

respectivamente, por:

1 2 [n2 . 2
=;/dpp \/ PZ + ms,

3712/d 2 2’
p +mg

(A30)

(A31)

onde p = momento e me = massa do elétron (0.511 MeV). Essas equacdes sao re-
solvidas numericamente integrando de 0 até o momento de Fermi do elétron, ve =

Ve — Mg, sendo e = potencial quimico do elétron.
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APENDICE B - AS EQUACOES DE TOLMAN - OPPENHEIMER - VOLKOFF
(TOV)

As equacbes de Tolman - Oppenheimer - Volkoff (TOV) (TOLMAN R.C., 1939;
OPPENHEIMER J.R. e VOLKOFF G. M., 1939) sédo responsaveis por delimitar a estru-
tura de objetos compactos, tais como as estrelas estranhas. Esses objetos possuem
simetria esférica e material isotropico, além de estarem em equilibrio gravitacional,
respeitando a relatividade geral. Neste apéndice encontra-se o formalismo necessario
para obter essas equacoes.

B.1 ESPACO-TEMPO NAO EUCLIDIANO

O formalismo se inicia a partir da introdu¢ao do espaco-tempo ndo Euclidiano,
cujas coordenadas curvilineas sdo dadas por x* = (x9, x', x2, x3), com distancia ds,
escritas em termos do tensor meétrico g,v(x). Assim:

ds? = gy (x)dx*adx”. (B1)

Ao escolher o sistema de coordenadas, calcula-se o tensor métrico associado.
No espaco de Minkowski utilizado no Apéndice A, por exemplo, o tensor métrico é
dado por gyv(x) — Ny = diag(+1,—1,—1,~1). Um vetor contravariante A*(x) = A™(x)
é responsavel por realizar uma transformacao geral de coordenadas x* = x“(x') da
seguinte forma:

oxHt /
= o RAYX), (B2)

de modo que os vetores covariantes e os tensores séo definidos por abaixar os indices
com ajuda do tensor meétrico g,.v. Ou seja,

A (x)

A = GuvA" (%), (B3)

onde g,v pode ser diagonalizado, ao menos localmente. Se o resultado for um autova-
lor positivo e trés negativos, significa que o espaco-tempo é um espaco de Riemann
cuja relacao det [gw(x)} = g(x) < 0 é satisfeita. Define-se entdo a seguinte derivada
covariante:

0

VA = (6% ; r;;) A, (B4)
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onde V, e -9 530 0s mesmos operadores se agirem no escalar A A", e '}, = simbolo
aX)\ [ wy
de Christofel. Também define-se as seguintes propriedades:

VA(AuBy) = (VAAL)By + Au(VABy), €  Vaguy =0. (B5)

A forma explicita do simbolo de Christofel pode ser derivada a partir da ultima
equacéao de forma que:

1 ag 00pn  99uv
A _ 1 o (99vp o _ 9Gu
fov = 59 < ax T oxy T oxe > ! (B6)

e se 0 espago-tempo for plano todas as suas componentes sdo zero. E importante
destacar que as derivadas covariantes nao comutam, ou seja,

[Vi, VY] A% = (VuVy = Vo V) A% = RE AP, (B7)

onde ng = tensor de curvatura de Riemmann-Christofel. Para calcular V(VyA%) —

Vv (Vi A%), o tensor de curvatura é:

ore, or«

vP £ A A
Ry = 3~ a;v + T s = Tvallp (B8)

em que se ng = 0, 0 espago-tempo € plano. A partir da identidade de Jacobi dada
por:

(Vi [V Val] + [V, [0, Vil ] + [V, [V40 V4] = 0. (B9)

calcula-se que

R(XBFW + RO‘HVB + RO‘VBH = 0, (B1 0)

e da definicdo do tensor de curvatura, ng, segue algumas propriedades simétricas:

Rocﬁuv = _Rfiocm/ = _Rocﬁvu = Rpwoc[.%- (B1 1)

Ja o tensor de Ricci, Ry, € 0 escalar de curvatura, R, séo simplesmente defini-
dos como

Ruv=R%«=Ruw, e R=RL (B12)
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B.2 A EQUACAO DE EINSTEIN

Das consideracgdes feitas para o espaco-tempo nao Euclidiano, as equacoes de
Einstein sdo calculadas a partir da identidade de Bianchi dada por:

v)\RgH—V + VHR(%CV}\ + VVR&\H = 0, (B13)

que ao ser multiplicada por g*V, e aplicando o + «, se torna:

9V aRSyp + G VRS + 8 Vv Ry = 0,
Va (9" Rivp) + Vo (6" Riav) + Vv (6" Ro) = 0. (B14)

Tomando os termos em parénteses, considera-se as propriedades da Eq. (B5),

de modo que para o primeiro termo se obtém g*v R, = Ry, para o segundo, g"V Ry, =

—R e para o terceiro, g"V R{,« = Ry. Substituindo esses resultados na equagao (B14),
calcula-se que

O = v“Rg_VpR+ V'VR;/
Multiplicando agora por g*? e notando que g*?V« Ry = Vv R*Y, e que gVPV, R =

g*vV+ R, substitui-se esse resultado na equacgao anterior obtendo que

ZV\/RHV - gHVvVR = 0,

Vv (F?”V - %gWR> - 0. (B16)

A expressao entre parénteses é o tensor geométrico de Einstein, ou seja,

GMY = RMY - %gWR, (B17)

podendo ser reescrito em termos de G,,v, de modo que

Guy = 8nGTY, (B18)

onde G = constante gravitacional, TH" = tensor de energia-momento da matéria, radia-
céo e vacuo. Essas duas equagdes descrevem como cada ponto no espago-tempo é
curvado pela matéria, sendo entdo a identidade da forca gravitacional (YAGI K., 2005).
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B.3 METRICA DE SCHWARZSCHILD

Para encontrar uma solucao estatica para a equacao de Einstein em uma regiao
isotropica do espago-tempo, considera-se que as componentes do tensor g,.v s80
independentes do tempo, ou seja, (x0 = t) e g™ = 0. Escrevendo a forma mais geral
possivel para a métrica em coordenadas esféricas, onde x'=r,x2=0ex% = ¢, se
tem que:

ds® = U(r)dt? — V(r)dr® — W(r)ré(d6? + sinf0d¢?). (B19)

Substituindo r pela fungdo W(r) = 1 sem perder a simetria esférica, pode-se
reescrever a métrica como sendo:

ds? = e?YN g2 — M1 — r2(d6? + sinf0dp?), (B20)

que ao comparar com ds? = guvadxHdx" resulta no seguinte tensor métrico:

g2v(n) 0 0 0
0 -e2(N o 0
= B21
a 0 o - 0 (B21)
0 0 0 -—r2sino

De acordo com o tensor de Riemann-Christoffel, Eq. (B8), pode-se escrever o
tensor de Ricci como sendo

— ar&“ arﬁ(\/ r« FB re rf’ B22
W= S T oy vl * Mg Ve (B22)

e fazendo uso da Eq. (B6), calcula-se os termos néo nulos. Eles sdo dados entao por:

1 d\/ 2(v—A 0 dV
r00=Ee (V )’ r10=E’
M =g M2=T3 =17
s = rsin?0e=2*, 2, = —sindcos,

(B23)

que ao serem substituidos no tensor de Ricci resultam em
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_WJrEE ar rar
_ v _drdv (dv)?_2d)
"W="g2  drar ar rar’

_ dv aA N
R22_(1+ra ra)e 1,

Ra3 = Ropsin?o. (B24)

2 2
oy - ( d®v dhdv (dv> _gg) 20N,

Para a regiao de vacuo fora da estrela, a equacao de Einstein é dada por
G =0« R - %g”"R =0,
R*Y = %g“"l—?, (B25)

que ao ser multiplicada por g« se torna

1
o R = EgocungR
1

Ry = 58%R. (B26)

Ao contrair « = v, se obtém que R = 0. Isto significa que G*Y = 0, implicando em
R =0e R"Y = 0. Para o tensor de Ricci nulo, em que Ryg = 0 e Ry1 = 0, encontra-se
que

—~ +AV =2 - 2l =0,
" 7 / 2/
VNV 222, (B27)

onde os apéstrofos denotam as derivadas de primeira e segunda ordem em relacao a
coordenada r. Adicionado Rpg e Ry1, Se obtém

dv adA
ar + o 0
Para r muito grande, ou r >> 1, a presenca da estrela nao afeta o espaco, sendo
este entédo plano, de modo que v e A tendem a zero. Sendo assim, A + v = 0, ou seja,
A = —v. Substituindo esse resultado em Ry, rearrajando os termos e integrando se
obtém que:

(B28)
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<1 +2r ) )) &2 — 1
ar

% <re2v(’)) =1
d (rez"(r)) = dr,

re®y = r+2m,

r+2m
e2v _ ;

, (B29)

onde m é uma constante de integracdo com unidades de comprimento. Agora os
componentes do tensor g*¥ sao reescritos como:

_ oy _r+2m

900 = Y

2m
goo =1 + T, (B30)

Esse resultado deve estar de acordo com a aproximacgao relativistica Newtoni-
ana para valores grandes de r. Ao comparar com o potencial gravitacional Newtoniano
<V<p = —T>, se obtém que

2
goo =1= T(p (B31)

Fazendo o mesmo procedimento para g4, calcula-se

1

911 =—§,

) -1
911 =—(1 +7(p> , (B32)

que ao substituir ambos em ds? resulta em

1
ds? = (1 + 27’”) ar? - (1 + 27’”> ar? - 12 <d62 + sin2edq>2) . (B33)

A constante m é a massa geométrica do corpo central, de modo que m = GM.
Reescrevendo entdo ds2, a métrica se torna:

-1
ds? = (1 . 2?"/’) o - (1 . @/’) or? - 12 (do? + sin?edo?) (r > R),  (B34)
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onde R = raio da estrela. O tensor métrico é reescrito entdo como

(1+264) 0 0 0
—1
_ 2GM
Qv = 0 (1+2¢4)" o o | (B35)
0 0 -2 0
0 0 0 —sin?0

B.4 EQUACOES DE TOLMAN - OPPENHEIMER - VOLKOFF (TOV)

Para encontrar as equacoes da TOV, considera-se a métrica de Schwarzschild
dada por:

ds? = V(N2 — M gr? — r2(do? + sinf0d$?), (B36)

juntamente com o tensor energia-momento, T"Y, parametrizado na forma de um fluido
perfeito, THY = (¢ + P)utuY — Pg"Y), onde u* é a quadri-velocidade do fluido com a
condigio de normalizagdo gyvutu” = 1. Para o caso em que um observador se move
com a mesma velocidade local do fluido, onde o caminho médio livre e os tempos
sdo curtos, a isotropia perfeita pode ser mantida, permitindo escrever o tensor energia-
momento como uma matriz diagonal no referencial de repouso do fluido. Assim:

™ -

0
0

, B37
0 (B37)

o o0 o o
o o |y o
o | o o

P

onde ¢ = densidade de energia local, P = pressao local e a linha acima de TH" repre-
senta o referencial de repouso. Lembrando que T/ df; = Pdf; é a i-nésima componente
da forca agindo no elemento de superficie df, onde T = P6if, e assumindo que a den-
sidade de energia e a pressao podem ser relacionadas atraves de P = P(e), pode-se
calcular as equagdes para uma estrela estéatica. Isso se faz combinando as equagdes
(B22) e (B24), de modo que o tensor de Ricci é reescrito como:

R = guVRHV

2 —2\ 2
=€ Roo— €A1~ Rz

2 2
_g 2 ) oV pdhdv ,(dv)T 2 4dh 4dv] 2
=€ {zdr2+2drdr 2 ar 2 rdr T rar (T2 (B38)
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e utilizando o tensor misto Gy = R} — %R, as componentes do tensor de Einstein se

tornam:
—2A
0_€ (oA 1 _d
GO_ P (1 2rdr) il
—2\
1_€67 avy_1
G1 = r2 (1 +2r dr> r2,
2
@2 Ly, (V) _drav
dr2 dr dr dr

G3 = G2,

1(
+_
r

av_dA
ar ar ’

(B39)

lembrando que A € uma fungéo de r. Pela estrela ser estatica, a tri-velocidade do fluido

€ zero, ou seja, Ut =0 parap #0 e WO =

nulas do tensor energia-momento séo:

Tg=£,

1
v/ 9oo

TH=—P (1 #0).

. Desse modo, as componentes nao

(B40)

Portanto, a componente (00) da equacao de Einstein se torna:

sendo entdo integrada:

k r
e = 1 +—/ dre(r)r?,
rJo

r?GY = 9

ar

= —8nrGTY

= kr?e(r),

[r(1 - e‘”‘)}

(B41)

(B42)

onde k = —8ntG. Essa é a constante de proporcionalidade na equacéao de Einstein.
A borda da estrela é definida pela presséo zero, e fora de sua superficie a solugéo
encontrada na Eq. (B34) deve ser valida de modo que M(r) esteja relacionada a massa
gravitacional, ou seja M = M(R), onde R € o raio da estrela. Aplicando a constante
k =-8nG na Eq. (B39), calcula-se

GO e—27\
=% (1-2
0™ r2 ( d
—2A
1 e
=% (142
G1 r2 ( + I‘d

d?v
2 —2A
GQ =€ (ﬁ + (

Gj = G5 = 8nGP(r),

d)\)

r_

r

av
r

av
ar

1

1

- r—2 = —87TGE(r),

- — =8nGP(r),

re

)2 dA dv

-—— +

ar ar

7

dv
ar

— = %)) = 8nGP(r),

(B43)
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indicando que ha uma relacao entre a massa M(r) e a coordenada radial r, assim
como a métrica, g11 « A(r). Fazendo uso da Eqg. (B32) na componente 68 da equagéao
acima e simplificando se obtém que

dM(r)
ar

=4me(nNr?,  ou  M(r)=4n /O rdrrze(r), (B44)

tomando G = 1 (unidades naturais). Reescrevendo os termos 68 e G} de modo que:

—Zr% = (1 -8nrle)e® -1, (B45)
2r% = (1 +8nr’P)e® -1, (B46)

e fazendo algumas manipula¢des algébricas na ultima equagao, se obtém

dv 2d2V _ aA 2 2 3dP oA
2r+2r e [2rE(1 +87rP) + (167cr P+8nre—- || 7, (B47)
e aplicando a Eq. (B44) resulta que
2
2r2ﬂ =1+ (16mrPP+ 8nr3£ e — (1 +8nr2P)(1 — 8mrle)e™. (B48)
dr2 ar
Tomando agora o quadrado da Eq. (B46) se obtém
o (dVv)\? 1 2 ;2 4\ 2\ 2\, ]
or (E) - (1 +872PPRe — (1 + 812 P)e? 4 (B49)

2
Note que as equacdes (B45), (B46), (B48) e (B49) relacionam %, 9¥, % e (%)
com as componentes do tensor energia-momento P, %’; e ¢, € a componente do tensor
métrico g11 = €®*. Substuindo esses resultados em Gg na Eq. (B43) e fazendo mais

algumas manipulacoes algébricas € possivel obter finamente que

gp [P +e(N] [ M(r) + 4rrP(r)

ar r[r—2M(r)] ' (B30)

As equacdes da TOV sao dadas pela equagédo a esquerda em (B44) e por
(B50)'. Junto a equacédo de estado P = P(c) é possivel obter as solucdes nimericas
que descrevem a estrela. As condicoes inicias para essas equacgdes sao M(0) =0 e

1

A constante G esta em unidades naturais, ou seja, G = 1
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€(0) = ecent> ONde eqgnt = densidade de energia central da estrela. O raio da estrela
€ definido pela condicdo P (r = R) = 0. A massa total da estrela é obtida pela forma
integral apresentada na Eq. (B44) em r = R, e para o limite Newtoniano encontra-se
que

dr ré

: (dP(r)> _ s(r)M(r). (B51)
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