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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos um estudo sobre as propriedades do diagrama de fases de sis-
temas magnéticos bidimensionais com interagao de troca ferromagnética e de Dzyaloshinskii-
Moriya, cuja competicao é responsavel pela formacao de padroes de magnetizacao nao
triviais. Utilizando o método de campo médio variacional, identificamos as fases de-
senvolvidas pelo sistema e como estas modificam-se através da variacao de parametros
microscopicos do modelo, bem como de parametros externos como a temperatura, campo
magnético aplicado e anisotropia. Em seguida, mediante a adaptacao da teoria KTHNY
ao nosso modelo, analisamos as fases topoldgicas que o nosso sistema pode desenvolver e
construimos o seu diagrama de fases topologico. A partir desta analise, identificamos a
natureza da ordem orientacional e posicional das diferentes texturas magnéticas do sistema.
O nosso estudo mostra que para além da identificacao qualitativa das fases helicoidais e de
skyrmions, o sistema desenvolve dentro dessas regioes fases termodinamicas caraterizadas

pela quebra especifica de determinadas simetrias.

Palavras-chaves: Matéria Condensada. Campo Médio Variacional. Interacao de Dzyaloshinskii-
Moriya. Skyrmions. Derretimento de Sistemas Bidimensionais. Transicao de Fase To-

pologica.



ABSTRACT

In this work, we present a comprehensive study about the properties of the phase diagram
in a two-dimensional magnetic system, where the interplay between the magnetic exchange
interaction and the Dzyaloshinskii-Moriya interaction gives rise to non-trivial modulated
structures, known as the helical and skyrmion patterns. We apply a variational mean-field
method to study how this modulated structures are distributed in a phase diagram, varying
parameters such as the temperature, magnetic field and anisotropy. Following this analysis,
we look at the KTHNY scenario to study the topological properties of this system, where
we identify the nature of the positional and orientational order in this modulated structures.
This investigation allows the determination of the topological phase diagram in this system,

where we distinguish regions by their symmetries.

Key-words: Condensed Matter Physics. Variational Mean-Field. Dzyaloshinskii-Moriya

Interaction. Skyrmions. Two-Dimensional Melting. Topological Phase Transition.
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1 INTRODUCAO

Quiralidade é um fenomeno que se manifesta em diversos ramos da ciéncia, assu-
mindo um papel fundamental em dreas como a biologia [16,17], quimica [18-20] e fisica
[21,22]. O seu nome ¢é derivado do grego kheir para mao, que representa um objeto quiral
presente em nosso cotidiano. Um objeto é dito quiral se ele é distinguivel de sua reflexao
especular, isto é, nao existe nenhuma transformacao que possa ser realizada sobre o sistema
que o converta na imagem gerada por um espelho, desta forma, o objeto e a sua reflexao
especular sao imagens que nao podem ser sobrepostas (figura la). Por outro lado, um
objeto aquiral nao pode ser diferenciado de sua imagem especular e nao existe distincao
na sobreposigao das duas imagens (figura 1b). Ainda no contexto da fisica, observamos a
presenca deste fendomeno na matéria condensada através de sistemas magnéticos quirais
[4,5,23-27].

R
oY

4(:\ ‘\l l\ l’r\{l

B\ \‘IR \\:‘ \ T - — =
WA A , ] [

\ \ ¢

\ \ l L

1 \ .

(a) i

Figura 1 — A reflexdo especular é uma transformacao comum utilizada para testar a quiralidade
dos objetos. Os objetos sao (a) quirais quando suas imagens nao podem ser sobrepostas
e (b) nao quirais quando suas imagens podem ser sobrepostas [1].

A importancia da quiralidade em um sistema magnético pode ser evidenciada
através de um simples exemplo. Consideramos duas paredes de dominio de Néel que
rotacionam por 7 trés dominios magnéticos em um modelo de spins contidos no R?,
ilustrado pela figura 2. O vetor magnetizagao é rotacionado em um plano e pode ser
descrito por uma varidvel angular 0(x). O indice topoldgico n [28,29] pode ser calculado
através da variacao angular da magnetizagao. Enquanto x realiza um contorno sobre uma
curva fechada C, calculamos o indice por n = fc df /2. Na figura 2a, a magnetizacao
rotaciona de 0 a 7 pela primeira parede de dominio e depois de 7 a 27 na segunda, fechando
um circuito completo e resultando em um indice topolégico n = 1. Este resultado implica
que a configuragao magnética possui estabilidade topolégica e nao pode ser trivialmente
destruida por um campo magnético externo, quando aplicado perpendicularmente ao

sistema. Em contrapartida, a estrutura demonstrada na figura 2b nao possui sentido
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de rotacao preferencial e rotaciona de 0 a 7 na primeira parede e de m a 0 na segunda,
resultando em um indice topolégico nulo. Este tipo de estrutura nao possui estabilidade

topoldgica e pode ser facilmente modificada por um campo magnético externo.

/7
e/

Figura 2 — Representacao grafica de uma estrutura de trés dominios magnéticos, separados por
duas paredes de dominio de Néel. (a) o vetor magnetizacao é rotacionado de 0 a
e depois 2m. Neste tipo de estrutura o indice topolégico do sistema é n = 1. Para o
caso (b) em que o vetor magnetizagao é rotacionado de 0 a 7 e depois 0, o indice
topolégico é n = 0.

Tais estruturas magnéticas permitem a manifestacao da quiralidade no sistema
através da orientacgao de sua configuracao de spins, que indicam um comportamento dex-
trogiro ou levogiro a partir de sua estrutura local. Isto se torna especialmente importante
em estruturas moduladas como hélices ou vortices magnéticos que podem ganhar estabi-
lidade a partir da interacao de Dzyaloshinskii-Moriya (DM ), que surge devido a efeitos

de spin-6rbita em cristais que nao possuem simetria de inversao [30,31]. Estas texturas

Figura 3 — Exemplo de uma textura magnética helicoidal (a) simulada em uma dimensao res-
saltando o seu comportamento de hélice 2] e (b) observada experimentalmente no
Feg5C005St através da microscopia de Lorentz [3].

helicoidais foram encontradas em filmes magnéticos finos de materiais centro-simétricos

32).
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Bogdanov et al [33,34] indicaram no inicio dos anos noventa que a interacdo de
DM poderia estabilizar nao apenas estruturas unidimensionais, mas também texturas
magnéticas em duas e trés dimensoes que nao possuem estabilidade natural, e em geral,
tendem a colapsar em configuracoes homogéneas no sistema. Estas solugoes foram intro-
duzidas inicialmente como vértices magnéticos, devido a semelhanca estrutural com a
rede de vortices de Abrikosov [35], geralmente organizada de modo triangular. O termo
skyrmion foi originalmente idealizado no contexto da fisica de particulas e inicialmente
estava relacionado a solugoes locais propostas por Skyrme [36] em seu modelo para a
dinamica de pions interagentes. Ao longo dos anos, o termo foi se disseminando e hoje em
dia é usado para indicar estruturas locais suaves que possuem tanto estabilidade fisica,

quanto estabilidade topolégica.

()

Figura 4 — (a-b) Textura magnética de um skyrmion em um ferromagneto em duas dimensoes
com anisotropia magnética uniaxial ao longo de um eixo vertical ao plano. O vetor
magnetizagao perpendicular ao plano possui sentido positivo nas bordas, enquanto
que no centro possui sentido negativo. Movendo-se ao longo de um diametro (a) a
magnetizac¢ao rotaciona de 2w sobre um eixo perpendicular ao diametro (b) e por
27 em torno do diametro o que corresponde a diferentes orientagoes do vetor de
Dzyaloshinskii-Moriya [4]. (¢) Microscopia de imagem de Lorentz (Lorentz TEM) de
uma rede de skyrmions no Fej_;Co,Si [3].

A textura magnética de skyrmions contém um vetor magnetizacao perpendicular
ao plano na borda, enquanto sua estrutura interna realiza uma rotagao sobre o vetor

magnetizacao até atingir o sentido oposto de orientagao das bordas no centro [34,37], a sua
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estrutura caracteristica pode ser observada na figura 4. A existéncia deste tipo de textura
em materiais magnéticos surge da competigao entre a interagao de Dzyaloshinskii-Moriya, a
interacao de troca magnética e pode ser estabilizada através de anisotropias [34,38] na rede.
A formacao desta estrutura na matéria condensada ja foi observada em materiais como o
MnSi em trés dimensoes [23,39], bem como em filmes finos [3,4,26] onde a estabilidade
da configuracao se apresenta de forma mais expressiva.

O diagrama de fases de sistemas magnéticos com a interacao de Dzyaloshinskii-
Moriya j4 foi estudado experimentalmente em trés dimensoes [23,27] e em duas dimensdes [3,
5]. A figura 5 mostra o comportamento tipico de um material magnético quiral (C'usOSeO3),
onde a presenca da interagdo de Dzyaloshinskii-Moriya foi relatada [5]. O estudo em duas
dimensoes é realizado através da microscopia de imagem de Lorentz com um campo

magnético H || [111] aplicado a amostra.
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Figura 5 — Diagrama de fases experimental de um sistema magnético quiral (CuaOSeO3) em
que a existéncia da interacdo de Dzyaloshinskii-Moriya foi comprovada [5]. A amostra
foi estudada em trés dimensdes (diagrama superior) e duas dimensoes (diagrama
inferior).

Para sistemas em trés dimensoes, a textura de skyrmions esta limitada a uma

pequena regiao do diagrama [40,41], em que a formagdo de uma rede triangular foi
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identificada [23,42]. Por outro lado, a textura de skyrmions parece ser estabilizada em uma
regiao muito maior do diagrama em sistemas bidimensionais, como pode ser observado
no trabalho de Kanazawa et al [3] onde a espessura de uma amostra foi considerada
para a analise da estabilidade da fase de skyrmions. Este é um dos motivos pelo qual o
estudo de filmes magnéticos finos que contém a interagao de Dzyaloshinskii-Moriya se
torna interessante no meio académico e tecnolégico. A quiralidade em sistemas magnéticos
nanométricos promete desempenhar um papel fundamental na construcao de dispositivos
spintronicos, onde utilizamos propriedades da carga e spin do elétron para a transmissao
e manipulacao de dados. A caracteristica de localidade e estabilidade dos skyrmions os
tornam objetos fascinantes para aplicagdes na spintronica [4] e relevantes no estudo do
efeito Hall topoldgico [43-47]. Ainda na literatura, ja foi proposto o uso desta textura
magnética para dispositivos capazes de armazenar bits de meméria [48,49], devido a sua
estrutura magnética de orientacao perpendicular nas bordas e rotagao interna.

Apesar da extensa literatura acerca destes sistemas, pouco progresso foi realizado
em direcao a caracterizagao topoldgica destas texturas magnéticas. Recentemente, Huang
et al [6] produziram um trabalho de cardter experimental em uma amostra de CusOSeO3
onde a presenca da interagao de Dzyaloshinskii-Moriya foi identificada [50] e a formagao
de uma rede triangular de skyrmions foi confirmada [6], o diagrama de fases caracteristico

da amostra pode ser observado na figura 6a.
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Figura 6 — Diagrama de fases topolégico de um sistema magnético em duas dimensoes a partir
de resultados (a) experimentais de uma amostra de CusOSeOs [6] e (b) simulados
em um modelo cldssico de spins de Heisenberg com interagao de DM [7].

Outro trabalho relevante para o estudo das propriedades topoldgicas destes sistemas
foi publicado recentemente devido a Nishikawa et al [7], no qual um estudo foi realizado em

um modelo classico de spins de Heisenberg com a presenca da interacao de DM através de
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simulagoes de Monte Carlo. O diagrama de fases topoldgico do modelo esta representado na
figura 6b. No estado fundamental, é confirmada a presenca de um cristal de skyrmions em
uma rede triangular, minimizando a energia da rede em comparacao a uma rede quadrada
[7]. Outro resultado interessante surge da auséncia da fase intermedidria hexatica no
derretimento do sistema, como esperariamos que acontecesse em uma textura magnética
do tipo bolha a partir de consideragoes da teoria KTHNY (Kosterlitz-Thoules-Halperin-
Nelson-Young) [51-53]. Segundo os autores, este fato pode ser atribuido a presenca de
uma interagdo de DM muito intensa (D/J = 1), o que nao é observado em amostras
experimentais [54,55].

Este trabalho tem como objetivo caracterizar e estudar as propriedades do diagrama
de fases de um sistema em duas dimensoes que contém a interacao de troca magnética,
DM e uma anisotropia easy-plane ou easy-axis, caracterizando as fases nao apenas pelas
suas propriedades locais, mas também pelas suas propriedades em grandes escalas de
comprimento. Para estudar qualitativamente a natureza deste modelo, faremos uso do
método de campo médio variacional, que nos permitira construir um funcional energia e
analisar as texturas magnéticas presentes no sistema. Para completar o estudo do modelo,
utilizaremos a teoria KTHNY com o objetivo de estudar as transi¢oes de fase topoldgicas,
mediadas pela proliferacao de defeitos topolégicos no sistema. A textura helicoidal é
caracterizada topologicamente pela distingao entre uma configuracao solida e um liquido
isotropico, enquanto a textura magnética de skyrmions passa por uma transicao em duas
etapas com o surgimento da fase intermediaria hexatica em seu derretimento térmico
(melting).

Seguindo o propésito deste trabalho, o capitulo 2 tem como objetivo colocar em
evidéncia resultados bem estabelecidos da literatura a luz do nosso modelo. Comecamos o
capitulo analisando detalhadamente as interagoes que competem entre si para o surgimento
de texturas magnéticas nao triviais, como o padrao helicoidal de magnetizacao e o de
skyrmions. Em seguida, faremos uso do método de campo médio variacional para construir
o funcional energia livre do modelo, que serd usado na determinagao do diagrama de
fases. Por fim, dissertaremos sobre o derretimento de um sistema de faixas magnéticas,
bem como uma discussao acerca do derretimento de redes cristalinas triangulares e a sua
similaridade com um sistema de bolhas magnéticas.

O capitulo 3 adapta inicialmente o funcional discreto obtido no capitulo anterior
em uma versao continua. Depois, determinamos uma escala de energia e temperatura com
o objetivo de adimensionalizar o sistema, este procedimento é realizado para identificar e
descrever o modelo a partir do menor nimero de parametros livres. A adimensionalizacao
do sistema também é fundamental para um tratamento numérico posterior.

Em seguida, discutimos e analisamos as diferentes texturas magnéticas em nosso
funcional energia livre, construindo as solu¢oes moduladas da magnetizacao e minimizando-

as para o nosso funcional no capitulo 4. Por fim, esbocamos o diagrama de fases de campo
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magnético e anisotropia, bem como diagramas de campo magnético e temperatura, de
modo a sistematizar e estudar as propriedades e caracteristicas singulares dos mesmos.
Finalmente, com base nos diagramas obtidos, estudamos no capitulo 5 os diagramas
topolégicos em nosso modelo, utilizando como ponto de partida a teoria KTHNY para
o derretimento de cristais em duas dimensoes. Em um sistema bidimensional, a fase
solida possui ordem posicional de quase longo alcance e ordem orientacional de longo
alcance. No processo de derretimento, a proliferacao de defeitos topoldgicos destréi a ordem
posicional mas mantém a ordem orientacional, caracterizando a fase intermediaria hexatica.
Os mesmos defeitos sao responsaveis pela destruicao da ordem orientacional em altas
temperaturas, onde identificamos uma fase liquida. A sequéncia de quebras de simetria
evidenciada no sistema através do uso da teoria KTHNY nos permitira identificar as
regioes topoldgicas referentes a textura magnética de skyrmions. Para a textura helicoidal,
a inclusao de defeitos topoldgicos nos permite comparar o seu hamiltoniano efetivo ao
do modelo XY. Como consequéncia do seu derretimento, a proliferacao de defeitos no

sistema destrdi a ordem orientacional, em uma transicao sélida-liquida.
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2 TEORIA GERAL

2.1 INTERACOES COMPETITIVAS

Pelas experiéncias em nosso cotidiano, notamos que alguns materiais apresentam
estruturas ordenadas a nivel macroscopico. A partir de uma perspectiva microscopica, tais
estruturas manifestam um cardter periédico, sendo um cristal ideal construido a partir
de infinitas repeticoes de uma estrutura de ordem unitaria no espaco. A periodicidade
apresenta no minimo duas escalas de comprimento relevantes [11], que atribuimos ao
espacamento e ordenamento dos atomos dentro de um dominio, e ao de um dominio em si.
Associamos a esta organizacao um parametro de ordem, que determina uma modulagao
periddica, e identifica o que chamamos de estrutura modulada.

Como exemplo simples de uma estrutura modulada, podemos observar o comporta-
mento de filmes epitaxiais. Estas estruturas sao construidas através da deposicao de um
material sobre um substrato (cristal). Este procedimento pode levar o material a cobrir
todo o substrato, criando uma camada suave acima de sua superficie, ou entao favorecer o
surgimento de dominios, também conhecidos como ilhas. A sua formacao esta atrelada a
propriedades do substrato, ao tipo de material depositado e também a fatores externos
como a temperatura. Como consequéncia, a formagao dos dominios nestes filmes implica
em estruturas ordenadas ao longo do material, como pode ser observado na figura 7, em
trés substratos distintos. Estas estruturas moduladas estao presentes em diversos sistemas

[56-59] e sdo especialmente interessantes em sistemas magnéticos [60,61].

(a) (b)

Figura 7 — Estruturas moduladas geradas com o microscépio de corrente de tunelamento (STM)
a partir da deposigao (a) de Co em Au(111) [8], (b) de Fe em W(110) [9] e (c) de
In em Si(111) [10]. Imagens editadas e retiradas da referéncia [11].

Materiais ferromagnéticos possuem propriedades tinicas nao somente por seus
atomos manifestarem momentos magnéticos e elétricos de forma intensa, mas também

pela sua capacidade de se organizar em regioes, conhecidas como dominios magnéticos.
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Em cada dominio, os momentos magnéticos estao alinhados em dire¢oes preferenciais no
sistema. Apesar disto, o material pode nao manifestar nenhuma caracteristica magnética
macroscépica, que atribuimos a orientagoes distintas entre dominios, resultando em uma
magnetizacao liquida nula. Por outro lado, um campo magnético externo pode alinhar
estes dominios e manifestar um comportamento magnético. A formacao de padrées em um
dominio magnético pode ser observada em uma variedade de sistemas fisicos através de
estruturas e texturas nao triviais [61-65].

O comportamento periddico destas estruturas moduladas é atribuido a competicao
entre as interagoes presentes, favorecendo a nao homogeneidade das texturas magnéticas,
onde originalmente um comportamento uniforme seria esperado [66]. Entendemos que o
periodo das modulagoes é dado pela intensidade relativa entre as interacoes competitivas
do sistema, que podem ser ajustadas pela temperatura, ou a partir da variacao de
agentes externos, como o campo magnético e o campo elétrico. Em sistemas magnéticos
bidimensionais, podemos encontrar uma certa regularidade na manifestacao de texturas do
tipo faixas (stripes) e configuracgoes de predominéncia circular, que denominamos bolhas

(bubbles), que surgem devido & competigao entre interagdes de curto e longo alcance no
sistema. Exemplos destas texturas podem ser observadas na figura 8.
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Figura 8 — Texturas magnéticas de (a) faixas e (b) bolhas em um filme fino de GdsGas012 [12].

O exemplo mais familiar da competicao entre interagoes de curto e longo alcance
surge do estudo de sistemas dipolares [66-68]. Este tipo de sistema considera a competigao
entre a interagdo de troca magnética (curto alcance) e a interagao dipolar (longo alcance).
A interacao de troca é o termo dominante sobre o dipolar no hamiltoniano e prefere um
alinhamento paralelo (ferromagneto) ou anti paralelo (antiferromagneto) entre vizinhos na
rede como mostra a figura 9. Entretanto, devido ao curto alcance da interacao de troca
magnética, a interacao dipolar compete no sistema quando existe um niimero grande o
suficiente de dipolos.

A configuragao homogénea representada na figura 9a possui um custo alto de
energia para o termo dipolar por possuir superficies completamente descompensadas.

Os polos formados nas superficies podem ser evitados, e portanto, a energia dipolar é
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Figura 9 — Ordenamento dos momentos magnéticos de um sistema (a) ferromagnético e (b)
antiferromagnético.

consideravelmente reduzida dividindo o sistema em subdominios magnéticos homogéneos.
Tal configuracao no entanto, é custosa energeticamente para a interacao de troca, ja que
perto da fronteira entre dois dominios os momentos magnéticos vizinhos manifestarao
entre si, um angulo mutuo indesejado. Porém, devido ao carater de curto alcance da
interacao de troca, a regiao onde a nao colinearidade prevalece é pequena. Deste modo,
se o tamanho de um dominio nao for muito pequeno comparado a sua fronteira, a sua
formacao é favorecida, onde o aumento da energia de troca nas fronteiras é compensada
pela minimizagao da energia dipolar. Esta competicao dé origem a estruturas e modulagoes
nao triviais similares as observadas na figura 8.

De maneira similar ao modelo dipolar discutido acima, a competicao entre a
interagao de troca magnética e a interagao de Dzyaloshinskii-Moriya favorece o surgimento
de estruturas magnéticas nao triviais no sistema [33,34]. Em sistemas bidimensionais,
observamos a formacao de estruturas helicoidais ao longo de uma extensa regiao do
diagrama de fases [3,4,26,69]. Esta textura apresenta uma rota¢ao de seus spins ao longo
de um eixo preferencial (figura 3a) e se assemelha a uma configuragao de faixas (figura
3b) que discutimos anteriormente para o modelo dipolar. Por outro lado, a configuracao
de skyrmions que também surge desta competicao organiza os seus spins em objetos
que se assemelham a vértices magnéticos (figura 4). Uma das principais caracteristicas
desta textura se deve a sua estabilidade topoldgica, pelo qual a configuracao nao pode ser
deformada continuamente em estados ferromagnéticos no sistema. Esta caracteristica tem
chamado a atencdo da academia para aplica¢oes na area de spintronica [4].

Dada a devida importancia a estruturas moduladas na fisica, especialmente na
matéria condensada moderna, estudaremos a seguir as interacoes presentes em nosso

modelo, pois estamos interessados em analisar os mecanismos de competicao entre as
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mesmas. Consideramos assim, a interacao de DM, a interacao de troca e uma anisotropia

easy-axis ou easy-plane em nosso modelo.

2.1.1 Interacao de Troca

A interacao de troca é oriunda da anti-simetrizacao da funcao de onda devido ao
principio de exclusao de Pauli. Esta interagao aparece sempre que existe uma superposi¢ao
da funcao de onda de elétrons vizinhos na rede. Como esta superposicao diminui rapida-
mente com o aumento da distancia, dizemos que a interacao de troca é uma interacao de
curto alcance. Deste modo, o custo energético devido a uma dada configuracao de spins é

frequentemente modelado pelo hamiltoniano

Hep = —% > J S-S, (2.1)
<iyj>
onde a soma ¢é realizada sobre primeiros vizinhos ¢ e 7 na rede. S; representa uma grandeza
adimensional no sistema que é proporcional ao spin da rede em seu sitio ¢, enquanto .J € a
constante de energia de troca entre spins vizinhos na rede.

Para o caso em que temos um acoplamento ferromagnético, a constante de troca
assume um valor positivo J > 0, o que favorece ao sistema um ordenamento paralelo de
seus spins. E importante notar que neste contexto assumimos que a constante de energia
de troca é independente da direcao espacial de alinhamento dos spins. Consideramos em
nosso modelo o spin de Heisenberg, que representa um objeto com liberdade de rotagao em
R?. Desta forma, para nosso sistema bidimensional, escrevemos o termo do hamiltoniano

relacionado a interacao de troca
Hew =T > Sy (Seta + Srig) (2.2)

sendo & e g os vetores unitarios que formam a base do plano xy, enquanto S, é o spin

localizado na posicao r da rede.

2.1.2 Anisotropia

Em um material magnético isotrépico ideal, nao existe direcao preferencial para o
alinhamento dos momentos magnéticos do sistema. Por outro lado, efeitos anisotrépicos
neste contexto estabelecem como propriedades e respostas magnéticas diferem em direcoes
distintas no sistema. A energia de uma amostra com alguma ordem magnética pode
depender da direcao relativa de magnetizacao em relacao a algum eixo; no caso mais
simples, a estrutura possui um eixo preferencial para o qual a energia é minimizada. Em
alguns sistemas, podemos modelar a energia de orientagao devido a anisotropia como uma

funcao do angulo # entre a magnetizacao e um determinado eixo estabelecido. A energia
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de orientagao por volume assume entao a forma

E,
v = K sen?0 + K, send, (2.3)

onde 6 é o angulo entre a magnetizagao e o eixo. Dependendo da magnitude das constantes
K e K, a anisotropia do sistema pode assumir um cardter easy-azis, quando | K| > |K>|
para K; > 0 onde temos um eixo preferencial de minima energia, ou easy-plane quando
|K1| > |Ks| e K1 < 0, no qual o minimo da energia estd contido em um plano. As
constantes possuem dimensao de [Energia/Volume]. Em um filme fino, podemos expressar

sua energia usando uma constante anisotrépica efetiva
E, = K.jcos® 0, (2.4)

onde 0 representa agora o angulo entre a magnetizagao e um eixo perpendicular a superficie
do plano. A origem da anisotropia no material pode estar relacionada a sua estrutura
cristalina, ao formato da amostra ou entao a algum estresse induzido no sistema.

A anisotropia que surge devido a estrutura cristalina é uma propriedade intrinseca
do material. A magnetizacao assume diferentes valores quando um campo externo é aplicado
em diferentes direcoes da estrutura cristalina. A sua origem se deve ao acoplamento spin-
6rbita e a interacao do campo externo com o cristal. A origem da anisotropia relacionada a
forma da amostra se deve ao campo desmagnetizante. Como isto depende explicitamente do
formato do sistema, nao é considerada uma propriedade intrinseca. Por fim, a anisotropia
induzida surge quando criamos uma direcao preferencial de magnetizacao a partir de um
estresse provocado no sistema.

Em nosso modelo, descrevemos a anisotropia a partir do hamiltoniano
H, = b2<2 ' Sr)27 (25)

com S, representando o spin localizado em um sitio da rede, enquanto 2 é o vetor diretor
do eixo perpendicular ao plano xy. A constante anisotropica é b e favorece um alinhamento

easy-axis para b < 0 e easy-plane para b > 0.

2.1.3 Interagao de Dzyaloshinskii-Moriya

A descoberta da interagao de Dzyaloshinskii-Moriya, também conhecida como
interacao anti-simétrica, esta atrelada a observacao de pequenos efeitos ferromagnéticos
em materiais tipicamente anti-ferromagnéticos. Em 1958, através da analise de materiais
como o o — FeaO3, MnCO3 e CoCOs3, Igor Dzyaloshinskii [30] baseou-se em argumentos
de simetria da teoria de Landau sobre transi¢oes de fase de segunda ordem [70], e indicou
que a interacao se manifestava devido a efeitos relativisticos entre o spin e a rede do
sistema. Dois anos apds esta publicagao, Toru Moriya [31] estendeu a teoria de supertroca

de Anderson [71] e identificou o acoplamento spin-6rbita como o mecanismo microscépico
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que dava origem a interacao anti-simétrica no mesmo grupo de materiais. Moriya mostrou
também que dependendo do tipo de estrutura cristalina, tanto a interagao anti-simétrica,
quanto uma anisotropia magneto cristalina podiam ser responsaveis pela tendéncia de
inclinagao entre os momentos magnéticos do material [31].

Em esséncia, a interacao de Dzyaloshinskii-Moriya é um termo que contribui para
a interagao de troca magnética total entre dois spins vizinhos da rede. A sua contribuicao

para o hamiltoniano do sistema é dada por
Hpm = Dsj - (Si X Sj)y (2-6)

onde S; representa a particula-spin localizada no sitio ¢ da rede, enquanto D;; simboliza
o vetor de Dzyaloshinskii-Moriya gerado pela interagao de troca anti-simétrica entre os
spins localizados nos sitios 7 e j da rede. Para definir as possiveis direcoes do vetor D;;,

utilizamos como referéncia a figura 10.

FEPY BT

Si Sj

Figura 10 — A definicdo do vetor de Dzyaloshinskii-Moriya depende de consideragoes de simetria
entre spins vizinhos S; e S; representados pelos pontos A e B. O ponto C ¢ bissetor
a linha AB.

A partir das consideragoes de Moriya [31]: 1. Se existe um centro de inversao
localizado no ponto C, o vetor D;; ¢ nulo; 2. Se um plano espelho perpendicular a linha
AB passa pelo ponto C, D;; L AB; 3. Se existe um plano espelho que contém A e B,
D;; ¢ perpendicular ao plano espelho; 4. Se um eixo de rotagao 2-fold perpendicular a
AB passa pelo ponto C', D;; ¢ perpendicular ao eixo de rotacao; 5. Se existe um eixo de
rotagao n-fold (n > 2) ao longo de AB, D;; || AB.

Outro resultado exposto por Dzyaloshinskii, concluia que a interacao anti-simétrica
estabilizava estruturas moduladas com periodo de longo alcance em sistemas magnéticos
que nao sao centrossimétricos, onde o vetor magnetizacao possuia a tendéncia de assumir
uma textura magnética nao trivial [72]. Anos depois, Bak e Jensen [73] e mais tarde
Kataoka e Nakanishi [74] provaram que tais texturas sdo causadas de fato pela interagao
de Dzyaloshinskii-Moriya.

Como a interacao favorece o inclinamento entre spins vizinhos em um sistema
magnético, ela acaba se tornando uma fonte de pequenos efeitos ferromagnéticos em
materiais usualmente anti-ferromagnéticos [30,31]. A existéncia desta interagao no sistema
estd diretamente ligada a estabilidade da fase de skyrmions, como sera discutido com

mais detalhes no capitulo 4. Para a inclusao deste termo em nosso sistema bidimensional,
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escolhemos orientar o vetor de Dzyaloshinskii-Moriya de maneira perpendicular ao plano

da rede, resultando em
HDM = —DZ [(Sr X Sr+§;) - X+ (Sr X S"‘—F’Q) . 'g , (27)

onde D é o peso da interacao de Dzyaloshinskii-Moriya e S, o spin na rede.
O préximo passo consiste em analisar estas interagoes sobre a dtica da teoria do
campo médio variacional. Isto nos permitira estudar as estruturas moduladas presentes no

modelo posteriormente neste trabalho.

2.2 CAMPO MEDIO VARIACIONAL

Dedicamos esta secao do capitulo para uma breve discussao sobre o método de
campo médio variacional, bem como sua aplicagao em nosso modelo com o objetivo de obter
um funcional energia livre, que sera explorado no capitulo 4 para a construgao do diagrama
de fases de campo magnético por temperatura e campo magnético por anisotropia. Vamos
obter a principio uma versao discreta do funcional, que sera transformado em uma versao
continua e propriamente adimensionalizado no capitulo 3 para um tratamento numérico
posterior.

Existem diversas maneiras de aplicar a técnica de campo médio no estudo de um
dado sistema, porém, a ideia fundamental consiste em construir um modelo simplificado
a partir do original, onde substituimos o tratamento individual da interacao entre seus
componentes, pela acao de um campo efetivo sobre uma componente individual do modelo.
A primeira versao conhecida deste tipo de técnica foi empregada no estudo de transicoes de
fase, devido a Pierre Currie e Pierre Weiss. Apesar do campo médio ignorar flutuagdes no
sistema e predizer incorretamente os expoentes criticos abaixo da dimensao critica superior,
os seus resultados sao véalidos para a andlise qualitativa que buscamos neste trabalho. Na
aproximacao de campo médio variacional, estamos interessados em construir um funcional
energia livre F, que ao ser minimizado em relagao aos parametros variacionais representa
uma aproximacao da energia livre do sistema. Isto significa que a energia pode se tornar
tao confiavel quanto melhor for nossa aproximacgao variacional. Para comecar a construcao
de nosso funcional, devemos falar primeiramente da desigualdade de Bogoliobov, base da
aproximacao de campo médio [75,76].

Encontrar a energia livre de Helmholtz é uma tarefa desafiadora, especialmente
quando tratamos de sistemas interagentes. Considerar a interacao entre os constituintes
do modelo impoe uma dificuldade natural no calculo de suas propriedades termodinamicas.
Desta forma, a aproximacao variacional de campo médio se torna uma ferramenta poderosa
no auxilio da descricao destes sistemas. Considere um hamiltoniano arbitrario H que pode

ser decomposto em H = Hy + H;, onde Hy representa um modelo que pode ser resolvido
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exatamente. Para ilustrar o carater perturbativo desta construcao, escrevemos ainda
H =Ho+ \H, (2.8)

sendo A um parametro adequadamente limitado em 0 < A < 1, que nos permite passar de
um modelo exatamente soltivel em A = 0, ao nosso hamiltoniano de interesse em A = 1.
O potencial termodinamico de energia livre I’ que corresponde a este hamiltoniano H é

descrito por
—BF(A) =1In (Tr{eBH(A)}) , (2.9)

onde 8 = (kgT)™' e kg = 1.38064 x 1073m?kgs 2K ~! é a constante de Boltzmann.

Tomando a segunda derivada da energia livre em relagao ao parametro A encontramos

e = -o(0a) - up), (2.10)

(A

pelo qual o processo de médias é realizado sobre o peso candnico e’*?) e definimos a

média de H; partir da primeira derivada da energia livre

dF ())

(Ha) = == (2.11)

Uma consequéncia imediata da expressao (2.10) sugere que a segunda derivada da energia
livre é negativa ou entao nula, para qualquer valor do parametro \. Isto implica que a
energia livre como fungao do parametro A é concava. Deste modo, a curva de energia estd
sempre abaixo da curva tangente tracada por (dF'/d\)y—o definindo um limite superior na

energia, que no caso de interesse do hamiltoniano original H em que A = 1, encontramos
F < Fy+ (Hi)o, (2.12)

em que a média de H; é realizada sobre o hamiltoniano nao perturbado Hg, a expressao
(2.12) é conhecida como a desigualdade de Bogoliubov. A desigualdade nos informa que a
energia livre de Helmholtz de um sistema descrito por um hamiltoniano H = Hq + H; é
menor, ou no melhor dos casos igual a energia livre do sistema nao perturbado Fy mais
a média do hamiltoniano perturbado H;, realizada sobre o sistema nao perturbado H,.

Podemos reescrever ainda a desigualdade em (2.12) a partir do hamiltoniano de interesse
H,

F < (H)o — TSy, (2.13)

que se torna o nosso ponto de partida para a construcao do funcional energia livre. Dada
a discussao da secao anterior, definimos neste momento o hamiltoniano do nosso modelo,

que contém a interacao de troca ferromagnética, a interagao de Dzyaloshinskii-Moriya,
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uma anisotropia magnética e um acoplamento com um campo magnético externo descrito

por
H=-J> S (Srpa+Srsg)—h-> S +b> (2-8,)
=23 {(ST X Spia) &+ (Sp X Spiyg) y] (2.14)
Para que seja possivel obter as médias descritas em (2.13), definimos ainda
Ho=—Y hes- S, (2.15)

sendo hey um parametro variacional externo, que assume a forma de um campo efetivo
atuando sobre um spin S, na rede. Este parametro externo serd eventualmente reescrito
através da magnetizacao local do sistema, que é um parametro de ordem comum na
analise de sistemas magnéticos. Calculamos portanto, a média sobre nosso hamiltoniano

da seguinte maneira

(H)o = Tr{ﬁ;fz} (2.16)

)
0
onde p representa a matriz densidade que descreve o estado estatistico de um sistema.

Como esta aproximacao desacopla a interacao entre os sitios, escrevemos a matriz densidade
total

p=11A), (2.17)

a partir dos sitios individuais da rede que contém um spin e calculamos a média do hamiltoni-
ano termo a termo. Ao calcular a média, teremos combinagoes do tipo Tr{gy(r)S,} = m(r)
definindo a média da magnetizacao local do sistema. Desta forma, obtemos o hamiltoniano

nesta aproximacao de campo médio

Hm(r)| =—J) m(r): (m(’r + &) + m(r + y)) —h-Y m(r)+b> (2 -m(r))’
—DZ {(m(r) xm(r+z)) &+ (m(r) xm(r+79)) @] (2.18)

descrito agora através de um funcional da média local de magnetizacao do sistema. Para
completar nossa andlise de campo médio, devemos determinar a entropia também como

um funcional da magnetizacao local. Partimos portanto, da definicao de entropia
S =—kgTr(plnp), (2.19)

utilizamos novamente o argumento que leva a equacao (2.17) para calcular de fato, a

matriz densidade referente a um spin em nosso sistema. Como estamos interessados em
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apenas um sitio da rede, definimos o campo efetivo deste sitio por hey. Em um ensemble

no formalismo canonico, escrevemos

1 A
fo=ze 7, (2.20)

onde Z ¢é a funcdo particao (Zustandssumme), que determina as propriedades estatisticas
de um sistema em equilibrio termodinamico no formalismo canénico. Para calcular a fungao
particao nesta aproximacao de campo médio variacional, aplicamos o traco em ambos os
lados da equagao (2.20) e utilizamos a propriedade de normaliza¢do da matriz densidade

para obter

Tr (%eﬂ’%) =1 (2.21)

Por estarmos tratando com spins de Heisenberg contidos em R?, escrevemos o traco a
partir de uma integral em df2 no espago. Transformando de coordenadas cartesianas para

coordenadas polares e utilizando corretamente o Jacobiano da transformacao encontramos

2T T
Z= / do / df senfePherms cost (2.22)
0 0

no qual m, representa o modulo de S, e o produto escalar é efetuado pelo alinhamento
de S, com o campo efetivo heg. A integral para o angulo azimutal pode ser resolvida de
maneira imediata e possui o valor de 27, enquanto a integragao no angulo polar é resolvida
apds uma substituicao simples de variaveis resultando em

z_ 47

= st sinh (msfhey). (2.23)

Como h.y ¢ um parametro variacional externo, procuramos conecta-lo com um parametro
variacional que seja mais apropriado a descricao do sistema. Com este objetivo, calculamos

a média da magnetizagao local do sistema

1 21 ™
(m) = z/0 dgb/o dO senfePhermscostpy, COSQ<‘§—T’), (2.24)

de maneira semelhante a integral em (2.22), a parte azimutal da integragao é obtida de
forma imediata, enquanto que a parte angular é resolvida através de uma integragao por

partes. Utilizamos a fungao partigao (2.23) para obter por fim

(m) = . [coth m ) - | (55 (2.25)

De (2.19), podemos agora reescrever a entropia em termos da magnetizacao média

do sistema e de sua fungao particao

S = —kp(myBhes - (m) — In 2), (2.26)
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buscamos escreve-la agora como um funcional da magnetizagao, assim como fizemos
com a parte energética do sistema. Tomamos como varidvel adimensional v = myBh.s e
observamos que a expressao em (2.25) pode ser reescrita em

(m) = m, [coth (v) - ﬂ (|§|> (2.27)

No regime em que v < 1, expandimos (2.27) e invertemos a série resultante com a ajuda
do software Mathematica para obter uma expressao do tipo v((m)). Deste modo, podemos
escrever por fim (2.26) em um funcional entropia a partir da magnetizagdo média do
sistema. O seu comportamento é dado por

9

— ggltml*+ . (2.28)

3 2
S[(m)] = ndx — Z|(m)|

Como |(m)| € [0,1], plotamos o funcional entropia em relagdo ao mdédulo do vetor

magnetizacdo local para analisar seu comportamento (figura 11).

S[(m)]

-1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
[{m)]

Figura 11 — Plot do funcional entropia (2.28) em relagdo ao médulo da magnetizagao do sistema.

A regido no qual a entropia é negativa, observada na figura 11, é um efeito esptrio
produzido pela natureza cldssica do modelo de dipolos utilizado. Conforme o campo
aplicado aos dipolos aumenta, o espaco de fases acessivel ao sistema diminui. Isto se
deve ao fato de que quanto maior o campo aplicado, mais dificil se torna para os dipolos
explorarem inclinagoes significativas em relagao ao campo aplicado, o que explica o motivo
pelo qual o volume do espaco de fases é uma funcao mondétona decrescente do campo
aplicado cujo limite inferior ¢ nulo. E interessante notar que se o modelo considerado fosse
quantico, onde o spin assume valores discretos, o volume do espago de fases do sistema ou
equivalentemente, o nimero de microestados acessiveis, seria uma quantidade limitada
inferiormente ao valor um. Esta situagao corresponde ao estado no qual ¢é aplicado ao
sistema um campo externo arbitrariamente grande, de forma que, o inico microestado

acessivel seria aquele no qual todos os spins estao alinhados na direcao do campo. Neste
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caso, a forma funcional da entropia recuperaria o seu comportamento usual positivo
definido. Com o funcional entropia determinado, podemos escrever por fim o funcional

energia livre
Flm(r)]=—J) m(r)- (m(’r + &) +m(r + y)) —h-) m(r)
- DZ {(m(r) xm(r+&)) &+ (m(r) xm(r+79))- Q} (2.29)

+bY (2 m(r))* — TS[m(r)],

através de um parametro de cardter variacional m(r), sendo a entropia descrita por (2.28).
E importante notar que a entropia ¢ construida em até ordem mil na expansio destacada
em (2.28), onde com a ajuda do software mathematica, construimos uma lista de pares
ordenados fornecendo valores para o modulo da magnetizagao. Por fim, interpolamos a
lista de pares ordenados para criar uma expressao para o funcional entropia em relacao
a magnetizagao local do sistema. Com isto, obtemos o funcional energia e concluimos a
aplicacdo de campo médio variacional em nosso modelo. O funcional (2.29) ainda estd em
sua versao discreta, localizada em em uma rede infinita em duas dimensoes. No capitulo
3 faremos uma aproximac¢ao em longos comprimentos de onda para obter uma forma
continua, que nos permitird descrever as texturas magnéticas através de suas modulagoes
no capitulo 4 e consequentemente construir o diagrama de fases deste sistema.

A proxima secao tem como objetivo evidenciar diversos resultados acerca de
transicoes de fase na matéria condensada, em especial as transicoes de fase topologicas.
Estes resultados serao aplicados ao longo deste trabalho para a construcgao e analise do

diagrama de fases.

2.3 TRANSICOES DE FASE

Em nosso cotidiano, estamos cercados por diversos materiais e substancias que
se encontram em diferentes estados da matéria. O exemplo mais familiar é o da 4gua,
encontrada em trés diferentes formas em nosso dia a dia, que identificamos como o estado
solido, liquido e gasoso. Uma fase termodinamica pode ser estudada e analisada através
de potenciais termodinamicos, que sao capazes de identificar o estado termodinamico de
menor energia livre do sistema. Um diagrama de fases é dado por um gréafico do espago de
parametros de interesse, onde a cada ponto deste espago associa-se a fase termodinamica
na qual o sistema se encontra.

Outra importante quantidade fisica que caracteriza a fase termodinamica de um
sistema ¢ associada ao parametro de ordem. O parametro de ordem assume um valor
nao nulo em uma fase ordenada e desaparece em uma fase desordenada. Contréario a

intuicao inicial, uma fase desordenada representa um estado de maior simetria no sistema
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do que uma fase ordenada. Em sistemas magnéticos, é comum que a magnetizacao, uma
quantidade macroscopica oriunda do elemento microscépico de spin, assuma o papel de
parametro de ordem, evidenciado em nosso funcional energia livre (2.29). Uma transicao
de fase é um fenomeno que evidencia mudancas drasticas no comportamento do sistema.
Devido a natureza das transicoes, classificamo-as de maneiras distintas. Uma transicao
de primeira ordem ou descontinua, tem como principal caracteristica a liberagao ou
absorcao de calor latente durante a transicao, enquanto uma transicao continua apresenta
divergéncia na susceptibilidade do sistema e um comprimento de correlacao infinito. Ainda
em transicoes continuas, existem as transig¢oes de fase topoldgicas, que sao caracterizadas
pela proliferacao de defeitos topoldgicos no sistema.

Discutimos na préxima se¢ao a classificacao de uma transicao de fase de primeira
ordem e uma transicao de fase continua. Escolhemos discutir as transigoes através de uma
abordagem histérica, passando pela classificacao de Ehrenfest, até a evolugao dos seus
conceitos na classificacao moderna. Dentro da classificagao moderna, discutimos quais
tipos de transicao sao esperadas para o nosso modelo a partir das consideragoes de campo
médio. Em seguida, dissertamos sobre a teoria KTHNY e a transicao de fase topolégica
mediada pela proliferagao de defeitos topologicos no sistema. Este estudo sera utilizado

para identificar as fases topoldgicas em nossos diagramas no capitulo 5.

2.3.1 Transicdo de Fase de Primeira Ordem e Continua

Em 1933, Paul Ehrenfest introduziu em primeira instancia um esquema compre-
ensivo para a classificacao de transicoes de fase, conhecida hoje como a classificacao de
Ehrenfest [77]. Esta classificagdo se tornou necesséaria devido a descoberta de um tipo
diferente de transicao envolvendo o Hélio em meados dos anos 1920, chamada de transigao
lambda devido ao comportamento do seu calor especifico lembrar a letra grega A, que
conhecemos hoje como uma transi¢ao do He superfluido (He II) para um fluido (He I).
Diferente da transicao de fase conhecida previamente, esta nao apresentava calor latente
e demonstrava uma descontinuidade em segunda ordem na derivada da energia livre.
Esta nova transicao foi classificada por Ehrenfest como uma transicao de segunda ordem,
diferente das transicoes ordinarias previamente conhecidas, que receberam o nome de
transicoes de primeira ordem.

A classificacao foi baseada em argumentos matematicos a partir da energia livre de
Gibbs

G(T,P)=E —TS+ PV, (2.30)

onde F é a energia interna, T a temperatura, P a pressao e V o volume. A ideia consistia na
construgao de curvas de Gibbs em um diagrama P — T'; quando pelo menos uma primeira
derivada de G era descontinua, recebia o nome de transicao de fase de primeira ordem.

Uma transicao de segunda ordem surgia quando nao havia nenhuma descontinuidade na
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energia livre de Gibbs ou em suas primeiras derivadas, mas sim em alguma propriedade
relacionada a segunda derivada de GG. Eventualmente a classificagao se tornou insatisfatoria.
A propria transicao lambda nao se encaixava na descricao de Ehrenfest, esta dificuldade
nao era exclusiva de sistemas superfluidos, pois surgia também em classificar a transicao
em sistemas magnéticos. O problema consistia em identificar corretamente a divergéncia
das derivadas nestes sistemas.

Outra importante teoria que surgiu na mesma época, com o objetivo de tratar
deste novo tipo de transi¢ao, é atribuida a Lev Landau [78]. Suas consideragoes eram
baseadas em argumentos de simetria da energia livre de Helmholtz. De uma perspectiva da
aproximacao de campo médio, ao escrevermos a energia livre, esperamos que ela seja uma
funcao analitica de seus parametros e obedeca as simetrias impostas pelo seu hamiltoniano.
Dadas estas condigoes, é possivel escrever uma expressao na vizinhanga do ponto critico
utilizando uma expansao de Taylor do seu parametro de ordem. A teoria de Landau
se torna 1util no calculo de expoentes criticos do sistema, dada que as consideragoes de
simetria geram classes de universalidade.

Uma classificacgao mais moderna sugere a presenca de calor latente para as transigoes
de primeira ordem. Durante o processo, o sistema libera ou absorve energia e a sua
temperatura se mantém constante. Enquanto calor esta sendo extraido ou adicionado,
o sistema se encontra em um estado de coexisténcia de fases. Como exemplo de uma
transicao de primeira ordem, destacamos a transicao da agua de sélido para liquido. O
que era classificado por Ehrenfest como uma transicao de segunda ordem, atualmente é
denominada de transicao continua. Caracterizada por uma divergéncia na susceptibilidade,
um comprimento de correlagao infinito e um comportamento exponencial distinto da
fungao de correlacao perto da criticalidade do sistema. Um exemplo deste tipo de transi¢ao
¢é a transicao de um estado ferromagnético para um estado paramagnético. Devido a sua
estabilidade topoldgica, estruturas moduladas como os skyrmions e a textura magnética
helicoidal nao podem ser deformadas continuamente em outras configuragoes. Desta forma,
esperamos encontrar transigoes de primeira ordem [3,34] neste tipo de sistema.

Embora tenha existido historicamente um debate sobre as caracteristicas do que
conhecemos hoje como transi¢oes de primeira ordem e transi¢oes continuas, nao existem
apenas estas duas possibilidades, outro tipo de transicao foi identificada pelo estudo do
derretimento de sélidos bidimensionais. Esta transicao é caracterizada pela proliferacao de
defeitos topoldgicos e é responsavel pelo surgimento de uma fase intermediaria conhecida
como hexatica. Discutiremos as implicagoes do cenario KTHNY na proxima secao deste

capitulo.

2.3.2 Transi¢coes de Fase Topolégicas

Defeitos topoldgicos sao distorgoes em um sistema com simetria continua quebrada,

que surgem devido a imposicao de condicoes de contorno, flutuacoes térmicas ou agentes
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externos. Eles assumem um papel fundamental na matéria condensada moderna [79], ja
que nao podem desaparecer ou serem modificados por nenhuma deformacao continua do
parametro de ordem. Por este motivo, sao ditos topologicamente estaveis. Estabilidade
topoldgica é um conceito matematico distinto da estabilidade fisica de uma configuracao, o
qual em geral depende da energia livre do sistema. Entretanto, em muitos casos, estabilidade
topoldgica implica em estabilidade fisica.

Estes defeitos topoldgicos sao especialmente importantes no estudo de sistemas em
duas dimensoes, onde segundo a teoria KTHNY [51-53], as flutuagoes térmicas geradas
pelo aumento da temperatura sao capazes de proliferar os defeitos pelo sistema. Um
dos resultados mais surpreendentes deste estudo surge da existéncia de uma nova fase
intermediaria entre a solida e a liquida, conhecida como fase hexatica. A fase hexatica
apareceu pela primeira vez em um modelo de derretimento de redes bidimensionais,
proposto independentemente por Kosterlitz, Thoules [80] e Berezinskii [81,82]. Diferente
de uma estrutura cristalina, a configuragao hexatica possui uma ordem posicional de curto
alcance e uma ordem orientacional de quase longo alcance, observada em cristais liquidos
bidimensionais [83], cristais coloidais [84,85], sistemas magnéticos com padrdes de bolhas
[86] e filmes de Langmuir [87].

Com o objetivo de encontrar uma descricao mais detalhada de nossos diagramas,
precisamos ir além dos resultados de campo médio e incluir os efeitos destas flutuagoes,
associadas a energia de fonons e aos defeitos topoldgicos do sistema. Estudamos agora
na secao final deste capitulo, uma série de resultados do derretimento de sistemas bi-
dimensionais relacionados a uma textura magnética de faixas e a uma rede cristalina

triangular.

2.4 DERRETIMENTO DE SISTEMAS BIDIMENSIONAIS

Dada a presenca de fortes flutuagoes térmicas em sistemas bidimensionais, observa-
mos uma dificuldade de formagao de estruturas cristalinas [88,89]. Esta é uma importante
consideracao no estudo de sélidos em duas dimensoes, onde a ordem posicional tende a se
manifestar fracamente. Os resultados do derretimento em redes triangulares bidimensio-
nais [90-93] podem ser utilizados para estudar as propriedades topoldgicas de texturas
magnéticas em duas dimensoes, como veremos a seguir. Descrevemos as fases topolédgicas
através de suas simetrias, que relacionamos a ordem posicional e orientacional das texturas.
Ao considerarmos o efeito de pequenas flutuagoes (fonons) em nosso sistema, identificamos
um hamiltoniano elastico efetivo que sera usado no estudo de flutuagoes relacionadas aos
defeitos topologicos. Em seguida, utilizaremos o grupo de renormalizagao para analisar as
equagoes de fluxo, relacionadas a fugacidade y e a rigidez K das estruturas moduladas.
Este grupo de equagoes diferenciais contém a informagao necesséaria para identificarmos as

transigoes mediadas pelos seus respectivos defeitos topoldgicos. O objetivo desta segao final,
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consiste em descrever um ferramental necessario para que no capitulo 5 desta dissertacao,
seja possivel analisar as propriedades topoldgicas sobre a otica da teoria do derretimento

em duas dimensoes em nosso modelo.

2.4.1 Estudo do derretimento de um sistema de faixas

Veremos nesta se¢ao, que a inclusao de pequenas flutuagoes em uma textura
magnética de faixas gera um hamiltoniano eldstico efetivo [92,93]. Em seguida, consideramos
a presenca de defeitos topoldgicos na textura, que chamamos de deslocagoes (figura 12), onde
analisamos a ordem orientacional do sistema e identificamos um comportamento similar ao
do modelo XY [14,51,94]. Como consequéncia, encontramos a baixas temperaturas uma
textura de faixas com ordem posicional local e uma ordem orientacional de quase longo
alcance. Enquanto aumentamos a temperatura do sistema, passamos desta configuracao
de faixas para uma que possui ordem posicional e orientacional local, andloga a um liquido
isotropico, que compartilha a mesma classe de simetrias de uma configuracao magnética
homogénea. A primeira destas fases, possui uma descricao com uma classe de simetrias

mais proxima de um sélido que a segunda.

Figura 12 — Imagem qualitativa de uma deslocacao em uma textura magnética de faixas, retirada
e editada da referéncia [13].

Uma textura de faixas em geral, pode ser descrita por uma magnetizacao local do
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tipo
m(x) = C cos (koz), (2.31)

onde C' é a amplitude de oscilacao da modulacao e ky o seu vetor de onda caracteristico.
Para estudar as propriedades topoldgicas desta textura, consideramos um campo de

deformacgao u(x) que perturba nossa solugdo da seguinte maneira
m(x) = C cos (k‘ox + kou(w)). (2.32)

E importante notar que se u() — 0, recuperamos a modulacao em (2.31). Considerando
a solugdo perturbada em (2.32), podemos mostrar que a diferenga energética entre um
estado perturbado e um estado nao perturbado nos leva a um hamiltoniano eldstico efetivo
92,93] do tipo

Bk2 + BN’k

A%dzl/lfﬁ- a(k)i(—k), (2.33)

2/ (2m)?

onde as constantes eldsticas B e BA? podem ser determinadas a partir de C' e do seu vetor
de onda caracteristico ky. Este hamiltoniano nos permite analisar as propriedades elasticas
da textura magnética de faixas. A correlagao do campo de deformagao (u(x)?) diverge no
limite termodinamico, o que implica em uma instabilidade para a ordem posicional da
textura de faixas. Por outro lado, ao analisarmos a orientacdo d,u(x) do sistema de faixas
na regiao de baixas temperaturas, percebemos que o sistema possui uma configuragao com
ordem orientacional de quase longo alcance [92]. A inclusao de defeitos topoldgicos [92]
para a configuracao sélida em longos comprimentos de onda implica que um hamiltoniano
orientacional efetivo pode ser escrito para o sistema, semelhante ao modelo XY [14,51,94]

descrito por

Hq:%/ﬂ%KKVﬂﬂ)i (2.34)

sendo a rigidez orientacional K, do sistema estimada [92] por

BN +2E,

K, ;
2

(2.35)

onde E,; representa a energia do defeito topoldgico (deslocagao). A partir da semelhanga,
com o modelo XY, escrevemos a equagao de fluxo [90,92,95] para a rigidez K e a fugacidade

y do sistema

dK(1)/dl = —4x K(D)y*(1);
dy(l)/dl = (2 = mK(1))y(l), (2.36)
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com as grandezas nao renormalizadas definidas por

y(0) = e~ FelksT ;K(0) = —— (2.37)

sendo E. a energia do defeito topolégico associado ao modelo XY (vortices). Se con-
seguissemos estimar o valor destas constantes, poderiamos resolver as equagoes de fluxo e
encontrar a rigidez renormalizada associada a textura de faixas. O comportamento desta
rigidez poderia entao, ser utilizado para identificar uma transicao de fase topoldgica dentro
desta textura, sinalizando que a ordem orientacional de quase longo alcance foi destruida,
ou seja, o sistema possui rigidez orientacional nula e se encontra em uma fase com ordem
posicional e orientacional local.

No capitulo 5, vamos considerar um campo de deformacao no padrao de faixas de
nossa solucao helicoidal, onde encontraremos propriedades elasticas semelhantes ao que
discutimos nesta secao. Apos estimar a energia dos defeitos topoldgicos, vamos estudar a

transicao de fase topoldgica em nossa textura magnética helicoidal.

2.4.2 Estudo do derretimento de uma rede triangular

Como veremos no capitulo 5, a inclusao de defeitos topolégicos em uma textura
magnética de bolhas, neste caso skyrmions, nos leva a um hamiltoniano elastico efetivo que
descreve uma rede triangular em duas dimensoes. Como consequéncia, podemos aplicar os
resultados do derretimento de sistemas bidimensionais, onde esperamos encontrar uma
distincao entre a fase solida, hexatica e liquida em nossa textura de skyrmions. Neste caso,
as transicoes sao mediadas pela proliferacao de defeitos topoldgicos no sistema.

Estes defeitos topoldgicos podem ser identificados a partir de um mecanismo simples,
conhecido como circuito de Burger. O procedimento consiste em realizar um circuito sobre
a rede de sitio em sitio que, em uma rede perfeita, retorna ao ponto inicial. Se algum
defeito estiver contido no circuito, o ponto inicial nao é atingido novamente e a diferenca
entre o sitio inicial e o final define o vetor de Burger b, como pode ser observado na figura
13.

O hamiltoniano eléstico efetivo que descreve um campo de deformagoes u(r) de

duas componentes em uma rede triangular bidimensional [51,79,90,92,95,96] é dado por

1 [ &k | N P
AHe =— (2u 4+ Nk; + pk, | U, (k)i (—k) +

2/ (2m)? I _
%/(;ZT’; _“k’g + (2 + Nk |ty (R, (— k) + (2.38)

: / %m + 2\ )hihy i, (k) iy (— ),

onde i e A\ sao os coeficientes elasticos, também conhecidos como coeficientes de Lamé

da rede triangular. No derretimento deste tipo de rede, a teoria KTHNY prediz uma
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Figura 13 — Vetor de Burger em uma rede triangular [14].

sequéncia de duas transicoes até chegarmos a fase isotrépica liquida. Na regiao de baixas
temperaturas, o sistema possui ordem orientacional de longo alcance e ordem posicional de
quase longo alcance, caracterizando um sélido em duas dimensées. Quando a temperatura
aumenta, a ordem posicional torna-se local, porém, a ordem orientacional continua corre-
lacionada através de uma lei de poténcias; este comportamento caracteristico descreve a
fase intermediaria hexdtica. Ao aumentarmos ainda a temperatura, o sistema passa desta
fase para uma que possui ordem orientacional e posicional de curto alcance, descrita por
um liquido isotroépico.

Como evidenciado na literatura [95], a transi¢ao da fase sélida bidimensional para
a fase hexatica é dada pela proliferacao de defeitos no sistema, onde podemos escrever a

parte singular do hamiltoniano devido as deformacoes por

AHp = — 8];53 /d2rd2'r" [b(fr) -b(r') In <|’r;7d'r’|)
_b(r) - (r=r)b(r’) - (r — 7")1 LB, /d2r|b(r)|2 (2.39)

|r — 7|2 az '

onde b(r) é o vetor de Burger, a4 representa o cul-off de curtas distancias, que é
interpretado como a distancia minima entre um par de defeitos, enquanto Fp é a energia
de um defeito topoldgico e Kp uma constante eldstica. A constante elastica Kp é definida
[91,95] por
4 + A
_ p(p )az7 (2.40)
2+ A

sendo a o parametro de rede do sistema. A aplicacao adequada do grupo de renormalizacao

em (2.39) nos leva ao seguinte grupo de equagoes [51,79,90,92,95,96] diferenciais de fluxo
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de renormalizacao para a rigidez K e a fugacidade y do sistema

dl 2 & 4 8w
B (2= K0y0) +2mpn (52 ) (2.41)

onde Iy, representa a funcao de Bessel modificada e novamente definimos as grandezas

nao renormalizadas por

Kp

K(O):kB—T; y

(0) = e~ Fo/ket (2.42)

Y

sendo E,; a energia dos defeitos topologicos no sistema. Uma estimativa do valor destas
constantes no capitulo 5 nos permitira calcular a rigidez K e identificar a transicao de
fase de um solido bidimensional para uma fase hexatica.

Enquanto a ordem orientacional é mantida na fase hexatica, podemos descreve-
la através de um hamiltoniano efetivo [91,95] do tipo XY na aproximagao de longos

comprimentos de onda

He, = % / Pr K A (VO(r). (2.43)

A constante de Franck K4 ¢é calculada [90,95] por

2
Ka=2Fp (%—D) , (2.44)

ap

sendo a; o cut-off de curtas distancias do sistema e {p 0 comprimento de correlagao. Como
o comportamento efetivo desta fase é semelhante ao do modelo XY nesta aproximacao,
recuperamos as equagoes de fluxo de renormalizagao em (2.36). De onde escrevemos as

grandezas nao renormalizadas

K4

K(()):k:B_T;y

(0) = e~ BalksT (2.45)

onde F4 representa a energia dos defeitos topoldgicos. Novamente, ao estimarmos os
valores destas contantes, podemos determinar e analisar a rigidez K para identificar a
transicao da fase hexatica para a fase liquida. Estes resultados serao utilizados no estudo

topoldgico da textura magnética de skyrmions no capitulo 5 deste trabalho.
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3 FUNCIONAL ENERGIA LIVRE

Apés ter construido e revisado os resultados de interesse para esta dissertacao, nos
dedicamos neste capitulo a construcao de um funcional energia livre adimensional, para
que ele possa receber um tratamento numeérico apropriado no capitulo 4. Para alcancar este
objetivo, procuramos uma forma continua do funcional (2.29), através de uma aproximagao
em longos comprimentos de onda, onde consideramos que a variagao de nosso parametro de
ordem ocorre de maneira suave no espago, e desta forma, pode ser descrita continuamente.
Em seguida, vamos encontrar uma descri¢ao adimensional de nosso funcional, definindo
escalas de temperatura e energia através das grandezas que descrevem nosso sistema. A
analise adimensional assumird um papel fundamental no estudo numérico do funcional
e na consequente construcao do diagrama de fases nesta aproximacao de campo médio

variacional.

3.1 MODELO CONTINUO

Como estamos interessados em construir e analisar o diagrama de fases de um
sistema que possui a interagao de Dzyaloshinskii-Moriya, devemos obter o funcional (2.29)
em sua forma continua. Para construir este funcional, utilizamos uma transformada de
Fourier discreta em duas dimensdes. No limite termodindmico (N — c0), temos uma rede

infinita e portanto, definimos a transformada por
o —ik-r
= Z e T f(r), (3.1)

e consequentemente a sua anti-transformada em duas dimensoes

/w/a /ﬂ/a = 7¢I (k) (3.2)

onde integramos no espago reciproco sobre a primeira zona de Brillouin e a representa
o espacamento da rede. Com a definicao de transformada e anti-transformada, podemos
calcular a versao continua de cada termo de nosso hamiltoniano (2.18). Como passo inicial,
faremos a transformacao do termo de interacao de troca ferromagnética, que em nosso

modelo, descrevemos por
. =—JY m(r)- (m(r+;e) +m(’r—|—gj)), (3.3)

lidaremos a principio apenas com o termo Hge, = >, m(r) - m(r 4 &) referente a direcao
& em nosso plano, pois por semelhanca, vamos obter uma expressao para a direcao ¢. Deste

modo, escrevemos m(r) e m(r + &) a partir de sua anti-transformada (3.2) resultando
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em

w/a 121, 2 1./ . o ) ,
Hz.p = a / %m(k)-m(k’)e“" 2N el (3.4)
—7/a ™

r=—oo

A soma em (3.4) pode ser escrita a partir de uma Delta de Kronecker entre k e k’. Como
a rede ¢é infinita (limite termodinamico), transformamos esta Delta de Kronecker em uma
Delta de Dirac entre k e k' no continuo para escrever

™ Pld2k! o
oo = o [ S nll) i) 5k + ). 35)

—7/a
Usamos aqui uma aproximacao em longos comprimentos de onda, isto significa que nosso
parametro de ordem m(r) nao possui variagdo significativa em pequenas escalas de
comprimento. Desta forma, aproximamos nossos limites de integragao sobre todo o espaco
reciproco e recorremos a propriedade de filtragem da delta de Dirac juntamente com o

fato de que m(—k) = m*(k), provado imediatamente a partir de (3.1), para encontrar

Hace =" / N / e (3.6)
dexr — @ e . .
—7/aJ—7/a (27T>2

Escrevemos a exponencial a partir de fungoes trigonométricas utilizando a féormula de

Euler. Como a fungao sen(x) é impar e a integral é realizada sobre um intervalo simétrico
com uma fungao par |r(k)|?, sabemos que este termo nao contribui para a integral, tendo
resultado nulo. Sendo k - & = k,a e dado que na aproximacao em longos comprimentos de

onda temos que k,a < 1, expandimos a funcao cosseno até primeira ordem nao trivial

> d’k 1 k2
H:i:ex:4 —Ak2___w 3.7
R (37)
e por semelhanca, escrevemos para a direcao 4,
> &’k 1k
Hger = : j) = a' nk)? | = -2 .
o= Somry (e 9) =t [ SRR 5 Y] 6
Para a interacao de troca ferromagnética total temos
* d’k K2 2
H,, = Ja' k) | = — = 3.9
[ g |5 - 2 )

onde o termo constante de (3.9) é imediatamente obtido no espago real através de sua
anti-transformada. Para encontrar o termo que depende de k no espaco real, utilizamos o

fato de que

| vy =t [ SR (3.10)

o0 —o
obtendo por fim, a interagao de troca ferromagnética no espaco real em sua versao continua

Moo= [ | STmir)? = 2 imir)]. (3.11)

[e.o]
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Faremos o uso do mesmo procedimento para encontrar a interacao de Dzyaloshinskii-
Moriya em sua forma continua, de modo que agora, a expressao que nos interessa no

hamiltoniano é dada por
Hpy =-D) [(m(r) xm(r+&))- &+ (m(r) x m(r+9)) - y} : (3.12)

De forma andloga, podemos calcular a transformada para a direcao & e por semelhanca,
encontrar uma expressao para a direcao g. Utilizamos portanto, a defini¢ao (3.2) para
escrever

o0

w/a J21. 92 1./ ‘ ,
Hapy = —a'D & - [/ % e* 2 (m(k') x m(k))] D el (313)
—7/a ™

r=—00

utilizando novamente a delta de Dirac e a aproximacao em longos comprimentos de onda,

integramos sobre uma das variaveis para encontrar

2 /o ko ‘k:%
Hapy = —a D/_m/m - (1(—k) x (k). (3.14)

Como agora (k) x m(—k) é uma fungao fmpar, apenas o seno sobrevivera a integragao
sobre todo o espago apds utilizarmos a formula de Euler. Sabendo que k,a < 1, expandimos

o seno até primeira ordem nao-trivial para obter

Hgpy = a’D /Z (;lﬂl;(—mkx:i:) - (m(=k) x m(k)), (3.15)

por semelhanca, para a transformacao em ¢ temos

Hyonr = a®D / Z (ZW’;Q(—iaky'g) (=) x 17(k)). (3.16)

Como k = k,& + k,g, escrevemos enfim, o termo completo de Dzyaloshinskii-Moriya no

espago reciproco
9 * &’k , . .
Hpy =aD - W(—zak} - (m(—k) x m(k)). (3.17)

Torna-se necesséario neste momento reescrever (3.17) no espaco real, e para isso, observamos

que

V x m(r) = a’ /_ Z (;iﬂ"; (ik) x m(k)e™™, (3.18)

e portanto, realizamos a seguinte transformada de Fourier

/_OO d’r m(r) - (V x m(r)) = a® /°° d’k

) k) (il x (k) (3.19)
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Recorremos a propriedade do produto escalar triplo para reorganizar (3.19) em

/Oo d*r m(r) - (V x m(r)) = a* /00 gﬁl;(—ik) - (m(—k) x m(k)), (3.20)

onde reconhecemos (3.17) e escrevemos a interagao de Dzyaloshinskii-Moriya no espago

real em sua versao continua
D [>~ ,
Hpm = — d*r m(r) - (V x m(r)). (3.21)
a’ —00

O mesmo procedimento ¢é realizado para os termos referentes ao campo magnético externo
e a anisotropia em nosso modelo. Como o resultado de ambos ¢é obtido de forma trivial,

escrevemos por fim, o hamiltoniano completo para o espaco real em sua forma continua

He [ [ () + Zm(r) - (V X m(r))

— hem(r) — 2o lm(r)P + S jm. ()| (3.22)

com a assumindo o papel do espagamento da rede enquanto m(r) é a magnetizagao
local do sistema, representando o parametro de ordem em nossa analise de campo médio
variacional. Com o hamiltoniano em sua forma continua definido por (3.22), voltamos
a nossa atencao para a construcao de um funcional completamente adimensional para
a energia livre. A adimensionalizacao deste funcional nos permitira analisar e construir

numericamente o diagrama de fases deste modelo no capitulo 4.

3.2 ADIMENSIONALIZACAO

No capitulo 2, escrevemos nosso funcional energia livre (2.29) em uma versao
discreta, na secao anterior, obtivemos uma forma continua da parte energética de nosso
modelo. A parte entrépica é dada pela expressao (2.19) e vamos tratd-la numericamente
no capitulo 4 para cada estrutura modulada, portanto, o objetivo desta secao é obter
uma forma adimensional deste funcional energia livre. Desta forma, substituimos a parte
energética de (2.29) por (3.22) para escrever nosso funcional energia livre em sua forma

continua

Fim(r) = [ der [g (V) + Zm(r) - (V x m(r))

— hem(r) - Spm(r)? + aim () - S| (329

Procuramos agora encontrar uma expressao adimensional para o funcional (3.23), de

tal forma que seja possivel descreveé-lo através do menor ntimero de parametros livres.
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Esta transformagao torna-se extremamente 1til no estudo numeérico do sistema, dado que
precisamos definir valores para estes parametros. Deste modo, almejamos construir uma

expressao da forma
F=H-TS, (3.24)

onde o simbolo #il indica variaveis e expressoes adimensionais. Como procedimento padrao,
escolhemos uma escala de densidade de energia caracteristica para o sistema, baseando-se
na razao entre a escala de energia da interacao de troca ferromagnética e da interagao de

Dzyaloshinskii-Moriya indicada por

Ey

D [ 4"2] | (3.25)

“ e | D2
que possui dimensoes de [Energia/(Comprimento)?]. Esta é uma escala de densidade
de energia caracteristica para este tipo de sistema, ja que nos permite identificar o
regime em que estamos trabalhando através da razao entre o acoplamento simétrico e o
acoplamento anti-simétrico. No capitulo 4, vamos desenvolver e descrever as fases presentes
no sistema, onde sera necessario caracterizar espacialmente a magnetizacao através de
fungoes periddicas (modulagoes). Sendo assim, uma forma apropriada para descrever uma

modulacao é dada pela expressao
m(r) ~ Y cicos (ki T;), (3.26)

no qual as constantes c; representam os modos de expansao da solucao proposta e k;
¢é o vetor de onda conjugado a r; no espaco reciproco. Para nos ajudar a completar a
adimensionalizagao do funcional (3.23), é necessério definir o vetor de onda caracteristico
das modulacoes. Com a finalidade de alcancar este objetivo, definimos aqui uma solucao

padrao de modo tnico da fase helicoidal [73,97] por
m (1) pe = ¢1 cos (kx)Z2 — ¢y sen(kx)g. (3.27)

que sera discutida com detalhes em uma secao do capitulo 4. Para calcular o vetor de
onda caracteristico, inserimos a modulagao (3.27) em nosso funcional (3.23) a campo nulo

e tomamos a derivada em relagao a k para obter

D
kmin = —. 2

Desta forma, observamos que dimensionalmente, &y, ~ [Comprimento|™ e portanto,

definimos as seguintes quantidades adimensionais

k

kmin

E’:

3!

= kmmr, (329)

)
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0 que nos permite reescrever uma solucao modulada de forma adimensional
m(7) ~ Zci cos (l;:Z . Fi> . (3.30)

Tomando entao a razao H/Ey para o termo de troca ferromagnética H., temos

H a2.J? 42771 4J21 71
=2 = 1 =k 2 |14+ — 3.31
e[S I =4 [ (331)
para o termo de Dzyaloshinskii-Moriya encontramos
Hpy  2aJ 45217 . 45217
= 1 =2k |1+ — .32
EO D |: + D2 :| min + D2 ’ (3 3 )

no termo que carrega uma parte da expansao da interagao de troca, observamos que

H —4J? 45277
£ — 1+ — . (3.33)
Ey D? D?

Na interagao com o campo externo e para a anisotropia, definimos imediatamente
as seguintes variaveis adimensionais
h - b

h=—— b= ——r 3.34
que representam parametros ligados ao campo magnético externo e o peso energético da
anisotropia do sistema respectivamente. Observamos ainda, que a seguinte quantidade se

destaca naturalmente nos diferentes termos da nossa energia livre

42171

que ¢ de fato adimensional, definindo o parametro livre de interesse deste sistema. Analisa-
mos agora os limites para o qual este parametro é valido. Observe que seu valor depende
exclusivamente da razao entre o peso da interacao de troca ferromagnética e do peso da
interagdo de Dzyaloshinskii-Moriya, desta forma, no limite em que J/D >> 1, ou seja, no
regime em que a interacao de troca ferromagnética se torna extremamente forte em relagao
a interagao DM, o parametro « assume o valor nulo. Quando estamos no regime em que
a interagdo DM é muito mais intensa que a interacao de troca, temos que J/D << 1 e

portanto, o parametro « possui o valor um. Escrevemos entao,
0<a<l, (3.36)

que sera nossa referéncia para identificarmos o regime em que estamos trabalhando durante
este estudo. Lembramos ainda que, para o gradiente e o rotacional, precisamos transformar

as suas derivadas,

— = kpin—-. 3.37
dr dr ( )
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Por fim, de maneira semelhante a escala de energia do sistema, definimos uma escala
caracteristica de temperaturas, onde utilizamos novamente os parametros J e D para
escrever
D? 4.J?
kply = — |1+ —|. 3.38
Y { D? (3:38)
Esta escala de temperatura é escolhida de tal forma que a temperatura critica do sistema
com anisotropia nula (b = 0) seja T, = 1. Em seguida, definimos a seguinte variavel
adimensional T = T /Ty, de tal forma que juntamente com a escala de energia, obtemos
keT  kpToT 2.

= =-T. 3.39
a2E0 a2E0 3 ( )

Tendo definido as escalas de energia e temperatura de interesse neste sistema, rescrevemos

o funcional energia em sua forma adimensional completa

[e.e]

Fi() = |

—00

&7 [a (ﬁm(f))? + 20 m(F) - (6 x m(%))
—h-m(F) — (1 — a)|m(#)|? + bjm.(7)]> + %TS’[m(fF)]] : (3.40)

onde redefinimos a energia livre adimensional por F = Fk2,, /Ey. Desta maneira, estamos
prontos para trabalhar com as fases presentes no modelo e encontrar a organizacao das
mesmas a partir de seu diagrama de fases. E importante notar que a partir deste ponto em
nosso trabalho, utilizaremos varidveis adimensionais sem carregar a notacao com simbolos

€XCessivos.
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4 FASES E MODULACOES

Possuindo o funcional energia livre em sua forma adimensional, podemos agora ana-
lisar as fases presentes em nosso sistema. O objetivo inicial deste capitulo é propor solucoes
moduladas que correspondem as diferentes fases do sistema e inseri-las na expressao (3.40).
Com as solucoes moduladas e suas respectivas energias livres bem definidas, realizamos a
minimizacao para valores de interesse dos parametros do sistema. Ao analisarmos a energia
livre minimizada de cada solucao, podemos comparar os seus valores a cada ponto em um
espaco de parametros de interesse, e desta forma, construir nosso diagrama de fases.

Para a consideracao das fases presentes, encontramos na literatura que a competicao
entre a interagao de troca magnética e a interacao de Dzyaloshinskii-Moriya resulta em
texturas magnéticas [33,34,37,38] nao triviais, que conhecemos como a fase helicoidal e a
fase de skyrmions. Como estamos considerando a acao de um campo magnético externo,
sabemos que existem campos de saturacao, onde todos os spins se alinham com o campo
magnético para minimizar a energia livre do sistema, conhecida como a fase magnética
homogénea. Por fim, o ansatz da solucao homogénea pode ser menos restritivo em campos
magnéticos menores, permitindo que os spins tenham projecoes no plano, resultado em
uma fase magnética inclinada (canted).

Apés a construgao da energia livre de cada fase do sistema, abordamos brevemente as
consideracoes numeéricas para a determinacao do diagrama de fases. Em seguida, discutimos
e analisamos os resultados obtidos, através das propriedades e informagoes qualitativas

fornecidas pelo diagrama de fases de nosso sistema.

41 FASE HOMOGENEA

A fase homogénea ocorre em geral para campos magnéticos expressivos, onde os
spins tendem a se alinhar com o campo magnético externo. Este alinhamento promove uma
configuragao homogénea, ordenando todos os spins em uma mesma diregao. Escolhemos
alinhar o campo magnético externo de maneira perpendicular ao plano do sistema e

portanto, definimos
h =(0,0,h) = hz, (4.1)

que sera a escolha utilizada ao longo deste trabalho. Sabemos que na fase homogénea, todos
os spins estao alinhados com o campo magnético e parece natural descrever a magnetizagao
a partir de uma constante na direcao do campo externo, tendo em vista que a solucao é
homogénea e nao varia espacialmente. Deste modo, escrevemos a magnetizacao local da

solugao homogénea por

Mpom = (0, 0, Co) = 002. (42)
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Em posse da solugao que descreve a fase homogénea, podemos utilizar a expressao (3.40)
e construir sua energia livre. E importante notar aqui, que como nao ha variacao espacial
para a solucao homogénea, parte do termo oriundo da interacao de troca ferromagnética e

a interacao de Dzyaloshinskii-Moriya sao trivialmente zeros, restando apenas a expressao

]:"[m(r)] = /OO d*r [—h ~m(r) — (1 — a)|m(r)]* + bjm.(r)|* + %S[m(r)]] . (4.3)

—0o0

Para os trés primeiros termos da expressao, inserimos a solugao da magnetizagao homogénea
(4.2) para obter

+¥ / d*rSMpom). (4.4)

—00

J—?hom - / d2’l" [—hCO + (Oé -1+ b)C?)

Embora a energia livre do sistema seja infinita, o seu valor em unidade de area é finito. Esta
¢ a quantidade que procuramos para identificar qual fase é termodinamicamente relevante

em cada ponto do espaco de parametros em nosso modelo. Deste modo, escrevemos

From [ dr 2T [> dr
I _/ 7 + ?/Oo TS[mhom]’ (4-5>

—hcy+ (a — 1+ b)c;

—00

sendo A o equivalente a area do sistema, ja adimensional neste caso, e redefinimos a
energia livre Fpom/A — From pela sua densidade. Como a magnetizagao local desta
solugao é constante e a entropia é um funcional do médulo da magnetizacao dado por

(2.28), integramos para obter
. , 2T
Fhom = —hco + (¢ — 1+ b)cg + ?S[Co], (4.6)

que é a expressao desejada para a densidade de energia livre da fase homogénea. Note que,
possuimos apenas ¢y como parametro variacional a ser minimizado neste caso. Seguiremos
o mesmo procedimento para encontrar uma expressao equivalente para as outras fases do

sistema.

4.2 FASE INCLINADA

A fase inclinada é em esséncia uma fase homogénea, porém aqui, permitimos ao
ansatz da nossa solucao uma liberdade maior. Como estamos tratando com spins de
Heisenberg, admitimos a possibilidade destes estarem inclinados em relagao ao plano como
solugcao de minima energia livre no sistema, possuindo assim uma magnetizacao descrita
espacialmente por uma componente paralela ao campo externo, bem como uma projecao
no plano da amostra. Propomos portanto, uma solugao espacial para a magnetizacao local

da seguinte forma

Mean = (€1,0,¢0) = a1 & + ¢ 2, (4.7)
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onde c¢; representa a componente da magnetizacao ao longo do plano do sistema. Da
mesma forma que na segdo anterior, a partir da expressao (3.40), utilizamos o ansatz
proposto para a solu¢cao homogénea inclinada no calculo de sua energia livre. Notamos
novamente, que nossa solucao nao varia espacialmente, o que indica que parte do termo de
interacao de troca ferromagnética e a interacao de Dzyaloshinskii-Moriya sao de fato nulos,
como esperariamos de uma solucao homogénea. Escrevemos portanto, a sua densidade de
energia livre por

N < d?p
fcan—/ 7

—00

o) 2
s d—"'S[mm]. (4.8)

—hey + (a — 1)(cg + ¢]) + bep 2 1

—00

Novamente aqui, a magnetizagao local é constante e portanto, integramos (4.8) para obter

a densidade de energia livre da fase inclinada

~ 2T /
Fean = —hco + (Oé - 1)(0(2) + C%) + bcg + ?S[ Cg + C%] (49)

Neste caso, os parametros variacionais sao descritos por ¢y e ¢;, que competem
entre si para minimizar a energia livre desta fase. Observe que, no limite em que o campo
magnético externo é muito alto, a amplitude projetada no plano ¢; tende a zero, enquanto
¢o alinhado com o campo externo, atinge seu valor maximo, recuperando assim, o resultado

da fase homogénea em (4.6) como esperdvamos do comportamento deste regime.

4.3 FASE HELICOIDAL

Nesta secao do texto, iremos trabalhar para encontrar a solucao da terceira fase
disponivel no modelo, a fase helicoidal. O vetor magnetizacao local desta fase descreve
uma hélice quando nos movemos em uma dada dire¢ao no plano da amostra, enquanto
que em uma direcao perpendicular a esta, a magnetizacao é homogénea, como pode ser

observado na figura 3. Propomos portanto, uma solu¢ao modulada [73,97] do tipo

n

M(T)het = Y (cj cos (k; - r)ny + d;sen(k; - r)nz), (4.10)
5=0

onde utilizamos aqui os resultados obtidos no capitulo anterior para de fato adimensionalizar
o argumento das fungoes periddicas. A soma é realizada sobre o nimero n de modos de
Fourier, conhecidos também como harmonicos da expansao. Como a solucao helicoidal
possui um sentido preferencial de rotagao na formagao de sua hélice, precisamos definir
com cuidado os vetores que compoe (4.10). Para garantir isto, sabemos da literatura [73,97]
que g, 12 e k; devem ser perpendiculares entre si, onde 14 e ng sao vetores unitarios.

Deste modo, definimos a direcao e o sentido do vetor n; da seguinte maneira

ny = (0,0,1) = 2. (4.11)
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Na fase helicoidal, o vetor k; = jk ¢ descrito pela sua multiplicidade na direcao preferencial

de movimento. Escolhemos portanto um vetor k perpendicular a nq,
k =Fko(1,0,0) = ko. (4.12)

Por fim, ny é escolhido como um vetor unitario perpendicular a n; e k simultaneamente,

k X nq
neg=——"-—=(0,—-1,0) = —1. 4.13
2 ‘kx 1’ ( ) Y ( )

Com a definicao dos vetores que fazem parte do nosso ansatz, escrevemos a solugao
helicoidal do nosso modelo

n

m(T)het = Z (cj cos (jkox)2 — d; sen(jkox)g}) (4.14)

=0

E importante notar aqui, que propomos uma solucao menos restritiva em relagao a

04

10

02

-10

Figura 14 — Gréfico de densidade da magnetizacdo em £ (mapa de cores) bem como o fluxo
da magnetizacdo no plano em aproximacao de modo unico (n=1) com ¢y = 0,
01:d1:0.5ek0:1.

encontrada normalmente na literatura [73,97]. Permitimos amplitudes distintas para as
diferentes direcoes da expansao, onde ainda na minimizacao de nossa energia livre, temos
a possibilidade de recuperar o caso em que c; = d;, se esta configuracao for a de menor
energia. Para verificar que esta solucao possui o comportamento helicoidal, fazemos um

grafico do vetor magnetizagao local, que mostra em uma escala de cores a componente
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na direcao Z superposto as linhas de campo de magnetizacao ao longo do plano xy.
O resultado pode ser observado na figura 14, onde o fluxo no plano é periédico como
esperavamos, possuindo spins de sentidos opostos separados por paredes de dominio. A
figura refere-se a uma aproximagao de modo tnico para a modulagao (n = 1), mas serve
como referéncia qualitativa para garantir a coesdo da solu¢ao proposta em (4.14).
Partindo agora de nosso funcional adimensional (3.40), vamos calcular as contri-
buigoes das interagoes utilizando a solugao modulada (4.14). Como nossa solugao varia
espacialmente, os termos que antes eram nulos agora contribuem para a energia livre.
Porém, ao inserirmos a solucao modulada no funcional, notamos a presenca de termos
oscilatorios e constantes em nossas integrais. Como estamos no limite termodinamico, os
termos oscilatérios na energia livre sao subdominantes frente as contribuicoes que crescem
linearmente com o tamanho do sistema. Desta forma, as contribuicoes oscilatorias nao sao
relevantes neste limite e portanto, encontramos para a densidade de energia livre da fase

helicoidal a seguinte expressao

B n 02 n
Fhet = — heg + (o — 1)0(2) + b(cg + Z 5J> + —2aky chjdj

Jj=1 Jj=1
2 2 oT d2r
_ J _J - -
+ E ( (jko 1 1) (2 + 2)+ 3 /OO I SIm(7)pet]- (4.15)

Como nesta fase a magnetizacao local varia espacialmente, vamos resolver a integral
envolvendo a entropia através do método de quadraturas de Gauss-Legendre. A expressao
obtida precisa ainda ser minimizada usando como parametros variacionais c¢;, d; e k.
Através desta minimizacao, sera possivel encontrar o perfil de equilibrio da solugao dentro

da aproximagao de campo médio variacional, assim como de sua energia livre.

4.4 FASE DE SKYRMIONS

Chegamos enfim a tultima configuragao que iremos considerar em nosso modelo.
Utilizamos o mesmo tipo de solu¢ao (4.10) para a fase de skyrmions, mas de maneira
distinta da fase helicoidal, a solucao de skyrmions é construida a partir de trés vetores de
onda k no plano xy que possuem um angulo de 27/3 entre si [23]. Um conjunto simples

que descreve esta construcao ¢ dado por
1 V3 1 3
kl :k,‘o(l,O); kzzko(—ﬁ,g); k3:k’0(—§,—\/7_>, (416)

com ko representando o médulo de seu vetor k; associado. O conjunto em (4.16) é suficiente
para uma descri¢ao de modo Unico, porém, estamos interessados em generalizar nossa

solugao em amplitudes de Fourier, como fizemos na fase helicoidal. Para acomodar nossa
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solugao generalizada, escrevemos os vetores de onda como

klm = k'() (lel + m62>, (417)

onde [ e m sdo numeros inteiros e definimos os vetores

1 \/5)

- XY= 4.18
2 (418)

e1=(1,0); ez = (

Observe que, agora nao somente as direcoes principais sao relevantes, mas suas com-
binagoes lineares devem ser levadas em consideragao para a construcao correta da solucgao.

Descrevemos portanto, a solucao em n modos para a textura de skyrmions,

n

m(T)aky = D (Clm cos (Kim * 7)Nim1 + di sen(Kimn - r)nzmz>, (4.19)

I,m=0

onde para cada amplitude da expansao harmonica, definimos um conjunto { Ky, "im1, Mima }

de vetores perpendiculares entre si, de modo que o produto

klm : (nlml X nlmZ)a (420)

deve manter o mesmo sinal e preservar a quiralidade da solucao.

e o o o
€3 e € €

e o o o o o o o
€ €7 €9 &y €y w n 0s

Figura 15 — Padrao triangular demonstrando as diferentes possibilidades de combinagoes dos
vetores de onda para um nimero de modos com n = 10 [15], onde consideramos o
caso em que ¢, = djy,. Aqui a contagem de harmonicos relevantes é realizada da
esquerda para a direita (partindo de ¢p) em ordem de surgimento.
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A combinagao de vetores de onda da expressao (4.17) define uma rede triangular
dada pela figura 15, onde usamos uma expansao harmoénica em n = 10 e consideramos o
caso em que ¢, = d;,, para a analise que faremos a seguir. Como podemos observar, a
solugao completa deve respeitar as simetrias de uma rede triangular, desta forma, nem
todos os modos da expansao harmonica sao totalmente independentes. O padrao triangular
revela trés distintos grupos através da degenerescéncia de seus modos harmonicos. O
primeiro grupo é descrito pelo modo de Fourier trivial ¢y (ponto azul na figura 15),
localizado no centro do padrao triangular e possui degenerescéncia um. O segundo grupo é
descrito por modos que estao em diregoes preferenciais (pontos verdes na figura 15) com
0 =0e6=mr/6, que através da simetria do padrao triangular, apresenta degenerescéncia
seis. Enquanto, por fim, o tltimo grupo de modos (pontos vermelhos na figura 15) na
expansao harmonica é descrito pelos vetores de onda em 6 € (0,7/6) que por argumentos
de simetria, possuem degenerescéncia doze.

Para a escolha de dez modos harmonicos (1., = 10), um total de n = 331 modos
compreendem todas as possibilidades de vetores de onda no padrao triangular. Apds
nossas consideragoes de simetria, identificamos que o nimero de modos independentes
necessarios para a construcao da solucao é reduzido para n = 35 modos. Esta andlise se
torna importante para a minimizagao de nossa solugao (4.19), ja que possuimos o dobro
de harmonicos (¢, # diy,) em nossa consideragao. De maneira semelhante a construcao da
solucao helicoidal, definimos o vetor my,,1 na direcao Z, enquanto o vetor 1,2 é descrito

pelo produto vetorial

klm X Mym1

Nim2 — (421)

‘klm X nlml"

que agora possui uma diregao especifica para cada vetor de onda considerado na construcao
da solucao de skyrmions. Para testar nossa solugao, construimos um grafico de densidades
semelhante ao da fase helicoidal para confirmar o comportamento da textura magnética
de skyrmions. O resultado estd exposto na figura 16.

Como sabemos construir a combinacao dos vetores de onda para a solucao de
skyrmions, basta realizarmos a contagem correta de modos independentes com as suas
degenerescéncias e implementar a solugao em (3.40). Usamos um argumento similar ao
da fase helicoidal em relacao as funcgoes oscilatérias na integragao para obter o seguinte

funcional densidade de energia livre

n 2 n
~ Cm
fsky:—hCO—f—(CY—l)C%—f—b C%‘I—Zl? —GQchmdlm|klm|

Ilym Lm

n 2 2 oo 2
9 ¢, . dn. 2T d*r
+3 ;m allkyn] — 1) —1 <—2 +5 ) + 5 /OO o SIm(7r)skyl, (4.22)

onde sera necessario utilizar o método de quadraturas de Gauss-Legendre para resolver

a integral relacionada a entropia desta fase. Novamente, a expressao (4.22) precisa ser
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Figura 16 — Gréafico de densidade da magnetizacao para a solucao de skyrmions em 2 (mapa de
cores) bem como o fluxo da magnetizagao no plano em aproximagao de modo tinico
comcg=0,ci=d; =05ek=1.

minimizada em relagao a seus parametros variacionais para que seja possivel encontrar
o perfil de equilibrio da energia livre associada a esta fase. Em posse do funcional que
descreve todas as fases presentes em nosso modelo, voltamos a nossa atencao ao célculo

da temperatura critica, fundamental na determinagao do diagrama de fases.

45 TEMPERATURA CRITICA

Dedicamos nesta se¢ao um espago para o calculo da temperatura critica de nosso
sistema. Para encontrar a temperatura, devemos analisar o comportamento dos coeficientes
dominantes das solug¢oes moduladas, desta forma, escolhemos trabalhar com a solucao
helicoidal em aproximacao de modo unico. Em relagao a entropia, faremos uma aproximagcao
até quarta ordem de sua expansao, isto sera suficiente para encontrar o comportamento
critico que desejamos. Inserimos a solugao (4.14) na aproximagao de modo tnico em nosso
funcional energia (3.40) para observarmos o seu comportamento em relagao aos termos

dominantes a campo nulo

- 2 d2
Fhet ~ [(a=1)+b+aks+T % —2akocrdy + |(a— 1)+ aki + T 51 (4.23)
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de onde escrevemos uma matriz a partir dos coeficientes ¢; e dy,

012
el by T —aky

2
- ok? T
—Oé]{?() _(a21) + —l;O —+ 5

A= . (4.24)

Como estamos interessados na instabilidade do sistema, procuramos o momento em que

pelo menos um destes autovalores se torna negativo, identificando o ponto em que a solucao

homogénea trivial de ¢; = d; = 0 deixa de ser um minimo local. Deste modo, analisamos o
)

comportamento do menor autovalor associado a matriz

1
— — 24 20+ b+ 20k — /12 + 160242 + 2T | (4.25)

Em seguida, observamos que o autovalor depende de kg, um parametro variacional. Sendo

assim, tomamos a derivada de (4.25) em relagao a kg para encontrar seu valor minimo,

J16a% — 32

ko = 4.26
0 4o ( )
Substituimos (4.26) em (4.25) e analisamos o comportamento limite em que A_ = 0 para
estudar a instabilidade e encontrar a temperatura critica de nosso modelo
b(8a — b)
T.=1———=. 4.27
16 ( )

A temperatura critica do sistema depende nao somente do nosso parametro livre o, mas
também de sua anisotropia b. Com todas as ferramentas preparadas, analisamos o modelo

a partir de uma perspectiva numérica na proxima secao.

46 CONSIDERACOES NUMERICAS

Dedicamos esta secao do texto para discutir sobre as consideracoes numeéricas de
nosso trabalho, comecando pela entropia do sistema. Como vimos na secao sobre campo
médio variacional, podemos escrever a entropia (2.28) a partir da magnetizacao local
do sistema. Sabemos ainda, que para o nosso modelo, o médulo da magnetizagao esta
compreendido em |m/| € [0, 1], de tal forma que criamos uma lista dos valores da entropia
baseados neste intervalo. Em posse do par ordenado formado por valores da magnetizagao
e entropia, interpolamos esta lista para criar uma expressao para o funcional da entropia
em relagao a magnetizacao local do sistema. Desta forma, na densidade de energia livre da
fase homogénea (4.6) e inclinada (4.9), basta substituirmos o médulo de sua respectiva
magnetizacao local dentro desta expressao para encontrarmos a entropia. Para a fase
helicoidal (4.15) e a fase de skyrmions (4.22), escrevemos a entropia a partir de uma soma,
discreta usando o método de Gauss-Legendre.

O codigo que minimiza numericamente a densidade de energia livre correspondente

a cada fase em nosso sistema foi construido com a ajuda do software Mathematica. O
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programa desenvolvido usa como parametros de entrada os valores correspondentes ao
acoplamento do modelo «, o campo magnético h, a temperatura T e a anisotropia b.
Apéds o processo de minimizacao, identificamos a solugao com a menor densidade de
energia livre entre os diferentes ansatz. Como exemplo do processo de construcao do
diagrama de fases, fixamos os valores de anisotropia e do parametro livre a e usamos como
referéncia as variaveis em campo e temperatura. Fornecemos valores especificos para 1T’
e h que formam um par ordenado e o ponto de interesse a ser estudado. Com todos os
parametros definidos, utilizamos a fungao que construimos no Mathematica para minimizar
os funcionais referentes as distintas fases, que nos revela a configuracao preferivel pelo
sistema dadas as condigoes dos parametros fornecidos.

Para otimizar a construcao do diagrama, analisamos apenas a linha critica que
separa as configuragoes possiveis do sistema, para isso, fornecemos um ponto inicial no
eixo das abscissas Ty bem como um ponto inicial para o eixo das ordenadas hg, formando
um par ordenado no diagrama, cuja caracteristica particular é de estar a uma iteracao
de atravessar a linha critica e passar de uma fase para outra. Este ponto é encontrado
manualmente em uma primeira andlise do diagrama de fases. E possivel esbogar um
diagrama deste modo de maneira vertical, tomando iteragoes no valor de h, ou entao
horizontalmente, tomando iteragoes para os valores de 7. Em nosso caso, escolhemos
iteragoes verticais, o que significa que o par ordenado inicial (Tp, hg) estd em uma das fases
do modelo, e ao adicionarmos uma iteragao ao par ordenado (7, ho + Ah), atravessamos a
linha critica e nos encontramos em uma fase distinta da anterior como podemos observar

na figura 17.
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Figura 17 — Exemplo qualitativo de como os pontos sao escolhidos juntamente com a iteracao
a ser realizada. Quanto maior for a resolucao escolhida para desenhar o diagrama,
melhor sera o resultado da linha critica.

Ao atravessar a linha critica, marcamos o ponto imediatamente antes da transicao
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para construir a linha no diagrama de fases. Apés encontrar um ponto que pertence a linha
critica, realizamos uma iteracao agora no eixo das abscissas para AT e utilizamos o mesmo
procedimento para encontrar o préximo ponto da linha critica efetuando iteragoes para Ah.
Observe que, ao encontrar o ponto inicial da linha critica, os outros pontos sao descobertos
realizando as iteracoes necessarias de uma maneira mais direta, adicionando ou subtraindo
Ah do ponto de interesse. Para realizar a minimizacao do funcional, precisamos fornecer
pontos iniciais para todas as varidveis a serem minimizadas, desta forma, ajudamos ainda
o tempo de construcao do diagrama guardando e utilizando o minimo encontrado para os

pontos anteriores da linha critica, tornando a minimizacao do funcional mais efetiva.

4.7 DIAGRAMA DE FASES

Com os detalhes técnicos discutidos, devemos nos preocupar agora com o numero de
modos harmonicos a serem usados em nossa expansao. Torna-se importante encontrar um
equilibrio entre o nimero minimo de modos harmonicos que descrevem qualitativamente o
sistema, sem que isso comprometa o tempo de processamento do nosso cédigo. Para realizar
este teste, escolhemos esbocar um diagrama de fases de campo magnético por temperatura
(h xT), onde escolhemos a anisotropia com um valor nulo b = 0 e o parametro livre o = 0.2.
Comparamos para este diagrama a linha critica gerada por n = 5 (circulos vermelhos
na figura 18) e n = 10 (quadrados azuis na figura 18). A resolugao do diagrama é dada
por Ah = 0.0001 para o eixo das ordenadas, enquanto que para as abscissas utilizamos
AT = 0.001. Observamos imediatamente que nao ha nenhuma diferenca qualitativa entre
os diagramas. Apesar da solucao de n = 10 possuir mais modos, o que significa obter um
melhor resultado para a minimizacao das energias, a média de diferenca entre os pontos
(campo critico h.) da linha critica que separa a fase homogénea da fase de skyrmions é
dada por 0.20% enquanto que para a linha critica que separa a fase de skyrmions e a fase
helicoidal a diferenca média é dada por apenas 0.07%.

Para a solucao de cinco modos, a fase de skyrmions possui um total de 23 modos
relevantes, enquanto na expansao de dez modos, saltamos para 73 modos relevantes. Este
aumento significativo no niimero de modos é diretamente refletido no tempo de minimizagao
das solucoes. Enquanto que a minimizagao de um ponto no diagrama em n = 5 leva
em média 40 segundos, a minimiza¢ao de n = 10 demora em média 2700 segundos, o
que em principio nao justifica a escolha de uma expansao com n > 5. Para confirmar
as nossas suspeitas, construimos um grafico da energia em fun¢ao do ntimero de modos,
bem como o campo critico em funcao do niimero de modos que esta exposto na figura
19. Observamos que a partir da solucao de trés modos, tanto a energia quanto o campo
critico assumem um valor bem proximo daquele de uma expansao com modos superiores.
Como era de se esperar, a solucao de modo tnico nao é suficiente para caracterizar de

maneira correta a expansao. Desta forma, devido a falta de efeitos qualitativos e pequena
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Figura 18 — Diagrama de fases teste para b = 0 e @ = 0.2 onde a regiao I representa a fase
helicoidal, IT a fase de skyrmions e III a fase homogénea. Os pontos vermelhos
(circulos) no diagrama representam a linha critica gerada pela expansao de cinco
modos de Fourier (n = 5) enquanto que os pontos azuis (quadrados) representam a
expansao para dez modos (n = 10).
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Figura 19 — Dados da linha critica entre a fase homogénea e a fase de skyrmions (a) energia livre
em relagao ao nimero de modos (b) campo critico em relagdo ao nimero de modos.

diferenga entre os campos criticos das solugdes (menos que 1%), escolhemos construir os
diagramas trabalhando com a expansao em cinco harmonicos. Este mesmo comportamento

foi verificado para outros valores do parametro livre o em nossa analise.

4.7.1 Estado Fundamental

Estudamos agora as propriedades do estado fundamental em nosso sistema, para
isso, fixamos a temperatura em 7' = 0.01 e construimos o diagrama de fases analisando
campo magnético h e anisotropia b. Utilizamos uma resolucao de Ah = 0.0001 para o eixo

das ordenadas e Ab = 0.1 no eixo das abscissas. A figura 20 mostra os resultados obtidos
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para trés valores do parametros «, que correspondem a regimes distintos da razao J/D,

verificado na equagao (3.35).
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Figura 20 — Diagrama de fases para 7' = 0.01 com parametro livre (a) a = 0.2, (b) a =0.6 ¢
(c¢) o =1.0. A regiao I representa a fase helicoidal, IT a fase de skyrmions, IIT a
fase homogénea e por fim, I'V a fase inclinada.

Olhando para a estabilidade das fases em nosso sistema, notamos no diagrama de
a = 0.2 (figura 20a) que o efeito da anisotropia easy-azis, representado pela regiao b < 0,
penaliza as fases moduladas e favorece o alinhamento ferromagnético do sistema com o
campo magnético externo. A medida em que entramos na regiao de anisotropia easy-plane
onde b > 0, observamos que a fase de skyrmions existe em valores maiores de campo
magnético, demonstrando uma estabilidade maior da textura como descrito na literatura
34, 38]. E interessante notar que enquanto a fase helicoidal e de skyrmions existem em um
sistema com anisotropia easy-axis, a configuracao magnética de spins inclinados possui um
limiar anisotrépico, aparecendo no diagrama a partir de b > 0.5, dominando a regiao de
baixos campos magnéticos no sistema. Note ainda que em b = 0.5 estamos na fase inclinada
a campo nulo, conforme aumentamos o campo magnético para este valor de anisotropia,
temos uma transicao sequencial das fases inclinada-skyrmions-inclinada-homogénea. Como
em esséncia a fase inclinada é uma configuracao homogeénea, esperamos encontrar algum
tipo de reentrancia no diagrama de temperatura para este valor de anisotropia, tornando

este um ponto de interesse a ser estudado no futuro.
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Continuamos o estudo dos diagramas de anisotropia, onde aumentamos o valor
do parametro o = 0.6 (figura 20b) e esperamos encontrar uma regiao de estabilidade
maior da fase de skyrmions dado a relacao (3.35). Neste diagrama, observamos o mesmo
comportamento qualitativo do diagrama de a = 0.2, onde a anisotropia easy-azis favorece
o ordenamento ferromagnético enquanto a anisotropia easy-plane beneficia as fases modu-
ladas. Novamente, existe um limiar anisotrépico para a existéncia da fase inclinada, porém,
em um valor maior da anisotropia easy-plane, onde o mesmo comportamento reentrante é
observado. Como esperavamos, a fase de skyrmions se torna mais estavel com o aumento
do valor do parametro a.

Para encerrar a andlise dos diagramas de anisotropia, construimos um diagrama
com o parametro a = 1.0 (figura 20c), onde presenciamos um comportamento qualitativo
distinto dos outros diagramas, em que a fase inclinada desaparece completamente. Este
comportamento é facilmente explicado analisando o funcional de energia livre (4.9) para a
fase inclinada. A medida que nos aproximamos do valor de @ = 1.0, o termo que diferencia
a fase inclinada da fase homogénea se torna irrelevante no funcional e terminamos com a
mesma configuracao ferromagnética para o sistema; esta circunstancia nos leva a obter um

diagrama de fases que possui apenas a fase homogénea e as fases moduladas do sistema.

4.7.2 Temperatura Finita

Tendo examinado os diagramas de anisotropia em nosso sistema, podemos agora
analisar os diagramas de temperatura escolhendo valores de interesse de anisotropia para
serem estudados. Para ter uma caracterizagao completa do sistema, vamos escolher para
um mesmo parametro « trés valores distintos de anisotropia. Estamos interessados em
examinar o comportamento do diagrama para uma anisotropia easy-azis (b < 0), uma
anisotropia easy-plane (b > 0) e no terceiro caso, para anisotropia nula (b = 0). Como
observamos nos diagramas de anisotropia (figura 20), as fases moduladas deixam de existir
em valores muito negativos de b. Desta forma, para obter resultados coerentes para anélise,
escolhemos b = —0.3 para representar a anisotropia easy-axis e b = 0.3 para caracterizar o
comportamento easy-plane. Escolhemos o = 0.2, utilizamos a resolugao de Ah = 0.0001
para o eixo das ordenadas e AT = 0.001 no eixo das abscissas para construir os diagramas
que estao na figura 21.

O primeiro fato a ser observado nestes diagramas ¢ a existéncia da fase de skyrmions
na regiao de baixas temperaturas do sistema. Comportamento observado em resultados
experimentais e simulagoes para filmes finos [3, 5], distinto do comportamento observado
em trés dimensoes [23,27]. A estabilidade da fase de skyrmions em trés dimensoes é dada
por flutuagoes térmicas em um pequeno regime do diagrama de fases (figura 5), onde
observamos no trabalho de Kanazawa et al [26] que a diminuigdo da espessura da amostra
favorece a formacgao de skyrmions no sistema. Outro aspecto interessante do diagrama é

dado pelo crescimento da fase de skyrmions com o aumento da anisotropia easy-plane, que
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Figura 21 — Diagrama de fases para o parametro «

= 0.2 com anisotropia (a) b = —0.3, (b)

b=0¢e (c) b=0.3. A regido I representa a fase helicoidal, IT a fase de skyrmions e

IIT a fase homogénea.

pode ser observado sequencialmente na figura 21. Podemos construir outros diagramas,

agora variando o nosso parametro livre o. Encontramos porém, que os diagramas mantém a

mesma forma qualitativa, alterando apenas os campos criticos onde ocorrem as transigoes.

Para finalizar este capitulo, voltamos para a figura 20a e analisamos o ponto para

o qual a anisotropia assume o valor de b = 0.55. Como haviamos destacado anteriormente,

dado o comportamento do diagrama de anisotropia neste ponto, esperamos encontrar

algum tipo de reentrancia no diagrama de fases de temperatura. O diagrama estd exposto

na figura 22a. Confirmamos que as nossas suspeitas estavam corretas, de modo que obtemos

uma reentrancia para o diagrama de temperatura nessa regiao de anisotropia. Como a

configuracao inclinada do sistema é em esséncia uma fase homogénea, a reentrancia é dada

pela transigao sequencial inclinada-skyrmions-inclinada movendo-se ao longo do parametro

h para uma determinada regiao de baixas temperaturas. Outro detalhe interessante neste

diagrama, ¢ dado pelo fato de que nao ha estabilidade para a textura helicoidal neste valor

de anisotropia. O mesmo comportamento reentrante é observado na figura 20b, agora em

um valor distinto de anisotropia (b = 1.5).

Ao aumentarmos um pouco mais a anisotropia para o diagrama da figura 20a,

entramos em uma regiao onde nao existe uma configuracao de skyrmions no estado
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Figura 22 — Diagrama de fases reentrante em a = 0.2 para (a) b = 0.55 e (b) b = 0.65. A regido
II representa a fase de skyrmions, IIT a fase homogénea e I'V a fase inclinada.

fundamental. Esperamos portanto, que a fase de skyrmions se torne instavel a baixas
temperaturas a medida que aumentamos nossa anisotropia. Construimos portanto, um
diagrama em o = 0.2 e b = 0.65 para confirmar este comportamento (figura 22b).

Como esperavamos, nao existe fase de skyrmions para a regiao de baixas temperatu-
ras do sistema, por outro lado, ela se torna estavel a temperaturas mais altas. Desta forma,
o aumento da anisotropia no sistema para um parametro livre a < 1 diminui a estabilidade
da fase de skyrmions em um diagrama de campo por temperatura. Para a regiao de
temperaturas que possibilita a existéncia da fase de skyrmions, encontramos novamente
um comportamento reentrante quando nos movemos verticalmente variando o campo
magnético a uma temperatura constante no diagrama. Um comportamento semelhante ¢é
notado para o diagrama da figura 20b.

Como apontado no inicio deste capitulo, a informacao obtida através dos diagramas
de campo médio é de fato qualitativa. Estes diagramas descrevem apenas como a estrutura
local do nosso sistema esta distribuida ao longo do espago de parametros de interesse, e nao
fornecem nenhuma informagao sobre sua ordem posicional ou orientacional. Outro aspecto
importante desta discussao se deve a auséncia de flutuagoes térmicas em nossa descrigao de
campo médio. Como sabemos, estas flutuagoes assumem um papel fundamental em sistemas
bidimensionais [88,89], onde tanto a ordem posicional quanto a orientacional podem ser
facilmente destruidas a partir de sua consideracao. A falta da descricao de quebra de
simetrias na analise de campo médio se torna o principal incentivo da discussao do capitulo
5, onde procuramos considerar flutuacoes e incluir defeitos topoldgicos, incorporando
elementos da teoria KTHNY aos resultados que encontramos neste capitulo. Isto nos
permitira extrair mais informacoes acerca destes diagramas, agora nao apenas sobre suas

estruturas locais, mas também sobre suas propriedades de longo alcance.
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5 FASES TOPOLOGICAS

O capitulo final deste trabalho tem como objetivo caracterizar topologicamente a
textura helicoidal e de skyrmions estudadas no capitulo 4, através da teoria KTHNY para
o derretimento de sistemas em duas dimensoes. Vamos estudar o efeito da inclusao de
flutuacoes em nossas solucoes moduladas, e construir um hamiltoniano elastico efetivo que
descreva o seu comportamento. Em seguida, vamos evidenciar como estes hamiltonianos
elasticos possuem formas compativeis com aquelas discutidas no capitulo 2, para uma fase
de faixas e para um cristal triangular em duas dimensoes, validando a discussao realizada
anteriormente. Apds este mapeamento, vamos discutir como a partir da determinacao das
propriedades elasticas microscépicas de nossas fases (helicoidal e skyrmions), podemos
utilizar os resultados do grupo de renormalizacao mencionados no capitulo 2 para identificar
as transicoes de fases topoldgicas. Por fim, vamos corrigir o diagrama de fases de campo
médio que construimos no capitulo 4, incluindo a descricao das fases topoldgicas nas

diferentes estruturas moduladas no espago de parametros de interesse.

5.1 ESTUDO TOPOLOGICO DA FASE HELICOIDAL

Através de consideragoes da teoria KTHNY em uma textura do tipo faixas, sabemos
que os defeitos topoldgicos representam flutuagoes relevantes e desempenham um papel
importante na descrigao do seu derretimento [92,93]. Do seu estudo, reconhecemos a
existéncia de uma fase em baixas temperaturas caracterizada por uma ordem posicional
de curto alcance e uma ordem orientacional de quase longo alcance, que chamamos de fase
solida de faixas. Ao aquecermos o nosso sistema, esta fase sélida eventualmente sofre uma
transicao para uma fase onde ordem posicional e orientacional existem apenas localmente,
que podemos entender como uma fase liquida de faixas. Para estudar este ordenamento da
estrutura modulada, partimos da energia livre adimensional (3.40) e escrevemos a fungao

particao do sistema
Z= / Dme AFIml, (5.1)

onde calcular a funcao particao implica em considerar todas as configuracoes possiveis de
nosso parametro de ordem local m(r). Em um regime de baixas temperaturas, esperamos
que as flutuagoes relevantes para o sistema se encontrem em uma regiao proxima da
configuracao m(r) que minimiza a energia, o que nos permite tratar estas deformagoes
perturbativamente. Estes defeitos podem ser incluidos através de um campo continuo de
deformacao na proépria solugao modulada de nossa estrutura. O custo energético que este
tipo de flutuacao carrega nos leva a encontrar um hamiltoniano elastico efetivo em nossa

estrutura, seja ela uma textura do tipo faixas ou bolhas, como veremos na préxima secao.
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Para estudar a estrutura topoldgica, comecamos por perturbar a solucao modulada
para a textura helicoidal. Faremos isso utilizando um campo de deformagao arbitrario

u(x), de tal forma que a solu¢ao nao perturbada (4.10) se torna

n

M(T)het = Y (cj cos (j(kox + kou(w))) ny — d;sen (j(kox + kou(ac))) n2). (5.2)

§=0
Note que, ao tomarmos nosso campo perturbativo u(x) — 0, recuperamos o comportamento
da solugao modulada em (4.10), como era de se esperar em um sistema que nao possui
flutuacoes. Estamos interessados em estudar as propriedades eldsticas do sistema devido
ao campo de deformagao, portanto, partimos do funcional energia livre descrito em (3.40),
e inserimos a solugdo modulada perturbada (5.2) para estudar o seu efeito em nossa
energia livre. A partir desta andlise, percebemos que apenas os termos provenientes do
hamiltoniano sao de interesse para a consideragao das flutuacoes em nosso sistema. Desta
forma, definimos um hamiltoniano eldstico efetivo AH = Hpert — Ho, sendo H,e,+ descrito
pela solucao modulada perturbada. Para encontrar uma expressao para o hamiltoniano
elastico, lembramos ainda que o campo de deformacao é uma perturbagao no sistema e
portanto, kou(x) < 1. Desta forma, expandimos (5.2) até segunda ordem nas flutuacoes
devido as possiveis combinacoes de interesse que descrevem a deformagao.

E importante observar que o vetor de onda local k pode ser escrito através de uma

expansao do argumento das modulagoes, e portanto, assume a forma
k(x) =V =k+ kVu(x), (5.3)

onde a fase da modulagao é definida por ¢ = k - (r + u(x)). Lembramos ainda, que para
manter a quiralidade correta da solucao, definimos o vetor ny em termos de n; e do nosso
vetor de onda local k. Isto implica que o vetor unitario também deve ser corrigido pelo
campo de deformagao resultando em
k+ kVu(x)) x 2
na(@) = \Ek: + kZVuEw%i x 2|’

esta escolha de ny(x) garante a manutengao da quiralidade da modulagao deformada.

(5.4)

Ao realizar esta expansao, encontramos o hamiltoniano que descreve o comportamento

elastico da solucao helicoidal

1 d’k
AHa = 5/ (2m)?

BE. + BNk} | a(k)i(—k), (5.5)

que possui a mesma forma que o hamiltoniano efetivo (2.33), encontrado para um sistema,
de faixas em duas dimensoes no capitulo 2. Este hamiltoniano elastico da fase helicoidal é
compativel com resultados encontrados por Radzihovsky et al [98]. Identificamos portanto,

os coeficientes eldsticos de interesse em nosso hamiltoniano

B=a) (jeko)’ BN =a) d. (5.6)
j=0 j=1
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E interessante notar aqui que os coeficientes elasticos dependem do hamiltoniano original
através do nosso parametro livre o, bem como de seus parametros variacionais, utilizados
na minimizagao do funcional energia livre. Com os coeficientes eldsticos obtidos na expansao
da textura helicoidal (5.6), podemos nos concentrar agora em resolver as equagoes de fluxo
de renormalizagdo. A energia F, associada a rigidez orientacional (2.35) para uma fase de
faixas em nosso caso é dada [99] por E,; = 7TB)\1/2/]{3§/2. Escrevemos a partir de (2.36) as

equagoes diferenciais de fluxo para a rigidez K e a fugacidade y

dK(1)/dl = —4x K (1)y*(1);
dy(l)/dl = (2 — 7K (1))y(l), (5.7)

onde as condigoes iniciais sao definidas por

y(0) = e F/ksT L K(0) = (5.8)

kT’
sendo E, a energia associada aos vortices no modelo XY. A energia E. necessdria para

definir a condigao inicial da fugacidade pode ser calculada empregando uma técnica similar

a Pokrovsky et al [99], pelo qual estimamos a energia em
E. = Kn(y — cosintegral(m) + In ), (5.9)

onde v é a constante de Euler-Mascheroni definida por v ~ 0,577216. Com as condigoes
iniciais definidas, encontramos numericamente a solucao da equacao diferencial para a
rigidez renormalizada em K (+00). A fase desordenada dentro da regido helicoidal pode ser
observada através de pontos onde a rigidez do sistema é nula, permitindo assim, identificar
a configuracao solida dentro da nossa textura magnética helicoidal. Em seguida, realizamos

um estudo perturbativo semelhante para a textura de skyrmions.

5.2 ESTUDO TOPOLOGICO DA FASE DE SKYRMIONS

Pela teoria KTHNY [51-53], esperamos que o derretimento de uma rede triangular
bidimensional passe por uma transicao intermediaria conhecida como hexatica. Esta
configuragao, distinta de um sélido e um liquido, possui ordem posicional de curto alcance
e ordem orientacional de quase longo alcance. No caso de uma textura magnética de
skyrmions, vamos demonstrar um comportamento similar ao de uma rede triangular frente
a consideracao de pequenas flutuacoes no sistema. Este resultado sugere que o processo de
derretimento térmico da estrutura de skyrmions pode ter carateristicas semelhantes as

observadas em redes triangulares bidimensionais.
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A partir da caracteristica vetorial da solugao de skyrmions (4.19), consideramos

um campo de deformagoes descrito por u(x,y) em nossa solugao perturbada

n

m(r)oy =) (c,m cos (k:lm - (r + u(z, y))) Nm1

l,m

+ djp, sen <k:lm - (r + u(w, y))) nm) . (5.10)

Assim como na solugao helicoidal, podemos descrever o vetor de onda local a partir da
fase de nossa modulacao. Como consequéncia, o vetor unitario n,,s também é perturbado,

e agora assume a forma

(Kim, + Kimz Vug (2, y) + kimy Vuy(xz,y)) X 2

, 5.11
(klm + klm:pvur(wa y) + klmyvu:p(wy y)) X 2| ( )

nlm2(x7 y) = |

mantendo a quiralidade (4.20) correta para a solugao de skyrmions perturbada. Podemos
entdo inserir (5.10) em (3.40) e expandir até segunda ordem nossa solugdo para encontrar

o seguinte hamiltoniano elastico para a textura de skyrmions

1 [ &2k | ) ol s
Ha =5 | 53| Cu+ Ak, + pky | e (k)i (—k) +

2/ (2m)? I |

1 [ @2k | J

2 / W _’ukw +(2u+ )‘)ky_ iy ()i, (—k)+ (5.12)
L[ dk o

5 ] oo+ 2k ) (=),

onde reconhecemos o mesmo padrao descrito em (2.38). Este hamiltoniano efetivo (5.12)
que descreve as propriedades elasticas do cristal de skyrmions coincide com aquele de
uma rede triangular em duas dimensoes, de tal forma que os resultados da teoria KTHNY
podem ser aplicados no estudo topoldgico desta fase. Destacamos entao a partir de (5.12)

os coeficientes de Lamé por
30 w—
= (3 S Pt + ) = 519
lym

Comecamos por estudar como identificar a transicao entre a fase sélida e a fase hexatica
em nosso diagrama. Através das consideragoes feitas no capitulo 2, encontramos o seguinte
par de equagoes diferenciais de fluxo (2.41), que descrevem o comportamento da rigidez K

e da fugacidade y do sistema em sua fase sélida

T == )| o (S e T (K0 )]

dyd_(ll) :<2 — %y(l)) + 2my% (1)1, (%(lﬁ)) ef/sm, (5.14)
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onde I ; representa a funcao de Bessel modificada e definimos as seguintes condicoes
iniciais

KD () = e FolksT (5.15)

K<0):l{;B_T; y(0)

para resolver as equagoes diferenciais em (5.14). A energia do defeito Ep pode ser estimada
através de uma técnica empregada por Pokrovsky et al [99], que consiste em transformar o
hamiltoniano efetivo (2.39) para o espago reciproco e encontrar a configuragao dos vetores
de Burger que minimizam a energia de interagao. Selecionando um cut-off apropriado no
espaco de momentos, estimamos a energia em

Kp

B —
p 8

('y — cosintegral(m) + In 7r) , (5.16)

onde ~ representa novamente a constante de Euler-Mascheroni e a constante elastica Kp é
calculada [91,95] por

CAp(p ) [ 4r
TS ELAY s

Podemos agora resolver numericamente as equagoes diferenciais em (5.14) e determinar o
comportamento da rigidez renormalizada K (+00). A andlise do seu comportamento frente
ao aumento da temperatura no sistema nos permitira identificar a transicao da fase solida
de skyrmions para a fase hexatica.

Enquanto o sistema continua o seu derretimento térmico, ele eventualmente atinge
uma fase liquida. Este processo é caracterizado pela transicao de uma fase hexatica, de
ordem orientacional de quase longo alcance e ordem posicional de curto alcance, para
um liquido com ordem posicional e orientacional de curto alcance. Como destacamos no
capitulo 2, a fase hexatica preserva a ordem orientacional e podemos descreveé-la através
de um hamiltoniano efetivo [91,95] do tipo XY na aproximagao de longos comprimentos

de onda

M, — % / Pr K A (VO(r)?, (5.18)

onde a constante de Franck K, é calculada [90,95] por

2
K =2Ep (25—[’) , (5.19)

aj

sendo a; o cut-off de curtas distancias do sistema e {p o comprimento de correlagao. Como
bem estabelecido pelo grupo de renormalizacao, este comprimento de correlagao pode ser

calculado através da seguinte expressao

&p = exp{l*}, (5.20)
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onde [* é conhecido como o comprimento de escala do sistema para que tanto a rigidez
K(l) quanto a fugacidade y(I), atinjam um comportamento estacionario (K (co0) e y(o0)).
A determinacao de [* estd associada a solucao e andlise do grupo de equagoes diferenciais
em (5.14). As equagoes diferenciais de fluxo para a rigidez K e a fugacidade y associadas

a transigao hexatica-liquida sao descritas [91,95] por

dK(1)/dl = —4x K (1)y*(1);

dy(l)/dl = (2 — mK(1))y(1), (5.21)
com condigoes iniciais
K
K(0) = —5y(0) = e Pa/koT, (5.22)
kgT

onde a energia E,4 agora é calculada [99] por E4 = Ka(y — cosintegral(m) + Inm)/8x.
Para identificar a transicao da fase hexatica para a fase liquida, resolvemos numericamente
as equagoes de fluxo (5.21) em K (400) e analisamos a resposta da rigidez em relagdo ao
aumento da temperatura no sistema. A fase liquida sera representada pelos pontos que
possuem rigidez nula em nosso diagrama de fases.

Possuimos agora todas as ferramentas necesséarias para identificar as regioes corres-
pondentes as diferentes fases topoldgicas em nossos diagramas. Para construir os diagramas,
minimizamos o funcional energia livre correspondente a solucao helicoidal e de skyrmions e
encontramos de fato seus coeficientes elasticos. A partir disto, podemos usar o procedimento

descrito acima para identificar cada configuracao topoldgica na regiao de interesse.

5.3 DIAGRAMAS TOPOLOGICOS

Aplicamos o procedimento descrito na secao anterior e encontramos as fases to-
poldgicas nos diagramas da figura 21. O resultado pode ser observado na figura 23. Nos
diagramas, destacamos as regides de interesse, I: a) fase helicoidal sélida b) fase helicoidal
liquida, IT: a) fase solida de skyrmions b) fase hexatica de skyrmions c) fase liquida de
skyrmions, ITI a fase homogénea. Escolhemos aplicar a mesma cor para a regiao homogénea
e as outras duas fases liquidas, o motivo se deve a simetria semelhante apresentada por
estas configuragoes.

Ao analisarmos os diagramas variando a anisotropia para um mesmo parametro o,
percebemos que hé pouca mudanca para o limite entre as regioes. No entanto, é interessante
observar que a regiao de skyrmions do diagrama é dominada pela fase de skyrmions
liquidos. Esperavamos encontrar curvas mais acentuadas separando as regioes topoldgicas
do diagrama, o fato das mesmas serem retas inclinadas é atribuida ao cardter perturbativo
do esquema de calculo desenvolvido, que nao permite um tratamento completamente

consistente das técnicas de campo médio variacional e do grupo de renormalizagao.
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Figura 23 — Diagrama de fases para o parametro a = 0.2 com anisotropia (a) b= —0.3 (b) b= 10
e (c) b=0.3.

Estudamos agora os efeitos de variar o parametro a para um mesmo valor de
anisotropia b. A figura 24 contém os resultados obtidos para um valor de anisotropia
b = —0.3. Aqui notamos um crescimento na estabilidade da fase helicoidal sélida com o
aumento do parametro «, bem como da regiao sélida da textura de skyrmions. Outro
efeito interessante a ser observado se deve ao formato das curvas. Notamos que as linhas
que separam as fases topoldgicas do sistema no diagrama 24c se tornam mais curvas.
A auséncia de linhas curvas em pequenos valores do parametro o pode ser atribuida
a pequena extensao das fases moduladas na direcao do campo magnético. Apesar do
comportamento qualitativo ser o mesmo, para maiores valores do parametro «, a linha de
transicao entre as fases topologicas percorre distancias maiores dentro do diagrama.

Apesar do trabalho de Nishikawa et al [7] ndo apresentar a fase hexética, este
comportamento curvo das linhas é observado, onde notamos ainda que a configuracao
solida do diagrama ¢ similar ao que encontramos.

Os ultimos diagramas topolégicos a serem analisados pertencem as figuras 22a
e 22b, onde analisamos o comportamento reentrante do sistema. O resultado pode ser
observado na figura 25.

Como nao existe fase helicoidal para estes diagramas, analisamos apenas o com-

portamento da textura de skyrmions. Para o valor de anisotropia b = 0.55 encontramos
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Figura 25 — Diagrama de fases reentrante para (a) b = 0.55 e (b) b = 0.65

a presenca de uma fase sélida e hexatica de skyrmions, enquanto que para b = 0.65,
encontramos apenas a fase liquida de skyrmions.

Apesar dos diagramas de campo médio analisarem somente a estrutura local de
nossas fases, ¢ interessante notar o cendrio construido com a inclusao das fases topoldgicas.
Observamos pelas figuras 23, 24 e 25a que além das transicoes de fase topoldgicas preditas
por Toner e Nelson [92], encontramos na regiao de baixas temperaturas a transigao de um

solido de skyrmions, para um estado ferromagnético homogéneo em nosso sistema. Esta
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transicao pode ser observada analisando a linha critica predita pelos resultados de campo
médio, onde notamos que a partir de um dado valor de campo magnético préximo a esta
linha, um aumento de nosso temperatura a um campo magnético constante realiza uma

transicao de primeira ordem em nosso sistema.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Nesta dissertagao, caracterizamos e estudamos as propriedades do diagrama de
fases de um sistema em duas dimensoes que contém a interacao de troca magnética, a
interacao de Dzyaloshinskii-Moriya e uma anisotropia easy-plane ou easy-axis. Analisamos
nao somente as fases pelas suas propriedades locais, mas também pelas suas propriedades
em grandes escalas de comprimento.

Discutimos o uso de métodos como o campo médio variacional e analisamos o
cenario KTHNY para o derretimento de uma rede triangular e um sistema de faixas em
duas dimensoes. A partir da investigacao de campo médio, fomos capazes de construir
um funcional energia livre através do parametro de ordem de magnetizacao do sistema.
Como consequéncia, determinamos a forma do funcional energia livre para as estruturas
moduladas em nosso modelo. Deste modo, a partir de consideragoes numéricas, construimos
o diagrama de fases do estado fundamental e de temperatura finita do sistema. Observamos
no estado fundamental que uma anisotropia uniaxial (easy-azis) prejudica a formacao
de estruturas moduladas, enquanto uma anisotropia easy-plane favorece a sua formacao.
Nossos diagramas de temperatura finita concordam com os resultados da literatura [3,
5,26], bem como nossos diagramas de estado fundamental [100], mostrando uma grande
estabilidade da textura de skyrmions em duas dimensoes. O comportamento reentrante
dos diagramas das figuras 22a e 22b demonstram efeitos interessantes que a anisotropia
pode causar ao sistema, algo que foi pouco explorado ainda na literatura.

A partir do estudo de pequenas flutuacoes na fase helicoidal, fomos capazes de
identificar a transicao topoldgica entre a fase helicoidal sélida, que possui ordem posicional
de curto alcance e ordem orientacional de quase longo alcance, e a fase helicoidal liquida,
com ordem posicional e orientacional de curto alcance. Demonstramos que o efeito de
pequenas flutuacoes na textura de skyrmions gera um hamiltoniano eldstico efetivo similar a
de uma rede triangular em duas dimensoes. Como consequéncia, utilizamos os resultados do
derretimento térmico de sistemas bidimensionais para estudar as propriedades topoldgicas
da estrutura de skyrmions, onde identificamos uma fase solida de skyrmions, uma fase
hexatica e uma fase liquida. Nesta analise, encontramos fases sélidas apenas em uma
pequena regiao do diagrama de fases. Nosso diagrama de fases topoldgico difere daquele
obtido experimentalmente por Huang et al [6], mas é semelhante ao encontrado por
Nishikawa et al [7] em uma simulagao.

Em relagao a perspectivas futuras, gostariamos de desenvolver um método auto
consistente entre a teoria do funcional da densidade e os resultados da aplicagao do grupo
de renormalizacao, com o objetivo de obter um diagrama de fases nao perturbativo para o

sistema considerado.
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