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RESUMO

Neste trabalho estudamos solugoes dindmicas de um modelo com potencial nao-analitico.
Deduzimos este modelo a partir do primeiro submodelo BPS do modelo de Skyrme e
analisamos propriedades gerais de suas solugoes. Obtemos soluc¢oes analiticas de oscillons,
analisamos suas propriedades gerais e revisamos resultados recentes sobre espalhamentos
de oscillons. Estudamos também solugoes analiticas para ondas de choque e apresentamos
solugoes de quase-ondas de choque para explicar o decaimento das ondas de choque
observadas em processos de espalhamento. Complementamos esse estudo com simulagoes
numéricas. Por fim, nos concentramos em solugoes de kink e anti-kink e analisamos

numericamente seus processos de espalhamento.

Palavras-chave: Potenciais nao-analiticos, oscillons, ondas de choque, kinks.






ABSTRACT

In this work we study dynamical solutions of a model with non-analytical potential.
We obtain this model from the first BPS submodel of the Skyrme model and study
some general properties of its solutions. We find analytical oscillon solutions, analyze its
general properties, and review some recent results about oscillon scattering. We also study
analytical shockwave solutions and present a quasi-shockwave solutions to explain the
decay of shockwaves in scattering processes. This study is complemented with numerical
simulations. Finally, we focus on kink and anti-kink solution and study numerically its

scattering process.

Keywords: Non-analytic potentials, oscillons, shockwaves, kinks.
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INTRODUCAO

Modelos efetivos sao de interesse em varias areas da fisica onde o modelo completo
¢é desconhecido ou muito complexo. A complexidade de teorias quanticas, como por
exemplo a teoria de Yang—Mills, levam inevitavelmente a necessidade de uma descricao
simplificada efetiva (cldssica). Em varios casos os modelos efetivos cldssicos nao sao
derivados diretamente de teorias fundamentais, mas postulados de maneira a satisfazer
critérios como a existéncia de solitons topoldgicos, entre outras.

Solitons topologicos sao configuragdes de campo que minimizam a energia em uma
teoria nao-linear. Essas configuracoes sao caracterizadas por um nimero inteiro, chamado
de carga topoldgica, que geralmente ¢ o grau topologico ou um winding number do campo
(MANTON; SUTCLIFFE, 2004). E comum identificarmos solitons topolégicos com o
nimero de particulas menos o nimero de anti-particulas em uma teoria.

Em particular, o modelo de Skyrme (SKYRME, 1961; SKYRME, 1962) é um
modelo efetivo amplamente estudado para descrever a matéria nuclear. Este modelo possui
solugoes topolégicas (skyrmions) cujas cargas topologicas sao identificadas com o niimero
barionico. O modelo de Skyrme foi amplamente estudado na literatura (MARLEAU,
1991; MARLEAU, 1992; NETO, 1994; JACKSON; JACKSON; GOLDHABER; BROWN;
CASTILLEJO, 1985; FLORATOS; PIETTE, 2001). Também foi considerada (ADAM;
SANCHEZ-GUILLEN; WERESZCZYNSKI, 2010) uma versao modificada deste modelo
na qual foi introduzido um termo de ordem superior em potencias de derivadas, permitindo
reproduzir melhor a curva de ligacao nuclear. As solugoes do modelo modificado saturam
o limite de Bogomolnyi (limite BPS) enquanto solugdes nao triviais do modelo original
(com termos da segunda e quarta ordem) nao o saturam. Recentemente foi descoberto
que o modelo de Skyrme pode ser decomposto em dois submodelos BPS acoplados —
nenhum deles existe de maneira independente de outro. (ADAM; SANCHEZ-GUILLEN;
WERESZCZYNSKI, 2017).

Nosso interesse principal é o estudo de teorias de campo com potenciais nao-
diferenciaveis em seus minimos. Estamos analisando o modelo de Skyrme porque a de-
composicao dele em sub-modelos BPS leva a surgimento de tais teorias de campo. Para
certas configuragoes, o primeiro sub-modelo BPS pode ser reduzido a uma teoria para um
campo escalar cujos valores possiveis sao restritos a um intervalo finito. Os procedimentos
matematicos necessarios para lidar com essa restri¢ao sao equivalentes a estudar um modelo
cujo campo nao possui tal restricdo, mas onde o potencial é nao-diferenciavel em torno
dos seus minimos. (KLIMAS; STREIBEL; WERESZCZYNSKI; ZAKRZEWSKI, 2018)

Os potenciais nao-diferenciaveis (também chamados de nao analiticos) ja foram es-
tudados na literatura em outros contextos (ARODZ, 2002). Por potencial nao-diferenciavel,
nos referimos a um potencial cujas as derivadas laterais possuem valores diferentes (e

nao nulos) quando se aproximam do minimo, assumindo uma forma de V. Ou seja, a
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derivada primeira no minimo nao existe. Esse comportamento do potencial torna impossi-
vel eliminar termos nao lineares das equagoes de campo, mesmo no limite de pequenas
perturbagoes. Isto torna os potenciais nao-diferenciaveis particularmente interessantes
pois eles se diferenciam de modo marcante do paradigma do oscilador harmonico — as
excitagoes do campo com amplitudes pequenas sdo fundamentalmente nao-lineares. Além
disso, os potenciais nao-diferenciaveis permitem ainda a existéncia de solugoes compactas
(compactons), cujo campo nao é constante apenas dentro de uma regido compacta, sem
alterar o carater quadratico dos termos cinéticos.

Modelos com potenciais nao-diferenciaveis e suas solugoes constituem o foco principal
desse trabalho. Portanto, comecamos a dissertagdo com uma revisao da literatura (capitulo
1), que demonstra como o primeiro submodelo BPS do modelo de Skyrme nos leva ao estudo
de um potencial nao-diferenciavel. Prestamos particular atencao ao limite de pequenas
amplitudes do campo, que constitui o chamado modelo de signum—Gordon, regido pela
equacao de mesmo nome. A equacao de signum—Gordon possui entre as suas solugoes
oscillons e ondas de choque, que se provam de especial interesse para o estudo deste
modelo.

Os oscillons se caracterizam por serem solugoes peridédicas e de suporte compacto.
Seu estudo é relevante porque resultados numéricos de processos de espalhamento apontam
que os oscillons dominam o espectro de radiagao no modelo de signum—Gordon. No capitulo
2 construimos a solugao de oscillon mais geral conhecida neste modelo e discutimos suas
propriedades. Além disso comentamos alguns resultados recentes sobre espalhamento de
oscillons.

Os processos de espalhamento incluem como produto estruturas similares a ondas
de choque (que chamamos de quase-ondas de choque), que eventualmente decaem em
uma cascata de oscillons. Ondas de choque sao solugoes ja conhecidas do modelo de
signum—Gordon, mas na sua forma exata elas tem vida infinita. Procurando entender
0 processo por tras do decaimento das quase-ondas de choque, estudamos a evolucao
temporal das energia interna das ondas de choque exatas. Também apresentamos um
ansatz para as condigoes inicias das quase-ondas de choque e estudamos sua evolugao
temporal analiticamente (para tempos pequenos) e numericamente (para tempos maiores).

No capitulo 4 voltamos a estudar configuragoes com amplitudes arbitrarias. Mos-
tramos que o primeiro submodelo BPS possui solucoes de kinks e anti-kinks. Estudamos a
dinamica dessas solugoes através da simulagoes numéricas de processos de espalhamento
kink—anti-kink. Discutimos casos especialmente interessantes e analisamos a dependéncia
dos parametros do par kink—anti-kink resultante com os parametros iniciais.

Concluimos (pagina 75) revisando os principais resultados obtidos e definindo
algumas perspectivas para trabalhos futuros.

Nesta dissertagao foram revisados resultados da literatura a apresentados resultados

originais. Os principais desenvolvimentos originais deste trabalho foram:
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e Construcgao das solugoes de oscillons com diferentes bordas a partir do formalismo
de oscillons generalizados. Os oscillons com a borda em movimento uniforme ja
eram conhecidos na literatura (ARODZ; KLIMAS; TYRANOWSKI, 2008; ARODZ;
SWIERCZYNSKI, 2011), mas foram aqui apresentados (juntamente com um os-
cillon com a borda acelerada) seguindo o formalismo de oscillons generalizados

(SWIERCZYNSKI, 2016).

e (Cdlculo da evolucao temporal da energia das regides internas das ondas de choque.
Através das solugoes de ondas de choque ja conhecidas, conseguimos obter o com-
portamento da energia das regioes internas, lancando luz ao processo de decaimento

das quase-ondas de choque.

e Construcgao da solucao analitica para os primeiros instantes da quase-onda de cho-
que. Através dessa solugao analitica calculamos a evolugao temporal da energia e

comparamos com as ondas de choque exata.

e Simulac¢ées numéricas para o espalhamento kink—anti-kink. Exploramos numeri-
camente os processos de espalhamento para varias velocidades e comentamos os

resultados.
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1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Vamos comecar analisando o modelo de Skyrme em 3 + 1 dimensoes. Veremos
que adotando uma parametrizagao apropriada o modelo de Skyrme pode ser dividido
em dois submodelos BPS (ADAM; SANCHEZ-GUILLEN; WERESZCZYNSKI, 2017),
apesar do modelo de Skyrme completo nao ser BPS. Além disso veremos que o primeiro
submodelo pode ser reduzido a um modelo em 1 + 1 dimensoes (ADAM; FOSTER,;
KRUSCH; WERESZCZYNSKI, 2018). Uma consequéncia dessa redugao é a presenca
de uma limitagao nos valores possiveis do campo. O procedimento para lidar com essa
limitacao leva a introducao de potenciais nao diferenciaveis no seu minimo, cujas solugoes

serao exploradas nos préximos capitulos.

1.1 MODELO DE SKYRME E SEUS SUBMODELOS

O modelo de Skyrme (SKYRME, 1961; SKYRME, 1962) é uma teoria efetiva para
a matéria nuclear cujas solugoes topoldogicas podem ser identificadas com barions. O campo
do modelo de Skyrme é uma matriz U pertencente ao grupo SU(2). A sua densidade

lagrangiana é construida através da corrente
=yt
L,=U'9,U
e é escrita como a soma

1 1 )
£=—5 Te(Lu L") + Tr([Lu,L,)?)

ﬁz £4
na qual identificamos uma parte quadratica £, e uma parte quartica £,. O modelo de

Skyrme possui um invariante topologico

1
2472

B= / &3 €98 Tr(L, L, L)

que é conservado sob deformacoes continuas do campo, inclusive evolucao temporal. Esse
invariante topoldgico é identificado com o nimero barionico.

Usualmente o campo U é parametrizado na forma
U=o1+ir'r (1.1)

na qual 1 é a matriz identidade 2 x 2, 7* é um tripleto de campos pidnicos, o é um campo
adicional determinado pelo vinculo 6% + 77’ = 1 de modo que U € SU(2) e 7% sdo as
matrizes de Pauli. O termo L, corresponde a parte cinética de uma teoria escalar. Caso o
modelo fosse definido apenas pelo termo L4 a configuragao energeticamente mais favoravel
teria energia zero. Para permitir a existéncia de configuragoes nao triviais é introduzido o

termo Ly.
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No entanto a parametrizacao (1.1) ndo é tinica. Podemos adotar a parametrizagao

alternativa

U= exp(i&ni7i> = cosé1 +isinén'r’

na qual £ é um campo escalar real que pode variar no intervalo [0, 7] e n* sdo componentes
de um vetor unitério (n'n’ = 1).

Uma vez adotada essa parametrizagao, é de interesse reescrever a densidade la-
grangiana em termos dos campos £ e n’. Comegamos notando que a corrente L, pode ser

reescrita na forma

L,=U',U
= [cosﬁ]l — isinf(niTi)} [—gu sin &1 + i, cosE(nirh) + iSinE((()uni Tﬂ
= ig,n't" +isin€ cos & (9,n")T" +isin® ¢ Gijknj(ﬁunk)ri

= (Lu)iTi
na qual adotamos as notagoes

§u = O,€,

(L)' =i&m' +isin€cosd,n’ +isin® € €77 n/g,nk.

As duas partes da densidade lagrangiana podem ser entao reescritas como
1 W
Ly = —3 Tr(L,L")
1 ) ) o
— g 2V )
= 5 (L) (L") Tr(r'r7)
= — (L)' (L"),
1
Ly = = Tr([Ly, L J[LF,L7])

16
1 7 j m v\n ) j m _n
= 1g (L) (L) (@)™ (L) Te([r ] (7))
1 7 7 j v\Jj ) 7 j v\Jj
= 5 (L)' (L) (L) (L) = (L)' (L)' (L") (L)),
Essas expressoes possuem contracoes do tipo (Lu)i (L,,)i. Podemos calcular esses termos

observando que (L,)" obedece as seguintes igualdades

(Lu)ini =iy,
(Lu)ia,,ni =ising cos¢ (auni)(&,ni) +isin? ¢ eijk(auni)(aynj)nk,
¢*(L,)'n? (9,n") = —1€%(9,n")(9,m7)n" sin € cos € + isin® € (9,n") (9, n").

nas quais usamos n‘n’ = 1, n'(9,n') = 0 e ke = §imghn — §ingkm. Usamos esses
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resultados para calcular a contracio
(L) (L) = (L,)" (i&,n' +isin € cos €9,n' + isin® E€7%nT 9,n*)
= —¢£,&, —sin® € cos? € (9,n")(0,n") — €% sin® 1) (0,n?)nF 4
+ i € cos SO0, i — s € (0, (@)
= —&,& — (9,n")(0,n") sin® €.
Substituindo essas expressdes na densidade lagrangiana obtemos
Ly = % +sin’ € (9,n') (9"n’), (1.2)
[w@ﬂ +sin' £(,n") (9"n")(D,n") (0" n') + 2sin” € (£,6)(D,n")(9"n')+
W — sin £ (9,n")(9,n) (0"n7) (9"n) — 2sin” €(€,0"n") (&,0"n") |
[(€0"n") (&0 n") = (68" (@un") (90"

o o (1.3)
sin’ £[(9n")(9,n) (0"17)(0"n7) — (0un’)(0"n) (D) (0]

n*¢

1

T
Até o momento utilizamos explicitamente todas as componentes n‘, que nao sao
independentes, tendo o vinculo n‘n’ = 1. Uma maneira de tornar o niimero de graus de
liberdade explicito é reescrever n‘ em termos de um campo complexo u e seu conjugado 4
através da projecao estereografica

; 1
") = TP

<u +u,—i(u—u),1 - ]u\2)
Para eliminarmos n’ da densidade lagrangiana precisamos obter sua derivada

; on'  _ On’
8,m :Uu%‘}'u“%

na qual adotamos a notacao u, = d,u e u, = d,u. Note que

on' u iy 1 ;

=— n a
ou 1+ |ul? 1+ |ul?
on' u - 1

Pt

0 - i+ p” T et

com (a’) = (1, —i, —u). Usando estas expressoes obtemos a férmula

1

TIUP [—(ﬂuu + Uau)nl + aiuu + C_ZZQ_LM} .

on' =

As derivadas 9,n’ aparecem na densidade lagrangiana através de expressoes do tipo

2 (wuuy, + wyuy,)
1+ |ul?
4 &Huy, £y,
L+ ful?

(0un")(Oun") =

(fuauni)(fuauni> =
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Substituindo essas expressoes nas equagoes (1.2) e (1.3) obtemos que

4 sin® € utuy,

O e upp e
— r
M 2
4 sin? ¢ P u _ 4sint & PR -y
Lo = e () (6) = (68 ()] o (g o) () = )]
'Cfll) 5512)

Os termos Egl) e L'fll) podem ser combinados na densidade lagrangiana

£0 = I [, (a6 ) — (6,8 () (14

(14 [uf?)
assim como os termos EéQ) e Ef) na densidade lagrangiana

.4
L® =gt + M[(u”u”)(uyu”) — (uuﬁ“)ﬂ.

Cada uma dessas novas densidades lagrangianas, quando consideradas no setor estatico,
formam um submodelo BPS do modelo de Skyrme. Note que os dois submodelos nao
podem ser desacoplados. Ou seja, nao existe nenhuma configuracao dos campos tal que
LW seja zero sem que £?) também seja zero e vice-versa. No entanto, existem motivacoes
para estudar cada submodelo de modo independente. Por exemplo, o primeiro submodelo
tem como solugdes mapas racionais, que encontram aplica¢coes no modelo de Skyrme
completo. Desta forma, é esperado que os submodelos BPS possuam propriedades que
possam ser uteis no estudo do modelo completo. Neste trabalho vamos estudar propriedades

do primeiro submodelo.

1.1.1 Primeiro submodelo BPS

Vamos considerar o primeiro submodelo, definido pela densidade lagrangiana £,

no caso estatico. Nesse caso, as derivadas temporais da lagrangiana se tornam nulas e a

densidade hamiltoniana se torna H") = —£"). Usando a expressao (1.4) obtemos que
4sin?& . P ; .
HY =~ uny [0t + (') () — (&) (wyw) |
4 sin® ¢ _ ~ _
= W[Uiui — (L) (&§uy) + (&) (uguy)]-

Essa expressao pode ser reescrita observando que

(w; £ 197 ug) (U F 1€ Enttn) = witl; F 1€ w0t £ 167508 up + €77 ™ Emuptin,

= wiit; & i€ Euiup + (66 (uity) — (§ui) (&uy)  (1.5)
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de modo que

4sin% ¢

(1
= T ey

{(Uz‘ + 197w ) (4 F 1€ Enttn) F Qiﬁijk&ujﬂk]
Integrando, obtemos a energia da configuracao estatica

4sin® . ij — . imnge - . ij -

/d3 0t |§ {(uZ =+ ie kajuk)(ui F i€ u,) F 2i€ Jk&ujuk}.
E possivel mostrar (ADAM; FOSTER; KRUSCH; WERESZCZYNSKI, 2018) que

em termos dos campos £ e u, o nimero barionico pode ser escrito como

i 5 sin? & eRGu

B=——
=) T AP

de modo que

4sin? ¢

E(l) = 872|B —i—/d3x7
1Bl L+ [uP)?

(ui + 162]k£juk)(az + ieimnfmﬂn)~

Essa expressao implica na desigualdade E( > 872|B|. E de interesse saber em que casos
essas desigualdade serd saturada. Isso acontece quando forem vélidas as equagoes de

Bogomolnyi

u; £ i€ Euy, = 0, (1.6)

Essas sao equacoes de primeira ordem para os campos e sao consistentes com as equagoes
de Euler-Lagrange, que sao equagoes de segunda ordem.

Podemos ainda contrair as equagoes (1.6) e (1.7) com &; para obter os vinculos

;& = 0. (1.9)

Contraindo com wu; obtemos os vinculos

e

iU

0, (1.10)
0. (1.11)

iUs

I

Os vinculos (1.8) e (1.9) podem ser satisfeitos identicamente tomando £ e u como fungoes

de conjuntos de varidveis diferentes
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Ja os vinculos (1.10) e (1.11) podem ser satisfeitos adotando mais uma vez a projegao
estereografica z = tan(6/2)e'?, mas desta vez no espaco das coordenadas. Escrevendo o

campo u como uma funcdo de z e z podemos obter as férmulas

9, 0 0z 1 AR .
2 —Zuz + us = = sec? <2> (e‘d’uz + e’@ug)

00 00 o0~ 2

ou 0z 0z g\, ; :
=== s =i (e, — o9
96 a¢uz+ a(buz 1tan<2><e Uy — e uz)

nas quais adotamos a notacao u, = d,u e u; = 0-u. Usando essas expressoes obtemos que

1 ) 1 , 1 (0
U;U; = ﬁ(@@U) +m(8¢u> = ﬁSGC (2 U, Usz.

Desta forma, os vinculos (1.10) e (1.11) serao satisfeitos identicamente se u = u(z) ou
u = u(Z).
Vamos agora calcular a energia para uma configuracao de campos satisfazendo esse

conjunto de vinculos. Através da densidade hamiltoniana (1.5) obtemos que

D= / APz HW
5 4sin?¢
= [ oy [t~ GmGE) + (66 ()]
4
/d3 sin 5 uiﬂi(l—I—ff).
Em termos das coordenadas z e z podemos escrever

1 _
m (8¢u) (&b“)

= 41 sec? (Z) (ei¢uz + e_i‘z’ug) (ei¢ﬂz + e_i(bag)

— 412 sec’ (Z) (ei¢uz — e’id’ug) (eid’az — e’i‘z’ﬂg)
_ ([P
=7

(uzﬂé + uéﬂz)

de modo que a energia se torna

1) :2/dfrsinQ£<1+£3)/dQ8—‘|t||z||z))z

¢y
B BV

('LLZ’ag + UE'ZLZ> .

Note que a parte Eg(l) da energia obedece a relacao

= [drsin?e[1 462 F 2] > 2'/drsin2§§r .
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Para que o campo possua configuragoes topologicamente nao triviais exigimos as condigoes

de contorno

Desta forma, obtemos que
Eé”;zQLAﬂd§$n24::w.
A desigualdade seréd saturada para configuragoes que satisfazem a equacao de Bogomolnyi
siné (&, £1)=0
cuja solucao ¢ o compacton

m—r sel0<r<m,
(r) =

0 ser > .

O termo E(! corresponde com a energia do modelo C'P' (sigma nao-linear) em
$2. Suas solugdes de energia finita sdo dadas por fungoes racionais holomorfas u(z) e
anti-holomorfas u(z). Essas solugoes saturam o limite de Bogomolnyi E! > 47| N|, na
qual N é o winding number da funcao racional. Mais detalhes podem ser encontrados na
referéncia (MANTON; SUTCLIFFE, 2004).

1.1.2 Modelo reduzido

Uma propriedade notavel do primeiro submodelo BPS do modelo de Skyrme é
que as consideracoes da secao anterior podem ser generalizadas para o caso dinamico.

Comegamos essa generalizacao pelos vinculos (1.8) e (1.9) de modo que
gt = £, = 0. (1.12)

Novamente, essa condi¢ao pode ser satisfeita se tomarmos os campos £ e u como fungoes

de conjuntos de varidveis diferentes na forma

A condigao (1.12) nos permite simplificar a densidade lagrangiana do primeiro submodelo

como

.
L0 =4 T sin? (1 - £,8")

U
(1 + |ul?)
L “e

cpl
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onde foi possivel fatorar a lagrangiana como o produto de dois termos que dependem de

campos diferentes. Note ainda que a parte angular pode ser escrita como o produto

,Ccpl =—4 2 = ﬁNCp1

O+ u? ™ 5 2 (+upP)? v

(14 [2[*)? wotiz +uzu, _ 1
2

no qual Lop1 nao depende da variavel r.

Considerando essa decomposigao, a acao deste modelo reduzido pode ser escrita

S:/d“xﬁ(l) :/dQECpl/dt/drﬁg.

com d) = sin? 6 df d¢. Note que conseguimos separar completamente a parte angular da

CcOomo

parte radial da teoria, de modo que a parte radial é equivalente a uma teoria em 1+ 1
dimensoes. Se tomarmos o campo u tal que as equagoes (1.10) e (1.11) sejam satisfeitas, a

acao se torna
S = —8n|B| /dt /OO drsin? €(1 — €,6M). (1.13)
0

Note ainda que £,£" = & — &2, e portanto a agdo (1.13) leva a equagdo de movimento que
tem a forma da equacao para um campo em 1 + 1 dimensoes.

Vamos agora fazer uma mudanca de variaveis no target space que envolve o campo
dependente da coordenada radial. Vamos substituir o campo £ por um novo campo 7

definido como
n=1-—cos¢ (1.14)
em termos dos quais a acao pode ser escrita como
0 1, - - 1,
S = 167r]B|/dt/ dr ( 5@m)(@7) =i+ 57 ).
0 N————
=V(#)

Pela definigao (1.14), o campo 7 deve estar limitado entre 0 e 2. A restrigdo para o campo
7 ao intervalo [0, 2] pode ser implementada explicitamente adicionando paredes infinitas

ao potencial V(1) na forma

00 sen <0,
V() ={n—3i? se0<p<2,
00 sen > 2.

1.1.2.1 Transformacao de folding

As barreiras infinitas no potencial V(7)) sdo convenientes para garantir que o campo

pertenca ao intervalo 0 < 1 < 2, mas geram varias outras complicacoes matematicas.
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0,6 | T |

0,5 |
0.4 | |
=03l |
S )
0.2 | |

0,1 F _

0 1
~05 0 0,5

1,5 2 2,5

[

Figura 1 — Potencial V(7). As barreiras infinitas garantem que o campo 7 fique limitado
entre 0 e 2.

Podemos nos livrar das barreiras identificando o campo 77 € [0,2] como o resultado de uma
transformacao de folding de um campo 7 que pode assumir qualquer valor real.

Esse novo campo real n, dito unfolded, é relacionado com 7 pela transformagao

na qual H,, é uma fun¢do degrau dupla, que vale um dentro do intervalo (4n — 2,4n 4 2) e

¢ nula fora dele. Em termos das fungoes degrau de Heaviside 6(z), H,(z) é dado como
H,(n)=0(n—4n+2) —0(n —4n — 2).

Para trabalharmos com o campo unfolded 7, tomamos seu potencial como uma extensao

periddica do potencial de 7, de modo que

0

von= % (lo=anl- 50— 40 ) (o).

n=—0o0

Desta forma, as barreiras infinitas sdo efetivamente removidas.

Note que a teoria estd restrita para a linha semi-infinita r € R*. No entanto,
podemos estender a variavel espacial para cobrir toda a reta real e lidar com um campo
definido para posigoes x € R. Desde que as configuracoes do campo estejam localizadas

longe da posicao r = 0, essa extensao nao leva a perda de generalidade.
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2 T T
1,5 .
= 1} i
0,5 .
0 | |
-2 0 2 4 6 8
n
Figura 2 — Transformagcao de folding.
0,6 - . | ; | ; | 7 | 7
0,5 ~ II \\ ,I \\ ,l \\ ,/ \\ ,I \\ =
Py 074 L I’ \\ I/ \\ ,/ \\ I/ \\ ,I \\ a
\S 073 | I' \\ // \‘ ,I \‘ /I \\ ,I \‘ i
> 072 L \ y/ \ y/ N y/ N ’ -
0,1
0
-2 0 2 4 6 8
n

Figura 3 — Extensao periédica do potencial. Note que o potential se aproxima dos minimos
com a forma de V, que nao é diferenciavel nos vacuos.

O campo unfolded n(t,x) possui a equacao de movimento
Ofn — i+ V(1) =0

na qual a derivada do potencial é

0

Vi) = > [sen(n —4n) — (n — 4n)|H,(n).
n=—oc
Note que as derivadas do potencial ndo sdo continuas, uma consequéncia de V(n) se
aproximar dos seus minimos com uma forma de V. Em particular, elas sdo diferentes de
zero. Esse comportamento ¢ fundamentalmente diferente da ampla maioria dos modelos,
que seguem o paradigma do oscilador harmonico — com potenciais aproximando o minimo

de forma parabdlica.

1.2 MODELO DE SIGNUM-GORDON

Nos restringindo a situacoes nas quais o campo possui valores apenas na regiao
—2 <7 <2, 0 campo folded pode ser expresso como 77 = || e a lagrangiana do modelo

reduzido toma a forma simplificada

Lo e 1 2 _ Lo
5—2@m J@W |m+2n
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A equacao de movimento, nesse caso, pode ser escrita na forma
Oin — 0n —n +sgnn = 0.

Essa versao simplificada do modelo possui propriedades interessantes, como a existéncia
de kinks, que sera explorada no capitulo 4.
No entanto, possivel obter um modelo ainda mais simples na aproximagao n < 1.

Nesses caso, ¢ possivel desprezar o termo proporcional a 7% na lagrangiana de modo que

1

1
L= 50m)’ = 5@m)’ = [nl. (1.15)

e a equacao de movimento se torna
02n — 0%n+sgnn = 0. (1.16)

O modelo definido pela lagrangiana (1.15) é chamado de modelo de signum—Gordon e
a equagao (1.16) é dita a equagdo de signum—Gordon. No restante do trabalho vamos
escrever o campo como ¢ ou ¢ quando nos referirmos especificamente ao modelo de
signum—Gordon. Esse modelo constitui o exemplo mais simples de teoria com potencial
nao-diferenciavel. Ele também possui propriedades interessantes, como a existéncia de
solugdes nao-topolégicas de longa vida, chamadas oscillons (capitulo 2) e a existéncia de

ondas de choque (capitulo 3).

1.2.1 Solucdes da equacao de signum—Gordon

Devido a sua forma simples e similaridade com a equagao de onda, a equacao
de signum—Gordon permite a construcao de solugdes de modo simples, desde que nos
consideremos separadamente regides nas quais o sinal do campo ¢ é constante (sgn ¢ = £1).

Nessas regides, a equacao de signum—Gordon ¢ reduzida a equagao de onda nao homogénea
Ol —Pp+1=0.

Essa equacao pode ser facilmente resolvida em coordenadas cones de luz, y+ = x £+ t, nas

quais a equagao de signum—Gordon se torna
—40,0_p+1=0.

A equacao é identicamente satisfeita se o campo ¢ for da forma

oy, y-) = Fly) +Gy-) £ y+4y_- (1.17)

As fungoes F(y,) e G(y_) sao determinadas pelas condigoes de contorno. Podemos ainda

reescrever essa solugao em coordenadas cartesianas:

x? — 2
R

p(tx)=Flx+t)+Gx—1t)+
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Note que a expressao (1.17) para a solugdo nao é tnica. Enquanto as fungées F'(y.)

e G(y_) nao forem fixadas pelas condigoes de contorno, é possivel reescrever a solugao em

uma das seguintes formas:

Py ) = Flys) + Gy + LS

(y+ —y-)°
e(y+,y-) = Flys) + Gly-) F +T
Note que estas expressoes diferem de (1.17) apenas por termos proporcionais a (y)? e

(y_)?* que podem ser absorvidos na defini¢do de F(y,) e G(y_). Note ainda que podemos

escrever essas express()es em coordenadas cartesianas:

gp(t,x):F(x+t)+G(x—t):|:§
/2
2

ot,r)=Fz+t)+Gx—1t)F —.
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2 OSCILLON GENERALIZADO

Nesse capitulo vamos construir solugoes analiticas do modelo de signum—Gordon,
com carater oscilatorio no tempo e com suporte compacto, chamadas de oscillons.

O estudo de oscillons é relevante porque resultados numéricos de espalhamento
de oscillons no modelo de signum—Gordon mostram que os oscillons dominam o espectro
de radiacao deste modelo. Nao esperamos que nos processos de espalhamento aparecam
oscillons exatos (como os que serdao construidos a seguir), mas as estruturas resultantes
(que chamamos de quase-oscillons) se assemelham muito aos oscillon exatos.

Os oscillons de periodo T' sao tais que o campo passa metade do seu periodo com
sinal negativo e a outra metade com sinal positivo, sendo identicamente zero para tempos
iguais a multiplos inteiros de T'/2.

A solugao para tempos arbitrarios ¢(t,z) pode ser construida a partir da restrigao
da solugao p(t,x) para o intervalo 0 < t < T'/2. O oscillon possui suporte compacto, ou
seja, exceto por uma regiao contida entre duas curvas v, e yg — as bordas esquerda e
direita do oscillon — o campo é nulo. Assumimos nessa construcao, que as equacoes de
movimento x = zg 1(t) das bordas sdo conhecidas, com z(0) = 0 e zx(0) = T. Como o

oscillon tem zeros para tempos multiplos de 7'/2 tomamos a condi¢ao inicial

0(0,x) = ¢<€,x> =0,.

J& o fato que o oscillon esta contido entre vi e v, nos leva a impor a condicao

0 sex <0
9p(0,2) = f(z) se0<az<T (2.1)
0 sex >T

na qual f(z) é uma fungdo continua tal que f(0) = f(T') = 0. Por conven¢ao adotamos
que f(z) < 0 no intervalo 0 < z < T'. Como uma consequéncia, a solugao ¢(t,x) é negativa
para 0 < t < T'/2. A forma especifica de f(x) nao é conhecida inicialmente. Ela serd
determinada de modo que o campo fique contido entre as duas bordas, e sera, portanto,
dependente da forma das bordas.

As solugoes de oscillon para o modelo de signum—Gordon foram inicialmente des-
cobertas para o caso particular do oscillon cujas bordas v, e vz se encontram paradas
(ARODZ; KLIMAS; TYRANOWSKI, 2008). Posteriormente, foi encontrada uma generali-
zacio para o caso da borda em movimento uniforme (ARODZ; SWIERCZYNSKI, 2011).
Por fim, a solucao foi generalizada para bordas time-like arbitrarias (SWIERCZYNSKI,
2016). Essa ultima generalizacdo, por englobar os casos anteriores serd a apresentada aqui.

Como a informacao das condigoes de contorno nas bordas viaja com a velocidade

da luz, é conveniente separar o suporte de ¢(t,x) em trés regioes:
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T/2 - . .

Regiao 2 Regiao 1 Regiao 3

0 T/2 T

x
Figura 4 — Regioes 1, 2 e 3.

e Regiao 1: z.(t) < x < (. Como o sinal do campo ¢;(t,x) é negativo, a equagao de
signum—Gordon ¢ identicamente satisfeita pela expressao
2

A forma das fungoes F; e (1 € definida pelas condic¢oes de contorno

1(0,2) = Fi(z) + Gi(x) =0,
Orp1(0,2) = Fi(x) — G (z) = f(z).

Da primeira condi¢do obtemos que Fi(z) = —G1(z). Usando esse resultado na

segunda condigao obtemos a expressao

F(z) = Fi(x) = Fy(0) + %/0 ds f(s).

A solucgao para a regiao toma a forma
2 r+ 2

or(ba) = Fla+1) — Fz —1) + % _ % ttdsf(s) + %

e Regiao 2: z(t) <z <. De modo similar a regiao 1, consideramos
2
pa(tia) = Bt +2) + Goz —t) + 5

com as funcgoes Fy e (G5 definidas pelas condig¢oes de contorno

T T T 77
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e de continuidade em z =t

wa(t,t) = p1(t,t). (2.3)

Fazendo a substituigdo x — = 4+ 7'/2 na equagao (2.2) obtemos que

T2
Enquanto isso, a condi¢ao (2.3) nos fornece
t° t?
F>(2t) + G2(0) + 5= F(2t) — F(0) + 7 (2.5)

Combinando os resultados (2.4) e (2.5) podemos escrever
2

?7
Go(z) = —F(x+T) + F(0) — F»(T) —

T2
Z.
Portanto, a solucao nessa regiao toma a forma

2 T2 1 ot 22
oo(tx) =Fx+t)—Flx —t+T) + — — — = — ds f(s) + — — —.
2 8 2 rz—t+T

Regido 3: T'—t < x < xg(t). Procuramos uma solu¢ao na forma

2

t
p3(t,z) = F3(x +t) + Gs(z —t) + 3

no qual a forma das funcoes F3 e (G5 é definida pelas condicdes de contorno

T T T T2
@3<2ax>:FS<$+2>+G3(l’—2>+8=0 (2.6)

e continuidade em x =1 — ¢
Fazendo a substitui¢do x — = — T'/2 na equagdo (2.6) obtemos que
T2
Fg(l’) = —Gg(l‘ — T) — ? (28)

Enquanto isso a condigao (2.7) nos fornece

T T T t2
S ) =F(2)—F(-2t4 )+ o
g0<t’2 t) (2) ( t+2)+2
T T  t
= F3( — —2t+ — —. 2.
3<2>+G3< +2)+2 (29)
Combinando os resultados (2.8) e (2.9) podemos escrever

Fy(z) = Fe —T) — F(g) - G3<—§) - 1;

T T T?
G =-F F| = G| —— —
3(7) () + <2>+ 3( 2)+ 8
Portanto a solugdo nessa regiao toma a forma

2 1?1 qeteT 2 1°
ta) = Flo+t—T)— Flz —t 7_7:7/ d .
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Resumindo os trés casos, podemos escrever a solugao ¢(t,x) como

Flat+t)—Fla—t+T)+5 -2 seap(t) <z <t,

o(t,x) = F(x+t)—F(a:—t)+% set<z<T—t, (2.10)
F(:L‘—I—t—T)—F(x—t)—i—%—%2 se T —t <z <uzg(t).

Vamos agora determinar a forma da fungao f(x). Podemos fazer isso exigindo que a

solucao nao sé toque o zero nas bordas, mas o faca suavemente. Escrevemos essa condigao

em coordenadas cone de luz y+ = x £+t nas quais a suavidade implica que

= 0. (2.11)

YRYYL

= a_gp
YRYYL

Or¢

Nessas coordenadas, a solugao na regiao 2 (que contém a borda esquerda) assume a forma

m@%y>:F@u—F@-%m+;@+_yy_27

Derivando essa expressao, as condi¢oes (2.11) implicam nas equagoes

flos)| = =5 =] (2.12)
flo-+7)| = =5 =] (213)

Note que para pontos da borda esquerda v vale
T
0 S Y+ S 5 + Aa
T
5 + A< y— + T<T

com A =z (7T/2). Portanto, as relagdes (2.12) e (2.13) cobrem, conjuntamente, todo o
dominio de f(z).

Para garantir a consisténcia da solucao, devemos verificar como a borda direita vz
se relaciona com f(x). Em coordenadas cone de luz, a solu¢do na regiao 3 (que contém a

borda direita) assume a forma

1

oy y-) = Flys =T) = Fly-) + (ys — y-)?

T2
8

de modo que as condigoes (2.11) implicam nas equagoes

Floe=1)| == =) (2.14)
f(yf)7 == ;(zu—y)V : (2.15)

Comparando o conjunto de equagoes (2.12) e (2.13) com (2.14) e (2.15), observamos que

a borda direita v trata-se de uma translacao em 7' da borda esquerda ;. Ou seja, se os
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pontos (y.,y_) satisfazem (2.12) e (2.13), entao (y. + T,y + T) satisfazem as equagoes
(2.14) e (2.15). Portanto, nao temos a liberdade de escolher 7, e yg de modo totalmente
arbitrario. Uma vez fixada a borda esquerda, a borda direita passa a estar determinada
também.

Usando o formalismo desenvolvido acima, é possivel construir uma solucdo de
oscillon védlida no intervalo 0 < ¢t < T/2 desde que possamos reescrever a equacao de
movimento da borda esquerda na forma y_ = g(y, ), y. = ¢ (y_). Em termos da fungio

g, as condigdes (2.12) e (2.13) podem ser reescritas como

Como a expressdo de f(z) é dada em duas partes, a solugido ¢(t,x) terd expressoes
diferentes em regioes delimitadas pelas retas x £ ¢ = T/2 + A, assim como pelas retas

x=tex =T —t. Cada uma dessas regioes esta representada na figura 5. Em cada regido,

T/2

0 T/2 T/2+A T

xT

Figura 5 — Regides da solugao ¢(t,x).

a solucdo da equacdo de signum—Gordon é dada por uma expressao diferente g (t, )

(k € {C, Ly, Ly, L3, Ry, Ry, R3}) vélida apenas naquela regidao. Por isso é conveniente
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introduzir as func¢oes degrau
T T
o(t, z) = Q(x—i-t -5 A)Q(w - t)@(—x—l—t—l— 3 +A>9(—x —t+7),

My, (t,x) = 9(m—t)0<—x—t+€+A),

Iy, (t,x) =0(x —z.(2)0(—x + t)@(—:v —t+ Z + A),
Oy, (t,x) =0(—x +t)6<x +t— Z - A),

My, (1) = (T — & — )0 — 1 - Z -a),
i (t,2) = 0=+ 22(t) + T+t~ T)6 (1w — t - Cg - a),

T
Mg, (t,2) = 9(3:+t—T)9<—as+t+ 2+A>.

Cada funcao degrau vale um na sua respectiva regiao e se anula fora dela. Em termos das

fungoes degrau Il (¢,x) e das solugoes parciais (t,x) podemos escrever a solugao
So(tu x) = Z Hk(t7 x)SOk(t:x)
k

valida para 0 <t < T/2.

Podemos usar solugao restrita obtida até o momento para construir a solugao mais
geral ¢(t,x) notando que o ansatz

(t,x) =—o(T —t,x)
T/2<t<T

satisfaz tanto a equacao de signum—Gordon quanto as condi¢oes de continuidade e suavidade
em t = T/2. Uma consequéncia desse ansatz é que o oscillon reverte seu movimento e
retorna para sua posicao original durante a segunda metade do seu periodo. Para t =T,
as condicoes de contorno do segundo periodo serao as mesmas do que para t = 0. Desta

forma, o oscillon sera de fato oscilatorio no tempo. Estendemos a solugao para todos os
tempos introduzindo as funcoes periddicas
7(t) = — arcsin

oo (7)
o(t) = sgn (sin <;>),

representadas na figura 6. Para tempos arbitrarios o campo é expresso na forma

$(t,x) = o(t) p(r(t),2) = Do ()i (t, 2)or((t) ).

k

Y

2.1 EXEMPLOS

Nessa secao, vamos usar as expressoes deduzidas anteriormente para construir
dois exemplos de oscillons, cujas bordas possuem movimento uniforme e uniformemente

acelerado.
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Figura 6 — Funcgoes 7(t) e o(t).

2.1.1 Borda em movimento linear

O exemplo mais simples é o oscillon com borda em movimento uniforme. Nesse

caso a borda esquerda tem equacao de movimento

xp(t) = vt
de modo que A =z (T/2) =vT/2 ¢
1—w
1+
1 — —
g @)=
Portanto, a fun¢ao f(x) toma a forma
Fa) —ﬁvx se 0 <z < (14v)%,
T) =
——=T—-2) se(l+v)L<a<T
Integrando essas expressoes podemos obter
Fa) F(O)—liv§ se 0 <z < (140)%,
Tr) =
F(O)—%Q%—liv(Tf)Q se (1+v)2 <z<T

Agora, podemos substituir a funcdo F(x) na férmula (2.10) e o campo em cada uma

das regides da figura 5 como uma func¢ao do parametro v. Fazendo os calculos, podemos
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1 0,08 1 0,08
0,06 0,06
0,8 0,8
0,04 0,04
0.6 0,02 0,6 0,02
- 0 - 0
0.4 ~0,02 0.4 ~0,02
—0,04 —0,04
0,2 0,2
—0,06 —0,06
0 —0,08 0 —0,08
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 02 04 06 08 1 1,2
x x
(a) Oscillon para v = 0,0. (b) Oscillon para v = 0,5.

Figura 7 — Solugoes analiticas para o campo ¢(t,x;v) apresentadas como um mapa de cor
em func¢ao da posicao x e do tempo ¢ para diferentes valores de v.

identificar que apenas quatro solugoes parciais sao fundamentalmente diferentes

(14 0)T —22)* — 4((1 + )T — 2va)t 4+ 4(2 — v*)2

ot ;) = g ,
2 xt
Pt ziv) = 5 =
2
eraltai) =~ g0
1 T T 2x-T
Ws@v%”):a(t—a)(”a* 1_0)'

As solugdes g, podem ser obtidas a partir das solucoes ¢y, através das transformacoes

v — —v,

r—T—x
de modo que
g, (t,z;v) =@, (t, T — x;—v).

Podemos identificar ainda, que a regiao central C' é invariante sobre essa transformacao.

Gréficos de mapa de cor dessas solugoes estao apresentadas na figura 7.

2.1.2 Borda em movimento acelerado

Vamos considerar agora um oscillon cuja borda realiza um movimento uniforme-
mente acelerado no referencial de repouso instantaneo da borda. A equac¢ao de movimento

da borda esquerda é

xp(t) = %[\/1 + (at + 70”0)2 — %



2.1. Ezemplos 41

na qual a é a aceleragao no referencial da borda, vy é a velocidade da borda para t =0 e
0= (1- )7
Para este caso, é mais simples utilizarmos as expressoes (2.12) e (2.13) do que isolar

g(x) explicitamente. Note que para pontos da borda esquerda

1
Y+ = a[\/1+(@t+7000)2—% m
de modo que
1
“(yy —y_) =t.
5 U+ = y-)
Portanto, é possivel escrever
1 a 2 1
yiza\ﬂ+<2w+—yﬁ+vw0 —| £ 50 —y-).

Dessas equagoes é possivel isolar o lado direito das equagoes (2.12) e (2.13) como fungoes
de y, e y_. Fazendo isso obtemos

1 Y Yo(1 — ) Y- Yo(1 + vo)
—@+—%J:—‘+P ( =1+ :
2 ays + vo(1 + vo) 2 ay— + (1 — vp)

2

Portanto, a fun¢ao f(x) pode ser escrita na forma

51+ 27 se0<z<?

(4 o) ez +A<e<T

fz) =

na qual introduzimos a notacao

A= Yo(1 + UO)’
a

B = 7%(1 _ UO).
a

Agora que sabemos f(x), podemos obter F(x) através de uma integragao e obter
272

_zZ z+A T
Fla) = F(0) - % A‘ se 0 <z <5 +A,

F(O)—%2+%(T—$)2—%(T—x)—%ln‘%’ se L+ A<z <T.

B AB
— 3T+ In

Usando estas expressoes, é possivel escrever a solucao para as regices C, Ly, Ls e

L3 como fungao dos parametros A e B:

AB 1 T
@C(t,x;A,B):—4+4(x+t+B—T)(x—t+A)+t<t—2)
AB 1
A B—T)z—t+A
1 nAB(a:+t+ )@ —t+ A),
t AB |z+t+ A
A,B)=_(t—z—B 1
SOLl(taxv ) ) 2(t 'y )+ 4 nx—t—i—A’
AB 1
SDLQ(t?x;/LB):T_Z("E—i_t—i_A)(x_t—f—B)
AB 1
—In|— A)(x — B
+ nAB(w+t—|— )(x —t+ B)|,
1 T AB |z+t+B-T
oralt i A B) =5 (6= 5 et o) = S
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onde AB = a~2. E possivel escrever as solucdes parciais @g, (t,2) em termos de ¢y, (t,z)

através das tranformacoes

r— T —ux,
Vo — —o,
a — —a.

Note que as duas tltimas transformacgoes sdo equivalentes a

A— —B,
B — —A.

de modo que
or,(t,x; A, B) = . (t,T —x;—B,—A).

Gréficos de mapa de cor dessas solugoes estdo apresentadas nas figuras 8 e 9.

2.2 PROPRIEDADES GERAIS

2.2.1 Energia e momento

A energia no modelo de signum—Gordon ¢é dada pela integral

B = [ de[J@0(60) + 5@u0(00)) + 16(t.2)]

Devido a conservagao de energia, podemos calcular a energia dos oscillons em qualquer
instante de tempo. Em particular, vamos calcular no instante ¢ = 0. Para esse tempo, a

energia se simplifica como

1

Ezzéim@ﬂa@ﬂ

Substituindo a condi¢ao inicial (2.1) obtemos

1 [T )
B= [ dz(f(@))

1 rT/2+A 1
=< A —g@)t+

T 2
8 Jr/24A '

dx(g_l(x—T)—x—i—T)

Fazendo a substituigdo u = ¢g~'(z — T') na segunda integral podemos reescrever essa

expressao na forma

1 (T/2+A s, 1 970 dg(u) 2
E=- / dz[r — - / d — g(u))
A [z — g(7)] 5 ) Y da [u—g(u)]
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1 0,08 1 0,08
0,06 0,06
0,8 0,8
0,04 0,04
0,6 0,02 0,6 0,02
- 0 - 0
0,4 —0,02 0.4 —0,02
—0,04 —0,04
0,2 0,2
—0,06 —0,06
0 —0,08 0 —-0,08
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 0 02 04 06 08 1 1,2
x x
(a) Oscillon para a =1 e vy = 0,0. (b) Oscillon para a =1 e vg = 0,5.
1 0,08 1 0,08
0,06 0,06
0,8 0,8
0,04 0,04
0,6 0,02 0,6 0,02
- 0 - 0
0.4 ~0,02 0.4 ~0,02
—0,04 —0,04
0,2 0,2
—0,06 —0,06
0 —0,08 0 —-0,08
o 02 04 06 08 1 1,2 0 02 04 06 08 1 1,4
x x
(¢) Oscillon para a =5 e vy = 0,0. (d) Oscillon para a =5 e vg = 0,5.

Figura 8 — Solugoes analiticas para o campo ¢(t, x; A, B) apresentadas como um mapa de
cor em funcao da posicdo x e do tempo ¢ para diferentes valores de a e vy.

Como a fun¢do g(z) é definida pelas equagoes de movimento da borda esquerda, para
pontos (¢, z) dessa borda, vale que x +¢ = g *(x — t). Em particular, para os pontos (0, 0)
e (T/2,A) vale
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1 0,08 1 0,08
0,06 0,06
0,8 0,8
0,04 0,04
0.6 0,02 0,6 0,02
- 0 - 0
0,4 —0,02 0.4 —0,02
—0,04 —0,04
0,2 0,2
—0,06 —0,06
0 —0,08 0 —0,08
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 -04-02 0 02 04 06 08 1
x x
(a) Oscillon para a =1 e vg = —0,1. (b) Oscillon para a =1 e vg = —0,5.
1 0,08 1 0,08
0,06 0,06
0,8 0,8
0,04 0,04
0.6 0,02 0,6 0,02
- 0 - 0
0.4 ~0,02 0.4 ~0,02
—0,04 —0,04
0,2 0,2
—0,06 —0,06
0 —0,08 0 —0,08
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 -04-02 0 02 04 06 08 1
x x
(¢) Oscillon para a =5 e vg = —0,1. (d) Oscillon para a =5 e vg = —0,5.

Figura 9 — Solugbes analiticas para o campo ¢(t,x; A, B) com vy negativo.

Usando essas informagoes nos limites da segunda integral, podemos calcular a energia

1 [T/2+A dg(u)
E=- / da (x — g(z)? + = d
8 Jo (@ —gl@) + 8 Jrj24a “ du

— [ (- Y gy
1

(u = g(u)”

dz
T/2+A
[z — g(x)]

T 24
T3
:ﬂ'

0

Note que todos os oscillons de mesmo periodo do modelo de signum-Gordon possuem a

mesma energia, dada pela expressao acima, independente da trajetéria das bordas.
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Similarmente, o momento linear para os oscillons é dado por

p= [ dz(@0(t,2)(@:0(t,2)

e pode ser calculado em qualquer momento, pois o momento linear é conservado. Calculando,
para t = 0 temos que p = 0 para todos os tipos de oscillon, independente do movimento
da borda. Isso significa que a evolugao temporal garante que a forma do oscillon compense
o movimento das bordas, de modo que o momento total do campo seja nulo. Ou seja,

mesmo o suporte do oscillon se movimentando, seu centro de momento se mantém parado.

2.3 OSCILLONS EM MOVIMENTO

Apesar do momento linear dos oscillons construidos ser nulo, podemos obter solucoes
de oscillons cujos centros de momento se movam uniformemente em relagao ao referencial
do laboratério. Fazemos isso através de uma transformagao de Lorentz.

No referencial do centro de momento S’, os oscillons se encontram em repouso.
Portanto, sao validas as solugoes obtidas acima, expressas nesse referencial como ¢(t', z’).
No referencial do laboratério S, os oscillons sdo descritos por uma solugao ¥ (t, z). Como o
campo do modelo de signum—Gordon é um escalar, as solugoes nos dois referenciais sao

relacionadas pela transformacao de Lorentz

W(t,x) = o(t', ).

Portanto, para um oscillon se movendo com velocidade V' em relacao ao referencial do

laboratério

U(t, ) = oyt = Vir),y(z = Vi)

com v = (1 — V?)~1/2, Gréficos dos oscillons dos exemplos anteriores em movimento com

relacao ao referencial do laboratério sao apresentados nas figuras 10 e 11.

2.4 ESPALHAMENTO DE OSCILLONS

Como mencionado no inicio do capitulo, o estudos dos oscillons é relevante no
modelo de signum—Gordon porque os oscillons dominam o espectro de radiacao deste
modelo. Essa dominancia pode ser vista no estudo de processos de espalhamento de
oscillons.

Em estudos sistematicos de varios processos de espalhamento de oscillons (HAHNE;
KLIMAS; STREIBEL; ZAKRZEWSKI, 2020) foram observados vérios tipos de estruturas,
muito similares aos oscillons generalizados fazem parte do espectro da radiacdo. Nao
podemos esperar que estas estruturas correspondam exatamente aos oscillons generalizados,
mas sao estruturas muito similares, as quais chamamos de quase-oscillons. Os quase-

oscillons resultantes do espalhamento também se encontram e se espalham, produzindo



46 Capitulo 2. Oscillon generalizado

2 0,08 2 0,08
, 0,06 0,06
1,5 0,04 1,5 0,04
0,02 0,02
- 1 0 - 1 0
—0,02 —0,02
05 , —0,04 0,5 —0,04
—0,06 ~0,06
0 ‘ —0,08 0 —0,08
0 05 1 1,5 2 0 0,5 1 1,5 2
x x
(a) v=0eV =0,5. (b)v=0eV =0,8.
2 0,08 2 0,08
, 0,06 0,06
1,5 0,04 1,5 0,04
/ 0,02 0,02
- 1 0 - 1 0
—0,02 —0,02
05 —0,04 0,5 —0,04
l ~0,06 ~0,06
0 —0,08 0 —0,08
0 05 1 1,5 2 0 0,5 1 1,5 2
x x
() v=05eV =05 (D) v=05eV =08

Figura 10 — Oscillons com borda em movimento uniforme segundo referencial do laboraté-
rio.

mais oscillons menores. Isso é possivel porque existem solucoes de oscillons de todos os
tamanhos e gera um processo similar a um fractal.

Além disso, outros tipos de solugdes do modelo de signum—-Gordon foram observadas
em processos de espalhamento, como as solucoes de ondas de choque. Por exemplo, na
figura 12 temos um resultado do espalhamento de dois oscillons com velocidade V = 0,95.
Como produto deste espalhamento sdo gerados dois oscillons principais, que prosseguem na
trajetoria dos oscillons originais. Entre eles, hd uma regiao na forma de um losango, na qual
aparecem uma estrutura cujos zeros se situam em hipérboles. Essa estrutura é muito similar
a uma onda de choque, que é uma solucdo ja conhecida do modelo de signum-Gordon
(ARODZ; KLIMAS; TYRANOWSKI, 2006). No entanto, as ondas de choque conhecidas
tem vida infinita, enquanto o as ondas de choque resultantes de espalhamento (que iremos

chamar de quase-ondas de choque) decaem em radiac¢do, constituida primariamente de
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0,08 2 0,08
0,06 0,06
0,04 1,5 0,04
0,02 0,02
4 0 - 1 0
—0,02 —0,02
—0,04 0,5 —0,04
—0,06 —0,06
—0,08 0 ‘ —0,08
0 0,5 1 1,5 2
x
(b)a=1eV =08.
0,08 2 0,08
0,06 0,06
0,04 1,5 0,04
0,02 0,02
~ 0 + 1 0
—0,02 —0,02
—0,04 0,5 —0,04
—0,06 f —0,06
—0,08 0 —0,08
0 0,5 1 1,5 2
x x
(c)a=5eV =0,5. (d)a=5eV =08.

Figura 11 — Oscillons com borda em movimento uniformemente acelerado segundo refe-
rencial do laboratério. Em todos os casos, vy = 0.

oscillons.
No proximo capitulo, vamos estudar mais a fundo as solug¢oes de ondas de choque e

tentar entender as razoes por tras dos decaimentos das quase-ondas de choque.
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0,1
14 0,08
1,2 0,06
1 0,04
0,02
~ 08 0
0,6 —0,02
0,4 —0,04
—0,06
0,2 —0,08
0 —-0,1
-1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5
x
Figura 12 — Espalhamento de dois oscillons com velocidade V' = 0,95 em relacdo ao

referencial do laboratdrio.
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3 ONDAS DE CHOQUE

Neste capitulo vamos estudar as solucgoes de onda de choque do modelo de signum—
Gordon. Essas solugoes possuem frentes de onda que se propagam com a velocidade da luz,
e uma parte interna constituida de solugoes parciais com zeros em hipérboles. Essas ondas
de choque sao analogas as estruturas resultantes de certos espalhamentos de oscillons. No
entanto, as ondas de choque analiticas tem vida infinita, nunca decaindo, ao contrario do
produto dos espalhamentos. Iremos analisar a diferenca entre as ondas de choque exatas e
as quase-ondas de choque resultantes de espalhamento.

As ondas de choque analiticas podem ser obtidas como uma solu¢cao do modelo
de signum—Gordon na qual o campo depende do tempo e da posicao apenas através da
variavel

z= i(ﬁ —t%).

Ou seja, ¢(t,x) = ¢(z). Em termos da varidvel z, as derivadas do campo tomam a forma

00(t, ) = —3 &(2),
Ou(t 1) = 5 9'(2).

Substituindo as derivadas na equacgao de signum—Gordon, obtemos a seguinte equacgao

para o campo ¢(z)

2¢"(2) + ¢'(2) = sgn(9(2)). (3.1)

Além disso, assumimos o seguinte ansatz

na qual 6(—z) é a funcdo degrau de Heaviside. Com o campo escrito nessa forma,0
garantimos que as frentes de onda (descontinuidades do campo) se propaguem sobre o

cone de luz z = £t (z = 0), com o campo se anulando fora deste cone.

Em termos da fun¢ao W (z), as derivadas do campo podem ser reescritas como
¢'(2) = 0(=2)W'(z) — ()W (2),
¢"(2) = 6(=2)W"(2) — 20(2)W'(z) = W(2)d'(2)
de modo que vale a expressao
2¢"(2) = 20(—2)W"(2) + 0(2)W (2).

na qual usamos as propriedades da funcao delta de Dirac que f(z)d(z) = f(0)d(z) e
f(2)d'(2) = — f'(2)0(2). Substituindo essas derivadas na equacao (3.1) obtemos a seguinte

equacao diferencial

2W"(2) + W'(z) = segn(W(2)).
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(k=0 k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6
ar | 1,00 351 6,92 11,03 1573 20,96 26,76
be | 0,00 2,00 502 882 1324 1822 2370
| 200 3,75 526 664 793 916 10,33

Tabela 1 — Valores numéricos dos primeiros ag, by e t; para ag = 1.

Essa equagao pode ser resolvida analiticamente para cada regiao no qual W(z) tem sinal
definido (—1)¥, com k € {0,1,2,...}. Vamos denotar esses pedacos da solucdo por Wy(z),

cada um dos quais obedecendo a equacao
W (2) + W (2) = (—1)k

Além disso, impomos que a fun¢ao W (z) é continua e suave de modo que

Wi(—ax) = Wit (—ar) = 0, (32)
Wi(—ar) = Wiy (—ar). (3.3)
para os pontos z = —ay. Note que para a regiao interna da onda de choque z < 0, portanto

ar > 0. Como a equacao (3.1) é separdvel podemos usar a condigao (3.2) para deduzir que

Wi(2) = (=1)F (z + ay, + by In ZJ)

Além disso, a segunda igualdade da condicao (3.2) implica que

Wert gy ey Gt (3.4)
Qg Qg ar '
e a condicao (3.3) implica que
b b
SUAR N Rl (3.5)
ar g

Note que precisamos ainda exigir que by = 0 para que Wj(z) nao tenha uma singularidade
logaritmica em z = 0. Com essa condi¢ao fixa, podemos obter os demais parametros como
resultado das relagdes de recorréncia (3.4) e (3.5), em termos do primeiro zero ag, que
deve ser tratado como um parametro livre. Essas relacoes de recorréncia precisam ser
resolvidas numericamente. A tabela 1 contém os valores numéricos dos primeiros a;, e by,
no caso ag = 1, assim como os tempos t; para qual cada solugao parcial Wy (z) se divide.

Para z = 0 o campo vale W(0) = Wy(0) = ag, de modo que a onda de choque é
descontinua na sua frente. Essa descontinuidade faz com que o gradiente do campo se

torne infinito nesse ponto causando uma divergéncia na energia total

E— / dz B(@tqb(t, )+ ;(8zq5(t,x))2 +lo(t, x)@.
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Figura 13 — Onda de choque exata para ag = 1.

Nossa hipdtese é de que as frentes de onda servem como um reservatorio de energia,
transferindo energia para as regioes internas da onda de choque e sustentando sua expansao.
Caso a energia da frente de onda fosse finita a expansao da onda nao poderia ser sustentada
indefinidamente, causando um decaimento da solu¢ao em radiacdo — analogamente ao que
vemos no espalhamento de oscillons na secao 2.4.

Para sustentar essa hipétese vamos primeiro analisar a evolugdo temporal da energia
das partes internas da onda de choque. Caso as frentes de onda de fato ajam como um
reservatério de energia, é esperado que a energia das partes interna cresca com o tempo.
Depois, iremos construir uma solucao de quase-onda de choque, na qual as frentes de onda
foram suavizadas. Nesse caso, a divergéncia é evitada e poderemos ver também a evolucao

temporal da energia da frente de onda.

3.1 ENERGIA DAS REGIOES INTERNAS

A regiao interna da onda de choque é composta da sobreposicao de solugdes parciais
or(t,x) = Wi(z) cujos suportes —ap < z < —aj_ nao se intersectam. Cada solucio

parcial Wi.(z) possui zeros sobre as hipérboles

Lo o

—(z°=t") = —a
10— 1) = —a,
de modo que para tempos t, = 2,/a; a solugdo ¢i(t, x) se separa em duas partes disjuntas.
Entre elas surge uma nova solugdo parcial ¢p.1(¢, ). Portanto cada pedago da solucao

existe em um suporte que varia com o tempo. Para k > 1, o suporte tem a forma

|z] < epoa(t) se tp_1 <t <y,
supp(¢dx) =
() < lz| <epa(t) setp <t
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na qual ¢, (t) = V1?2 — 4ay. Ja para k = 0 temos

x| <t se 0 <t <t,

supp(¢o) =
colt) < || <t sety <t

Conhecendo o suporte de cada parte da solugdao, podemos calcular sua energia como

funcao do tempo

Ei(t) = /Suppm) dz ;(at¢k<t,x))2+;(amk(t,x))Qﬂqbk(t,x)@

= Ki(t) + Uk(t)

a qual separamos em duas partes: a energia cinética e de gradiente K (t) e a energia

potencial Ug(t). Em termos de W (z), essaas energias podem ser escritas como

9[:2—1—2?2[ (xQ—tQNQ
Ki(t :/ de ——|W/ [ ——— ,
k() supp(é) 8 b 4

x? _ t2
Ut:/ dz | W .
(1) supp(dx) k( 4 ) |

Ambas as integrais acima podem ser calculadas analiticamente. No entanto, precisamos

calcular separadamente os casos k = 0 e k > 1, porque o suporte de ¢, é diferente em

cada um desses casos.

e Caso k = 0. Considerando que W((z) = 1 obtemos que a energia cinética e de

gradiente é

22 4 2 1 23 Tmax(t)
Ko(t) =2 d = |Pr + =
O( ) supp ¢o o 8 4 T 3 Toin ()

na qual o fator de 2 é proveniente da paridade da solucao. Os limites de integragao

sao definidos pelo suporte de ¢q, variam no tempo de acordo com

(0,1) se 0 <t <t,
(xminv xmax) =
(Co(t)7 t) se tg < 1.

Substituindo os limites de integragao, obtemos que Ky(t) vale

se 0 <t <ty,
Ko(t) =

W w|

—3(t* —ag)co(t) seto <t.

Podemos calcular a energia potencial de modo similar, sendo Uy(t) dada pela integral

-'Emax(t) 2 _ t2
U()(t) =2 dz (x + (I())
xmin(t) 4
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que se torna

Uo(t) 2a0t—§ se 0 <t <ty,
0 =
2&075 - g + %(t2 - 4&0)3/2 se to < 1.

apo6s realizarmos a integral e substituirmos os limites de integracao.

e Caso k > 1. As energias cinéticas e de gradiente Kj(t) sao dadas pela integral

mmax(t) 2 2 2
K(t) =2 de Tt <1+4b'“>

-Tmin(t) 8 I‘Q - t2

nas quais os limites de integracao sao

(0, cx—1(t)) se t1 <t <ty,
(*xmin; xmax) =
(Ck(t), Ck_l(t)) se t < t.

Substituindo os limites de integragao, podemos expressar Kj(t) como a soma

K7(t) = Put) se tp_1 <t <ty,

Be® =1
Kk (t)ZPk(t)+Qk(t) se t < t.

na qual definimos as fungoes Py (t) e Qx(t) como

b3 ot 1t
Pi(t) = ko4 oh, — i + — | cp_1(t) — 4bgt ArcTanh M ,
Ar—1 3 3 t
b? t? t
Qk<t) = — k + 2bk - % + — Ck(t) - 4bkt ArcTanh CL() .
Qp—1 3 3 t

Aplicando o mesmo procedimento para a energia potencial podemos expressar Uy (t)

CcOImo a soma

UT)(t) = Ry(t) se to_y <t < ty,
U () = Re(t) + Se(t)  se ty, < t.

4 t2 it
Ri(t) = lgk — 4by, — 3] cp—1(t) + 4bgt ArcTanh (Ck tl( ));

g cr(?)

day,_ t
-1 — 4bk — 31 Ck(t) — 4bkt ArcTanh (t) .

3

Si(t) = —l

Somando a energia cinética, de gradiente e potencial obtemos que a energia total

Ey(t) de cada solucao parcial vale

ES () = Xu(t) se tyy <t < t,
EX (1) = Xe(t) + Ya(t)  setr <t
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na qual
2

Xil0) = (0 + ) = |

— 20y, + ak—1‘| cr—1(t),

2

Yi(t) = Qu(t) + Su(t) = — [b'“ ot ] ah).

Qg

Essas expressoes valem também para k = 0 se definirmos

Para um tempo t pertencente ao intervalo t,_; <t < t;, a energia total da regiao

interna da onda de choque é
k
E(t) =Y Ei(1) ZE“ )+ B ().
Como EZ»(JF) (t) = Xi(t) + Yi(t) e E,g )( t) = Xx(t), podemos expressar a energia como

[Xi(t) + Yi(t)] + Xi(t)

t) + ; Xa(t) + Vi (1)

Note que essa expressao pode ser simplificada usando que
X1<t>+}/0(t) == [a—2b1100( ) O
0

b2 — b,

Xl(t) + Y;_l(t) = [ : - 2[)@'_1 - 2b;| Cz‘_l(t) =0 para 1 Z 1.

Ai—1

Portanto, a energia total da regiao interna ¢ dada simplesmente por
E(t) = 2agt. (3.6)

Deste modo concluimos que a energia da onda dentro do cone de luz cresce linearmente com
o tempo e a taxa de crescimento é proporcional a descontinuidade da onda na superficie
do cone de luz z = 0. Esse crescimento da energia é permitido, pois as frentes de onda

possuem energia infinita que pode ser transferida para as regioes internas.

3.2 QUASE-ONDAS DE CHOQUE

As ondas de choque possuem uma divergéncia na energia total decorrente de uma
descontinuidade na frente de onda. Essa divergéncia tem origem nas condigoes iniciais da

solucao, porque para t = 0 temos
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10

M mmm
i

-1 -0,5 0 0,5 1
Figura 14 — Fungao delta triangular ¢, (z) para diferentes valores de ¢.

devido a presenca funcao degrau no anstaz da solugdo. Substituindo essas condi¢oes na

energia

B = [ [5(a00.0) + 5(0.00,0)" + ot )

temos que integrar uma expressao proporcional ao quadrado de uma delta de Dirac. A
integral de (§(z))? ndo é bem comportada na teoria das distribuigoes, causando uma
divergéncia. Podemos contornar esse problema com o uso de uma fungao delta d.(z) que

possua como limite — no sentido fraco — a delta de Dirac quando € — 0. Ou seja

lim dxé / dz d(z) f(x) = f(0)

e—=0J

para toda funcdo teste f(x). Existem vérias possibilidades de fungao delta. Em particular,

vamos estudar o caso da fungao J.(x) na forma triangular, cuja expressao é

L ge —e <2 <0,
£

0e(2) =( & se0<z<e,

£

0 nos outros casos.

Outras escolhas possiveis seriam uma funcdo delta de forma retangular ou entdo na forma
de uma distribuigao normal. Escolhemos a fungao triangular por ser facil de integrar (ao

contrario da distribui¢ao normal) e continua (ao contrario da fungao retangular).
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Vamos entao estudar as solugdes do modelo de signum—Gordon com condigoes

iniciais dadas por

925(07‘77) =0,
8t¢(0,x) = a55($)

com a sendo uma constante positiva. As estruturas resultantes dessas condigoes iniciais
serao chamadas de quase-ondas de choque. A energia total de uma quase-onda de choque

é finita e conservada no tempo, sendo dada por

2 2
E- ‘L/OO dz (6.())? = &
2 J-x 3¢
Note que essa expressao inclui a energia das frentes de onda, ao contrario de (3.6). No
limite € — 0, a energia total diverge, da mesma forma que a energia total das ondas de
choque exatas.

As condigoes iniciais das quase-ondas de choque podem ser integradas numerica-
mente no tempo. A integracdo numérica pode ser realizada discretizando a varidvel x em
um grid de separacao 1072, de modo que tratamos o campo e sua derivada temporal como
variaveis distintas para cada posicao do espaco. As derivadas espaciais foram tratadas
através do método das diferencas finitas. No tempo, integramos o campo e sua derivada
temporal a partir da equagao de signum—Gordon pelo método de Runge-Kutta de quarta
ordem, com passos de tempo de tamanho 1074

Na figura 15 os resultados numéricos para o campo ¢(t,z) foram representados
como um mapa de cores para a = 1 e diferentes valores de . Também representamos
a densidade de energia do sistema. Para valores de € pequenos os resultados numéricos
sao muito similares a ondas de choque exatas. Por exemplo, para ¢ = 0,1 o campo
nao decai durante todo o periodo simulado e a densidade de energia se concentra nas
frentes de onda. No mapa de cores da densidade de energia, vemos que as frentes de
onda perdem intensidade, indicando que a energia esta sendo transferida para as regioes
internas. Conforme aumentamos os valor de ¢, podemos ver a onda de choque decaindo
em radiacao. Para ¢ = 0,3, por exemplo, a onda de choque se quebra em quase-oscillons
para t =~ 4. Esse também ¢é o tempo no qual a densidade energia na frente de onda se
torna comparavel com a da regiao interna. Aumentando ¢ suficientemente, por exemplo
para € = 0,5, a configuracdo do campo nao se assemelha mais a uma onda de choque,
exceto nos instantes iniciais da evolugao temporal. Quando para a = €2, a quase-onda de
choque tem as mesmas condic¢oes iniciais que um oscillon com bordas paradas e periodo
T = 2e. Como situagoes desse tipo ja sdo demasiadamente distante do nosso objeto de
estudo, vamos nos restringir a valores de ¢ tais que €? < a.

A nossa escolha de d.(z) permite a construgdo de uma solugao analitica para os

primeiros instantes da evolucao temporal. Essa solu¢ao analitica toma o valor de vacuo
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10 - — 0,5 10 50
8 : 0.4 8 40
0,3
6 0,2 6 30
4 0,1 4 20
2 0 2 1
0,1 N 0
0 — -0,2 0 AV 0
—10 -5 0 5 10 —-10 -5 0 5 10
x x
(a) Campo para ¢ = 0,1. (b) Densidade de energia para ¢ = 0,1.
10 0,5 10 6
’ 5
8 3 s 0,3 8
6 0.2 6 N
-~ 0,1 had 3
4 0 o 4 9
2 -9 2
~0,2 L
0 - -0,3 0 0
—10 -5 0 5 10 —-10 -5 0 5 10
x x
(¢) Campo para ¢ = 0,3. (d) Densidade de energia para ¢ = 0,3.
10 0,5 10 2
04
8 0,3 8
05 J 15
6 0,1 6
- 0 - x 1
4 —0,1 4
02
2 03 2 0,5
04
0 -0,5 0 — 0
—10 -5 0 5 10 —-10 -5 0 5 10
x x
(e) Campo para ¢ = 0,5. (f) Densidade de energia para ¢ = 0,5.

Figura 15 — Solugdes numéricas para ondas de choque aproximadas com diferentes valores
deecea=1.

¢(t,x) = 0 fora de um certo suporte compacto e dentro desse suporte toma a forma

2

$(t,0) = F(z+1) + Gl — 1) + % (3.7)

Nos instantes iniciais da evolucao temporal, a onda de choque é positiva, portanto usamos
a forma com o sinal negativo.

Para t = 0, o suporte da solucdo esta restrito a regido —e < x < ¢. Esse suporte
pode se expandir ou se contrair, dependendo da inclinacio de ad.(x) (ARODZ; KLIMAS;
TYRANOWSKI, 2007). Vamos supor que o suporte expande com velocidade —v de modo

que para cada instante de tempo, o campo esta contido na regiao

—e4vt <z <e—ut
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2e T T T
Cy
T Ly Ry 1
Ly ¢ Ry
Ly Ry
0
—€ 0 €
x
Figura 16 — Regides do suporte de ¢(t, x).
Para uma onda de choque exata (¢ = 0) devemos ter v = —1.

Como a condigdo inicial muda de expressdao nos pontos x = +¢ e x = 0, consideramos
separadamente cada uma das regides da figura 16. A simetria das condigoes iniciais nos
permite resolver a equagdo de signum—Gordon apenas para as regides a esquerda da origem.

As solugoes a direita podem ser obtidas pela transformagao

(IZSRi(t?'I) = ¢Li(t7 —{L‘).

Além disso, as solugdes ¢, (£, x) devem ser invariantes por essa transformagao.

Obtemos a solugao ¢r,, (¢, z) impondo as condigoes iniciais

¢L1(07‘r) =0
0t¢L1(07:E) = aée(tvx)

a expressao (3.7). Resolvendo as equagoes resultantes obtemos que ¢, (¢, ) vale

2

b, () = Sla+e)t — 5.

Para obtermos a solu¢do em L, notamos que ¢, (¢, z) realiza uma interpolacdo
entre a solugdo de vacuo ¢(t,z) = 0 e a solucado parcial ¢, (¢, x). Para que essa solucao

toque suavemente o vacuo, ela deve ter a forma quadratica
br,(t,2) = A(x + & — vt)*.

Podemos fixar as constantes A e v exigindo que ¢y, (¢, z) satisfaga a equagao de signum—

Gordon e coincida com ¢r, (t,z) em © = —e + ¢

¢L1 (tv —€+ t) = ¢L2 (tv —€+ t)'
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Resolvendo essas duas condigoes obtemos que

— ut)? 2
—(x+€ vt) v:—1+6—.

V1ot ) = 2(1—0?) a

Note que a regiao Lo deixa de existir no instante no tempo t. = a/e para o qual as linhas
r = —c+ vt e x = —t se intersectam. Note também que t. — oo quando € — 0.
A solugao ¢¢, (t,z) também pode ser obtida usando a expressao (3.7) exigindo a

continuidade da solug¢ao em z = +t¢

by (ta _t) = o1, (t> _t)7
¢C1 (tv t) = ¢R1 (tv t) = ¢L1 (tv _t)'

Resolvendo essas relagoes para as fungdes F(x) e G(z) obtemos que ¢, (£, z) vale

1 242 t?
do, (t,x) = <€t—x + )—.

14w 2 2

Similarmente, a solu¢ao ¢r,(t, ) pode ser obtida pelas condi¢oes de continuidade em

r=—tex=—c+t
b, (t, —t) = ¢p,(t, —t),
Gry(t,— +1) = ¢, (t, —£ + 1)
e vale
b1.t.0) = =[S+t = e+ 02] + @“‘8”2 _ 7;2
+2(11_02){e+(1+v)””;tr.

Vale lembrar que essa solucao nao é valida para tempos arbitrarios, pois para t = t., a
regiao Lo desaparece, mudando a forma das condigoes de continuidade. Além disso, toda
vez que o cone de luz do evento (., +t.) se intersectar com as linhas que dividem as regioes
internas, o suporte das solugoes parciais sera dividido em novos pedacgos. Em cada um
desses pedagos a solucao poderd assumir novas expressoes. Esse processo pode desencadear
ou contribuir para o decaimento das regioes internas. De fato, nas simulagoes numéricas, o
decaimento da regiao interna acontece pouco tempo depois do tempo critico ..

Observe que no limite ¢ — 0 todas as solugoes parciais acima deixam de existir e
se reduzem a uma descontinuidade na frente de onda. Portanto, essas solu¢ées nao tem
analogos entre as solugoes obtidas para ondas de choque exatas.

Por outro lado, a solu¢ao ¢, (t, ) é andloga a solugdo ¢y(t,z) da onda de choque
exata. Podemos ver isso obtendo a sua forma explicita. Note que sobre as retas x = +¢ F ¢

valem as condigoes de continuidade

¢02(t,€ - t) = ¢L3(t76 - t)?
gbCz(t’ —€+ t) = ¢R3(t7 —€+ t) = ¢L3(t75 - t)'
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Figura 17 — Regides do suporte de ¢(t, x) apds o surgimento do primeiro zero.

Usando a expressao (3.7) podemos resolver essas condigdes e obter a solugao

2% — b(t)
(,ZSCQ (t, l’) = m, b(t) = —Utz + 2€t — 2@.
Quando € = 0 (v = —1), essa solugdo reproduz identicamente ¢q(¢, ), com ag = a/2. Além
disso, a solucdo ¢¢, (¢, x) possui zeros sobre a curva (I () = £,/b(t). Quando € = 0, essas

curva se torna a hipérbole x = ++/12 — 2a.
A curva (M (¢) delimita o fim da regido C, e o inicio da regiao Cs, como indicado

na figura 17. O suporte de ¢¢,(t,x) ird se dividir em dois pedagos no tempo

. € 1—w ]
0T 1+ v ’

Nesse instante ird aparecer a solugdo ¢c,(t,x), que serd negativa e portanto pode ser

obtida pela expressao

t2
doy(t,x) =Flx+t)+ Gz —t) + b}
juntamente com as condi¢bes de continuidade e suavidade em x = 2 (¢)

F( b(t)+t)+G<\/@—t)+§=0
F’( b(t)+t)+G’<\/@—t) - 16_(12
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Resolvendo as equagbes acima obtemos que ¢¢,(t, ) vale

1
by (t, @) = m[H(m +t)+ H({t —x) — 2H (to)]
t*—t3
5 O 4 a2 422 —12) — 2ea D (t — 1)

_I_

com os coeficientes a® definidos como

i 1( 1 2 )
ot = — + .
2\1—-v 1+

A funcao H(z) é definida pela integral

H(z) = /dz c(2)

com ¢(z) = —vz? + 2z — &2 de modo que
H(z) = ;(;; - 2)@— ;(&(1_;)% In [2@(\/8__0 +2v/=v+ @)D

A funcdo H(z) nao deve ser confundida com as fungées degrau H,(z) definidas no capitulo
1. Essa solugao possui um zero que surge para um tempo t = t; tal que ¢¢,(¢1,0) = 0.
Devido a complexidade da expressao de ¢¢,(t, z), ndo podemos obter analiticamente ¢;.
A validade da nossa solucio é limitada pela curva x(?(t) na qual ¢¢, (¢, z) possui zeros
diferentes daqueles sobre a curva ().

Note ainda que existe um tempo tal que x(l)(t) se intersecta com as retas r = e Ft.
Nesse instante, a solugdo ¢¢,(t,x) deixa de existir. Esse comportamento é diferente
de onda de choque exata, na qual ¢y(t,z) nunca desaparece, mesmo com seu suporte
encolhendo. Esse desaparecimento de ¢, (¢, ) muda as condigoes de contorno para ¢¢, (¢, x),
provavelmente contribuindo com o despedagamento da solugao, de modo similar ao que

acontece quando ¢y, (t,x) desaparece.

3.2.1 Energia das regides externas

Sabendo as expressoes para as solugoes parciais, podemos usar a expressao para a

densidade hamiltoniana

M= ;(a@(t,x)f + ;(&Ecb(t, 2) + lo(t,2)
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do modelo de signum—Gordon para calcular a densidade de energia carregada por cada

parte da solugao

(2 + v)t? — 2et — vz + &2

uCl(t,x) = 2(1 + U)2
| vt 2e + (2 - v)a? (3 —v)e?
uc, (t,r) = 21— 0)? 2(1 —v)2(v +1)
_CH(@te)
ur, (t,x) TSR

1 2\ (42 _ .2 2\ (42 o .2
ur,(t,x) :2(1_1)2)2{_1}(1_1))(75 —IIC)—l—(l—i-v)(t +£L‘>'

—2t((1 + v*)e + 2vx) + 2(1 + (2 — v)v)xe + 252]

Nao escrevemos uc,(t,z) porque sua expressao é muito complicada.

Integrando essas expressdes obtemos a energia total carregada por cada uma das

solugoes parciais, como funcao do tempo. Em particular, calculamos

ELI (t) =

EL2 (t) =

EL3 <t> =

t(2t%(v+3)—6te+3¢2)

0<t<e
_ 3(v+1)2 SeU=t >3
Ec, () = (e—1) (262 (v+3) +2t(v—3)e— (v—3)e?) .
3(v+1)2 se g <t<e
g =8t 4 617 — 3te* + &7
m(t) = 6(v+1)2
t3(v—1)
E (t) o _3(11-‘r-l)2 se 0 <t=< %
) (twyte)? t> <
- 3(’1}2—1)2 Se > a5
(2t—a)(2t2[v(v(v+2)—1)+2]+t[v((52i1)72 +5)—Tle—[v(v(v—4)+5)—4]e?) ses<t<e
Epy(t) = £(6t%(v+1)243t[v(v—2)—5] (v+1)e—[v(v(v+2)—7)—10]e?)
. set>¢

6(v2—1)

Escolhemos essas regides para calcular as energias porque elas nao tem analogos na onda de

choque exata. Quanto menor o valor de €, mais estreitas essas regioes se tornam, até que no

limite € — 0 elas desaparecem por completo, deixando o campo com uma descontinuidade.

Fazendo o grafico (figura 18) da energia total carregada por essas regides externas,

vemos que para t > ¢, a energia cai de modo aproximadamente linear, devido ao surgimento

das solugoes internas ¢, € ¢c,. Podemos supor que, quando a energia das regides externas

se torna suficientemente pequeno, ela ndo pode mais sustentar a expansao da quase-onda

de choque, desencadeando seu decaimento em radiagao.
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172 T T T T

m m mm

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
t/e
Figura 18 — Razao entre a energia carregada pelas regioes externas Iy, = Fe, + Er, +

Egp, + Er, + Er, + Er, + Eg, e a energia total E,,, = a*/(3¢) em fungdo do
tempo em unidades de €.
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4 ESPALHAMENTO DE KINKS

Nesse capitulo voltamos a estudar a equagao original do campo unfolded n(t,x),

sem nos restringirmos a pequenas amplitudes. Nesse caso, a equacao de campo é dada por
9in —zn+V'(n) =0

com o potencial e sua derivada valendo

V= 3 (ln—nl = 50— 10)?) (o),
V'(n) = i [sen(n — 4n) — (n — 4n)|H,(n),

H,(n)=0(n—4n+2) —0(n — 4n — 2).

Essse modelo possui varios vacuos, para o campo valendo multiplos inteiros de dois.
A existéncia de multiplos vacuos discretos é uma condigao necessaria para a presenca de
solugoes topoldgicas. Nesse capitulo vamos estudar solugoes topologicas que conectam dois
vacuos do modelo de modo que

Jim (o) = s

Essas solucoes sao chamadas de kinks e anti-kinks. Caso n, = n_, o campo pode ser
transformado em uma solugao de vacuo constante através de uma transformacao continua.
No entanto, caso 7. # 17— nao ha nenhuma transformagao continua que mantenha a energia
finita e transforme o campo em uma configuracao de vacuo. Isso acontece porque, durante
tal transformacgao, o campo assumiria valores diferentes do vacuo no infinito, causando
uma divergéncia da energia total. Por esse motivo, os kinks sdo solugoes estaveis.

Podemos obter solugoes de kinks procurando por solugoes que minimizem a energia

e conectem os dois vacuos 7+. Note que a energia do campo 7 ¢ dada pela integral

o0 1
E:/ dx

1
S0+ 3(Om)? + V()]
Para campos dependentes da posi¢ao, a energia serd minimizada para configuragoes

2

estaticas. Além disso, podemos restringir a dependéncia da posigao observando que

(50 VD) = 50 + Vo) £ 003V ) > 0

o que implica na desigualdade

2| [~ i - | v

Para que a desigualdade seja saturada, o campo deve obedecer uma das equagoes de

Bogomolny

n = £/2V(n)
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cujas solucoes com o sinal positivo sao kinks e as com sinal negativo anti-kinks. Note que
essa equacao é consistente com a equacao do campo para o caso estatico.

Vamos considerar configuragoes de campo com amplitudes menores que o segundo
vacuo |n| < 2. Nesse caso, precisamos considerar apenas o termo n = 0 do potencial e a

equacao de campo se reduz a

n'(x) + n(z) = sgu(n(x)). (4.1)

Nos restringindo a regido em que sgn(n(z)) é uma constante e vale £1 obtemos que o

campo ¢ da forma
n(x) = Acos(x —a) £ 1

com A e a constantes. Como a equagao (4.1) é simétrica sob a transformagdo n — —n
podemos nos restringir ao caso em que o campo é positivo (sinal +). A constante A pode

ser fixada através da equacao de Bogomolny
=2V (n)

que implica na condicao

—Asin(z —a) = j:\/l — A2 cos?(z — a)

e sera satisfeita identicamente para A = F1.

Note que essa solugao obtida é valida na regiao em que o sinal de n é positivo
x € [a,a + 7). A solugdo completa de kink ou anti-kink é obtida quando o campo possui
valores de vacuo fora dessa regiao. Portanto, as solucoes de kink e anti-kink sao dadas

respectivamente por

0 sex <a
Mink(T) = 41 —cos(x —a) sea<zr<a+m,
2 sea+7m <
2 sex <a
Nantickink(T) = {1 +cos(z —a) sea<z<a+T
0 sea+m<x

com a parametrizando a borda esquerda do kink ou anti-kink. Em geral podemos tomar
a = 0 e escrever o campo de um kink ou anti-kink deslocado como ik /anti-kink (Z — @).
Além disso, note que as —Mkink(Z) € —7Nantikink () também sao solugoes (de anti-kink e
kink, respectivamente) conectando os vacuos n =0en = —2.

Essas solugoes correspondem a configuracoes estaticas. No entanto, podemos obter

configuragoes de kinks e de anti-kinks em movimento através de uma transformacao de
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(a) Kink e anti-kink estdticos. (b) Kink em movimento (V = 0,5).

Figura 19 — Solugoes de kink e anti-kink como funcao da posicao.

Lorentz, de modo similar ao que fizemos com os oscillons do modelo de signum—Gordon.

O campo para o kink ou anti-kink em movimento com velocidade V' é dado por

Q/}kink/anti—kink (ta X V) = nkink/anti—kink(,}/(x - Vt))
no qual v = (1 — V2)71/2,

4.1 RESULTADOS NUMERICOS

Estudamos a dindmica dos kinks no nosso modelo através de processos de espa-
lhamento. Consideramos situac¢oes nas quais kink e um anti-kink colidem com mesma
velocidade V' no referencial do laboratério. No instante inicial do espalhamento (t = 0),
o kink e o anti-kink tem seus suporte se tocando apenas no ponto x = (. Essa condicao

define as condigoes iniciais a serem integradas numericamente como
Uk (0,2 + /7 V) se —7/y <2 <0,
n(tv 0) = wanti—kink(oax; _V) S€ 0 S € S 7T/%

0 nos outros casos,
Otlink (0,2 + 7/ V) se —w/y <2 <0,
On(t,0) = Oantixink (0, 23 = V) se 0 <x <7/,

0 nos outros casos.

Nessa configuracao, o kink se move da esquerda para a direita com velocidade de modulo
Ve, em t = 0, estd contido na regido = € [—7/7,0]. O anti-kink se move da esquerda
para a direita com velocidade de mesmo médulo V' e, em ¢t = 0, estd contido na regido
x € ]0,7/~] em t = 0. Note que o suporte dos kinks tem tamanho 7/~ devido a contragao
de Lorentz.

Realizamos as simulagoes para velocidades no intervalo V' € [0,0,99] em intervalos
de 0,01. Os procedimentos numéricos foram os mesmos dos adotados para as quase-ondas

de choque, exceto que usamos a equagao de movimento para o modelo reduzido neste caso.
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Figura 20 — Condig¢bes iniciais de um espalhamento kink-anti-kink. Para esse exemplo

V =0,5.

O caso para V' = 0 nos permite averiguar o correto funcionamento das simulagoes.
Teoricamente, neste caso, a configuracdo de kink e anti-kink deveria se manter inalterada
para tempo arbitrariamente longos. No entanto, a acumulacao dos erros da integracao
numérica pode eventualmente fazer com que a configuracdo se desfaca em radiacdo.
Portanto, nos restringimos a tempos nos quais a configura¢ao V' = 0 se mantém inalterada.
Na figura 21 vemos os resultados numéricos para o campo e a densidade de energia para
este caso. Para tempos t < 20 o par kink e anti-kink se manteve sem grandes alteragoes
usando passos de tempo de 10™* e um grid com separacao de 1073, Conseguimos realizar
simulagoes validas para tempos ainda maiores reduzindo o passo de tempo e o tamanho
do grid, no entanto essa resolucdo é suficiente para o escopo deste trabalho. Desta forma,
coletamos os resultados para os outros casos nessa faixa de tempo.

Para velocidades pequenas V' < 0,4 (figura 22), o par kink—anti-kink se aniquila e
o produto do espalhamento é uma estrutura quase-peridédica que oscila entre os vacuos
17 = £2. No entanto, essa estrutura nao é exatamente peridédica. Em alguns casos, como
V' = 0,3, ha inclusive emissao de radiagao em jatos pelas laterais (figura 22d).

Os graficos da densidade de energia mostram que nos primeiros instantes apds o
espalhamento, um par kink—anti-kink come¢am a se formar, no entanto conectando os
vacuos n = 0 e 7 = —2. No entanto esse novo par ndo consegue sustentar sua evolucao,

colapsando na estrutura periddica.
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(a) Campo. (b) Densidade de energia.

Figura 21 — Resultados numéricos do espalhamento para V' = 0,00.

Para velocidades em torno de V' = (0,41, um novo par de kink—-anti-kink consegue
se sustentar por alguns instantes (figura 23b). Esse par possui vdrias perturbagoes e além
disso, o kink e o anti-kink nfo se afastam apds se formarem. Eles se aproximam e se
aniquilam novamente.

Quando aumentamos a velocidade para V = 0,42, o kink e anti-kink resultantes
possuem velocidade o suficiente para nao colidirem novamente (figura 23d). O par resultante
também ¢é perturbado e emite seu excesso de energia na forma de radiacdo em jatos nas
regioes externas e internas.

Para velocidades V' > 0,42, sempre observamos a criagao de um par kink—anti-kink
como produto do espalhamento. Conforme aumentamos a velocidade, o par resultante se
torna cada vez mais similar a um par exato, e a quantidade de radiacao emitida é menor
(figura 24).

Para as velocidades mais altas, a quantidade de radiacao emitida pelo processo é
pequena o suficiente para ser possivel ajustar a curva correspondente a um par kink-anti-
kink exato sobre os dados numéricos. Esse ajuste foi feito usando o software gnuplot e
tomando como parametros livres a velocidade V; do kink e a posi¢ao a na qual comega o
suporte do kink da direita no tempo ¢ = 10.

Caso o espalhamento ocorresse com interagdo minima e sem emissao de radiagao,
seria esperado que o par resultante tivesse a mesma velocidade do inicial (V; = V) e
seguisse a mesma trajetéria (a = —m /v + 10V).

De fato, os dados obtidos do ajuste (figura 25) indicam que, para velocidades altas,
o espalhamento ocorre quase sem interagdo e emissao de radiagao. O par kink—anti-kink
resultante carrega quase toda a energia do par original.

Note que, a principio o nimero de pares kink—anti-kink resultantes nao é limitado

a apenas um. Isso acontece porque a configuragao inicial possui energia 27 Fii., na qual
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(d) Densidade de energia para V = 0,3.
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(f) Densidade de energia para V = 0,4.

Figura 22 — Resultados numéricos para espalhamentos de velocidades pequenas.
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Figura 23 — Resultados numéricos para
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(f) Densidade de energia para V = 0,43.

espalhamentos com velocidades V €

{0,41,0,42,0,43}. A velocidade V = 0,42 é a menor velocidade para a qual
temos como produto do espalhamento um par kink-anti-kink.
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(g) Campo para V = 0,8. (h) Densidade de energia para V = 0,8.
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(i) Campo para V = 0.9. (j) Densidade de energia para V = 0,9.

Figura 24 — Resultados numéricos para espalhamentos com velocidades grandes.
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(a) Velocidade V. (b) Posi¢ao a.
Figura 25 — Velocidade V; e posi¢ao a do kink da direita resultante do espalhamento

com velocidade inicial V. Os pontos correspondem aos dados obtidos do
ajuste sobre os resultados numéricos e a linha soélida ao caso esperado de um
espalhamento com interacao minima e sem emissao de radiacao.

Frini € a energia de um unico kink ou anti-kink. Portanto, para casos nos quais a energia é

maior que 4F, a configuracdo inicial possui energia o suficiente para permitir a formacao

de um novo par kink-anti-kink. Essa energia minima corresponde a V = v/3/4 ~ 0,43.

Porém, isso ndo ocorre, e para todas as velocidades, o produto do espalhamento inclui

apenas um par.
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CONCLUSOES

Neste trabalho estudamos solugoes dinamicas de um modelo com potencial nao-
diferenciavel em seus minimos. Na maior parte nos restringimos a configuragoes do campo
proximas ao primeiro minimo, correspondentes ao modelo de signum—Gordon. Dentro deste
limite, estudamos dois tipos de solugoes: oscillons e ondas de choque. As solugoes deste
tipo sdo importantes porque aparecem frequentemente como ingredientes de radiagao,
sempre presente em modelos nao integraveis. Elas também sao universais no sentido que
aparecem para varios modelos com potenciais nao-diferenciaveis distintos, mas com o
mesmo limite do potencial no regime de campos fracos (pequenas amplitudes em relagao ao
valor de vicuo). A universalidade dos oscillons torna-as ainda mais interessantes do ponto
de vista fisico. Observamos numericamente que os campos escalares podem emitir excesso
de energia diretamente na forma de oscillons, ou via onda de choque que em seguida decai
em uma sequéncia de oscillons.

Os oscillons do modelo de signum-Gordon ja foram estudados por aproximadamente
uma década. A forma mais geral conhecida hoje sao oscillons descobertos por Z. Swi-
erczynski. Eles englobam todos as outros classes de oscillons como seus casos particulares.
Por outro lado, nao se sabe se existem oscillons ainda mais gerais. Tal conhecimento seria
extremamente 1til ao analisar a radiacao produzida em processos dindmicos como espalha-
mento de kinks, relaxacao de kink esticado, colisdo de oscillons etc. Em particular, um par
de oscillons menos gerais ao colidir pode ser convertido em oscillons com bordas curvas
(HAHNE; KLIMAS; STREIBEL; ZAKRZEWSKI, 2020). Para obter a forma explicita de
oscillons deste tipo precisamos construir um oscillon generalizado e realizar um boost de
Lorentz. Neste trabalho conseguimos construir solugoes analiticas de oscillons mais gerais
do que as conhecidas anteriormente. Em particular, aplicamos o formalismo desenvolvido
para obter o oscillon com a borda acelerada, que nao havia sido apresentada anteriormente.
Além disso, mostramos que, apesar do movimento das bordas, o momento linear total do
oscillon é nulo. Ou seja, seu centro de momento nao é alterado, apesar do movimento de seu
suporte. Também mostramos que os oscillons possuem uma degenerescéncia na sua energia.
Todos os oscillons do mesmo tamanho apresentam a mesma energia total, independente
do movimento da borda. Essa degenerescéncia pode apontar para a existéncia de alguma
simetria ainda desconhecida do modelo de signum—Gordon. Em particular, é desconhecida
a simetria que esta por tras desta degenerescéncia. Suspeitamos que pode se uma simetria
sobre difeomorfismos, no entanto o problema ainda nao foi resolvido. Entender de modo
mais profundo essa degenerescéncia permanece um problema em aberto e é uma possivel
ramificacdo deste trabalho.

Os resultados de estudos numéricos do espalhamento de oscillons motivou um
estudo mais detalhado das solu¢oes ondas de choque. Conseguimos analisar a dependéncia

temporal da energia das regioes internas de uma onda de choque e mostrar que esta cresce
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linearmente. Esse comportamento sugere que as frentes de onda agem como reservatorios de
energia, sustentando o crescimento da onda. Para entender melhor esse processo, bem como
o decaimento das quase-ondas de choque, apresentamos um ansatz para as quase-ondas de
choque, no qual a delta de Dirac das condigoes iniciais foi substituida por uma funcao suave.
Conseguimos, através de simulagoes numéricas reproduzir o comportamento das quase-
ondas de choque provenientes de espalhamento, e através de célculos analiticos, entender
a dindmica dos momentos iniciais da quase-onda de choque. Além disso, analisamos a
dependéncia temporal da energia das regioes externas da quase-onda de choque. Observamos
que essa energia ¢ decrescente e conseguimos associar o decaimento da quase-onda de
choque com o esgotamento da energia contida nas frentes de onda.

Por fim, retornamos ao modelo mais completo, com miultiplos vacuos. Mostramos
que esse modelo possui solugoes topoldgicas chamadas kinks e anti-kinks. Através de simu-
lagoes numéricas de espalhamento, estudamos a dinamica dessas solugoes. Os resultados
numeéricas apresentaram um comportamento surpreendentemente simples. Para velocidades
suficientemente altas o resultado do espalhamento é um novo par kink—anti-kink, com
quantidades decrescentes de radiacao conforme aumentamos a velocidade inicial. Além
disso, os resultados variaram de modo continuo com a velocidade. Nao observamos nenhum
janela de velocidades com alteragdes drasticas ou cadticas nos resultados. Em particular,
nao observamos criacado de novos pares mesmo quando a energia da configuracao inicial
era suficiente para isso acontecer.

Os resultados de espalhamento de kinks apresentados neste trabalho precisam
ser entendidos melhor. Uma perspectiva futura inclui buscar respostas analiticas para
a auséncia de novos pares kink—anti-kink ou outros produtos mais complexos para o
espalhamento. Em particular, gostariamos de estudar espalhamento kink-oscilon. Sabe-se
que os kinks esticados emitem excesso de energia na forma de oscillons. Seria interessante
estudar como um kink BPS atingido por oscillon em movimento uniforme comporta-se
depois de um tempo longo (excitagoes de modos vibracionais etc). A interacao entre kinks
e oscillons pode ser 1til para o entendimento da existéncia de estados meta-estaveis de
kink-antikink. Também seria interessante saber se comportamentos presentes em outros
modelos (como a pressdo negativa de radiacio dos modelos ¢* e ¢%) estdo presentes nesse
modelo.

De modo geral, este trabalho se restringiu a um modelo com potencial nao-
diferenciavel em 1 + 1 dimensoes. No futuro seria interessante estudar essa classe de
modelos em 2 4+ 1 e 3 + 1 dimensoes ou modelos mais gerais com varios campos escalares,

por exemplo modelos modificados C'PY.
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