UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
CENTRO DE CIENCIAS FISICAS E MATEMATICAS
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM MATEMATICA PURA E APLICADA

Ben Hur Eidt

Sistemas Ramificados e Equivaléncia Unitaria de
Representacoes da Algebra de Grafo

Florianépolis
2020



Ben Hur Eidt

Sistemas Ramificados e Equivaléncia Unitaria de
Representacoes da Algebra de Grafo

Dissertacao de mestrado apresentada ao Pro-
grama de Pés-Graduagdo em Matematica Pura
e Aplicada, do Centro de Ciéncias Fisicas e
Matematicas da Universidade Federal de Santa
Catarina, para a obtencdao do grau de Mestre
em Matematica, com area de concentracao em
Aniélise.

Orientador: Prof. Dr. Danilo Royer.

Florianépolis
2020



Ficha de identificacdo da obra elaborada pelo autor,
através do Programa de Geracao Automética da Biblioteca Universitaria da UFSC.

Eidt, Ben Hur

Sistemas Ramificados e Equivaléncia Unitaria de
Representacdes da Algebra de Grafo / Ben Hur Eidt ;
orientador, Danilo Royer, 2020.

74 p.

Tese (doutorado) - Universidade Federal de Santa
Catarina, Centro de Ciéncias Fisicas e Mateméaticas,
Programa de Pdés-Graduacdo em Matemdtica Pura e Aplicada,
Florianépolis, 2020.

Inclui referéncias.

1. Matemdtica Pura e Aplicada. 2. Algebra de
operadores. 3. C*-algebra de grafo. 4. Sistemas
ramificados. 5. Equivaléncia Unitédria. I. Royer, Danilo.
II. Universidade Federal de Santa Catarina. Programa de Péds
Graduagdo em Matemdtica Pura e Aplicada. III. Titulo.




BeEN Hur EIDT

Sistemas Ramificados e Equivaléncia Unitaria de

Representacoes da Algebra de Grafo

O presente trabalho em nivel de mestrado foi avaliado e aprovado pela banca

examinadora composta pelos seguintes membros:

Prof®. Dra. Christina Brech

Universidade de Sao Paulo.

Prof. Dr. Daniel Gongalves

Universidade Federal de Santa Catarina.

Prof. Dr. Gilles Goncalves de Castro

Universidade Federal de Santa Catarina.

Certificamos que essa ¢ a versao original e final do trabalho de conclusao que
foi julgada adequada para a obtencao do titulo de mestre em Matematica, com area de

concentracao em Analise.

Documento assinado digitalmente
Daniel Goncalves

Data: 02/03/2020 09:35:15-0300
CPF: 017.022.459-77

Prof. Dr. Daniel Gongalves
Coordenador do Programa

Documento assinado digitalmente
Danilo Royer

Data: 02/03/2020 11:43:24-0300
CPF: 017.167.049-36

Prof. Dr. Danilo Royer
Orientador

Florianépolis, 2020.



Agradecimentos

Em primeiro lugar, agradeco a pessoa mais importante da minha vida, minha mae Olga
que, mesmo estando do outro lado do estado, estava presente nessa jornada. Obrigado
por sempre me motivar a buscar estudo, sempre me proporcionar um amparo para tal e,
acima de tudo, obrigado por ser meu exemplo. Essa dissertacao também é sual!

A minha namorada, Fernanda, obrigado por todo o apoio nesses anos (nos quais estava
sempre presente), pelo carinho com que me trata e pela alegria que transmite. O dia-a-dia
¢ muito melhor com vocé ao meu lado!

A todos meus amigos de Itapiranga, em especial, ao Haimon, Luiz A, Luiz H, Nathana,
Renan, William, Yuri cuja convivéncia ainda se preserva, desde o jardim. Sou muito grato
pelas conversas, brincadeiras e por tudo que ja fizemos juntos. Ao Haimon, novamente,
e ao Bernardo agradeco pela convivéncia diaria em Florianépolis. A Kelly, que desde
o ensino fundamental mantém um lago de amizade sensacional comigo, obrigado pelas
conversas e por todos os tereres.

A todos os colegas do mestrado e doutorado, em especial aos frequentadores da sala
205, pela convivéncia, por tornar o ambiente de pesquisa e estudo mais sobrio, e pela
fantastica experiéncia de discutir matematica com vocés. Certamente, nossos didlogos,
duvidas e esforcos nos fizeram crescer como pessoas, estudantes e pesquisadores.

Aos meus companheiros de jornada académica: ao Carlos, por conviver comigo du-
rante 6 anos, por todos os conselhos, por todo o companheirismo e acima de tudo pela
humanidade que demonstra! Ao Gabriel, por ser meu fiel companheiro para jogar uma
bola, por ser uma excelente companhia para conversar sobre tudo e pela imensa humil-
dade que tem! Ao Mateus, por estar sempre presente, pelos intimeros almogos em que
me fez companhia e pela sinceridade com que se porta! Estendo esse agradecimento a
todos os amigos e colegas que conheci durante esses anos em Florianépolis! Obrigado pela
companhia!

A todos os professores, que durante esses dois anos de mestrado, transmitiram parte
de seu conhecimento, seja em matérias ou em conversas fora de sala. Em especial, ao
Matheus, pelo espetacular curso de Medida e Integracao!

A professora Dra. Christina e aos professores Dr. Daniel e Dr. Gilles por terem
aceito o convite para comporem a banca. Obrigado por terem dedicado tempo lendo esse
trabalho!

Ao meu orientador, Prof. Dr. Danilo Royer, pela paciéncia, pela clareza na hora das
explicagoes, por confiar no meu trabalho e por todos os conselhos dados, académicos ou
nao. Em particular, obrigado por ensinar o valor de um bom final de semana de descanso
(de preferéncia com algumas cervejas, nao é mesmo?).

Ao CNPq, pelo imprescindivel suporte financeiro durante esses 2 anos.



Ao meu pai Jodo (in memoriam) e a minha mae Olga.



Resumo

Nesse trabalho estudaremos representacoes da C*-algebra de grafo; num primeiro ins-
tante introduziremos a nocao de E-sistema ramificado e veremos como tal estrutura in-
duz uma representagao da dlgebra de grafo C*(FE). Posteriormente daremos condigdes
suficientes sobre um grafo E para que exista um F-sistema ramificado e veremos algumas
consequéncias desse resultado. Em seguida, dado um grafo E' e uma representacao qual-
quer de C*(FE), encontraremos condigoes para que tal representa¢ao seja unitariamente
equivalente a uma representacao induzida por um FE-sistema ramificado. Finalizaremos
encontrando uma classe de grafos para os quais sempre valem as condigoes citadas acima;
o que significa que dada uma representacao qualquer, ¢ de tais grafos, é possivel encon-
trar uma representacao 7, induzida por um sistema ramificado, de modo que ¢ e 7 sejam

unitariamente equivalentes.

Palavras-chave: (C*-algebra de grafo, teoria de representacoes, E-sistemas ramificados,

equivaléncia unitaria.



Abstract

In this work we study representations of the graph C*-algebra. In a first moment we
introduce the notion of a FE-branching system and show how this structure induces a
representation of the graph algebra C*(E). Moreover, we show sufficient conditions over
the graph F so that there exists an E-branching system and show some consequences.
After, given a graph F and a arbitrary representation of C*(E), we find technical condi-
tions so that the representation is unitary equivalent to a representation arising from a
E-branching system. Finally, we show a class of graphs for which the technical conditions
are always true. This means that given a representation ¢ of one of these graphs C*-
algebras it is possible to find a representation 7, arising from a branching system, such

that ¢ and 7 are unitarily equivalent.

Key-words: Graph C*-algebra, representation theory, FE-branching systems, unitary

equivalence.
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Introducao

Nesse trabalho, a palavra grafo significara sempre um grafo dirigido, ou seja, uma
quadrupla (E°, E',r,s) =: E onde E° é um conjunto cujos elementos sdo chamados de
vértices, £' é um conjunto cujos elementos sao chamados de arestas e r : B! — E°,
s: BE' — E° sao funcoes chamadas, respectivamente, de range e source.

A primeira defini¢ao da algebra de grafo, C*(FE), surgiu no artigo (KUMJIAN et al.,
1997) e foi precedida por trabalhos como (KUMJIAN; PASK; RAEBURN, 1998). Nesses
trabalhos, havia a suposicao de que o grafo em questao seja enumeravel, ou seja, E° e E*
sao enumeraveis. Além disso, ndo era permitida a existéncia de pogos (ou seja, vértices
que ndo emitem arestas) e para provar varios teoremas considerava-se que o grafo possua
linhas finitas, ou seja, que s~!(v) é finito para cada v € E°.

Seguindo (RAEBURN, 2005), a C*-dlgebra do grafo E, denotada por C*(FE), é a C*-
algebra universal gerada pelo conjunto de geradores G = { P, } ,c po U{S, }ccp: satisfazendo
as relagoes: {P,},cpo é uma familia de projegoes mutuamente ortogonais, {S }ecpt € uma

familia de isometrias parciais com imagens mutuamente ortogonais, e
(CKl) S:Se = Pr(e) Ve € E1.
(CK2) Py()S.S: = S.Sr Ve € E.

(CK3) P,= > 8.5 sempre que v € E° for tal que 0 < #s71(v) < .
e€s~1(v)

Uma representacao de uma C*-dlgebra A é um par (B, ) onde B é uma C*-dlgebra
e p: A — B éum x-homomorfismo. No geral, encontrar representacoes de C*-dlgebras
¢ uma tarefa complicada, um resultado classico nesse sentido é o Teorema de Gelfand-
Naimark, que pode ser encontrado, por exemplo, em (MURPHY, 2014).

Essa dissertacao esta baseada em dois artigos publicados em 2011 e 2012, a saber:
(GONCALVES; ROYER, 2012) e (GONCALVES; ROYER, 2011) ; neles foi definida
uma estrutura chamada de FE-sistema ramificado, tal definicao tem como parte de sua
motivagao o trabalho realizado em (KAWAMURA, 2005). Os autores mostraram que
a partir de um FE-sistema ramificado é possivel obter uma representacao da algebra de
grafo C*(F) e provaram que vérias representacoes da algebra de grafo sdo unitariamente
equivalentes a tais representagoes. Apresentaremos aqui os conceitos e ideias que surgiram
em tais artigos e generalizaremos alguns resultados presentes nos mesmos. Na dissertacao
(MOREIRA, 2019) alguns resultados ja foram generalizados no contexto algébrico; nesse
trabalho abordaremos, além do contexto algébrico, o contexto analitico e a partir de

ambos obteremos os resultados desejados.
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A parte central do trabalho esta dividida em dois capitulos, sendo que o primeiro
possui trés secoes e o segundo quatro secoes. Além disso, temos um apéndice contendo
alguns resultados de teoria da medida que serao auxiliares em nossas demonstragoes .

Quanto ao primeiro capitulo, na primeira secao apresentaremos a definicao de um FE-
sistema ramificado e mostraremos como a existéncia de tal estrutura nos permite construir
uma representacao da algebra de grafo C*(E); na segunda segdo nos preocuparemos com a,
existéncia de F-sistemas ramificados e apresentaremos condigoes suficientes que os mesmos
existam; a terceira e ultima se¢ao apresenta varias consequéncias das secoes anteriores.

Quanto ao segundo capitulo, em sua primeira se¢ao apresentaremos uma condigao
suficiente para que qualquer representacao de uma algebra de grafo seja unitariamente
equivalente a uma representacao induzida por um E-sistema ramificado. A segunda secao
introduzird novos conceitos e linguagens imprescindiveis para o que segue, a terceira se¢ao
mostrara uma classe de grafos para os quais sempre valem as condi¢oes que garantem a
equivaléncia unitaria e portanto faz uma conexao direta com a primeira secao do segundo
capitulo. Na quarta e tultima segao, apresentaremos uma série de exemplos e contra-
exemplos relacionados a teoria desenvolvida.

As referéncias (BIAZOTTO, 2012) e (FOWLER; LACA; RAEBURN, 2000) contém
importantes resultados sobre a C*-dlgebra de grafo, alguns deles serao explicitamente
mencionados nesse trabalho; j& as referéncias (RUDIN, 1987), (FERNANDEZ, 1976),
(BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA, 2012), (KREYSZIG, 1978), (MURPHY, 2014)
e (RAEBURN, 2005) estao relacionadas a teoria da medida, analise funcional, C*-algebras
e teoria inicial de algebras de grafo, assuntos os quais sao pré-requisitos sugeridos para a

leitura.
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1 Sistemas ramificados

1.1 Representacdes através de sistemas ramificados

Nessa secao falaremos sobre F-sistemas ramificados, onde E é um grafo; mais espe-
cificamente, veremos como tais estruturas nos permitem construir uma representacao da
algebra C*(E). Comegaremos definindo a nogao de um E-sistema ramificado e dando al-
guns exemplos. Posteriormente, demonstraremos alguns resultados preliminares que irao
auxiliar na construcao da futura representacao e por fim mostraremos como tal repre-
sentacao é obtida, resultado esse que certamente é o principal dessa secgao.

No decorrer desse capitulo, dado um espaco de medida (X, M, u) e dados A, B € M;

a notagao A “_QM B significa que u(A — B) = 0; a notacdo A "= B significa que
WA —B)=0=pu(B— A). Além disso, dadas duas fun¢oes mensuraveis f,g: A — X a

notacio f =" g significa que u({x € A | f(z) # g(x)}) = 0.

Definigao 1.1.1. Sejam E = (E°, E',r,s) um grafo, (X, M, 1) um espago de medida e

{Re}eert, {Dy}vepo familias de subconjuntos mensurdveis de X tais que:

1. ReN Ry 2% &, Ve, f € E tais que e # f.

2. D,ND, "2 @, Yv,w e E° tais que v # w.

pn—a.e.

3. R, C Ds(e), Ve € E'.

4. D,"=" U R, VveE° tal que 0 < #s '(v) < oo.

e€s1(v)

5. Para cada e € E' existem funcoes fe : Dyey — Re, fo!' @ Re — Dy, ambas

mensurdveis e tais que fo(Dye)) PZ2OR., frof 2 Idp,,, e feo fV =2 Idp, .
d . d .
6. Para cada e € E' existem derivadas de Radon-Nikodym Mdo / € ,u; Je , deno-
H H

tadas respectivamente por @y, e ® 1. Além disso,
(P10 fe) @y =1=(Ps, 0 fe_l).(I)f;1 W—a.e.

O espago de medida (X, M, ), com as familias {Re¢}ecpr, {Dylvero € as fungoes
fe, [71, @4, Qi satisfazendo os 6 itens acima, € conhecido como um FE-sistema

ramaificado.

Observagao 1.1.2. Em D, () e R, estamos considerando as o-dlgebras induzidas MDT@

e Mg,, respectivamente (veja o primeiro pardgrafo do Apéndice para a definicio das

mesmas). Como o dominio da funcgao fe. € o conjunto Dy, o dominio de ®y, € também
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Dy (e). Apesar disso, iremos considerar também @y, como uma fungao definida em X,
definindo seu valor como 0 para todo x € X \ Dy(ey. Tal fungdo continua sendo mensurdvel

(Proposi¢ao A.1.1) . O mesmo vale para ® ;-1

Observacao 1.1.3. Em geral, a derivada de Radon-Nikodym, caso exista, nao é unica.
Note que para a definicao de um sistema ramificado estamos pedindo que existam derivadas
de Radon-Nikodym de o f. e de po f;1 (ambas com respeito a pi) tais que (<I>fg1 of.).®s =
1= (Py, 0 fe_l).CI)fe—l 1 — a.e. Nao nos interessam as demais derivadas, apenas aquelas
escolhida na definicao. A igualdade mencionada a pouco garante que &y >0 e <I>J7€1 >0

W —a.e.

Exemplo 1.1.4. Considere o grafo E a sequir.

Seja X um conjunto nao vazio e considere o espago de medida (X, M, u) onde M =
{0, X} e u(@ =0, p(X) = 0. Defina Re = X e D, = X, com tais escolhas nota-
se rapidamente que os quatro primeiros itens da definicao acima sao satisfeitos. Defina
fe: Diey =X — R = X por fe(x) =z e f71 como sua inversa, que é a propria f.; é
claro que o quinto item € satisfeito dessa maneira pois f;1(X) =X e f71(0) = 0. Para a
sexta condi¢do, note que a fungdo @y, : X — [0, 00| dada por Oy, (z) =1 para todo v € X
¢ uma derivada de Radon-Nikodym de po f. e também de po f7' = po f. (ambas com
respeito a pi). Como @, (x) = 1= @, () temos (P;10 fo).@f, = 1= (P, 0 f71). 0y
w— a.e. Assim, a sexta condi¢io € satisfeita. Concluimos entao que (X, M, u) com as

escolhas de familias e funcoes feitas acima é um E-sitema ramificado.

Note que no exemplo acima a derivada de Radon-Nikodym nao é tinica. Com efeito,
a funcao F': X — [0, 00] dada por F(z) = 3 também é uma derivada de Radon-Nikodym
de po foepo fi
(P fo1 0 fe)- @5, =9 e assim ndo terfamos um FE-sistema ramificado.

com respeito a . Se tivéssemos escolhido @y, = F' = @1 terfamos

De maneira geral, provar na forca bruta que a igualdade

((I)fe—1 @) fe)-(I)fe =1= (q)fe e} f;l).q)fe—l u— a.e

ocorre é complicado, grande parte dessa complicacao vem do fato de que dificilmente
somos capazes de explicitar alguma derivada de Radon-Nikodym. Felizmente, algumas

hipéteses adicionais sobre o espaco de medida simplificam nossas verificacoes.
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Lema 1.1.5. Seja (X, M, u) um espago de medida. Suponha que as condi¢oes de 1 a
5 da Definicao 1.1.1 sejam satisfeitas e que existam Py, e CIDJTEI. Se para cada e € E!
vale que ju = Dyey — [0,00] e pu = R, — [0,00] sdo semi-finitas' entdo (@1 o f.).®y, =
1 = (®p 0 f;l).CI)fe_1 uw— a.e. Em particular, nessas condigoes temos um E-sistema
ramificado.

Demonstracao. Se E € ./\/lDr(@ entao:

J@eof)an dui= [ xe@pio )0y di-

E Dy (o)

= / e (®yr0 fo) d(po f) = /(XE o fe )Py dp =

Dr(e) Re

2 e ) dlue £ [ xe du= [1de

Re D'r(e) E

Pelo Teorema A.1.6 temos (® ;-1 0 f.). @, 2% 1. Um argumento anédlogo demonstra
que (By 0 fi1). @, =1 p—ae O

O lema acima nos fornece a verificacao de parte do sexto item da Defini¢ao 1.1.1
desde que a medida com a qual trabalhemos seja semi-finita. Tal lema encurtard muitos

argumentos futuros.

Exemplo 1.1.6. Considere o grafo E a sequir.
U2

€2

€1
U3 Vo (%1
€3

€4

Uy

Vamos construir um E-sistema ramificado. Considere X = (0,8), M como sendo a
o-dlgebra dos Borelianos e m a medida de Lebesgue. Defina D,, = (4,8). Além disso,
para cada i € {1,2,3,4} defina D,, = (i — 1,i) e Re, = (i + 3,i+4).

Claramente as condi¢oes 1 e 2 da definicao 1.1.1 sao satisfeitas. Também, para toda
aresta e;, temos que s(e;) = vy. Portanto, as continéncias (4,5) C (4,8), (5,6) C (4,8),
(6,7) C (4,8), (7,8) C (4,8) garantem que a terceira condi¢io da mesma defini¢io é

L Veja a Definigao A.1.2.
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satisfeita. Agora, o tinico vértice, v, do grafo acima que satisfaz 0 < #s (v) < oo €

v =1y € nesse caso s~ (vg) = {e1, €2, €3,€4}. Sendo assim, a igualdade

U Re=@45U(56)U(6,7)U(7,8 "= (4,8) =D,
e€s~1(vp)
mostra que a quarta condicdo é satisfeita.

Dada uma aresta e;, defina f., : Dy,) — Re, como sendo o homeomorfismo linear
crescente entre tais intervalos®. Desse modo, escolhendo f;_l como sendo a inversa de f,,
e lembrando que toda funcao continua € Borel-mensurdvel, o quinto item € satisfeito.

Note que f., é uma translagdo (e assim fe_z_1 também é). Pela invariancia por translagao
da medida de Lebesgue, seque que m(fe,(A)) = m(A) para todo A € Mp,, . Em particu-
lar, se m(A) = 0 entao m(fe,(A)) = 0 o que mostra que mo f., < m. Comom e mo f., sdo
o-finitas seque do Teorema de Radon-Nikodym (Teorema A.1.12) que existe a derivada de
Radon-Nikodym, M M = (I)fe‘il'

Como toda medida o-finita é semi-finita (veja A.1.4) seque do Lema 1.1.5 que a sexta

= @y, . Analogamente, existe também

condicao € satisfeita e portanto temos um E-sistema ramificado.

Exemplo 1.1.7. Considere o grafo E a sequir

€1 €2 €3 €4
Vo (%1 V2 U3

Considere o espago de medida (R, M, m) onde M ¢é a o-dlgebra dos Borelianos e m € a
medida de Lebesque. Defina para cada t = 0,1,2,... os conjuntos D, = [i,i + 1] e para
cada i € N os conjuntos R., = [i — 1,i] (note que todos esses conjuntos sdo mensurdveis).

E claro que as condigoes 1 e 2 da Defini¢do 1.1.1 sao satisfeitas, além disso, as igualdades

R, =[i—1i]=D, , =Dy e Dy, =li,i+1] =R, = |J R
e€s—(v;)
verificam as condi¢oes 3 e 4. Defina fo, : Dy, — Re, dada por fe,(x) = x —1, se
fe_i1 denota sua inversa entdo seque que o quinto item € satisfeito (ambas as funcgies sao
continuas, logo, mensurdveis). Como f., é uma transla¢iao e m € o-finita podemos repetir
o argumento feito no exemplo anterior para concluir que o sexto e ultimo item € satisfeito.

Nesse exemplo, bem como no exemplo anterior, notamos que @y, =1 =@ 1.

Dado um grafo F, suponha que exista um FE-sistema ramificado o qual denotaremos
por (X, M, ). A partir de agora até o final da se¢ao, a menos que se diga o contrario, F e
(X, M, u) estao fixados. A construgao que iniciaremos tem como objetivo a demonstragao

da existéncia de uma representagao da C*-dlgebra C*(E). Para cada e € E' definimos

2

ou seja, o homeomorfismo f : (a,b) — (¢,d) dado por f(z) =c+ (z —a).
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7(e) como o operador que associa a cada ¢ € L*(X, M, ) a fungao 7(e)(¢) que é dada

por:

1

q)?e_l(:c).@ ofN(z) sexz € R..

(m(e)(¢)) (x) =
0 se r ¢ R..

Note que f.! estd definida apenas em R., apesar disso, com intuito de simplificar a

notacao, iremos realizar um pequeno abuso e escrever

H(0) = xn B (60 1),
Proposigao 1.1.8. Se e € E' entio w(e) € B(L*(X, M, p)) .

Demonstragdo. Afirmacio 1: Para todo ¢ € L*(X, M, p) temos w(e)(¢) € L*(X, M, p).
Dado ¢ € L*(X, M, p1) temos:

[mE@F du = [o100 77 du
X Re
A.1.12 — —
22 oo [P dguo 1)
/

ALY / o f P o f. di

Dr(ey

= [ 6P du <ol <o

Dr(ey

Afirmagao 2: Dado e € E', 7(e) é um operador linear e limitado.
A conta feita na afirmacio acima garante que ||7(e)(¢)[|* < ||¢]|* o que significa que o
operador 7(e) ¢ limitado. Além disso, dados A € C e ¢,v € L*(X, M, j1) temos:

m(€) (M + 1) = Xn, DL (Mo + ) o 1)
= xr L (Ao f o £
= xr @ (A0 £+ xn B (o £
= Am(e) (@) + 7(e)(1).
0 que mostra a linearidade de 7(e) e completa a demonstracio. [

Proposigao 1.1.9. Se ¢ € E! entio w(e)*(¢) = XDT<6>'¢)J%8-(¢ of.) Vo€ L*(X,M,u),

onde usamos o mesmo abuso de notagao feito para m(e)(¢).

Demonstragdo. Defina F, : L*(X, M, ) — L*(X, M, u) dado por

F.(6) = Xp,, D2 ($0 ).
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Imitando o argumento usado na proposicao anterior verifica-se que F, é de fato linear e
F.(¢) € L*(X, M, 1) para qualquer ¢ € L*(X, M, p). Vamos mostrar que F, = 7(e)*.
Suponha, num primeiro momento, que ¢, € L?(X, M, pu) N LT (X, M, ). Assim,

(w(©)(@)0) = [ xn@ii(60f )T du

/
- R/ B k(60 ST du

eL+
AL /cb;fl.(qﬁo FoOW d(uoe f71)
T on
A19 / (q);fl of.).(o f).¢ du
D¢

_ / b,y D2 (G0 f)-6 dp = (6, F.(8)).

Suponha agora que ¢, € L*(X, M, 1) sao fungoes reais; escrevendo-as como a diferenca

entre suas partes positivas e negativas (as quais estdo em LT(X, M, pu)) temos: ¢ =
0T — ¢~ e =Yt — 1, de modo que:

(m(e)(@™) —m(e)(¢7), " —¥7)

(m(e)(@™),4™) — (m(e)(¢7),¥7) — (m(e)(¢7), ¥") + (m(e)(¢7), %)
= (07 Fe()) = (07, Fe(v7)) = (07, Fe(¢)) + (67, Fe(v7))

(@7, Fo(p™ —47)) = (o7, Fe(¥" — 7)) = (¢, Fe(v)).

Por fim, o resultado estende-se para fungoes ¢, v € L*(X, M, i) quaisquer expressando-
as como soma de suas partes real e imaginaria e repetindo o argumento feito acima com

propriedades do produto interno. Segue que F, = 7(e)* como queriamos. [

Faremos agora um processo andlogo para cada v € E°. Dado v € E° considere o
operador 7(v) definido em L?*(X, M, u) e dado por 7(v)(¢) = xp,.¢ (¢ € L*(X, M, pn)).

Proposigao 1.1.10. Se v € E° entao V¢ € L?(X, M, ) temos 7(v)(¢) € L*(X, M, u) e

m(v) = 7(v)*.

Demonstragao. Dado ¢ € L*(X, M, i) temos:

m(0).¢]* du= [ xb, 10> du= [ [¢]* du <o
fioot = i f

mostrando que 7(v)(¢) € L*(X, M, pn). Além disso,

T(0)(A¢ +¥) = xp,-(Ad + ) = AXp,-¢ + xp, ¥ = AT(v)(®) + 7(v) (V)
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mostrando que 7(v) é linear; assim 7(v) € B(L*(X, M, u)). Se ¢,v € L*(X, M, i) temos

(m(v)(9), ) = (XD, -0, ¥) = /XDM?@ dp = /¢~XDU-@- du = (¢, m(v)(¢)).
Portanto 7(v) = 7(v)*. O
Finalmente, vamos construir a representacao que mencionamos no inicio do capitulo.

Teorema 1.1.11. Existe um *-homorfismo, 11 : C*(E) — B(L*(X, M, u)) tal que:

H(S)(6) = xn®L (60 f7) ¢ T(P)(6) = xpueo
para todos e € E', v € E° e para qualquer ¢ € L*(X, M, ).

Demonstracao. Nosso objetivo serd criar uma representacao do conjunto de geradores
de C*(E) para posteriormente usar a propriedade universal da 4lgebra de grafo® e obter
uma representacao de C*(E). Se G é o conjunto de geradores de C*(FE) temos G =
{se}eermr U {py}oepo; defina p: G — B(L*(X, M, 1)) dado por:

p(se) = m(e) e p(py) = m(v)

Note que p estd bem definida devido as Proposigoes 1.1.8 e 1.1.10. Vamos verificar que p
satisfaz as relagoes que definem C*(E), dado ¢ € L*(X, M, i) temos:

o p(po)2(0) = T(0)2(6) = T(V) (XDu-) = XD,-& = XDu-& = p(p0) ().
o p(po)*(9) = 7(0)(9) "=’ 7(v)*(6) = p(po)(9)-

* Se v # w entdo p(p,)p(pw)(¢) = p(ps)(XD,-0) = XDyD,-¢ = 0.

Isso mostra que {p(py)tvero é uma familia de proje¢oes mutuamente ortogonais.
Além disso, note que se ¢ € L*(X, M, i) entao:

plse)"plse) (8) = m(e)*m(e) (8) = m(e)* (xn,- @21 (60 £1))
= XDy L ((Xn- 2L (60 7)) 0 f)
= XDy @3 (xh. © f) (B2, 0 f).0
= XDT(E)-ngl(RE)-q)]%fe'((I)j%cgl o fe)-¢

= XDT(E) ¢

3 Veja (BIAZOTTO, 2012, pg. 147), Teorema B.1.15.
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De maneira similar temos:

p(s)p(s.)"(6) = m(e)m(e)*(6) = 7(€) (X, DL-(60 )
= P2 (X, @L(B0 f)) 0 )
= @ (X © 17D(®F 0 £71).0
= XRe-Xfe(Dr<e>>@il-(<1>i o fih)-¢

1.1.5
= XRE-Cb-

Usando o que foi feito acima concluimos que:

p(se)p(se) p(se) (@) = p(se)p(se)(m(e)(9))
= XRE-XRe@]%;r(cﬁ o fh)
= 7(e)(¢) = p(se) ()

e se e # f temos

1.1

p(se)p(se) p(s)p(s£)*(8) = p(se)p(se) (XR,-8) = Xronr,-¢ = 0

mostrando que a familia {s.}.cp1 é uma familia de isometrias com imagens mutua-

mente ortogonais. Além disso, pelas igualdades acima obtidas concluimos que:

p(5e)"p(5e)(9) = XD,y ¢ = T(r(€))-¢ = p(pre))(9). (CKI)

P(Ps(e))p(se)p(se) (@) = m(s(e))m(e)m(e)*(¢)
= (s(e))(Xr.-9)
= XDy XRe-®

= XDs(e)ﬂRe gb
1.1.1

= Xr.-® = p(se)p(se)™(¢). (CK2)

Resta-nos a verificagio de (CK3). Para tanto, se v € E? é tal que 0 < #s ' (v) < o0
precisamos mostrar que >, p(se)p(se)* = p(py), ou seja, > w(e)m(e)* = w(v).
e€s~1(v) e€s—1(v)
Pelo item 4 da Definigao 1.1.1 temos D, = |J R, e pelo item 2 da mesma definigao
e€s~1(v)

temos R, N Ry =0 desde que e # f; desse modo

XD, =X U Re™— Z XRe-

e€s1(v) ecs—1(v)
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Juntando a igualdade acima com algumas identidades ja vistas no decorrer da demons-

tracao temos:

Y. wOme (@)= Y, xn-d=xp,¢=r)¢). (CK3)

e€s—1(v) e€s—1(v)

Pela propriedade universal de C*(E) existe um *-homomorfismo, IT : C*(E) — B(L*(X, M, 1))
tal que I1(S,) = p(s.) = w(e) e lI(p,) = p(p,) = w(v). Portanto:

[(Se)(¢) = 7(e)(¢) = Xm-‘bi—l-(dﬁ of ) e I(P)(¢)=n)(¢)=xp, ¢ O

Observacao 1.1.12. A partir de agora, denotaremos a representacdo Il obtida no teorema
acima por w. Diremos também que ™ é uma representacao de E induzida por um E-

sistema ramificado; note que tal representacdo depende de um sistema ramificado pré-
fizxado.

Em alguns casos, podemos entender muito bem como 7 se comporta. Considere o

Exemplo 1.1.7, pelo Teorema 1.1.11 sabemos que:

7(Se)(0) = X, @ (60 f) = X, (60 £71) e 7(P)(6) = x,, 0

de modo que, dado = € R temos

m(5e)(9)(2) = X1 (2)-¢(x +1) e w(Py)(¢)(x) = Xjiiry (2)-o(z + 1).

Exemplo 1.1.13. Considere o grafo a sequir.

€3

VI — 319
€1

Além disso, considere espago de medida (X, M,m) onde X = [—1,4], M denota a o-
dalgebra dos borelianos e m ¢ a medida de Lebesque. Defina para cada i = 1,2,3,4 os
conjuntos R, := [i — 1,i|; defina também D,, = [0,2], D,, = [-1,0], D,, = [2,4]. Além

disso, defina:

fer : Dyeyy = Re, dado por f (x) =2 + 1.
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fes t Dreyy = Re, dado por fe,(z) =

+ IR

fes : Dr(ey) = Re, dado por fe,(x) = g 1.

fe4 : Dr(e4) — Re4 dado por fe4(l‘) = g + 2.

Os itens de 1 a 5 da definicao de sistema ramificado sao imediatos. Para o sexto item,
note que f, € a composicao de uma translagio com um escalonamento, logo se m(A) =0
entio m o f.,(A) = m(fe,(A4)) = 0. Isso mostra que po fo, << p. Analogamente,

~1
M o fEi ILL o fei 7’ . ’ .
e ; além disso como u € o-finita

o f;l < W; assim existem as derivadas

o
(em particular, semi-finita) pelo Lema 1.1.5 temos um E-sistema ramificado. Nesse caso,

pelo teorema anterior sabemos que dado ¢ € L*([—1,4]) temos

m(Py,)(¢) = Xp,,-¢ para cada i =1,2,3,4

7(Se,)(#) = Xjoa1-(¢ 0 f;ll) e m(Se,)(¢) = \/§X[i—17i]'<¢ o fe’l) para cada i = 2,3, 4.

1.2 Existéncia de sistemas ramificados

Na se¢ao anterior vimos como E-sistemas ramificados induzem uma representacao da
C*-élgebra C*(F). Uma questdao que nao abordamos foi: serd que para todo grafo F
existe um FE-sistema ramificado? Ou, sera que existem condicoes suficientes sobre o grafo
para que exista um sistema ramificado? Essas sao as perguntas que dao origem a presente
secao.

Seja E = (EY, E',r, s) um grafo. No artigo (GONCALVES; ROYER, 2012) foi provado
que se E° e E' sao conjuntos enumerdveis entao existe um FE-sistema ramificado. Na
dissertacao (MOREIRA, 2019), foi provado que se s~ (v) é enumerdvel para todo v € E°
entdo existe um sistema ramificado E-algébrico*. Adiante, generalizaremos os resultados
recém mencionados; especificamente, provaremos que sob essa mesma condigao, i.e, se
s7'(v) é enumeravel para todo v € E°, entao existe um FE-sistema ramificado.

Com isso em mente, comecaremos criando um espaco de medida adequado. Considere
(0,1] com a o-dlgebra dos borelianos e A um conjunto nao vazio. Dado A C (0,1] x A,
defina, para cada A € A, o conjunto AW := {t € (0,1] | (t,\) € A}. Com isso, defina a

colecao:

M={AC(0,1] x A | A é Borel-mensuréavel Y\ € A}

e defina também a funcao:

p: M — [0,00] dada por pu(A) = Zm(A(/\))

A€A

1 Veja o artigo (MOREIRA, 2019) para a definicio.
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onde m é medida de de Lebesgue.
Lema 1.2.1. A tripla ((0,1] x A, M, ) definida acima é um espago de medida.

Demonstracao. Afirmacao 1: M é uma o-algebra.

Note que @™ = {t € (0,1] | (t,\) € 0} = 0 para todo A € A. Logo § € M e,
em particular, M # (. Se A € M entao AY é Borel-mensuravel para todo A\ € A,
assim (A™)“ é Borel-mensurdvel, como (AM) = {t € (0,1] | (t,)\) € A} = {t €
(0,1] | (t,\) € A} = (AW segue que A° € M.

Seja {An}tnen € M. Assim, para cada n € N e para cada A € A temos AY Borel-

mensuravel, logo |J AYY 6 Borel-mensurdvel. Agora, vamos mostrar que |J AY =

neN neN
(N
(ur)
neN

“C” Sejat € U AS), assim t € Af{})) para certo ng € N e como A4,, C |J A, temos

neN neN
N M)
te Ay C ( U An)
neN
M)
“D” Sejat e (U An) , dal (t,\) € |J A, e portanto (t,\) € A,, para certo ng € N.
neN neN
Assim, t € Aff(‘)) c U AS{\).
neN

Concluimos que |J A, € M.
neN
Afirmagao 2: p: M — [0,00] é uma medida.

Sejam { A, }neny € M disjuntos e A = |J A, vamos considerar dois casos:
neN

Caso 1: Suponha que m(A(’\)) > () para uma quantidade nao enumeravel de elementos
A € A. Desse modo,

i (U An> =pu(A) = Zm(A()‘)) = 00.

neN AEA

Por outro lado, afirmamos que existe ng € N com a propriedade de que existe uma
quantidade nao enumeravel de elementos, A € A, tais que m(A%)) > 0. De fato, se nao
fosse assim, entao Vn € N, existe no maximo uma quantidade enumeravel de indices A € A

tais que m(Aff‘)) > (0 e portanto existe no maximo uma quantidade enumerdvel de indices

A€ A tais que m | U A%’\)) > 0. Como AW = | A temos m(AMN) > 0 apenas para
neN neN
uma quantidade enumeravel de elementos A € A, o que contradiz a hipétese que estamos

assumindo no Caso 1. Desse modo, temos

i(An) =Y m(AR)) = oo

AEA
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e como Y u(Ay,) > u(A,,) = oo segue que
neN

ZM(AH) =M <U An) :

Caso 2: Suponha que m(AM™) > 0 para no maximo uma quantidade enumeravel de

elementos A € A. Assim a soma Y m(A™) é uma série, portanto:
AEA

(020 (ue)-

neN AEA neN AEA neN
=D 2 mAY) =3 > mAY) = ul(An).
A€eA neN neN AeA neN

Nas igualdades acima, usamos, além de defini¢oes e igualdades ja comentadas, a reor-
denacao da séries de termos positivos e o fato de que A,, N A,, = @) implica AYAAY =

para cada A € A. Isso finaliza a nossa demonstracao. [

Exemplo 1.2.2. Seja E um grafo. Defina A = E° U E' e considere o espago de medida
((0,1] x A, M, i) definido acima. Sejam (e,)nen C E' e v € E°. Note que:
e A= (0,1 x{e;} €M epu(A) = m(AN) = m(Al)) =m(0,1] = 1.

AEA

e Se I é um intervalo contido em (0,1], entdo B = I x {v} € M e C = I x
{e1,e9,€3,...} € M. Além disso, u(B) = m(I) e, se I tem medida de Lebesque

positiva, entdo p(C) = oo.

Vamos demonstrar agora o principal teorema desse se¢ao, para deixar nosso texto mais

limpo, comegamos com a seguinte defini¢ao:

Definigao 1.2.3. Seja E = (E° E',r,s) um grafo. Se s7'(v) é enumerdvel para cada

v € E° dizemos que E € linha-enumerdvel.

Teorema 1.2.4. Seja E = (E°, E',r,s) um grafo linha-enumerdvel. Assim, existe um

E-sistema ramificado.

Demonstragdo. Considere o espago de medida ((0,1] x A, M,u) onde A = E° U E!,
conforme definicao dada acima. Para facilitar os argumentos que virao adiante, faremos
uma afirmacao preliminar.

Afirmagao 1: Se I C (0,1] € Borel-mensurdvel e (Ay)neny C A entao I x {A, Ao, ...} €
M. Escreva A =1 x {1, Ag,...} C (0,1] x A. Note que:

A0 hse N\# N\ VieN.

I se A = \; para algum ¢ € N.
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Em todo caso, A®) é Borel-mensuravel para todo A € A, logo A € M, o que finaliza

a demonstracao dessa afirmacao. [
Paracadae € E' defina R, = (0,1]x{e}. Defina também W = {v € E° | v é um poco °}.
Para cada v € W defina D, = (0,1] x {v} e para cada v € E° — W defina

D, = U R. = U (0,1] x {e} = (0,1] x s~ (v).

e€s—1(v) e€s—1(v)

Segue da Afirmacao 1 que R, € M para todo e € E' e D, € M para todo v € W. Além
disso, é facil ver que v € E° — W. Vamos verificar agora as quatro primeiras condicoes
da definicao 1.1.1.

1. Dados e,d € E' com d # e temos

RsN R, = ((0,1] x {d}) N ((0,1] x {e}) =(0,1] x ({e} n{d}) = 0.

2. Dados v,u € E° temos trés situacoes para analisar:

Suponha que u,v € W, assim
Dy N Dy = ((0,1] x {v}) N ((0,1] x {u}) = (0,1} x ({v} N {u}) =0.
Suponha que v € W e u ¢ W. Nesse caso,

D, N Dy, = ((0,1] x {v}) N ((0,1] x s~ (u)) = (0,1] x ({v} Ns (u)) = 0.

Suponha que v ¢ W e u ¢ W. Assim

D,ND, = ((0, 1] x 5’1(1))) N ((0, 1] x s’l(u)) =(0,1] x (s’l(v) N Sil(u)) = 0.

3. Dado e € E', como s(e) nao é um poco, s(e) ¢ W e portanto R, C R, =
des—1(s(e))
DS(@)'

4. Seja v € E° tal que 0 < #s !(v) < co. Em particular, v nao é um pogo, logo
D,= U R
e€s~1(v)

Para verificar as condigoes 5 e 6 da definicao de sistema ramificado precisamos criar
as funcoes f; para cada d € E'. Iremos dividir essa tarefa em casos, mas antes disso,
faremos mais uma afirmacao auxiliar.

Afirmacgao 2: Se I é um intervalo, (A\y)neny C A e A € M entao

AN x {2, = (AN D) x {n)) .

€N

5

ou seja, s~ (v) = 0.
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(C) Tomex e AN(Ix{A,No,...}), daiz = (t,\;) comt € [ ejeN. Como (t,);) € A
temos t € AN assim t € AN N [. Portanto x = (t, ;) € (AN NT) x {)\} C
U (A% N T x {\}).
ieN

(2 ) Considere z € |J ((A* NI)x {\}). Dal z € AX) NI x {\;} para certo j € N,

ieN

logo = (t, ;) com t € AX) NI, em particular, (t,\;) € A e portanto (t,);) €
AN(I x {1, A,...}). O

As funcoes f4 serao criadas de acordo com a forma do conjunto D, que deve ser o

dominio de tais funcoes. Fixe d € E'.

o Caso 1: r(d) € W. Nesse caso temos D,q = (0,1] x {r(d)} e Rg = (0,1] x {d}.

Defina:
fa: (0,1] x {r(d)} — (0,1] x {d}
(t,r(d)) = (t,d)
Claramente f; é uma bijecao, dai se fd_1 é sua inversa temos fy o fd_l = Idg,,

filtofa=1 dp, ., € f(Dpa)) = Ra. Vamos provar que fq é mensurdvel:

Seja B € Mg, dai B = AN R; = AN ((0,1] x {d}) para certo A € M. Pela
Afirmagdo 2 segue que B = AW x {d}. Assim

f'(B) = fi (AW x {d}) = A9 x {r(d)}

que é um elemento de M pela Afirmagdo 1. Como f;(B) € Dy(a) temos f;*(B) €
Mp,,, provando que fq ¢ mensurdvel. Um argumento analogo garante que frlé
mensuravel.

Assim a quinta condicao esta satisfeita. Com o intuito de verificar a sexta condigao

vamos provar que as medidas
p:Mp,, — 10,00 , pofs: Mp,, — [0,

sao o-finitas e p o f; < p.

Note que p(Dya)) = p((0,1] x {r(d)}) = m(0,1] =1 < o0 e po fa(Dr)) = p(Ra) =
w1((0,1] x {d}) = m(0,1] = 1 < oo 0 que mostra que ambas as medidas sao finitas,
em particular, o-finitas. Além disso, seja B € Mp_, tal que u(B) =0. Dai B =
AN(0,1] x {r(d)} para certo A € M. Pela Afirmacdo 2 temos B = AC@) x {r(d)}
e assim 0 = p(B) = m(A"@). Portanto

po fa(B) = po fa(A" D x {r(d)}) = p(A"D x {d}) = m(AT D) =0

o que prova que po f; < u. Pelo teorema de Radon-Nikodym (Teorema A.1.12)
o fa

existe a derivada =: ®y,. Um raciocinio andlogo garante que existe ;-1 e
d

assim, pelo Lema 1.1.5 a sexta condicao esta satisfeita.
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e Caso 2: 0 < #s (r(d)) < .

N
Escreva s7'(r(d)) = {e1,...,en} para certo N € N. Note que (0,1] = |J I; onde

j=1
para cada j = 1,..., N temos [; = (%,%} Fixe j € {1,...,N}. Defina ¢; :
(0,1] — I; como um homeomorfismo tal que ;1) : (0, 1) (&4, 4) seja um

difeomorfismo (por exemplo o homeomorfismo linear crescente entre tais intervalos);

com isso, defina também
fd,j : (0, 1] X {ej} — Ij X {d}
(tu ej) = (QD] (t)u d)

Note que fy; é bijetora com inversa dada por fdf;(t,d) = (goj_l(t),ej) para todo

t € I;. Além disso, vamos quer f;; ¢ mensurdvel:

Seja B € My, xay, dai existem A € M tal que B = AN (I; x {d}) AL (ADN ;) x
{d}. Assim,

fil(BY={(t,e;) | faj(tie;) € BY ={(t,e;) | (;(t),d) € AN I; x {d}} =
={(t.ej) | v;(t) € AL} ={(t,e;) | t €, (AN} = (ADNI) x {e;}.

Como ¢; é continua (e portanto mensuravel) e A@ N I; é Borel-mensurdvel segue
que ;' (A N I;) é Borel-Mensurdvel. Pela Afirmagdo 1 segue que f;jl(B) e M
e como fi1(B) € (0,1] x {e;} temos f;}(B) € Mojxie,;y mostrando que fq; ¢

mensuravel. Um argumento andlogo mostra que f, jl é também mensuravel.

Finalmente, defina
fd : (071] X {elv"'aeN} - (071] X {d}
(t,e5) = fa;(t,e5)

para cada j = 1,...,N. Note que f; é bijetora: Se ¢t € (0, 1] entao t € I, para
um tnico j = 1,..., N e temos f;'(t,d) = fczjl(t,d). Além disso; como (0, 1] x

{er, ... ent = (0,1] x {er} U ... U(0,1] x {en} e (fa)j0,1)x{e;; = fa; para todo
j=1,...,N segue da Proposi¢ao A.1.1 que f; é mensuravel. O mesmo argumento

garante que f; 16 mensuravel. Isso prova a quinta condicio para esse caso.

Para verificar a sexta condigao vamos provar que as medidas
p:Mp, = [0,00] , pofq: Mbp, ., = [0, <]
sao o-finitas e p o fd < [

Note que D, 4 U ((0,1] x {e;}) e u((0,1] x {e;}) = 1 para cadai = 1,..., N.
Além disso, po fd(la y) = 1((0,1] x {d}) = 1 o que garante que ambas as medidas
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sao o-finitas. Considere agora B € Mp,_, . dal existe A € M tal que B = AN D, ().

Pela Afirmagdao 2 temos:

B=AND,g = (A x {e;}) U...U (A x {ex}).

N
Logo, se u(B) = 0 entdo > m(A“)) = 0, ou seja, m(A)) = 0 para todo i =

i=1
1,...,N. Além disso,
N N
fa(B) = [ fa(A“) x {e;}) = | faa(A“) x {e:}).
i=1 i=1
Vamos mostrar que para cada i = 1,..., N temos pu(fq;(A®) x {e;})) = 0. Para

tanto, fixado 7 veja que:

fai( A x {ei}) = {failt, es) |t € A} = {(@i(t),d) |t € A}
logo
p(fai(A) x {e:})) = m(@i(A))) = m(ps (AN (0,1) U A N {1})) =
= m(p:(A) N (0,1))) + m(ps( A N {1})).

Agora, A®) N (0,1) € A®) possui medida nula. Como ¢; é um difeomorfismo,
segue de (RUDIN, 1987, pg. 153) que m(p;(A) N (0,1)) = 0. E claro também que
m(pi(A) N {1})) = 0 pois tal conjunto possui no méaximo um ponto. Portanto
p(fai(AC) x {e;})) = 0 para cada i = 1,..., N o que implica que u(fs(B)) = 0
Ic)irova}ldo que po f; < p. Pelo teorema de Radon-Nikodym existe a derivada

HOoJd

dp
finaliza o Caso 2.

=: ®; . Um raciocinio analogo garante que existe be;. O Lema 1.1.5

e Caso 3: #s !(r(d)) = oo.

Por hipétese s~!(r(d)) é enumerével, assim podemos escrever s (r(d)) = {ey, e, ...}

r(
o 1 1
Escreva (0, 1] = 'L_Jl I; onde I; = (Tl’ ;} Fixado j € N defina ¢; : (0,1] — I;
1
como um homeomorfismo tal que ¢jjo,1) : (0,1) — (—1, - | seja um difeomor-
J— L1

fismo (por exemplo o homeomorfismo linear crescente). Defina também:
fd,j : (0, 1] X {6]} — ]j X {d}

(t7 ej) = (@j (t)’ d)

fa: Dray = (0,1] x {e1,ea,e3,...} = (0,1} x {d}
(t,€5) = (@;(t), d).

Os mesmos argumentos que foram feitos no Caso 2 garantem que as condigoes 5 e

6 da definicao 1.1.1 sao satisfeitas nesse caso.
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Portanto, ((0,1] x A, M, u) com as familias e fungoes acima definidas é um E-sistema

ramificado. [J

Observagao 1.2.5. a) Note que apesar do enunciado do teorema acima garantir que
existe um E-sistema ramificado, a sua demonstragao na verdade nos mostra como cons-
truir varios E-sistemas ramificados: dependendo da escolha das fungoes g;, desde que as
mesmas satisfacam o que € pedido na demonstracao, obtemos diferentes sistemas ramifi-
cados.

b) Grafos que possuem linhas finitas, i.e, grafos tais que s~1(v) € finito para cada
v € E° e grafos cujo conjunto de arestas é enumerdvel sio casos particulares de grafos
que satisfazem s~ (v) enumerdvel para cada v € E°. Portanto, para tais grafos € garantida
a existéncia de um sistema ramificado.

c) Ndo é conhecido, até o momento, nenhum resultado que garante a eristéncia de

sistemas ramificados para grafos E que nao sao linha-enumerdveis.

1.3 Algumas consequéncias

Os Teoremas 1.1.11 e 1.2.4 nos fornecem uma representagao © de C*(E) quando o
grafo E é linha-enumeravel. Além disso, sabemos como 7 se comporta nos geradores de
C*(E). Esse fato nos permite demonstrar alguns resultados interessantes. Por exemplo,
sabemos que a dlgebra C*(F) é uma C*-algebra universal, em geral, dlgebras universais
sao abstratas e pouco sabemos sobre seus elementos, em particular, uma das etapas de
sua construgao consiste num quociente, que a priori pode “zerar’uma grande quantidade
de elementos. Provaremos abaixo que sob as devidas condi¢oes podemos garantir que

muitos elementos de tal algebra sao nao nulos.

Corolario 1.3.1. Seja E um grafo linha-enumerdvel. Entio P, # 0 para todo v € E° e
S. # 0 para todo e € E*.

Demonstracao. Pela construgao feita no Teorema 1.2.4, sabemos que p(D,) > 1 > 0 para
todo v € E° Fixado v € E° o operador 7(P,) obtido através dos Teoremas 1.1.11 e
1.2.4 dado por w(P,)(¢) = xp, ¢ é nao nulo, com efeito, para ¢ = xp, temos 7(P,)(¢) =
XD, = Xp, € como pu(D,) > 0 temos xp, # 0. Assim, 7(P,) # 0 como desejdvamos.
Consequentemente, como 7 é homomorfismo, P, # 0.

Agora, para cada e € E' sabemos que S*S, = P, e pelo que provamos no paragrafo
anterior P,y # 0 donde segue que S, # 0. [J

Corolario 1.3.2. Seja E um grafo linha-enumerdvel. Se o e  sao caminhos tais que
r(a) = r(B) entdo S,Sh # 0.

Demonstragdo. Suponha que 5,55 = 0, desse modo temos:
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0= 5,54555p = Pria)Pr(p) = Pr(a)
o que contradiz o coroldrio anterior. Portanto 5,55 # 0. U
A reciproca do teorema acima é vélida para qualquer grafo, com efeito: se r(«) # (/)

entao

SuSh = 5525555 = Pray Prs) = 0.

Agora, falaremos um pouco sobre representacoes fiéis; mais especificamente mostrare-
mos que sob algumas hipdteses a representacao 7 induzida pelos Teoremas 1.1.11 e 1.2.4

é fiel. Uma hip6tese suficiente para isso acontega é que C*(F) seja simples.

Corolario 1.3.3. Se E é um grafo linha-enumerdvel e C*(E) € simples entdo a repre-

sentacdao m obtida via Teoremas 1.1.11 e 1.2.4 € fiel.

Demonstracao. Como ker(7) é um ideal e C*(E) é simples temos ker(7) = {0} ou ker(7) =
C*(F). Na demonstragao do Corolario 1.3.1 vimos que o operador m(v) é nao nulo para

cada v € E°, logo 7 é nao nulo e portanto ker(m) = {0} provando que 7 é injetora. [J

Definicao 1.3.4. Seja E um grafo. Um caminho A\ = ey...e, em E € dito ser um

caminho fechado se r(\) = s(X\), ou seja, r(e,) = s(ey).

Definicao 1.3.5. Dizemos que um grafo E satisfaz a condi¢dao (L) se todo caminho fe-
chado (do grafo E) possui uma saida, i.e, se X\ = ey ...e, € um caminho fechado existe
f € E" tal que s(f) = s(e;) para algum i =1,....n e f # ¢;.

Exemplo 1.3.6. Considere os grafos:

V3 V3 €1

Grafo 3

Note que o grafo 1 nao satisfaz a condigao (L) pois ejeses € um caminho fechado sem

saida. Os grafos 2 e 3 satisfazem a condi¢ao (L).

Teorema 1.3.7. Seja E um grafo linha-enumerdvel e suponha que E satisfaz a condicao

(L) . Assim, toda representac¢io m dada pelos Teoremas 1.1.11 e 1.2.4 € fiel.
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Demonstragdo. No Coroldrio 1.3.1 vimos que 7(P,) # 0 e P, # 0 para todo v € E°.
Denote por P a familia de todas as projecoes P, para v € EY e S a familia de todas
as isometrias parciais S, para e € E'. Como 7 é um *-homomorfismo e (P,S) é uma
E-familia de Cuntz-Krieger em C*(E) segue que (7w(P),n(S)) é uma E-familia de Cuntz-
Krieger em B(L?(X, M, u)).

Pelo teorema da unicidade de Cuntz-Krieger (veja [(FOWLER; LACA; RAEBURN,
2000), Teorema 2]|) existe um *-isomorfismo, que denotaremos por v, entre C*(P,S) =
C*(E) e C*(m(P), n(9)) tal que para todo v € E° vale que ¢(P,) = n(P,) e ¥(S,) = m(S.)
para todo e € E'. Como 1 e 7 sdo *-homomorfismos continuos que coincidem nos
geradores da dlgebra universal C*(E) segue que ¢ = w. Em particular, segue que 7 é

injetora. [

Como 1ltimo resultado desse secao vamos provar que a reciproca do teorema acima,
num sentido que deixaremos preciso em breve, é verdadeira. Para tanto, vamos provar

primeiro alguns resultados auxiliares.

Lema 1.3.8. Seja E um grafo linha-enumerdvel e (X, M, 1) um E-sistema ramificado

obtido pelo Teorema 1.2.4. Se ey...e, € um caminho em E com n > 2 entao po f., o
f62"'ofen<</’l/ofene

®felo---ofen = ¢fen'((1)fen71 © fen) T ((Pfel © f€2 ©...0 fen)
Analogamente, o folo.. .o fito fil << pofite

(bf;ilO.--Ofezl = (I)f;ll.(q)fegl o fel) e ((I)f;} o fe;il 0...0 fe_ll).

Demonstragao. Faremos apenas o caso que inclui as fungos f.,, o caso relacionado as

fungoes fZ 1 ¢ feito imitando o argumento a seguir. Suponha que n = 2. Se po f.,(A) =0

para algum A € Mp, ., temos p(fe,(A4)) = 0. Como po fe, < p temos po fe, (fe,(A)) = 0,

ou seja, o fe, © fe,(A) = 0 mostrando que po fe, o fe, < po fe,. Em particular como

[o fe, K psegue que p o fo, o fo, < p e como as medidas sdo o-finitas (isso segue da

dp o fe, © fes
d

demonstracao do Teorema 1.2.4) existe a derivada de Radon-Nikodym ; além

disso pela regra da cadeia segue que:
_d,uofmofez_d,uofmofez dp o fe, dpp o fe, © fe,

o . _ . - By
ferofes d,u dﬂ o fez dﬂ dﬂ © f€2 Jes

d:uofel Of62
dp o fe,

Para finalizar o caso em que n = 2 é suficiente mostrar que = ®y, 0 fe,-

Facamos isso. Dado A € M Dy(ey) é verdade que

o fer © fer (A) = pro fe, (fer (A)) = / (I)feldﬂ =
feq (A)
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:/x@m@kwﬂﬁf/uhmwwan®hoﬁnﬂuqawzfmmgUQMWoﬁJ
A

dpo fe, © fe,

dp o fe,
nos garante que po fo, o...of, <K pof, e

Portanto, = @y, o fe,. Prosseguindo indutivamente, a hipétese de indugao

¢felo---ofen_1 = (pfen_l '((bfen_z © fen—l) o (¢fel © f€2 ©...0 fen—1>'

Como pofe, , < i, temos pio fe,0...0f, , < p,logose u(fe,(A)) =0 (para A € Mp,_, /)

entao p1o fe, 0...0 fe, ,(fe,(A)) = 0 provando que po fe, 0...0 fo, o fe, < pofe,.
Além disso, usando a regra da cadeia novamente concluimos que

duofelo'.'ofen Mofen duof(ilo"'ofen
. = 'q)fen
’uofe" d,u :uofen

q)fel 0..0fe, =

dpofoo.. . of
lu’ofen

Assim, devido a hipdtese de inducao, sé resta-nos demonstrar que

((Dfe1°~-~°fen_1) o fe,. Dado A € Mp,,,, temos

pofe0...0fe (A)=pofeo...0fe (fe.(A)) = / (I)feIOmOfen,ld,u =
fen (A)

_ / sy oo dp = / NAB oo 0fund(i0fu) = / B, oo oferd(uof)
A
djiofoo...of..

ILL © fen
Proposicao 1.3.9. Seja E um grafo linha-enumerdvel. Se o = eq...e, € um caminho

provando que = (®y, 0.0, )0 fe, € finalizando a demonstragao. [J

sem saida entao:

a) Eziste uma representacao v : C*(E) — B(L*(X)), onde X € um E-sistema ramifi-
cado, tal que Y(Se, ... Se,) 7 V(Pser))-

b) Eziste uma representacio ¢ : C*(E) — B(L*(Y)), onde Y é um E-sistema ramifi-
cado, tal que ©(Se, ... Se,) = ©(Ps(er))-

Demonstracgao. a) Considere a construcao feita no Teorema 1.2.4; temos R, = (0, 1] x {e; }

e como e; ...e, é um caminho fechado sem saida vale que
DT(€1) = (07 1] X 8_1(7“(61)) = (07 1] X {62}

Dyeny = (0.1) x 57 (r(e2)) = (0,1] x {es}

Dite, 1y = (0,1] x s~ (r(e,—1)) = (0,1] x {e,}
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Dye,y = (0,1] x s~ (r(e,)) = (0,1] x {e1}.

Escolha, para i = 1, fe, : Dye,) — Re, dada por fe,(t,es) = (v/1,€1) e para i = n,
fen © Dr(e,y = Re, dada por f., (t,e) = (V't,e,). Para todoi = 2,...,n — 1 escolha
fe, @ Die;) — Re, dada por f.(t,ei41) = (t,e;). Note que as funcoes f,, satisfazem as
condicoes exigidas na demonstracao do Teorema 1.2.4.

Com a escolha das fungoes do paragrafo anterior, obtemos a partir do Teorema 1.2.4
um F-sistema ramificado que denotaremos por X. Pelo Teorema 1.1.11 existe uma re-
presentacgao ¢ : C*(E) — B(L*(X)); vamos calcular (S, ...S.,)(¢) para ¢ € L*(X)

usando o teorema recém citado:

D(Se)(9) = Xr., - Py1.(d0 f1).

e

Aplicando ¥ (S., ,):

P(Ser (S0 )(0) = $(Sry) (X (@0 £1)) =

— Xty P (O, @pr (00 f2D) 0 S, ) =
= XRenfl 'Qf(;nl—l (Qf;nl ' f ) (¢ © 6n1 fenl 1)

Apés sucessivas aplicagoes, concluiremos que:

1/}(561 e Sen)(¢) =
— XRel‘(I)fe_ll(q)f_l o 611)(<I)fe_31 oftofil)... (®fe—71171 coftofi (g fito o fi ).
Pelo Lema 1.3.8 segue que
W(Sey ... Se,) (@) = XR., .(<I>fe—n10_._of€—11).(¢ o e;l 0...0 f;l)

Considere ¢ = X(L1)xfer) © note que

sofitoof ((33) <ten) =0 ((fog) x te)) =0

Segue que (S, ...S..)(¢)((3,3) X {e1}) = 0. Por outro lado como
V(Ps(en)) (@) = XDyiop)-@ = X(01]x{er}-X(2,

temos $(Pye)(@)((1 1) % {e1}) = X ayeen (2 3) x {1}) = 1. Portanto, como
1((3,2) x {e1}) > 0 segue que ¥(Se, ... S, )(¢) # ¥(Psey))(¢) e consequentemente

7/}(561 cee en) i w(PS(el))'
b) Considere nesse caso, f., = (t,es) = (Vt,e1), fe,(t,e1) = (t3,en) € fo.(t,€i01) =

(t,e;) para todo 1 < i < n. Pelo Teoremas 1.2.4 e 1.1.11 temos um sistema ramificado Y

)x{err = X(3,1)x{e1}

»M»—t
l\’)\»—t

e uma representacao ¢ : C*(E) — B(L*(Y)). Além disso, para todo ¢ € L?(Y') temos
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P(Ser -+ Sea) (@) = Xpoy (Pyoto opt)(G0 fol oo f) =
= XRey @ = XDy () ® = XDyo))-® = P (Ps(er)) ()

mostrando que ¢(Se, ... Se,) = @(Pye,)). O

Corolario 1.3.10. Seja E um grafo linha-enumerdvel. Assim, E satisfaz a condi¢do (L)
se, e somente se, toda representagio ¢ : C*(F) — B(L*(Y)) induzida pelos Teoremas
1.1.11 e 1.2.4 € fiel.

Demonstragao. Supondo que F satisfaz a condigao (L), o resultado desejado é exatamente
o Corolario 1.3.7. Para a reciproca, vamos provar que se E nao satisfaz a condicao
(L) entao existe uma representagao, nao fiel, ¢ : C*(E) — B(L*(Y)) onde Y é um E-
sistema ramificado. Para tanto, seja e; ...e, um caminho fechado sem saida em FE, pela
Proposigao 1.3.9 existe uma representagao ¢ : C*(E) — B(L?*(X)), onde X ¢ um E-
sistema ramificado, tal que ¥(S., ... Se,) # ¥ (Pye,)), em particular temos S, ...S., #
Py(ey). Pela mesma proposigao, existe uma representagao ¢ : C*(E) — B(L*(Y)), onde YV
é um E-sistema ramificado, tal que ¢(Se, ... Se,) = @(Pse,)), ou seja,  nao é fiel. O
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2 Equivaléncia Unitaria

2.1 A condi¢io (BPB)

Essa segao relacionard representagdes de C*(FE) com representacoes, dessa mesma
algebra, porém que sao induzidas por E-sistemas ramificados. O ponto crucial para de-
monstrarmos essa relagao da origem ao titulo da segao e é conhecido como condigao (BPB).
Comegaremos mostrando algumas propriedades de representagoes quaisquer de C*(E), em
seguida, ap6s definirmos a condi¢ao (BPB), daremos exemplos de representagoes que sa-
tisfazem e que nao satisfazem tal condicao, a secao sera finalizada com um teorema que
garante que se uma representagao satisfaz (BPB) entao tal representacao é unitariamente
equivalente a outra representacao, que por sua vez, é induzida por um FE-sistema ramifi-
cado.

Seja ¢ : C*(F) — B(H) uma representacao. Notemos que:

e Se z,y € C*(E) sdo projegoes entdo p(x), p(y) € B(H) também o sdo. Além disso,

se z e y forem mutuamente ortogonais, o mesmo vale para ¢(x) e ¢(y).

e Se x € C*(F) é uma isometria parcial entdo p(x) € B(H) também é uma isometria

parcial.

Os fatos acima decorrem diretamente de ¢ ser um *-homomorfismo. Em particular,
das relagoes que definem C*(E) segue que a familia {(P,) },cpo é uma familia de projegoes
mutuamente ortogonais; o mesmo vale para a familia {p(S.)@(Se)* }ecpr. Dado v € EY,

e € E' definimos:

Como ¢(P,) e p(Se)p(S.)* sao projegdes segue que H, e H, sdo subespacos fechados de
H: com efeito, tome h € H, daf existe o(P,)(h,) € H, tal que ¢(P,)(h,) ~— h. Apli-
cando @(P,) temos (P)p(Py)(hn) 225 o(Po)h e como ¢(P)p(Po)(hn) = ¢(Py)(hn)
segue que h = o(P,)(h) mostrando que h € H,, portanto H, = H,. Analogamente
mostra-se que H, é fechado.

Dada uma familia {A)}\ea de subespagos mutuamente ortogonais de um espago de

Hilbert H, definimos € A, como o fecho do conjunto de todas as combinagoes lineares
AEA

(finitas) de elementos de |J A, ou seja, @ A, = span ( U AA) . Note que @ A, é
AEA AEA AEA AEA
um subespaco fechado de H.

Proposicao 2.1.1. Dados v,w € E° ee, f € E' vale que:
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1. Se v # w entao H,N H, = {0g}.
2. See# f entao H.N Hy = {0y}.

3. A restricao do operador ¢(S.) dada por ¢(S.) : Hyey — He € um operador sobreje-

tor, isométrico e unitdario.

4. Se 0 < #s71(v) < oo entao H, = @ H, e se #s71(v) = oo entio H, =
e€s—1(v)
< P He> PV, onde V, € um espago de Hilbert.
e€s~1(v)

= ( b Hv) PV onde V é um espaco de Hilbert.

veED

Demonstragao. Se v # w entao P, e P,, sao projegdes mutuamente ortogonais (em C*(E)),
logo ¢(P,) e ¢(P,) sdo projegdes mutuamente ortogonais (em B(H)). Portanto suas
imagens, H, e H,, sdo ortogonais o que implica que H,N H,, = {0y} e prova 1. O mesmo
argumento prova o item 2. Vamos provar agora o item 3.

Note que se h € H,() entdo h = @(Py())(ho) para certo hg € H; como (P )) é
projegao temos @(Fre))(h) = ¢(Fr(e))p(Ere)) (ho) = @(Pre))(ho) = h. Logo

(£

P(Se)(h) = @(Se)p(Fre)) (h) = o(Se)p(5:5e) (h) = p(Se)p(Se)™(¢(Se) (h)) € He

o que mostra que ¢(S.)(H, ) € He. Além disso, dado h € H, temos h = ¢(S.)p(Se)*(h);
considere & = (P ()@ (Se)* (h) € H () € note que:

P(Se)(Fr(e)(Se)"(h) = 0(Se)p(Pr(eySe ) (h) = (Se)p(Se)* (h) = h.

Assim (S,) é sobrejetor. Para provarmos que este mesmo operador é uma isometria, note

L ¢ uma isometria.

que ¢(S.) é uma isometria parcial, logo ¢(S,) restrito a (Ker ¢(Se))
Pois bem, afirmamos que H,) C (Ker ¢(S.))": com efeito, dados h = ¢(Py))(h) €

H,)ex e Ker (¢(S.)) temos:

<h7x> = <90(Pr(e))(h)7x> = <90(56)*90<Se)(h)’x> = <90(Se)(h)790(se)(x)> = 0.

Segue entao que ¢(Se) : Hy,y — H, é uma isometria. Para finalizar o terceiro item s6
nos resta ver que esse operador é unitdrio, com esse intuito, observe que como (S,) :
H,) — H,. é sobrejetor e isométrico (em particular injetor), existe o operador inverso
©(Se)™" : Ho — Hy(); além disso Yh € H, ) temos ¢(Se)@(Se)*¢(Se)(h) = ¢(Se)(h),
aplicando ¢(S.)™ de ambos os lados concluimos que ¢(S.)*p(S.)(h) = h para todo
h € H,( donde segue que ¢(S.)* = p(S.)™! e portanto ¢(S.) é um operador ¢ unitério.

Quanto ao item 4, suponha que 0 < #s '(v) < oo, assim, P, = Y. S.5F e como
e€s—1(v)
© € um *x-homomorfismo temos

p(P)=p| D SeSi|= > @(S)p(Se)".

e€s—1(v) e€s—1(v)
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Logo,

H, = ¢(P)(H) = Z P(Se)p(Se)™ | (H) = @ P(Se)p(Se)"(H) = @ H,

e€s—1(v) e€s—1(v) e€s—1(v)

onde (A) se deve ao fato das projegoes ¢(Se)(Se)* serem mutuamente ortogonais. Su-
ponha agora que #s '(v) = oco. Note que se e € s '(v) entao H. C Hy, = H,
pois Py)SeSy = S.S;. Portanto, como H, é fechado, @ H. C H, Escolhendo

ecs—1(v)

1
V, = ( P He) (em relagao ao espago e Hilbert H,) segue a igualdade desejada. Por
(v)

ecs— (v

I
fim, o item 5 segue escolhendo V = < &P Hv) (em relagao ao espago de Hilbert H).
veEY
]

Seguem algumas observagoes interessantes relacionadas a proposicao acima:

Observagao 2.1.2. Seja ¢ : C*(E) — B(H) uma representagdo. Pela Proposi¢ao 2.1.1

sabemos que H = ( P H,)PV. Fizey € V. Sejam pu e v dois caminhos no grafo E
veEEL
tais que r(p) = r(v) e considere a := S,S;. Note que

le(@)W)1* = {pla)(y), p(a)(y)) = (v, p(a"a)(y) =

= <y> 90<SUSZS#S;>(y)> = <y> SO(SS(V))SO(SVSZS#SD(Q» =0

onde na ultima igualdade usamos o fato de que y € V e assim y € H;V). Pelo Coroldrio
1.4.18 de (BIAZOTTO, 2012, pg. 24), pela linearidade e pela continuidade do produto
interno temos que ||¢(z)(y)||> = 0 para todo x € C*(E); assim, ¢(z)(y) = 0. Como y foi

fizado arbitrariamente concluimos que ¢(x) = 0.

Em especial, quando H tem dimensao infinita e é separavel sabemos que existe um
conjunto ortonormal total em H que é enumerdavel (BOTELHO; PELLEGRINO; TEI-
XEIRA, 2012, pg. 123). Como todos conjuntos ortonormais totais de H possuem a
mesma cardinalidade (KREYSZIG, 1978, pg. 168) entao todo conjunto ortonormal total

de H é enumeravel.

Observagao 2.1.3. Suponha que ¢ : C*(E) — B(H) seja uma representacio de C*(E)
com H separdvel. Note que ¢(P,) # Op(m) para, no mdzimo, uma quantidade enumerdvel
de elementos v € E°; com efeito, se nao fosse assim teriamos p(P,) # Opy para uma
quantidade nao-enumerdvel de elementos v € E°, desse modo a cole¢io {@(P,)(H)}ver
(onde I C E° é nao-enumerdvel) é uma familia de subespagos nio nulos e ortogonais de
H. Assim, escolhendo para cada v € I, B, um conjunto ortonormal total em H, temos

que |J B, € um conjunto ortonormal total nao-enumerdvel em @ H, C H (esse fato
vel vel
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decorre do lema que vem a sequir). Como H € separdvel, @ H, também o €, logo todo
vel
conjunto ortonormal total de @ H, deveria ser enumerdvel. Chegamos a um absurdo.
vel

A observacao acima nos diz que a cardinalidade de H deve ser maior ou igual a
cardinalidade de E°, caso contrério, a representacao deve anular parte dos elementos de
E°.

Os itens da Proposicao 2.1.1 mostram como escrever H em funcao dos subespacos
H, e H.. Estamos interessados também em produzir conjuntos ortonormais totais em
H a partir de conjuntos ortonormais totais em H, e H,. Para tanto, comecamos com o

seguinte lema:

Lema 2.1.4. Seja X um espaco de Hilbert e {Ax}axea € X uma familia de subespagos
tais que Ay L A, sempre X # e A\,u € A. Suponha que para cada N € A exista um

conjunto ortonormal total, By de Ayx. Assim, se H := @ Ay entdao |J By € um conjunto
AEA AEA
ortonormal total em H.

Demonstrag¢io. E claro que se z € |J By entdo ||z|| = 1. Além disso, se 2,y € |J By
AEA AEA
temos duas opgoes: se existe \g € A tal que =,y € B, entao, como B,, é ortonormal,

segue que (z,y) = 0; caso contrario, © € By, e y € By, para certos A\g,\; € A tais que

Ao # A1, como Ay, L Ay, temos (x,y) = 0. Resta verificar que |J B, é total em H, ou

AEA
seja, que span ( U BA) = H.
AEA
Para tanto, tome h € H e fixe € > 0. Queremos encontrar b € span |J B, tal que
AEA
|h —b|| <e. Como H = @ A, existe a = ay, +...+ay, € span |J A, (onde n € N
AEA AEA

e\, € Ay, para cada i = 1,...,n) tal que ||h —a| < % Para cada i = 1,...n B, é

um conjunto ortonormal total de A,, por hipdtese, logo existe by, € span B, tal que

< 2i Defina b = by, + ...+ by, note que b € span |J B, e além disso,
n AEA

”a)\i - b)\i

[ = bl < [lh — al| + [la — 0]

€

2
€

S 5 + ||a“)\1 _b)\IH + + ||a/\n - b)\nH

< +Ha)\1—b)\1—|-...+a,\n—b)\nu

<€+ €
—+n—=c¢e.
9 Moy T €

Segue que span ( U B,\> C H. A outra inclusao é imediata. [
AEA

Proposicao 2.1.5. Sejam Hy, Hy espacos de Hilbert e T' : Hy — Hs uma isometria
(linear) sobrejetora. Assim, T preserva conjuntos ortonormais totais, i.e, se D C Hy €

um conjunto ortonormal total em Hy entao T'(D) é um conjunto ortonormal total em Hs.
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Demonstracao. Lembramos que toda isometria entre espacos de Hilbert preserva produtos
internos; o que é uma consequéncia da identidade de polarizacao. Além disso, sendo T’
uma isometria, 7' é injetora e portanto inversivel pois é sobrejetora por hipotese. Dados

y1,Y2 € T(D) existem x1, x5 € D tais que T'(x1) = y1 e T'(22) = vo.

e Se y; # yo entao T (y;) # T (y2) pois T~! ¢ injetora, daf x1 # x5. Assim,

(W1, y2) = (T(21), T (22)) = (21,22) =0
onde a ultima igualdade é verdadeira pois D é ortonormal.

e Se y; = Yo, ou seja se T'(x1) = T(z3) entdo x1 = x5 pois T é injetora. Assim

(Y1, 92) = (T(w2), T(2)) = (1, 22) = 1.

onde a ultima igualdade segue novamente de D ser ortonormal.

Segue que T'(D) é um conjunto ortonormal. Resta-nos verificar que T'(D) ¢ total; dado
y € Hy como T é sobrejetora existe x € H; tal que T'(x) = y, como D é total em H;
existe uma sequéncia (z,)neny € span D tal que x,, — . Pela continuidade de 7" temos
T(z,) — T(x) =y, logo y é o limite de uma sequéncia de elementos de T'(span D) =
span T(D) mostrando que y € span T(D) e portanto T(D) é total em H,. O]

Defini¢ao 2.1.6. Seja E um grafo e ¢ : C*(E) — B(H) uma representa¢do. Dizemos
que @ satisfaz a condi¢io (BPB) se Vv € E° e Ve € E' existem conjuntos ortonormais
totais B, de H, e B, de H, tais que:

e Seee s (v) entio B, C B,.

o Se 0 < #s'(v) <ooentio B,= | B..

e€s~1(v)
® ©(Se)(Br(e)) = Be para todo e € E'.
Observe que como ¢(Se) : Hye) = He € 9(Se) ™! = ¢(Se)* : He — H,(¢) sdo isometrias
lineares sobrejetoras, pela Proposi¢ao 2.1.5 ¢(S.)(B, () ¢ um conjunto ortonormal total
em H, e ¢(S.)*(B.) é um conjunto ortonormal total em H, (). Note que a terceira condicao

da definicao acima ¢é mais especifica, estamos pedindo que o conjunto ¢(S.)(B,()) seja

exatamente B,, ou equivalentemente, que B, () = ¢(5)*(B,).

Exemplo 2.1.7. Considere o grafo a sequir.

e

(D
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Vamos construir uma representacdo que ndao satisfaz a condi¢io (BPB). Considere o
operador U : C* — C? dado por U(z,w) = (iz,iw). Note que U € B(C?) e U™ (z,w) =
<i, E) Além disso, para todos (z,w), (u,v) € C? vale que

1 1

(U(z,w), (u,v)) = ((iz,iw), (u,v)) = izu + iwv

(z,0), U u,0)) = ((2,w), (%, %)> - z% + w% — 2T + W

Portanto U™' = U* mostrando que U ¢é unitdrio. Defina @ : {s.,p,} — B(C?) por
D(se) = U e ®(p,) = Id. Nota-se rapidamente que @ € uma representa¢ao, do conjunto
de geradores de C*(FE), que satisfaz as relagoes que definem C*(E). Pela propriedade
universal de C*(E) existe um tnico x-homomorfismo, ou seja, uma unica representa¢ao
¢ : C*(E) — B(C?) tal que ¢(S.) = B(se) = U e p(P) = p(p,) = Id.

Note que H,y = H, = 1d(C*) = C? e H, = UU*(C?) = C*. Suponha que ¢ satisfaca
a condigao (BPB), assim existem conjuntos ortonormais totais B, C H, e B, C H, tais
que B, = B e p(Se)(Bre)) = ¢(Se)(By) = Be. Por outro lado, como B. € um conjunto

ortonormal total de C* temos B, = {(z1, 22), (w1, ws)}. Portanto,
p(5e)(Bre)) = U(Be) = {(i21,122), (iwy, iws) } # Be.
o que € um absurdo.

Exemplo 2.1.8. Considere o grafo E dado por

€1 €0 €1 €9
V-1 Vo (%]

Seja ¢ : C*(FE) — B(H) uma representacio de C*(E). Vamos mostrar que ¢ satisfaz

(BPB). Escolha um congunto ortonormal total B,, C H,, e defina recursivamente:

B, = @(Seo)(BU()% B, , =B, Be , = 90(5671)<Bv71>7 B, , =B ,, ... paran <0.

Be, := By, By, = 0(Se,)"(Be,), Be, := By, By, := ¢(Se,)"(Be,), ... paran > 0.

Com tais escolhas temos Be, = ¢(Se, )(By,) para todon € Z. Pela Proposi¢cio 2.1.5 B, ¢é
um conjunto ortonormal total em H., e consequentemente B,, € um conjunto ortonormal
total em H,,,. Note que B,,, = B = U Be. Além disso:

€n+1
ecs—1(vp)
@(Seanr(en)) = @(Sen)(an) = B,

provando que a representacao ¢ satisfaz (BPB).
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Exemplo 2.1.9. Considere o grafo E composto por um vértice v e k loops baseados em

v;
62 61
v
€k
Defina para cada i = 1,...,k o operador U; : 1> — I? dado por
i itk i+2k
Ui (n)nen) = (0,...,0,721,0,...,0,725,0,...,0, 23, ...)

E claro que U; € B(I?). Defina B : {py, Seys - - - » Se, } — B(12) por@(p,) = Id e B(se,) = Us;

Para cada v =1,...,k temos

Ui* ((yn)nEN) = (yw Yitks Yit+2k, - - )
Note que cada U; € uma isometria (parcial) e suas imagens (para i # j) sdo mutuamente
ortogonais. Além disso,

i i+k
U:UAQZ’) :UZ*((O,,O, T ,O,...,O, ) ,))

= (z1,22,...) = Id(x).

Também, Id U;UF =UU} e

M=

Us((Ys, Yitk Yitok, - - -))

k
Z U;U; (y)
i=1

1

i

!

7 i+k
(07"'7()’ Yi 707"'70>yi+ka'--)

= (y1. Y2, ...) = Ld(y).

Portanto @ € uma representacdo, do conjunto de geradores de C*(E), que satisfaz as
relagdes que definem C*(E). Pela propriedade universal de C*(E) existe um x-homomorfismo
o 1 C*(E) — B(I?) tal que ¢(S.,) = U; e ¢(P,) = Id. Vamos mostrar que tal repre-
sentacao satisfaz (BPB). Vimos acima que

% i+k
* ~= =~
UzUz(y):(07707 Yi a07707y1+k>))

de modo que se (0,)nen € a base candnica de I? entdo

Hei = UlUZ*(lz) = span{éi, 5,'+k, 6i+2k .. }
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Escolha, para cada i = 1,...,k, Be, = {0;, ik, 0izon--.} C He, = U;UF(I1*) que é um

conjunto ortonormal total de H.,; além disso, defina:

k

= |J B. —UBel—{al,ag,ag,...} (6 )nen-
e€s—1(v)
Como Hy,) = H, para todo i = 1,...,k temos p(Se,)(By) = ¢(Se,)((0n)nen) = Be, pois
©(Se;)(01) = 6i, ©(Se;)(02) = Oirr, ©(Se;)(03) = diyor € assim consecutivamente. Isso
mostra que ¢ satisfaz (BPB).

O fato de uma representagao ¢ de C*(E) satisfazer a condi¢ao (BPB) é suficiente para
que tal representagao seja “igual” (no sentido da préxima definigdo) a uma representacao

induzida por um sistema ramificado. Esse sera o nosso préoximo teorema.

Definigao 2.1.10. Seja A uma C*-dlgebra, ¢ : A — B(H,) e m : A — B(Hs) repre-
sentacoes de A. Dizemos que @ e m sdo unitariamente equivalentes se existe um operador
unitario U : Hy — Hy tal que ¢(a) = U*n(a)U para todo a € A, i.e, tal que o diagrama
abaixo comuta para todo a € A.

p(a)

1 ’Hl

U U

Hy—— H,
m(a)

O teorema abaixo foi demonstrado em (GONCALVES; ROYER, 2011) com a hip6tese
de H ser separavel. Nesse trabalho, faremos uma pequena generalizagao de tal resultado,

retirando tal hipdtese.

Teorema 2.1.11. Seja ¢ : C*(E) — B(H) uma representacio de C*(E) que satisfaz a
condi¢gao (BPB). Assim, ¢ € unitariamente equivalente a uma representa¢ao w : C*(E) —

B(I1*(A)) onde w € induzida por um E-sistema ramificado.

Demonstracdo. A demonstracao desse teorema possui duas grandes partes. A primeira
consiste em criar, adequadamente, um sistema ramificado e uma representacao induzida

por tal sistema; a segunda, em provar a equivaléncia unitaria de tal representacao e .

Pensando na primeira, pela Proposicao 2.1.1 H = (@ HU> PV, defina B =
veE0
J B,; B’ é um conjunto ortonormal total em € H, pelo Lema 2.1.4. Escolha também
veEo veEo
D conjunto ortonormal total em V. Por fim, defina B = B’ U D e note que B é um

conjunto ortonormal total em H pelo mesmo lema. Observe que B, C B e B, C B para
todo v € E° e para todo e € E'.
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Escreva B = {by}.ea € considere o espago de medida (A, P(A),n) onde P(A) denota
o conjunto das partes de A e n é a medida de contagem. Defina para cada e € E' e para

cada v € E° os conjuntos
R.={) €A | by€ B} D,={Ae A | b\ € B,}.

Note que R, e D, sao conjuntos mensuraveis para todo e € E' e v € E°, respectivamente.

Além disso:

e See # fentdao H.NH; = {0y} pela Proposicao 2.1.1. Como B, C H. e By C Hy sao
ortonormais, Oy ¢ B, e Oy ¢ By donde segue que B. N By = ) e consequentemente
R.N Ry = 0.

e Se v # wentao H,NH, = {0y} pela Proposi¢ao 2.1.1. Como B, C H, B,, C H,, sao
ortonormais, Oy ¢ B, e Oy ¢ B,, donde segue que B, N B, = ) e consequentemente
D,NnD, =70.

e Dado e € E', tome X € R,, daf by, € B.. Como e € s~ !(s(e)) e ¢ satisfaz (BPB)
temos B, C U By C Bg). Portanto, by € By, logo A € D) mostrando

fes=1(s(e))
que Re - Ds(e)~
e Dado v € E° tal que 0 < #s7!(v) < oo, a condigao (BPB) nos dd B, = |J B,
e€s~1(v)
assim D, = |J R, com efeito:
e€s—1(v)

ANE D, by € B, < by € By paraalgum € € s H(v) & A € U R..
e€s~1(v)

Fixado e € E' vamos definir a funcao f. : D) — R. da seguinte forma: dado Ay €
D) temos by, € B, () e pela condicao (BPB) ¢(S.)(by,) € B.. Portanto, ¢(S.)(bx,) = by,
para algum g € A. Defina f.(Ao) = po-

Se o € R, entao by, € B, e por (BPB) existe \g € B, tal que ¢(S.)(bx,) = by, logo
fe(Ao) = po mostrando que f. é sobrejetora. Além disso, se 1 =: fe(A) = fe(Xo) := 1o
temos b, = by, assim ¢(Se)(by,) = by, = by, = ©(Se)(by,) € pela injetividade de p(S.)
(Proposicao 2.1.1) temos by, = by,. Portanto, \; = Ay 0 que mostra que f. é também
injetiva. Além disso, como Mp = P(Dy)) e Mg, = P(R.) as fungdes f. e f;' sdo
mensuraveis.

Como 7 ¢ a medida de contagem temos @, (n) = 1 para todo n € Dy() e ®,-1(n) =1
para todo n € R.: basta ver que VA € Mp () temos no f.(A) =n(A) e VA € Mp, temos
no f1(A) =n(A) visto que f. é bijegao.

Pelo Exemplo A.1.3 n: P(A) — [0, 00] é semi-finita. Pelo Teorema 1.1.5 (A, P(A),n)
¢ um FE-sistema ramificado. Pelo Teorema 1.1.11 existe uma representagao m : C*(E) —

B(L*(A, P(A),n)) = B(I*(A)) tal que:
m(Se)(9) = XRE-<I>,%E_1-(¢ o fih) =xn.(¢o f) e w(P)(P) =xp, ¢
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Vamos nos concentrar agora na segunda parte do teorema, que como comentado an-
teriormente tem como objetivo provar a equivaléncia unitdria das representacoes m e .

Com esse intuito, defina U : span{by}rear — [*(A) dado por
U(O&lb)\l 4+ ...+ Oénb,\n> = Q1X{\} + ...+ On X {An}-

O operador U é claramente linear; para vermos que o mesmo ¢é limitado, notamos que dado
n
T = by, + ...+ apby, temos [|z|* = > |a;]* pois {bx}rea ¢ um conjunto ortonormal.

=1

Como {x{x} }rea também ¢ um conjunto ortonormal (em [*(A)) temos
1U]? = llaaxoag + - -+ anxpa 1P = Y leil” = [l

o que mostra que U é limitado. Como [?(A) é Hilbert, podemos estender o operador U
para um operador U’ : H = span{by}xer — [>(A). Escreveremos U’ = U por abuso de

notacao e para tentar manter nosso texto o mais limpo possivel.

Pelo teorema A.1.10 sabemos que o conjunto das fungoes simples, s = _ ¢;jxg, com
j=1
n(E;) < oo, é denso em L?(A, P(A),n). Observe todo conjunto A em P(A) que satisfaz

n(A) < oo é finito, logo A = {A1,..., A} e assim x4 = x(n,3 +- - -+ x{,}- Portanto toda
funcao simples da forma acima pertence ao conjunto span{x{,\}})\e\ 0 que mostra que
tal conjunto é denso em L*(A, P(A),n) = [*(A). Com o mesmo argumento usado para a

construcao de U podemos construir 7" : span{x }ren — H dado por

T(Oé1X{A1} +...+ anx{An}) =aiby, + ...+ auby,

e estendé-lo para um operador 1" : span{x (3 }rea = *(A) — H. Note que T'=U"".
Afirmagao 1: O operador U : H — [?(A) construido acima é unitério.
Note que dados b’ = a1y, +. ..+ 0by, € span{br}rea € ' = Bixquiy+- - -+ BmX{um} €

span{ X }rea temos

(UM), f) = (aaxpuy + -+ Xt Bixguy + -+ BnXfum}) =

n m

= Z Z O‘zﬂj X{Xi}s X{ug Z Z azﬁ] 5>\qu Z Z O‘iﬁ_j (b, bw) =

=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
= (a1by, + ...+ apby,, Biby, + ..+ Buby,,) = (I, U Hf).

Dados h € H e f € I?(A ) existem sequéncias (hy,)nen C span{br}trea € (fn)nen C

n—00

span{x{x hrea tais que hy, 2% he f, == f. Portanto,

U(R). ) = lim (U(h), fu) = lim (h, U™ (£)) = (U™ (1)

n—oo

mostrando que U~! = U*, ou seja, U é um operador unitério.
Afirmagao 2: U*T('(Se)U = ¢(S,) para todo e € E.
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Fixe e € E'. Dado by, € B note que 7(S.)U(by,) = T(Se) (X {ro}) = Xa. (X{r0} © h,
ou seja,

1, se p € Re e u = fe(No).

0, caso contrario.

W(Se)U(b,\o)(H) =

Consideramos 2 casos.

Caso 1: by, ¢ By(). Nesse caso, \g & D). Se existisse € A tal que p € R. e p =
fe(Xo) entdo f1(p) = Ao € Dy(ey, absurdo. Logo 7(S.)U(by,) = 0 e U*n(S:)U(by,) = 0.
Além disso, notamos que p(S.)(by,) = 0; com efeito, como by, ¢ By, by, € B, para
algum v # r(e) ou by, € D. Na primeira situacao by, € H,, logo by, = ¢(P,)(by,),

portanto:
@(Se>(b)\o) - ¢(Se)@(Pr(e))cp(Pv)(b>\o) = QP(SE)QO(PT(B)PU)(b)\O) = 0.

L
Na segunda situacao by, € D C ( ) Hv) C Hrl(6
veEO

©(Se)(brg) = @(Se)p(Prey)(br,) = 0. De toda maneira, temos:

)y = Ker ¢(Fy)) donde segue que

U*ﬂ'(Se)U(b)\o) =0= @(Se)(b/\o)

Caso 2: by, € By(e). Nesse caso a condi¢ao (BPB) garante que ¢(S.)(by,) = by, para
certo b,, € B.. Isso significa que fe(\g) = p1o. Assim,

1, se p € Re e p= fe(No)- 1, se u = .
T(Se)U(by,) = = = X{po}-

0, caso contrario. 0, caso contrario.

Portanto,
U*W(Se)U(bAO) = U*(X{,uo}) = buo = (p(Se)a)/\o)'

Provamos entao que U*m(S.)U(by,) = ¢(Se)(by,) para todo by, € B. A linearidade e a
continuidade dos operadores U*, U, 7(S.) e ¢(S.) aliada a densidade de span{by}repn em
H garante que o resultado vale para todo h € H e assim U*n(S.)U = ¢(S.).
Afirmagao 3: U*n(P,)U = ¢(P,) para todo v € E°.
Fixe v € E°. Dado by, € B temos 7(P,)U(bx,) = XD, X{r}- Assim,

U n(P,)U(bay) = U (XDu X (r0}) = U (XDunr0}) = Do X8, (U (X{20}))-

Além disso, note que ¢(P,)(by,) = bx,-X5,(by,). Portanto,

Um(Po)U(brg) = 0rg- X8, (U™ (X(201)) = b20-XB., (0rg) = (Fo) (bxg)-

O mesmo argumento usado na Afirmagao 2 (linearidade, continuidade e densidade)
garante que U*n(P,)U = ¢(P,).

Afirmacgao 4: 7 e p sao unitariamente equivalentes.
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Pelas afirmagoes 2 e 3, sabemos que U*n(S.)U = ¢(S.) e U'n(P,)U = ¢(P,) para
todos ¢ € E' e v € E°. Portanto, se G = {S.}eept U {P,},cpo mostramos que Vg € G

vale que U*m(g)U = ¢(g). Consequentemente temos

Urn(SO)U = (Urm(Se)U)" = o(Se)" = ¢(57)

e

Un(P)U = (Un(P,)U)* = o(P,)" = ¢(P)).

Além disso, se r = ¢g1...9, € Fg, ou seja, se r é uma palavra finita constituida de

elementos do alfabeto G U G* temos

U'n(r)U =U*n(g1)...7(gn)U
= Un(g)UU*n(g2)UU* ... UU*n(g,)U
=¢(g1) - #(gn)
= o(r).
Prosseguindo, se x = Y a;r; € Bp,, ou seja, se x ¢ uma combinacao linear (formal) de

=1
palavras finitas entao:

. - . B
Finalmente, se 2 € C*(E) entao existe uma sequéncia (z,)nen € < ' tal que z, — z,

logo 7(z,) — m(x) e assim U*n(x,)U — U*n(z)U. Por outro lado, U*n(x,)U = p(z,) —
¢(x) e portanto U*n(z)U = p(x) para todo z € C*(FE) finalizando a demonstracdo. [J

No caso em que H ¢ separavel, temos o seguinte caso particular do Teorema 2.1.11.

Corolario 2.1.12. Seja ¢ : C*(E) — B(H) uma representac¢ao de C*(E) que satisfaz a
condi¢do (BPB) e suponha que H é separdvel. Entao ¢ € unitariamente equivalente a uma

representagio 7 : C*(E) — B(I*(N)) onde 7 € induzida por um E-sistema ramificado.

Demonstragao. Decorre do fato de todo conjunto ortonormal total de H ser enumeravel.
O

L onde B% denota o conjunto cujo completamento é C*(E).
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2.2 Adjacéncia, conexidade e niveis

Nessa secao abordaremos alguns conceitos que estao relacionados a grafos nao-orientados,
traduzindo-os para grafos orientados. Comecaremos estudando as relagoes de adjacéncia
entre vértices e arestas, em seguida introduziremos a nocao de conexidade e por fim fa-
laremos sobre o importante conceito de nivel de um vértice e de uma aresta. Todos
esses conceitos sao pecas fundamentais para as proximas se¢oes de modo que essa se¢ao

estabelece varias notacoes e linguagens necessarias para o decorrer do trabalho.
Definicao 2.2.1. Seja E um grafo.
1. Dado f € E' ev € E° dizemos que f e v sio adjacentes se r(f) =v ou s(f) = v.

2. Dois vértices, u,v € E° tais que u # v, sdo ditos adjacentes se existe uma aresta

f € E' tal que f € adjacente a u e f € adjacente a v.

3. Duas arestas, f,g € E' tais que f # g, sao ditas adjacentes se existe um vértice

v € E° tal que v é adjacente a f e v é adjacente a g.

4. Um caminho ndo orientado entre u,v € E° é um par (uguy ... U,,e1€z...¢€,)
(comn > 1); onde u; € E° para todo i =0,...,n, ¢; € E* para todo i = 1,...,n;
tal que:

a) up =u € u, =v.

b) e; # e; sempre que i # j.

c) Para cada i = 1,...,n vale que r(e;) = w1 e s(e;) = u; ou r(e;) = u; e
S<€i> = Uj—1-

5. Um ciclo é um caminho nao orientado (uguy . .. Uy, €16z .. .€,) tal que ug = uy,.

Diremos que dois caminhos (ugug . . . U, €162 ... €,) € (Vg1 ... Uy, dids . . . dy) sdo iguais

sen=p,u;=v; (Vi=0,...,n)ee;=d; (Vi=1,...,n).

Observacao 2.2.2. Note que a noc¢ao de caminho nao orientado ¢ diferente da nocgao
de um caminho no grafo E; € verdade que todo caminho é um caminho nao orientado
porém a reciproca nao € verdadeira. A partir de agora, a menos que digamos o

contrdrio, a palavra caminho designard sempre um caminho nao orientado.

Exemplo 2.2.3. Considere o grafo E a sequir.
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€6 €5
€1 €2 €4
(%1 V2 U3 (%
€3

Sao vdlidas, por exemplo as sequintes afirmacoes: vs € adjacente a es, v € adjacente a
v, €4 € adjacente a es, (VaU3Us, €xe5) € um caminho que ndo € um ciclo e (v1vaU3V1, €1€2€3)

é um ciclo.

No exemplo acima é verdade também que (vgug, €g) é um ciclo. Em geral, dado £ um
grafo e e um loop em E é verdade que (s(e)r(e),e) é um ciclo, ou seja, todo grafo que
possui um loop possui um ciclo. Estamos interessados em identificar de quantas maneiras
podemos “andar pelas arestas dos grafos”para ir de um vértice a outro, se é que isso é

possivel. Para formalizar essa ideia apresentamos a seguinte definigao.
Definigao 2.2.4. Seja E = (E°, E',r,s) um grafo. Dizemos que E é P-simples se:

e Para todos u,v € r(E'Y) U s(E') tais que u # v existe no mdximo um caminho entre

uewv.
e FE nao possui loops.
Teorema 2.2.5. Um grafo E é P-simples se, e somente se, & nao possui ciclos.

Demonstragao. (=) Suponha, por absurdo, que E possui um ciclo; digamos que seja
(uotty ... up,e1...€,). Se p =1 temos (upui, e;) com uy = uy; pela definicdo de cami-
nho temos, em todo caso, r(e;) = uy = u; = s(e;). Portanto temos um loop o que
contradiz o fato de E ser P-simples. Suponha entao p > 2. Considere (ugui,ep) e
(UoUp—1 - .- U1, €p€p_1 . . . €2); NOtE que ambos os pares sao caminhos (distintos) entre ug e
uy. Isso contradiz novamente o fato de F ser P-simples. Segue que F nao possui ciclos.

(<) E claro que E nao possui loops visto que E nao possui ciclos. Desse modo,
considere v,u € r(E') U s(E') e (vg...vp,e1...€y) € (Ug...Up,d;...dy,) caminhos entre

v e u. Vamos provar que tais caminhos sao iguais. Observe que v; # v; para todos

i,7 =0,...,p tais que ¢ # j, pois, caso contrdrio, temos um ciclo; analogamente, u; # u;
sempre que 1 # jei,7=0,...,m.
Se uy # vy e uy = v;, para algum iy = 2,...,p entdo (vg... ViV, €1 ... €5,d1) ¢ UM

ciclo; o que é uma contradicao.
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€1 €2 €3 Ep—1 p
Vo = Ug U1 Vo U = Vg Up—1 Up = Um
dy
Se uy; # vy € u; # v; para todo i = 2,...,p considere [y =min{l | 1 <l <mewy €
Vti={v,...,v,}}. Digamos que u;, = v;,. Assim,

(u0u1 < U Vip—1 - - - V10, dl c dloeioeio,l . 61)

é um ciclo.

€1 ()] €3 €p—1 €p
Vo = Up U1 Vo Uy = Ve Up—1 Up = Um

AN

1

Logo, u; = v1. Se dy # ey, temos o ciclo (ugujug, e1dy). Logo di = e;.

€1 (&) es €p—1 €p
Vo — Ug——— V1 = U1 Vo Up—1 Up
dy

Apés repetidas aplicacbes do argumento acima, concluimos que uy = v € e, = dj para
todo £ < min{m,p}. Sem perda de generalidade, suponha que min{m,p} = m, logo
m < p. Se m < p entdo (VmUm+1 ---Up, €me1 - .- €,) € um ciclo. Portanto m = p, porém,
dessa maneira, os caminhos (vg...vp,€1...€,) € (Ug...Up,d;...d,) sdo iguais, assim E

é P-simples. [
Exemplo 2.2.6. Considere os grafos a sequir; note que o Grafo (A) nao é P-simples pois

possui um ciclo. O Grafo (B) € P-simples pois nao possui ciclos.

U3 Us U3

€9 f

€4 €1 g e h
(1 (%1 V2 (o U1 V2 (%3

Grafo (A) Grafo (B)
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Definigao 2.2.7. Seja E = (E°, E',r,s) um grafo e V C E°. Dizemos que V é conezo
em E se Yu,v € V emiste um caminho no grafo E ligando u e v. Quando o grafo E
estiver claro, diremos apenas que V é conexo. Se V. = E° for conexo em E diremos

simplesmente que E é conexo.

Considerando o Grafo (A) acima, note que todo subconjunto V' C E° é conexo, em par-
ticular o Grafo (A) é conexo. Para o Grafo (B), {v1, va, v3} é conexo , porém {vs, v4, vg, v5 }

nao é conexo.

Definigao 2.2.8. Seja £ = (E°, E',r,s) um grafo. Um subgrafo de E ¢ uma quddrupla
(DO,Dl,T‘D1,S‘D1) onde D' C E' e r(DY)Us(D') C D°.

Exemplo 2.2.9. O Grafo (A’) é um subgrafo do Grafo (A) e o Grafo (B’) é um subgrafo
do Grafo (B) do Exemplo 2.2.6.

U3 Us U3
€2
€4 g e
Vg ——> U1 V2 (] U1 V2
Grafo (A7) Grafo (B’)

Intuitivamente, para obtermos um subgrafo de um grafo E, selecionamos as arestas
desejadas para compor o subgrafo e posteriormente selecionamos, obrigatoriamente, todos
os vértices que sao adjacentes a tais arestas, podendo ainda selecionar outros quaisquer
vértices.

Nao é verdade em geral que todo subgrafo de um grafo conexo é conexo, basta conside-
rar o Grafo (A’) do exemplo acima. Apesar disso, podemos separar um grafo em “partes
conexas”; formalmente falando, dados u,v € Z := r(E') U s(E"') diremos que u ~ v se

u = v ou existe um caminho entre u e v.
Proposigao 2.2.10. ~ ¢ uma relagao de equivaléncia em Z = r(E') U s(E').

Demonstracao. Da definicao da relagao, ~ ¢é reflexiva. Se u ~ v existe um caminho
(ug...up,€1...6,) entre u e v, de modo que (u,...up, €p...€1) é um caminho entre v e
u, logo v ~ u. Para checarmos a transitividade, consideramos u, v, w € Z tais que u ~ v
ev~w. Seu=wv,u=wouv=wtemos u ~ w. Assim, supomos que u # v, u # w e
v # w. Sejam (ug...Up,€1...€p) € (Wo...Wn,d;...dy,) caminhos entre u e v, e, v e w,
respectivamente. Seja ko = max{0 < k <m | wy € U :={ug,...,u,}}. Assim, suponha
que wg, = u; para certo 0 < [ < p; note que (Ug ... UWWky+1 - - - Win, €1 - . €1dggt1 - - - Ap) €

um caminho entre v e w. O
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Para cada v € r(E') U s(E'), seja Z, a classe de equivaléncia de v. Note que:
Zy ={v}U{u € r(E')Us(E") | existe caminho entre u e v}.

Seja A = {v; }ier C r(E')Us(E') um conjunto que contém exatamente um representante
de cada classe de equivaléncia. Desse modo temos a seguinte proposicao:

Proposigao 2.2.11. Com a notagdo acima, r(E')Us(E') = | Z,,.
v; EA

Demonstragio. E claro que ) Z, C r(E') U s(E"). Por outro lado, seja v € r(E') U
v; EA
s(EY), considere v;, o representante da classe de equivaléncia de v. Assim, v = v, ou

existe um caminho entre v e v;,; em todo caso, v € Z,, eassimv € |J Z,,. U
v; EA

Considere R := E° — (r(E') U s(E")); diremos que R é o conjunto dos vértices
isolados (note que os vértices que estao em R ndo recebem nem emitem arestas). Pela
proposigao acima segue que

E° = <U Z> R
UiEA

Exemplo 2.2.12. Considere o grafo a sequir.

U3 Us U7 V10
€3 €7
€1 €4
U1 V2 V4 Ve QUQ)
€2 es
Ug

Note que r(EY)U(EY) = {v1, va, v3, vy, Vg, V7, Vs, Vg } € R = {vs,v19}. Além disso, temos
exatamente trés classes de equivaléncia com respeito a relacao definida anteriormente, a

saber:
Loy = Zny = Loy = Zyy  Zing = Loy = Ly € ZLnyg.

Desse modo podemos escrever E° = ( ) Zvi) R
i=3,6,9
Fixado um vértice v no exemplo acima, observe que (Zy, s (Z,), T|s=1(2,)s S|s=1(2))
¢ um subgrafo de E. Esse fato nao é uma peculiaridade de tal exemplo. Dado v €
r(E')Us(E') onde E é um grafo (que possui ao menos um vértice nao isolado) considere
e € s71(Z,), assim ou s(e) = v ou existe um caminho entre s(e) e v; no primeiro caso

(s(e)r(e),e) é um caminho entre v e 7(e), logo ¢ € r~'(Z,). No segundo caso, como
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(s(e)r(e),e) é um caminho entre s(e) e r(e) entao, por transitividade, existe um caminho
entre r(e) e v, donde segue que e € r~1(Z,). Portanto s™*(Z,) C r~*(Z,). Analogamente
r~Y(Z,) C s YZ,) e assim s7Y(Z,) = r~1(Z,).

Como as restrigoes:
S|s=1(Z,) S_I(Zv) — Z, e Tlr=1(Z,) T_I(Zv) — Z,
estao bem definidas o argumento do paragrafo anterior garante que
(Zy, s (Z0), T1s-1(2)s S15-1(20) = (Zoy 77 Z0), To=1(20)> S1p-1(20))

é um subgrafo de F.

Apelando para uma interpretacdo geométrica, o que fizemos até agora foi “particio-
nar’um grafo como uma uniao de subgrafos disjuntos nos quais podemos “caminhar”de
um vértice qualquer para outro. O préximo passo consiste em identificar alguns vértices

especiais do grafo onde tais “caminhadas”sao interrompidas.

Definigao 2.2.13. Dizemos que v € EY é um vértice extremo de E se #s 1(v) U
r~t(v) = 1 e, se além disso, v ndo for base de algum loop. Se v € E° é um wvértice

extremo, a unica aresta e € E' adjacente a v é chamada de aresta extrema.

Exemplo 2.2.14. Considere o grafo a sequir.
U3 V4 €5

Ve—V9y
€1

Note que em tal grafo vy € o unico vértice extremo e ey € a unica aresta extrema. Os
vértices vy € v3 ndo sio vértices extremos pois #s (vg)Ur~H(ve) = 3 = #s7(v3)Ur (vs3).
O vértice vy nao € um vértice extremo pois € base de um loop.

Por outro lado, no grafo dado por

(2 U3

U1 (%
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todos 0s vértices sao extremos e todas as arestas sao extremas.

Ainda, considerando o grafo representado por

€1 €0 €1 €9
V_1 Vo (%1

vemos que tal grafo ndo possui nenhum vértice extremo.

As nocoes de vértice extremo e de aresta extrema nos permitem definir a nocao de
nivel de um vértice e de uma aresta. Tal nocao é definida a partir da construcao a seguir.
Fixe um grafo F.

Etapa 1: Suponha que E possui ao menos um vértice extremo. Seja X; o conjunto
de todos os vértices extremos de E e Y; o conjunto de todas as arestas extremas de F.
Os elementos de X, sao chamados de vértices de nivel 1 de FE e os elementos de Y; sao
chamados de arestas de nivel 1 de E. Defina £ como sendo o grafo (E° — X, E' —
Y1,r1,$1) onde 71, s; denotam as restrigoes de r e s ao conjunto E' —Y;. Note que & é
um subgrafo de E.

Etapa 2: Suponha que & possui ao menos um vértice extremo. Seja X5 o conjunto
de todos os vértices extremos de & e Y5 o conjunto de todas as arestas extremas de &;.
Os elementos de X, sdo chamados de vértices de nivel 2 de FE e os elementos de Y5 sao
chamados de arestas de nivel 2 de E. Defina &, como sendo o grafo (E° — X, U X,, B! —
Y1 UYs, 79, 89) onde rg, so denotam as restrigoes de r e s ao conjunto E' — Y, UY,. Note
que & é um subgrafo de &;.

Mais geralmente, para cada n € N temos:

Etapa n: Suponha que &,,_; possui ao menos um vértice extremo. Seja X,, o conjunto
de todos os vértices extremos de &,_1 e Y,, o conjunto de todas as arestas extremas de
En—1. Os elementos de X, sao chamados de vértices de nivel n de FE e os elementos de
Y,, sao chamados de arestas de nivel n de E. Defina &, como sendo o grafo (EO - XU
XoU...UX,,E' = Y{UYoU...UY,,r,,s,) onde 1, s, denotam as restrigoes de r e s ao
conjunto B! —Y; UY,U...UY,. Note que &, é um subgrafo de &,_;.

Pela construcao acima segue que os vértices de nivel 2 de F sao exatamente os vértices
extremos do grafo &, mais geralmente, os vértices de nivel n de E sao exatamente os
vértices extremos do grafo £,_1. O mesmo raciocinio vale para as arestas. No inicio de
cada etapa estamos supondo a existéncia de vértices extremos em nosso grafo. Como
vimos no exemplo acima, nem sempre isso ocorre. Mais geralmente, temos trés situagoes

possiveis:

1. O grafo F nao possui vértices extremos, assim nao podemos comecar nossa cons-

trucao.

2. O grafo F possui, no minimo, um vértice extremo e existe m € N tal que &,, nao

possui vértice extremo. Dessa maneira, nossa construgao para na etapa m; ficando
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definidos os grafos &1, ..., &,,. Nesse caso note que o grafo E possui vértices e arestas

de nivel méximo igual a m.

3. E possui (no minimo) um vértice extremo e &,, possui vértices extremos para cada

m € N; assim o grafo E possui vértices e arestas de nivel m para cada m € N.

Abaixo seguem exemplos de cada uma das trés possibilidades mencionadas acima.

Exemplo 2.2.15. Note que o grafo representado por:

U3

Vie—7Vy
€1

nao possui nenhum vértice extremo, portanto nao podemos aplicar a nossa construcao a

tal grafo.

Exemplo 2.2.16. Considere o grafo dado por:

Ug
&
Us V4 Ve U7
€4 €6 €7
€5 €3 €9
€1
U1 (%) U3 V10 %)
€2 €10
€11 /€12 | €13 \€14
V11 V12 V13 V14

Note que o conjunto de vértices extremos de E é dado por {vy,vs, vg, V11, V12, V13, - - .}

O grafo & € dado por:

Us Uy Ve U7
€4 €6 €7

€5 €3

V2 U3 V10
€2 €10
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O conjunto de vértices extremos de & € {v7,v19}. Assim, o grafo E é dado por:

Us V4 Ve
€4 €6

Vg ¢— U3
€2

Por fim, o grafo & é:

Vygé—— V3
€2

Note que tal grafo nao possui vértices extremos, portanto ndao podemos construir o

grafo £4. Nesse caso, o grafo E possui vértices e arestas de nivel mdzrimo igual a 3.

Exemplo 2.2.17. Considere o grafo dado por:

€1 €2 €3 €4
Vo (%1 (%) (R}

Note que nesse caso, o grafo nao possui vértices de nivel mdzimo. Assim, estao definidos

os grafos &, para cada n € N. E'fcicil ver que &, € representado por:

En+1 En+2 €n+3 En+4
Un, Un+1 Un+2 Un+3

Observagao 2.2.18. Se (ug...up,€1...€,) é um ciclo (num grafo E) entao #s ' (u;) U
r~Hu;) > 2 para cada i = 0,...,n. Isso significa que u; ndo é um vértice extremo de
E. Além disso, sev € R:= E° — (r(E') Us(EY)) entao #s 1 (v) Ur~(v) = 0, ou seja,

vértices isolados também nao sao vértices extremos.

J& vimos anteriormente que subgrafos de grafos conexos nao necessariamente sao co-
nexos; entretanto, nosso o processo de obtengao dos subgrafos &, preserva tal propriedade

como veremos na proxima secao.

2.3 Representacoes de grafos P-simples

O objetivo dessa secao é demonstrar um resultado que apresenta uma classe de grafos
para os quais toda representagao dos mesmos satisfaz a condicao (BPB). Enunciaremos,
primeiramente, alguns resultados preliminares sobre grafos conexos e P-simples e em

seguida, demonstraremos, sob as devidas hipoteses, o resultado desejado.



Capitulo 2. Equivaléncia Unitdria 55

Proposicao 2.3.1. Seja E um grafo e suponha que esteja definido o grafo &;, onde i € N.
Se Z :=r(E') Us(E") for conexo em E entio Z — X, U...UX; € conezo em &;.

Demonstracao. Vamos supor num primeiro instante que ¢ = 1. Iremos provar que Z — X;
é conexo em &;. Sejam u,v € Z — X;. Como Z é conexo em E existe um caminho (em
E) entre u e v, digamos que seja (ug...up,€1...¢,). Note que #s (w;) Ur(u;) > 2
para i =2,...,p— 1, logo u; nao é um vértice extremo de F; portanto u; € Z — X, para
todoi=1,...,p. Além disso, se ¢; ¢ E' —Y] entdo e; € Y1, logo e; é uma aresta extrema
de E; desse modo s(e;) ou r(e;) sdo vértices extremos de E, o que é um absurdo. Segue
que e; € E' — Yy e (ug...up,e1...€,) é um caminho em & ligando u e v, mostrando o
desejado.

Considere que & estd definido, assim, esta definido também &, e Z — X, é conexo em
& pelo exposto anteriormente. Precisamos provar que Z — X; U X5 é conexo em &, para
tanto, podemos repetir o argumento anterior trocando F por &£;. Para provar a afirmacao
para um natural ¢ qualquer, aplicamos o mesmo procedimento, trocando E por &_1 e

usando os passos anteriores. [

Lema 2.3.2. Se v € X,, para algum n € N entdo existe no mdzimo um vértice w de F,

adjacente a v com nivel maior ou igual a n.

Demonstrag¢ao. Suponha por absurdo que existam wu, w vértices de E' com nivel maior ou
igual a n tais que u é adjacente a v e w é adjacente a v. Sejam e, f arestas tais que e é
adjacente a u e v; f é adjacente a w e v. Como os niveis de v e w sao maiores ou iguais

a n entao u,w sao vértices do grafo &, 1, bem como v.

f e

w (% u

Como consequéncia e é uma aresta do grafo &£, 1 pois se nao fosse, e € Y1 U...UY,
e assim s(e) ou r(e) seria um vértice de nivel menor ou igual a n — 1, o que é um absurdo.
Analogamente f é também uma aresta do grafo &, ;. Concluimos entao que e e f sao
duas arestas adjacentes a v no grafo &, 1, o que contradiz o fato de v ser vértice extremo

de tal grafo, ou seja, contradiz o fato de v ser vértice de nivel n de E. [J

Teorema 2.3.3. Seja E um grafo.
m
1. Se Z = \J Xi, para certo m € N, e Z € conezxo entao:
i=1
a) Dado v € X,, com n < m existe exatamente um vértice w com nivel maior do

que n tal que w € adjacente a v.

b) O conjunto X,, possui exatamente dois vértices e existe exatamente uma aresta

adjacente simultaneamente aos dois vértices.

2. Se Z = (U Xi) U{®}, para certo m € N, e Z ¢é conexo entao:
i=1
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a) Sev € X,, en < m entio v € adjacente a T ou eziste exatamente um vértice

w com nivel mator do que n tal que w € adjacente a v.

b) Para cada v € X, existe exatamente uma aresta adjacente (simultaneamente)

aveun.

Demonstragao. 1. a) Devido ao Lema 2.3.2 precisamos nos preocupar apenas com a

1. b)

existéncia de tal vértice visto que a unicidade segue diretamente de tal lema. Tome
veX,eueX,. ComoZ—X;U...UX, 1 éconexoem &, 1 (Proposigao 2.3.1)
existe um caminho (no grafo &,_;) entre v e u, digamos que seja (vg ... vp, €1 ...€p).
Em particular, para todo ¢ = 0,...,p o nivel de v; é maior ou igual a n pois
m
Z=UXiev,eZ-X;U...UX,_1. Sep=1entao w = u é o vértice desejado.
Se p 212 é claro que vy é adjacente a vy = v, além disso, como v; é adjacente a v
e vy e tais vértices tem nivel maior ou igual a n entao v; deve possui nivel maior
do que n, pois, caso contrario, teriamos uma contradiacao com o Lema 2.3.2. Desse

modo, escolhendo w = vy, a existéncia esta demonstrada.

Suponha que u, v, w sejam trés elementos distintos de X,,. Como Z — X;U... U

X1 € conexo em &,,_1, existe um caminho (ug...up, €;...¢,) ligando u e v. Em

particular, o nivel de u; é igual a m para todo ¢« = 0,...,p pois Z = Lani e
u € Z—X1U...UX,,_1. Se p > 1 entao u;, que possui nivel m, é aclijzalucente
a dois vértices de nivel m, contrariando o Lema 2.3.2. Segue que p = 1 e assim
u é adjacente a v. Analogamente u é adjacente a w. Concluimos assim que u é
adjacente a v e a w, contrariando novamente o Lema 2.3.2. Segue que X,, possui

um ou dois elementos.

Seja u € X,,, assim u é vértice extremo do grafo &,,_1. Seja e a unica aresta de
tal grafo que é adjacanete a u, sem perda de generalidade, suponha que r(e) = u.
Considere v = s(e). E claro que v # u pois caso contrdrio terfamos um ciclo (o
que contradiz o fato de que u € X,,,). Segue que X,, possui dois elementos e existe
uma aresta entre os mesmos. Se existisse mais uma aresta do grafo E, digamos f,
entre u e v entao (uvu, ef) seria um ciclo, o que contradiz, novamente, a pertinéncia

u € X,,; estd garantida portanto a unicidade de tal aresta.

Tome v € X,, (comn <m)eu € X,,. Como Z—X;U...UX,_; éconexoem &, 1

existe um caminho (no grafo &£,_1) entre v e u, digamos que seja (vg ... vVp, €1...€p).

Se p = 1 entao w = u é o vértice desejado. Suponha que p > 2. Se v; = ¥
m

concluimos nossa demonstragdo. Suponha entao que v; # v, assim v; € (J X;.
1=n

Como vy é adjacente a vy e vy no grafo &,_1, v1 ndo é um vértice extremo de tal

0 )
grafo, ou seja, o nivel de v; nao é n e portanto é maior que do n. Escolhendo w = v,

a existéncia estd demonstrada. A unicidade segue do Lema 2.3.2.
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2. b) Sejav € X,,,. Como Z — X;U...UX,,_; é conexo em &,,_; existe um caminho
(no grafo &,,_1) entre T e v, digamos que seja (vg...vp,e1...€,). Sep=1, f =¢e;
é a aresta desejada. Suponha que p > 2, note que v; = v, com efeito, se nao fosse
assim, teriamos v; € X,,, o que é impossivel pois v, é adjacente a duas arestas no
grafo &,,_1, a saber, e; e e5. Desse modo, fica claro que p < 1 pois caso contrario
v € X,,. Quanto a unicidade, se existissem e, f arestas distintas e adjacentes,

simultaneamente, a v e U temos o ciclo (vov, ef), contrariando o fato de que v € X,,,.
O

Teorema 2.3.4. Seja E um grafo P-simples, suponha que Z := r(E')Us(E") seja conexo
e que erista n € N tal que o grafo &, estd definido e possui finitos vértices. Desse modo,
7 = UX ou 7 = (UX)U{U} para certo m € N.

Demonstragao. Seja ny o menor natural tal que &,, possui finitos vértices. Em particular,
& possui finitos vértices para todo k > ng. Seja m o maior natural para o qual &,, estd
definido, tal natural existe pois &,, ¢ finito. Suponha que Z := r(FE') U s(E') # G X,

o - i=1
como |J X; C Z existe v € Z — |J X;, logo © é um vértice do grafo &,,. Por hipdtese,
poderrllgé supor que &,, possui N \Z/:élrtices, onde N € N.

Afirmacgao 1: v é um vértice isolado do grafo &,,.

Por absurdo, suponha que isso nao aconteca. Dai existe uma aresta e; no grafo &,
tal que e; é adjacente a T, sem perda de generalidade, suponha que r(e;) = v. Note que
s(ey) # v pois caso contrario terfamos um ciclo. Seja vy = s(ep). Como &, é um subgrafo,
vp € um vértice do grafo &,,.

Como ¥ nao é vértice extremo de X, temos #s~1(v)Ur~(v) > 2. Seja ey outra aresta
adjacente a ¥ no grafo &,,, sem perda de generalidade, digamos que s(ez) = v e r(e3) = vs.
Visto que E é P-simples devemos ter ve # vy, v9 # U, pois caso contrario obtemos ciclos.

Como vy é um vértice de X,, (pois es é aresta de tal grafo e X, é subgrafo) e ey é
adjacente a vy no grafo &,,, devemos ter #s (vy) Ur~!(vy) > 2. Seja ez outra aresta
adjacente a vy e suponha que s(e3) = vy. Note que r(e3) # v, r(esz) # U e r(es) # vy
pois caso contrario terfamos um ciclo. Suponha entao, que r(es) = v3. Prosseguindo
indutivamente obtemos ey_; tal que r(ey) = vy e s(ey) = vy_1. Portanto, vy, vy, ..., vx
sao vértices (distintos) do grafo &,,, o que é um absurdo visto que &, possui apenas N

vértices.

€1 _ €2 €3
Vo U (%) V3...

Isso finaliza a afirmacdo. Para completar a demonstracao, suponha que Z — (J X;
i=1
possui dois vértices, digamos v e v. Pela Afirmacao 1 ambos sao vértices isolados de &,
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m
o que contraria o fato de Z — X; U. ..U X,, ser conexo no grafo &,,. Segue que Z — | J X;
i=1
m

possui apenas um elemento, digamos que seja v. Portanto Z = |J X; J{v}. O
i=1

Estamos prontos para demonstrar como todos os conceitos desse capitulo estao liga-
dos com a equivaléncia unitaria de representacoes da dlgebra de grafo. Para facilitar os

m
argumentos que virdo a seguir, introduziremos alguns termos: suponha que Z = J X;,

i=1
dado v € X,, (n < m) existe um tnico vértice w de nivel maior do que n tal que v é

adjacente a w (Teorema 2.3.3). Seja e a (nica) aresta que é simultaneamente adjacente
aveaw;ser(e) =wv dizemos que v é vértice final de X,, e se s(e) = v dizemos que v
¢é vértice inicial de X,,. Se n = m sabemos pelo teorema recém citado que X,, possui
exatamente dois elementos e que existe uma unica aresta e entre tais elementos, r(e) é

dito ser vértice final de X, e s(e) é dito ser vértice inicial de X,,.

m

Se Z = |J X; U {u}, pelo Teorema 2.3.3, dado v € X,, com n < m existe um unico
vértice w dezill'vel maior do que n tal que v é adjacente a w ou v é adjacente a v. Seja e a
Unica aresta tal que e é adjacente a v e a w ou e é adjacente a v e v. Se e ¢é adjacente a v
e w usaremos a mesma nomenclatura definida no paragrafo anterior. Se e é adjacente a v
e v diremos que v é vértice final de X, caso r(e) = v e diremos que v é vértice inicial
de X, caso s(e) =v. Sen =m ev € X,,, pelo Teorema 2.3.3 existe uma tunica aresta e
adjacente simultaneamente a v e a T; se r(e) = v dizemos que v é vértice final de X, e
se s(e) = v dizemos que v é vértice inicial de X,,.

Dado n = 1,...,m definimos X' como o conjunto de vértices finais de X,, e X"/

como o conjunto de vértices iniciais de X,,. Note que X,, = XY XV

Teorema 2.3.5. Seja E = (E°, E',r,s) um grafo P-simples, suponha que Z = r(E*) U
s(EY) seja conexo e que exista n € N tal que o grafo &, estd definido e possui finitos
vértices. Seja ¢ : C*(E) — B(H) uma representagdo. Assim, Vv € E° e Ve € E' existem

conguntos ortonormais totais B, e B, de H, e H., respectivamente, tais que:

1. See € s (v) entio B. C B, € se 0 < #s7'(v) < 0o entio B,= |J B..

e€s~1(v)

2. Seee€rt(v) entio p(S.)(B,) = Be.

Demonstra¢ao. A demonstracao desse teorema consiste em dois processos indutivos no

nivel dos vértices; pelo Teorema 2.3.4 temos Z = | X; ou Z = | X; U {v}. Suponha
i=1 i=1

que Z = | X;.
i=1

Passo 1. Para cada v € XY P escolhemos um conjunto ortonormal total B, C H,.
Para cada e € r~!(v) definimos B, := 7(S.)(B,), para os demais vértices e arestas

escolhemos conjuntos ortonormais totais B, C H, e B, C H.. Desse modo, as condigoes 1
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e 2 do enunciado sao satisfeitas para todo v € X} e para todo e € E' tal que r(e) € X}

note que 1 é satisfeita por vacuidade.

Passo 2. Seja v € XJF. Se s7'(v) = 0 definimos B, := B, se 0 < #s (v) < o0
definimos B, := |J B, e se #s *(v) = oo escolhemos B, um conjunto ortonormal
e€s~1(v)

total de H, tal que B, C B, para todo e € s!(v). Para cada e € r~!(v) defina B, :=
7(S.)(B,). Para os demais vértices e arestas defina B, := B, e B, := B..

Afirmagao 2: See € r!(v) e v € XJF entdo r(e) ¢ X{F e s(e) ¢ XJF.

E claro que r(e) ¢ XVF. Por absurdo, suponha que s(e) € XVF daf s(e) é um vértice
do grafo &;, assim como r(e); desse modo e é uma aresta de tal grafo. Como s(e) € XJ'F
existe um vértice w de nivel maior do que 2 e uma aresta f no grafo & tal que r(f) = s(e).
Evidentemente, e # f. Assim s(e) é adjacente a e e f no grafo & o que contradiz o fato
de s(e) ser vértice extremo de tal grafo. Assim, s(e) ¢ XJF.

A afirmacao acima garante que o Passo 2 nao modifica as escolhas feitas anterior-
mente. Desse modo, apés o Passo 2 obtemos conjuntos ortonormais totais B, (v € E°)
e B. (e € E) tais que 1 e 2 sdo satisfeitas para todo v € X[F U XJF.

Passo 3. Seja v € XY, Se s7'(v) = () definimos % = B,, se 0 < #s71(v) < 00

definimos B, := |J B.ese#s '(v) = oo escolhemos B, um conjunto ortonormal total
e€s—1(v)

de H, tal que B, C § para todo e € s~ (v ) Para cadae € 7~ L(v) defina ée = W(Se)(év).
Para os demais vértices e arestas defina B, := B, ¢ Be = B..

Afirmagao 3: Seeer(v)ev € X;’F entaor(e) ¢ X/ TUXYFes(e) ¢ XJFUuXYE.

E claro que r(e) ¢ XVF U XYF. Por absurdo, suponha que s(e) € XYF U XYF. Se
s(e) € XJ'F s(e) é um vértice do grafo &;, assim como r(e); desse modo e é uma aresta
de tal grafo. Como s(e) € X)¥ existe uma aresta f no grafo & tal que r(f) = s(e).
Evidentemente, e # f. Assim s(e) é adjacente a e e f no grafo & o que contradiz o fato
de s(e) ser vértice extremo de tal grafo. Logo, s(e) ¢ XJF. Se s(e) € X3 repetimos o
argumento acima trocando &£ por & (note que r(e) é uma aresta do grafo &).

A aﬁrmacao acima garante que apos o Passo 3 obtemos conjuntos ortonormais totais
B, (veE)e B. (e € E') tais que 1 e 2 sao satisfeitas para todo v € X{F U Xy T U XJTF.
Prosseguimos indutivamente até o passo m — 1, desse modo obtemos conjuntos B, e B,
tais que as condigoes 1 e 2 sdo satisfeitas para todo v € X{/FuU...UXVE .

Passo m. Seja v € XVF. Se s7'(v) = ) definimos B, := B, se 0 < #s7'(v) < o

definimos B, := |J B.ese#s (v) = oo escolhemos B, um conjunto ortonormal total
e€s—1(v)

de H, tal que B, C B, paratodo e € s~ '(v). Paracadae € 7' (v) defina B, := 7(S,)(B,).
Para os demais vértices e arestas defina B, := B, e B, := B..

Afirmagao m: See € r}(v) ev € XV entao r(e) ¢ X/FU...UXVE e s(e) ¢
XJFPu.. uXxyr

E claro que rie) € XY u...uUXYF . Suponha, por absurdo que s(e) € X}F para

algum ¢ = 2,...,m. Se 2 <1 < m— 1 basta repetir o raciocinio das afirmagoes anteriores.
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Se i = m entdo s(e) € XV assim como r(e), logo r(e), s(e) sdo vértices (distintos) de
Em—1 € e ¢ uma aresta de tal grafo. Como s(e) é um vértice final de X, existe uma aresta
f nesse grafo tal que r(f) = s(e), evidentemente f # e. Como X,, possui apenas dois
elementos, s(f) = s(e) ou s(f) = r(e), nos dois casos temos um ciclo, contrariando o fato
de E ser P-simples. A afirmacao estd demonstrada.

Apés o passo m obteremos conjuntos B, e B, tais que 1 e 2 sdo satisfeitas para todo
ve XYFu...UXYE

Passo m + 1. Sejav € XVI. Se 0 < #s7(v) < oo definimos gy = U Be.ese
e€s—1(v)

#s71(v) = oo escolhemos 1§U um conjunto ortonormal total de H, tal que B, C ng para
todo e € s7!(v). Para cada e € 7~ !(v) defina §€ = W(Se)(évv). Para os demais vértices e
arestas defina BNU =B, e B: = B..

Afirmagao m + 1: Seeert(v)eve XV entaor(e) ¢ Xy U.. . UXYE,UXVE e
se) ¢ XJFu...uXYFuxVL

Prosseguindo como nas demais afirmagoes, ¢ claro que r(e) ¢ X7 FU.. .UXVE UXVE,
Se, por absurdo, s(e) € Xy U...U XVF, basta proceder como anteriormente para
chegarmos em uma contradicao. Resta verificar entdao que s(e) ¢ XV U XV I: suponha
que s(e) € XVFU XV Daf s(e) é um vértice de &,,_1, assim como 7(e), logo e é uma
aresta de tal grafo. Como v € X7 existe uma aresta f no grafo &,,_; tal que s(f) = r(e).
Assim, visto que X, possui apenas 2 vértices segue que r(f) = r(e) ou r(f) = s(e),
ambos 0s casos nos levam a um absurdo pois existiria um ciclo no grafo.

Apoés o passo m + 1 obteremos conjuntos J§v e ée tais que 1 e 2 sao satisfeitas para
todov e X/FU...UXYFuXxY!

O processo continua indutivamente até o passo 2m, como todo vértice do grafo F

m
possui algum nivel o teorema estd finalizado no caso em que Z = () X;. Suponha agora
i=1

que Z = ) X;W{v}. Os passos 1,2...,m—1 sao idénticos. O passo m agora é o seguinte:
i=1
Passo m. Seja v € X . Se s7'(v) = () definimos B, := B,, se 0 < #s '(v) < 00

definimos B, := |J B.ese#s '(v) = oo escolhemos B, um conjunto ortonormal total
e€s—1(v)

de H, tal que B, C B, para todo e € s~!(v). Para cada e € r~!(v) defina B, = 7(S,)(B,).
Para os demais vértices e arestas defina B, := B, e B, := B..

Afirmagao m: See € r*(v) ev € Xy entdo r(e) ¢ X7 U...UXVE e s(e) ¢
XJFu.. uXxyr

E claro que rie) ¢ XY u...uUXYE . Suponha, por absurdo que s(e) € X}F para
algum i =2,...,m. Se 2 < i < m—1 basta repetir o raciocinio das afirmacoes anteriores.
Se i = m entdo s(e) € XVF assim como r(e), logo r(e), s(e) sao vértices (distintos) de
Em—1. Pelo Teorema 2.3.3 existe uma tnica aresta, f, entre r(e) e ¥ e uma tnica aresta,
g entre s(e) e 7, desse modo (r(e)vs(e)r(e), fge) é um ciclo, absurdo pois r(e) € X,,.

Passo extra. O objetivo desse passo é tratar do unico vértice do grafo que nao possui
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nivel, ou seja, . O argumento ¢é similar aos anteriores. Se s™1(v) = () deﬁna B =
0 < #s (V) < oo defina By :== |J B, ese #s (v) = oo escolha B tal que B,

ecs—1(v)

By; se
C By
sempre que e € s~'(v). Para cada e € r~1(v) defina B: = (Se)( vg) e para os demais
vértices e arestas defina BVU =B, e §€ = B..
Afirmagao extra: Dado e € r~1(7) temos r(e) ¢ X} " U...UX T e s(e) ¢ XJFU
LUXYE,
E claro que r(e) ¢ XYFU.. .UXYF e se tivermos s(e) € XYFU.. .UXYF basta repetir
o argumento feito nas afirmagoes anteriores visto que v € &; paratodot=1,...,m — 1.
Se s(e) € XYT' entao existe uma aresta f no grafo &,,_; tal que r(f) = s(e) e s(f) =7, o
que nos mostra que (vs(e)s(f),ef) é um ciclo, absurdo.
Passo m+1, no caso Z = G X;W{w}. Sejav € XY1. Se 0 < #s'(v) < oo definimos
i=1

~

B,:= |J B.ese#s (v)= o0 escolhemos B, um conjunto ortonormal total de H,
e€s—1(v)

tal que B, C B, para todo e € s7!(v). Para cada e € r~!(v) defina B. = W(Se)(év). Para

os demais vértices e arestas defina B, := B, e B, := B,.

Afirmagao m+1: Seeer'(v)eve X entaor(e) ¢ X}"U...UXYT UXVEe
se) g XJFu...uXxYruxVe
Prosseguindo como nas demais afirmagoes, vemos que r(e) ¢ X7/ FU.. .uXVE uXVE

es(e) ¢ XJFU...UXVTE,. Resta verificar entdao que s(e) ¢ XY U XVI, suponha que
s(e) € XYEU XY Daf s(e) é um vértice de &,,_1, assim como r(e) e s(e) sao adjacentes
a v no grafo &,,_1 criamos um ciclo, absurdo. A afirmagao esta provada.

Apés o passo m + 1 obteremos conjuntos B:, e Bi tais que 1 e 2 sao satisfeitas para
todov € X/ U...UXVFUXY! para v para todo e € E' tal que r(e) € X}"U...U
XYFuXYTu{v}ous(e) e XgFu...uXxVru{v}uXxyi

O processo continua indutivamente até o passo 2m (sem contar o passo extra) e como

todos os vértices e arestas sao atingidos em algum passo o teorema esté concluido. [J

Corolario 2.3.6. Seja E = (E°, E',r,s) um grafo P-simples, suponha que Z :=r(E*)U
s(EY) seja conexo, nio-vazio e que existan € N tal que o grafo &, estd definido e possui fi-
nitos vértices. Assim, toda representagao ¢ : C*(E) — B(H) € unitariamente equivalente

a uma representacao induzida por um E-sistema ramificado.
Demonstracao. Segue diretamente dos Teoremas 2.3.5 e 2.1.11. [

Dado um grafo E = (E°, E',r, s), vimos na se¢ao anterior que E pode ser escrito como

a “uniao” de subgrafos, cada um dos quais é conexo. Mais especificamente podemos escre-

ver E° = < L Z%-) |J R e considerar os subgrafos E = (Z,,, 5 (Zy,), T|s=1(2.): S|s-1(2))-
v €A
Com essa notagao, podemos enunciar o seguinte corolério.
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Corolario 2.3.7. Seja E = (E°, E',r,s) um grafo P-simples, escreva

E’ = <U Z> R

v;EA
Suponha que para cada i € I exista n; € N tal que o grafo &) estd definido e possui
finitos vértices. Assim, toda representacao ¢ : C*(E) — B(H) de C*(E) € unitariamente

equivalente a uma representacao induzida por um E-sistema ramificado.

Demonstracao. Seja ¢ : C*(E) — B(H) uma representacao de E. Fixe v; € A, defina
AY como a *-subdlgebra de C*(E) gerada por {P,}iez, U {Sc}ees—1(z,,). Além disso,
denote por G,, o conjunto de geradores de C*(E") e defina p : G,, — A" dada por
p(s.) = S. e p(p,) = P,; é facil ver que p satisfaz as relagdes que definem C*(Ev),
logo, pela propriedade universal existe um x-homomorfismo ; : C*(E") — A% tal que
wi(ge) =S, e %’(];v) = P,. Além disso, note que 1); é um x-isomorfismo entre tais
C*-algebras, assim A,, é isometricamente *-isomorfa a C*(E").

Aplicando a demonstragao do Teorema 2.3.5 para a representacao ¢ o 1; : C*(Ev) —
B(H) obtemos conjuntos ortonormais totais Be, B, de H. e H,, respectivamente, para
todos os vértices e arestas do grafo EV. Para concluir que ¢ satisfaz (BPB), observamos
que dado v € E° existe um tnico i; € A tal que v é um vértice do grafo EV1, analoga-
mente, dado e € E' existe exatamente um indice i, € A tal que e é uma aresta do grafo
Evi2; se, além disso, e € s~!(v) existe um tnico grafo E% que contém tal vértice e tal
aresta. Desse modo, para cada v € E° e para cada e € E! estao definidos os conjuntos
B e B,. Como wj(ge) = S e p o 1); satisfaz (BPB) segue que ¢ satisfaz (BPB), como

queriamos. [

2.4 Exemplos e contra-exemplos

Essa secao tem como objetivo apresentar exemplos e contra-exemplos relacionados a
teoria apresentada anteriormente. Nao é verdade que se toda representacao de um grafo
E satisfaz (BPB) entao tal grafo satisfaz as hipéteses do Teorema 2.3.5. Com efeito, o
Exemplo 2.1.8 confirma tal afirmacao. Além disso, existem grafos que nao sao P-simples,

apesar disso, toda representacao dos mesmos satisfaz (BPB). Veja o seguinte exemplo:

Exemplo 2.4.1. Considere o grafo E representado por:

€1

/\

Ul\_/vg

€2

e seja p : C*(E) — B(H) uma representa¢ao. Escolha B,, C H,, um conjunto ortonor-
mal total qualquer e defina Be, = ¢(Se,)(Bu,), Bey = ¢(Se,)(By,) € By, = Be, UB,,. Note
que, com tais escolhas, ¢ satisfaz (BPB).
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O grafo do exemplo acima é na verdade um caso particular de uma série de grafos,
que nao satisfazem as hipoteses do Teorema 2.3.5, apesar disso, qualquer representacao

dos mesmos satisfaz (BPB). Mais especificamente, temos a seguinte proposicao.

Proposigao 2.4.2. Seja E = (E°, E',r,s) um grafo tal que E° = {vy,...,v, 1} e B! =
{e1,..., ey} para algum p > 2. Suponha que (vg...vp_10g,€1...€,) € um ciclo e que A =
{veE" | #r Yv) = 2} seja nao-vazio. Assim, toda representagio de C*(E) satisfaz
(BPB) e consequentemente € unitariamente equivalente a uma representa¢ao induzida por

um FE-sistema ramificado.

Demonstragdo. Seja B :={v € E | s7'(v) = 2}. Afirmamos que #A = #B.

Suponha que #A = 1 e considere v; € A. Como cada vértice do grafo é adjacente
a exatamente duas arestas temos #s '(v;) = 0. Considere v;_; e v; 1, como r(e;) =
v; = r(e;p1) segue que s(e;) = vi—g e s(ejr1) = vig1. Se s(ei—1) = vi—1 ou S(€j12) = Viyo
segue que B é nao vazio, caso contrario temos r(e;_1) = v;_1 € r(€j12) = v;19; NESsE Caso
consideramos os vértices v;_s € v; 9 e repetimos o argumento. Apds um numero finito de
etapas encontraremos v; € E tal que #s'(v;) = 2, ou seja, B é nao-vazio. Abaixo temos

uma intuicao geométirca do caso extremo.

. Vj—1... Ui
J
Ci+1
Vj V;
€i+1 €;
Vj41--- Ui

Se tivermos #B > 1, consideramos vy, v; € B. Sem perda de generalidade, suponha
que £ > j. Como v, v; € B, existem v; € Acom j < i < kewv, € Acomm >k
oum < j, logo v; # v, e assim #A > 2, o que contraria a suposi¢ao de que #A4 = 1.

Abaixo, novamente temos uma intuicao geométrica do ocorrido.

Um—1--- — Vp — Vit
€m, €it1
Um, Vi
Em+1 €;

Um+1--- v — U1
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Portanto, a afirmacao esta provada no caso #A = 1. Suponha que #A = 2. Sejam
v, Uy € A. Sem perda de generalidade, suponha que i > m. Note que existe j € N tal
que m < j <1 e wv; € B; existe também k € N tal que i < k ou k <m e vy € B. Assim,
#B > 2.

Vi—1-.- — Vj — o Um+1
€; €m41
Vi Um
€it1 €m
Vig1--- — Vp — o Um—1

Se #B > 2 entao existe n € N tal que v, € B e v, # v, v, consequentemente existe
v, € A com v, # v;, Uy, logo #A > 3, absurdo. Portanto #B = 2. Prosseguindo
indutivamente finalizamos a demonstracao da afirmacao.

Pelo que foi feito acima, os elementos de A e B aparecem de forma intercalada no ciclo
(Vo ... Vp_10p,€1...€,). Seja ¢ : C*(E) — B(H) uma representacdo. Vamos prosseguir
de maneira indutiva novamente. Num primeiro momento, suponha que #A4 = 1, logo
#B = 1. Digamos que A = {v;} e B = {v}. Sem perda de generalidade, suponha que
1> k.

Vi—1..- Uk
Chk+1
€;
Ui Uk
€it+1
€k
Vit1--- U1

Escolha B,, C H,, um conjunto ortonormal total qualquer. Defina B,, = ¢(S,,)(B,,)

e Be,., = ¢(Se,.,)(By,) . Posteriormente defina:

€it1

By, = B, = U Be,  Be, = ¢(Se)(Boy), By, i=Be, = U Be

e€s (v;_1) e€s1(v;_2)

até definir B ©(Sey.1)(By,,,)- De maneira andloga defina

€k+1 =

By, = Beyyy = U Be, Be, , = ‘P(Seurz)(BviH)v By, = Beyyy = U B

ees_l(viJrl) 668_1(U¢+2)
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até definir B,, := ¢(S,)(B,,_,). Por fim, defina B,, = B,, UB = U B.

€k+1
e€s™1(vg)

Com as escolhas feitas acima, ¢ satisfaz (BPB). Suponha que #A = 2, logo #B =2 ¢
os elementos de A e B aparecem de forma intercalada no grafo. Suponha que A = {v;, v, }
e B = {vg,u}. Sem perda de generalidade suponha que m < [ < i < k. Nesse caso o

grafo pode ser representado da seguinte forma:

Vi—-1--- — UV — < Um+1
€; Em+1
V4 U,
€i+1 €m
Vig1--- — Vg — o Um—1

Para provar que ¢ satisfaz (BPB) basta imitar o argumento do caso em que #A =
1: escolhemos primeiramente conjuntos ortonormais totais B,, € H,, e B,,, C H,, e

posteriormente definimos adequadamente os conjuntos ortonormais totais para todos os

vértices, deixando para o final os vértices v; e vg. O caso geral é andlogo. [J

Por outro lado, mostraremos agora uma classe de grafos que admitem pelo menos
uma representagao que nao satisfaz (BPB). A presenga de loops e caminhos fechados (no

sentido orientado) impede que (BPB) seja satisfeita em algumas situagoes.

Exemplo 2.4.3. Considere o grafo dado por:

V2

Defina para cada j =1,..., N os operadores

S, 21 e ij:l2%l2

J

dados por

gej(l’l,l’g,...) :’L.Z)’Jl.(Sj € ?U].(Jfl,l'g,...) :IL'j(Sj

onde {0y ren € a base canonica de 2. Note que {ij }iz1,...n € uma familia de projecoes

mutuamente ortogonais e {Sej }j:17,,,,N ¢ uma familia de isometrias parciais com imagens
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mutuamente ortogonais. Além disso, notamos que o operador adjunto ?; 12 =12 € dado

por:

— .

Sej<ylay27 .. -) = (—zyj,0,0, .. .).
Vamos verificar que as condigoes de Cuntz-Krieger sao satisfeitas.

(CK1) Dado j=1,...,N ex = (x1,29,...) temos

—_— — — J— _

SejSej (iL‘) = Sej (21[15]) = ((—z)le,O, O, .. ) = (1'1,0,0, .. ) = Pvl (.1') = PT(ej)(ilf).
(CK2) Dado j=1,....N ey = (y1,v2,...) temos

SejSe]. (y) = gej(_iyj; 0, 0, .. ) = ’l(-l)’yj(;] = yj-(sj = ij (y)

assim,

~l
w
>
U
u('b
U
[0}
—
Nad
N—
I
)

&7@

K}@
—~
<
N—

I

P, (y)

3
S
V2]
T
=
3
I
=)
=)
g
9y
!
w0
)
93]
%)
|
Wy
U <

Pela propriedade universal da dlgebra C*(E) existe uma representagao ¢ : C*(E) — B(I?)
tal que

P(Se;) = Se; e p(Py;) = ﬁ”]"

Afirmamos que ¢ ndo satisfaz a condi¢io (BPB). Se ¢ satisfizesse (BPB), existiria um
conjunto ortonormal total B., C H., = ¢©(Se;)0(Se,)* (1) = span{é,} . Dai B., = {z}
onde x = (21,0,0...) e ||z]|2 = 1. Além disso, B,, == |J B., assim B,, = B.,. Note

e€s—1(vy)

90(561)(37“(61)) = 90(361)<Bv1) = 90(361)(361) 7£ Be1

onde usamos o fato de que ixy = x1 admite como unica solucao complexa 1 = 0 o que

que

nao pode acontecer pois ||z||;2 # 0. Logo ¢ nao satisfaz (BPB).

De maneira analoga é possivel obter uma representacao, que nao satisfaz a condigao

(BPB), do seguinte grafo com infinitos vértices:
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Na verdade, os grafos acima sao um caso particular de uma classe de grafos para
os quais sempre existe uma representacdo que nao satisfaz (BPB). O exemplo abaixo
contempla mais um grafo pertencente a essa classe. De modo nao formal, os grafos
pertencentes a essa classe sao compostos por vértices e arestas distribuidos em forma de

arvore, com uma Unica orientagao e com um loop no “final da arvore”.

Exemplo 2.4.4. Considere o grafo dado por:

€1
(P
€2
€3
€4
V2 U3 V4
€5
€6 €s
€7 €9
Us Vg U7 Ug Vg
€10
€11
V10 V11
Defina para cada j = 1,...,11 os operadores P, : 1> = 1? e S, : 1* — I* dados por

"UI

xr) =x;.0; paratodoj=1,...,11.

vj

CQl

x) =1x1.0; para todo j =1,2,3,4.

€j

x) =1ix4.0; para todo j =38, 9.

€j

() =
() =
eJ(ac) ire.0; para todo j =5,6,7.
(z) =
Se,(z) =

CQCQI

x) =ix7.0; para todo j =10, 11.

€j

onde x = (r1,%2, 3, ...). Raciocinando como no exemplo anterior obteremos uma repre-
sentagdo ¢ de C*(E) que nao satisfaz (BPB).

E interessante notar que se no grafo acima, nao houvesse o loop baseado em v; tal
grafo seria P-simples, com Z finito e conexo. Portanto, toda representacao de tal grafo
iria satisfazer (BPB).
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3 Conclusao

Nesse trabalho mostramos, num primeiro instante, como obter representacoes de grafos
via sistemas ramificados e em seguida obtivemos uma familia de grafos para os quais
sempre existe um sistema ramificado; o resultado provado nesse texto generaliza o Teorema
3.1 do artigo (GONCALVES; ROYER, 2012) e o Teorema 2.6 da dissertacdo (MOREIRA,
2019). Além disso, as consequéncias da existéncia dessas representacoes foram vistas na
terceira secao do primeiro capitulo.

Em seguida, buscamos obter relagoes entre representagoes quaisquer de C*(FE) com
representacoes induzidas por E-sistemas ramificados. Nessa direcao, o ponto crucial foi
a condicao (BPB). Além disso, como supomos H um espago de Hilbert qualquer (nao
necessariamente separavel), o Teorema 2.1.11 generaliza o Teorema 2.1 de (GONCALVES;
ROYER, 2011). Obtemos também uma classe de grafos para os quais toda representacao
satisfaz (BPB) (Teorema 2.3.5) e portanto para estudar representagoes de tais grafos
podemos estudar as representacoes induzidas por sistemas ramificados e posteriormente
usar a equivaléncia unitaria para transferir informagoes.

Na ultima secao, encontramos uma classe de grafos para os quais toda representacao
satisfaz (BPB), porém, tais grafos ndo se encaixam nas hipéteses do Teorema 2.3.5. Ainda,
obtemos outra familia de grafos para os quais ao menos uma representagao nao satisfaz
(BPB). Ao que parece, a presenca de loops é a responsavel por isso; inclusive, essa é uma
questao que fica em aberto: é verdade que todo grafo que possui um loop admite uma

representagao que nao satisfaz (BPB)?
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A Topicos de Medida e Integracao

A.1 Mudanca de Variavel e Radon-Nikodym

Dado um espago de medida (X, A, u) e E € A considere a familia de todos os conjuntos
da forma £ N J onde J € A. Essa familia é uma o-élgebra (contida em P(F)) e sera
denotada por Ag.

Proposicao A.1.1. Sejam (X, A, pn) e (X', A',v) espagos de medida, f: X — X' uma

oo

fungdao. Suponha que X = |J E, onde E, € A para todo n € N. Assim, f é (A, A")-

n=1
mensurdvel se, e somente se, fig, € (Ag,, A")-mensurdvel para todo n € N.

Demonstra¢ao. Suponha f mensurdvel e seja D € A’. Note que para todo n € N temos
que f‘Ei(D) = f"YD)NE, € Ag,, portanto fp, é mensurdvel.
Reciprocamente, se D € A’ entao fu_gi(D) € Ag, C A para cada n € N. Como

YD) = Ej fTYD)NE,= Ej f|TE1L(D) segue que f~1(D) € A como querfamos. [J
i=1 n=1

Definigao A.1.2. Seja (Y,N,v) um espago de medida. Dizemos que v é uma medida
semi-finita se para todo E € N tal que v(E) = oo existe F € N com F C E e 0 <
v(F) < oc.

Exemplo A.1.3. A medida de contagem € semi-finita.

Seja n : P(X) — [0,00] a medida de contagem, onde X € ndo vazio. Se F' € P(X)
¢ tal que n(F) = oo entao F possui infinitos elementos, considere xy € F. Note que
{zo} € P(X), {zo} C F en({zo}) = 1. Portanto n é semi-finita.

Exemplo A.1.4. Toda medida sigma-finita € semi-finita.
Seja 2 M — [0, 00] uma medida sigma-finita, onde M C P(X). Assim, podemos

o0

escrever X = |- X; com p(X;) < oo para todo i € N. Seja F' € M tal que u(F) = 0o e

=1

note que F = X NF = | X;NF; desse modo
i=1

W(F) = 3" (X, F).
i=1
Como u(F) = oo existe ig € N tal que u(X;, NF) >0, como X;;NF C F e u(X;,NF) <
w(X;,) < oo concluimos que p € semi-finita.

Teorema A.1.5. Seja (X, M,u) um espago de medida, h € LT(X, M, pu). Assim,
[ h dp=0 para todo E € M se, e somente se, h =290,
E
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1
Demonstracao. (=) Para cada n € N defina F,, = {xr € X | h(z) > —}. Note que
n
{re X | h(z) #0} = |J E,. Usando a hipdtese temos

neN

1 1
0= [hdnz [ du= e
n n

En En

o que nos permite concluir que p(E,) = 0. Como u({z € X | h(z) #0}) < > u(E,)
neN
p_a-e

temos pu({z € X |h(x) # 0}) =0, ou seja, h 0.

(<) Considere, num primeiro instante, que f é uma fungao simples em L% e seja
n
f= ZlchEj sua representacao padrao, em particular, os conjuntos E; sao dois a dois
]:
disjuntos. Note que dado F € M

n

/f du=">Y c;u(E;NE).

E j=1

Como f"="0, se ¢; # 0 devemos ter u(E;) = 0 e assim pu(E; N E) = 0, donde segue
queff du—O Se h € LT(X, M, p) é tal que h""="° 0 entéo

/h du:sup{/f du | feL*,fésimpleseOngh}:()
B

E

mostrando o desejado. [

Teorema A.1.6. Seja (X, M, pn) um espago de medida, f,g € LT (X, M,u). Suponha,

além disso, que p é semi-finita. Assim, se

E/fdu—E/gdu

para todo E € M entio f "=

Demonstracao. Por absurdo, suponhamos que p({z € X|f(x) # g(z)}) > 0. Como
fre X | f@) # 9@} = {z € X | fz) > g@)} Ufw € X | f(z) < g(x)} entio

ao menos um desses conjuntos tem medida posivita. Sem perda de generalidade, iremos

assumir que pu({z € X | f(x) > g(x)}) > 0 e o outro caso serd analogo. Note que

reX | f) = (U 40 u(U B

neN neN

onde para cada n € N temos

Ap={re X | fx) >ge)}n{re X | flz) <n}n{reX | g(r) <n}
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B,={zeX | fl(x) =00} nN{z e X | glx) <n)}.

Assim, visto que p({z € X | f(z) > g(x)}) > 0 temos duas opgoes:

w(Ax) > 0 para certo N € N. Como p é semi-finita, existe £ C Ay tal que

0 < pu(E) < oo, além disso, como f e g sado limitadas em E pois f(z) < N e

g(x) < N entao f e g sao integrdveis sobre E, logo [(f—g) du= [ f du— [g du.
E E E

Note que para todo = € E temos f(x) > g(x), logo f — g é uma fun¢do mensuravel,

positiva e f —g > 0 em E (que tem medida positiva). Pelo Teorema A.1.5 temos

que [(f—g) #0,ouseja, [ f du# [g du contradizendo nossa hipétese.
B B B

w(By) > 0 para certo N € N. Como p é semi-finita, existe F C By tal que

0 < u(FE) < oo, assim, observe que:

/g du</N dN:/XE dp = Np(E) < o0
E

E

por outro lado

/f duZ/n dp = nu(E)

E

para todo n € N visto que f(x) = oo para todo x € By, logo ff dp = oo o que
E

contradiz a hipdtese novamente e finaliza a demonstracao do teorema. [J

Seja (X, A, ;) um espago de medida, (X', A") um espago mensuravel e f : X — X'

uma fung¢ao mensuravel.

Definigdo A.1.7. A fungdo po f~' : A — [0,00] dada por po f~HE) = p(f~(E))

para todo E € A é chamada de medida imagem de p por f, ou simplesmente de medida

magem.

Proposigao A.1.8. A funcdo po f~1: A — [0,00] é uma medida.

Demonstragao. Segue do fato de p ser medida e de propriedades da imagem inversa.

Teorema A.1.9. (Mudanga de Varidveis) Seja (X, A, u) um espago de medida, (X', A")

um espago mensuravel, f : X — X' uma func¢ao mensurdvel e po f~

L a medida-imagem.

Assim,

a) Seja g : X — [0, 00| uma funcao mensurdvel. Entao

/9 d(u@f‘l)Z/(QOf) dp

X/
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b) Seja g : X — [—00, 00| uma fun¢io mensurdvel. Entio g é o f~'-integrdvel se, e

somente se, go f € p-integrdvel e nesse caso vale a igualdade do item a) para g.

Demonstracao. Veja (FERNANDEZ, 1976, pg. 108).

Teorema A.1.10. Seja (X, M, 1) um espago de medida e 1 < p < 0o. Entao o conjunto
das fungoes simples, s = 3 ajxg;, com p(E;) < oo para todo j = 1,...,n, € denso em
j=1

LP(X, M, ).
Demonstracao. Veja (FOLLAND, 2013, pg. 183).

Definicao A.1.11. Considere os espagos de medida (X, M,v) e (X, M, ). Diremos que
uma fungao f € LT (X, M) é uma derivada de Radon-Nikodym de v com respeito a

1 se for verdade que

v(E)= [ fdui VYEeM.
/

Em geral, dadas duas medidas nao é garantida a existéncia de uma funcao f sa-
tisfazendo a condicao acima. Caso exista tal funcao, uma hipdtese suficiente para sua
unicidade (@ — a.e) é que p seja semi-finita, o que é uma consequéncia direta do Teorema
A.1.6. Refinando as medidas envolvidas conseguimos garantir a existéncia da fungao f,

resultado esse que é conhecido como Teorema de Radon-Nikodym:

Teorema A.1.12. (Radon-Nikodym) Sejam (X, M,v) e (X, M, n) espagos de medida.

e Suponha que ambas as medidas sejam o-finitas e que v <K u. Assim, existe uma
fungao f € LT(X, M) tal que

v(E)= [ f du VE € M.
/

. , P dv
Além disso f € unica pn — a.e e escrevemos f = T
1

e Se g é uma fungao quase integrdvel (com respeito a v) entdo

[o = [of n

Demonstracao. Veja (FERNANDEZ, 1976, pg. 136) e (FERNANDEZ, 1976, pg. 145).
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