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RESUMO

Neste trabalho apresentaremos a estrutura algébrica dos quatérnios e de que maneira
eles podem ser utilizados para codificar movimentos rigidos no espaco tridimensional,
em especial, as rotagdes. Apresentaremos, também, os quatérnios e outros conjuntos
relevantes como casos particulares das dlgebras geométricas de Clifford e de que maneira
uma certa classe de grupos dessas algebras pode ser usada para representar os movimentos
rigidos no espaco.

Palavras-chave: rotacoes, movimentos rigidos, quatérnios, algebras de Clifford






ABSTRACT

In this work we will present the algebraic structure of quaternions and how they can
be used to encode rigid movements in three-dimensional space, in particular, rotations.
We will also present quaternions and other relevant sets as particular cases of Clifford’s
geometric algebras and how a certain class of groups of these algebras can be used to
represent rigid movements in space.

Keywords: rotations, rigid movements, quaternions, Clifford algebras
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INTRODUCAO

A Matematica é dividida em varios topicos. Muitos deles eram, até tempos atras,
completamente dissociados: nao havia nenhuma relagao aparente entre eles. Com o pas-
sar do tempo, importantes correlacoes entre topicos matematicos que eram, até entao,
dissociados foram sendo construidas, proporcionando uma série de avangos na pesquisa
matematica. Como exemplo, podemos citar a grande integracao entre a Algebra e a
Geometria que foi promovida gragas a criacao da Geometria Analitica pelo matematico
francés René Descartes.

Outra notdria correlagao entre a Algebra e a Geometria foi a interpretacao geomé-
trica dos numeros complexos. No inicio do século XIX, estes eram vistos, apenas, como
artificios para a resolucao de certas equacoes algébricas, como, por exemplo 22 + 1 = 0.
Nesse ponto é que fez-se necessario definir uma unidade imaginéria ¢ de modo que 72 = —1.
Somente mais tarde é que os nimeros complexos passaram a ser vistos como pontos do
plano, com a criacao do plano de Argand-Gauss pelos matematicos Caspar Wessel, Jean-
Robert Argand e Carl Friedrich Gauss. Com isso, foi possivel estabelecer uma relacao
entre multiplicagado de nimeros complexos e rotacoes no plano.

Diante da codificacao de rotacoes no plano por meio de multiplicacao de niimeros
complexos, o questionamento que surgiu foi se seria possivel fazer o mesmo com rotagoes
no espaco. Quem acabou por ir atras de uma solugao para este problema foi o matematico

irlandés William Rowan Hamilton.

Figura 1: William Rowan Hamilton



Inicialmente, Hamilton tentou codificar as rotagdes no espago por meio dos niimeros
hipercomplexos, que nada mais eram do que nimeros com duas unidades imagindrias.

Ou seja, nimeros da forma
q=qo+ qt+ gaJ,

com g, qi e g reais e ¢ e j tais que 12 = j2 = —1. No entanto, ele nao obteve sucesso
nessa tentativa, uma vez que nao era possivel obter fechamento numa &lgebra formada
por hipercomplexos: nao era possivel garantir que multiplicacoes de hipercomplexos iriam
resultar em um nimero que também era hipercomplexo.

As tentativas de Hamilton de buscar uma codificagdo para rotagdes no espaco se
estenderam por anos. Somente por volta de 1843 é que ele conseguiu achar uma solugao
para o que estava procurando. Curiosamente, a relacao fundamental que o permitiria
conseguir o que estava tentando ha mais de 15 anos veio a sua mente no momento em
que ele atravessava uma das pontes que cruzam o Royal Canal, em Dublin, na Irlanda.
Temendo esquecer a tal relacao, ele acabou por entalha-la na prépria ponte com um

canivete:

i? =g =k =ijk=—1. (1)

Ou seja, seria necessario um numero com trés unidades imagindrias para obter uma al-
gebra fechada e poder descrever as rotacoes no espaco por meio de elementos da mesma.
Estava criada a dlgebra dos quatérnios, denotada por H em homenagem a Hamilton. Os

quatérnios serao nimeros da forma

q=qo+qi+qJ+ gk,

com ¢y, q1, g2 € g3 reais. Da relagdo fundamental (1), podemos ver que H formard uma
algebra nao comutativa. K, como espago vetorial real, podemos ver que H possui dimensao
4.

As primeiras publicagoes de Hamilton sobre os quatérnios foram On a new Species
of Imaginary Quantities connected with a theory of Quaternions (HAMILTON, 1844a) e
On Quaternions, or on a new System of Imaginaries in Algebra (HAMILTON, 1844b) em
1844, ¢ On a theory of quaternions (HAMILTON, 1845), em 1845.

A invenc¢ao dos quatérnios trouxe grandes avancos para a Matematica. Além de
introduzir a possibilidade de estudo de espacgos com dimensao maior do que 3, a nao
comutatividade do produto influenciou o estudo de &lgebras nao comutativas. Ainda no
século XIX, o matematico inglées William Kingdon Clifford trouxe grandes contribuicoes
para esta drea.

No artigo Preliminary sketch of biquaternions (CLIFFORD, 1873), Clifford intro-



Figura 2: William Kingdon Clifford

duz, pela primeira vez, uma classe de dlgebras geométricas (dlgebras cujas operagoes
tém o efeito de espelhar, rotacionar, transladar e mapear os objetos geométricos que sao
modelados para novas posigoes) que levavam o seu nome. Tais dlgebras permaneceriam
como meras abstracoes matemaéticas por varias décadas, até que fossem descobertas varias
aplicacoes das mesmas na Fisica.

Além disso, em (HAMILTON, 1844b) é abordado, pela primeira vez, o conceito de
biquatérnio. Este termo foi usado para designar uma quantidade da forma ¢+ ri, em que
g e r eram quatérnios com coeficientes reais. Mais tarde, Clifford reemprega este termo
para designar uma combinacgao algébrica de dois quatérnios através de um operador w,
que é comutativo com outros operadores e o seu quadrado é um escalar. Dessa maneira,
os biquatérnios foram reescritos na forma ¢ + rw, em que ¢,r € H.

Na primeira parte de (CLIFFORD, 1873), Clifford define o quadrado do operador w
como sendo igual a zero. Entretanto, em outros trabalhos (e até mesmo numa outra parte
do trabalho citado anteriormente), Clifford define o quadrado de w como sendo igual a 1
ou a —1, dependendo do contexto no qual o biquatérnio estava inserido. No artigo On the
three types of complex number and planar transformations (ROONEY, 1978), sdo apresen-
tados trés tipos diferentes de niimeros complexos, cuja diferenca estd no comportamento

do operador w, que recebe denominacoes diferentes dependendo de seu quadrado:
e Numero complexo: a + bi (i = —1)
e Numero dual: [ + ge (¢ = 0)

e Numero duplo: m + nd (d* = 1)



Na lista acima, os escalares sao nimero reais. Quando consideramos os escalares

como sendo quatérnios, temos os seguintes conjuntos:

e Nitmero hipercomplexo: go + ¢l (I* = —1)
e Quatérnio dual: gg + qie (¢ = 0)

e Quatérnio duplo: qo + qid (d* = 1)

A presente dissertacao, que sera submetida ao Programa de Mestrado Profissional
de Matemética em Rede Nacional (PROFMAT), tem por objetivo explorar de que maneira
os movimentos rigidos no plano e no espaco, em especial as rotacoes, podem ser codificados
por meio de estruturas algébricas como a dos nimeros complexos e a dos quatérnios.
Além disso, apresentaremos os principais conceitos relacionados as algebras geométricas de
Clifford e veremos que elas também poderao ser utilizadas na codificacao dos movimentos
rigidos. E, para finalizar, como ilustracao do contetido estudado sobre niimeros complexos
e rotacoes, apresentaremos uma sequéncia diddtica direcionada para alunos do 3% ano do
Ensino Médio.

O conteiudo desta dissertacao estd organizado em cinco capitulos. No primeiro
capitulo apresentaremos uma breve revisao dos pré-requisitos que o leitor necessita ter
para o entendimento do conteido abordado. Dentre eles, podemos citar o corpo dos
nimeros complexos e isometrias. Além disso, apresentaremos os principais grupos que
serdo explorados nesta dissertagao como, por exemplo O(n), SO(n), U(n) e SU(n).

No segundo capitulo apresentaremos a ideia basica de rotacao no plano e no espaco.
Descreveremos as matrizes de rotagao envolvidas, como elas sao obtidas e a relagao com
rotagdes e o grupo SO(n). Além disso, falaremos da relagdo entre nimeros complexos e
rotagdes no plano e apresentaremos o grupo SE(3), dos movimentos rigidos no espago.

No terceiro capitulo falaremos da estrutura algébrica dos quatérnios de Hamilton
e suas principais propriedades. Apresentaremos uma importante aplicacao que atuara
nos quatérnios e que sera fundamental para mostrar como eles podem ser utilizados para
descrever uma rotacao no espago. Além disso, apresentaremos os quatérnios duais e sua
relagado com os movimentos rigidos no espaco.

No quarto capitulo apresentaremos os conceitos bésicos que definem as algebras
geométricas de Clifford. Mostraremos, também, como importantes estruturas vistas nos
capitulos anteriores podem ser vistas como exemplos particulares de dlgebras de Clifford
e como importantes grupos contidos nas mesmas podem ser usados para descrever os

movimentos rigidos no espaco.



No quinto e tultimo capitulo apresentaremos um plano de aula, direcionado ao
3% ano do Ensino Médio, baseado em um dos contetidos abordados neste trabalho. O
conteido escolhido se baseia no uso de multiplicagao de nimeros complexos para descrever

rotacoes no plano.






1 PRE-REQUISITOS

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos e resultados necessarios para o
entendimento do conteido abordado nesta dissertacao.
Além dos contetudos que serao abordados neste capitulo, também serao considera-

dos pré-requisitos, claro, conhecimentos bésicos em Algebra, Algebra Linear e Geometria.

1.1 NUMEROS COMPLEXOS

Definicao 1.1.1. Os ndmeros complexos sao numeros da forma
z=a+ bi,

em que a,b € R ei = +/—1. O conjunto formado pelos numeros complexos é denotado

pela letra C.

Em C, podemos definir as operagdes soma (+) e produto (-):

+:CxC—C
(a+bi,c+di)— (a+c)+ (b+d)i

-1 CxC—C
(a + bi,c+ di) —> (ac — bd) + (ad + be)i

Com as operagoes acima, (C,+,-) é um corpo. De fato, C possui as seguintes

propriedades:

(1) Associatividade da soma: z; + (22 + 23) = (21 + 22) + 23, para todos z1, 22, 25 € C;
(2) Comutatividade da soma: z; + 2o = 25 + 21, para todos z1, 2o € C;

(3) Existéncia do elemento neutro da soma: existe 0 = 0+0i € C tal que z+0 =042 =2

para todo z € C;

(4) Existéncia do elemento oposto: para todo z = a4+ bi € C existe —z = —a —bi € C

tal que z + (—2) = —2 + 2z = 0;
(5) Associatividade do produto: z; - (2o - z3) = (21 - 22) - 23, para todos z1, 20, 23 € C;

(6) Comutatividade do produto: z; - 2o = 25 - 21, para todos zy, 23 € C;



(7) Existéncia do elemento neutro do produto: existe | = 1+0i € Ctalque z-1 =1-2 =2

para todo z € C;

a—b

1
€
a? + b?

(8) Existéncia do elemento inverso: para todo z = a + bi € C* existe z7~ =

C

tal que
1 (a+ bi)(a — bi) _ a® + b? _ (11)
a2 _|_b2 a2 _|_b2

ez '-2=1 (andlogo a (1.1));

(9) Distributividade do produto em relagao a4 soma: para todos zy, 2o, 23 € C,

® =1 (204 23) = 21+ 23 + 21 - 23 (distributividade a direita);

o (214 22) - 23 =21 - 23 + 22 - 23 (distributividade & esquerda).

A seguir, temos duas importantes defini¢oes a respeito dos niimeros complexos.

Definicao 1.1.2. Seja z = a + bi um numero complexo. O conjugado de z é o nimero

Z=a— bi.

Definicao 1.1.3. Seja z = a + bi um numero complexo. O modulo de z € dado por
‘z‘ = Va? + b2

De (1.1), podemos notar que, se z € C*,
— 2 2 2
Z=a"4+0b" = ‘z‘

H
—1 _
z =Tz

A seguir, definiremos um importante subconjunto de C que sera utilizado posteri-

ormente para o estudo das rotacoes no plano.

Definicao 1.1.4. O subconjunto dos complexos de modulo unitdario é definido por

U(1) ={z€C||z| =1}.

Observe que, se z € U(1), entao

©
I
I
=1l
I
wl



1.2 NUMEROS DUAIS
Definicao 1.2.1. Os ndmeros duais sao numeros da forma
d = d() —|— dlﬁ,

em que dy,d; € R e e € tal que €2 = 0. O conjunto formado pelos nimeros duais é

denotado pela letra D.

Em D, podemos definir as operagdes soma (+) e produto (-):

4+ : DxD-—D
(C() —+ Clﬁ,dg —+ dle) — (C() —+ d()) + (Cl + dl)E

DxD—D
(co + cre,dg + di€) — cody + (cody + c1dy)e

Com as operagoes acima, (D, +,-) é um anel com unidade e divisores de zero. De

fato, dados ¢ = c1e e d = dye (com ¢y, d; # 0), por exemplo, segue que ¢c-d=0¢e c,d # 0.

Definicao 1.2.2. Seja d = dy + die um nimero dual. O conjugado de d é o nimero

E = d() — dlﬁ.
Com isto, temos que
dd = (do + dy€)(dy — dy€) = d5. (1.2)
De (1.2), temos que, se do # 0, B
dd (13)
dz ‘

e, de (1.3), temos a expressdo para o inverso do nimero dual d:

¢ um isomorfismo de anéis.
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Demonstra¢do. Sejam ¢ = cq + c1€ e d = dy + dye dois nimeros duais. Entao:

+d 0
d(e+d) = Co 0
c1+dy o+ dy

Co 0 d() 0
= +
C1 Cg d 1 d()

= <(c) +<(d).
Além disso,
d 0
de-d)=| % . (1.4)
codi + cidy  cody
Mas
cg 0 dg 0
(0)-<ld) = ( )( )
C1 Cg dl d()
_ Codo 0 (1 5)
cody + cidy  cody

De (1.4) e (1.5) segue que <(c-d) = <(c) - <(d), o que conclui a prova de que ¢ é um

homomorfismo de anéis. Por fim, mostremos que ¢ ¢ bijetora:

s(e) =¢(d) = (Z(j 2)) = (Zi 50>

= c¢y=dopec=d;
— CO+61€:d0+d1€

— c=d.

xz 0
Além disso, dada uma matriz A = (

y
b = x + ye tal que ¢(b) = A. Logo, ¢ é um isomorfismo de anéis. O

) € My(R), é claro que existe o nimero dual

1.3 MATRIZES ORTOGONAIS E UNITARIAS

Considere um espaco vetorial V' sobre R, munido com o produto interno (,) :

V xV — R, com a norma induzida sendo

HUH =/ (u,u).

Sabemos que todo espago vetorial V' admite uma base F.



11

Definigao 1.3.1. Seja V' um espaco vetorial com as caracteristicas acima e E = {ey,...e,}

uma base para V.

(1) E ¢ uma base ortogonal se e; e e; sao ortogonais, ou seja,
<€Z', €j> = 0,

para todos i,j € {1,...,n}, i # j.

(2) E € uma base ortonormal se, além de ser ortogonal, ‘eiH = 1, para todo i €

{1,...,n}.

Se T : V — V é uma transformacao linear e V possui dimenséo finita (digamos,
n), sabemos que existe uma matriz A, x, tal que T'(v) = A - v, para todo v € V. Sendo
E = {e1,...e,} uma base para V, denotaremos A = [T|g a matriz da transformagao T
na base Iv.

As transformagoes lineares inversiveis constituem um importante grupo com a ope-

racao de composicao.

Definigao 1.3.2. Definimos como GL(V') o conjunto das transformacgées lineares inversi-
veis em V.

GL(V)=A{T:V — V|T ¢é inversivel}

Para que uma transformacao linear seja inversivel, é necessario e suficiente que a
sua matriz também seja inversivel, independente da base tomada. E, para que uma matriz
seja inversivel, é necessario e suficiente que o seu determinante seja nao nulo. Sendo assim,

podemos definir o seguinte conjunto, que serd bastante abordado nesta dissertagao:

Definigao 1.3.3. Seja V- = R". Definimos como GL,(R) o conjunto das matrizes n x n

com entradas reais e determinante nao nulo.

GL.(R) = {A € M,(R)| det A # 0}

Com a operacao de multiplicagao, GL,(R) é um grupo.
Dentre as matrizes inversiveis, uma importante classe que se destaca ¢ a das ma-

trizes ortogonais.

Definicao 1.3.4. Uma matriz A, x, € dita ortogonal se

AT =AY
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Exemplo 1.3.5. A matriz identidade

1 000 0

0100 0

0010 0
I, =

0001 0

0000 1

nXn

¢ ortogonal. De fato, (I,)1 = I, = (I,)"*.

cosfl —senf
Ry =
send cosf
¢ ortogonal. De fato,
T cosfl —senf cosfl senf 10
RyRT = _ — I,
senfd cosf —senf cosb 01

T cosfl senf cosfl —senf 10
R@ R@ = = = 12.
—senf cosb senfd cosf 0 1

Logo, R} = R;l.

Exemplo 1.3.6. A matriz

Proposicao 1.3.7. Se A € ortogonal e, portanto, inversivel, entdo A~' também é ortogonal.

Demonstracao. Temos que

o que mostra que A~! é ortogonal. O

As matrizes ortogonais constituem um importante subgrupo de GL,(R) que tam-

bém sera bastante abordado nesta dissertagao.
Definigao 1.3.8. Definimos como O(n) o conjunto das malrizes n X n ortogonais.
O(n) = {A € M,(R)| A € ortogonal}

A seguir, um importante resultado que diz respeito ao determinante de uma matriz

ortogonal.

Proposigao 1.3.9. Se A ¢é ortogonal, entdo det(A) = +1.
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Demonstracdao. Seja A uma matriz n x n ortogonal. Como AAT = I, segue que
det (AAT) = det Adet AT = det I,.
Como det A = det AT e det I, = 1, ficamos com
(det A)? =1 <= det A = +1.

O

A proposicdo anterior nos diz que, se uma matriz A é ortogonal, ou det(A) = 1
ou det(A) = —1. As matrizes que se enquadram na primeira op¢ao fazem parte de um

importante conjunto, que serd um subgrupo de O(n). Tal conjunto é definido a seguir.

Definigao 1.3.10. Definimos como SO(n) o conjunto das matrizes n X n ortogonais de

determinante unitdrio.

SO(n) ={A € 0O(n)| det A =1} (L.7)
Considere, agora, uma matriz A € M,(C). Denotaremos por A* a sua transposta
conjugada.
Definicao 1.3.11. Uma matriz A n x n é dita unitdria se A* = A1,
Da mesma forma que fizemos com as matrizes ortogonais, podemos definir o con-
junto das matrizes unitdrias.

Definigao 1.3.12. Definimos como U(n) o conjunto das matrizes n X n unitdrias.

U(n) ={A € M,(C)| A € unitdria}

Com a operagao de multiplica¢io, U(n) é um grupo. Note que, quando n = 1,
temos o grupo U(1), que corresponde exatamente ao dos complexos unitarios.
Ademais, podemos definir um importante subgrupo de U(n), que também serd

utilizado mais adiante.

Definigao 1.3.13. Definimos como SU(n) o conjunto das matrizes n X n unitdrias de
determinante unitdrio.

SU(n)={AeU(n)| det A= 1}

1.4 ISOMETRIAS

Considere o espaco vetorial R" munido com o produto interno usual e com a norma

induzida pelo mesmo.



14

Definicao 1.4.1. Uma aplicacao h : R* — R" € uma isometria se, para todos u,v € R",
[[A(w) = A(@)]|] = [[u = 2]|

A proposicao a seguir nos diz como uma isometria se comporta com relacao ao

produto interno.

Proposicao 1.4.2. Seja h : R" — R"” uma aplicacao. Entdo, as sequintes afirmacoes sao
equivalentes:
(i) h € uma isometria e h(0) = 0.

(ii) h preserva o produto interno, ou seja, para todos u,v € R,

(h(u), h(v)) = (u,v).

Demonstracao. (i) = (ii): Seja h : R" — R” uma isometria tal que h(0) = 0. Entao,

Hh(u)H = Hh(u) - O)H = Hu— OH = HUH, para todo u € R". Temos que
[[h(u) = h(@)|]” = [|p@W)]|* = 2(h(u), h(v)) + ||p(0)]|* (1.8)
[ = ol[* = [[ul[* = 26, 0) + ][0l (1.9

para todos u,v € R™. Como as expressoes (1.8) e (1.9) sdo iguais, segue que

(h(u), h(v)) = (u,v).
(74) = (i): Temos que, para todos u,v € R",

[2(w) = h@)| [ = |[h(@)||* = 2(h(w), h(©)) + |[a()| [
= (h(w), k() — 2(h(w), h(v)) + (h(v), h(v))
= (w,u) = 2(u,v) + (v, 0)
= [l [* = 20w, 0) + | o[

= [Ju=l (110)
Além disso, segue de (1.10) que Hh(u) - h(O)H = Hu - OH = HUH = Hh(u)H Logo, h é
uma isometria e 2(0) = 0. O

Proposicao 1.4.3. Seja h: R — R" uma aplicacao sobrejetora. As sequintes afirmacdies
sao equivalentes:

(i) h € uma isometria e h(0) = 0.

(i) h é uma transformagao linear, e a matriz A tal que h(u) = A - u, para todo u € R,

¢ ortogonal.
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Demonstragao. (i) = (ii): Segue da Proposi¢ao 1.4.2 que h preserva o produto interno.

Entao, podemos escrever

(h(u+v), h(w)) = (u+ v, w) (1.11)
para todos u,v,w € R"”. Além disso,
(h(u) + h(v), h(w)) = (h(u), l(w)) + (h(v), h(w))

= (u,w) + (v,w)
= (u+v,w) (1.12)

De (1.11) e (1.12), temos que
{h(u +v), h(w)) = (h(u) + h(v), h(w)),
para todos u,v,w € R". Logo,
h(u + v) = h(u) + h(v).
Agora, dado k € R e u € R", temos que
(h(k-u),h(w)) = (k-u,w) =k - {u,w). (1.13)

Mas
(k- h(u), h(w)) =k - (u,w). (1.14)

De (1.13) e (1.14), segue que
h(k-u)=k-h(u).

Portanto, h ¢é linear. Ao fixarmos uma base ortonormal, existe uma matriz A € GL,(R)

tal que, para todo u € R",

h(u) = A - u.
Temos que, para todos u,v € R”,
(h(u), h(v)) = (Au, Av) = (u,v). (1.15)
Por outro lado,
(Au, Av) = Alu, Av) = AA (u,v). (1.16)

De (1.15) e (1.16), segue que AA" = I. Analogamente mostra-se que A'A = I. Logo, A é

ortogonal.

(]
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Teorema 1.4.4. Seja h : R™ — R"™ uma isometria. Entdo, existe um vetor ug € R™ e uma

matriz A € O(n) tal que, para todo u € R",
h(u) = A-u+ ug. (1.17)
Além disso, se h preservar a orientagao, entdo R € SO(n).

Demonstragao. Considere a aplicacao f: R" — R", f(u) = h(u) — h(0). Segue que:
(i) £(0) =0,

(ii) f é uma isometria, pois,

[17) = F@)[| = [Ih(w) = h(w)[] = [Ju—o]]

Pela Proposicao 1.4.2, temos que f é uma transformacao linear. Seja A a matriz repre-

sentando f na base canodnica. Entao,
fu)=A-u=h(u)—h(0) = h(u)=A-u+ h(0).

Tomando ug = h(0), chegaremos a expressao (1.17), o que conclui a demonstracao.

1.5 ALGEBRAS

Nesta secao falaremos de uma importante estrutura algébrica que serd utilizada
nesta dissertacao, que é a algebra. Para se obter uma &lgebra, é necessario um espaco
vetorial (sobre um corpo K, que aqui consideraremos como sendo R ou C) munido de

uma forma bilinear satisfazendo algumas propriedades.

Definicao 1.5.1. Seja V um espaco vetorial sobre K. Uma forma bilinear sobre V é

uma funcao bV x V. — K que satisfaz as sequintes propriedades:
a) b(avy + vo, w) = ab(vy,w) + b(vy, w), para todos vi,ve,w €V e o € K.
b) b(v, aw; + wy) = ab(v,w,) + b(v,ws), para todos wy,wy,v €V ea € K.
Se, além das propriedades acima, b satisfazer
c) b(v,w) = b(w,v), para todos v,w € V.
dizemos que b € uma forma bilinear simétrica.

Toda forma bilinear possui uma importante aplicagao associada a mesma, que ¢ a

forma quadratica.
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Definicao 1.5.2. Seja b uma forma bilinear simétrica. A forma quadrdtica associada

ab éa funcao q:V — K dada por

q(v) = b(v, v)

para todo v € V.

Proposicao 1.5.3. Seja b uma forma bilinear simétrica e q a forma quadrdtica associada

ab. Entao

b(ut, ) = glalu+v) — au — )]
para todos u,v € V.
Demonstracao. Temos que
1 1
Z[q(u+v) —qlu—2)] = Z[b(u+v,u+v) —b(u —v,u —v)]
1

= —[b(u,u+v) + b(v,u+v) — blu,u— v) + b(v,u — v)]
= —[b(u,u) + b(u,v) + b(v,u+v) — b(u,u) + b(u,v) + b(v,u — v)]
= —[b(u,v)+ b(v,u) + b(v,v) + b(u,v) + b(v,u) — b(v,v)]

[b(u,v) + b(v,u) + b(u,v) + b(v, u)]

- 4b(u,v)

A S i S e S Bl =N SN

(u,v).

Exemplo 1.5.4. Um exemplo cldssico de forma bilinear em R"™ € o produto interno:

b(u,v) = (u,v) = Zuzvz

A forma quadrdtica associada ao produto interno € o quadrado da norma induzida pelo

mesmo:
2
a(u) = |ul["
Passemos para a definicao de algebra:

Definicao 1.5.5. Seja A um conjunto nao vazio, K um corpo e b : A x A — A uma

aplicagao bilinear. Dizemos que a tripla (A, +,0) é uma filgebra sobre K se:
(1) (A,+) € um espaco vetorial sobre K ;

(2) Para todos a,b,c € A temos b(a, b(c,d)) = b(b(a,b),c).
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Se a forma bilinear b for simétrica, dizemos que A é uma algebra comutativa.

Se existir 1 € A tal que b(1,a) = b(a,1) = a para todo a € A, A é dita uma
algebra unital.

Se todo elemento a € A, tal que a # 0, possuir um elemento inversivel, ou seja,

a! e Atal que b(at,a) =b(a,at) =1, A ¢ dita uma élgebra de divisao.
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2 ROTACOES

Neste capitulo mostraremos os conceitos bésicos e os aspectos geométricos que
geram a ideia de rotacao no plano e no espaco. Apresentaremos as matrizes relacionadas
as rotagoes e a relacao que ha entre os niimeros complexos e as rotacoes no plano. Além
disso, faremos uma breve abordagem sobre o conjunto dos movimentos rigidos no espaco,
no qual a rotacao se insere.

Por convencao, usaremos angulos positivos para indicar rotagoes no sentido anti-

horario e negativos para indicar rotacoes no sentido horario.

2.1 ROTACOES NO PLANO

Uma rotagao no plano pode ser unicamente determinada por um nimero real, que
¢ o angulo de rotacao.

Seja @ = (z,y) um vetor em R?. Vamos criar uma fun¢io
Ry:R* — R?

. —> —> —
que associa, a cada vetor @, um novo vetor U = (x1,y;) que corresponde ao vetor u
rotacionado de um angulo # radianos em torno da origem, como mostra a Figura 3.

Vamos definir também

Ro={Ry |0 € R},
o conjunto das rotacgoes no plano.

Yy

g

Figura 3: Rotacao do vetor u em torno da origem

Para determinar a lei de formagao da funcao Ry, vamos estabelecer algumas relacoes
. s, . S ~ wd —> . ~
trigonométricas nos triangulos retangulos formados pelos vetores u e v e pelas projecoes

de suas coordenadas nos eixos, conforme mostra a Exemplo 4. Seja a o angulo formado
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— . , — —
por @ e oeixo x e 7 o modulo de @ (e de V).

Y
nh+------- U:RQ(U)
T
T4 !
0 ! '
o L
T xT x

Figura 4: Coordenadas de uw e ¢

Observando a Figura 4, podemos estabelecer as seguintes relacoes:

r =TCosc

(2.1)
Yy =rsena

x1 =71cos(f + a) 2.2)

y1 = rsen(d + a)

Usando a férmula da soma de arcos, (2.2) pode ser reescrita como

x1 = rcosfcosa — rsenfsen o

1y = rsenfcosa + rcosfsena.

x1 = (rcosa)cosf — (rsena)senf

(2.3)

y1 = (rcosa)send + (rsena) cosé.

Substituindo (2.1) em (2.3), obtemos

1 =xcosf —ysend
' Y (2.4)

y1 = xsenf + ycosb.

De (2.4), podemos concluir que
Ry(z,y) = (xcosf — ysenh, xsend + ycosb).

E facil ver que Ry é uma transformacao linear. Logo, podemos escrever a matriz
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dessa transformacao na base canonica do plano:

cosfl —senf
Ry = ) (2.5)

senf  cos#
Pelo Exemplo 1.3.6, Ry é ortogonal. Além disso,

cosl —senf 5 5
=cos“f +sen“ld = 1.

det(RQ) =

senfd cosb

Concluimos que Ry € SO(2) para qualquer angulo § € R, ou seja Ry C SO(2).
Agora, vamos mostrar que R, é um subgrupo de SO(2). Para isso, precisaremos

dos resultados a seguir.

Proposicao 2.1.1. Sejam Ry, R, € Ro. Entao
R@ o) Ra = Ra o) R@ = R9+a.

Demonstrac¢ao. Calculando Ry o R,,, obtemos:

cosfl —senf cOoSQy —sen

R@ o) Ra =
senfd cosf sena  cos«
cosacos —senflsena —senacosf — cosasend
senfcosa + cosfsena —senfsena + cosbcosa
cos(f + a) —sen(d+ a))

sen(f+a) cos(f+ a)

= R9+a .

O calculo de R, o Ry ¢é feito de maneira analoga. O

Pela Proposicao 2.1.1, podemos escrever

R@ o) R,Q = RQ,Q = Rg.

cos0 —sen0 1 0
Ry = = =17
sen0  cosO 0 1

Analogamente, R 40 Ry = I. Portanto, R 4 = R;l.

Mas

Entao, para quaisquer angulos 8 e a, temos que

RyoR,' =Ry o € Ry,
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o que nos garante que Ry ¢ um subgrupo do grupo SO(2).
Na verdade, o grupo das rotacoes no plano é mais do que apenas um subgrupo de

SO(2). A seguir, mostraremos que os dois grupos sdo iguais.
Teorema 2.1.2. SO(2) = R..

Demonstragao. Vimos, anteriormente, que Ry C SO(2). Falta mostrar apenas que SO(2) C

Ro. Para isso, considere uma matriz A € SO(2):

A:C Z).
=) ()

o que nos da a =d e b = —c. Logo, podemos escrever

Az(Z ‘j).

Como A € SO(2), A possui determinante igual a 1. Logo,

Entao AT = A™!, ou seja,

det(A) =a® +b* = 1. (2.6)
De (2.6), existe um angulo # € R tal que a = cosf e b = sen . Portanto,
cosf —senf
A — - R@,
senf cos#
o que implica A € R, e, consequentemente, SO(2) C R,. Com isso, fica demonstrado que

A partir de agora, portanto, podemos citar o grupo SO(2) sempre que quisermos

nos referir ao conjunto das rotacoes no plano.

2.2 NUMEROS COMPLEXOS E ROTACOES

Nesta secao veremos como ¢ possivel descrever as rotagoes no plano através dos
numeros complexos.

Considere o numero complexo

z=a+bi. (2.7)
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Da Algebra, sabemos que hd um isomorfismo de anéis entre € e R% Ou seja, (2.7) ser
visto como um vetor Z = (a,b) no plano R? como mostra a Figura 5. Neste plano
(chamado de plano de Argand-Gauss ou plano complezo), o eixo x é chamado de eixo real

(Re) e o eixo y é chamado de eixo imagindrio (I'm). O angulo 6 formado pelo vetor 7 e

o eixo real é chamado de argumento de z.

Im,

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1

| >
a

Re

Figura 5: Representagao de 2 = a + bi no Plano de Argand-Gauss

Utilizando relacoes trigonométricas na Figura 5, podemos estabelecer as seguintes
relacoes:

a = |z|cosf (2.8)

b= |z|senf (2.9)

Substituindo (2.8) e (2.9) em (2.7), obtemos:

z = |z|(cos € + isend) (2.10)

A expressao (2.10) é denominada forma trigonométrica de 2.

Proposicao 2.2.1. Sejam z = |z|(cosf + isenf) e w = |w|(cos o + isen a) numeros com-

plexos. Entao

2w = |zwl|[cos(f + a) + isen(d 4+ «)].

Demonstracao.

z-w = [|z](cosf +isenB)|[|w]|(cos a + isen )]
= |z]Jw|(cos @ + isen#)(cosa + isena)
= |zw|(cosfcosa +icosfsena + isenfcosa — senfsena)
= |zw|[(cosf cosa — sen B sena) + i(cos #sen o 4 sen @ cos a)]

= |zw|[cos(f + a) 4+ isen(d + a)].
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Proposicao 2.2.2. Seja z = |z|(cosf + isen ) # 0 um nimero complexo. Entdo

= %[COS(—Q) + isen(—6)].

1
Demonstragao. Seja w = H[COS(—Q) + isen(—0)]. Entao:
z

1
zrw = [|z|(cos€+isen9)]{W[COS(—9)+isen(—9)]}
2
= M cosf + isen 8)|cos(—8) + isen(—0
2|
2
= (cosf+isenf)(cos# — isend)
= cos’f —isenfcosf + isenfcost + sen’d

= cos?6 + sen’d

= 1.

De maneira andloga, mostra-se que w - 2z = 1. Logo, w = 2 1. ]

Um nimero complexo também pode ser visto como uma transformacao linear no

plano. Para isso, considere a seguinte funcao:

¢: € — MR

) a —b
a+bi —> (2.11)
b a

Proposigao 2.2.3. ¢ é um homomorfismo de dlgebras injetor entre C e My(R).

Demonstracdo. Sejam 2z = a + bi e w = ¢ + di dois nimeros complexos. Entao:

ozt w) = a+c —(b+d)>

b+d a-+c
B at+c —b—d
b+d a-+c
a —b c —d
= +
b a d ¢

—bd —(ad+b
o(z-w) = [ (ad +be)) (2.12)
ad + be ac — bd

Além disso,
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Mas

a —b c —d
s = (0

_ (ac —bd —(ad+ bc)) ‘ (2.13)

ad + be ac — bd

De (2.12) e (2.13) segue que p(z - w) = p(z) - p(w), o que conclui a prova de que  é um

homomorfismo de dlgebras. Por fim, mostremos que ¢ € injetora:

a —b c —d
p(2) = plw) = (b a>=<d C)

= ag=ceb=d
= ag+bi=c+di
—

Z=Ww.

Portanto, ¢ é um homomorfismo injetor entre C e Ms(R). O

Gracas a Proposicao 2.2.3, podemos ver um numero complexo como uma matriz
2 X 2, que é uma transformacao linear no plano.
J& temos condigoes de descrever as rotagdes por meio de nimeros complexos. To-

mando z =a + bi e w = ¢ + di, sabemos que

z-w = (a+bi)(c+di) =ac—bd+ (ad + be)i. (2.14)

a —b
Agora, vamos ver z como a transformacao linear dada por ¢, isto é, ( , € W COmo
b a

c
o vetor coluna ( ) Entao
d

a —b c ac — bd
S I T Y G 219

Ou seja, (2.15) mostra a expressao (2.14) vista como um vetor no plano.
A seguir, vamos restringir a fun¢do ¢ ao conjunto U(1) dos complexos unitérios,

visto na defini¢do 1.1.4. Se z € U(1), entéo z = cos# + i senf para algum 0 € R.

P U(1) —  M(R)
cosfl —sen 9)

(2.16)
senfd cosf

cosf +isenf —— (
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Podemos notar que (2.16) corresponde a matriz de rotacio Ry da expressio (2.5). Entao
o conjunto imagem de @ restrita a U(1) é o subgrupo SO(2), que corresponde as rotagoes
no plano conforme demonstrado no teorema 2.1.2. Isso quer dizer que multiplicar um
nimero complexo w por um numero de modulo unitario z significa, do ponto de vista
geométrico, rotacionar o vetor correspondente a w de um angulo 8, que ¢é o argumento de

z. Para finalizar a se¢@o, mostraremos que U(1) e SO(2) sdo isomorfos.
Proposicao 2.2.4. ¢ : C — SO(2) induz um isomorfismo entre U(1) e SO(2).

Demonstracao. Vimos, pela Proposicao 2.2.3, que ¢ é um homomorfismo injetor entre C
e M>(R). Entéo ¢ restrita a U(1) também serd um homomorfismo injetor, agora entre
U(1) e o contradominio, que é SO(2). Basta provar, portanto, que ¢ ¢é sobrejetora. De
fato, dado R, € SO(2), existe © = cosa +isena € U(1) tal que p(z) = R,. Logo, ¢ é

sobrejetora e, portanto, um isomorfismo entre U(1) e SO(2). O

2.3 ROTACOES NO ESPACO

Na secao 2.1 vimos que, para rotacionar um vetor no plano, multiplicamos esse
vetor por uma matriz de rotacao. A mesma coisa pode ser feita para rotagdes no espaco,
como veremos nesta secao.

Considere F = {7, 3,3}, em que &; = (1,0,0), &5 = (0,1,0) e &3 = (0,0,1). E ¢
a base canonica de R?. Seja @ = (z,¥, 2) um vetor em R?. Da mesma forma que fizemos
na secdo 2.1, vamos criar uma funcio Ry 7 : R® — R? que associa, a cada vetor u,
um novo vetor ¥ = (x1,y1,21) que corresponde ao vetor ¥ rotacionado de um angulo
0 radianos em um plano 7, perpendicular a um vetor 7, o qual chamaremos de eixo de
rotacao.

Definiremos o conjunto das rotacoes no espacgo da seguinte maneira:

Rs={Ry»|0 € R, 7 c R*}.

Proposicao 2.3.1. Ry » : R® — R? € wma transformacao linear.

—
P

~ ~ — — —>
Demonstragdo. A rotagao Ry 7 fixa um vetor 7 em R? e um plano 7 L 7. Tome 77 = ‘j
7|
. — = N . — — .
e dois vetores 73 e 73 unitarios e ortogonais, de modo que {73,735} sejam uma base para o
. — —> = .
plano w. Com isso, temos que 3 = {77, 73,73} é uma base ortonormal de R?®. Considere,

. ~ —
portanto, o sistema (2,9, 2') em relagdo a 5. Dado @ = (2/,v/,2), vamos calcular as
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coordenadas de ¥ = (21,41, 2;) = R, »(¥) em funcao de 2/, ¢’ e z":

Yy =1y cosf — 2 senf (2.17)

21 =y senf + 2 cos .

De (2.17), chegamos a conclus@o de que Ry 7 é uma transformagao linear. Ademais, a

matriz da transformacao na base 5 é dada por

1 0 0
[Rog#]s=10 cosf —senb

0 sen8 cosb

O

Exemplo 2.3.2. Considere a rotacdo do vetor @ = (x,y,z) em torno do eizo Ox por um

angulo de 6, como mostra a Figura 6.

Figura 6: Rotacao do vetor @ em torno do eixo Ox

N .
Vamos calcular as coordenadas do vetor v = (x1,vy1,21) em funcdo de x e z:
? ? 2
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xr1 =
y1 = ycosH — zsen b

z1 =ysenf + zcosd.

Ry (x,y,2) = (x,ycosl — zsenb,ysend + zcosl).
Portanto, a matriz de rotacio em torno do eizo Ox na base canonica do R? ¢ dada

por
1 0 0

[Role =10 cosf —send |. (2.18)
0 senf cosf

. — .
Exemplo 2.3.3. Agora, vamos rotacionar o vetor u em torno do eixo Oy, como mostra a

Figura 7.

Figura 7: Rotacao do vetor «# em torno do eixo Oy

1 =xcosf — zsenb

Yy =y

2y =xsenb + zcosb
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Ry (x,y,2) = (xcosf + zsenb,y, —xsenf + zcosb).

Temos, entdo, a matriz de rotacao em torno do eixo Oy:

cos 0 senf
[Royle = o 1 o0 |- (2.19)

—senf 0 cos@

Exemplo 2.3.4. Finalmente, vamos rotacionar o vetor uw em torno do eixo Oz, como

mostra a Figura 8.

I'V4

Figura 8: Rotacao do vetor @ em torno do eixo Oz

xr1 =xcosl —ysenb
y1 = xsenf + ycosb

21 =2

Ry.(z,y,z) = (xcost —ysend, xsenf + ycosb, z).

Temos, entao, a matriz de rotacao em torno do eizo 0z:

cosl —senf 0
[Ro.lp = | senf® cosf 0. (2.20)
0 0 1
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E fécil ver que as matrizes (2.18), (2.19) e (2.20) sio ortogonais e de determinante
igual a 1. Logo, elas pertencem ao grupo SO(3).
Agora, vamos rotacionar o vetor @ arbitrariamente pelo espaco, em torno de um

. —> ~ . . . ~ . .
eixo 7 por um angulo #. A Figura 9 ilustra a situacao descrita acima.

cnaeneEs

Figura 9: Rotacao em torno de um vetor r arbitrario

. . —> ~
Podemos rotacionar um vetor qualquer em torno do eixo 7 com um angulo 6

efetuando-se os seguintes passos:

. . —> ~ . . 7. .
19) Rotacionar o eixo T para fazé-lo coincidir com o eixo Oz;
29) Rotacionar ao redor do eixo Oz pelo angulo 6;

. —_> N .~ . . ~ .
39) Colocar o eixo 7 de volta & sua posi¢ao original, desfazendo as rotagoes feitas no

primeiro passo.

. ~ . — ~ . P

Vamos descrever, com mais detalhes, as rotagoes feitas com 7 para faze-lo coincidir

. . — —

com o eixo OJz. Sem perda de generalidade, podemos supor ‘ T ‘ = 1. Vamos expressar r

no que chamamos de coordenadas esféricas. Para isso, seja a o angulo formado entre o
. oy . ~ —> ~ —> .

eixo Oz positivo e a projecao de 7 no plano zy e 5 o angulo formado entre r e o eixo

Oz positivo. A Figura 10 ilustra esta situacao.
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‘Z

Figura 10: Coordenadas de 7

T s, , .
O vetor unitdrio 7, em coordenadas esféricas, é expresso da seguinte forma:
’ ’

sen f3 cos
T =|senfsena | - (2.21)
cos 3
Proposigao 2.3.5. 7" = R, . o Rz ,(€3).
cos 0 senpf sen [
Demonstragao. Sabemos que Rg, = 0 1 0 |. Entao, Rgy(e3) = 0
—senf3 0 cospf cos f3
Portanto,
cosa —sena 0 sen 3 sen [3 cos a
Ro.o Rgy(€3) = | sena  cosa 0 0 = | senFsen
0 0 1 cos f3 cos 3

O

Com isto, podemos descrever a rotacao Ry como a composicao das seguintes
transformacoes:

R@? = Rmz o) R@y o) R@Z o) R,@y o) R,QVZ. (2.22)

Acabamos de decompor uma rotacao arbitraria no espaco em cinco rotacoes em
torno dos eixos. Como tais rotagdes séo elementos de SO(3) e este é um grupo, qualquer
composicao destas rotagdes também serd um elemento de SO(3), o que implica Ry » €

SO(3). Concluimos, portanto, que toda rotagao no espago é um elemento de SO(3), ou

seja, Rs C SO(3).
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Para finalizar esta secao, mostraremos que o conjunto das rotagdes Rs é exata-
mente igual ao conjunto SO(3), concluindo, portanto, que R3 é um grupo. Mas antes,

demonstraremos trées resultados que serao importantes para a prova que vem na sequéncia.
Lema 2.3.6. Seja A € O(n). Entao seus autovalores reais sio 1 ou —1.

Demonstra¢do. Seja A um autovalor de A e v € R", v # 0 um autovetor de A associado

a A. Por um lado, temos
(Av, Av) = (Av, \v) = N (v,v) = )\2“@2“. (2.23)
Por outro lado, como A € O(n),
(Av, Avy = (v,v) = HvzH (2.24)
De (2.23) e (2.3), segue que
||| = [|2?]]- (2.25)
De (2.25) e v # 0, temos que A? = 1, ou seja, A = +1, o que conclui a demonstragio. [
Lema 2.3.7. Seja A € SO(3). Entdo um de seus autovalores € igual a 1.

Demonstra¢do. Sejam A1, Ay e A3 os autovalores de A. Entao, eles sao raizes do polinémio
caracteristico p(A) = det(A — M), que é do terceiro grau. Portanto, ou este polinémio
possui apenas uma raiz real ou as trés raizes sao reais. No primeiro caso, poderiamos
supor A; real (sendo igual a 1 ou a —1, pelo lema 2.3.6) e A3 = ). Dessa maneira,

terfamos

1l=det A= )\1)\2)\3 == )\1)\2)\_2 == )\1|)\2|2.

Como |\z]? > 0, A\; nao pode ser —1, o que nos leva a A; = 1. No segundo caso, pelo
lema 2.3.6, cada autovalor é igual a 1 ou a —1. Como A ;A3 = 1, seria impossivel que os

trés autovalores fossem iguais a —1, o que obriga a ter, pelo menos, um autovalor igual a

1. ]
a b 0 )
Lema2.3.8. Se A= |c a4 0| €S0(3), coma,b,c,d € R, entio A = (a ) € SO(2).
c d
0 01

Demonstracdo. Por hipdtese,
a ¢ 0 a?+ 1 ac+bd 0
AA'=1c d 0| |b d 0| =]ac+bd a*+1* 0| =1I.
0 0 1 0 0 1
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ac+bd a®+b*

At — a b a ¢ _ a’ +b* ac+bd ‘
c d b d ac+bd a?+b*

Analogamente, A'A = I,. Ademais,

2 | 2
+b + bd
Portanto, (a e ) = I,. Mas

det A = ad — be = det A.
Como det A = 1, por hipétese, segue que det A = 1. Portanto, A € SO(2). O
Passemos, portanto, para o teorema:
Teorema 2.3.9. SO(3) = Rs.

Demonstragao. Falta mostrar, apenas, que SO(3) C R3 Para isso, seja A € SO(3). Pelo
lema 2.3.7, seja ¥ um autovetor de A associado ao autovalor 1 tal que ‘ ‘ 7;" ‘ = 1. Podemos

- ‘. .
expressar o vetor v em coordenadas esféricas, assim:

sen f3 cos
T =|senfBsena |,

cos 3

em que « e 3 sao os angulos obtidos na situacao analoga a da Figura 10. Pela Proposicao

2.3.5, U = Ra,. o Rgy(€3). Considere V = {07, 73, U3}, formado pelos seguintes vetores:

cos 3 cos «

U1 = Ra.oRgy(e1) = | cosfsena
—sen 3

—senq

v = Ra.oRgy(&)=| cosa

0

sen 3 cos «

= R,.o0 Rﬁ,y(e_?:) = | sen fFsen

cos 3

E facil ver que HT;{H =1, para todo i = 1,2,3, e que (7;,7;) =0 quando ¢ # j. Portanto,

V' é uma base ortonormal para R?. Além disso, note que

(Ao, v3) = (Avl, Avz) = (01,03) =0
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(A3, 13) = (A3, At3) = (03,73) =0

Portanto, a matriz A, na base V pode ser escrita na forma

a b 0
Aly=1¢c d 0]. (2.26)
0 0 1

c d
v € (2.26) pode ser reescrito como

~ a
Pelo lema 2.3.8, A = ( ) € SO(2). Logo, A é uma matriz de rotagdo de um angulo

cosy —senvy 0
[Aly = | seny cosy 0] =R,..
0 0 1

Seja R = R, .0 R, R ¢amatrizde mudanca da base canonica I para a base V. Vamos

escrever a matriz A na base canonica;
[Alg = R[AlyR ' =R,.0Rs,0R,.0oR 5,0R ,.=R, 2. (2.27)

De (2.27), segue que a matriz A descreve uma rotacao de um angulo v em torno do vetor ¥
em R?. Com isso, concluimos que A € R3 e que, portanto, o conjunto SO(3) corresponde

ao das rotagoes no espaco, e que este é um grupo. Il

Daqui para frente, citaremos o grupo SO(3) sempre que precisarmos nos referir ao

grupo das rotagdes no espaco.

2.4 MOVIMENTOS RIGIDOS NO ESPACO

Agora que provamos que o grupo SO(3) corresponde ao das rotagoes em R, po-
demos dizer que uma transformacgao 7' : R?> — R? é uma rotagao se existir R € SO(3)
tal que, para todo T € R?,

T(T) =R-T.

Ve . . Ve ~ . . —
Além disso, dizemos que T serd uma translacdo se existir ¢ € R? tal que, para

todo ¥ € R?,
T()=T+1
As rotacoes e translacoes em R? sdo considerados elementos do conjunto dos mo-

vimentos rigidos em R?.
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Definicao 2.4.1. Uma transformacdio T : R? — R? é um movimento rigido se preserva

a orientacdo e, para todos W,V € R?,
|7(@) = T@)|| = |7 - 7.

Geometricamente falando, um movimento rigido é uma transformacao que preserva
a orientacao e a distancia entre os vetores. Note que, pela definicao 1.4.1, todo movimento
rigido é uma isometria.
O conjunto dos movimentos rigidos em R? é um grupo, e seré denotado aqui como
SE(3).
SE(3) = {T: R®> — R*|T ¢ um movimento rigido}

A seguir, temos um importante teorema que remete a caracterizacao de um mo-
vimento rigido no espaco. Este teorema nos garante que, se uma transformacao 7' é um
movimento rigido em R?, ela pode ser “decomposta” em uma rotacdao e uma translacao.
Como um movimento rigido é uma isometria, este teorema ja foi demostrado na segao 1.4

para o caso geral. Enunciaremos aqui a versao do teorema para R3.

Teorema 2.4.2. Seja T : R® — R? um movimento rigido. Entdo eristem R € SO(3) e
T € R? tais que, para todo U € R?,

-
t

T(?)=R-7+
Demonstracao. Segue do teorema 1.4.4. (Il

Diante do resultado acima, podemos adotar a notagao T, 7 para um movimento

rigido:
To7(T)=R- T+t

oy
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3 0 CONJUNTO DOS QUATERNIOS

Neste capitulo, falaremos da estrutura algébrica do conjunto dos quatérnios, deno-
tado por H. Apresentaremos as caracteristicas basicas desta estrutura e alguns resultados
importantes, além de uma aplicacao que atuard nos quatérnios e serd indispensavel para
codificar uma rotacao no espaco por meio dos mesmos.

Falaremos também dos quatérnios duais e de como eles sao utilizados para codificar

um movimento rigido no espaco.

3.1 DEFINICAO E PROPRIEDADES

Iniciamos, portanto, pela definicao do conjunto:

Definicao 3.1.1. O conjunto dos quatérnios, representado por H, fica definido como
H = {q0 +C]1Z+C]2J +q3k|% < sz = 17273}7
em que i, j e k sao tais que

==k =ijk=—1 (3.1)

Podemos montar uma tabela de multiplicagoes entre i, j e k. Para comegar, mul-

tiplicamos (3.1) pelos mesmos, a direita e a esquerda:
ijk=—-1=ijk’= k= —ij=-k=ij=k (3.2)

ijk = -1 = i’jk = —i = —jk = —i = jk =1. (3.3)
De (3.2), temos:
ij =k = i*j =ik =ik = —j
ij=k =i =kj = kj = —i.

De (3.3), temos:
jk =i = j*k = ji = ji = —k. (3.4)

De (3.4), temos:

ji=—k= ji’= —ki=—= —j = —ki = ki = j.

Portanto, a tabela fica da seguinte forma:
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i Gk
i -1 k —j
il—-k -1
k| j  —i -1

Tabela 1: Tabua de multiplicacoes entre 7, j e k

Estas multiplicagdes também podem ser representadas graficamente, como mostra
a Figura 11. O sentido da seta indica o produto positivo e o sentido contrario, o produto

negativo.

1

O

Figura 11: Multiplicacao entre 7, j e k

Dados ¢ = gy + g1t + g2J + qzk e r = 19 + 117+ 12 + 73k, as operagoes em H ficam

definidas da seguinte forma:
e Adicao:

qg+r = (@o+ @i+ qj+qk)+ (ro+ri+ryg+rsk)
= (qo+7ro)+ (@ +7m)i+ (g2 +72)j + (g3 +73)k.

e Multiplicagao por escalar (a € R):

ag = alg+ @i+ @J + k) = ago + aqii + agaj + agsk.

e Multiplicacao:

g7 = (qo+qi+qj+qsk)- (ro+rii+ryj+rsk)

= qoro + qorii + qoraj + qorsk + quroi + qurii® +
+quraij + qursik + qared + qarLji + qaraj’ +
@orsjk 4 qsrok + qsriki + qsrakj + qsrak?

= Qoro + qor1i + Gor2j + qorsk + qirot — i1 +
+aqirek — qirsj + qaroj — gk — qora +
Q2r3t + q3rok + qari) — garei — qar3

= (qoro — qir1 — @12 — g373) + (Qor1 + 170 + qors — gar2)i +
+(qor2 — @173 + qoro + gsr1)j + (qors + qir2 — gor1 + gaTo) k-
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Com as operagoes acima, H tem as seguintes propriedades:
Associatividade da soma: p+ (¢ + 1) = (p+ ¢) + r, para todos p,q,r € H;
Comutatividade da soma: ¢ +r = r + ¢, para todos ¢q,r € H;

Existéncia do elemento neutro da soma: existe 0 = 0+ 0i + 05 + 0k € H tal que
q¢+0=0+ q = q para todo ¢ € H;

Existéncia do elemento oposto: para todo ¢ = a + b1 + ¢j + dk € H existe qz =
—a—bi—cj—dkeHtalque g+ (—¢) =—q+q¢=0;

Associatividade do produto: p- (¢-7) = (p-q) -, para todos p,q,r € H;

Existéncia do elemento neutro do produto: existe 1 =1+ 0z + 05 + 0k € H tal que
q-1=1-q=q paratodo qg € H;

Existéncia do elemento inverso: para todo g € H, ¢ # 0, existe ¢t € H tal que

q-¢gt=q' q =1 para todo ¢ € H (mais adiante veremos a validade desta

propriedade e calcularemos ¢ 1);
Distributividade do produto em relagao a soma: para todos p,q,r € H devemos ter:

e p-(g+7r)=p-q+p-r (distributividade a direita)

e (p+q)-r=p-r+q-r (distributividade a esquerda).

Com as operagoes e propriedades acima, H forma uma &lgebra nao comutativa.

Vamos determinar o centro de H, ou seja, o subconjunto de H formado por todos os

elementos que comutam na multiplicacdo. Se ¢ = qq + 17 + ¢2J + g3k pertence ao centro

de H, podemos dizer que

qi=1q¢ = qoi —q — @k +q3] = qot — @ + @2k — g3

= —@k+@j=q@k—q3j

= —Q@2=@q2¢€¢3= —q3

— @ =q¢g =0 (3.5)

Além disso,
q] =79 = qoj +qk—q —qi=qj]— qk—q + g3

= —qk+qi=qk—qs

= —q1=q € {g3= —q;3

= q=q3=0 (3.6)
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gk =kq = qk—qJ+ @i —q=qk+qj]—qt—q
= —qiJ + @t =q] — @1
= —q1=q1¢eqg2= —q

— ¢ =¢@=0 (3.7)

e, para = € R,

qr =29 = Qo+ qri+ @rj+ ek = xq0 + rqri + v + 23k

De (3.5), (3.6), (3.7) e (3.8), temos que ¢ é um numero real. Concluimos, portanto, que

o centro de H ¢ R.

Assim como no corpo dos ntimeros complexos, podemos definir a conjugacao para

a algebra dos quatérnios:

Definicao 3.1.2. Seja ¢ = qo + q1i + q2J + g3k um quatérnio. O conjugado de q € o

quatérnio

q=qo— qit — ¢ — q3k.

Temos o seguinte resultado envolvendo o conjugado de um quatérnio.

Proposicao 3.1.3. Sejam q,r € H. Entdoq+r=q+7eq-7r=T7-7.

Demonstracdo. Sejam q = qo + q11 + q27 + qsk e ¥ = rg + r1t + roj + rsk. Entao:

g+r = (qo+ro)+(q+7r)i+(g2+r2)j+ (a5 +73)k
= (qo+r0) = (q1 +711)t — (g2 +72)j — (g5 +13)k
= (g0 — @17 — g2 — qzk) + (1o — rii — roj — 13k)
— 7+7.
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T = (qoro — 11 — Q272 — q313) + (QoT1 + Q170 + QT3 — q37ra2)i+

L)

+(qor2 — @173 + goro + gsr1)j + (qors + qir2 — gor1 + gaTo)k
= (goro — @11 — Gor2 — q3r3) — (Qor1 + Q170 + Qa3 — q3r2)i —
—(qor2 — qurs + qaro + q3r1)J — (qor3 + @12 — Gor1 + gsTo)k
= qoTo — Q171 — Q272 — 373 — GoT1l — 1Tl — QaT'3l + 372l —
—qor2] + q173) — G2T0] — q371] — QoTsk — qirok 4 qerk — gsrok
= ToQo — T1q1 — T2q2 — T'3G3 — T1QoT — Toq1l — T3q21 + 231 —
—7T2q0] + r3q1J — ToG2] — 193] — T30k — roqik + 11gek — rogsk
= (ro — i —roj —13k)(q0 — @i — q2J — q3k)

= 7.3

O

Definicao 3.1.4. Seja ¢ = qo + q1i + ¢2J + sk um quatérnio. Definimos a norma de q

como sendo

||a|| = \/CJ%HJ%HJ%HJ%-
Proposicao 3.1.5. Seja ¢ € H. Entdo Hq‘ ‘2 =qq =1q.

Demonstracao. Seja g = gy + q11 + q27 + q3k. Entao

q7 = (q+qi+qj+ak)(e — @i — goj — g3k)
= (G+E+E+6) + (—q0n + Qg — 00 + §36:)1 +
(=g + 0143 + @200 — B@1)J + (=@ — 1@ + @0 + @390)k

= @@ +aGta

_ 2

= |lglI"
Analogamente mostra-se que gq = Hq‘ ‘2. (Il
Proposicao 3.1.6. Sejam q,r € H. Entdo HCJTH = HqH . HTH

Demonstracao. Pelas Proposicoes 3.1.3 e 3.1.5,

lg-r[|" = q-r-77

2
= q-||r|]"-7
= ¢-3- |7

2 2
= [lall*- [l
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Logo, |[a-r[| = [|a]| - ||r[|- R
Definicao 3.1.7. O subconjunto dos quatérnios inversiveis é definido por
H*={gcH|Iqg ' 'cH:q¢ ' =qqg=1}.
Temos, também, o subconjunto dos quatérnios nao-nulos, definido como
H* = {q € H[q # 0}.

Note que H* = H*.

Se ¢ = qo+ q1i + 27 + gsk # 0, pelo menos um de seus componentes ¢ diferente

de zero, o que implica HqH # 0. De gq = Hq‘ ‘27 temos que qH qH2 = 1. Podemos, entao,
q
escrever o inverso de um quatérnio g como
qil = d 7
al|

Logo, H pode ser considerada uma algebra de divisao sobre R.

Definicao 3.1.8. O subconjunto dos quatérnios unitdrios é definido por

Sp(1) = {g € H|||q|| = 1}.

De maneira andloga ao que foi feito na segao 1.1, Sp(1) pode ser interpretado, do
ponto de vista geométrico, como a esfera S* em R*. De fato, se g = gy + qui + q2j + g3k €

Sp(1), entao g3 + ¢% + g3 + g5 = 1. Portanto, podemos escrever:

S¥={q=qo+qi+qj+aeklqgcSp(l)}

Para encerrar esta secao, apresentaremos uma importante classe de transformacoes
lineares que atuarao sobre os quatérnios e serao fundamentais para definir a sua relagao

com as rotagoes no espago: as conjugacoes.

Definicao 3.1.9. Seja ¢ € H*. Definimos como a conjugagcao por q a func¢ao

Adg: H — H
oo qrq

Proposicao 3.1.10. Sejam p,q € H*. Entdo:
a) Ad, € uma transformacdo linear.
b) Ad,(zw) = Ad,(2) Ad,(w) para todos z,w € H.

¢) Ad,oAd, = Ad,,.
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d) Ady corresponde a fungdo identidade em H.
e) (Ad,) ' =Ad, 1.
Demonstragao.  a) Sejam z,w € He A € R. Entao

Ad,(Mz+w) = q(Az+w)g?
= qhzq ' +qug !
= Agzq ' +qug
= AAd(2) + Ady(w).

Logo, Ad, é uma transformacao linear.
b) Sejam z,w € H. Entao

Ad,(zw) = qzwq !

= qzq 'qug !
= Ad,(z) Ad,(w).

¢) Seja z € H. Entao

(AdyoAdg)(z) = Ad,(Ady(2))

Logo, Ad, o Ad, = Ad,,.
d) Seja z € H. Entao

(Ad))(z) = 12171
= 1z1

Logo, Ad; corresponde a funcao identidade em H.
e) Pelo itens (¢) e (d), temos que

Ad,0Ad, 1 = Adg1 = Ady = Idg.
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Analogamente, Ad,—10Ad, = Idg. Logo, (Ad,) ' = Ad,1.

Pelos itens (a) e (e) da Proposi¢do 3.1.10, podemos concluir que Ad, é um auto-
morfismo de H, ou seja, é uma transformacao linear inversivel. Portanto, Ad, € GL(H), o
grupo das transformagoes lineares inversiveis em H. Entao, podemos considerar a seguinte

representacao do grupo H*, chamada de acao adjunta:
Ad: H* — GL(H)
g — Ad,.
Pelo item (c) da Proposicao 3.1.10, Ad é um homomorfismo de grupos entre H* e

GL(H).

3.2 NOTACAO VETORIAL DE UM QUATERNIO

Sendo ¢ = qo+q11+q27 +g3k um quatérnio, g é chamada de parte real do quatérnio

e q1t + q27 + g3k é a parte imaginaria do quatérnio. Denotamos da seguinte maneira:
Re(q) = q
Im(q) = qui+ q@j+ gk
Vamos considerar a seguinte fungao:
J: R? — H
(x,y,2) +— wit+yj+2k

Proposicao 3.2.1. § € uma transformacao linear injetora.

Demonstragdo. Sejam u,v € R?, u = (x1,y1,21) e v = (29,1, 22), ¢ A € R. Entao:

S Au+wv) = 0(Axy 4+ 22, A\yp + Y2, A2y + 22)
= (Azp+z2)i+ (Ayn +y2)i + (Mg + 22)k
= Mzyi 4 y1] + 21k) + (220 + yoj + 22k)
= Ao(u) +d(v).
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Além disso,

6(u) =06(v) = (21i+yj + 21k) = (220 + yoj + 22k)
= T1=T2, Y1 = Y2, 21 = 22

= u=u.
Logo,  é uma transformacao linear injetora. 1

A funcao § estabelece uma relacao entre R? e a parte imagindria de um quatérnio.

Ou seja, sendo g = qo + q17 + 27 + sk ¢ T = (q1, q2, q3) € R?, podemos escrever

q=q+06(q) (3.9)

No entanto, para facilitar a escrita, omitiremos § e passaremos a escrever a expressao (3.9)

CcOomo

4=q0+7. (3.10)

A expressao (3.10) mostra um quatérnio escrito em notagao vetorial.
Quando escritos na forma vetorial, a multiplica¢ao de dois quatérnios envolve pro-

duto interno e produto vetorial em IR?’7 CcOmo mostra a proposicao a seguir.

Proposicao 3.2.2. Sejam g = qg + Zf er=ry+ 7 dois quatérnios. Entdo
q-r=qro — (¢, 7))+ @7 +rod+qxT.

Demonstrac¢do. Da definicao da multiplicagao de quatérnios, segue que

g-r = (qoro— @71 — Gor2 — @373) + (Qor1 + quro + oz — @ar1)i +
+(gor2 — @173 + qoro + gsr1)J + (qors + qir2 — gor1 + gaTo)k
= qoro — (11 + qora + qsr3) +
+qo(r1? + 1o + 13k) + 1o(qui + gof + gzk) +
+(qars — gzr1)i + (—qurs + gsr1)j + (@2 — qar)k

= (goTo —<Z_[>,?>—|—C_I0?—|—TOZ]>—|—Z]}X?

Observe que
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3.3 QUATERNIOS E NUMEROS COMPLEXOS

Nesta secao apresentaremos a relacao que ha entre quatérnios e nimeros comple-
xos. Faremos também uma relacdo andloga a que fizemos entre o conjunto dos nimeros
complexos e o das matrizes quadradas de ordem 2.

E facil ver que o conjunto dos numeros complexos é uma subalgebra de H. De

fato, dado z = a + bt € C, segue que
z=a+bi+ 05+ 0k € H.

A seguir, vejamos que os quatérnios podem ser vistos como o espaco vetorial C?
sobre C:
H={:+wj|z,weC}

De fato, dado ¢ € H, temos que

q = Qo+ qi+qJ+ gk
= g+ qi+(g+qsi)]

z w

= z4 wj.

Além disso, dado p = 2 +wj, com z,w € C, é facil ver que o seu conjugado é dado
por

D=7 — wj.
Proposicao 3.3.1. Seja z € C. Entdio zj = jZ.

Demonstracao. Seja z = a + bi € C. Entao

zj = (a+bi)j =aj+ bk =aj—bji = ja— jbi = jla—bi)=jz

Dados ¢ = 21 +wij e r = 25 + wyj, com z;,w; € C, i = 1,2, temos:

g-r = (21 +wij)(z2+ waj)
= 2122 + 21waJ + wyj2e + wijws])
= 22+ 2 Waj + wiTgj + wi Wy’

= (2122 — W) + (z1w2 + w1 32)].
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Assim como foi feito na secao 2.2, quando estabelecemos um homomorfismo entre
C e M>(R), podemos fazer a mesma coisa entre H e M5(C). Para isso, considere a seguinte

funcao:

QO H — MQ(C)

) Z w
Z+w) +——
—w Z

Proposicao 3.3.2. Q2 € um homomorfismo injetor de dlgebras entre H e My(C).

Demonstracdo. Sejam q; = 21 + w1 j € g = 2o + wyj dois quatérnios. Entao:

21+ 22 w1 + Wo
Uy +q) = ( )

(wy +wa) 21+ 22

21 w1 29 (1%]
= R o
—wp 2 —Wy 22

Qq1) + Qgo).

Além disso,

Z1Zp —unWy  zZWo + W12y
Uq-q2) = — —
—(21we + w1 Z3) 2129 — W1TWa
B 2120 — W Wy 2 W2 + W12y (3.11)
—Z Wy — W12y 2123 — W1Wa . .
Mas
21 w1 Z9 Wo
Qq1) - Qge) = ( _ _) : ( _ _>
—w; Z1 —Wa 29
B 2129 —wW\Wy 2w + w2y (3.12)
—Z1Wy — WiZy 2129 — Wil . .

De (3.11) e (3.12) segue que (g1 - q2) = Qq1) - (g2), 0 que conclui a prova de que € é

um homomorfismo. Por fim, mostremos que ) é injetora:

R G B )

= 21 = 29 € W] = Wsy
— 2t wi) =2t wy
—

q1 = q2.
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Portanto, {2 é um homomorfismo injetor entre H e M,(C). O

Para encerrar esta se¢do, mostraremos que o grupo dos quatérnios unitarios Sp(1)

¢ isomorfo ao grupo SU(2), das matrizes unitdrias de determinante igual a 1. Denotando

z W z —w
PP* =
—w Zz w oz

2% + [w]? —z2w+ 2w
—Z0+ 70 |z + |w|?

20
_ (llal ) | 513
0 lal

P = Q(q), temos que

e é facil ver que P*P resulta em (3.13). Além disso,

z
det(P) = ‘ | =Z+tuw = |z|2 + |w|2 = ||q||2
—w Z

Se g € Sp(1), P ¢ unitdria e det P = 1, o que nos leva a conclusao de que P € SU(2). Isto
quer dizer que, restringindo-se o dominio de € a Sp(1l), o conjunto imagem serd SU(2).

Vamos considerar, portanto,
Q: Sp(l) — SU(2)

. zZ w
Z+w) +—— .
—-w z

Proposicao 3.3.3. 2 € um isomorfismo entre Sp(1) e SU(2).

Demonstracao. Vimos, pela Proposicao 3.3.2, que €2 é um homomorfismo injetor entre H
e M,(C). Entéo €, restrita a Sp(1), também serd um homomorfismo injetor, agora entre

Sp(1) e o conjunto imagem, que é SU(2). Basta provar, portanto, que € é sobrejetora.

A= (Z w) e SU(2).

Como A* = A~ ! e det(A) = zv — uw = 1, temos que

(i ?) = (U _w>. (3.14)

Para isto, considere
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De (3.14), temos que v =% e u = —w. Com isso, segue que

(=)

1 =22 +ww = |2)* + |w|*.

e, como det(A) =1,

Se ¢ = z+wj, g € Sp(1) e Q(q) = A. Logo, ) é sobrejetora e, portanto, um isomorfismo
entre Sp(1) e SU(2). O

3.4 QUATERNIOS PUROS

Definicao 3.4.1. Um quatérnio q € H € dito puro quando a sua parte real é nula, ou seja,

q=qt+ qJ + gk,

em que q, € R, n=1,2,3.
Denotaremos como H o subespago dos quatérnios puros.

Na forma complexa, ¢ = z + wj, em que z € iR (conjunto dos imaginarios puros)

ew e C.
Se ¢ € Sp(1) é um quatérnio puro, temos que ¢% + g5 + g5 = 1, ou seja, do ponto

de vista geométrico, ¢ pertence a esfera S? em R*. Ou seja, podemos escrever
S*={q=qii +q2j +gsk|q € Sp(1)} = HN Sp(1).

E possivel estabelecer uma relacao entre o espaco euclidiano tridimensional usual

e o subespaco dos quatérnios puros, utilizando a funcao ¢ definida na secao 3.2.

Proposicao 3.4.2. Sejam @, 7 € R3. Entdo
§(W)o(V) = —(W,T) +6(u x T).
Demonstracao. Segue da Proposicao 3.2.2. (Il
Como haviamos omitido ¢ para facilitar a escrita, dados u,v € ]I?L temos que
u-v = —(u,v) + u X v,
Além disso, note que

Re(u-v) = —(u,v) (3.15)

Im(u-v) = uxuw.
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Proposicao 3.4.3. Sejam g € H* er € H. Entao, Ad,(r) € H.

Demonstracao. Considere ¢ = qy + q11 + q2j + g3k e ¥ = r1t + roj + r3k. Sabemos que

_ q 1 _
Ady(r) =g = o = [T

Temos que

rq = (rii+r2j +r3k)(go — Qi — qaj — gzk)
= 711Gt + 1191 — T1Q2k + r1G3] + 12G0) + T2qik +
+r2g2 — roq3i + T3q0k — 1317 + r3q2t + 1393
= (M@ +r2q2 +1393) + (1190 — r2g3 + 73G2)1 +
+(r1g3 + 1290 — 13q1)J + (=112 + r2q1 + 730)k (3.16)

Multiplicando (3.16) por ¢ a esquerda:

@7 = qo(riqu +r2qe +133) + qo(r1g0 — T2q3 + 13G2)7 +
+qo(r1gs + 1290 — 7301)7 + qo(—71q2 + r2q1 + 73q0)k +
+q1(riq + r2q2 + 133)7 — q1(r1q0 — 2G5 + 73G2) +
+q1(r1gs + 1290 — 13q1)k — q1(—71g2 + 1201 + 73G0)J +

)

)

)

+qa2(r1q1 + 1292 + 13¢3)] — q2(11G0 — T2q3 + 13G2)k —

—q2(r13 + 7200 — T3q1) + q2(—T1g2 + T2q1 + 7340)1 +

+a3(riq1 + 1202 + 13q3)k + q3(r1qo — 7203 + 7302)7 —
)

—q3(r1q3 + 7200 — T3q1)1 — q3(—7r192 + T2q1 + 73q0).

Agora, observe que

Re(qrq) = qo(riqn + r2q2 + 73q3) — q1(r1g0 — 7293 + 7'3G2) —
—q2(T1q3 + T2G0 — T3q1) — @3(—7T1q2 + T2y + 73q0)
= qoT1q1 + qoT2q2 + Qo393 — q1T1q0 + q17T2Q3 — q1T3G2 —

—@271Qq3 — Q2T2G0 + @2T3q1 + G371¢2 — q372q1 — q373G0
= 0.

1
Ou seja, qrg é um quatérnio puro. Logo, quq = Ad,(r) é um quatérnio puro. O
q

Sabendo, agora, que, para todo ¢ € H*, Ad, leva quatérnios puros em quatérnios

puros, podemos fazer uma restricao no contradominio da a¢ao adjunta Ad:
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Ad: H* — GL3(R)
g — Adyg

Na restricio acima, GL3(R) corresponde ao grupo das transformacoes lineares in-

versivels em H.

3.5 QUATERNIOS E ROTACOES NO ESPACO

Para finalmente compreender a relagdo entre os quatérnios e as rota¢oes no espago,
faremos uma restricdo do dominio de Ad para o conjunto dos quatérnios unitarios Sp(1).
Veremos que, nesse caso, a imagem serd exatamente o grupo SO(3), das rotag¢oes no

espaco.

Teorema 3.5.1. Considere a funcdo
Ad: Sp(l) — GIL3(R)
q —  Adg.
Entao Ad € um homomorfismo de grupos e Im(Ad) = SO(3).
Demonstragao. Como Sp(1) é subgrupo de H*, segue que Ad é um homomorfismo. Sejam

T = T1i4rej+r3k e s = s1i+897+s3k dois quatérnios puros e ¢ = go+qi1i+q2j+qzk € Sp(1).
Como q € Sp(1), ¢ ' =7 =gy — 17 — q2j — gsk. Por um lado, temos

Ad,(r) - Ady(s) = —(Ady(r), Ad,(s)) + Ad,(r) x Ad,(s). (3.17)
Por outro lado,
Ad,(r)Ad,(s) = qrq *qsq?
= qrsq ! (3.18)
Observe que
rs = —(T7,3)+ T x7%

=

=

s _S>> —+ (T283 — T3$2)Z. + (TgSl — Tlsg)j + (TgSl — Tlsg)k‘. (319)

Multiplicando (3.19) por ¢ & esquerda,

qgrs = qo[—(7,F) + (rass — r352)i + (1351 — 1183)] + (1251 — r182)k] +

+C]1[—<?
+C]2[_<?7
_<7!

,5)
s _S>>Z — (T283 — T3$2) + (TgSl — Tlsg)k’ — (TgSl — Tlsg)j] —+

$Vj — (rosg — r3so)k — (r3sy — r183) + (1281 — r182)i] +
+qs] k4 (1283 — 1382) ]

) J— (7"351 - 7“153)2' - (7"251 - 7“152)]- (3-20)
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Multiplicando (3.20) por ¢! a direita,

qrsq b = qg[—(?, S+ (ros3 — 1r383)i + (1381 — 1183)7 + (ros) — ris)k] +
+qoqu[— (7, T )i — (rass — r3sz) + (1351 — 1183)k — (1251 — 1152)4] +
—|—C_IQC_I2[—<?, ?>j (T283 — T3$2) — (TgSl — T1$3) + (TgSl — 7“152)2'] +
)

+CJOCJ3[—<?7 Yk + (7“253 - 7“352)j - (7“351 - 7“153)2' - (7"251 - 7“182)] +

Tqqu [T, F )i+ (ros3 — r382) 4+ (r3s1 — risz)k — (rasy — risa)j] +
+@3[—(7, ) + (ros3 — 1352)7 — (1351 — 1183)) — (1251 — T189)k] +
Fq1q2[—(7, )k + (r2s3 — 1350)j 4 (ras1 — r183)i + (1251 — 1152)] +
+q1q3[(7, F)J + (rass — r3s2)k — (1381 — 7183) + (1251 — 1152)7] +
+q0@:[(T, §)j — (1253 — 1380)k + (1351 — rusz) + (1281 — 1182)i] +
+q1q2[(T, Sk + (ross — r352)j + (1351 — r153)i — (ras1 — rise)] +
+@3|— (T, F) — (rass — r3s9)i + (rgsy — r183)] — (ras1 — T1s9)k] +
+qoqs[— {7, FYi + (1983 — 1383) + (138, — 1183)k + (1251 — 7182)]] +
]

+qogs[(T, )k + (ross — 1352)5 — (ras1 — 1183)i + (1281 — r182)] +
+q1g3[— (7, F)j 4 (rass — r3sa)k + (r3s1 — 7183) + (r2s1 — 1152)d] +
Z. — (T283 — T3$2) —+ (TgSl — Tlsg)k’ —+ (TgSl — Tlsg)j] +

)
+q§[—(?, S — (ros3 — 1r382)i — (1381 — 1183)] + (1251 — T180)k].

Temos que

Re(—(Ady(r), Ady(s)) + Adg(r) x Adg(s)) = —(Ady(r), Ad,(s)) (3.21)

Re(grsqg ') = —@(7,3) — qoqu(r283 — 1352) — quqa(r381 — 1153) —

(7, 3) +

—qoq3(ras1 — 1182) + Qoqu (1253 — 352
_|_
(7.3 +

(
— q1q2(7251 — 1152
(
(

(
)
+q1q2(r281 — 1152) — Q1@3(T381 — 1153
)
)

+Qq2Q3(7r283 — r382) + qoga(res1 — 71S2) +

(
( ) =
( )

+qoga(r351 — 1153 ) —
( )

+q1q3(r3s1 — r183) — q2q3(r2ss — 1352) — @5 (7, 3)

= —(7,)@+d + &+ a)

= —(7,7%) (3.22)
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De (3.17), (3.18), (3.21) e (3.22), segue que

(Ady(r), Ady(s)) = (7, %)

?

Segue, portanto, que Ad, é ortogonal, ou seja Ad, € O(3). Vamos, agora, calcular a

matriz da transformacio Ad, na base 5 = {i, j, k}:

Ady(2)

Ady(7)

qiq~"

(90 + @i + goj + q3k)i(qo — 1 — o — q3k)

(90t — 1 — g2k + g35)(q0 — @i — q2J — @3k)

gai + Qg1 — Qogok + Qg3 — God + ¢i1 + Q2] + qLgsk —
—qoqzk + QL@2j — @51 — Q203 + Goqs) + Q1ask + @23 — @i

(@ +a — @& — )i+ 200 +2q0)7 + (—2q¢ + 2q93)k

(3.23)
9jq
(9o + @i + q2j + q3k)j(q0 — @i — q2j — gzk)
(q0] + @1k — g2 — g31)(q0 — 17 — @25 — q3k)
%d + @ak + @@ — qasi + qak — ¢ + Qgi + qgs —
—qo@2 + @2l + 457 + 205k — qoast — Qs + q2qsk — G5
(=203 + 20142)1 + (g5 — aF + @5 — 43)7 + (20001 + 2¢243)k
(3.24)

gkq!

(g0 + i + q2j + q@3k)k(q0 — @i — q2f — q3k)
(q0k — @17 + g2t — ¢3)(q0 — @1t — q2J — g3k)
Gk — qoquj + Q@i + Qds — GoqrJ — Gk — g2 + quasi +
+qoqi + g2 — Gk + 23] — Q@ + Qs + @asj + Gk
(2092 + 20143)i + (—2q001 + 20203)7 + (a5 — af — @3 + @)k
(3.25)
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De (3.23), (3.24) e (3.25), segue que

G+aE—G—G  —200 + 2010 2q0q2 + 2q143

[Adgls = | 20003 + 20102 @3 — @i+ di — @ 2000 + 20203 (3-26)
—290q2 + 2¢143 20001 + 29293 % — G — G+ @
Fazendo-se o célculo do determinante de (3.26), chega-se a conclusdao de que é igual a 1.
Logo, Ad, € SO(3) para qualquer ¢ € Sp(1) e com isso concluimos que Im(Ad) C SO(3).
Entao Ad, é uma rotacao espacial. Veremos que o eixo de rotagao e o angulo de rotacao
podem ser obtidos a partir das componentes de q.

Afirmacao 1: O eixo de rotacao de Ad, ¢ o vetor

S 1
7= ——=(q. 0 3) €R’.
1 —q5

De fato, considere o quatérnio R = q1¢ + ¢2j + gsk. Entao

Ad,(R) = qRq*
= (@ + @i+ q2j + @k) (@i + qf + a3k)(q — @i — q25 — qsk)
= (g1l + Q@27 + qogsk — ai — @& — ¢5) (g0 — Qi — @2 — gsk)
= Gqi+ q5q + Gask + ¢l + @z + qadi +
+ @ Q) + G3) + @037 + Grask + Gask + ¢k
= (¢ + ¢+ 6+ @) @i+ qj+ gsk)
- R

Segue, portanto, que R é um autovetor de Ad,, com autovalor 1. Para que o eixo de

-
rotacao seja unitario, basta dividir R por sua norma. Logo, podemos escrever:

_HJ_D:H_ C+e+ g q1,92,43) = = 41,92, 43)-

Afirmacao 2: O angulo de rotacao de Ad, ¢
0 = 2 arccos qq.

. — . - . N
De fato, podemos considerar um vetor v perpendicular a 7 e verificar o angulo 8 entre

Ad,(v) e T. Por exemplo, vamos considerar v = q3j — g2k. Temos que

(T,7) =0q1 + @302 — qag3 = 0,
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—

o que mostra que ¥ L 7. Além disso, HT)" ‘2 = g2 + ¢5. Sabemos que

__(AL0L T (A4 ) sam
[ad,@)[|-[[=1] (17

De (3.15), (Ad,(v), T) = — Re(Ad,(v) - v). Efetuando os célculos, obtemos:

Ady(v) = (qo+ qui+ qj + q3k)(g3] — @2k)(q0 — @i — @27 — g3k)
= (—2q0q2 — 29003)i + (20012 + G503 — 103 — gz — @5)) +
+ (20003 — @az + Caz + ¢ + @ik

Re(Adg(v) - v) = —q3(2q0q102 + 4303 — Gas — 4303 — @3) +
+02(2000193 — Q0@ + T2 + @5 + ¢245)
= —QE+AG+BE+ 6 — GB+ ad + 4+ e
= GG+ a+ G+ @)+ G-+ a6+ a)
= (—@+a+E+E)E+6)
= (1—2¢5)(¢5 +3)-

Logo, (Ad,(v), 7)) = —(1 — 2¢2)(¢5 + ¢3) = (2¢3 — 1)(¢3 + ¢3). Substituindo em (3.27):

(2¢5 — (g5 + 43)

=2¢2 — 1. 3.28
% + 3 ! (3:28)

cosf =

Mas
7
cosf = 2 cos? (5) -1 (3.29)

Comparando (3.28) e (3.29), segue que

9 p—
cos 5) = qo

o que implica # = 2 arccos gy, como queriamos demonstrar.
Para finalizar a demonstracao, podemos notar que Ad é sobrejetora. De fato, dado A €
SO(3), pelo que foi visto na secao 2.3, existe um eixo de rotagao unitdrio 7 e um angulo

0 tal que A = Ry ». Facilmente nota-se que

em que
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com 7 representado na forma de quatérnio puro. Logo, Ad é sobrejetora, o que implica
Im(Ad) = GL3(R). Como SO(3) C GL3(R), temos que GL3(R) C I'm(Ad), concluindo a

prova de que o conjunto imagem de Ad ¢é igual ao conjunto das rotacoes no espago. [

Com este teorema, finalmente mostramos a relacao entre os quatérnios e as rotagoes
no espaco e a clara vantagem em utilizé-los na descricao das mesmas. Na secao 2.3
foi visto que, para se obter a matriz de rotacdo de um angulo qualquer em torno de
um eixo qualquer, era necessario efetuar uma composicao de cinco rotagdes em torno
dos eixos, o que envolve efetuar um produto de cinco matrizes de rotacao. E agora,
com o teorema 3.5.1, vimos que um simples quatérnio unitario pode carregar todas as

informagoes necessarias para descrever a rotacao dada.

. —> ~
Portanto, para rotacionar um vetor U = (vy,v2,v3) em R? por um angulo § em

torno de um eixo definido por um vetor 7 = (ry,75,73) qualquer, basta fazer

ng(?f) = Ad,(v) = quqg ',

g = cos (g) + sen (9) \TH (3.30)

Comv:vli+vgj+vgk=5(v)eT—T12+T2]+T3k ( )

em que

Para finalizar a se¢ao, vamos ver um pequeno exemplo de aplicacao dos resultados

acima.

Exemplo 3.5.2. Calcule o vetor resultante de uma rotagdo de 90° do vetor ¥ = (1,2,3)

em torno do eizo definido pelo vetor 7 = (0,1, 2).

Solugao. Temos v =14+ 2j+ 3k, r=j+2kef = g Como HTH = /5, temos que

g = cos <% sen<4) %(j%—Qk)
V5
?(

_|_

+

)+
VB
2
VT

0

NEOE
w\ﬁ
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E facil ver que HqH = 1. Entao

Ad,(v) = <£+@ @k)

V2 V10 \/Ek
2 "0/ 5

L oiaapy [ Y2 VIO
(14 j+3)<2 10]

4\/ﬁ+5\/§—\/ﬁ.+5\/§+\/ﬁ.+15\/§—\/ﬁk V2 V10 \/ﬁk

_= _ Z e — —_— —

5 10 5 7 10 2 107 T3
5 2548 16—5

= —%2%— \/_5 J+ 5\/_k.

(]

5 2/5+8 16 — /b
Logo, Rgf(?f): (—\/——, V5 + , \/_>

) ) )

A primeira vista, os calculos envolvendo quatérnios parecem ser bem trabalhosos,
sobretudo quando feitos manualmente. No entanto, com o auxilio de softwares computa-
cionais, os calculos tornam-se bem mais simples.

O homomorfismo entre Sp(1) e SO(3) pode ser construido de outra maneira. Na
se¢ao 3.3 mostramos que hd um isomorfismo entre Sp(1) e SU(2), denotada pela fungao
Q2. Facilmente pode-se construir uma correspondéncia de 2 para 1 entre SU(2) e SO(3)

através da composicao Ado Q1.

Sp(1) 24 s0(3)

Q[ %1091

SU(2)

A composigao Ado Q! : SU(2) — SO(3) tem como niicleo o conjunto Z, =
{=1,1} C H. Desta forma, temos

SO(3) ~ SU(2)/Zs. (3.31)

3.6 QUATERNIOS DUAIS

Um importante conjunto que envolve quatérnios e niimeros duais e que serd usado
para codificar os movimentos rigidos no espaco de trés dimensoes ¢ o conjunto dos qua-
térnios duais, que sera denotado por H.

Nesta secao e na proxima, nos permitiremos um pequeno abuso de notacao: ao
contrario das se¢oes anteriores, em que utilizivamos os ¢;’s, os r;’s, etc. para representar
os coeficientes reais dos quatérnios, usaremos-os agora para representar os proprios qua-

térnios (uma vez que cada quatérnio dual é formado por dois quatérnios, e adotar uma

)
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notacao diferente para os mesmos nao seria muito adequado esteticamente). Se preci-
sarmos denotar os coeficientes reais dos quatérnios nestas duas segoes, usaremos ¢;,, 1;;,

etc.

Definicao 3.6.1. Definimos o conjunto dos quatérnios duais como

H={q + qe|q, ¢ €H ee =0}

Dados ¢ = qg + q1€ e ¥ = 1g + 1€, as operacoes em H ficam definidas da seguinte

formas

e Adicao:

g+7=1(q + qe) + (ro + 7€) = (g0 + 10) + (¢1 +71)e.
e Multiplicacao:
q-7 = (q0 + qi€) - (ro + 11€) = (qo0) + (qor1 + Toq1 )€
Agora, vamos explicitar os coeficientes reais de um quatérnio dual. Considerando
qo = oo + 90, % + Go,J + Gosk € ¢1 = ¢ + q1, 0+ @1, + @ik, entao

Qo+ qe = (oo + 90,7+ Q0,7 + Gosk) + (q1 + 1.7 + 1,7 + k)€
= Qoo + qo,% + Go,J + ok + qi € + qi i€ + qr,j€ + qi ke

e com isto podemos ver que 5 = {1,14, ], k, €, i€, je, ke} é uma base para ]ITI7 COMOo espago
vetorial.
Dado ¢ = qg + ¢1€ um quatérnio dual, o conjugado de ¢, denotado como (q)*, serd

dado por
(@) =qo0 — que.

Proposicao 3.6.2. Sendo ¢ = gy + q1¢ um quatérnio dual nao nulo, o inverso de q € dado

por

7' =q"(1—qg'e). (3.32)

Demonstracao. Temos que

(g0 + q1€)q0 (1 — q1gy "e) = (1 + quge '€)(1 — qugy 'e) = 1

Analogamente mostra-se que qal(l — Q1qa1€)€7: 1. m
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3.7 QUATERNIOS DUAIS E MOVIMENTOS RIGIDOS

Para finalizar este capitulo, falaremos sobre como os movimentos rigidos no espago
podem ser codificados por meio de quatérnios duais.
Sejam qq, q1, 70,71 € H. Considere os quatérnios duais ¢ = gy + qi€ e 7 = 1o + 7r1€.

Vamos definir a conjugagao para o espaco dos quatérnios duais da seguinte maneira:

o @y

Temos que

qr(@ ") = (0 +aqe)(ro+ 7"16)6161(1 + Q1q(;1€)
= (qoro + qorie + qroe) (gt + o Tqiqy te)
= qoT0qy  + QoTody 1qy € + Qoriqy €+ qurogy e

Considere o quatérnio dual s = 1 + s1€, em que s; é um quatérnio puro. Entao,

Adz(3) = Qo' + 909 '@y €+ qo0s1q e + gy e
= 1+ qq e+ qs1q, €+ qiqy €
= 1+ (%51%1 + QQ1QE1)€-

Seja 7 € R3. Considere g0, g1 € H tal que 2g1g,* =t € ]ITL ou seja, o vetor 7

visto como um quatérnio puro. Desta maneira, temos o quatérnio dual g, dado por

- 1
g =gy + 515906. (333)
Calculando Ad(s), obtemos
Ady(s) =1+ (ggslgal +le=1+ TR;(sl)e. (3.34)

Com isto, acabamos de obter uma maneira de codificar um movimento rigido no
espaco usando conjugagao de quatérnios duais. Note que, na expressdo (3.34), a parcela
JoS190 ! representa uma rotacdo codificada através de conjugacio de quatérnios, exata-
mente do jeito que vimos na secao 3.5. Dai a necessidade de que s; seja um quatérnio

puro.

Entao, dado um ponto P = (2,9,2) € R?, para calcularmos o deslocamento
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T 7(P) desse ponto por uma rotagao de angulo # em torno do eixo definido pelo vetor
7 = (r1,r9,73) seguido de uma translacao definida pelo vetor T = (t1,12,13), consideremos

0s quatérnios duais

~ ~ 1
s=14s¢ e g:g+§tge,

em que s =xt +yj + 2k, t =t11 + o) + I3k = 5(?) e g é tomado tal como na expressao

(3.30), ou seja,
g = cos (g) —+ sen (g) S
2 2 [l

—
P

com r = rii + r2f + 13k = §(7). Com isso, basta calcular Ady(s).

Para finalizar esta secao, veremos um exemplo de aplicacao dos resultados acima

para se calcular deslocamentos de pontos no espaco.

Exemplo 3.7.1. Calcule o deslocamento T' do ponto P = (2,1,5) por uma rotagdo de 180°

em torno do eizo Oy sequido de uma translagdo definida pelo vetor T = (6,4,2).

Solug¢ao: Como o eixo de rotagao é o Oy, segue que r = j. Entao

= cos(3) +een(3)
g = cos 5 sen 5 7

= j.

1
g = 9+ 3lge
A . .
= j‘|’§(62—|—4j—|—2k‘)j6

= j+(—2—1i+3k)e.
O inverso de g serd

g = L= (=2—143k)(~j)e
= —j+7Bi+25+k)e
= —j+(—2+1i—3k)e.

Como s = 2¢ + j + 5k, temos que

§s=14 (20 + j+ 5k)e.



Calculando Adg(s):

Adz(3) = (@)
= [+ (=2 =i+ 3k)e][l + (20 + j + 5k)e][—j — (=2 + i — 3k)¢]
= [+ (=3+4i+k)e[—j— (=2+ 1 — 3k)e]
= 1+ (4i+5j — 3k)e.
Solucdo

L0g07 TR,?(P) = (4757 _3)

61
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4 ALGEBRAS DE CLIFFORD

Neste capitulo falaremos de uma importante classe de dlgebras geométricas que
formarao uma generalizagao de todos os exemplos que vimos até agora: tratam-se das
algebras de Clifford.

Veremos a definicao dessas dlgebras e de que maneira corpos como os do ntmeros
complexos e algebras como a das matrizes quadradas e a dos quatérnios podem ser vistos

como casos particulares de algebras de Clifford.

4.1 DEFINICAO E PROPRIEDADES

Sendo V' um espago vetorial sobre um corpo (real ou complexo) K, a ideia é
construir uma &algebra que, além de conter uma copia de V' e uma copia de K, possua
uma forma quadratica q de modo que, dado v € V, tenhamos v? = q(v). Ou seja, queremos
que o quadrado do elemento do espaco vetorial coincida com a forma quadratica aplicada

no mesmo. Tal dlgebra desejada é definida a seguir:

Definicao 4.1.1. Seja V um espaco vetorial sobre K e q: V — K uma forma quadrdtica
relacionada a uma forma bilinear b : V x V. — K simétrica. A Algebra de Clifford

’

associada a (V,q), denotada como Cl(V,q), € a dlgebra gerada em V sujeita a relagdo
u-v+v-u=2-0b(u,v) (4.1)
para todos u,v € V.

A partir de agora, fixaremos V' = R" e K = R. Sendo assim, teremos q : R" — R.

Sendo n = dim(RR"), o Teorema da Classificacdo de Sylvester nos diz que R possui
uma base g-ortonormal F = {e1,es,...,¢e,} com p geradores cujo quadrado ¢é igual a 1,
q cujo quadrado ¢é igual a —1 e r cujo quadrado ¢ igual a zero. Dessa maneira, podemos
denotar a algebra (R", q) da seguinte maneira: Cl,(p,q, 7).

Entao, Cl,(p, g, r), como espaco vetorial, serd gerada por mondmios da forma

€ip " €iyt o Egy (42)

1

de comprimentos que variam entre 0 (escalares) e n, em que o produto dos elementos da
base é dado, simplesmente, pela justaposicdo dos mesmos. Com isso, a expressao (4.2)
pode ser reescrita como

€i1€iy -+ - C4p-
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O produto dos elementos da base obedecera as seguintes condicoes:
(1) e2=1,se 1 <1i<p;
(2) e =-1,sep+1<i<p+g;
3) e2=0,sep+q+1<i<p+qg+r=mn;
(4) e;e; = —eje;, se i # j (anti-comutatividade).

A definicao das propriedades da dlgebra de Clifford vira da propriedade do produto
dos elementos da base listados acima. Um elemento de uma algebra de Clifford sera dado

pela combinagao linear dos monémios geradores da mesma.

Exemplo 4.1.2. Considere a dlgebra de Clifford Cly(0,3,1). Esta dlgebra possui os gera-

dores E = {ey,eq,e3,e4}, em que €2 = e3 = e2 = —1 e e5 = 0. Entdo, os monomios

geradores de Cly(0,3,1) serdo:

o Comprimento 0: 1
o Comprimento 1: ey, eq, €3, €y

L4 C’omprimento 2: €1€2, €1€3, €1€3, €2€3, €2€4, €3€4

C’omprimento 3. €1€9€3, €1€9€4, €1€3€,, €2€3€,

o Comprimento 4. ejegesey

Note que temos 2* = 16 mondmios geradores.
Sejam a = 1+ ey e b= e; +3eges dois elementos de Cly(0,3,1). Vamos calcular o produto

destes elementos usando as propriedades dos produtos dos elementos da base.

a-b = (14 ey)(er + 3ezes)
= e1 + 3eses + eseq + 6363

= e — e3— €169 + 3e9€3.

Uma outra operacao que podemos definir numa algebra de Clifford é a conjugacao.

A conjugacao de qualquer elemento da base serd dada pelo seu oposto, ou seja,

* p—
€, = —¢€;.

A conjugacao de monomios de comprimento maior do que 1 serd dada pela conjugacao

individual de suas bases e da inversao de sua ordem. Por exemplo:

(eie;)" = (ej)(e]) = (—e;)(—ei) = eje; = —eze;
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(esejen)” = (ep)(€))(€]) = (—en)(—e;)(—€i) = —epeje; = epeie; = —eiepe; = eiejey,.

Os mondmios de comprimento 0 (escalares) nao sao afetados pela conjugagao. O conju-
gado de um elemento qualquer de uma algebra de Clifford serd dado pela conjugacao de
seus geradores.

Voltando ao exemplo 4.1.2, podemos calcular alguns conjugados:
1" = (—eer)" =ej(—e1)" = —erep =1

0" = (eqeq)" = €jey = (—ey)(—ey) =0

a'=(1l+e) =1"4e5=1—e.

Denotaremos como Clg(p, q,r) o subespago gerado por monoémios de comprimento

par e como Cli(p, q,r) o subespaco gerado por monoémios de comprimento impar, ou seja:
Cl(p,q,7) = {es e, ... 05, | m =2k, k € Z}

Cli(p,q,7) = {eiesy ... 0s, |m=2k+ 1,k € Z},
em que k € Z. Cl%(p, q,r) é uma subdlgebra de Cl,(p, q,7).
Proposicio 4.1.3. Cl,(p,q,7) = Cl%(p,q,7) ® CL.(p,q,7).

Demonstragao. Por defini¢do, um elemento de Cl,(p, g, 7) serd dado pela combinagao li-
near dos mondmios geradores, de comprimento 0 até n. A parte deste elemento que
corresponde a combinacao linear de monomios de comprimento par constituird um ele-
mento de Cl%(p,q,7) e a parte que corresponde 3 combinacio linear de monomios de

comprimento fmpar, um elemento de CI! (p, q, 7). O

Voltando ao exemplo 4.1.2, podemos considerar os seguintes subespacos para a

algebra de Clifford Cly(0, 3, 1):
° CIZ(O,?), 1), com geradores 1, ey, e16€3, €163, €263, €264, €3€4 € €1€2€3€4;
° Cli(O,?), 1), com geradores ey, €, €3, €4, €162€3, €1€2€4, €1€3€4 € €2€3€,.

Note que Clyg(0,3,1) possui 16 = 2% geradores. Este resultado pode ser generali-

zado, conforme mostra a proposicao a seguir.
Proposigao 4.1.4. A dimensdo de Cl,(p,q,r), como espaco velorial, é 2™.
Demonstragao. Sabemos que E = {ey,es,...,¢,} é uma base g-ortonormal para R"”. Uma

base para Cl,(p,q,7), como espago vetorial, serd dada por

{IJUE U {eie; |1 <i,j <n}U{eejer |l <i,j,k <n}U...U{eies...e,}.
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Dado um monomio de comprimento m, existem ( ) maneiras de escolher os m e;’s.

m

dim(CL, (p, g, 7)) = (g) + G) T (Z) —on,

4.2 EXEMPLOS DE ALGEBRAS DE CLIFFORD

Portanto,

Nesta secao, veremos alguns exemplos de algebras de Clifford. Alguns deles sao

isomorfos a estruturas estudadas nos capitulos anteriores.

Exemplo 4.2.1. Vamos conhecer algumas dlgebras de Clifford associadas a R. Para isso,

seja E = {e1} uma base para R.

a) Definimos q: R — R como q(ze;) = 2. Entdo q(e;) =1, ou seja 2 = 1. Temos,

entao, a dlgebra de Clifford Cl,(1,0,0) definida da sequinte maneira:
Cl1(1,0,0) = {xq + z1e1 | 20,21 € R, e = 1}.

Efcicz’l ver que Cli(1,0,0) ~ R®R. Além disso, é possivel construir um isomorfismo

entre Cly(1,0,0) e um subconjunto de matrizes 2 x 2 simélricas, a saber:

Cly(1,0,0) ~ { ("TO xl) | 20,2 € IR}.
T X

De fato, sendo {1,e1} a base de Cl(1,0,0), o isomorfismo é induzido por

10

1 +—
01
01

€ .
10

b) Definimos q : R — R como q(ze;) = —2%. Entdo q(e;) = —1, ou seja e3 = —1.
Temos, entdo, a dlgebra de Clifford C11(0,1,0) definida da sequinte maneira:
Cll(ov 170) = {x() + e |l‘0,l’1 S R; 6% = _1}

Dessa vez, temos o sequinte isomorfismo:

CL(0,1,0) ~ {("T“ _“) | 29,2 € IR}. (4.3)
T ity
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Sendo {1,e1} a base de Cl1(1,0,0), o isomorfismo € induzido por

1 0
1
0 —1
€ .
1 0

Vimos, em (2.11) e na proposicao 2.2.3, que existe uwm homomorfismo injetor ¢
entre C e o conjunto mostrado em (4.3). Efcicz’l ver que @ € sobrejetora, o que nos

permite concluir que € um isomorfismo. Logo,

C1;(0,1,0) ~ C.

c) Como dltimo exemplo de dlgebra de Clifford associada a R, definimos q : R — R
como q(ze;) = 0. Entdo q(e;) = 0, ou seja e = 0. Temos, enldo, a dlgebra

C1,(0,0,1) definida da sequinte maneira:
Cll(ov 07 1) = {ZEO + zie | To, X1 € R7 6% = 0}

Dessa vez, temos o sequinte isomorfismo:

0
C1,(0,0,1) ~ {(5”0 ) | 2q, 21 € ]R} . (4.4)
Tr1 Xyg

Sendo {1,e1} a base de C11(0,0,1), o isomorfismo € induzido por

1 0
1 —
0 0
€ .
1 0

Vimos, na proposicao 1.2.3, que existe um isomorfismo s entre D e o conjunto
mostrado em (4.4). Logo,
C1;(0,0,1) ~ D.

Exemplo 4.2.2. Agora, vamos conhecer algumas dlgebras de Clifford associadas a R?. Para
isso, seja E = {e1, ey} uma base para R?.

a) Sendo x = (z1e) +x9ey) € R, definimos q : R?* — R como q(z) = 2%+ 23. Enldo,

e? = e2 =1. Temos, portanto, a dlgebra Cly(2,0,0), definida da sequinte maneira:

Cly(2,0,0) = {2¢ + z161 + Toep + 236100 | 7, € R, €2 = €5 = 1}.
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b) Agora, definimos q : R? — R como q(z1e; + z9ey) = —x? — 23, Temos, entdo,
e? = e2 = —1. Temos, entio, a dlgebra Cly(0,2,0), definida da sequinte maneira:

C12(0,2,0) = {zg + x1e1 + 2262 + 236162 | 7 € R, €] = €5 = —1}. (4.5)

O produto entre os geradores de Cly(0,2,0) serd dado pela tabela abaixo:

€1 €2 €162

1 1 €1 €2 €1€2

€1 €1 —1 €162 —€2
€2 €92 —€1€2 —1 €1
€1€o | €162 €2 —€1 -1

Tabela 2: Tédbua de multiplicagoes entre os geradores de Cly(0,2,0)

E facil ver que hd um isomorfismo entre Cly(0,2,0) e a dlgebra dos quatérnios H.

De fato, o isomorfismo € induzido por

1 — 1

e —— 1

es —> j
e1ea —— k.

Podemos, entao, reescrever (4.5) como
Clg(o, 2, 0) = {l’g + a1t + l’gj + x3k | Z; &€ IR,}
Sendo q,z € Cly(0,2,0), temos que

gz = (qo+qi+gej+qsk) (zo+ 10+ 22j + 23k)
= (g0 — Q121 — @2 — g323) + (QoT1 + Q1To + Q223 — g3T2)1 +
(g2 — Qa3 + Q2o + ¢321)J + (@3 + Q122 — Gor1 + @3To)k
= (g0 — Q121 — @2 — g323)1 + (o1 + Q%0 + Q23 — G3T2)er +
+(gor2 — 123 + q2%o + gzz1)€2 + (Q3 + QT2 — @211 + G3To)ere2

|t 9 —g3 Q2 1
g2 g3 g0 —q1 T2
g3 —492 G do T3

c) Agora, defina q : R?> — R como q(x1e1 + x2e2) = 0. Entdo €3 = e = 0. Temos,
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entao, a dlgebra de Clifford Cly(0,0,2), definida da sequinte maneira:
Cly(0,0,2) = {xg + 2161 + 2960 + 2303 |2, € R, = €5 = 0}.
d) Como ltimo exemplo de dlgebra de Clifford associada a R?, defina q : R* — R

como q(x1e1 + T9e0) = 22 — 2. Entdo 2 =1 e €3 = —1. Podemos, entio, definir a

dlgebra Cly(1,1,0) da sequinte maneira:

Cly(1,1,0) = {xg + 2101 + 2060 + 2363 |2, CR,ef = 1,65 = —1}.

Exemplo 4.2.3. Vamos conhecer algumas dlgebras de Clifford associadas a R®. Para isso,

seja B = {ey, e, e3} uma base para R3.

a) A dlgebra de Clifford Cl3(0,2,1) € gerada pelos monémios 1, ey, eq, €3, €169, €163,

exe3 € e1eqes, que salisfazem e? = e2 = —1 e e§ = 0. Com 1isso, todo elemento de
Cl3(0,2,1) € escrito como
T = Xo + Xx1€1 + Xoey + X33 + x4€1€0 + Tx€2€3 + Tge1€3 + T7e1€2€3
= 29+ x101 + Taey + 24e10p + (T3 + 1601 + Tsey + 270107)E3, (4.6)

com x1 € R. Além disso, note que
(6162)2 — €1€2€1€3 — —€1€1€2€9 = —(—1)(—1) = —1. (47)

De (4.6) e (4.7), € fdcil ver que haverd um isomorfismo entre Cl3(0,2,1) e a dlgebra

dos quatérnios duais H. De fato, o isomorfismo serd induzido por

1 — 1

er — 1
ey > ]
erey — k
€3 — €

b) A dlgebra de Clifford Cl3(0,3,0) € gerada pelos monémios 1, ey, eq, €3, €169, €163,

2 2 _ 2 — _1

eg€3 € €1eges3, que satisfazem e] = e5 = e Com isso, todo elemento de

Cl3(0,3,0) € escrito como

T =20+ x1€1 + Toe2 + T3C3 + TyC162 + Tseoes + Tgei1e3 + Tyejezes,
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em que x; € R. Note que

(6162)2 = e1ee16p = —€1€16963 = —(—1)(=1) = —1.
(6163)2 = €1€3€1€3 = —€1€1€3€3 = —(—1)(—1) =—1.
(6263)2 — €92€3€9€3 — —E€2€2€3€3 = —(—1)(—1) = —1.
(616263)2 — €1€2€3€1€2€3 — —E€1€2€1€3€2€3 — —€1€1€2€2€3€3 — —(—1)(—1)(—1) = 1.

Com isso, é facil ver que hd um isomorfismo entre Cl3(0,3,0) e HOH. Além disso,

hd a subdlgebra Clg(O, 3,0), cujos elementos sio escritos como
T = Tg+ T1€1€ + Taeo€3 + T3€1€3,

em que z; € R, donde fica claro o isomorfismo com H.

Para finalizar esta se¢ao, vamos ver um exemplo de uma subéalgebra de uma algebra
de Clifford que também é isomorfa ao conjunto dos quatérnios duais.

Seja E = {e;,e2,€3,¢4} uma base para R* Vamos voltar a dlgebra de Clif-
ford Cl4(0,3,1) vista no exemplo 4.1.2. Sabemos que Cly(0,3, 1) possui uma subdlgebra
C19(0, 3, 1) que, como espaco vetorial, possui base {1, exes, ese1, €€, €164, €€y, €364, €1020364 ).

Com isso, todo elemento de CI19(0,3, 1) é escrito como

T = g+ T1€2€3 + To€3€1 + XT3€1€2 + T4€1€64 + T5€0€4 + TC3€y + L7€1€2€3€4
= g+ T1ege3 + Toeze1 + x3e1€6p + (T4e1 + Tsen + Tees + Tre1€2€3)es

= 2+ Ti1ege3 + xaeze) + x3e1€9 + (T4e36) — Tpeses + g + Treie)esey,

em que z; € R. Usando o isomorfismo induzido por

1 — 1
€063 +—— 1
e3e; —> g
erea —— k
€36y — €,

fica claro que todo elemento de C1(0,3,1) é escrito na forma 2/ + 2”¢, com 2/, 2" € H.

Portanto, temos um isomorfismo entre C1(0,3,1) e H.
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4.3 GRUPO SPIN E MOVIMENTOS RIGIDOS

Para finalizar este capitulo, apresentaremos uma importante classe de grupos con-
tidos numa &lgebra de Clifford que nos proporcionarao uma conexao das mesmas com a
codificacao dos movimentos rigidos no espaco.

Considere a dlgebra de Clifford C1(V,q). Se q nao for a forma quadratica identi-
camente nula, Cl(V,q) possui vérios elementos inversiveis. De fato, seja v € V tal que
q(v) # 0. Entao

vi=qv) = v-— = 1. (4.8)

Definigao 4.3.1. Definimos como CI*(V,q) o subconjunto da dlgebra de Clifford formada

pelos elementos inversiveis.
CI*(V,q) = {v € V|q(v) # 0}.
Sendo v € CI*(V, q), podemos definir a conjugagao

Ad,: ClI(V,q) — Cl(V,q)

w N

da mesma forma que definimos para os quatérnios e os quatérnios duais. Da mesma
maneira feita no final da secao 3.1, podemos mostrar que Ad, é um automorfismo em

Cl(V,q) e, sendo assim, podemos definir a a¢do adjunta

Ad: CIX(V,q) — Auwt(Cl(V,q))

v — Ad, .

Proposicao 4.3.2. Seja v € V C Cl(V, q) tal que q(v) # 0. Entao Ad,(V) C V. De fato,

_ Ady(w) = w— 220 (4.9)
q(v)
para todo w € V.
Demonstracao. Temos que
Ady(w) = vwv = vav (4.10)
’ aw) '

Da definicao de algebra de Clifford, temos que

vw 4+ wv = 2b(v,w) <= wv = 2b(v, w) — vw. (4.11)
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Substituindo (4.11) em (4.10), segue que

‘ -

Adw) = —o(2b(ow) - )
_ ﬁ(%(v, W) — vhw)
= (@b =)
- 25;&1)0)0 -
de onde concluimos que — Ad, (w) = w — 27 E;EU l)U)v. O

Definigao 4.3.3. Definimos como P(V,q) C CI*(V,q) o subgrupo multiplicativo gerado
pelos vetores v € V' tais que q(v) # 0.

Podemos observar que, se v € V' é tal que q(v) # 0, temos que, para todo w € V,

q(Ad,(w)) = b(Qb(v;@)U)v—w,Qb(qi;;)U)v—w)

) )

(
= 4 (M)2 b (v,0) — 220 D g ) = 280 W g ) 4 ()
)

q(v)

(BN e
= (M) g0 - a0, + )
I T N X

" Taw T T

= q(w),

ou seja, Ad, é ortogonal. Sendo assim, podemos definir a seguinte restricao para Ad:

Ad: P(V,q) — O(V,q)

x — Ad, .

Entende-se como O(V, q) o grupo das transformagoes ortogonais em V relativas a forma
quadréatica q.

Diante dos resultados obtidos acima, podemos observar a semelhanca com o que
fizemos no capitulo 3 quando codificamos as rotacoes no espaco. De fato, se considerarmos
a dlgebra de Clifford Cl(0,2,0), obteremos a mesma fungao.

Para dar continuidade a este raciocinio, podemos definir um subgrupo de P(V, q)

que equivale a esfera unitaria na algebra de Clifford.
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Definigao 4.3.4. Definimos como Pin(V,q) o subgrupo de P(V,q) gerado pelos vetores
v €V tais que q(v) = £1.

Definigao 4.3.5. Definimos o subgrupo Spin(V,q) como

Spin(V, q) = Pin(V, q) N CI°(V, q).

Podemos observar que o membro direito da expressao (4.9) representa uma reflexao
com relacao ao hiperplano v+ = {w € v|b(v,w) = 0}. Ou seja, uma transformacao que
fixa um hiperplano e leva v em —v. O problema é que existe um sinal negativo no
membro esquerdo da expressao (4.9). Isto quer dizer que, se a dimensao de V for impar,
Ad, preservard a orientacao. Para corrigir isto, podemos definir a representacao “adjunta

torcida” como

Ad: CIX(V,q) — GL(CI(V,q))

v — Ad,

em que, para todo w € V,

Ad, (w) = a(v)wv .

Na expressao acima, temos o isomorfismo «a : Cl(V, q) — CI(V, q) induzido por a(v) =

—uv, para todo v € V.

Proposicio 4.3.6. Sejam vy, v, € CI°(V,q). Entdo

Ad,, o Ad,, = Ad,,,,.

Demonstragao. Anélogo ao item (c) da proposigao 3.1.10. U

Além disso, de (4.9), temos que

~ b
Ad,(w) =w — 2 (v,w)v‘

q(v)
Desta forma, podemos definir o subgrupo

P(V,q) = {v e CI*(V,q) | Ad,(u) = u,YVu € V1.

E facil ver que ﬁ(V, q) € P(V,q). Um importante teorema que envolve os grupos Pin e
Spin, cuja demonstragao pode ser encontrada no livro Spin Geometry (JR.; MICHELSOHN,
1989), é o seguinte:

Teorema 4.3.7. Seja V um espaco vetorial sobre R e CI(V, q) a dlgebra de Clifford associ-
ada a'V. Entdo existe um homomorfismo sobrejetor de grupos entre Spin(V, q) e SO(V, q)

em que o nucleo € igual a Zis.
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No teorema acima, entende-se O(V, ) como o grupo das transformacgdes ortogonais
em V relativas a forma quadratica q e cuja matriz de transformacao possui determinante
igual a 1. O homomorfismo injetor citado no teorema acabara sendo o Ad.

A relagao destes grupos estudados acima com os movimentos rigidos no espago
ocorre quando consideramos V = R?, a dlgebra de Clifford Cl3(0, 3,0) e a forma quadrética

q tal que —q(v) = v?. Desta forma, temos, para todos u,v € R?,
uv +vu = -2 <u,v >.
Para ¢ € C1 (0, 3,0), temos a “adjunta torcida”

Ad: CIX(0,3,0) — GL(Cl5(0,3,0))

Se ¢ = v € R?, temos que
— 1
Ady(u) = (—v)uv ' = —W(—v)uv =u— 2%@. (4.12)
v v

Note que, de (4.12), ﬂiv(v) = —v e que, quando u L v, ﬂiv(u) = u. Desta forma, Ad,
serd uma reflexdo. Portanto, se vy, v € R?, entdo ﬂivm sera uma rotacao no espaco
gerado por {ey, ez, e3}.

Os grupos ﬁ, Pin e Spin para V = R? sao:
P(3) = {v € R*| Ad,(u) = u, Yu € R?}
Pin(3) = {v=wv-...-v, € P3):v; € R, |v;| = 1}

Spin(3) = Pin(3) N C13(0, 3, 0).

Pelo teorema 4.3.7, Ad Spin(3) — SO(3) serd um homomorfismo injetor de

grupos cujo nucleo é igual a Z,. Entao
SO(3) ~ Spin(3)/Zs.

De (3.31), segue que
Spin(3) ~ SU(2).

Com relagao aos movimentos rigidos no espacgo, podemos definir o conjunto

- 1
G = {g=g+§tge|g€ Spin(3),t€R3}.
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Desta forma, para g € Spin(3) e ¢t € R3, temos o homomorfismo

Ad: G — SE@3)

g +— Adg,

Em que

1 1
Ady(1 4 ze) = (g + 51596) (1 + xe) (gl + 515916)
=14 (gzg" +1t)e
da mesma forma que fizemos na secao 3.7 quando codificamos um movimento rigido no

espaco por meio de quatérnios duais.
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5 APLICACAO EM SALA DE AULA

Curso: Ensino Médio
Disciplina: Matematica

Tema: Uso de nimeros complexos para descrever rotacoes no plano

5.1 INTRODUCAO

Neste capitulo apresentaremos uma pequena aplicacao em sala de aula de um
conteido abordado nesta dissertacao. O assunto escolhido se baseia na maneira de como
um produto entre dois nimeros complexos pode ser visto como uma rotacao no plano,
assunto abordado no capitulo 2.

O presente plano de aula foi feito para ser aplicado no terceiro ano do Ensino Médio,
uma vez que o conjunto dos numeros complexos figura entre os conteidos trabalhados
neste ano. Como os alunos ja terao um primeiro contato com os nimeros complexos
e suas principais propriedades, bem como conceitos béasicos que permeiam a geometria
analitica, fica facil de introduzir a ideia de um nimero complexo visto como um vetor no
plano e estabelecer conexdes com outros tépicos sobre niimeros complexos pertinentes ao

contetudo do terceiro ano, tais como mddulo, argumento e forma trigonométrica.

5.2 OBJETIVOS

5.2.1 Gerais

Conhecer uma aplicagao dos nimeros complexos numa &area fora da Algebra e

estabelecer um primeiro contato com o plano de Argand-Gauss.

5.2.2 Especificos

Entender como um ntmero complexo pode ser visto como um vetor no plano;

Visualizar o resultado de uma multiplicacao de dois niimero complexos no plano;

Analisar a relacao entre o vetor original e o vetor resultante;

Conhecer a definicao de médulo de um ntmero complexo;

Entender que sé é possivel preservar a norma do vetor quando o ntmero complexo
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envolvido na rotagao possui modulo unitario;

e Descobrir de que maneira o angulo de rotagao pode ser deduzido a partir das com-

ponentes reais do complexo unitario;

e Conhecer a forma trigonométrica de um nimero complexo.

5.3 LINIHAS DE ACAO

5.3.1 Metodologia

Esta aula é para ser ministrada num momento em que os alunos ja estudaram o
conjunto dos nimeros complexos, ja sabem fazer operacoes com os mesmos e tiveram um
primeiro contato com o plano de Argand-Gauss, mas ainda nao viram contelidos como
modulo, argumento e forma trigonométrica de um nimero complexo. Usaremos o plano
cartesiano em vez do plano de Argand-Gauss, uma vez que o primeiro é o utilizado na
geometria analitica.

Comecaremos introduzindo a ideia de um ntimero complexo visto como um vetor
no plano, fazendo uso de um exemplo em vez de comecar com a parte tedrica, a fim
de facilitar o entendimento por parte dos alunos. Em seguida, faremos um exemplo de
multiplicacdo de dois nimeros complexos (sendo um deles, propositalmente, de médulo
unitdrio), representaremos o resultado como um vetor no plano. Espera-se que os alunos
percebam que o vetor resultante corresponde ao vetor original apds sofrer uma rotacao.

Em seguida, apresentaremos o conceito de modulo de um niimero complexo e de
que maneira ele se relaciona com a norma do vetor correspondente. Explicaremos o motivo
de ter que ser de médulo unitario o nimero complexo a ser usado na multiplicacao que
vai gerar a rotacao sem alterar a norma do vetor.

Para finalizar, apresentaremos de que maneira o angulo de rotacao pode ser obtido,
introduzindo o conceito de argumento de um ntimero complexo. Faremos um tultimo exem-
plo e o representaremos no plano cartesiano. Para aproveitar o raciocinio, apresentaremos

também a forma trigonométrica de um nimero complexo.

5.3.2 Conteudo

Vamos ver como um nimero complexo pode ser visto como um vetor no plano. Em
vez de utilizar o plano de Argand-Gauss, utilizaremos o plano cartesiano usual. Usaremos

o eixo Ox para o eixo real e o Oy para o imaginario. Dado 2z = a + bi € C, podemos
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. —
considerar o vetor Z = (a,b), como mostra a figura 12.

Yy

a g

Figura 12: Vetor 2 referente ao complexo z

Por exemplo, considere o nimero complexo 2 4. Temos, entdo, o vetor 2= (2, 1),
como mostra a figura 13.

L
e
; :
o x
Figura 13

Agora, considere o nimero complexo w = i. Temos que

zrw=(2+1i)i=—1+ 2i. (5.1)

De (5.1), podemos considerar o vetor ¥ = (—1,2), resultante do produto entre 2 e

: —
w. Vamos representar este vetor no plano, juntamente com o vetor z':

Yy

=

-1 2

v

Figura 14
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Observando a figura 14, podemos notar que, aparentemente, o vetor ¥ corresponde
ao vetor Z apds sofrer uma rotacao de 90° no sentido anti-horario. De fato, é exatamente
isto que acontece, e vamos entender o porqué a seguir.

Em primeiro lugar, precisamos falar sobre o mdédulo de um ndmero complexo.

Sendo z = a + bi, o mddulo de z serd dado por
2| = Va2 + 2. (5.2)
Por exemplo, para o nimero complexo z = 2 + 7, temos que
| =VETT =5

O mdédulo de um ntimero complexo z corresponderd a norma (comprimento) do vetor 7.
De fato, é facil ver que a expressao (5.2) correspondera a distancia do ponto P = (a,b)
até a origem.

Uma importante propriedade envolvendo médulo é a de que o médulo do produto
de dois complexos corresponde ao produto dos modulos de cada um, ou seja, dados z e w

dois niimeros complexos, temos que
|z w| = |z| - w]. (5.3)

A rotacgao de um vetor no plano nao altera o seu comprimento, apenas a sua
posicao. Caso contrario, nao teriamos apenas uma rotagao atuando naquele vetor, e sim
uma outra transformacao composta com a rotacao. Entao, para conservar o comprimento

— 4 ~ ~
do vetor 7z apds uma rotacao, deveremos ter, na expressao (5.3
4 ¥ ¥ ¥
|z w| = |z]. (5.4)

Comparando as expressoes (5.3) e (5.4), chegamos a conclusdo de que deveremos ter
‘w‘ =1, ou seja, o vetor W deverd ser unitédrio (ter comprimento igual a 1).

Voltando a situacao da figura 14, podemos ver que, de fato, o nimero complexo
w = 1 é unitario:

jw| = V02 +12=1.

Desta forma, ao multiplicar qualquer niimero complexo z por i, o vetor Z sofrerd
uma rotagao sem alterar a sua norma, ou seja, o seu comprimento.

Agora, vamos entender como é determinado o angulo de rotacao. Olhando o nu-
mero complexo z = a + bi como um vetor no plano, consideraremos o angulo # entre o
eixo Ox e o vetor Z, como mostra a figura 15. O angulo 6 ¢ chamado de argumento de

zZ.
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Figura 15: Argumento de z

No caso do nimero complexo w = 7, temos o vetor w = (0,1), que se sobrepoe
ao eixo Oy, formando um angulo de 90° com o eixo Ozx. Isto quer dizer que, multiplicar
qualquer ntimero complexo z por i significa rotacionar o vetor Z no plano por um angulo
de 90°, como ja haviamos suspeitado anteriormente.

Mas como ¢é possivel determinar a medida exata do argumento de um nidmero

complexo qualquer? Observando a figura 15, podemos tirar as seguintes relacoes trigono-

métricas:
cosf = ﬁ (5.5)
senf = % (5.6)
tgh = é
a

E fécil obter a medida do dngulo 8 a partir de qualquer uma das trés relagdes acima. No
caso em que z ¢ um complexo unitario, temos cosf = a e senf = b.

Em mais um exemplo, vamos considerar os nimeros complexos z = 2 +4i e w =

1
5 + 732 Temos que
1 3
zow = (2 4i) <§+§¢> = (1 -2V3) + (2 + V3)i.
4ol 1 3 )
E facil ver que ‘w‘ = 1. Desta forma, temos cosf = 5 ® senf = —» © que nos da 8 = 60°.

~ . . ~ —
Entao, ao multiplicar z por w, estaremos efetuando uma rotacao de 60° no vetor 2 no
sentido anti-horario. A figura 16 ilustra esta situagao.

Para finalizar, apresentaremos uma outra forma de se representar um nimero com-

plexo. De (5.5) e (5.6), podemos tirar as seguintes relagoes:

a=|z|cos® (5.7)
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Yy
Z
. PRV
1-2V3 v
Figura 16
b=|z|senf. (5.8)

Desta forma, dado z = a + bi um nimero complexo, substituindo (5.7) e (5.8), obtemos
z = |z|(cosf + isend). (5.9)

A expressao (5.9) apresenta a forma trigonométrica de um nimero complexo.

5.4 RECURSOS

Esta aula pode ser dada, tranquilamente, em um quadro (com giz ou caneta). No
entanto, o uso de um computador ou lousa digital equipado com um software de desenho
como o GeoGebra®' ¢ bem-vindo para o esbogo dos vetores no plano cartesiano. O uso
de um livro didatico também ¢é importante, para dar ao aluno uma complementacao dos

conteidos trabalhados, além de exercicios propostos.

!Disponivel em http://www.geogebra.org/.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho pudemos constatar as relagoes que existem entre os movimentos
rigidos no espaco, os quatérnios de Hamilton e as dlgebras geométricas de Clifford. Estas
relagoes trouxeram grandes avancos em diversas areas.

Hamilton fez diversas tentativas de formular as leis da Mecénica Classica e do
Eletromagnetismo usando quatérnios. Estas tentativas acabaram sendo ofuscadas pelo
advento da Analise Vetorial. No entanto, nos dias de hoje, o uso de quatérnios para des-
crever as rotacoes no espago possuem varias aplicacoes na Computacao Grafica e também
na Robdtica.

Os quatérnios duais s@o bastante utilizados na Teoria Cinematica (OLIVEIRA, 2011)
e na Robdtica, uma vez que a descricao do movimento de um rob6 nao envolve somente
rotacoes, mas também translacoes. Ou seja, envolve movimentos rigidos.

Na Matemética, as algebras de Clifford sao utilizadas em teorias de representacoes
de grupos e analise harmonica, bem como na geometria diferencial. Na Fisica, as algebras
de Clifford sao indispensaveis no estudo de qualquer fenémeno quantico. E, é claro,
também sao frequentemente usadas na Robdtica por descreverem, com mais facilidade, os
movimentos rigidos.

Para finalizar, um pequeno comentério sobre a aplicacao em sala de aula: depen-
dendo do tempo disponivel e do nivel de interesse por parte dos alunos, pode-se “pegar
o gancho” e abordar outros assuntos pertinentes, tais como a matriz de rotacao no plano
e um breve relato histérico sobre a tentativa de Hamilton de descrever algebricamente as

rotacoes no espaco, dando uma ideia do conceito de quatérnio.
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