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A teoria especial de Relatividade deve suas origens as Equagoes de
Mazwell do campo eletromagnético

(Albert Einstein)






RESUMO

Inspirado na empolgante historia do desenvolvimento da teoria eletromagnética, este tra-
balho traz os conhecimentos matematicos necessarios para se estudar as Equacoes de
Maxwell. Dessa forma, nos capitulos iniciais sao abordadas a teoria vetorial basica, com
definicao de vetores, espagos vetoriais, campos, e operagoes com vetores. Em seguida
aprofunda-se o estudo em célculo vetorial com as integrais de linha e superficie e em
operadores vetoriais com as definicoes de gradiente, divergente e rotacional. Por fim sao
explorados os importantes Teoremas de Green, Gauss e Stokes, concluindo o trabalho com
a apresentagao das quatro equacoes de Maxwell.

Palavras-chave: Vetor, Célculo, Eletromagnetismo, Maxwell






ABSTRACT

Inspired by the exciting history of the development of the electromagnetic theory, this
work brings the necessary mathematical knowledge for the study of Maxwell’s Equations.
Thus, in the starting chapters, the basic vector theory is approached with definitions of
vectors, vector spaces, fields and operations with vectors. Then, the study is deepened
in vectoral calculus with line and surface integrals and in vectoral operators with the
definitions of gradient, divergent and rotational. Finally, the important Green, Gauss
and Stokes Theorems are explored, concluding the work with a presentation of the four
Maxwell’s Equations.

Keywords: Vector; Calculus; Eletromagnetism; Maxwell.
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1 INTRODUCAO

A motivagao deste trabalho foi montar uma fonte de consulta para estudantes de
eletromagnetismo. Por experiéncia prépria, quando estudando este conteiudo, percebi a
necessidade do dominio das teorias matematicas vetoriais que sao essenciais para o estudo
do eletromagnetismo. Essas teorias costumam ser apresentadas nas bibliografias dedicadas
ao assunto, porém com abordagens que costumam ser muito superficiais e pouco intuitivas.

Em livros dedicados ao estudo do eletromagnetismo, é comum observar um capitulo
ou um anexo sobre andlise vetorial, onde sao apresentados uma introducao ao calculo
vetorial e os operadores gradiente, divergente e rotacional. Estes sao essenciais para o
desenvolvimento do estudo para se chegar nas quatro equagoes de Maxwell, que sao a
base da teoria do eletromagnetismo. Porém, normalmente, nao é explorada a ideia do
que significa fisicamente cada um desses operadores, o que dificulta o entendimento da
evolucao da teoria durante o século XIX.

Olhando para a historia da fisica classica, percebe-se que sao de imenso valor as im-
portantes descobertas feitas ao longo do desenvolvimento cientifico do eletromagnetismo,
que culminam nas equacgoes de Maxwell. Estas equagoes conseguem unificar toda a teoria
sobre eletricidade e magnetismo, descobrindo, por exemplo, a existéncia tedrica de ondas
eletromagnéticas. Algo que tornou possivel o desenvolvimento de tecnologias usadas nas
mais diversas aplica¢oes no nosso mundo hoje.

E facil perceber entao que, para se chegar neste ponto, é preciso primeiro do-
minar algumas ferramentas matematicas poderosas, como Célculo Diferencial e Integral
de fungoes vetoriais. A finalidade desta dissertagao é justamente desenvolver de forma
mais acessivel estes conceitos. Para isso, num primeiro momento, este trabalho pretende
apresentar, como um fator motivador ao estudo, o histérico do desenvolvimento do eletro-
magnetismo com as empolgantes conclusoes que chegaram os grandes cientistas da época,
como: Gauss, Ampere, Faraday e Maxwell.

Num segundo momento, faz-se necessario o embasamento tedrico mateméatico ini-
cial sobre vetores, apresentando definicoes formais e significados do que sao vetores e
espacos vetoriais. Em seguida, alonga-se o estudo de teoria vetorial com a definicao do
produto escalar, do produto vetorial e do que venha a ser um campo vetorial.

O quarto capitulo trata sobre integrais de grandezas vetoriais, utilizando as inte-
grais de multiplas varidveis para definir integrais de linha e de superficie. Ja no capitulo
cinco, serao apresentados os conceitos de gradiente, divergente e rotacional. Toda essa

teoria matematica vem auxiliar no entendimento dos Teoremas de Gauss, de Green, e de
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Stokes, apresentados no capitulo seis.

Apés apresentar os conceitos e técnicas matematicas necessarias, no ultimo capitulo
serao demonstradas as equagoes de Maxwell, que aglutinam em quatro elegantes equagoes
todas as leis da teoria do eletromagnetismo: Lei de Gauss para a eletrostatica; Lei de
Gauss para a magnetostatica; Lei de Ampere modificada; e Lei de Faraday.

Maior parte das grandezas que sao estudadas na teoria eletromagnética é veto-
rial, por isso é essencial o dominio deste conteido. Como a principal dificuldade para
o estudante principiante de eletromagnetismo ¢ justamente a nao familiarizagao com as
ferramentas vetoriais, este trabalho pretende apresentar nao sé os conceitos com o devido
rigor matematico, mas alicercar a construgao do conhecimento no significado fisico de

cada operador vetorial.
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2 HISTORIA - SOBRE OMBRO DE GIGANTES

A histoéria do eletromagnetismo comeca com uma lenda popular de mais de 4000
anos que conta sobre um pastor da ilha de Creta chamado Magnes que descobre uma pedra
com uma propriedade muito especial. Certo dia, enquanto ele pastorava suas ovelhas, se
deparou com tal pedra que, de alguma forma, era capaz de atrair os pregos feitos de ferro
de suas sandalias e a ponta de seu cajado, também feita de ferro. Em homenagem a este
camponeés, deu-se o nome de magnetita a esta pedra. Assim, batizou-se de magnetismo
o fenomeno onde metais como o ferro dos acessorios de Magnes eram atraidos por uma
forca invisivel gerada pela presenca desta pedra especial.

Em paralelo, na Grécia antiga, o famoso fil6sofo Tales de Mileto percebeu que ao
se atritar um pedago polido de ambar com um pedaco de pele de animal, podia-se atrair
pequenos objetos leves e secos, como palha de milho e folhas secas. Como eram fenomenos
bem semelhantes, acreditava-se inicialmente que se tratavam da mesma coisa.

Foi William Gilbert, médico e filésofo inglés, que comegou a estudar as propriedades
da magnetita (ou pedra imantada). Por volta de 1600, ele percebeu diferengas entre os dois
fenomenos, atribuindo entao ao fenomeno experimentado por Tales o nome de eletricidade,
que vem do grego electro, que quer dizer ambar.

Gilbert deve ser especialmente lembrado por ter sugerido, ainda em 1600, que a
Terra se comportava como um ima gigante, pois os chineses e europeus, ja no século
XII, aprenderam a usar a magnetita como instrumento de navegacao e orientacao, ao
perceberem que ela, quando colocada em suspensao e estando livre para girar, sempre
apontava para a mesma direcao, dando origem aos primeiros prototipos da bussola.

No final do século XVIII uma importante descoberta foi feita por um cientista ita-
liano chamado Luigi Galvani. Ele percebeu que a pata de uma ra se contraia quando as
extremidades do musculo eram tocadas pelas extremidades de um arco de arame confecci-
onado com dois metais diferentes. A real importancia desta descoberta sé foi reconhecida
e aperfeicoada por um outro cientista italiano, Alessandro Volta. Este chegou a conclusao
que os dois metais diferentes estavam produzindo uma forca nas extremidades de arame,
de tal forma que “algo” fluia pelo musculo da perna da ra, fazendo-a mexer. Aperfeico-
ando a combinacao dos metais do arame, produziu entao a primeira pilha, e ao substituir
o musculo da ra por um fio, Volta demonstrou que a “for¢a” produzida pelas extremidades
de sua pilha podia fazer particulas diminutas de matéria fluir pelo fio. Hoje sabemos que
essas particulas sao os elétrons, os mesmos que se manifestam ao se atritar o ambar, e

que o fluxo produzido é a corrente elétrica. Hoje damos o nome a tal “forca” de forca
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eletromotriz.

Apesar desses fenomenos despertarem a curiosidade dos cientistas na época, os
avangos possuiam apenas aspectos qualitativos e nenhum avango quantitativo foi feito até
que algum método de medida destes fendmenos fosse encontrado. No entanto ja havia
desconfiancas, por existirem semelhancas entre a atracao elétrica e a atracao gravitacional,
sendo ambas uma forca “invisivel”, que esta forca de atracao pudesse variar conforme o
inverso do quadrado da distancia. O desenvolvimento de um instrumento de medida
coube a Charles-Augustin de Coulomb, em 1785, que aperfeicoou a balanga de torcao
usada por Henry Cavendish para medir a constante G da lei da gravitacao universal. A
balanca de tor¢ao de Coulomb conseguia medir a forca de atragao e repulsao entre duas
esferas eletricamente carregadas através do angulo formado pelo fio que sustentava a haste
com as esferas. Chegou-se a conclusao que a forga elétrica realmente era inversamente
proporcional ao quadrado da distancia entre as esferas e diretamente proporcional ao
produto das suas cargas. Chegando a expressao da lei que hoje leva seu nome.

Em 1820, o fisico dinamarqués Hans Christian Oersted fez uma grande descoberta.
Ao utilizar a recém desenvolvida pilha de Volta para forcar corrente elétrica através de
um fio durante uma de suas aulas na universidade de Copenhague, presenciou, por obra
do acaso, que a agulha de uma brussola préoxima se mexia conforme o circuito da pilha
era fechado e aberto. Confirmando experimentalmente, pela primeira vez, uma relacao
direta entra eletricidade e magnetismo. Sua primeira intuicao na verdade era de que
efeitos magnéticos emanavam de um fio conduzindo corrente. Depois de intensos meses
de estudos, publicou suas descobertas mostrando que corrente elétrica produz um campo
magnético circular ao redor do fio condutor.

Seguindo as descobertas feitas por Oersted, o fisico francés André Marie Ampere
mostrou que dois fios paralelos conduzindo corrente exerciam atragao ou repulsao mutua,
semelhante a exercida por dois imas. Em seus experimentos, caso as correntes estivessem
fluindo na mesma direcao, os fios exerciam atragao reciproca. Ja se estivessem em sentidos
opostos, repeliam-se mutuamente. A partir de seus resultados experimentais, Ampere se
dedicou a demonstrar matematicamente suas conclusoes, sendo coroado com a deducao
de um principio que hoje conhecemos como a Lei de Ampere. Desta forma, colocando seu
nome em destaque entre os estudiosos desses novos fenomenos.

Oersted foi o primeiro a descobrir a importante relacao entre os dois fenomenos,
eletricidade e magnetismo, antes considerados independentes um do outro. Porém um
elo ainda mais importante desta relacao seria descoberto por dois outros cientistas que
trabalhavam separadamente: Michael Faraday na Inglaterra e Joseph Henry em Nova

York. Eles sao os responsaveis pelo descobrimento do fenomeno chamado inducao eletro-
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magnética. A descricao basica deste fenomeno é que se uma espira condutora se move
no interior de um campo magnético, o campo induz uma corrente elétrica pela espira.
Em outras palavras, o campo magnético induz uma forga eletromotriz no fio, o que gera
corrente. A importancia desta descoberta é que ela apresentou uma nova forma de se
gerar eletricidade.

Apesar de Faraday ser um excelente fisico experimental e ter contribuido com diver-
sas outras experiencias consideradas obras classicas da ciéncia, ele nao conseguiu formular
matematicamente suas importantes descobertas, tampouco pode manipular matematica-
mente as féormulas existentes a fim de chegar a novas conclusoes. Essa tarefa coube a
James Clerk Maxwell, uma das mentes mais brilhantes da historia da humanidade.

O escoceés Maxwell, que ainda jovem tornou-se um renomado matematico ao de-
monstrar matematicamente a natureza aglomerada dos anéis de Saturno, se sentia intri-
gado pelos fatos fisicos sobre fenomenos invisiveis e misteriosos como correntes elétricas,
campos magnéticos e indugao eletromagnética, de tal modo que se dedicou a reduzir os
fatos ja conhecidos a equagoes matematicas. Dessa forma, nao s6 formulou a lei de Fa-
raday, mas também formulou todas as leis que ja existiam sobre o assunto, concentrando
toda a teoria em apenas quatro equacoes matematicas.

Sua primeira maior contribuicao foi a descoberta da corrente de deslocamento, que
em seguida proporcionou a demonstragao de sua segunda maior contribuicao: a existéncia
de ondas eletromagnéticas. Maxwell mostrou que essas ondas tinham velocidade idéntica
a da luz, que ja era conhecida por meio de experimentos anteriores. Ele entao conclui que
a propria luz deveria ser uma onda eletromagnética.

Heinrich Hertz finalmente demonstrou experimentalmente, em 1887, que as ondas
eletromagnéticas de fato existiam e se comportavam exatamente como Maxwell havia
proposto. Infelizmente Maxwell nao estava mais vivo para testemunhar a concretizagao
de suas conclusoes, tendo falecido em 1879. Anos depois da demonstracao experimental
de Hertz, Guglielmo Marconi transmitiu pela primeira vez, em 1901, ondas de radio do

Reino Unido ao Canada, dando inicio assim a era moderna das comunicagoes sem fio.
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Figura 1: Linha do Tempo
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3 VETORES

Neste capitulo serao abordadas a definicao de espacgos vetoriais e um pouco de
teoria de algebra linear. Em seguida serd apresentado o conceito de vetor por meio de
sua interpretagao geométrica além de suas operacoes. Serao definidos ainda os produtos

escalar e vetorial. O capitulo encerra com a definicao de campos vetoriais.

3.1 ESPACO VETORIAL

Dizemos que um conjunto V # @ é um espago vetorial sobre R se, e somente se:

. ~ . .~ —> — — — .
1. Existe uma operacao denominada adigao (u, v) — u + v em V, com as seguintes

propriedades:

a. U+ U =7+ u,Vu, v €V, (propriedade comutativa)

b. 7+ (V+wW)=(d+7)+w,Vu, 7, w €V, (propriedade associativa)

c. Existe em V um elemento neutro para essa operacao de adigao, simbolizado

por 0, tal que: ¥ +0 =, Vi €V
d. Para todo elemento % de V existe o oposto, simbolizado —u, tal que: @ +
(—u)=0

2. Esta definida uma multiplicagao de RxV em V, operacao denominada multiplicagao

—>

por um escalar, que significa que para cada par (a,d) com « € Re ¥ € V,
z . ’ . —> . . ~ .
estd associado um unico elemento aw. Para essa multiplicacao tem-se as seguintes

propriedades (Vo, 3 € R e VU, v € V):

Notemos que a partir desta definicao podemos concluir que o proprio R é um espaco
vetorial sobre R. E da mesma forma podemos citar outros exemplos de espagos vetoriais,
como o conjunto das matrizes M, (R), o conjunto dos niimeros complexos C, o conjunto
dos polinomios de grau < n, P,(R), entre outros. O conjunto dos vetores da geometria,

definidos por segmentos de reta orientados, é também um espago vetorial sobre R. Dessa
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forma, os elementos de um espaco vetorial qualquer sao chamados de vetores, sendo o
elemento neutro da adi¢ao chamado vetor nulo. Neste trabalho limitaremos o estudo a

espacos vetoriais finitamente gerados, em especial o R?.

3.1.1 SUBESPACO VETORIAL

Seja V um espago vetorial sobre R. Um subespaco de vetorial de V (ou apenas

subespago de V) é um subconjunto W C V| tal que:
a) 0 e W,
b) Vi, 7 eW, 4 +7 €W,

c) Va e ReVu e W, au € W.

3.1.2 COMBINACOES LINEARES

Seja V um espago vetorial sobre R. Seja S = {u7,u3,...,u,} C V. Seja [S] um

subconjunto de V construido a partir de S
[S] = {aquy + asus + ... + auin|ag, ag, ..., ap € R}
Observe que [S] é um subespago de V:
a) 0=0uj + 0u3 + ... + 0, entdao 0 € [S]; e

b) Se T = ayug + agtis + ... + aui, € W = Biug + fotiz + ... + Lo, pertencem a [S],

entdo U + W € [S]. Pois T+ W = (a1 + f1)ug + ... + (o + Bn)un
c) Sey€Re U =aquy + ... + a,u, pertence a [S], entao yU € [S].

Diz-se entao que cada elemento de [S] é uma combinagao linear dos elementos de
S. Ou ainda que os vetores u7, U3, ..., U, geram [S], ou formam um sistema gerador de [S].

No caso de [S] =V entao S ¢ dito um conjunto gerador de V.

3.1.3 BASE

Antes de definir o que venha a ser uma base de um espaco vetorial, precisamos
definir o que venha a ser um espago linearmente independente (LI). Seja V um espago
vetorial sobre R. Seja S = {u71,u3, ..., u,} C V, S é dito LI se, e somente se, a igualdade

oy + oty + ... + ant, = 0 for possivel apenas para oy = as = ... = a,, = 0.
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Para o subconjunto S ser considerado uma base de V, é preciso que S seja um
conjunto gerador de V e que seja LI.

Seja B = {ZZ, ,l;,:} uma base do espaco vetorial V. Entao B C V, B é LI, e
V= 04151) + .+ oznb_n)|oz1, ...a, € R. A dimensao de um espago corresponde ao nimero de
vetores existentes em uma base, ou seja, existem apenas trés vetores em qualquer base do

espaco vetorial R3.

3.2 VETORES

Um vetor é definido formalmente como sendo um elemento de um espaco vetorial.
Este trabalho se aterda apenas aos vetores geométricos pois sao estes os que desempe-
nham importante papel na fisica, em especial no eletromagnetismo. Vetores geométricos,
que serdo chamados apenas de vetores, sao classes de equivaléncia (ou equipoléncia) de

segmentos de reta orientados, que possuem modulo, direcao e sentido.

3.2.1 INTERPRETACAO GEOMETRICA PARA OPERACOES

Vetores desempenham importante papel na fisica. Grandezas fisicas que sao mu-
nidas das caracteristicas de intensidade, direcao e sentido sao representadas matematica-
mente por vetores, como velocidade, aceleracao, e forca.

Geometricamente, definimos um vetor com uma seta (um segmento de reta orien-
tado) que une dois pontos no espago. O comprimento da seta representa o médulo do
vetor e a seta apontando na direcao e sentido do vetor. Por exemplo o vetor @ a seguir
pode representar o vetor deslocamento de uma particula que se movimenta do ponto A
até o ponto B. Ja o vetor U pode representar um deslocamento semelhante, porém no

sentido contrario.
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Figura 2: Vetores Simétricos
B
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Fonte: Préprio Autor(2020)

Para se trabalhar algebricamente com vetores, fixamos uma base do espago vetorial,
o que corresponde a fixarmos um sistema de coordenadas. No sistema de coordenadas
no R™, ao fixarmos a base canénica B = {e7,é3,...,¢,} onde e = (1,0,...,0), (e3) =
0,1,...,0),....(en) = (0,0,....,1) o vetor @ é a combinacao linear (operacao que sera
apresentada mais a frente) U = ui(e7) + ug(€z) + ... + uy(€,), representado pela n-upla
ordenada W (uy, ug, ..., u,), onde uy, us, ..., u, sao denominadas as coordenadas de u. Para
o nosso mundo fisico é natural trabalharmos com o sistema de coordenadas cartesianas

R? e R3. Exemplos:

Figura 3: Coordenadas Cartesianas

(ay, ay, a;)

Uy

_i-;'. = (E-'.IT i_ry) _f? - (fl], ﬂz.ﬂg}

Fonte: Stewart (2013)

O médulo de um vetor qualquer U (uy, us, ..., u,) é dado por

7| = \/(u1)? + (u2)? + ... + (u,)?, que é um nimero real, ou seja, um escalar.

3.3 OPERACOES COM VETORES

Vejamos o significado geométrico para as operacoes com vetores.
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3.3.1 SOMA

Suponha que uma particula se mova do ponto A para o B, assim, seu vetor deslo-
camento é AB. Em seguida, a particula muda de diregao e move-se a partir de B para
C, com vetor de deslocamento BC. O efeito combinado desses deslocamentos é que a
particula se moveu de A para C'. O vetor deslocamento resultante AC 6 chamado de

soma de AA—B) com B—C') € escrevemos /1_6') = AA—B) + B—C’)

Figura 4: Soma de Vetores

Fonte: Stewart (2013)

Fixada a base canonica B = {e7, €3, ..., €, } em V = R"™, sejam dois vetores U (uy, us, ..., u,)

N
e vV (v1, Vg, ..., Up).
. —> —> s
e Geometricamente sua soma u + v ¢é dada por:

Figura 5: Soma de vetores representada geometricamente

Fonte: Stewart (2013)

e Algebricamente, a soma @ + U é dada por:

—>

— —
U+ U = (ug +v1,us+ Vo Uy FU,) =T + U
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Observe como um vetor qualquer pode ser representado como a soma de seus

vetores componentes, conforme figura a seguir.

Figura 6: Decomposicao de vetores em componentes

—
. O3
T W |
1 ""f‘-___‘_ 5 ,"_’I
et w i '=-J,_ff|1:”:;..ﬂ1.'i
2k ] r
=3 | a},x"'f :
V.. 1 ! ; - | |
: L O |
4 .l 9 1 ” . | ﬂ-zl
— x L;;-_,z" .h |. "JI.
s Ao - il
g T ~ |- ¥
" aq e |
ﬁ = _>—|— ‘I_,'-‘_> - — —_— —
S - < v a = ﬂl + 2 + 3

Fonte: Stewart (2013)

3.3.2 MULTIPLICACAO POR UM ESCALAR

A multiplicacdo por um escalar altera apenas a magnitude (o médulo) do vetor,
que passa a ficar multiplicada por este niimero, e dependendo do sinal do escalar, inverte
também o sentido do vetor. Algebricamente temos que au = (quy, qus, ..., au,), sendo
um vetor ¥ = (u1,usg, ..., u,) e um escalar « € R. Entao, por exemplo, temos o vetor
20 = U+ U, que possui a mesma direcao e sentido de ¥, porém o dobro do comprimento.
Observe que: ©—u = U+(—1.7) = U+(—u) = 0. Geometricamente, temos os seguintes

exemplos:

Figura 7: Multiplicacao por escalar representada geometricamente

Fonte: Stewart (2013)



33

Observe como um vetor qualquer é o produto entre seu médulo e o vetor unitario
na mesma dire¢ao e sentido (denominado versor). A partir de agora, utilizaremos a base
canonica do espaco vetorial R?, B = {i,j,k}, onde i = (1,0,0),j = (0,1,0), e k = (0,0, 1),

sao os vetores unitarios nas diregoes z,y, z, respectivamente. Temos entao:

Figura 8: Decomposicao de vetores em coordenadas

—s
g

e —_— - = i
a, = |a;|i. projegio de @ em x
[ —_— O =
a, = |a;|j. projecioded em ¥
— — S 3
a; = |az|k. projecio de d em z

Entdo: d = |a;|i + |a;|j + |az |k

Fonte: Stewart (2013)

3.3.3 PROPRIEDADES DA SOMA E DA MULTIPLICACAO POR ESCA-
LAR

. —> — —
Sejam wu, v, e w vetores no R", e a e b escalares:
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3.4 PRODUTO ESCALAR

E uma aplicagao R™ x R™ — R, tal que, fixada a base canonica B = {ej, ..., e, },
para cada par de vetores ¥, v € R", tais que U@ = (u1, Uz, ..., up) € U = (v1, V2, ..., Vp),
associa-se um numero real, resultado da soma wiv; + usve + ... + u,v,, simbolizado por

©. 7, ou ainda < @,V > (neste trabalho adotaremos a notagao u. 7).

n
0T = U;V; (ZEN)

i=1

O resultado é um ntmero real, ou seja, um escalar, motivo pelo qual o nome deste

produto é escalar (também conhecido como produto interno).

3.4.1 PROPRIEDADES DO PRODUTO ESCALAR

. — —> —>
Sejam u, v, w vetores e o um escalar:

3.4.2 INTERPRETACAO GEOMETRICA DO PRODUTO ESCALAR

Considere, no espaco vetorial R3, os vetores genéricos @ e 7)), conforme a seguir:
Pela Lei dos Cossenos, temos que:
|(CLTI;)|2 |d|? + | b > —2|<d|.| b| cos f, mas sabemos que
(@ =D = (a=b).(a—F) =
l(a—0)*=|d|*—2d.b + |

—

(d — b).(a - b) 3 a3 b-b.a+0b.b
b2, logo temos que:
T2+ D)2 = 2| D].cosd = |T|> — 235 + | D2

Concluindo que:

@b =|@).| D] cosb
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Figura 9: Interpretacao geométrica do produto escalar

I A

Fonte: Stewart (2013)

N
A partir dessa férmula é imediata a conclusao de que @ L b se, e somente se

N
@.b = 0. Outra interpretacao importante do produto escalar é que ele é o produto do
modulo de um dos vetores com o mdédulo da projecao do outro vetor na mesma direcao

daquele, conforme figura a seguir:

Figura 10: Produto escalar e a projecao de um vetor na dire¢ao do outro

l

|

|

| )
— I =

Proj3(i) — Projecdo deu na direciodev

L.

Fonte: Stewart (2013)

Chamando de Projz(u) o vetor projecao de U na diregao de ¥, é facil concluir
que Projz(u) = u.cosf onde |Projz(u)| = |d].cosf, e que o produto escalar ©.7 ¢é
igual ao produto escalar Projz(1).7. Ou seja, o produto escalar equivale ao produto do

modulo de um vetor com o médulo da projecao do outro vetor na sua direcao.
—
v

©. T = |d||7].cos@ = Projz(u).v

@3 T (TT
=

)2
TT e

Proj,(uU) =

Esta interpretacao geométrica é importante para os casos da fisica em que muitas vezes

sé interessa a componente de um vetor (forga, por exemplo) na mesma dire¢cao de um
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outro vetor (deslocamento, por exemplo), como é o caso da grandeza fisica Trabalho, que

Veremos a seguir.

3.4.3 PRODUTO ESCALAR E TRABALHO

Considere os seguintes vetores no espaco vetorial R? : F (forga constante aplicada
a uma particula) e T (vetor deslocamento desta particula em um plano), como na figura

a seguir.

Figura 11: Produto escalar e trabalho

Proj;| F)

Fonte: Préprio Autor (2020)

O produto escalar determina o produto entre o médulo do vetor T e 0 médulo do
vetor Projf(]?) (projegao do vetor F na direcao de 7), ou seja, F cosf. De acordo com
a dinamica da fisica classica newtoniana, quando F for um vetor constante, o produto
escalar fornece entao o Trabalho (W) realizado pela forga F para deslocar a particula
de uma distancia d = ]T| na diregao e sentido de 7. Lembrando que W é uma medida
escalar (no caso, uma medida de energia).
T

W =F.T =|F|.|T|.cos

Como ja sabemos, também ¢é possivel determinar o trabalho de uma forga constante
F sabendo as coordenadas de cada um dos vetores. Sejam F(Fx, F, . F,) e T(ZI,ly,lz),
entao
F.T

W =F.[ = Fl, +F,l,+ F.L,

P —
Escrevendo F e [ em forma de equacoes cartesianas no R3, utilizando os versores
i,7,k (que sdo os vetores unitdrios nas diregoes z,y, z, respectivamente, ou ainda a base

canonica de espago vetorial R?) temos: F = Foa+Fj+F.ke T = lyi+1,7+1.k. Entao:
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F T = (Fyi+ Fyj + Fok).(Lyi + 1,j + L.k) =
= Fylyisi+ Fylyij + Fylyik+
F,dpji+ Fylyjj+ Fljk+
VP ki + Folk.j + Fo.lk.k

Onde ¢ facil ver que i.i = j.j = k.k = 1.1.cos(0) = 1 E que i.j = i.k = j.k =
1.1. cosg = 0 Resultando em F.T = Fl, + Fyl, + F.l,
Concluimos entao que dada uma forca F , somente a componente dessa forca na

direcao do deslocamento, F cos 0, realiza trabalho.

3.5 PRODUTO VETORIAL

E uma aplicacdo R? x R? — R3, tal que, fixada a base canonica B = {i, j, k}, para
cada par de vetores U, ¥ € R3, tais que U = (uy,us,u3) e ¥ = (v1, vy, v3), associa-se o
vetor U X U, tal que U X U = (ugU3 —usvs, Uzvy —Uiv3, U1 Ve — Uz ). A motivagao para cria-
¢ao desta operacao foi justamente descobrir um terceiro vetor que fosse, simultaneamente,
perpendicular aos dois vetores originais. Sejam dois vetores linearmente independentes
U = (uy,ug,u3z) e ¥ = (vy,v9,v3) em R3. Buscamos agora um terceiro vetor w, também
em R3, de coordenadas (wy,ws,w3), que seja a0 mesmo tempo perpendicular tanto a o
quanto v; cujo médulo equivalha a drea do paralelogramo formado por eles; e que respeite
a regra da mao direita. Ja sabemos que se dois vetores sao perpendiculares, seu produto
escalar é zero. Logo, para que ¥ seja tal que W L @ e @ L ¥, suas coordenadas devem

ser solugoes do sistema:

Uw = UTW1 + UW2 + UsW3 = 0

N
v

N
W = VW + vawse + v3wz = 0

Este sistema admite infinitas solucoes, entre elas a seguinte: w; = ugv3 —uzvs, Wy =
U3V — UV3, € w3 = U1V — usvq. O que significa que o vetor procurado, perpendicular a

— —> —> —>
ambos U e U, 6 0 W = (ugv3 — UszVg, Uzl — U V3, U1V — Uo7 ). Este vetor W representa o
resultado da operacao que chamamos de produto vetorial cujo simbolo é @ x ¥.

Uma forma operacional para calcular o produto vetorial @ x ¥ é escrevé-la em

forma simbdlica de determinante:
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1 7k
— —>
U XU =1lu uz us
U1 V2 Ug

De forma que @ X U = (ugv3 — u3vs)i + (uzv; — u1v3)j + (u1v9 — ugvy)k. Ou seja,

o resultado de um produto vetorial é um vetor. Um vetor fica fisicamente determinado

se estao definidos seu médulo, direcao e sentido. Ja sabemos o médulo, sabemos também

que a direcao é perpendicular aos outros dois vetores. O sentido é conhecido pela regra

da mao direita, onde os dedos da mao giram de % para U, o polegar aponta no sentido

de W x U. A partir da féormula deduzida acima, ¢ ficil perceber que se dois vetores U e

v sao paralelos (6 = 0), ou seja, linearmente dependentes, entao © x U = 0.

3.5.1 PROPRIEDADES DO PRODUTO VETORIAL

. - > — .
Sejam w, v, w vetores e seja o um escalar:

3.5.2 INTERPRETACAO GEOMETRICA

Figura 12: Produto Vetorial
g
S
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Fonte: Stewart (2013)
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Seja 6 o angulo formado pelos vetores ¥ e U(0 < 6 < 7), entao |4 x U| =

||| 7] sen 6.
Demonstracao.
T x TP = (U x0).(d x V)=
= (U3 — u3v2)* + (usv1 — u1v3)? + (Urvy — ugvy)? =
= (UQUs)2—2U2U3U3U2+(—U302)2+(U31}1)2—2U3U1U103+(—u103)2+(U1U2)2—2U1U2U2111+(—U2U1)2 =
= (w1 + ug® + uz?) (1% + v2® + v3?) — (Urv; + vy + uzv3)® =

= [T |T)? — |7} T|*cos® 0 = |T|*|T]*(1 — cos? 0)

Portanto
|7 x U = |7} 7|*sen?
, Ou seja,
|4 x U] = |u||V|senb

]

O moédulo do produto vetorial entre os vetores @ e U é a drea do paralelogramo

determinado por W e V.

3.5.3 PRODUTO VETORIAL E TORQUE

O produto vetorial aparece muito na fisica. Por exemplo uma forca constante F
atuando sobre um corpo rigido num ponto de vetor posicao 7, como na figura a seguir
que mostra um parafuso sendo apertado aplicando uma forca a uma chave de boca - o
parafuso ird girar no sentido horério. O torque (7) mede a tendéncia de um corpo girar

em torno de um ponto (origem).
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Figura 13: Produto vetorial e torque

D T=7xF
-~

~

Fonte: Stewart (2013)

De forma analoga ao produto escalar, o produto vetorial também é o produto do
modulo de um vetor com a projecao do outro. Porém esta projecao agora é na direcao
perpendicular ao outro vetor. Observe a seguir como o vetor u tende a girar no sentido

anti-hordrio em torno do ponto O, por meio de sua componente u sen @ (perpendicular &

7).
Figura 14: Interpretacao geométrica do produto vetorial
el
0 3

Fonte: Préprio Autor(2020)

3.6 GRANDEZAS FISICAS

As definig¢oes contidas neste item sao essenciais para o estudo do eletromagnetismo

pois este depende do entendimento do comportamento dos campos elétricos e magnéticos.

3.6.1 GRANDEZA ESCALAR

Seja P C R?. Uma grandeza escalar em R é uma funcao f : P — R que associa a
cada ponto (z,y, z) em P um nimero real f(z,y, z). Dada esta mesma funcao f : P — R,

invertivel, e um nimero real C, define-se como superficie de nivel a pré-imagem de C' por
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f, simbolizada por S¢ = f(=1(C).
Na fisica, pressao é uma grandeza escalar, pois sua informagao é meramente numé-

rica, nao carregando informacao sobre direcao de atuagao nem sentido, apenas magnitude.
A atmosfera terrestre é um espago de grandeza escalar pressao (algumas literaturas cha-
mam este espaco de campo escalar de pressao), onde diferentes alturas em rela¢do ao
nivel do mar possuem diferentes valores de pressao atmosférica. Uma isobarica é uma
regiao deste campo que possui a mesma pressao em todos os seus pontos. Atribuindo-se o
valor f(z,y,z) = C' a magnitude da pressao em determinado ponto (x,y, z) da atmosfera
terrestre, as superficies de nivel S¢ sdo as superficies isobdricas na atmosfera.

E facil perceber que a grandeza fisica temperatura também é escalar, entao, neste
caso, S definiria as isotérmicas. Logo, uma isotérmica seria uma regido do espaco onde
todas as temperaturas teriam a mesma magnitude, conforme o exemplo da figura a seguir,

que mostra as isotérmicas do campo de temperatura formada por uma fonte de calor (a
fogueira).

Figura 15: Isotérmicas: campo escalar
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Fonte: Préprio Autor (2020)

3.6.2 CAMPO VETORIAL

Seja D um subconjunto do R3. Um campo vetorial é uma funcao vetorial F:D—
R3, que associa a cada ponto (x,y,z) em D um vetor tridimensional F(x, Y,z). Em um
campo vetorial, os pontos do espaco estao associados a grandezas que carregam informagcao
nao apenas de magnitude, mas também de direcao e sentido. O caso de um campo vetorial

de velocidade, ilustrado na figura a seguir, mostra a velocidade de escoamento dentro de
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um cano e associa um vetor velocidade a cada ponto deste espaco (regido interna do cano).

Figura 16: Campo vetorial

Fonte: Stewart (2013)

O estudo do eletromagnetismo é, em grande parte, baseado no estudo de campos
vetoriais elétricos e magnéticos. Campos vetoriais que variam com o tempo sao ditos
dinamicos e ocorrem em alguns casos no estudo do eletromagnetismo. Um campo vetorial
é dito uniforme se para qualquer ponto do espago estiver associado o mesmo vetor. No

préximo capitulo serao estudadas propriedades de um campo vetorial conservativo.
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4 INTEGRAIS DE GRANDEZAS VETORIAIS

4.1 INTEGRAL DE LINHA

Semelhante a integral unidimensional, onde uma fungao g(x) é integrada ao longo
do intervalo [z1,xs] pertencente ao dominio de g(x), a integral de linha é calculada ao

longo de uma curva, pertencente ao dominio da funcao a ser integrada.

Figura 17: Integral de linha

[ Flx,y) dxdy
i

] . |

Fonte: Stewart (2013)

4.1.1 INTEGRAL DE LINHA DE CAMPO VETORIAL

O trabalho realizado por uma forca constante F para mover uma particula ao longo
de uma linha reta do ponto A até B, é W = F.AB. Uma motivacao para definirmos a
Integral de Linha ¢é supormos que o movimento da particula nao seja mais ao longo de
uma linha reta, mas sim ao longo de uma curva C' no espago, e que a forca nao é mais
uniforme, e sim que o vetor forga exercida sobre a particula em cada ponto (x,y, z) desse
espaco seja dada por F(x, y,2) = M(x,y,z)i + N(z,y,2)j + P(x,y, z)k. Parametrizando
a curva C, temos x = f(t),y = g(t), z = h(t),Vt € [a, b].

I com equacgio vetorial 7 (t) = f(t)i +

Seja U C R® e C C U uma curva suave
g(t)j+h(t)k (isto é, v’ é continua em [a, b] e r'(t) # 0, ou seja, f(t), g(t), h(t) tém derivadas

f'(t), g (t), W (t) continuas no intervalo [a, b]). Além disso, seja F': U — R? um campo de

'Uma curva de equacio vetorial 7(t) = f(t)i + g(t)j + h(t)k ¢é dita suave em [a,b] se f', g, h’ sdo
continuas em [a,b] e r'(t) # 0 para todo t € [a, b]
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forca definido por 75(;1:, y,2) = M(x,y,2)i+ N(z,y,2)j+ P(x,y, 2)k, onde M, N, e P sao
funcoes continuas em U.

O trabalho realizado pelo campo de forca F para mover uma particula ao longo
da curva C' do ponto (f(a), g(a),h(a)) até o ponto (f(b), g(b), h(b)) é& W = F-7.

N
Decompondo os vetores forca F' e deslocamento 7 nas direcoes z, y e z:

W =F7=F,.r,+Fr,+F.r.

Seja A uma partigao do intervalo [a,b]: a <ty <t; <ty... <tp, 1 <t, <b

Seja um ponto genérico R;(x;, yi, z:) = (f(t:), g(t:), h(t;)) em C.

Para determinar o trabalho, aproximaremos a curva ao somatoério de varios seg-
mentos de reta R;_ 1 R; = 7 (t;) — 7 (t;_1). Temos que 7 (t;) — 7 (ti_1) = [f(t;) — f(tiz1)]i+
lg(t:) — g(ti1)]j + [h(t:) — h(tiz1)]k

Figura 18: Integral de linha de campo vetorial em trés dimensoes

Z
A

o U (0),g(b),h(b))

Fonte: Préprio Autor (2020)

O Teorema do Valor Médio garante que se uma funcao v : [¢,d] — R é tal que +/
é continua, entdo existe um ponto s € (¢, d) tal que y(d) — v(c) = +'(s)(d — ¢).

Como f'(t),¢'(t), W (t) sdo continuas em [a, b, segue do teorema do valor médio

que existem um ¢, ¢?, € (a,b) de modo que:

(AR A i)
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Flts) = f(tioa) = f1(e)(ti = timn) = f/(c]) At
g(ti) — g(ti) = g'(c])(ti — tica) = g'(c])Ait
h(t:) = h(tioa) = W()(t; — tio) = B(c]) At
Entao uma aproximacao do trabalho ao longo de C' para mover uma particula do
ponto R;_1 até o ponto R; é:
AW = M(f(t),g(t), h(t))(f(t:) — f(tic1)) + N(f (1), g(t), h(t))(g(t:) — g(ti1))+
P(f(t),g(t), h(t))(h(t:) — h(ti-1))

Fazendo A;t =t; — t;_1, temos :
AW = M(f(t),9(t), h(t) £ (c)) At+N(f(2), g(£), h(t)g' () At+P(f (1), g(t), h(t)) I/ () At

Entao uma aproximacao do trabalho para mover uma particula por todo o caminho da
curva C é:

S AT = S MOF(), (), b)) F(e)) At + N(F(t). 9(t). h(t))g () Aut+

P(f(t), g(t), h(t))H (c]) At

Que ¢é uma soma de Riemann. Fazendo o limite dessa soma quando n — oo, ou seja,

quando a particao A — 0, temos:

W= [ G0, gl0). o) @Odes [ NGO, 90 hO) (Wlder | (P, 0), hie)H ()

W= / [M(f(2), 9(8), h(£) f'(1) + N(f(2), g(£), h(£)g'(t) + P(f(t), (t), h(£)) W' (£)]dt

Ou utilizando a notagao vetorial (produto escalar):

WZ/ [M(f(£), 9(t), h(£)), N(f(2), g(£), h(t)), P(f(t), 9(t), h(2)).(f (), ' (), B'(£))]dt

[P F(r(t). 7 (t)dt

Ou ainda

4.2 CAMPO CONSERVATIVO

Seja D um subconjunto do R®*. Um campo vetorial F(:c,y, z) : D — R3¢

conservativo se, para qualquer curva continua fechada C, tendo como equagao vetorial
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T(t) = f(t)i+g(t)j + h(t)k (Vt € [a,b]), onde 7 (t) : [a,b] — R? tal que 7(a) = 7(b), a

integral de linha sobre C' se anula, isto é:

/F.d?: /b P(7(t).7 (t)dt =0
c a

Neste caso, é facil perceber que para quaisquer pontos p,q € D , e sendo C' uma
curva continua, tal que 7 (a) = p e 7(b) = ¢, a integral [, F.d7 independe da curva C.
Ou seja, pouco importa o “caminho percorrido” da integral de linha, o resultado depende
apenas dos pontos inicial e final. Logo, é equivalente afirmar que um campo vetorial é
conservativo se, e somente se, [ o F.d7 independe do caminho percorrido em D para ir
de um ponto p = 7 (a) a um ponto p = 7 (b).

Chamando de circulacao a integral de linha ao longo de uma curva continua fe-
chada, adotando o simbolo fC, dizemos que o campo vetorial F é conservativo se, e
somente se, a circulacao é nula em todos os pontos do espaco. Ou seja, o campo vetorial
F é conservativo se, e somente se, fo F.d7 = 0.

Campos conservativos recebem este nome pois neles a energia total é conservada.
Por exemplo, se o movimento de uma particula é causado por um campo de forga con-
servativo F , a energia potencial da particula em um ponto no espaco sera definida como
sendo uma fungao E. O trabalho (W) realizado para deslocar uma particula do pontoA ao
ponto B ao longo de qualquer trajetoéria neste campo, uma curva continua C' por exemplo,
é W = E(A) — E(B). Ou seja, o trabalho independe do caminho percorrido, importando
apenas os pontos inicial e final. Mais precisamente, o trabalho realizado é igual a diferenca
de energia potencial da particula em A e B.

Porém, consequéncia da segunda lei de Newton, este mesmo trabalho pode ser
calculado através da variagao da energia cinética (K) em cada ponto, ou seja, W =
K(B) — K(A), mais uma vez verificamos que o trabalho sé depende dos pontos inicial e

final. Igualando as duas equagoes temos:

E(A)+ K(A) = E(B) + K(B)

Esta igualdade estabelece que a soma das energias potencial e cinética nos pontos
inicial A e final B sao iguais. Como A e B podem ser quaisquer pontos sobre a curva
C, a soma das energias é constante ao longo de C'. Isto é, a energia total da particula
permanece a mesma durante todo o movimento. Por isso o nome campo conservativo,
pois a energia é conservada. Este é um dos grandes principios da fisica, sendo chamado

da Lei da Conservacao da Energia.
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4.3 INTEGRAL DE SUPERFICIE

4.3.1 AREA DE SUPERFICIE

Seja D uma regiao fechada em R2. Seja a superficie S; definida por uma funcao
f: R?® — R?® que é parametrizada por p(u,v), sendo p : D — R? tal que 7 (u,v) =
(z(u,v),y(u,v), z(u,v)) com u,v € R. A parametrizacao g (u,v) “transforma” os retan-
gulos de lados Au e Av em D na superficie ABC'D contida na imagem de Sp, de acordo

com a figura a seguir.

8_) 8_) ~ N /. ’
Os vetores %Au e %Av sao tangentes & superficie, e a drea do parale-
. oz o7 , .
logramo formado por eles ¢ |22(80) 5 96W2) | Ay Ay Este paralelogramo é tangente a
ou ov

superficie no ponto A, e sua area é uma aproximacao para a area da superficie ABCD.

07 (u,v) 07 (u,v)

B 5, | ¢ normal tanto a este paralelogramo quanto

Observe que o vetor 1 = X

a superficie no ponto A.

Figura 19: Integral de superficie

v
T
MU, )

¥+ AV b—

V- =
Bl ) <
/ {J T —'.“

H M+ AN

Fonte: Guidorizzi (2001)

Tomando Au e Awv suficientemente pequenos, du e dv respectivamente, de modo

que a area da nova superficie ABCD seja igual a area do paralelogramo tangente

0B (uv) o 0F(uw)
ou ov

areas infinitesimais tomando todos os retangulos de lados du e dv existentes na regiao D:

S://SldS://D dudv://D]Tﬂdudv

dudv = dS. A érea total (S) da superficie S; serd a soma de todas estas

op(u,v) 07 (u,v)
X
ou v
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4.3.2 INTEGRAL DE SUPERFICIE DE UMA FUNCAO

Seja D uma regiao fechada em R2. Seja uma superficie S; definida por uma fun-
cao f : R® — R3 e parametrizada por g (u,v) sendo g : D — R3 tal que 7 (u,v) =

(x(u,v),y(u,v), z(u,v)) com u,v € R. Define-se a integral de superficie de f na superficie
Sli
[ swv2as = [[ s@onis = [[ 1@t
S1 D D

4.3.3 SUPERFICIES ORIENTADAS

Para definir integral de superficie de campos vetoriais é preciso definir superficie
orientada para poder descartar superficies nao orientadas, como a faixa de Mobius. Uma
superficie é dita orientavel se é possivel escolher um vetor normal em cada um de seus
pontos, separando-a em lados (dentro e fora, ou acima e abaixo), de modo que este vetor
varie continuamente sobre a superficie. Se uma superficie orientada suave é dada em

sua forma parametrizada pela equacao vetorial o(u,v), entdao ela estd automaticamente
97 (u,v) 07 (u,v)

—> —>
. < - ., . ouXou
associada a orientacao do vetor normal unitario ——— = _,au _)81) .
l|ou x oul 90 (u,v) 007 (u,v)
ou ov

Nesta dissertacao trabalharemos apenas com superficies orientaveis. Como con-

vencao, sera adotada o sentido positivo como sendo de dentr_()) pra fora. _1}10 exemplo da
00 (u,v) " 07 (u,v)

ou ov

Figura 19 a superficie é orientdvel e seu vetor normal 7 =
4.3.4 INTEGRAL DE SUPERFICIE DE CAMPOS VETORIAIS

Seja D uma regido fechada em R?, e seja uma superficie S; em R? parametrizada
por p(u,v), sendo p : D — R? tal que p(u,v) = (x(u,v),y(u,v), 2(u,v)). Seja ainda um

campo vetorial F S1 — R3. Define-se como integral de superficie de um campo vetorial

—

F:

X
. . ds - ou ov
/. TR T, F ) ‘apw,mxap(u,v)
0
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J[FdE = [[ Fwon staudo = [[ Fptum- (225« 2 gy

4.3.5 FLUXO

Da mesma forma que a integral de linha estd intimamente associada a ideia fisica
de trabalho, a integral de superficie esta relacionada com a ideia de fluxo.

Fluxo, ou vazao, nada mais é que a razao entre o volume (v) de algo que estd
fluindo (ou vazando) e o tempo (t), ou seja, a taxa de variagao de volume com relagao ao
tempo. Note que o fluxo também pode ser expresso pelo produto entre a velocidade (V)
de escoamento e a drea (A) da segdo por onde escoa este volume, como mostra o exemplo
a seguir: um liquido escoando da esquerda para direita através de um encanamento que
sofre um estreitamento no final. Sabemos que o volume de liquido que passa na regiao
mais larga (1) é igual ao da regido mais estreita (2), considerando aqui que ndo ha perdas
e que o fluido é incompressivel. Assim, concluimos que a velocidade de escoamento em 2
tem que ser maior que a velocidade de escoamento em 1 e é o que sabemos que realmente
acontece quando estreitamos o bico de uma mangueira de jardim por exemplo, a velocidade

da dgua aumenta.

Figura 20: Fluxo mangueira de dgua

Fonte: Quevedo (2010)

dv = Aldl’l = AdeQ = Al‘/ldt = Ag‘édt

dv
AV = AV = —
1V 2 V2 o

Neste exemplo, nas regioes 1 e 2, a taxa da variacao de volume com relacao ao
tempo é igual ao produto entre velocidade e area, pois a drea se mantém constante quando
se considera uma variacao em x, por exemplo ao variar dx; na direcao x a area se manteve

Aj. Mas e quando as areas nao forem constantes, como por exemplo na regiao entre 1 e
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2. Como calcular o fluxo através de uma determinada area?

Para saber o fluxo que atravessa determinada superficie, é preciso dividir esta
superficie em infinitos pedacos elementares de area. Dessa forma, entendemos o fluxo
através de uma determinada superficie como sendo o somatorio dos produtos entre os
vetores velocidade de escoamento através de uma determinada area elementar e a propria
area elementar da superficie por onde escoa, ao longo de toda a superficie considerada.
Essa analogia nos remete a integral de superficie.

Seja U C R3?, e V.U — R>um campo vetorial de velocidade V(x,y,z), o fluxo

de velocidade que flui através de uma superficie S considerada é:

Figura 21: Fluxo

—

__.-" 1.__1.|qu

b S

Fonte: Quevedo (2010)

Fluxo—// V.d?—//(v.ﬁ)g—//‘/ws@ds
s s 7| S
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5 OPERADORES VETORIAIS

Neste capitulo definiremos os operadores Gradiente, Divergente e Rotacional que
desempenham importante papel nos principais Teoremas do Calculo Vetorial. Em seguida,
serao apresentadas as interpretacoes geométricas e fisicas de cada operador. Antes, porém,

sera apresentado o operador diferencial “nabla”.

5.1 NABLA

Nabla, simbolizado por V, é um operador diferencial cuja definicao é apresentada
a seguir:

Seja B = {{e;]1 <i < n}} uma base ortonormal de R".

"0

Sua expressao de definicao apresenta um espaco em branco no numerador da fracao
dentro do somatorio. Este espaco serd preenchido com a funcgao a ser derivada em cada
caso, conforme sera visto mais a frente. Trabalhando apenas em R, como é o caso para

o estudo de eletromagnetismo, definimos V como:

0 0 0
_ 9., 9., 9,
v 8arz+0y‘]+0z

Vejamos a seguir como este operador serd 1til no estudo de Gradiente, Divergente

e Rotacional.

5.2 GRADIENTE

O gradiente de uma fungao f, cujo simbolo é V f (ou grad f), é um vetor definido
da seguinte forma:
Seja U C R" e B = {{e;|1 < i < n}} uma base de R" e seja f : U — R uma

funcao qualquer, o operador Gradiente é operador V definido por:

V = -—€;
=2
Ou no caso especifico de uma funcio f : R* — R, temos:

_of. of . of
Vf—axz+ayj+@zk
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5.2.1 PROPRIEDADES DO GRADIENTE

Sejam o, B € Re f,g € U:
a) V(af+pBg)=aVf+pVy

b) V(fg) = (Vf)g+f(Vg)

5.2.2 INTERPRETACAO GEOMETRICA DO GRADIENTE

Gradiente é um vetor que determina a diregao, a partir de um ponto, na qual uma
funcao varia mais. Estd intimamente ligado a ideia de derivada direcional, que é a taxa
de variacao, em relacao a distancia, de uma funcao, medida em determinada direcao a
partir de um determinado ponto.

Seja uma funcao f : R® — R? entao a derivada direcional de f na direcao de um
vetor U qualquer, de coordenadas (a, b, ¢) , é:

of N g of

Dgfza—ma 8yb+$C—Vf.v

Dz f =|Vf||V]|cosb

Logo, na direcao do vetor unitario © = %, temos que —|Vf| < Dz f < |Vf].

E facil verificar entdo, que quando o vetor unitdrio escolhido for na mesma dire¢ao
e sentido do vetor gradiente, a derivada direcional serd o proprio vetor gradiente. Ou seja,
quando o angulo 6 entre o gradiente e o vetor unitario for zero, isso nos dara a derivada
direcional maxima.

Dessa forma, o vetor gradiente nao s6 determina a direcao de maior crescimento de
uma fungao, como também determina qual é esta taxa de variacao maxima - seu médulo.

Vamos agora provar que a direcao do vetor gradiente é sempre perpendicular a
tangente a qualquer curva contida numa superficie de nivel.

Suponha entao que esta curva contida na superficie de nivel definida pela funcao
f(x,y,2) = k, seja definida pela equacgao paramétrica 7 (t) = x (t)i +y (t)j + 2 (t) k.
Como 7 (t) estd contida em f (z,y,2) = k, entao f(z(t),y(¢),z(t)) = k. Derivando

esta equagao em funcgao de ¢, temos, pela Regra da Cadeia:

ofde  ofdy Ofd:
ox dt  Oydt  0Ozdt

Reescrevendo a expressao em notagao de produto escalar, temos:

0
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0f 0f OF\ (dr dy d=\ _
ox’ Oy’ 0z ) \dt’dt’ dt)
Vi (t)=0

Sabe-se que 77(15) é sempre tangente a curva 7 () em qualquer ponto dela. E
como o produto escalar entre o vetor gradiente e o vetor r (t) é zero, pode-se concluir
que eles sao perpendiculares. Logo, o vetor gradiente é sempre perpendicular a tangente
a qualquer curva contida numa superficie de nivel. [

Logo, o vetor normal ao plano tangente a uma superficie S, definida por f(z,y, 2)

passando por P(xg, 4o, 20), € 0 vetor gradiente V f(xq, yo, 20), como na figura a seguir.

Figura 22: Gradiente

VF (x4, Yo, 20)

plano tangente

Fonte: Stewart (2013)

Se considerarmos um mapa topografico de uma elevagao e se f(z,y) representar
a altura acima do nivel do mar do ponto de coordenadas (x,y), entdao a curva de aclive
maximo pode ser desenhada como na figura a seguir, fazendo-a perpendicular a todas as

curvas de contorno.
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Figura 23: Curva de nivel

curva de
maior
crescimento 100

Fonte: Stewart (2013)

Vamos agora demonstrar como o gradiente de um campo escalar é um campo
vetorial conservativo:

Seja D um subconjunto do R3. Seja um campo vetorial V(x,y,z) D — R3e
uma curva continua C' qualquer, tendo como equagao vetorial 7 (t) = f(t)i+g(t)j + h(t)k
(Vt € [a,b]), onde 7 (t) : [a,b] — R?, sabe-se que a integral de linha ao longo da curva C'

é:

/Cv.d?:/ab V(R0).7 (t)dt

Suponha agora que este campo vetorial V(x, Yy, z) seja na verdade o campo gradi-

ente de uma funcao escalar v(z,y, 2).

b - blovdr  Ovdy Ovdz
- — 7 _ - 7 -
/CVv.dr —/a VU(T(t))-T(t)dt_/a <8x dt +ay dt +8z dt>dt

/ Vou.d7r = /b iv(?(t))dt =v(7 (b)) —v(7(a))
c o dt

Que mostra que a integral de linha de um campo gradiente é independente do
caminho, provando que é um campo conservativo.

Isso mostra a importancia do gradiente para o eletromagnetismo: determinar se
um campo vetorial é conservativo. Um campo vetorial serd conservativo se este for o
gradiente de um campo escalar. Cabe aqui ressaltar que nem todo campo conservativo
é o gradiente de uma func¢ao, mas todo gradiente de uma funcao é um campo vetorial

conservativo.
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5.3 DIVERGENTE

O divergente de uma funcao vetorial V, que tem como simbolo V.V (ou div 17), é
um escalar definido da seguinte forma:

SejaUCR"eb:{ei\lSign}umabasede]R”e‘_/):U%R"talque

\_/)—ivie,-, v:R—=R

i=1

o operador Divergente de V 6 definido por:

=1

No caso especifico em R3, temos:

ov, oV, oV.
+ =Lt

v.V= oxr Oy 0Oz

5.3.1 PROPRIEDADES DO DIVERGENTE

Sejama,ﬁEReg,ﬁ,X_/)GU:

5.3.2 INTERPRETACAO GEOMETRICA DO DIVERGENTE

A ideia de divergente esta intimamente ligada ao conceito de fluxo que vimos no
capitulo anterior, na medida que indica os pontos no espaco onde existe fluxo “nascendo”
(ou divergindo). Geometricamente, divergente de um campo vetorial é a razao entre
o saldo de fluxo de campo (diferenca entre o fluxo que “entra” e que “sai”) em uma
determinada superficie fechada e o volume desta superficie fechada. Porém o divergente é
uma informagao local (pontual) e dessa forma é necesséario considerar volumes elementares.
Divergente é entao uma densidade volumétrica elementar de saldo de fluxo.

De forma a ilustrar o pardgrafo anterior, consideremos o caso de cargas elétricas.
Sabe-se que cargas positivas emanam campo elétrico, e cargas negativas atraem campo
elétrico. Logo, em um ponto do espago onde houver carga elétrica positiva, o divergente

serd positivo, pois o fluxo de campo elétrico estard divergindo da carga, ou seja, o campo
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estd “nascendo” naquele ponto. Imagine uma pequena esfera (de volume elementar) envol-
vendo esta carga positiva. O saldo de fluxo de campo elétrico que atravessa a superficie
desta esfera é positivo, pois todas as linhas de campo estao “saindo” dela. Por outro lado,
se a carga for negativa, o divergente também o sera, pois o campo estd convergindo para
aquele ponto, ou seja, as linhas de campo estao “entrando” na esfera. Semelhante a uma
carga elétrica negativa é o caso de um ponto no espago que contenha massa: o divergente
serd negativo pois todo o fluxo de campo gravitacional estaré convergindo para este ponto.

Vejamos agora um exemplo intuitivo desta interpretacio geométrica. Seja U C R?
eV :U — R?um campo vetorial que atravessa o volume elementar drdydz. O esquema
a seguir apresenta o vetor V(x,y, z) decomposto nas diregoes que sao de interesse para
calcularmos o divergente através da superficie fechada, ou seja, em componentes que sao
ortogonais as faces do volume elementar do cubo (ou ainda, as componentes alinhadas
com o vetor normal a area de cada face - que aponta perpendicularmente para fora da
superficie fechada). Suponha que exista saldo de fluxo nessa regiao, pois se nao houvesse

o divergente seria nulo.

Figura 24: Divergente

V, +dv,

ot

Fonte: Préprio Autor (2020)

Calculando separadamente o saldo de fluxo entre as faces paralelas da superficie

fechada de volume elementar dv = dxdydz temos:
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O saldo de fluxo entre as superficies de area dydz é: —V,dydz + (V, + dV,)dydz =
dV,dydz

O saldo de fluxo entre as superficies de area dxdz é: dV,dxdz

O saldo de fluxo entre as superficies de area dzdy é: dV, dxdy

Conclui-se que o saldo de fluxo total que atravessa todas as faces da superficie
fechada de volume elementar dzdydz é: dV,dydz + dV,dxdz + dV.dzdy
avy 0

dydxdz + &dzdxdy
0z

Saldo de Fluxo = Ve dxdydz +
ox dy
ov, oV, IV,
<8x + 3y + 5% ) dzdydz
AL + oV, + Az dv
ox oy 0z

Como o divergente é a densidade volumétrica de fluxo, temos agora a expressao

Saldo de Fluxo = (

N
cartesiana para o divergente de um campo vetorial V:

= _ = saldode fluvo  (OV, 0V, OV,
divV =V.V = 70 <8:1: + Dy + 82)

Outra conclusao importante é que o divergente é negativo se o fluxo “entrando” é
maior que o “saindo”. Em contrapartida o divergente é positivo se o fluxo “saindo” é maior

que o “entrando”. Logicamente serd zero se todo fluxo que “entra” também “sai”.

Figura 25: Fluxos divergentes

divF <0 divF = divF = (
&
- A &
el i
L] - L 1 e .

4+ ®
1lr / ‘\. L3 | o
L

Fonte: https://www.khanacademy.org/math/multivariable-calculus/multivariable-
derivatives/divergence-and-curl-articles/a/divergence (Acessado em 17 de junho de

2019)

5.4 ROTACIONAL

O rotacional de uma funcao vetorial ‘7, que tem como simbolo V x V (ou rotV),

¢ um vetor definido da seguinte forma:
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Seja U CR3 e V : U — R3, tal que V = Vi + V,j + V.k, o operador Rotacional
de V ¢ definido por:

oV, 8%) (8‘/; OVZ). (8Vy 8Vx)
— 1+ + — k

tV=VxV= Yy _ oYy
rot V.=vxV (ay 0z 0z ox ox oy

—

VxV=

S Qo
= Plo

i
d
D
Va

5.4.1 PROPRIEDADES DO ROTACIONAL

Sejama,ﬁeReg,F,VGU:

a) V x (aF + 8V) = a(V x F) + 8(V x V)

5.4.2 INTERPRETACAO GEOMETRICA DO ROTACIONAL

Suponha um campo vetorial de velocidades de um fluido no plano zy, descrito
como ‘_/)(x, y) = P(y)i + Q(z)j. Observe que se fez questao de que na dire¢do = o vetor
velocidade varie em funcao de y, e que na direcao y o vetor velocidade varie em funcgao

de z. De tal forma que a representacao do campo vetorial seja conforme representado na

figura a seguir:
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Figura 26: Campo vetorial de velocidades de um fluido no plano xy

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=2IyEWh-_ X8k (Acessado em 20 de abril de 2019)

De acordo com a regra da mao direita, podemos representar essas rotacoes através

de vetores, representados em azul na figura a seguir:

Figura 27: Rotacional

Fonte: https://www.youtube.com/watch?v=2IyEWh-_ X8k (Acessado em 20 de abril de 2019)

Cada vetor desse é dito o rotacional da funcao 17(3073/) em determinado ponto
(x,y). Esses vetores indicam a intensidade de rotagao (seu médulo) e o sentido de rotagao
(através da regra da mao direita) em torno de cada ponto do plano zy.

O rotacional é uma medida de circulacao (integral de linha ao longo de uma curva
continua fechada) elementar de um campo vetorial em torno de um ponto. E um vetor,
com origem neste ponto, ortogonal a area onde esta a circulacao elementar. Seu médulo

é a densidade de circulagao (em relagao a drea elementar), ou seja:
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circulagao elementar

S|

— 1 - oQ OP
tV] = li — .d == - —
|rotV| SILI}) (]S\ ]iv r) e 3y

N
onde S ¢ a édrea da regiao R imersa no campo vetorial V' a seguir:

\roﬂ_/)| =

N
Figura 28: Regiao R imersa no campo vetorial V'
LI T T § R & N % K K E X ¥ %

4
L
¥
"
i
[

Fonte: Stewart (2013)

Vejamos agora um exemplo intuitivo desta interpretacao geométrica. Como se trata
de um vetor, podemos calculéa-lo separadamente em suas componentes z, y, z. Calculemos
entao o rotacional em torno de um ponto, por partes, analisando separadamente os trés
planos: yz que fornecerd o (rotV)x, xz que fornecerd o (rotV)y e xy que fornecera o
(rotV)z. Note que o rotacional em duas dimensoes ¢ mesmo que a circulagao, ou seja, a

integral de linha. Iniciando pelo plano yz, temos o esquema a seguir, admitindo aqui que
aVv, aV,
as componentes sofram variacao | dV}, = a—ydz edV, = 3 dy |:
z Y
Circulacdo elementar = V,dy + (V. + dV.)dz — (V, + dV,)dy — V.dz

Circulagao elementar = dV.dz — dV,dy = %dydz — %dzdy
Y z

ov, aV, o .
Circulagao elementar = ( 5y 8_y) dydz; dividindo pela area elementar:
Yy z

- ov, oV,

Fazendo o processo analogo para os outros dois planos temos que:
— ov, 9V, — ov, 9V,
tV), = = - = tV), = =L - =2
(rotV), ( 0z  Ox ) e (rotV) ( Jor Oy )

O que nos da a expressao cartesiana do rotacional:
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Figura 29: Rotacional de V na diregao x
&
z

’ T V, + dV,

/

(rot V)

1

Fonte: Préprio Autor (2020)

S S oV, o, av, av.\ . [0V, oV,
T‘OtV—VXV—(ay 8z)z+(82_ax)3+(8_x_6y)k

5.5 LAPLACIANO

O operador laplaciano de uma funcao f : R™ — R", cujo simbolo pode ser A ou
V2, é definido por:

2 ) 0% f
Af =V =V.(Vf)=div(V) =) =5
=1 ?
No R3 temos:
o 2L por
Af=V2f =V.(Vf) = Ox L 0¥ 0. _Pf , Of  Pf

ox dy 0z Ox? * oy? * 022

Encerramos entao o capitulo com duas propriedades fundamentais em R3:

a) V x (Vf)=0

Vx(Vf):Vx(a—f +8_f‘7+8_£>
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0 0
8% 65_5 3g—£ 8g—£ 88_3]; @g_£
VAV =D e T o e | e oy |

N AV A AT
VX (Vi) = (ayaz B azay) o (82893 - 8I8Z) a (3@“3@/ - 39355) 0
b) V.(VxV)=0

v OV, OV, . (9Ve OVL\ . (0V, OVi\,\ _
v'(vxv)_v'((ﬁy_g>l+(8z_8x>‘7+( B )k)_

or By

ov. v, v, v, v, oV,

Nay ~2:) 2\8: 3 Noz 2
V.(VxV)= J VA & :v v y

ox dy + 0z

N 2 2 2 2 2
vy Ve OV, OVe OV, OV,

) = - + — + OV
C Oydr  020x 020y  Oxdy

oxdz Oyoz B

004
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6 TEOREMAS

Neste capitulo apresentaremos os trés principais teoremas de calculo vetorial que
sao extremamente 1teis na teoria do eletromagnetismo: Teorema de Green, Teorema de

Gauss e o Teorema de Stokes.

6.1 TEOREMA DE GREEN

Seja R € R?, uma regiao no plano zy, cuja fronteira é delimitada pela curva
continua fechada C', conforme a figura a seguir. Suponha esta regiao imersa em um
campo vetorial F(w, y) = P(z,y)i + Q(x,y)j, com P,Q : R — R fung¢bes continuas com

derivadas também continuas.

Figura 30: Regiao R limitada pela curva C' imersa em um campo vetorial F

th B ER R NR N RN KA R

Fonte: Stewart (2013)

O Teorema de Green afirma que a integral de linha ao longo da fronteira de R (ou

seja, ao longo da curva C') é igual ao fluxo do rotacional de ]_7)(1;, y) em R.

[V x (F).dS = ¢, F.d7

Ou ainda:

/L(%—%) dxdy:jépdxﬂgdy

Demonstracao. O teorema estara demonstrado se provarmos que:

ngdmz—//Ra@—de e indy:/Lg_fds
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Demonstrando a primeira igualdade assumindo que a regiao R seja como a da

figura a seguir, onde g;(z) e go(z) sdo continuas:

Figura 31: Teorema de Green

Yy =¢>(X)

*R={(x,y)la<x<b,g:(x) Sy < g.(x)}

=y

Fonte: Stewart (2013)

O lado direito da equacao fica:

[ %as - / /(( WD by~ | (P2, 2(2) — P, (a))lda

Analisando agora o lado esquerdo, vamos decompor a curva C' em C, Cy, Cs, Cy,

conforme a Figura 31, e tomando x como parametro podemos escrever:

y = g1(x) Y = gao(7)

/01 P(z,y)dx = /ab P(z,g1(z))dz

/C3 P(z,y)dr = — /03 P(x,y)dx = — /ab Pz, go(2))dz

Como z é constante ao longo de Cy e Cy, dx = 0, portanto

/02 Pla, y)ds = /O Pz, y)dz = 0

Temos entao que

deCE:/ P(x,y)dm+/ P(w,y)das+/ P(:E,y)dx+/ P(z,y)dx
C C Cy Cs Cs
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fcpd:c:/abp(x,m(x))dx—/abp(x,gz(x))dx
]

Provando assim que o lado esquerdo é igual ao direito. A segunda igualdade é

demonstrada de maneira analoga.

6.1.1 INTERPRETACAO GEOMETRICA DO TEOREMA DE GREEN

E um teorema cuja aplicacao é apenas para o R2. A integral de linha fc F.dr
soma todos os produtos escalares entre F e d7 ao longo de toda a curva C. A utilidade
do teorema é justamente trazer a ideia de rotacao do campo F para dentro da regiao R
considerada.

Suponha a divisao da regiao R em duas sub-regices R; e Ry de forma que as
fronteiras dessas sub-regioes sejam C; e (s por meio de um corte vertical, conforme a

seguir:

Figura 32: Divisao da regiao R em R; e Ry
H ( C

N
Ao somar as duas integrais de linha ao redor dessas duas regies teremos fc F.d7r,

Fonte: Stewart (2013)

pois as integrais de linha ao longo do corte vertical se anularao, tendo em vista que para
—
o trecho vertical considerado, F e |d7| sao os mesmos tanto para C; quanto para Cs,

mudando apenas o sentido de d 7, logo uma integral de linha serd o oposto da outra neste

}{F.d?:j{ F.d?+]4 Fd7
C Ch Co

Dividindo em mais pedagos e repetindo este processo indefinidamente concluimos

trecho.

que as integrais de linhas ao longo de todas as divisoes feitas no interior da regiao R se

anularao, restando apenas as integrais de linha na fronteira da regiao R.



66

Figura 33: Interpretacao Geométrica do Teorema de Green

Fonte: Stewart (2013)

Como vimos no capitulo anterior, a integral de linha de uma dessas areas elemen-

tares na qual a regiao R foi dividida é chamada de circulacao, e equivale ao rotacional
—

em duas dimensoes do campo F. Entao, somando todos esses pequenos rotacionais no

interior da regiao R, é equivalente a integral de linha ao longo do limite C' da regiao R:

$.F.d7 = [[,rot(F).dS

6.2 TEOREMA DE GAUSS

Seja R C R?, uma regiao sélida no espaco, cuja fronteira é delimitada pela su-
perficie S. Suponha esta regiao imersa em um campo vetorial V(x, y,z) = F(z,y,2)i +
G(z,y,2)j + H(x,y,2)k, com F,G,H : R — R fungdes continuas com derivadas também
continuas em uma regiao aberta que contenha R. O Teorema de Gauss, também conhe-
cido com o Teorema da Divergéncia, diz que a integral de superficie ao longo da fronteira

do volume R (ou seja, ao longo da superficie S) ¢ igual a integral tripla do divergente de

—

V(z,y,z) em R.

[[sV.dS = [[[,V.Vdv

Ou seja, o Teorema de Gauss afirma que o fluxo de campo vV pela fronteira S de

R é igual a integral tripla da divergéncia de V em R.

Demonstragao. [ [ V.dS = [/ Fi.dS + I/ Gj.dS + I/ Hk.dS
- oF oG oOH
I o9 Pdo= 1T Ly 2o s 17 5 s g1,

Semelhante a demonstragao anterior, o Teorema de Gauss estard demonstrado se

provarmos que:
R oF
ffSFz.dS = fffR%dv :

= oG
ffSGj.dS :fffRa—ydv e
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[f kS =[], 2

Para demonstrar esta tltima igualdade, suponhamos que a R seja uma regiao como

a figura a seguir, R = (z,y, 2)|(x,y) € D,p1(z,y) < 2 < pao(x,y), onde pi(x,y) e pa(z,y)

sao suaves e D é a projecao de R sobre o plano onde xy.

Figura 34: Teorema de Gauss

8 (2= 15(x, )

I=1nix, y))

Fonte: Stewart (2013)

O lado direito da equacao fica:
x 8[—[
fffR_dv_ffo?(i:yy) { (z,y, 2 )dz] dA

fffR Oz dU - ffD [L’ » Y, p2 X y)) H(xayapl(xvy))]dA

Para o lado esquerdo da equacao precisamos observar que a fronteira S é consti-

tuida por trés partes: a superficie inferior Sy, a superior Sy, e a vertical Ss.

[fsHkdS = [[, Hk.dSi + [[, Hk.dSs+ [[, Hk.dS;

Mas como Sj é vertical, seu vetor normal é perpendicular a k, logo [ s, H k.dS; = 0,

entao:

[fyHk.dS = [[, Hk.dS, + [[, Hk.dS,

Mas como a equacao de Sy é z = py(x,y) e Sy é z = pa(x,y), (x,y) € D, temos
ffslHk‘.dgi —ffD (z,y,p1(x,y))dA
ff52 Hk;.ng [, H(z,y, p2(z, y))dA
[fs HkdS = [[,[H(z,y,pa(x,y)) — H(z,y, pr(x,y))]dA
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Provando assim que o lado esquerdo e direito sao iguais. As outras duas igualdades
sao provadas de maneira anédloga.

]

6.2.1 INTERPRETACAO GEOMETRICA DO TEOREMA DE GAUSS

Retomando a interpretacao do Teorema de Green em duas dimensoes, onde, a
circulacao ao redor de uma regiao ¢ igual a soma dos rotacionais interiores, podemos
fazer uma analogia com o Teorema de Gauss, apenas substituindo a ideia de rotacional
por divergente e analisando em trés dimensoes. Somar todas as divergéncias dos volumes
elementares interiores a regiao solida, é equivalente a calcular o fluxo total que atravessa
a superficie limite desta regiao. Isso porque os pequenos fluxos interiores vao se anular,
uma vez que na superficie limite entre dois volumes adjacentes, o fluxo de campo que

estd “saindo” de um volume é igual ao que estd “entrando” no outro. Cabe lembrar que

divergente nada mais é que a densidade volumétrica de fluxo.

Figura 35: Divisao do volume da regiao R em R; e R»

i | superficie limite S \

I}’ ) * r s — '*.
r W% V

| | \ : rF s

III. - \ \ ? i \‘ I'L

\i II|I B lIL IllH i \
T o 3 \ *'.. i II‘I.

1.~ \ l I'; Regido R de L’/ T
1'|II IIl

\

Fonte: Préprio Autor (2020)

Observe que o saldo de fluxo através da superficie em comum entre os dois volumes
é nulo, pois todo o fluxo que entra (divergente negativo) é o mesmo que sai (divergente
positivo). Isso mostra que o fluxo total é a soma dos fluxos. Ao continuar dividindo
indefinidamente a regiao sélida até pequenos volumes elementares, podemos facilmente
calcular o fluxo de cada ponto associado a um volume elementar destes (ou seja, fluxo

elementar) fazendo o produto entre o divergente no ponto e o volume elementar.



69

Figura 36: Interpretacao geométrica do Teorema de Gauss

— fluxo elementar £y
V.V = T R = fluxo elementar = V.Vdv
v

Fonte: Préprio Autor (2020)

Entao o fluxo total serd a soma de todos os fluxos elementares, ou seja [[ [ R V.Vdv

//g?.d?:///RVVdU

O lado esquerdo da equacao é uma integral de superficie, e indica que serao somados
todos os fluxos de campo vetorial que nascem (divergem) no volume R delimitado pela
superficie fechada S. Cabe ressaltar aqui que serao tomados todos os fluxos através de
todas as faces dos volumes elementares da regiao do espaco limitada pela superficie fechada
(conforme Figura 36). O fluxo ao nascer em ponto que o divergente seja diferente de zero,
atravessard todos os elementos de volume que se encontram em seu caminho até finamente
atravessar o limite (a “casca”) da superficie que delimita a regido. Perceba que este fluxo
ao sair pela face de um volume elementar (fluxo positivo), simultaneamente também esta
penetrando na face do volume elementar adjacente (fluxo negativo), o que faz com que
naquela fronteira nao exista fluxo. Como consequéncia todos esses fluxos intermediarios
irao se anular, restando apenas o fluxo que atravessa a face do elemento de volume que
coincide com o limite exterior da superficie fechada, também chamado de casca. Dessa
forma concluimos que somar todos os fluxos que nascem em uma regiao R, resume-se a
somar apenas aqueles fluxos que atingem a superficie limite S desse volume, uma vez que
todos os fluxos intermedidarios se cancelarao.

Ja o lado direito da equagao é uma integral de volume, e significa que serao so-
mados os produtos do divergente do campo vetorial de cada ponto no interior do volume
(delimitado pela superficie fechada) com o volume elementar associado neste ponto, ou
seja, serao somados todos os fluxos elementares, resultando no fluxo total do volume

considerado.
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6.3 TEOREMA DE STOKES

Seja S C R?® uma superficie compacta, cuja fronteira ¢ a curva C fechada su-
ave. Suponha esta superficie imersa em um campo vetorial F(azy,z) = P(z,y,2)i +
Q(z,y,2)j + R(z,y,2)k com P,Q,R:S — R fungdes continuas e com derivadas parciais

também continuas, entao o Teorema de Stokes garante que:

/ V x (F).d3 = ]{ Par
S C

Ou ainda:

aQ aP OR aQ oP  OR B

O Teorema de Stokes afirma que a integral de linha de um campo vetorial F a0
longo da fronteira C' de uma superficie S equivale a integral de superficie da rotacao de
F sobre S.

Demonstragao. Considerando a superficie S como a da figura a seguir:

Figura 37: Teorema da Stokes
IA

n
I z=glx, ¥)

——
=

Fonte: Stewart (2013)

Temos z = g(z,y) com (z,y) € D, onde D é a projecao no plano xy da superficie
S, com fronteira C correspondente a projecao de C' no plano x,y. Seja g continua com

derivadas parciais de segunda ordem também continuas. O Teorema estara demonstrado

]{ Pdx = // —dzdx — a—Pd:z;dy

Se provarmos que:



71

f Qdy = // a—dedy — a—Qdydz

C S 8IE 62

]{ Rdz = / %dydz — a—Rdzd$
C S (9y 8.17

Tomando o lado esquerdo da primeira igualdade, pelo Teorema de Green temos:

oP 0P 0dg
P(x, ,zdmz?f P(x,y, g(x, dx:—// (—+——)dxd
§ Py = § Pygy) (5 + 55 ) dady

Ja no lado direito temos que, como visto no capitulo 5:

oP oP OPdg 0P
= dzdy — —dxdy = ) dad
/sé’zzm ay Y //D( 0z Oy 6’y)wy

O que prova a primeira igualdade. De maneira analoga sao provadas as outras

duas igualdades.

]

6.3.1 INTERPRETACAO GEOMETRICA DO TEOREMA DE STOKES

De imediato é facil perceber que este teorema é a extensao na terceira dimensao

do Teorema de Green. O que podemos concluir do Teorema de Stokes é que calcular o

fluxo do rotacional de um campo vetorial que “flui” através de uma superficie equivale a

calcular a integral de linha desse campo ao longo da fronteira que limita esta superficie.

Figura 38: Interpretacao Geométrica do Teorema da Stokes

Fonte:

https://slideplayer.com.br/slide/1595567/5/images/3/Rotacional+e+Diverg%C3%A Ancia.jpg

(Acessado em 15 de julho de 2019)
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O raciocinio é semelhante ao utilizado para o Teorema de Green, onde as integrais
de linha ao redor de todas as reas elementares dS ao longo de toda a superficie S se
anularao mutuamente nas fronteiras em comum, restando apenas a circulagao ao longo
da curva fechada C' que limita a superficie, ou seja fc F.d7.

Utilizando a defini¢ao de rotacional como sendo a densidade de circulagao elementar
(em relacao a drea da superficie) temos que (V X Z_T))dg') = circulagao elementar. Em
termos integrais temos que o somatério da circulagao elementar é igual a integral de
(V x F)d? ao longo de toda a superficie S, que nada mais é que o fluxo de (V x F)) que
atravessa a superficie S. E como vimos antes que o somatério da circulagao elementar é

$o F.d7, temos:

[[sV x (F).dS = ¢, F.d7
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7 EQUACOES DE MAXWELL

Neste capitulo apresentaremos as quatro equacgoes de Maxwell que sintetizam toda
a teoria do eletromagnetismo e sao carregadas das propriedades que foram estudadas ao
longo deste trabalho. Sera mostrada a principal contribuicao de Maxwell ao completar a

lei de Ampere, introduzindo o conceito de corrente de deslocamento.

7.1 LEI DE GAUSS

A primeira equacao de Maxwell estda intimamente ligada a descoberta feita por
Charles-Augustin de Coulomb, publicada em 1785, onde cargas elétricas interagiam entre
si, atraindo-se ou repelindo-se mutuamente, através de uma forca diretamente proporcio-
nal a intensidade das cargas e inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre
elas, de maneira semelhante a massas que se atraem na lei da gravitacao.

|(11||€I2

2 Ij‘f‘:kolql\lqzl_
.

Lei de Coulumb= )]_7)‘ « 5
,

Onde kg é a constante eletrostética no vacuo (kg = 1/4mey), sendo €¢ a constante
de permissividade). Pela lei de Coulomb podemos descobrir o campo elétrico E gerado
por uma carga ¢q;. Basta colocar uma carga de prova positiva g no espaco, distando r de
q:1 e verificar a intensidade da forca, que se for de repulsao quer dizer que o campo diverge
de ¢1 (q1 positiva), ou se for de atragdo quer dizer que o campo converge para ¢q; (g é

negativa). O campo elétrico E terd a mesma direcao e sentido de F.

a1
drreqr?

E-—=|E|-

ol et

-
Suponha um campo elétrico E' gerado por uma pequena carga esférica estacionaria

positiva de valor q e raio r no vacuo.
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Figura 39: Carga esférica positiva

'
W
L
") (18
- 'q\{‘ 'S
X -"u
L

Aplicando o Teorema de Gauss, temos:

Fonte: Préprio Autor (2020)

// E.dS = // V.Edv = OF = fluzoE = (V.E)volume
s

OF
volume

¢E://E.d§=//’E‘.‘d?‘cosoz//’E’dsz‘E’4wr2
S S S

| q| 5

- | E | 471 Aregr? o _ q/volume

V.E = =

volume volume

€0

Chamando de p a densidade volumétrica de carga no ponto considerado, temos que

p = q/volume, e entao

Esta é a primeira equacao de Maxwell em sua forma diferencial, que relaciona o

divergente do campo elétrico com a densidade volumétrica de carga. Apesar da forma

diferencial ser mais elegante, é comum as equagoes de Maxwell aparecerem na sua forma

integral também. A primeira equacao de Maxwell em sua forma integral nada mais é

que a aplicacao direta do Teorema de Gauss, e por isso também é conhecida como Lei de

Gauss. Afirma que a integral de superficie ao longo da casca esférica é igual ao valor total

da carga no volume da esfera considerada dividido pela permissividade elétrica do meio

(€0)-
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//Sﬁ.dgz///V.Edv:///idv:vigov

o — —>_£
@E_ffSE.dS_go

Generalizando esta lei, o volume limitado pela superficie S (casca ou superficie
gaussiana) pode ser qualquer volume, o que pode facilitar o célculo de certas configuragoes

ao se escolher uma superficie gaussiana onde o campo elétrico seja uniforme.

7.1.1 INTERPRETACAO FiSICA DA 1* EQUACAO DE MAXWELL

Na pratica, o que a primeira equacao nos diz é que as linhas de campo elétrico
divergem onde ha cargas elétricas positivas e convergem onde hé cargas elétricas negativas.
Dessa forma, concluimos que cargas elétricas positivas sao fonte de fluxo de campo elétrico.
E que em pontos onde nao hé carga (ou onde ha cargas que se anulam), o divergente é

nulo.

Figura 40: Interpretagao fisica da 1* equagao de Maxwell

o T 7 L l ¥ \ ""f;_-::::. B ,a g

+ - 6 —6%
SN PN /=

Fonte: Halliday (2012)

7.2 DIPOLO MAGNETICO

A segunda equacao de Maxwell é também conhecida como a lei de Gauss para o
magnetismo. Ou seja, é a mesma aplicagao do Teorema de Gauss do item anterior, porém

agora para o campo magnético.

//Sﬁ-cﬁ:///vﬁdv

Onde [/, s B.dS = B (fluxo magnético). Como a for¢a magnética entre imas
obedece a uma lei semelhante a de Coulomb e da gravitacao, sendo proporcional ao in-

verso do quadrado da distancia entre os polos, nos faz deduzir que, de forma andloga
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ao caso eletrostatico, no caso magnetostatico teremos: (k uma constante equivalente a

permissividade elétrica do meio)

qam

B ] __am
) kdmr?

¢B=//§-d§:‘§‘4wr2:@
g k

Onde ¢, refere-se a carga magnética total no interior da superficie gaussiana. Po-
rém como se sabe, nao existem cargas magnéticas isoladas. Nao é possivel isolar polos
magnéticos da mesma forma como se isolam cargas elétricas. A tnica fonte de campo
magnético é a corrente elétrica ou um ima, e, portanto, nao existem monopolos magné-
ticos, existindo apenas os ditos dipolos magnéticos. Dessa forma, a quantidade g¢,, de
qualquer campo magnético é sempre zero pois o polo norte sempre “anulard” o polo sul

assim como a carga elétrica positiva anula a negativa.

@B://E-d?:ﬁzo

p i

//E-d?:///v-ﬁdu
S

- ®B
VB=———=0

volume

Sendo esta a segunda equagao de Maxwell, que afirma que nao existe divergente

de campo magnético em lugar algum do espago.

7.2.1 INTERPRETACAO FISICA DA 22 EQUACAO DE MAXWELL

Vimos na secao anterior que as linhas de campo elétrico sempre nascem ou ter-
minam nas cargas elétricas. Como nao existem cargas magnéticas, as linhas de campo
magnético nao podem comecar ou terminar em lugar nenhum. Dessa maneira, sempre
formam circuitos fechados como mostra a figura. Com isto, notamos que o nimero de
linhas de campo que entram na superficie S é igual ao niimero das que saem, implicando

que o fluxo total de linhas de campo magnético em qualquer superficie gaussiana é nulo.
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Figura 41: Dipolo Magnético

Fonte: http://ensinoadistancia.pro.br/EaD /Eletromagnetismo/LeiGauss-B/LeiGauss-B.html
(Acessado em 25 de agosto de 2019)

7.3 LEI DE AMPERE

A terceira equagao de Maxwell estd intimamente ligada a lei de Ampere, que foi
quem primeiro conseguiu demonstrar matematicamente a relagao entre corrente elétrica
fluindo e a geragao de um campo magnético. Ele verificou que carga elétrica em movimento
gera um campo magnético ao seu redor. Além disso, verificou que, no caso de um fio
retilineo longo, transportando corrente elétrica, as linhas de campo magnético sao circulos
em planos perpendiculares ao fio, onde a orientacao dessas linhas pode ser obtida pela

regra da mao direita (com o polegar no sentido da corrente).

Figura 42: Lei de Ampere
+

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Campo_ magn%C3%A9tico
(Acessado em 30 de agosto de 2019)

Entao a lei de Ampere diz que a circulagdo de campo magnético é proporcional
a corrente presente em um fio. A curva C' pode ser uma curva arbitraria fechada que
envolva o fio condutor de corrente. Esta curva recebe o nome de amperiana, em analogia

a superficie gaussiana na lei de Gauss.
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%ﬁ.d?a[
c
b B.d7 = tol = Lei de Ampere

onde py € a permeabilidade magnética no vacuo.
Introduzindo J como sendo a densidade de corrente elétrica em relacao a uma
determinada area, podemos usar o Teorema de Stokes de forma que esta lei também pode

ser escrita da seguinte forma (onde S é a drea da regido formada pela curva amperiana

C):

- —
V x B = Ho J
Naturalmente esta lei de Ampere escrita na forma diferencial seria a terceira equa-
cao de Maxwell, porém é aqui que entra a genialidade deste matematico. Motivado pelo
paradoxo do capacitor, um problema fisico que na época os estudiosos nao sabiam expli-
car. O paradoxo consiste no seguinte: como se sabe, verificando a lei de Ampére em um
circuito com capacitor, a lei se aplica facilmente a qualquer parte deste circuito onde a
corrente elétrica percorre o fio condutor, percebendo-se um campo magnético ao redor do
fio. Porém, o mesmo campo magnético é percebido se a curva amperiana estiver passando
exatamente ao redor do elemento isolante do capacitor, onde é fisicamente impossivel
existir corrente elétrica. Nenhum cientista da época sabia explicar o motivo.
Este paradoxo motivou os estudos de Maxwell que acabou resolvendo o problema
criando a corrente de deslocamento num pensamento simétrico a Lei de Faraday, que

veremos na proxima secao.

7.3.1 INTERPRETACAO FiSICA DA LEI DA AMPERE

A lei de Ampere propoe que campo magnético circula ao redor de corrente elétrica.
Ou em outras palavras, um campo magnético é induzido se existe fluxo de cargas elétricas,
ou seja, corrente elétrica. Esta ideia esta por tras dos primeiros motores elétricos, pois
se era possivel criar um campo magnético através de corrente, era também possivel fazer

alguma peca imantada se mover, girando como Orested fez com a bussola.
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7.4 LEI DE FARADAY

Se a propriedade descrita pela lei de Ampere, onde corrente elétrica gera campo
magnético, ja fora surpreendente, a descoberta da reciproca, feita através das observacoes
de Faraday, foi ainda mais. Michael Faraday observou que um campo magnético também
pode gerar um campo elétrico.

O experimento ilustrado na figura foi um dos realizados por Faraday, que con-
cluiu que ao variar a quantidade de campo magnético que atravessa a espira uma forca

eletromotriz é induzida, gerando corrente elétrica na mesma.

Figura 43: Lei de Faraday

ay

Fonte: Halliday (2012)

Inicialmente Faraday imaginou que um campo magnético constante poderia gerar
corrente elétrica, mas, obviamente, seu experimento neste sentido nao deu certo. Perce-
beu depois que o que geraria campo elétrico e, consequentemente, corrente elétrica, era a
variacao de campo magnético. Ficou estabelecida entao a Lei de Faraday: A forca eletro-
motriz induzida (fem = circulacdo de campo elétrico) em uma espira é igual a taxa de
variacao com o tempo do fluxo de campo magnético que atravessa a espira, ou seja, ao
fluxo do campo magnético variante. Observou-se que a fem se opoe a variacao de fluxo,

portanto, a lei é escrita da seguinte forma:

fﬁ.d?:_é//ﬁ.dg
c ot | Js

Esta é a lei de Faraday, ou a quarta equacao de Maxwell em sua forma integral.

Aplicando o Teorema de Stokes, temos:
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E esta é a forma diferencial da quarta equagao de Maxwell.

7.4.1 INTERPRETACAO FiSICA DA 4* EQUACAO DE MAXWELL

A quarta equacao de Maxwell propoe que campo elétrico circula ao redor da varia-
¢ao no tempo de campo magnético. Esta ideia esta por tras da concepc¢ao dos geradores de
eletricidade, uma vez que agora é possivel utilizar energia mecanica, digamos proveniente
de uma queda d’agua, para fazer um ima se mover dentro de uma espira, induzindo assim

uma corrente elétrica.

7.5 A DESCOBERTA DA CORRENTE DE DESLOCAMENTO

Até este momento Maxwell tinha as seguintes equagoes:

Tabela 1: Resumo das leis do eletromagnetismo inicial

Forma diferencial | Forma Integral Significado
Zz_ P 2 34 Cargas elétricas geram
L)V-E= £o JsE-dS = £o fluxo de campo elétrico
N o Nao existem cargas
2|/ V-B=0 [[¢B-dS = %n =0 magnéticas isoladas,
monopolos magnéticos
2 = 2 - = Campo magnético circula em
3| VXxB=ml $o B -d7 =po [Js ] -dS torno de corrente elétrica

Campo elétrico circula em
torno da variacao de fluxo de
campo magnético

—

» 0B - o . -
d7 = —— ([.B-d

4 VXE:—E ngE

=Y
=)

Quando Maxwell comecou a estudar o eletromagnetismo, a segunda equagao na
verdade ainda nao existia, mas motivado pela simetria que ele percebeu que havia entre
eletricidade e magnetismo, decidiu aplicar a Lei de Gauss para campos magnéticos, e
deduziu que o fluxo de campo magnético deveria ser zero pela inexisténcia na natureza de

cargas (monopolos) magnéticas. Motivado pelo paradoxo do capacitor descrito na segao
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7.3 deste capitulo e principalmente pela simetria matematica, Maxwell percebeu que as
duas tultimas equagOes nao estavam completas. A terceira equacao, a Lei de Ampere,
afirma que fluxo de densidade de corrente elétrica gera campo magnético. Entao, por
simetria, faria sentido acrescentar na quarta equacao o termo “fluxo de densidade de
corrente magnética” gerando campo elétrico. Porém, pela segunda equagao, nao existe
carga magnética, logo, nao existe “corrente magnética”, e por consequéncia, o termo “fluxo
de densidade de corrente magnética”, seria igual a zero, confirmando que a quarta equacgao
na verdade esta completa.

Utilizando raciocinio analogo, a quarta equacao - Lei de Faraday, afirma que a
variacao de fluxo de campo magnético gera campo elétrico. Entao, por simetria, faria
sentindo acrescentar na terceira equagao o termo “variacao do fluxo de densidade de
campo elétrico” gerando campo magnético. Entao completando a terceira equagao ficaria,

com D sendo a densidade de campo elétrico com relagao a determinada area, o seguinte:

fﬁ-d?:uo//j-ngrg//ﬁd?
c s ot )] Js

Este novo termo (% If 5 D- d?) que foi adicionado a lei de Ampere foi chamado
por Maxwell de Corrente de Deslocamento, pois realmente tem unidade de medida de
corrente elétrica (Ampere, no sistema MKS). Essa nova corrente conseguia explicar o
paradoxo do capacitor. Na verdade, ela nao resolvia apenas o problema do paradoxo,
mas consagrou-se como a contribuicao que faltava para unificar definitivamente as duas
teorias que nasceram disjuntas, mas que agora estavam perfeitamente explicadas através
de quatro equacoes.

Vamos entao adicionar o novo termo na forma diferencial da lei de Ampere:

dD

V X B = pgd + =
X Mo+8t

v(VxEﬂ-(uﬁHV(%—f)

=)
<

5

i
_l’_

Que fisicamente diz que em uma regiao no espago onde exista uma fonte (divergente

positivo) de corrente, 14 também existird uma queda de densidade volumétrica de carga.
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O que faz todo o sentido tendo em vista que corrente é um fluxo de cargas elétricas.

7.5.1 A TERCEIRA EQUACAO DE MAXWELL

Podemos agora destacar a terceira equacao de Maxwell em sua forma integral e

diferencial:

Sua interpretacao fisica completa a da lei de Ampere, afirmando que campo magné-

tico circula ao redor de corrente elétrica e de fluxo de densidade de campo elétrico varidvel

com o tempo.

7.6 AS QUATRO EQUACOES DE MAXWELL

A tabela a seguir apresenta as quatro equacoes de Maxwell em suas formas dife-

rencial e integral, além do significado fisico associado a cada uma delas.

Tabela 2: Resumo das leis do eletromagnetismo: as 4 equacoes de Maxwell

Forma diferencial

Forma Integral

Significado

v.E=2

€0

Cargas elétricas
geram fluxo de
campo elétrico

Nao existem cargas
magnéticas isoladas
monopolos magnéticos

Campo magnético
circula em torno de
corrente elétrica e de
variacao de fluxo de
densidade de
campo elétrico

Campo elétrico circula
em torno da variagao
de fluxo de campo
magnético

Nao bastando a satisfacdo de montar um quebra cabeca de mais de mil anos de

histéria que resume todo o eletromagnetismo em quatro elegantes equacoes, a descoberta

da corrente de deslocamento e a teoria por tras das equagoes o levou a descobrir algo
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ainda mais fascinante: a existéncia de ondas eletromagnéticas - um marco importante
para o desenvolvimento tecnoldgico e cientifico da humanidade - consagrando de uma vez

por todas o nome deste grande fisico-matematico na histéria.
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8 CONCLUSAO

Este trabalho teve como principal motivacao a elaboracao de uma fonte de consulta
de anélise vetorial para o estudante principiante de eletromagnetismo. Entendendo como
uma das suas principais dificuldades o dominio necessario das ferramentas matematicas
vetoriais, este trabalho propos nao apenas uma abordagem puramente matematica, rigo-
rosa nas demonstragoes formais, mas também se preocupou em revestir os conceitos com
suas respectivas interpretagoes geométricas e fisicas, buscando assim ser um complemento
mais intuitivo das literaturas dedicadas ao assunto.

Nesse sentido, essa dissertacao abordou toda a teoria vetorial, iniciando com as
defini¢oes mais basicas de vetor e espacos vetoriais, passando por campos vetoriais e os
produtos escalar e vetorial, e culminando nas integrais de grandezas vetoriais: integral
de linha e integral de superficie. Apresentou ainda os operadores vetoriais diferenciais
gradiente, divergente, e rotacional, introduzindo ainda os operadores nabla e laplaciano
como facilitadores. O ponto alto do trabalho concentrou-se na apresentacao dos teoremas
de Green, Gauss, e Stokes, que foram essenciais para apresentar as Equacoes de Maxwell.

O embasamento historico inicial e os fatos histoéricos apresentados ao longo do texto,
tiveram o objetivo nao s6 de ambientar o leitor na linha do tempo do desenvolvimento
dessa ciéncia, mas principalmente, de despertar a curiosidade e o interesse sobre como, e
principalmente o porqueé, certas ferramentas matematicas foram desenvolvidas.

A teoria do eletromagnetismo, resumida nas quatro equacoes Maxwell, consagrou
este matematico como uma das mentes mais brilhantes da histéria de nossa humanidade.
Isso por que seus estudos possibilitaram a descoberta, por ele mesmo, das ondas ele-
tromagnéticas, que levaram ao desenvolvimento de avancadas tecnologias utilizadas pela

nossa sociedade nas mais diversas aplicagoes do mundo moderno.
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