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RESUMO

Neste projeto, estudamos através de simulagoes de Monte Carlo o modelo J1-J2 numa
rede quadrada bidimensional com variaveis de Ising na presen¢a de campo magnético
externo. Neste modelo, a interac¢@o entre primeiros vizinhos (J1) favorece o alinhamento
ferromagnético dos spins, enquanto os segundos vizinhos (J2) favorecem estados anti-
alinhados. A frustracao proveniente destas interagoes competitivas permite a formacao
de padroes modulares, como a fase de faixas (superferromagnética), com ambas ordens
translacional e orientacional, e a fase nematica, com ordem orientacional apenas. Utilizando
métodos como Parallel Tempering e Multispin Coding na implementagao do algoritmo
de Metropolis, aumentamos em até de 3.4 vezes a velocidade de nossas simulagoes e
investigamos a fase nematica e suas transigoes de fase para k = |J2|/J1 = 1.0. O diagrama
campo-temperatura foi obtido para este caso. A natureza das fases foi investigada, assim
como as transicoes de fase entre elas. As fases de faixas e paramagnética possuem ordem de
longo e curto alcance, respectivamente. A fase nemética possui ordem de longo alcance e
dominios anisotropicos, maiores na direcao das faixas. A transicao faixas-nematica apresenta
varias caracteristicas de uma transicao descontinua, porém como este modelo é conhecido
por apresentar comportamentos de pseudo-transicao de primeira ordem nao foi possivel
determinar com certeza a natureza desta transicao. J4 a transicao nematica-paramagnética
foi estabelecida como continua com expoentes criticos estimados v = 1.07 4+ 0.06 e
v/v = 1.67 £ 0.03, obtidos através da andlise de escalonamento finito e muito préximos

dos expoentes da criticalidade de Ising.

Palavras-chaves: Modelo J1-J2. Interacoes competitivas. Fase neméatica. Transicao de

fase. Simulacoes de Monte Carlo.



ABSTRACT

In this project, we studied through Monte Carlo simulations the J1-J2 square-lattice
Ising model Ising model in the presence of external magnetic fields. In this model, the
interaction between first neighbors (J1) favors the ferromagnetic alignment of the spins,
while the second neighbors (J2) favor anti-aligned states. The frustration arising from these
competitive interactions allows the formation of modular patterns, such as the stripes
(superferromagnetic) phase, with both translational and orientational order, and nematic
phase, with only orientational order. Using methods such as the Parallel Tempering and
Multispin Coding in the implementation of the Metropolis algorithm, we increased the
speed of our simulations by up to 3.4 times and investigated the nematic phase and its
phase transitions for k = [J2|/J1 = 1.0. The field-temperature diagram was obtained
for this case. The nature of the phases was investigated, as well as the phase transitions
between them. The stripes and paramagnetic phases possess long and short range order,
respectively. The nematic phase has long range order and anisotropic domains, larger
in the direction of the stripes. The stripes-nematic transition has several characteristics
of a discontinuous transition, however, as this model is known for presenting first-order
pseudo-transition behaviors, it was not possible to determine with certainty the nature of
this transition. The nematic-paramagnetic transition was established as continuous with
critical exponents estimated as v = 1.07 £ 0.06 and /v = 1.67 £ 0.03, obtained through

finite size scaling analysis and very close to the exponents of Ising’s criticality.

Key-words: J1-J2 Model. Competitive interactions. Nematic phase. Phase transitions.

Monte Carlo simulations.
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1 INTRODUCAO

Interagoes ferromagnéticas e antiferromagnéticas conflitantes estao presentes em
varios sistemas da matéria condensada, como vidros de spin e filmes magnéticos ultrafinos.
Modelos de Ising com interagoes competitivas entre primeiros (J1) e segundos (J2) vizinhos
podem servir como modelos canonicos no estudo de efeitos provenientes da presenca de
frustracao nesta classe de sistemas magnéticos. Estas interacoes frustradas enriquecem o
diagrama de fases dos modelos e os tornam mais interessantes, porém mais desafiadores,
de serem estudados.

O modelo J1-J2 com spins de Ising, por exemplo, mesmo sendo o mais simples
destes modelos ja demostra uma gama de fenomenos interessantes, como formacao de
padroes modulares e comportamento critico com universalidade fraca. Por nao possuir
solucao exata, o estudo deste modelo ja foi abordado por diversos métodos diferentes,
como grupo de renormalizacao [1], séries de alta temperatura [2], teorias de campo médio
[3-5] e simulagoes de Monte Carlo [6-12].

Pouco tempo atras, o modelo na rede quadrada voltou a receber a atencao de
diversos pesquisadores. No caso sem campos externos, esse interesse deu-se devido aos
resultados controversos [3,10] ligados ao diagrama de fases e a natureza de suas transigoes
[4]. J& na presenga de campos magnéticos, resultados tedricos recentes [11,12] obtidos
através do Método Variacional de Aglomerados apontaram para um novo tipo de ordem.
A nova fase descoberta, chamada de nematica em analogia a fase de mesmo nome em
cristais liquidos, apresenta ordem orientacional com auséncia de ordem posicional e abriu
uma nova oportunidade para estudar este modelo.

A fase nematica é uma fase intermedidria, encontrada entre as conhecidas fases de
faixas (superferromagnética) e paramagnética saturada quando temos um campo magnético
aplicado. Detectar e estudar tais fases nao é uma tarefa simples, pois a deteccao de tais
configuracoes envolvem o céalculo de correlagoes em diferentes direcoes espaciais. Assim,
aproximacoes que nao levam em conta correlagoes entre spins, como a aproximagao de
campo médio, falham em detectar a fase nemaética.

Por isso, neste trabalho iremos abordar o estudo da fase nematica através de
simulagoes de Monte Carlo, de forma a considerar todas as correlacoes possiveis para esse
modelo. Isto nos permitird obter resultados quantitativos mais precisos e que refletem
melhor o comportamento real do sistema. Porém, como o método de Monte Carlo consiste
em simular a evolugao temporal de um sistema finito através das flutuagoes térmicas,
dependendo do tamanho da rede e das interagoes presentes, teremos tempos de equilibrio
muito grandes, gerando assim a necessidade de um grande esfor¢o computacional.

No modelo J1-J2, em especial, a presenca de frustracao torna o modelo desafiador
de ser abordado em simulagoes de Monte Carlo. Sistemas em baixas temperaturas correm

o risco de ficarem presos em estados metaestdaveis por tempos muitos longos. Isso acontece
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pois muitas vezes, nesse regime de temperatura, as flutuagoes térmicas nao permitem
o sistema explorar o espaco de fases em busca do equilibrio. Além disso, caracterizar
ordem orientacional em sistemas bidimensionais pode ser uma tarefa dificil, e sistemas de
tamanhos muito grandes sao necessarios para descobrir a verdadeira natureza das fases de
baixa temperatura.

No intuito de aprofundar a discussao sofre o modelo J1-J2, o primeiro capitulo desta
dissertagao (Modelo J1-J2) serve como uma recapitulagao do modelo e suas principais
caracteristicas. No caso sem campos externos, uma pequena revisao bibliografica, desde os
primeiros estudos feitos por Nightingale[1], em 1977, até os resultados mais recentes [5]
sera feita. Os principais trabalhos com campos aplicados sao revisados em seguida, em
especial o estudo de Guerrero, Stariolo e Almarza[l1], que foi pioneiro no estudo da fase
nematica neste modelo.

O primeiro objetivo desta pesquisa sera desenvolver um algoritmo otimizado o
suficiente para minimizar as dificuldades encontradas com os tempos de relaxacao ao
equilibrio e possibilitar a realizacao das simulagoes. Com um cédigo bem otimizado serd
possivel termalizar sistemas grandes o suficientes (L > 128) para uma estimativa real
do comportamento do modelo no limite termodinamico. Algumas das técnicas que serao
utilizadas para esse propédsito serdo: Multispin Coding [13,14], possibilitando o trabalho
com operagoes bindrias, que sao computadas mais rapidamente que operacoes aritméticas
pelo processador; e Parallel Tempering [15], que ajuda a contornar problemas com a
termalizagao do sistema em baixas temperaturas. O capitulo 3 (Métodos computacionais)
serd dedicado a explicar em detalhes estas implementacoes.

Por fim, como o principal objetivo deste projeto de mestrado é estudar esta nova
fase intermedidria, o capitulo 4 (Resultados) é destinado a este propésito. Nele detectamos
a mesma fase encontrada em resultados utilizando o Método Variacional de Aglomerados,
mas numa regiao menor do diagrama de fases, e construimos o diagrama de fases de
Monte Carlo para o caso k = 1 para comparar com os resultados presentes na literatura.
A transigdo nemética paramagnética é continua com expoentes criticos v = 1.07 + 0.06 e
v/v = 1.67 + 0.03, estimados via anélise de escalonamento finito e muito préximos aos
expoentes da criticalidade de Ising. Ja a transicao faixas-nematica apresenta diversas
caracteristicas de uma transicao de primeira ordem, porém como este modelo é famoso
por apresentar comportamentos de pseudo-primeira ordem e tamanhos grandes de sistema
se mostram necessarios para revelar o verdadeiro comportamento desta transicao, nao foi

possivel nomear esta transicao.
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2 MODELO J1-J2

O modelo J1-J2 é uma extensao do modelo de Ising para um ferromagneto. Nele os
momentos dipolares do material magnético sao tratados como pontos de uma rede - que
para este trabalho serd bidimensional e quadrada - e podem apenas assumir valores +1
ou -1, spin up ou spin down. Spins do tipo Ising sao possiveis sempre que anisotropias de
superficie preferenciarem orientagoes perpendiculares ao plano da rede.

A interagao entre os spins é governada pela hamiltoniana dada pela equagao (2.1),
onde (i, 7) indica a soma entre primeiros vizinhos e ({7, j)) a de segundos vizinhos. Os
valores das constantes de acoplamento, J1 e J2, nos dizem qual a natureza e intensidade
de suas respectivas interacoes. Neste trabalho, estudamos o caso onde J1 > 0 e J2 < 0, de
forma que primeiros vizinhos sintam interagoes ferromagnéticas enquanto os vizinhos das
diagonais tenham estados anti-alinhados favorecidos. A interacdo com campos magnéticos

externos é introduzida através de h.

H=-J1) sis;—J2
(i.4)

Z SiSj — hz Si. (21)
(i,5)) i

(7

A presenca de interagoes competitivas possibilita o surgimento de outras duas fases,
em adicao das conhecidas fases ferromagnética e paramagnética (presentes no modelo de
Ising): as fases de faixas (ou superferromagnética) e nematica. A campo zero, quando a
interacao com segundos vizinhos ¢é fraca (k = |J2|/J1 < 0.5), a configuracao ferromagnética
¢ o estado de menor energia. Ja para valores de k maiores que 0.5, a competicao entre
as diferentes interacoes faz um padrao de faixas de magnetizacao alternada surgir como
estado fundamental do sistema. O ponto £ = 0.5 é um ponto bicritico, onde coexistem as

fases ferromagnética e de faixas.

2.1 APROXIMACAO DE CAMPO MEDIO

Sabendo as possiveis fases do modelo a campo nulo podemos aplicar algum método
de campo médio para capturar qualitativamente as transi¢coes do modelo. Usando o método
de campo médio variacional da matriz densidade (Apéndice A), conseguimos encontrar o
funcional de energia livre do modelo J1-J2,

(,) ( g

[ eme Adme A me 1 22)
+T;{< 2 >Z"< 2 >+< 2 )l”< 2 )}

que quando minimizado para m; condizentes com cada uma das fases, nos permite construir

o diagrama de fases de campo médio do modelo (Figura 1). A partir de agora a energia

e campo serao medidos em unidades de J1; a temperatura serda medida em unidades de
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J1/kp. A construgao deste funcional e dos funcionais individuais para cada uma das fases

pode ser encontrado no Apéndice A.

PARAMAGNETICA

Figura 1 — Diagrama de fases do modelo J1-J2 a campo externo nulo obtido através do método
de campo médio variacional da matriz densidade.

O método de campo médio também pode ser aplicado no caso com h # 0, porém
sera incapaz de detectar a fase nemédtica, uma vez que nao é possivel construir um funcional
de energia livre para esta fase a partir da equagao (2.2). Todavia, podemos ainda assim
estimar qualitativamente a regiao que cada uma das outras duas fases ocupa no diagrama
de fases da Figura 2. E como sabemos que a fase nemética deve ser uma fase intermediaria,
encontrada entre a fase totalmente ordenada e a paramagnética, conseguimos também ter
um chute inicial de onde devemos procura-la em estudos mais acurados.

Vemos entao que detectar e estudar a fase nematica nao é uma tarefa simples,
pois uma vez que a deteccao de tais configuragoes envolvem o célculo de correlagoes em
diferentes diregoes espaciais, nao conseguimos detecta-la nesta primeira aproximacao. Além
disso, campo médio em duas dimensoes é uma aproximagao muito forte, pois esta longe da
dimensao critica superior (d=4) e sobre a dimensao critica inferior, onde as flutuagoes sao

particularmente fortes.
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Figura 2 — Diagrama de fases do modelo J1-J2 para k=—J2—/J1=1 obtido através do método
de campo médio variacional da matriz densidade.

2.2 CAMPO EXTERNO NULO E UNIVERSALIDADE

Os estudos em transicoes de fase no inicio dos anos 70 causaram grande impacto
no desenvolvimento da fisica de fenomenos criticos. Entre os grandes avangos conquistados
nesta época, destaca-se aqui a criacao do conceito de universalidade. Introduzida por
Kadanoff [16], esta hipétese tentava explicar evidéncias experimentais (observadas desde
1945 [17]) onde sistemas aparentemente diferentes possufam incriveis semelhangas em suas
transicoes de fase continuas.

Estas evidéncias levaram Kadanoff, e outros autores, a sugerir que o comportamento
critico de um sistema deve depender somente de alguns parametros - como dimensionalidade,
simetrias da fase ordenada e alcance das interagoes -, de forma que detalhes microscopicos
do sistema sejam irrelevantes. Um melhor entendimento de quais caracteristicas de um
sistema sao relevantes na determinacao de sua classe de universalidade foi possivel com a
introdugao do grupo de renormalizagdo por Wilson [18], também no inicio dos anos 70.

Porém, mesmo com o sucesso em explicar o comportamento critico de diversos
sistemas, alguns contraexemplos foram encontrados para esta universalidade ordinaria.
Um desses sistemas foi o eight-vertex model [19], que possui expoentes criticos que variam
continuamente com mudancas nas intensidades das interagoes.

Desta forma, o interesse no modelo J1 — J2 surgiu quando Nightingale [1], estu-
dando um modelo de spins de Ising generalizado (2.3), descobriu evidéncias que o caso
mais simples do modelo de Ising com interagoes entre primeiros e segundos vizinhos apre-
sentava comportamento nao universal. Em sua abordagem via grupo de renormalizacao,

os expoentes criticos para o caso K = ( variavam continuamente.

H=-J1 Zsisj —J2 Z sis; — K Z SiS;jSkSI — thi. (2.3)
() ()

<i’j’k’l> Z
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Este estudo determinou, entao, a direcao que trabalhos subsequentes tomariam.
O objetivo agora seria determinar em quais regides esse comportamento nao-ordinario
acontece, qual a natureza das transicoes ferro-paramagneto e faixas-paramagneto, e
construir um diagrama de fases completo para o modelo.

No inicio da década de 80, Oitmma [2] investigou essa nao universalidade através de
séries de alta temperatura e determinou que a universalidade no J1 — J2 é quebrada para
k =1J2|/J1 > 0.5. Na mesma época, diversos trabalhos com simulagées de Monte Carlo,
feitos por Swendsen e Krinsky [6] e Landau [7] e Binder [8,9], corroboraram as descobertas
de Nightingale e Oitmma. As simulagoes indicaram um comportamento do tipo Ising para
k < 0.5, dependéncia dos expoentes criticos em k (para k > 0.5), e comportamento critico
do Ising 2D para grandes valores de k.

Uma possivel causa para o ndo comportamento critico de Ising nessa regiao k 2
0.5 foi encontrada por Morén-Lépez et. al [3] em 1993. Usando uma aproximagao de
aglomerados de nove pontos (nine-point-cluster approximation) encontraram que a transigao
da fase de faixas para o estado paramagnético era de primeira ordem para 0.5 < k < k* =
1.144.

Um importante passo em direcao ao completo entendimento do modelo foi dado por
Kalz et. al [10] em um estudo de 2011 que combinava resultados de Monte Carlo e teorias
perturbativas. Neste trabalho foi mostrado que para altos valores de k, a criticalidade do
modelo J1 — J2 é do tipo Ashkin-Teller (AT) [20]. Este resultado sugeria a criticalidade
AT como a melhor candidata para k > k*, porém ainda nao era possivel generalizar esse
comportamento para toda a variedade de valores de acoplamentos.

Foram os resultados obtidos por Jin et. al [4,5], em 2012 e 2013, que possibilitaram
definir com precisao a natureza das transicoes de fase e a universalidade nas diferentes
regioes de k. Em sua pesquisa, estabeleceram o correto valor de £*: o modelo J1 — J2
possui transicao de primeira ordem fraca para 0.5 < k < k* = 0.67. Para k > k* a transicao
é continua e pertence a criticalidade do modelo de Ashkin-Teller. Os expoentes criticos
variam continuamente a partir de k*, onde corresponde ao modelo de Potts de 4 estados
[21], até k — oo, onde possui a universalidade de Ising. Esta descoberta explicou também
o porqueé de varios artigos anteriores superestimarem o valor de £*: o modelo de Potts
de 4 estados exibe comportamento de pseudo-primeira ordem - que é refletido no modelo
J1-J2 em k* < k < 1. O diagrama de fases em uma aproximagao de campo médio para o
caso sem campos magnéticos externos encontra-se na Figura 3.

A criticalidade AT é um exemplo da chamada universalidade fraca, um conceito
introduzido por Suzuki [22] em 1974 a fim de explicar o comportamento critico de
contraexemplos da universalidade ordinaria. Nesta abordagem, dimensionalidade e simetrias
do parametro de ordem nao sao suficientes para fixar a universalidade do sistema. Como
observado no modelo J1-J2, os expoentes criticos da transicao de fase podem variar com

algum parametro do sistema (a razao das constantes de acoplamento no caso deste modelo).
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Figura 3 — Diagrama de fases do modelo J1-J2 em uma rede quadrada obtido através da teoria
de campo médio em aglomerados de tamanho 2x2 (linha superior) e 4x4 pontos
(linha inferior). As linhas tracejadas representam transi¢oes continuas e as linhas
continuas transicoes de primeira ordem. Fonte: Jin et. al.

Dessa forma, o que define esta nova forma de universalidade sao algumas razoes entre
certos expoentes criticos, uma vez que estas quantidades permanecem fixas.

Estas razoes, também chamadas de expoentes criticos reduzidos, surgem natu-
ralmente quando definimos os expoentes criticos através do comprimento de correlagao
inverso (inverse correlation length) ao invés da diferenca de temperaturas 7' — T,. Vale
notar entao que expoentes como 7 e d, definidos apenas em 7, devem ser universais assim

como na velha universalidade, uma vez que nao dependem da variavel temperatura.

2.3 CAMPO EXTERNO APLICADO

Como vimos na se¢ao anterior, este modelo, a campo nulo, apesar de bem simples ja
apresenta uma série de caracteristicas interessantes: a criticalidade depende das constantes
de acoplamento J1 e J2; a formacgao de padroes de faixas; e o comportamento de pseudo-
primeira ordem para algumas regioes do modelo. Porém o valor do estudo do modelo
J1-J2 cresce ainda mais com a adicao de um termo de interagao com um campo magnético
externo. Novas fases emergem devido a presenca do campo externo e influenciam no
comportamento do diagrama de fases, geralmente introduzindo reentrancias.

Porém, em contrapartida ao modelo J1-J2 na auséncia de campos externos que foi
intensamente estudado desde a década de 70, poucos foram os casos onde este modelo foi
investigado com campos externo aplicados [11,12,23-26]. Na década de 80, para o caso
onde ambas interacoes sao antiferromagnéticas, foi encontrado, em estudos de matriz de
transferéncia [23,24], comportamento reentrante na fase de faixas. Essa caracteristica foi

posteriormente confirmada para o caso k = J2/J1 =1 em simulagdes de Monte Carlo [25]
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e matriz de transferéncia juntamente com escalonamento de tamanho finito e invariancia
conforme [26].

Neste caso, onde J1 < 0 e J2 < 0, o diagrama de fases para k = 1, obtido por Yin e
Landau([25], tem como estado fundamental faixas para campos externos pequenos (h < 4)
e a chamada fase row-shifted (filas de spins com ordenamento alternante ferromagnético
e antiferromagnético) na regiao 4 < h < 8. O comportamento reentrante foi atribuido
aos aglomerados row-shifted que comecam a surgir com o aumento do campo e ajudam
a sustentar o ordenamento das faixas. Todas as transicoes de fase observadas foram
caracterizadas como transicoes continuas pertencentes a um cenario de universalidade fraca,
com expoentes criticos ligeiramente diferentes dos valores padrao do modelo Ising. Estes
resultados estao de acordo com os de Queiroz[26], que também encontrou comportamento
critico condizente com a universalidade de Suzuki.

Ja para o caso que estamos interessados, onde J1 > 0 e J2 < 0, Guerrero, Stariolo
e Almarza[l1] investigaram através do Método do Aglomerado Variacional e simulagdes
de Monte Carlo a possivel existéncia de uma fase intermediaria entre as fases de faixas e
paramagnética saturada; a qual foi encontrada e estudada para os casos k =0.6 e k=1,
ambos na presenca de campos externos. O Método do Aglomerado Variacional é uma
generalizacao da teoria de campo médio que permite incluir a interacao entre alguns spins
da rede. Neste estudo, foi utilizado a aproximagao que incorpora, exatamente, a interacao
entre quatro spins. Dessa maneira, foi possivel detectar a fase nematica, uma fase em que
as faixas estao todas orientadas na mesma direcao, porém nao possuem a periodicidade
encontrada na fase de faixas. O nome nematica foi cunhado a esta fase em analogia a
mesma fase encontrada em cristais liquidos. Neste estudo nao foram encontrados indicios

de uma fase nematica a campo externo nulo.
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Figura 4 — Diagrama de fases do modelo J1-J2 em um campo magnético para k=1. As linhas
sélidas correspondem a transicoes de segunda ordem e as tracejadas a transicoes de
primeira ordem. Fonte: Duymovic[12]
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A Figura 4 apresenta o diagrama de fases campo-temperatura encontrado para
k = 1. A transicao nematica-paramagnética é continua nos resultados do Método do
Aglomerado Variacional e concorda com as simulagoes de Monte Carlo feitas no mesmo
trabalho. Estes resultados de Monte Carlo apontam comportamento critico de Ising para
esta transicao. J4 a transicao faixas-nematica que é de primeira ordem no estudo de
Guerrero, Stariolo e Almarza[l1] ndo pode ser assegurada pelas simulagoes realizadas. E
importante perceber o comportamento reentrante da fase nematica, uma caracteristica
interessante que serd topico de discussao no capitulo de resultados de Monte Carlo (Segao
4.3.1).

Recentemente, no modelo J1-J2, também foi investigado [27] o efeito da existéncia
de impurezas (sem spin) na rede. As simulagoes de Monte Carlo indicaram que a presenga
dessas impurezas pode quebrar localmente a simetria entre de faixas verticais e horizontais,
e dessa maneira pode também destruir a fase de faixas - através da formagao de dominios
de faixas de orientacao oposta. Os autores deste trabalho nao encontraram assinaturas de

uma fase intermediaria nemaéatica.



23

3 METODOS COMPUTACIONAIS

Apesar da formulagao da mecanica estatistica, em especial a de equilibrio, ser muito
elegante, os processos para se obter as propriedades dos modelos estudados sao geralmente
muito confusos e exigentes. Usualmente, gostariamos de, a partir da hamiltoniana do
sistema, computar a funcao particao Z, uma vez que quantidades termodinamicas como
magnetizacao e calor especifico seriam diretamente obtidas a partir de Z. Porém, para a
maioria dos modelos, nossas expectativas sao frustradas rapidamente devido ao grande
nimero de estados possiveis para todas as N varidveis. Para os modelos de spins do tipo
Ising, por exemplo, serao 2V configuracoes possiveis, o que torna o célculo de Z invidvel
até mesmo para estudos longe do limite termodinamico.

Portanto, com a excegao de raros modelos que possuem solucao exata (sendo o
modelo de Ising em duas dimensoes [28] o mais famoso entre eles), precisamos de outras
técnicas para encontrar as propriedades interessantes desses modelos. Na falta de solugoes
analiticas exatas, o método escolhido para estudar um determinado modelo fornecera
apenas aproximacoes numeéricas aos valores verdadeiros das quantidades termodinamicas, o
que, por consequéncia, deve influenciar significativamente na qualidade final dos resultados.

Neste trabalho, escolhemos abordar o estudo do modelo J1 — J2 através do método
computacional de Monte Carlo. Dessa maneira, este capitulo é entao dedicado a apre-
sentacao dos métodos e ferramentas utilizados para a implementacao do algoritmo usado

para a obtencao dos resultados do préximo capitulo.

3.1 SIMULACOES DE MONTE CARLO

Quando queremos encontrar resultados quantitativos fiéis aos reais, simulacoes de
Monte Carlo sao nossa melhor opcao. Esta abordagem consiste em simular a evolucao
temporal de um sistema real através das flutuacgoes térmicas presentes no sistema. Enquanto
no célculo da funcao particao precisariamos analisar todas as configuracoes possiveis, neste
método apenas os estados que o sistema visita naturalmente sao necessarios para estimar
os observaveis do sistema. Esta é a principal vantagem e desvantagem do método, pois ao
mesmo tempo que possibilita calcular as quantidades fisicas do sistema, introduz erros
estatisticos nos calculos devido a auséncia de varias configuragoes.

Para que as simulagoes tenham sentido fisico, a regra de troca de um estado para
outro durante a simulacao deve ser escolhida de modo que as probabilidades do sistema
estar numa determinada configuracao sejam compativeis com as probabilidade reais dessas
mesmas configuracoes. Isto pode ser obtido escolhendo as taxas de transicoes entre os
diferentes estados de tal maneira que no equilibrio as probabilidades de observar uma
configuracao obedecam a distribuicao de Boltzmann. Existem varias maneiras de se fazer

isso, uma delas sendo através do algoritmo de Metrépolis.
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3.1.1 Algoritmo de Metrépolis

O algoritmo de Metrépolis [29] é o método de Monte Carlo mais utilizado na fisica.
A ideia geral desse algoritmo é escolher aleatoriamente um novo estado v para o sistema e
aceitar (ou nao) essa troca de acordo com a aceitacdo probabilistica A(u — v) (onde p é o
estado atual do sistema) relacionada a esta transigao.

Para encontrarmos a regra que rege a dinamica do sistema, devemos impor que
distribuicao de Boltzmann seja a solugao da equagao mestra no equilibrio. Esta equacao
descreve a evolugao temporal de um sistema através das probabilidades de transicao para
e do estado atual. Assim, nesta exigéncia para a equagao mestra, a condicao de balanco
detalhado assume a forma:

P — v) — o—BE~EL) (3.1)
P(v — ) ’
onde P(u — v) é a probabilidade de um estado p transicionar para um outra configuragao
v, estados estes com energias F,, e E,, respectivamente.

Esta probabilidade P(u — v) depende nao s6 da taxa de aceitacao A(p — v) mas
também de v ser escolhido como possivel novo estado entre as 2V —1, para o caso particular
de modelos de Ising, diferentes configuragoes possiveis. Dessa maneira, P(u — v) pode ser
escrito como:

P(p—v)=g(p—v)Alp—v), (32)

onde g(pu — v) é a probabilidade de sele¢ao de v estando numa configuragao p. Impondo

que qualquer estado pode ser escolhido com mesma probabilidade, a equagao (3.1) fica:

A(M — V) — e—,B(EV—EM)‘ (33)

Al = p)
A partir da equagao (3.3), varias definigoes para as taxas de aceitagdo A sdo possiveis,
porém queremos que a taxa de trocas seja grande o suficiente para que a dinamica do
sistema nao seja lenta demais. A definicao de A(y — v) que maximiza o nimero de trocas

aceitas é dada por:

e PEE) g E,>F,
1 para outros casos

Com esta definicao para a taxa de aceitagao, o sistema sempre aceita trocas que
diminuem sua energia interna, porém ainda permite que flutuagoes térmicas aumentem a
sua entropia.

Vale notar que, como a taxa de aceitacao depende da diferenca de energias, propor
a inversao de varios spins simultaneamente muitas vezes é uma opcao ruim, pois o estado
proposto pode ter uma energia muito diferente do atual. Um jeito simples de garantir que

v tenha uma energia proxima a p é propor a inversao de apenas um spin da rede.
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Claro que nem sempre a inversao de um tnico spin é a maneira mais rapida de se
atingir o equilibrio. De fato, varios algoritmos utilizam técnicas que permitem minimizar
a energia do sistema muito mais rapidamente através da inversao de regioes inteiras do
sistema [30,31]. Porém, para o J1 — J2, nenhum método supera a inversao de um tinico
spin, pois a presenca da fase de faixas torna a inversao de aglomerados de spins pouco
realizavel em termos energéticos.

Com a falta de um algoritmo de atualizagao de ilhas para o modelo J1 — J2, surge
a necessidade de otimizar o cédigo através de outros métodos, uma vez que precisamos
compensar os grandes tempos de simulacao necessarios para a termalizacao do sistema.
Estes problemas que surgem devido a presenca da competigao entre as diferentes interagoes
do modelo serao amenizados com a implementagao dos métodos de Parallel Tempering e

Multispin Coding, apresentados em detalhes nas préximas segoes.

3.2 PARALLEL TEMPERING

Sistemas em baixas temperaturas, especialmente em modelos frustrados, correm o
risco de ficarem presos em estados metaestaveis por tempos muitos longos. Isso acontece
pois muitas vezes, nesse regime de temperatura, as flutuagoes térmicas nao permitem ao
sistema explorar o espaco de fases em busca do equilibrio. Temperaturas mais altas, ao
contrario, ja conseguem proporcionar uma liberdade maior no espaco de configuragoes do
sistema.

O Parallel Tempering [15] é um método que possibilita que réplicas presas em
minimos locais de energia livre visitem temperaturas mais altas e, nesse passeio pelas
diferentes temperaturas, vencam as barreiras energéticas para assim atingir minimos
globais de energia. Para isso, o método requer que sejam simuladas, paralelamente, M
copias ou réplicas de um sistema (cada uma em uma temperatura diferente), e que sejam
propostas trocas de temperaturas entre essas réplicas.

Inicialmente, as aplicacoes dessa estratégia estavam limitadas a problemas dentro
do escopo da fisica estatistica. Porém, devido ao carater genérico de toda a construcao
do método (que ficard explicito no decorrer desta se¢ao), é possivel encontrar estudos
utilizando Parallel Tempering em diversas outras disciplinas como quimica [32], biologia
[33,34] e ciéncia de materiais [35].

Formalmente, cada subsistema encontra-se em uma configuracao X,, com uma
temperatura inversa dada por [,,. O sistema como um todo é especificado pela con-
figuracao individual de cada réplica, {X} = {Xi, Xy, -+, Xn}, e suas temperaturas,

{B} ={p1, P2, -+, Bm}. Sua fungao de partigao é simplesmente dada por

Z =Trixyexp ( — Z ﬁm’H(Xm)) = H Z1(Bm), (3.5)

onde cada subsistema obedece & hamiltoniana comum H(X).
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Como nesse método cada réplica é independente das demais, sabemos que para um
dado {8} a probabilidade que o sistema tenha configuragao {X} , P({X, 3}), serd apenas
o produto de todas probabilidades individuais, p(X,,, fm), de cada cépia. Isto é:

P({X, B}) = p(X1, B1)p(Xa, B2) - - - p( X, Bur) = H (X, Bin)- (3.6)

Para encontrarmos a expressao para p(X, ), equagao (3.7), devemos construir e
maximizar o funcional para a entropia do sistema, utilizando vinculos relacionados com

a conservacao de energia e com o fato de que cada subsistema encontra-se em um dos

estados p(X, ), i.e. >y p(X, 5) = 1.
p(X,0) = %e‘”m (3.7)
Como a intencao do Parallel Tempering é propor trocas de temperatura entre os
subsistemas, podemos definir a matriz de transicao T(X, 5,,|X’, B,), que representa a
probabilidade de aceitacao de uma troca entre duas configuragoes, X e X', em temperaturas
Bm € Bn, respectivamente.
Para garantir que o sistema permaneca em equilibrio, “é suficiente impor a condi¢ao
de balango detalhado (equagao 3.8) para a matriz de transigdo” (Hukushima e Nemoto[15],

traducao nossa).
T(X, Bl X', Bu) P+ 3 X, B - s X B+ ) =
T(X, Bo| X', B P(- -+ X, B+ 5 X, B+ ).

Usando o balango detalhado (3.8) e a fatorizagao em probabilidades individuais

(3.8)

(equagao 3.6), conseguimos simplificar o resultado para

T(X, Bl X', ) (X, B )p(X, Br) =

(3.9)
T(X, Bl X', B )P(X, Bn)P(X, Bin)-
Podemos entao utilizar a defini¢ao dos p(X, 3) para chegarmos em
T(X, BulX', By) exp ( — B E(X)) exp ( — BoE(X)) = (3.10)
T(X, B.| X', Bm) exp ( — BnE(X)) exp ( — BmE(X')),
ou de outra maneira
T(X, Bl X', 82) )
TR ) = P ((Bn = B (B(X) = B(X)) =exp(4),  (311)

onde A = (B, — Bn)(E(X) — E(X")).
Assim, se utilizarmos o algoritmo de Metrépolis (secao 3.1.1) para as propostas de
troca entre réplicas, obtemos que a probabilidade de transi¢ao entre os m-ésimo e n-ésimo

subsistemas é

, exp (A) se A<0
T(X, Pl X, Bn) = : (3.12)

1 para outros casos
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Esse mecanismo de troca serd o responsavel por promover uma termalizacao mais

rapida dos subsistemas (especialmente os com menores temperaturas).

3.2.1 Parallel tempering nas simulacoes de Monte Carlo

O primeiro procedimento a ser feito, ainda antes das simulagoes com Parallel
Tempering, é determinar o nosso conjunto de temperaturas {(}. Este item é tao importante
- tanto para a qualidade dos resultados, quanto para garantir um uso 6ptimo do tempo de
simulagao - que sera discutido em mais profundidade na proxima subsecao.

Uma vez definido nosso conjunto {5}, simulamos simultaneamente todas as M
copias do nosso sistema por tycs passos de Monte Carlo, e entao tentaremos as trocas
entre os subsistemas. Na verdade, nao é necessario propor a troca entre todas as réplicas,
mas apenas entre as que possuem temperaturas préximas (vizinhas). Isso é possivel pois a
taxa de aceitagao é praticamente zero para os demais casos.

Usando a equacao (3.12), calculamos a probabilidade de transi¢ao entre réplicas de
“temperaturas vizinhas” T'(X, 84| X', Bms1) - uma vez que temos computadas as energias
de ambos os sistemas. A troca serd aceita caso A = (5, — Bmt1)(E(X) — E(X’)) seja
positivo (ou igual a zero), ou se exp(A) for maior que um nimero aleatdrio entre 0 e 1.

Efetivamente, as etapas do algoritmo sao:

1. Simular, simultaneamente e independentemente, os M subsistemas durante

tymos passos de Monte Carlo;
2. Calcular a energia de cada subsistema;
3. Propor a troca entre os sistemas com f; e (5:

a) Computar A - aceitar ou ndo a troca de temperaturas de acordo com a
probabilidade T'( Xy, 81| Xs, 52).

4. Propor a troca entre os sistemas com Sy e [3;

M+1. Propor a troca entre os sistemas com (y;_1 € B;

M+2. Repetir.

3.2.2 Determinando o conjunto de temperaturas

Diversos métodos para a obtengao do conjunto de temperaturas {4} foram propostos
na literatura. {$} deve ser escolhido de tal forma que todas M réplicas consigam transitar
entre as diferentes temperaturas disponiveis, ou seja é necessario haver sobreposicao das

distribui¢oes de energia Ps(FE) de temperaturas vizinhas, uma vez que a regra para troca
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de réplicas depende da diferenca de suas energias. Para que o processo seja mais eficaz,
{8} também deve conter tanto temperaturas altas (maiores que T,) quanto baixas.

A maneira mais simples de computar {3} é pegando intervalos contantes em 3
(Bm+1 = Bm +9). Este método, para o J1-J2, ndo nos leva a distribuicdo mais eficiente, mas
permite decidir {5} sem nenhuma rotina complicada. Se conseguirmos fazer § pequeno
o suficiente (aumentando o ntmero de réplicas, por exemplo) podemos utiliza-lo sem
problemas.

Ja em Hukushima e Nemoto[15] a proposta é partir de um conjunto {3} inicial
e iterativamente melhorar a distribui¢ao através de uma rotina que envolve a taxa de
aceitacao das trocas pg... Esse método infelizmente sao se adequou as nossas necessidades,
pois para o modelo J1-J2, principalmente para tamanhos grandes, sua convergéncia para o
conjunto ideal de temperaturas é lenta. Ele também nao preserva a temperatura minima
inicial do sistema, onde a tnica temperatura (inversa) fixa é f3;.

Inicialmente, o método escolhido foi um meio termo entre os dois outros citados,
uma variagao do trabalho de Rathore, Chopra e Pablo[36] que se baseia em encontrar
uma distribuicao de temperaturas que proporciona uma igual taxa de aceitacao das trocas
entre os subsistemas. Nele fixamos T, Tinez, € uma taxa de aceitac@o alvo paccjtar (£0).
Tipicamente pacejrar ¢ escolhida proxima a 0.25, pois no préprio trabalho de Rathore,
Chopra e Pablo[36], bem como em Kone e Kofke[37], é mostrado que existe uma taxa de
aceitacao Optima entre 20% e 23% a partir da qual as simulacoes nao tem aumento em
suas performances.

Neste método, tendo a temperatura da primeira copia T, propoe-se uma tempera-
tura T para a segunda copia. Esses dois sistemas sao entao simulados através do algoritmo
de Metrépolis com Parallel Tempering e trocas das temperaturas 77 e Ty sao tentadas a
cada ty;cs passos de Monte Carlo. A partir destas tentativas é possivel definir uma taxa de
aceitacao experimental, poceimed(11, T2), que contém a informacao de qual a porcentagem
média de trocas aceitas entre T} e T5.

Compara-se entao Pacejmed(11, T2) COM Pacejtar £ 0. Caso a taxa de aceitacao entre
Ty e T3 esteja no intervalo alvo, Ty é salva em {S}. Se estiver fora dos limites uma nova
Ty é proposta e repete-se o calculo de pacc‘med(Tl, T3) até que Ty seja boa. Esse algoritmo
deve ser repetido até o ponto em que Ty; > T,q4.. Dessa maneira, T); serd nossa maior e
ultima temperatura em {8}. Teremos assim, um total de M réplicas.

A Figura 5 é um exemplo de distribui¢ao obtida a partir do método descrito
para o modelo J1-J2. Percebemos que existe uma concentracao maior de réplicas com
temperaturas préximas a temperatura critica. Essa distribuicao geralmente é muito boa,
pois como estamos interessados em estudar os fenomenos criticos do modelo, ja temos um
bom arranjo de temperaturas para medir quantidades como susceptibilidades e cumulantes.
Porém como devemos fazer uma analise de escalonamento finito para estudar outras

propriedades do modelo, o ideal é que as medidas feitas em diferentes tamanhos de sistema
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Figura 5 — Distribuigao de temperaturas para o modelo J1-J2 com L=64, h=1.90 e k=|J2|/J1=1.0.
As temperaturas se concentram préximas & temperatura critica.

tenham {/}s que coincidam.

Portanto, com o avanco do projeto, foi necessario abandonar o método com pgcejtar,
pois as temperaturas nao coincidem para diferentes tamanhos de sistemas. Mas como nesse
ponto as otimizagoes na implementacao do modelo ja nos possibilitavam trabalhar com um
grande numero de subsistemas, utilizar a distribui¢do {$} que pega intervalos contantes
em [ voltou a ser uma opcao extremamente viavel - uma vez que 0 era suficientemente
pequeno até para sistemas de tamanho grande (L > 512). Esse aumento no desempenho
do algoritmo deu-se devido a implementacao do método do Multispin Coding, uma técnica

de paralelismo que se encaixa perfeitamente na presenca do Parallel Tempering.

3.3 MULTISPIN CODING

O propdsito desta secao € introduzir a técnica de processamento paralela conhecida
como Multispin Coding, cuja implementagao permite acelerar consideravelmente simulacoes
de Monte Carlo (ou outros tipos de programas). Esse ganho é possivel pois nessa técnica
usaremos operagoes Booleanas (E, OU, XOU e NEGACAO - Tabela 1), ao invés de
operagoes aritméticas (+, -, *, /), para evoluir o sistema. Logo, para que o algoritmo seja
eficiente, o Multispin Coding geralmente é implementado em modelos de sistemas onde
a informagao das partes que o constituem sao binérias (como a orientac¢ao de spins de
Ising). Essa técnica, porém, também pode ser implementada em modelos que possuam
componentes com mais de dois estados possiveis, como ¢é o caso do trabalho de Kikuchi e
Okabe[38] no modelo de Potts de 3 estados.

Segundo Newman e Barkema[13], a ideia bésica por tras do Multispin Coding é
guardar os estados de varias variaveis, como spins no modelo de Ising por exemplo, nos
bits de uma unica palavra no computador. Eles definem uma “palavra” como “o numero
de bits de informagao que a CPU do computador consegue processar de uma vez, que
usualmente é 32 ou 64 bits”. Portanto, se utilizarmos as operagoes presentes na Tabela 1,
serd possivel processar partes distintas de um sistema simultaneamente, aumentando a
eficiéncia do nosso algoritmo.

As duas implementagoes mais comuns do Multispin Coding sao os algoritmos de
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Tabela 1 — Tabela verdade

E(A) OU(v) XOU(®) NEGACAO(—)
OANO=0 O0VO0O=0 0®0=0

IAN0O=0 1Vv0=1 180=1 -0=1
OAN1=0 0Vli=1 0®l=1 -1=0
INT=1 1Vvli=1 1®1=0

atualizacao sincrona e assincrona. No caso sincrono, a “palavra” guarda informacao das
partes de uma mesma rede - dessa maneira, uma operacao Booleana atualiza uma grande
parte dos sitios, de um tnico sistema, de uma vez sé. Ja na atualizacao assincrona, cada bit
da “palavra” possui o estado atual de sitios em redes diferentes - fazendo com que operacoes
bit-a-bit atualizem, simultaneamente, os spins (sitios) dos varios sistemas simulados. O fato
da atualizagao assincrona permitir simular miltiplos subsistemas (redes) independentes
simultaneamente faz desse algoritmo a escolha mais adequada para a implementacgao do

método do Parallel Tempering, descrito na secao anterior.

3.3.1 Algoritmo de Metrépolis: Ising 2D

A implementacao do Multispin Coding no modelo J1-J2 pode ser um pouco dura
demais se introduzida diretamente. Para ilustrar a técnica e preparar o ambiente para
as mudancas no algoritmo de Metrépolis no J1-J2, iremos discutir inicialmente a sua
implementacao no modelo de Ising bidimensional sem a presenca de campos magnéticos
externos (3.13).

H=-J) ss;. (3.13)
(i.9)

Para que seja possivel utilizar operacoes binarias para atualizar o estado dos spins,
precisaremos usar uma forma menos usual, porém equivalente a original, para o calculo da
diferenga de energia entre os dois estados (atual, S;, e proposto, S; = —S;) das diversas
copias do sistema:

AE = -2 xS, % (S + S, +5, 4+ 54), (3.14)

onde os subindices de S fazem referéncia aos spins vizinhos de S; - neste caso aos 4
primeiros vizinhos.
Introduzindo a variavel N, que representa o nimero de primeiros vizinhos

anti-alinhados (em relacdo a S;), conseguimos escrever (3.14) como:

AE = 4T # (2 — Nangi)- (3.15)

Aceitaremos diretamente a inversao se AE < 0, ou, equivalentemente, caso N,y > 2.

Nos casos onde Ng,; for 0 ou 1, a inversao ainda pode acontecer com probabilidades
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exp(—8BJ) e exp(—44J), respectivamente. Com essas informagoes, nao serd tao dificil ver

que a nova equacao de evolucao para dos spins é a dada por:
O'/:O'EB[RZQ\/(Rl/\Tl)\/(Ro/\To)], (316)

onde a “palavra” o guarda a informacao das variaveis S em seus bits. Ry, R; e R>3 sao
expressoes légicas que possuem valor 1 se “07, “1” ou “2+4” spins vizinhos estiverem
anti-alinhados, respectivamente. As expressoes 1o e r; sao bits aleatérios e possuem valor 1
com probabilidade exp(—88.J) e exp(—43.J), respectivamente.

Para encontrarmos as dependéncias de Ry, Ry e R>2 em relacao a ¢ iremos definir
4 varidveis auxiliares ap, ag, az e ay (3.17), que assumirao valor 1 apenas se os pares

correspondentes estiverem anti-alinhados.

a =0, Do, a3=0,Do,

(3.17)
as =0; B oy, a4 = 0; D 4.
Dessa maneira, obtemos:
RZQ = [(a1 V az) N (ag V a4)] V [(al N CZQ) V (a1 VAN CLQ)],
Rl = [a1 V (05} V as V a4] D RZQ, (318)

RO = _|[CL1 Vas Vas \/CL4].

Combinando as equagoes (3.16) e (3.18) temos nosso algoritmo completo. De
fato, existem maneiras de aprimorar essa implementagao (como descrito em Newman e
Barkemal[13], segdo 15.1.2), porém deste jeito conseguimos mostrar de uma forma simples

a implementacao do paralelismo assincrono.

3.3.2 Algoritmo de Metrépolis: J1-J2

Embora os calculos fiquem consideravelmente mais dificeis com a introducao de
novas interacoes, seguir os passos da implementagao do modelo de Ising da se¢ao anterior

deve nos levar a equagao mestra para a atualizacao dos spins no modelo J1-J2,
H:—J]_ZSZ'SJ‘—JZ Z SZ‘Sj—hZSi. (319)
(i.3) ((i.9)) i
Assim, comecamos calculando a diferenca de energia da troca proposta, ainda na repre-
sentacao de S:

AE = =25 S/ % (Sc+ S, +5,+ 5S4+ k(S,+ S+ 5+ 5)+h), (3.20)

onde k = J2/J1, h é o campo magnético externo aplicado ao sistema e AE e h sao medidos

em unidades de J1.
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E interessante definir entdao N e N (®

ali antis onde @ = 1,2 serao, respectivamente, o

numero de 1°s e 2°s vizinhos alinhados e anti-alinhados. Usando essa notagao conseguimos

escrever (3.20) como:

N®

anti

+ RN —

ali

AE =2x(NY) - N

anti

)4+ hxS). (3.21)

Percebendo também que tanto o nimero de primeiros quanto segundos vizinhos é

igual a 4, chegamos em:

+E@ND —4) + hxS)
_ ok (3.22)
= 4% (21— k) = N+ 35),

AE =2x(4—2NY

anti

onde N = N

antz

— k;Nah )

Dependendo do valor de N aceitaremos ou nio a inversao de S;. De maneira andloga
aos resultados encontrados para o modelo de Ising 2D, aceitaremos diretamente a inversao
se a equacao (3.23) for satisfeita. Os valores de N que néo satisfazem a equagao 3.23 sao
as configuragoes que que precisam de chutes térmicos para que a mudanga de S; ocorra.

NZZO—@+%&. (3.23)

Note que com o acréscimo das novas interacoes, em relagao a secao anterior,
algumas dificuldades surgiram: N nio é necessariamente um nimero inteiro; N UE“) e N, 6511111
nao possuem mesmo peso no cdleulo de N; e o termo proporcional ao campo externo nao
pode ser computado de forma binaria. Essas novas caracteristicas fazem com que seja

necessario desenvolver algoritmos particulares para diferentes valores de (k, h).

3.3.2.1 Exemplo pratico, k = —1

A escolha de k = —1 simplifica bastante as equagoes anteriores, pois introduz uma
simetria entre N éh) e Nam A equagao (3.23), por exemplo, fica apenas:
~ h
N >4+ 55'@-, (3.24)

com N = N()

antt

na construgao de AFE.

+ N (h), o que implica que primeiros e segundos vizinhos tem o mesmo peso

Portanto, a campo externo nulo, as propostas de inversao de spin serao sempre
aceitas quando N > 4. Para os demais valores de N, a troca serd aceita com probabilidade
exp (4% (4 — N)B)

Se incluirmos o campo externo, devemos ter cuidado com os valores de h que

podem fazer o limite de N aumentar. Por exemplo, se h € [0,2), serdo aceitas diretamente
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configuragoes com N > 5. Portanto, para o caso em que h € [0,2) e k = —1, a equagao
mestra é:
O'/ =0® [Rzg) \ (R4 VAN T'4) V (Rg A 7"3) V (R2 A ?”2) V (Rl VAN ’1"1) V (RO N 7”0)], (325)

onde a forma explicita das expressoes légicas R.s pode ser encontrada no Apéndice B
e as expressoes aleatdrias r}s sao computadas com as respectivas probabilidades a elas

associadas.

3.4 COMPARACAO

Para colocar as novas implementagoes a prova fizemos dois testes: um para avaliar
a eficiencia do Parallel Tempering e outro para comparar o desempenho dos algoritmos
com e sem Multispin Coding. Para isso, simulamos um sistema de tamanho 32 x 32 num
campo externo h = 1.93, utilizando o algoritmo completo (Parallel Tempering e Multispin
Coding) e o algoritmo bésico (otimizado) do modelo J1-J2.

A Figura 6 mostra a evolugao temporal da energia interna (Figura 6a) e parametros
de ordem (Figuras 6b e 6¢) para os dois algoritmos, cada um com duas condigdes iniciais
distintas (aleatdria e faixas). Em todos os casos a temperatura escolhida foi 7" = 0.7, uma
temperatura no regime de faixas (baixa temperatura). O tempo de equilibrio para cada

uma das curvas pode ser encontrado na Tabela 2.

Tabela 2 — Comparagao Parallel Tempering (PT)

Algoritmo (C.I.) Tempo de equilibrio (,,.s)

Sem PT (Faixas) 136
Energia Sem PT (Aleatério) 38800
Com PT (Faixas) 100
Com PT (Aleatério) 8700
Sem PT (Faixas) 67600
Magnetizacio Sem PT (Aleatério) >100000
Com PT (Faixas) 67600
Com PT (Aleatério) 26500
Sem PT (Faixas) 46500
Orientacional Sem PT (Aleatério) >100000
Com PT (Faixas) 17000
Com PT (Aleatério) 22400

E importante lembrar que para o algoritmo com Parallel Tempering foram simuladas
64 temperaturas no intervalo 0.7 < T' < 1.2, o que faz essa comparacao nao ser totalmente
justa, afinal o tempo de simulacao de um passo de Monte Carlo é muito mais rapido quando
simulamos apenas um sistema (em relagdo aos 64 subsistemas do Parallel Tempering).

Portanto, para chegarmos mais perto da verdadeira eficiencia do novo algoritmo precisamos
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Figura 6 — Comparagao entre os algoritmos com e sem a implementacao do Parallel Tempering.
Simulagoes realizadas para L = 32, h = 1.93 e T' = 0.7. Temperaturas de equilibrio
individuais podem ser vistas na Tabela 2.

descobrir também quanto tempo é necessario para cada algoritmo fazer a atualizacao de
um 1nico spin.

Essa comparagao (Tabela 3) foi feita tanto no cluster de computadores do grupo de
Mecanica Estatistica da Universidade Federal de Santa Catarina quanto num computador
pessoal, os dois principais recursos utilizados para obtencao dos dados dessa dissertacao.
Vemos que em ambos os casos o Multispin Coding requer um tempo menor para inverter
um tnico spin da rede (no caso do Multispin Coding, entende-se que a inversao de uma
“palavra” corresponde a M spinflips, onde M é o niimero de bits que formam esta “palavra”),
sendo até 3.4 vezes mais rapido nas simulacgoes feitas no cluster de computadores.

A conclusao final é que se estamos interessados em estudar propriedades numa
temperatura especifica (como a fungao de correlagdo, por exemplo), nossa melhor escolha
ainda é simular um tnico sistema, pois os tempos de equilibrio elevados sao compensados

pelo grande nimero de atualizagoes que o algoritmo consegue efetuar. Todavia, quando é
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Tabela 3 — Comparacao Multispin Coding

Algoritmo ns/spinflip  tiad/tme

Tradicional 22.(3)

Cluster Multispin Coding  6.4(6) 3.40 £ 0.03
Tradicional 21.(3)

PC Multispin Coding 7.2(2) 2.98+0.03

interessante varrer uma regiao de temperaturas, as melhorias apresentadas se mostram de

extrema importancia para uma mais rapida obtencao de resultados de equilibrio.
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4 RESULTADOS

Como vimos na secao anterior, a fase nematica pode ser caracterizada em termos
da presenca e auséncia de certas ordens no sistema. Assim, para medirmos esses graus
de ordem precisamos definir os parametros de ordem adequados para este modelo. O
parametro de ordem posicional [5,11], relacionado com a existéncia de periodicidade nas

direcoes & = 1,y pode ser calculado através das quantidades
me =— y (—1)%s;, (4.1)

onde N é o numero total de spins na rede e o; = x;,y; sao as coordenadas do iésimo

spin, s;. O parametro de ordem posicional global, também conhecido como magnetizacao

Mg = /M3 +m2. (4.2)

Para deteccao da fase nematica também se faz necessario definir um parametro

staggered, é entao definido como:

de ordem orientacional. Varias opgoes apresentadas na literatura de modelos com fases
moduladas foram testadas como parametro de ordem orientacional [11,39,40], porém a
definigao da equagao (4.3) (Ref. [11]) foi a escolhida para as simulagoes definitivas. Suas
principais vantagens em relacao as demais defini¢oes sao: a possibilidade da definicao de
uma ordem local de orientagao (1itil para o cdlculo da funcao de correlacao); sua definigao
depende s6 das duas diregbes principais & = Z, 3 (no modelo J1-J2 isto é mais interessante
que defini¢oes mais gerais que utilizam o vetor diretor para determinacao da orientacao
das faixas, uma vez que as faixas neste modelo s6 podem ser encontradas na vertical ou

horizontal).

0= >0t 8) st + 9] (43)

Uma observacao importante é que na analise estatistica nao nos interessa qual a
diregao preferencial das faixas (vertical ou horizontal), uma vez que queremos apenas saber
se existe ordem orientacional ou nao no sistema. Dessa forma, as médias estatisticas do
parametro de ordem orientacional serdo em rela¢ao ao seu valor absoluto, i.e. (|O[).

A Figura 7 ilustra o comportamento dos dois parametros de ordem numa regiao
onde é possivel ver a presenca da fase nematica. Para este caso, onde k =1.0e B = 1.97,
a magnetizacao staggered vai a zero antes do parametro de ordem orientacional. Porém,
nao fica claro em quais temperaturas ocorrem as transicoes de fase. Assim, apesar da
definicao formal da fase nematica ser em termos das ordens presentes no sistema, usar
diretamente os parametros de ordem obtidos nas simulagoes para deteccao de transicoes de
fase geralmente nao é o caminho recomendado. Quantidades como susceptibilidade, calor

especifico e cumulante de Binder [41,42] serao melhores indicadores de uma transicao.
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Figura 7 — Parametros de ordem vs temperatura para k=1.0, B=1.97 e L=>512. Fase nemética
encontra-se em 0.7 < T < 0.75.

A susceptibilidade, uma medida de como um tipo de ordem do sistema responde a

presenca de um campo conjugado, é definida como

doc N
Xo = 5 = 7 llo®) = {o)7); (4.4)
onde o é um dos parametros de ordem do sistema - como no caso do J1-J2 temos dois
parametros de ordem, teremos duas susceptibilidades: a posicional x,,., € a orientacional
Yo- As susceptibilidades sao quantidades interessantes por possuirem nao-analiticidades
na temperatura critica, divergindo em transi¢oes continuas e sendo descontinua nas de
primeira ordem. O comportamento singular durante a transicao de fase também podera
ser observado no calor especifico (4.5).
oF N
Cv = 57 = slie) = (7], (4.5)
Porém, se olhamos os resultados da Figura 8 logo percebemos que estas medidas
nao divergem (assim como os parametros de ordem da Figura 7 nao vao a zero como
esperado, principalmente nas proximidades da transi¢do de fase). Este resultado nao
deveria ser uma surpresa, afinal nas simulagoes de Monte Carlo estamos muito longe do
limite termodinamico. Na verdade, pelo comportamento analitico da funcao de particao Z,
uma transigao de fase sé poderia ocorrer num sistema com um nidmero infinito de graus de
liberdade (a fim de introduzir as ndo-analiticidades de uma transi¢ao). Dessa forma, por
maior que fosse o tamanho linear L do sistema simulado ainda verfamos picos ao invés de
divergéncias.
Entao, num primeiro momento, efeitos de tamanho finito podem parecer um
empecilho para a andlise de dados. Porém mostraremos que eles carregam tanta informagao
quanto as divergéncias de volume infinito. A maioria (se nao todas) das informagoes

relevantes podem ser extraidas da evolucao do comportamento termodinamico com o
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Figura 8 — Susceptibilidades em funcao da temperatura reduzida para 3 diferentes tamanhos
lineares de rede com B=1.97 e k=1.0. Observa-se a tendéncia ao comportamento
nao-analitico com o aumento de L.

tamanho da rede. Se compararmos os resultados de simulagoes com diferentes volumes
conseguimos observar alguma tendéncia no comportamento das quantidades a medida
que nos aproximamos do limite termodinamico, onde estaria presente o comportamento
verdadeiro da transicao de fase do modelo. Esta dependéncia no tamanho do sistema sera
elaborada matematicamente mais adiante neste capitulo.

Todavia, existem algumas quantidades universais que, em 7., nao dependem do
tamanho do sistema. Estas quantidades, como o cumulante de Binder, U, e a razao £/L
(onde & é o comprimento de correlagao caracteristico do sistema), sdo tteis para determinar

os valores de T,.. O cumulante de Binder, por exemplo, é definido a partir da razao de
Binder

Ry(o) = <<;>>2, (4.6)

onde o geralmente é um dos parametros de ordem do sistema. Para transicoes continuas,
esta razao ¢ independente do tamanho do sistema em 7, (a menos de corre¢oes de tamanho
finito subdominantes). Portanto, gréficos Ry versus T para diferentes tamanhos de sistema
apresentam curvas que se cruzam nas proximidades de T..

O cumulante de Binder em si é definido de tal maneira que: num estado ordenado
U — 1; e U — 0 na fase mais simétrica. Com estes vinculos teremos que para a transicao

marcada pela magnetizacao staggered

1
U, = 2(1 — §R2(mst)>, (4.7)
enquanto para o parametro de ordem orientacional
1

Da mesma maneira que numa transicao continua Ry é universal em 7., U também

assume o mesmo valor para diferentes tamanhos de rede. Neste tipo de transicao o



Capitulo 4. Resultados 39

1 T - T .
64— 1 , ‘
128 —— w
256
05 512 1

06 0.9 Q% B

Umst
Uo
o
~

0.75 1

-05 1

02 | ]
\; 06 f ‘ 1

0.735 0.74 0.745

05 05 06 065 07 075 08 05 055 06 065 07 075 08
T T
(a) Cumulante posicional. Presenca de um minimo (b) Cumulante orientacional. Cruzamento das curvas
que se desloca em direcao a 7. em T,.

Figura 9 — Cumulantes de Binder em fungao da temperatura reduzida para 3 diferentes tamanhos
lineares de rede com B=1.97 e k=1.0.

cumulante decresce monotonicamente com o aumento da temperatura (Figura 9b). Ja
para transicoes de primeira ordem, a presenca de coexisténcia de fases faz U apresentar
um comportamento nado monotonico [43], desenvolvendo um pico negativo que se aproxima,
de T, e se estreita conforme o tamanho do sistema é aumentado (Figura 9a). Estas
caracteristicas tornam o cumulante de Binder um bom estimador de T, em transicoes

continuas e um importante indicador de transicoes descontinuas.

41 ANALISE DE ESCALONAMENTO FINITO E EXPOENTES
CRITICOS

Na secao anterior, vimos que nossas simulacoes apresentaram um comportamento
diferente por estarmos longe do limite termodinamico. Para discutirmos o escalonamento
de tamanho finito nas proximidades do ponto critico em mais detalhe, primeiro devemos
revisar alguns aspectos basicos de fenomenos criticos ja no limite termodinamico. Esta se¢ao
apresenta apenas alguns destes resultados e defini¢oes, portanto recomenda-se ao leitor
interessado consultar algum dos livros padrdes de fenomenos criticos (boas recomendagoes
sao os livros do Kardar [44], Stanley [45] e Cardy [46]) para uma abordagem mais completa.

Apesar de alguns resultados desta secao poderem ser aplicados a transicoes de
primeira ordem (como indicadores deste tipo de transi¢ao), nosso foco neste capitulo sao
as transicoes continuas, onde os expoentes criticos sao bem definidos e universais. Neste
caso, o comportamento critico de algumas quantidades pode ser descrito, nas proximidades
da transicao de fase, pelos chamados expoentes criticos. Na universalidade ordinéria esses
expoentes criticos sao tidos como universais e dependem apenas de algumas caracteristicas
gerais do sistema.

Mesmo antes do surgimento do grupo de renormalizagao ja eram conhecidas relagoes
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entre esses expoentes, de forma que estes nao sejam todos independentes. Assim, podemos

apresentar aqui apenas os mais importantes para a analise via simulagoes de Monte Carlo,

E~I|T =T,

x~|T =T, (4.9)
Co ~|T =T,

m ~|T —T,|°,

sendo que os demais podem ser obtidos através de algumas das diversas relacoes entre
expoentes. Nas relagoes (4.9), v, v, a e [ s@0 os expoentes criticos relacionados com o
comprimento de correlacao, susceptibilidade, calor especifico e magnetizagao (ou parametro

de ordem), respectivamente.

4.1.1 A hipdtese do escalonamento de tamanho finito

A premissa bésica da teoria de escalonamento de tamanho finito [47] é a de que
o comportamento de um sistema de tamanho linear L sera consideravelmente diferente
dos resultados de tamanho infinito somente quando o valor do comprimento de correlagao
¢ (do sistema infinito) é comparavel com L. Assim, quando L > £, o comportamento
observado deve ser igual ao de tamanho infinito, tornando o fato de termos um sistema
finito irrelevante. Ja para o caso L < &, é evidente que £ nao é mais o comprimento mais
importante do sistema, mas sim L.

Para entender melhor a relagao entre estes comprimentos caracteristicos e as
transigoes de fase podemos descrever o comportamento singular das quantidades (4.9) em

termos do comprimento de correlacao, invertendo a primeira das relagoes:

T —T.| ~ €77 (4.10)
Entao, de maneira direta, obtemos
X~
Oy~ gl (4.11)
m ~ f‘ﬁ/ Y.

Como dito anteriormente, se £ é de fato o comprimento mais importante do sistema, as
relagoes (4.10) e (4.11) continuam vélidas. Porém, a partir do momento que o tamanho do
sistema se torna comparavel com &, as divergéncias das susceptibilidades e calor especifico
nao podem mais existir em um sistema de tamanho finito. Assim, os picos que vemos

nessas quantidades devem ser obtidos quando trocamos £ — L nas relagoes (4.11),

~ Lv/V’

Xmax

(4.12)
Ov(max) ~ La/y .
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Nesta mesma diregao, podemos usar a equacao (4.10) para descobrir qual a tendéncia da

pseudo temperatura de transi¢ao 7T.(L), com L:
IT.(L) — Tu(c0)| ~ L7V, (4.13)

Estes resultados seguem de uma hipotese mais geral, a hipotese de escalonamento
de tamanho finito [47]. Nela, um observavel que é singular em 7, (ndo necessariamente

divergente) deve ter a forma

Q(t. L) = L7 f(¢/L), (4.14)

ou, equivalentemente,

Q(t, L) = LoV g(tLY"), (4.15)

onde t =T — T, e 0 é o expoente critico relacionado com a quantidade Q.

42 NATUREZA DAS TRANSICOES DE FASE

Como vimos recentemente, efeitos interessantes acontecem na temperatura de
transi¢ao, como por exemplo a responsividade infinita a perturbagoes de um campo externo.
Porém, dependendo do tipo de transi¢ao que ocorre no sistema, outras caracteristicas
importantes podem surgir. Nas transicoes de primeira ordem, por exemplo, vemos pulos
descontinuos no parametro de ordem, bem como em outras quantidades, e a presenca de
coexisténcia das fases na regiao proxima a transigao. Ja nas transi¢oes continuas outros
detalhes chamam nossa atencao. Nesses casos, o comprimento de correlagao diverge e as
divergéncias que ocorrem obedecem leis de poténcia na regiao proxima a 7T.. Portanto, tao
importante quanto detectar as transicoes de fase de um modelo é identificar qual a natureza
dessas transicoes, a fim de estabelecer quais serao os comportamentos interessantes de
serem estudados em cada um dos casos.

Nas simulacoes de Monte Carlo, uma das mais importantes caracteristicas das
transicoes de primeira ordem, a coexisténcia entre fases, se manifesta através da geracao
de dois tipos de configuragoes, correspondentes as duas fases distintas existentes logo
acima e abaixo da temperatura de transicao. Portanto, a presenca de miltiplos picos nas
distribuicao de energia e parametros de ordem é um forte indicador de uma transicao de
primeira ordem.

Pelo mesmo motivo, os cumulantes de Binder (equagoes (4.7) e (4.8)) também sao
bons indicadores da natureza de uma transicao de fase. Quando mais de um pico existe na
distribuicao do parametro de ordem o cumulante assume valores negativos, implicando
que neste tipo de transicao U tenha um minimo negativo que se aproxima de T, com o
aumento do tamanho do sistema. Embora a distribuicao do parametro de ordem contenha

mais informacao sobre a transicao, localizar uma regiao onde o cumulante de Binder seja
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Figura 10 — Comportamentos tipicos de uma transicao continua. Cumulante de Binder com com-
portamento monotonico e auséncia de multiplos picos na distribuicao do parametro
de ordem. Figuras obtidas com h=1.97.

negativo é um boa maneira pratica de analisar esta transicao. Assim, ambos indicadores
serao importantes na caracterizagao de uma transicao de fase.

A Figura 10 mostra o cumulante de Binder e histograma do pardametro de ordem para
a transicao nemadtica-paramagnética. Apenas um pico é observado em 10b e os cumulantes
em sistemas de tamanhos diferentes se cruzam em 7. Este resultado é compativel com
o encontrado na aproximacoes de aglomerados, que previa uma transicao continua para
a fase paramagnética saturada. A mesma andlise para a transicao faixas-paramagnética
(Figura 11) nos faz acreditar que esta transigao seja de primeira ordem. Porém estas
duas medidas nao serao suficientes para garantir uma transicao descontinua. Isto porque
alguns modelos, como o Potts de 4 estados [21], Ashkin-Teller [20] e inclusive o J1-J2 [4],
apresentam comportamento de pseudo primeira ordem, de forma que algumas de suas
transicoes aparentam ser de primeira ordem quando na verdade sao transicoes continuas
[48]. Dessa maneira, devemos ter cuidado para que comportamentos de pseudo-primeira
ordem nao sejam interpretados como transicoes de primeira ordem de fato. Para isso,
vamos mostrar um novo indicador, mais forte, de transi¢coes descontinuas.

As descontinuidades de uma transicao de primeira ordem desenvolvem-se no limite
de tamanho infinito, geralmente de acordo com leis de poténcia que também podem ser
estudadas pelas ferramentas do escalonamento de tamanho finito. Os expoentes associados
com essas leis de poténcia, no geral, sao trivialmente relacionados com a dimensionalidade
do sistema [49,50]. Por exemplo, o calor especifico diverge como L? numa transicao de
primeira ordem. J4 o deslocamento da pseudo temperatura critica escala com L~¢, ao
invés de L~'/¥ como numa transicao continua.

A transicao faixas-nematica, embora demonstre alguns comportamentos de transicoes
de primeira ordem, nao pode ser estudada pelo escalonamento do calor especifico. Como

vemos na Figura 12, o segundo pico do calor especifico comeca a aparecer apenas para
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Figura 11 — Comportamentos tipicos de uma transi¢do descontinua. Cumulante de Binder com
valores negativos e presenca de coexisténcia de dois estados na distribuicdo do
parametro de ordem para T=0.702. Figuras obtidas com h=1.97.

tamanhos maiores que 256, de modo que seja necessario ir para tamanhos ainda maiores

para extrair o comportamento deste novo maximo.
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Figura 12 — Calor especifico versus temperatura para diferentes redes L X L num campo externo
h=1.97. Observa-se a estrutura de duplo pico para L > 256.

4.3 DIAGRAMA DE FASES

Na aproximacao de aglomerados, a fase nematica foi encontrada apenas quando
campos externos estavam presentes. Portanto, nossa investigacao tem como objetivo
procurar e estudar esta nova fase na regiao prevista pelos resultados de Guerrero, Stariolo
e Almarza[l1l]. No trabalho original a fase nemadtica foi estudada para k = |J2|/J1 = 0.6
e k = 1.0, mas por motivos de otimiza¢ao computacional (Segao 3.3.2.1) apenas o caso

k = 1.0 foi estudado nestas simulagoes.
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Como estabelecido anteriormente, utilizar diretamente os parametros de ordem
para um estudo quantitativo da fase nematica geralmente nao é a melhor abordagem. Ao
invés disto, usaremos os picos das susceptibilidades como estimativas das temperaturas
criticas. Como o processo para extrair os valores “exatos” do limite termodinamico pode
ser, e neste caso é, muito dependente de tempo computacional, ao invés de fazermos uma
analise de escalonamento finito, iremos aproximar os valores verdadeiros de T, como o
valores das temperaturas dos picos das susceptibilidades para redes 256 x 256.

Porém, mesmo sem fazer uma analise precisa dos valores de T,., é importante
observar que a regiao da fase nematica se estreita com o aumento do tamanho da rede.
Esta tendéncia é vista através do comportamento das susceptibilidades (Figura 13), que

tem seus picos deslocando-se em direcoes opostas.
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Figura 13 — Susceptibilidades em funcao da temperatura para diferentes tamanhos lineares de
rede com h=1.97 e k=1.0. Observa-se a tendéncia ao comportamento nao-analitico
com o aumento de L.

Assim, o diagrama de fases da Figura 14, obtido fixando k = 1.0 e varrendo os
parametros campo e temperatura em busca de transicoes de fase, na verdade apresenta

uma regiao de fase nematica levemente maior do que a do limite termodinamico.

4.3.1 Auséncia de reentrancia

Uma interessante caracteristica da fase nematica encontrada através do método do
aglomerado variacional é a presenga de comportamento reentrante. Como vimos na Figura
4, para certos valores do campo externo h (h € (2.0, 2.1)), podemos fazer um resfriamento
de uma fase desordenada para uma fase com ordem orientacional e ainda voltar a fase
desordenada, se diminuirmos ainda mais a temperatura. Esse comportamento é encontrado
em varios modelos, inclusive no modelo J1-J2 com ambas interacoes antiferromagnéticas.
Todavia, na abordagem de simulacoes de Monte Carlo nao observamos a existéncia de

uma fase nematica para valores maiores que o campo critico h.
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Figura 14 — Diagrama de fases para o caso k = |J2|/J1 = 1.0. Temperaturas de transigdo obtidas
a partir do pico das susceptibilidades para L=256.

No caso k = 1.0 a fase nematica sobrevive as tendéncias de escalonamento de
tamanho finito até h. = 2.0, onde existe numa regiao 7" € [0,0.52]. A Figura 15 demonstra
o comportamento dos parametros de ordem para diferentes tamanhos de rede. Como
esperado, nesta regiao a magnetizacao stagerred vai a zero com N %% enquanto o parametro
de ordem orientacional vai a zero para T > T, 0.52 e mantém-se com valor finito nas

temperaturas abaixo de T..
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Figura 15 — Parametros de ordem em funcao da temperatura reduzida para 4 diferentes tamanhos
lineares de rede com B=2.0 e k=1.0. (a) Observa-se a tendéncia & auséncia de ordem
posicional com o aumento de L. (b) Ordem orientacional é preservada a temperaturas
abaixo de T' < T, 0.52.

A presenga da fase neméatica até h = h., juntamente com os resultados do aglomerado
variacional, nos levariam a acreditar que para campos maiores, e suficientemente préximos
de h., encontrariamos a fase com ordem orientacional. Porém, se pegarmos o caso h = 2.002,

as simulagoes de Monte Carlo mostram total falta de ordem no sistema. Na Figura 16



Capitulo 4. Resultados 46

vemos que ambos parametros de ordem diminuem com o aumento do tamanho.
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Figura 16 — Parametros de ordem em funcao da temperatura reduzida para 4 diferentes tamanhos
lineares de rede com B=2.002 e k=1.0. Observa-se a tendéncia a total auséncia de
ordem com o aumento de L.

Apesar do modelo, a tamanho finito, parecer ter um comportamento reentrante,
afinal o parametro de ordem orientacional é significativamente diferente de zero para
alguns valores de L, a organizacao do sistema nao é forte o suficiente para chamarmos o
estado do sistema de fase nemdtica. A presenca de ordem orientacional, neste caso, pode
ser comparada as ilhas de magnetizacao no modelo de Ising, de forma que a fase observada
ainda seja um paramagneto saturado (porém agora com algumas ilhas de spins organizados

em uma dire¢ao preferencial).

4.4 FUNCAO DE CORRELACAO

Para entendermos um pouco melhor a estrutura espacial das fases do modelo J1-J2,

em especial a fase nematica, utilizaremos a fungao de correlagao espacial,

Cy(r) = {q(r)q(0)) , (4.16)

onde r = ra, com a = x,y, e q ¢ a quantidade a ser estudada. Como a funcao de
correlagao espacial é uma medida de ordem do sistema, vamos analisar duas fungoes de
correlagao: a spin-spin, Cg(r), para averiguar a ordem posicional, e a do parametro de
ordem orientacional, Cp(r).

Iremos também determinar a funcionalidade do decaimento dessas quantidades, e

para isso isso utilizaremos a funcao de correlacao conectada,

Ceq(r) ={(q(r) = {q(r)) ) (q(0) — (q(0))))
= (q(r)q(0)) — (q(0))*

a qual mede a correlacao nao entre as quantidades ¢ mas entre suas flutuacoes.

(4.17)
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As préximas subsecoes mostram os resultados obtidos para o decaimento dessas

funcoes nas configuracoes paramagnética e de faixas e dentro da fase nematica.

4.4.1 Fase paramagnética saturada

Como em altas temperaturas o sistema nao possui qualquer ordem esperamos ver
um decaimento rapido de suas fungoes de correlagao. A Figura 17a, porém, nos mostra
que o a correlagao spin-spin nao decai a zero, mas sim a um valor constante. Todavia,
esta magnetizacao aparente apenas reflete a presenca de um campo magnético externo,
responsavel por quebrar a simetria do sistema e preferenciar a orientacao dos spins numa
certa direcao, tornando o sistema levemente magnetizado. Esse decaimento, como visto na

Figura 17b, acontece de acordo com duas exponenciais, uma em cada regime de distancias.
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(a) Fungao de correlagdo spin-spin. Decaimento para (b) Funcio de correlagao spin-spin conectada. Decai-

uma constante proveniente da presenca de um mento exponencial com dois regimes distintos.
campo externo. A ordem para este caso ainda é As duas retas mostram o melhor fit exponencial
de curto alcance. para cada um dos casos.

Figura 17 — Decaimento da funcéao de correlacao spin-spin para L=>512, h=1.97, T=0.774194.

Para a funcao de correlacao orientacional, vemos na Figura 18 que seu decaimento
¢ de fato exponencial, possuindo também dois regimes de exponenciais. Um da parte
dominante da funcao de correlagao, entre 0 < r < 20, e a cauda, para r > 20. Vale notar
também, que e as duas diregoes principais do modelo sao equivalentes na fase desordenada,
por isso nao se faz distingao entre elas nas Figuras 17 e 18.

Portanto, apesar da correlacao spin-spin acusar uma pequena magnetizagao, a fase
paramagnética saturada possui ordem de curto alcance com dois regimes de decaimento

exponencial aparentes.
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Figura 18 — Funcao de correlagao orientacional. Decaimento exponencial com dois regimes distin-
tos. As duas retas mostram o melhor fit exponencial para cada um dos casos.

4.42 Fase de faixas

A fase de faixas, sendo a fase mais ordenada do nosso modelo, reflete sua ordem
através da Figura 19, onde todas as suas correlacoes decaem para um valor constante. Isto

indica que temos uma ordem de longo alcance nesta fase.
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(a) Fungdo de correlagao spin-spin. Decaimento para (b) Fungao de correlagao orientacional. Decaimento
uma constante nas duas diregoes principais (na para uma constante nas duas diregoes principais.
direcao perpendicular as faixas existe uma os-
cilagao devido a presenca de colunas com mag-
netizagdo alternada).

Figura 19 — Decaimento das fungoes de correlagao para L=512, h=1.97, T=0.651584.

A Figura 20 apresenta o decaimento das fungoes correlacao no regime de baixas
temperaturas na direcao paralela as faixas. Ambas correlagoes apresentaram decaimento
exponencial. Os decaimentos na dire¢ao perpendicular as faixas sao rapidos demais para

serem analisados.
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Figura 20 — Decaimento das funcoes de correlagao conectada para L=512, h=1.97, T=0.651584.
As retas mostram o melhor fit para cada um dos casos.

4.43 Fase nematica

Como esperado, dentro da fase nematica temos um decaimento para uma constante
(Figura 21b) na correlagao orientacional. O decaimento da correlacao spin-spin (Figura
21a), assim como em altas temperaturas, sofre uma forte interferéncia proveniente da
existéncia de um campo externo. Assim, fica claro que a fase nematica possui ordem

orientacional de longo alcance e ordem posicional de curto alcance.

1.1

Paralelo Paralelo
Perpendicular 1+ Perpendicular

e

O

0 0.2
0.1
-0.2 L L L L 0 n n s s
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

r r

(a) Fungdo de correlagdo spin-spin. Decaimento para (b) Fungéo de correlagao orientacional. Decaimento
uma constante proveniente da presenca de um para uma constante nas duas diregoes principais.
campo externo. A ordem para este caso ainda é
de curto alcance.

Figura 21 — Decaimento das func¢oes de correlacao para L=>512, h=1.97, T=0.727273 nas direc¢oes
paralela e perpendicular as faixas.

Analisando agora as fungoes conectadas, o decaimento da Figura 22a é mais lento
do que o decaimento presente na figura 22b, revelando a presenca de dominios anisotropicos

na fase nematica, os quais sao maiores na direcao das faixas.
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exp(-0.24r0%%) —— T exp(733) —— |
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(a) Fungao de correlagdo spin-spin conectada na(b) Fungdo de correla¢do spin-spin conectada na
direcao paralela as faixas. Decaimento segundo  direcao perpendicular as faixas. Decaimento ex-
uma stretched exponencial. ponencial representado pelo fit.

Figura 22 — Decaimento das fungoes de correlacao spin-spin conectada para L=512, h=1.97,
T=0.727273 nas direcoes paralela e perpendicular as faixas.

Para o caso das flutuacgoes do parametro de ordem orientacional percebemos
novamente a existéncia de dominios anisotrépicos na fase nematica. Na Figura 23 vemos

que o sistema se descorrelaciona mais rapidamente na direcao perpendicular as faixas.

1 exp(—0.29r0'71 — 11 exp(—0.54r0‘63 —
exp(-r/16.32 X exp(-r/8.71

0.1 ¢ B 0.1 f
< E

S 0.01 S 0.01
o o

0.001 ¢ 0.001 b
0.0001 : : : : : 0.0001 : : : : :
0 20 40 60 80 100 0 10 20 30 40 50 60 70

r r

(a) Fungao de correlagao orientacional conectada na(b) Funcdo de correlagao orientacional conectada na
direcao paralela as faixas. As curvas representam  direcao perpendicular as faixas. As curvas repre-
os melhores fits para os dados. sentam os melhores fits para os dados.

Figura 23 — Decaimento das fungoes de correlacao orientacional conectada para L=>512, h=1.97,
T=0.727273 nas diregbes paralela e perpendicular as faixas.

45 EXPOENTES CRITICOS

Na secao 4.1.1 vimos que ¢ possivel descrever matematicamente a tendéncia singular
que os sistemas sofrendo uma transicao de fase apresentam quando se aproximam do
limite termodinamico. Naquele momento estavamos interessados apenas em encontrar uma

maneira formal de explicar as evidéncias de nossas simulagoes. Mas como citado na mesma
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secao, das relagoes que encontramos conseguimos extrair os chamados expoentes criticos,
importantes para definirmos a qual classe de universalidade o sistema pertence.

Dentro de cada classe, todas as transicoes de fase tem comportamento idéntico
na regiao critica, apenas o nome das variaveis sao diferentes. Dessa forma, é muito mais
conveniente estudar modelos do tipo Ising do que uma hamiltoniana complicada. Portanto,
para determinar qual a classe de universalidade do modelo J1-J2 com campo externo

aplicado, vamos tentar encontrar alguns de seus expoentes criticos a seguir.

4.5.1 Andlise de escalonamento finito
45.1.1 Maximo da susceptibilidade

O método do maximo das susceptibilidades é um dos mais tradicionais meios de
encontrar expoentes criticos. Ele segue diretamente da observacoes feitas na secao 4.1.1,
de onde utilizaremos as equagoes (4.12) e (4.13) para investigar os expoentes v e v (0
expoente a também poderia, a principio, ser encontrado diretamente por essa metodologia,
porém como « sempre é um valor pequeno, tamanhos maiores sao necessarios para ver o
verdadeiro comportamento assintético).

A Figura 24 apresenta o escalonamento da susceptibilidade posicional. Utilizando
o método dos multiplos histogramas conseguimos ter uma razoavel estimativa de onde

encontram-se os maximos das curvas dos diferentes tamanhos de sistema.

100000 :
64
128 ——
256
10000 ¢ a2 E
A,
1000 ¢ E

Suscp. posicional

100 } \ 4

10 1 1 1
0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8

T

Figura 24 — Susceptibilidade posicional para diferentes sistemas L X L num campo externo
h=1.97.

Assim, com os valores da temperatura na qual ocorre o pico (Ty,q.) € 0 valor da
susceptibilidade maxima (Xmaz), ¢ possivel fitar tais pontos de acordo com as equagdes
(4.13) e (4.12), respectivamente. O resultado de tais fits encontram-se na Figura 25. Do fit
presente na Figura 25a, encontramos que Tpqp = 0.7399 + a L~ 167909 Este resultado é
interessante pois o expoente, apesar de proximo, nao igual a d = 2, o resultado esperado

caso a transicao fosse descontinua. Porém como vimos no calor especifico da Figura 12, o
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comportamento critico da transicao faixas-nematica parece se tornar mais aparente para
tamanhos de sistema maiores. Portanto, talvez com dado de tamanhos maiores seja possivel

encontrar o comportamento L~¢ esperado para o escalonamento da pseudo temperatura

critica.
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0.7
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0.68

0.66

fit ——

100
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fit ——

100
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L
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(a) Posigao do méximo da susceptibilidade posicional(b) Valor méximo da susceptibilidade posicional em
em funcao do tamanho linear do sistema. funcao do tamanho linear do sistema.

Figura 25 — Escalonamento de quantidades relacionadas com a susceptibilidade posicional. Dados
obtidos a partir da Figura 24.

~ [166£0.01  Fete é outro

Ja o fit dos dados presentes na Figura 25b é Y,naz
resultado interessante, uma vez que ele parece contraditorio com a ideia de uma transigao
descontinua. A susceptibilidade parece divergir no limite termodinamico, uma caracteristica
de transicoes continuas. Como no caso de uma transicao de primeira ordem o esperado é
que a susceptibilidade seja uma cuspide (tenha um maximo finito), talvez os efeitos de
tamanho finito sejam realmente forte demais para os tamanhos analisados, de forma que
com o aumento do sistema seja possivel ver mudar para um regime onde seja possivel ver
esse Xmaz(L — 00).

100000 ‘ :
64 ——
128 ———
256

512
10000 ¢ 1024

1000 ¢ k|

Suscp. orientacional

100 ¢

07 071 072 0.73

T

074 075 076 0.77

Figura 26 — Susceptibilidade orientacional para diferentes sistemas L X L num campo externo
h=1.97.
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O mesmo procedimento pode ser feito também com a susceptibilidade orientacional
(Figura 26). Dos dados presentes nas figuras 27a e 27b conseguimos extrair os expoentes
1/v =0.93+0.05 e v/v = 1.67 £ 0.03. Estes expoentes criticos estao muito préximos a
universalidade de Ising, onde 1/v = 1.0 e v/v = 1.75.

0.76 T - 5000 "
fit fit
0.75
x >
E \ g 1000
= B3
0.74 + R
500 r
0.73 - -
100 300 1000 100 300 1000
L L

(a) Posicao do méximo da susceptibilidade orientaci{b) Valor maximo da susceptibilidade orientacional
onal em fungao do tamanho linear do sistema. em funcgao do tamanho linear do sistema.

Figura 27 — Escalonamento de quantidades relacionadas com a susceptibilidade orientacional.
Dados obtidos a partir da Figura 26.

Utilizando entao a hipétese de escalonamento de tamanho finito, podemos reescalar
a temperatura e susceptibilidade para colapsar as diferentes curvas em uma sé. Esse efeito
pode ser visto na Figura 28, onde os valores dos expoentes criticos v e v sao os mesmos

encontrados pelo método do méximo das susceptibilidades.

01 28
0.09 | 256
008 | 512
0.07
0.06
0.05 |
0.04 -
0.03
0.02
0.01 r

0

XL"Y/V

-35 -30 -25 -20 -15 -10 1/V-5 0 5 10 15
|T-T|L

Figura 28 — Colapso das susceptibilidades (orientacional) de tamanhos diferentes. Os dados foram

reescalados usando os valores dos expoentes encontrados na analise de escalonamento
finito e T,. = 0.7399.
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4.5.1.2 Meétodo do quociente

Um outro método para se medir expoentes criticos vem diretamente do ansatz da

analise de escalonamento finito:
O(T,L) = L/ [f(&(T, L)/ L) + O(L™)], (4.18)

de onde o comportamento critico t77 é esperado da quantidade O e w é o primeiro expoente
de correcao de escala.
Como nao conhecemos a funcao de escala f(£/L) vamos medir o quociente

O, sL) _ op FE(T,5L)/(sL))
o(T, L) fET,L)/L)

onde s é um valor de escala (geralmente igual a 2), na esperanga de conseguirmos eliminar

Qo = = Fol(T, L)/ L; s], (4.19)

essa dependéncia desconhecida.

Assim, como na transicao de fase temos que,

(17, L)/ L =¢(T7,sL)/(sL), (4.20)
ou alternativamente,
U(TY, L) = U(T;, L), (4.21)
podemos estimar o expoente o via o quociente de O em tamanhos diferentes, ie.,
O(Tr, sL)
M= Z o L O(LTY). 4.22
T omn PO 22

Para encontrarmos os expoentes criticos através deste método, vamos definir o

comprimento de correlacao como

_ O(K)
~ 2sin(r/L) O(K,)

¢o(T, L) -1, (4.23)
onde O 6 a transformada de Fourier da funcao de correlagao nao conectada do parametro
de ordem orientacional. Para este caso, temos K = (0,0), que é o vetor de onda dominante
da correlacao. O vetor K representa os vetores de onda mais proximos de K, isto é,
K, = (27/L,0),(0,27/L).

Na Figura 29 conseguimos ver o carater universal da razao {o/L na transi¢ao de
fase. Para esta transigao 7. = 0.740 e &o(7,, L) = 1.00.

Voltando ao método do quociente, podemos comecar encontrando a funcao escala
de tamanho finito F¢. A Figura 30 mostra o que deveria ser esta fungao de escala, porém
percebemos que as curvas de diferentes tamanhos nao colapsam em uma tnica curva. De
fato, dados provenientes de L = 64 ja se mostraram ruins para a analise de escalonamento
finito, portanto tamanhos maiores serao necessarios para uma boa estimativa dos expoentes.

Ainda assim, na tentativa de estimar os expoentes v e v e ilustrar o método, a

Figura 31 mostra como foram obtidos os valores destes expoentes criticos. Como podemos
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Figura 29 — Comprimento de correlagao em fungao da temperatura para h=1.97. Os diferentes
tamanhos de sistema se cruzam em T, = 0.740.
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Figura 30 — Quociente do comprimento de correlagdo para h=1.97. As curvas representam a
funcao de escala F¢ para os diferentes tamanhos de sistema.

ver, apesar das diferentes curvas terem comportamentos parecidos, elas nao colapsam

verdadeiramente, portanto o erro no expoente critico medido é enorme. Porém, analisando

a regido nas quais encontram-se as curvas, obtemos 1.26 <y < 1.44 e 0.77 S v < 0.92.
O expoente v foi obtido através da seguinte relagao (que pode ser obtida a partir

do ansatz da hipétese do escalonamento finito [51]):
sV =1+ 0, Fe(, 8)|oer + O(L™), (4.24)
s

com x =¢&(L,T)/Lex*=¢&(L,T.)/L.

Embora essa abordagem ja tenha se mostrado ineficiente para este estudo, a situacao
fica pior quando comparamos os resultados com os encontrados via método do maximo
das susceptibilidades (Figura 27) - os quais colapsaram as susceptibilidades da Figura 28

perfeitamente. Portanto, os resultados apresentados para o comprimento de correlacao
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(a) Quociente da susceptibilidade para h=1.97. As(b) Derivada parcial da fungao de escala do compri-
curvas representam a funcao de escala F), para os  mento de correlacao em rela¢ao ao préprio com-
diferentes tamanhos de sistema. primento de correlagao.

Figura 31 — Método do quociente utilizando o comprimento de correlacao. Da Figura (a) extraimos
o expoente 7 e de (b) obtemos v.

servem apenas como uma observacao do comportamento dos sistemas estudados, mas nao
devem ser tomados como resultados definitivos.
Uma outra opcao seria usar o cumulante de Binder como parametro para as funcgoes

escala, de modo que os expoentes criticos possam ser obtidos através de

OT.sL) _,, f(U(T5L)
O(T.1) JUT.L) (4.25)

Os cumulantes de Binder orientacional de diferentes tamanhos (Figura 9b) se cruzam em
T. = 0.7399, quando assume valor U(7,) = 0.9025.
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Figura 32 — Quociente do comprimento de correlagdo para h=1.97. As curvas representam a
funcao de escala F¢ para os diferentes tamanhos de sistema.

A Figura 32 mostra a funcao escala Fy;, que parece ter um colapso razoavel de seus
dados. Infelizmente, embora as curvas parecam melhores que as encontradas na Figura 30,

os resultados nao sao melhores que os obtidos através do comprimento de correlacao.
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Embora as barras de erro diminuam, os expoentes criticos encontrados ainda nao
concordo com os resultados do maximo das susceptibilidades. Da Figura 33 retiramos

v~ 1.47 e 0.81 < v < 1.08. Dessa vez o expoente v foi obtido a partir da equacao

S =1 U Oy Fu(U, 8) rmrre + O(L™), (4.26)
com U* =U(L, T).
4 . 3
64 ——
T — ] 25 ¢

2 25| ]
xR 7 -
Y L
= 1 ,/
=}
P 1 ° —F
= 05 |
15 | :
5 - } ol
T =2 ‘ -05
0.5 L L L L 1 L L L L |
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(a) Quociente da susceptibilidade para h=1.97. As(b) Derivada parcial da fungao de escala do compri-
curvas representam a funcado de escala F) para os  mento de correlacao em relagdo ao préprio com-
diferentes tamanhos de sistema. primento de correlacao.

Figura 33 — Método do quociente utilizando o comprimento de correlagao. Da Figura (a) extraimos
o expoente 7 e de (b) obtemos v.

Assim, mais razoes entre diferentes tamanhos de sistema sao necessarias para
estudar o comportamento de escala do modelo ao limite termodinamico. Novamente, as
estimativas para os expoentes criticos obtidas através do método do quociente devem ser
vistas apenas como uma observacao do comportamento do modelo e nao como resultados

definitivos.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho desenvolvemos um algoritmo mais eficiente para o modelo J1-J2,
e estudamos o modelo com campo magnético externo aplicado através de simulacoes de
Monte Carlo, no intuito de encontrar e estudar a nova fase nematica recém descoberta no
modelo.

O modelo J1-J2, por ser um sistema frustrado, apresenta altos tempos de equilibrio,
os quais podem ser um empecilho na analise das propriedades criticas no modelo. Dessa
forma, para viabilizar este estudo, partimos do algoritmo de Metrépolis usual e imple-
mentamos os métodos do Parallel Tempering e Multispin Coding. Estes dois métodos
juntos aumentaram em até 3.4 vezes a velocidade de nossas simulagoes, tornando possivel
a termalizacao de sistemas de tamanhos maiores.

Com o algoritmo pronto, investigamos a regiao onde a fase nematica havia sido
prevista pelo Método do Aglomerado Variacional, encontrando-a de fato para k = 1.0.
O diagrama campo-temperatura foi obtido para este caso utilizando os picos das sus-
ceptibilidades associadas com os parametros de ordem correspondentes a cada uma das
transigoes.

Assim como nos resultados de campo médio melhorado, a transicao nematica-
paramagnética foi encontrada como de segunda ordem. Ja para a transicao faixas-nematica
os resultados nao estao tao claros ainda, de forma que nao foi possivel determinar com
certeza a natureza da transicao. Grandezas como o cumulante de Binder e a distribuicao
do parametro de ordem posicional apontam, para L < 512, uma transicao de primeira
ordem, devido a coexisténcia de uma fase mais ordenada e outra sem ordem translacional.
Porém, o minimo do cumulante de Binder associado com esta transicao parece nao divergir
no limite termodinamico; e a susceptibilidade parece divergir com o aumento do tamanho
do sistema. Como a campo nulo o modelo apresenta uma regiao de pseudo-transicao de
primeira ordem, achamos que os resultados listados nao sao evidéncias suficientes para
classificar esta transicao. Como a estrutura de dois picos no calor especifico s6 comega
a surgir para tamanhos maiores que L = 256, seria necessario uma analise de tamanhos
ainda maiores para definir a natureza da transicao faixas-nemética.

Todavia, dois resultados em particular se destacam por diferirem dos resultados da
literatura. Primeiramente nao encontramos comportamento reentrante no nosso diagrama
de fases, uma caracteristica marcante dos resultados de Guerrero, Stariolo e Almarza[l1].
Para redes de tamanho pequeno ainda é possivel ver um resquicio do parametro de ordem
orientacional, o qual some no limite termodinamico. Porém até mesmo nesses casos nao
possuimos a fase nematica, uma vez que o sistema ainda estd majoritariamente num estado
paramagnético saturado. Como segundo resultado importante, a regiao na qual a fase
nematica foi encontrada também é bem menor do que a prevista.

Fizemos também uma analise de escalonamento finito para tentar determinar a
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classe de universalidade da transicao nematica-paramagnética. Usando o método do maximo
da susceptibilidade encontramos v = 1.07 + 0.06 e v/v = 1.67 £ 0.03. Estes expoentes
criticos estao bem proximos da universalidade de Ising, sendo esta a universalidade sugerida
também pelos resultados de Guerrero, Stariolo e Almarza[l1l]. Ainda assim, seria ideal
obter estes expoentes para valores diferentes de k, de modo a eliminar a possibilidade
de uma universalidade fraca. Isto porque, segundo a teoria de Suzuki[22], a razao /v é
universal, de modo a nao ser surpresa resultar perto do valor de Ising. Porém ainda existe
a possibilidade de que v varie com k e k = 1 seja um valor especial, onde v se parece
bastante com o expoente da criticalidade de Ising. Nao foi possivel extrair expoentes
criticos confidveis utilizando o método do quociente.

Como trabalho futuro, esperamos conseguir equilibrar tamanhos ainda maiores, para
que nossa analise de escalonamento finito fique mais precisa e os comportamentos criticos
da transicao faixas-nematica fiquem mais evidentes. Para isso as principais mudancas
devem ser no cédigo da simulacao. Uma das mudancas em vista sera trocar o método
do Multispin Coding por um outro método de paralelizacao como o OpenMP, o qual ja

encontra-se implementado.
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APENDICE A — FUNCIONAIS DE CAMPO
MEDIO

Vamos procurar um funcional F[m;] que, quando minimizado, nos dara a energia
livre do sistema (na verdade a energia livre que vamos obter serd tao boa quanto nossas
aproximagoes).

O primeiro passo sera utilizar a definigao usual (A.1) do operador matriz densidade

P=P1R PR P2 @ PN, (A1)

onde separamos a matriz densidade do sistema nos produtos tensoriais de matrizes

densidade de spins independentes, p;, dadas pela expressao
,52' = CL(;S’l + bés’_l, (A2)

onde as constantes a e b podem ser determinadas através das relagdes Tr(p) = 1 e
(s;) = m; = Tr(s;p;), de forma a chegarmos na seguinte equagao para a matriz densidade:

5 5871 + T(S&_l. (Ag)

O funcional que iremos propor possui a forma F' = E —T'S, onde os funcionais de

~

pPi =

energia e entropia podem ser obtidos através das equacoes (A.4) e (A.5), respectivamente.

E = (H) = Tr(Hp). (A.4)
S = —kgTr(plnp). (A.5)

A.1 CAMPO MEDIO VARIACIONAL DO MODELO J1-J2

Usando os resultados anteriores, para o campo médio variacional da matriz densi-
dade, conseguimos mostrar que, para o modelo J1-J2, o funcional da energia livre é dado

pela equagao (A.6).

((5.3)) i

(4,4) )
cox { () (5]

onde, para deixarmos a equagao adimensional, foi necessario escrever F' em unidades de

J1, de tal forma que F = F/J1, k= J2/J1,T = B/J1e © = kgT/J1.
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A.1.1 Fase ferromagnética

Na fase ferromagnética teremos todos os spins com a mesma orientacao. Portanto
para encontrar a energia livre da fase homogénea basta considerar, na equacao (A.6),
m; = constante = m - lembrando que para uma rede bidimensional teremos 4 primeiros

vizinhos e 4 segundos vizinhos.
fferm = —2m*(1 — k) — 'm+
Lo <1+m)l <1+m)+<1—m)l <1—m) (A7)
2 )"\ T2 2 )"\ '

A.1.2 Fase de faixas

Para calcularmos o funcional para a fase de faixas devemos dividir nossa rede em
duas subredes (como na Figura 34), com magnetizagoes my e my. Dessa maneira podemos

calcular cada um dos termos presentes em ffqizqs.

my m; my m;

T 17

I T4

Figura 34 — Subredes de diferentes magnetizacoes na fase de faixas

1 N N
— mezj =—(—mi(2my + 277l2)? — —mao(2my + 2m2)5)
{4.4)

2
(A.8)
N
= — —(my +my)>.
2
1 N N
k Z miym; ==(kmq(dmo) — + kmo(4dmy)—)
— 2 2 2
(6,30 (A.9)
=2kNmyms.
B N{(/1+m 14+ my 1—my 1—my
S__k35{< 2 )l”< 2 )+< 2 )l”< 2 )+
14+ my 14+ my 1 —ms 1 —ms
(=) + ()= - A0
+ < 2 ) n 2 + 2 n 5 ( )

— _kB2N (S(m1) + S(my)),
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onde S(m) = (S52)in(15) + (15)in(52).

Utilizando os resultados de (A.8), (A.9) e (A.10), conseguimos chegar em:

~ 1 r ©
S faizas = —§(m1 +mg)? + 2kmymsg — §(m1 +mg) + §<S(ml) + S(m2)) (A.11)

A.1.3 Fase paramagnética

A fase paramagnética é caracterizada por ser uma fase sem orientagao global. Se
fizermos m; = 0 todos os termos provenientes da energia desaparecem e chegamos no

seguinte funcional de energia livre, que possui contribui¢ao apenas da parte entrépica de

F.

=0 {30 (5) + ()3} - A

= —-0In2
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APENDICE B — EXPRESSOES LOGICAS

Da mesma maneira que fizemos para o modelo de Ising, iremos definir quantidades

auxiliares:

a1 =0; Do,

az = 0; D 0,

(B.1)
ag = 0; D gy,
ay = 0; D O4.
Equivalentemente, para introduzir a interacao com os spins das diagonais:
as = 0; &, ﬁO'l/,
ag = 0; D o
T (B.2)

a7 = 01 ® =0,

ag = 0; O 7ox_.

Nosso objetivo entao é, a partir de (B.1) e (B.2), encontrar quantos primeiros
vizinhos anti-alinhados e segundos vizinhos alinhados o nosso spin possui. Para isso, e
seguindo a notacao do texto, podemos definir Rg, onde o indice 7 = 1,2 nos diz quais
vizinhos estaremos interessados (primeiros ou segundos vizinhos), e j pode ser N, 1) ou

anti
N

, . . ~ 1 , .
> dependendo do indice 7. A expressao Rg%, por exemplo, serd 1 caso existam 2 ou

mais primeiros vizinhos anti-alinhados e 0 caso contrario. Esta definicao é equivalente as
relagoes (3.18) do texto.

Assim, a partir de (B.1) encontramos, para RS},

R(Zl% =a1VaVasVay,
RU) = [(a1 V az) A (ag V as)] V [(a1 A az) V (az A ag)], ©.3
RU) = [(a1 V az) A (ag V as)] A [(ar A az) V (az A ag)],

R(Zli:al/\ag/\ag/\%.

Para a interagao com segundos vizinhos as relagoes sao as mesmas, apenas utilizamos

as relagoes (B.2) dessa vez:

R(Zzi :CL5\/CZ6\/CL7\/CL8,
RZ) = [(as V ag) A (a7 V ag)] V [(as A ag) V (a7 A ag)], B4
RE) = [(as V ag) A (ar V ag)] A [(as A ag) V (a7 A ag)],

R§i2a5/\a/6/\a7/\a8.

Como o caso k = 1.0 é um caso especial, onde os dois tipos de interacao (ou

vizinhos) tem o mesmo peso no calculo da energia, juntar as diferentes interagoes, que
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até agora foram tratadas separadamente, serd bem simples. E direto perceber que para
k=1.0:

Rs1 = RU) v RE),

Ry = (RY ARE) v RY) v RY),

Ry = (RY A RE) v (RY A RE) v RY) v RE), (B.5)
Req = (RY) ARE) v (RG AR v (RU A RE) v RY v RE),

Rss = (RY A RE) v (RE) A RE)) v (RS A RE)) v (R A RE)),

onde as quantidades R 5, com N =N, éi)n +N2

11> Sao 1 caso a soma de primeiros vizinhos

anti-alinhados e segundos vizinhos alinhados seja maior ou igual a .

Finalmente, para transformar o “maior ou igual” em apenas igual,

Ry = =R,

Ry = R>1 © R>o,

Ry = R>y ® R3s, (B.6)
R3 = R>3 @ R>4,

Ry = R>4 & R>s.

Assim, com as relagoes (B.6) é possivel atualizar o estado dos spins de todas as
réplicas através da equacao (3.25). Vale lembrar que apenas é necessario calcular as
expressoes logicas Ry até N = 4, uma vez que para valores maiores ja é energeticamente

favoravel para o sistema inverter a orientacao do spin.
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