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Resumo

O problema de isomorfismo entre grafos é um dos problemas cuja complexidade compu-
tacional ainda nao foi definida [Skiena 2008], portanto, a investigacao de sua classe de
complexidade e de algoritmos eficientes ainda estd em aberto. Desta forma, o objetivo
deste trabalho foi produzir um método algoritmico para deteccao de isomorfismo entre
dois grafos. Através de uma modelagem dos grafos em teorias proposicionais na forma
normal conjuntiva, e entao, aplicar um algoritmo de transformacao dual para encontrar
uma teoria equivalente de tamanho reduzido na forma normal disjuntiva, composta apenas
por implicantes primarios. Com o conjunto de implicantes primarios, o proximo passo foi
contar a quantidade de modelos desta nova teoria reduzida, cujo objetivo é categorizar
as teorias em familias. Estas teorias foram categorizadas no trabalho de [Polya 1940] e
de [Bittencourt, Marchi e Padilha 2003], e concluem que se duas teorias pertencem a mesma,
familias, logo elas sao congruentes. A motivagao deste trabalho vem desta propriedade de
congruéncia entre as teorias. O resultado obtido foi o desenvolvimento de um algoritmo
que é capaz de identificar o isomorfismo entre dois grafos. Entretanto, durante as analises
alguns casos de nao-isomorfismo foram identificados erroneamente como isomorfos. Estes
grafos aparentemente possuem uma caracteristica em comum, tornando os resultados,
mesmo que incorretos, promissores. Com isto conclui-se que este trabalho cumpriu com os
objetivos definidos, entretanto, ha a necessidade de investigar se o método de fato s6 falha

para o conjunto de grafos com a caracteristica identificada.

Palavras-chave: Teoria de Grafos, [somorfismo, Algoritmos, Logica Proposicional, Teoria

da Computacao, Formas Normais Primarias, Implicantes Primérios, Congruéncia.






Abstract

The Graph Isomorphism Problem is one of the problems whose the computational com-
plexity was not defined yet [Skiena 2008|, so, an investigation of its complexity, and
efficient algorithms, is still open. Thus, the objective of this study was to produce an
algorithmic method to detect isomorphism between two graphs. Through modeling the
graphs in propositional theories in the normal conjunctive form, and then applying a
dual-transform algorithm to find an equivalent theory of reduced size in the normal dis-
junctive form, composed only of prime implicants. With the set of prime implicants, the
next step was to count the number of models of this new reduced theory, whose objective
is to categorize theories in families. These theories were categorized in the work of [Polya
1940] and |Bittencourt, Marchi e Padilha 2003|, and both conclued that if two theories
belong to the same families, they are therefore congruent. The motivation for this study
comes from this property of congruence between theories. The result obtained was the
development of an algorithm that is able to identify the isomorphism between two graphs.
However, during the analysis some cases of non-isomorphism were mistakenly identified as
isomorphs. These graphs apparently have a common characteristic, making the results,
even if incorrect, promising. Therewith it is concluded that this work fulfilled the defined
objectives, however, there is a need to investigate if the method in fact only fails for the

set of graphs with the identified characteristic.

Keywords: Graph Theory, Isomorphism, Algorithm, Propositional Logic, Theory of

Computation, Prime Normal Forms, Prime Implicants, Congruency.
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1 Introducao

Muitos problemas do mundo real podem ser modelados em forma de grafos, dessa
forma, diversos algoritmos em grafo podem ser utilizados para resolugao desses proble-
mas. Tais algoritmos possuem complexidades diferentes. Alguns podem ser da ordem de
complexidade de tempo deterministico polinomial, ja outros podem apresentar solucao em
uma ordem de complexidade de tempo nao-deterministico polinomial. Ha também alguns
cuja ordem de complexidade ainda nao é certa, e que é um dos nossos objetos de estudo, o
problema de isomorfismo entre grafos, reside nesse conjunto de problemas que nao se sabe

ainda a qual classe de complexidade pertence [Skiena 2008|.

O outro objeto de estudo é a logica proposicional, que por sua vez, pode ser utilizada
para modelar a resolugao de problemas em grafos através do método da redugao. Um
problema em grafos, que pode estar na classe NP pode ser reduzido, ou seja, transformado,
em um problema do campo da logica ja conhecido: a satisfacao booleana (SAT). SAT foi o

primeiro problema a ser provado pertencer a classe NP-completo [Cook 1971].

Ja que nao se sabe ainda a qual classe de complexidade computacional o problema
de isomorfismo entre grafos pertence, e os algoritmos para verificagao do isomorfismo
sao da ordem de complexidade fatorial no pior caso [Skiena 2008|, serao estudadas as
propriedades desses dois campos citados acima, afim de buscar relagoes entre eles, e tentar
criar uma ponte entre essas duas formas de representar o problema, buscando assim, uma

forma alternativa de resolver o problema de isomorfismo entre grafos.

1.1  Objetivo

1.1.1  Objetivo Geral

O objetivo deste projeto é tentar desenvolver um método algoritmico de checagem

de isomorfismo entre dois grafos.

Um par de grafos é considerado isomorfo quando ha uma funcao que mapeie
os vértices de um grafo para outro, de forma que as propriedades do grafo sejam as
mesmas, tornando os grafos equivalente. As sentencas logicas, por sua vez, possuem uma
caracteristica semelhante a esta, pois dada uma sentenca, é possivel obter uma sentenca
logica equivalente apenas trocando seus simbolos, de forma que uma fungao mapeie os

simbolos trocados mantendo suas propriedades.

Para saber se duas sentencas logicas, que serao apresentadas neste trabalho como

teorias proposicionais, podem ser consideradas equivalentes e ter a mesma representacao
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simbolica, é necessario obter os conjuntos de Implicantes e Implicados primérios. Uma
vez que temos o conjunto de Implicantes e Implicados primarios, podemos utilizé-los em
conjunto com a quantidade de simbolos da teoria proposicional para descobrir de qual

familia de teorias proposicionais ela faz parte.

Desta forma, sera representando grafos através de teorias proposicionais, e encon-
trando seus conjuntos de implicantes primarios, que seré investigado se é possivel decidir
se um par de grafos é ou nao isomorfo, de modo que seja possivel verificar qualquer relacao
entre a existéncia ou nao de isomorfismo entre os dois grafos avaliados, a partir das familias

que as teorias proposicionais geradas a partir dos grafos pertencem.

Portanto, seréd investigado se existe uma relagao entre isomorfismo de grafos e a
familia na qual as teorias proposicionais, geradas a partir dos grafos, pertencem. Caso

haja relacao, sera investigado também se esta relagao é valida para todo caso.

Caso nao seja observada relagao entre a quantidade de modelos nas teorias propo-
sicionais obtidas através dos grafos e a presenca de isomorfismo entre estes grafos, sera

avaliado também se, para algum conjunto especifico de grafos, essa verificacao funciona.

1.1.2 Objetivos Especificos

1. Estudar o problema do isomorfismo entre grafos;
2. Modelar grafos em forma de teorias proposicionais;
3. Obter os implicantes primérios das teorias proposicionais obtidas;

4. Contar o niimero de modelos das teorias proposicionais a partir do seu conjunto de

implicantes primaérios;

5. Verificar se dois grafos isomorfos sao de uma mesma familia de teorias proposicionais
segundo os trabalhos de [Polya 1940] e |Bittencourt, Marchi e Padilha 2003];

1.2 Estrutura do Documento

Este trabalho esta dividido em cinco capitulos, sendo este o capitulo introdutoério.
No capitulo 2 serao abordados conceitos de grafos e logica proposicional, além dos Impli-
cantes e Implicados priméarios e como obté-los. Estes conceitos serao fundamentais para o
desenvolvimento do trabalho. No capitulo 2 também serao abordados dois algoritmos que

foram utilizados como base para o desenvolvimento do presente trabalho.

No capitulo 3 sera abordado a implementacao do método para identificacao do
isomorfismo entre grafos, onde serao discutidos alguns detalhes de implementacao e a

execucao de alguns exemplos.
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No capitulo 4 serao discutidos os resultados dos testes feitos a partir de benchmarks
criados, e também a forma como os benchmarks foram gerados. O capitulo 5 apresenta a

conclusao do trabalho, e possibilidades de trabalhos futuros.






17

2 Fundamentacao Teorica

Neste capitulo serao tratadas as defini¢oes fundamentais sobre grafos, problema de
isomorfismo entre grafos, légica proposicional e formas normais primarias, que servirao

como base para o desenvolvimento deste trabalho.

2.1 Grafos

A secao a seguir busca definir conceitos basicos sobre grafos, focando em definicoes,
propriedades de grafos, o problema de isomorfismo entre dois grafos, e as formas de decidir
se héa isomorfismo entre os grafos, baseando-se nos livros [Nievergelt 2002|, [Johnsonbaugh
1986] e [Skiena 2008].

2.1.1 Definicao

Diversos problemas do mundo real como cidades conectadas por rodovias, computa-
dores conectados em uma rede, casas conectadas em uma rede elétrica, e outros problemas
com essa mesma tipologia podem ser representados, modelados, e até mesmo resolvidos,

utilizando teoria de grafos.

Um grafo G é constituido por um conjunto nao nulo de vértices V' e um conjunto
de arestas F, ambos finitos, sendo denotado da forma G = (V, E). Um grafo pode ser

classificado como dirigido ou nao dirigido.

Em grafos nao dirigidos, cada aresta e € E esta associada a um par nao ordenado
de vértices v e w, representado por e = {v, w}, onde a ordem que os vértices estao dispostos
nao importa, indicando somente que ha uma relagao entre aqueles dois vértices, sem indicar

o sentido da relagao. Portanto, e = (v, w) = e = (w, v).

J& em um grafo dirigido, cada aresta e € E esta associada a um par ordenado de
vértices v e w, representado por e = (v, w), onde a ordem que os vértices estao dispostos
informa de qual vértice a aresta esta partindo, e para qual vértice aquela aresta esta se
dirigindo. Portanto e = (v, w) # e = (w, v).

Dois vértices v e w, cuja aresta e incide sobre eles, sao ditos adjacentes. A quantidade

de arestas que incidem em um vértice v ¢ denominada grau do vértice v.

2.1.2 Representacao de Grafos

A forma mais intuitiva e de facil visualizacao de se representar um grafo é através de

um diagrama, onde os vértices sao representados por circulos, e as arestas sao representadas
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por linhas que ligam esses circulos. Em um grafo dirigido, é utilizada uma seta indicando

de qual vértice partiu a aresta e para qual vértice ela esta indo.

Uma forma de representar um grafo em um computador é através da matriz de
adjacéncia. Para obter a matriz de adjacéncia é necessério rotular os vértices, e os indices
das linhas e das colunas da matriz devem considerar tais rotulos. A entrada da matriz é 1

se os vértices sao adjacentes, caso contrario, sera 0.

Como por exemplo no grafo G = (V, E), onde V = {v, w, y} e E = {{v, w},
{w, y}} as matrizes de adjacéncia dos grafos dirigidos e nao dirigidos, onde a primeira
linha e primeira coluna correspondem ao vértice v, a segunda linha e segunda coluna
correspondem ao vértice w, e a terceira linha e terceira coluna correspondem ao vértice vy,

seriam:

Grafo nao dirigido: Grafo dirigido:
010 010
1 01 00 1
010 000

Exemplo de matrizes de adjacéncia de grafos dirigidos e nao dirigidos [Nievergelt 2002]

Uma forma alternativa de representacao de grafos em um programa de computador,
e que pode se mostrar mais eficiente para grafos esparsos, é utilizando listas de adjacéncia,
onde estruturas de dados em listas encadeadas sao usadas para guardar os vértices

adjacentes de cada um dos vértices do grafo.

Para cada grafo, deve-se guardar o niimero de vértices, e rotular cada vértice com
um identificador tnico, como um namero de 1 a v, onde v,, é o namero total de vértices
do grafo, e as arestas sao depois representadas em um conjunto de listas encadeadas. Caso
o grafo seja nao dirigido, uma aresta (z, y) aparece em duas listas de adjacéncia, onde z
aparece na lista de adjacéncia de y, e y aparece na lista de adjacéncia de z. No grafo, é

possivel ainda guardar o grau de cada vértice.

2.1.3 Caminhos e Ciclos

Imaginando que os vértices de um grafo sao cidades, e as arestas sao as rodovias
que ligam essas cidades, um caminho corresponde a uma cidade de partida, passando por

algumas cidades pelas rodovias que as ligam, e terminando em uma cidade destino.

Considerando os vértices vy e v, em um grafo, um caminho de vy até v, de tamanho

n é uma sequéncia de n + 1 vértices e n arestas, comecando no vértice vy e terminando no
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vértice v, sem repeticao de vértices. Em resumo, um caminho comeca em um vértice vy,
que vai para o vértice v; através da aresta e;, que vai para o vértice vy pela aresta e, e

assim por diante, até alcangar v,,.

Sendo um caminho definido por (vg, €1, v, €2, Vo, ..., Up_1, €, V), onde cada

aresta e; incide nos vértices v;_; e v; parai=1,...,n.

Um ciclo ocorre quando, em um caminho, um ou mais vértices podem ser percorridos

mais de uma vez.

2.1.4 Grafo Conexo

Um grafo é considerado conexo quando cada vértice estd conectado a qualquer
outro veértice através de um caminho, como por exemplo, G = (V, E), cujo V = {v, w, y}
e E = {{v, w}, {w, y}}. Esse grafo é considerado conexo, pois mesmo nao possuindo uma
aresta que liga diretamente os vértices v e gy, pode-se caminhar de v para w, e depois de w
para g, portanto, hd um caminho que liga indiretamente v e y. Quando nao se consegue

alcancar um vértice a partir de outro, o grafo é considerado desconexo.

2.1.5 Grafo Completo

Um grafo é considerado completo se cada par de vértices esta conectado diretamente
entre si, ou seja, em um conjunto de vértices de tamanho n, cada vértice tem que estar
conectado com os outros n-1 vértices através de uma aresta. Um grafo completo é

representado por K,,, onde n é o nimero de vértices.

2.1.6 Isomorfismo de Grafos

O problema de isomorfismo entre grafos pode ser exemplificado da seguinte forma.
E dito para pessoas desenharem um diagrama. Nenhuma delas pode ver o desenho da
outra. O diagrama deve possuir 5 circulos a, b, ¢, d, e, e 4 conexoes (a, b), (b, c), (c,
d), (d, e). Os diagramas (ou grafos) produzidos pelas duas pessoas podem ter aparéncias

diferentes, mas elas definem o mesmo grafo, implicando que os dois grafos sao isomorfos.

Grafos G e (G5 sao isomorfos se existe uma funcao f que mapeie cada um dos
vértices de G; em G, e uma funcao g que mapeie cada uma das arestas de G; em Gbs.
Portanto, s6 havera uma aresta e que incide em (v, w) em G, se e somente se a aresta g(e)

incide nos vértices f(v) e f(w) de Gy. O par de fungdes f e g é chamado de isomorfismo
de G; em Gs.

Um isomorfismo para os grafos GGy e G5 acima, é definido por:
fla)=A, f)=B, [flc)=C, [f(d)=D, fle)=E

g(x;)) =y, i=1,...,5.
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Figura 1 — Exemplo de isomorfismo entre dois grafos

[Johnsonbaugh 1986]

Remetendo a representagao de grafos através de matrizes, os dois grafos G e G,
sdo isomorfos se e somente se hd um ordenamento dos vértices em que suas matrizes de

adjacéncia sejam iguais.

Como no exemplo da figura anterior, ambos os grafos terao a seguinte matriz de
adjacéncia, respeitando a ordem alfabética do rétulo dos vértices no posicionamento das

linhas e das colunas, evidenciando que eles sao isomorfos.

01001
1 0100
01010
00101
1 0010

Matriz de adjacéncia de G; e Go [Nievergelt 2002]

Se definirmos uma relagao R em um conjunto de grafos pela regra G;RGy e se GGy
e (3 sao isomorfos, R é uma relagdo de equivaléncia, onde cada classe de equivaléncia é

constituida de um conjunto de grafos isomorfos entre si.

2.1.7 Determinando se Dois Grafos sdo Isomorfos

Determinar se dois grafos sao isomorfos pode se tornar uma tarefa complicada,
uma vez que nao existe algoritmo conhecido para isomorfismo de grafos que seja de
tempo polinomial. A ordem de complexidade do problema do isomorfismo de grafos é até
entao desconhecida. Por convencao, acredita-se que o problema resida entre as classes de
complexidade P e NP-completo caso P # NP [Skiena 2008|. O algoritmo bésico faz uso de
backtrack por todas as n! permutacoes possiveis de vértices de Gy, e verifica se alguma

dessas permutacoes é equivalente a Gs.

Muitas vezes, para evitar um gasto computacional desnecessario verificando se um

par de grafos ¢ isomorfo, sao realizados alguns testes para nao isomorfismo, com uma ordem
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de complexidade inferior aos algoritmos cléssicos. Caso esses testes consigam verificar que
o par de grafos nao é isomorfo, evita-se um gasto de recurso computacional desnecessario.
Portanto, para realizar essa etapa de verificacdao, e demonstrar que dois grafos G| e G,
nao sao isomorfos basta encontrar uma propriedade de G; que nao exista em Gy, que

ambos teriam em comum caso fossem realmente isomorfos.

Como dois grafos, para serem isomorfos, precisam ter fungoes que mapeiam os
vértices e arestas de um grafo em outro, duas propriedades que precisam ser verificadas
quando se busca determinar o nao isomorfismo sao o nimero de vértices e o nimero de
arestas. Caso os grafos GG; e GG, tenham uma quantidade diferente de vértices ou arestas,

pode-se descartar o isomorfismo entre eles.

Mesmo que a quantidade de vértices e arestas de G'; e G5 sejam iguais, para que
esses dois grafos sejam considerados nao isomorfos basta que o grau de algum vértice seja
diferente. Para verificar isso, é utilizado a funcao f de mapeamento dos vértices, onde,
dado um vértice v de grau k no grafo Gy, seu respectivo vértice f(v) em G também tem
que ter grau k. Caso exista um vértice em (G; com um grau z, e nenhum vértice em Go

possua grau z, entao Gy e Gy nao sao isomorfos.

Outra propriedade que deve ser testada para descartar o isomorfismo entre dois
grafos, é verificar, caso haja ciclos nos grafos, se o nimero de ciclos, e comprimento dos
ciclos é 0 mesmo. Caso exista em (7 um ciclo com k arestas, e nao exista em G5 um ciclo

com k arestas, entao G1 e Gy nao sao isomorfos.

Nessa secao foram abordados conceitos referentes a grafos, com foco no problema
de isomorfismo entre grafos, e as formas de resolver tal problema. O objetivo entao é
tentar tratar o problema de isomorfismo utilizando formas normais primérias, e para
isso ¢ necessario compreender os conceitos fundamentais sobre logica proposicional e

transformacao dual que serao tratados na segao a seguir.

2.2 Formas Normais Primarias

A secao a seguir busca definir conceitos bésicos sobre 16gica proposicional, focando
em satisfacao booleana, formas normais conjuntivas e disjuntivas, um algoritmo para
conversao de formulas logicas em formas normais conjuntivas e disjuntivas, implicantes
primérios e implicados priméarios. A base para essa se¢do serado os livros |Nievergelt
2002], [Johnsonbaugh 1986], [Quine 1959] e [Russell e Norvig 2016].

2.2.1 Logica Proposicional

Logica pode ser expressa como o uso do raciocinio correto nas relagoes entre

sentengas, onde nao hé como saber se uma sentenca é verdadeira ou nao utilizando a
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logica, mas sim se a relagao entre determinadas sentencas é valida. Como por exemplo:
Sempre que chove, faz frio.
Quando faz frio, pessoas usam casacos.
Sempre que chove, pessoas usam casacos.

No exemplo, a logica nao ¢ usada pra saber se as duas primeiras sentencas sao
verdadeiras, mas é utilizando a logica que podemos deduzir que a terceira sentenca é

verdadeira, caso as duas primeiras sejam verdadeiras.

Na logica proposicional as sentencgas permitidas sao sentencas atomicas, ou seja,
elementos sintéticos indivisiveis, chamadas de literais, onde a sentenca consiste de um tnico
simbolo proposicional. Esse simbolo proposicional nada mais é que um rétulo arbitrario
para uma proposicao que pode ser verdadeira ou falsa. No exemplo da secao anterior
podemos representar a proposicao sempre que chove com o simbolo P e faz frio com o
simbolo ). Com essas sentecas atOmicas é possivel criar sentencas logicas mais complexas,
com o uso de conectivos l6gicos. Existem 5 conectivos de uso comum que serao descritos a

seguir.

- (ndo): E a negacdo de uma sentenca, ou seja, sempre que P for verdadeiro, —P

sera falso, e vice-versa.

A (e): Uma sentenca na forma de P A @ é chamada de conjunc¢ao. Quando P for
verdadeiro, e () for verdadeiro, P A () sera verdadeiro, caso algum dos literais seja falso, a

sentenca seré falsa.

V (ou): Uma sentenca na forma de P V @ é chamada de disjun¢do. Para a sentencga
de uma disjuncao ser considerada verdadeira, basta que um de seus literais seja verdadeiro.

Se ambos os literais forem falsos, a sentenca sera falsa.

— (implica): Uma sentenga na forma P — @ é chamada de implicagdo, onde P é
a premissa, e () é a consequéncia. Em uma implicagao logica, a tnica forma da sentenca
ser falsa é se a premissa for verdadeira, e a conclusao for falsa. Caso a premissa seja falsa,
a sentenca é considerada verdadeira, pois partindo de uma premissa falsa pode-se assumir

qualquer coisa.

<> (se e somente se): Chamada de bicondicional, uma sentenca na forma P < @
sO serd verdadeira se P e () forem ambos verdadeiros, ou ambos falsos. Caso um seja

verdadeiro e o outro falso, a senteca é falsa.

Ha também em uma sentenca logica, assim como na algebra, a precedéncia de
operadores, onde a ordem de precedéncia é, da mais alta para a mais baixa, =, A, V, — e
.

Seguindo a ordem de precedencia, a sentenca =PV Q A R — S é equivalente a
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(mP)V(QAR)) —S.

Uma forma de representar os possiveis valores-verdade para cada uma das com-
binagoes de valores dos literais para uma dada proposicao, ¢ através da tabela verdade,

onde é usado F para falso e V para verdadeiro. Um exemplo de tabela verdade:

PlQlPAQ
vViv] v
VIF| F
FlV| F
FI|F| F

Sabendo que computadores possuem uma certa facilidade inerente para simular
conceitos de verdade, é possivel também simular esses valores de verdade da tabela
utilizando algebra, onde o valor verdadeiro seria representado por 1, e o falso por 0, e os
operadores A representado por * e V representado por -+, mantendo as caracteristicas de
cada operacao. Para ilustrar esse comportamento, as tabelas verdade dos operadores A e

V sao mostradas a seguir em férmulas algébricas.

040 =0, 0%0 =0,
041=1, 0%1=0,
1+0=1, 1%0 =0,
1+1=1, 1x1 =1,

2.2.2 Satisfacdo Booleana

Para uma sentenca ser considerada satisfativel, ela precisa ser verdadeira para pelo
menos uma combinacao de valores de seus literais, por exemplo, a sentenca p; Aps A p3 é
satisfativel, pois quando pi, po € p3 sao verdadeiros, a sentencga é verdadeira. Ja a sentenga
p1 A —p; nao possui um valor para p; que torne a sentenga verdadeira, nesse caso, ela é
chamada de contradigao. Determinar se uma férmula logica proposicional é satisfativel foi

o primeiro problema a ser provado NP-completo [Cook 1971].

2.2.3 Equivaléncia Logica

Em légica, duas sentencas P e () sao consideradas equivalentes se sao verdadeiras
nas mesmas combinagoes de valores de seus literais, ou seja, se em P um p; verdadeiro
e um ps falso resultam em verdadeiro, em (), com p; e py assumindo os mesmos valores
também deve resultar em verdadeiro. E possivel verificar se duas sentencas sao equivalentes

comparando suas tabelas verdade.
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Algumas equivaléncias logicas comuns sao listadas abaixo, considerando P, Q) e R

sentengas arbitrarias. [Russell e Norvig 2016]

P A Q)= (Q N P), comutatividade de A

(

(P VvV Q)= (Q Vv P), comutatividade de V

(P ANQ)AR)=(PA(Q A R)), associatividade de A
(PV Q) VR)=(PV (Q V R)), associatividade de A
—(—= P) = P, eliminagao de dupla negacao

(P = Q) =(PA(-Q — —P)), contraposicao

(P — Q) = (-P V Q), eliminagao da implicagao

(P < Q)=(P — Q) N (Q — P)), eliminacao de bicondicional

—(P A Q) = (=P V —Q), De Morgan
(=P

(P Vv Q)
(PAN(Q V R)=((P AN Q)V (P A R)), distributividade de A sobre V

—@), De Morgan

(PV(Q NR))=((PV R)AN (P V R)), distributividade de V sobre A

2.2.4 Formas Normais Canénicas

As formas normais canoénicas sao sentencas formadas apenas por conjuncgoes de
disjungoes ou disjunc¢oes de conjuncgoes, podendo ser classificadas em Forma Normal
Conguntiva (FNC') e Forma Normal Disjuntiva (FND).

A FNC é uma sentenga expressa como conjungoes (A) de formulas menores de-
nominadas clausulas, compostas apenas por disjungbes (V). Um exemplo de FNC é
(p1 V pa V p3) A (ps V ps). Ha também uma familia restrita de sentengas k-FNC, onde
uma sentenca k-FINC possui £ literais por clausula, onde a férmula seria expressa por

(P1a V.o Voig) A eoi A (D1 VooV Pui), onde p;j € um literal.

Ja a FND é uma sentenca expressa como disjungoes (V) de clausulas compostas
apenas por conjungoes (A). Um exemplo de FND é (p; A pa) V (p3 A ps A ps). Assim como as
FNCs, existe uma familia restrita de sentencas k-FND, onde cada sentenca k-FND possui £k
literais por clausula, onde a formula seria expressa por (p1iA. . .Ap1x)V. ..V (DniA. . . ADnk),

onde p; 5, € um literal.

Uma senteca composta apenas por literais e conjuncoes ou disjungoes de literais é
chamada de formula fundamental, onde é garantido que um literal nao se repete nessa
formula fundamental. As formas normais sdao compostas por uma combinacao de clausulas,
que nada mais sao do que formulas fundamentais, que no contexto de uma forma normal

recebem o nome de clausula.
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Apo6s conhecer as formas normais candnicas e as equivalencias logicas descritas
anteriormente, € possivel concluir que toda sentenc¢a da logica proposicional € logicamente
equivalente a uma conjungao de disjuncoes de literais [Russell e Norvig 2016]. Dito isso,

serd descrito um procedimento simples para converter qualquer sentenca em uma FNC.

As etapas do algoritmo de conversao consistem em eliminar toda operacao bicondi-
cional, substituindo p; <> p; por (p; — p;) A (p; — p;), em seguida deve-se eliminar toda
operagao de implicagao, substituindo p; — p; por —p; V p;, feito isso, é necessério que a
sentenca aparega somente em literais, e para isso é aplicado repetidamente as equivaléncias
—(=pi) = pi; ~(pi V p;) = (—pi A pj); e (pi A pj) = (—p; V —p;). Por fim, tém-se
uma sentenca com operadores A e V aninhados, aplicados a literais, e esse tltimo passo
de conversao consiste de aplicar a lei de distributividade para eliminar esse aninhamento,

distribuindo A sobre V sempre que possivel.

Um exemplo do funcionamento deste algoritmo, aplicado a formula p; <> (ps V ps3):

Lpr < (p2 V ps)
2. (p1 = (p2 V p3)) A ((p2 V p3) — p1), eliminacdo do bicondicional.

=p1 V pa V ps3 (=(p2 V p3) V p1), eliminagao da implicagao.

3. ( ) A
4. (=p1 V p2 V p3) A ((mp2 A —p3) V p1), De Morgan.
5. ( ) A

=p1 V p2 V ps3 (=p2 V p1) A (—p3 V pp), distributividade de V sobre A.

Analogamente, é possivel converter qualquer sentenca em uma FND utilizando o
algoritmo anterior com uma modificagao, que consiste em inverter a distributividade, ou
seja, onde antes havia distributividade de V sobre A, para a FND é necessério fazer a

distributividade de A sobre V.

2.2.5 Implicantes Primarios

Essa sec¢@o se baseia em |Quine 1959| e tem como objetivo estudar uma forma de
reduzir sentengas logicas arbitrarias em uma forma normal primaria equivalente que seja

de tamanho reduzido.

Formulas Fundamentais sao formulas em logica proposicional, compostas apenas
por conjuncoes de literais, onde esses literais s6 podem aparecer uma vez na sentenca,
ou seja, como a formula fundamental é uma sequéncia de A (Operador e 16gico), se o
mesmo literal aparecer mais de uma vez na férmula fundamental, ela sera redundante. Se
aparecer um determinado literal na formula fundamental, e o mesmo literal negado, seré

uma contradigao.

Como foi visto ateriormente em Formas Normais Canonicas, as formas normais sao

formadas por conjungoes de disjungoes, ou disjungoes de conjungoes. Sabendo isso, podemos
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definir que a Forma Normal Disjuntiva ¢ uma disjungao de Féormulas Fundamentais, ou

seja, as Formulas Fundamentais sao as clausulas da Forma Normal Disjuntiva.

Sendo P uma sentenca logica, um Implicante Primario de P é uma Férmula
Fundamental que implica P, e que caso remova um de seus literais, nao mais implica P, ou
seja, a Formula Fundamental necessita estar reduzida, e para isso, sempre que a remogao
de um literal da Férmula Fundamental nao influenciar na implicagao de P, esse literal é
removido, e quando isso ocorre, a Formula Fundamental é considerada uniliteralmente

redundante. O conjunto de Implicantes Primarios de uma sentenga P sera chamado Plp.

Considerando como exemplo, que os literais de P sejam pi, pa, ps, P4, s€ p1 A pa A
p3 A\ py resulta em verdadeiro, e que p; A pa A p3 A py — P, entao p; A ps A p3 A py € uma
Formula Fundamental, mas se essa sentenca for equivalente a, por exemplo, p; V p3 — P,

entao p; V p3 é um Implicante Primario de P.

Como um implicante primario é uma Férmula Fundamental minima que implica
P, uma sentenca que seja composta por disjuncoes de implicantes primarios, serd uma

Forma Normal minima equivalente a P.

O numero de Implicantes Primérios que uma sentenca tem é finito, uma vez que o
nimero de literais de uma sentenca ¢ finito, o niimero de todas as combinagoes possiveis

de literais também é finito.

Para uma sentenga logica P ser comprimida em uma forma normal equivalente, é
necessario transformar a sentenga em uma disjuncao de implicantes primdrios, e depois
remover o maior nimero possivel de clausulas supérfluas. Para a remocao de clausulas
supérfluas, se tivermos duas clausulas C; e Cs, que sao implicantes primérios de P, e elas
tiverem apenas um literal contraditorio, por exemplo, se C possui um literal p;, e Cs
possui um literal —p;, entao exclui-se o literal p; a partir da conjuncao C; A Cs, resultando
em uma Unica clausula, contendo todos os literais de C; e (5 exceto a contradicao, e

exclui-se as clausulas C e (5. Essa operagao é chamada de Resolugao

Por exemplo, se Cy: (p1 Ape A —ps Apy) é implicante primario de P, e Cy: (p1 Apa A
ps A py) também é implicante priméario de P, fazendo a conjuncao de C; e Cy, remove-se o
literal ps, e resulta em uma nova clausula C3 composta pelos literais de C; e C5, onde o
novo implicante primario seria C5: p; A ps A p3 que implica P. Se todos os literais de um
implicante primério ' estao em outro implicante primario Cs, C; subsume C5. Tomando
como exemplo C7 sendo p; A ps e Cy sendo p; A pa A p3 A py, como todos os literais de C

entao contidos em Cy, 'y subsume Cy, portanto, Cs pode ser excluido.

2.2.6 Transformacéao Dual

Algoritmos para resolver o problema da satisfa¢ao booleana (SAT) como o algoritmo

de Davis-Putnam-Logemann-Loveland (DPLL) [Davis e Putnam 1960], geralmente utilizam
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uma abordagem seméantica, de forma que é possivel atribuir valor de verdade aos simbolos
proposicionais. Por outro lado, neste trabalho sera utilizado um método baseado em uma
abordagem sintatica, explorando propriedades das formas normais de um conjunto de
clausulas proposicionais, que sera chamado de teoria proposicional, ou seja, esta teoria

proposicional é representada por formas normais conjuntivas (FNC) ou disjuntivas (FND).

Dada uma teoria proposicional P, P pode ser transformada em uma FNC P, ou
em uma FND P;, P., por sua vez, pode ser transformada em Py, e vice-versa, utilizando

distributividade dos operadores logicos A e V.

O algoritmo que sera utilizado calcula a representagao minima de uma teoria P;. A
representacao minima de P; ¢ a P. gerada a partir de P;. Essa representacao minima ¢ o
conjunto de clausulas nao contraditérias, e que nao podem ser subsumidas. Como visto

anteriormente, essas clausulas sao os implicantes primarios da teoria P.

Cada clausula minima representa minimamente o conjunto de valores verdade
atribuidos aos simbolos da teoria P, para que P seja satisfativel. Gerando todas as
clausulas duais minimas, obtém-se todas as combinacoes de valores verdade para os
simbolos da teoria P que tornem ela satisfativel. A ideia principal é que a quantidade de

clausulas duais minimas geradas seja sempre menor ou igual a quantidade de literais.

2.2.6.1 Representagéo da Teoria

Considerando tudo o que foi abordado anteriormente, outro elemento precisa ser
inserido para que o algoritmo funcione. O elemento fundamental do algoritmo é o conceito
de quantum, definido como um par (p, F'), onde p é um literal, e F' C P. é o conjunto
de coordenadas que representam a posicao de cada clausula em que p pertence. Para
exemplificar, em uma teoria: (p1 V pa Vp3) A (—p1 Ve Vps) A (p1V p2 V —p3), as clausulas
seriam (p; V pa V p3), (4p1 V p2 V ps) e (p1 V p2 V —p3), e o conjunto de coordenadas para
representar essas clausulas seria P. = {0, 1, 2}, sendo os ntimeros contidos nos conjuntos
a posi¢do da clausula, onde 0 representa (p; V ps V ps), 1 representa (—p; V pa V ps) e
2 representa (p; V pe V —p3). A forma utilizada para representar as coordenadas de um
literal é p”’, sendo p o literal, e F' o conjunto de coordenadas. Portanto, as coordenadas
sao representadas por p! = {0, 2}, =p!" = {1}, p¥ = {0, 1, 2}, p¥" = {0,1} e —pL = {2}.

Para gerar uma DNF P; minima, novas clausulas sao formadas de modo que, a
uniao das coordenadas dos quanta dos literais tem que cobrir todas as clausulas de P., ou
seja, seguindo o exemplo anterior, para uma nova clausula ser formada, a uniao de quanta
dos literais tem que resultar no conjunto {0, 1, 2}. Como o quantum de p; é {0, 2}, e o de

ps € {0, 1}, é possivel criar a clausula Cy: (p; A p3) da teoria P,.

Cada literal da nova clausula deve também representar pelo menos uma clausula

de P,, ou seja, dado um literal p, em uma nova clausula gerada para P,, ele deve estar
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contido em uma clausula de P, sem que os outros literais da nova clausula gerada estejam
nessa mesma clausula de P,.. Aplicando no exemplo anterior, onde a nova clausula (p; A p3)
é criada, p; esta contido em (p; V py V —p3), onde p3 nao estd, e ps esta contido em

(—'p1 Vpa V pg), onde p; nao esta.

Caso o literal adicionado na nova clausula nao represente sozinho nenhuma clausula

de P. ele é redundante, portanto, deve ser eliminado.

2.2.7 Algoritmo de Transformagé&o Dual

O algoritmo para encontrar as novas clausulas da FND P; é uma busca no espago
de estados, sendo aplicado uma busca A* para encontrar tais estados. Como um algoritmo
de busca, temos o estado inicial e o estado final que queremos alcancar, que no caso é uma
clausula que cubra todo o conjunto de coordenadas de P., entao primeiro a lista de literais
¢é ordenada de modo que os literais com mais coordenadas sejam escolhidos primeiro, de
modo a otimizar a busca, ja que cobrem uma quantidade maior de clausulas. Depois disso
é criado um conjunto chamado Gap, onde ficam guardadas todas as coordenadas que
nao foram cobertas ainda, e para cada literal candidato a entrar na cldusula conforme
¢é realizada a busca, se em seu quantum houver uma ou mais coordenadas que estejam
no Gap, ou seja, coordenadas que ainda nao foram cobertas, esse literal é adicionado a
clausula e seu quantum é removido do Gap. Um estado é considerado valido se em algum
momento o conjunto Gap for vazio, e entao é adicionado em um conjunto de estados

validos, que representardo as clausulas de P, |Bittencourt, Marchi e Padilha 2003|.
Algoritmo:
0. Inicializa a lista de estados: states < 0;
1. Ordena a lista de literais conforme o tamanho do conjunto de coordenadas;
2. Vp; em literais:
Inicializa e popula o conjunto Gap com as coordenadas nao cobertas por p;;
Inicializa um novo estado w com p;;
Vpi em literais:
se pl'k esta em Gap:
novo estado < p;;
remove pf de Gap;
se Gap = () e states nao contém w:
states < w

3. retorna states
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(2.1)

Ezemplo 1: Usando como exemplo a seguinte teoria a Forma Normal Conjuntiva

com 4 simbolos proposicionais, e 4 clausulas:

Observagao: Para facilidade na representacao, os operadores logicos serao omitidos,

sendo apenas listados os literais que compoe a clausula, separados por virgula.

Co = [=p2, —pl
Ci : [-wps, p4l
Cy : [=p2, —p3
Cs : [

O conjunto de coordenadas dos literais sera:

-1 = {3}
-y = {0, 2};
-3 = {1, 2}
pi = {1}
-y = {0}

A lista de literais é entao ordenada de acordo com o critério de ordenacao definido,
sendo escolhido primeiro os literais com maior conjunto de coordenadas. O resultado é a

lista de literais na seguinte ordem: ﬁpéo’g}, ﬁp:{,)l’Q}, ﬁpig}, pil}, ﬂpé{lo}.

Escolhendo —p, como primeiro literal, ja que ele cobre o maior nimero de clausulas,
—pg € inserido no novo estado wy, o conjunto Gap entao é populado com o que nao é

coberto por —py, portanto Gap = {1, 3}.

Iterando a lista de literais a fim de cobrir o Gap, o proximo literal da lista que
possui uma coordenada no seu conjunto p" que esté contida em Gap ¢é ﬁp§1’2}. O literal
—p3 € entd@o inserido no estado wy e o conjunto {1, 2} ¢é entao subtraido de Gap, deixando
Gap = {3};

Continuando a iteragao, o proximo literal a ser verificado é ﬂp?}, cujo conjunto
de coordenadas esta contido em Gap. O literal —p3 é inserido em wy e o conjunto {3} é

subtraido de Gap, resultando em Gap = {@}. Como Gap agora é um conjunto vazio, wy =

[—p2, —p3, —p1| é considerado um estado valido e é inserido na lista de estados.

Seguindo o mesmo procedimento para os outros ramos da arvore de estados possiveis,

escolhendo outros literais para compor os estados, encontramos ainda os seguintes estados
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validos: w1 = [=p2, =p1, pa] € wa = [p3, —p1, —pal.
Interpretando os estados como clausulas, onde w; = C};, temos entao uma nova

teoria proposicional na Forma Normal Disjuntiva:
Co : [7p2, =p3, 1]
Cl : [_'p27 —P1, p4]

Cy [ﬁp:s? —P1, —'p4]

2.2.8 Propriedades das Formas Normais Primarias

Formas Normais Primarias sao os pares de implicantes e implicados primarios
de uma teoria proposicional. Uma caracteristica importante dessa representacao é que,
dado uma teoria proposicional, esta teoria geraré apenas um tnico par de implicantes e
implicados primarios, entretanto, este par de implicantes e implicados primarios representa
uma familia de teorias proposicionais congruentes, que sao equivalentes em relacao ao

grupo de permutagdes e complementagoes. [Bittencourt 2008].

Familias de teorias proposicionais podem ser classificadas de acordo com o nimero
de simbolos proposicionais e pela sua quantidade de modelos proposicionais. Cada familia
possui ainda uma populacao, sendo a populacao a quantidade de teorias proposicionais
congruentes dentro da familia [Bittencourt 2007] [Polya 1940].

2.2.9 Contagem de Modelos

Modelos proposicionais sao combinac¢oes de valores verdade em uma férmula
proposicional que resulte em Verdadeiro para a féormula, e a contagem de modelos nada
mais é do que a quantidade dessas combinacoes de valores que resultem em Verdadeiro

para uma férmula proposicional dada. [Gomes, Sabharwal e Selman 2006|

Um algoritmo bem comum para resolver o problema de contagem de modelos é o
algoritmo de Davis-Putnam-Logemann-Loveland [Davis e Putnam 1960|, porém, outro
algoritmo sera utilizado, uma vez que ele calcula o nimero de modelos de uma teoria
proposicional baseado nos implicantes e implicados priméarios daquela teoria, podendo
se mostrar mais eficiente em algumas classes de teorias. Portanto, a ideia do algoritmo
¢é calcular os implicantes e implicados primarios de uma férmula de entrada, para entao

determinar o nimero de modelos. [Bittencourt 2007

O algoritmo recebe uma FNC' de entrada, que representa uma férmula P, e entao
calcula os implicantes primarios de P (I Pp), utilizando o algoritmo descrito em Algoritmo

de Transformagao Dual.

Utilizando a teoria proposicional do Exemplo 1 para ilustrar o método de contagem

de modelos, com a aplicagao do Algoritmo de Transformacao Dual ja temos I Pp. Sendo
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I Pp o conjunto de clausulas resultante do algoritmo, entao I Pp:

Co : [7p2, —p3, —p1]

C1: [7p2, —p1, P4l

CV2 : [_'p?n P, _'p4]

O préximo passo é determinar as coordenadas disjuntivas dos literais em I Pp, onde
essas coordenadas sao apenas a representacao indicando a quais termos de I Pp cada literal
pertence.

0,1,2 1,2
012,

No Fzemplo 1 as coordenadas disjuntivas de cada literal sao : —p
o2y {1} {o}
P3Py TPy

Y Y

O terceiro passo é encontrar o conjunto de termos compativeis em I Pp, onde dois
termos sao compativeis se eles nao possuem os mesmos literais com sinais opostos. Esse

conjunto pode ser determinado de forma eficiente utilizando as coordenadas disjuntivas.

No Exemplo 1, Cy forma termos compativeis com C e Cy, mas C e Cs nao formam
termos compativeis, uma vez que C; possui o literal py e C5 possui o literal —p,, causando

uma contradicao.

O quarto passo é uma busca no espaco de estados, onde cada estado é representado
por um termo de I Pp, e/ou pela combinagao de dois ou mais termos compativeis em I Pp.
Os estados iniciais sao os termos em I Pp, e para calcular os sucessores basta determinar
os termos compativeis, usando os conjuntos obtidos no passo 3. Também é necessario
assegurar que um termo nao esteja contido na uniao de outros termos. Os estados entao
sao modelados em um grafo, onde os termos sao ligados as combinagoes que eles sao

compativeis.

Os estados criados a partir do Ezemplo 1 sao as proprias clausulas, e os termos

compativeis Cy,C e Cy,Co, formando um grafo de estados ilustrado abaixo.

Co, Co,

Ca
(e 7N N

0 | C1 | | Cz |
N N N

Figura 2 — Grafo representando a relagao entre os estados gerados do Exemplo 1

No quinto passo, o niimero de modelos associado a cada estado é calculado. Se
a formula possui n simbolos proposicionais, e os termos associados ao estado possui k

literais, entao o nimero de modelos associados aquele estado sera 2" *.
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Como no Fremplo 1 a quantidade de simbolos proposicionais da teoria é 4, os

conjuntos de literais dos estados e a quantidade de modelos associados a cada estado sao:

Cy, C1 = {=p1, 7p2, 7Pp3, 7p4}, como o tamanho de Cy, C] é 4, a quantidade de

modelos associados serd 2474 =20 = 1.

Cy, Cy = {—p1, 7pa, 7p3, 7p4}, como o tamanho de Cy, Cy ¢é 4, a quantidade de

modelos associados serd 2474 =20 = 1.

Cy = {=p1, =p2, —p3}, como o tamanho de Cjy é 3, a quantidade de modelos
associados sera 243 = 2! = 2,

Cy = {—p1, 72, P4}, como o tamanho de €] é 3, a quantidade de modelos associados
serd 243 =21 = 2.

Cy = {=p1, =p3, —ps}, como o tamanho de Cy é 3, a quantidade de modelos

associados sera 2473 =21 = 2.

Com a quantidade de modelos associados a cada estado calculada, o grafo é atuali-
zado, onde cada estado recebe um rétulo com a sua quantidade de modelos. A imagem

abaixo ilustra o grafo atualizado.

1 1

Co, Co,
C, Cy
| Co | |/C 1\| |/C 2\I
_ _/ N/
2 2 2

Figura 3 — Grafo com a quantidade de modelos associados a cada estado do Exemplo 1

O sexto passo consiste em calcular a quantidade de modelos que estao associados
exclusivamente a cada estado. Para fazer isso, é subtraido da soma de modelos dos estados
que representam um termo a quantidade de modelos dos outros estados formados por
aquele termo. Por exemplo: Se existe uma clausula Cy com 2 modelos, e uma clausula 1,
também com 2 modelos, e ela esta associada a um estado que representa o par de clausulas
Coa: (Cy, C1), e a quantidade de modelos desse par é 1, apds o calculo a quantidade de
modelos associada a Cj sera 1. Se houver também um par de clausulas Cyo: (Cy, Cs) € a
quantidade de modelos desse par é 1, a quantidade de modelos associados a €' sera 0, pois
ele tinha 2 modelos, mas como estava associado a C; e (2, a quantidade de modelos

desses pares é deduzido de (.

Atualizando a quantidade de modelos de cada estado do EFzemplo 1 de acordo
com o sexto passo, como Cj estd associado a Cy, (] e Cpy, (s, a quantidade de modelos

associados exclusivamente a Cj serd seu nimero de modelos (2) subtraindo o nimero de
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modelos de Cy, C (1) e Cy, Cy (1), resultando em 0 modelos associados a Cy. Seguindo a
mesma regra, como (1 s estd associado a Cy, (' seu nimero de modelos serd 1, e como

C5 s6 esté associado a Cy, Cy seu numero de modelos também serd 1.

Apoés atualizar a quantidade de modelos associadas a cada estado, teremos o se-

guinte grafo:

N

I/Co\l I/C 1\I | C2\\I
N N _

0

—

Figura 4 — Grafo com a quantidade de modelos associados exclusivamente a cada estado
do Exemplo 1

O ultimo passo é somar o total de modelos de cada clausula e dos estados formados

pela combinacao de cldusulas compativeis, resultando na quantidade de modelos da teoria.

Apoés somar a quantidade de modelos associados a cada estado do Fxemplo 1,

verifica-se que a teoria proposicional possuia 4 modelos.
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3 Método Para Deteccao de Isomor-
fismo Entre Grafos

Neste capitulo seré desenvolvido um método para deteccao de isomorfismo entre
grafos utilizando o que foi abordado no capitulo anterior, onde os grafos de entrada
serao primeiro avaliados em um pré-processamento, apds esse pré-processamento, se o
isomorfismo nao for descartado logo no inicio, os grafos passam por uma remodelagem,
onde sao transformados em formulas logicas. As formulas logicas formadas a partir dos
grafos de entrada passam entao pelo algoritmo de transformacao dual, gerando seus
respectivos conjuntos de implicantes primarios, por fim, serao contados os modelos de
cada um dos conjuntos de implicantes primarios, e a partir dessa quantidade de modelos,

serd interpretado um resultado. Neste capitulo esse processo sera descrito passo a passo.

3.1 Pré-processamento dos Grafos para Verificagao de Iso-
morfismo

Certas caracteristicas sao necessarias para que haja isomorfismo entre os grafos,
conforme ja foi abordado no capitulo anterior na secao Determinando se Dois Grafos
sao Isomorfos. Considerando que ambos os grafos a serem avaliados devem ter algumas
caracteristicas em comum, um pré-processamento é realizado a fim de evitar processamento

desnecessario.

Considerando que o método proposto receba como entrada dois arquivos, cada
um contendo informagoes sobre um grafo, as etapas a seguir sao realizadas como pré-

processamento.

(1): Inicialmente, sao verificados se ambos os grafos possuem o mesmo nimero de
vértices. Caso os grafos nao possuam o mesmo ntimero de vértices eles sao considerados

nao isomorfos.

Na entrada da implementacgao realizada, a informagao da quantidade de vértices
ja é fornecida, portanto, nessa parte do pré-processamento é apenas verificado se os dois

arquivos possuelnl O mesmo valor nesse campo.

Para exemplificar um caso de nao-isomorfismo devido a uma quantidade diferente
de vértices, temos dois grafos GG; e GGy, conforme o diagrama apresentado na Figura 5,

onde GG possui b vértices e G possui 6 vértices, .
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Figura 5 — Exemplo de dois grafos nao-isomorfos com quantidades diferentes de vértices

(2): A proxima etapa de pré-processamento ¢ verificar se ambos os grafos possuem
o mesmo nimero de arestas. Caso os grafos nao possuam o mesmo nimero de arestas, eles

sao considerados nao-isomorfos.

Na entrada da implementacao também ¢é esperado a quantidade de arestas, portanto,
nessa etapa do pré-processamento basta verificar se os dois arquivos de entrada possuem o

mesmo valor nesse campo.

Para exemplificar um caso de nao-isomorfismo devido a uma quantidade diferente
de arestas, temos novamente dois grafos G; e (G5, representados na Figura 6, onde G,

possui 5 vértices e 5 arestas, e Gy possui 5 vértices e 4 arestas.

O OO
oA cINOAC
o o

Figura 6 — Exemplo de dois grafos nao-isomorfos com quantidades diferentes de arestas

(3): A terceira e ultima etapa de pré-processamento ¢ verificar se os vértices possuem
um mapeamento de grau, onde cada vértice v; de um grafo G; deve possuir o mesmo grau

de algum vértice v; em Go.

Para exemplificar um caso de nao-isomorfismo devido a diferenca de graus dos
vértices, temos na Figura 7 dois grafos G; e G2, onde ambos possuem 5 vértices e 5 arestas,
porém, com vértices de graus diferentes. Em G5 todos os vértices possuem grau 2, porém,
em (71 apenas os vértices 1, 3 e 4 possuem grau 2, o vertice 2 possui grau 3, e o vértice 5

possui grau 1.

O mapeamento dos graus dos vértices pode ser verificado utilizando os conjuntos
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G Gz

Q—D OO
R0
o o

Figura 7 — Exemplo de dois grafos nao-isomorfos com vértices de graus diferentes

de coordenadas dos literais das teorias proposicionais fornecidas na entrada do programa.
O conjunto de coordenadas nada mais é do que o conjunto de arestas incidentes em um
vértice. Para esta verificacao basta ordenar a lista de literais de acordo com o tamanho do
conjunto de coordenadas de cada literal, e depois verificar se o tamanho do conjunto de
coordenadas de um literal, em uma posicao da lista de literais de uma teoria, ¢ igual ao
tamanho do conjunto de coordenadas de um literal na mesma posicao da lista de literais

da outra teoria.

3.2 Modelagem dos Grafos

E necessario encontrar uma maneira de modelar os grafos na forma de teorias
proposicionais, de modo que sua semantica, ou seu significado, nao se altere. Neste trabalho,

apenas grafos nao-direcionados, e cujas arestas nao possuam peso, serao tratados.

Primeiramente, foi proposto modelar as teorias logicas de acordo com a matriz de
adjacéncia do grafo, onde cada clausula representaria uma linha da matriz, cada coluna
representaria um literal, e os valores 0 e 1 da matriz de adjacéncia representariam o valor

do literal, se ele ¢ um literal puro ou negado.

Logo no inicio é possivel notar que essa modelagem poderia nao ser eficaz, ja que
uma posi¢ao da matriz de adjacéncia poderia ter significados ambiguos, ji que tanto as
linhas, quanto as colunas da matriz de adjacéncia representam vértices, e na modelagem
proposta inicialmente, as linhas representariam clausulas e as colunas representariam os
literais. Desta forma, um vértice poderia ser representado em um momento como clausula,

e em outro momento como literal.

Para evitar significados ambiguos para os vértices, a modelagem adotada cria
teorias proposicionais onde os vértices seriam os simbolos proposicionais, e as arestas

seriam as clausulas.

Porém, essa modelagem nao considera literais negados, apenas literais puros, e isto

implicara em algumas modificagoes nos algoritmos descritos no capitulo anterior, conforme
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seréd visto nas segoes referentes & implementacao.

A modelagem adotada ainda possui um problema, que pode gerar resultados falsos,
para isso algumas medidas serao tomadas, conforme descrito a seguir, a fim de corrigir

esses possiveis problemas.

O principal problema encontrado na modelagem, ocorre por levar em consideracao
apenas as arestas como clausulas, de modo que, se houverem dois grafos GG; e G5, como
na Figura 5 deste capitulo, se G; e G5 possuirem as mesmas arestas, mas GG nao seja
conexo, e possua vértices sem nenhuma ligacao com outros vértices, a modelagem atual

representaria ambos os grafos como uma mesma teoria.

Seguindo o exemplo da Figura 5, ambos os grafos sao modelados na seguinte teoria

proposicional:
Co : [p1, p2
C1 : [p1, pal
Cs ¢ [p2, ps]
Cs : [ps, ps]

Para resolver esse problema, é necessario informar na entrada a quantidade de
vértices, que representariam os simbolos proposicionais da teoria, e guardar esse valor em

uma variavel do programa, para que casos como este possam ser identificados.

O numero de vértices ainda é necessario para o calculo da quantidade de modelos
da teoria proposicional, conforme sera descrito na se¢ao Contagem de Modelos, de modo
que a variavel criada para armazenar a quantidade de vértices nao seja apenas para corrigir
uma possivel falha na modelagem, mas também ser importante para o funcionamento do

método em si.

3.3 Entrada de Dados

O programa gerado a partir do algoritmo proposto deve receber como entrada a
quantidade de vértices, que também representara a quantidade de simbolos proposicionais,
e a quantidade de arestas, que também representara a quantidade de clausulas da teoria
fornecida na entrada do programa. A entrada deve também fornecer o conjunto de clausulas,
ou arestas, sendo cada clausula composta por um par de simbolos proposicionais. Caso a
entrada fornecida seja em forma de pares de vértices que estejam conectados, é necesséario
fazer uma modificagao no programa para gerar simbolos proposicionais representando os
vértices, ou utilizar o vértice como simbolo proposicional guardando seu valor em uma

string.
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3.4 Implementacao

Para implementacao da metodologia descrita neste trabalho, a linguagem escolhida
foi ANSI/ISO C++11. O programa sera apresentado em forma de um diagrama de classes,
porém, detalhes importantes da implementagao serao apresentados com trechos do codigo
fonte. A Figura 8 apresenta o modelo de classes. Sao quatro classes principais descritas a

seguir.

Dual Clause
vector<Clause=clauses; vector<Literal*=*literals;
vector<Clause>states;
vector<Literal*>*literals; void addLiteral(Literal * literal)

int n_clauses; i insli i
P ' —o| int containsLiteral(Literal *n_1) |
int n_symbols; bool containsSymbol(string st)

bool operator==(Clause c1)

void generateGapl()

void sortLiterals()

void generateDual()

void generateStates(vector<int> gap,
vector<string> symbols,
Clause cl, int %, const int size)

int countModels()

Literal

string symbol;

o Quantum quant;
Quantum vector<int> gap;
int gap_size;

vector<int>coordinates;

- - - string getSymbol()

void addCoordinate(int coord) void addCoordinate()
vector<int>getCoordinates() void addGap(vector<int> gap)
int getGapSize()
vector<int>getGap()
Quantum getQuantum()

Figura 8 — Diagrama de classes da implementacao

A classe Quantum é apenas uma abstracao do conjunto de coordenadas de um
literal, que poderia inclusive ser apenas um atributo da classe Literal, porém, por questoes
de organizacao do co6digo, a modelagem escolhida visa separar as coordenadas em uma

classe distinta.

A classe Literal possui informacoes como o rétulo do literal, ou seja, seu simbolo
proposicional na teoria, um objeto da classe Quantum, que é o conjunto de coordenadas
do literal, e a classe Literal também é responsavel por guardar seu Gap, que mais tarde,
no algoritmo de transformacao dual, sera utilizado. Guardar o gap no objeto Literal foi

uma escolha no design, pois evitaria ficar recalculando o Gap inicial.

E na classe Literal que é necessario fazer a primeira alteracio do codigo devido a
forma como os grafos foram modelados em teorias proposicionais. Como as arestas foram
modeladas como cldusulas, que ligam dois vértices modelados como literais, nunca existirao
literais negados, portanto, nao é necessério a classe Literal um atributo que identifique se

um literal é ou nao negado.

Os métodos da classe Literal sao utilizados apenas para definir ou obter o valor de

algum atributo de sua classe, ou da classe Quantum atribuida como variavel.
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A caracteristica principal dos objetos da classe Literal, ¢ que todos os literais
da teoria proposicional foram modelados como ponteiros, sendo assim, os objetos sao
unicos, nao podendo haver dois literais iguais na implementacao. Essa caracteristica da
implementacao foi escolhida de forma que, quando um literal seja modificado em uma
clausula, suas modificagoes sejam garantidas em todas as clausulas que o literal pertence,
sem correr risco de haver algum defeito no cédigo devido a um atributo nao atualizado em
algum objeto. Outra vantagem de modelar objetos da classe Literal como ponteiros é a
verificagao de igualdade entre os objetos, pois, como sao ponteiros, para serem o mesmo

objeto basta estarem alocados no mesmo endereco de memoria.

Conforme descrito anteriormente, a classe Clause possui um ponteiro para uma
lista de ponteiros de objetos da classe Literal. Os métodos da classe Clause, exceto pelo
método addLiteral(Literal * literal), sao majoritariamente para verificacao de algumas
caracteristicas da clausula. O método addLiteral, como seu nome sugere, é utilizado
apenas para inserir um literal na clausula, ja os outros métodos sao métodos de checagem
utilizados no algoritmo de transformacao dual. O método containsLiteral(Literal *n_1)
verifica se o literal pertence a clausula. Da mesma forma, o método containsSymbol(string
sy) apenas verifica se o simbolo proposicional esta presente na clausula. O ultimo método é
uma sobrecarga do operador de igualdade (==), implementado para facilitar a verificagao
se duas clausulas sao iguais. A sobrecarga recebe como parametro um objeto da classe
Clause, e verifica se o objeto da classe Clause contido no ponteiro this ¢ igual ao objeto

passado por parametro.

Ao contrario dos objetos da classe Literal, os objetos da classe Clause nao foram
modelados como ponteiros, devido a complexidade da classe, uma vez que para que literais
sejam iguais, na forma como a implementacao foi projetada, eles necessitam apenas do
simbolo proposicional, enquanto um objeto da classe Clause nescessitaria de listas de

literais iguais.

A classe Dual, por sua vez, possui uma lista de ponteiros de objetos da classe Literal.
Essa lista possui todos os literais contidos na teoria proposicional. A classe Dual possui
ainda, duas listas de objetos da classe Clause, a primeira lista, rotulada como clauses,
contém todas as clausulas da teoria proposicional fornecida na entrada do programa. Ja a
lista states, ¢ uma lista vazia, que representa os estados validos alcangados pelo algoritmo
de transformacao dual, sendo preenchida posteriormente, e que representara o conjunto de

implicantes primérios da teoria proposicional fornecida na entrada do programa.

Nas proximas se¢oes os métodos da classe Dual serao abordados de forma mais

aprofundada, incluindo detalhes da implementagao e excertos do codigo fonte.
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3.5 Transformacao Dual

Essa secao aborda apenas a implementacao da classe Dual, as demais classes estao
descritas na secao anterior e sao, em sua maioria, implementadas de forma a tornar o

ambiente para implementar o algoritmo de transformacao dual mais organizado e legivel.

3.5.1 Armazenamento da Teoria

O primeiro processo na classe Dual é modelar a teoria proposicional dentro do
programa. Para isto, foi implementado um método na classe Dual chamado readFile(),
apresentado no Listing 3.1, que é responsavel por tratar a entrada do programa. O método
readFile() armazena primeiramente a quantidade de arestas e de vértices (linhas 6 e 7), e

depois 1é a sequéncia de arestas, modeladas como clausulas proposicionais.

Conforme o arquivo é processado, para cada linha lida através do comando getline()
do C+-+, os literais sao separados e é feita uma verificacao para cada literal, se ele ja esté
presente na lista de literais ele é apenas inserido na clausula, caso ele nao exista ainda
é criado um novo literal, e este novo literal é inserido na clausula e na lista de literais.
A posicao da clausula também é registrada, e inserida no conjunto de coordenadas dos

literais lidos, no seu objeto da classe Quantum (linha 39).

Listing 3.1 — Leitura da teoria

void Dual::readFile () {

int nc, n_s, i;
cin >> n_c;
cin >> n_s;

this—>n_clauses = n_c; // number of clauses / edges
this —>n_symbols = n_s; // number of symbols / vertex
for(i = 0; i < this—>n_clauses; i++) {

size_t pos = 0; // var to separate the literals in line

getline(cin, aux);
if (aux.empty()) { // in case the line is blank
; // don’t count as clause read
continue;
}
string token; // auxiliar var to keep the token of the literal
Clause new_clau; // New clause to be inserted in theory

while ((pos = aux.find(delimiter)) != string::npos) { // ends when all
literals were read
token = aux.substr(0, pos); // using token to keep the symbol of
literal
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Literal «n_lit; // possible new Literal
bool control = true; // flag to control if Literal n_Ilit already
exists in our theory
for(vector<Literalx>::iterator it = this—>literals —>begin(); it !=
this —>literals —>end () ; ++it) {
if (token == (xit)—>getSymbol()) { // if Literal already exists
n_lit = (xit); // set the n_Ilit to the literal found in list of
literals
control = false; // set flag to false, so we don’t keep the same
literal twice in the list
break;
}
}
if (control) { // if control is true, creates new literal and add to
theory’s list of Literals
n_lit = new Literal (token, negate);
this —>literals —>push_back(n_Ilit);
}
n_lit —>addCoordinate(i); // even if literal already exists, insert
the position of the clause
/! in the coordinates of the literal
new_clau.addLiteral(n_lit); // add the literal in the clause
aux.erase (0, pos+delimiter.length()); // set the "pointer" to the
next literal in the line read
}
this —>clauses.push_back(new_clau); // add the new clause created to the
list of clauses
}

3.5.2 Geracao do Gap

Apobs construir a teoria proposicional no programa, o proximo passo é gerar o

conjunto de Gap para cada literal. Nesta implementacao apresentada no Listing 3.2, a

abordagem foi, para cada literal da teoria, criar dois vetores de inteiros, um contendo a

lista de coordenadas do literal, e o outro contendo a lista de todas as coordenadas da

teoria (linhas 6 e 8). Apos isso foi aplicada a operagao de diferenga de conjuntos, onde

todas as coordenadas contidas nos dois conjuntos eram removidas, desta forma, restando

apenas as coordenadas de Gap (linha 15). Este conjunto resultante entao ¢ estabelecido

como Gap do literal.
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Listing 3.2 — Geracao dos conjuntos Gap dos literais da teoria

void Dual::generateGap () {

/] iterates through literals list, generating Gap for every literal in
our theory
for(vector<Literalx>::iterator it = this—>literals —>begin(); it != this—
literals —>end () ; ++it) {
// auxiliar int vector to keep track of each coordinate of literal
vector<int> auxl = (xit)—>getQuantum () .getCoordinates () ;
// auxiliar int vector to add gap coordinates of literal
vector<int > aux2;
/! add every coordinates in theory
for(int j = 0; j < this—>n_clauses; j++) {
aux2.push_back(j);
}
/! removes all coordinates from literal of literal’s gap
for(int j = 0; j < aux1.size(); j++) {
aux2.erase(std ::remove(aux2.begin(), aux2.end(), auxi[j]), aux2.end()
);
}
(xit)—>addGap(aux2); // set the literal’'s gap

3.5.3 Ordenacao dos literais

O proximo passo é ordenar a lista de literais de acordo com o tamanho do Gap dos
literais, os literais com menor Gap, ou seja, cobrem a maior quantidade de clausulas, sao
escolhidos primeiro. Para ordenar o conjunto, foi utilizado o método std::sort da biblioteca
<algorithm >, presente no standard do C++. Para ordenar, foi passado por parametro do
método std::sort 3 argumentos: o comeco da lista de literais, o final da lista de literais,
e uma funcao que, dados dois literais, retorna qual é menor. O trecho de cédigo abaixo

apresenta este passo.

Listing 3.3 — Ordenacao da lista de literais

void Dual::sortLiterals () {
// calling sort from algorithm.h
/1 this lambda iterates through literals and sort according
/!l to which literal has smaller gap
std ::sort(this —literals —>begin (), this—literals —>end() ,
[I(Literal =lit1 , Literal xlit2) {
if(lit1 —>getGapSize () == lit2 —>getGapSize())
return lit1 —>getGapSize () < lit2 —>getGapSize () ;

return lit1 —>getGapSize () < lit2 —>getGapSize () ;
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3.5.4 Preparacao do algoritmo de Transformacéo Dual

Apos ordenar a lista de literais, é necessério gerar a arvore de estados, a fim de
encontrar estados validos, que representam os Implicantes Primérios da teoria proposicional.
O primeiro passo para gerar essa arvore de estados é configurar os estados iniciais. Os
estados iniciais sao compostos por uma lista de simbolos proposicionais, essa lista no
estado inicial possui apenas o simbolo do literal do estado inicial. Além da lista de simbolos
proposicionais, os estados iniciais possuem uma clausula, representando o proprio estado.
Essa clausula é composta apenas pelo literal do estado inicial. O dltimo componente dos

estados iniciais é o conjunto Gap, obtido através do literal do estado inicial.

Apos a configuragao dos estados iniciais, é necessario chamar o metodo generateS-
tates, que leva como parametro, além das configuracoes iniciais listadas acima, o indice do
proximo literal da lista, que no coédigo abaixo é representado pela variavel i, e o tamanho

do conjunto de literais.

Listing 3.4 — Preparacao do algoritmo de Transformagao Dual

void Dual::generateDual () {

const int size = this—>literals —>size(); // Save the amount of literals
int i = 1; // lterator for generateStates()

/1 lterate through literals list
for(vector<Literal*>::iterator it = this—>literals —>begin(); it != this—>
literals —>end () ; ++it) {
vector<string> symbols; // list of symbols already used in the new
clause
symbols.push_back((x it)—>getSymbol()); // add the symbol of the literal
iterated to the list of symbols
vector<int> new_gap = (xit)—>getGap(); // get gap of literal iterated
Clause n_clause; // create a new blank clause
n_clause.addLiteral ((xit)); // add the literal iterated to the clause
this —>generateStates (new_gap, symbols, n_clause, i, size); // calls the
method that generate the prime implicants
i++; // this iterator is added because we only check literals forward
in the list, to avoid check literals already checked
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3.5.5 Transformagéo Dual - Obtenc&o dos Implicantes Primarios

Essa subsegao ira abordar a implementagao do método generateStates. A assinatura
do método foi omitida nos trechos do codigo fonte, mas ja foi especificada ao final da

subse¢ao anterior.

No prologo do algoritmo, no Listing 3.5, primeiro ¢é feito uma verificagao se o tltimo
literal da lista de literais foi alcangado. Esse passo é apenas uma garantia de que elementos
fora da lista nao sejam lidos, garantindo o bom funcionamento do algoritmo. Outro passo
na verificagao inicial, é a verificacao do Gap, se o Gap ja é um conjunto vazio, nao hé

necessidade de prosseguir com o algoritmo, pois uma solugao ja foi encontrada.

Apo0s essa verificacao inicial, os elementos recebidos por parametro sao armazenados
em variaveis auxiliares. O método generateStates é entao chamado de forma recursiva no
inicio para evitar que ramos da arvore de estados deixem de ser gerados. Isto ocorreria no
seguinte caso: em uma teoria P, ao gerar um nodo raiz contendo o literal p;, e uma lista de
literais {ps, ps, ...}, caso existam nodos vélidos, com as seguintes clausulas intermediarias
Co : {p1, p2} e C1 : {p1, p3}, a chamada de generateStates permite que C seja alcangado,

caso contrario, ps sempre seria inserido no estado, impossibilitando a criacao de C4.

Listing 3.5 — Proélogo do algoritmo

/l x is the "i" from the method that call generateStates()

/1l x is the index of the literal in the list

if (x == size) return; // check if literal reach end of the list
if(n_gap.size() == 0) return; // check if Gap is already null
/! prologue

/! in here, all parameters are copied in new variables
vector<int> new_gap = n_gap; // actual gap of the state
vector<string > n_symbols = symbols; // symbols in state

Clause new_clause = n_clause; // state

/!l this part is tricky , is used to reach branchs of the states tree

// that may not be covered if we only call generateStates() at the end of
the algorithm

this —>generateStates (new_gap, n_symbols, new_clause, x+1, size);

Para o prosseguimento do algoritmo, é criada uma lista de coordenadas, onde serao
armazenadas as coordenadas que serao removidas do Gap caso o literal seja inserido no

estado. E necessario utilizar esta lista auxiliar.

Em seguida, no Listing 3.6, o conjunto de coordenadas do literal candidato a entrar
no estado ¢ iterado, nesta etapa sao criadas algumas flags de controle (linhas 4, 13 e 15),
para facilitar as checagens de inserc¢ao do literal no estado. Para cada coordenada do literal,

é verificado se esta coordenada esta contida no conjunto Gap, caso ela esteja contida, a




)

Pt

~N O

©

10
11

12
13

16

17
18

19

20

21

22

23
24

46 Capitulo 3. Método Para Detec¢ao de Isomorfismo Entre Grafos

flag_gap recebe o valor True. Com o valor de flag gap sendo true, é verificado se o literal
serd inserido no estado. Para o literal ser inserido na lista é feito uma verificagao se seu
simbolo esté contido na lista de simbolos ja presentes no estado. Apods esta verificagao, o
literal pode entao ser inserido no estado, e a flag remove recebe o valor True (linha 19).
A flag_remove garante que o literal nao seja inserido repetidas vezes no estado e também

é utilizada para remover as coordenadas de Gap.

Listing 3.6 — Gerando um candidato a novo estado

vector<int> removed_coord; // auxiliar vector of removed coordinates, will
help forward in removing coordinates from gap

vector<Literalx>::iterator it; // iterator to get literal from list

bool flag_remove = false; // flag to check if coordinate need to be removed
from gap

it = this—>literals —>begin(); // set iterator to begin of literal’s list
advance(it, x); // move the pointer to the index of the next literal
candidate to be in new state

vector<int> coordinates = (xit)—>getQuantum().getCoordinates(); // get
coordinates from literal

for(int i = 0; i < coordinates.size(); i++) { // for each coordinate of the
literal
// this flag verify if coordinate is in gap set
bool flag_gap = (find (new_gap.begin(), new_gap.end(), coordinates[i]) !=
new_gap.end());
if (flag_gap) { // if coordinate is in gap then check if symbol is not in
states symbol list and keep it in a flag
bool flag_symbol = (find(n_symbols.begin(), n_symbols.end(), (xit)—>
getSymbol()) !'= n_symbols.end());
if (!flag_symbol && !flag_remove) { // if symbol is not in the states
symbol list and flag_remove was not setted to true yet then
new_clause.addLiteral ((xit)); // add literal to new clause
n_symbols.push_back((x it )—>getSymbol()); // add symbol to states
symbol list
flag_remove = true; // set flag_remove to true, so it can skip this
code above if new coordinates are found in gap and only remove the
coordinate from gap
}
if(flag_remove) { // if flag remove is true, put coordinate in list to
remove later from gap
removed_coord.push_back(coordinates[i]) ;
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/! removing coordinates from gap
for(int i = 0; i < removed_coord.size(); i++) {
new_gap.erase(std ::remove(new_gap.begin(), new_gap.end(), removed_coord[i
1), new_gap.end());

Caso Gap seja um conjunto vazio, entao é feita uma verificagao se o estado ira
virar uma clausula da nova teoria, no Listing 3.7. Neste passo, ha uma modificacao em
relagao ao algoritmo original, pois, como a modelagem adotada nao possui literais com
simbolos negados, nao é necessario aplicar resolucao, sendo apenas aplicada a subsuncao

quando necessario.

Sao contados quantos literais ha na nova clausula (linha 12), e quantos literais
desta nova clausula estao contidos em cada uma das cldusulas geradas na nova teoria
(linha 16). No caso de todos literais da nova clausula estarem contidos em uma outra
clausula C; da nova teoria, e a nova clausula possui mais literais, a nova cldusula entao
é descartada, pois ela seria subsumida por C; (linha 26). Caso todos os literais da nova,
clausula estejam contidos em uma outra clausula C; da nova teoria, e a nova clausula
possua menos literais, a clausula C; é descartada e a nova clausula ¢é inserida na teoria,

pois a nova clausula subsume C; (linha 40).

Listing 3.7 — Adicionando o novo estado na lista de estados

// if gap is null, then a new state can be added in list
if (new_gap.size () == 0) {
if(this—>states.empty()) { // if states list is empty, then the state
can be added
this —>states .push_back(new_clause) ;
return;
}
bool check_clause = true; // flag to check if clause is not already in
state
int new_clause_size = new_clause. getlLiterals ().size(); // get the
number of literals from state

for(int i = 0; i < this—>states.size(); i++) { // for each state
already found
int flag_nc = 0; // this flag will count how many literals from that
state are contained in each state in the list
int size_cl = this—>states[i].getLiterals().size(); // get the number
of states
vector<Literal*> aux_literal = this—>states[i].getlLiterals(); // get

literals from each state
for(int j = 0; j < aux_literal.size(); j++) {
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flag_nc += new_clause.containsLiteral (aux_literal[j]); // check if
state contains this literal , if it contains then add to the
flag_nc counter
}
if(flag_nc == size_cl) { // if it’s true, then every literals in
state are present in another state of the list, and this state is
repeated, so it not will be include on the list
if(size_cl < new_clause_size) { // if size of the new state is
bigger, then it will not subsume other state
check_clause = false;
}
}
if (new_clause_size == flag_nc) { // if it’s true, then every literals
in state are present in another state of the list
if(flag_nc >= size_cl) { // if it’s true, the state is bigger then
other states, and will not subsume other state
check _clause = false;
break ;
}
Clause aux_clause;
if(flag_nc < size_cl) { // if it’s true, new state will subsume
other state
/%
x subsuming the clause in list
x if the checked clause contains the new clause, and new
clause size < checked clause size
x then subsume checked clause
x/
aux_clause = this —>states[i];
/! here the actual state is subsuming other states
this —>states.erase(this —>states.begin ()+i);
this —>states .push_back(new_clause) ;
return;
}
}
}
/! if check clause is true, then the state is added to states list
if (check_clause) {
this —>states .push_back(new_clause) ;
}
return;
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Ao final do algoritmo, ocorre uma chamada recursiva do método generateStates

para cada literal restante na lista.

Listing 3.8 — Iterando o algoritmo para gerar todos os estados

/l call generateStates for the remaining literals in list after the current
literal
for(; it != this—>literals —>end(); ++it) {
X++;
this —>generateStates (new_gap, n_symbols, new_clause, x, size);

3.6 Contagem de Modelos

Para a contagem de modelos, foi utilizado o método descrito em Contagem de
Modelos com algumas modificagoes que o tornam mais simples. Como na modelagem dos
grafos nao é possivel existir literais negados, nesta implementacao do método de contagem
de modelos nao foi necessario aplicar resolu¢ao na combinacao de cldusulas para contagem
de modelos, implicando algumas facilitacoes na implementacao do algoritmo, que serao

descritas com mais detalhes no decorrer do texto.

Como nao ha literais negados, h4 uma grande diferenga na combinacao de clausulas
utilizadas na contagem de modelos, e que visam remover propagacao no niimero de modelos,
pois existird apenas uma combinagao contendo todas as clausulas, onde a quantidade de

modelos desta combinacao propagaré por todas as clausulas.

Nesta implementacao apresentada no Listing 3.9, um array é criado para armazenar
a quantidade de modelos associados a cada clausula. Como foi visto no capitulo anterior,
para cada clausula é associado um nimero de modelos calculado na forma 2" %, onde n é

o numero de simbolos da teoria, e k é o nimero de simbolos presentes na clausula.

Para a contagem da quantidade de modelos da combinacao de todas as clausulas,
o mesmo célculo foi efetuado, sendo o niimero de modelos igual a 2"~*, onde n é o ntmero
de simbolos da teoria, e £ é o niimero de simbolos presentes em todas as clausulas da

teoria. Este valor serda armazenado em uma variavel chamada value combination(linha
34).

Listing 3.9 — Contando a quantidade de modelos de cada cldusula e da combinagao de

todas as clausulas

int n_st = this—>states.size();

int cls[n_st] = {0}; // vector containing number of models in each clause

int value_combination = 0; // count the number of models of combination of
clauses

for(int i = 0; i < n_st; i++) {
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int st_size = this—>states[i].getLiterals().size();

cls[i] = pow(2, this—>n_symbols — st_size); // set the clause models to
2"(n—k), where n is the number of symbols in theory and k is the
number of symbols in clause

vector<Literal x> aux = this—>states[i].getLiterals(); // combination of
clauses, we will use it for model counting, according to the number of
symbols contained in here

for(int j = 1; j < n_st; j++) {
vector<Literal x> temp;
temp = this —>states[j]. getlLiterals(); // other clauses to be added
int add[temp.size () ];
for(int k = 0; k < temp.size(); k++) {
add[k] = 1; // populate with 1 | all the symbols to be added in aux for
further model counting
}
for(int k = 0; k < aux.size(); k++) {
for(int m= 0; m < temp.size(); m++) {
if (aux[k]—>getSymbol () == temp[m]—>getSymbol()) { // if symbol
already exists
add[m] = 0; // set to 0 and symbol is not added to aux
}
}
1
for(int k = 0; k < temp.size(); k++) {
if (add[k]) aux.push_back(temp[k]); // adding symbols to aux for
counting models
1
1
int result = pow(2, this—>n_symbols — aux.size()); // calculate the number
of models in this clauses combination
value_combination = result;

Para remocao da propagacao na quantidade de modelos, é necessario subtrair o
valor de wvalue combination de cada uma das clausulas associadas a esta combinagao
de clausulas. Como todas as clausulas da teoria estao presentes na combinacao, entao
value_ combination é subtraido da quantidade de modelos associados a cada clausula da

teoria. O trecho de codigo abaixo apresenta este passo.

Listing 3.10 — Removendo propagacao na contagem de modelos

1 for(int j = 0; j < n_st; j++) {

2

cls[j] —= value_combination;
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Apos remover a propagacgao da quantidade de modelos, é entao somada a quantidade
total de modelos associados a teoria. Este passo é apresentado no Listing 3.11, e consiste
apenas da soma da quantidade de modelos associados a cada clausula, e a soma do valor

armazenado em value combination.

Listing 3.11 — Somando os modelos de cada clausula e da combinacao de clausulas para

obter a quantidade total de modelos da teoria

int n_models = value_combination;
for(int i = 0; i < n_st; i++) {
n_models += cls[i];

}

return n_models;

3.7 Verificagao do Isomorfismo

O ultimo passo da metodologia é a verificagao de isomorfismo entre dois grafos.
Caso as teorias geradas a partir da transformacao dual de ambos os grafos possuam a

mesma quantidade de modelos, os grafos podem ser isomorfos.

Conforme foi descrito na secao Propriedades da Formas Normais Primarias, no
capitulo anterior, duas teorias proposicionais podem ser consideradas da mesma familia de
teorias se possuirem o mesmo nimero de simbolos proposicionais, e a mesma quantidade

de modelos proposicionais.

Caso duas teorias proposicionais sejam da mesma familia de teorias, elas sao
congruentes. Se as duas teorias que representam dois grafos forem de uma mesma familia

de teorias, os dois grafos sao entao considerados isomorfos.

Na secao de Resultados, os resultados obtidos na execucao do programa serao

avaliados e uma conclusao acerca destes resultados sera obtida.

3.8 Execugao do Programa

Nesta secao serd demonstrada a execucao da metodologia implementada, onde dois
grafos GG e G5, sabidamente isomorfos, serao avaliados pelo programa. Sera mostrado cada

passo contendo resultados intermediarios, ilustrando cada etapa descrita anteriormente.

Os grafos do exemplo possuem 5 vértices e 5 arestas. G; possui o conjunto de
arestas = {(1, 3), (1, 5), (3, 5), (3, 4), (4, 2)}. G5 possui o conjunto de arestas = {(3, 1),
(3,5), (1,5), (1,2), (2, 4)}
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Figura 9 — Grafos G| e GG utilizados como exemplo na execugao do programa

Neste exemplo, os grafos nao serao diretamente comparados ao final do programa,
apenas serd executado o programa para obter informagcoes de cada etapa da metodologia,

para cada grafo separadamente, de acordo com o descrito na se¢ao anterior.

archive read
Gap generated
Literals sorted, read to run dual transform
clauses
p3}
p5}
p4}
p5}
p4}

gap
Gap of p3:
{1, 2}

of

Generating dual clauses
Dual clauses created
printing states
: {p3, p5, p2}
1: {p3, p5, p4}
: {p3, p1, p2}
: {p3, p1, p4}
: {p1, p5, p4}

Number of models: 16

Figura 10 — Execugao do programa utilizando ; como entrada

A execugao do programa utilizando (G; como entrada resultou em uma teoria com

16 modelos associados.

A execucao do programa utilizando G2 como entrada também resultou em uma

teoria com 16 modelos associados.

A saida de ambos os grafos, que sao isomorfos, resultou em 16 modelos. Considerando

a metodologia utilizada, o programa acusaria que os grafos GG; e G5 sao isomorfos.
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archive read
Gap generated
sorted, read to run dual transform
clauses
p2}
p3}
p5}
P4}
p5}

gap

1, 2, 4}

Generating dual clauses
Dual clauses created
printing states
ce: {p1, p5, p4}

{r1, p3, P4}

{r1, p2, p5}

{r1, p2, p3}
C4: {p2, p3, p5}

Number of models: 16

Figura 11 — Execugao do programa utilizando G, como entrada

Para demonstrar que o programa identifica grafos nao isomorficos, serd utilizado
como entrada um terceiro grafo G, que também possui 5 vértices e 5 arestas, seus vértices

possuem os mesmos graus que os vértices de G e G3. O conjunto de arestas de Gz é =

{(1,2), (1,3), (2,5), (3, 5), (4, 5)}

Como é possivel perceber no diagrama abaixo, GG3 nao ¢ isomorfo a G e G5, uma
vez que GG e Gy possuem um ciclo formado por trés vértices, e (G3 possui um ciclo formado

por quatro vértices.

Gs

Figura 12 — Grafo G5 utilizado para exemplificar nao-isomorfismo com G e G,
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Gap generated
Literals sorted, read to run dual transform
printing clauses
: {p1, p2}
1: {p1, p3}
: {p2, p5}
: {p3, p5}
: {p4, p5}
printing gap
Gap of p5:
{o, 1}

of p1:
3, 4}

of p2:
3, 4}

of p3:
2, 4}

of

Generating dual clauses
Dual clauses created
printing states

co: {p5, p2, p3}

c1: {ps, pi}

cz2: {p2, p3, p4}

Number of models: 14

Figura 13 — Execugao do programa utilizando G5 como entrada

A execugao do programa utilizando (G como entrada resultou em uma teoria com
14 modelos associados, resultando em um valor diferente dos valores obtidos executando

com (1 e (G5 como entrada, indicando que (G3 nao é isomorfo a G; e Gb.
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4 Resultados e Discussao

4.1 Execucao dos Testes

Para realizagao de testes do método de verificacao de isomorfismo entre grafos
implementado neste trabalho, foi gerado um benchmark para validacao de pares de grafos
isomorfos, gerando um grafo aleatoriamente, e gerando um grafo isomorfo a partir deste
primeiro grafo aplicando uma fun¢ao que mapeia os vértices do grafo, fazendo com que o

segundo grafo seja isomorfo ao primeiro.

Foi produzido um programa em C+-+ para geracao de pares de grafos, e um script

utilizando Python 3.6.9 que automatizasse esta criacao de grafos.

No programa que gera grafos isomorfos sao sorteados uma quantidade aleatoria de
vértices e de arestas, utilizando a fungao rand(), de acordo com um limite definido por
meio de dois #define do C+-+, um para o limite superior, e outro para o limite inferior
de vértices. Na geracao do benchmark o limite superior utilizado foi de 25 vértices, e o
limite inferior foi de 5 vértices. A quantidade de arestas também é definida através da
fungao rand(), de modo que seu valor maximo poderia ser igual a (v — 1), sendo v o
numero de vértices. Apds isso, as arestas sao geradas também aleatoriamente, e é feito um
embaralhamento da ordem dos vértices em um vector auxiliar, e a partir deste vector as

arestas sao mapeadas para o segundo grafo.

A saida do programa é um arquivo contendo os dois grafos, de modo que seja
possivel manter um registro facilmente organizado de quais sao os pares isomorfos. Todos
os arquivos contendo pares de grafos foram entao armazenados em um diretério separado,

que serd lido por um script que executa o benchmark.

Para executar o benchmark foi criado um programa em C-++, que lé o arquivo
contendo os dois grafos, aplica o método implementado, e retorna 1 se os grafos forem
isomorfos, ou 0 se nao forem isomorfos. Foi criado também um script para automatizar
a execugao destes testes, e fazer uma contagem de quantos testes retornaram valor 1, e

assim ter um resultado da eficacia do algoritmo para identificagao de isomorfismo.

Ao todo foram gerados 105 pares de grafos isomorfos, e ao serem submetidos ao
programa, todos os 105 pares de grafos isomorfos foram identificados como isomorfos pelo

programa.

Para a verificacao do nao isomorfismo, a geracao do benchmark foi feita de forma
aleatoria. Foi escrito um programa em C-++ que gerasse grafos com um tamanho definido,

onde varios grafos de mesma quantidade de vértices e arestas foram gerados.
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Ha uma grande dificuldade em avaliar se os grafos que foram gerados aleatoriamente
sao isomorfos ou nao, ao contrario da geracao de pares isomorfos, onde era possivel ter a
certeza que os grafos gerados eram isomorfos. Devido a esta dificuldade, foram gerados
conjuntos de grafos com uma quantidade de vértices nao muito grande, possibilitando a

avaliacao manual dos resultados.

Foram gerados grafos com quantidades de vértices e arestas arbitrarias, sendo
gerados no total 10 grafos com 6 vértices e 7 arestas, 25 grafos com 7 vértices e 10 arestas, e
36 grafos com 8 vértices e 12 arestas. Para a execugao dos testes, os grafos foram separados
em diretérios de acordo com a quantidade de vértices, onde cada grafo foi comparado
com o restante dos grafos contidos no diretério, totalizando 45 execugoes para o conjunto
de grafos com 6 vértices, 300 execugoes para o conjunto de grafos com 7 vértices e 630

execucgoes para o conjunto de grafos com 8 vértices.

A execucao do primeiro conjunto de grafos identificou nao-isomorfismo utilizando
os critérios de pré-processamento em 39 testes, identificou nao-isomorfismo utilizando o
método desenvolvido em 5 testes, e identificou erroneamente o par de grafos da Figura 14

como isomorfos.

Figura 14 — Resultado incorreto observado nos testes do conjunto de grafos com 6 vértices

A execucao do segundo conjunto de grafos identificou nao-isomorfismo utilizando
os critérios de pré-processamento em 283 testes, identificou nao-isomorfismo utilizando o
método desenvolvido em 16 testes, e identificou erroneamente o par de grafos da Figura

15 como isomorfos.

A execucao do terceiro conjunto de grafos identificou nao-isomorfismo utilizando
os critérios de pré-processamento em 601 testes, identificou nao-isomorfismo utilizando o
método desenvolvido em 26 testes, e identificou erroneamente os pares de grafos da Figura

16, Figura 17 e Figura 18 como isomorfos.
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Figura 16 — Resultado incorreto observado nos testes do conjunto de grafos com 8 vértices

Nos pares que acusaram de forma incorreta o isomorfismo, é possivel notar que em
todos havia um vértice com apenas uma aresta, indicando que grafos com esta caracteristica
podem ser problematicos para o método desenvolvido. Como as falhas apareceram em
grafos com a mesma caracteristica, pode ser que este método apresente problemas somente
nas classes de grafos com esta caracteristica, sendo necessario uma avaliagao melhor e
outros testes para averiguar se ¢ somente esta classe de grafos que é excluida do conjunto

de respostas corretas geradas pelo método.



58 Capitulo 4. Resultados e Discussao

Figura 17 — Resultado incorreto observado nos testes do conjunto de grafos com 8 vértices

Figura 18 — Resultado incorreto observado nos testes do conjunto de grafos com 8 vértices



99

5 Conclusao

5.1 Consideracgdes Finais

O presente trabalho teve como objetivo investigar a relagao entre os pares de
Implicantes e Implicados primérios de teorias proposicionais, geradas a partir de uma

modelagem de grafos, com o problema de isomorfismo entre grafos.

A partir disto, foi implementado um método utilizando a linguagem de programacao
C++, em que o algoritmo de transformacao dual é utilizado para obtencao dos Implicantes
primarios dos grafos que foram modelados em teorias proposicionais. Com os conjuntos
de Implicantes primaérios, foi possivel obter a quantidade de modelos de cada teoria
proposicional, e com a quantidade de simbolos proposicionais de cada teoria, foi possivel

categoriza-las e indicar se elas pertenciam a uma mesma familia de teorias.

Com o método implementado, foi necessario atestar sua eficacia. O programa obtido
foi submetido a testes de isomorfismo, onde eram gerados pares de grafos isomorficos, e o
programa identificava corretamente o isomorfismo entre esses pares de grafos utilizando a
categorizacao descrita anteriormente, onde grafos isomorfos pertenciam a mesma familia

de teorias proposicionais.

O programa foi submetido também a testes de nao-isomorfismo, onde foram gerados
varios grafos com uma mesma quantidade de vértices e arestas, e foi efetuado um teste
comparando todos os grafos em pares. Neste teste, houveram resultados promissores, em
que a grande maioria dos testes identificou o isomorfismo e classificou os grafos em familias
de teorias proposicionais diferentes, porém, houveram alguns testes que falharam, e em
todos os testes que apresentaram falha os grafos possuiam a mesma caracteristica de ter
um vértice com apenas uma aresta, sendo necessario uma investigagao mais aprofundada
do motivo pelo qual somente estes grafos foram classificados na mesma familia de teorias

proposicionais.

5.2 Trabalhos Futuros

Este trabalho gerou um método de identificacao de isomorfismo entre grafos que
possui experimentacao do seu funcionamento correto para a maioria dos grafos testados,
sendo ineficaz nos testes apenas para um conjunto de grafos com uma mesma caracteristica,
portanto, a sugestao para um trabalho futuro é a investigacao se o método falha apenas
para o conjunto de grafos identificado, ou se falha para mais conjuntos de grafos, tornando

possivel ou nao a adig¢ao de condigoes de exclusao ao método.
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Verificacao de Isomorfismo de Grafos Via Formas Normais
Primarias

Gustavo Tarciso da Silva

!Departamento de Informadtica e Estatistica - Universidade Federal de Santa Catarina

Resumo. O objetivo deste trabalho foi produzir um método algoritmico para
deteccdo de isomorfismo entre dois grafos. Através de uma modelagem dos
grafos em teorias proposicionais na forma normal conjuntiva, e entdo, aplicar
um algoritmo de transformacgdo dual para encontrar uma teoria equivalente de
tamanho reduzido na forma normal disjuntiva, composta apenas por implican-
tes primdrios. Com o conjunto de implicantes primdrios, o proximo passo foi
contar a quantidade de modelos desta nova teoria reduzida, cujo objetivo é ca-
tegorizar as teorias em familias. Estas teorias foram categorizadas no trabalho
de [Polya 1940] e de [Bittencourt et al. 2003a], e concluem que se duas teo-
rias pertencem a mesma familias, logo elas sdo congruentes. A motivagdo deste
trabalho vem desta propriedade de congruéncia entre as teorias. O resultado
obtido foi o desenvolvimento de um algoritmo que é capaz de identificar o iso-
morfismo entre dois grafos. Entretanto, durante as andlises alguns casos de
ndo-isomorfismo foram identificados erroneamente como isomorfos. Estes gra-
fos aparentemente possuem uma caracteristica em comum, tornando os resulta-
dos, mesmo que incorretos, promissores. Com isto conclui-se que este trabalho
cumpriu com os objetivos definidos, entretanto, hd a necessidade de investigar
se o método de fato sé falha para o conjunto de grafos com a caracteristica
identificada.

Abstract. The objective of this study was to produce an algorithmic method
to detect isomorphism between two graphs. Through modeling the graphs in
propositional theories in the normal conjunctive form, and then applying a dual-
transform algorithm to find an equivalent theory of reduced size in the normal
disjunctive form, composed only of prime implicants. With the set of prime
implicants, the next step was to count the number of models of this new reduced
theory, whose objective is to categorize theories in families. These theories
were categorized in the work of [Polya 1940] and [Bittencourt et al. 2003a],
and both conclued that if two theories belong to the same families, they are
therefore congruent. The motivation for this study comes from this property
of congruence between theories. The result obtained was the development of an
algorithm that is able to identify the isomorphism between two graphs. However,
during the analysis some cases of non-isomorphism were mistakenly identified
as isomorphs. These graphs apparently have a common characteristic, making
the results, even if incorrect, promising. Therewith it is concluded that this
work fulfilled the defined objectives, however, there is a need to investigate if the
method in fact only fails for the set of graphs with the identified characteristic.



1. Introducao

Muitos problemas do mundo real podem ser modelados em forma de grafos, dessa forma,
diversos algoritmos em grafo podem ser utilizados para resolugcdo desses problemas. Tais
algoritmos possuem complexidades diferentes. Alguns podem ser da ordem de comple-
xidade de tempo deterministico polinomial, j4 outros podem apresentar solucdo em uma
ordem de complexidade de tempo nao-deterministico polinomial. H4 também alguns cuja
ordem de complexidade ainda ndo € certa, e que é um dos nossos objetos de estudo, o
problema de isomorfismo entre grafos, reside nesse conjunto de problemas que ndo se
sabe ainda a qual classe de complexidade pertence [Skiena 2008].

O outro objeto de estudo € a l6gica proposicional, que por sua vez, pode ser uti-
lizada para modelar a resolu¢do de problemas em grafos através do método da redugao.
Um problema em grafos, que pode estar na classe NP pode ser reduzido, ou seja, transfor-
mado, em um problema do campo da ldgica ja conhecido: a satisfagdo booleana (SAT).
SAT foi o primeiro problema a ser provado pertencer a classe NP-completo [Cook 1971].

Ja que ndo se sabe ainda a qual classe de complexidade computacional o problema
de isomorfismo entre grafos pertence, e os algoritmos para verificacdo do isomorfismo
sdo da ordem de complexidade fatorial no pior caso [Skiena 2008], serdo estudadas as
propriedades desses dois campos citados acima, afim de buscar relacdes entre eles, e tentar
criar uma ponte entre essas duas formas de representar o problema, buscando assim, uma
forma alternativa de resolver o problema de isomorfismo entre grafos.

1.1. Objetivo Geral

O objetivo deste projeto € tentar desenvolver um método algoritmico de checagem de
isomorfismo entre dois grafos.

Um par de grafos € considerado isomorfo quando hd uma func¢do que mapeie os
vértices de um grafo para outro, de forma que as propriedades do grafo sejam as mesmas,
tornando os grafos equivalente. As sentencas logicas, por sua vez, possuem uma carac-
teristica semelhante a esta, pois dada uma sentenga, € possivel obter uma sentenca 16gica
equivalente apenas trocando seus simbolos, de forma que uma fun¢ido mapeie os simbolos
trocados mantendo suas propriedades.

Para saber se duas sentencgas logicas, que serdo apresentadas neste trabalho como
teorias proposicionais, podem ser consideradas equivalentes e ter a mesma representacao
simbdlica, € necessario obter os conjuntos de Implicantes e Implicados primarios. Uma
vez que temos o conjunto de Implicantes e Implicados primérios, podemos utiliza-los em
conjunto com a quantidade de simbolos da teoria proposicional para descobrir de qual
familia de teorias proposicionais ela faz parte.

Desta forma, serd representando grafos através de teorias proposicionais, € encon-
trando seus conjuntos de implicantes primadrios, que serd investigado se € possivel decidir
se um par de grafos € ou ndo isomorfo, de modo que seja possivel verificar qualquer
relacdo entre a existéncia ou ndo de isomorfismo entre os dois grafos avaliados, a partir
das familias que as teorias proposicionais geradas a partir dos grafos pertencem.

Portanto, serd investigado se existe uma relagdo entre isomorfismo de grafos e a
familia na qual as teorias proposicionais, geradas a partir dos grafos, pertencem. Caso
haja relacdo, serd investigado também se esta relacio € vdlida para todo caso.



Caso ndo seja observada relagdo entre a quantidade de modelos nas teorias propo-
sicionais obtidas através dos grafos e a presenca de isomorfismo entre estes grafos, sera
avaliado também se, para algum conjunto especifico de grafos, essa verificagdo funciona.

2. Conceitos

2.1. Sentencas Lagicas e Satisfacao Booleana

Logica pode ser expressa como o uso do raciocinio correto nas relagdes entre sentencas,
onde ndo ha como saber se uma sentenca é verdadeira ou nao utilizando a l6gica, mas sim
se a relacdo entre determinadas sentencas € valida. Como por exemplo:

Sempre que chove, faz frio.
Quando faz frio, pessoas usam casacos.
Sempre que chove, pessoas usam casacos.

No exemplo, a l6gica ndo é usada pra saber se as duas primeiras sentengas sao
verdadeiras, mas € utilizando a l6gica que podemos deduzir que a terceira sentencga é
verdadeira, caso as duas primeiras sejam verdadeiras.

Na légica proposicional as sentencgas permitidas sdo sentencas atdmicas, ou seja,
elementos sintaticos indivisiveis, chamadas de literais, onde a sentenga consiste de um
unico simbolo proposicional. Esse simbolo proposicional nada mais é que um rétulo
arbitrario para uma proposicao que pode ser verdadeira ou falsa. No exemplo da secao
anterior podemos representar a proposicao sempre que chove com o simbolo P e faz frio
com o simbolo Q. Com essas sentegas atdomicas € possivel criar sentencas légicas mais
complexas, com o uso de conectivos logicos. [Nievergelt 2002]

Uma forma de representar os possiveis valores-verdade para cada uma das
combinacdes de valores dos literais para uma dada proposicao, € através da tabela ver-
dade, onde € usado F para falso e V para verdadeiro. Um exemplo de tabela verdade:

PAQ

SIS BRI lav
o ST S0
RS I

Sabendo que computadores possuem uma certa facilidade inerente para simular
conceitos de verdade, € possivel também simular esses valores de verdade da tabela uti-
lizando algebra, onde o valor verdadeiro seria representado por 1, e o falso por 0, e os
operadores A representado por * e V representado por +, mantendo as caracteristicas de
cada operacdo. Para ilustrar esse comportamento, as tabelas verdade dos operadores A e
V sdo mostradas a seguir em férmulas algébricas.

Para uma sentenca ser considerada satisfativel, ela precisa ser verdadeira para pelo
menos uma combinacao de valores de seus literais, por exemplo, a sentenca p; Apy A ps é
satisfativel, pois quando py, p, e p3 sdo verdadeiros, a sentenga € verdadeira. J4 a sentenca
p1 A —pp ndo possui um valor para p; que torne a sentenca verdadeira, nesse caso, ela é
chamada de contradi¢do. Determinar se uma férmula légica proposicional € satisfativel
fol o primeiro problema a ser provado NP-completo [Cook 1971].



2.2. Formas Normais Canonicas

As formas normais candnicas sdo sentencas formadas apenas por conjuncdes de
disjuncdes ou disjungdes de conjungdes, podendo ser classificadas em Forma Normal
Conjuntiva (FNC) e Forma Normal Disjuntiva (FND).

A FNC € uma sentenca expressa como conjuncdes (A) de formulas menores de-
nominadas cldusulas, compostas apenas por disjuncdes (V). Um exemplo de FNC ¢é
(p1 V pa V p3) A (ps V ps). Ha também uma familia restrita de sentengas k-FNC,
onde uma sentenga k-FNC possui k literais por cldusula, onde a férmula seria expressa
por (p1a V ... Vpig) A ooi A (Pn1 V... V Dug), onde p; i € um literal.

Ja a FND é uma sentencga expressa como disjuncdes (V) de cldusulas compostas
apenas por conjungdes (A). Um exemplo de FND € (p; A p2) V (p3s A ps A ps). Assim
como as FNCs, existe uma familia restrita de sentencas k-FND, onde cada sentenga k-
FND possui £ literais por cldusula, onde a férmula seria expressa por (p11 A ... Apig) V
ooV (Pna A ... A pui),onde p; € um literal [Nievergelt 2002] [Johnsonbaugh 1986].

2.3. Formas Normais Primarias

Férmulas Fundamentais sdo férmulas em l6gica proposicional, compostas apenas por
conjuncgoes de literais, onde esses literais s6 podem aparecer uma vez na sentenca, ou
seja, como a férmula fundamental € uma sequéncia de A (Operador e 16gico), se 0 mesmo
literal aparecer mais de uma vez na férmula fundamental, ela serd redundante. Se apare-
cer um determinado literal na férmula fundamental, e o mesmo literal negado, serd uma
contradigao.

Sendo P uma sentenga légica, um Implicante Primario de P é uma Férmula Fun-
damental que implica P, e que caso remova um de seus literais, ndo mais implica P, ou
seja, a Formula Fundamental necessita estar reduzida, e para isso, sempre que a remog¢ao
de um literal da Formula Fundamental ndo influenciar na implicacdo de P, esse literal €
removido, e quando isso ocorre, a Formula Fundamental é considerada uniliteralmente
redundante. O conjunto de Implicantes Primarios de uma sentenca P serd chamado Plp.

Considerando como exemplo, que os literais de P sejam p;, pa, P3, P4, S€ P1 A
p2 A\ ps A pg resulta em verdadeiro, e que p; A pa A ps A py — P, entdo p; A ps A ps A py
¢ uma Férmula Fundamental, mas se essa sentenca for equivalente a, por exemplo, p; V
p3 — P, entdo p; V p3 € um Implicante Primario de P. Como um implicante primério é
uma Férmula Fundamental minima que implica P, uma sentenga que seja composta por
disjun¢des de implicantes primdrios, serd uma Forma Normal minima equivalente a P.

O nimero de Implicantes Primarios que uma sentenca tem € finito, uma vez que o
numero de literais de uma sentenga € finito, o nimero de todas as combinagdes possiveis
de literais também ¢ finito.

Para uma sentenca logica P ser comprimida em uma forma normal equivalente, é
necessario transformar a sentenga em uma disjungao de implicantes primdrios, e depois
remover o maior nimero possivel de cldusulas supérfluas. Para a remoc¢ao de clausulas
supérfluas, se tivermos duas cldusulas C e (5, que sdo implicantes primdrios de P, e
elas tiverem apenas um literal contraditério, por exemplo, se C possui um literal p;, e Cs
possui um literal —p;, entdo exclui-se o literal p; a partir da conjun¢do C; A Cy, resultando



em uma unica clausula, contendo todos os literais de C'; e (5 exceto a contradi¢do, e
exclui-se as cldausulas C; e Cs. Essa operacdo é chamada de Resolucdo

Por exemplo, se C;: (p; A p2 A —p3 A py) € implicante primario de P, e Cy:
(p1 A\ p2 A p3 A py) também € implicante primdrio de P, fazendo a conjungdo de C e (s,
remove-se o literal p3, e resulta em uma nova clausula C5 composta pelos literais de C e
(5, onde o novo implicante primdrio seria C'3: p; A pa A p3 que implica P. Se todos os
literais de um implicante primdrio C'; estdo em outro implicante primario C5, C; subsume
(5. Tomando como exemplo C' sendo p; A ps € Cy sendo p; A pa A p3 A pg, como todos
os literais de '} entdo contidos em Cy, C'; subsume C), portanto, C5 pode ser excluido
[Quine 1959].

2.3.1. Algoritmo de Transformacao Dual

Algoritmos para resolver o problema da satisfacdo booleana (SAT) como o algoritmo de
Davis-Putnam-Logemann-Loveland (DPLL)[Davis and Putnam 1960], geralmente utili-
zam uma abordagem semantica, de forma que € possivel atribuir valor de verdade aos
simbolos proposicionais. Por outro lado, neste trabalho serd utilizado um método base-
ado em uma abordagem sintatica, explorando propriedades das formas normais de um
conjunto de cldusulas proposicionais, que serd chamado de teoria proposicional, ou seja,
esta teoria proposicional é representada por formas normais conjuntivas (FNC) ou disjun-
tivas (FND).

Dada uma teoria proposicional P, P pode ser transformada em uma FNC F, ou
em uma FND P, P,, por sua vez, pode ser transformada em P, e vice-versa, utilizando
distributividade dos operadores 16gicos A e V.

O algoritmo que serd utilizado calcula a representagdo minima de uma teoria F.
A representacdo minima de P, é a P, gerada a partir de F,;. Essa representacdo minima é
o conjunto de cldusulas ndo contraditdrias, e que nao podem ser subsumidas. Como visto
anteriormente, essas cldusulas sao os implicantes priméarios da teoria P.

Cada cldusula minima representa minimamente o conjunto de valores verdade
atribuidos aos simbolos da teoria P, para que P seja satisfativel. Gerando todas as
clausulas duais minimas, obt€ém-se todas as combinagdes de valores verdade para os
simbolos da teoria P que tornem ela satisfativel. A ideia principal é que a quantidade
de clausulas duais minimas geradas seja sempre menor ou igual a quantidade de literais.

Considerando tudo o que foi abordado anteriormente, outro elemento precisa ser
inserido para que o algoritmo funcione. O elemento fundamental do algoritmo € o con-
ceito de quantum, definido como um par (p, F), onde p € um literal, e F C P, é o con-
junto de coordenadas que representam a posi¢ao de cada cldusula em que p pertence. Para
exemplificar, em uma teoria: (p; VpaVps) A (—p1VpeVps) A (p1VpaV—ps), as cldusulas
seriam (py V p2 V p3), (—p1 Vpa Vps) e (p1 V pa2 V —ps3), e o conjunto de coordenadas para
representar essas cldusulas seria P, = {0, 1, 2}, sendo os nimeros contidos nos conjuntos
a posi¢ao da cldusula, onde 0 representa (p; V p2 V p3), 1 representa (—p; V pa V p3) e
2 representa (p; V pa V —p3). A forma utilizada para representar as coordenadas de um
literal é p’, sendo p o literal, e I o conjunto de coordenadas. Portanto, as coordenadas
sdo representadas por pi' = {0, 2}, —=pl" = {1}, p¥ = {0, 1, 2}, pf = {0,1} e =p% = {2}.



Para gerar uma DNF P; minima, novas cldusulas sdo formadas de modo que, a
unido das coordenadas dos guanta dos literais tem que cobrir todas as clausulas de F,, ou
seja, seguindo o exemplo anterior, para uma nova clausula ser formada, a unido de quanta
dos literais tem que resultar no conjunto {0, 1, 2}. Como o quantum de p; é {0, 2}, e o
de p3 é {0, 1}, é possivel criar a clausula Cy: (p; A p3) da teoria P;.

Cada literal da nova clausula deve também representar pelo menos uma clausula
de P., ou seja, dado um literal p, em uma nova clausula gerada para P, ele deve estar
contido em uma cldusula de P, sem que os outros literais da nova cldusula gerada estejam
nessa mesma cldusula de P.. Aplicando no exemplo anterior, onde a nova cldusula (p; A
ps) € criada, p; estd contido em (p; V po V —ps3), onde ps ndo estd, e ps estd contido em
(=p1 V pa V p3), onde p; ndo esta.

Caso o literal adicionado na nova cldusula nao represente sozinho nenhuma
cldusula de P, ele é redundante, portanto, deve ser eliminado [Bittencourt et al. 2003a]
[Bittencourt 2007] [Bittencourt 2008][Bittencourt et al. 2003b].

O algoritmo para encontrar as novas cldusulas da FND P, € uma busca no espago
de estados, sendo aplicado uma busca A* para encontrar tais estados. Como um algoritmo
de busca, temos o estado inicial e o estado final que queremos alcancar, que no caso € uma
cldusula que cubra todo o conjunto de coordenadas de F,, entdo primeiro a lista de literais
¢ ordenada de modo que os literais com mais coordenadas sejam escolhidos primeiro,
de modo a otimizar a busca, ja que cobrem uma quantidade maior de clausulas. Depois
disso € criado um conjunto chamado Gap, onde ficam guardadas todas as coordenadas
que ndo foram cobertas ainda, e para cada literal candidato a entrar na cldusula conforme
¢ realizada a busca, se em seu guantum houver uma ou mais coordenadas que estejam
no Gap, ou seja, coordenadas que ainda ndo foram cobertas, esse literal é adicionado a
clausula e seu quantum é removido do Gap. Um estado é considerado valido se em algum
momento o conjunto Gap for vazio, e entdo € adicionado em um conjunto de estados
vdlidos, que representardo as cldusulas de F;[Bittencourt et al. 2003b].

2.4. Contagem de Modelos

Formas Normais Primérias sdo os pares de implicantes e implicados primdrios de uma
teoria proposicional. Uma caracteristica importante dessa representacdo € que, dado uma
teoria proposicional, esta teoria gerard apenas um unico par de implicantes e implica-
dos primadrios, entretanto, este par de implicantes e implicados primarios representa uma
familia de teorias proposicionais congruentes, que sao equivalentes em relacdo ao grupo
de permutagdes e complementacdes.[Bittencourt 2008].

Familias de teorias proposicionais podem ser classificadas de acordo com o
nimero de simbolos proposicionais e pela sua quantidade de modelos proposicionais.
Cada familia possui ainda uma populacdo, sendo a populacdo a quantidade de teorias
proposicionais congruentes dentro da familia[Bittencourt 2007][Polya 1940].

Modelos proposicionais sao combinacdes de valores verdade em uma férmula
proposicional que resulte em Verdadeiro para a férmula, e a contagem de modelos nada
mais € do que a quantidade dessas combinacdes de valores que resultem em Verdadeiro
para uma férmula proposicional dada. [Gomes et al. 2006]

O algoritmo recebe uma FNC de entrada, que representa uma formula P, e entdo



calcula os implicantes primérios de P (I Pp), utilizando o Algoritmo de Transformagao
Dual.

O proximo passo € determinar as coordenadas disjuntivas dos literais em [ Pp,
onde essas coordenadas sdo apenas a representacdo indicando a quais termos de [ Pp
cada literal pertence.

O terceiro passo € encontrar o conjunto de termos compativeis em / Pp, onde dois
termos sao compativeis se eles ndo possuem os mesmos literais com sinais opostos. Esse
conjunto pode ser determinado de forma eficiente utilizando as coordenadas disjuntivas.

O quarto passo € uma busca no espago de estados, onde cada estado € representado
por um termo de [ Pp, e/ou pela combinacdo de dois ou mais termos compativeis em [ Pp.
Os estados iniciais sdo os termos em [ Pp, e para calcular os sucessores basta determinar
os termos compativeis, usando os conjuntos obtidos no passo 3. Também é necessario
assegurar que um termo nao esteja contido na unido de outros termos. Os estados entao
sao modelados em um grafo, onde os termos sdo ligados as combinagdes que eles sdo
compativeis.

No quinto passo, o nimero de modelos associado a cada estado € calculado. Se
a férmula possui n simbolos proposicionais, € os termos associados ao estado possui k
literais, entdo o nimero de modelos associados aquele estado serd on—k,

O sexto passo consiste em calcular a quantidade de modelos que estdo associados
exclusivamente a cada estado. Para fazer isso, € subtraido da soma de modelos dos estados
que representam um termo a quantidade de modelos dos outros estados formados por
aquele termo.

O ultimo passo é somar o total de modelos de cada clausula e dos estados forma-
dos pela combinacao de cldusulas compativeis, resultando na quantidade de modelos da
teoria.

3. Desenvolvimento

3.1. Modelagem

Foi desenvolvido um método para detec¢do de isomorfismo entre grafos utilizando o que
foi abordado anteriormente, onde os grafos de entrada serdo primeiro avaliados em um
pré-processamento, apds esse pré-processamento, se o isomorfismo ndo for descartado
logo no inicio, os grafos passam por uma remodelagem, onde sdo transformados em
formulas l6gicas. As formulas 16gicas formadas a partir dos grafos de entrada passam
entdo pelo algoritmo de transformacdo dual, gerando seus respectivos conjuntos de im-
plicantes primdrios, por fim, serdo contados os modelos de cada um dos conjuntos de
implicantes primdrios, e a partir dessa quantidade de modelos, serd interpretado um resul-
tado.

A modelagem adotada cria teorias proposicionais onde os vértices seriam 0s
simbolos proposicionais, e as arestas seriam as cldusulas.

Porém, essa modelagem ndo considera literais negados, apenas literais puros, e
isto implicard em algumas modificagdes nos algoritmos descritos anteriormente, con-
forme sera visto a seguir.



Inicialmente, sdo verificados se ambos os grafos possuem o mesmo nimero de
vértices. Caso os grafos ndo possuam o mesmo niimero de vértices eles sdo considerados
nao isomorfos.

A préxima etapa de pré-processamento € verificar se ambos os grafos possuem o
mesmo nimero de arestas. Caso os grafos ndo possuam o mesmo ndmero de arestas, eles
sao considerados nao-isomorfos.

A terceira e ultima etapa de pré-processamento € verificar se os vértices possuem
um mapeamento de grau, onde cada vértice v; de um grafo (G; deve possuir o mesmo grau
de algum vértice v; em GJ.

O mapeamento dos graus dos vértices pode ser verificado utilizando os conjuntos
de coordenadas dos literais das teorias proposicionais fornecidas na entrada do programa.
O conjunto de coordenadas nada mais € do que o conjunto de arestas incidentes em um
vértice. Para esta verificagdo basta ordenar a lista de literais de acordo com o tamanho do
conjunto de coordenadas de cada literal, e depois verificar se o tamanho do conjunto de
coordenadas de um literal, em uma posi¢do da lista de literais de uma teoria, € igual ao
tamanho do conjunto de coordenadas de um literal na mesma posic¢ao da lista de literais
da outra teoria.

Ap0s ser realizado o pré-processamento, a proxima etapa é modelar a teoria pro-
posicional dentro do programa. As clausulas sdo geradas conforme a entrada de dados,
armazenando o literal dentro da clausula, e registrando no literal a coordenada da cldusula
a qual ele pertence.

ApOs construir a teoria proposicional no programa, o proximo passo € gerar o
conjunto de Gap para cada literal.

O préximo passo € ordenar a lista de literais de acordo com o tamanho do Gap dos
literais, os literais com menor Gap, ou seja, cobrem a maior quantidade de cldusulas, sdo
escolhidos primeiro.

ApOs ordenar a lista de literais, é necessdrio gerar a arvore de estados, a fim de
encontrar estados validos, que representam os Implicantes Priméarios da teoria proposicio-
nal. O primeiro passo para gerar essa arvore de estados € configurar os estados iniciais. Os
estados iniciais sao compostos por uma lista de simbolos proposicionais, essa lista no es-
tado inicial possui apenas o simbolo do literal do estado inicial. Além da lista de simbolos
proposicionais, os estados iniciais possuem uma clausula, representando o proprio estado.
Essa cldausula é composta apenas pelo literal do estado inicial. O dltimo componente dos
estados iniciais é o conjunto Gap, obtido através do literal do estado inicial.

Em seguida o conjunto de coordenadas do literal candidato a entrar no estado é
iterado. Para cada coordenada do literal, € verificado se esta coordenada esta contida no
conjunto Gap. Se a coordenada estiver contida no conjunto Gap, € verificado se o literal
serd inserido no estado. Para o literal ser inserido na lista € feito uma verificacdo se seu
simbolo estd contido na lista de simbolos ja presentes no estado. Apds esta verificacao, o
literal pode entao ser inserido no estado e suas coordenadas sao removidas de Gap.

Caso Gap seja um conjunto vazio, entdo € feita uma verificacdo se o estado ird
virar uma cldusula da nova teoria.



Ao final do algoritmo, ocorre uma chamada recursiva para cada literal restante na
lista.

Ap06s a obtengdo dos implicantes primarios das teorias proposicionais, € feito uma
contagem da quantidade de modelos da teoria, a fim de categoriza-la em uma familia de
teorias, utilizando o algoritmo de contagem de modelos descrito anteriormente, porém,
com algumas modificacdes devido a auséncia de literais negados.

Com a quantidade de modelos e a quantidade de simbolos, € possivel categorizar
a teoria proposicional em sua familia de teorias, e se um grafo candidato a par isomorfo
passar pelo mesmo processo e for categorizado na mesma familia, entdo os grafos sdo
ditos isomorfos.

3.2. Modificacao no Algoritmo de Transformacao Dual

Como a modelagem adotada ndo possui literais com simbolos negados, ndo € necessario
aplicar resolucdo, sendo apenas aplicada a subsun¢ao quando necessario.

3.3. Modificacao no Algoritmo de Cotagem de Modelos

Como na modelagem dos grafos ndao € possivel existir literais negados, nesta
implementa¢do do método de contagem de modelos nao foi necessario aplicar resolucao
na combinac¢do de clausulas para contagem de modelos, implicando algumas facilitagdes
na implementacao do algoritmo.

Como nao ha literais negados, ha uma grande diferenca na combinacdo de
cldusulas utilizadas na contagem de modelos, € que visam remover propaga¢do no nimero
de modelos, pois existird apenas uma combinac¢do contendo todas as cldusulas, onde a
quantidade de modelos desta combinacdo propagard por todas as clausulas.

4. Consideracoes Finais

4.1. Resultados e Testes

Para realizacdo de testes do método de verificacdo de isomorfismo entre grafos imple-
mentado neste trabalho, foi gerado um benchmark para validag¢ao de pares de grafos iso-
morfos, gerando um grafo aleatoriamente, e gerando um grafo isomorfo a partir deste
primeiro grafo aplicando uma funcdo que mapeia os vértices do grafo, fazendo com que
o segundo grafo seja isomorfo ao primeiro.

Ao todo foram gerados 105 pares de grafos isomorfos, e ao serem submetidos ao
programa, todos os 105 pares de grafos isomorfos foram identificados como isomorfos
pelo programa.

Para a verificacdo do nao isomorfismo, a geracdo do benchmark foi feita de forma
aleatdria. Foi escrito um programa em C++ que gerasse grafos com um tamanho definido,
onde vérios grafos de mesma quantidade de vértices e arestas foram gerados.

Foram gerados grafos com quantidades de vértices e arestas arbitrarias, sendo
gerados no total 10 grafos com 6 vértices e 7 arestas, 25 grafos com 7 vértices e 10
arestas, e 36 grafos com 8 vértices e 12 arestas. Para a execucdo dos testes, os grafos
foram separados em diretérios de acordo com a quantidade de vértices, onde cada grafo
foi comparado com o restante dos grafos contidos no diretorio, totalizando 45 execugdes



para o conjunto de grafos com 6 vértices, 300 execucdes para o conjunto de grafos com 7
vértices e 630 execugdes para o conjunto de grafos com 8 vértices.

A execucao do primeiro conjunto de grafos identificou ndo-isomorfismo utili-
zando os critérios de pré-processamento em 39 testes, identificou ndo-isomorfismo utili-
zando o método desenvolvido em 5 testes, e identificou erroneamente um de grafos como
isomorfos.

A execugdo do segundo conjunto de grafos identificou ndo-isomorfismo utilizando
os critérios de pré-processamento em 283 testes, identificou ndo-isomorfismo utilizando
o método desenvolvido em 16 testes, e identificou erroneamente um par de grafos como
isomorfos.

A execucao do terceiro conjunto de grafos identificou nao-isomorfismo utilizando
os critérios de pré-processamento em 601 testes, identificou ndo-isomorfismo utilizando
o método desenvolvido em 26 testes, e identificou erroneamente 3 pares de grafos como
isomorfos.

Nos pares que acusaram de forma incorreta o isomorfismo, é possivel notar que
em todos havia um vértice com apenas uma aresta, indicando que grafos com esta carac-
teristica podem ser probleméticos para o0 método desenvolvido. Como as falhas aparece-
ram em grafos com a mesma caracteristica, pode ser que este método apresente problemas
somente nas classes de grafos com esta caracteristica, sendo necessario uma avaliacdo me-
lhor e outros testes para averiguar se € somente esta classe de grafos que € excluida do
conjunto de respostas corretas geradas pelo método.

4.2. Conclusao

O presente trabalho teve como objetivo investigar a relacao entre os pares de Implicantes
e Implicados primdrios de teorias proposicionais, geradas a partir de uma modelagem de
grafos, com o problema de isomorfismo entre grafos.

A partir disto, foi implementado um método utilizando a linguagem de
programacdo C++, em que o algoritmo de transformacdo dual € utilizado para obtengdo
dos Implicantes primarios dos grafos que foram modelados em teorias proposicionais.
Com os conjuntos de Implicantes primdrios, foi possivel obter a quantidade de mode-
los de cada teoria proposicional, e com a quantidade de simbolos proposicionais de cada
teoria, foi possivel categoriza-las e indicar se elas pertenciam a uma mesma familia de
teorias.

Com o método implementado, foi necessdrio atestar sua eficicia. O programa
obtido foi submetido a testes de isomorfismo, onde eram gerados pares de grafos
isomorficos, e o programa identificava corretamente o isomorfismo entre esses pares de
grafos utilizando a categorizacao descrita anteriormente, onde grafos isomorfos perten-
ciam a mesma familia de teorias proposicionais.

O programa foi submetido também a testes de ndo-isomorfismo, onde foram ge-
rados varios grafos com uma mesma quantidade de vértices e arestas, e foi efetuado um
teste comparando todos os grafos em pares. Neste teste, houveram resultados promisso-
res, em que a grande maioria dos testes identificou o isomorfismo e classificou os gra-
fos em familias de teorias proposicionais diferentes, porém, houveram alguns testes que
falharam, e em todos os testes que apresentaram falha os grafos possuiam a mesma ca-



racteristica de ter um vértice com apenas uma aresta, sendo necessario uma investigacao
mais aprofundada do motivo pelo qual somente estes grafos foram classificados na mesma
familia de teorias proposicionais.
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Este anexo contém o codigo fonte desenvolvido para este trabalho, com excecao

dos scripts desenvolvidos para execugao do benchmark. Neste anexo, a implementacao da

contagem de modelos e da transformacao dual nao sofreram as adaptagoes descritas no

trabalho, tornando possivel ser reutilizada para implementagoes que visem uma modelagem

de grafos que utilize simbolos negados. Como nao ha nenhuma exclusao, apenas adicoes

no codigo fonte, é possivel ser facilmente alterada para a forma descrita no trabalho.

Listing B.1 — Implementagao de main.cc

#pragma once

#include <iostream>
#include "../dual.h"
#include "../literal.h"

#define ISOMORPH 1
#define NON_ISOMORPH 0
#define DIFF_VERTEX 2
#define DIFF_EDGE 3
#define DIFF_DEGREE 4

using namespace std;

int main() {

Dual dualf;
Dual dual2;

int vi, v2, el, e2;

vl = duall.getNSymbols () ;
v2 = dual2.getNSymbols () ;
el = duall.getNClauses () ;
e2 = dual2.getNClauses () ;

cerr << vl << << v2 << endl;

if(vl 1= v2) {
cout << DIFF_VERTEX << endl;
return O;
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if(el = e2) {
cout << DIFF_EDGE << endl;
return 0;
}
vector<Literal*> lit1 = xduall.getLiterals ();
vector<Literal*> |it2 = xdual2.getLiterals () ;
for(int i = 0; i < v1; i++) {
int n1 = lit1[i]->getGapSize();
int n2 = lit2[i]->getGapSize () ;
if(n1 1= n2) {
cout << DIFF_DEGREE << endl;
return 0;
}
}
duall .generateDual () ;
dual2.generateDual () ;
if (dual1l.countModels () == dual2.countModels()) {
cout << ISOMORPH << endl;
} else {
cout << NON_ISOMORPH << endl;
}
return 0;
}
Listing B.2 — Header da classe Clause
#pragma once

#include <vector>
#include <iostream>
#include "literal.h"
#include <string>

using namespace std;

class Clause {
private:

vector<Literal*> literals;

public:

Clause () ;
Clause (vector<Literalx> _literals);
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//~Clause () ;

void addLiteral(Literalx literal);
vector<Literalx> getLiterals () ;

void printClause () ;

int containsLiteral (Literal *n_l);

bool containsSymbol(string st);

bool containsContraditory (string st, bool n);

bool operator==(Clause cl1) {
int cont = 0;
vector<Literalx> aux = cli1.getLiterals ();
for(int i = 0; i < aux.size(); i++) {

cont += this—>containsLiteral (aux[i]);

}

if (cont == cl1.getLiterals().size() && cont == this—>literals.size())
return false;
return true;

Listing B.3 — Implementacgao da classe Clause

#pragma once

#include <string >
#include <vector>
#include <iostream>
#include <algorithm >
#include <tuple>
#include "literal .h"
#include "quantum.h"
#include "clause.h"

using namespace std;

Clause :: Clause () {
//this —>literals = new list<Literal*>();

}

Clause :: Clause (vector<Literalx> _literals) {
this—>literals = _literals;

}

/ %

Clause::~Clause () {
this —>literals —>clear () ;
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delete this—>literals;

} o/

void Clause::addLiteral(Literalx _literal) {
this—>literals .push_back(_literal);

}

void Clause ::printClause () {

cout << "{";
for(int i = 0; i < this—>literals.size(); i++) {
this —>literals[i]—>printLiteral () ;
if (i != this—literals.size()—1) cout << ", ";
}
cout << "}";
1
vector<Literalx> Clause:: getlLiterals () {

return this—>literals;
}
int Clause::containslLiteral(Literal xn_I) {
for(int i = 0; i < this—>literals.size(); i++) {
if(n_l == this—literals[i]) return 1;
}
return 0;
}
bool Clause::containsSymbol(string st) {
for(int i = 0; i < this—>literals.size(); i++) {
if(st == this—>literals[i]—>getSymbol()) return true;
}
return false;
}
bool Clause::containsContraditory (string st, bool n) {

for(int i = 0; i < this—>literals.size(); i++) {

if(st == this—>literals[i]—>getSymbol() && n != this—>literals[i]->
getNegate ()) return true;
}
return false;
}

Listing B.4 — Header da classe Dual

1| #pragma once

2

3|#include <string>




W~

ot

~ o

e

16
17

19
20
21
22
23
24

26
27
28
29
30
31
32

—_

o w

(=2}

81

#include <vector>
#include "clause.h"
#include "literal.h"

#include "quantum.h"

class Dual{

private:

vector<Clause> clauses;
vector<Literal*> xliterals;
vector<Clause> states;

int n_clauses;

int n_symbols;

public:

Dual () ;
~Dual () ;

void readFile () ;
void setStatesAsClauses () ;

/l just for testing
void printCoordinates () ;
void printClauses () ;
void printGap () ;

void printStates () ;

void generateDual () ;

void generateStates(vector<int> n_gap,
int x, const int size);

void generateGap () ;

void sortLiterals () ;

vector<Literal x>x getLiterals ();
int getNSymbols () ;
int getNClauses () ;

int countModels () ;

vector<string > symbols,

Clause cl,

Listing B.5 — Implementacao da classe Dual

#pragma once

#include <string >
#include <vector>
#include <iostream>

#include <algorithm>
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#include <cmath>
#include <cstring >
#include "clause.h"

© 00

10{#include "literal .h"
11| #include "quantum.h"
12|#include "dual.h"

14| using namespace std;

16| Dual :: Dual () {

18 this—>literals = new vector<Literalx>();

19| this—>readFile () ;

20 // cout << "archive read" << endl;

21 this —>generateGap () ;

22 //cout << "Gap generated" << endl;

23 this —>sortLiterals () ;

24 //cout << "Literals sorted, read to run dual transform" << endl;

26| }

27

28| Dual ::~Dual () {

29

30 while (!this —literals —>empty ()) {

31 delete this—>literals —>front () ;

32 this —>literals —>erase(this —>literals —>begin());
33 }

34 delete this—>literals;

36| }

37

38| void Dual::setStatesAsClauses () {

39

40| for(vector<Literalx>::iterator it = this—>literals —>begin(); it != this—
literals —end(); ++it) {

41 (xit)—>clearCoordinates () ;

42 }

43 this —>clauses.clear () ;

44

45| for(int i = 0; i < this—>states.size(); i++) {

46 vector<Literal x> aux = this—>states[i].getLiterals ();

47 for(int j = 0; j < aux.size(); j++) {

48 aux[j]—>addCoordinate (i) ;

49 }

50

51 this —>clauses.push_back(this —>states[i]) ;




66
67
68
69

79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90

83

this —>n_clauses = this —>clauses.size () ;

this —>states.clear () ;

this —>generateGap () ;

this—>sortLiterals () ;

vector<Literal x> Dual:: getLiterals () {
return this—>literals;

int Dual::getNSymbols () {
return this —>n_symbols;

int Dual::getNClauses () {
return this—>n_clauses;

void Dual::readFile () {

int n_c, n_s, i;
cin >> n_c;
cin >> n_s;
this —>n_clauses
this —>n_symbols

o
5 S
o

string delimiter = ;

string aux = "";

for(i = 0; i < this—>n_clauses; i++) {
size_t pos = O0;
getline (cin, aux);

if (aux.empty ()) {

continue;

}

string token;
Clause new_clau;

while ((pos = aux.find(delimiter)) !=
token = aux.substr(0, pos);

string ::npos)
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bool negate = false;
if (token[0] == "~") {
negate = true;
token = token.substr(1, pos);

Literal xn_lit;

bool control = true;

for(vector<Literal«>::iterator it = this—>literals —>begin(); it !=

this—>literals —>end () ; ++it) {

if ((xit)—>getNegate () == negate && token == (xit)—>getSymbol())
n_lit = (xit);

control = false;

break;

if(control) {
n_lit = new Literal (token, negate);
this —>literals —>push_back(n_Ilit);

n_lit —>addCoordinate (i) ;
new_clau.addLiteral (n_lit);
aux.erase (0, pos+delimiter.length());

}

this —>clauses .push_back(new_clau) ;

void Dual::printCoordinates () {

{

for(vector<Literalx>::iterator it = this—literals —>begin(); it != this—

literals —>end () ; ++it) {
(xit)—>printLiteral () ;
cout << endl;
(xit)—>printCoordinates () ;

void Dual::printGap () {
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cout << "printing gap" << endl;

for(vector<Literal«>::iterator it = this—>literals —>begin() ;
literals —>end () ; ++it) {
cout << "Gap of ";
(xit)—>printLiteral () ;

cout << <<endl;
(xit)—>printGap () ;

cout << endl;

void Dual::printClauses () {

cout << "printing clauses" << endl;
for(int i = 0; i < this—>clauses.size(); i++) {
cout << "C" << i << "1 "
this —>clauses|[i]. printClause () ;
cout << endl;
}
cout << endl;
}
void Dual::printStates () {
cout << "printing states" << endl;
for(int i = 0; i < this—>states.size(); i++) {
cout << "C" << i << "1 ";
this —>states[i]. printClause () ;
cout << endl;
}
cout << endl;
}
void Dual::generateGap () {

for(vector<Literalx>::iterator it = this—literals —>begin() ;
literals —end () ; ++it) {
vector<int> auxl = (xit)—>getQuantum () .getCoordinates () ;
vector<int> aux2;

for(int j = 0; j < this—>n_clauses; j++) {
aux2.push_back(j);

it

it

this —>

this —>
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for(int j = 0; j < auxl.size(); j++) {
aux2.erase(std ::remove(aux2.begin(), aux2.end(), aux1[j]), aux2.end()
) s
}
(xit)—>addGap(aux2) ;
}
}
void Dual::sortLiterals () {
std::sort(this —>literals —>begin (), this—literals —end() ,
[1(Literal =lit1 , Literal =xlit2) {
if(lit1 —>getGapSize () == lit2 —>getGapSize())
return lit1 —>getGapSize () < lit2 —>getGapSize () ;
return lit1 —>getGapSize () < lit2 —>getGapSize () ;
1)
}
void Dual::generateDual () {

//cout << "Generating dual clauses" << endl;
const int size = this—>literals —>size () ;
int i = 1;
for(vector<Literalx>::iterator it = this—>literals —>begin(); it != this—
literals —end(); ++it) {
vector<string > symbols;
symbols.push_back ((* it)—>getSymbol());
vector<int> new_gap = (xit)—>getGap();
Clause n_clause;
n_clause.addLiteral ((xit));
for(int j = i; j < this—>literals —>size(); j++) {
this —>generateStates (new_gap, symbols, n_clause, j, size);
}
i ++;
}
//cout << "Dual clauses created" << endl;
}
void Dual::generateStates(vector<int> n_gap, vector<string> symbols, Clause

n_clause, int x, const int size) {
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if(x == size) return;
if(n_gap.size() == 0) return;

// prologue

vector<int> new_gap = n_gap;
vector<string > n_symbols = symbols;

Clause new_clause = n_clause;
vector<int> removed_coord;

vector<Literal x>::iterator it;

bool flag_remove = false; // flag to check if coordinate need to be
removed from gap
this —>generateStates (new_gap, n_symbols, new_clause, x+1, size);

it = this—literals —>begin () ;
advance (it , x);

vector<int> coordinates = (xit)—>getQuantum().getCoordinates () ;

for(int i = 0; i < coordinates.size(); i++) {
bool flag_gap = (find(new_gap.begin(), new_gap.end(), coordinates[i])
I= new_gap.end());
it (flag_gap) {
bool flag_symbol = (find(n_symbols.begin(), n_symbols.end(), (xit)—>
getSymbol()) != n_symbols.end());
if (!flag_symbol &% !flag_remove) {
new_clause. addLiteral ((xit));
n_symbols.push_back ((* it)—>getSymbol());
flag_remove = ftrue;
1
if(flag_remove) {
removed_coord.push_back(coordinates[i]);

for(int i = 0; i < removed coord.size(); i++) {
new_gap.erase(std::remove(new_gap.begin(), new_gap.end(), removed_coord
[i]), new_gap.end());

if (new_gap.size () == 0) {
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if(this—>states.empty()) {
this —>states .push_back(new_clause) ;
return;
}
bool check_clause = true;
int new_clause_size = new_clause.getlLiterals () .size();
for(int i = 0; i < this—>states.size(); i++) {
int flag_nc = 0;
int size_cl = this —>states[i]. getLiterals ().size();
vector<Literal*> aux_literal = this—>states[i]. getlLiterals();
for(int j = 0; j < aux_literal.size(); j++) {
flag_nc += new_clause.containsLiteral (aux_literal[j]);
}
if(flag_nc == size_cl) {
if(size_cl < new_clause_size) {
check _clause = false;
}
}
if (new_clause_size == flag_nc) {
if(flag_nc >= size_cl) {
check_clause = false;
break;
}
Clause aux_clause;
if (new_clause_size < size_cl) {
/%
x subsuming the clause in list
x if the checked clause contains the new clause, and new
clause size < checked clause size
x then subsume checked clause
x/
aux_clause = this —>states[i];
this —>states .erase(this —>states.begin ()+i);
//this —>states .erase(std ::remove(this —>states.begin(), this—>
states.end(), aux_clause), this-—>states.end());
this —>states .push_back (new_clause) ;
return;
}
}
}
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if (check_clause) {
this —>states .push_back(new_clause) ;
}
return;
}
int k = x;
for(; it != this—literals —end(); ++it) {
K++;
this —>generateStates (new_gap, n_symbols, new_clause, k, size);
}
}
/%
This algorithm to count models is a simplyfied version, once the way we
are modeling graphs,
we could never have contraditory symbols in a pair of clauses.

%/
int Dual::countModels () {

int n_st = this—>states.size();

int models[n_st][n_st] = {};

int cls[n_st] = {0};

int values[n_st] = {0};

for(int i = 0; i < n_st; i++) {
int st_size = this—>states[i].getLiterals().size();
cls[i] = pow(2, this—>n_symbols — st_size);

}

for(int i = 0; i < n_st; i++) {

vector<Literal x> aux = this —>states[i]. getLiterals();
models[i][i] = 1;
for(int j = i+1; j < n_st; j++) {
vector<Literal x> temp;
bool flag_contraditory = false;
for(int k = 0; k < aux.size(); k++) {
if(this—>states[j].containsContraditory (aux[k]—>getSymbol (), aux[k
|—>getNegate () )) {
flag_contraditory = true;
break;

}

if(flag_contraditory) continue;
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temp = this —>states[j]. getLiterals();

int add[temp.size () ];
for(int k = 0; k < temp.size(); k++) {

add[k] = 1;
}
for(int k = 0; k < aux.size(); k++) {

for(int m= 0; m < temp.size(); m++) {

if (aux[k]—>getSymbol () == temp[m]—>getSymbol()) {
add[m] = O;

for(int k = 0; k < temp.size(); k++) {
if(add[k]) aux.push_back(temp[k]) ;

models[i][j] = 1;
}

int result = pow(2, this—n_symbols — aux.size());

values[i] result;

}

/%

for(int i = 0; i < n_st; i++) {
for(int j = 0; j < n_st; j++) {

cout << models[i][]] << ;
!
cout << endl;
} o/

for(int i = 1; i < n_st; i++) {
for(int j = 0; j < i; j++) {
bool flag true ;
for(int k = 0; k < n_st; k++) {
int aux = models[i][k] && models[j][k];
if (aux != models[i]l[k]) {
flag = false;
break;

}
if(flag) {

for(int k = 0; k < n_st; k++) {
models[i][k] = 0;
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}
values[i] = 0;
}
1
1
/%
for(int i = 0; i < n_st; i++) {
for(int j = 0; j < n_st; j++) {
cout << models[i][j] << " ";
}
cout << endl;
}x/
for(int i = 0; i < n_st; i++) {
for(int j = 0; j < n_st; j++) {
if (models[il[j]) {
cls[j] —= values[i];
}
1
1
int n_models = 0;
for(int i = 0; i < n_st; i++) {

// cout << "values:
n_models += cls[i];
n_models += values[i];

<< values[i] << endl;

// cout << "Number of models:
return n_models;

<< n_models << endl;

Listing B.6 — Header da classe Literal

#pragma once

#include <string >
#include <vector>
#include "quantum.h"

using namespace std;

class Literal {
private:
string symbol;
bool negate;
Quantum quant;
vector<int> gap;
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int gap_size;

public:
Literal () ;
Literal (string _symbol, bool _negate);
void changeliteral(string _symbol);
void changeNegate(bool _negate);
string getSymbol () ;
bool getNegate () ;
void printLiteral () ;
void addCoordinate(int coord);
void printCoordinates () ;
void addGap(vector<int> gap);
void printGap () ;
int getGapSize () ;
void clearCoordinates () ;
vector<int> getGap () ;
Quantum getQuantum () ;

Listing B.7 — Implementacao da classe Literal

#pragma once

#include <string>
#include <iostream>
#include <vector>
#include "literal .h"
#include "quantum.h"

using namespace std;

Literal :: Literal () {

this —>symbol = "";
this —>negate = false;
this —>gap_size = 0;
}
Literal :: Literal (string _symbol, bool _negate)
this —>symbol = _symbol;
this —>negate = _negate;
}
void Literal ::changeliteral(string _symbol) {

this —>symbol = _symbol;

void Literal ::changeNegate(bool _negate) {
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this —>negate = _negate;

string Literal ::getSymbol() {
return this —>symbol;

bool Literal ::getNegate () {
return this —>negate;

void Literal::printLiteral () {
if (this —>negate) {

cout << "~"

}

cout << this —>symbol;

void Literal ::addCoordinate(int coord) {
this —>quant.addCoordinate (coord) ;

void Literal ::printCoordinates () {
this —quant.printCoordinates () ;

void Literal ::addGap(vector<int> _gap) {

this—>gap = _gap;

this —>gap_size = this —>gap.size () ;
}
void Literal ::printGap () {

cout << "{";
for(int i = 0; i < this—>gap.size(); i++) {
cout << this—>gapl[i];
if(i != this—>gap.size()—1) cout << ", ";
}
cout << "}"<<endl;
}
int Literal ::getGapSize() {
return this —>gap_size;
}

vector<int> Literal ::getGap() {
return this —>gap;
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Quantum Literal ::getQuantum() {
return this —>quant;

void Literal ::clearCoordinates () {
this —>quant.clearCoordinates () ;
this —>gap.clear () ;

Listing B.8 — Header da classe Quantum

#pragma once

#include <vector>

using namespace std;

class Quantum {
private:
vector<int> coordinates;

public:
Quantum () ;
Quantum(vector<int> coord) ;
void addCoordinate(int coord);
//void removeCoordinate(int coord);
vector<int> getCoordinates () ;
void printCoordinates () ;
void clearCoordinates () ;

Listing B.9 — Implementacao da classe Quantum

#pragma once
#include "quantum.h"
#include <vector>
#include <iostream>
using namespace std;

Quantum :: Quantum () {}

Quantum :: Quantum(vector <int> coord) {
this —>coordinates = coord;
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5/ void Quantum::addCoordinate(int coord) {

this —>coordinates.push_back(coord) ;

/%

void Quantum::removeCoordinate(int coord) {
this —>coordinates .remove(coord) ;

} o/

vector<int> Quantum::getCoordinates () {
return this —>coordinates;

void Quantum::printCoordinates () {
for(int i = 0; i < this—>coordinates.size(); i++) {

cout << this—>coordinates[i] << ;

}

cout << endl;

void Quantum::clearCoordinates () {
this —>coordinates.clear () ;

Listing B.10 — Implementacao do gerador de grafos isomorfos

#pragma once

#include <iostream>
#include <cstdlib>
#include <vector>
#include <ctime>

#define MAXV 11
#define MINV 4

using namespace std;

int main() {
srand (time (0)) ;
int v, e;
int i, f;
//cout << "informe o n mero do primeiro arquivo" << endl;
//cin >> i;
//cout << "informe o0 n mero do arquivo final" << endl;
//cin >> f;

v = rand ()%VAXV+MINV ;
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int grapht[v][v]
int graph2[v][v]

{0};
{0};

e = rand () %((v—1)x(v—=1));

int cont = 0;

while (cont < e) {
int i = rand()%v;
int j = rand()%v;

if(i 1= ) {

't (graph1[i][j] == 0) {
graph1[i][j] = 1;
graph1[j][i] = 1;
cont++;

vector<int> vect;

for(int i = 0; i < v; i++) {
vecl.push_back(i);

}

vector<int> vec2;

vector<int> f_index;

while (!vectl.empty ()) {
int aux = rand()%vec1.size();
vec2.push_back(vec1[aux]) ;
vecl.erase(vecl.begin ()+aux);

}
for(int i = 0; i <v; i++) {
for(int j = i+1; j < v; j++) {
int a, b;
a = vec2[i];
b = vec2[j];
graph2[a][b] = graph1[i][]j];
graph2[b][a] = graph1[j][i];
}
}

/1 printing graphs

cout << e << << V;
for(int i = 0; i < v; i++) {
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for(int j = i+1; j < v; j++) {
it (graph1[i][j] == 1) {
cout << endl << "p" << i << " p" << | << " |y
!
!
}
cout << endl << e << " " << v;
for(int i = 0; i < v; i++) {
for(int j = i+1; j < v; j++)
it (graph2[i][j] == 1) {
cout << endl << "p" << i << " p" << | << " |";
}
!
}
}
Listing B.11 — Implementacao do gerador de grafos
#pragma once

#include <iostream>
#include <cstdlib>
#include <vector>
#include <ctime>

#define MAXV 11
#define MINV 4

#define VERTEX 6
#define EDGES 7

4| using namespace std;

int main() {
srand ((unsigned int)time (NULL));
int v, e;

VERTEX;
EDGES;

int graphi[v][v];

for(int i = 0; i < v; i++) {
for(int j = 0; j < v; j++) {
graph1[i][]]

]
o
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46

int cont = 0;

while (cont < e) {
rand ()%v ;
rand ()%v ;

int i =
int j =

if(i 1= j) {

' (grapht[i][j] ==
graph1[i][j] = 1;
graph1[j][i] = 1;
cont++;

cout << e << " " << v;

for(int i = 0;

for(int j = i+1; j < v
't (graph1[i][j] ==

i < v;

cout << endl << "p"

)

i++) {

voirr) A
) Ao

<< j << "

p"

<< j << "
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