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RESUMO

Neste trabalho, tratamos dos teoremas definidos em espaços norma-
dos que são essenciais para a fundamentação da Análise Funcional.
Enunciaremos e demonstraremos o Teorema de Hahn-Banach, o Te-
orema de Banach-Steinhaus, o Teorema da Aplicação Aberta e o
Teorema do Gráfico Fechado. Além disso, demonstramos que os dois
últimos teoremas citados são equivalentes. Para tanto, primeiramen-
te, estudamos as definições de norma, de transformações lineares e
limitadas e de espaço de Banach, bem como os principais resultados
relacionados a estas definições.

Palavras-chaves: Espaços Normados. Transformação Linear e Li-
mitada. Espaços de Banach. Análise Funcional.





ABSTRACT

In this present study, we analyze the theorems defined in normed
spaces that are essentials for the grounding of the Functional
Analysis. We will enunciate and demonstrate The Hahn–Banach
theorem, The Banach-Steinhaus theorem, The Open Mapping
theorem, and The Closed Graph theorem. Furthermore, we
demonstrate that the two last aforementioned theorems are
equivalent. Therefore, firstly, we study the definitions of norm, of
bounded linear transformations and of Banach space, as well as the
main results related to these definitions.

Keywords: Normed Spaces. Bounded Linear Transformations.
Banach Spaces. Function Analysis.
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1 INTRODUÇÃO

A partir do século XVII, a comunidade matemática se depa-
rou fortemente com problemas em que não possuíam soluções numé-
ricas. Em geral, essas soluções faziam parte de conjuntos de dimen-
são infinita, por exemplo, o espaço vetorial das funções e o espaço
vetorial das sequências. Anos depois, com a necessidade do estudo
ds espaços de dimensões infinitas, surgiu uma nova área da matemá-
tica que atualmente conhecemos como Análise Funcional. No ano
de 1928, Stefan Banach e Hugo Steinhaus criaram o jornal “Studia
Mathematica” no qual suas publicações eram exclusivamente sobre
a Análise Funcional. Apesar disso, de acordo com [3], considera-se
que o primeiro material básico desta área foi a monografia de Bana-
ch publicada em 1931, solidificando, difundindo e marcando o início
da Análise Funcional.

Essencialmente, a Análise Funcional faz o estudo dos espa-
ços normados de dimensão infinita, especialmente dos espaços de Ba-
nach, e das transformações lineares e contínuas entre eles. E porque
há a necessidade de que as transformações lineares entre os espaços
normados sejam contínuas? Ao longo do trabalho isso ficará melhor
justificado, mas por hora podemos adiantar que as transformações
lineares definidas nos espaços normados de dimensão infinita não
são automaticamente contínuas. É interessante lembrarmos que ao
estudar as transformações lineares definidas em espaços normados
de dimensão finita, na Álgebra Linear, não precisamos exigir que
elas sejam contínuas uma vez que essa propriedade ocorre automa-
ticamente.

Descreveremos agora como está organizado o trabalho. No
segundo capítulo, introduziremos o conceito fundamental para o nos-
so trabalho, o conceito de espaço normado. Daí, seguimos para a
discussão das transformações lineares e limitadas. Nessa parte, con-
seguiremos perceber os primeiros indicativos de quão proveitoso é a
união da estrutura algébrica com a estrutura topológica. E finaliza-
mos o capítulo, estudando os espaços quocientes.
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No terceiro capítulo, estudaremos os espaços de Banach.
Nessa parte, apresentaremos diversos exemplos e caracterizações des-
ses espaços. Partindo deste estudo, podemos entender os espaços
normados de dimensão finita como exemplos particulares dos espa-
ços de Banach. Dito isso, é claro que entre os diversos resultados
que enunciaremos e demonstraremos está incluso o resultado de que
todo espaço normado de dimensão finita é um espaço de Banach.

O quarto capítulo é especialmente dedicado ao famoso Teore-
ma de Hahn-Banach. Inicialmente apresentamos o Lema de Zorn que
é fundamental para a demonstração do Teorema de Hahn-Banach.
Assim, enunciaremos e demonstraremos esse teorema na sua versão
mais clássica e, em seguida, enunciaremos e demonstraremos uma
versão mais generalizada do Teorema de Hahn-Banach. Após isso,
discutiremos algumas de suas consequências. E para um estudo bre-
ve de biduais, estudaremos a classe dos espaços de Banach reflexivos.

No quinto e último capítulo, nossa proposta é apresentar
o Teorema de Banach-Steinhaus, o Teorema da Aplicação Aberta
e o Teorema do Gráfico Fechado. Para o estudo desses teoremas,
utilizaremos o conceito de espaços de Banach e alguns resultados
apresentados nos capítulos anteriores. Ainda, estudaremos resulta-
dos da Topologia Geral para que possamos demonstrar o Teorema
de Banach-Steinhaus e suas consequências. Em seguida, apresenta-
remos o Teorema da Aplicação Aberta e demonstraremos o Teorema
da Inversa Limitada e o Teorema do Gráfico Fechado. Por fim, mos-
traremos que os três últimos teoremas mencionados são equivalentes.

No final desse estudo temos três apêndices. O primeiro apên-
dice possui resultados auxiliares que são utilizados nas demonstra-
ções ao longo dos capítulos, o segundo apresenta resultados comple-
mentares aos resultados enunciados nos capítulos e no último temos
uma breve explanação sobre convergência fraca.

É preciso ressaltar que os espaços vetoriais considerados nos
resultados mencionados nesse estudo podem ser explorados sobre o
corpo dos reais R e sobre o corpo dos complexos C, mas por sim-
plicidade escolhemos definir os espaços vetoriais sobre o corpo R.
Além disso, consideramos que o leitor já tenha conhecimentos pré-
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vios de Álgebra Linear, Análise Real, Espaços Métricos e Topologia
Geral. Caso o leitor não tenha tais conhecimentos, para um primeiro
momento, é ao menos necessário os conhecimentos das definições co-
mo espaços vetoriais, transformações lineares, espaços topológicos,
conjuntos compactos, supremo, ínfimo e as propriedades relativas
a essas definições. Para fundamentar a pesquisa dos leitores quanto
aos conhecimentos citados, indicamos as seguintes referências: [5] pa-
ra Álgebra Linear, [6] para Análise Real, [7] para Espaços Métricos
e [9] para Topologia Geral.





2 ESPAÇOS NORMADOS E TRANSFORMAÇÕES LI-
NEARES LIMITADAS

No início deste capítulo, temos o interesse de estudarmos o
conceito matemático central deste trabalho: o espaço normado. Esse
espaço possui a estrutura algébrica de um espaço vetorial e a es-
trutura topológica de um espaço métrico. Como este espaço possui
duas estruturas robustas, uma associada as transformações lineares
e a outra associada as funções contínuas, estudaremos, também, as
transformações lineares e limitadas. Veremos na segunda seção, co-
mo se dá a relação entre a continuidade e as transformações lineares
e limitadas e os ganhos da incorporação das duas estruturas em um
só conjunto.

2.1 ESPAÇOS NORMADOS

Definição 2.1 (Norma). Seja E um espaço vetorial. Uma função

‖.‖E : E → R

x 7→ ‖x‖E

é chamada de norma se satisfaz as seguintes propriedades:

(N.1) ‖x‖E ≥ 0 para todo x ∈ E;

(N.2) ‖x‖E = 0 se, e somente se, x = 0;

(N.3) ‖λx‖E = |λ| ‖x‖E para todo x ∈ E e todo λ ∈ R;

(N.4) ‖x+ y‖E ≤ ‖x‖E + ‖y‖E para todos x, y ∈ E.

A propriedade (N.4) é conhecida como a desigualdade trian-
gular. Além disso, ‖.‖E denotará a norma definida no espaço vetorial
E, a menos que se faça menção do contrário.

Note que a norma satisfaz a segunda desigualdade triangular

|‖x‖ − ‖y‖| ≤ ‖x− y‖ .



22 Capítulo 2. Espaços Normados e Transformações Lineares Limitadas

A partir dessa desigualdade, podemos mostrar que a norma é uma
função contínua.

Definição 2.2 (Espaço Normado). Um espaço normado E é um
espaço vetorial com uma norma definida nele.

Denotaremos o espaço normado E com sua respectiva norma
‖.‖E como o par (E, ‖.‖E). Apresentamos, a seguir, alguns exemplos
de espaços normados.

Exemplo 2.1. Sejam N ∈ N, 1 ≤ p <∞ e ‖.‖p : RN → R a função
definida por

‖x‖p :=
(

N∑
i=1
|xi|p

) 1
p

,

para x = (x1, . . . , xN ) ∈ RN . Da Álgebra Linear, sabemos que RN ,
N ∈ N, é um espaço vetorial. Ao mostrar que ‖.‖p é uma norma,
temos que as propriedades (N.1), (N.2) e (N.3) não são difíceis de
demonstrar, mas para demonstrar a propriedade (N.4) é necessário
fazer o uso da famosa desigualdade de Minkowski, apresentada no
Apêndice A.1. Portanto, temos que (RN , ‖.‖p) é um espaço normado.

Em especial, quando p = 1 essa norma é chamada de norma
da soma. Agora, quando p = 2 essa norma é chamada de norma
euclidiana.

Exemplo 2.2. Sejam N ∈ N e ‖.‖∞ : RN → R a função definida
por

‖x‖∞ := max {|xi| : i = 1, . . . , N} ,

para x = (x1, . . . , xN ) ∈ RN . Temos que (RN , ‖.‖∞) é um espaço
normado.

A norma apresentada acima é denominada de norma do má-
ximo. Interessantemente, podemos obter a norma do máximo da se-
guinte forma

lim
p→∞

‖x‖p = lim
p→∞

(
N∑
i=1
|xi|p

) 1
p

= ‖x‖∞ ,
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para todo x ∈ RN , N ∈ N.

Exemplo 2.3. Sejam E um espaço vetorial de dimensão finita,
{u1, u2, . . . , uN} uma base ordenada e ‖.‖b : E → R a função defini-
da por

‖x‖b :=
(

N∑
i=1
|λi|2

) 1
2

,

para x =
N∑
i=1

λiui ∈ E. Temos que (E, ‖.‖b) é um espaço normado.

O espaço `p apresentado a seguir é chamado de espaço das
sequências p somáveis.

Exemplo 2.4. Sejam 1 ≤ p <∞, o espaço vetorial

`p :=

x = (xj)∞j=1 ⊂ R :
∞∑
j=1
|xj |p <∞


e ‖.‖p : `p → R a função definida por

‖x‖p :=

 ∞∑
j=1
|xj |p

 1
p

,

para x ∈ `p. Temos que (`p, ‖.‖p) é um espaço de normado.

Da Álgebra Linear, sabemos que o espaço de todas as sequên-
cias reais é um espaço vetorial. Da Desigualdade de Minkowski (Te-
orema A.1), segue que `p é um subespaço do espaço de todas as
sequências reais e que ‖.‖p é uma norma.

Exemplo 2.5. Sejam o espaço vetorial

`∞ :=
{
x = (xi)∞i=1 ⊂ R : sup

i
|xi| <∞

}
e ‖.‖∞ : `∞ → R a função definida por

‖x‖∞ := sup
i
|xi|,

para x ∈ `∞. Temos que (`∞, ‖.‖∞) é um espaço normado.
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Da Análise, sabemos que o conjunto de todas as sequências
limitadas, denotado por `∞, é um espaço vetorial. Além disso, não
é difícil mostrar que ‖.‖∞ é uma norma.

Definição 2.3 (Extensão). Sejam X̃ ⊂ X,X e Y conjuntos e uma
função f : X̃ → Y . Se g : X → Y tal que g(x) = f(x), para todo
x ∈ X̃, dizemos que g é uma extensão de f e escrevemos g|X̃ = f .

Ainda podemos dizer que a função f é a restrição da função
g ao conjunto X̃.

Exemplo 2.6. Seja (E, ‖.‖E) um espaço normado e M um subes-
paço de E. Como a norma ‖.‖E é uma função, faz sentido conside-
rarmos a função restrição

‖.‖M =: ‖.‖E |M : M → R.

Veja que essa função está bem definida e que satisfaz as propriedades
de norma apresentadas na Definição 2.1. A norma ‖.‖M é conhecida
na literatura como norma induzida.

Exemplo 2.7. Sejam

c := {x = (xi)∞i=1 ⊂ R : (xi) é convergente}

e

c0 := {x = (xi)∞i=1 ⊂ R : (xi) converge a zero} .

Temos que (c, ‖.‖∞) e (c0, ‖.‖∞) são espaços normados com a norma
induzida em c e c0 de ‖.‖∞, respectivamente.

Dado um conjunto não vazio X, denotaremos por B(X,R)
o espaço de todas as funções limitadas f : X → R.

Agora, dado um espaço topológicoX, denotaremos por C (X,R)
o espaço de todas as funções contínuas f : X → R. Vale observar
que quando X é um espaço topológico compacto, temos C (X,R) ⊂
B(X,R).
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Exemplo 2.8. Sejam X um conjunto não vazio e ‖.‖B(X,R) :

B(X,R)→ R a função definida por

‖f‖B(X,R) = sup {|f(x)| : x ∈ X} ,

para f ∈ B(X,R). Temos que (B(X,R), ‖.‖B(X,R)) é um espaço
normado.

Da Análise, sabemos que B(X,R) é um espaço vetorial. A-
lém disso, não é difícil mostrar que ‖.‖B(X,R) é uma norma.

Exemplo 2.9. Se X é um espaço topológico compacto, então

(C (X,R), ‖.‖B(X,R)) é um espaço normado com a norma induzida
apresentada no Exemplo 2.8.

No que segue, E,F e G sempre irão denotar espaços norma-
dos com suas respectivas normas ‖.‖E , ‖.‖F e ‖.‖G.

Definição 2.4. Sejam a ∈ E e r ∈ R, r > 0. A bola aberta de centro
a e raio r é o conjunto

BE(a, r) = {x ∈ E : ‖x− a‖E < r} .

A bola fechada de centro a e raio r é o conjunto

BE [a, r] = {x ∈ E : ‖x− a‖E ≤ r} .

A esfera de centro a e raio r é o conjunto

SE [a, r] = {x ∈ E : ‖x− a‖E = r} .

Exemplo 2.10. Consideremos o espaço vetorial R2 e as normas
‖.‖1 : R2 → R e ‖.‖2 : R2 → R, apresentadas no Exemplo 2.1, e
a norma ‖.‖∞ : R2 → R, apresentada no Exemplo 2.2. Assim, as
representações geométricas de uma bola aberta de centro (0, 0) e
raio r com cada uma das normas, respectivamente, são
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Figura 2.1 – O conjunto de pontos x ∈ R2

tais que (a) ‖x‖1 ≤ 1, (b) ‖x‖2 ≤ 1 e (c) ‖x‖∞ ≤ 1.

Definição 2.5 (Normas equivalentes). Seja E um espaço veto-
rial. Duas normas ‖.‖(1)

E e ‖.‖(2)
E em E são equivalentes se existem

constantes c2 ≥ c1 > 0 tais que

c1 ‖x‖(1)
E ≤ ‖x‖

(2)
E ≤ c2 ‖x‖(1)

E

para todo x ∈ E.

Exemplo 2.11. Seja o espaço vetorial RN , N ∈ N. Pela desigual-
dade

‖x‖∞ ≤ ‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤ N ‖x‖∞ , (2.1)

e pela definição 2.5, temos que a norma euclidiana, a norma do máxi-
mo e a norma da soma são equivalentes. Além disso, a desigualdade
(2.1) implica nas inclusões

S
′

‖.‖∞
⊂ S‖.‖1

⊂ S‖.‖2
⊂ S‖.‖∞ (2.2)

em que S‖.‖∞ , S‖.‖2
, S‖.‖1

são as esferas de centro em 0 e raio r rela-
tivas às normas do máximo, euclidiana e da soma, respectivamente,
e ainda S

′

‖.‖∞
é a esfera de centro 0 e raio r

n na norma do máximo.
As inclusões (2.2) têm a representação geométrica abaixo



2.2. Transformações Lineares e Limitadas 27

Figura 2.2 – Representação geométrica das inclusões (2.2).

Proposição 2.1. Sejam E um espaço normado e M um subespaço
de E. Se M ( E, então M não é um subconjunto aberto de E.

Demonstração. Suponhamos, por contrapositiva, que M é um con-
junto aberto deE. Seja a ∈M . Assim, existe r > 0 tal queBE(a, r) ⊂
M . Dado arbitrariamente y ∈ E, y 6= 0, temos que

∥∥∥ ry
2‖y‖E

∥∥∥
E

= r
2 .

Então,
∥∥∥a+ ry

2‖y‖E
− a

∥∥∥
E

= r
2 , ou seja, a+ r

2‖y‖E
y ∈ BE(a, r). Logo,

a + r
2‖y‖E

y ∈ M implicando que r
2‖y‖E

y ∈ M . Desta forma, y ∈ M
contradizendo o fato de que M ( E. �

2.2 TRANSFORMAÇÕES LINEARES E LIMITADAS

Definição 2.6 (Transformação limitada). Dada uma transfor-
mação linear T : E → F , dizemos que T é limitada se existe k ∈ R
tal que

‖Tx‖F ≤ k ‖x‖E ,

para todo x ∈ E.

Exemplo 2.12. Sejam E 6= ∅ um espaço normado e a transforma-
ção linear

I : E → E

x 7→ Tx = x.

Temos que a transformação identidade é limitada.
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Exemplo 2.13. Seja a transformação linear

0 : E → E

x 7→ Tx = 0.

Temos que a transformação nula é limitada.

Exemplo 2.14. Seja uma matriz A = (αjk) com r linhas e N
colunas. Definimos a transformação

T : RN → Rr

x 7→ Tx := y = Ax

em que x = (ξj) e y = (ηj) são vetores coluna com N e r compo-
nentes, respectivamente. Temos que essa transformação T é linear e
limitada. Veja a demonstração no Exemplo 2.7-7 em ([4], p.95).

Da Álgebra Linear, sabemos que o conjunto de todas as fun-
ções F (E,F ) é um espaço vetorial. Assim, podemos mostrar que o
conjunto de todas as transformações lineares L(E,F ) é um subes-
paço vetorial de F (E,F ). Entretanto, ao munirmos esse espaço de
uma norma, não teremos propriedades que nos interessarão futura-
mente. Agora, após estudarmos as transformações lineares e limita-
das é natural nos perguntarmos se há alguma norma que fará com
que o espaço vetorial de todas as transformações lineares e limitadas
L (E,F ) seja um espaço de Banach, conceito que abordaremos no
próximo capítulo.

Chamaremos de dual topológico ou, simplesmente, dual de
E o conjunto de todas as transformações lineares e limitadas T :
E → R. Denotamos este conjunto por E′.

A partir da Definição 2.6 com E 6= ∅, pode-se considerar
o conjunto

{
‖Tx‖F

‖x‖E
: x ∈ E, x 6= 0

}
, não vazio e limitado superior-

mente em R, no qual admite supremo pelo Postulado de Dedekind.
Assim, está bem definida a função

‖.‖L (E,F ) : L (E,F )→ R (2.3)

T 7→ ‖T‖L (E,F ) = sup
{‖Tx‖F
‖x‖E

: x ∈ E, x 6= 0
}
.
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Proposição 2.2. A função ‖.‖L (E,F ) : L (E,F ) → R definida em
(2.3) é uma norma em L (E,F ).

Demonstração. Como a função definida em (2.3) está bem definida,
basta mostrar que as propriedades de norma são satisfeitas. Vamos
mostrar que a propriedade (N.1) é satisfeita. Dado arbitrariamente
T ∈ L (E,F ), temos que

0 ≤ ‖Tx‖F
‖x‖E

para todo x ∈ E, x 6= 0. Então,

0 ≤ sup
{‖Tx‖F
‖x‖E

: x ∈ E, x 6= 0
}

= ‖T‖L (E,F ) . (2.4)

Portanto, ‖T‖L (E,F ) ≥ 0, para todo T ∈ L (E,F ).

Vamos mostrar que a propriedade (N.2) é satisfeita. Supo-
nhamos que ‖T‖L (E,F ) = 0. Então,

0 ≤ ‖Tx‖F
‖x‖E

≤ sup
{‖Tx‖F
‖x‖E

: x ∈ E, x 6= 0
}

= 0

para todo x ∈ E, x 6= 0. Assim, ‖Tx‖F = 0 para todo x ∈ E, x 6= 0.
Concluímos que Tx = 0 quando x ∈ E, x 6= 0. Visto que T0 = 0,
temos então que Tx = 0 para todo x ∈ E, ou seja, T = 0. Agora,
suponha que T = 0. Então

‖0x‖F
‖x‖E

= 0

para todo x ∈ E, x 6= 0. Logo,

‖T‖L (E,F ) = ‖0‖L (E,F ) = sup
{‖0x‖F
‖x‖E

: x ∈ E, x 6= 0
}

= 0.

Portanto, ‖T‖L (E,F ) = 0 se, e somente se, x = 0.

Vamos mostrar que a propriedade (N.3) é satisfeita. Sejam



30 Capítulo 2. Espaços Normados e Transformações Lineares Limitadas

α ∈ R e T ∈ L (E,F ) arbitrários. Temos que

‖αT‖L (E,F ) = sup
{‖(αT )x‖F
‖x‖E

: x ∈ E, x 6= 0
}

= sup
{ |α| ‖Tx‖F
‖x‖E

: x ∈ E, x 6= 0
}

= |α| sup
{‖Tx‖F
‖x‖E

: x ∈ E, x 6= 0
}

= |α| ‖T‖L (E,F ) .

Portanto, ‖αT‖L (E,F ) = |α| ‖T‖L (E,F ).

Para verificarmos a desigualdade triangular, consideremos
arbitrariamente T,U ∈ L (E,F ). Temos que

‖T + U‖L (E,F ) = sup
{‖(T + U)x‖F

‖x‖E
: x ∈ E, x 6= 0

}
= sup

{‖Tx+ Ux‖F
‖x‖E

: x ∈ E, x 6= 0
}

≤ sup
{‖Tx‖F
‖x‖E

+ ‖Ux‖F
‖x‖E

: x ∈ E, x 6= 0
}

≤ sup
{‖Tx‖F
‖x‖E

: x ∈ E, x 6= 0
}

+ sup
{‖Ux‖F
‖x‖E

: x ∈ E, x 6= 0
}

= ‖T‖L (E,F ) + ‖U‖L (E,F ) .

Portanto, ‖T + U‖L (E,F ) ≤ ‖T‖L (E,F ) + ‖U‖L (E,F ), o que conclui
a demonstração.

�

Proposição 2.3. Dado T ∈ L (E,F ), temos que

‖T‖L (E,F ) = sup {‖Tx‖F : x ∈ E, ‖x‖E < 1}
= sup {‖Tx‖F : x ∈ E, ‖x‖E = 1}
= sup {‖Tx‖F : x ∈ E, ‖x‖E ≤ 1}
= inf {c > 0 : ‖Tx‖F ≤ c ‖x‖E para todo x ∈ E}
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Demonstração. Primeiramente definamos os seguintes conjuntos:

A1 := {‖Tx‖F : x ∈ E, ‖x‖E < 1} ;
A2 := {‖Tx‖F : x ∈ E, ‖x‖E = 1} ;
A3 := {‖Tx‖F : x ∈ E, ‖x‖E ≤ 1} ;

A4 :=
{‖Tx‖F
‖x‖E

: x ∈ E, x 6= 0
}

;

A5 := {c > 0 : ‖Tx‖F ≤ c ‖x‖E para todo x ∈ E} .

Assim sendo, mostraremos as igualdades

supA1 = supA2 = supA3 = supA4 = inf A5.

Vamos mostrar que supA1 = supA2. Seja a ∈ A1. Então,
existe x ∈ E, ‖x‖E < 1, tal que a = ‖Tx‖F . Seja y = x

‖x‖E
. Temos

que y ∈ E, ‖y‖E = 1 e

‖Tx‖F
‖x‖E

=
∥∥∥∥T ( x

‖x‖E

)∥∥∥∥
F

= ‖Ty‖F ≤ supA2.

Então,
a = ‖Tx‖F ≤ (supA2) ‖x‖E < supA2.

Pela definição de supremo,

supA1 ≤ supA2.

Agora, seja a ∈ A2. Então, existe x ∈ E, ‖x‖E = 1, tal que a =
‖Tx‖F . Seja (xn) uma sequência em E tal que ‖xn‖E < 1, para
todo n ∈ N, e xn → x. Temos que

‖Txn‖F ≤ supA1,

para todo n ∈ N. Por outro lado, sendo T e a norma aplicações
contínuas, temos que ‖Txn‖F → ‖Tx‖F . Assim,

a = ‖Tx‖F ≤ supA1.

Logo,
supA2 ≤ supA1.
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Portanto,
supA1 = supA2.

Vamos mostrar que supA2 = supA3. Visto que A2 ⊂ A3,
temos que a desigualdade

supA2 ≤ supA3

é imediata. Suponhamos que a ∈ A3. Temos que existe x ∈ E,
‖x‖E ≤ 1, tal que a = ‖Tx‖F . Se ‖x‖E = 1, então

a = ‖Tx‖F ≤ supA2.

Se ‖x‖ < 1, então

a = ‖Tx‖F ≤ supA1 = supA2.

Logo,
supA3 ≤ supA2.

Portanto,
supA2 = supA3.

Vamos mostrar que supA2 = supA4. Dado a ∈ A2, temos
que existe x ∈ E, ‖x‖E = 1, tal que a = ‖Tx‖F . Então,

a = ‖Tx‖F = ‖Tx‖F
‖x‖E

≤ supA4.

Logo,
supA2 ≤ supA4.

Agora, suponhamos por absurdo que supA2 < supA4. Existe x 6= 0
tal que

supA2 <
‖Tx‖F
‖x‖E

.

Seja y = x
‖x‖E

. Temos que ‖Ty‖F ∈ A2 e

supA2 <
‖Tx‖F
‖x‖E

= ‖Ty‖F ,
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o que é um absurdo. Portanto, devemos ter

supA2 = supA4.

Vamos mostrar que supA4 = inf A5. Dado c ∈ A5, temos
que ‖Tx‖F ≤ c ‖x‖E , para todo x ∈ E. Logo, para todo x ∈ E,
x 6= 0, temos

‖Tx‖F
‖x‖E

≤ c.

Daí, supA4 ≤ c para todo c ∈ A5 e, consequentemente,

supA4 ≤ inf A5.

Agora, notemos que, para todo x ∈ E, x 6= 0, temos

‖Tx‖F
‖x‖E

≤ supA4.

Se T = 0, é imediato que

supA4 = 0 = inf A5.

Se T 6= 0, então supA4 > 0 e

‖Tx‖F ≤ (supA4) ‖x‖E ,

para todo x ∈ E. Portanto, supA4 ∈ A5. Assim,

inf A5 ≤ supA4.

Portanto,
supA4 = inf A5.

�

Vejamos que é verdadeira a desigualdade

‖Tx‖F ≤ ‖T‖L (E,F ) ‖x‖E . (2.5)

Como ‖T‖L (E,F ) = sup
{
‖Tx‖F

‖x‖E
: x ∈ E, x 6= 0

}
, pela definição de

supremo, temos que

‖Tx‖F
‖x‖E

≤ ‖T‖L (E,F ) ,
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para todo x ∈ E, verificando a desigualdade (2.5).

Sabemos que dados dois espaços métricos e uma função en-
tre eles, são verdadeiras as implicações sobre a função ser

lipschitziana ⇒ uniformemente contínua

⇒ contínua

⇒ contínua na origem,

mas raramente temos as implicações inversas. O resultado seguinte
elucida bem o ganho ao adicionarmos estrutura algébrica nos espaços
métricos.

Proposição 2.4. Dada uma transformação linear T : E → F , as
seguintes condições são equivalentes:

(a) T é limitada;

(b) T é lipschitziana;

(c) T é uniformemente contínua.

(d) T é contínua.

(e) T é contínua na origem

Demonstração. Vamos mostrar que (a) implica em (b). Supondo que
T limitada, temos que existe k ∈ R tal que ‖Tx‖F ≤ k ‖x‖E , para
todo x ∈ E. Daí, sendo T linear, então

‖Tx− Ty‖F = ‖T (x− y)‖F ≤ k ‖x− y‖E ,

para todo x, y ∈ X. Portanto, T é lipschitziana.

Vamos mostrar que (b) implica em(c). Suponhamos que T
é lipschitziana. Então, existe k ∈ R tal que

‖Tx− Ty‖F ≤ k ‖x− y‖E ,

para todos x, y ∈ E. Se k = 0, então T é uma transformação linear
constante que, por sua vez, é uniformemente contínua. Se k 6= 0,
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então dado arbitrariamente ε > 0, podemos considerar δ = ε
k . Então,

para x, y ∈ E, ‖x− y‖E < δ, temos

‖Tx− Ty‖F ≤ k ‖x− y‖E < k
ε

k
= ε

Portanto, T é uniformemente contínua.

Os fatos de que (c) implica em (d) e (d) implica em (e) são
imediatos.

Vamos mostrar que (e) implica em (a). Suponhamos que T
é contínua e, por contrapositiva, que T não é limitada. Então, para
cada n ∈ N, existe xn em E, xn 6= 0, tal que n ‖xn‖E < ‖Txn‖F .
Seja yn = xn

‖Txn‖F
para todo n ∈ N. Então,

‖yn‖E =
∥∥∥∥ xn
‖Txn‖F

∥∥∥∥
E

= ‖xn‖E
‖Txn‖F

<
1
n
,

e
‖Tyn‖F =

∥∥∥∥T ( xn
‖Txn‖F

)∥∥∥∥
F

= ‖Txn‖F
‖Txn‖F

= 1,

para todo n ∈ N. Assim, quando n→ +∞, ‖yn‖E → 0 e ‖Tyn‖F →
1, o que contradiz o fato de T ser contínua na origem. �

Demonstrado isso, ao longo do estudo não faremos distinção
entre transformações lineares e limitadas e transformações lineares
e contínuas.

Corolário 2.5. Seja T : E → F uma transformação linear. Então
T é contínua se, e somente se, existe uma constante c ∈ R tal que

‖Tx‖F ≤ c ‖x‖E ,

para todo x ∈ E.

Definição 2.7. Seja T ∈ L (E,F ). Chamamos T de isomorfismo
topológico se T é bijetivo e seu inverso é contínuo. Além disso, se
T é um isomorfismo topológico entre E e o subespaço T (E) de F
dizemos que T é um mergulho topológico.

Temos que a equivalência de normas também pode ser ca-
racterizada da seguinte forma.
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Observação 1. As normas ‖.‖(1)
E e ‖.‖(2)

E definidas em um espaço
vetorial E são ditas equivalentes se, e somente se, a transformação
identidade de (E, ‖.‖(1)

E ) em (E, ‖.‖(2)
E ) é um isomorfismo topológico.

Definição 2.8. Dizemos que T ∈ L (E,F ) é um isomorfismo isomé-
trico se T é bijetivo e ‖Tx‖F = ‖x‖E para todo x ∈ E. Além disso,
se T ∈ L (E,F ) é um isomorfismo isométrico entre E e o subespaço
T (E) de F , diremos que T é um mergulho isométrico.

Corolário 2.6. Seja T : E → F uma transformação linear. Então
T é um mergulho topológico se, e somente se, existem constantes
c2 ≥ c1 > 0 tais que

c1 ‖x‖E ≤ ‖Tx‖F ≤ c2 ‖x‖E ,

para todo x ∈ E.

Proposição 2.7. Seja T ∈ L (E,F ). Se U ∈ L (F,G), então (U ◦
T ) ∈ L (E,G).

Demonstração. Suponhamos que T ∈ L (E,F ) e U ∈ L (F,G). Da-
dos arbitrariamente x, y ∈ E e α ∈ R, temos

(U ◦ T )(αx+ y) = U(T (αx+ y)) = U(αTx+ Ty)
= U(αTx) + U(Ty)
= αU(Tx) + U(Ty)
= α(U ◦ T )x+ (U ◦ T )y

Portanto, (U ◦ T ) é linear. Temos, por hipótese, que

‖Tx‖F ≤ ‖T‖L (E,F ) ‖x‖E ,

para todo x ∈ E, e

‖Uy‖G ≤ ‖U‖L (F,G) ‖y‖F ,

para todo y ∈ F , e assim,

‖(U ◦ T )x‖G = ‖U(Tx)‖G ≤ ‖U‖L (F,G) ‖Tx‖F
≤ ‖U‖L (F,G) ‖T‖L (E,F ) ‖x‖E .

Portanto, (U ◦ T ) é limitada, como queríamos. �
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Corolário 2.8. Seja T ∈ L (E,F ). Se T ′ : F ′ → E′ é definida por
f 7→ T ′f := f◦T , então T ′ ∈ L (F ′, E′) e ‖T ′‖L (F ′,E′) ≤ ‖T‖L (E,F ).
O operador T ′ é chamado de operador dual, ou operador transposto,
de T.

Demonstração. Dado f ∈ F ′ arbitrário, seja T ′f := f ◦ T . Dados
arbitrariamente x, y ∈ E e α ∈ R, temos

T ′f (αx+ y) = (f ◦ T )(αx+ y) = f(T (αx+ y))
= f(αTx+ Ty)
= αf(Tx) + f(Ty)
= α(f ◦ T )x+ (f ◦ T )y
= αT ′f (x) + T ′f (y).

Além disso, dados arbitrariamente x ∈ E e f ∈ F ′, temos∣∣T ′f (x)
∣∣ = |f(Tx)| ≤ ‖f‖F ′ ‖Tx‖F ≤ ‖f‖F ′ ‖T‖L (E,F ) ‖x‖E (2.6)

Logo, T ′f ∈ E′. Assim, concluímos que T ′ está bem definida. Agora,
se considerarmos arbitrariamente f, g ∈ F ′, α ∈ R, e x ∈ E, então

T ′αf+g(x) = ((αf + g) ◦ T )x = (αf + g)(Tx)
= αf(Tx) + g(Tx)
= α(f ◦ T )x+ (g ◦ T )x
= αT ′f (x) + T ′g(x).

Logo, T ′ é linear. Além disso, da desigualdade (2.6), temos que∥∥∥T ′f∥∥∥
E′
≤ ‖f‖F ′ ‖T‖L (E,F ), para todo f ∈ F ′. Isto implicará que

T ′ ∈ L (F ′, E′) e que

‖T ′‖L (F ′,E′) ≤ ‖T‖L (E′,F ′) ,

como queríamos. �

Com teoremas que veremos mais adiante, conseguiremos de-
monstrar que na verdade

‖T ′‖L (F ′,E′) = ‖T‖L (E,F ) .
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2.3 ESPAÇO QUOCIENTE

Definição 2.9 (Relação de Equivalência). Dado um conjunto
X, uma relação de equivalência em X ∼ é uma relação binária tal
que as seguintes propriedades são satisfeitas:

(i) a ∼ a para todo a ∈ X; (Reflexiva)

(ii) Se a ∼ b então b ∼ a; (Simétrica)

(iii) Se a ∼ b e b ∼ c, então a ∼ c, (Transitiva)

para a, b e c ∈ X.

Exemplo 2.15 (Relação de Equivalência Módulo M). Dados
E um espaço vetorial e M um subespaço de E. Considere a relação

x ≡ y (modM)⇔ x− y ∈M.

Essa relação é uma relação de equivalência e não é difícil mostrar
tal afirmação. Nesse caso, dizemos que x, y ∈ E são equivalentes
módulo M .

Definição 2.10. Seja uma relação de equivalência ∼ num espaço
normado E. Definimos, para todo x ∈ E,

[x] = {y ∈ E : x ∼ y} .

Esses conjuntos são chamados de classes de equivalências.

Considerando a relação de equivalência móduloM , apresen-
tada no Exemplo 2.15, denotaremos por E/M o conjunto de todas
as classe de equivalência módulo M .

Definição 2.11. Definamos as operações de soma e multiplicação
por escalar em E/M . Assim, temos

[x] + [y] = [x+ y] , λ [x] = [λx]

para todo [x] , [y] ∈ E/M e λ ∈ R.
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Não é difícil que essas operações são bem definidas e que
com elas E/M é um espaço vetorial. Chamamos o espaço vetorial
E/M de espaço quociente de E módulo M .

Existe a transformação linear natural definida como

π : E → E/M

x 7→ π(x) = [x]

Essa transformação linear sobrejetora é chamada de aplicação quo-
ciente.

Definição 2.12. Sejam E e F espaços vetoriais. A aplicação T :
E → F é dita aberta se T (A) é um conjunto aberto de F para todo
conjunto A aberto de E.

Proposição 2.9. Sejam E um espaço normado, M um subespaço
fechado de E e

‖[x]‖E/M = inf {‖z‖E : z ∈ [x]}

para cada [x] ∈ E/M . Então:

(a) [x] = x+M e ‖[x]‖E/M = d(x,M) para cada x ∈ E;

(b) A função

‖.‖E/M : E/M → R

[x] 7→ ‖[x]‖E/M

é uma norma em E/M ;

(c) π (BE(0, 1)) = BE/M (0, 1). Em particular, a aplicação quoci-
ente π : E → E/M é contínua e aberta.

Demonstração. Vamos primeiramente mostrar (a). Seja y ∈ [x] arbi-
trário. Logo, x ≡ y (modM). Assim, x−y ∈M e, consequentemente,
m := y − x ∈M . Sendo y = x+ (y − x), então y = x+m.

Seja y ∈ x + M arbitrário. Então, existe m ∈ M tal que
y = x+m. Assim, m = y + (−x) e, consequentemente, x− y ∈ M ,
isto é, x ≡ y (modM). Logo, y ∈ [x] e, portanto, [x] = x+M .
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Observemos que

d(x,M) = inf {‖x− w‖E : w ∈M}
= inf {‖x+ (−w)‖E : w ∈M}
= inf {‖x+ y‖E : y ∈M} .

Já que os ínfimos de conjuntos iguais são iguais, basta mostrarmos
que

A := {‖x+ y‖E : y ∈M} = {‖z‖E : z ∈ [x]} =: B.

De fato, seja w ∈ A arbitrário. Então, existe y0 ∈ M tal que w =
‖x+ y0‖E . Como x + y0 ∈ x + M = [x], temos que w ∈ B. Por
outro lado, seja w ∈ B arbitrário. Então, existe z0 ∈ [x] tal que
w = ‖z0‖E . Como [x] = x + M , temos que existe m0 ∈ M tal que
x0 = x+m0. Logo, w = ‖x0‖E = ‖x+m0‖E com m0 ∈M e, assim,
w ∈M . Portanto, A = B, o que concluí o que queríamos.

Vamos agora mostrar (b). Para concluirmos que ‖.‖E/M :
E/M → R é uma norma em E/M precisamos mostrar as proprie-
dades citadas na Definição 2.1. Visto que ‖[x]‖E/M = d(x,M), para
todo x ∈ E, é imediato que ‖[x]‖E/M ≥ 0, para todo [x] ∈ E/M ,
satisfazendo a propriedade (N.1).

Vamos mostrar que a propriedade (N.2) é satisfeita. Supo-
nhamos que ‖[x]‖E/M = 0, ou seja,

inf {‖x− y‖E : y ∈M} = d(x,M) = 0.

Então, para todo n ∈ N, existe yn ∈M tal que

0 ≤ ‖x− yn‖E <
1
n
.

Desta forma, a sequência (yn) emM é tal que lim
n→+∞

‖yn − x‖E = 0.

Logo, x ∈M = M . Assim, x− 0 ∈M , e portanto, [0] = [x].

Suponhamos agora que [x] = [0]. Então,

‖[x]‖E/M = ‖[0]‖E/M = inf {‖y‖E : y ∈M} .

Como 0 ∈M , então 0 = ‖[0]‖E/M = ‖[x]‖E/M , como queríamos.
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Vamos mostrar que a propriedade (N.3) é satisfeita. Dados
arbitrariamente [x] ∈ E/M e α ∈ R, temos

‖α[x]‖E/M = ‖[αx]‖E/M = inf {‖αx‖E : x ∈ [x]}
= inf {|α| ‖x‖E : x ∈ [x]}
= |α| inf {‖x‖E : x ∈ [x]}
= |α| ‖[x]‖E/M .

Para finalizar, basta mostrarmos a desigualdade triangular.
Dados arbitrariamente [x], [y] ∈ E/M e ε > 0, existem x ∈ [x] e
y ∈ [y] tais que

‖x‖E < ‖[x]‖E/M + ε

e
‖y‖E < ‖[y]‖E/M + ε.

Então x+ y ∈ [x] + [y] = [x+ y] e daí,

‖[x] + [y]‖E/M ≤ ‖x+ y‖E ≤ ‖x‖E + ‖y‖E
< ‖[x]‖E/M + ‖[y]‖E/M + 2ε.

Como ε > 0 é arbitrário, segue que

‖[x] + [y]‖E/M ≤ ‖[x]‖E/M + ‖[y]‖E/M .

Portanto, ‖.‖E/M : E/M → R é uma norma em E/M .

Vamos agora mostrar (c). Seja y ∈ π(BE(0, 1)) arbitrário.
Então, existe x ∈ BE(0, 1)) tal que y = π(x) = [x]. Temos que

‖y‖E/M = ‖[x]‖E/M = inf {‖x‖E : x ∈ [x]} ≤ ‖x‖E < 1.

Logo, y ∈ BE/M (0, 1).

Seja y ∈ BE/M (0, 1) arbitrário. Então, ‖y‖E/M < 1, e con-
sequentemente, existe x ∈ Y tal que ‖y‖E/M ≤ ‖x‖E < 1, ou seja
y = π(x) e x ∈ BE(0, 1). Logo, y ∈ π(BE(0, 1)). Portanto,

π (BE(0, 1)) = BE/M (0, 1).

Mostrado isso, podemos concluir que

π (BE(x, r)) = BE/M ([x], r), (2.7)
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para todo x ∈ E e para todo r > 0. Notemos que π é contínua. De
fato, sejam Y ⊂ E/M aberto e [x] ∈ E/M . Então, existe x ∈ E

tal que π(x) = [x] ∈ Y . Além disso, por Y ser um conjunto aberto,
existe r > 0 tal que BE/M ([x], r) ⊂ Y . Pela igualdade (2.7), temos
que π (BE(x, r)) ⊂ Y . Logo, BE(x, r) ⊂ π−1(Y ). Portanto, pela
Proposição A.7, π é contínua.

Agora, notemos que π também é aberta. De fato, sejaX ⊂ E
aberto. Então, existe r > 0 tal queBE(x, r) ⊂ X. Logo, π (BE(x, r)) ⊂
π(X). Pela igualdade (2.7), temos que BE/M ([x], r) ⊂ π(X), con-
cluindo a demonstração. �

Lema 2.1. Sejam E e F espaços normados. Se T : E → F é linear
limitada, então existe uma transformação linear limitada injetiva
T̃ : E/kerT → F tal que T = T̃ ◦ π em que π : E → E/kerT é a
transformação quociente.

Demonstração. Sejam E e F espaços normados e T : E → F uma
transformação linear limitada. Consideremos

T̃ : E/kerT → F

[x] 7→ T̃ [x] = Tx.

Notemos que se [x], [y] ∈ E/kerT com [x] = [y], então x−y ∈ kerT .
Assim, x = y + i em que i := x− y ∈ kerT . Logo,

Tx = T (y + i) = Ty + Ti = Ty + 0 = Ty.

Portanto, T̃ está bem definida. Para mostrar que T̃ é linear, sejam
arbitrariamente [x], [y] ∈ E/kerT e α ∈ R. Então,

T̃ (α[x] + [y]) = T̃ ([αx+ y]) = T (αx+ y) = αTx+ Ty

= αT̃ [x] + T̃ [y].

Portanto, T̃ é linear. Para mostrar que T̃ é limitada, notemos que
para cada x ∈ [x], temos∥∥T̃ [x]

∥∥
F

= ‖Tx‖F ≤ ‖T‖L (E,F ) ‖x‖E .
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Como o kerT é fechado, temos∥∥T̃ [x]
∥∥
F

] ≤ ‖T‖L (E,F ) inf {‖x‖E : x ∈ [x]}
= ‖T‖L (E,F ) ‖[x]‖E/kerT .

Portanto, T̃ é limitada. Vamos mostrar que T̃ é injetiva. Se T̃ [x] =
T̃ [y], então Tx = Ty, e consequentemente, T (x− y) = Tx−Ty = 0.
Isso implica que x− y ∈ kerT , e ainda que, [x] = [y]. Portanto, T̃ é
injetiva. Por fim, se x ∈ E arbitrário, então

(T̃ ◦ π)x = T̃ (πx) = T̃ [x] = Tx.

Portanto, T = T̃ ◦ π finalizando a demonstração. �





3 ESPAÇOS DE BANACH

Nesse capítulo, iremos estudar os famosos espaços de Bana-
ch. De acordo com [10], a partir de 1913 vários matemáticos tinham
seus estudos projetados para a criação desse conceito. Os primeiros
resultados contemplavam apenas os espaços de transformações line-
ares, Bennett e Lamson estudavam esses espaços com completude,
em 1916 e 1917, respectivamente. Em 1920, Wiener já estudava os
espaços vetoriais abstratos, mas sem completude. O marco para a
criação dos espaços de Banach foi a publicação da tese de Banach,
em 1920, no qual apresentava esse conceito e seus estudos em volta
dos espaços vetoriais abstratos com completude. Vale ressaltar que
Hahn, meses depois da publicação de Banach, também publicou seus
estudos sobre os espaços vetoriais abstratos com completude.

Antes de abordarmos o conceito de espaços de Banach, re-
lembremos algumas definições.

Definição 3.1 (Limite). Seja E um espaço normado. Diz-se que
x ∈ E é o limite da sequência (xn) em E quando dado arbitraria-
mente ε > 0, existe n0 ∈ N tal que n ∈ N, n > n0, então

‖xn − x‖E < ε.

Neste caso, escrevemos lim xn = x.

Definição 3.2 (Sequência Convergente). Uma sequência (xn) é
dita convergente quando (xn) possui limite.

Definição 3.3 (Sequência de Cauchy). Seja E um espaço nor-
mado. Uma sequência (xn) em E é uma sequência de Cauchy quan-
do dado arbitrariamente ε > 0, existe n0 ∈ N tal que n,m ∈ N,
n,m > n0, então

‖xn − xm‖E < ε.

Definição 3.4 (Espaço de Banach). Seja (E, ‖.‖E) um espaço
normado. Dizemos que E é um espaço de Banach se toda sequência
de Cauchy em E é convergente em E.
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Vejamos alguns exemplos de espaços de Banach.

Exemplo 3.1. Sejam N ∈ N, 1 ≤ p < ∞ e (RN , ‖.‖p) o espaço
normado apresentado no Exemplo 2.1 . Temos que (RN , ‖.‖p) é um
espaço de Banach. De fato, seja (xn) uma sequência de Cauchy em
RN . Observemos que cada xn é uma N -upla de números reais tal
que xn = (x(n)

1 , x
(n)
2 , . . . , x

(n)
N ) em que n ∈ N. Dado arbitrariamente

ε > 0, existe n0 ∈ N tal que para n,m > n0, temos

|x(n)
i − x(m)

i | <
(

N∑
i=1
|x(n)
i − x(m)

i |
p

) 1
p

= ‖xn − xm‖p < ε, (3.1)

para cada i = 1, 2, . . . , N . Logo, (x(n)
i ) é uma sequência de Cauchy

em R, e por conseguinte, existe xi = lim
n→+∞

x
(n)
i , para cada i =

1, . . . , N . Claramente, x := (x1, . . . , xN ) ∈ RN . Seja ε > 0. Da
existência do lim

n→+∞
x

(n)
i , para cada i = 1, 2, . . . , N, existe ni tal

que se n > ni, então

|x(n)
i − xi|p <

εp

Np
.

Fazendo q0 = max {n1, n2, . . . , nN} e n > q0, temos

‖xn − x‖p =
(

N∑
i=1
|x(n)
i − xi|p

) 1
p

≤
(
|x(n)

1 − x1|p
) 1

p + · · ·+
(
|x(n)
N − xN |p

) 1
p

<
ε

N
+ · · ·+ ε

N
= ε,

mostrando que xn → x ∈ Rn como queríamos.

Exemplo 3.2. Sejam N ∈ N e (RN , ‖.‖∞) o espaço normado a-
presentado no Exemplo 2.2. Temos que (RN , ‖.‖∞) é um espaço de
Banach. A demonstração de que (RN , ‖.‖∞) é um espaço de Bana-
ch é semelhante à demonstração de que (RN , ‖.‖p) é um espaço de
Banach.

Exemplo 3.3. Sejam 1 ≤ p < ∞ e (`p, ‖.‖p) o espaço normado
apresentado no Exemplo 2.4. Temos que (`p, ‖.‖p) é um espaço de
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Banach. De fato, seja (xn) uma sequência de Cauchy em `p. Então,
dado arbitrariamente ε > 0, existe n0 ∈ N tal que para n,m > n0,
temos

|x(n)
i − x(m)

i | <
( ∞∑
i=1
|x(n)
i − x(m)

i |
p

) 1
p

= ‖xn − xm‖p < ε, (3.2)

para cada i ∈ N. Assim, (x(n)
i ) é uma sequência de Cauchy em R,

e portanto, existe xi ∈ R tal que xi = lim
n→+∞

x
(n)
i , para todo i ∈ N.

Seja x = (x1, x2, . . . , xn, . . . ). Fazendo m → ∞ na desigualdade
(3.2), temos que

‖xn − x‖p =
( ∞∑
i=1
|x(n)
i − xi|p

) 1
p

≤ ε,

para n > n0. Portanto, (x − xn) ∈ `p, para todo n > n0 e, conse-
quentemente, x = xn + (x− xn) ∈ `p e ‖xn − x‖p → 0.

Exemplo 3.4. Seja (`∞, ‖.‖∞) o espaço normado apresentado no
Exemplo 2.5. Temos que (`∞, ‖.‖∞) é um espaço de Banach. De
fato, seja (xn) uma sequência de Cauchy em `∞. Assim, dado ε > 0,
existe n0 ∈ N tal que se n,m > n0 então

sup
i
|x(n)
i − x(m)

i | = ‖xn − xm‖∞ < ε,

Daí, para todo i ∈ N ,

|x(n)
i − x(m)

i | ≤ sup
i
|x(n)
i − x(m)

i | < ε, (3.3)

para n,m > n0. Então, para cada i ∈ N, temos que (x(n)
i ) é u-

ma sequência de Cauchy em R. Logo, existe xi ∈ R tal que xi =
lim

n→+∞
x

(n)
i , para todo i ∈ N. Seja x = (x1, x2, . . . , xn, . . . ). Mostre-

mos que xn → x. Fazendo m → ∞ na desigualdade (3.3), tem-se
que

|x(n)
i − xi| ≤ ε,

para todo i ∈ N, e todo n > n0. Logo,

‖xn − x‖∞ = sup
i
|x(n)
i − xi| ≤ ε,
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para todo n > n0. Portanto, (x − xn) ∈ `∞, para todo n > n0.
Assim, x = xn + (x− xn) ∈ `∞ e ‖xn − x‖∞ → 0.

Antes de continuarmos com os exemplos, precisaremos da
seguinte preposição.

Proposição 3.1. Seja E um espaço de Banach. Um subespaçoM ⊂
E é fechado se, e somente se, M é Banach.

Demonstração. Suponhamos queM é fechado e seja (xn) uma sequên-
cia de Cauchy em M . Temos que (xn) é uma sequência de Cauchy
em E. Logo, existe x ∈ E tal que xn → x em E. Como x ∈M = M,

concluímos que xn → x em M . Portanto, F é Banach.

Agora, suponhamos que M é um espaço de Banach e seja
x ∈M. Temos que existe (xn) sequência em M tal que xn → x em
E. Então, (xn) é uma sequência de Cauchy emM , e portanto, existe
x ∈ M tal que xn → x em M . Pela unicidade do limite, x = x e
x ∈M . Portanto, M é fechado. �

Exemplo 3.5. Seja (c, ‖.‖∞) o espaço normado apresentado no E-
xemplo 2.7. Temos que (c, ‖.‖∞) é um espaço de Banach. De fato,
notemos que c ⊂ `∞ e c é um espaço vetorial. Então, sendo `∞ um
espaço de Banach e pela Proposição 3.1 é suficiente mostrar que c é
fechado em `∞.

Seja x = (xj) ∈ c. Então, existe (xn) em c tal que xn → x

em `∞. Desta forma, dado arbitrariamente ε > 0, existe n0 ∈ N tal
que se n > n0, então

|x(n)
j − xj | < sup

j∈N
|x(n)
j − xj | = ‖xn − x‖∞ <

ε

3 ,

para todo j ∈ N. Notemos que xn0+1 = (x(n0+1)
j ) é de Cauchy. Logo,

existe j0 ∈ N tal que se i, j > j0, então

|x(n0+1)
i − x(n0+1)

j | < ε

3 .
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Do fato de que i, j > j0, então

|xi − xj | = |xi − x(n0+1)
i + x

(n0+1)
i − x(n0+1)

j + x
(n0+1)
j − xj |

≤ |x(n0+1)
i − xi|+ |x(n0+1)

i − x(n0+1)
j |+ |x(n0+1)

j − xj |

<
ε

3 + ε

3 + ε

3 = ε,

temos que x = (xj) ∈ c.

Exemplo 3.6. Seja (c0, ‖.‖∞) o espaço normado apresentado no
Exemplo 2.7. Temos que (c0, ‖.‖∞) é um espaço de Banach. De fato,
sendo c0 ⊂ `∞ um espaço vetorial e pela Proposição 3.1, então basta
mostrarmos que c0 é fechado em `∞. Seja x = (xj) ∈ c0. Então existe
(xn) em c0 tal que xn → x em `∞, ou seja, dado arbitrariamente
ε > 0, existe n0 ∈ N tal que se n > n0, então

|x(n)
j − xj | < sup

j∈N
|x(n)
j − xj | = ‖xn − x‖∞ <

ε

2 ,

para todo j ∈ N. Notemos que x(n0+1)
j → 0 quando j → +∞, ou

seja, existe j0 ∈ N tal que se j > j0, então

|x(n0)+1
j | < ε

2 .

Como, se j > j0 então

|xj | = |xj − x(n0+1)
j + x

(n0+1)
j |

≤ |xj − x(n0+1)
j |+ |x(n0)+1

j |

<
ε

2 + ε

2 = ε,

temos que x = (xj)j∈N ∈ c0.

Exemplo 3.7. Sejam X um conjunto não vazio e
(B(X,R), ‖.‖B(X,R)) o espaço normado apresentado no Exemplo 2.8.
Temos que (B(X,R), ‖.‖B(X,R)) é um espaço de Banach. De fato,
seja (fn) uma sequência de Cauchy em B(X,R). Assim, dado arbi-
trariamente ε > 0, existe n0 ∈ N tal que se n,m > n0, então

|fn(x)− fm(x)| ≤ sup {|fn(x)− fm(x)| : x ∈ X}
= ‖fn − fm‖B(X,R) < ε,
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para todo x ∈ X. Daí, para todo x ∈ X temos que (fn(x))n∈N é
uma sequência de Cauchy em R. Logo, existe limite em R no qual
definimos da forma lim

n→+∞
fn(x) := Lx. Seja f : X → R definida

por f(x) = Lx, para todo x ∈ X. Mostremos que fn → f . Fazendo
m→∞, tem-se que

|fn(x)− f(x)| ≤ ε,

para todo x ∈ X e todo n > n0. Logo,

‖fn − f‖B(X,R) = sup {|fn(x)− f(x)| : x ∈ X} ≤ ε.

Portanto, (f − fn) ∈ B(X,R), para todo n > n0. Assim, f =
fn + (f − fn) ∈ B(X,R) e ‖fn − f‖B(X,R) → 0 como queríamos.

Exemplo 3.8. Sejam X é um espaço topológico compacto e
(C (X,R), ‖.‖B(X,R)) o espaço normado apresentado no Exemplo 2.9.
Temos que (C (X,R), ‖.‖B(X,R)) é um espaço de Banach. De fato,
notemos que C (X,R) ⊂ B(X,R). Então, sendo B(X,R) um espaço
de Banach e pela Proposição 3.1, é suficiente mostrar que C (X,R)
é fechado em B(X,R).

Seja f ∈ C (X,R). Então, existe (fn) em C (X,R) tal que
fn → f em B(X,R). Desta forma, dado arbitrariamente ε > 0,
existe n0 ∈ N tal que se n > n0, então

|fn(x)− f(x)| ≤ sup |fn(x)− f(x)| = ‖fn − f‖B(X,R) <
ε

3 .

para todo x ∈ X. Como (fn0+1) ∈ C (X,R), temos que dado p ∈ X,
existe um aberto Vp de X tal que p ∈ Vp e se x ∈ Vp, então

‖fn0+1(x)− fn0+1(p)‖B(X,R) <
ε

3 .

Assim, se x ∈ Vp, então

‖f(x)− f(p)‖B(X,R) ≤ ‖f(x)− fn0+1(x)‖B(X,R)

+ ‖fn0+1(x)− fn0+1(p)‖B(X,R)

+ ‖fn0+1(p)− f(p)‖B(X,R)

<
ε

3 + ε

3 + ε

3 = ε.

Logo, f ∈ C (X,R), e portanto, C (X,R) é fechado.
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Agora, vejamos um exemplo de um espaço que não é um
espaço de Banach.

Exemplo 3.9. Sejam C ([0, 1],R) o conjunto de todas as funções
contínuas de valores reais definidas em [0, 1] e a norma definida em
C ([0, 1],R) como

‖f‖C ([0,1],R) =
∫ 1

0
|f(t)|dt.

O espaço normado (C ([0, 1]), ‖.‖C ([0,1])) não é um espaço de Banach.
De fato, seja (xn) uma sequência de em C ([0, 1],R) tal que para cada
n ∈ N, xn : [0, 1]→ R é definida por

xn(t) =


0, se t ∈

[
0, 1

2
]

n
(
t− 1

2
)
, se t ∈

(1
2 , an

)
1, se t ∈ [an, 1]

em que an = 1
2 + 1

n . Mostraremos que a sequência (xn) é de Cau-
chy. Dados m,n ∈ N, uma observação interessante é a de que
‖xm − xn‖C ([0,1],R) pode ser representado geometricamente pela á-
rea do triângulo cinza na figura 3.1.

Figura 3.1 – Representação geométrica do n-ésimo termo da sequên-
cia (xn) e da ‖xm − xn‖C ([0,1],R), respectivamente.

Seja ε > 0 arbitrário e tome n0 >
2
ε . Notemos que se 1

2 ≤
t ≤ an, então 0 ≤ n

(
t− 1

2
)
≤ 1, ou seja, |xn(t)| = xn(t) ≤ 1, para
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todo t ∈
(1

2 , an
)
e para todo n ∈ N. É claro que se m,n ∈ N, n < m,

então |xn(t)| = xn(t) ≤ 1, para todo t ∈
(1

2 , am
)
. Desta forma, se

m,n ∈ N, n < m, temos∫ am

1
2

|xn(t)− xm(t)|dt ≤
∫ am

1
2

|xn(t)|+ |xm(t)|dt

≤ 2
∫ am

1
2

dt = 2
m
.

De forma bastante parecida, demonstra-se que se m,n ∈ N, n < m,
temos ∫ an

am

|xn(t)− xm(t)|dt ≤ 2
∫ an

am

dt = 1
n
− 2
m
.

Daí, se m,n ∈ N, m,n > n0, n < m, concluímos que

‖xn − xm‖C ([0,1],R) =
∫ 1

0
|xn(t)− xm(t)|dt

=
∫ 1

2

0
|xn(t)− xm(t)|dt

+
∫ am

1
2

|xn(t)− xm(t)|dt

+
∫ an

am

|xn(t)− xm(t)|dt

+
∫ 1

an

|xn(t)− xm(t)|dt

=
∫ am

1
2

|xn(t)− xm(t)|dt

+
∫ an

am

|xn(t)− xm(t)|dt

≤ 2
m

+ 2
n
− 2
m

= 2
n
< ε.

Portanto, (xn) é uma sequência de Cauchy. Dado arbitrariamente
x ∈ C ([0, 1],R), temos que

|xn(t)− x(t)| ≤ |xn|+ |x(t)| ≤ 1 + sup
t∈[0,1]

|x(t)|,
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e, portanto

0 ≤
∫ an

1
2

|xn(t)− x(t)|dt ≤
∫ an

1
2

1 + sup
t∈[0,1]

|x(t)|dt

=
(

1 + sup
t∈[0,1]

|x(t)|
)

1
n

Logo,

lim
n→+∞

∫ an

1
2

|xn(t)− x(t)|dt = 0. (3.4)

Além disso, considerando a função F : [0, 1] → R definida por

F (x) =
∫ 1

x
|1 − x(t)|dt, temos que F é Lipschitziana, e assim, F

é contínua. Portanto, lim
n→+∞

F

(1
2 + 1

n

)
= F

(1
2

)
, ou seja,

lim
n→+∞

∫ 1

an

|1− x(t)|dt =
∫ 1

1
2

|1− x(t)|dt. (3.5)

Notemos que

‖xn − x‖C ([0,1],R) =
∫ 1

0
|xn(t)− x(t)|dt

=
∫ 1

2

0
|x(t)|dt+

∫ an

1
2

|xn(t)− x(t)|dt

+
∫ 1

an

|1− x(t)|dt. (3.6)

Desta forma, se tivéssemos xn → x em C ([0, 1],R), seguiria de (3.4),
(3.5) e (3.6) que

0 =
∫ 1

2

0
|x(t)|dt+ 0 +

∫ 1

1
2

|1− x(t)|dt.

Consequentemente, x(t) = 0, para todo t ∈
[
0, 1

2
]
e x(t) = 1, para to-

do t ∈
(1

2 , 1
]
, o que é um absurdo devido ao fato que x ∈ C ([0, 1],R).

Proposição 3.2. Se F é um espaço de Banach, então L (E,F ) é
um espaço de Banach.
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Demonstração. Seja (Tn) uma sequência de Cauchy em L (E,F ).
Assim, dado arbitrariamente ε > 0, existe n0 ∈ N tal que para todo
n,m > n0, temos

‖Tn − Tm‖L (E,F ) < ε.

Disto segue que para todos n,m > n0 e para todo x ∈ E, temos

‖Tnx− Tmx‖F ≤ ‖Tn − Tm‖L (E,F ) ‖x‖E < ε ‖x‖E . (3.7)

Segue que (Tnx) é uma sequência de Cauchy em F para cada x ∈ E.
Sendo F um espaço de Banach, existe lim

n→∞
Tnx para cada x ∈ E.

Definamos

T : E → F

x 7→ Tx = lim
n→∞

Tnx.

Mostraremos que T ∈ L (E,F ) e que Tn → T . Dados arbitraria-
mente x, y ∈ E e α ∈ R, temos

T (αx+ y) = lim
n→∞

Tn(αx+ y)

= lim
n→∞

(αTnx+ Tny)

= α lim
n→∞

Tnx+ lim
n→∞

Tny

= αTx+ Ty.

Logo, T é linear. Agora, fazendo m→∞ em (3.7), temos para todo
n > n0 que

‖(Tn − T )x‖F = ‖Tnx− Tx‖F ≤ ε ‖x‖E ,

para todo x ∈ E, ou seja, Tn − T ∈ L (E,F ) para todo n > n0.
Além disso, para todo x ∈ E, x 6= 0, temos

‖(Tn − T )x‖F
‖x‖E

≤ ε,

para todo n > n0. Desta forma, temos que ‖Tn − T‖L (E,F ) ≤ ε,
para todo n > n0, ou seja, Tn → T , o que conclui a demonstração.

�

Corolário 3.3. O dual E′ de um espaço normado E é espaço de
Banach.
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Demonstração. Notemos que E′ := L (E,R). Sabendo que R é um
espaço de Banach e pela Proposição 3.2, concluímos que E′ é espaço
de Banach. �

Definição 3.5 (Série convergente). Dada uma sequência (xn) em
(E, ‖.‖E), consideremos a partir dela uma sequência (sn) em que

sn = x1 + x2 + · · ·+ xn.

Dizemos que sn é a soma parcial da série
∞∑
n=1

xn. Se (sn) converge,

isto é, se existe s ∈ E tal que

s = lim
n→∞

sn,

dizemos que a série
∞∑
n=1

xn converge e escrevemos s =
∞∑
n=1

xn.

Definição 3.6 (Série absolutamente convergente). Seja a sequên-

cia (xn) em (E, ‖.‖E). A série
∞∑
n=1

xn é dita absolutamente conver-

gente quando a série
∞∑
n=1
‖xn‖E converge em R.

Proposição 3.4. Um espaço normado E é Banach se, e somente
se, cada série absolutamente convergente em E é convergente.

Demonstração. Suponhamos que E seja um espaço de Banach e seja

(xn) uma sequência em E tal que
∞∑
j=1
‖xj‖E < +∞. Para n ∈ N,

sejam sn :=
n∑
j=1

xj e tn :=
n∑
j=1
‖xj‖E . Notemos que se m < n, então

‖sn − sm‖E =

∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

xj −
m∑
j=1

xj

∥∥∥∥∥∥
E

=

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=m+1
xj

∥∥∥∥∥∥
E

≤
n∑

j=m+1
‖xj‖E . (3.8)
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Como
∞∑
j=1
‖xj‖E < +∞, então a sequência (tn) em R é convergente.

Portanto, (tn) é uma sequência de Cauchy, ou seja, dado arbitraria-
mente ε > 0, existe n0 ∈ N tal que se n0 < m < n então

n∑
j=m+1

‖xj‖E = |tn − tm| < ε.

Daí, da desigualdade (3.8) temos, se n0 < m < n, então

‖sn − sm‖E ≤
n∑

j=m+1
‖xj‖E < ε,

ou seja, (sn) é uma sequência de Cauchy em E. Sendo E um espaço
de Banach, concluímos que a sequência de Cauchy (sn) é convergente.

Portanto, a série
∞∑
j=1

xj é convergente.

Reciprocamente, suponhamos que cada série absolutamente
convergente em E é convergente em E e seja (xn) uma sequência
de Cauchy em E. Então, existe uma subsequência (xnj ) de (xn) tal
que ∥∥xnj+1 − xnj

∥∥
E
<

1
2j ,

para todo j ∈ N. Daí,
∞∑
j=1

∥∥xnj+1 − xnj

∥∥ ≤ ∞∑
j=1

(1
2

)j
= 1 < +∞.

Logo, por hipótese,
∞∑
j=1

(xnj+1 − xnj ) é convergente em E. Como

xnk+1 = xn1 +
k∑
j=1

(xnj+1 − xnj ),

para cada k ∈ N, concluímos que a sequência (xnk
) é convergente

em E. Sendo assim, (xn) é uma sequência de Cauchy em E que
admite uma subsequência convergente. Logo, (xn) é convergente e
portanto E é um espaço de Banach. �
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Proposição 3.5. Sejam E um espaço normado, e ‖.‖1 e ‖.‖2 nor-
mas definidas em E. Se ‖.‖1 é equivalente a ‖.‖2, então (E, ‖.‖1) é
Banach se, e somente se, (E, ‖.‖2) é Banach.

Demonstração. Suponhamos que (E, ‖.‖1) é um espaço de Banach
e que as normas ‖.‖1 e ‖.‖2 definidas em E são equivalentes. Assim,
existem constantes c2 ≥ c1 > 0 tais que

c1 ‖x‖1 ≤ ‖x‖2 ≤ c2 ‖x‖1

para todo x ∈ E. Sejam ε > 0 e (xn) uma sequência de Cauchy em
(E, ‖.‖2). Então, para c1ε > 0, existe n0 ∈ N tal que se m,n ∈ N,
m,n > n0, então

‖xn − xm‖2 < c1ε.

Logo,
c1 ‖xn − xm‖1 ≤ ‖xn − xm‖2 < c1ε,

ou seja, (xn) é uma sequência de Cauchy em (E, ‖.‖1). Sendo assim,
existe x ∈ E tal que para ε

c2
> 0, existe n1 ∈ N tal que se m,n ∈ N,

m,n > n0 então
‖xn − x‖1 <

ε

c2
.

Logo,
‖xn − x‖2 ≤ c2 ‖xn − x‖1 < ε.

Portanto, xn → x em (E, ‖.‖2) demonstrando o que queríamos. �

Teorema 3.6. Sejam E um espaço normado e M um subespaço
fechado de E. Se E é um espaço de Banach, então E/M é um espaço
de Banach.

Demonstração. Suponha que E é um espaço de Banach. Seja
+∞∑
j=1

[xj ]

uma série absolutamente convergente em E/M . Para cada j ∈ N,
seja xj ∈ [xj ] tal que

‖xj‖E < ‖[xj ]‖E/M + 1
2j
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e, portanto,

+∞∑
j=1
‖xj‖E ≤

+∞∑
j=1

(
‖[xj ]‖E/M + 1

2j

)

=
+∞∑
j=1
‖[xj ]‖E/M +

+∞∑
j=1

1
2j

=
+∞∑
j=1
‖[xj ]‖E/M + 1

Assim,
+∞∑
j=1
‖xj‖E < +∞ e, pela Proposição 3.4,

+∞∑
j=1

xj é convergente

em E.

Sejam sn :=
n∑
j=1

xj , s :=
+∞∑
j=1

xj e Sn :=
n∑
j=1

[xj ] =

 n∑
j=1

xj

 =

[sn]. Temos que sn ∈ Sn, para cada n ∈ N. Como a aplicação quo-
ciente π : E → E/M é contínua, segue que Sn = [sn] → [s] em

E/M . Logo,
+∞∑
j=1

[xj ] é convergente. Pela Proposição 3.4, concluímos

que E/M é um espaço de Banach.

�

3.1 ESPAÇOS NORMADOS DE DIMENSÃO FINITA

Nessa seção, veremos que os espaços normados de dimensão
finita possuem propriedades bem interessantes. Por exemplo, que
esses espaços normados de dimensão finita são exemplos particulares
de espaços de Banach e que todo funcional linear definido nesses
espaços é contínuo.

Proposição 3.7. Dado E um espaço normado, E tem dimensão
finita se, e somente se, cada funcional linear em E é contínuo.

Reservamos a demonstração da Proposição 3.7 no Apêndice
B (Proposição B.2) já que para tal prova é necessária a utilização
do Lema de Zorn que apresentaremos no próximo capítulo.
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Proposição 3.8. As normas ‖.‖E e ‖.‖b em um espaço vetorial E
de dimensão finita são equivalentes.

Demonstração. Suponhamos que E seja um espaço vetorial de di-
mensão finita, digamos N , e seja (x1, . . . , xN ) uma base ordenada
de E. Considere a transformação I : (E, ‖.‖b) → (E, ‖.‖E) em que
‖.‖b é a norma apresentada no Exemplo 2.3. Seja x ∈ E arbitrá-

rio com x =
N∑
i=1

λixi, então pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

(Teorema A.2) temos que

‖Ix‖E ≤
N∑
i=1

(|λi| ‖xi‖E) ≤
N∑
i=1

(
|λi|2

) 1
2
N∑
i=1

(
(‖xi‖E)2) 1

2 .

Definindo c :=
N∑
i=1

(
(‖xi‖E)2) 1

2 , obtemos

‖Ix‖E ≤ c ‖x‖b .

Logo, a transformação é contínua. Agora, considere a composição
‖.‖E ◦ I : SE [0, 1]→ E, sendo SE [0, 1] = {x ∈ E : ‖x‖b = 1}. Como
SE [0, 1] é compacta, pelo Teorema de Weierstrass, existem c2 ≥ c1 >

0 tais que
c1 ≤ ‖x‖E ≤ c2

para todo x ∈ SE [0, 1]. Assim,

c1 ≤
∥∥∥∥ x

‖x‖b

∥∥∥∥
E

≤ c2

para todo x ∈ E, x 6= 0. Logo,

c1 ‖x‖b ≤ ‖x‖E ≤ c2 ‖x‖b

para todo x ∈ E. Portanto, pela Corolário 2.5, a norma ‖x‖E é
equivalente a norma ‖x‖b . �

Corolário 3.9. Todas as normas definidas em um mesmo espaço
vetorial E de dimensão finita são equivalentes.
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Demonstração. Basta mostrarmos que duas normas quaisquer ‖.‖(1)
E

e ‖.‖(2)
E definidas em um espaço vetorial E de dimensão finita são

equivalentes. Pela Proposição 3.8, temos que existem ĉ2 ≥ ĉ1 > 0 e
c̃2 ≥ c̃1 > 0 tais que

ĉ1 ‖x‖b ≤ ‖x‖
(1)
E ≤ ĉ2 ‖x‖b

e
c̃1 ‖x‖b ≤ ‖x‖

(2)
E ≤ c̃2 ‖x‖b .

Assim, temos

ĉ1

c̃2
‖x‖(2)

E ≤ ĉ1 ‖x‖b ≤ ‖x‖
(1)
E ≤ ĉ2 ‖x‖b ≤

ĉ2

c̃1
‖x‖(2)

E .

Definindo c1 := ĉ1
c̃2

e c2 := ĉ2
c̃1

e pelo Corolário 2.5, temos que ‖.‖(1)
E

e ‖.‖(2)
E são normas equivalentes. �

Teorema 3.10. Todo espaço normado de dimensão finita N sobre
R é topologicamente isomorfo a (RN , ‖.‖2).

Demonstração. Sejam (e1, e2, . . . , eN ) base ordenada de E e

T : RN → E

x 7→ Tx =
N∑
i=1

xiei,

para todo x = (x1, x2, . . . , xN ) ∈ RN . Temos que T é linear e bijeti-
va. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema A.2), temos

‖Tx‖E ≤
N∑
i=1
|xi| ‖ei‖E ≤

(
N∑
i=1
|xi|2

) 1
2
(

N∑
i=1
‖ei‖2

E

) 1
2

,

para todo x ∈ RN . Logo, fazendo c2 =

(
N∑
i=1
‖ei‖2

E

) 1
2

, temos que

‖Tx‖E ≤ c2 ‖x‖2, para todo x ∈ RN . Portanto, T é contínua. Por
outro lado, consideremos

S =
{
x = (x1, x2, . . . , xN ) ∈ RN : ‖x‖2 = 1

}
.
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Temos que S é fechado e limitado e, portanto, é compacto. Notemos
que ‖Tx‖E > 0, para todo x ∈ S. Sendo T contínua e S compacto,
temos que existe x0 ∈ S tal que

0 < ‖Tx0‖E ≤ ‖Tx‖E ,

para todo x ∈ S, e portanto

‖Tx0‖E ‖x‖2 ≤ ‖Tx‖E ,

para todo x ∈ RN . Logo, fazendo c1= ‖Tx0‖E , temos que c1 ‖x‖2 ≤
‖Tx‖E , para todo x ∈ RN . Como

c1 ‖x‖2 < ‖Tx‖E ≤ c2 ‖x‖2 ,

para todo x ∈ RN , e T é bijetiva, pelo Corolário 2.6, temos que
T : RN → E é um isomorfismo topológico. �

Corolário 3.11. Todos os espaços normados sobre R com dimensão
finita N são topologicamente isomorfos entre si.

Demonstração. Sejam E e F espaços normados de dimensãoN sobre
R. Logo, pelo Teorema 3.10, existem T : E → RN e U : F → RN

isomorfismos topológicos. Temos que U−1 : RN → F também é um
isomorfismos topológico. Assim, U−1 ◦T : E → F é um isomorfismo
topológico. �

Corolário 3.12. Cada espaço normado de dimensão finita é um
espaço de Banach.

Demonstração. Seja E um espaço normado de dimensão N . Logo,
pelo Teorema 3.10 existe T : E → RN um isomorfismo topológico.
Considere (xn) uma sequência de Cauchy em E. Temos que (Txn)
é uma sequência de Cauchy em RN . Logo, existe y ∈ RN tal que
Txn → y em RN . Ademais, existe x0 ∈ E tal que y = Tx0 e
Txn → Tx0 emRN . Logo, usando a continuidade de T−1 : RN → E,
temos xn → x0 ∈ E e, portanto, E é um espaço de Banach. �

Corolário 3.13. Cada subespaço de dimensão finita de um espaço
normado E é fechado em E.
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Demonstração. Sejam E um espaço normado e M um subespaço
de dimensão finita de E. Seja arbitrariamente x ∈ M. Temos que
existe (xn) sequência em M tal que xn → x em E. Então, (xn) é
uma sequência de Cauchy em M . Pelo Corolário 3.12, temos que M
é um espaço de Banach. Portanto, existe y ∈M tal que xn → y em
M . Pela unicidade do limite, y = x e x ∈M . Portanto,M é fechado.

�

Da Análise Real, temos que toda sequência limitada de nú-
meros reais possui uma subsequência convergente. Esse famoso resul-
tado é conhecido como Teorema de Bolzado-Weierstrass. Será que
esse resultado é válido para espaços normados de dimensão infinita?
Para conseguirmos responder a essa pergunta, vejamos primeiramen-
te um lema.

Lema 3.1 (Lema de Riesz). Sejam E um espaço normado e M
um subespaço fechado próprio de E e 0 < θ < 1. Então existe y ∈
SE [0, 1] tal que ‖y − x‖E ≥ θ para todo x ∈M .

Demonstração. Sejam y0 ∈ E \M e

d := d(y0,M) = inf {‖y0 − x‖E : x ∈M} .

Como M é fechado, y0 /∈M e, assim, d > 0. Agora, como 0 < d < d
θ

e pela definição de d, existe x0 ∈M tal que

‖y0 − x0‖E <
d

θ

e seja, ainda,
y = y0 − x0

‖y0 − x0‖E
Logo, y ∈ SE [0, 1] e para cada x ∈M temos:

‖y − x‖E =
∥∥∥∥ y0 − x0

‖y0 − x0‖E
− x

∥∥∥∥
E

=
∥∥∥∥y0 − x0 − x ‖y0 − x0‖E

‖y0 − x0‖E

∥∥∥∥
E

.
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Note que x1 := x0 + x ‖y0 − x0‖E ∈M . Então

‖y − x‖E = ‖y0 − x1‖E
‖y0 − x0‖E

≥ dθ

d
= θ.

�

Para enunciarmos o próximo resultado, precisamos definir o
que significa um conjunto ser sequencialmente compacto.

Definição 3.7 (Sequencialmente compacto). Seja X um espa-
ço topológico. Se toda sequência em X possui uma subsequência
convergente dizemos que X é sequencialmente compacto.

Teorema 3.14. Seja E um espaço normado. São equivalentes as
seguintes afirmações:

(a) E tem dimensão finita

(b) SE [0, 1] ⊂ E é sequencialmente compacta.

Demonstração. Suponhamos que E tenha dimensão finita, digamos
N , e seja T : E → RN um isomorfismo topológico. Se (xn) é uma
sequência arbitrária em SE [0, 1] ⊂ E, temos que (Txn) é sequência
limitada em RN . Logo, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, (Txn)
admite uma subsequência (Txnk

) tal que Txnk
→ x, com x ∈ RN .

Então, pela continuidade de T−1 : RN → E, xnk
→ T−1x, com

T−1x ∈ E. Como SE [0, 1] é fechada, temos que xnk
→ T−1x em

SE [0, 1]. Portanto, SE [0, 1] ⊂ E é sequencialmente compacta.

Agora, suponhamos por contrapositiva que o espaço norma-
do E tenha dimensão infinita. Sejam x1 ∈ SE [0, 1] e M1 = [x1].
Notemos que M1 é subespaço próprio de E e é fechado pelo Corolá-
rio 3.13. Sendo assim, pelo Lema de Riesz (3.1), existe x2 ∈ SE [0, 1]
tal que

‖x2 − x‖E ≥
1
2 ,

para todo x ∈M1. Em particular,

‖x2 − x1‖E ≥
1
2 .
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SejaM2 = [x1, x2], sendo este um subespaço próprio de E e é fechado
pelo Corolário 3.13. Então, pelo Lema de Riesz (3.1) existe x3 ∈
SE [0, 1] tal que

‖x3 − x‖E ≥
1
2 ,

para todo x ∈M2. Em particular,

‖x3 − xj‖E ≥
1
2 ,

para j = 1, 2. Indutivamente, construímos (xn) em SE [0, 1] ⊂ E tal
que

‖xm − xn‖E ≥
1
2 ,

param 6= n. Logo, a sequência (xn) não admite nenhuma subsequên-
cia convergente. Portanto, E tem dimensão finita. �

Assim, concluímos que o Teorema de Bolzano-Weierstrass
em espaços normados de dimensão infinita não vale, ou seja, nem
toda sequência limitada possui uma subsequência convergente em
espaços normados de dimensão infinita.



4 TEOREMA DE HAHN-BANACH

Neste capítulo, abordaremos o Teorema de Hahn-Banach
que explora a existência de uma extensão para funcionais lineares
e no qual tem como ponto principal que o funcional linear a ser es-
tendido e a extensão são majorados pelo mesmo funcional sublinear.
Existem diferentes versões do Teorema de Hahn-Banach no qual se
diferenciam no espaço em que é definido funcional linear e, também,
quanto a generalidade do teorema. Algumas dessas versões serão
estudadas ao longo desse capítulo, mais especificamente nas seções
4.2 e 4.3. Indo para uma dimensão mais histórica, de acordo com
[1], temos que as versões menos gerais do Teorema de Hahn-Banach
foram demonstradas por Helley e Hahn nos anos de 1912 e 1922, res-
pectivamente. Em 1927, Hahn publicou uma versão do teorema para
espaços de Banach. E no ano de 1929, Banach publicou uma versão
do teorema para espaços normados, evidenciando a justificativa para
a intitulação do teorema.

As primeiras demonstrações para as versões do Teorema de
Hahn-Banach publicadas eram demonstradas utilizando a indução
transfinita. Isso mudou após uma publicação de Zorn, em 1933, no
qual apresentava o Lema de Zorn. Desde então, utilizamos esse lema
para demonstrar o Teorema de Hahn-Banach e, com esse objetivo,
estudaremos Lema de Zorn na primeira seção deste capítulo.

4.1 LEMA DE ZORN

O matemático e professor Max Zorn, em meados de 1933,
apresentou um princípio maximal como conhecemos hoje e que, pos-
teriormente, foi nomeado de Lema de Zorn. Apesar da nomenclatura
de lema, temos que o Lema de Zorn é um axioma da teoria de con-
juntos que é equivalente ao Axioma da Escolha e o Princípio da Boa
Ordenação.

Definição 4.1 (Relação de ordem parcial). Dado um conjunto
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X, uma relação de ordem parcial 4 é uma relação binária tal que
as seguintes propriedades são satisfeitas:

(i) a 4 a para todo x ∈ X; (Reflexiva)

(ii) Se a 4 b e b 4 a, então a = b; (Antissimétrica)

(iii) Se a 4 b e b 4 c, então a 4 c, (Transitiva)

para a, b e c ∈ X.

Definição 4.2 (Conjunto parcialmente ordenado). Um con-
junto parcialmente ordenado X um conjunto com uma relação de
ordem parcial definida nele.

Definição 4.3 (Cadeia). Uma cadeia (ou um conjunto totalmente
ordenado) é um conjunto parcialmente ordenado em que para todos
a, b ∈ X, então a 4 b ou b 4 a.

Definição 4.4 (Cota superior). Sejam X um conjunto parcial-
mente ordenado e um subconjunto W de X. Dizemos que s é cota
superior para W se x 4 s, para todo x ∈W .

Vale lembrar que nem todo conjunto possui uma cota supe-
rior. A definição para cota inferior é similar.

Definição 4.5 (Elemento maximal). Dado um conjunto X par-
cialmente ordenado, um elemento maximal de X é um elemento
m ∈ X tal que se m 4 x, então m = x.

A definição para elemento minimal é similar. Observemos
que nem todo elemento maximal é uma cota superior do conjunto.
Para elucidar essa afirmação consideremos a inclusão de conjuntos
como relação de ordem, o conjunto

X = {{a} , {b} , {c} , {a, b, c}}

e o subconjunto
W = {{a} , {b} , {c}} .
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Assim, no conjuntoW temos três elementos maximais, mas nenhum
deles é uma cota superior para W . Em contrapartida, no conjunto
X temos que o elemento {a, b, c} é o único elemento maximal para
X e, ainda, esse elemento é uma conta superior para X.

Lema 4.1 (Lema de Zorn). SejaM 6= ∅ um conjunto parcialmente
ordenado. Se toda cadeia C ⊂ M tem uma cota superior, então M
tem um elemento maximal.

4.2 TEOREMA DE HAHN-BANACH

Neste teorema de extensão, consideramos que o objeto a ser
estendido é um funcional linear f o qual é definido em um subespaço
Z de X e, ainda, deve satisfazer uma limitação estabelecida em
termos de um funcional sublinear. Para isso vejamos, primeiramente,
a seguinte definição:

Definição 4.6 (Funcional sublinear). Um funcional sublinear no
espaço vetorial X é uma aplicação p : X → R que satisfaz

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y)

e
p(αx) = αp(x),

para todo α ≥ 0 real e para todos x, y ∈ X.

Teorema 4.1 (Teorema de Hahn-Banach). Sejam X um espaço
vetorial, Z um subespaço de X e p : X → R um funcional sublinear.
Se f : Z → R é um funcional linear satisfazendo

f(x) ≤ p(x),

para todo x ∈ Z, então existe um funcional linear f̃ : X → R satis-
fazendo

f̃(x) = f(x),

para todo x ∈ Z, e
f̃(x) ≤ p(x),

para todo x ∈ X.
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Dizemos que f̃ é a extensão de f .

Demonstração. Seja

F =


gt : Zt → R linear com Z ⊂ Zt ⊂ X;
gt(x) = f(x) para todo x ∈ Z e
gt(x) ≤ p(x) para todo x ∈ Zt

 .

Como f ∈ F , temos que F 6= ∅. Além disso, podemos
estabelecer em F a seguinte relação de ordem parcial:

gt ≺ gs ⇔ Zt ⊂ Zs e gt(x) = gs(x)

para todo x ∈ Zt.

Para toda cadeia {gt}t∈J em F , consideremos o funcional

g :
⋃
t∈J

Zt → R

z 7→ g(z) = gt(z).

Notemos que g está bem definido e gt ≺ g para todo t ∈ J , ou seja,
g é uma cota superior para a cadeia {gt}t∈J . Logo, pelo Lema de
Zorn (Lema 4.1), F possui um elemento maximal f̃ : X0 → R.

Vamos mostrar que X0 = X. Suponhamos por contradição
que X0 ( X. Então, existe x0 ∈ X \X0. Sejam W := X0 ⊕ [x0] e

ĝ : W → R

x+ λx0 7→ ĝ(x+ λx0) = f̃(x) + θλ,

para algum θ ∈ R. Notemos que ĝ é um funcional linear. De fato,
dados arbitrariamente y1 = x1 +λ1x0, y2 = x2 +λ2x0 ∈W e α ∈ R,
temos

ĝ(y1 + αy2) = f̃(x1 + αx2) + θ(λ1 + αλ2)
= f̃(x1) + αf̃(x2) + θλ1 + θαλ2

= f̃(x1) + θλ1 + α(f̃(x2) + θλ2)
= ĝ(y1) + αĝ(y2).



4.2. Teorema de Hahn-Banach 69

Temos que Z ⊂ W ⊂ X e ĝ(x) = f̃(x) = f(x), para todo x ∈ Z.
Para chegarmos em uma contradição precisamos mostrar ainda que

ĝ(y) ≤ p(y),

para todo y ∈W , ou seja,

f̃(x) + θλ ≤ p(x+ λx0) (4.1)

para todo x ∈ X0 e para todo λ ∈ R. Para isto devemos mostrar,
primeiramente, que existe θ ∈ R que satisfaça a desigualdade (4.1)
implicando também na boa definição de ĝ.

Uma condição necessária para que (4.1) ocorra é termos

f̃(x) + θ ≤ p(x+ x0)

e
f̃(x)− θ ≤ p(x− x0),

para todo x ∈ X0, ou ainda, θ ∈ R deve satisfazer

f̃(x)− p(x− x0) ≤ θ ≤ p(x+ x0)− f̃(x) (4.2)

para todo x ∈ X0. Agora, notemos que como f̃ ∈ F , para quaisquer
x, y ∈ X0, temos

f̃(x) + f̃(y) = f̃(x+ y) ≤ p(x+ y) ≤ p(x− x0 + y + x0)
≤ p(x− x0) + p(y + x0),

ou seja, para x, y ∈ X0,

f̃(x)− p(x− x0) ≤ p(y + x0)− f̃(y).

Logo,

sup
x∈X0

(
f̃(x)− p(x− x0)

)
≤ inf
y∈X0

(
p(y − x0)− f̃(y)

)
.

Portanto, se considerarmos

sup
x∈X0

(
f̃(x)− p(x− x0)

)
≤ θ ≤ inf

y∈X0

(
p(y − x0)− f̃(y)

)
,
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temos que a desigualdade (4.2) é satisfeita. Vamos agora mostrar
que a desigualdade (4.2) também implica na desigualdade (4.1). De
fato, seja θ ∈ R tal que

f̃(x)− p(x− x0) ≤ θ ≤ p(x+ x0)− f̃(x),

para todo x ∈ X0. Para λ = 0, temos

f̃(x) + θλ = f̃(x) ≤ p(x) = p(x+ λx0),

para todo x ∈ X0, visto que f̃ ∈ F . Agora, se λ > 0, então

f̃(x) + λθ = λ
(
f̃
(x
λ

)
+ θ
)
≤ λp

((x
λ

)
+ x0

)
= p(x+ λx0),

para todo x ∈ X0. Por fim, se λ < 0, então

f̃(x) + λθ = (−λ)
(
f̃

(
x

−λ

)
− θ
)
≤ (−λ)p

((
x

−λ

)
− x0

)
= p(x+ λx0),

para todo x ∈ X0. Assim,

ĝ(y) ≤ p(y)

para todo y ∈ W . Logo, por construção, ĝ ∈ F , f̃ ≺ ĝ, mas f̃ 6= ĝ

uma vez que o domínio de f̃ está estritamente contido no domínio
de ĝ. Isto é uma contradição, pois f̃ é um elemento maximal de F .
Portanto, X0 = X concluindo a demonstração. �

Do teorema anterior, podemos obter uma generalização que
apresentaremos a seguir.

Teorema 4.2 (Teorema de Hahn-Banach Generalizado). Seja
X um espaço vetorial real e Z um subespaço de X. Seja p : X → R

uma aplicação que satisfaz, para todos x, y ∈ X e todo α ∈ R,

p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) (4.3)

e

p(αx) = |α|p(x). (4.4)
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Seja f : Z → R um funcional linear tal que

|f(x)| ≤ p(x),

para todo x ∈ Z. Então, existe um funcional linear f̃ : X → R tal
que

f̃(x) = f(x),

para todo x ∈ Z, e ∣∣∣f̃(x)
∣∣∣ ≤ p(x)

para todo x ∈ E.

Demonstração. Notemos que p : X → R satisfazendo as condições
(4.3) e (4.4) é um funcional sublinear. Além disso, veja que

f(x) ≤ |f(x)| ≤ p(x)

para todo x ∈ Z. Desta forma, pelo Teorema de Hahn-Banach (4.1),
temos que existe f̃ : X → R o qual é uma extensão de f e

f̃(x) ≤ p(x)

para todo x ∈ X. Agora, se x ∈ X é tal que f̃(x) ≥ 0, então∣∣∣f̃(x)
∣∣∣ = f̃(x). Daí, ∣∣∣f̃(x)

∣∣∣ = f̃(x) ≤ p(x).

Por outro lado, se x ∈ X é tal que f̃(x) < 0, então
∣∣∣f̃(x)

∣∣∣ = −f̃(x).
Logo, ∣∣∣f̃(x)

∣∣∣ = −f̃(x) = f̃(−x) ≤ p(−x) = | − 1|p(x) = p(x).

Portanto, ∣∣∣f̃(x)
∣∣∣ ≤ p(x)

para todo x ∈ X, o que conclui a demonstração. �

A partir desta última versão do Teorema de Hahn-Banach
podemos mostrar algumas aplicações.
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4.3 CONSEQUÊNCIAS DO TEOREMA DE HAHN-BANACH

De acordo com [4], o Teorema de Hahn-Banach é conside-
rado uma das maiores conexões entre a teoria de transformações
lineares e limitadas e o estudo dos duais. Na versão do Teorema de
Hahn-Banach para espaços normados, temos que os funcionais linea-
res e limitados definidos em um subespaçoM de um espaço normado
E podem ser estendidos para o espaço E mantendo a linearidade, a
continuidade e o valor na norma.

Teorema 4.3 (Teorema de Hahn-Banach para espaços nor-
mados). Sejam E um espaço normado e M um subespaço de E. Se
f ∈M ′, então existe f̃ ∈ E′ tal que f̃ |M = f e∥∥∥f̃∥∥∥

E′
= ‖f‖M ′ .

Demonstração. Se M = {0}, então a solução é trivial. Sejam M 6=
{0} e f ∈M ′. Uma vez que f é limitada, vale

|f(x)| ≤ ‖f‖M ′ ‖x‖E ,

para todo x ∈ M . Definiremos p(x) := ‖f‖M ′ ‖x‖E . Observemos
que p(x) está definida em E e que satisfaz as condições (4.3) e (4.4).
De fato, dados x1, x2 ∈ E e α ∈ R, temos

p(x1 + x2) = ‖f‖M ′ ‖x1 + x2‖E
≤ ‖f‖M ′ (‖x1‖E + ‖x2‖E)
= ‖f‖M ′ ‖x1‖E + ‖f‖M ′ ‖x2‖E
= p(x1) + p(x2)

e

p(αx1) = ‖f‖M ′ ‖αx1‖E = |α| ‖f‖M ′ ‖x1‖E = |α|p(x1).

Assim, pelo Teorema de Hahn-Banach Generalizado (Teorema 4.2),
temos que existe um funcional linear f̃ : E → R tal que f̃ |M = f e∣∣∣f̃(x)

∣∣∣ ≤ p(x) = ‖f‖M ′ ‖x‖E ,
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para todo x ∈ E. Daí,
∥∥∥f̃∥∥∥

E
≤ ‖f‖M ′ . Por outro lado, como f̃ |M =

f , temos

{|f(x)| : x ∈M, ‖x‖E = 1} ⊂
{
|f̃(x)| : x ∈ E, ‖x‖E = 1

}
.

Logo, ‖f‖M ′ ≤
∥∥∥f̃∥∥∥

E′
, e portanto,

∥∥∥f̃∥∥∥
E′

= ‖f‖M ′ . �

Proposição 4.4. Dado x0 ∈ E, x0 6= 0, existe f̃ ∈ E′ tal que
‖f̃‖E′ = 1 e f̃(x0) = ‖x0‖E.

Demonstração. Seja M = [x0] o subespaço de E gerado por x0 e
f ∈ M ′ definido por f(λx0) = λ‖x0‖E , para todo λ ∈ R. Se consi-
derarmos p : E → R definido por p(x) = ‖x‖E , então

f(λx0) = λ ‖x0‖E ≤ |λ| ‖x0‖E = ‖λx0‖E = p(λx0),

para todo λ ∈ R. Agora, sejam arbitrariamente α ∈ R e x, y ∈ [x0]
tais que x = λ1x0 e y = λ2x0, com λ1, λ2 ∈ R, logo,

f(αx+ y) = f(αλ1x0 + λ2x0) = f([αλ1 + λ2]x0)
= (αλ1 + λ2) ‖x0‖E
= α(λ1 ‖x0‖E) + λ2 ‖x0‖E
= αf(λ1x0) + f(λ2x0)
= αf(x) + f(y).

Portanto, f é linear. Dado arbitrariamente x ∈M,x 6= 0, temos que
x = λx0, para algum λ ∈ R, e daí

|f(x)|
‖x‖E

= |λ| ‖x0‖E
‖λx0‖E

= 1.

Então,

‖f‖M ′ = sup
{ |f(x)|
‖x‖E

: x ∈M,x 6= 0
}

= 1.

Assim, pelo Teorema de Hanh-Banach (4.2), existe f̃ : E → R linear
tal que f̃ |M = f e |f̃(x)| ≤ p(x), para todo x ∈ E. Logo, temos
f̃ ∈ E′ já que

|f̃(x)| ≤ p(x) = ‖x‖E ,
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para todo x ∈ E. Mostremos, agora, que
∥∥∥f̃(x)

∥∥∥
E′

= 1. Temos que
se x ∈M,x 6= 0, então

|f(x)|
‖x‖M

= |f̃(x)|
‖x‖E

≤
∥∥∥f̃∥∥∥

E′

implicando em ‖f‖M ′ ≤
∥∥∥f̃∥∥∥

E′
. Por outro lado, se x ∈ E, x 6= 0,

como |f̃(x)| ≤ ‖x‖E , temos

|f̃(x)|
‖x‖E

≤ 1

implicando em
∥∥∥f̃∥∥∥

E′
≤ 1 = ‖f‖M ′ . Com isso concluímos que

‖f‖M ′ =
∥∥∥f̃∥∥∥

E′
= 1. Por fim, como x0 = 1.x0 ∈ [x0], então

f̃(x0) = f(x0) = 1. ‖x0‖E = ‖x0‖E .

�

Corolário 4.5. Se E 6= {0}, então E′ 6= {0}.

Demonstração. Supondo que E 6= {0}, então existe x0 ∈ E em que
x0 6= 0. Logo, pela Proposição 4.4, existe f̃ ∈ E′ tal que

∥∥∥f̃∥∥∥
E′

= 1
e f̃(x0) = ‖x0‖E . Concluímos que f̃ 6= 0. Portanto, E′ 6= {0}. �

Corolário 4.6. Para cada x ∈ E, temos que

‖x‖E = sup
{
|f̃(x)| : f̃ ∈ E′,

∥∥∥f̃∥∥∥
E′

= 1
}
.

Demonstração. O caso em que E = {0} é trivial. Supondo que E 6=
{0}, temos pela Proposição 4.4 que, para cada x ∈ E, x 6= 0, existe
f̃ ∈ E′ tal que

∥∥∥f̃∥∥∥
E′

= 1 e f̃(x) = ‖x‖E . Daí,

‖x‖E = |f̃(x)| ≤ sup
{
|f̃(x)| : f̃ ∈ E′,

∥∥∥f̃∥∥∥
E′

= 1
}
.

Por outro lado, dado arbitrariamente f̃ ∈ E′ com
∥∥∥f̃∥∥∥

E′
= 1, vale

|f̃(x)| ≤
∥∥∥f̃∥∥∥

E′
‖x‖E = ‖x‖E
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para todo x ∈ E. Então,

sup
{
|f̃(x)| : f̃ ∈ E′,

∥∥∥f̃∥∥∥
E′

= 1
}
≤ ‖x‖E

Portanto,

‖x‖E = sup
{
|f̃(x)| : f̃ ∈ E′,

∥∥∥f̃∥∥∥
E′

= 1
}
.

�

Proposição 4.7. Sejam M um fechado de E, y0 ∈ E \M e d :=
d(y0,M). Então, existe f̃ ∈ E′ tal que

∥∥∥f̃∥∥∥
E′

= 1, f̃(y0) = d e

f̃(x) = 0 para todo x ∈M .

Demonstração. Seja N = M + [y0]. Assim, cada z ∈ N pode ser
escrito de maneira única como z = x + λy0, com x ∈ M e λ ∈ R.
Consideremos f : N → R definida por f(z) = λd. Sejam arbitraria-
mente α ∈ R e z1, z2 ∈ N tais que z1 = x1 + λ1y0 e z2 = x2 + λ2y0.
Como αz1 + z2 = (αx1 + x2) + [αλ1 + λ2]y0 ∈ N , temos

f(αz1 + z2) = f(αx1 + αλ1y0 + x2 + λ2y0)
= f((αx1 + x2) + [αλ1 + λ2]y0)
= (αλ1 + λ2)d
= α(λ1d) + λ2d

= αf(x1 + λ1y0) + f(x2 + λ2y0)
= αf(z1) + f(z2)

Portanto, f é linear. Agora, seja arbitrariamente z ∈ N , com z =
x+ λy0. Como d = inf {‖y0 − x‖E : x ∈ N}, para λ 6= 0, temos

‖z‖E = ‖x+ λy0‖E = |λ|
∥∥∥y0 −

(
−x
λ

)∥∥∥
E
≥ |λ|d

= |f(x+ λy0)|
= |f(z)|

A desigualdade é trivial para λ = 0. Portanto, f é limitada. Além
disso, f(y0) = d e f(x) = 0, para todo x ∈ M . Provaremos que
‖f‖E′ = 1. Dado arbitrariamente z ∈ N , ‖z‖E = 1, do fato de que
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f é limitada segue que

|f(z)| ≤ ‖z‖E = 1

e daí,
1 ≥ sup {|f(z)| : z ∈ N, ‖z‖E = 1} = ‖f‖E′ .

Por outro lado, se c < 1, existe ε > 0, tal que

c <
d

d+ ε
< 1.

Além disso, pela definição de ínfimo, existe x0 ∈M tal que ‖y0 − x0‖E <

d + ε. Seja z0 = y0−x0
‖y0−x0‖ . Então como z0 ∈ N, ‖z0‖ = 1 e f(z0) =

d
‖y0−x0‖E

, temos

c <
d

d+ ε
< f(z0) ≤ |f(z0)| ≤ 1.

Concluímos, assim, que 1 é a menor das cotas superiores do conjunto
{|f(z)| : z ∈ N, ‖z‖E = 1}, e consequentemente ‖f‖E′ = 1. Definin-
do p : E → R por p(x) = ‖x‖E , temos que

|f(x)| ≤ ‖x‖E = p(x),

para todo x ∈M . Então, pelo Teorema de Hahn-Banach (4.2), existe
f̃ : E → R linear tal que f̃ |N = f e |f̃(x)| ≤ p(x) para todo x ∈ E.
Daí, temos que f̃ ∈ E′ já que

|f̃(x)| ≤ p(x) = ‖x‖E ,

para todo x ∈ E. Além disso, temos também que f̃(y0) = f(y0) = d,
f̃(x) = f(x) = 0, para todo x ∈ M . Vamos mostrar que

∥∥∥f̃∥∥∥
E′

= 1.
De fato, se z ∈ N, z 6= 0, e

|f(z)|
‖z‖E

= |f̃(z)|
‖z‖E

≤
∥∥∥f̃∥∥∥

E′

e daí, ‖f‖E′ ≤
∥∥∥f̃∥∥∥

E′
. Por outro lado, dado arbitrariamente x ∈

E, x 6= 0, temos |f̃(x)| ≤ ‖x‖E , e assim

|f̃(x)|
‖x‖E

≤ 1,
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implicando que
∥∥∥f̃∥∥∥

E′
≤ 1 = ‖f‖E′ . Concluímos assim, que ‖f‖E′ =∥∥∥f̃∥∥∥

E′
= 1.

�

Corolário 4.8. Sejam M um subespaço de E e y0 ∈ E. Temos
que y0 ∈ M se, e somente se, f(y0) = 0 para cada f ∈ E′ tal que
f(x) = 0 para todo x ∈M .

Demonstração. Se y0 ∈ M, então existe uma sequência (xn) em
M tal que lim xn = y0. Seja f ∈ E′ arbitrário tal que f(x) = 0
para todo x ∈ M . Pela continuidade de f , f(y0) = lim f(xn) = 0.
Portanto, f(y0) = 0. Agora, suponhamos que y0 /∈ M . Como M
é fechado, pela Proposição 4.7, existe f̃ ∈ E′ tal que f̃(x) = 0
para todo x ∈ M com f̃(y0) 6= 0. Isto contradiz a hipótese de que
para cada f ∈ E′ tal que f(x) = 0, para todo x ∈ M , temos que
f(y0) = 0. �

4.4 ESPAÇOS DE BANACH REFLEXIVOS

Definição 4.7. O dual de E′, denotado por E′′, é chamado de
bidual de E.

Proposição 4.9. Seja

J (E) : E → E′′

x 7→ J (E)
x ,

em que J (E)
x : E′ → R é definida por J (E)

x (f) = f(x) para todo
x ∈ E. Então, J (E) é um mergulho isométrico.

Demonstração. Dado x ∈ E arbitrário, seja J (E)
x : E′ → R definida

por J (E)
x (f) = f(x) para todo f ∈ E′. Para concluirmos que o

funcional J (E) está bem definido, devemos mostrar J (E)
x é linear e

limitado. De fato, sejam arbitrariamente f, g ∈ E′ e α ∈ R. Então,

J (E)
x (αf + g) = (αf + g)(x) = αf(x) + g(x)

= αJ (E)
x (f) + J (E)

x (g)
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Portanto, J (E)
x é linear. Além disso, temos que

J (E)
x (f) = |f(x)| ≤ ‖f‖E′ ‖x‖E , (4.5)

para todo f ∈ E′. Vejamos que J (E) é linear. De fato, dado arbitra-
riamente z ∈ E tal que z = αx+ y, então

J (E)
z (f) = J

(E)
αx+y(f) = f(αx+ y) = αfx+ fy

= αJ (E)
x (f) + J (E)

y (f).

Portanto, J (E) é linear. Agora, da equação (4.5), temos que

|J(E)
x (f)|
‖f‖E′

≤ ‖x‖E

para todo f ∈ E′, f 6= 0, implicando em
∥∥∥J (E)

x

∥∥∥
E′′
≤ ‖x‖E , para

todo x ∈ E. Portanto, J (E) é limitada. Para mostrarmos que∥∥∥J (E)
x

∥∥∥
E′′

= ‖x‖E . (4.6)

De fato, pelo Corolário 4.6, temos∥∥∥J (E)
x

∥∥∥
E′′

= sup
{
|J (E)
x (f)| : f ∈ E′, ||f ||E′ = 1

}
= sup {|f(x)| : f ∈ E′, ||f ||E′ = 1}
= ‖x‖E .

Além disso, J (E) é injetora. De fato, sejam x1, x2 ∈ E e suponhamos
que J (E)

x1 = J
(E)
x2 . Da linearidade de J (E), temos que J (E)

x1−x2 = 0.
Agora, decorre de (4.6) que ‖x1 − x2‖ = 0 e, portanto, x1 = x2

Portanto, J (E) : E → J(E) é um mergulho isométrico. �

Definição 4.8. Seja

J (E) : E → E′′

x 7→ J (E)
x ,

em que J (E)
x : E′ → R é definida por J (E)

x (f) = f(x) para todo
x ∈ E. Então, chamaremos J (E) de mergulho canônico.
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Considerando o mergulho canônico J (E) é verdadeiro o fato
de que J (E)(E) ⊂ E′′. Ao adicionarmos hipótese de sobrejetividade,
o mergulho canônico passa a ser um isomorfismo isométrico e, assim,
temos uma nova classe de espaços.

Definição 4.9. O espaço normado E é dito reflexivo se J (E)(E) =
E′′.

A partir de um caso particular estudado por Helly, em 1921,
Hahn publicou, em 1927, os primeiros estudos voltados para a classe
de espaços no qual o mergulho canônico é sobrejetor. Ele nomeou es-
sa classe de espaços regulares, entretanto o termo reflexivo utilizado
atualmente, foi proposto por Lorch em 1939. Essa classe de espaços
se difundiu fortemente por ser importantíssima para o estudo dos
biduais.

É válido ressaltarmos que dado um espaço reflexivo E, en-
tão J (E) : E → E′′ é um isomorfismo isométrico. Contudo, não é
verdade que se há um isomorfismo isométrico (sem ser por meio do
mergulho canônico) entre E e E′′, então E é reflexivo. Ou seja, E
ser isomorfo isometricamente a E′′ não implica que J (E) : E → E′′

é sobrejetiva.

Vejamos alguns resultados relativo aos biduais.

Proposição 4.10. Cada espaço normado reflexivo é Banach.

Demonstração. Suponhamos que E é reflexivo. Temos então que
J (E)(E) = E′′ e a aplicação J (E) : E → E′′ é um isomorfismo
isométrico entre E e E′′. Pelo Corolário 3.3, temos E′′ é Banach. �

Corolário 4.11. Se T ∈ L (E,F ), então ‖T‖L (E,F ) = ‖T ′‖L (F ′,E′)
em que T ′ é o operador dual de T definido no Corolário 2.8.

Demonstração. Suponhamos que T ∈ L (E,F ). Do Corolário 2.8,
temos que ‖T ′‖L (F ′,E′) ≤ ‖T‖L (E,F ). Por outro lado, pelo Corolário
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4.6, para cada x ∈ E, ||x|| = 1, temos

‖Tx‖F = sup {|f(Tx)| : f ∈ E′, ‖f‖E′ = 1}
= sup

{
|T ′f (x)| : f ∈ E′, ‖f‖E′ = 1

}
≤ sup

{∥∥T ′f∥∥E′ ‖x‖E : f ∈ E′, ‖f‖E′ = 1
}

= ‖T ′‖L (F ′,E′) ‖x‖E
= ‖T ′‖L (F ′,E′) .

Logo, ‖T‖L (E,F ) ≤ ‖T ′‖L (F ′,E′) e, portanto,

‖T‖L (E,F ) = ‖T ′‖L (F ′,E′) .

�

Na demonstração do próximo resultado, faremos uso da de-
finição de operador dual de uma transformação linear e limitada,
definição apresentada no Corolário 2.8.

Proposição 4.12. Se E é reflexivo, então E′ é reflexivo.

Demonstração. Sejam J (E) : E → E′′ e J (E′) : E′ → E′′′ os
mergulhos canônicos de E e E′, respectivamente. Suponhamos que
J (E)(E) = E′′. Queremos concluir que J (E′)(E′) = E′′′. Dado

f ′′′ ∈ E′′′ arbitrário, consideremos f ′ :=
(
J (E)

)′
f ′′′

em que
(
J (E)

)′
:

E′′′ → E′ denota o operador dual de J (E). Provemos que J (E′)
f ′ = f ′′′.

Para cada g′′ ∈ E′′, sendo J (E) sobrejetiva, temos que existe x ∈ E
tal que g′′ = J

(E)
x . Daí,

J
(E′)
f ′ (g′′) = J

(E′)
f ′ (J (E)

x ) = J (E)
x (f ′) = f ′(x)

=
(
J (E)

)′
f ′′′

(x)

= f ′′′(J (E)
x )

= f ′′′(g′′),

concluindo o que queríamos. �
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Proposição 4.13. Seja E espaço normado reflexivo. Se M é um
subespaço fechado de E, então M é reflexivo.

Demonstração. Sejam J (E) : E → E′′ e J (M) : M → M ′′ os
mergulhos canônicos de E e M , respectivamente. Suponhamos que
J (E)(E) = E′′. Seja R : E′ → M ′ a aplicação restrição, ou seja,
Rf ′ = f ′ |M , para todo f ′ ∈ E′. Além disso, seja R′ : M ′′ → E′′ o
dual de R. Dado arbitrariamente f ′′ ∈ M ′′, temos que R′f ∈ E′′ e,
visto que J (E)(E) = E′′, existe x ∈ E tal que J (E)

x = R′f . Vejamos
que x ∈M . De fato, suponhamos x /∈M . Pela Proposição 4.8, existe
g′ ∈ E′ tal que g′(y) = 0, para todo y ∈ M , e g′(x) 6= 0. Ou seja,
Rg′ = 0 e g′(x) 6= 0, o que é uma contradição, pois

g′(x) = J (E)
x (g′) = R′f (g′) = (f ◦R)(g) = f(Rg′) = f(0) = 0.

Agora, provemos que J (M)
x = f . De fato, dado φ′ ∈M ′, pelo teorema

(4.3), existe ρ′ ∈ E′ tal que Rρ′ = φ′. Daí,

J (M)
x (φ′) = J (M)

x (Rρ′) = Rρ′(x) = ρ′(x) = J (E)
x (ρ′)

= R′f (ρ′)
= (f ◦R)(ρ′)
= f(Rρ′)
= f(φ′).

Visto que φ′ é arbitrário, temos que J (M)
x = f , como queríamos

demonstrar. �





5 TEOREMADE BANACH-STEINHAUS, TEOREMA
DA APLICAÇÃO ABERTA E TEOREMA DO GRÁ-
FICO FECHADO

Nesse capítulo, temos como objetivo estudar outros teore-
mas fundamentais da Análise Funcional, sendo eles o Teorema de
Banach-Steinhaus, Teorema da Aplicação Aberta e Teorema do Grá-
fico Fechado. Esses teoremas compartilham da necessidade de que os
domínios das transformações lineares e limitadas consideradas sejam
espaços de Banach.

5.1 TEOREMA DE BAIRE

Nesta seção, estudaremos alguns resultados da Topologia
Geral que nos auxiliarão na demonstração do Teorema da Banach-
Steinhaus.

Definição 5.1. Seja X um espaço topológico. Diremos que

(i) X é um espaço de Baire se a interseção de cada sequência de
subconjuntos abertos e densos de X é um subconjunto denso
de X.

(ii) um conjunto A ⊂ X é de primeira categoria em X se é possível
escrever

A =
∞⋃
n=1

An, com
◦
An = ∅ para cada n ∈ N.

Caso contrário diremos que A é de segunda categoria em X.

Proposição 5.1. Cada espaço de Baire não vazio é de segunda
categoria em si mesmo.

Demonstração. Suponhamos por contrapositiva que X seja de pri-
meira categoria em si mesmo. Então, podemos escrever

X =
⋃
n∈N

An,
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em que
◦
An= ∅, para todo n ∈ N. Notemos que

X =
⋃
n∈N

An ⊂
⋃
n∈N

An ⊂ X,

e portanto,
X =

⋃
n∈N

An.

Notemos agora que, para cada n ∈ N, X \An é um aberto de X,

X \An = X\
◦
An= X \ ∅ = X

e ⋂
n∈N

(
X \An

)
= X \

( ⋃
n∈N

An

)
= X \X = ∅,

ou seja, X não é um espaço de Baire. Concluímos desta forma que X
é um espaço de Baire, então é de segunda categoria em si mesmo. �

Teorema 5.2 (Teorema de Baire). Cada espaço métrico completo
é um espaço de Baire.

Demonstração. Seja (Un) uma sequência de conjuntos abertos e den-
sos em X. Para provar que

⋂
n∈N

Un é denso em X, basta provar que

B(a, r)∩
( ⋂
n∈N

Un

)
6= ∅, para qualquer bola B(a, r) ⊂ X. Dado arbi-

trariamente B(a, r) em X, sendo U1 =X, temos que B(a, r)∩U1 6= ∅.
Seja x1 ∈ U1 ∩B(a, r). Sendo B(a, r) ∩U1 aberto, temos que existe
ε0 > 0 tal que

B(x1, ε0) ⊂ U1 ∩B(a, r).

Fazendo ε1 = min
{
ε0
2 ,

1
2
}
, temos ε1 < 1 e

B[x1, ε1] ⊂ B(x1, ε0) ⊂ U1 ∩B(a, r).

Como U2 = X, temos que B(x1, ε1) ∩ U2 6= ∅. Seja x2 ∈
U2∩B(x1, ε1). Sendo B(x1, ε1)∩U2 aberto, temos que existe ε2 > 0
tal que

B(x2, ε1) ⊂ U2 ∩B(x1, ε1).
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Fazendo ε3 = min
{
ε2
2 ,

1
2
}
, temos que ε3 <

1
2 e

B[x2, ε3] ⊂ B(x2, ε1) ⊂ U2 ∩B(x1, ε1).

Procedendo por indução, temos que existe (xn) em X e
(εn) ∈ R tais que 0 < εn <

1
n , para todo n ∈ N, e

B[xn, εn] ⊂ Un ∩B(xn−1, εn−1), (5.1)

para todo n ∈ N, n > 1. Da inclusão (5.1), podemos concluir que

B[x1, ε1] ⊃ B[x2, ε2] ⊃ · · · ⊃ B[xn, εn] ⊃ . . . (5.2)

para n ∈ N, n > 1.

Notemos que (xn) é uma sequência de Cauchy. De fato, dado
arbitrariamente ε > 0, considere n0 ∈ N tal que n0 >

2
ε . Logo, se

m,n > n0, por (5.2), temos que xn ∈ B[xn, εn] ⊂ B[xn0 , εn0 ] e
xm ∈ B[xm, εm] ⊂ B[xn0 , εn0 ]. Portanto, se m,n > n0, xn, xm ∈
B[xn0 , εn0 ] e

d(xn, xm) ≤ d(xn, xn0) + d(xm, xn0) ≤ 2εn0 <
2
n0

< ε.

Sendo X completo, temos que existe x ∈ X tal que xn → x em
X. Uma vez que, se m ≥ n, xm ∈ B[xm, εm] ⊂ B[xn, εn] implica
que x é um ponto aderente de B[xn, εn], para cada n ∈ N. E como
B[xn, εn] é fechado, temos x ∈ B[xn, εn], para todo n ∈ N. Logo,

x ∈
⋂
n∈N

B[xn, εn] ⊂
( ⋂
n∈N

Un

)
∩B(a, r).

Portanto,
⋂
n∈N

Un é denso em X.

�

Definição 5.2. Sejam E um espaço normado e A ⊂ E. Então,

(i) A é dito simétrico se −x ∈ A, para todo x ∈ A.

(ii) A é dito convexo se (1 − λ)x + λy ∈ A, para todo x, y ∈ A, e
λ ∈ [0, 1].
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Exemplo 5.1. Dado um espaço normado E, temos que

(i) A bola BE(0, r) é simétrica e convexa.

(ii) A esfera SE(0, r) é simétrica e não é convexa.

(iii) A bola BE(a, r), a 6= 0, é convexa e não é simétrica.

Uma das aplicações do Teorema de Baire é demonstrar o
teorema que será apresentado a seguir.

5.2 TEOREMA DE BANACH-STEINHAUS

No ano de 1927, os matemáticos Banach e Steinhaus publi-
caram um artigo no qual demonstravam que uma família de trans-
formações lineares e limitadas é uniformemente limitada sempre que
for pontualmente limitada. Na literatura, esse teorema é conhecido
como Teorema de Banach-Steinhaus ou Teorema da Limitação Uni-
forme.

Teorema 5.3 (Teorema de Banach-Steinhaus). Sejam E um
espaço de Banach e F espaço normado. Seja {Ti : i ∈ I} ⊂ L (E,F )
tal que

sup
i∈I
‖Tix‖F < +∞

para todo x ∈ E. Então, sup
i∈I
‖Ti‖L (E,F ) < +∞.

Demonstração. Para cada n ∈ N, consideremos

An :=
{
x ∈ E : sup

i∈I
‖Tix‖F ≤ n

}
.

Para cada i ∈ I e cada n ∈ N, seja

Bi,n := {x ∈ E : ‖Tix‖F ≤ n} .

Notemos que

An =
⋂
i∈I

Bi,n. (5.3)
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De fato, seja x ∈ An, então

‖Tix‖F ≤ sup
i∈X
‖Tix‖F ≤ n

para todo i ∈ I. Portanto, x ∈ Bi,n para todo i ∈ I e, consequente-
mente, x ∈

⋂
i∈I

Bi,n. Por outro lado, se x ∈ Bi,n, então ‖Tix‖F ≤ n,

para todo i ∈ I e, consequentemente, sup
i∈X
‖Tix‖F ≤ n. Logo, x ∈ An.

Notemos também que

Bi,n = {x ∈ E : ‖Tix‖F ≤ n} = (‖.‖F ◦ Ti)
−1(−∞, n] (5.4)

é fechado. De fato, temos que (−∞, n] é fechado em R e ‖.‖F ◦ Ti :
E → R é contínua. De (5.3) e (5.4), temos então que An é fechado
para todo n ∈ N. Por outro lado, pode-se concluir da hipótese que
todo x ∈ E pertence a An para algum n ∈ N. Segue daí que

E =
∞⋃
n=1

An.

Como E é um espaço de Banach, pelo Teorema de Baire (5.2), temos
que E é um espaço de Baire e assim, pela Proposição 5.1, é de
segunda categoria em si mesmo. Isto significa que existe n0 ∈ N tal

que
◦
An0=

◦
An0 6= ∅. Então, existe a ∈

◦
An0 e consequentemente, existe

r > 0 tal que B(a, r) ⊂ An0 . Como An0 é simétrico, segue que
B(−a, r) ⊂ An0 . Notemos que B(0, r) ⊂ An0 . De fato, se t ∈ B(0, r),
então

a+ t ∈ B(a, r) ⊂ An0 e − a+ t ∈ B(−a, r) ⊂ An0 .

Como An0 é convexo, segue que t = 1
2(a + t) + 1

2(−a + t) ∈ An0 .
Portanto, B(0, r) ⊂ An0 =

⋂
i∈I

Bi,n0 . Para cada i ∈ I, temos então

que
‖Tix‖F ≤ n0,

para todo i ∈ I, e para todo x ∈ B(0, r). Logo, para cada i ∈ I,

‖Tix‖F ≤
n0

r
,
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para todo x ∈ B(0, 1). Assim,

‖Ti‖L (E,F ) ≤
n0

r

para todo i ∈ I. Portanto,

sup
i∈I
‖Ti‖L (E,F ) ≤

n0

r
< +∞

�

Corolário 5.4. Seja E um espaço normado. Se A um subconjunto
de E é tal que φ(A) é limitado em R para cada φ ∈ E′, então A é
limitado em E.

Demonstração. Seja J (E) : E → E′′ o mergulho canônico. Sendo
φ(A) limitada em R para cada φ ∈ E′, temos que

sup
x∈A
|J (E)
x (φ)| = sup

x∈A
|φ(x)| ≤ +∞.

Como
{
J (E)x : x ∈ A

}
⊂ E′′ = L (E′, R) e E′ é um espaço de

Banach, concluímos Teorema de Banach-Steinhaus (5.3), que

sup
x∈A
‖x‖ = sup

x∈A

∥∥∥J (E)
x

∥∥∥
E′′

< +∞,

ou seja, A é limitada. �

Da Análise Real, temos que o limite uniforme de funções
contínuas definidas em um intervalo da reta é uma função contínua.
Agora, quando analisamos o limite pontual de funções contínuas ele
não é necessariamente uma função contínua, para exemplificar esse
fato podemos observar o que acontece no Exemplo 3.9.

No mesmo artigo em que foi publicado o Teorema de Banach-
Steinhaus foi demonstrado que é preciso adicionarmos a hipótese de
que o domínio e o contradomínio das funções sejam um espaço de
Banach e um espaço normado, respectivamente, e que elas satisfa-
çam a linearidade para que o limite pontual seja necessariamente
uma função contínua. Dito isso, observemos o corolário abaixo.
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Corolário 5.5. Sejam E um espaço de Banach e F um espaço nor-
mado. Seja (Tn) uma sequência em L (E,F ) tal que (Tnx) converge
em F para cada x ∈ E. Se T : E → F definida por Tx = lim

n→∞
Tnx

para cada x ∈ E, então T ∈ L (E,F ).

Demonstração. Vamos mostrar primeiramente que T : E → F é
linear. De fato, dados arbitrariamente x, y,∈ E e α ∈ R, temos para
cada n ∈ N que

lim
n→∞

Tn(αx+ y) = T (αx+ y).

Daí,

T (αx+ y) = lim
n→∞

Tn(αx+ y) = lim
n→∞

(αTnx+ Tny)

= α lim
n→∞

Tn(x) + lim
n→∞

Tn(y)

= αTx+ Ty.

Vamos mostrar que T : E → F é limitada. De fato, para cada x ∈ E,
temos que (Tnx) é uma sequência convergente, e portanto limitada,
ou seja,

sup
n∈N
‖Tnx‖F < +∞,

para todo x ∈ E. Como E é um espaço de Banach, temos pelo
Teorema de Banach-Steinhaus (Teorema 5.3) que

‖Tn‖L (E,F ) ≤ +∞.

Para cada x ∈ E, temos

‖Tnx‖F ≤ ‖Tn‖L (E,F ) ‖x‖E ≤
(

sup
n∈N
‖Tn‖L (E,F )

)
‖x‖E ,

para cada n ∈ N. Logo,

‖Tx‖F =
∥∥∥∥ lim
n→+∞

Tnx

∥∥∥∥
F

= lim
n→+∞

‖Tnx‖F ≤
(

sup
n∈N
‖Tn‖L (E,F )

)
‖x‖E ,

para cada x ∈ E, ou seja, T : E → F é limitada. �
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5.3 TEOREMA DA APLICAÇÃO ABERTA E TEOREMA DO
GRÁFICO FECHADO

De acordo com [1], o Teorema da Aplicação Aberta e o Te-
orema do Gráfico Fechado foram publicados por Stefan Banach em
1932 no livro Théorie des Opérations Linéaires. Para finalizar o es-
tudo, mostraremos que os teoremas citados anteriormente são equi-
valentes.

Teorema 5.6. Sejam E e F espaços de Banach e T : E → F uma
transformação linear limitada. São equivalentes as condições:

(i) T é sobrejetiva;

(ii) Existe δ > 0 tal que BF (0, δ) ⊂ T (BE(0, 1));

(iii) Existe η > 0 tal que BF (0, η) ⊂ T (BE(0, 1)) ;

(iv) T é aberta.

Demonstração. Sejam E e F espaços de Banach e T : E → F uma
transformação linear limitada.

Vamos primeiramente mostrar que (i) implica em (ii). De
fato, suponhamos que T é sobrejetiva. Assim, temos que

F = T (E) = T

( ∞⋃
n=1

BE(0, n)
)

=
∞⋃
n=1

T (BE(0, n))

=
∞⋃
n=1

T (BE(0, n))

Como F é um espaço de Banach, pelo Teorema de Baire (5.2), temos
que F é um espaço de Baire. Daí, pela Proposição 5.1 é de segunda
categoria em si mesmo. Logo, existe n ∈ N tal que T (BE(0, n))
tem interior não-vazio, ou seja, existem b ∈ T (BE(0, n)) e r > 0 tal
que BF (b, r) ⊂ T (BE(0, n)). Como T (BE(0, n)) é simétrico, temos
também que BF (−b, r) ⊂ T (BE(0, n)). Notemos que

BF (0, r) ⊂ T (BE(0, n)). (5.5)
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De fato, seja y ∈ BF (0, r), então

b+ y ∈ BF (b, r) ⊂ T (BE(0, n))

e
−b+ y ∈ BF (−b, r) ⊂ T (BE(0, n))

Como T (BE(0, n)) é convexo, segue que

y = 1
2(b+ y) + 1

2(−b+ y) ∈ T (BE(0, n)),

ou seja, concluímos (5.5). De (5.5), obtemos

BF
(

0, r
n

)
⊂ T (BE(0, 1)).

Desta forma, fazendo δ := r
n , temos a afirmação (ii), como quería-

mos.

Vamos agora mostrar que (ii) implica em (iii). Suponhamos
então que existe δ > 0 tal que BF (0, δ) ⊂ T (BE(0, 1)). Consequen-
temente, para cada n ∈ N, temos

BF

(
0, δ2n

)
⊂ T

(
BE(0, 1

2n )
)
.

Afirmamos que

BF

(
0, δ22

)
⊂ T (BE(0, 1)) (5.6)

De fato, se y ∈ BF
(
0, δ22

)
⊂ T

(
BE(0, 1

22 )
)
, então existe x1 ∈

B
(
0, 1

22

)
tal que

y − Tx1 ∈ BF
(

0, δ23

)
⊂ T

(
BE(0, 1

23 )
)
.

Consequentemente, existe x2 ∈ B
(
0, 1

23

)
tal que

y − Tx1 − Tx2 ∈ BF
(

0, δ24

)
⊂ T

(
BE(0, 1

24 )
)
.

Procedendo por indução, obtemos uma sequência (xn) em E tal que

‖xn‖E <
1

2n+1
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e ∥∥∥∥∥∥y −
n∑
j=1

Txj

∥∥∥∥∥∥
F

<
1

2n+2 , (5.7)

para todo n ∈ N. Notemos que, para cada k ∈ N, temos

k∑
n=1
‖xn‖E <

k∑
n=1

(1
2

)n+1
≤

+∞∑
n=1

(1
2

)n+1
= 1

2 . (5.8)

Portanto, a série
+∞∑
n=1

xn é absolutamente convergente. Sendo E espa-

ço de Banach, pela Proposição 3.4, temos que
∞∑
n=1

xn é convergente.

Fazendo x :=
∞∑
n=1

xn, temos de (5.8), que

‖x‖E =
∥∥∥∥∥

+∞∑
n=1

xn

∥∥∥∥∥
E

≤
+∞∑
n=1
‖xn‖E ≤

1
2 < 1,

ou seja, x ∈ BE(0, 1). Por outro lado, de (5.7), temos

‖y − Tx‖F =

∥∥∥∥∥∥y −
+∞∑
j=1

Txj

∥∥∥∥∥∥
F

= lim
n→+∞

∥∥∥∥∥∥y −
n∑
j=1

Txj

∥∥∥∥∥∥
F

≤ lim
n→+∞

δ

2n+2

= 0

e consequentemente, y = Tx ∈ T (BE(0, 1)), concluímos assim (5.6).
Desta forma, fazendo η = δ

22 em (5.6), temos a afirmação (iii), como
queríamos.

Vamos mostrar que (iii) implica em (iv). Suponhamos en-
tão que existe η > 0 tal que BF (0, η) ⊂ T (BE(0, 1)) e seja U um
conjunto aberto não-vazio em E. Vamos mostrar que T (U) é um con-
junto aberto de F . Se b ∈ T (U), então existe a ∈ U tal que b = Ta.
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Sendo U aberto, temos que existe r > 0 tal que BE(a, r) ⊂ U . Daí,

BF (b, rη) = b+ rBF (0, η) ⊂ Ta+ rT (BE(0, 1)
= T (a+ rBE(0, 1))
= T (BE(a, r))
⊂ T (U).

Logo, T (U) é um conjunto aberto, e com isso concluímos, T é aberta.

Vamos agora mostrar que (iv) implica em (i). Suponhamos
por contrapositiva que T (E) ( F . Então, como T (E) é um subespa-
ço de F segue, pela Proposição 2.1, que T (E) não é um subconjunto
aberto de F , o que contradiz o fato de que T é uma transformação
aberta. Concluímos com isto que se T é uma transformação aberta,
então T é sobrejetiva. �

Com relação ao Teorema 5.7, vale observar que as implica-
ções (iii) ⇒ (iv) e (iv) ⇒ (i) são verdadeiras mesmo que E e F
sejam espaços normados e T : E → F seja apenas uma transfor-
mação linear. Além disso, a implicação (i) ⇒ (iv) é conhecida na
literatura como o Teorema da Aplicação Aberta. Mais precisamente,
temos o seguinte:

Teorema 5.7 (Teorema da Aplicação Aberta). Sejam E e F
espaços de Banach e T : E → F uma transformação linear limitada.
Se T é sobrejetiva, então T é aberta.

Por meio do Teorema da Aplicação Aberta, podemos de-
monstrar o seguinte resultado:

Teorema 5.8 (Teorema da Inversa Limitada). Sejam E e F
espaços de Banach e T : E → F uma transformação linear limitada.
Se T é bijetiva, então T é um isomorfismo topológico.

Demonstração. Suponhamos que T : E → F é bijetiva. Em particu-
lar, temos que é sobrejetiva e segue do Teorema da Aplicação Aberta
(5.7), temos que T é aberta. Além disso, sendo T bijetiva, também,
existe T−1 : F → E.
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Dado arbitrariamente o conjunto aberto U em E, temos que
(T−1)−1(U) = T (U) é aberto em F . Pela Proposição A.7, temos
então que T−1 é contínua. Portanto, T é um isomorfismo topológico.

�

Proposição 5.9. Sejam E e F espaços normados. Se T : E → F

uma aplicação contínua, então o gráfico

GT = {(x, y) ∈ E × F : y = Tx}

é fechado em E × F .

Demonstração. Suponhamos que T : E → F contínua e (xn, T (xn))
uma sequência em Gf que converge para (x, y) ∈ E × F . Pela Pro-
posição A.3, temos que xn → x em E e T (xn) → y em F . Como
T é contínua, temos que T (xn) → T (x). Pela unicidade do limite,
y = T (x) e, assim, (x, y) ∈ Gf . Portanto,Gf é fechado em E×F. �

Para obtermos a recíproca da Proposição 5.9 precisamos a-
dicionar as hipóteses de que E e F são espaços de Banach e que
T : E → F é uma transformação linear. Desta forma, teremos:

Teorema 5.10 (Teorema do Gráfico Fechado). Sejam E e F
espaços de Banach e T : E → F uma transformação linear. Se o
gráfico

GT = {(x, y) ∈ E × F : y = Ty}

é fechado em E × F , então T é contínua.

Demonstração. Suponhamos que

GT := {(x, y) ∈ E × F : y = Ty}

é fechado em E×F . Observemos que, pela Proposição A.4, E×F é
um espaço de Banach. Sendo GT um subespaço fechado de E ×F e
pela Proposição 3.1, entãoGT é um espaço de Banach. Consideremos
as projeções canônicas

π1 : E × F → E

(x, y) 7→ π1(x, y) = x
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e

π2 : E × F → F

(x, y) 7→ π2(x, y) = y.

Vejamos que π1 ∈ L (E × F,E). De fato, sejam arbitraria-
mente (x1, y1), (x2, y2) ∈ E × F e α ∈ R, temos que

π1(α(x1, y1) + (x2, y2)) = π1(αx1 + x2, αy1 + y2)
= αx1 + x2

= απ1(x1, y1) + π1(x2, y2).

Logo, π1 é linear. Além disso, para todo x ∈ E, temos

‖π1(x, Tx)‖E = ‖x‖E ≤ ‖x‖E + ‖y‖F = ‖(x, y)‖E×F ,

ou seja, π1 é limitada. De maneira análoga, é possível mostrar que
π2 ∈ L (E,F ).

Agora, seja σ1 = π1|GT
. Pela Proposição A.6, temos σ1 ∈

L (GT , E). Além disso, temos que σ1 é bijetiva. Portanto, pelo Te-
orema da Inversa Limitada (Teorema 5.8), temos que σ1 é um iso-
morfismo topológico e, daí, a função

σ−1
1 : E → GT

x 7→ σ−1
1 (x) = (x, Tx)

é linear e limitada. Logo, T = π2 ◦ σ−1
1 é contínua. �

Teorema 5.11. Os seguintes teoremas são equivalentes:

(i) Teorema da Aplicação Aberta

(ii) Teorema da Inversa Limitada

(iii) Teorema do Gráfico Fechado

Demonstração. O fato de que (i) implica em (ii) já foi demonstrado
na demonstração do Teorema da Inversa Limitada (Teorema 5.8).
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Além disso, o fato que (ii) implica em (iii) também já foi provado
na demonstração do Teorema do Gráfico Fechado (Teorema 5.10).

Vamos provar que (iii) implica em (i). Suponhamos que o
Teorema do Gráfico Fechado seja verdadeiro e sejam E e F espaços
de Banach e T : E → F uma transformação linear e limitada. Supo-
nhamos que T seja sobrejetiva. Pelo Lema 2.1, existe uma transfor-
mação linear limitada injetiva T̃ : E/KerT → F tal que T = T̃ ◦ π
em que π : E → E/KerT é a transformação quociente. Se T = T̃ ◦π
é sobrejetiva, temos que T̃ é sobrejetiva e, consequentemente, T̃ é
bijetiva. Notemos que, pelo Teorema 3.6, E/KerT é um espaço de
Banach e que T̃−1 : F → E/KerT é linear.

Vejamos que

GT̃−1 :=
{
(y, [x]) ∈ F × E/KerT : [x] = T−1y

}
é fechado em F × (E/KerT ). De fato, se que (y, [x]) ∈ GT̃−1 , então
existe uma sequência (yn, [xn]) em GT̃−1 tal que (yn, [xn])→ (y, [x])
em F × (E/KerT ). Logo, pela Proposição A.3, yn → y em F e
[xn]→ [x] em E/KerT . Sendo T̃ é contínua e [xn] = T̃−1yn, segue
que

yn = T̃ [xn]→ T̃ [x]

em F. Então, pela unicidade do limite, y = T̃ [x], ou seja, [x] =
T̃−1y. Assim, (y, [x]) ∈ GT̃−1 e, portanto, GT̃−1 é fechado em F ×
(E/KerT ).

Pelo Teorema do Gráfico Fechado (Teorema 5.10), concluí-
mos que T̃−1 é contínua e, consequentemente, T̃ é aberta. Sendo
π : E → E/KerT uma aplicação aberta, temos que T = T̃ ◦ π é
uma aplicação aberta.

�



6 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Nesse estudo, podemos solidificar e ressignificar os concei-
tos estudados durante o curso de graduação. Além disso, estudamos
conceitos e resultados não explorados em diversos cursos de gradua-
ção e nos quais são vistos majoritariamente em cursos de mestrado
e doutorado.

Este trabalho abre diversas possibilidades de estudos futu-
ros. Primeiramente, é possível seguir estudando as várias versões
do Teorema de Hahn-Banach, dentre elas para o espaço dos núme-
ros complexos ou suas versões geométricas. Ainda, podemos estu-
dar mais aplicações do Teorema de Hahn-Banach, do Teorema de
Banach-Steinhaus, do Teorema da Aplicação Aberta e do Teorema
do Gráfico Fechado, como por exemplo, nos espaços separáveis, no
espaço normado dos polinômios, nas séries de Fourier, e outros. A-
lém disso, é possível continuarmos os estudos na área da Análise
Funcional se aprofundando na Teoria dos espaços de Banach ou a-
bordando novos conceitos, como a Topologia Fraca, os Espaços de
Hilbert e a Teoria Espectral.
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Apêndices





APÊNDICE A – RESULTADOS AUXILIARES

Neste apêndice, abordaremos alguns resultados que são u-
tilizados ao longo de todo o trabalho. Discutiremos duas famosas
desigualdades, proposições da teoria dos espaços de Banach e outros
resultados auxiliares.

Teorema A.1 (Desigualdade de Minkowski para somas). Seja
1 ≤ p < +∞ e sejam (x1, x2, . . . , xN ), (y1, y2, . . . , yN ) ∈ RN . Então, N∑

j=1
|xj + yj |p

1/p

≤

 N∑
j=1
|xj |p

1/p

+

 N∑
j=1
|yj |p

1/p

.

Teorema A.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz para so-
mas). Seja 1 ≤ p < +∞ e sejam (x1, x2, . . . , xN ), (y1, y2, . . . , yN ) ∈
RN . Então,

N∑
j=1
|xjyj | ≤

 N∑
j=1
|xj |p

1/p

+

 N∑
j=1
|yj |p

1/p

.

Exemplo A.1. Sejam E e F espaços normados e ‖.‖E×F : E×F →
R a função definida por

‖(x, y)‖E×F = ‖x‖E + ‖y‖F

para (x, y) ∈ E × F . Temos que (E × F, ‖.‖‖(x,y)‖E×F
) é um espaço

normado.

Proposição A.3. Sejam E e F espaços normados. Então xn → x

e yn → y se, e somente se, (xn, yn)→ (x, y).

Demonstração. Sejam E e F espaços normados. Suponhamos que
xn → x e yn → y. Logo, dado ε > 0 arbitrário, existem n1, n2 ∈ N
tal que se n ∈ N, n > n1, então

‖xn − x‖E <
ε

2
e para n > n2, então

‖yn − y‖F <
ε

2 .
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Façamos n0 = max {n1, n2}. Assim, se n > n0, temos

‖(xn, yn)− (x, y)‖E×F = ‖(xn − x, yn − y)‖E×F
= ‖xn − x‖E + ‖yn − y‖F
<

ε

2 + ε

2
= ε.

Portanto, (xn, yn)→ (x, y).

Agora, suponhamos que (xn, yn)→ (x, y). Logo, dado dado
ε > 0 arbitrário, existe n0 ∈ N tal que n ∈ N, n > n0, então

‖xn − x‖E + ‖yn − y‖F = ‖(xn, yn)− (x, y)‖E×F < ε.

Logo, para n > n0, temos

‖xn − x‖E < ε e ‖xn − x‖F < ε.

Portanto, xn → x e yn → y. �

Proposição A.4. Se E e F são espaços de Banach, então E × F
é um espaço de Banach.

Demonstração. Seja (zn) uma sequência de Cauchy em E × F em
que zn = (xn, yn). Dado ε > 0 arbitrário, então existe n0 ∈ N tal
que n,m ∈ N, n,m > n0, então

‖xn − xm‖E + ‖yn − ym‖F = ‖zn − zm‖E×F < ε.

Logo, (xn) e (yn) são sequência de Cauchy em E e F , respectiva-
mente. Como E e F são espaços de Banach, (xn) e (yn) convergem
em E e F , respectivamente. Pela Proposição A.1, temos que (zn)
converge em E ×F e, portanto, E ×F é um espaço de Banach. �

Proposição A.5. Sejam E,F e G espaços normados. Se U : E →
F e V : U(E) → G são aplicações abertas, então V ◦ U : E → G é
uma aplicação aberta.

Demonstração. Sejam U : E → F e V : U(E) → G são aplicações
abertas. Suponhamos X ⊂ E é um conjunto aberto. Por U ser uma
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aplicação aberta, U(X) é um conjunto aberto de U(E). Agora, como
V ser uma aplicação aberta, V (U(X)) = (V ◦U)(X) é um conjunto
aberto de G. Pela definição de aplicação aberta, temos que V ◦ U :
E → G é uma aplicação aberta. �

Proposição A.6. Seja T ∈ L (E,F ) e M ⊂ E subespaço. Então a
restrição T̂ : M → F é linear e limitada.

Demonstração. Consideremos a função restrição T̂ : M → F . No-
temos que T̂ é linear. De fato, dados arbitrariamente x1, x2 ∈ M e
α ∈ R, temos

T̂ (αx1 + x2) = T (αx1 + x2) = αTx1 + Tx2 = αT̂x1 + T̂ x2.

Observemos que T̂ é limitada. De fato, sendo T limitada, temos∥∥∥T̂ x∥∥∥
F

= ‖Tx‖F ≤ ‖T‖L (E,F ) ‖x‖E ,

para todo x ∈M , concluindo nossa demonstração.

�

Proposição A.7. Sejam X e Y conjuntos e f : X → Y . As afir-
mações seguintes são equivalentes:

(i) f é contínua;

(ii) Se A ⊂ Y aberto, então f−1(A) ⊂ X aberto;

(iii) Se F ⊂ Y fechado, então f−1(F ) ⊂ X fechado.

Demonstração. Mostraremos primeiramente que (i) implica em (ii).
Sejam A ⊂ Y aberto e a ∈ f−1(A). temos que f(a) ∈ A. Existe
ε > 0 tal que B(f(a), ε) ⊂ A. Sendo f contínua, existe δ > 0 tal que

x ∈ X, ‖x− a‖X < δ ⇒ ‖f(x)− f(a)‖Y

Ou seja, se x ∈ B(a, δ), então f(x) ∈ B(f(a), ε) ⊂ A. Portanto,
B(a, δ) ⊂ f−1(A).

Mostremos que (ii) implica em (i). Seja a ∈ X. Temos que
f(a) ∈ Y . Dado arbitrariamente ε > 0, temos que B(f(a), ε) ⊂
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Y é aberto. Portanto, f−1(B(f(a), ε)) ⊂ X é aberto. Notemos
que a ∈ f−1(B(f(a), ε)); logo, existe δ > 0 tal que B(a, δ) ⊂
f−1(B(f(a), ε)), ou seja,

x ∈ X, ‖x− a‖X < δ ⇒ ‖f(x)− f(a)‖Y < ε.

Portanto, f é contínua.

Por fim, mostraremos que (iii) implica em (i). Seja F ⊂ Y

fechado. Então, Y ⊂ F é aberto. Logo, X \ f−1(F ) = f−1(Y \F ) ⊂
X é aberto. Portanto, f−1(F ) é fechado. �



APÊNDICE B – RESULTADOS
COMPLEMENTARES

Apesar de não apresentarmos a demonstração da Proposição
seguinte, temos que esse resultado é uma consequência do Lema de
Zorn.

Proposição B.1. Seja E um espaço vetorial. Se {αλ}λ∈L é um
subconjunto de E linearmente independente, então existe uma base
B de E tal que {αλ}λ∈L ⊂ B.

Proposição B.2. Dado E um espaço normado, E tem dimensão
finita se, e somente se, cada funcional linear em E é contínuo.

Demonstração. Vamos primeiramente mostrar que cada funcional
linear φ : RN → R é contínua. De fato, seja {e1, . . . , eN} a base
canônica de RN . Daí,

|φ(x)| =

∣∣∣∣∣∣
N∑
j=1

λjφ(ej)

∣∣∣∣∣∣ ≤
N∑
j=1
|λj | |φ(ej)|

≤

 N∑
j=1
|λj |1/2

1/2 N∑
j=1
|φ(ej)|1/2

1/2

=

 N∑
j=1
|φ(ej)|1/2

1/2

‖x‖b ,

para todo x =
∑N
j=1 λjej ∈ RN . Portanto, φ é contínua.

Suponhamos que E é um espaço normado de dimensão finita
N . Então, existe um isomorfismo topológico T : RN → E. Dado
um funcional linear ψ : E → R, temos que ψ ◦ T : RN → R é
linear. Pelo que provamos anteriormente, temos que ψ◦T é contínua.
Desde que T : RN → E é um isomorfismo topológico, temos que
T−1 : E → RN é contínua. Portanto, (ψ ◦ T ) ◦ T−1 = ψ é contínua.

Agora, suponhamos que E é um espaço normado de dimen-
são infinita. Então, existe em E um conjunto enumerável {yk}∞k=1
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linearmente independente e, daí, A0 = {ek}∞k=1, com ek = yk

‖yn‖ para
todo k ∈ N, é um conjunto enumerável linearmente independente
tal que ‖ek‖ = 1 para todo k ∈ N. Pela Proposição B.1), temos que
existe uma base {ei}i∈I de E tal que A0 ⊂ B. Agora, definimos

φ : E → R

x =
N∑
j=1

λjeij 7→ φ(x) =
N∑
j=1

λjφ(eij )

em que

φ(ei) =
{
k, se eij ∈ A0

0, se eij /∈ A0
.

É imediato que φ está bem definida e é linear. Notemos agora que
para todo k ∈ N temos ‖ek‖ = 1 e |φ(x)| = k. Consequentemente, o
conjunto {|φ(x)| : x ∈ E, ‖x‖E ≤ 1} não é limitado e, portanto, não
é contínuo, o que é uma contradição.

Portanto se cada funcional linear em E é contínuo, então E
tem dimensão finita. �



APÊNDICE C – BREVE APRESENTAÇÃO SOBRE
CONVERGÊNCIA FRACA

Nesse apêndice, estudaremos brevemente sobre o conceito
de convergência Fraca.

Definição C.1. Seja (xn) uma sequência em um espaço normado E.
Dizemos que (xn) converge fracamente para x ∈ E se lim

n→∞
f(xn) =

f(x), para todo f ∈ E′. Neste caso, escrevemos (xn) ⇀ x e x é
chamado de limite fraco. Uma sequência que possui limite fraco é
dita fracamente convergente.

Proposição C.1 (Unicidade do limite fraco). Seja (xn) uma
sequência em um espaço normado E. Se (xn) converge fracamente
para x, então o limite fraco é único.

Demonstração. Suponhamos que (xn) converge fracamente para x1 ∈
E e para x2 ∈ E simultaneamente. Então,

lim
n→∞

f(xn) = f(x1) e lim
n→∞

f(xn) = f(x2),

para todo f ∈ E′. Pela unicidade do limite de uma sequência de
números reais, temos que f(x1) = f(x2), para todo f ∈ E′. Logo,

f(x1 − x2) = 0, (C.1)

para todo f ∈ E′.

Afirmamos que x1 = x2. De fato, caso ao contrário, se x1 =
x2, teríamos x − y 6= 0. Então, pela Proposição 4.4, teríamos a
existência de f ∈ E′ tal que ‖f‖E′ = 1 e

f(x− y) = ‖x− y‖E 6= 0,

o que contradiz (C.1).

�

Proposição C.2. Seja (xn) uma sequência em um espaço normado
E. Se (xn) converge fracamente para x, então (xn) é limitada.
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Demonstração. Suponhamos que (xn) converge fracamente para x ∈
E. Isto significa que lim

n→∞
f(xn) = f(x), para todo f ∈ e′. Consequen-

temente, a sequência (f(xn) é limitada para cada f ∈ E′.

Considerando A := {xn : n ∈ N}, temos que A é um sub-
conjunto de E. Além disso, temos que f(A) = {f(xn) : n ∈ N} é
limitado em R, para cada f ∈ E′. Assim, pelo Corolário 5.4, temos
que A é limitado em E, ou seja, (xn) é limitada. �

Proposição C.3. Seja (xn) uma sequência em um espaço normado
E tal que dimE < +∞. Temos que (xn) converge para x ∈ E se, e
somente se, (xn) converge fracamente para x ∈ E.

Demonstração. Suponhamos que (xn) converge para x ∈ E. Então,
para cada f ∈ E′,

lim
n→∞

f(xn) = f(x),

já que f é contínua. Portanto, (xn) converge fracamente para x.

Suponhamos que (xn) converge fracamente para x ∈ E e,
por absurdo, que (xn) não converge para x em E. Então, existe
ε0 > 0 e existe uma subsequência (xnk

) de (xn) tal que

‖xnk
− x‖E ≥ ε0, (C.2)

para todo k ∈ N. Temos que xnkj
⇀ x. Logo, (xnk

) é limitada e,
sendo dimE < +∞, temos que existe uma subsequência (xnkj

) de
(xnk

) tal que xnkj
→ x, o que um absurdo devido a desigualdade

(C.2). Concluímos com isto que, (xn) converge para x em E. �

Visto que é possível enfraquecer alguns conceitos matemá-
ticos, é interessante comentarmos que a partir do Teorema 3.14 no
qual mostramos que a bola unitária fechada não é compacta num
espaço de dimensão infinita surge um novo olhar sobre os espaços de
dimensão infinita. Isso porquê ao estudarmos os espaços de dimen-
são infinita os resultados envolvendo compacidade são bem delicados.
Para conseguir contornar esse fato, enfraquecemos a topologia para
que haja ganhos quanto a compacidade. Um estudo aprofundado
da Topologia Fraca e envolvendo o conceito de compacidade está
disponível na referência [1].
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