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RESUMO

Neste trabalho, tratamos dos teoremas definidos em espagos norma-
dos que sao essenciais para a fundamentagao da Analise Funcional.
Enunciaremos e demonstraremos o Teorema de Hahn-Banach, o Te-
orema de Banach-Steinhaus, o Teorema da Aplicagdo Aberta e o
Teorema do Grafico Fechado. Além disso, demonstramos que os dois
altimos teoremas citados sao equivalentes. Para tanto, primeiramen-
te, estudamos as definigoes de norma, de transformagdes lineares e
limitadas e de espago de Banach, bem como os principais resultados
relacionados a estas defini¢oes.

Palavras-chaves: Espagos Normados. Transformagao Linear e Li-
mitada. Espagos de Banach. Anélise Funcional.






ABSTRACT

In this present study, we analyze the theorems defined in normed
spaces that are essentials for the grounding of the Functional
Analysis. We will enunciate and demonstrate The Hahn-Banach
theorem, The Banach-Steinhaus theorem, The Open Mapping
theorem, and The Closed Graph theorem. Furthermore, we
demonstrate that the two last aforementioned theorems are
equivalent. Therefore, firstly, we study the definitions of norm, of
bounded linear transformations and of Banach space, as well as the
main results related to these definitions.

Keywords: Normed Spaces. Bounded Linear Transformations.
Banach Spaces. Function Analysis.
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1 INTRODUCAO

A partir do século XVII, a comunidade matemética se depa-
rou fortemente com problemas em que nao possuiam solugoes numé-
ricas. Em geral, essas solugoes faziam parte de conjuntos de dimen-
sdo infinita, por exemplo, o espago vetorial das fung¢bes e o espaco
vetorial das sequéncias. Anos depois, com a necessidade do estudo
ds espagos de dimensoes infinitas, surgiu uma nova area da matema-
tica que atualmente conhecemos como Anélise Funcional. No ano
de 1928, Stefan Banach e Hugo Steinhaus criaram o jornal “Studia
Mathematica” no qual suas publicagoes eram exclusivamente sobre
a Analise Funcional. Apesar disso, de acordo com [3], considera-se
que o primeiro material basico desta area foi a monografia de Bana-
ch publicada em 1931, solidificando, difundindo e marcando o inicio
da Anélise Funcional.

Essencialmente, a Anélise Funcional faz o estudo dos espa-
gos normados de dimensao infinita, especialmente dos espagos de Ba-
nach, e das transformagoes lineares e continuas entre eles. E porque
h4 a necessidade de que as transformagoes lineares entre os espagos
normados sejam continuas? Ao longo do trabalho isso ficara melhor
justificado, mas por hora podemos adiantar que as transformacoes
lineares definidas nos espagos normados de dimensao infinita nao
sdo automaticamente continuas. E interessante lembrarmos que ao
estudar as transformagoes lineares definidas em espagos normados
de dimensao finita, na Algebra Linear, ndo precisamos exigir que
elas sejam continuas uma vez que essa propriedade ocorre automa-
ticamente.

Descreveremos agora como esta organizado o trabalho. No
segundo capitulo, introduziremos o conceito fundamental para o nos-
so trabalho, o conceito de espago normado. Dai, seguimos para a
discussao das transformagoes lineares e limitadas. Nessa parte, con-
seguiremos perceber os primeiros indicativos de quao proveitoso é a
unido da estrutura algébrica com a estrutura topologica. E finaliza-
mos o capitulo, estudando os espagos quocientes.
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No terceiro capitulo, estudaremos os espacos de Banach.
Nessa parte, apresentaremos diversos exemplos e caracterizacoes des-
ses espagos. Partindo deste estudo, podemos entender os espacos
normados de dimensao finita como exemplos particulares dos espa-
¢os de Banach. Dito isso, é claro que entre os diversos resultados
que enunciaremos e demonstraremos esté incluso o resultado de que
todo espago normado de dimensao finita é um espago de Banach.

O quarto capitulo é especialmente dedicado ao famoso Teore-
ma de Hahn-Banach. Inicialmente apresentamos o Lema de Zorn que
é fundamental para a demonstragdo do Teorema de Hahn-Banach.
Assim, enunciaremos e demonstraremos esse teorema na sua versao
mais classica e, em seguida, enunciaremos e demonstraremos uma
versao mais generalizada do Teorema de Hahn-Banach. Apés isso,
discutiremos algumas de suas consequéncias. E para um estudo bre-
ve de biduais, estudaremos a classe dos espagos de Banach reflexivos.

No quinto e ultimo capitulo, nossa proposta é apresentar
o Teorema de Banach-Steinhaus, o Teorema da Aplicacdo Aberta
e o Teorema do Grafico Fechado. Para o estudo desses teoremas,
utilizaremos o conceito de espagos de Banach e alguns resultados
apresentados nos capitulos anteriores. Ainda, estudaremos resulta-
dos da Topologia Geral para que possamos demonstrar o Teorema
de Banach-Steinhaus e suas consequéncias. Em seguida, apresenta-
remos o Teorema da Aplicagao Aberta e demonstraremos o Teorema
da Inversa Limitada e o Teorema do Grafico Fechado. Por fim, mos-
traremos que os trés dltimos teoremas mencionados sao equivalentes.

No final desse estudo temos trés apéndices. O primeiro apén-
dice possui resultados auxiliares que sao utilizados nas demonstra-
¢oOes ao longo dos capitulos, o segundo apresenta resultados comple-
mentares aos resultados enunciados nos capitulos e no ultimo temos
uma breve explanacao sobre convergéncia fraca.

E preciso ressaltar que os espacos vetoriais considerados nos
resultados mencionados nesse estudo podem ser explorados sobre o
corpo dos reais R e sobre o corpo dos complexos C, mas por sim-
plicidade escolhemos definir os espagos vetoriais sobre o corpo R.
Além disso, consideramos que o leitor ja tenha conhecimentos pré-
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vios de Algebra Linear, Analise Real, Espacos Métricos e Topologia
Geral. Caso o leitor nao tenha tais conhecimentos, para um primeiro
momento, é a0 menos necessario os conhecimentos das definigoes co-
mo espagos vetoriais, transformacoes lineares, espagos topoléogicos,
conjuntos compactos, supremo, infimo e as propriedades relativas
a essas defini¢oes. Para fundamentar a pesquisa dos leitores quanto
aos conhecimentos citados, indicamos as seguintes referéncias: 5] pa-
ra Algebra Linear, [6] para Analise Real, [7] para Espagos Métricos
e [9] para Topologia Geral.






2 ESPACOS NORMADOS E TRANSFORMAGCOES LI-
NEARES LIMITADAS

No inicio deste capitulo, temos o interesse de estudarmos o
conceito matematico central deste trabalho: o espago normado. Esse
espago possui a estrutura algébrica de um espago vetorial e a es-
trutura topologica de um espago métrico. Como este espago possui
duas estruturas robustas, uma associada as transformacoes lineares
e a outra associada as fungoes continuas, estudaremos, também, as
transformacoes lineares e limitadas. Veremos na segunda secao, co-
mo se da a relagao entre a continuidade e as transformacoes lineares
e limitadas e os ganhos da incorporagao das duas estruturas em um
s6 conjunto.

2.1 ESPACOS NORMADOS

Definigao 2.1 (Norma). Seja F um espago vetorial. Uma fungéo

|.lg:E—R

z = ||zl g

é chamada de norma se satisfaz as seguintes propriedades:

(N.1) ||z||z > 0 para todo x € E;
(N.2) ||z|| z = 0 se, e somente se, z = 0;
(N.3) || Az||z = || ||z]| ; para todo x € E e todo A € R;
(N-4) [lz +yllg < [zl g + Yl para todos 2,y € E.
A propriedade (N.4) é conhecida como a desigualdade trian-

gular. Além disso, ||.|| ; denotara a norma definida no espaco vetorial
FE, a menos que se faca mencao do contrario.

Note que a norma satisfaz a segunda desigualdade triangular

ezl =Nyl < flz = yll-
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A partir dessa desigualdade, podemos mostrar que a norma é uma
fungao continua.

Definigao 2.2 (Espago Normado). Um espaco normado E é um
espaco vetorial com uma norma definida nele.

Denotaremos o espago normado E com sua respectiva norma
||.|| z como o par (E, ||.|| p). Apresentamos, a seguir, alguns exemplos
de espagos normados.

Exemplo 2.1. Sejam N e N, 1 <p<ooe H||p :RY — R a funcdo

definida por
N »
]l == (Z Ixil”> ,

i=1
para * = (11,...,7x5) € RV. Da Algebra Linear, sabemos que RY,
N € NN, é um espago vetorial. Ao mostrar que ||.|[, ¢ uma norma,
temos que as propriedades (N.1), (N.2) e (IN.3) nao sao dificeis de
demonstrar, mas para demonstrar a propriedade (N.4) é necessério
fazer o uso da famosa desigualdade de Minkowski, apresentada no
Apéndice A.1. Portanto, temos que (R, -|l,,) € um espago normado.

Em especial, quando p = 1 essa norma é chamada de norma
da soma. Agora, quando p = 2 essa norma é chamada de norma
euclidiana.

Exemplo 2.2. Sejam N € Ne ||| : RY — R a fungdo definida
por

|zl ==max{|z;|:i=1,...,N},
para © = (21,...,2y) € RY. Temos que (RY,||.||.) é um espaco

normado.

A norma apresentada acima é denominada de norma do md-
ximo. Interessantemente, podemos obter a norma do méximo da se-
guinte forma

p —
Jim ], = lim (Zw) = el
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para todo x € RN, N € IN.

Exemplo 2.3. Sejam F um espago vetorial de dimensao finita,

{u1,us,...,un} uma base ordenada e |.||, : £ — R a fung¢ao defini-
da por
N 3
[l = (Z |)\z‘|2> :
=1
N
para z = Z Aiu; € E. Temos que (E, ||.||,) € um espago normado.
i=1

O espago ¢, apresentado a seguir é chamado de espago das
sequéncias p soméaveis.

Exemplo 2.4. Sejam 1 < p < 0o, 0 espago vetorial
byi=qx=(2;)72, CR: Z|xj\p < 00
j=1
e [l.ll, : & — R a funcao definida por

P

o0
]l == | D llP |
j=1

para z € £;,. Temos que (£p, [|.||,,) & um espaco de normado.

Da Algebra Linear, sabemos que o espaco de todas as sequén-
cias reais é um espago vetorial. Da Desigualdade de Minkowski (Te-
orema A.l), segue que ¢, ¢ um subespaco do espaco de todas as
sequéncias reais e que ||.||, ¢ uma norma.

Exemplo 2.5. Sejam o espago vetorial
loo = {x = ()21 C R:suplz;i| < oo}
i
e |||l : ¢oc = R a funcao definida por
I/l := sup |,

para x € {o. Temos que ({s, ||.||,,) € um espaco normado.
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Da Anélise, sabemos que o conjunto de todas as sequéncias
limitadas, denotado por /., é um espago vetorial. Além disso, nao
¢ dificil mostrar que ||.||,, é uma norma.

Definigdo 2.3 (Extensdo). Sejam X C X, X e Y conjuntos e uma
funcao f: X - Y. Se g: X — Y tal que g(z) = f(z), para todo
x € X, dizemos que g é uma extensdo de f e escrevemos g|¢ = f.

Ainda podemos dizer que a funcao f é a restri¢cdo da fungao
g ao conjunto X.

Exemplo 2.6. Seja (E,||.||;) um espago normado e M um subes-
paco de E. Como a norma |||z ¢ uma funcao, faz sentido conside-
rarmos a fungao restrigao

-llar = -l |ar = M — R

Veja que essa funcao esta bem definida e que satisfaz as propriedades
de norma apresentadas na Defini¢ao 2.1. A norma |.||,, é conhecida
na literatura como norma induzida.

Exemplo 2.7. Sejam

c:={x=(2;)2; CR: (x;) é convergente}

co:={x = (2;)72; CR: (x;) converge a zero}.

Temos que (¢, ||.||,) € (co, ||-|| ) s80 espacos normados com a norma
induzida em c e ¢y de ||.||, respectivamente.

Dado um conjunto ndo vazio X, denotaremos por Z(X,R)
o espago de todas as fungoes limitadas f: X — R.

Agora, dado um espago topologico X, denotaremos por € (X, R)
o espago de todas as fungoes continuas f : X — R. Vale observar
que quando X é um espago topologico compacto, temos € (X, R) C
B(X,R).
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Exemplo 2.8. Sejam X um conjunto nao vazio e [|.|| 5y ) :
AB(X,R) = R a funcdo definida por

[flxry =sup{lf(z)] : v € X},
para f € #(X,R). Temos que (Z(X,R), ||| 5xr)) ¢ um espago

normado.

Da Analise, sabemos que (X, R) é um espago vetorial. A-
lém disso, néo ¢ dificil mostrar que |.[| 4 x gy ¢ uma norma.

Exemplo 2.9. Se X é um espago topologico compacto, entao

(€(X,R), [[-Il #(x r)) € um espaco normado com a norma induzida
apresentada no Exemplo 2.8.

No que segue, F, F' e G sempre irdo denotar espacos norma-
dos com suas respectivas normas |||z, ./l € ||| &-

Definigao 2.4. Sejama € Eer € R, r > 0. A bola aberta de centro
a e rato r € o conjunto

Bg(a,r)={zx € E: ||z —alzp <r}.
A bola fechada de centro a e raio r é o conjunto

Bgla,r]={z € E: ||z —alz <r}.
A esfera de centro a e raio r é o conjunto

Sgla,r)={z € E: |z —a|p=r}.

Exemplo 2.10. Consideremos o espaco vetorial R? e as normas
|; : R* = Re .||, : R* = R, apresentadas no Exemplo 2.1, e
a norma |.||. : R* = R, apresentada no Exemplo 2.2. Assim, as
representacoes geométricas de uma bola aberta de centro (0,0) e
raio 7 com cada uma das normas, respectivamente, sao
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()

Figura 2.1 — O conjunto de pontos = € R?
tais que (a) laf, < 1, () flell, < 1 e () ], < L.

Defini¢ao 2.5 (Normas equivalentes). Seja E um espago veto-
rial. Duas normas HHS) e ||Hg) em F sdo equivalentes se existem
constantes co > ¢1 > 0 tais que

1 2 1
e |2l|%) < 2|9 < e )
para todo x € E.

Exemplo 2.11. Seja o espaco vetorial R, N € IN. Pela desigual-
dade

2l < llzlly < llzlly < Nl (2.1)

e pela definigdo 2.5, temos que a norma euclidiana, a norma do méaxi-
mo e a norma da soma sao equivalentes. Além disso, a desigualdade
(2.1) implica nas inclusoes

St €S, S, € S (2.2)

em que S | ’S||~\|2’ SI|~H1 sdo as esferas de centro em 0 e raio r rela-
oo

tivas as normas do méximo, euclidiana e da soma, respectivamente,

. ’ , . L .
e ainda S| e esfera de centro 0 e raio -~ na norma do maximo.

[e]

As inclusbes (2.2) tém a representagdo geométrica abaixo



2.2. Transformagoes Lineares e Limitadas 27

N
Nv

Figura 2.2 — Representacao geométrica das inclusoes (2.2).

Proposicao 2.1. Sejam E um espago normado e M um subespaco
de E. Se M C E, entao M nao é um subconjunto aberto de E.

Demonstrag¢ao. Suponhamos, por contrapositiva, que M é um con-
junto aberto de F. Sejaa € M. Assim, existe r > 0 tal que Bg(a,r) C
M. Dado arbitrariamente y € E, y # 0, temos que H

rYy _r
2Mvllellg — 2
‘a + 72”22‘/|E - aHE = %, ou seja, a+ 72”;”}33/ € Bg(a,r). Logo,
a+ my € M implicando que my € M. Desta forma, y € M
contradizendo o fato de que M C E. |

Entao,

2.2 TRANSFORMACOES LINEARES E LIMITADAS

Definigao 2.6 (Transformacao limitada). Dada uma transfor-
macao linear T: E — F, dizemos que T é limitada se existe k € R
tal que

1Tz|p < Ellzlg

para todo x € E.

Exemplo 2.12. Sejam E # () um espaco normado e a transforma-
¢ao linear

I:F— F

r— T =x.

Temos que a transformacao identidade é limitada.
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Exemplo 2.13. Seja a transformagcao linear

0:F— F

z— Tx=0.
Temos que a transformacao nula é limitada.

Exemplo 2.14. Seja uma matriz A = (a;;) com r linhas e N
colunas. Definimos a transformagao

T:RY - R"
r—Tr:=y=Ax

em que z = (§;) e y = (n;) sao vetores coluna com N e r compo-
nentes, respectivamente. Temos que essa transformacao 1" é linear e
limitada. Veja a demonstragdo no Exemplo 2.7-7 em (|4], p.95).

Da Algebra Linear, sabemos que o conjunto de todas as fun-
¢oes Z (F, F) é um espago vetorial. Assim, podemos mostrar que o
conjunto de todas as transformagoes lineares L(FE, F') é um subes-
paco vetorial de .# (F, F). Entretanto, ao munirmos esse espaco de
uma norma, nao teremos propriedades que nos interessarao futura-
mente. Agora, apds estudarmos as transformagoes lineares e limita-
das é natural nos perguntarmos se ha alguma norma que fara com
que o espago vetorial de todas as transformacoes lineares e limitadas
Z(E,F) seja um espago de Banach, conceito que abordaremos no
proximo capitulo.

Chamaremos de dual topolégico ou, simplesmente, dual de
FE o conjunto de todas as transformacoes lineares e limitadas T :
E — R. Denotamos este conjunto por E'.

A partir da Definicao 2.6 com E # (), pode-se considerar

. Tx ~ . .. .
o conjunto {H”IHHF cx € E,x # 0}, ndo vazio e limitado superior-
E

mente em R, no qual admite supremo pelo Postulado de Dedekind.

Assim, estd bem definida a fungao
I z@rm:ZEF) =R (2.3)

| T|]
T =Tl 2 5,r) :Sup{ [l .
E
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Proposicao 2.2. A funcio ||| pp gy Z(E,F) = R definida em
(2.3) € uma norma em £ (E,F).

Demonstrag¢dao. Como a fungéo definida em (2.3) est4 bem definida,
basta mostrar que as propriedades de norma sao satisfeitas. Vamos
mostrar que a propriedade (N.1) é satisfeita. Dado arbitrariamente
T e 4 (E,F), temos que

1 Tz||

~ zlle

para todo x € E,x # 0. Entao,

[ Tz]|

]l

0< sup{ rx e Ex# O} =Tl »5,F) - (2.4)

Portanto, ||T'|| &g r) = 0, para todo T' € Z(E, ).

Vamos mostrar que a propriedade (N.2) é satisfeita. Supo-
nhamos que ||T'[| o ) = 0. Entéo,

0< |Tlr < Sup{ |2l cr € FE x# 0} =0
]| ]|

para todo x € E,x # 0. Assim, ||Tz||, = 0 para todo z € E,z # 0.

Concluimos que Tx = 0 quando = € E,x # 0. Visto que T0 = 0,

temos entdo que Txr = 0 para todo = € F, ou seja, T = 0. Agora,

suponha que T' = 0. Entao

02l _

Izl

para todo x € E,x # 0. Logo,
10|

]l

1Tl 25,7 = 10l 25,7 = Sup{ rx € E.x# 0} =0.

Portanto, ||T'|| &g 7y = 0 se, e somente se, z = 0.

Vamos mostrar que a propriedade (N.3) é satisfeita. Sejam
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a€ReT e Z(E,F) arbitrarios. Temos que

E
T

) ol an%E’x#O
]l

T
|asup{|| 2l tx € E,:r;éO}
x

]l &
= |af HT||$(E,F)'

Portanto, HCVTHE(E’F) = |af ||T”$(E,F)'

Para verificarmos a desigualdade triangular, consideremos
arbitrariamente T, U € Z(FE, F). Temos que

1T+ U)z|p
E
T
_ sup{” 2+ Uzllp eE,x;«éO}
2]l
T
¢ Uzl W0l )
|90||E =l &
< { ”F- eE;z:;éo}
]|

+sup{|| aly :zeE,x#O}

= TlgEr + Ul e@Er -
Portanto, [T+ Ul g r) < Tl 25,7 + Ul 2(5,r), © que conclui
a demonstracao.

Proposicao 2.3. Dado T € Z(E,F), temos que

1Tl ppry = suwpillTzlp: =€k, llz)g <1}
= sup{|[Te|p: 2 € E,[zllp =1}
sup {[|Tz[|p : = € B, [Jz] g <1}

= inf{c>0:|Tz||z < c|z| g para todox € E}
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Demonstracdo. Primeiramente definamos os seguintes conjuntos:

Ay = {||Ta|p 2 € B, 2] 5 < 1};
Ay = {||Tz||p :x € B, ||| = 1};
Ay = {||T2||p: x € B, |zl 5 <1}
T
Ay :—{| alhy :xEE,x#O};

As :={c>0:|Tz||p < c|z| 5 paratodoz € E}.

Assim sendo, mostraremos as igualdades

sup A; = sup Ay = sup A3 = sup A4 = inf As.

Vamos mostrar que sup A; = sup As. Seja a € A;. Entéao,
T

existe x € E, ||z||p < 1, tal que a = ||Tz|| 5. Seja y = . Temos

quey € E, |lylp=1e
2ol (o)
]l & ]l &

a=|Tz|p < (sup Ag) [|z[| g < sup As.

= 1Tyl p < sup A
F

Entao,

Pela defini¢ao de supremo,
sup A; < sup A,.

Agora, seja a € Ay. Entdo, existe € E, ||z||z = 1, tal que a =
|Tz|| . Seja (x,) uma sequéncia em E tal que ||z,| 5 < 1, para
todon € IN, e x,, — x. Temos que

|Txy| p < supA,

para todo n € IN. Por outro lado, sendo T e a norma aplicagoes
continuas, temos que ||Tz,|  — ||Tx| 5. Assim,

a=|Tz|p <supA;.

Logo,
sup As < sup A;.
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Portanto,
sup A1 = sup As.

Vamos mostrar que sup As = sup As. Visto que Ay C As,
temos que a desigualdade

sup As < sup As

é imediata. Suponhamos que a € As. Temos que existe © € F,
llz]| z <1, tal que a = || Tz|| 5. Se ||z||; = 1, entao

a=|Tz|p < supAs.
Se |||l < 1, entao
a=|Tz|p < supA; =sup As.

Logo,
sup Az < sup A,.

Portanto,
sup Ag = sup As.

Vamos mostrar que sup A, = sup A4. Dado a € As, temos
que existe x € E, ||z||; = 1, tal que a = ||T'z|| . Entao,
_ Tz g

a=|Tz||, = Tz < sup Ay.
B

Logo,
sup Ay < sup A4.

Agora, suponhamos por absurdo que sup As < sup Ay. Existe z #£ 0

tal que
[T
sup Ay < H £,
Seja y = H:cxHE' Temos que ||Ty| - € Az e

IT|
[E41)%

sup As <

=Tyl g,
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o que é um absurdo. Portanto, devemos ter

sup As = sup Ay.

Vamos mostrar que sup A4 = inf A5. Dado ¢ € As, temos
que |Tz|| < cl||z||z, para todo z € E. Logo, para todo = € E,
x # 0, temos
[Tz p
el

Dai, sup A4 < ¢ para todo ¢ € A e, consequentemente,

sup A4 <inf As.

Agora, notemos que, para todo x € E, x # 0, temos

Se T'= 0, é imediato que
sup A4 = 0 = inf As.
Se T #£ 0, entdo sup A4 >0 e
ITz]|lp < (sup Ad) [[z] g ,
para todo x € E. Portanto, sup A4 € A5. Assim,
inf A5 < sup Ay.

Portanto,
sup A4 = inf As.

|
Vejamos que é verdadeira a desigualdade
1Tzl < Tl 2, 12l s - (2.5)
T -
Como ||T\|2(E,F) = sup { H”;l”; cx € FE x# 0}, pela definicao de
supremo, temos que
[Tl

< |7 ,
[E41p% LEH
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para todo x € E, verificando a desigualdade (2.5).

Sabemos que dados dois espacos métricos e uma funcao en-
tre eles, sao verdadeiras as implicacoes sobre a fungao ser

lipschitziana =- uniformemente continua
= continua

= continua na origem,

mas raramente temos as implicagoes inversas. O resultado seguinte
elucida bem o ganho ao adicionarmos estrutura algébrica nos espacos
métricos.

Proposigao 2.4. Dada uma transformagao linear T: E — F, as
sequintes condi¢des sao equivalentes:

(a) T é limitada;

(b) T é€ lipschitziana;

(c) T é uniformemente continua.
(d) T é continua.

(e) T é continua na origem

Demonstragao. Vamos mostrar que (a) implica em (b). Supondo que
T limitada, temos que existe k € R tal que ||Tz|, < k|||, para
todo x € E. Dal, sendo T linear, entao

[Tz —Tyllp = T(x —y)llp < kllz—yllg,

para todo x,y € X. Portanto, T' é lipschitziana.

Vamos mostrar que (b) implica em(c). Suponhamos que T'
¢ lipschitziana. Entéo, existe k € R tal que

[Tz = Tyllp < klz = yllg,

para todos x,y € E. Se k = 0, entdo T é uma transformagao linear
constante que, por sua vez, é uniformemente continua. Se k # 0,
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entao dado arbitrariamente ¢ > 0, podemos considerar 6 = £. Entao,
para x,y € E, ||z —y||z < 6, temos

€
ITe = Tyllp <kllo—yllp <ky =¢
Portanto, T é uniformemente continua.

Os fatos de que (¢) implica em (d) e (d) implica em (e) sdo
imediatos.
Vamos mostrar que (e) implica em (a). Suponhamos que T

é continua e, por contrapositiva, que T nao é limitada. Entao, para
cada n € N, existe z,, em E, x, # 0, tal que n||z,|| 5 < [|[T2| g

Seja y, = ﬁ para todo n € IN. Entao,
nllp
Tn EP
lonll s = | - <L
P lTzallplly 1 T2allp ~
Tn [ Tn p
7l = 7 ()| = -1,
i ITxnllp /N N T2nllp

para todo n € IN. Assim, quando n — 400, ||yn||z = 0 € | Tyn| » —
1, o que contradiz o fato de T ser continua na origem. ]

Demonstrado isso, ao longo do estudo nao faremos distingao
entre transformacoes lineares e limitadas e transformagoes lineares
e continuas.

Corolario 2.5. Seja T : E — F uma transformagdo linear. Entdao
T é continua se, e somente se, existe uma constante ¢ € R tal que

1Tzl p < cllzllg
para todo x € E.

Definigao 2.7. Seja T € Z(E, F). Chamamos T de isomorfismo
topologico se T € bijetivo e seu inverso é continuo. Além disso, se
T ¢é um isomorfismo topologico entre E e o subespaco T'(E) de F
dizemos que T' é um mergulho topoldgico.

Temos que a equivaléncia de normas também pode ser ca-
racterizada da seguinte forma.
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Observagao 1. As normas ||||§El) e ||Hg) definidas em um espago
vetorial ' sdo ditas equivalentes se, e somente se, a transformagao
identidade de (E, ||||§51)) em (E, ||||g)) é um isomorfismo topologico.

Definigao 2.8. Dizemos que T € Z(FE, F) é um isomorfismo isomé-
trico se T' é bijetivo e ||Tz|| . = ||z||z para todo x € E. Além disso,
se T € Z(FE,F) & um isomorfismo isométrico entre E e o subespago
T(E) de F, diremos que T é um mergulho isométrico.

Corolario 2.6. Seja T : E — F uma transformacdo linear. Entao
T ¢é um mergulho topoldgico se, e somente se, existem constantes
co > c1 > 0 tais que

allzllp < 1T p < ez |2 g,
para todo x € E.
Proposicao 2.7. Seja T € L (E,F). SeU € Z(F,G), entao (U o
T) e Z(E,G).
Demonstragao. Suponhamos que T' € Z(E,F) e U € Z(F,G). Da-

dos arbitrariamente x,y € ' e a € R, temos

UoTl)(ax+y)=UT(ax+y)) = U(aTxz+Ty)
U(aTz) +U(Ty)
aU(Tx)+U(Ty

= aUoT)x+(UoT)y

Portanto, (U o T') é linear. Temos, por hipdtese, que
1Tl p < 1Tl 2(5,r) 7] g »
para todo x € E, ¢
1Uylle < Ul & pa) lullp
para todo y € F, e assim,
[UeTzllg=I1UT)lle < 1Ulgme ITzlp
< WUllgwe 1Tl 2z, 12 g -

Portanto, (U o T') é limitada, como queriamos. |
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Corolario 2.8. Seja T € Z(E,F). SeT': F' — E' é definida por
[T = foT, entioT" € Z(F', E') e |T"|| o (pr oy < 1Tl 25, 5)-
O operador T' € chamado de operador dual, ou operador transposto,
de T.

Demonstragio. Dado f € F' arbitrario, seja T} := f o T Dados
arbitrariamente z,y € F e a € R, temos

Ti(ax+y)=(foT)(ax+y) = f(T(ax+y))
= f(aTz+Ty)
af(Tz)+ f(Ty)
= a(foT)z+ (foT)y
= aTj(x) + Ti(y).

Além disso, dados arbitrariamente z € E e f € F’, temos

| T7(@)| = [ (T2)| < 1 flp 1Tl < Wl 17N o5,y Il 5 (2:6)

Logo, Tj’c € E’. Assim, concluimos que 7" estd bem definida. Agora,
se considerarmos arbitrariamente f,g € F/, a« € R, e x € E, entao

T yey(@) = (@f +9) 0T = (af +9)(Tx)
= af(Tz) +g(Tx)
= a(foT)zL’—l—(goT)I
— aT]’c(x) + T;(x).

Logo, T’ é linear. Além disso, da desigualdade (2.6), temos que

T/
f El
T € Z(F',E') e que

< 1l TNl (5, F)> Para todo f € F'. Isto implicard que

1T 2y S NN (0 5y »

como queriamos. |

Com teoremas que veremos mais adiante, conseguiremos de-
monstrar que na verdade

”T/ij’(F’,E’) = ||T||:£(E,F)'
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2.3 ESPACO QUOCIENTE

Definicao 2.9 (Relagdo de Equivaléncia). Dado um conjunto
X, uma relacdo de equivaléncia em X ~ é uma relacao binaria tal
que as seguintes propriedades sdo satisfeitas:

(i) a ~ aparatodoa € X; (Reflexiva)
(ii) Se a ~ bentao b ~ a; (Simétrica)
(iii) Sea~beb~c, entdo a ~c, (Transitiva)

para a,bece€ X.

Exemplo 2.15 (Relagao de Equivaléncia Modulo M). Dados
FE um espacgo vetorial e M um subespaco de E. Considere a relagao

r=y(modM) &z —ye M.

Essa relagao é uma relacao de equivaléncia e nao é dificil mostrar
tal afirmagado. Nesse caso, dizemos que x,y € FE sao equivalentes
modulo M.

Definigao 2.10. Seja uma relagdo de equivaléncia ~ num espago
normado F. Definimos, para todo = € E,

[2]={ye E:x~y}.

Esses conjuntos sao chamados de classes de equivaléncias.

Considerando a relagdo de equivaléncia modulo M, apresen-
tada no Exemplo 2.15, denotaremos por E/M o conjunto de todas
as classe de equivaléncia médulo M.

Definicao 2.11. Definamos as operacoes de soma e multiplicacao
por escalar em E /M. Assim, temos

2]+ [yl =le+yl,  Ale]=[A]

para todo [z],[y] € E/M e A € R.
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Nao é dificil que essas operagoes sdo bem definidas e que
com elas E/M ¢é um espago vetorial. Chamamos o espago vetorial
E/M de espago quociente de F modulo M.

Existe a transformacao linear natural definida como
m:E— E/M
x— () = [z]

Essa transformacao linear sobrejetora é chamada de aplicagdo quo-
ciente.

Definigao 2.12. Sejam E e F espagos vetoriais. A aplicagdo T :
E — F ¢ dita aberta se T(A) é um conjunto aberto de F' para todo
conjunto A aberto de F.

Proposigao 2.9. Sejam E um espago normado, M um subespaco
fechado de E e

para cada [x] € E/M. Entao:

(2]l gjar = nf {llz]l : 2 € []}

(a) [z] =2+ M e[zl g/ = d(z, M) para cada x € E;
(b) A fungao
Il E/M — R
(2]~ lellL s
é uma norma em E /M ;
(¢) m(Bg(0,1)) = Bg/nm(0,1). Em particular, a aplicagio quoci-

ente m: E — E/M € continua e aberta.

Demonstrag¢ao. Vamos primeiramente mostrar (a). Seja y € [z] arbi-
trario. Logo, = y (mod M). Assim, z—y € M e, consequentemente,
m:=y—x € M. Sendo y =z + (y — x), entdo y = = + m.

Seja y € x + M arbitrario. Entao, existe m € M tal que
y =z + m. Assim, m =y + (—x) e, consequentemente, z —y € M,
isto é, z =y (modM). Logo, y € [z] e, portanto, [z] = x + M.
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Observemos que

dz,M) = inf{|lzr —wlg:we M}
= inf{[z+ (-w)|g: we M}
— inf{la+ylly:ye M}
J& que os infimos de conjuntos iguais sao iguais, basta mostrarmos

que
A=A{lle+yllp:ye M} ={lzllp: 2 €lz]} = B.

De fato, seja w € A arbitrario. Entao, existe yg € M tal que w =
|z + yol| . Como = +yo € x + M = [z], temos que w € B. Por
outro lado, seja w € B arbitrario. Entao, existe zg € [z] tal que
w = ||20]| - Como [z] = = + M, temos que existe mo € M tal que
xo = & +myg. Logo, w = ||zo|| g = ||z + mo| g com mg € M e, assim,
w € M. Portanto, A = B, o que conclui o que queriamos.

Vamos agora mostrar (b). Para concluirmos que ||.[[5 /5, :
E/M — R é uma norma em E/M precisamos mostrar as proprie-
dades citadas na Defini¢ao 2.1. Visto que ||[z] 5/, = d(z, M), para
todo = € FE, ¢ imediato que ||[z]||p/,, = 0, para todo [z] € E/M,
satisfazendo a propriedade (N.1).

Vamos mostrar que a propriedade (N.2) é satisfeita. Supo-
nhamos que [/[z]|| /), = 0, ou seja,

inf {||z —y|p:y € M} =d(x, M) = 0.
Entao, para todo n € IN, existe y,, € M tal que
1
R

Desta forma, a sequéncia (y,,) em M & tal que lirJIrl lyn — ||z = 0.
n——+oo
Logo, x € M = M. Assim, z — 0 € M, e portanto, [0] = [z].
Suponhamos agora que [z] = [0]. Entéo,
1l g yar = MOVl g jar = inf {llyll -y € M-

Como 0 € M, entdo 0 = [[[0]|| g/as = ll[z]ll 5/s» como queriamos.
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Vamos mostrar que a propriedade (N.3) é satisfeita. Dados
arbitrariamente [z] € E/M e a € R, temos

lalellg/ar = llleallg/n = mf{{laz|p: 2 € [2]}
= nf{laf|lzllg: = € [2]}
= lafinf{[lz] 5 : = €[]}

= lalll=]llz/n -

Para finalizar, basta mostrarmos a desigualdade triangular.
Dados arbitrariamente [z],[y] € E/M e ¢ > 0, existem z € [z] e
y € [y] tais que
lzll g < =]l g/ + €

Iyl <yl g/ar + e
Entao z +y € [z] + [y] = [z + y] e dai,

Izl + g < lz+ylle < llzlz+lvle
< Ml gyar + Mylllg/ar + 26
Como € > 0 é arbitrario, segue que
Ilz] + Wl yar < Nl g yar + 19 s -
Portanto, |||/ : E/M — R € uma norma em E/M.
Vamos agora mostrar (¢). Seja y € w(Bg(0,1)) arbitrario.

Entéo, existe x € Bg(0,1)) tal que y = w(z) = [z]. Temos que

191 z/ar = Wl gyar = nf {llzll g : @ € [2]} < l2flp < 1.
Logo, y € BE/M(Oa ]-)

Seja y € B/ (0,1) arbitrario. Entao, [ly[ 5/, < 1, e con-
sequentemente, existe z € Y tal que [ly[ 5/, < |lzllp < 1, ou seja
y=m(x)ex e Bg(0,1). Logo, y € m(Bg(0,1)). Portanto,

Mostrado isso, podemos concluir que

™ (Be(z,r)) = Bg/u([z],7), (2.7)
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para todo x € E e para todo r > 0. Notemos que 7 é continua. De
fato, sejam Y C E/M aberto e [z] € E/M. Entao, existe z € E
tal que m(x) = [z] € Y. Além disso, por ¥ ser um conjunto aberto,
existe r > 0 tal que Bg/p([z],7) C Y. Pela igualdade (2.7), temos
que 7 (Bg(z,7)) C Y. Logo, Br(x,r) C m (V). Portanto, pela
Proposicao A.7, w é continua.

Agora, notemos que m também é aberta. De fato, seja X C E
aberto. Entao, existe r > 0 tal que Bg(z,r) C X. Logo, 7 (Bg(x,r)) C
7(X). Pela igualdade (2.7), temos que Bg/a([z],r) C 7(X), con-
cluindo a demonstracao. |

Lema 2.1. Sejam E e F espagos normados. Se T : E — F € linear
limitada, entao existe uma tmnsformagao linear limitada injetiva
T:E/kerT — F tal que T =Tomw em quen : E — E/kerT ¢ a
transformacdao quociente.

Demonstracio. Sejam E e F espagos normados e T': E — F uma
transformacao linear limitada. Consideremos

T:E/kerT — F
[z] — T[z] = Tx.

Notemos que se [z], [y] € E/kerT com [z| = [y], entdo z —y € kerT.
Assim, x =y +1¢ em que ¢ := x —y € kerT. Logo,

Te=Ty+1i)=Ty+Ti=Ty+0="Ty.

Portanto, T esta bem definida. Para mostrar que Té linear, sejam
arbitrariamente [z], [y] € E/kerT e a € R. Entao,

T(afz)+[y) =T(lax +y)) =T(az+y) = oTz+Ty
= oT[z] + Ty

Portanto, T é linear. Para mostrar que T ¢ limitada, notemos que
para cada x € [z], temos

1T = 1Tl p < 1T 2 r 2] g -
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Como o kerT é fechado, temos

| TT]|| ) 1T 2,y f {ll2]| = 2 € [2]}

||TH$(E,F) ”[‘T]HE/kerT :

Portanto, T ¢ limitada. Vamos mostrar que 7' ¢ injetiva. Se T[z] =
T[y], entdao Tx = Ty, e consequentemente, T'(x —y) = Tx — Ty = 0.
Isso implica que z — y € kerT, e ainda que, [z] = [y]. Portanto, T é
injetiva. Por fim, se z € E arbitrério, entao

(Tom)z =T(nz) =T[x] = Tx.

Portanto, T'= T o 7 finalizando a demonstracao. ]






3 ESPACOS DE BANACH

Nesse capitulo, iremos estudar os famosos espacos de Bana-
ch. De acordo com [10], a partir de 1913 varios matematicos tinham
seus estudos projetados para a criacao desse conceito. Os primeiros
resultados contemplavam apenas os espacos de transformacoes line-
ares, Bennett e Lamson estudavam esses espagos com completude,
em 1916 e 1917, respectivamente. Em 1920, Wiener ja estudava os
espacos vetoriais abstratos, mas sem completude. O marco para a
criacdo dos espacos de Banach foi a publicagdo da tese de Banach,
em 1920, no qual apresentava esse conceito e seus estudos em volta
dos espagos vetoriais abstratos com completude. Vale ressaltar que
Hahn, meses depois da publicacao de Banach, também publicou seus
estudos sobre os espagos vetoriais abstratos com completude.

Antes de abordarmos o conceito de espacos de Banach, re-
lembremos algumas definigoes.

Definigao 3.1 (Limite). Seja E um espago normado. Diz-se que
x € FE & o limite da sequéncia (z,) em F quando dado arbitraria-
mente € > 0, existe ng € N tal que n € IN,n > ng, entao

|zn — 2|5 <e.
Neste caso, escrevemos lim z,, = x.

Definicao 3.2 (Sequéncia Convergente). Uma sequéncia (x,,) é
dita convergente quando (z,,) possui limite.

Defini¢ao 3.3 (Sequéncia de Cauchy). Seja E um espago nor-
mado. Uma sequéncia (z,) em F é uma sequéncia de Cauchy quan-
do dado arbitrariamente € > 0, existe ng € IN tal que n,m € NN,
n, m > ng, entao

|Tn — Tm|| g <e.

Definicao 3.4 (Espago de Banach). Seja (F,||.||;) um espaco
normado. Dizemos que E é um espago de Banach se toda sequéncia
de Cauchy em F é convergente em F.
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Vejamos alguns exemplos de espacos de Banach.

Exemplo 3.1. Sejam N € N, 1 < p < oo e (RY, ||Hp) 0 espago
normado apresentado no Exemplo 2.1 . Temos que (R, |.|| p) ¢ um
espago de Banach. De fato, seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em
RY. Observemos que cada z,, ¢ uma N-upla de ntmeros reais tal

que T, = (mgn), mgn), ... ,x%)) em que n € IN. Dado arbitrariamente
e > 0, existe ng € N tal que para n, m > ng, temos

N b
|x§n) . mz(m)l < (Z |xz(n) . xz(m)|p> - Hmn — xm”p < e, (3.1)
=1

para cada i = 1,2,..., N. Logo, (acin)) ¢ uma sequéncia de Cauchy

(n)

em R, e por conseguinte, existe z; = lim z;’, para cada ¢ =
n——+oo
1,...,N. Claramente, x := (z1,...,2x5) € R". Seja ¢ > 0. Da
existéncia do lim xl(-n) , para cada i = 1,2,..., N, existe n; tal
n—+oo

que se n > n;, entao

Ep
\a:l(.n) —xiP < NF
Fazendo gy = max {ni,ng,...,ny} e n > qo, temos

1

p
len - all, = (Z |x£">—xi|P>

i=1
< (|x§ ) g |p)p +--+ (|x§\?) -z |p);

< 44—
N N 7

mostrando que z,, = & € R™ como queriamos.

Exemplo 3.2. Sejam N € N e (RV,||.||.) o espago normado a-
presentado no Exemplo 2.2. Temos que (RY,||.]|,) ¢ um espaco de
Banach. A demonstragao de que (RY, .| ) é um espaco de Bana-
ch é semelhante & demonstracao de que (RY,||.|| ) ¢ um espago de
Banach.

Exemplo 3.3. Sejam 1 < p < oo e ({,||.|,) o espago normado
apresentado no Exemplo 2.4. Temos que (£, ||.|,,) é um espago de
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Banach. De fato, seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy em ¢,. Entao,
dado arbitrariamente € > 0, existe ng € IN tal que para n,m > ng,
temos

P

‘l’gn) . xz(m)| < (Z |m£n) . xl(m)|p> = ||55n — mep <e, (3.2)
=1

2"

, /) € uma sequéncia de Cauchy em R,

(n)

para cada i € IN. Assim, (

e portanto, existe x; € R tal que z; = hr_{l x; ~, para todo i € IN.
n——+0oo
Seja x = (¢1,T2,...,%n,...). Fazendo m — oo na desigualdade

(3.2), temos que

oo P
lz, — 2|, = (Z ™ — |) <e,
=1

para n > ng. Portanto, (x — z,,) € £, para todo n > ng e, conse-
quentemente, T =z, + (z — ) € {p € ||z, — x|, = 0.

Exemplo 3.4. Seja ({s, ||.]|,,) © espago normado apresentado no
Exemplo 2.5. Temos que (/o |.||,,) ¢ um espago de Banach. De
fato, seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em ¢o,. Assim, dado € > 0,
existe ng € IN tal que se n,m > ngy entao

supa{") — 2™ | = ||zn — 2wl <&,
1

Dai, para todo i € IN |

" — 2™ < sup | — 2{™] <e, (33)

()

para n,m > ng. Entdo, para cada i € IN, temos que (z; ') é u-

ma sequéncia de Cauchy em R. Logo, existe x; € R tal que z; =

lirf xz(»"), para todo i € IN. Seja x = (21, 22,..., Ty, ... ). Mostre-
n——+oo

mos que z, — x. Fazendo m — oo na desigualdade (3.3), tem-se

que
2™ — ;| <e,
para todo ¢ € IN, e todo n > ng. Logo,

|z — 2| = sup |2 — 2| <,
1
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para todo n > ng. Portanto, (z — z,) € fo, para todo n > nyg.
Assim, v =z, + (v — zp,) € lo € ||z, — 2|, — 0.

Antes de continuarmos com os exemplos, precisaremos da
seguinte preposicao.

Proposigao 3.1. Seja E um espago de Banach. Um subespaco M C
FE € fechado se, e somente se, M é Banach.

Demonstragao. Suponhamos que M é fechado e seja (z,,) uma sequén-
cia de Cauchy em M. Temos que (x,) é uma sequéncia de Cauchy
em E. Logo, existe € E tal que ,, =+ x em E. Comox € M = M,
concluimos que z,, — x em M. Portanto, I’ é Banach.

Agora, suponhamos que M é um espago de Banach e seja
x € M. Temos que existe (x,) sequéncia em M tal que z,, — = em
E. Entao, (z,) é uma sequéncia de Cauchy em M, e portanto, existe
T € M tal que z,, - T em M. Pela unicidade do limite, T = z e
x € M. Portanto, M é fechado. |

Exemplo 3.5. Seja (c,|.||,,) o espaco normado apresentado no E-
xemplo 2.7. Temos que (¢, ||.||,,) é um espago de Banach. De fato,
notemos que ¢ C 4, € ¢ é um espago vetorial. Entao, sendo £, um
espaco de Banach e pela Proposigao 3.1 é suficiente mostrar que ¢ é
fechado em £.

Seja = (z;) € ¢. Entao, existe (z,,) em c tal que z, = «
em f,. Desta forma, dado arbitrariamente € > 0, existe ng € IN tal
que se n > ng, entao

;"

£
] < sup ") — ] = [lzn — 2] < 3,
jeEN

para todo j € IN. Notemos que z,,4+1 = (xg-nOH)) ¢ de Cauchy. Logo,

existe jo € IN tal que se i,j > jo, entao

|x§7’bo+1) _ x§n0+1)| < %
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Do fato de que 4, j > jg, entao

(n0+1)+ (n0+1)_ (n0+1)+ (n0+1)

|z — a5 = o - —
< |:c£”0“ —aq] + a0 — ”°“|+\ 2§D —
g
< — — - =
3*3*3 ©

temos que = = (x;) € c.

Exemplo 3.6. Seja (co,|.||,,) o espaco normado apresentado no
Exemplo 2.7. Temos que (co, ||.||,) € um espaco de Banach. De fato,
sendo ¢y C /5, um espago vetorial e pela Proposicao 3.1, entdo basta
mostrarmos que ¢y ¢ fechado em /. Seja x = (x;) € ¢y. Entao existe
(xn,) em c¢o tal que z, — x em fo, ou seja, dado arbitrariamente
e > 0, existe ng € IN tal que se n > ng, entao

(n)

g
2 = a5l < sup " = 5] = flan = ol < 5
J

o0 27

para todo j € IN. Notemos que m;no-ﬁ-l)

— 0 quando 5 — +o00, ou
seja, existe jo € IN tal que se j > jp, entao

(no)+1 €
Como, se j > jo entao

o5l = o - w§-"°*” +aoh)

IN
8
<

AN
| ™
+

f
2 2 &
temos que = = (2;)jeN € co.
Exemplo 3.7. Sejam X um conjunto nao vazio e
(Z(X,R), |-l (x,r)) © espago normado apresentado no Exemplo 2.8.
Temos que (Z(X,R), ||| 4x r)) ¢ um espago de Banach. De fato,

seja (fn) uma sequéncia de Cauchy em (X, R). Assim, dado arbi-
trariamente € > 0, existe ng € IN tal que se n, m > ng, entao

[fn(z) = fm(@)] < sup{[fu(z) = fm(2)] : 2 € X}

= |fa— fm”gB(X,]R) <&
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para todo x € X. Dai, para todo z € X temos que (f,(z))nen €

uma sequéncia de Cauchy em R. Logo, existe limite em R no qual

definimos da forma lirf fn(x) :== L. Seja f : X — R definida
n——+0oo

por f(z) = L,, para todo € X. Mostremos que f, — f. Fazendo
m — 00, tem-se que

[fn(z) = f(2)] <e,

para todo x € X e todo n > ng. Logo,

1fn = Pl my = sup {[fn(2) = f(2)]: 2 € X} <e.

Portanto, (f — fn) € AB(X,R), para todo n > ng. Assim, f =
fat (f = fn) € BX,R) e |fu — fllgxr) — 0 como querfamos.

Exemplo 3.8. Sejam X é um espago topologico compacto e
(€(X,R), |-l (x,r)) © espago normado apresentado no Exemplo 2.9.
Temos que (€' (X,R), || 5(xr)) ¢ um espaco de Banach. De fato,
notemos que (X, R) C #(X,R). Entao, sendo Z(X,R) um espago
de Banach e pela Proposi¢ao 3.1, é suficiente mostrar que (X, R)
é fechado em Z(X, R).

Seja f € €(X,R). Entao, existe (f,) em €(X,R) tal que
fn — f em B(X,R). Desta forma, dado arbitrariamente ¢ > 0,
existe ng € IN tal que se n > ng, entao

[Fal@) = £(@)] < sup|ful@) = F@)] = o = Flacemy < 5-

para todo z € X. Como (fn,+1) € €(X,R), temos que dado p € X,
existe um aberto V, de X tal que p € V,, e se x € V), entao

€

[ fro+1(@) = fro+1(P) | mxr) < 3

Assim, se x € V), entao

[ f(z) - f(P)H@(X,]R) < f(=z) - fno+1($)‘|@(x,1£{)
+ [ fno+1(2) = fro+1(P) | xm)
+ [ fno+1(P) = F(O) (xR

< S4i4i=¢
3 3 3 7

Logo, f € ¥(X,R), e portanto, (X, R) é fechado.
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Agora, vejamos um exemplo de um espago que nao é um
espago de Banach.

Exemplo 3.9. Sejam %([0,1],R) o conjunto de todas as fungodes
continuas de valores reais definidas em [0, 1] e a norma definida em
%([0,1],R) como

1
T{P— / £ (8)de.

O espago normado (%'([0,1]), [|-[((o,1])) ndo & um espago de Banach.
De fato, seja (x,,) uma sequéncia de em ([0, 1], R) tal que para cada
n € N, z, : [0,1] — R é definida por

0, set € [O, %}
zo(t) =S n(t—3), sete (L a,)
1, set € [ap,1]

em que a, = % + % Mostraremos que a sequéncia (z,) é de Cau-
chy. Dados m,n € IN, uma observagao interessante é a de que
|#m — @nll4(0,1,r) POde ser representado geometricamente pela &-
rea do tridngulo cinza na figura 3.1.

[T

1
2

f -

Figura 3.1 — Representacao geométrica do n-ésimo termo da sequén-

cia (zn) € da [|zm — Zn g o,1] ) TesPectivamente.

Seja € > 0 arbitrario e tome ng > % Notemos que se % <

t < ap, entao 0 < n (t — %) < 1, ou seja, |z, (t)| = z,(t) < 1, para
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todotE( an)eparatodonE]N E claro que se m,n € N, n < m,

entdo |z,(t)] = 2,(t) < 1, para todo t € (3, ay,). Desta forma, se

m,n € N, n < m, temos

/jm () — am (Bt < /m ()] + [on (8)

2
< 2/mdt:—
3

De forma bastante parecida, demonstra-se que se m,n € IN, n < m,

an 1 2
/ on(t) — om(B)]dt < 2/ dt—2_ 2
a n m

m

temos

Dai, se m,n € N, m,n > ng, n < m, concluimos que

1
o = nllsqonm = | loalt) = an(®ldt

| lea®) = @i
+/jm (1) — @ ()
+/ (o (£) — 2o (1)

m

1
+ [ loa®) = oot

n

. / (o (£) — 2 ()]

2

+/ (o (£) — 2o (1)

m

2 2 2 2
< —F-—-—=—-<ec
m n m n
Portanto, (z,) ¢ uma sequéncia de Cauchy. Dado arbitrariamente

x € €([0,1],R), temos que

2 (t) — x(t)] < |on| + [x(t)] < 1+ sup |z(t)],
t€[0,1]
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e, portanto

0§/ " len(t) — s()ldt < /"1+ sup [z (t)|dt

1 7 te[0,1]

<1+ sup |x(t)|>
tel0,1]

-

AR

Logo,
An

lim |2 () — 2()|dt = 0. (3.4)

n—+oo [1
2

Além disso, considerando a func¢do F : [0,1] — R definida por
1

F(z) = / |1 — x(t)|dt, temos que F' é Lipschitziana, e assim, F

’ 11 1
é continua. Portanto, lim F |-+ —) =F | =], ou seja,
n—+o0 2 n 2
1 1
im [ 1= a()|dt = / 1 — w(t)]dt. (3.5)
1
n 3

n—-+o0o a

Notemos que
1
O / 2 (t) — 2(t)dt
1 an
= [Tla@lar+ [ le(t) - alt)lar
0 3

+/1 11— x(t)|dt. (3.6)

n

Desta forma, se tivéssemos z,, — = em % ([0, 1], R), seguiria de (3.4),
(3.5) e (3.6) que

1 1
0 — / le(t)|dt + 0+ / 1= 2(t)|dt.
0 3
Consequentemente, z(t) = 0, para todo ¢t € [0, %} e x(t) = 1, para to-
dot € (%,1], o que & um absurdo devido ao fato que z € €([0, 1], R).

Proposicao 3.2. Se F' é um espago de Banach, entao L (E,F) é
um espaco de Banach.
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Demonstragao. Seja (T,,) uma sequéncia de Cauchy em Z(E,F).
Assim, dado arbitrariamente € > 0, existe ng € IN tal que para todo
n,m > ng, temos

HTn - Tm”,%(E,F) <&

Disto segue que para todos n,m > ng e para todo x € F, temos
[T = Tzl p < T = Tinll o1y 12l g <ellzllg. (3.7)

Segue que (T, ) é uma sequéncia de Cauchy em F para cada z € E.
Sendo F' um espago de Banach, existe ILm T,x para cada x € F.

Definamos

T:EF—-F

r— Tx= lim T,x.

n—oo

Mostraremos que T' € Z(E,F) e que T,, — T. Dados arbitraria-
mente x,y € F e a € R, temos
Tar+y) = lim T,(ax+vy)
n— oo
= nli_)ngo(aTnx +Thy)
= « lim T,z + lim T,y
n—oo n—oo
= alz+Ty.

Logo, T ¢é linear. Agora, fazendo m — oo em (3.7), temos para todo
n > ng que

(Tn = Tzl p = [|Tnz — Tzl p < e llllg,

para todo © € E, ou seja, T,, — T € Z(E, F) para todo n > ny.
Além disso, para todo x € E, x # 0, temos

(T = )l _

]l 5
para todo n > ng. Desta forma, temos que ||, =T &g 5y < €,
para todo n > ng, ou seja, T,, — T, o que conclui a demonstracao.

Corolario 3.3. O dual E’ de um espag¢o normado E ¢é espaco de
Banach.
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Demonstragao. Notemos que E’ := Z(E,R). Sabendo que R é um
espaco de Banach e pela Proposicao 3.2, concluimos que E’ é espaco
de Banach. ]

Definigao 3.5 (Série convergente). Dada uma sequéncia (z,) em
(E,||.|| z), consideremos a partir dela uma sequéncia (s,) em que

Sp =21+ T2+ -+ Ty

o0
Dizemos que s,, é a soma parcial da série g Zn- Se (s,) converge,
n=1
isto é, se existe s € E tal que
s = lim s,,
n—oo
oo oo
dizemos que a série E Ty CONVErge € escrevemos § = E T
n=1 n=1

Definigao 3.6 (Série absolutamente convergente). Seja a sequén-

oo
cia (z,) em (E,||.|| ). A série Z x, & dita absolutamente conver-
o n=1
gente quando a série Z |y p converge em R.
n=1

Proposigao 3.4. Um espago normado E é Banach se, e somente
se, cada série absolutamente convergente em E é convergente.

Demonstra¢ao. Suponhamos que F seja um espago de Banach e seja
(o]

(z,,) uma sequéncia em E tal que Z |lz;|l; < +o0. Para n € NN,

j=1
n n
sejam s, 1= Z:Uj ety := Z 2] - Notemos que se m < n, entao
j=1 j=1
n m n
lsn = smlle = |22 =3 @i = || 3 a
j=1 =1 g j=mtl ||

n

> il (38)

j=m+1

IN
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o0
Como Z lz;]| ; < 400, entdo a sequéncia (t,) em R & convergente.
j=1
Portanto, (t,,) é uma sequéncia de Cauchy, ou seja, dado arbitraria-
mente € > 0, existe ng € IN tal que se ng < m < n entao

n

Yo lzsllg = ltn — tml <&
j=m+1

Dai, da desigualdade (3.8) temos, se ng < m < n, entao

n

Isn = smlls < > llally <e,
j=m+1

ou seja, (sy,) € uma sequéncia de Cauchy em E. Sendo E um espago
de Banach, concluimos que a sequéncia de Cauchy (s,,) é convergente.
o0

Portanto, a série Z x; € convergente.
j=1
Reciprocamente, suponhamos que cada série absolutamente
convergente em F é convergente em E e seja (z,) uma sequéncia
de Cauchy em E. Entao, existe uma subsequéncia (z,,) de (x,) tal

que
1

[y = || 5 < 2

para todo j € IN. Daf,

o0 o0 1 J
> ones — 2| €3 (5) =1 < +oc.
j=1

=1

oo
Logo, por hipotese, 2:(307”+1 — ;) é convergente em E. Como
i=1

k
xnk—i-l = mnl + E (mTLJ'Jrl - xnj)v
j=1

para cada k € IN, concluimos que a sequéncia (x,,) é convergente
em FE. Sendo assim, (z,) é uma sequéncia de Cauchy em F que
admite uma subsequéncia convergente. Logo, (x,) é convergente e
portanto E é um espaco de Banach. |
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Proposigao 3.5. Sejam E wm espago normado, e |.||; e ||.||, nor-
mas definidas em E. Se ||.||; € equivalente a ||.|,, entdo (E,|.||;) €
Banach se, e somente se, (E,||.||,) € Banach.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que (E, ||.[|;) ¢ um espago de Banach
e que as normas |||, e [|.||, definidas em E s@o equivalentes. Assim,
existem constantes co > ¢; > 0 tais que

e llfly < llzfly < eollzlly

para todo x € E. Sejam ¢ > 0 e (z,,) uma sequéncia de Cauchy em
(E,|l.l5)- Entao, para cie > 0, existe ng € IN tal que se m,n € N,
m,n > ng, entao

|zn — Zm|ly < cie.

Logo,
c1llzn — zmlly < lzn — 2mlly < crg,

ou seja, (x,) é uma sequéncia de Cauchy em (E, ||.||;). Sendo assim,
existe x € F tal que para é > 0, existe n; € IN tal que se m,n € IN,
m,n > ng entao -

Ty — x| < —.

o=l < =

Logo,
[en = zlly <eaflon — 2y <e.

Portanto, z, — = em (£, ||.|,) demonstrando o que queriamos. M

Teorema 3.6. Sejam E um espago normado e M um subespaco
fechado de E. Se E é um espago de Banach, entao E/M é um espago
de Banach.

+oo
Demonstrag¢ao. Suponha que E é um espago de Banach. Seja Z[l‘j]

j=1
uma série absolutamente convergente em FE/M. Para cada j € IN,
seja x; € [x;] tal que

1
il < Milllgyn + 55
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e, portanto,
—+o00 —+o00 1
Sty < 3 (Hosllom+ o)
j=1 j=1
+o0 +o0 1
= Do lllpye + 3 5
j=1 j=1
—+o00
= 3 il + 1
j=1
+o0 +oo
Assim, Z |zl ; < +oo e, pela Proposicao 3.4, Z xj é convergente
j=1 Jj=1
em F.

n +oo n n
Sejam s, 1= Z:vj, 5= ij eSy, = Z[x]} = sz =
Jj=1 j=1 j=1 j=1
[sn]. Temos que s,, € S, para cada n € IN. Como a aplica¢ao quo-
ciente m : E — E/M & continua, segue que S, = [s,] — [s] em
“+o00
E/M. Logo, Z[xj] é convergente. Pela Proposi¢ao 3.4, concluimos
j=1
que E/M é um espago de Banach.

3.1 ESPACOS NORMADOS DE DIMENSAO FINITA

Nessa se¢ao, veremos que os espacos normados de dimensao
finita possuem propriedades bem interessantes. Por exemplo, que
esses espagcos normados de dimensao finita sao exemplos particulares
de espagos de Banach e que todo funcional linear definido nesses
espagos € continuo.

Proposicao 3.7. Dado E um espaco normado, E tem dimensao
finita se, e somente se, cada funcional linear em E é continuo.

Reservamos a demonstracio da Proposi¢ao 3.7 no Apéndice
B (Proposigao B.2) j& que para tal prova é necessaria a utilizagao
do Lema de Zorn que apresentaremos no proximo capitulo.
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Proposigao 3.8. As normas ||.||z e |.||, em um espago vetorial E
de dimensao finita sdo equivalentes.

Demonstracdo. Suponhamos que E seja um espago vetorial de di-
mensdo finita, digamos N, e seja (z1,...,2y) uma base ordenada
de E. Considere a transformagao I : (E,|.||,) = (E,||.||z) em que

|.]l, ¢ a norma apresentada no Exemplo 2.3. Seja z € E arbitra-
N

rio com x = Z)‘ixi’ entdo pela desigualdade de Cauchy-Schwarz
i=1

(Teorema A.2) temos que

N N LN .
1z p <D (il llzillz) < D (I Y- ((l2ill2)?) -
=1 =1 =1
N 1
Definindo ¢ := Z ((Jl]| 5)?)*, obtemos
i=1

[zl < el -

Logo, a transformagao é continua. Agora, considere a composi¢ao
|.lgoI:Sg[0,1] = E, sendo Sg[0,1] = {z € E: ||z||, = 1}. Como
Sg[0,1] é compacta, pelo Teorema de Weierstrass, existem co > ¢; >
0 tais que

&1 < Jlzllp < e

para todo x € Sg[0,1]. Assim,

< cy

o]

para todo x € E, x # 0. Logo,
calzl, < lzlg < e =,

para todo € E. Portanto, pela Corolario 2.5, a norma ||z| 5 ¢
equivalente a norma ||z||, . [ |

Corolario 3.9. Todas as normas definidas em wm mesmo espago
vetorial E de dimensdo finita sdo equivalentes.
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Demonstragao. Basta mostrarmos que duas normas quaisquer ||||§31)
e H||g) definidas em um espago vetorial E de dimensao finita sao
equivalentes. Pela Proposicao 3.8, temos que existem é; > ¢ > 0 e
¢o > ¢1 > 0 tais que

1)
E

allell, < llzlp” < & ll«l,

~ 2 ~
a |z, < 1219 < &, -
Assim, temos

¢ 2 . 1 R &) 2
@wwngMSst@wmsgmmW

. £ D L. 1
Definindo ¢1 := & e ¢y := 2 e pelo Corolério 2.5, temos que ||||(E)
C2 Cci1
2) :
e H||§E) sdo normas equivalentes. |

Teorema 3.10. Todo espaco normado de dimensdo finita N sobre
R ¢ topologicamente isomorfo a (RN, ||.||5).

Demonstragao. Sejam (e, es,...,exn) base ordenada de F e
T:RY - E
N
r—Tr = Z T;€;,
=1
para todo x = (1,22, ...,zy5) € RY. Temos que T é linear e bijeti-

va. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz (Teorema A.2), temos
1 1
N N 2 N 3
2
Tl < 3 sl < (la) (S el)
i=1 i=1 i=1

N 2

para todo # € R¥Y. Logo, fazendo cp = (Z |ei|%> , temos que
i=1

|ITz||; < c2|lz|l,, para todo z € RY. Portanto, T é continua. Por

outro lado, consideremos

S:{x:(xlnya"‘va)GRN:||x||2:1}.
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Temos que S é fechado e limitado e, portanto, é compacto. Notemos
que ||Tz|| 5 > 0, para todo = € S. Sendo T' continua e S compacto,
temos que existe xg € S tal que

0 <|[Tollp < 1T,
para todo x € S, e portanto
[Tzl g 12l < T2l g

para todo x € RY. Logo, fazendo ¢1= || Tzo| . temos que ¢ ||z, <
|Tz| 5, para todo x € RY. Como

cllzlly < |Tzllp < coflzlly,

para todo € RN, e T & bijetiva, pelo Corolario 2.6, temos que
T :RN — E é um isomorfismo topolégico. |

Corolario 3.11. Todos o0s espacos normados sobre R com dimensao
finita N sao topologicamente isomorfos entre si.

Demonstracao. Sejam E e F espacos normados de dimensao IV sobre
R. Logo, pelo Teorema 3.10, existem T : E — RY e U : F — RN
isomorfismos topologicos. Temos que U~! : RN — F também é um
isomorfismos topoldgico. Assim, U~ 'oT : E — F é um isomorfismo
topologico. ]

Corolario 3.12. Cada espaco normado de dimensdo finita € um
espago de Banach.

Demonstracao. Seja E um espaco normado de dimensao N. Logo,
pelo Teorema 3.10 existe 7' : E — R”Y um isomorfismo topolégico.
Considere (z,,) uma sequéncia de Cauchy em E. Temos que (Tx,)
¢ uma sequéncia de Cauchy em RY. Logo, existe y € RV tal que
Tz, — y em RY. Ademais, existe 2o € E tal que y = Txg e
T, — Txoem RYN. Logo, usando a continuidade de 7~ : RN — E,
temos z,, = x¢ € E e, portanto, E¥' é um espago de Banach. |

Corolario 3.13. Cada subespaco de dimensao finita de um espago
normado E € fechado em E.



62 Capitulo 3. Espagos de Banach

Demonstracio. Sejam E um espago normado e M um subespaco
de dimensdo finita de F. Seja arbitrariamente x € M. Temos que
existe (z,) sequéncia em M tal que z, — = em E. Entao, (z,) é
uma sequéncia de Cauchy em M. Pelo Corolério 3.12, temos que M
¢ um espaco de Banach. Portanto, existe y € M tal que z,, = y em
M. Pela unicidade do limite, y = x e z € M. Portanto, M é fechado.

Da Analise Real, temos que toda sequéncia limitada de nu-
meros reais possui uma subsequéncia convergente. Esse famoso resul-
tado é conhecido como Teorema de Bolzado-Weierstrass. Sera que
esse resultado é valido para espagos normados de dimensao infinita?
Para conseguirmos responder a essa pergunta, vejamos primeiramen-
te um lema.

Lema 3.1 (Lema de Riesz). Sejam E um espago normado e M
um subespago fechado proprio de E e 0 < 6 < 1. Entdo existe y €
Sgl0,1] tal que ||y — x| 5 > 6 para todo x € M.

Demonstragao. Sejam yo € E\ M e
d = d(yo, M) = inf {||lyo — 2[5 : v € M}.
Como M é fechado, yo ¢ M e, assim, d > 0. Agora, como 0 < d < %
e pela defini¢do de d, existe zo € M tal que
lyo ~zollz < 5
—x z
Yo ollg 0
e seja, ainda,
_ Yo — o

~lyo — 2ollp

Logo, y € Sg[0,1] e para cada x € M temos:

-als = |22 o
o — @oll B
‘ Yo — o —$||y0 —5E0||E
||?J0 _370||E E
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Note que z1 := 2o + 2 |[yo — zol|p € M. Entdo

||yo *CE1|| db
ly—allg =1 —7 EZFZG-
lyo — 2ol

Para enunciarmos o proximo resultado, precisamos definir o
que significa um conjunto ser sequencialmente compacto.

Definigao 3.7 (Sequencialmente compacto). Seja X um espa-
¢o topolbdgico. Se toda sequéncia em X possui uma subsequéncia
convergente dizemos que X é sequencialmente compacto.

Teorema 3.14. Seja E um espago normado. Sio equivalentes as
sequintes afirmacaoes:

(a) E tem dimensao finita

(b) Sgl0,1] C E € sequencialmente compacta.

Demonstra¢do. Suponhamos que E tenha dimensao finita, digamos
N, eseja T : E — RN um isomorfismo topologico. Se (x,) é uma
sequéncia arbitraria em Sg[0, 1] C E, temos que (T'z,,) é sequéncia
limitada em R”. Logo, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass, (T'x,,)
admite uma subsequéncia (T'x,,) tal que Tz,, — z, com z € RY.
Entdo, pela continuidade de 7! : RN — E, x,, — T 'z, com
T~z € E. Como Sg[0,1] é fechada, temos que z,, — T 'z em
Sg[0,1]. Portanto, Sg[0,1] C E é sequencialmente compacta.

Agora, suponhamos por contrapositiva que o espago norma-
do E tenha dimensao infinita. Sejam z1 € Sg[0,1] e My = [x1].
Notemos que M; é subespago proprio de E e é fechado pelo Corola-
rio 3.13. Sendo assim, pelo Lema de Riesz (3.1), existe xo € Sg[0,1]

tal que

1
[z =2l p > 3,

[\

para todo x € M;. Em particular,

1
|z2 — 21l > 3
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Seja My = [z1, x2], sendo este um subespago proprio de E e é fechado
pelo Coroléario 3.13. Entao, pelo Lema de Riesz (3.1) existe x5 €
SE[0,1] tal que

1
s —all = 5,

para todo x € Ms. Em particular,

)

N | —

s = 2jll 5 >

para j = 1,2. Indutivamente, construimos (x,) em Sg[0,1] C E tal
que

1
1 Zm — anE > 2

para m # n. Logo, a sequéncia (z,,) ndo admite nenhuma subsequén-
cia convergente. Portanto, F tem dimensao finita. |

Assim, concluimos que o Teorema de Bolzano-Weierstrass
em espagos normados de dimensao infinita ndo vale, ou seja, nem
toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia convergente em
espagos normados de dimensao infinita.



4 TEOREMA DE HAHN-BANACH

Neste capitulo, abordaremos o Teorema de Hahn-Banach
que explora a existéncia de uma extensao para funcionais lineares
e no qual tem como ponto principal que o funcional linear a ser es-
tendido e a extensao sao majorados pelo mesmo funcional sublinear.
Existem diferentes versoes do Teorema de Hahn-Banach no qual se
diferenciam no espago em que é definido funcional linear e, também,
quanto a generalidade do teorema. Algumas dessas versdes serao
estudadas ao longo desse capitulo, mais especificamente nas segoes
4.2 e 4.3. Indo para uma dimensao mais histérica, de acordo com
[1], temos que as versdes menos gerais do Teorema de Hahn-Banach
foram demonstradas por Helley e Hahn nos anos de 1912 e 1922, res-
pectivamente. Em 1927, Hahn publicou uma versao do teorema para
espagos de Banach. E no ano de 1929, Banach publicou uma versao
do teorema para espacos normados, evidenciando a justificativa para
a intitulacao do teorema.

As primeiras demonstrages para as versoes do Teorema de
Hahn-Banach publicadas eram demonstradas utilizando a indugao
transfinita. Isso mudou ap6s uma publicagao de Zorn, em 1933, no
qual apresentava o Lema de Zorn. Desde entao, utilizamos esse lema
para demonstrar o Teorema de Hahn-Banach e, com esse objetivo,
estudaremos Lema de Zorn na primeira se¢ao deste capitulo.

4.1 LEMA DE ZORN

O matemaético e professor Max Zorn, em meados de 1933,
apresentou um principio maximal como conhecemos hoje e que, pos-
teriormente, foi nomeado de Lema de Zorn. Apesar da nomenclatura
de lema, temos que o Lema de Zorn é um axioma da teoria de con-
juntos que é equivalente ao Axioma da Escolha e o Principio da Boa
Ordenagao.

Definigao 4.1 (Relagao de ordem parcial). Dado um conjunto



66 Capitulo 4. Teorema de Hahn-Banach

X, uma relagdo de ordem parcial < é uma relagdo binaria tal que
as seguintes propriedades sdo satisfeitas:

(i) a < aparatodox € X; (Reflexiva)
(ii) Sea<xbeb = a,entdoa=b; (Antissimétrica)
(iii) Seaxbeb<=<xc,entdoa < ¢, (Transitiva)

para a,bece X.

Definicao 4.2 (Conjunto parcialmente ordenado). Um con-
junto parcialmente ordenado X um conjunto com uma relacao de
ordem parcial definida nele.

Definicao 4.3 (Cadeia). Uma cadeia (ou um conjunto totalmente
ordenado) é um conjunto parcialmente ordenado em que para todos
a,be X, entao a < boub < a.

Definicao 4.4 (Cota superior). Sejam X um conjunto parcial-
mente ordenado e um subconjunto W de X. Dizemos que s é cota
superior para W se x < s, para todo x € W.

Vale lembrar que nem todo conjunto possui uma cota supe-
rior. A defini¢do para cota inferior é similar.

Definigao 4.5 (Elemento maximal). Dado um conjunto X par-
cialmente ordenado, um elemento maximal de X é um elemento
m € X tal que se m < x, entao m = x.

A definicdo para elemento minimal é similar. Observemos
que nem todo elemento maximal é uma cota superior do conjunto.
Para elucidar essa afirmacao consideremos a inclusdo de conjuntos
como relagao de ordem, o conjunto

X = {{a} ) {b} ) {C} ) {CL, b, C}}

e o subconjunto

W = {{a},{b},{c}}.
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Assim, no conjunto W temos trés elementos maximais, mas nenhum
deles é uma cota superior para W. Em contrapartida, no conjunto
X temos que o elemento {a,b,c} é o tnico elemento maximal para
X e, ainda, esse elemento é uma conta superior para X.

Lema 4.1 (Lema de Zorn). Seja M # () um conjunto parcialmente
ordenado. Se toda cadeia C C M tem uma cota superior, entio M
tem um elemento mazimal.

4.2 TEOREMA DE HAHN-BANACH

Neste teorema de extensao, consideramos que o objeto a ser
estendido é um funcional linear f o qual é definido em um subespago
Z de X e, ainda, deve satisfazer uma limitacao estabelecida em
termos de um funcional sublinear. Para isso vejamos, primeiramente,
a seguinte definigao:

Definicao 4.6 (Funcional sublinear). Um funcional sublinear no
espaco vetorial X é uma aplicagdo p: X — R que satisfaz

p(z+y) < p(z)+ply)

p(ax) = ap(z),
para todo a > 0 real e para todos =,y € X.

Teorema 4.1 (Teorema de Hahn-Banach). Sejam X um espago
vetorial, Z um subespaco de X e p: X — R um funcional sublinear.
Se f:Z — R é um funcional linear satisfazendo

f(z) <p(z),

para todo © € Z, entdo existe um funcional linear f: X — R satis-
fazendo

para todo x € Z, e

para todo x € X.
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Dizemos que f é a extensao de f.

Demonstracao. Seja

gt Zy — R linear com Z C Z; C X
F =4q gi(z)=f(x) paratodox € Z e
gt(z) < p(z) para todo x € Z;

Como f € %, temos que % # (. Além disso, podemos
estabelecer em Z a seguinte relacdo de ordem parcial:

Gt < gs = Zy C Zs e gi(x) = gs(x)

para todo x € Z;.
Para toda cadeia {g;},.; em .#, consideremos o funcional
g: U Z; — R
teJ
z = g(2) = gie(2).
Notemos que g estd bem definido e g; < ¢ para todo t € J, ou seja,

g ¢ uma cota superior para a cadeia {g:},.;. Logo, pelo Lema de
Zorn (Lema 4.1), .# possui um elemento maximal f: Xy — R.

Vamos mostrar que Xg = X. Suponhamos por contradi¢ao
que Xy € X. Entéo, existe zp € X \ Xp. Sejam W := Xy @ [0] e
g:W-—=>~R
z+ Axo = gz + Azo) = fz) + 60X,
para algum 6 € R. Notemos que § é um funcional linear. De fato,

dados arbitrariamente y; = x1 4+ A1xg,y2 = 2+ Aaxg € W e a € R,
temos

(1 + aza) + 0(\ + a)e)
(1) + af (22) + OA1 + O
(x1) + 0\ + af(2) + 0A2)
= 9(y1) + ag(y2).

g(y1 + ay) f
f
f
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Temos que Z C W C X e g(x) = f(z) = f(x), para todo z € Z.
Para chegarmos em uma contradi¢ao precisamos mostrar ainda que

a(y) < p(y),

para todo y € W, ou seja,

f(@) + 0\ < p(x + Axo) (4.1)

para todo x € Xy e para todo A € R. Para isto devemos mostrar,
primeiramente, que existe # € R que satisfaca a desigualdade (4.1)
implicando também na boa defini¢ao de g.

Uma condigao necessaria para que (4.1) ocorra ¢ termos

f(@) +0 < p(z + 20)

f(@) =0 < p(a — x0),
para todo x € Xy, ou ainda, 6 € R deve satisfazer

f(x) = plz = w0) <0 < plx + 20) — f(2) (4.2)

para todo z € Xy. Agora, notemos que como f € .%, para quaisquer
z,y € X, temos

f@)+ fly) = fla+y) <plz+y) p(z — z0 + y + o)

p(z — x0) + p(y + 20),

ININA

ou seja, para z,y € Xo,

f(x) = p(x — 20) < ply + 20) — f(¥)-

Logo,

sup (f(x) —plz — xo)) < inf (P(y —x0) — f(?ﬁ) .

z€Xo y€Xo

Portanto, se considerarmos

sup (f(a:) —p(z — mo)) <6< inf (p(y —T0) — f(y)) ;

x€Xo
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temos que a desigualdade (4.2) é satisfeita. Vamos agora mostrar
que a desigualdade (4.2) também implica na desigualdade (4.1). De
fato, seja 6 € R tal que

f(x) —p(z — 20) <0 < p(a + 20) — f(2),
para todo x € Xy. Para A = 0, temos
f(x)+0X= f(z) < p(x) = p(x + \zo),

para todo & € Xy, visto que f € .Z. Agora, se A > 0, entio

e -(7(5)+) = () +a)
= p(z+ Axg),

para todo x € Xj. Por fim, se A < 0, entdo

@20 =0 (7(5)-0) = () -m)

= p(z+ Axo),

para todo x € Xy. Assim,

3(y) < ply)

para todo y € W. Logo, por construcio, § € .Z, f < §, mas f # §
uma vez que o dominio de f esta estritamente contido no dominio
de g. Isto é uma contradigao, pois f é um elemento maximal de %.
Portanto, Xy = X concluindo a demonstracao. |

Do teorema anterior, podemos obter uma generalizagao que
apresentaremos a seguir.

Teorema 4.2 (Teorema de Hahn-Banach Generalizado). Seja
X um espago vetorial real e Z um subespaco de X. Sejap: X - R
uma aplica¢do que satisfaz, para todos x,y € X e todo o € R,

p(x+y) < p(x) +py) (4.3)

plax) = |a|p(x). (4.4)
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Seja f : Z — R um funcional linear tal que

|f(@)| < p(),
para todo x € Z. Entdo, existe um funcional linear f : X = R tal
que

fl@) = f(a),
para todo x € Z, e

|F(@)] < pla)

para todo x© € F.

Demonstrac¢ao. Notemos que p : X — R satisfazendo as condigoes
(4.3) e (4.4) & um funcional sublinear. Além disso, veja que

f(@) < [f(2)] < plx)

para todo x € Z. Desta forma, pelo Teorema de Hahn-Banach (4.1),
temos que existe f : X — R o qual é uma extensao de f e

f(z) < pla)

para todo # € X. Agora, se € X é tal que f(z) > 0, entdo

F(@)| = f(a). Dat
@) = F() < pa).

Por outro lado, se # € X é tal que f(z) < 0, entéo ’f(x)’ = —f(=).
Logo,

F@)| = =F(@) = F(-=2) < p(=2) = | - 1p(z) = p(x).
Portanto,

|F(@)] < pla)

para todo x € X, o que conclui a demonstracao. ]

A partir desta ultima versdo do Teorema de Hahn-Banach
podemos mostrar algumas aplicacoes.
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4.3 CONSEQUENCIAS DO TEOREMA DE HAHN-BANACH

De acordo com [4], o Teorema de Hahn-Banach é conside-
rado uma das maiores conexdes entre a teoria de transformagoes
lineares e limitadas e o estudo dos duais. Na versao do Teorema de
Hahn-Banach para espagos normados, temos que os funcionais linea-
res e limitados definidos em um subespago M de um espago normado
FE podem ser estendidos para o espago FF mantendo a linearidade, a
continuidade e o valor na norma.

Teorema 4.3 (Teorema de Hahn-Banach para espagos nor-
mados). Sejam E um espago normado e M um subespago de E. Se
f € M, entao existe f € E' tal que flpr = f e

|

=1l

Demonstragao. Se M = {0}, ent@o a solugdo ¢é trivial. Sejam M #
{0} e f € M’'. Uma vez que f é limitada, vale

[F @) < flla 2l g

para todo € M. Definiremos p(x) = || f||,; ||z|| 5. Observemos
que p(z) esta definida em E e que satisfaz as condigoes (4.3) e (4.4).
De fato, dados 1,z € E e a € R, temos

p(z1+x2) = |fllap o1 +22llg

£l Ulzall g + 22l g)

[f s 21l g + 1 ar lz2ll g
p(x1) + p(z2)

IN

plaxy) = |[flly lewillg = lal [[flla 21z = lalp(z).

Assim, pelo Teorema de Hahn-Banach Generalizado (Teorema 4.2),
temos que existe um funcional linear f : E — R tal que f|y = f e

F@)] < p@) = 1fllar 21l
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para todo x € E. Dali,

fHE < || f|l ;- Por outro lado, como f|ar =
f, temos

{If(@):ze M,|z||; =1} C {|f(:r)| cx € B |zllp = 1}.

Logo, |l < |7]|,. ¢ portanto, |[7]| =11l u

Proposigao 4.4. Dado xy € E, xo # 0, existe f € E' tal que
1fller =1 e f(zo) = [[wol -

Demonstragao. Seja M = [xg] o subespago de E gerado por zg e
f € M’ definido por f(Azg) = A||zo|/ g, para todo A € R. Se consi-
derarmos p : E — R definido por p(z) = ||z| g, entao

Fxo) = Mlzollg < [Alllzoll g = [[Azoll g = p(Azo),

para todo A € R. Agora, sejam arbitrariamente o € R e x,y € [z]
tais que x = Axg e y = A2z, com A1, As € R, logo,

flaz+y) = f(adizo + Aexzo) = f([a + A2]zo)
(aA1 + A2) [zl
a(A1 [|zollg) + Az [lzoll
af(Mzo) + f(A2z0)
= af(z)+ f(y).

Portanto, f é linear. Dado arbitrariamente x € M, x # 0, temos que
T = Azg, para algum A € R, e dai

@) _ Mol _
ez~ Twolls

Entao,

1l =sup{'f("”>' xe M,x#o} _1.

Assim, pglo Teorema (}e Hanh-Banach (4.2), existe f : E — R linear
tal que flp = f e |f(z)] < p(z), para todo x € E. Logo, temos
f € E'jaque

(@) < p(e) = |lzllg,
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para todo = € E. Mostremos, agora, que Hf(x)HEl = 1. Temos que
se x € M,z # 0, entao

[f(@)] _ |[f(=

E |'T||E

<[l

implicando em || f||,, < HfHE/ Por outro lado, se x € E,xz # 0,

como | f(x)] < || . temos

@l _,
[E41y>
implicando em HfHE/ < 1 = ||flly- Com isso concluimos que
Wl = HfHE/ = 1. Por fim, como zp = l.zy € [z¢], entao
F(@o) = flwo) = L lzoll g = llzoll -

Corolario 4.5. Se E # {0}, entao E" # {0}.

Demonstragao. Supondo que E # {0}, entdo existe xop € E em que
xo # 0. Logo, pela Proposigao 4.4, existe f € E' tal que HfHE, =
e f(zo) = ||zo|| z- Concluimos que f # 0. Portanto, E/ # {0}. H

Corolario 4.6. Para cada x € E, temos que
ol s = sup {|f(@)| : f € £/, |7 =1}

Demonstragao. O caso em que E = {0} é trivial. Supondo que E #

{0}, temos pela Proposicao 4.4 que, para cada x € E,x # 0, existe
f € E' tal que HfHE/ =1e f(z) = ||z|| 5. Dai,

)z = 1f@)] <sw{If@): feE,||f

-1}

Por outro lado, dado arbitrariamente f € E' com H f HE/ =1, vale

F@) < |[f], I2lls = ll2lls
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para todo x € E. Entao,

sup {|f(@)| : f € ,

fll = 1} <
fHE, < [lzllg
Portanto,

ol g = sup {IF (@) : f € B,

e =13

Proposicao 4.7. Sejam M um fechado de E, yo € E\ M e d :=
d(yo, M). Entio, existe f € E' tal que HfHE, =1, flyo) = d e
f(x) =0 para todo x € M.

Demonstragao. Seja N = M + [yo]. Assim, cada z € N pode ser
escrito de maneira tnica como z = = + Ayp, com x € M e A € R.
Consideremos f : N — R definida por f(z) = Ad. Sejam arbitraria-
mente o € R e 21,20 € N tais que 21 = 21 + A\1yg € 22 = Ta + A2yp.
Como azy + 2o = (a1 + x2) + [@A1 + A2]yo € N, temos

flazi +22) = flazi +aliyo + 22 + Aayo)
f((axy + z2) + [ + A2]yo)
(aA + A2)d
= a(Ad) + Nad
af(z1 4+ Ayo) + f(z2 + A2yo)
= af(z)+ f(z2)

Portanto, f é linear. Agora, seja arbitrariamente z € N, com z =
x + Ayo. Como d = inf {|lyg — || : € N}, para A # 0, temos

Y

|Ald
= |f(z+ Ayo)|
= [f(2)
A desigualdade é trivial para A = 0. Portanto, f é limitada. Além

disso, f(yo) = d e f(x) = 0, para todo x € M. Provaremos que
| fllg = 1. Dado arbitrariamente z € N, ||z||z = 1, do fato de que

lell s = e+ Mol = 1M o = (=5
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f é limitada segue que

1f(2)| < |zl =1

e dafi,
1> sup{|f(2)|: z € N, [zl g =1} = I fll g -

Por outro lado, se ¢ < 1, existe € > 0, tal que

c< <1
d+e
Além disso, pela deﬁnigéo de infimo, existe zg € M tal que ||yo — zo|| 5 <
d+ €. Seja zp = W Entao como zp € N, ||zl =1 ¢ f(z0) =
—%——, temos
llyo—zoll 5’

¢ < o < Jle0) SIF)| S 1

Concluimos, assim, que 1 é a menor das cotas superiores do conjunto
{lf(2)] : z € N, ||z||p = 1}, e consequentemente || f|| 5, = 1. Definin-
dop: E — R por p(x) = ||z| 5, temos que

[f(@)] < [le]l g = p(2),

para todo x € M. Entao, pelo Teorema de Hahn-Banach (4.2), existe
f: E — R linear tal que f|y = f e |f(z)| < p(z) para todo z € E.
Dali, temos que f € E’ ja que

(@) < plx) = ||zl g,

para todo z € E. Além disso, temos também que f(yo) = f(yo) =

f(z) = f(z) = 0, para todo = € M. Vamos mostrar que Hf‘ o=
De fato, se z € N,z #0, e

f)

EF. HZHE

e daf, ||f]lz < ||f|l . Por outro lado, dado arbitrariamente = €
B o

E,z # 0, temos | f(z)| < ||| 5, e assim

/()|

2

1

IN

7
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implicando que HfHE, < 1= f|lz - Concluimos assim, que || f|| 5, =

|1

=1
E’
]

Corolario 4.8. Sejam M um subespaco de E e yg € E. Temos
que yo € M se, e somente se, f(yo) = 0 para cada f € E' tal que
f(z) =0 para todo x € M.

Demonstracdo. Se yo € M, entdo existe uma sequéncia (z,) em
M tal que limx, = yo. Seja f € E’ arbitrario tal que f(z) = 0
para todo x € M. Pela continuidade de f, f(yo) = lim f(z,) = 0.
Portanto, f(yo) = 0. Agora, suponhamos que yo ¢ M. Como M
¢ fechado, pela Proposicio 4.7, existe f € E' tal que f(z) = 0
para todo # € M com f(yg) # 0. Isto contradiz a hipétese de que
para cada f € E’ tal que f(x) = 0, para todo z € M, temos que

f(yo) = 0. n

4.4 ESPACOS DE BANACH REFLEXIVOS

Definigdo 4.7. O dual de E’, denotado por E”, é chamado de
bidual de E.

Proposigao 4.9. Seja

JE . g E"
z— JE),

em que JSP 1 B/ = R ¢ definida por JQ(EE)(f) = f(z) para todo

x € E. Entio, JE) ¢ um mergulho isométrico.

Demonstracao. Dado xz € E arbitrario, seja J;EE) : B/ — R definida
por J;E)(f) = f(z) para todo f € E’. Para concluirmos que o
funcional J) esta bem definido, devemos mostrar JéE) é linear e
limitado. De fato, sejam arbitrariamente f,g € E' e a € R. Entao,

IE(af +g)=(af +9)(x) = af(z)+g(z)
aJ P (f) + I (g)
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Portanto, JgE;E) é linear. Além disso, temos que

JE) = 1@ < 1 f g 2l (4.5)

para todo f € E’. Vejamos que J(&) ¢ linear. De fato, dado arbitra-
riamente z € E tal que z = ax + y, entao

T () = () = flaz +y) = afz+ fy
ad D (f) + TS (f).

Portanto, J¥) & linear. Agora, da equacao (4.5), temos que

()
e < I2lls

Jg(gE)‘ o < ||z||z, para

todo = € E. Portanto, J(F) ¢ limitada. Para mostrarmos que
172, = Nl - (4.6)
De fato, pelo Corolario 4.6, temos
12|, = s {lIP A f e BLflle =1}

= sup{|f(2)|: f € B ||fllpr =1}

= lzlg-

para todo f € E’, f # 0, implicando em ‘

E

B

Além disso, J(P) & injetora. De fato, sejam z1, 2o € E e suponhamos

que J;g?) = Jéf). Da linearidade de J(E), temos que Ji?m = 0.
Agora, decorre de (4.6) que ||x1 — 22| = 0 e, portanto, 1 = x2

Portanto, J¥) : E — J(E) é um mergulho isométrico. M
Definigao 4.8. Seja
JE B~ B

z— JE),

em que ) B & R ¢ definida por J;E)(f) = f(x) para todo
x € E. Entao, chamaremos J*) de mergulho canénico.
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Considerando o mergulho canénico J(¥) & verdadeiro o fato
de que JF)(E) c E”. Ao adicionarmos hipétese de sobrejetividade,
o mergulho candnico passa a ser um isomorfismo isométrico e, assim,
temos uma nova classe de espagos.

Definigdo 4.9. O espaco normado E ¢é dito reflexivo se JF)(E) =
E".

A partir de um caso particular estudado por Helly, em 1921,
Hahn publicou, em 1927, os primeiros estudos voltados para a classe
de espacgos no qual o mergulho canonico é sobrejetor. Ele nomeou es-
sa classe de espagos regulares, entretanto o termo reflexivo utilizado
atualmente, foi proposto por Lorch em 1939. Essa classe de espacos
se difundiu fortemente por ser importantissima para o estudo dos
biduais.

E valido ressaltarmos que dado um espaco reflexivo E, en-
tao JE) . E — E” & um isomorfismo isométrico. Contudo, néo é
verdade que se ha um isomorfismo isométrico (sem ser por meio do
mergulho canénico) entre E e E” entdo F é reflexivo. Ou seja, E
ser isomorfo isometricamente a E” néao implica que J¥) : E — E”
é sobrejetiva.

Vejamos alguns resultados relativo aos biduais.
Proposigao 4.10. Cada espago normado reflexivo é Banach.
Demonstra¢ao. Suponhamos que E é reflexivo. Temos entao que

JENE) = E" e a aplicacao JF) : E — E” é um isomorfismo
isométrico entre E e E”. Pelo Corolario 3.3, temos E” ¢ Banach. H

Corolario 4.11. SeT € Z(E, F), entao |T|| o py = 11"l (5 1r)

em que T" € o operador dual de T definido no Coroldrio 2.8.

Demonstragdo. Suponhamos que T' € Z(E, F). Do Corolario 2.8,
temos que [|7"(| oz gy < 1T (- Por outro lado, pelo Corolario
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4.6, para cada = € E, ||z|| =1, temos
1Tz, = sup{|f(T)|: f€E |flg =1}
sup {|T}(x)| : f € E', || fllp = 1}
sup {||T7|, Iollg : f € B Il g =1}

||T/||$(F’,E’) [zl &

In

1T v vy

Logo, Tl ¢z, ry < 1T"[| (7 5y € Portanto,

||T||$(E,F) = ”T/H$(F/,E’) :

Na demonstracao do proximo resultado, faremos uso da de-
finicao de operador dual de uma transformacao linear e limitada,
definicao apresentada no Corolario 2.8.

Proposigao 4.12. Se E ¢ reflexivo, entao E’ € reflexivo.

Demonstragio. Sejam JE) : E — E" ¢ JE) . E' — E" os
mergulhos canonicos de E e E’, respectivamente. Suponhamos que
JEE) = E”. Queremos concluir que JE)(E) = E". Dado

!/ /
f"" € E"" arbitrario, consideremos f’ := (J(E))fm em que (J(E)) :

E"" — E' denota o operador dual de J¥). Provemos que J}{E,) = f".

Para cada ¢” € E”, sendo J®) sobrejetiva, temos que existe z € E
tal que ¢”" = JE, Dal,

T = T () = IS

concluindo o que queriamos. |
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Proposigao 4.13. Seja E espaco normado reflexivo. Se M € um
subespago fechado de E, entdo M € reflexivo.

Demonstracio. Sejam J&F) : E — E”" e JM . M — M os
mergulhos canoénicos de E e M, respectivamente. Suponhamos que
JENE) = E". Seja R : E' — M’ a aplicacao restricdo, ou seja,
Ry = f"|m, para todo f' € E’. Além disso, seja R : M" — E" o
dual de R. Dado arbitrariamente f” € M", temos que R} € E” e,
visto que JF)(E) = E”, existe x € E tal que JE = R}. Vejamos
que € M. De fato, suponhamos z ¢ M. Pela Proposigao 4.8, existe
g € E' tal que ¢'(y) = 0, para todo y € M, e ¢’'(z) # 0. Ou seja,
Ry =0e ¢g'(x) # 0, o que é uma contradicdo, pois

g'(x) = JP(g') = Ry(g) = (f o R)(9) = f(Ry) = f(0) = 0.

Agora, provemos que ;gM) = f. De fato, dado ¢’ € M’, pelo teorema

(4.3), existe p’ € E’ tal que R, = ¢'. Dai,

JM(¢") = TM(Ry) = Ry (x) = pl(x) = TP
Ry ()
(foR)(p)
f(Rp’)
= f(&).

. ., s M .
Visto que ¢’ ¢é arbitrario, temos que Ji ) = f, como querfamos
demonstrar. [}






5 TEOREMA DE BANACH-STEINHAUS, TEOREMA
DA APLICACAO ABERTA E TEOREMA DO GRA-
FICO FECHADO

Nesse capitulo, temos como objetivo estudar outros teore-
mas fundamentais da Anéalise Funcional, sendo eles o Teorema de
Banach-Steinhaus, Teorema da Aplicacdo Aberta e Teorema do Gra-
fico Fechado. Esses teoremas compartilham da necessidade de que os
dominios das transformacoes lineares e limitadas consideradas sejam
espacgos de Banach.

5.1 TEOREMA DE BAIRE

Nesta segao, estudaremos alguns resultados da Topologia
Geral que nos auxiliardo na demonstragdo do Teorema da Banach-
Steinhaus.

Definigao 5.1. Seja X um espago topologico. Diremos que

(i) X é um espago de Buaire se a intersecao de cada sequéncia de
subconjuntos abertos e densos de X é um subconjunto denso

de X.
(ii) um conjunto A C X é de primeira categoria em X se é possivel
escrever
> o
A= U A,, com A, = () para cadan € IN.
n=1

Caso contrario diremos que A é de seqgunda categoria em X.

Proposigao 5.1. Cada espaco de Baire nao vazio € de sequnda
categoria em Si mesmo.

Demonstracdo. Suponhamos por contrapositiva que X seja de pri-
meira categoria em si mesmo. Entao, podemos escrever

X=J A,

nelN
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[¢]
em que A,= 0, para todo n € IN. Notemos que

X=JA.clJ4 cx,

nelN nelN
e portanto,
X=J 4.
nelN

Notemos agora que, para cada n € IN, X \ A,, é um aberto de X,

(o]

X\A, =X\4,=X\0=X

mX\m:m(uAn):X\X:@,

nelN nelN
ou seja, X nao é um espaco de Baire. Concluimos desta forma que X
é um espaco de Baire, entao é de segunda categoria em si mesmo. M

Teorema 5.2 (Teorema de Baire). Cada espago métrico completo
€ um espaco de Baare.

Demonstragao. Seja (U, ) uma sequéncia de conjuntos abertos e den-

sos em X. Para provar que ﬂ U, é denso em X, basta provar que
nelN

B(a,r)N ( ﬂ Un> # (), para qualquer bola B(a,r) C X. Dado arbi-
nelN
trariamente B(a,r) em X, sendo U; = X, temos que B(a,r)NU; # 0.
Seja x1 € Uy N B(a,r). Sendo B(a,r) NU; aberto, temos que existe
go > 0 tal que
B(I‘l,&()) cUpn B(a,r).

Fazendo £; = min {$, 1}, temos e; < 1 e

Blz1,e1] € B(x1,e0) C Uy N B(a,r).

Como U, = X, temos que B(x1,e1) NUs # 0. Seja a9 €
UaN B(x1,€1). Sendo B(x1,e1)NUsy aberto, temos que existe g2 > 0
tal que
B(.%'Q,El) cUsnN B(@'l,El).
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N 1
Fazendo 3 = min {2, £}, temos que 3 < 1

B[.’L‘Q,Sg] C B(.’L‘Q,El) c Uy ﬁB(l’l,El).

Procedendo por indugéo, temos que existe (x,) em X e
(en) € R tais que 0 < g, < %7 para todon € IN, e

Blzp,en] CU, N B(Tp—1,n-1), (5.1)
para todo n € IN,n > 1. Da inclusao (5.1), podemos concluir que
Blzy1,e1] D Blza,e3] D -+ D Blan,en] D ... (5.2)

paran € N,n > 1.

Notemos que (x,,) é uma sequéncia de Cauchy. De fato, dado
arbitrariamente € > 0, considere ng € IN tal que ng > % Logo, se
m,n > ng, por (5.2), temos que z, € Blrn,e,] C BlTn,,en,] €
T € BlTpm,em| C Blzy,,en,]. Portanto, se m,n > ng, Tp, Ty €
Blzpg,€no €

2
Ad(Xp, ) < d(Tn, Tng) + (T, Ty ) < 265, < o~ <e.
0

Sendo X completo, temos que existe x € X tal que z,, - = em
X. Uma vez que, se m > n, &, € Blxm,em] C Blzy,,e,] implica
que x é um ponto aderente de B[z, &,], para cada n € IN. E como
Bz, ,] € fechado, temos = € Bz, &,], para todo n € IN. Logo,

xEﬂB[xn,en <ﬂU>ﬂBar)
nelN nelN

Portanto, ﬂ U, é denso em X.
nelN

Definig¢ao 5.2. Sejam E um espaco normado e A C E. Entéo,

(i) A é dito simétrico se —z € A, para todo x € A.

(#) A é dito convexo se (1 — Nz + Ay € A, para todo z,y € A, e
A€ [0,1].
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Exemplo 5.1. Dado um espago normado FE, temos que

(i) A bola Bg(0,r) & simétrica e convexa.
(it) A esfera Sg(0,7) é simétrica e nao ¢ convexa.
(#ii) A bola Bg(a,r), a # 0, é convexa e nao ¢ simétrica.

Uma das aplicagoes do Teorema de Baire é demonstrar o
teorema que seréd apresentado a seguir.

5.2 TEOREMA DE BANACH-STEINHAUS

No ano de 1927, os matematicos Banach e Steinhaus publi-
caram um artigo no qual demonstravam que uma familia de trans-
formacoes lineares e limitadas é uniformemente limitada sempre que
for pontualmente limitada. Na literatura, esse teorema é conhecido
como Teorema de Banach-Steinhaus ou Teorema da Limitagao Uni-
forme.

Teorema 5.3 (Teorema de Banach-Steinhaus). Sejam E um
espago de Banach e F' espago normado. Seja {T; : i € [} C L (FE, F)
tal que

sup ||Tiz|| p < 400

iel

para todo x € E. Entao, sup |T;|| &g ) < +00.
iel ’

Demonstra¢ao. Para cada n € IN, consideremos
A, = {x € E:sup||Tiz|p < n} .
iel
Para cada ¢ € I e cada n € IN, seja
B, ={zxc E:||Tiz|p <n}.
Notemos que

An = () Bin. (5.3)
el
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De fato, seja x € A, entao

[Tiz]| p < sup | Tizl|p < n
iex

para todo ¢ € I. Portanto, x € B, ,, para todo ¢ € I e, consequente-
mente, T € m B; ,,. Por outro lado, se x € B; ,,, entao || Tz < n,
iel
para todo ¢ € I e, consequentemente, sup || T;z|| . < n. Logo, z € A,,.
ieX
Notemos também que

Bin=A{z€E:||Tiz|p <n}=(|llpoT) ™ (~o0,n]  (54)

é fechado. De fato, temos que (—oo,n] é fechado em R e ||| o T} :
E — R é continua. De (5.3) e (5.4), temos entdo que A, é fechado
para todo n € IN. Por outro lado, pode-se concluir da hipdtese que
todo x € E pertence a A,, para algum n € IN. Segue dai que

o Oan
n=1

Como F é um espaco de Banach, pelo Teorema de Baire (5.2), temos
que E é um espago de Baire e assim, pela Proposicao 5.1, é de

segunda categoria em si mesmo. Isto significa que existe ng € IN tal
(o}

que A,,=A,,# 0. Entao, existe a €4,,, e consequentemente, existe
r > 0 tal que B(a,r) C A,,. Como A, é simétrico, segue que
B(—a,r) C A,,. Notemos que B(0,7) C A,,. De fato, se t € B(0,r),
entao

a+teB(a,r)CA,, ¢ —a+teB(—a,r)C A,,.

Como A,, ¢ convexo, segue que t = (a+t) + 1(—a +t) € Ay,.

Portanto, B(0,r) C A, = m B; n,. Para cada i € I, temos entao
i€l
que

[T5x|| p < 70,
para todo i € I, e para todo x € B(0,r). Logo, para cada i € I,

no
1Tl s < 2,
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para todo z € B(0,1). Assim,

no

ITill 25,y <
para todo ¢ € I. Portanto,
o
sup |15l (g py < — < +00
i€l r

Corolario 5.4. Seja E um espaco normado. Se A um subconjunto
de E é tal que ¢(A) € limitado em R para cada ¢ € E’', entao A é
limitado em E.

Demonstracio. Seja JE) : E — E"” o mergulho canoénico. Sendo
¢(A) limitada em R para cada ¢ € E’, temos que

sup [J{)(¢)] = sup |¢(x)| < +oo.
€A TEA

Como {J(E)x i€ A} C E" = Z(F',R) e E' é um espago de
Banach, concluimos Teorema de Banach-Steinhaus (5.3), que

sup ||z|| = sup HJJ(:E)H < 400,
T€EA TEA B"

ou seja, A é limitada. |

Da Analise Real, temos que o limite uniforme de funcdes
continuas definidas em um intervalo da reta é uma func¢ao continua.
Agora, quando analisamos o limite pontual de fungdes continuas ele
nao é necessariamente uma fungao continua, para exemplificar esse
fato podemos observar o que acontece no Exemplo 3.9.

No mesmo artigo em que foi publicado o Teorema de Banach-
Steinhaus foi demonstrado que é preciso adicionarmos a hipétese de
que o dominio e o contradominio das fung¢oes sejam um espago de
Banach e um espaco normado, respectivamente, e que elas satisfa-
¢am a linearidade para que o limite pontual seja necessariamente
uma funcao continua. Dito isso, observemos o corolério abaixo.
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Corolario 5.5. Sejam E um espago de Banach e F um espago nor-
mado. Seja (T,,) uma sequéncia em L (E, F) tal que (T, x) converge
em F para cada x € E. Se T : E — F definida por Tx = nli_)ngoTnx
para cada x € E, entao T € £ (E, F).

Demonstra¢do. Vamos mostrar primeiramente que T : E — F é
linear. De fato, dados arbitrariamente x,y, € E e o € R, temos para
cada n € IN que

lim T, (ox +y) = T(ax +y).

Dai,
T(Oé.fC + y) = nli_}HéoTn(OliL' + y) = nll_{I;O(OlTnfE + Tny)
= anli_)n;OTn(:v) + nh_)n;OTn(y)
= olz+Ty.

Vamos mostrar que T : E — F' é limitada. De fato, para cada x € E,
temos que (7,z) é uma sequéncia convergente, e portanto limitada,
ou seja,

sup | Thz| p < 400,

nelN

para todo x € E. Como E é um espaco de Banach, temos pelo
Teorema de Banach-Steinhaus (Teorema 5.3) que

1Tl 25,7y < +00-
Para cada x € F, temos
asle < Tl el < (52 T2l ) el
para cada n € IN. Logo,

72 = | Jim_ T

= 1i T, < T
p ame [Tzl < (:g%” n|$(E,F)> )l

n

para cada x € E, ou seja, T : E — F' é limitada. |
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5.3 TEOREMA DA APLICACAO ABERTA E TEOREMA DO
GRAFICO FECHADO

De acordo com [1], o Teorema da Aplicacdo Aberta e o Te-
orema do Gréfico Fechado foram publicados por Stefan Banach em
1932 no livro Théorie des Opérations Linéaires. Para finalizar o es-
tudo, mostraremos que os teoremas citados anteriormente sao equi-
valentes.

Teorema 5.6. Sejam E e F espacos de Banach e T : E — F uma
transformacao linear limitada. Sdo equivalentes as condigoes:

(i) T € sobrejetiva;

(ii) Eriste § > 0 tal que Br(0,8) € T (Bg(0,1));

(iti) Eziste n > 0 tal que Bp(0,n) C T (Bg(0,1));

(iv) T é aberta.

Demonstracio. Sejam E e F espagos de Banach e T : E — F uma
transformacao linear limitada.

Vamos primeiramente mostrar que (i) implica em (iz). De
fato, suponhamos que T é sobrejetiva. Assim, temos que

F=T(E)=T (G BE(O,n)> = [j T (Bp(0,n))
= JT(B&(0,n)

1

3
Il

Como F' é um espago de Banach, pelo Teorema de Baire (5.2), temos
que F' é um espago de Baire. Dai, pela Proposicao 5.1 é de segunda
categoria em si mesmo. Logo, existe n € IN tal que T (Bg(0,n))
tem interior nao-vazio, ou seja, existem b € T (Bg(0,n)) e r > 0 tal
que Bp(b,r) C T (Bg(0,n)). Como T (Bg(0,n)) é simétrico, temos
também que Bp(—b,r) C T (Bg(0,n)). Notemos que

Br(0,7) C T (Bg(0,n)). (5.5)
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De fato, seja y € Br(0,r), entao

b+y S BF(Z),’I“) C T(BE<O,7Z))

b4y € Bp(—b,r) C T(Bp(0,n))

Como T (Bg(0,n)) é convexo, segue que

y= 5+ y) + 5(~b+y) € T(Br(0, ),

ou seja, concluimos (5.5). De (5.5), obtemos
T —
Br (0, 5) C T (Bg(0,1)).
Desta forma, fazendo 0 := 7, temos a afirmacao (ii), como queria-
mos.

Vamos agora mostrar que (i1) implica em (ii7). Suponhamos
entao que existe § > 0 tal que Bp (0,6) C T (Bg(0,1)). Consequen-
temente, para cada n € IN, temos

e 0.5) <7 (200,12,

Bp <0, 2(52) C T(Bg(0,1)) (5.6)

Afirmamos que

De fato, se y € Bp(0,2%) C T (Bg(0,4%)), entdo existe z1 €
B (0, 55) tal que

) 1
y—Tz1 € Bp <O, 23> cT <BE(O,23))

Consequentemente, existe z2 € B (0, 55) tal que

1) 1
Yy — Tx1 —Txy € Bp (0, 24) cT (BE(O, 24)>
Procedendo por indu¢ao, obtemos uma sequéncia (z,) em E tal que

1

lnllp < St
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- 1
j:1 F

para todo n € IN. Notemos que, para cada k € IN, temos

k k 1 n+1 +oo 1 n+1 1
Sleale<>(3) <X (3) -3 69
1 n=1 n=1

n=

IN

+oo
Portanto, a série Z T, é absolutamente convergente. Sendo E espa-

n=1

o0
¢o de Banach, pela Proposicao 3.4, temos que Z x, € convergente.
- n=1
Fazendo z := Z Zn, temos de (5.8), que
n=1
+oo “+oo 1
lzllp =D aa|| <D lzalp < 5 <1
n=1 E n=1

ou seja, x € Bg(0,1). Por outro lado, de (5.7), temos

+oo n
ly =Tallp = |ly=>_ Tajl| = Tm |ly—3 Ta,
j=1 F j=1 F
< i —
- nll}—{—loo on+2
= 0

e consequentemente, y = Tz € T (Bg(0, 1)), concluimos assim (5.6).
Desta forma, fazendo n = 2% em (5.6), temos a afirmagao (i47), como
queriamos.

Vamos mostrar que (zi¢) implica em (7v). Suponhamos en-
tao que existe n > 0 tal que Bp(0,n) C T (Bg(0,1)) e seja U um
conjunto aberto nao-vazio em E. Vamos mostrar que 7'(U) é um con-
junto aberto de F. Se b € T(U), entdo existe a € U tal que b = Ta.
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Sendo U aberto, temos que existe r > 0 tal que Bg(a,r) C U. Dai,

Bp(b,rn) =b+1rBr(0,n) C Ta+rT(Bg(0,1)
= T(a+rBg(0,1))
= T(Bg(a,r))

c T().

Logo, T(U) é um conjunto aberto, e com isso concluimos, T' é aberta.

Vamos agora mostrar que (iv) implica em (7). Suponhamos
por contrapositiva que T(E) C F'. Entao, como T'(F) é um subespa-
¢o de F segue, pela Proposi¢ao 2.1, que T'(F) ndo é um subconjunto
aberto de F', o que contradiz o fato de que T é uma transformacao
aberta. Concluimos com isto que se T' é uma transformagao aberta,
entao T ¢é sobrejetiva. ]

Com relacdo ao Teorema 5.7, vale observar que as implica-
¢oes (iii) = (iv) e (iv) = (i) sdo verdadeiras mesmo que FE e F
sejam espacos normados e T : E — I seja apenas uma transfor-
magao linear. Além disso, a implicagdo (i) = (iv) é conhecida na
literatura como o Teorema da Aplicacdo Aberta. Mais precisamente,
temos o seguinte:

Teorema 5.7 (Teorema da Aplicagao Aberta). Sejam E e F
espagos de Banach e T : E — F uma transformacao linear limitada.
Se T € sobrejetiva, entdo T € aberta.

Por meio do Teorema da Aplicacdo Aberta, podemos de-
monstrar o seguinte resultado:

Teorema 5.8 (Teorema da Inversa Limitada). Sejam E e F
espacos de Banach e T : E — F uma transformacao linear limitada.
Se T ¢ bijetiva, entdo T € um isomorfismo topoldgico.

Demonstracao. Suponhamos que T : E — F é bijetiva. Em particu-
lar, temos que é sobrejetiva e segue do Teorema da Aplicagao Aberta
(5.7), temos que T' é aberta. Além disso, sendo T' bijetiva, também,
existe T™1: F — E.
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Dado arbitrariamente o conjunto aberto U em F, temos que
(T~Y~1(U) = T(U) é aberto em F. Pela Proposi¢io A.7, temos
entdao que 7! é continua. Portanto, 7 é um isomorfismo topolégico.

|

Proposicao 5.9. Sejam E e F espacos normados. SeT : E — F
uma aplica¢do continua, entdo o grdfico

Gr={(z,y) e EXF:y=Tz}

€ fechado em E x F.

Demonstra¢do. Suponhamos que T : E — F continua e (x,, T(xy))
uma sequéncia em G que converge para (z,y) € E x F. Pela Pro-
posigdo A.3, temos que z, — x em E e T(z,) — y em F. Como
T ¢ continua, temos que T'(x,) — T(x). Pela unicidade do limite,
y =T(z) e, assim, (z,y) € Gy. Portanto, G é fechadoem ExF. W

Para obtermos a reciproca da Proposi¢ao 5.9 precisamos a-
dicionar as hipoteses de que E e F sao espagos de Banach e que
T : E — F é uma transformagao linear. Desta forma, teremos:

Teorema 5.10 (Teorema do Grafico Fechado). Sejam E e F
espagos de Banach e T : E — F uma transformacdo linear. Se o

grafico
Gr={(z,y) e EX F:y =Ty}

€ fechado em E x F, entao T € continua.

Demonstra¢do. Suponhamos que
Gr:={(z,y) e ExF:y=Ty}

é fechado em E x F'. Observemos que, pela Proposicao A.4, E X F é
um espago de Banach. Sendo G um subespago fechado de E x F e
pela Proposigao 3.1, entao G é um espago de Banach. Consideremos
as projecoes candnicas

m:ExF—FE

(]J,y) = 7T1($,Z/) =z
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m:ExXF > F
(z,y) = ma(z,y) = y.

Vejamos que m € Z(FE x F, E). De fato, sejam arbitraria-
mente (z1,41), (z2,42) € E X F e a € R, temos que

mi(a(z,y1) + (22,92)) = mi(az + 22, ay1 +y2)
= ax1 +x2

= am(x1,11) + 71 (22, y2).

Logo, 7 é linear. Além disso, para todo x € F, temos

Im (2, To) | g = llzll g < 1zl g+ lyle = (@ )l pyr

ou seja, m; é limitada. De maneira analoga, é possivel mostrar que
Ty € g(E, F)

Agora, seja 01 = mi|g, . Pela Proposigio A.6, temos o1 €
ZL(Gr, E). Alem disso, temos que o1 € bijetiva. Portanto, pelo Te-
orema da Inversa Limitada (Teorema 5.8), temos que o7 é um iso-
morfismo topoldgico e, dai, a fungao

0'1_1 FE— Gr
oy (z) = (x,Tx)

1

¢ linear e limitada. Logo, T' = m3 0o o~ € continua. [ |

Teorema 5.11. Os sequintes teoremas sao equivalentes:
(i) Teorema da Aplicagcdo Aberta

(i) Teorema da Inversa Limitada

(i11) Teorema do Grdfico Fechado

Demonstragao. O fato de que (i) implica em (i3) ja foi demonstrado
na demonstracdo do Teorema da Inversa Limitada (Teorema 5.8).
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Além disso, o fato que (ii) implica em (i7i) também ja foi provado
na demonstragao do Teorema do Gréfico Fechado (Teorema 5.10).

Vamos provar que (#i7) implica em (7). Suponhamos que o
Teorema do Gréfico Fechado seja verdadeiro e sejam E e F' espagos
de Banach e T : E — F uma transformagao linear e limitada. Supo-
nhamos que T seja sobrejetiva. Pelo Lema 2.1, existe uma transfor-
magcao linear limitada injetiva 7 : E/KerT — F tal que T =T o
em que 7 : E — E/KerT é a transformagao quociente. Se T' = Torm
é sobrejetiva, temos que T ¢ sobrejetiva e, consequentemente, T é
bijetiva. Notemos que, pelo Teorema 3.6, E/KerT é um espago de
Banach e que T~! : F — E/KerT ¢ linear.

Vejamos que
Gy :={(y,[z]) € F x E/KerT : [z] =T 'y}

¢ fechado em F x (E/KerT). De fato, se que (y, [z]) € G7_1, entdo
existe uma sequéncia (y,, [x,]) em G4_1 tal que (yn, [z,]) — (v, [z])
em F x (E/KerT). Logo, pela Proposi¢ao A.3, y, — y em F e
[zn] = [#] em E/KerT. Sendo T é continua e [z,] = T~ 'y,, segue
que

em F. Entao, pela unicidade do limite, y = T[z], ou seja, [z] =
T—1y. Assim, (y,[z]) € Gj-1 e, portanto, G-, é fechado em F x
(E/KerT).

Pelo Teorema do Grafico Fechado (Teorema 5.10), conclui-
mos que 7~ & continua e, consequentemente, 7' é aberta. Sendo

7w : E — F/KerT uma aplicagdo aberta, temos que T = Tor é
uma aplicagao aberta.



6 CONSIDERACOES FINAIS

Nesse estudo, podemos solidificar e ressignificar os concei-
tos estudados durante o curso de graduagao. Além disso, estudamos
conceitos e resultados nao explorados em diversos cursos de gradua-
¢80 e nos quais sdo vistos majoritariamente em cursos de mestrado
e doutorado.

Este trabalho abre diversas possibilidades de estudos futu-
ros. Primeiramente, é possivel seguir estudando as varias versoes
do Teorema de Hahn-Banach, dentre elas para o espaco dos ntme-
ros complexos ou suas versoes geométricas. Ainda, podemos estu-
dar mais aplicagoes do Teorema de Hahn-Banach, do Teorema de
Banach-Steinhaus, do Teorema da Aplicagdo Aberta e do Teorema
do Gréafico Fechado, como por exemplo, nos espagos separaveis, no
espaco normado dos polinémios, nas séries de Fourier, e outros. A-
lém disso, é possivel continuarmos os estudos na area da Anélise
Funcional se aprofundando na Teoria dos espacos de Banach ou a-
bordando novos conceitos, como a Topologia Fraca, os Espacos de
Hilbert e a Teoria Espectral.
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APENDICE A - RESULTADOS AUXILIARES

Neste apéndice, abordaremos alguns resultados que sao u-
tilizados ao longo de todo o trabalho. Discutiremos duas famosas
desigualdades, proposicoes da teoria dos espagos de Banach e outros
resultados auxiliares.

Teorema A.1 (Desigualdade de Minkowski para somas). Seja
1 <p<+oo esejam (x1,22,...,2N), (Y1,Y2,...,yn) € RN. Entdo,

N 1/p N 1/p 1/p

N
> a4yl g DA Dyl
j=1

j=1 j=1

Teorema A.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz para so-

mas). Seja' 1< p<+ooe Seja'm (@'1,1’27 s 7xN)7 (y17y27 s 7yN) €
RYN. Entdo,

N N 1/p N 1/p

iyl < (D fal” D Iyl

j=1 j=1 j=1

Exemplo A.1. Sejam E e F espagos normados e ||.|| g, p : EXF —
R a fungao definida por

”(xvy)HExF = HxHE + ”y”F

para (z,y) € E x F. Temos que (F x F, H'”H(ﬂcvy)HE F) é um espago
normado.

Proposigao A.3. Sejam E e F espagos normados. Entao x, — «
e yn — y se, e somente se, (Tn,yn) — (2,9).

Demonstracao. Sejam E e F espacos normados. Suponhamos que
Tn = x € Yn — y. Logo, dado € > 0 arbitrario, existem ni,ny, € N
tal que se n € IN, n > nq, entao

9
ln — 2l <

e para n > ng, entao
€

Iy — ylp < 5
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Facamos ng = max {ny,na}. Assim, se n > ng, temos

[@n,yn) = (@ W)l pxr = @0 =290 —Yllpxr
= llzn —zllg + llyn —vllp
< E.¢

2 2
= £&.

Portanto, (z,,yn) — (z,y).

Agora, suponhamos que (2, y,) — (z,y). Logo, dado dado
€ > 0 arbitrario, existe ng € IN tal que n € IN, n > ng, entao

[2n =zl g + llyn —yllp = 1(@n, yn) = (@, Y)lpr <&
Logo, para n > ng, temos
len—allp<e e fan—allp<e.
Portanto, z,, > x e y, = ¥. |

Proposigao A.4. Se E e F sdo espagos de Banach, entio E X F
€ um espaco de Banach.

Demonstragao. Seja (z,) uma sequéncia de Cauchy em E x F' em
que z, = (Zn,yn). Dado € > 0 arbitrario, entdo existe ng € IN tal
que n,m € N, n,m > ng, entao

[2n = Zmll g+ 9n = Ymllp = 20 = 2mllpyp <&

Logo, (z,) e (yn) sdo sequéncia de Cauchy em E e F, respectiva-
mente. Como F e F sdo espagos de Banach, (z,) e (y,) convergem
em F e F, respectivamente. Pela Proposi¢do A.1, temos que (z,)
converge em E X F e, portanto, F x F' é um espaco de Banach. W

Proposigao A.5. Sejam E,F e G espacos normados. Se U : E —
F eV :U(E) — G sao aplicagées abertas, entdo VoU : E — G é
uma aplicacao aberta.

Demonstragao. Sejam U : E — F eV : U(F) — G sao aplicagoes
abertas. Suponhamos X C F é um conjunto aberto. Por U ser uma
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aplicagao aberta, U(X) ¢ um conjunto aberto de U(E). Agora, como
V ser uma aplicagao aberta, V(U(X)) = (VoU)(X) é um conjunto
aberto de G. Pela definicao de aplicacao aberta, temos que V o U :
E — G é uma aplicagao aberta. ]

Proposicdo A.6. Seja T € X(E,F) e M C E subespago. Entao a

restricao T : M — F € linear e limitada.

Demonstracao. Consideremos a fungdo restrigdo T : M — F. No-
temos que 7' é linear. De fato, dados arbitrariamente xy,22 € M e
a € R, temos

T(ole +x9) = T(axy + x2) = aTxy + Txg = aTzy + Txs.
Observemos que T ¢ limitada. De fato, sendo T limitada, temos
|72]|,. = 1Tz < 1Tl 25,5 125
para todo x € M, concluindo nossa demonstragao.
|

Proposigao A.7. Sejam X eY conjuntos e f: X — Y. As afir-
magoes sequintes sao equivalentes:

(i) f € continua;

(ii) Se A C Yaberto, entio f~1(A) C X aberto;

(iii) Se F C'Y fechado, entio f~*(F) C X fechado.
Demonstrag¢ao. Mostraremos primeiramente que (¢) implica em (7).

Sejam A C Y aberto e a € f~1(A). temos que f(a) € A. Existe
e > 0 tal que B(f(a),e) C A. Sendo f continua, existe 6 > 0 tal que

re X, ||z —alx <d=|[f(z)— fla)ly

Ou seja, se x € B(a,d), entao f(x) € B(f(a),e) C A. Portanto,
B(a,d) C f7H(A).

Mostremos que (i3) implica em (7). Seja a € X. Temos que
f(a) € Y. Dado arbitrariamente € > 0, temos que B(f(a),e) C
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Y ¢ aberto. Portanto, f~'(B(f(a),e)) C X & aberto. Notemos
que a € f~YB(f(a),e)); logo, existe & > 0 tal que B(a,d) C
F~Y(B(f(a),¢)), ou seja,

re X, |o—alx <= |f@) - f@ly <.

Portanto, f é continua.

Por fim, mostraremos que (4i7) implica em (7). Seja F' C Y
fechado. Entdo, Y C F é aberto. Logo, X \ f~1(F) = f~Y(Y'\ F) C
X & aberto. Portanto, f~1(F) ¢ fechado. |



APENDICE B - RESULTADOS
COMPLEMENTARES

Apesar de nao apresentarmos a demonstragao da Proposi¢ao
seguinte, temos que esse resultado é uma consequéncia do Lema de
Zorn.

Proposicao B.1. Seja E um espago vetorial. Se {ax},c, € um
subconjunto de E linearmente independente, entdo existe uma base
B de E tal que {ax}yep C B.

Proposicao B.2. Dado E um espago normado, E tem dimensao
finita se, e somente se, cada funcional linear em E € continuo.

Demonstra¢ao. Vamos primeiramente mostrar que cada funcional
linear ¢ : RY — R é continua. De fato, seja {ej,...,en} a base
canonica de RY. Dai,

N N
(@) = D Nole)| < SNl lo(e))

=1 =1
’ ’ 1/2 N 1/2
STl > Jees)
j=1 j=1

1/2

N
= (X leEen”]  al,,
j=1

IN
2

para todo x = Z;\Ll Aje; € RY. Portanto, ¢ ¢ continua.

Suponhamos que E é um espaco normado de dimensao finita
N. Entao, existe um isomorfismo topolégico T' : RN — E. Dado
um funcional linear ¢ : E — R, temos que o T : RY — R ¢
linear. Pelo que provamos anteriormente, temos que @ o1 é continua.
Desde que T : RY — E é um isomorfismo topologico, temos que
T-!:E— RY é continua. Portanto, (1) o T) o T~! = 1) é continua.

Agora, suponhamos que E é um espaco normado de dimen-
sao infinita. Entao, existe em E um conjunto enumeravel {yx}ro
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linearmente independente e, daf, Ay = {ej}ro;, com ej, = Hgi:\l para
todo k € IN, é um conjunto enumeravel linearmente independente
tal que ||ex|| = 1 para todo k € IN. Pela Proposicao B.1), temos que
existe uma base {e;},.; de E tal que Ay C B. Agora, definimos

¢:E—R

N N
T = Z )\jei]. — ¢($) = Z )\j¢(€ij)
j=1

j=1

em que

k, i €A
b(ei) = se e, 0
0, see;; ¢ Ag

E imediato que ¢ esta bem definida e é linear. Notemos agora que
para todo k € IN temos |lex|| = 1 e |¢(x)| = k. Consequentemente, o
conjunto {|¢(z)| : z € E,||z||z < 1} nao é limitado e, portanto, nao
é continuo, o que é uma contradigao.

Portanto se cada funcional linear em E é continuo, entao E
tem dimensao finita. |



APENDICE C - BREVE APRESENTACAO SOBRE
CONVERGENCIA FRACA

Nesse apéndice, estudaremos brevemente sobre o conceito
de convergéncia Fraca.

Definigao C.1. Seja (z,) uma sequéncia em um espago normado E.
Dizemos que (z,,) converge fracamente para z € E se lim f(x,) =
n—oo

f(z), para todo f € E’. Neste caso, escrevemos (z,) — x e x ¢
chamado de limite fraco. Uma sequéncia que possui limite fraco é
dita fracamente convergente.

Proposicao C.1 (Unicidade do limite fraco). Seja (x,) uma
sequéncia em um espago normado E. Se (x,) converge fracamente
para x, entdo o limite fraco é unico.

Demonstragao. Suponhamos que (z,,) converge fracamente para x; €
F e para x5 € E simultaneamente. Entao,

lim f(z,) = f(z1) e lim f(z,) = f(z2),

n—o0 n—oo

para todo f € E’. Pela unicidade do limite de uma sequéncia de
nameros reais, temos que f(z1) = f(x2), para todo f € E’. Logo,

f($1 - 1'2) = 0, (Cl)
para todo f € F'.

Afirmamos que x1 = x5. De fato, caso ao contrario, se x1 =
To, terfamos x — y # 0. Entéo, pela Proposigdo 4.4, teriamos a
existéncia de f € E' tal que ||f||z =1e

fle—y)=lz—yllp #0,
o que contradiz (C.1).
]

Proposicao C.2. Seja () uma sequéncia em um espago normado
E. Se (z,) converge fracamente para x, entao (x,) € limitada.
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Demonstragao. Suponhamos que (z,,) converge fracamente para x €
E. Isto significa que lim f(z,) = f(x), paratodo f € ¢’. Consequen-
n—oo

temente, a sequéncia (f(z,) é limitada para cada f € E’.

Considerando A := {x, : n € N}, temos que A é um sub-
conjunto de E. Além disso, temos que f(A) = {f(x,):n €N} é
limitado em R, para cada f € E’. Assim, pelo Corolario 5.4, temos
que A é limitado em E, ou seja, (z,,) é limitada. |

Proposicao C.3. Seja (x,,) uma sequéncia em um espago normado
E tal que dim E < +00. Temos que (x,) converge para x € E se, e
somente se, (x,) converge fracamente para x € E.

Demonstragao. Suponhamos que (x,) converge para x € E. Entdo,
para cada f € E’,

nh—)néo f(xn) = f(2),
ja que f é continua. Portanto, (z,) converge fracamente para z.

Suponhamos que (z,) converge fracamente para x € F e,
por absurdo, que (x,) ndo converge para x em FE. Entdo, existe
g0 > 0 e existe uma subsequéncia (z,, ) de (z,) tal que

|20, — =l g = €0, (C.2)

para todo k € N. Temos que 2, — . Logo, (zn,) € limitada e,
sendo dim F < 400, temos que existe uma subsequéncia (xnkg) de
(xn,) tal que Tny, — T, 0 que um absurdo devido a desigualdade
(C.2). Concluimos com isto que, (z,,) converge para z em F. [ |

Visto que é possivel enfraquecer alguns conceitos matemé-
ticos, é interessante comentarmos que a partir do Teorema 3.14 no
qual mostramos que a bola unitaria fechada ndo é compacta num
espago de dimensao infinita surge um novo olhar sobre os espagos de
dimenséo infinita. Isso porqué ao estudarmos os espacos de dimen-
sdo infinita os resultados envolvendo compacidade sdo bem delicados.
Para conseguir contornar esse fato, enfraquecemos a topologia para
que haja ganhos quanto a compacidade. Um estudo aprofundado
da Topologia Fraca e envolvendo o conceito de compacidade esta
disponivel na referéncia [1].
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