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“Nature isn’t classical, dammit,

and if you want to make a simulation of

nature, you'd better make it quantum mechanical,
and by golly it's a wonderful problem,
because it doesn’t look so easy.”

(FEYNMAN, R., 1982)






RESUMO

Atualmente, a computagéo classica € uma ferramenta util que permite simular e des-
crever muitos fendmenos da Fisica. No entanto, os computadores classicos nao sao
eficientes na simulagdo de fenémenos quanticos. Foi em 1982, quando R. Feynman
propds usar um computador quantico capaz de imitar a dinamica de um sistema quan-
tico que ndo pode ser implementado em laboratério ou analisado com os computadores
classicos atuais. A simulacao quantica € um processo pelo qual um sistema é criado
para imitar outro. Levando em consideracéo a proposta de Feynman, propde-se um
protocolo de simulagdo quéantica das interagées que ocorrem na eletrodinamica quan-
tica no gauge de Coulomb, considerando graus de liberdade internos como o spin do
elétron e polarizacao do féton. O mapeamento de férmions para qubits é realizado
usando a transformacao de Jordan-Wigner. Este protocolo mostra um desafio para a
simulacao quéantica da QED, devido aos 64 termos de interagéo descrito pelo Hamilto-
niano de interagdo. A implementagédo de um sistema analogo ou digital desse protocolo
poder ser util em alguns fendmenos descritos na teoria quantica de campo e quimica
quantica onde a auto-interagao de elétrons ou interacédo elétron-pésitron é estudada
considerando o spin.

Palavras-chave: Simulacao Quantica; Eletrodinamica Quéantica; Jordan-Wigner; Com-
putacdo Quantica; Teoria Quéntica de Campos; Feynman.






ABSTRACT

Currently, classical computing is a useful tool that allows you to simulate and describe
many physics phenomena. However, classical computers are not efficient in simulating
quantum phenomena. It was in 1982, when R. Feynman proposed to use a quan-
tum computer capable of imitating the dynamics of a quantum system that cannot be
implemented in the laboratory or analyzed with today’s classic computers. Quantum
simulation is a process by which one system is created to mimic another. Taking into
account Feynman’s proposal, a protocol for quantum simulation of interactions that oc-
cur in quantum electrodynamics in Coulomb’s gauge is proposed considering internal
degrees of freedom such as electron spin and photon polarization. The mapping of
fermions to qubits is performed using the Jordan-Wigner transformation. This protocol
presents a challenge for the quantum simulation of QED, due to the 64 interaction
terms described by the interaction Hamiltonian. The implementation of an analog or
digital system of this protocol can be useful in some phenomena described in quantum
field theory and Quantum chemistry where electron self-interaction or electron-positron
interaction is studied considering the spin.

Keywords: Quantum Simulation; Quantum Electrodynamics; Jorda-Wigner; Quantum
Computing; Quantum Field Theory; Feynman.
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1 INTRODUCAO

A Fisica consiste em interpretar fenbmenos que ocorrem na natureza por meio
da linguagem matematica, construindo modelos que nos permitem interpretar, descre-
ver e predizer a natureza. Geralmente, grandes calculos sdo necessarios para extrair
informacdes dos modelos. Por este motivo, sdo criados algoritmos adequados que
podem ser implementados em um computador, sendo capazes de realizar céalculos
mais rapidamente do que qualquer ser humano.

A computacgao classica € uma ferramenta que nos permite simular e descrever
muitos fendmenos da fisica. No entanto, ela tem algumas limitacdes ao tentar simular
sistemas que exibem crescimento exponencial devido ao crescimento exponencial de
recursos computacionais (tempo de execucdo e meméria) com o tamanho do sistema.
Outra limitacdo dos computadores classicos é que, conforme os transistores diminuem
de tamanho por um fator de 2 a cada dois anos, o desempenho do computador au-
menta. No entanto, conforme os transistores diminuem, eles atingirdo um tamanho
em que os efeitos quanticos se tornardo significativos. A computagéo descrita pelas
leis da mecéanica quéantica é denominada de computagao quantica, ela tem como ob-
jetivo aproveitar o regime quantico para realizar calculos de uma maneira diferente e
presumivelmente mais eficiente.

Os computadores classicos utilizam linguagem binaria, tendo como unidade
fundamental de informacao ao bit, que pode assumir apenas dois valores, 0 e 1. O
bit pode ser representado fisicamente, por exemplo, como um capacitor descarregado
para registrar um 0 e um capacitor carregado para registrar um 1. Enquanto um compu-
tador quéantico tem como unidade fundamental de informacéo ao bit quantico ou qubit,
um conceito analogo ao bit classico. O qubit é representado pelos estados quéanticos
|0) e |1), que podem corresponder aos estados 0 e 1 dos bits classicos. A diferenca
entre bits e qubits é que um qubit pode ser uma combinagao linear dos estados |0) ou

1),
V) = a1|0) + az|1), (1.1)

onde a; e as s&0 nimeros complexos. A probabilidade de medir o estado [0) é |a1|?, e
o estado |1) com probabilidade |as|?. O qubit pode ser representado como um sistema
quéantico de dois niveis, por exemplo, o qubit |0) pode ser o estado fundamental do
elétron; e o qubit |1), o primeiro estado excitado do elétron. Alguns sistemas fisicos
usados para representar aos bits quanticos sao: fétons oOpticos, ions aprisionados,
spins nucleares, circuitos supercondutores, etc. [1] A simulacdo de sistemas quéticos
mediante um computador clasico é limitado, devido a que os sistemas quanticos cres-
cem exponencialmente. Por isso, em 1982, R. Feynman propés usar um computador
quantico para simular a dindmica dos sistemas quanticos [2], levando cientistas ao
desenvolvimento da computacao quantica. A conjectura de Feynman de que um com-
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putador quéantico poderia simular outros sistemas quéanticos com mais eficiéncia do
que um computador classico deu a base da simulagdo quéantica, um processo pela
qual um sistema é desenvolvido para imitar outro [3], permitindo o estudo de sistemas
que crescem exponencialmente (por exemplo, os sistemas quanticos) que sao dificeis
de implementar em laboratorio ou de analisar com os computadores classicos atuais.

Um sistema quéntico controlavel que pode ser usado para simular outros sis-
temas é chamado de simulador quantico. Os simuladores quéanticos podem fornecer
informacdes sobre fenbmenos quanticos que ndo podem ser previstos ou simulados de
maneira classica nem sao acessiveis experimentalmente. Além disso, eles poderiam
fornecer um meio para explorar novos fendmenos Fisicos [4].

A simulacao pode ser realizada usando sistemas quanticos analogos ou digitais.
Para isso, € necessario utilizar métodos ou transformacdes que relacionem a algebra
do sistema a simular com a algebra do simulador quantico. Normalmente, o hardware
do simulador é implementado por qubits e osciladores harménicos; e a algebra dos
qubits é a algebra das matrizes de Pauli, portanto, os qubits ndo se comportam como
férmions uo bésons. Para realizar uma simulagédo analoga, € necessario realizar um
mapeamento adequado, de forma que o Hamiltoniano (Hg;s) que descreve o sistema
seja semelhante ao Hamiltoniano (H,;,,) que descreve ao sistema analogo; sendo
assim capaz de extrair as informacdes desejadas do sistema a simular. Alguns siste-
mas analogos sdo de atomos neutros em redes 6ptoca, ions aprisionados, circuitos
superconductores, fétons, etc. [4, 5]. Em contraste, em simuladores quanticos digitais,
o operador de evolugao do sistema simulado é implementado por uma sequéncia de
portas logicas quanticas. Devido a nao comutatividade da mecanica quéntica, muitas
vezes € necessario usar a formula de Baker-Campbell-Hausdorff para aproximar a
evolucao total do sistema como o produto da evolugédo temporal de cada componente
que compde o Hamiltoniano do sistema simulado, considerando um pequeno intervalo
de tempo. A vantagem da simulacao digital € que ela é universal, uma vez que qualquer
operador unitario pode ser escrito em termos de portas l6gicas quanticas. Porém, esta
simulacdo apresenta um termo de erro que vai depender do numero de etapas em que
o intervalo de tempo é dividido.

O processo de simulacdo quantica apresenta diversas aplicagcdes em muitas
areas da Fisica: em cosmologia [6, 7], Fisica de altas energias [8—21], Fisica da matéria
condensada [22, 23], etc. Além disso, é aplicado em quimica quéntica [24].

Na Mecanica Quantica Relativistica [8—13], protocolos de simulacdo quantica
foram propostos para analisar o paradoxo de Klein[10] e Zitterbewegung [9]; em Te-
oria Quéntica de Campos [14-21], o protocolo de simulacdo quantica na dimensao
1 + 1 das interacdes entre férmions-antiférmions mediados por modos de campo boso6-
nico macico lento usando ions aprisionados foi proposto por Casanova et al. [15] e
implementado experimentalmente considerando quatro niveis internos de um ion aprisi-
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onado "1y ut [18]. No entanto, para espago-tempo continuo, protocolos de simulagdo
quantica da teoria quantica de campos considerando o grau interno de liberdade dos
férmions e bésons ainda nao foram propostos.

Os fendbmenos de interacdo sdo comumente estudados na fisica, desde a coli-
sao de dois corpos descritos pela fisica classica até a interacao das particulas funda-
mentais. Atualmente, as particulas fundamentais sao classificadas pelo modelo padrao,
onde os férmions descrevem as particulas da matéria e os boséns sao particulas me-
diadoras de interacdo. Na natureza, sao conhecidos quatro tipos de interagdes, a
interacao gravitacional, a eletromagnética, a fraca e forte, das quais as trés ultimas sao
mediadas por particulas bosénicas de spin-1 [25, 26].

A interacao de particulas fundamentais pode ser descrita pela teoria quantica
de campos, uma teoria que relaciona os conceitos da mecéanica quantica, a relativi-
dade restrita e o conceito de campos [27-31], onde 0s observaveis sdo chamados
de operadores de campo. A Eletrodindmica Quéntica (QED, sigla em inglés) [32-34],
parte da Teoria Quéantica de Campos, descreve as interacées da matéria-luz, isto é, as
interacdes entre os campos de Dirac e o campo eletromagnético quantizado. A QED
€ considerada uma das teorias mais precisas da Fisica porque descreve com boa
precisdo o0 momento anémalo do elétron, o deslocamento de Lamb, etc. [32].

O campo de Dirac € um campo fermiénico de spin-1/2, cujos graus internos
de liberdade sao descritos pelos espinores de Dirac. O campo descreve a expansao
de onda plana da aniquilacéao e criacad de particulas (e antiparticulas). Enquanto o
campo eletromagnético livre € um campo vetorial que descreve particulas bosénicas
sem massa de spin-1, o féton; onde o grau interno de liberdade é dado pelo quadrive-
tor de polarizacao. A quantizacao do campo eletromagnético € dificil porque o féton
tem apenas dois graus de liberdade (as polarizagdes transversais), porém, o campo €
definido por quatro componentes; mostrando asim que existe dois graus de liberdade
que nao apresentam significado fisico. Portanto, para quantizar o campo, € necessa-
rio reduzir os graus internos de liberdade usando algumas condi¢des de gauge. Por
exemplo, o gauge de radiacéo, onde V- A = 0 e A” = 0, elimina dois graus internos
de liberdade, tornando possivel quantizar apenas as polarizagdes transversais. Porém,
este gauge nao € valido para todos os referenciais inerciais, ou seja, a invariancia sob
as transformacdes de Lorentz € perdida.

As interag6es na Teoria Quantica de Campos, assim como na QED, teorica-
mente, podem ser descritas por métodos perturbativos e pelos diagramas de Feynman
[25, 27, 28]. Experimentalmente, sao dificeis de implementar em laboratério ou de ana-
lisar usando computadores classicos devido ao crescimento exponencial dos recursos
computacionais. No entanto, o estudo da dindmica do sistema quantico cosiderando
todos os termos perturbativos pode ser possivel através do processo de simulacao
quantica [15, 35]. Pode-se notar que um protocolo para imitar as interagées que ocor-
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rem na QED pode ser um desafio para a simulacao quantica, porque muitas particulas
com graus de liberdade, como o spin e a polarizagao, estao envolvidas.

Este trabalho propée um protocolo para simular as interacées que acorrem
na QED considerando os espinores de Dirac e as polarizagcées do féton. Ou seja,
€ proposto um mapeamento para as interacées de elétrons e pdsitrons (com grau
de liberdade dado pelo espinor) mediado por fétons (cujo grau de liberdade é sua
polarizacdo). Generalizando o método proposto por Casanova et al. [15, 35], para
poder adicionar os graus internos de liberdade dos férmions de spin-1/2 e dos fétons,
é possivel definir modos de campo fermibnico e antifermiénico localizados. Como os
simuladores quanticos sao tipicamente representados por qubits, € necessario realizar
um mapeamento para relacionar a algebra dos férmions do sistema a simular, descrito
pelo Hamiltoniano de interacdo da QED, com a agebra dos férmion. Para isso, 0
mapeamento € construido usando a transformacao de Jordan-Wigner unidimensional.
[36—38], uma representacao de férmions e antiférmions para diferentes configuracoes
de spin para cima e para baixo pode ser mapeado usando quatro qubits.

Este trabalho, composto por 5 capitulos, detalha a parte teérica dos campos
quantizados e 0 mapeamento para o protocolo de simulagdo quantica. No capitulo 2, os
campos quantizados sao descritos, comec¢ando com a equacao da macanica quantica
relativistica de Dirac e sua interpretacéo para fungdes de onda de energia positiva e
negativa. Também é estudada a quantizagdo do campo de Dirac usando a quantizacao
canénica ou a segunda quantizacao. O campo eletromagnético classico é expressa em
forma covariante, definindo o quadrivetor potencial e a transformacéo de gauge local.
Além disso, a quantizagdo do campo eletromagnético livre é realizad considerando o
gauge de radiacao para quantizar apenas as polarizacoes transversais. O grau interno
de liberdade dado pelo quadrivetor de polarizacédo € descrito na mesma se¢ao. Na
ultima sec¢do, a eletrodinamica quantica é discutida, descrevendo a interacédo do campo
de Dirac e o campo eletromagnético livre sob o gauge de Coulomb. As equacdes de
interacao sao detalhadas e o Hamiltoniano de interagao, e sua expressao quantizada,
é obtida.

O capitulo 3 detalha o conceito de simulacao quantica e suas aplicacdes. Além
disso, se descreve as etapas a serem desenvolvidas para alcangar o protocolo de simu-
lacdo quéntica da QED. Neste capitulo, a transformacao de Jorda-Wigner é discutida.
No capitulo 4, é detalhado o desenvolvimento de todas as etapas descritas no capitulo
3. O hamiltoniano do sistema é mapeado usando a transformacao de Jorda-Wigner
unidimensional e, assim, o Hamiltoniano do simulador é obtido. Concluindo este capi-
tulo, algumas discussdes sobre o Hamiltoniano do simulador s&o descritas. Finalmente,
no capitulo 5, se tem as conclusdes e perspectivas futuras deste trabalho.
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2 CAMPOS QUANTICOS

2.1 Equacao de Dirac

A mecanica quéantica relativistica € uma teoria quantica que trabalha no contexto
da relatividade restrita, isto é, trabalha com particulas que se propagam a velocidades
proximas a velocidade da luz. Pode-se dizer que a teoria da mecéanica quantica relati-
vista comeca em 1926 com a equacio de Klein-Gordon', a partir da consideracéo da
energia da relatividade restrita ( £2 = p?+m?) na equagao de Schrédinger e usando os
correspondentes operadores da mecanica quantica para energia £ = id; € momento
linear p = —i'V da particula. Usando as unidades naturais 7 = ¢ = 1 € a notacao de
Einstein, a equacao de Klein-Gordon pode ser escrita como

(0, 0" + m?)(x) =0 (2.1)

onde m é a massa do elétron e )(z) é a solu¢do da equagao de onda.

A energia relativistica apresenta valores positivos e negativos, por isso, dois
tipos de solucbes de funcdo de onda séo obtidas. Solugbes com energia positiva
satisfazem as propriedades probabilisticas da mecanica quantica, no entanto, para
solugcbes com energia negativa, a interpretacao probabilistica das fungdes de onda
nao é obtido. Devido a essa desvantagem, a densidade de probabilidade assumida
é definida e interpretada como uma densidade de carga e, assim, os problemas de
interpretacdo como probabilidades desaparecem. Além disso, a EqQ. (2.1) ndo expressa
exatamente as correcoes relativisticas da estrutura fina do atomo de hidrogénio de
acordo como os resultados experimentais [26]. Contudo, a equacéao de Klein-Gordon
€ util na teoria quéntica de campos para descrever campos escalares (bésons com
carga elétrica e spin-)[39].

2.1.1 Forma Covariante da Equacao de Dirac

Devido a inconsisténcia da equacgéao de Klein-Gordon em descrever o elétron no
regime relativistico, em 1928, Paul Dirac propés uma equacao linear e invariante sob
trasnformacgdes de Lorentz [40], isto é, valida em qualquer sistema de referéncia iner-
cial. Além disso, tem duas soluc¢des (de energia positiva e negativa) que apresentam
comportamento probabilistico; essas solucdes satisfazem a equacéao de Klein-Gordon.
A equacao de Dirac é uma equacao de matrizes de dimensdo minima 4 x 4, cujas
solu¢des sdo matrizes colunas [39, 41, 42].

1 Originalmente, a equacéo de Klein-Gordon foi proposta por Schrédinger ao considerar a energia

relativista em sua tentativa de descrever uma equagao para a fungao de onda de uma particula
quantica. No entanto, essa equagao teve algumas desvantagens em detalhar o comportamento
probabilistico da funcao de onda do elétron, razdo pela qual Schrédinger considerou a versao nao-
relativistica da energia para obter a famosa equacéo de Schrédinger[32].
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Na representacao covariante, a equacao de Dirac é
(i 0y — m) p(z) =0 w=0,1,2,3 , (2.2)

onde m é a massa do elétron e ¢(x) € a matriz coluna que representa a solugéo da
equacéao de Dirac. As matrizes v de dimensao 4 x 4, na representacao de Dirac, sao
definidas mediante

1 0 0 oF
0 k
= , = k=xy,2z |, 2.3
v (0 —]1) y <_0k 0) Y (2.3)

onde a representagao reduzida de matrizes 2 x 2 € usada, ou seja, 0 e 1 (matriz nula
e unitaria, respectivamente) sdo matrizes 2 x 2, e o3 sS40 as matrizes de Pauli?. 19 é
hermitiana e ”yk € anti-hermitiana, e satisfazem

VA + A = {47} = 29171, (2.4)
onde ¢g#*" é o tensor métrico.
A fungéo de onda de Dirac v (z) é interpretada como um vetor coluna de quatro

componentes, o chamado espinor de Dirac [34], ou seja, a solugéo da Eq. (2.2) deve
ser expressa em forma de onda plana

Y(x) = Nu'(p)e P (2.5)

onde N € a constante de normalizacao, w" (p) € um espinor de quatro componentes
descrito no espagco de momentos, e o termo de Euler determina a propagacéo e
evolugcédo temporal da onda. O valor do indice r determina se a solucéo é de energia
positiva ou negativa. Para » = 1, 2, ¢, = 1 descreve as solu¢des de energia positiva e,
para r = 3,4, ¢, = —1 descreve as solugbes de energia negativa [28].

Uma maneira de determinar os elementos do espinor de Dirac é substituindo
a Eqg. (2.5) na Eqg. matricial (2.2) [43]. Outra maneira é aplicar uma transformacgéo
de Lorentz ao espinor de uma particula em repouso, para obter a solucao de uma
particula livre observada com velocidade v [39, 41].

Os espinores normalizados para solucdes de energia positiva (r = 1, 2) e nega-
tiva (r = 3,4) sé@o

1 0
/ FE +m 0 ) / FE +m 1
E+ E+m
P+m —pT
E+m E+Zm
E + m —Pz E + m P+
4 3
w (p) — o E—gm . w (p) — o E—Ql—m 7
1 0

2 A presencga das matrizes de Pauli na equacgéo de Dirac descreve ao spin como uma propriedade

intrinseca do elétron. O sucesso de Dirac é fornecer a relagdo giromagnética exata do elétron g = 2.
Além disso, descrever a corregao relativistica da estrutura fina do atomo de hidrogénio.
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onde p+ = p; +ipy, E € a energia total do sistema e m & a massa do elétron. Os
termos a esquerda descrevem os espinores de spin para cima e a direita descrevem os
espinores de spin para baixo. Além disso, eles devem atender as seguintes condicdes
de ortonormalizacéo [Equacdes (2.7a, 2.7b)] e completeza [Equagdes (2.7c, 2.7d)] [39,
44], dadas por

t E

ww(‘fr’p)wr((‘frp) = Eérvﬁ (2.72)
Wy (P)wy(P) = €0y, (2.7b)
: E
>~ wralerp)uly(erp) = —dup, (2.7¢)
r=1
4
Z erra(p)wrﬁ (p) = 5@67 (2.7d)
r=1

onde « e 3 descrevem os elementos do espinor, e @ = wiyY. A Eq. (2.7a) mostra
que a ortonormalizagcdo adquire um fator % que compensa a contragao de Lorentz
do elemento de volume ao longo da direcao do movimento, assim, a normalizacao da
probabilidade € invariante [41]. A EqQ. (2.6) pode ser reescrita usando

u(p,+s) = w'(p), ulp,—s) = w?(p), v(p,—s)=w’(p), v(p,+s)=w(p), (2.8)

onde u(p, +s) descreve o espinor para as particulas, e v(p, £s) é o espinor para antipar-
ticulas. O spin é +s se estiver na mesma direcdo que o0 momento linear p da particula
e, —s quando a direg&o do spin estiver na diregao oposta ao momento linear.

A partir da Eqg. (2.8), a solugcao de onda plana da equacéo de Dirac pode ser
descrita.

2.1.2 Antiparticulas

Como descrito anteriormente, as solugdes da equacéo de Dirac tém uma densi-
dade de probabilidade positiva. Em 1930, P. Dirac apresentou uma interpretacéao para
solugdes de energia negativa postulando a existéncia antiparticulas [45]. A idéia de
antiparticulas se origina da interpretacao proposta por P. Dirac com sua Teoria dos
buracos ("Hole theory”). No entanto, apresenta algumas complicacdes e é inadequado
para os bosons, levando a uma nova interpretacao proposta por Stuckelberg e R. Feyn-
man; abandonando assim a teoria dos buracos. As duas interpretacdes séo explicadas
nesta secao.

2.1.2.1 Teoria dos buracos

Devido ao sucesso da equacao de Dirac na descri¢cao do elétron, foi necessario
fazer uma interpretacao fisica para solucées de energia negativa. Dirac postulou que
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todos os estados de energia negativa sao preenchidos com elétrons de carga elétrica
—e € energia negativa —F (com E > 0) e, para evitar transi¢coes entre niveis de energia
negativa, esses elétrons devem satisfazer o principio de exclusédo de Pauli. Além disso,
0 vacuo é considerado com todos os niveis de energia negativa ocupados e os niveis
de energia positiva vazios [41] (ver figura 1).

Figura 1 — Teoria dos buracos, os niveis de energia estdo cheios de elétrons (repre-
sentados por bolas pretas), a auséncia de elétrons é representada por um
buraco (positron). a) Criacdo de elétron-positron: um elétron (—E < 0) é
excitado para um estado de energia positiva pela radiacao criando um pési-
tron. b) Aniquilacao elétron-pésitron: um elétron (+F > 0) interage com um
buraco no estado de energia negativa (positron) emitindo radiacéo.

(a) Criagao de pares (b) Aniquilacao de pares
E A E A
Estados de Estados de
_H energia positiva — I o | | energia positiva
m m
Radiacao Radiacao
—1—0 -_— N 10 e W
-m -m
. . & _%
-o > ——
— rstados d - P —— ;
| : Esta f]h € | | - Estados de
—8—1—®—{ ) energia negativa ——1—®— } energia negativa

Fonte — Figura retirada de [39]

Os elétrons em niveis de energia negativa podem absorver fétons e serem
excitados para um estado de energia positiva. Quando isso ocorre, um buraco é criado
no mar de energia negativa e uma transigdo de um elétron de carga —e é observada
no estado de energia positiva +F (veja a figura 1a). A auséncia de um elétron com
carga —e e energia —F, no mar de Dirac, representa a presenca de uma antiparticula
com carga +e e energia positiva + F denominada pésitron; assim, o efeito de excitacao
€ conhecido como a produgédo de um par particula-antiparticula, neste caso, elétron-
positron. Além disso, um processo de aniquilacdo de particulas e antiparticulas pode
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ocorrer com a emissao de radia¢do, quando um elétron no estado de energia positivo
+E emite um féton e interage com um positron [39, 42] (veja a figura 1b).

A existéncia de solucdes de energia negativa leva a presencga de antiparticulas
[41], entdo, a existéncia de antiparticulas € uma propriedade geral de férmions e
bdsons. No entanto, a interpretacao de Dirac ndo é aplicada aos bosons, ja que nao
estéo sujeitos ao principio de exclusdo de Pauli e nada impediria as transigdes entre
os niveis de energia negativo. Diante desses problemas, é necessario reinterpretar
solucdes de energia negativa para férmions e bdsons.

2.1.2.2 Interpretacao de Feynman-Stiickelberg

Outra interpretacédo para solugcées de energia negativa, tanto para férmions
quanto para bésons, foi inicialmente proposta por Stiilkelberg (1941) e Feynman (1948),
considerando que particulas de energia negativa viajando para tras no tempo, equivale
a uma antiparticula (com carga oposta) de energia positiva que se propaga para frente
no tempo. Estabelecendo, assim, as bases para os diagramas de Feynman [46].

Considerando a solucédo dada na Eq. (2.5), a frequéncia da onda plana é w =
E, portanto, a solugdo de energia negativa pode ser descrita como uma fungéo de
onda com frequéncia negativa, ou seja, tendo em conta o quadrimomento —pt =
(—E,—p), FE >0,isso pode ser escrito como

—i0t-pe) L B (-p)(-a)} _ i(Bt-pa), (2.9)

onde o termo a esquerda representa uma onda plana. Substituindo o quadrimomento
—pH € obtida a expressdao do meio, em que uma onda de frequéncia negativa e mo-
mento oposto (—p) viaja na direcdo oposta ao espaco-tempo. Isso é equivalente a uma
onda de frequéncia positiva e momento p que viaja para a frente no espaco-tempo
[25].

A interpretagédo de Feynman-Stiickelberg foi desenvolvida no contexto da teoria
quantica de campos e é usada nos diagramas de Feynman, essa interpretagéo é
valida para férmions e bdsons, portanto, a idéia sobre 0 mar de energia negativa é
abandonada e o conceito de particulas com energia negativa viajando para tras no
tempo é aplicado. A interpretacao de Feynman-Stlickelber considerada no processo
de aniquilacao elétron-positron € mostrado na figura 2.

A mecanica quantica relativistica € uma teoria limitada, porque a equagéo de
Dirac estabelece uma teoria de particula Unica, o elétron. No entanto, as solucdes
mostradas e a interpretacao para solucdes de energia negativa exibem a presenca
de mais particulas. Por esse motivo, é necessaria uma teoria que descreva muitas
particulas[39], a teoria quantica de campos, onde a equacao de Dirac para fungdes de
onda é substituida pela equacéao de Dirac para campos quanticos [26].



30 Capitulo 2. Campos Quéanticos

Figura 2 — Processo de aniquilagdo eTe™. (esquerda) Um elétron de energia posi-
tiva £ (entrando) emite um féton de energia 2FE e, para conservar energia,
produz um elétron com energia — ' (saindo). Na interpretacao de Feynman-
Stlickelberg, um pésitron de energia positiva £ € aniquilado com o elétron
com energia E para produzir um féton de energia 2E. Nesse caso, a parti-
cula e a antiparticula se propaga para frente no tempo.

e (E> 0) e (E> 0)

e (E<0) e*(E > 0)

Fonte — Figura retirada de [47]

2.2 Quantizacao Candénica do Campo de Dirac

A teoria quéantica de campos combina as principais teorias da fisica moderna:
a teoria quantica, a relatividade de Einstein e o conceito de campo [27]. Ele descreve
sistemas de muitas particulas que tém infinitos graus de liberdade [34], usando suas
variaveis dinamicas conhecidas como operadores de campo que sao definidas em
todos os pontos no espago-tempo. Os operadores de campo, observaveis da teoria
quéantica de campos, sdo analogos aos observaveis da teoria classica de campos e
podem ser definidos usando métodos de quantizagao®.

O método de quantizagcdo candbnica (também chamado de segunda quantiza-
¢ao) € o primeiro método desenvolvido para quantizar teorias de campo, ele usa o
formalismo Lagrangiano e expande campos quantizados em termos de operadores
de criacdo e aniquilacdo. O método de quantizagdo por integrais de caminho (ou
quantizag&o funcional) que é uma ferramenta poderosa para lidar com os aspectos
formais da teoria quantica de campos, generaliza mais facilmente outras teorias em
interacado, como a eletrodindmica quantica escalar e, especialmente, a teoria de gauge
nao-Abelianas [25, 27]. Outros métodos incluem quantizagdo matematica, como quan-
tizacdo geomeétrica, quantizacdo em loop e quantizagcdo por deformaggo [26].

O campo de Dirac descreve particulas fermiénicas com carga elétrica e spin-1/2,
como o elétron. A quantizagdo do campo livre de Dirac é obtida usando o método

8 Lembre-se de que na mecanica quéantica a primeira quantizaco é usada para definir os observaveis

(operadores de posigao, momento linear, energia, etc.) que tém analogos aos observaveis da fisica
cléssica.
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de quantizagdo candnica, por meio do formalismo lagrangiano® [28]. A densidade
Lagrangiana na auséncia de interacdes é descrita por®

A

L = (", — m)y, (2.10)

onde zZ = ¢T40 e 4 satisfazem a equacao de campo de Dirac; além disso, 1/ e v podem
variar independentemente porque sdo considerados como campos dinamicamente
independentes [26]. Usando a equacéao de Euler-Lagrange, é obtida a equacéo do
campo de Dirac

oL oL -
8ﬂ< £>— = = (i7" —m) ¥ = 0. (2.11)
oou)) O

A equacao de Dirac para o campo 2/_1 € calculada usando a equacgao de Euler-
Lagrange e derivando em relagéo ao campo ¢, ou aplicando a adjunta & equagéo de
Dirac. Isso mostra que ¢1" é o conjugado hermitiano de .

Seguindo esse formalismo, pode-se obter a densidade hamiltoniana usando os
campos candnicos conjugados T1°. = 2£ e 119 = 2L dos campos 4 e 1, respectiva-

P Jug 5 o ot o0t pos v e ¢ P

mente. Entdo, a densidade Hamiltoniana é

Hp = 15000 + H%aoqz — L. (2.12)
Usando a Eq. (2.10), a densidade hamiltoniana pode ser escrita na forma
Hp = (v - 0; + m), (2.13)

nesta expressao apenas as derivadas espaciais estao presentes, mas pode ser conver-
tida em derivada temporal usando a equacédo do campo de Dirac, obtendo a densidade
Hamiltoniana # = +Tid;1). Isso permite expressar o Hamiltoniano do campo de Dirac
na forma:

Hp = / BaHp = / dPrp(—iyi0; + m) = / d%%’%—f, (2.14)
onde o Hamiltoniano depende do operador de campo de Dirac.

A partir da Eq. (2.5) é possivel definir o campo de Dirac com as mesmas caracte-
risticas, ou seja, expressar o campo em uma expansao na forma de ondas planas para
particulas e antiparticulas. Usando a segunda quantizacdo, o campo de Dirac pode
ser expresso por operadores de criagcao e aniquilagdo de particulas (e antiparticulas)

4

De maneira anéloga aos campos classicos, os campos sao obtidos definindo sua densidade lagran-
giana.

5 As vezes, uma versdo simétrica é usada

Loirae = 5 [(i0uir = i)+ (1#i0, — m) ] .

Difere de (2.10) por uma integral de superficie [25].



32 Capitulo 2. Campos Quéanticos

como uma combinacéo linear dos campos que descrevem particulas e antiparticulas,
isto &

(x,1) Z / o 3/2\/> (B(p, Nu(p, s e P* —l—aﬁ(p, s (p, 5')eip‘z> , (2.15)

onde, 1/3(m t) é descrito no espago- tempo com valores de projecao spin +s para as
particulas e antiparticulas. O termo f 3/2 descreve o volume da caixa que contém o

campo e \/w:p é um fator de normallzagao gue aparece devido a contracao do espaco
na relatividade restrita [39, 42], se nao for considerado na expressao (2.15), entao, ele
aparecera nas relacbées de anticomutacao dos férmions. A soma detalha os valores
de projecao spin do campo, é +s se 0 spin estiver na mesma direcdo do momento
linear p e —s se estiver na direcao oposta do momento p. O primeiro termo a direita
descreve a aniquilagéo de particulas com espinor u(p, s)e P, ou seja, as particulas
com momento p e spin s sdo aniquiladas. O segundo termo da direita descreve a
criagdo de antiparticulas® de momento p e spin s com espinor v(p, s)e’* [26].

Conforme descrito na densidade Lagrangiana da Eq. (2.10) o campo conjugado
& = 9T+0 pode ser definido. Usando a adjunta dos espinores i(p, s) = ul(p,s)7" e
o(p, s) = vl (p, s)7°, obtém-se

b, 1) = Z / o 3/2\/><bT(p, a(p, )T 1 d(p, s Yo(p, e HT) , (2.16)

onde o primeiro termo cria particulas de momento p e projecao spin s, 0 segundo
termo aniquila antiparticulas de momento p e projecao spin s.

O termo de Euler nas equagdes (2.15) e (2.16), descreve a propagacgao e evolu-
cao temporal do campo em forma de onda plana. Pode-se notar que essas equacdes
estao implicitamente na representacdao de Heinsenberg (o Apéndice C mostra a repre-
sentagdo de interagdo do campo de Dirac).

Agora, o Hamiltoniano pode ser expresso em termos de operadores de criacao
e aniquilacao de particulas e antiparticulas, inserindo os operadores de campos (2.15)
e (2.16) no Hamiltoniano (2.14), resulta

= 3 [y (40 i)
s'=+s

U,

(p, s’)) . (2.17)

Se as relacdes de comutacao para os operadores de criacao e aniquilacao forem
consideradas, ndo havera limite inferior de energia. Por conseguinte, o Hamiltoniano
nao seria definido positivo e descreveria sistemas instaveis [42]. Por esse motivo, sdo

6 Da interpretacéo de solugbes de energia negativa (subsecéo 2.1.2.2), a criagdo de antiparticulas
pode ser considerada como aniquilagao de particulas com frequéncia negativa e momento —p e spin
—s. Portanto, pode-se dizer que a Eq. (2.15) descreve um operador de campo de Dirac que aniquila
particulas de energia (ou frequéncia) positiva e negativa.
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consideradas as relagdes de anticomutacéao, ou seja, os campos (2.15) e (2.16) devem
satisfazer a relacdo de anticomutacao para férmions em intervalos de tempo iguais
[28], isto &

{fal@. ). df(@.0)} = b4p*(@ - o)
{0, bs@’,t)} = {dl(@,0), 0} 1)} =0,

descreve a relacdo de anticomutacéo para os diferentes elementos da matriz coluna
do campo de Dirac, para campos em posicoes diferentes e em tempos iguais. Também
pode-se escrever a relacdo anticomutacdo dos operadores de criagcao e aniquilagao
de particulas e antiparticulas[42], isto é,

(2.18)

{b(p.). 510" 5 } = 53(p = P')iss
{dp.s).d' (0.5} = 5*(p—p)osy
{bp.5).5(p". ) | = {1 (p.5). Bl (P s } = 0 (2.19)
{dp.s).dw. )} = {dl(p.9).d' .5} =0
¥ )

Usando relagao de anticomutacdo de d e df com momento linear p se tem que
d(p,s)d'(p,s) = —d'(p, s)d(p, 5) + 6)(0),

entao, substituindo no Hamiltoniano (2.17), pode-se subtrair a energia no ponto zero
ou energia do vacuo [28—-30, 44], de tal maneira que

H—-FEy=Hp=:H:= Z /d?’pwp (l;T(p, $)b(p, s) + CZT<p, s)d(p, s)) . (2.20)
s==+s
onde wp € a energia relativistica de particulas e antiparticulas com momento linear
p. Os dois pontos descreve o produto de ordenamento normal’. Adotando as regras
e anticomutacao, o Hamiltoniano pode ser definido positivo. A energia do vacuo Ej é
uma quantidade nao observavel e pode ser subtraido do Hamiltoniano, ela é escrita
como [44]

d3z
EOE+53(0)/d3p > wp:+/ (27T>3/d3p > wp, (2.21)
s==+g’ s==+g’

Pode-se construir o espaco de Fock para os operadores de criagdo e aniquilagao
do campo de Dirac [34], aplicando esses operadores ao estado de vacuo |0), resulta

b(p, 5)[0) =0 , d(p,s)|0) =0, Paratodopes=s. (2.22)

7 Exige que todos os operadores de criacdo estejam & esquerda dos operadores de aniquilagdo. No
caso de operadores fermidnicos, um sinal de menos é adicionado ao trocar a posicao de dois deles
[48]
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Além disso, para um estado de duas particulas (e para antiparticulas)

bl (p, )b (0, |0) o |p, s; 0, s") . di(p,s)d(p',s)|0) o |p,s;p',s').  (2.23)

Da relagdo de anticomutacéo de férmions bf(p, s) e b (p’, s’), operando no es-
tado de vacuo, se obtém

b (p, )bl (0, s) + b (p, )bl (p,5) =0 = |p,s;p,s)=—|p\,sip,s), (2.24)

isso mostra que os estados sao antissimétricos. Se eles tiverem o mesmo momento p
e spin s, entao

{t1(p,s).b1(p,s)} =0 = bl(p,s)bl(p,s)|0) =0, (2.25)

isso implica que um estado nao pode conter duas particulas do mesmo momento p e
spin s, 0 mesmo acontece com os antifermions.

Portanto, conclui-se que os operadores b, bT (ou d e df) do campo de Dirac
descrevem férmions de spin-1/2 (ou antiférmions), que satisfazem a estatistica de
Fermi-Dirac de acordo com o teorema spin-estatistica; assim, obedecendo ao principio
de exclusao de Pauli [26].

2.3 Campo Eletromagnético Classico

Classicamente, 0 campo eletromagnético é descrito pelas equagdes de Maxwell,
sintetizando as propriedades e inter-relagdes entre eletricidade e magnetismo. Além
disso, prevé a existéncia de ondas eletromagnéticas em qualquer meio. No caso de
campos eletromagneticos que se propagam no vacuo com densidade de carga p e
densidade de corrente j, considerando o sistema de unidades Lorentz-Heaviside com
¢ = 1, pode-se escrever as equacdes de Maxwell

V-E=p (Lei de Gauss) (2.26a)
V-B=0 (Lei de Gauss do magnetismo) (2.26b)
VxB- %—]f _j  (Lei de Ampére) (2.26¢)
Vx E+ %—? =0 (Lei de Faraday), (2.26d)

onde E = E(x,t) e B = B(x,t) s&o 0s campos elétrico e magnético, respectivamente.
Esses campos dependentes do tempo sédo acoplados, mais especificamente, os cam-
pos elétricos (magnéticos) dependentes do tempo dao origem a campos magnéticos
(elétricos).

As equacdes de Maxwell descrevem o campo elétrico e magnético. Apesar disso,
esses campos podem ser calculados usando a definicdo do quadrivetor potencial®

8 Isso mostra que o potencial escalar é a componente temporal do quadrivetor A*.
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Al = (AO, A), com potencial escalar A” e potencial vetorial A. A partir das equagdes
homogéneas (2.26b) e (2.26d), outra expressado é obtida para o campo elétrico e
magnético

0

E=-Vo-=A . B=VxA (2.27)

Esses potenciais reduzem o numero de fungdes a serem determinadas, de seis com-
ponentes escalares de E e B para os quatro componentes de A (Para mais detalhes
sobre eletromagnétismo classico, consulte nas referéncias [49, 50]).

As equacOes de Maxwell sdo consistentes na relatividade restrita porque essas
equacbes sao invariantes sob as transformacdes de Lorentz, ou seja, sdo validas
para qualquer observador em um referencial inercial. As equagdes (2.26) podem ser
expressas em uma forma covariante combinando os campos para formar um tensor de
segunda ordem, chamado tensor de campo eletromagnético (ver [28])

E. —By By 0

(2.28)

Usando as equagdes (2.27), o tensor F*” em termos do quadripotencial pode
ser escrito como
FHY = 9l AY — Y AP (2.29)

onde F*¥ é um tensor contravariante e anti-simétrico que descreve as equacdes de
Maxwell

OuFH” = j¥ (Equacdes nao homogéneas) (2.30)
ONFIY 4 g FM 4 gh VA = () (Equagdes homogéneas) (2.31)

onde j* = (p,j) é o quadrivetor da densidade da corrente eletromagnética e satisfaz
a equagao de continuidade, ele descreve a conservagao de carga, d,j" = 0. Para
equacoes nao homogéneas, aplicar a quadri-divergéncia implica que

OAF — 9F9, AV = §H, (2.32)
onde 1 é o operador D’Alembertiano (ver Apéndice A). Essa equacao descreve o
comportamento dinamico dos componentes do potencial, A € ¢.
2.3.1 Transformacao de gauge

A Eqg. (2.32) néo é suficiente para determinar exclusivamente o quadripotencial,
pois é possivel adicionar uma fungé@o escalar arbitraria, A = A(x), de modo que a
transformagéo (para mais detalhe, consulte a referéncia [42])

AR AT = AR 4 QR (2.33)
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nao modifique o tensor F#¥ e, portanto, também nao modifica os campos E e B. A
Eq. (2.33) é chamada transformacgé&o de gauge local ou transformagées de gauge de
segunda espécie. Portanto, as equagdes de Maxwell e F'*¥ sdo invariantes de gauge.
A transformacédo (2.33) mostra que A* possui valores diferentes em cada ponto no
espacgo-tempo, ou seja, ndo assume um Unico valor [28, 34, 50]. Além disso, nem
todos os seus componentes séo variaveis dinamicas independentes e, escolhendo
uma fungdo A = A(z) adequadamente, certas condi¢bes podem ser impostas aos
componentes de A* [50], ou seja, transformar-se em uma determinada condicao de
gauge [42]. Vérias condi¢Oes de gauge sao usadas com frequencia, das quais as mais
comuns sao:

oAl =0 (gauge de Lorenz) (2.34)
V-A=0 (gauge de Coulomb) (2.35)
Ap=0 (gauge temporal) (2.36)
A3 =0 (gauge axial) (2.37)

2.3.1.1 Gauge de Lorenz®

A vantagem do gauge de Lorenz é sua invariancia sob as transformagdes de
Lorentz, Ou seja, o gauge de Lorenz permanece valido para qualquer sistema de
referéncia inercial. Considerando que um potencial arbritario A* satisfaz o gauge de
Lorenz, é possivel definir um novo potencial A" usando a transformacéo apresentada
em (2.33), de modo que o novo potencial satisfagca o0 gauge de Lorenz, ou seja, auA’“ =
0. Isso leva a considerar uma funcao arbitraria A(z) que cumpre a equacao (para mais
detalhes, consulte as referéncias [26, 28, 48] )

0, 0FA(z) = OA(z) = 0, (2.38)

isso garante que o gauge de Lorenz ainda seja satisfeito.

Aplicando a condicao (2.34) na Eq. (2.32), para o caso de campo eletromag-
nético sem fontes, quer dizer, com j# = 0, € obtida a equacdo de onda para os
componentes do quadrivetor potencial A*

v2A0 40 = g
—  OA* =0. (2.39)

VQA—g—;A: 0

Essa equacao tem a forma da equacao de Klein-Gordon (2.1) para o caso sem massa,
e cuja solucéo (de carater vetorial) pode ser expressa como ondas planas

Al (z) = ! (k)e T (2.40)

9 Muitos autores apontam que o gauge (2.34) foi publicado pela primeira vez pelo fisico dinamarqués
L. Lorenz em 1867, em seu trabalho On the Identity of the Vibrations of Light with Electrical Currents,
Philos. Mag. 34. E é incorretamente atribuido a H. A. Lorentz (Para mais detalhes, consulte [51])
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onde ¢/ (k) é o quadrivetor de polariza¢do e € ortogonal a diregdo da propagacao, quer
dizer, k, - e/ = 0, isso reduz o numero de componentes independentes de quatro para
trés. Substituindo a solugdo (2.40) na Eq. (2.39) resulta que k> = k2 — k% = 0, isso
mostra que o0 campo eletromagnético sem fonte descreve uma particula sem massa
conhecida como féton. O féton é uma particula real que possui dois componentes
independentes definidos como polariza¢des transversais.

Tendo em conta o0 gauge de Lorenz (0os componentes independentes séao redu-
zidos a trés), o gauge temporal (4y = 0) pode ser imposto, consequentemente ¢y = 0,
de modo que o gauge de Lorenz seja substituido pelo gauge de Coulomb satisfazendo
que o vetor de propagacao € perpendicular a polarizacao, k-e = 0. No entanto, ao fazer
isso, a invariancia sob transformacdes de Lorentz é perdida [26] (para mais detalhes
sobre 0 gauge de Lorenz, consulte [26, 46, 48]).

2.3.1.2 Gauge de Coulomb

O gauge de Coulomb exige que a divergéncia do componente espacial de A
desapareca, ou seja, V - A = 0, isso reduz de trés a dois componentes espaciais
independentes. No entanto, se o vetor potencial A nédo satisfizer o gauge de Coulomb,
a transformacao (2.33) podera ser realizada para descrever um novo potencial Am
cujos componentes espaciais satisfazem V - A’ = 0, de modo que a funcgéo arbritaria
A respeite a equacgao [42]

VIA=-V-A. (2.41)

Inserindo 0 gauge de Coulomb (2.35) na Eq. (2.32), as equagdes para 0s com-
ponentes de A sdo reduzidas,

V240 = —p, (2.42a)
AO
OA=—j+ Vaa—t. (2.42b)
A Eq. (2.42a) é a equacgao de Poisson e tem como solugao
1 p(a’,t)
A° = — [ B B 2.4
(2. 1) 47T/dx’w_w,‘ (2.43)

Esse potencial escalar € o potencial instantdneo de Coulomb devido a densidade
de carga p(x,t) ser dada no mesmo instante de tempo que o potencial escalar. Isso
significa que o potencial escalar se propaga instantaneamente em todo o espacgo
[49], enquanto o potencial vetorial A satisfaz a equagcdo de onda ndo homogénea
(2.42b). No entanto, como mostrado no Apéndice B, a densidade de corrente j pode
ser considerada como a soma de duas componentes (tranversal e longitudinal), ou
seja,j =7, + jH' De tal maneira que o termo a direita da Eq. (2.42b) seja descrito
pela corrente tranversal

OA=3j,, (2.44)
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isso mostra que o potencial vetorial, no gauge de Coulomb, descreve componentes
transversais independentes [49, 50].

Considerando o caso de um campo eletromagnético livre (sem fontes), se tem
que a Eq. (2.44) se torna uma equacao de onda homogénea, onde A descreve duas
componentes transversais devido ao gauge de Coulomb, que reduz de trés para dois
0 numero de componentes espaciais independentes [26]. Além disso, quando a densi-
dade de carga p é zero, pode-se considerar que A = 0, sendo valido para um sistema
de referéncia inercial especifico. Movendo-se para outro sistema de referéncia, a com-
ponente temporal de A* pode aparecer, poque 0 gauge de Coulomb n&o € invariante
sob as transformacdes de Lorentz [48].

A equacao de onda do potencial vetorial A é semelhante a Eq. (2.39), portanto,
pode descrever uma solugdo de onda plana e apresenta uma solugdo semelhante a
(2.40), com a condicao

vV-A e A=, (2.45)

conhecida como gauge de radiacao, isso mostra que o quadrivetor de polarizagao e
tem duas componentes transversais perpendiculares a direcao de propagacao, ou seja,
k - € = 0 (a componente temporal no é considerada porque A% = 0).

Observa-se que o quadrivetor de polarizagado descreve as componentes inde-
pendentes ou graus de liberdade do potencial A*. Por esse motivo, € importante enten-
der o significado fisico e algumas propriedades da polarizacao ¢ (Isso sera mostrado
na secgao 2.5).

2.4 Quantizacao do Campo Eletromagnético livre

A quantizacdo do campo eletromagnético apresenta algumas dificuldades de-
vido ao fato de descrever uma particula sem massa e com carater vetorial [26, 30].
Aqui, a quantizacado do campo eletromagnético é mostrada considerando o gauge de
Coulomb com o potencial escalar A = 0, portanto, apenas os dois componentes
transversais (graus de liberdade) sdo quantizados. Lembre-se de que o gauge de Cou-
lomb n&o é invariante de Lorentz, por esse motivo, nessa quantizacdo do campo, a
invariancia é perdida.

Usando o método de quantizagdo candnica descrito na secao 2.2, a densidade
lagrangiana do campo eletromagnético sem fontes é definida como

ﬁ - _iF'ul/.F}“/’ (2.46)

onde, nesse caso, A* é chamado de campo potencial. Além disso, a equacao de

Euler-Lagrange é

oL oL
_ _ 2.47
oA, Yaoay = (2.47)
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considerando a Eq. (2.46), obtém-se que f)(%ﬁlu) = —F"M e 8‘%

equacgao que descreve o comportamento do campo potencial é

= 0. Portanto, a

AR — 99, AY = 0, (2.48)

como esperado, essa equacgao é igual a Eq. (2.32) para o caso j# = 0. Além disso,
considerando o gauge de Coulomb, a equacao de onda [JA = 0 é obtida, conforme
descrito na se¢ao 2.3.1.2.

Para quantizar o campo usando a quantiza¢do candnica, € necessario definir o
momento canbnico conjugado 7# associado a A#, de maneira que, quando considera-
dos como operadores de campo, eles possam cumprir as relacdées de comutacao. O
momento candnico conjugado € escrito como

oL ™ = FO = o0
[ e . ‘ : 2.49
BTEY ) ;‘{ i i _ pi (2.49)

isso mostra um problema ao ser considerado operador de campo, porque 7 ndo seria
um observavel e ndo iria satisfazer as relagdes de conmutagéo. Esse problema aparece
ao considerar todos os componentes do campo A*, dado que o féton possui apenas
dois graus de liberdade fisica (os componentes transversais). No entanto, removendo
o campo potencial escalar A°, a quantizacdo poderia ser realizada apenas para os
componentes transversais [48].
Para quantizar o campo, as seguintes relagdes de comutacdo em tempos iguais

séo impostas [28, 42]
1 a a 3 N — <3 /
[A (@, 1), 7 (2, t)] (5 = ) (@ —a) = —is} (@ — @) (2.50a)

[Ai(m, t), Al (a, t)} =0 [fr’(a:, 1), 7, t)} =0 (2.50b)

onde cﬁij(m — x') é a fungado delta de Dirac projetada na diregéo transversal (consulte
o Apéndice B), isso mostra que os operadores de campo A e © contém modos de
campos transversais.

Usando as equacoes (2.46) e (2.49), a densidade hamiltoniana é obtida como

1
H= 'Oy Au— L =3 (|E|2+|B|2). (2.51)

A densidade Hamiltoniana depende dos operadores de campo elétrico e mag-
nético, esses campos podem ser obtidos a partir da Eq. (2.27) considerando o gauge
de radiacdo, dado por, E = —-JpAe B=V x A.

E necessario definir A* como um operador de campo, isso pode ser feito através
de uma expansao de onda plana (semelhante a Eq. (2.40)), restringindo os graus de
liberdade a duas polarizagées transversais

A dgk 1 * [ 1k-x
A“(x):/ 2T Vi (e”kr e e, p)al (k)T (252)
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onde o termo [ (213% representa o volume da caixa que contém o campo, o quadrivetor
eu(k,r) descreve a polarizagdo do féton e o operador &(kz,r)(&T(k,r)) aniquila (cria)
um féton com momento k£ no modo de polarizacao transversal dado por . A soma em
r = 1,2 descreve as duas componentes de polariza¢des transversais do féton, ou seja,
descreve as duas componentes independentes do campo. O termpo de Euler expressa
a propagacao e evolucao temporal do campo. Como a expressao (2.15), o campo A
esta implicitamente na representacéo de Heinsenberg'0[28, 30, 48].

A equagcdo de onda para o quadripotencial possui solucdes em termos de ¢ ~#+*
e ¢** e pode ser interpretada como solucdes de energia (frequéncia) positiva e
negativa, respectivamente. Ap6s a aplicacao da segunda quantizagcao, o campo é
descrito pelos operadores de criacao e aniquilagdo de particulas e antiparticulas. No
caso do campo de Dirac, os operadores b (b') e df(d) aparecem, correspondendo
a particulas e antiparticulas, respectivamente. No caso do campo da Eq. (2.52), os
operadores a e a' correspondem aos operadores de aniquilacdo e criagdo de fétons,
respectivamente. No entanto, da interpretacdo de Feynman-Stlckelberg descrita na
secdo 2.1.2.2, o operador &' corresponde a criagdo da antiparticula do féton. Portanto,
o féton coincide com sua antiparticula, ou seja, é sua propria antiparticula [33]

A Eq. (2.52) pode ser interpretada como a combinagéo linear de campos que
aniquilam e criam fotons (particulas bosonicas) transversais que se propagam com
momento linear k e energia w = |k|. Portanto, os operadores a e a' devem satisfazer a
relacdo de comutacgao, ou seja,

[a(k!,r"),al (k,r)] = 63(k — k)6, (2.53a)
(k' v, a(k,r)] = [al (K',r"),al (k,r)] = 0. (2.53b)

O campo potencial A* € usado para calcular os campos quantizados do campo
elétrico e magnético. Usando as equacgdes (2.52) e (2.27), no gauge de radiagéo, os
campos sao dados por

. 0A Br e
E(iU) __E_/Wr_lzwk <€(k,7“)a<k,7“)e WT _ ¢ (k:,r)a (k,r)e i x) ’
(2.54)

2 ‘ |
Z ik X <€(k’ r)&(k’ T)e—zk-x - 6*(143, T)&T(k:, T)e—Hk'x) ‘

r=1

R . B3k
Blz)=V x A— /—(%)3/2%
(2.55)

Usando as equacgdes (2.54) e (2.55) na densidade hamiltoniana, obtém-se o
hamiltoniano do sistema

2
Hpy = H = Z/d?’kwk (dT(kz,r)d(k:,r)) , (2.56)
r=1

10" O Apéndice C mostra a representacéo de interacgéo.
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onde é considerado o ordenamento normal para operadores bosénicos. A Eq. (2.51)
mostra que a energia do sistema € a soma da energia dos fétons transversais.

Os operadores de criagdo af(k,r) e aniquilagao a(k, r) agindo no vacuo resul-
tam em

a(k,r)[0) =0 Paratodo ker =1,2 (2.57a)
dT(kla Tl)&T(k%T?) e dT(knv Tﬂ)‘()) & ‘kbrl; ko, ro;- s kn, T?”L> (257b)

2.5 Quadrivetor de Polarizacao

O quadrivetor de polarizacdo descreve os graus de liberdade de um campo
vetorial de quatro componentes, A%, no qual os graus de liberdade fisicos'! depen-
derdo se o campo vetorial descreve particulas com massa ou sem massa. Os campo
vetoriais que descrevem bésons com massa tém trés graus de liberdade fisicos, deter-
minados por duas polarizacdes transversais e uma polarizacao longitudinal. Enquanto
para particulas sem massa, como o féton, os graus de liberdade que o definem sao
dados por duas polarizagdes transversais. Isso implica que o0 componente temporal
do quadrivetor de polarizagdo ndo apresenta significado fisico para as particulas, &
apenas uma definicdo matematica para trabalhar no espaco de Minkowski [28, 48].

O quadrivetor de polarizagao é definido para um campo vetorial sem massa, em
que os quatro componentes do campo A* sdo restringidos pelas condi¢gdes de gauge.
Em geral, o quadrivetor de polarizacao € definido da seguinte forma

EWhm:<9mmyémmy£mmyé®¢g:@%hm@mwn, r=0,1,2,3
(2.58)
onde i = 0 € o componente temporal do quadrivetor de polarizagéo. u = 1,2, 3 repre-
senta as componentes espaciais. O valor de r descreve a polarizacao; parar = 0, a
polarizagdo temporal, ndo apresenta significado fisico e é definido como

e'(k,0) = 1 = (1,0,0,0). (2.59)

Essa polarizagado nao possui componentes espaciais. Para r = 1, 2, tem-se as polari-
zacgdes transversais, isso é definido mediante

(k1) = (0.e(k, 1) (k.2) = (0,e(k,2)). (2.60)
Além disso, para » = 3, tem-se o vetor de polarizacéo longitudinal, em um
sistema de referéncia arbritario, é definido por

kH — (k- n)
(k-m)

1 Referem-se aos componentes que tém ums significado fisico.

e'(k,3) = (2.61)
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onde k = (kg = wy, k).
Para um sistema de referéncia especifico, o quadrivetor de polarizagédo longitu-
dinal é definido como

e(k,3) = (0, %). (2.62)
O quadrivetor de polarizacao deve satisfazer a condigdo de ortonormalidade
eu(ke,r) - e (k,r') = gpp (2.63)
e a condi¢gdo de completeza
3
Z grr’eu(k>r)€u(k>rl) = Guv (2.64)
r,r'=0

Agora, considerando o gauge de Coulomb (com AY = 0), o quadrivetor de pola-
rizagdo pode ser considerado para o caso tridimensional (veja figura 3), uma vez que
o componente temporal do campo ndo aparece. As polarizacdes transversais devem
satisfazer a condicao de ortonormalidade (polariza¢des transversais sao ortogonais

uma a outra)
e(k,r)-e(k,r) =0, . (2.65)

Figura 3 — Quadrivetores de polarizacao, quando r = 1,2, descreve as polarizacaoes
tranversais, para » = 3 é a polarizagao longitudinal. Essas polarizacdes sao
ortogonais uma a outra.

e(k,2)

e(k, 3)
e(k, 1)

Fonte — Figura retirada de [39]

Alias, essas polarizagdes sao ortogonais a direcao de propagacao do féton
(polarizagao longitudinal), ou seja,
k-elk,l)=k-€k,2)=0 = ¢€(k,1) €k,3)=¢€(k,2) €k,3)=0. (2.66)
Ainda, a relacao de completeza é

kik;
Z (k,r)ej(k, 1) = 0;5 — !kl2 (2.67)
r=1
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2.6 Interacoes

A quantiza¢do do campo de Dirac e do campo eletromagnético foram analisados,
considerando-os como campos livres, ou seja, sem interagir com uma fonte externa.
No estudo de campos livres, as caracteristicas presentes em cada particula (energia,
momento linear, etc.) permanecem imutaveis, de modo que sao conservadas separa-
damente [43]. No entanto, os fenémenos presentes na natureza sdo mostrados a nés
por meio de interagdes de campos [31, 43]. Por esse motivo, estudar as interacoes
entre os campos ajudaria a descrever alguns fenébmenos que acontecem na natureza.
Atualmente, se conhecem quatro interacées fundamentais que ocorrem na natureza,
as interacdes eletromagnética, fraca, forte e gravitacional. As trés primeiras interacdes
mencionadas também sao chamadas de interacdes de gauge [26] e sdo mediadas por
bdsons de spin-1. Essas particulas mediadoras de forgcas ou interagdes séo: gluons
para a interacdo forte, bésons fracos (W+, Z°) para a forga fraca e fétons para a
interacdo eletromagnética [25].

2.6.1 Eletrodinamica Quantica

A interacao eletromagnética atua sobre particulas que possuem carga elétrica,
férmions, por meio da emissao e absorcao de fétons. Matematicamente, € descrito pela
Eletrodinamica Quéntica (ou Quantum Electrodynamics - QED em inglés), considerada
uma das teorias mais precisas da fisica; ela estuda as interagdes entre particulas
fermidnicas de spin-1/2, descrita pelo campo de Dirac, mediadas por fétons, descrito
pelo campo eletromagnético quantizado.

A interacdo da matéria com um campo de gauge pode ser obtida através da
substitucao de acoplamento minimo. No caso da interagao eletromagnética, o acopla-
mento minimo € escrito na forma

10, — 10, — eAy = iD,, (2.68)

onde D,, é a derivada covariante, a carga do elétron e = —|e| é a constante de acopla-
mento para interacdes eletromagnéticas.

Na mecanica quantica relativista, a equacao de Dirac é acoplada a um campo
eletromagnético externo, definindo a derivada covariante D,, = J,, + ieA,. No caso da
teoria quantica de campos, se pode escrever a densidade Lagrangiana livre usando as
equacoes (2.10) e (2.46)

- 1
Lo =0 (i9u0u —m) ¥ = JF" Fyu, (2.69)

inserindo o acoplamento minimo, ou seja, introduzindo a Eq. (2.68), obtém-se a den-
sidade Lagrangiana que descreve a interagdo entre o campo de Dirac e 0 campo
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eletromagnético,

LoEp =~ " Fu + 0(x) (7" Dy — m) ¥(x)

! ] ) (2.70)
— _ZFWFW + p(z) (iv" 0 — m) ¥(z) — e (@)Y A (),

onde o ultimo termo do lado direito da equacao define a interagdo desses campos. Isso
mostra que a densidade Lagrangiana do sistema € Logp = Lpirac + LEM + Lint =
Lo+ L;,, € adensidade Lagrangiana de interacao é

Lint = —ep(@)y" Ap(x) = —j1 Ay, (2.71)

onde j* = expy*y) é a densidade de corrente produzida pelo campo de Dirac.
Aplicando a transformacgao de gauge do quadripotencial, definida na Eq. (2.33),
obtém-se que L € invariante sob esta transformacgéo, mas para L;,; resulta £;,,; —
L = Lint — ey (x)d,A(x), isso mostra que Lorp nao é invariante. No entanto,
aplicando uma transformagao ao campo de Dirac se pode obter que a Eq. (2.70) é
invariancia de gauge, ou seja, aplicando a transformacéao de gauge local ao campo de

Dirac [26]

R ) (2.72a)
QZ = QZ, _ J}eieA(a:) _ eieA(x)QZ’ (2.72b)

e a transformacéao dada na Eq. (2.33) em (2.70), mostra-se que a densidade Lagrangi-
ano Logp € invariante de gauge'2. Isso significa que os observaveis sdo independen-
tes da escolha do gauge, no entanto, a forma de L p depende da escolha do gauge
[26].

Na Eqg. (2.70), as interacdes eletromagnéticas de outros leptons com carga e
spin-1/2 podem ser adicionadas, como 0 muon (i) e o tau (7). Do mesmo modo que foi
feito para o elétron, sdo consideradas as densidades Lagrangianas do campo dessas
particulas e seus termos de interagao correspondentes, semelhante a Eq. (2.71). No
entanto, para o préton e o néutron (particulas nucleares) o acoplamento minimo nao
reproduz corretamente suas interagdes eletromagnéticas [43]. Isso é devido a sua
estrutura interna, que é descrita pela Cromodindmica Quantica (ou Quantum Chro-
modynamics - QCD em inglés) [25, 26].

Usando a equacao de Euler-Lagrange mostrada nas equagdes (2.11) e (2.47),
se obtém as equacdes de campo acoplado elétron-féton

(ir" 8, — m) ¢ = +ey" Ay, (2.73a)
Oy PV = DAF — 9M(9,AV) = +ednlep = j (2.73b)

12 Pode-se notar que £, e L;,;, separadamente, ndo sdo invariantes de gauge.
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A Eq. (2.73a) mostra o campo de Dirac acoplado a um campo eletromagnético
externo, e a Eq. (2.73b) possui uma densidade de corrente j* criada pelo campo de
Dirac (o elétron). Considerando o gauge de Coulomb (V- A = 0) na Eq. (2.73b), obtém-
se que o potencial escalar ndo é zero, AY £ 0. Assim a equagao de Poisson do potencial
escalar, V2A0 = —eyty, apresenta uma densidade de carga —evfy) = — 0 originada
pelo campo de Dirac'3 [31]. Essa equacado apresenta uma solucdo semelhante a Eq.
(2.43), ou seja,

A1) = +e/ Byt (@ e, b) _ e/w (2.74)

drr|x! — x| 4|’ — x|’

onde A% nao é uma variavel independente. Seguindo 0 método de quantizacdo cand-
nica, para quantizar os campos que compdem a densidade lagrangiana da Eq. (2.70),
as relacdes de anticomutagdo (ou comutacéo) sao definidas considerando os campos
como operadores de campos. Pode-se observar que as variaveis dinamicas indepen-
dentes sdo iguais as variaveis independentes do campo livre, por esse motivo, as
relagées de anticomutagdo e comutacéo sdo satisfeitas como nas equagdes (2.18) e
(2.50), respectivamente. Além disso, impde-se que as variaveis dindmicas do campo
de Dirac e do campo eletromagnético comutam, ou seja, a relagdo de comutacao entre
as variaveis desses campos &

[zﬁa(w,t),/ii(m’,t)} —0, [@a(w,t),fri(w’,t)] — 0. (2.75)

Como AY ndo é uma variavel dinamica independente, ele satisfaz as seguintes
relacdes de comutacao [31, 33]

[Ao(zc,t),ﬁi(zc’,t)] - [Ao,fri] —0, (2.76a)
[Ao(m,t),z/}a(m',t)] -

—m@@a(m’, ), (2.76b)
onde a Eq. (2.76a) é satisfeita devido as relacbes de comutagao impostas em (2.75),
isso pode ser verificado inserindo a Eq. (2.74) no comutador. Da mesma forma a Eq.
(2.76b) é obtida usando a equacéo (2.74).

Com isso se pode obter a densidade Hamiltoniana do sistema Hgpp = Wga()i/}—l—
Iy Ay — Lorp, usando os campos candnicos conjugados, mostrados nas equagoes

(2.12) e (2.49), na Eq. (2.70)
Horp = ¥(—iv'0; + m)y + %(EQ + B+ E- VA + eplypAg — evrivd;, (2.77)

onde o primeiro termo do lado direito da equacado é a densidade Hamiltoniana do
campo de Dirac. A quantizacdo do campo eletromagnético pode ser levada em consi-
deracao usando o gauge de Coulomb. Conforme mostrado na secédo 2.4 e no Apén-
dice B, o potencial escalar contribui para a componente longitudinal do campo elétrico,

13 Lembre-se de que a densidade Lagrangiana esté sento considerado para o campo eletromagnético
sem fonte. Portanto, a fonte é dada pela interagdo com o campo de Dirac.
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E = —~V AY, enquanto o potencial vetorial contribui para a componente transversal
E |, = —-0yA. Entédo, o campo elétrico na Eq. (2.77) pode ser separado em componen-
tes longitudinais e transversais, de modo que E2 = Ei + Eﬁ reduzindo

1 1 o
HoED = Hpirac + 5 (B + B?) + S Ef — cvn'v4;, (278)

onde, o segundo termo a direita corresponde a densidade Lagrangiana do campo
eletromagnético livre (2.46). Na Eq. (2.78) n&o foram considerados os termos E - V. A?
e eyl 4y, porque ao aplicar a integral de volume a densidade Hamiltoniana, esses
termos se cancelam. Isso poderia ser demonstrado usando a primeira identidade de
green [52] e eliminando o termo da integral de superficie14 [31]. Além disso, a terceira
componente do lado direito da Eq. (2.78) descreve a interagéo entre particulas com
cargas elétricas [31, 33], que é definida através da componente longitudinal do campo
E. Este termo descreve a energia total associada ao campo de Coulomb, dada por

2 T T
H coulomb = /dsx/Hcoulomb = %/dngﬁ = g_ﬁ/d3xd3yw (w)zb'E;B)_wy('y)@b(y) (2.79)

onde a Eq. (2.74) foi usada. Portanto, a densidade Hamiltoniana da QED, considerando
0 gauge de Coulomb, pode ser escrita como

Horp = Hpirae + HEM — €0V VA + Heoutomb: (2.80)

onde o Hamiltoniano de interagdo descreve a energia do campo de radiagéo transversal
acoplado & corrente j° = ey’ e a interacéo tipo coulomb descrita pela Eq. (2.79).
Entdo, a densidade Hamiltoniana de interagao é

H; = —GQ/WWAi + Heoulomb (2-81)

isso pode se escrever em fungédo dos operadores de criagdo e aniquilagao de particulas
fermidnicas e bosénicas usando as equagdes (2.15), (2.16) e (2.52) em (2.81). Deve-
se notar que a constante de acoplamento é descrita por o = ¢% ~ 1/137, onde « é a
constante de estrutura fina.

2.6.1.1 Representacao de Interacao

Para analisar o termo de interagcdo Hamiltoniana do sistema, teoria de pertur-
bacéo e diagramas de Feynman podem ser usados. Existem trés tipos comuns de
representacdes: a representacdo de Schrdédinger apresenta estados que variam no
tempo, enquanto os observaveis (operadores Hermitianos) permanecem constantes
ao longo do tempo. Enquanto a representacéo de Heisenberg tem a caracteristica de

4 Levando em consideragdo E| = —VA°, se obtém [d*zE - VA" = — [d32 (VA°-VA?) =
—e [ d3zyTyAp.
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gue os observaveis variam no tempo, enquanto os estados permanecem 0s mesmos a
qualquer instante de tempo. Na representacao de interagao tanto observaveis e quanto
estados do sistema variam no tempo. Isso mostra algumas vantagens ao usar teorias
de pertubacao.

Para o Hamiltoniano de interacao (2.81), pode-se transformar na representacao
de interagdo usando

ﬁ[ = eiHOt,Hi(w)e_iHOt = !Hot <_€@Z7i¢Ai + Hcaulomb) e_iHOta
= —622(33, t)’yiqﬂ(w, t)Ai (513, t) + Hcoulomb(wa t)
onde Hy = Hpjrqc + Hepsr € 0 Hamiltoniano ndo perturbado, formado pelo Hamilto-
niano dos campos livres (Dirac e eletromagnético). Além disso, H,;(x) é considerado
na representacado de Schrédinger ou de Heisenberg para um tempo ¢ = 0. Portanto,
observa-se que os operadores de campo que definem a interacdo Hamiltoniana tam-
bém sdo encontrados para a representacao de Schrédinger.

Pode-se observar que o Hamiltoniano de interacao da Eq. (2.82) envolve muitos
termos na interacao, devido aos graus internos de liberdade das particulas fermié-
nicas e bosonicas. Para reduzir alguns termos de interacédo, neste trabalho apenas
o Hamiltoniano que descreve a interagdo com bdsons transversais € considerado
—etp(x, t)y' ) (x, t) A; (z, t). Por esse motivo, a interagéo do tipo Coulomb é omitida, de
foma que seja viavel realizar o processo de simulacao quantica. No entanto, o termo
de interacao Coulombiana pode ser adicionado considerando um mapeamento ade-
quado para realizar a referida simulagdo. Levando isso em consideragao, é escrito o
Hamiltoniano de interagdo que sera usado para o protocolo de simulagdo quantica,

(2.82)

Hip = —e/d33: : &(a},t)’y%(m,t)Ai(w,t) ;L (2.83)

onde a transformacao na representacéo de interagdo se encontra no Apéndice C, isso
também é valido para obter H . uiomp(, t)-

Os operadores de campo sao os mesmos definidos nas equacgoes (2.15), (2.16)
e (2.52) e, substituindo essas equagdes na equagao anterior, resulta

o= [ 32 [ [ G [0t e ot e
v Z / o 3/2\/W (b(p. s )(p,s’)e_”"x+JT(p,s’>v(p,s’)eip'x)}><

(2.84)

Devem-se fazer algumas observagdes sobre a condi¢do do gauge de Coulomb
nessa interacao. Conforme explicado na secao 2.3.1.2, a vantagem desse gauge € que
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ele reduz as quatro variaveis que definem o campo A# em duas variaveis dindmicas
para descrever o campo. A eletrodindmica no gauge de Coulomb possui uma vantagem
para os fendbmenos de baixa energia, uma vez que simplifica o formalismo tedrico.
Mas deve ser enfatizado que, usando esse gauge, o uso de equacdes evidentemente
covariantes para o campo eletromagnético é abandonado, mas isso nao significa a
perda de invariancia relativistica [31, 33]. Para processos que envolvem altas energia,
como emissao e absorgao de fotons virtuais, 0 campo eletromagnético sob esse gauge
nao descreve satisfatoriamente os efeitos associados a esse fenébmeno. Além disso,
as corre¢gées nos modos de alta energia (ou alta frequéncia) levariam a resultados
errados [33].
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3 SIMULACAO

Atualmente, sabe-se que muitos fendbmenos (ou sistemas) fisicos que ocorrem
na natureza podem ser implementados em laboratério ou analisados por meio de
algoritmos numéricos que sao criados e executados em um computador classico, ou
seja, a dinamica desses sistemas pode ser total ou parcialmente recriado. Porém,
existem sistemas fisicos que ndo sao exploraveis experimentalmente e apresentam
um crescimento exponencial de recursos ao serem analisados em um computador
classico, devido ao tamanho do sistema. Entende-se por recursos computacionais
como o tempo de execug¢ao e memaria necessario para que um computador execute
algoritmos numéricos que descreva o sistema. Além disso, o tamanho do sistema é
entendido como o numero de particulas, fundamental para descrever o sistema.

A simulacao é freqientemente usada para analisar sistemas fisicos. Simulagéo
€ um processo pelo qual um sistema fisico € criado para imitar outro [3]. Por exemplo,
dentro da fisica classica, alguns fenbmenos podem ser implementados em laboratorio
usando sistemas analogos descritos pela mesma equagédo de movimento. No entanto,
0 mesmo ndo acontecem para o caso de fenébmenos no regime quéntico, pois um
sistema quantico ndo apresenta um sistema classico analogo [3], impossibilitando a
imitagdo da sua dindmica através de um sistema classico.

E possivel desenvolver algoritmos que podem ser executados em um computa-
dor de maneira tal que sua dinamica possa ser imitada aproximadamente. Atualmente,
existem algoritmos numéricos que podem analisar alguns fendbmenos quanticos, porém
de forma ineficiente [1] devido ao crescimento exponencial do sistema. Por exemplo,
Métodos de Monte Carlo foram desenvolvidos para analisar a teoria quantica de cam-
pos em espaco-tempo discreto para o modelo ¢* [53], o método Monte Carlo Quantico
de Difusdo é usado para analisar interacdes spin-érbitas na estrutura eletronica dos
atomos de Pb e Bi [54] e para resolver a equacao de Schrédinger dependente do
tempo [55, 56]. No entanto, para alguns sistemas quanticos, especialmente sistemas
fermidnicos, esses algoritmos podem apresentar o problema de sinal [5, 36, 57].

A simulacao (exata) de fenémenos quanticos usando um computador classico
€ intratavel [2]; devido ao crescimento exponencial de recursos computacionais com
o tamanho do sistema. Além disso, a simulagéo da evolugédo do sistema requer uma
série de operacdes que aumentam exponencialmente com o tamanho do sistema [4, 5].
Para registrar o estado de um sistema de N particulas de spin-1/2 na meméria de um
computador classico, sdo necessarios 2 nlimeros, enquanto para calcular a evolugéo
temporal do sistema, uma exponenciagdo de uma matriz 2%V x 2V é necessaria [3-5].
Se N for aproximadamente maior que 50, a capacidade dos computadores classicos
sera muito excedida, tornando a simulagéo do sistema praticamente impossivel [57, 58].
Assim, para entender melhor a dindmica do sistema a ser simulado, pode-se recorrer
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a ideia de R. Feynman sobre Simulagdo Quéntica.

3.1 Simulacao Quantica

Em 1982, R. Feynman prop6e usar um computador quéntico de forma que seja

capaz de simular fenébmenos quanticos [2], ou seja, usar um sistema cujo tamanho e

complexidade também aumentam exponencialmente. Em 1996, Seth LLoyd demonstra

que a idéia de Feynman é correta, ele mostra a eficiéncia de um computador quantico

sobre um computador classico para simular sistema quéanticos que evoluem de acordo

com as interacdes locais [3]. Esse processo pode ser realizado por meio de sistemas
quanticos analogos ou digitais, também chamados de simuladores quanticos [4].

Figura 4 — Esquema da simulagdo quantica. As setas coloridas indicam processos ou

operacgdes controlaveis, as setas pretas descrevem a evolugao temporal do

sistema e do simulador. As setas tracejadas representam a equivaléncia

entre os estados quénticos do sistema a serem simulados e o simulador
quantico.

Sistema Quantico

4(0)) —— |A(t))

A

Simulador Quéantico

-‘--.-----

(0)) 2= [y(1))

Evolugao

Preparacao Medicao
Fonte — Figura retirada de [5].

Para entender como a simulagdo quantica funciona, a representacao esquema-
tica do processo € mostrada na Figura 4, a qual descreve a relacao entre o sistema
quantico nao controlavel (ou experimentalmente ndo acessivel) e seu correspondente
simulador quéntico. O sistema quantico a ser simulado pode evoluir de um estado ini-
cial |¢(0)) para um estado final |¢(¢)) por meio de uma evolugao unitaria U definida pelo
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Hamiltoniano do sistema Hg;,, ou seja, teoricamente o sistema é conhecido. Enquanto
o simulador quantico é construido de tal maneira que o estado inicial |¢/(0)) possa ser
preparado e evoluido para um estado final | (t)) que possa ser medido, isso é feito por
uma evolugdo unitaria controlada U’ definida pelo Hamiltoniano do simulador H;,,,. Se
houver um mapeamento entre o sistema e o simulador, ou seja, um relacionamento
entre os estados |¢(0)) < [¢(0)), |#(t)) < [¥(t)), e o operador de evolugdo U «» U,
entdo o sistema quantico podera ser simulado [5].

O processo de simulacao quantica apresenta diversas aplicacbes em muitas
areas da Fisica: em cosmologia [6, 7], Fisica de altas energias [8—21], Fisica da matéria
condensada [22, 23], etc. Além disso, é aplicado em quimica quantica [24]. As tabelas
Il e Ill da referéncia [5] mostram algumas aplicacées da simulacao quantica e os
simuladores quéanticos usados ou propostos.

Na Fisica de alta energia, foram desenvolvidos protocolos de simulacdo quan-
tica para estudar a dindmica da mecanica quantica relativistica, as interacées entre
particulas fundamentais na teoria quantica de campos, campos de gauge na rede,
etc. Na mecénica quantica relativistica, simulagado quantica da equacao de Dirac tem
sido de grande interesse [8—13], no caso unidimensional (dimensao 1 + 1), fenbmenos
como Zitterbewegung [9], o paradoxo de Klein [10] foram implementados usando ions
aprisionados. Esses mesmos fen6menos foram analisados usando a eletrodindmica
quantica de circuitos [59]. Considerando a dindmica interna do espinor, a simulagao
de espinores de dois e quatro componentes na dimensédo 1 + 1 [11] e na dimensao
2+ 1 considerando a interagdo com um campo de gauge artificial [13] foram elaboradas
usando atomos ultrafrios em redes dpticas; Além disso, na dimenséo 3 + 1, 0 mapea-
mento da dindmica interna do espinor em um sistema de quatro niveis é implementado
em circuitos superconductores [12].

Na teoria quantica de campos, protocolos de simulacdo quantica para estudar
interagbes entre particulas foram desenvolvidos[14—18] usando diferentes simulado-
res quanticos analégicos. Por exemplo, interacées dos modos de campo fermidnico
(antifermiénico) mediado pelos modos de campo bosbénico foi proposto usando ions
aprisionados [15] e, posteriormente, o espalhamento férmion-antiférmion foi desen-
volvida experimentalmente [18]. Além disso, foram simulados campos de gauge em
espacgo-tempo discreto (ou também conhecido como teoria de gauge na rede) na di-
mensao 1 + 1 [19-21]. Por exemplo, o modelo de Schwinger ou QED unidimensional
foi analisado em circuitos quénticos supercondutores [19], atomos ultra-frios [20] e
férmions com spin usando ions aprisionados [21].

3.1.1 Diferenca entre a Simulacao Quantica Analoga e Digital

Os simuladores quanticos podem ser implementados usando sistemas analogos
ou digitais. A simulacao quantica analoga consiste em construir um sistema quantico
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controlavel que poder ser implementado em laboratorio para imitar a dindmica de outro
sistema. Alguns sistemas anélogos podem ser: atomos neutros em redes épticas, ions
aprisionados, circuitos supercondutores, fétons, etc. [4, 5]. Uma vantagem importante
deste simulador € que pode ser util mesmo na presenca de erros, até um determi-
nado nivel de tolerancia. Além disso, como o sistema e o simulador sdo considerados
semelhantes, espera-se que as grandezas fisicas possam ser medidas diretamente
[5].

Na simulacédo quéantica analoga, o mapeamento adequado deve ser realizado
de modo que o Hamiltoniano do sistema,H;,, possa coincidir diretamente com o
Hamiltoniano que descreve ao sistema analogo, H;,,, Ou seja,

Hsz's <~ Hsim7 (31)

pode-se dizer que deve haver uma relacao direta entre os sistemas. Encontrar este
mapeamento pode parecer simples, no entanto, na maioria dos casos, isso hdo acon-
tece. Devem ser realizados mapeamentos adequados, introduzindo campos externos
ou sistemas auxiliares para mediar varias interacées [5].

Na simulacao quéntica digital, o operador de evolu¢ao temporal, descrito pelo
Hamiltoniano do simulador H;,,, pode ser implementado por meio de uma algoritmo
quantico construido por portas légicas quanticas. Como qualquer operagao unitaria
pode ser escrita em termos de porta quanticas universais [1, 3], portanto, pode-se dizer
que a vantagem deste simulador é que ele € universal [4, 5].

Para dividir o Hamiltoniano, H,;,, em uma sequéncia de portas quanticas, é
necessario que todos os seus componentes expressem individualmente, e independen-
temente, um operador de evolugéo temporal. Por exemplo, o hamiltoniano do simulador
pode ser considerado como uma soma de N termos que descrevem as interacdes
locais, isto €,

H=> H,. (3.2)

Se suas componentes comutan, [Hy;, HJ-} = 0, para qualquer i e j,entao, a evolugao
temporal pode ser escrita como,

N
U = et H e*iHit, (3.3)
=1

ou seja, a evolugcédo pode ser decomposta como o produto das evolugdes unitarias
de cada componentes, portanto, pode ser escrita como uma sequéncia de portas
quantica. No entanto, infelizmente, na maioria dos casos, isso nao acontece, porque as
componentes do Hamiltoniano Hg;,,, ndo comutam, consequentemente, nao poderia
ser decomposto conforme a equacéo (3.3). Usando a férmula de Baker-Campbell-
Hausdorff, dois operadores A e B que nao comutam, é possivel aproximar deles usando
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intervalos de tempo muito pequeno

1
c(A+B)AL o AN BAL —3[ABIAL (3.4)

onde At = % com n € 0 numero de partes em que o tempo € dividido.

Para o caso de um intervalo de tempo muito pequeno, ou seja, um valor muito
maior de n, de modo que o comutador [A, B] pode ser omitido, resulta na formula de
aproximagao de Trotter [1],

L s s <€iAt/neiBt/n)n ~ (H(A+B)t (3.5)

onde A e B sao operadores que nao necessariamente comutam. Entdo, para o Hamil-

. . , i N g
toniano da Eq. (3.2), o operador de evolugdo temporal é U = e~ isimt — ¢ 12 Hit g
aplicando a férmula de Trotter, obtém-se

. . t . t . tn
e " Hsimt oy im |emHin T 2y L TN T (3.6)

n—oo

Isso mostra que, para intervalos de tempo muito pequenos, a evolugao temporal do
sistema pode ser decomposto de tal forma que pode ser implementado usando portas
quanticas. Entende-se por portas l6gicas como evolugdes temporais por um tempo fixo,
gue em geral realizam uma tarefa especifica. Por exemplo modificar um qubit |0) para
um qubit |1). Um exemplo de simulacao digital pode ser visto na figura 5.

Figura 5 — Circuito quéantico para a simulacao do Hamiltoniano H = 7 x Zy ® Z3 para
tempo At.

) ——b A2 A ()

Fonte — Figura retirada de [1].

3.2 Simulacao Quantica da QED

Conforme explicado na se¢&o anterior, a maioria das aplica¢gdées de simulacao
quantica na Fisica de alta energia é implementada considerando sistemas quanticos
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reduzidos, sem considerar o grau interno de liberdade. Apesar disso, simulacdes da
equacéo de Dirac considerando o espinor de dois e quatro componentes ja foram
desenvolvidas [11-13]. No caso da teoria quantica de campo, os fendmeno de espalha-
mento de particulas fundamentais foram simulados sem considerar seu grau interno de
liberdade ou spin das particulas [14—16, 18]. Além disso, modelos de QED unidimensi-
onais foram simulados [19-21]. Portanto, pode-se perceber que a implementagcéo de
um protocolo de simulagdo quéntica para estudar a interagao de particulas, levando
em consideracao o seu spin, poderia trazer importantes aplicacées na Fisica de par-
ticulas, quimica quantica, etc.; e implementar um simulador quéantico capaz de imitar
esses fendbmenos pode ser um desafio para a simulacao quantica e, portanto, para a
computacao quantica.

Lembre-se de que a eletrodinamica quéntica descreve a interacdo entre os
férmions de spin-1/2 e os bésons sem massa de spin-1 (fétons). Usando o gauge
de Coulomb, este sistema quantico é descrito pelo Hamiltoniano de interacao H; da
Eqg. (2.82), que mostra infinitos modos de campos; Além disso, os graus internos de
liberdade s&o levados em conta por meio do espinor para férmions (e antiférmions) e
do quadrivetor de polarizacao dos fétons. Seguindo a ideia de Feynman, é possivel
construir um sistema quantico (analogo ou digital) capaz de emular as interacdes
descritas pela QED.

O objetivo deste trabalho é elaborar um protocolo de simulacdo quéntica da
QED no gauge de Coulomb, levando em considerag&o os graus internos de liberdade.
Para isso, pretende-se partir do Hamiltoniano de interagéo descrita pela Eq. (2.84),
pois envolve 64 termos de interagédo. Para entender o desenvolvimento deste trabalho,
o protocolo pode ser construido seguindo trés etapas: (1) Descrever o sistema quantico
para simular. (2) Generalizar o método elaborado por Casanova et. al. na referéncia
[15] para campos de dimensao 3 + 1. (3) Escrever o Hamiltoniano do simulador em
termos de operadores de spin do qubit, como ilustrado na Figura 6.

O passo (1) nos diz que, para simular um sistema quantico, as caracteristicas
do sistema devem ser teoricamente definidas. A partir dos postulados da mecénica
quantica, sabe-se que um sistema quantico é definido por seu Hamiltoniano, pois
com esse operador é possivel construir um operador de evolugao temporal capaz de
descrever a dinamica do sistema. Neste caso, a QED na representacéo de interagéo e
usando o gauge de Coulomb, é considerado o Hamiltoniano de interagdo mostrada na
Eq. (2.84). Além disso, analiticamente, as interagdes podem ser calculadas por meio de
métodos perturbativos ou usando os diagramas de Feynman, porque o Hamiltoniano
de interacao é dependente do tempo (veja as referéncias [27, 28]). A secao transversal,
a taxa de decaimento e outras caracteristica das interacées na QED podem ser obtidas
usando o elemento matriz de espalhamento, matriz S. Se forem considerados métodos
perturbativos, os infinitos termos da série de Dyson devem ser calculados para obter
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uma solucao aproximada; e usando os diagramas de Feynman, se deve somar todos
0s possiveis diagramas que podem ser construidos para cada ordem de expansao dos
elementos da matriz S (veja a caixa (1) da Figura 6 ).

Na etapa (2) o método desenvolvido na referéncia [15] € generalizado para
0 caso de campos de dimensao 3 + 1, considerando campos espinoriais e campo
vetorial. Ou seja, sdo considerados modos de férmion (6;(180]7‘)) e antiférmion (cijffdl)),
definindo pacotes de ondas quando sao aplicados ao vacuo. Usando esses operadores
€ possivel criar um novo campo que satisfaz as mesmas propriedades do campo de
Dirac, dada pelas equagdes (2.15) e (2.16), de forma que esse novo campo descreva
a mesma dinamica do campo de Dirac. Para isso, os operadores b;, € d;, € seus
hermitianos conjugados devem satisfazer as rela¢des de anticomutacéo definido na Eq.
(2.19). Além disso, é considerado um Unico modo de campo bosénico. Usando esses
campos, é possivel construir o Hamiltoniano de Interagdo da QED para esse sistema
simplificado. Esta etapa € descrito em detalhes na secao 4.1.

Finalmente, uma vez obtida o Hamiltoniano da QED que descreve a interagédo
entre férmions (e antiférmions) localizados e um unico modo de campo bosdnico, a
transformacao de Jordan-Wigner é aplicada para mapear os operadores de férmion (e
antiférmions) em qubits, de tal maneira que o Hamiltoniano obtido possa descrever um
simulador quéantico analogo ou digital (veja a caixa (3) da Figura 6). O Hamiltoniano do
simulador quéantico descreve as auto interacdes de férmions (e antiférmions), pares de
criagao e aniquilagcao férmion-antiférmion. Esta etapa é detalhada na secéo 4.3.
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Figura 6 — Representacdo esquematica do protocolo de simulacado quantica da QED
usando gauge de Coulomb. (1) o sistema quantico é definido pelo Hamilto-
niano da Eq. (2.84); analiticamente, os processos de espalhamento podem
ser calculados usando métodos perturbativo ou diagramas de Feynman. (2)
Um novo campo de Dirac é definido generalizando o método de [15] e é
considerado um modo de campo bos6nico. Usando esses campos, um novo
Hamiltoniano da QED é construido. (3) A transformagéo de Jordan-Wigner
(seta azul) é aplicada para mapear os operadores fermiénicos e antifermi-
6nicos em qubits, a fim de construir o Hamiltoniano do simulador quéantico.
A seta vermelha descreve a relacao entre o sistema quantico e o simulador
quantico, conforme a Figura 4. Os diagramas de Feynman foram retirados
de [48].

@ QED: Sistema Quantico —> [,,,; = —e/d?’:c L, Oy (e, ) A (@, 1) |

t
» Métodos Perturbativos Ult, tg) = Texp (—'i-f dt’H(t;))
to

i ﬁMﬂ
u)u A,,(x}. |
I Dp =)
W) ﬂA i
\ /\9 ¥

@ Método: N

’[(:ch 1

b-m fd pgf Pr, P p)b i( p.s)e” up‘ :> Um novo campo de Dirac
“+(sch) 5 R P(x) é construido.

BV ppe = [ & pgffp;,p)d (b, s)e™ 00!,

» Diagramas de Feynman

Um modo Bosénico: A(x, 1) Z ( elk,r)a(k, r)e"** 1 e*(k,r)al (k,r)e™* x)

Relagdo entre Simulador
e Sistema Simulado

Transformacg¢ao Jordan-Wigner

@ Hamiltoniano do Simulador:
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3.2.1 Transformacao de Jordan-Wigner

O Hamiltoniano de interacdo a ser simulado é expresso em termos de férmi-
ons idénticos (indistinguiveis), obecendo a estatistica de Fermi-Dirac. No entanto, na
simulag&o quantica, os simuladores usam particulas localizadas e distinguiveis deno-
minados como qubits. Por essa razao, é necessario encontrar um jeito de impor as
regras de férmions idénticos a particulas distinguiveis de dois niveis.

A transformacéo de Jordan-Wigner estabelece o isomorfismo entre a algebra
do férmion e a algebra das matrizes de Pauli [36]. De outra maneira, ele realiza uma
transformacao (reversivel) de modelos de férmion para modelos de spin-1/2. Portanto,
o mapeamento dos operadores de criagao e aniquilacao de férmion para qubits pode
ser realizado usando essa transformagéo.

Usando as matrizes de Pauli (discutidas no Apéndice A), se pode definir os
operadores de spin do qubit S* = 1o* para k = x,y, 2. Além disso, os operadores de
levantamento e abaixamento ST = S% 4+ SY = %ai, na representacao matricial na
base de autovalores de % sdo

S+:<01>, S_:(oo). (3.7)
0 0 10

Também, consegue-se que S* = ST~ — %. Esses operadores satisfazem as seguintes
propriedades:

[SJ’, S’ﬂ —jdklgl | fsi sky = % ik (3.8)
onde ¢/*! & o simbolo de Levi-Civita. Isso mostra que os operadores de spin (do qubit)
nao se comportam como bdsons ou férmions candnicos [38]. Sob certas consideracoes,
os operadores de spin do qubit podem satisfazer a mesma algebra dos operadores de
spin do férmion e vice-versa. Por exemplo, o estado de spin para baixo | |) e para cima
| 1) de um Unico qubit pode ser relacionado aos estados de férmion vazios e ocupados
individualmente,ou seja, | 1) = |0) e | 1) = fT]0) , respectivamente. Entdo, mostra-se
que existe um mapeamento de um unico qubit para um unico férmion, isso € dada pela
relacdo ST = ffe s~ = t.

No entanto, esse mapeamento deve ser modificado ao considerar mais do que
um férmion. Nesse caso, se considera aos férmions como se estivessem dispostos
em uma cadeia unidimensional de N sitios'. Fazendo isso, pode-se usar uma cadeia
unidimensional de N qubits para representar os férmions, como mostrado na Figura
7. Os operadores de spin do qubit comutam em sitios diferentes e anticomutam no

1 Deve-se ressaltar que esta é apenas uma visualizagdo do procedimento, uma vez que os férmions

continuam sendo particulas idénticas, descritas por campos extendidos por todo o volume conside-
rado.
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mesmos sitios [37]
(S, S8 ] = [Sn Sl = [Si,S;,] =0 para m #n, (3.9a)
{SH. S, =1, {St.8F}=1{S,.5,}=0, (3.9b)
onde m e n representam os sitios onde os operadores de spin do qubit atuam.

Para realizar o mapeamento é necessério adicionar um fator de fase (chamado
de string) aos operadores dos férmions. Ou seja,

St = fjeid’a‘, (3.10)

onde f;r € o operador de criacao de férmions atuando no sitio j, o operador de fase
¢j=m Zl<j n; contém a soma de todos os férmions "ocupados”nos sitios a esquerda
de j, com n; = f}fj. Por exemplo, na Figura 7, um spin do qubit localizado no sitio
4 é mapeado para um férmion esquematicamente posicionado no mesmo sitio (ou
vice-versa), juntamente com um fator de fase e/("1tm2+13) definido pelos trés férmions
situados a esquerda de fi.

Figura 7 — Representacdo esquematica da transformacédo de Jordan-Wigner unidi-
mensional. Os operadores de spin do qubit no sitio j, S;F, € mapeado em

férmions, multiplicando ao operador de criacédo f} por um fator de fase
definido por todos os operadores de férmions localizados a sua esquerda.

(+)
1 2 3 S,
string

fermion M—Q—

Fonte — Figura retirada de [38].

Portanto, transformacéao de Jordan-Wigner em uma dimensao é

1
S; =114 -5 (3.11a)
St =fremiaim, (3.11b)

S5 =e MR (3.11¢)
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onde fT (f) sdo os operadores de criagdo (aniquilagio) do férmion no sitio j. Conse-
quentemente, o inverso da transformacao de Jordan-Wigner também € obtido

fl=sfemaicm, (3.12a)
fj =€t s (3.12b)

Para mais detalhes sobre a transformacéo de Jordan-Wigner, consultar [37, 38, 60].

O mapeamento de férmions para qubits, conforme explicado nas etapas que
mostra a Figura 6, é realizado usando a transformag&o de Jordan-Wigner unidimen-
sional. Em outras palavras, usando as equacdes (3.12), os operadores de criacédo e
aniquilagdo do férmion (e antiférmion) s&o transformados em qubits, conforme mos-
trado na secéo 4.3.
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4 PROTOCOLO DE SIMULAGAO QUANTICA DA QED

Desenvolvendo o objetivo do trabalho, sdo descritas as etapas do processo de
simulagéao quantica da QED usando o gauge de Coulomb, levando em consideracao os
graus internos de liberdade dos férmions de spin-1/2 e bdsons de spin-1 sem massa.

4.1 Meétodo

Conforme descrito no capitulo anterior o objetivo deste trabalho é propor um
novo protocolo de simulagado quéantica para a QED usando o gauge de Coulomb, le-
vando em consideracao o spin das particulas. Seguindo as etapas descritas na Figura
6; 0 primeiro passo, a definicdo do sistema quantico a ser simulado, foi descrito no
capitulo 2. As outras etapas seréo detalhadas neste capitulo.

Na segunda etapa, é generalizado o protocolo de simulagao quantica para teoria
quantica de campos, elaborado por Casanova et. al. [15], que considera as interacdes
de férmions e bésons macicos em dimenséo 1 + 1, sem levar em consideragcao seus
graus internos de liberdade.

Para fazer a simulagdo quantica da QED considerando os graus internos de
liberdade das particulas fermidnicas e bosonicas, sao impostas trés condicoes:

(i) Campos de dimensdes 3 + 1, devido a representagdo covariante do campo de
Dirac e ao sentido fisico do féton,

(i) Campo espinorial (férmions de spin-1/2 elétrons) e campo vetorial (bdésons sem
massa e de spin-1),

(iii) Um modo de campo bosdnico e um modo de campo fermiénico e antifermiénico
em co-movimento (modos comoving).

As premisas (i) e (ii) estabelecem que o campo de Dirac e o campo eletromagnético
devem ser considerados na representacao covariante, mostrada nas equacoes (2.15)
e (2.52), de tal maneira que os graus internos de liberdade dados pelo espinor de Dirac
e pelo quadrivetor de polarizagcao ndo sejam omitidos. Com isso em mente,

Hipg = —e / B P(a, )y D (@, 1) A (2, 1) -, (4.1)

descreve o Hamiltoniano na representagao de interagao, onde 0os campos que 0 com-
pdem sdo encontrados, explicitamente, na representagdo de interagao (consulte a
secao 2.6 e o Apéndice C).
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Da premisa (iii), apenas um modo de campo bosénico é considerado, portanto,
para um modo de campo' A(x,t) definido pela Eq. (2.52) reduz-se a

2
At =Y 21w0 (el Ptk e ¥ 4 & (k, nl (k) 7) . (42)
r=1

onde |k| = wy, = wy.
A premisa (iii) introduz a idéia da interacdo (espalhamento) de dois pacotes

de onda. Esses pacotes de ondas sédo definidos por os operadores ZA)I?SSCh) (pr,s) e

djffc )(pf, s) que descreverdo modos de campo fermidnico e antifermidnico, respecti-
vamente. Esses operadores estdo na representacao de Schrédinger, quando aplicados
ao vacuo, eles criardo pacotes de ondas de entrada para cada instante de tempo, t,

com apenas uma excitacao em média [15]. Eles operadores sao definidos como

~ h ~ s
1M g9 = [ d0Gp(pp P B s, (4.33)
5T(sch A —iw
Ay, s) = / P*pGs(ps, p)d (p, s)e™ "7, (4.3b)
pT(sch) iT(sch) : , N :
onde, b, (pf,s) (d;, (pf,s)), criam particulas (antiparticulas) localizados com

momento pf(pf) e projecao spin s. A fungéo G;(py, p) (Qf(pf, p)) descreve o envelope
do pacote de onda para particulas (antiparticulas). Esses envelopes sdo de forma
gaussiana quando o limite ultrarelativista € aplicado (wp = |p|) [35].

Os novos operadores de criacao definidos nas equacdes (4.3) podem redefinir
um campo de Dirac da Eq. (2.15) no qual férmions (antiférmions) possam ser criados
e aniquilados com novos espinores U (V), semelhante aos espinores do campo de
Dirac definidos no capitulo 2. O campo fermidnico independente do tempo pode ser
expandido tal que, (os calculos detalhados referentes a esta se¢cdo sdo apresentados
no Apéndice D)

V()= ) {Bgifh) Py 5)CU(py, ) + " (b7 5)CaV (5, s)} . (44
s==+s

onde Cj, e C; s&o os coeficientes de normalizagdo do novo campo de Dirac. Além
disso, U(py,s) € V(pf, s) tém as mesmas propriedades dos espinores de Dirac, mas
eles ndo sdo necessariamente 0s mesmos que 0s espinores u(p, s) e v(p, s). O campo
g@(m) deve ter as mesmas propriedades que o campo de Dirac, ou seja, deve satisfazer
as equagcdes (2.18). Portanto, os operadores Bgffh) (ijfcm) e cZZ(ZCh)(ciLSSCh)) satisfazem

as relag6es de anticomutagéo definidas na Eq. (2.19).
A dependéncia em x na equacdo (4.4) esta inclusa nos coeficientes? Cyd(py, )

e CyV(p 7 s). Esses coeficientes podem ser obtidos construindo as seguintes relagdes
1

Lembre-se de que o gauge de Coulomb é considerado e o potencial escalar intervém apenas na
interagdo do tipo Coulomb que foi omitido neste trabalho.

2 Assim como os espinores de Dirac, esses termos s&o representados por matrizes coluna de quatro
componentes.
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de anticomutacgao

s s) = {d@). 0 prs)} e Cvipps) = {@).dy" )} 45)
Esta equacao faz sentido porque a mesma dimensao dos espinores € mantida. Como
0 novo campo dado pela Eq. (4.4) e o campo de Dirac da Eq. (2.15) precisam descrever
as mesmas propriedades fisicas, entdo a Eq. (2.15) pode ser substituido nas relagdes
(4.5) e, usando a Eq. (4.3), a relagéo de anticomutagéo pode ser calculada , obtendo
(para mais detalhes, ver equagoes (D.6) e (D.8))

Cyld(pyg.s) = 27r3/2\/ prf,p Ju(p, s)e’P Te~"pl,

CaV(py. ):/(27r)3/2 Gf(pjwp) v(p, s)e” Pl

Para reduzir a expressao, a seguinte definicdo pode ser feita

pfvpa wl gf pf7 pa )7
(4.7)
pf7pa \l gf pfap p7 )

As equacgles (4.7) podem ser interpretadas como uma matriz coluna que des-
creve um novo envelope de onda®. Substituindo as equacdes (4.6) e (4.7) na expansio
do campo de Dirac da Eq. (4.4), obtém-se

Z / 27‘(‘ 3/2 SCh Gf(pf’p7 ) (P T—Wp ) + dT(SCh)G‘}t_‘(pf,p, S)eii(p'mprt)] .

(4.8)
Para a integral da equacao anterior, pode-se definir
~ d3 —pr)x—(Wp—w
Gf<pf,$,8):/<%)3/2 G (py,p. s)ellPPra—(wp—uwp)i] (4.92)
. d3 T N o
Gf(Pf,JT;S)I/ﬁGf(pf,p,s)e il(p—py)e—(wp wf)t], (4.9b)

onde se multiplicou e="Pr.5 Zc1.it na expansao do campo. As equacdes (4.9) descre-
vem a transformada de Fourier de cada componente da matriz coluna definida pelos
espinores de Dirac na Eq. (4.7). Portanto, as expressodes (4.9) apresentam a mesma
dimensao que os espinores de Dirac.
Substituindo as equacdes (4.9) na Eq. (4.8), a expansao do campo de Dirac,
U (x), na representacdo de Schrédinger é obtida, portanto, na representacao de intera-
¢ao, ela pode ser escrita como (consulte os Apéndices C e D)
Pla)= > [Em(pf, $)Glpg.w.s)e P +dl (pf,5)G j(pf,x,5)ePIT| | (4.10)
s=*s
3 Deve ser enfatizado que no campo de Dirac, o espinor depende do momento da particula, portanto,

ao considerar o envelope de um pacote de onda que também depende de p, se tem uma expressao
matricial cujo significado fisico n&o é claro.
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onde py -z = wyt —py-x € pj-x = wit —py-x, €08 operadores l;m(pf,s) =
[ @®pG(py,p)b(p, s) d}n(pf, s) = fd?’pgf(pf, p)d'(p, s) sdo independentes do tempo
e estdo na representacao de interacdo. A dependéncia temporal esta no termo definido
pela transformada de Fourier, que é descrita pelo espinor e pelo envelope do pacote
de ondas considerado.

Analogamente, o campo conjugado de Dirac € obtido na representacdo de
interacdo [demonstrado no Apéndice D, Eq. (D.17) ]

Uw) = 3 |l (pg, )G (pg, v, 8)e I 4 dyy(pg, )G plpp, v s)e P (4.11)
+s
Essas equacdes expressam o operador de campo de Dirac na representagao de inte-
racao considerando o pacote de ondas. Isso sera util porque as particulas fermidnicas
e antifermibnicas estdo localizadas no pacote de ondas.
Agora tem-se uma nova expressao do campo de Dirac dada pelas equacgdes
(4.10) e (4.11), além disso, € considerado um modo de campo bosdénico descrito pela
Eqg. (4.2). Substituindo essas equacdes no Hamiltoniano de interacao, Eq. (4.1), obtém-
se 0 Hamiltoniano do sistema para simular (considerando g = \/5%0)

Hiy =g : /d3x Z [ZA?ZTn(Pf,S)af(Pf,xj s)e TPy din(pfa S)af(waﬁ)Gfipf'ﬂ 7' x
s==s

> |binlpy )G plpgas)e 0T+ dl (07 5)CG ppg @, 5)e P
s==s
2

3 <e@-(k,r)d(k,7")e_ik'x + e;‘(k,r)aT(k,r)e“”) 3

r=1
(4.12)

A equacéo (4.12) ja descreve as auto-interacdes de férmion de Dirac (e anti-
férmion), criacao e aniquilacao de pares particula-antiparticula mediadas pela troca
de fotons fisicos. Esse Hamiltoniano possui 64 termos de interagdo descrito por cada
valor do projecédo spin s do férmion (antiférmion) e a polarizagdo do féton, sendo 32
termos mais seus hermitianos conjugados.

Antes de comecar a descrever as interacées dadas pelo Hamiltoniano H;,,;, €
necessario fazer algumas observagdes. O sistema acima descreve férmions localiza-
dos em um pacote de ondas definido pelo envelope gff. Ao considerar o espinor de
Dirac, é obtido um novo espinor que depende da forma do envelope e dos compo-
nentes dos espinores definidos na Eq. (2.8). A transformada de Fourier CNJff(pfj, x,s)
pode ser simplificada, por exemplo, reduzindo as dimensdes do sistema, isto €, se
forem considerados férmions unidimensionais ou bidimensionais.

A aplicacao do gauge de Coulomb na quantizagdo do campo reduz os graus de
liberdade de quatro para dois, no entanto, algumas caracteristicas do campo eletromag-
nético sao perdidas. Se o gauge de Lorenz (2.34) é considerado, 0 campo quantizado
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AF descreveria quatro componentes, isso nos levaria a adicionar dois graus de liber-
dade (polarizacéo escalar e longitudinal) no Hamiltoniano do sistema, Eq. (4.12) e
obteriamos 96 termos de interacdo, 48 termos mais seus hermitianos conjugados. Isso
descreve um sistema completo e seria possivel analisar novos fendmenos que ocorrem
na eletrodindmica quéantica. Apesar disso, considerando o gauge de Coulomb, exis-
tem 32 termos de interacao de H;,; que ja representam um grande desafio para uma
implementagao experimental da simulagdo quantica da QED. O trabalho continua em
uma representacao generalizada (apesar de usar o gauge de Coulomb) de forma que
0 numero de termos pode ser diminuido sob certo limites no final do mapeamento do
sistema.

Para simplificar a notacdo da Hamiltoniana, os 64 da Eq. (4.12) podem ser ex-

pressos através de fungdes F e suas conjugadas F', tendo em conta que: (i?jn??m&) =

b bial, (dmdjna) = dipd! ,(dT dt a) — dibinat € <dmbma> — ot df at.

m inin
» Para férmion-férmion (: b bini: e : b byl :)
Frrp.pp ki t,s's) = (/ d*x af(pfa%s/)’yiéf(pﬂ%3)€ik'w) e""wof - (4.13a)

f;“!‘f(pf7pf7k;t’ 3/75) = (/ d3qj éf(pfax,sl)’yiéf(pf,l‘,s)eik'm) eiwot_ (413b)

« Para antiférmion-antiférmion <: cim(ij.n&: e (jm@n&T :)
Friepppkitss) = (/ Ta éf(Pfux,S/)’Yié FPp s)ei""w) el (4.14a)
]:;‘Tf(pf,pfak?t, s',5) = (/ d*x éf(pf,x,sl)’yiéf(pf,x, s)e_ik'm) ¢!l (4.14b)

~

« Para férmion-antiférmion (: bl dla: e :dipbyal :>

m o "

Fifpppykt,ss) =
it ) , B
Ff}f(pf’pf’k’tas ,S) =

(/ B 5f(pf,x,5')’yiéf(19f,x,S)ei(pfﬂ’f_k)'m) e~ i(wytwi=wo)t,

(4.15a)

(4.15b)

N

« Para antiférmion-férmion (: dinbina: e bl dl af :>

m o
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‘Fj;:f(p‘f_7pf7 k? t? 5/7 S) =
</d3x Gy(py.a. s’)viéf(pf,x,s)ei(pf”f*k)"”) emilwstuptuo)t,
F}T’f(pf,pf,k,t,S’,S) —~

( / @v Gypgr,5)1 G, s)e‘i(”f+pf+’“)'””) ilwrtuptwolt

(4.16a)

(4.16b)

onde s', s = +s. Para as equacdes (4.15b) e (4.16b), foram consideradas as proprie-
dades dos espinores de Dirac, [a(p’,s')y"v(p, s)]T =0(p, s)y"u(p’, s'). As oito expres-
sdes mostradas apresentam quatro termos cada, dependendo dos valores assumidos
por s’ e s. Entao, se escreve o Hamiltoniano de forma reduzida, verifica-se

Hint =g Z Z Z *’rfnn (Pm. Pn. k. t, 5, 1) €i(k, )@m ,7GZI’A<’C r)+hec
mn=f,f r=1j,l=s,—
(4.17)

com

{@Icnnuj}mf - [A)In<pm,j) ) {@Zlmvj)}mf = sz‘n(pm,j ; Jj=5,—5s

onde, h.c. € 0 hermitiano conjugado.

4.2 Representacdo da Transformada de Fourier G £.F

A Eq. (4.12) é uma descricdo extensa do Hamiltoniano de interacao da QED,
e (4.17) é a notacdo mais simples para expressar esse Hamiltoniano. A partir das
duas equacoes observa-se que € necessario saber a transformada de Fourier das
equacdes (4.9), e aplicando o conjugado e multiplicando por 4 se pode obter as
equacdes (D.19). Eles séo vetores colunas dependentes de cada elemento do espinor
de dirac e do envelope do pacote de onda. Entdo, se pode considerar os espinores
de Dirac definidos na Eq. (2.8) para obter a representacao da transformada de Fourier

éf,f (pf,f T 3) ’

» Da Eq. (4.9a), para os espinores de solu¢des de frequéncia positiva,
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1
Grpf, o, +s) = / o TG (py.p) V| lop et
SR> & (2r)3/2\  2wp AL wfim
j
Wp+m
Gi(ps )
_ 0
B Gy (py. @)
Gy (pf,2)
(4.18a)
0
~ d3p wp+m 1 T —my ) — _
Grlps,x,—s) = : i[(p—pys)-z—(wp—wy)i]
fpg =) /(27r)3/2\/ 2up Grps.p) T ¢
TpFm
0
Gy (pg)
—Gy. (pf, )
(4.18D)

« De maneira analogo, usando a Eq. (4.9b), obtém-se a tranformada de Fourier
para os espinores de frequéncia negativa

éff(pfﬂf)
-~ _G_ b
Gilpp z, +s) = fzé 7 , (4.19a)

Gipf )

G (pg)

Gy (pp2)

Grlpf,x)
0

éf(pf,a:, —s) = (4.19b)

onde cada componente do vetor coluna é definido como uma transformada de Fourier,
na forma

~ d3p Wp + M )2 — (10—
Gf(pf’w):/(zw):a/z\/ gwp Gy(py,p)e'lpprye(wpmp)i

~ d3p Pa (p—pys)-x—(wp—
G _ i[(p—py)z—(wp—wy)t] = .
f.(Pf,7) /(%)3/2 pr<wp+m)9f(pf7p)e QO =1T,Y, 2

(4.20)
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Além disso, p+ = p; * ipy, € foi definido éfi(pf,a:) = éfx(pf, x) £ z'éfy(pf, ).
De maneira analoga, os termos descritos nas equacodes (4.19a) e (4.19b)

A (o _ d3p Wp +M —i|(p—p7)z—(wp—ws)t
Gf(pf’m)‘/ amp2\| 2w, JrPPP) (- a

- d3p ) i[(p—p)e—(wp—w;
G- (ps _ ! Ko i[(p—pjf)-w—(wp—wj)t] _
f“(pﬁx) / (27?)3/2 2wp(wp + m)gf<pf’p)€ A=Y, 2

(4.21)

Pode-se notar que a matriz coluna possui componentes definidos pelas equagdes
(4.20) e (4.21). No Apéndice E € mostrada a transformada de Fourier de @f f(pf 7o s).

Usando essas expressodes para éfa (pf,,z,s) e afa (P, z,s) coma = f, f, as
funcbes F* da segéo anterior sdo calculadas. Considerando a propagacéo do féton no
eixo z, ou seja, k = k,Z e wy = |k| = k,, 0 campo potencial A e, portanto, €(k, ) tem
componentes no eixo = — y perpendiculares a k. Isso € e(k,r) = (0,¢1(k, ), e2(k,7),0),
entdo, pode-se definir a polarizagéo circular direita e+ e esquerda e_

et (k,r) = (e1(k,r) +iea(k,1)) e_(k,r) = (e1(k,r) —iea(k,1)). (4.22)

Os Apéndices F, G, H e |, contem a demonstragdo completa e abaixo mostra-se
o0 Hamiltoniano obtido para cada termo do sistema

» Termos de auto-interacao férmion-férmion, para cada valor do spin, se obtém
(consulte o Apéndice F)

2
Mg =§ > / &*p [Appr-(k.r) + Byp-e1(k,7)] %
1

r=

~

Gi(ps,p + k)G (g, p)e’ Crts e (5 e 5)b (p . +5)alk,T) + huc.,
(4.23a)

]

Mg =§ / dp [~ App-e—(k,7) + By(p: + k2)E(k,7)] x

Il
—_

:
Gi(ps.p + k)G (g, p)e’Crrs e (g 5)bi (py, —s)alk,T) + hec.,
(4.23b)

2
Hif :g Z / dp [Appza—(ka r) — Bp(pz + kz)k}(k,?")} X
1

r=
G5(ps.p+ k)G (py.p)e' otk o= (pe )by (py, +5)alk,r) + hc..
(4.23c)
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2
g ~ ~
Hpp =50 / [App—Ey (k1) + Bypye_(k, )] %
-

g}i(pf,p—kk)gf(pf p)e’ i(wp ke —wp= wO)th (pf,—s) n(Pf,—s)a(k,r) + h.c.
(4.23d)

» Termos de auto-interacdo antiférmion-antiférmion, para cada valor do spin, obtém-
se (consulte 0 Apéndice G)

2
M g :gz_: / [App- e (k,r) + Bpp_2y (k, )]
gf(pf )gf(pfap+k) (wp+k O wo)tdzn(pfv+s) jn(pf7+8) (k,r)—l—h.c.7
(4.24a)
g 2
"y g =2 2_: / —Appss(k,r) + By(ps + k) @4 (k, )]
Gi(py,P)G5 Py, p + k) ek W0, (p ot ) (g, —s)a(k, ) + Do,
(4.24b)
g 2
Mg 5 [ [Aup-Zs ) + By (k1)
Gi(pf,P)G;(pf.p+ k) s, (p . — ) (py, —s)alk, ) + hec.
(4.24c)

2
g -~ ~
Hfuﬂ D) Z/dgp [Appz€7(k,7°) — Bp(p, + k2 )e—(k, 7‘)]

gf<pf7 )gf<pf7p+k) H(wp k= w”in)td (pf )dJr (py,+s)a(k,r) + h.c,
(4.240)

» Termos de interacédo férmions-antiférmions para cada valor de spin, resulta-se
(consulte o Apéndice H)

2
HfvaT :gZ/d p [Cpe—(k,7) — Dppz(kz — p2)e—(k,r) — Dpp_p_ey(k,7)] %
r=

Gi(ps,p)I5(pf, kb — p)e' Wt sr = ] (pr ts)dl (pj, +s)a(k, ) + hc,
(4.25a)
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2
Mg, =% > / d*p [~ Dppzp+e—(k,7) + Dypp—(kz — p2)ex (k, 7)]

r=1
Gr(psP)T Py ke — p>€i<wp+wkfp—wo)ti,jn(pf, +s)cZZTn(pf, —s)a(k,r) + h.c.,
(4.25b)
g 2
Hip =3 > / d*p [~ Dppy (k2 — p2)E—(k,7) + Dyppop—Ey (k,7)] X
r=1
Q}E(pf,p)g;—(pf, k— p)ei(w”+wk‘P_w0)tl;jn(pf, _S)d;[n(pf’ +s)a(k,r) + h.c.,
(4.25¢)

2
Hfi’fi :g Z/dgp [Cpar(k:,r) - DPererg* (kar) - Dppz<kz - Pz)ar(ki, 7")} X
r=1

Gi(p1,p)I5(pf, kb — p)e’ e ] (py —s)dl (p, —s)a(k, )+ hc.,
(4.25d)

» Termos de interacdo antiférmions-férmions para cada valor de spin, obtém-se
(consulte o Apéndice I)

2
g -~ —~ ~
r=1

_i(wp+wk+p+w0)tdln(pf’+8) n(Dy,+s)a(k,r) + h.c.,
(4.26a)

9ip7p)Gf(pf, —k —ple

2
g
i, 252_: p [Mpp+ (k= + pz)e-(k,r) + Mpp.p—ey(k,r)] x

gf(pf7 p)gf(pf, -k — p)e—i(wp+wk+p+wo)tdm(pf, +s) (pf, )&(kz, r) + h.c.,
(4.26b)

2
Hi g =§ Z / —Mppzpé—(k, ) — Mypp—(kz + p2)&(k, 7)] X

Q

f(pf, p)Gr(ps, —k — p)e—i(wp+wk+p+wo)tdm(pf:, —s)l;m(pf, +s)a(k,r) + h.c.,
(4.26¢)
g 2
g, 252 / [Mppz (k= + p2)e- (k,r) — Mpp—p—&;.(k, ) + Npe— (k,7)] x
r=1

gf(Pfa p)gf(Pf, —k — p)e—i(wp+wk+p+wo)tdm(pf, —s)l;m(pf, —s)a(k,r) + h.c.,
(4.26d)
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onde Ay, By, Cy, Dy, M), € N, sé@o coeficientes que dependem de energia m; por
conseguinte, do momento linear. Esses coeficientes sdo definidos por

_'_
Ay= |tk g WM (4.07a)
Wy Wp(wp +m) W4k Wp(Wp ik + 1)
C - (wp+m)(wk_p+m) Do 1
P Wptlp_ P ,
p WpW—_p(wp + m)(wg_p +m)
(4.27b)
+ +
M, = ! N, = \/ (wp +m)(Wk+p m), (4.27¢)
\/ Wpwtp(wWp + m)(Wgtp +m) Uptk+p

A partir das equagdes (4.23-4.26) se tem o Hamiltoniano para cada termo do
sistema. Portanto, o Hamiltoniano do sistema pode ser escrito como

onde

Hyp=Je “”“Z{

+ b}, (py +9)t in(pvaFS)d(kaT) [Ri(pyg, k. t)e(k.r)+ Q- (pf k. t)ey (k,r)]
+6T (pf,—i—S)Azn(pf,—S)d(k,T)[ Rz(pfak7t>+Qz(pfakvt)+kzg(pf7k t)} —(k,7)
+ b (g, —)bin(py, +s)alk,r) [Ra(ps. kyt) — Qu(ps, ki t) — k= Q(py, Ky t)] s (K, 1)

+bjn(pf7 _S)Bin(pfv _S) ( 7T) [R (pf7k7t)g+(kv 7“) + Q-‘r(pfv kt,t)g_(k, T’)]} + h.c,
(4.29)

=
SN~—
IS
N
—~

din(p g, +9)dL, (D7 +5)ilk, ) |24 (pf b, 0 (K, 1) + W-(p 7, e, )7 (K. 7)]
P —8)alk,r) |~ Za(pg, k) + Walpy k1) + kW(pg, K, )| 24 (K. 1)
(k1) |22 (07 ks t) = Walpy o, t) = kWD o, 1)] € (1)

+din(p7. —)d}, (pF. —s)alk,r) [z (D7 k. t)E s (k1) + Wi (p7. k1) (K, r)]}+h.c.,
(4.30)
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f _ —zwot Z {

Bl (py. +9) ALL(pf, +8)ilk,r) [~Myp (., K, (K1)

+(N(pspj k. t) = koMp. (pp,pF k1) + Mpp. (Pf, PF, k,t)) e (K, r)}

+ jn(pf,%) fﬂ(pf, s)a(k,r)x

[ Mpep, (P27 o )b r) + (kZMp* (pr.pp k. 1) —Mpfpz(Pﬂpf’k,t)) a(k,r)}
- b;'[n(pf’ _S)djn(pf, +s)a(k,r)x

My (g2 R 00 (1) + (kM (D17 ) + My (B, Py Rot) ) € (1)
+bJr (pfv )d:lrn(pf’_ Ja(k,r) [ MP+P+(pf7Pf,k t)e_(k,r)

+ <N(Pf7pf, k.t) = k:Mp. (P, pf k. t) + Mp.p.(Pf, P, k,t)) et (k, 7”)} } + h.c,
(4.31)

din(P s +)bin (P, +5)alk,7) |[~Op,p, (Pf. P k1) (k. 17)
+ <«7(Pf,pf7k t) + k:Op. (ps,Pf k1) + Opzpz(Pfjpﬁk,t)) ?+(’<?J')]
+din (D, +5)bin(p 7, —5)a(k, )X
[Opzp (pr, o k. t)ey (k) + (kzom prpp k) + Opyp. (Pr P K, t)) ?—(kﬂ‘)]
—din(pf, —5) m(PerS)d(kJ’)X

)+ (k:0p_ Py, P7 k. t) + Opp. (P Pf 1)) € ()|
+ 08, (g =)l (p 7. =3)ilk. 1) |[=Op_p_(Py. Py 1)Es (k1)

+ (j(pfapka7t) +k20pz(pfvpka7t> +Opzpz(pf:pka»t)> E_(kﬂ“)]}—f—h.c‘,
(4.32)

[Opzp+(pf7pf7k t , T

onde foram utilizadas as seguintes fungdes auxiliares para o Hamiltoniano #y ¢ (para

o =x,y,z)
Ra(py,k.t) = / PpAppaGr(ps.p + k)G (py, p)e'res—r)t, (4.33a)
Qu(py. k.t) = / d*pBypaGy(py, p + k)G (g, p)e'rtp)t, (4.33b)

Q(py. k. 1) Z/d?’poQf(pf,p +k)G}(py,pe’ i)t (4.33c)
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As funcdes do Hamiltoniano Hf]z (para a = x,y, 2)

Zo(py k. t) = / EpAppaG(p.p + k)G (P p)e! ik p ), (4.34)
Wa(pj. k. t) I/dSZ?Bppag;(pf,p + k)gf(pf,p)ei(w”“rw”)t, (4.34b)
Wpy k,t) = / PpByGi(p.p + k)G 5(p p)e! kT p), (4.34c)

As fung¢des do Hamiltoniano Hyr (para f = a =y, 2)

N(py.py k,t) = / dngpQ}(pf,p)g}(pf,k — p)el(Uptukip)t (4.35a)
My, Py, Pf k. t) = / d?’prpagjé(pf,p)g}(pf, k — p)e!(Wptwiip)t (4.35b)
Mpaps(Pf Pf K1) = / d*pDypapsG;(p PPy k- p)el(Wrthip)t (4 35¢)

As fung¢des do Hamiltoniano Hy (para f=a =y, 2)

J(py.pf k. t) = /d?’prQf(pf,p)Qf(pf, —k —p)e(ptukip), (4.36a)
Op.(Pf. Py k) = / PpMypaG(ps.p)Gy(ps, —k — p)e " (WrTuker)l - (4.36)
Opops (P Pf Ko, ) = / PpMypappG(ps.p)Gs(py, —k — ple(rwksr)l  (4.36c)

Essas fungdes dependem da forma do envelope a ser considerado.
O sistema quantico a ser simulado com o método proposto & descrito pelo
Hamiltoniano (4.28) cujos componentes sdo detalhados pelas equagdes (4.29 - 4.32).

4.3 Mapeamento

O Hamiltoniano da Eq. (4.28) define o sistema quantico a simular, que é descrito
pelos operadores de criacao e aniquilacdo de férmions (e antiférmions) e bésons para
cada combinacao da projecao de spin +s. Para implementar esse Hamiltoniano em um
simulador quéntico (seja analogo ou Digital), é necessario transformar os operadores
de criacao e aniquilacdo de férmions em qubits, de modo que os qubits simulem a
algebra dos férmions. Porque os sistemas quanticos que compdem os simuladores
quanticos sdo, em geral, sistemas com dois niveis distinguiveis, portanto, eles nao
respeitam a algebra correta. Nesse caso, 0 mapeamento dos operadores de férmion
e antiférmion deve ser realizado para cada projecao de spin +s; para isso, é usada a
transformagéo de Jordan-Wigner (secdo 3.2.1).

A transformagé&o de Jordan-Wigner unidimensional mostra o mapeamento entre
os operadores de spin do qubit como operadores de spin dos férmions e vice-versa.
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Nesse caso, devem ser considerados os operadores do férmion l;;[n(p 7, Es) e antifér-
mion cz;-[n(pf, +5), sendo esquematicamente representados em quatro sitios diferentes,
formando uma cadeia de férmions (e antiférmions) que sdo mapeados em qubits no
sitio correspondente, como mostra a Figura 8. Deve-se notar que os férmions nao
estao localizados ou formam uma cadeia de férmions, é apenas uma representacao
para o desenvolvimento matematico da transformacéo de Jordan-Wigner, ou seja, 0
esquema mostrado na Figura 8 ajuda a entender o mapeamento entre os operadores
de férmions e antiférmions em operadores de spin dos qubits.

Figura 8 — Representacao esquematica do mapeamento férmion e antiférmions em

qubits.
e+fn(n1+n2+n3)
Férmions a\ / ; N\ 4; AN " .
Antiférmions
1 2 3 4

A A

blo(Ps+9) bly(pr.~s) d}(p;+9) df(pr.—)

2
Spins & <
+

1%
\f
S
A

Fonte — Figura criada pelo autor

Usando de as equacgdes (3.12a) e (3.12b) da transformacao de Jordan-Wigner,
resulta o seguinte:

» O operador de férmion de spin 1 é representado no sitio 1. Portanto, ele nao apre-
senta um operador de fase por que ndo ha operadores de férmions representados
a sua esquerda. Ele é transformado como

bl (g +s) =S @1y @ 13 ® 1y, (4.37a)
bin(ps,+s) = S] @ Lo ® 13 ® 1y. (4.37b)

* O operador de férmion de spin | é representado no sitio 2, e o operador de
fase é definido pelo operador nimero do férmion do sitio 1, e™™1  onde n; =
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ZSI (pf, +3) (pf, +s) = SfSl_. Entao, ele é transformado como
b (pf,—s) = FTSST @ 5F @130 1y, (4.38a)
bin(Ps,—s) = ™ @ 5 @ 13@ 1y (4.38b)

» O operador de antiférmion de spin 1 é representado no sitio 3 e o operador de
fase é definido pelos operadores e¢ti™(1+72) Ele é transformado como

dl, (p7,+5) = SIS @ HTSIS @ 5F @ 1y, (4.39a)

din(pf,+5) = e TS @ T @ 5T @1y, (4.390)

» No caso do operador de antiférmion de spin |, € representado no ultimo sitio € o
operador de fase é etim(mitn2+ns) Entio, ele é transformado de acodo com

ngn(pfv ) = o TimSTST ® oTimS5 Sy ® o TimSy Sy ® SI? (4.40a)

din(pf,—s) = e 7S @ TS @ TITSISH @ ST (4.40b)

O arranjo da representacao dos operadores de férmions e antiférmions (mostrada na
Figura 8) € arbitrario. Ou seja, os férmions e antiférmions podem ser representados em
qualquer sitio, de modo que, dependendo do local, eles terdo as mesmas expressdes
mostrados nas equagdes anteriores.

Agora, usando a propriedade

St S :I: +imr)?
ei“TSrJ{Sn -1+ L S+s— ( ;T) (S;L’_S_)2 +
St Sn

i o (4.41)
=1-|e ZWSnSn - SrSs,,
=1-25FS, =—257,
onde, usando a notagéo matricial (3.7) se tem que S;7 S, = (S5, )% =
Aplicando a Eq. (4.41) nas equacdes (4.37 - 4.40), elas podem ser modificadas
e escritas como
Si®12®]13®]l4,

Q“)
S
i)
=
+
»

X ( )= (4.42a)
bm(anLS) ST @1y ®13® 1y,
b (py, —257® S5 @13 ® 14,
An(pf —s)=-251®5; @13® 14 (4.42b)
bin(pf, —s) = =251 ® S5 @ 13 @ 1y,
il (p7 +s) = 457 ® SZ ® 5§ ® 1y,
dm(pf, S) —451 ®SQ ®S3 ®]14,
pr—s) =857 ®55® 5525,
”< frs) = ST @55 @5 (4.42d)
n(Dp —s) =

—85{®S5®55® S, .
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As equacoes de (4.42) mostram aos operadores de férmion e antiférmion trans-
formados em funcdo dos operadores de spin dos qubits. Para que o mapeamento
esteja correto, a combinacao dos operadores de spin na esquerda das equacgdes de
(4.42) devem satisfazer as relagdes de anticomutagao definida na Eq. (2.19). Para isso,
considera-se a Eq. (3.9a) onde os operadores de spin dos qubits (S%E comn=1,2 3 4)
comutan em sitios diferentes. Além disso, da Eq. (4.41), se tem que os operadores S,
e S}, comutam em qualquer sitio, isto &, [S7, S7,] = 0. As relagbes de anticomutagéo
em sitios iguais dadas pela Eq. (3.9b) também devem ser consideradas. Com isso,
obtém-se as relacbes de anticomutacéo:

» Comecgando com o operador B}Ln(pf, +s5):

{z};.fn(pf, +5), bin(pf, +s)} — (S, ST el elsel, =1 91,0 13@ 1y, (4.433)
{Bh.pg.+9). 0], (pr.+9) } = (S5} @120 13014 = 01 @ 1y © 13, @ 1y, (4.43D)
{ZA)m(pf, +s), l;in(pf, —S)} = -2 {Sfr, Sf} ®S5, 131y =018 S5, ®@13® 14,
(4.43c)
{Bjn(pf, +5),bin(py —S)} =—2{5],5{1®S5;, ®1301,=01® 5, ®13® 14,
(4.43d)
{Bm(pf, +s),d},(pf, +s)} =4{5],5{} ® 850 S ®14=01® 55 ® S{ ®14,
(4.43e)
{l;;[n(pf, +s),c2m(pf, +s)} =4{57, 97} © S5 ® 55 ®14=01® 55 ® 55 ®1y,
(4.43f)
{8, s, +5).dl, (o —s) ) = —8{s{,S{} @ S50 S5 @ Sf =010 55 ® 5j @ 5],
(4.43g)
{8 +5),din(p,—5)} = =8 {S{ S} @ Sf@ Sj 0 5] = O1@ S5 @ S5 @ 5.

(4.43h)

Aplicando a adjunta as equacdes mostradas, as relagdes de anticomutacéo de b;,, (pf,+s)
com os operadores de férmion e antiférmion s&o obtidas.

« Para o operador B}n(pf, —s):
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{Bm@ﬁ —5),b0,(py, —s)} =11 ® 09 ® 13 ® 1y, (4.44a)
{Z)in(Pf’ —5), bin(Pf. —s)} =1 1,131y, (4.44b)
{Bgn(l’f» =), A;rn<pf7 +S)} =11 ® 0y ® S§ ® 14, (4.44c¢)
{??In(pﬁ —s), Am(pf, +8)} =11 ® 02 ® 55 ® 14, (4.44d)
{@n(Pf? —s).dj, (P, —s)} =1, 00055 ® S, (4.44¢)
{Bm(Pﬁ ~5),din(pF, —s)} 11005 S, (4.441)

As relagcbes de anticomutagdo com o operador Bin(pf,+s) e seu conjugado foram
obtidas no item anterior. Aplicando a adjunta as equagdes mostradas, as relagdes de
anticomutagao de b;,, (p £, —s) com os operadores de férmion e antiférmion s&o obtidas.

« Para o operador ci;fn(pf, +5):

{ 1,(pf,+s).d}, (b, +s)} =16575f ® 5555 @ {55, 95 } @14 =11 ® 1, ® O3 ® 1y,
(4.45a)
{ A;'Ln(pfa +3)>dm(pfa +3)} = 165757 ® 5555 ® {S§L, 53_} R =111y ® 13 1y,
(4.45b)
{d], (b5, +5).d}, (b7, ~s)} = ~325757 @ 8585 @ {8, S5} @ S} =1 @1, @ 030 5T,
(4.45c)
{cfm(pf, +5),din (P}, —s)} = —325]57 ® 9555 @ {S{, 55} @S, =11 ®1,203® S .
(4.45d)

As relagdes de anticomutagéo de cﬂn (p]?, +s) com os demais operadores de férmions
e antiférmions foram obtidos nos itens anteriores. Além disso, aplicando a adjunta, as
relacbes de anticomutacao para c?m(p 7 +s) serdo obtidas.

 Para o operador cz;fn@f, —s), SO € necessario calcular as seguintes relagdes de
anticomutacao porque as outras relacdes foram obtidas anteriormente. Entéo,
obtém-se

{d,(pf.—5),d},(py, —s) } = 645757 © 5555 © S555 @ {S}, 5]} =11 @ 1, @ 13, © O,
(4.46a)
{dl (5, —5),din(p, —5)} = 64515 © S555 @ $§f @ {S] . $;} =L @ Ly @ 3@ 1,
(4.46b)

Assim, todas as relagdes de anticomutacao dos operadores de criagdo e aniquilagéo
de férmion e antiférmion para cada valor de spin foram derivadas. Isso mostra que
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combinacao dos operadores de spin dos qubits, dada pelas equagdes (4.42), pode se
comportar como férmions.

O Hamiltoniano da Eq. (4.17), descreve as seguintes interagdes: auto-interacao
de férmion-férmion, b (p, +5)bi, (P, +s5); auto-interagao de antiférmion-antiférmion,
czm(pf, :l:s)(j;-rn(pf, +5); interagdo de férmion-antiférmion, l;;fn(pf, :i:s)djn(pf, +5) e inte-
ragao antiférmion-férmion, Jjn(pf, is)?a}n(pf, +5). Portanto, usando o mapeamento, da
EqQ. (4.42), esses termos de interagdo podem ser expressos da seguinte maneira:

Auto-interacado de Férmion - Férmion

Z;l'Ln(pf? +5)Ein(pf7 +s) = stf ®R 1o ®13® 1y, (4.47a)
Bjn(pf, +8)bin (Pf, —s) = =251 ST ® Sy ®@ 13 ® 14, (4.47b)
ZA);rn<pf7 _S)Ein(pfa +s) = _2stf— & 55'_ ® 13 ® 1y, (4.47¢)
Ejn(pﬁ —8)bin(Pf.—5) =11 ® Sy Sy ® 13 ® 14 (4.47d)
(4.47¢)
Aunto-interagdo de Antiférmion-Antiférmion
Cim(Pf, +S)d;fn(pfv +5) =11 ® 1y ® S5 55 @14, (4.48a)
din(Pg,+5)d}, (pf, —5) = =2 (11 @ 1, © S5 85 © 5 ), (4.48b)
lin(pf, —8)d}, (7, +5) = —2 (11 ® 12 ® 5555 ® 57 ) , (4.48¢)
din(pf, —5)d},(Pf,—5) =11 @ 1y @ 13® S S (4.480)
Interacdo Fermion-Antifermion
b, (py. +5)d}, (pf.+5) =4S} ST © S5 © ST @ 1, (4.493)
Bgn(Pfa +s)d Altn(p ,—s) = -85 Sf® 95 ® 95 @S, (4.49b)
b, (g —s)dl, (p7.+s) = —2 (11 ® S S5 5§ © 1) (4.49c)
bl (py.—s)d} (ps.—s) =4 (11 ® 5555 ® 55 @ SY) . (4.49d)

Interacao Antifermion-Fermion

din(pf,+5)bin(py, +5) = 457 5] © 55 © S5 @14, ( )
Yoin(pp,—s) =—2(11®S5® 555, ), ( )
Voin(py,+s) = —8S7S; @ S5® 85 ® Sy, (4.50c)
( )=4(11® 555, ®55©5;). ( )

( _
d’tn(pfa +s
din(pf, —s

an(pf7 S>CZTn p ) —S

Inserindo essas equagdes no Hamiltoniano do sistema, obtém-se o Hamiltoniano do
simulador quantico Hy;,, que € expresso em termos dos operadores de spin dos qubits
para cada termo do Hamiltoniano de interagéo, H;,,;.
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Substituindo as equacdes (4.47) em (4.29), se obtém o mapeamento do Ha-
miltoniano de interacao férmion-férmion (para reduzir a expressao, as variaveis das
funcoes definidas nas equacodes (4.33 - 4.36) nao sao colocadas)

2
Hyp= ge—wot > alk,r){ SFS; @l @I3@ 1y [Rye (k1) + Q ¢y (k,7)]
r=1
—257 5] @Sy @lg®1y[-R.+ Q:+ k-Qle_(k,7)
— 25757 © S5 @13 @ 14[R, — Q. — k. Q) er (K, 1)
+11 ® S5 Sy ®@13® 14 [R_éy(k,r) + Qpe_(k,7)]} + h.c.
(4.51)

Substituindo a Eq. (4.48) em (4.30), o mapeamento do Hamiltoniano de intera-
¢ao antiférmion-antiférmions é
2
Hpf= ge_“’ot Z alk,m) {1 ®1y® 83_53+ ® 1y [Z4e_(k,r) + W_ei(k, 1))
r=1
—2(11 @1y ® S5 85 @S ) [ 2. + W, + kW] er(k,7)
—2(11 ® 1y ® S557 ® ;) [2: — W, — kW] e_(k,7)
+11 @1y ® 13 ® Sy Sy [Z-cy(k,7) + Wye_(k, )]} + hec.
(4.52)

Inserindo a Eq. (4.49) em (4.31), o mapeamento do Hamiltoniano de interagéo
Férmion-Antiférmion é

2

g — N

Hf7f = 56 ’LU}Qt z:l a(k, T) {
r=

451757 © S5 @ S @ 1y [(N = koM, + My p,) € (k. 1) — Myp_p_ey (k. 7)]

— 85 S ® 85 ® S5 @ S [~ Mpp, e (k1) + (k-Mp_ — Mp_p,) &1 (k.7)]

—2(11 ® S5 S5 @ S5 @ 1y) [Mp.p_er(k.7) + (=hz2Mp, + Mp,p,) e (k. 1)]

(11 © 5555 @ 55 5T) [(N = ks My, + M) 2 (k.r) = My, 7 (k.1)]} + e
(4.53)

Substituindo a Eq. (4.50) em (4.32), se obtém o0 mapeamento do Hamiltoniano
de interagao Antiférmion-Férmion

2
Myp=ge " D alk.n){
r=1

FASTST ©.55© S5 9 14 [(T + kO, + Opp.) 4 lker) — Opyp e (1))

(11855 8.5 & 57) [Opp 7 k. 1) + (52Op, + Opip) (k1)

+851S] @53 ® S5 ® Sy [Op.p,e (k) + (k:Op_ + Op_p,) €1 (k,7)]

+4(11 ® S585 © S5 © S7) [(T + k2Op, + Op.p.) e (k1) — Op_p_es(k.1)]} + hc.
(4.54)
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O Hamiltoniano do sistema H;,;, foi mapeado usando a transformacao de Jordan-
Wigner unidimensional, onde os operadores de criagdo e aniquilagdo de férmions (e
antiférmions) foram transformados em qubits; portanto, o Hamiltoniano do simulador €

Hgjm = Hy g+ H}FJF + /Hf,f + Hf_,f + h.c.:, (4.55)

onde suas componentes sao expressas pelas equagdes (4.51 - 4.54). O Hamiltoniano
do simulador que pode ser implementado em um sistema quantico analogo (se possivel
implementar em laboratério) ou através de um sistema digitial.

Pode-se observar que o simulador quantico definido por Hy;,,, apresenta os mes-
mos termos de interacdo do Hamiltoniano da Eq. (4.1). No entanto, com o simulador
quantico, pode-se analisar todos os térmos da série de Dyson para um numero finito
de modos de campos (fermidnico e bosbnico), ao contrario do sistema quantico (QED)
no qual, para alguns termos da expansao de Dyson, tem-se infinitos modos de campo.
Isso oferece uma vantagem ao usar o simulador quéantico para analisar as interacdes
ou fendmenos descritos pela QED.

4.4 Discussoes

Para entender o Hamiltoniano do simulador, Hg;,,, descrito pela Eq. (4.55),
alguns pontos importantes devem ser lembrados (pode-se orientar com a Figura 6)

» O Hamiltoniano do sistema a ser simulado é descrito pela Eq. (2.84), mostrado na
secao 2.6; teoricamente, pode ser analisado por meio de métodos perturbativos
e diagramas de Feynman para poder analisar as interagdes que descreve. Além
disso, a simulacao por meio de um computador classico é limitada devido ao cres-
cimento exponencial dos recursos computacionais com o tamanho do sistema.
Porém usando a simulagéo quéntica é possivel evitar a explosao exponencial dos
recursos computacionais.

» Os simuladores quénticos trabalham com particulas localizadas e distinguiveis
(qubits). Por esse motivo, o sistema a ser simulado é redefinido considerando trés
premissas, de forma que possa ser mapeado para descrever as intera¢des locali-
zadas das particulas fermiénicas. A Eqg. (4.3), define aos férmions e antiférmions
localizados através de pacotes de ondas, onde o sistema é reduzido a modos
de campos finitos que podem calcular todos os termos da série de Dyson. Além
disso, é considerado um modo de campo bosdnico. Nessas condigdes, o sistema
a ser simulado foi redefinido pelo Hamiltoniano H;,,;, dada pela Eq. (4.12).

» Para implementar H;,; em um simulador quéntico, foi necessario definir o ma-
peamento, dado pela Eq. (4.42), onde os operadores de criagdo e aniquilagéo
de férmion e antiférmion sao transformados em operadores globais atuando em
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qubits; obtendo assim o Hamiltoniano do simulador, Hy;,,. O simulador quéantico
pode descrever as interagdes que H;,; descreve. Além disso, pode ser implemen-
tado usando um sistema quéntico analogo ou digital, porque o hardware quantico
atual é tipicamente implementado por qubits e osciladores harménicos. Para o
mapeamento, 4 qubits foram necesarios. Isso mostra que Hy;,,, pode ser descrito
por 4 qubits para analisar as interagées de um modo de campo fermidnico, an-
tifermidnico e bosbnico. Se mais modos de campos forem considerados, entao
mais qubits precisam ser adicionados.

Levando em consideracao tudo o que foi descrito acima, é necessario definir se
Hg;,, pode ser implementado em um sistema analogo ou digital. Observa-se que H;,,,
possui 64 termos de interagdo, que sdo descritos pelas equacdes (4.51 - 4.54). E por
esta razao que, a implementacao analoga de Hg;,,, se mostra desafiadora atualmente.
No entanto, esse Hamiltoniano pode ser implementado usando um sistema quéantico
digital.

Na simulagdo quantica digital, o operador de evolugao temporal descrito por
Hg;,,, pode ser implementado usando portas I6gicas quanticas, conforme discutido no
cap. 3. Para isso, sabe-se que a dindmica de um sistema quantico, é

(7)) = U, 0)[4(0)) (4.56)
onde o operador de evolu¢do temporal U(¢,0) pode ser expresso como
O e e (4.57)

O termo a direita da equagao mostra o tempo dividido em n partes, entao a evolugcéao
deve ser aplicada n vezes para descrever a evolugéao total. Se At = % < tg, onde ty e
um tempo tipico no qual o sistema ja mudou consideravelmente, entdo, pode-se aplicar
a férmula de aproximacéao de Trotter, definida na Eq. (3.5), obtendo

— *HSlmAt ~ _ _ _

onde Uy r = e~ M1.rAt ¢ o operador de evolugdo temporal definido pelo Hamiltoniano
da Eq. (4.51); analogamente, os operadores de evolugédo temporal U—’]E = ¢ Hp AL
Us 7= —iHy AL g Us ;= e~ M7.rA s50 definidas pelos Hamiltonianos das equacdes
(4.52), (4.53) e (4.54), respectivamente.

A Eq. (4.58) descreve que, para um intervalo de tempo muito pequeno, a evolu-
cao total do sistema pode ser aproximada a evolucao temporal de cada componente
do Hamiltoniano do simulador H;,,,; obtendo assim o produto do operador de evolucéo
temporal de cada componente de Hg;,,. Os operadores de evolugcao temporal podem
ser implementados por meio de uma sequéncia de portas quanticas que deven ser
aplicados n vezes para obter a evolucédo total do sistema, conforme mostrado na figura
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Figura 9 — Esquema de um sistema quantico digital para o protocolo de simulacao
quantica da QED usando o gauge de Coulomb. A sequéncia de portas
quanticas, definidas pelas componentes de Hy;,,, deve ser aplicada n ve-
zes para poder reproduzir a evolugao total do sistema. As linhas pretas
representam os 4 qubits e a linha vermelha representa o0 modo bosdnico.

Fonte — Figura criada pelo autor

9. Considerando isso, se tem que por meio da simulacao quéntica digital poderia ser
possivel simular as interagdes descritas pela QED no gauge de Coulomb.

Pode-se notar que o sistema a simular pode ser reduzido considerando o caso
unidimensional ou bidimensional, ou ainda aplicando limites ultra-relativisticos ou nao
relativisticos. Com isso, o simulador quantico pode ser mais facil de implementar em
um sistema analogo ou digital. No entanto, o desenvolvimento de uma expressao geral
permite observar algumas limitagdes ou desafios ao tentar simular sistemas quanticos
de muitas particulas com graus internos de liberdade, bem como simular fenémenos
descritos pela teoria quantica de campos.
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Neste trabalho, foi generalizado o método proposto por Casanova et al. [15],
para simular campos quantizados de dimensdes 3 + 1, a vantagem desse método
€ que ele pode analisar todos os termos da expansado de Dyson considerando um
namero finito de modos de campo. Isso mostra uma vantagem em imitar algumas
interac6es descritas pela QED.

O protocolo de simulacao quantica proposto apresenta dificuldades para ser im-
plementado usando um sistema quéntico analogo; pois o Hamiltoniano, Hy;,,, possui
64 termos de interacado que sao dificeis de implementar experimentalmente através de
sistemas analogos conhecidos, tais como: ions, pontos quanticos, circuitos supercon-
dutores, fétons, etc. Isso, mostra um desafio para a simulacdo quantica e computacao
quéntica. Pode-se esperar que novas tecnologias quanticas sejam capazes de imitar
grandes sistemas quantico, incluindo o protocolo proposto neste trabalho. No entanto,
a versao digital deste protocolo pode ser aplicada utilizando tecnologias atuais onde
todos os termos de interacdo poderiam ser implementados pela constru¢cdo adequada
de uma sequéncia de portas légicas quanticas.

As fungdes definidas nas equacoes (4.33 - 4.36) descrevem a amplitude de cada
interacdo das componentes de Hy;,,, dada pelas equagdes (4.51 - 4.54). Observa-se
que, para cada processo de interagdo que envolve as diferentes combinagdes de spin
do férmion (e antiférmion) e as polarizagdes transversais do féton, existem diferentes
amplitudes de espalhamento. Essas amplitudes dependem da forma do envelope do
pacote de onda escolhido e do espinor de Dirac.

O protocolo proposto estabelece que para um modo de campo fermibnico, anti-
fermidnico e bosbnico, sdo necessarios 4 qubits para poder imitar as interacées que
occorrem. Entretanto, se mais modos de campo forem adicionados, no caso de fér-
mions, € necessario adicionar mais qubits. Por exemplo, para dois modos de campos
fermidnicos (e antifermidnicos) serdo necessarios 8 qubits, de acordo com o mapea-
mento realizado neste trabaho.

Na perspectivas futuras do trabalho, espera-se que, ao adicionar mais modos
de campo, o protocolo possa ser usado para estudar fenébmenos da QED no gauge
de Coulomb como: o espalhamento Compton de elétron e de pédsitron; espalhamento
elétron-elétron, elétron-muon, etc. Além disso, pretende-se fazer uma sequéncia de
portas quanticas para implementar um sistema quantico digital que possa simular e
analisar as interacdes descritas, levando em consideragao a interagéo tipo Coulomb
que foi omitida neste trabalho.
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APENDICE A - NOTACOES

Neste trabalho, o espaco tempo € considerado sob a assinatura métrica (+, —, —, —).
Entao, o tensor métrico é definido

g = Juv =

o o O =
|
—_

Além disso, ao longo do texto sdo usadas as unidades naturais (h = ¢ = 1), onde

1
[comprimento]’

[tempo] = [comprimento], [massa] = [energia] =

Para equacgdes do campo eletromagnético, as unidades de Lorentz-Heaviside séo
usadas, onde a carga elétrica tem dimens&o de [massa]'/? [comprimento]®/? [tempo] ~ L.
Além disso, alguns valores considerados séo

2
e 1
e=0.3026, o= ENE;

onde |e| € a carga do elétron e a é a constante da estrutura fina.
A representagao covariante e contravariante dos quadrivetores sao
ot = (t,z,y,2) = (t,x) — x,=(t,—x) (Vetor espaco-tempo),
(

o = (E,pz,py,pz) = (E,p) — pu=(E,—p) (quadrivetor momento),

oM = (%’_82’_8%’_%) = (%,—V) — Oy = <2 V) (quadrivetor diferencial).
X

O quadrivetor potencial e a densidade de corrente séo

M =0%0) = (p.d) = ju= (o, —3)-
A notacéao de Einstein é usado. Pode-se escrever o produto escalar no espaco-tempo

como

z-p=atp, =zupt =FEt—x-p,
atx, = 2 — 22
plpy = B — p?.
O operador D’Alembertiano [J € definido como

1% i 2
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O operador quadrimomento é definido como

0 0
M — 40, —i— —45d — _—
D 10y, qu z{ o V}

As matrizes de Pauli sao

(01 70_y20—¢ e o1 0}
10 i 0 0 —1

As matrizes v na representacao de Dirac sao

10 0 0 0 0 1
o_| ot 0 :<]1 0>’ a0 0 :<0 o
00 -1 0 0 —1 0 -1 -0 0 —ov 0
00 0 -1 -1 0 0 0
00 — 0 01 O
2 [ 000 :<0 oy>7 B 00 —1 :<0 o
it 0 0 -0y 0 -1 00 O —0* 0
— 0 0 0 0O 1.0 O
e considerando a métrica (+, —, —, —), as matrizes v podem ser escritas como

1 2
= {707 -7, =Y ,—73}, e u=gw) = {70,+71,+72,+73}-
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APENDICE B — DECOMPOSICAO DA DENSIDADE DE
CORRENTE

A densidade de corrente 3 pode ser decomposta usando o teorema de Helmholtz
(ver [50, 52]), que afirma que um vetor j(x) pode ser escrito como a soma de duas
partes, uma das quais € irrotacional e a outra selenoidal. Especificamente

J=J+JL (B.1)
onde j, € irrotacional e 7, € selenoidal
[ L1

Vxj=0 = jj=-Ve (B.2)
V-3,=0 = 3, =VXxF.

A equacéo (B.1) pode ser expressa como
j=-Vp+VxF. (B.4)

Quando as seguintes integrais sobre todo 0 espaco covergem, ¢ e F' sao dadas
exclusivamente por

p(z) = 417T / &Pz ’Tw—'(,‘) (B.5)
1 /V/ X .7( )

isso também é valido para vetores dependentes do tempo.
Para a densidade de corrente, substituindo (B.5) e (B.6) em (B.4), resulta

S/V/ . 3’V’><
J(w t)—JH-i-JJ_ —V/ | +V / '7 ) (B.7)

4 |a:—az’ |z — /|

Usando as equacoes (2.43) e (2.42b), observa-se que

Bz Op(a,t)

9 0 .
DA——J+VatA _J+V/47r]m—az’\ EY (B.8)

considerando a equagdo de continuidade 9,,j# = 0, a ultima expresséo a direita de
(B.8) se reduz para

Vo AO V / AL >. (B.9)

|a: — |
Agora, no caso de vetores dependentes do tempo, se pode substituir a equagao
(B.5) em (B.2) e comparar com (B.9), obtendo

o .
VEAO = 4| (B.10)
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isso mostra que o termo dependente do potencial escalar na equacéao (B.8) contribui
para a densidade de corrente longitudinal. Assim, a partir da equacao (B.7), a corrente
transversal € definida por

3, <7/ o
jL:Vx/deVXJ(m). (B.11)
dr | — /|
Finalmente, substituindo (B.10) na equacado de onda nao homogénea (B.8),
obtém-se
OA=—3, (B.12)

mostrando que os componentes espaciais do potencial A#, usando o gauge de Cou-
lomb, sédo reduzidos a dois componentes independentes transversais (ver referéncias
[49, 50]).

Outra maneira de representar a corrente transversal € considerando que (con-
sulte [42])

v2AY = —p, (B.13)
é representado como
AV = / % = —%p. (B.14)
Entdo, a corrente transversal €
JL—J—V/djﬂ/T;_m (B.15)

usando a Eq. (B.14), para cada componente transversal da corrente se obtém

, 0;0,
ji = (fm Vf) s (B.16)

onde j;. sdo 0s componentes da corrente 5. O termo entre parénteses de (B.16) pode
ser interpretado como um operador de projecao (consulte [28] ), ou seja

0; Ok 0; 0,
\v v2’

onde (P)) e(P) séo os operadores de projecao transversal e longitudinal.

(P )ik = i —
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APENDICE C — REPRESENTACAO DE INTERACAO

O Hamiltoniano da Eletrodinamica Quéntica é descrito por
HQED:HD+HEM+Hi> (C.1)

onde cada termo é definido pelas equagdes (2.20), (2.56) e (2.81). O Hamiltoniano nao
perturbado € a soma dos Hamiltonianos dos campos livres, Hy = Hp + Hgp, € H; €
o Hamiltoniano de interagao.

O campo de Dirac (2.15) e o campo eletromagnético (2.52) sao expressos im-
plicitamente na representacao de Heisenberg, essas expressdes sdo mostradas como
sendo iguais na representacao de Interagdo. Para isso, as seguintes propriedades dos
operadores hermitianos A, B e C' sdo considerados

ABe A= B4 B+ o [A1AB) +--

O
»

[AB,C) = A[B,C] + [A,C]B
* Representacao de Interacao de Operadores Fermionicos.

Os operadores de criacad b' e aniquilagdo b estdo na representagdo de Schrédinger,
para expressar esses operadores na representacao de interagdo, usamos

by(t,p,s) = et Th(p, 5)e~ 0T, (C.5)

Além disso, os operadores fermiénicos comutan com os operadores bosonicos,
isto &, [b(p, s),a(k,r)] =0, [bp, s,al (k,r)] = 0 e suas conjugadas comutam. Entao,

5(p78),HEM} = [BT(RS)aHEM} =0, (C.6)
substituindo na Eq. (C.5), o termo Hp), é cancelado. Usando a propriedade (C.2), a

Eqg. (C.5) se torna
_ A ) . R 2
HHD i, )0t = (p, )+ (1) Hp, blp, )] + "o~ [Hp, [Hp.b(p. ]| + - (C7)

Usando a propriedade (C.3) o comutador é calculado

b9 = 3 [t (B0 00l + ().
= Y [ [ et | - (5.0 )
— . -

o
0 0
i 0l { Ay | — {0 L) e s’>]

= _wpl;(pa 8)7
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onde as relacdes de anticomutacao (2.19) foram consideradas. Substituindo em (C.7),
verifica-se

(—iwpt) n (—iwpt)?  (—iwpt)

b[(t,p, S) = b(p, 3) 1+ 11 21 3! LN (C.9)

—zwpt_

= b(p, s)e

A representacéo de interagdo do operador bf(p, s) é a conjugada da Eq. (C.9).

Isto é,
bh(t.p,s) = bl (p, 5)e™™", (C.10)

Do mesmo modo, para os operadores antifermiénicos, € obtido

dr(t,p,s) = d(p,s)e” ™, dl(t,p,s) = dl (p, )", (C.11)

Portanto, o operador de campo ¢ (x) e ¢ () na representacdo de interagéo sdo

by =etHoly(z)e~Hot

szj;s/ on 3/2\/> (brutp, s)e ™™ + di ju(p, 5)e ™) = (@, 1) (

C.12)

e > ot

Mostrando assim que os campos definidos nas equacdes (2.15) e (2.16) estao, implici-
tamente, na representagcédo de Heinsenberg e, portanto, na representagéo de interacao.

(C.13)

* Representacao de Interacao de Operadores Bosoénicos.

Os operadores de criacdo, af, e aniquilagéo, a, do campo eletromagnético es-
tdo na representacdo de Schrddinger. Considerando que os operadores bosonicos
comutam com os operadores fermidnicos, obtém-se que [a(k,r), Hp] = 0, entéo, a
representacao de interacao de a é definida como

ay(t, k,r) = etHenty(f pye—tHomt, (C.14)

Usando as propriedades (C.2), resulta

2
H ek, rye o (ke ) (i) s,k 1)+ 0 (g, (g alhk, ]+
(C.15)

Usando a propriedade (C.4), verifica-se que

2
[Hearalk,r)] =) /d3k’wk/ [dT(kz’,r’)d(k’,r'),d(k:,r) = —wga(k,r), (C.16)
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onde as relagcoes de comutacdo (2.53) foram consideradas. Substituindo em (C.15),
obtém-se

(ciwgt) | (iwgt)” | (it

E a representagéo de interagao do operador af(k, r) é a conjugada da Eq. (C.17). Isto
é,
al(t,k,r) = af (k). (C.18)
Portanto, o operador de campo quadripotencial Au(w) na representacdo de
interacao é

AMI :eiHotflu(m)e*Hot,
2

Bk 1 ik ik ;
—Z/ (2%)3/2 N <eu(k:,r)a_re T e (k,r)age" m) = Au(z,t).
Isso mostra que o campo quadripotnecial definido em (2.52) esta implicitamente
na representacao de interagao.
A representacéo de Interagdo do Hamiltoniano de interagao, (2.81), é

(C.19)

ﬁ] = eiHotHi(w) —iHot lf[mt + Hcoulomb (C-ZO)

onde H;,; é 0 hamiltoniano que descreve a interagdo com modos bosdnicos transver-
sais, dada por

Hipg = 0! (—etb(@)y d(@) Ay(a) ) e 0,

= —¢ / dSIIZ eiH(]t,é;(a:)e—iH()t /72 eZ.H()t&(w)e—iH()t eiH()tAi(w)e—iH()t’ (C 21)

Ur Y1 A
——c [ daie e D A1),

Além disso, a interagao tipo Coulomb na representacéo de interacdo & H.,,,jomp, iSO €

ﬁcoulomb(m7 t) = €iH0tHcoulomb(m)e_iH0t
_ / Brd T (e, t)(z, )T (y, )Y (y, t) (C.22)
— zd3y
o |z —y|
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APENDICE D - EXPANSAO DO CAMPO FERMIONICO

Partindo da premissa (iii) do método proposto, os operadores de criagdo de
férmion e antiférmion sao definidos, as equacdes (4.3a) e (4.3b) respectivamente. Em
seguida, é possivel escrever uma expansao de campo (tipo campo de Dirac) de ma-
neira que o campo ¢)(x) tenhas as mesmas propriedades do campo de Dirac definido
na Eq. (2.15). Portanto, esses novos operadores criardo férmions e antiférmions em
cada tempo ¢t com momento linear ps7e projecao spin s. Isto é,

5 ~(sch st(sch
@)= [ g )Glt(pr. ) + A pp ) CV PR (D)
+s
onde U(py,s) € V(pf,s) sdo o0s espinores deste novo campo de Dirac da mesma
maneira que os espinores descritas nas equagdes (2.6) e (2.8) . Além disso, Cj, e Cy;
s&o os coeficientes.
Esses operadores satisfazem as relagdes de anticomutacao dada na Eq. (2.19),

ou seja,

~(sch 2 h
{bgflc )(pf78)>b;'fy(fc )(p/fa8/>} = 53(pf _p/f)558’7

Jlsc ~T(se (D2)
(3P 7.9, d[5 M @)} = (o7 — P

onde as outras configuracdes da relagdao de anticomutacao entre esse operadores sao
nulos. Da Eq. (D.2) a relagao de anticomutagéo € 1 quando p; = p’f e s = s’ (0 mesmo
para o antiférmion) e, portanto, usando as definiges (4.3), obtém-se que

[ dnigsoppf =1 e [ dnigsmppf =1 (D3)

descrevem a distribuicao de probabilidade do pacote de onda do fermion e antiférmion.

O objetivo € encontrar termos desconhecidos como Cyl(py,s) y CdV(pf, s),
T(sch)

para isso, construimos a relacdo de anticomutagao entre os operadores Bm

campo (). Multiplicando pela direita por Bszcm (py, s) e, depois, pela esquerda de tal

maneira que uma relagao de anticomutacao possa ser construida, como

> (P}, )
+s’

como

{0 @) ) B g, ) ) = {0, 5 g, )}

.

53) (p/f‘:pf)gss, (D.4)
5 ~t(sch
Cl(py.s) = {0@). b} by, )}
Do mesmo jeito para CdV(pj?, s), usando o operador e cigffh)
de anticomutagao pode ser construida,

, @ seguinte relacao

CV(pg.s) = {d@),dy " prs)} (D5)
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Nas equacdes (D.4) e (D.5) foi aplicado a relacdo de anticomutac¢ao do operado-
res bsch) (pt(sch)y g glsch) (4f(sch)y No lado direito das equagdes, como o campo ¥ (x)
deve ser o mesmo que o campo de Dirac, entdo &(m) pode ser considerado como o
campo definido em (2.15). Para a Eq. (D.4), isto é

d3 /
Cyld(py, ) Z/ 273/2,/ {
Q (pf,p’)6 /eiiwp/t (DG)

4>y’ ,
Citllps:s) = 27T3/2\/ " Gs(py.p )ulp s) e

onde a relacdo de anticomutagao { (p’ ),bIT(L )(pf,s)} é obtida usando (4.3a) e
(2.19),

{13( ),bjn< " ip f,s)} /d3pgf(pf, ){ @, s), b (p, )} iyt

N / dgpgf(pfv p)53(p/ - p)és’se_iwpt = gf(pf7p/)5ss’eiiwp/t-

b, ). (g ) b u, §)e®',

-~

(D.7)
Da mesma forma para a Eq. (D.5), usando a adjunta de (4.3b), resulta
d3 / ) (sch o
CyV( pf, Z/ 3/2 / {dT(p’ys’),dZ(;C )(pf,s)} v(p,s)e P,
Gx(prp')d,ge 7" (D.8)

d3 / —ip'-x _dw
Cvip) = | e L e

Para reducir as expressdes anteriores, pode-se fazer

Ge(psp,s) = ,/ﬁgﬂpf,p’)u(pc 9), (D.9a)
Grlppp's) = [— prf,p v(p, ). (D.9Db)

Reescrevendo as equacgdes (D.6) e

d3p' ip - —iw,
ey = | ﬁgﬂpw’, s)elPwe (0.10a)
d3 / e it
Cvipg) = [ GramGyep el e T (D.10b)

Ora, substituindo (D.10) na Eq. (D.1), obtém-se o novo campo de Dirac em
termos do espinor e o envelope de onda

sc i(p-x—w 5t (sch —i(p-z—w
Z/ 3/2 rn,h pf,S)Gf(pf,p, 8)6 P pt)_'_d;rr(L )(pf,S)Gf(pf,p,S)e (pz—wpt) :

(D.11)
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A partir da equacao (D.11), as seguintes transformadas de Fourier s&o definidas

~ d3 —pr)T—(wp—w
Gf(pf,x,s):/< T Gt(pys,p.s)e’ il(p—pys)@—(wp—wy)t] (D.12)
~ d3 —pr7)r—(wp—ws)t
Gf<pf,a:,s>=/<2ﬁ>3/2 Gipopss)e (PP e (] (p.qg)

onde foi multplicado por e*Pr* com py-x=wst —ps-x (0 MeESMoO para Py x), para
que a expressao seja

HCOEDY [EEZCM (7. 9)G(pg,x.5)e P17+ dIM (pr )G rpf,a, s)et P x] .

+s
(D.14)
Na representagao de interacdo [usando a Eq. (C.7), ver Apéndice C]

bl by, 5) = DM (p . s)em 0t by (py 5) = / pGy(ps. p)b(p. 5).

(D.15a)
d(sch)( _ S) _ 6+iHDtCZ(SCh)( _ S)e—iHDt _ d ( _ S) o dS g’( N )d( S)
Iin \PprS) = in  \Pf = @in\Pf,S) = PPy, P)AD; S),
(D.15b)

onde b;,, e d;,, sdo independentes do tempo. Na representacéo de interagdo, o campo
de Dirac é
d(z) =) [Bm(pf, $)Gr(pyg,w, s)e”PIT + d;fn(pf, )Gy, s)e”pf'ﬂ . (D.16)
+s
Pode-se notar que os operadores de criagdo e aniquilagdo ndo tém a dependen-
cia espacial, a sua dependencia espacial esta no termo do envelope que foi colocado
junto com o seu espinor éf(pf, x,s) e éf(pf, x,s) .
De maneira andloga para a conjugada do operador de campo de Dirac
U(a) =) [Bin(pf, )G y(pp,x,8)e™IT 4 dip(pf, 5)G p(pg o, s)e” P77 (D7)
+s
onde foi usado o operador de campo conjugado de Dirac @Z = ¢140ja que a(p,s) =
uf(p,s)7" e v(p, s) = vi(p, s)79, Além de fazer a seguinte definicao

Gf(pf,Ih s) = el (Pf,p, 8)70 =, /ﬁgjc(pf,p)ﬂ(p,s), (D.18a)

Da mesma forma, para o campo conjugado as equagoes (D.12) e (D.13) sao definidas

como
3

el d o ) e — (W, —w ¢
Gr(pf,z,s) Z/ﬁGf(pf,pﬁ)ez[(pm) (wp—wp)t] (D.19a)

a d3 s +i[(p—pj)-w—(wp—wy)t]
Gf@f%S):/( RETP 5Gi(Pf P, s)e ] P, (D.19b)
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APENDICE E - TRANSFORMADA DE FOURIER G/ ;(p; ;, 7, s)

A transformada de Fourier éf’f(pff, x, s) é representada em uma matriz coluna
cujos elementos sao definidos pelas equacoes (4.20) e (4.21). Para a transformada de
Fourier @f I basta aplicar a adjunta de CNJf je multiplicar pela matriz 4°, ou seja,

A __Aat o
Grr=G - (E.1)

Usando as equacdes de (4.18), resulta

Grlpg.o,+5) = ( Gilppoo) 0 =G (pra) G (pyo) ), (E.2a)
Grlpga,—s)= (0 Gjlppa) =G4 (po) +Gy(pp.a) ). (E-2b)

Usando as equacgdes (4.19), obtém-se as matrizes

Gipgr+s)= (G5 (ppa) ~C5(ppa) 0 ~Gilppa) ), (E3a)

Grlppe.—s) = ( G (pp.2) G (ppa) ~Gilppe) 0 ), (E.3b)

onde cada componente é definido como uma transformada de Fourier, na forma

o By |wptm o, —i[(p—py )@ (wp—w;)i]
Gf(pf’x)_/(zw):%/?\/ 2w, 91PfP) ! 7,

~ d3p P D=1+ (10 — 1) ¢
o — a * il(p—py)-z—(wp—wy)t] — _
faP1:7) / (2m)3/2 \/2wp(wp + m) Gitpspie AT

(E.4)
De maneira analoga, os termos descritos nas equagdes (E.3a) e (E.3b)
Gipy.r) = / i L gy (pg,p)etPpp) e ()],
Tt (27)3/2 \/2wp (wp + m) /
-~ dgp Pa _|_[( N s
a* o x) = (p7, i|(p—py)z—(wp wf)t} =1,y 2.
7Py ) /(%)3/2 2wp(wp+m)gf(pf p)e a=myz
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APENDICE F — HAMILTONIANO FERMION-FERMION % ;

Tendo em conta o gauge de Coulomb com A% = 0 no campo eletromagnético
(livre) e com propagagéao do féton no eixo z, as componentes espaciais do campo A
sé&o definidos no plano = — y. Portanto, o quadrivetor de polarizag¢éo ¢, possui apenas
duas componentes espaciais, sendo perpendicular a propagacao, isto € (ver secao
2.5)

en(k,r) = (0,€e1(k,r), e2(k,7),0) , r=12. (F.1)

Além disso, definindo

ey (k,r) = (e1(k,r) +iea(k, 1)) e_(k,r) = (e1(k,r) —iea(k,1)), (F.2a)
& (k,r) = (e1(k,7) +ies(k,7)) € (k,r) = (e1(k,7) —ies(k,T)), (F.2b)

onde r define a polarizagédo transversal do féton. Considerando isso, 0 Hamiltoniano
de interacéo é analisado para operagdes com ~1-2.
Da expressao (4.17), o Hamiltoniano para férmions é

2
Hf,f = Z Z F}’f(pfapfv ka t S/a S)Ei(ka T)b;[n(pf> Sl)bin(pfa 3)&(k7 7“) + h.C., (F3)

r=1,2 s,s

onde a funcdo F' é definda na Eq. (4.13). Observa-se que o Hamiltoniano depende
das diferentes combinacdes de spin, portanto, havera 4 termos do Hamiltoniano para
férmions-férmions.

« Para férmions com spin +s e +s
A funcdo Fi é

f}’f(pf>pf,k,t>+8,+8) = (/d?’x af(pf’x7+s)7i@f(pf’x7 +S)eik-w) et (F.4)

Usando as expressdes das matrizes éf (pf,z,+s)e Ef (pf,z,+s) definidas nas
equacoes (E.2a) e (4.18a), respectivamente. Obtém-se

Gpp ., +5)7'Gp(ps, o, +s) = 7 . (F5)

~ { Gy(pg.w,+s)7'Grlpy,x,+s)
Gy(py,z,+s)V°Gy(py, v, +5)

Essa reducao é devido a polarizacao transversal do foéton (r = 1, 2).
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Calculando cada componente

Grlps o, +s)7'Gi(pp, @, +5) =

~. ~ ~ 10 0
= (Gyppe) 0 =Gippe) —C (ppa)) Soo || dw
—1 0 00 Gf+(pf7 )
= Gilpyx )éﬁ(Pf?l’)+é?+(pf,$)éf(Pf,$)-
(F.6)

De maneira analoga, usando ~2, resulta

Grlpp, o, +507°Cplpyg v +s) = =i |Gipy. )Gy, (pg.2) = G, (py. )G (pg, o)
(F.7)

Substituindo (F.6) em (F.4) e usando as equacdes (4.20) e (E.4), a funcéo F!
resulta

‘F},f(pf7pf’ k,t,+s, +S) = </ d3.’E éf(pfa xz, +8)/yléf(pf7 z, +S)€ikm> e_iU)Ot

Brdpd®p’  [w, +m ! (ol 2 il — ot
/// p P Qf(pf,p) Dy gf(pf,p/)ez(P ptk)x, (wpr —wp+ o)t‘

2wp 2wy (wy +m)

ded3pd3/ P . Wy + M o o
/// S O (P Py [5Gy oy p )R e )
p\Wp -

Pode-se notar que os termos de p; e w; na exponencial foram cancelados, e a
expressdo [ (é‘l?’T“)@,ei(P/_p‘Lk) = §3(p’ — p+ k) é obtida. Agora, integrando em relacéo a

p, resulta

.Fff(pf,pf,k) t +S ‘|‘S

/ +
/d3 /\/ +k . )g}’?(pf,p’Jrk)Gf(pf, p )Vt =ty =),

/+kw + m

3,/ * / (w/ ko~ Wy — wo)t
) \/wp/wm TP R 7

para reduzir a expressao anterior, se pode definir

A= | otk T B, = tp tm (F8)
! wptkwp(wp +m) i Wpp ik (Wp g +m)’

substituindo em F1,

F},f(pfvpfa ka tv +S7 +8) -

1 :
+ B /d?)p/ [Ap/pq_ + Bp,p’ } gf(pf’p + k)gf(pf,p) (w I~ Wy — wo)t

(F9)
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Analogamente, substituindo a Eq. (F.7) em (F.4) e usando a Eq. (F.8), resulta
F%f(]?f,pf,k,t, +S,+S) =

i .

+§/d3pl [Byp" — Aypy ] Gi(py. 0 + k)G (. P)e! w0yt iy o)t

Agora, inserindo as equagdes (F.9) e (F.10) no Hamiltoniano definido em (F.3), verifica-
se

(F.10)

2
Kty :g Z/d?’p/ [(Apply + Bypl) exr(k,r) + i (Bypl — Apply) ea(k, )] x

Y

Gi(ps, 0" + k)G (pg,p)e' =ty =)l (o 45)bi (P +5)i(k, 7)
(F11)

Da Eq. (F.2), obtém-se uma notagdo mais simples

2
Hiy gy :g Zl/dgp [App+€—(kar) + Bpp—’€+(k:,r)}

X GH(py.p+ k)Gy(py, p)e “rtk WG] (p s 4 5)bi (b, +5)a(k,7)
(F12)

Da mesma forma, o Hamiltoniano pode ser calculado para as outras configura-
¢Oes de spin

» Considerando férmions com spin +s e —

Verifica-se que o Hamiltoniano de interacao é

Hpop = Z/d3 Appze—(k,r) + Bp(pz + kz)e—(k, T)]

X G5(py,p+ k)G (py, p)e Crtk = ur =00 (1 5)bin(py, —5)it(K, )
(F.13)

» Considerando férmions com spin —s e +s,

Verifica-se que o Hamiltoniano de interacéo é

2
erwa :g Z/d p Appz€+(k’ T) Bp(])z Sl kz)?+(k,7’)} X
=

Gi(ps.p+k)Gy(py, plet Mok o WG] (p 0 )by (py, +s)alk, T)
(F.14)
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» Considerando férmions com spin —s e —s,

Verifica-se que o Hamiltoniano de interacao é

2
ﬂmh:gEZ/F%L%n£4ww%+&mﬁlmwﬂx
r=1

G3(ps.p + k)Gy(py, p)e' otk 0e =0 (po )by (py, —s)alk,T)
(F.15)

Portanto, o Hamiltoniano de interagao férmion-férmion é
Hep=HpptHep T Hep HHp g +he (F.16)

onde h.c € o Hamiltoniano conjugado.
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APENDICE G — HAMILTONIANO ANTIFERMION-ANTIFERMION
Hyr

Do mesmo modo que foi feito no Apéndice F, o Hamiltoniano da expressao
(4.17) para termo antiférmion-antiférmion &

ff ZZ pf7pfak t,s', s)ei(k, 7”) (pf, s) ;-rn(pf,S)&(k,T)—i—h.c., (G.1)

r=1s,s

onde a funcéo F' é definda pela Eq. (4.14). Observa-se que o Hamiltoniano depende
das diferentes combinacdes de spin, portanto, havera 4 termos do Hamiltoniano para
antiférmion-antiférmion.

 Para Antiférmions com spin +s e +s

O Hamiltoniano &
2
HfTth :gzl (pf7pfak t +S +8)62(k T) (pf7+5) jn<pf7+s) (k,?"), (G2)
r=

onde,

‘Fi<pf7pfakut7+3a+s):/dngf(pfwr +S) Gf<pf7x +S) ika _Zth (GS)
Usando as matrizes das equacdes (4.19a) e (E.3a), o produto évié parai = 1,2,

Glpf.x, +)7' Gilpf.x,+s) = G5 (pf.0)Gfpf.) + GHlpf,2)Gf (pf.x), (G4)

Cilpg.e, +5)7°Cppf v, +5) = =i |G (pf.2)Gfpg.2) = Gipr2)C (pfoa)]
(G.5)

Substituindo (G.4) na Eq. (G.3) o termo F1 é obtido

FiiPrpr k.t +s,+5) :/d3x Gi(pr . +5)7' Grpf, o, +s)em®e 0!

d3xd3pd3 / p* Wy +m
G5(py.P)| | =5, 7Py i{(o—p'+h) @ (wp —wp )]
/// 2wy (wp +m) f(pf p) 2w f(pf p)e’ ,
d3$d3pd3 ! Jwp, +m pl , ,
Gipr, Gi(prp' i[(p—p' +k)-@—(wp—w, +wo)t]
/// 2w, f(pf p) 2w,y (wy +m) f(pf pe
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z_eil(P—P'+k) — §3(p — p/ + k) é obtida e, integrando em relagéo

ap', resulta

]-" pf,pf,k t,+s,+s)

3 Wp ik + M {1~ D\ CE (D (11—t — 100 )t
/d \/ Wp-+kWp( wp+m)gf(pf’p)gf(pfvp+k)p+e P "

wp +m o k(o i(Wpt e —wWp—wo)t
g ,p)G% ,p+ k)p_e\ptkTTpT 0
oy [ \/wpwmk 9P Py + R

Usando as definigées de A, e B, da Eq. (F.8), a equagdo acima é reduzida

f}"f(pf_'apfak7t7 +87+S) =

1 3 w0y ey}t (G.6)
+§/dp[App++Bpp }gf<pf7 )gf<pf7p+k) P P 0
Analogamente se obtém F2, substituindo (G.5) na Eq. (G.3)
'F%’f(pfvpf>k7tv +57 +S> =
(G.7)

? ) |
+§/d3p[ App+ + Bpp— }gf(pfa )gf(pf,p+k) i(Wpyk—wp—wp)t

Substituindo as equagdes (G.6) e (G.7) em (G.2), o hamiltoniano é

2
g -~ ~
Hrh 9 Z/d?’p [Appye_(k,r) + Bpp—e1(k,r)] x
7":

G779 (ps P+ k)e’ itk ==t g, (pr, +)d], (pF, +5)a(k, 7)
(G.8)

Da mesma forma, obtém-se o Hamiltoniano de interagéo antiférmion-antiférmion
para diferentes combinacdes de spin.

+ Para Antiférmions com spin +s e —

Verifica-se o Hamiltoniano

2
- :g Z/ Appze+(k ) + Bp(pz + kz)et (K, )]

Q

i(P7P)GH(pr P+ k) ek 0y (p 1 5)d] (py, —s)alk, )
(G.9)

» Para Antiférmions com spin —s e —s
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O Hamiltoniano é

2
Hy, 7, :g Z / d3p [App—¢4 (k,7) + Bppie—(k,r)]
r=1
Gi(p7 PIGHP P+ k)e/“rih=p =)l (p . — s)dl, (ps, —s)a(k, )
(G.10)
« Para Antiférmions com spin —s € +s
Verifica-se o Hamiltoniano
g 2
Mg =9 Y [ o [AwsE-(hr) = Bylps + ke (1)
r=1
G5(pf,P)I5(pf, p+ K)e ek o=, (pr — s)d! (py, +s)a(k,T)
(G.11)
Portanto, o Hamiltoniano dos antiférmions descrito pela Eq. (G.1) é
(G.12)

Hep=HpptHep tHep e he

onde h.c. € o Hamiltoniano conjugado.
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APENDICE H - HAMILTONIANO FERMION-ANTIFERMION % ;

Nesse caso o Hamiltoniano envolvendo férmion e antiférmion, nessa ordem, &
definido pela Eq. (4.17), ou seja,

Hff—zz L Hpppp kst s s)ei(k, B (g o)L, (p7, s)alk,r) + b,y (HA1)

r=1s,s
onde a fungéo F' é definida na Eq. (4.15).
+ Para férmions de spin +s e antiférmion de spin +s

O Hamiltoniano é
2 .
Hy, F, zgggf}f(pf,pf,k,t, +s, +s)ez-(k,7")bT (19f,+s)clT (pf. +s)a(k,r), (H2)
’[":

onde a fungéo Fi é

N T e
+ / B1G (s, o, +s)y ' Cplpy. v, +s)e Prprk)eci(wrtu—wo)t '

ela pode ser obtida usando as matrizes das equagdes (E.2a) e (4.19a), resultando

Gi(py,z, +5)’Yléf(pfa$7+5) =

+ é?(pf7x>éf<pfv T) — é;z(pﬁ:p)éfz(pfa ) + é?+(pf,x)éf_ (pf_a )
(H.4)

9

e

Gylpg x,+5)7°Gp(pf. o, +s) =

—3 [éjf(pf,w,t)éf(pf, x) — éjcz(pf,x)éfz(pf, x) — ézr(pf,x)éf_(pf, )
(H.5)

Substituindo (H.4) em (H.3), achamos F!

Fpy,py kot +s, +s) = / BaCy(py.o,+5)7 ' Cplpy.a, +s)e (Prpsk)egilwstug-uw)t

3 e 43 131/
/// @ Pd \/ tp Loy ) G (py. p)Gi(py. p)e PP R e ci(wptuy —uo)t

U)pwp/

d3a:d3 d3’ P o o . :
z z Gi(py,p)Gi(ps, p)e @ TP k)@ giwptuwy —uwo)t
I T e v e i

Brd>pd3y P P —— -
G (ps. p)G(py,p)e ®*P k)@ i (wptwp —wo)t
/// 2m)3  Swy(wp +m) / wp (W +m) A At
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Observamos que os termos de p e w; na exponencial foram cancelados, além

obtém-se a expresdo [ Lz ~i(P+P'~k) — §3(p 1 p/ — k). Logo, integrando em relagéo
(2m) ¢

ap', resulta

]:1 _(pf7pf7kat7+8)+8) =

hLf
1 Wy +m)(We._, + M .

1 Pz ky —p2 i — .
2 d3p g*(p ,p)gﬂi(p ik — p)ez(wp+wk_p wo)t
2 v wp(wp +m) \/wk p(Wg_p +m) i el
1 _ —p_ )
+3 d*p P P Gi(ps,p)G5(pf k — p)e! (e tk—p=u)t

Vwp(wp +m) \/wk_p(wk_p +m)

Para reduzir a expressao acima, € definido

(wp + m)(wg—p +m) 1
cp:\/ P - P D, = . (H.8)
PTk—p \/wpwkfp(wp +m)(Wg—p +m)

obtendo
]:}’f_(pf7pf7 ku t7 +S7 +8) =

1 ’ ‘
+ 3 / d3p [Cp — Dppz(ky —p2) — Dpp—p_} g;é(pf,p)g;;(pf’ k— p)ez(wp—kwk,p—wo)t
(H.7)

Analogamente, substituindo (H.5) em (H.3) e usando a Eq. (H.6), obtém-se F?2

f?,f(pfvpf7k7t7 +57 +S) =

+5 / d*p [~Cp+ Dpp:(kz = p2) = Dypp—p-] G5 (P4, P)G 5P, kb — p)e’WrTk-p o)t
(H.8)

Substitutindo as equacdes (H.7) e (H.8) em (H.2), obtém-se o Hamiltoniano

2

HfTafT :g Z/d3p [CPE— (k,7) — Dppz(kz — pz)e—(k,7) — Dpp—p—e(k, T)] X

r=1 .
Gj(py,p)Gy Py k= p)e! oo™ tNG] (b, +5)d], (b )ik, 7)

(H.9)

* Para férmions de spin +s e antiférmion de spin —s

O Hamiltoniano é
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2
fT il _gZ/d p |—Dppzp+e—(k,7) + Dpp—(k —pz)a_(k:,r)} X
r=

Gi s, P)GHps k= p)e TGl (o t5)dl (b7, —s)a(k,r)
(H.10)

« Para férmions de spin —s e antiférmion de spin +s

O Hamiltoniano é

2
e R :g Z/d p [~Dpp+(kz — pz)e—(k,7) + Dppzp—et(k,r)] x
r=

Q;Z(pf, )gf(pf,k p) (wp+wk P ’LUO)th (pf7—8)d1-n(p]?‘,+3)d(k,7’)
(H.11)

« Para férmions de spin —s e antiférmion de spin —s

O Hamiltoniano é

2
Hf¢,f¢ :gZ/d p Cp€+<k r) — Dppypie—(k,r) — Dpp,(k: —pz)g+(k,r)] N
r=

Gi(py.p)G3(ps k —p)er T hr G (o —s)d] (pF, —s)a(k,v)
(H.12)

Portanto, o Hamiltoniano férmion-antiférmion descrito por (H.1) é

Hf’-f - HfT’fT - Hfva_l ™ %fi,fi T Hf.l,af_T + hC (H13)
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APENDICE | — HAMILTONIANO ANTIFERMION-FERMION 7

Nesse caso o Hamiltoniano envolvendo antiférmions e férmions, nessa ordem,
é definido pela Eq. (4.17), ou seja,

2
Hip= 20 Fr (pfpp kit s, s)ei(k,r)din(pf, s b, (pf )k, r) + he,,  (11)

r=1 s,s’
onde a fungéo F' é definida na Eq. (4.16).
« Para antiférmion com spin +s e férmion com spin +s

O Hamiltoniano é
HfTv‘fT gz f pfapf7k t +s, +S)€Z(k )CZ (pf,+3) (pf7+8> (k?,?“), (|2)

onde

Fr 7 pp kot +s,+5) =

G € ' - ()
/d?’l'Gf_(pf_; €, +S)71Gf(pf, x, +3)€Z(p‘f+pf_+k)'xe_z(wf'i‘wf‘—i—wo)t

Usando as matrizes das equagdes (E.3a) e (4.18a), obtém-se

Gilpj.a,+s)7'Gypy o, +s) =
+ Gf (pp,2)Gy, (Pf,2) — G’J}Z(pf,w,t)sz(pf,x) + G;%(pf, r)Gr(py, ),
(1.4)
Gi(pj,x,+5)7V’Gy(py, v, +s) =
i [G5 (pp )Gy, (ppoo) + G (P 0)Gy (pp, ) — Gilpr )Gy Py w)]
(15)

Substituindo (l.4) na Eq. (1.3) resulta

]-"}f(pf,pf,k: t,+s,+s) = /d3fo(pf,m,+s)vléf(pf,:r,—I—s)ei(pf+pf+k)'wei(wﬁwfﬂ’o)t

dedi’) d3 / p* p/+
_ G:psp)Gilpy, i(p+p'+k)x —1(wp+w ,+w0)
/// 277) \/wp(wp+m) \/wp,(wp, +m) f( P p) f( P )
d3$d3pd3 / D p/ ‘ , '
z z g7 - g , / eZ(P-i-P +k).xefl(wp+wp/+w0)t
/// 213\ /wp(wy + m) /1wy (wpy + m) o7, P)Gr(ps D)

dBad’p d3 ' + »t
/// xr \/ ’(Up m)(wp m) gf(pf’ )gf(pf, ) (p+p +k:)a: —z(wp—i-w /+w0)

wp U)p/
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(g?’“)fs el(P+P'+k) — §3(p + p/ + k) é obtida. Entdo, integrando em
relagcdo a p/, fica

1 _ —
‘Ff'_7f(pf’pf7k7ta+s7+s) -
1/ P+ —P+
2 Vwp(wp +m) \/wk+p(wk+p +m)

—k; —p2

—i(wpt+wWrp+wo)t

G7(p7p)Gf (s —k —Pp)e

—i(Wp+WhtpF+wo)t-

Gipr.P)Gr(ps, —k —pe

+ +
+ l / d3p\/(wp m)(wk—i-p m) gf(pf’ )gf(pf7 —k — P) (Wpt+wrtp+wo)t

Para reducir a expressao acima, a seguinte expressao € definida

Wgyp + M

1 wp +m
Ny =,/ \/
Vwp(wp +m \/wk+p Wy p + M) Wk+p

entdo, a funcdo F1 é

M, = . (18)

1 _ _
Ff7f(pfapf7k>ta +87+S) -

1 —t(wp+w wa)t
+ 5 / d3p [_Mpp+p+ + Mppz(kz +pz) + Np} g];(p];,p)gf(pf, A p)e (wp+wht pFwo )t
(1.7)

Analogamente, substituindo (1.5) em (1.2), obtém-se F2
2 _ _
ff7f(pf7pf7 k7 t7 +S7 +S> -

+ % / d3p [Mpp-i-p—l- + Mppz(kfz +pz) + Np] gf(pf’ p)gf(pf’ —k— p)e_i(wp+wk+p+wo)t‘
(1.8)

Agora, substituindo as equacoes (1.7) e (1.8) em (1.2), o Hamiltoniano é obtido, isto é

~

2
Hf%f? :g Z/ Mpp—l—p+€ (kﬂ“) + Mppz(k?z ‘f‘pz)a—(kﬁ, T) + Npa_(k, 7’)] X

G7(p7.p)Gy(py, —k — p)e W Whtr 00l gy (p s t5)bip (P, +5)alk, )
(1.9)

J

Da mesma forma, obtém-se o Hamiltoniano para as outras combinagdes de spin
» Para Antiférmion com spin +s e férmion com spin —s

O Hamiltoniano é
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2
A %2_3/ [Mpp4(kz + p2)e—(k,7) + Mpp.p—e4(k,r)] X

J;(pf,p)gf(pf,—k—p)e—i(wp+wk+p+wo)td (pf,+s) n(Pp, —s)a(k,r)
(1.10)

Q

 Para Antiférmion com spin —s e férmion com spin —s

O Hamiltoniano é

Hpp = / d*p [Myp: (kz + pz)e—(k,r) — Mpp—p-2;.(k,7) + Nype— (k,7)] x
_i(wp+wk+p+wo)ta?m(pf, —s)l;m(pf, —s)a(k,r)

Gi(prP)9¢(Pf, —k —pe
(.11)

 Para Antiférmion com spin —s e férmion com spin +s

O Hamiltoniano é

2 [ & [-MupapsZ- ) = M- (ks + p)% (k)]

Gr(pr. PGPy, —k — p)eWptwriptwo)t g (P7, —5)bin(Dy, +5)alk,7)
(1.12)

f¢,f¢

Portanto, o Hamiltoniano férmion-antiférmion descrito por (I.1) é

Hfaf - HfT7fT - HfTafJ, + H.fl?.fi - HflafT + h.C. (|13)
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