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“ Nature isn’t classical, dammit,

and if you want to make a simulation of

nature, you’d better make it quantum mechanical,

and by golly it’s a wonderful problem,

because it doesn’t look so easy.”

(FEYNMAN, R., 1982)





RESUMO

Atualmente, a computação clássica é uma ferramenta útil que permite simular e des-
crever muitos fenômenos da Física. No entanto, os computadores clássicos não são
eficientes na simulação de fenômenos quânticos. Foi em 1982, quando R. Feynman
propôs usar um computador quântico capaz de imitar a dinâmica de um sistema quân-
tico que não pode ser implementado em laboratório ou analisado com os computadores
clássicos atuais. A simulação quântica é um processo pelo qual um sistema é criado
para imitar outro. Levando em consideração a proposta de Feynman, propõe-se um
protocolo de simulação quântica das interações que ocorrem na eletrodinâmica quân-
tica no gauge de Coulomb, considerando graus de liberdade internos como o spin do
elétron e polarização do fóton. O mapeamento de férmions para qubits é realizado
usando a transformação de Jordan-Wigner. Este protocolo mostra um desafio para a
simulação quântica da QED, devido aos 64 termos de interação descrito pelo Hamilto-
niano de interação. A implementação de um sistema análogo ou digital desse protocolo
poder ser útil em alguns fenômenos descritos na teoria quântica de campo e química
quântica onde a auto-interação de elétrons ou interação elétron-pósitron é estudada
considerando o spin.

Palavras-chave: Simulação Quântica; Eletrodinâmica Quântica; Jordan-Wigner; Com-
putação Quântica; Teoria Quântica de Campos; Feynman.





ABSTRACT

Currently, classical computing is a useful tool that allows you to simulate and describe
many physics phenomena. However, classical computers are not efficient in simulating
quantum phenomena. It was in 1982, when R. Feynman proposed to use a quan-
tum computer capable of imitating the dynamics of a quantum system that cannot be
implemented in the laboratory or analyzed with today’s classic computers. Quantum
simulation is a process by which one system is created to mimic another. Taking into
account Feynman’s proposal, a protocol for quantum simulation of interactions that oc-
cur in quantum electrodynamics in Coulomb’s gauge is proposed considering internal
degrees of freedom such as electron spin and photon polarization. The mapping of
fermions to qubits is performed using the Jordan-Wigner transformation. This protocol
presents a challenge for the quantum simulation of QED, due to the 64 interaction
terms described by the interaction Hamiltonian. The implementation of an analog or
digital system of this protocol can be useful in some phenomena described in quantum
field theory and Quantum chemistry where electron self-interaction or electron-positron
interaction is studied considering the spin.

Keywords: Quantum Simulation; Quantum Electrodynamics; Jorda-Wigner; Quantum
Computing; Quantum Field Theory; Feynman.
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1 INTRODUÇÃO

A Física consiste em interpretar fenômenos que ocorrem na natureza por meio

da linguagem matemática, construindo modelos que nos permitem interpretar, descre-

ver e predizer a natureza. Geralmente, grandes cálculos são necessários para extrair

informações dos modelos. Por este motivo, são criados algoritmos adequados que

podem ser implementados em um computador, sendo capazes de realizar cálculos

mais rapidamente do que qualquer ser humano.

A computação clássica é uma ferramenta que nos permite simular e descrever

muitos fenômenos da física. No entanto, ela tem algumas limitações ao tentar simular

sistemas que exibem crescimento exponencial devido ao crescimento exponencial de

recursos computacionais (tempo de execução e memória) com o tamanho do sistema.

Outra limitação dos computadores clássicos é que, conforme os transistores diminuem

de tamanho por um fator de 2 a cada dois anos, o desempenho do computador au-

menta. No entanto, conforme os transistores diminuem, eles atingirão um tamanho

em que os efeitos quânticos se tornarão significativos. A computação descrita pelas

leis da mecânica quântica é denominada de computação quântica, ela tem como ob-

jetivo aproveitar o regime quântico para realizar cálculos de uma maneira diferente e

presumivelmente mais eficiente.

Os computadores clássicos utilizam linguagem binária, tendo como unidade

fundamental de informação ao bit, que pode assumir apenas dois valores, 0 e 1. O

bit pode ser representado fisicamente, por exemplo, como um capacitor descarregado

para registrar um 0 e um capacitor carregado para registrar um 1. Enquanto um compu-

tador quântico tem como unidade fundamental de informação ao bit quântico ou qubit,

um conceito análogo ao bit clássico. O qubit é representado pelos estados quânticos

|0〉 e |1〉, que podem corresponder aos estados 0 e 1 dos bits clássicos. A diferença

entre bits e qubits é que um qubit pode ser uma combinação linear dos estados |0〉 ou

|1〉,
|ψ〉 = a1|0〉+ a2|1〉, (1.1)

onde a1 e a2 são números complexos. A probabilidade de medir o estado |0〉 é |a1|2, e

o estado |1〉 com probabilidade |a2|2. O qubit pode ser representado como um sistema

quântico de dois níveis, por exemplo, o qubit |0〉 pode ser o estado fundamental do

elétron; e o qubit |1〉, o primeiro estado excitado do elétron. Alguns sistemas físicos

usados para representar aos bits quânticos são: fótons ópticos, íons aprisionados,

spins nucleares, circuitos supercondutores, etc. [1] A simulação de sistemas quâticos

mediante um computador clásico é limitado, devido a que os sistemas quânticos cres-

cem exponencialmente. Por isso, em 1982, R. Feynman propôs usar um computador

quântico para simular a dinâmica dos sistemas quânticos [2], levando cientistas ao

desenvolvimento da computação quântica. A conjectura de Feynman de que um com-



20 Capítulo 1. Introdução

putador quântico poderia simular outros sistemas quânticos com mais eficiência do

que um computador clássico deu a base da simulação quântica, um processo pela

qual um sistema é desenvolvido para imitar outro [3], permitindo o estudo de sistemas

que crescem exponencialmente (por exemplo, os sistemas quânticos) que são difíceis

de implementar em laboratorio ou de analisar com os computadores clássicos atuais.

Um sistema quântico controlável que pode ser usado para simular outros sis-

temas é chamado de simulador quântico. Os simuladores quânticos podem fornecer

informações sobre fenômenos quânticos que não podem ser previstos ou simulados de

maneira clássica nem são acessíveis experimentalmente. Além disso, eles poderiam

fornecer um meio para explorar novos fenômenos Físicos [4].

A simulação pode ser realizada usando sistemas quânticos análogos ou digitais.

Para isso, é necessário utilizar métodos ou transformações que relacionem a álgebra

do sistema a simular com a álgebra do simulador quântico. Normalmente, o hardware

do simulador é implementado por qubits e osciladores harmônicos; e a álgebra dos

qubits é a álgebra das matrizes de Pauli, portanto, os qubits não se comportam como

férmions uo bósons. Para realizar uma simulação análoga, é necessário realizar um

mapeamento adequado, de forma que o Hamiltoniano (Hsis) que descreve o sistema

seja semelhante ao Hamiltoniano (Hsim) que descreve ao sistema análogo; sendo

assim capaz de extrair as informações desejadas do sistema a simular. Alguns siste-

mas análogos são de átomos neutros em redes óptoca, íons aprisionados, circuitos

superconductores, fótons, etc. [4, 5]. Em contraste, em simuladores quânticos digitais,

o operador de evolução do sistema simulado é implementado por uma sequência de

portas logicas quânticas. Devido à não comutatividade da mecânica quântica, muitas

vezes é necessário usar a fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff para aproximar a

evolução total do sistema como o produto da evolução temporal de cada componente

que compõe o Hamiltoniano do sistema simulado, considerando um pequeno intervalo

de tempo. A vantagem da simulação digital é que ela é universal, uma vez que qualquer

operador unitário pode ser escrito em termos de portas lógicas quânticas. Porém, esta

simulação apresenta um termo de erro que vai depender do número de etapas em que

o intervalo de tempo é dividido.

O processo de simulação quântica apresenta diversas aplicações em muitas

áreas da Física: em cosmologia [6, 7], Física de altas energias [8–21], Física da matéria

condensada [22, 23], etc. Além disso, é aplicado em química quântica [24].

Na Mecânica Quântica Relativística [8–13], protocolos de simulação quântica

foram propostos para analisar o paradoxo de Klein[10] e Zitterbewegung [9]; em Te-

oria Quântica de Campos [14–21], o protocolo de simulação quântica na dimensão

1 + 1 das interações entre férmions-antiférmions mediados por modos de campo bosô-

nico maciço lento usando íons aprisionados foi proposto por Casanova et al. [15] e

implementado experimentalmente considerando quatro níveis internos de um íon aprisi-
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onado 171Y b+ [18]. No entanto, para espaço-tempo contínuo, protocolos de simulação

quântica da teoria quântica de campos considerando o grau interno de liberdade dos

férmions e bósons ainda não foram propostos.

Os fenômenos de interação são comumente estudados na física, desde a coli-

são de dois corpos descritos pela física clássica até a interação das partículas funda-

mentais. Atualmente, as partículas fundamentais são classificadas pelo modelo padrão,

onde os férmions descrevem as partículas da matéria e os bosóns são partículas me-

diadoras de interação. Na natureza, são conhecidos quatro tipos de interações, a

interação gravitacional, a eletromagnética, a fraca e forte, das quais as três últimas são

mediadas por partículas bosônicas de spin-1 [25, 26].

A interação de partículas fundamentais pode ser descrita pela teoria quântica

de campos, uma teoria que relaciona os conceitos da mecânica quântica, a relativi-

dade restrita e o conceito de campos [27–31], onde os observáveis são chamados

de operadores de campo. A Eletrodinâmica Quântica (QED, sigla em inglês) [32–34],

parte da Teoria Quântica de Campos, descreve as interações da matéria-luz, isto é, as

interações entre os campos de Dirac e o campo eletromagnético quantizado. A QED

é considerada uma das teorias mais precisas da Física porque descreve com boa

precisão o momento anômalo do elétron, o deslocamento de Lamb, etc. [32].

O campo de Dirac é um campo fermiônico de spin-1/2, cujos graus internos

de liberdade são descritos pelos espinores de Dirac. O campo descreve a expansão

de onda plana da aniquilação e criaçaõ de partículas (e antipartículas). Enquanto o

campo eletromagnético livre é um campo vetorial que descreve partículas bosônicas

sem massa de spin-1, o fóton; onde o grau interno de liberdade é dado pelo quadrive-

tor de polarização. A quantização do campo eletromagnético é dificil porque o fóton

tem apenas dois graus de liberdade (as polarizações transversais), porém, o campo é

definido por quatro componentes; mostrando asim que existe dois graus de liberdade

que não apresentam significado físico. Portanto, para quantizar o campo, é necessá-

rio reduzir os graus internos de liberdade usando algumas condições de gauge. Por

exemplo, o gauge de radiação, onde ∇ ·A = 0 e A0 = 0, elimina dois graus internos

de liberdade, tornando possível quantizar apenas as polarizações transversais. Porém,

este gauge não é válido para todos os referenciais inerciais, ou seja, a invariância sob

as transformações de Lorentz é perdida.

As interações na Teoria Quântica de Campos, assim como na QED, teorica-

mente, podem ser descritas por métodos perturbativos e pelos diagramas de Feynman

[25, 27, 28]. Experimentalmente, são difíceis de implementar em laboratório ou de ana-

lisar usando computadores clássicos devido ao crescimento exponencial dos recursos

computacionais. No entanto, o estudo da dinâmica do sistema quântico cosiderando

todos os termos perturbativos pode ser possível através do processo de simulação

quântica [15, 35]. Pode-se notar que um protocolo para imitar as interações que ocor-
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rem na QED pode ser um desafio para a simulação quântica, porque muitas partículas

com graus de liberdade, como o spin e a polarização, estão envolvidas.

Este trabalho propõe um protocolo para simular as interações que acorrem

na QED considerando os espinores de Dirac e as polarizações do fóton. Ou seja,

é proposto um mapeamento para as interações de elétrons e pósitrons (com grau

de liberdade dado pelo espinor) mediado por fótons (cujo grau de liberdade é sua

polarização). Generalizando o método proposto por Casanova et al. [15, 35], para

poder adicionar os graus internos de liberdade dos férmions de spin-1/2 e dos fótons,

é possível definir modos de campo fermiônico e antifermiônico localizados. Como os

simuladores quânticos são típicamente representados por qubits, é necessário realizar

um mapeamento para relacionar a álgebra dos férmions do sistema a simular, descrito

pelo Hamiltoniano de interação da QED, com a ágebra dos férmion. Para isso, o

mapeamento é construído usando a transformação de Jordan-Wigner unidimensional.

[36–38], uma representação de férmions e antiférmions para diferentes configurações

de spin para cima e para baixo pode ser mapeado usando quatro qubits.

Este trabalho, composto por 5 capítulos, detalha a parte teórica dos campos

quantizados e o mapeamento para o protocolo de simulação quântica. No capítulo 2, os

campos quantizados são descritos, começando com a equação da macânica quântica

relativística de Dirac e sua interpretação para funções de onda de energia positiva e

negativa. Também é estudada a quantização do campo de Dirac usando a quantização

canônica ou a segunda quantização. O campo eletromagnético clássico é expressa em

forma covariante, definindo o quadrivetor potencial e a transformação de gauge local.

Além disso, a quantização do campo eletromagnético livre é realizad considerando o

gauge de radiação para quantizar apenas as polarizações transversais. O grau interno

de liberdade dado pelo quadrivetor de polarização é descrito na mesma seção. Na

última seção, a eletrodinâmica quântica é discutida, descrevendo a interação do campo

de Dirac e o campo eletromagnético livre sob o gauge de Coulomb. As equações de

interação são detalhadas e o Hamiltoniano de interação, e sua expressão quantizada,

é obtida.

O capítulo 3 detalha o conceito de simulação quântica e suas aplicações. Além

disso, se descreve as etapas a serem desenvolvidas para alcançar o protocolo de simu-

lação quântica da QED. Neste capítulo, a transformação de Jorda-Wigner é discutida.

No capítulo 4, é detalhado o desenvolvimento de todas as etapas descritas no capítulo

3. O hamiltoniano do sistema é mapeado usando a transformação de Jorda-Wigner

unidimensional e, assim, o Hamiltoniano do simulador é obtido. Concluindo este capí-

tulo, algumas discussões sobre o Hamiltoniano do simulador são descritas. Finalmente,

no capítulo 5, se tem as conclusões e perspectivas futuras deste trabalho.
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2 CAMPOS QUÂNTICOS

2.1 Equação de Dirac

A mecânica quântica relativistica é uma teoria quântica que trabalha no contexto

da relatividade restrita, isto é, trabalha com partículas que se propagam a velocidades

próximas à velocidade da luz. Pode-se dizer que a teoria da mecânica quântica relati-

vista começa em 1926 com a equação de Klein-Gordon1, a partir da consideração da

energia da relatividade restrita ( E2 = p2+m2) na equação de Schrödinger e usando os

correspondentes operadores da mecânica quântica para energia E = i∂t e momento

linear p = −i∇ da partícula. Usando as unidades naturais ~ = c = 1 e a notação de

Einstein, a equação de Klein-Gordon pode ser escrita como

(∂µ∂
µ +m2)ψ(x) = 0 (2.1)

onde m é a massa do elétron e ψ(x) é a solução da equação de onda.

A energia relativística apresenta valores positivos e negativos, por isso, dois

tipos de soluções de função de onda são obtidas. Soluções com energia positiva

satisfazem as propriedades probabilísticas da mecânica quântica, no entanto, para

soluções com energia negativa, a interpretação probabilística das funções de onda

não é obtido. Devido a essa desvantagem, a densidade de probabilidade assumida

é definida e interpretada como uma densidade de carga e, assim, os problemas de

interpretação como probabilidades desaparecem. Além disso, a Eq. (2.1) não expressa

exatamente as correções relativísticas da estrutura fina do átomo de hidrogênio de

acordo como os resultados experimentais [26]. Contudo, a equação de Klein-Gordon

é útil na teoria quântica de campos para descrever campos escalares (bósons com

carga elétrica e spin-)[39].

2.1.1 Forma Covariante da Equação de Dirac

Devido à inconsistência da equação de Klein-Gordon em descrever o elétron no

regime relativistico, em 1928, Paul Dirac propôs uma equação linear e invariante sob

trasnformações de Lorentz [40], isto é, válida em qualquer sistema de referência iner-

cial. Além disso, tem duas soluções (de energia positiva e negativa) que apresentam

comportamento probabilístico; essas soluções satisfazem a equação de Klein-Gordon.

A equação de Dirac é uma equação de matrizes de dimensão minima 4 × 4, cujas

soluções são matrizes colunas [39, 41, 42].

1 Originalmente, a equação de Klein-Gordon foi proposta por Schrödinger ao considerar a energia
relativista em sua tentativa de descrever uma equação para a função de onda de uma partícula
quântica. No entanto, essa equação teve algumas desvantagens em detalhar o comportamento
probabilístico da função de onda do elétron, razão pela qual Schrödinger considerou a versão não-
relativística da energia para obter a famosa equação de Schrödinger [32].
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Na representação covariante, a equação de Dirac é
(
iγµ∂µ −m

)
ψ(x) = 0 µ = 0, 1, 2, 3 , (2.2)

onde m é a massa do elétron e ψ(x) é a matriz coluna que representa a solução da

equação de Dirac. As matrizes γµ de dimensão 4× 4, na representação de Dirac, são

definidas mediante

γ0 =

(
1 0

0 −1

)
, γk =

(
0 σk

−σk 0

)
k = x, y, z , (2.3)

onde a representação reduzida de matrizes 2× 2 é usada, ou seja, 0 e 1 (matriz nula

e unitária, respectivamente) são matrizes 2 × 2, e σk são as matrizes de Pauli2. γ0 é

hermitiana e γk é anti-hermitiana, e satisfazem

γµγν + γνγµ = {γµ, γν} = 2gµν1, (2.4)

onde gµν é o tensor métrico.

A função de onda de Dirac ψ(x) é interpretada como um vetor coluna de quatro

componentes, o chamado espinor de Dirac [34], ou seja, a solução da Eq. (2.2) deve

ser expressa em forma de onda plana

ψ(x) = Nwr(p)e−iǫrp·x , (2.5)

onde N é a constante de normalização, wr(p) é um espinor de quatro componentes

descrito no espaço de momentos, e o termo de Euler determina a propagação e

evolução temporal da onda. O valor do índice r determina se a solução é de energia

positiva ou negativa. Para r = 1, 2, ǫr = 1 descreve as soluções de energia positiva e,

para r = 3, 4, ǫr = −1 descreve as soluções de energia negativa [28].

Uma maneira de determinar os elementos do espinor de Dirac é substituindo

a Eq. (2.5) na Eq. matricial (2.2) [43]. Outra maneira é aplicar uma transformação

de Lorentz ao espinor de uma partícula em repouso, para obter a solução de uma

partícula livre observada com velocidade v [39, 41].

Os espinores normalizados para soluções de energia positiva (r = 1, 2) e nega-

tiva (r = 3, 4) são

w1(p) =

√
E +m

2m




1

0
pz

E+m
p+
E+m




, w2(p) =

√
E +m

2m




0

1
p−
E+m
−pz
E+m



,

w4(p) =

√
E +m

2m




p−
E+m
−pz
E+m

0

1




, w3(p) =

√
E +m

2m




pz
E+m
p+
E+m

1

0



,

(2.6)

2 A presença das matrizes de Pauli na equação de Dirac descreve ao spin como uma propriedade
intrínseca do elétron. O sucesso de Dirac é fornecer a relação giromagnética exata do elétron g = 2.
Além disso, descrever a correção relativística da estrutura fina do átomo de hidrogênio.
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onde p± = px ± ipy, E é a energia total do sistema e m é a massa do elétron. Os

termos à esquerda descrevem os espinores de spin para cima e à direita descrevem os

espinores de spin para baixo. Além disso, eles devem atender às seguintes condições

de ortonormalização [Equações (2.7a, 2.7b)] e completeza [Equações (2.7c, 2.7d)] [39,

44], dadas por

w
†
r′(ǫr′p)wr(ǫrp) =

E

m
δrr′ , (2.7a)

w̄r′(p)wr(p) = ǫrδrr′ , (2.7b)
4∑

r=1

wrα(ǫrp)w
†
rβ(ǫrp) =

E

m
δαβ , (2.7c)

4∑

r=1

ǫrwrα(p)w̄rβ(p) = δαβ , (2.7d)

onde α e β descrevem os elementos do espinor, e w̄ = w†γ0. A Eq. (2.7a) mostra

que a ortonormalização adquire um fator E
m que compensa a contração de Lorentz

do elemento de volume ao longo da direção do movimento, assim, a normalização da

probabilidade é invariante [41]. A Eq. (2.6) pode ser reescrita usando

u(p,+s) = w1(p), u(p,−s) = w2(p), v(p,−s) = w3(p), v(p,+s) = w4(p), (2.8)

onde u(p,±s) descreve o espinor para as partículas, e v(p,±s) é o espinor para antipar-

tículas. O spin é +s se estiver na mesma direção que o momento linear p da partícula

e, −s quando a direção do spin estiver na direção oposta ao momento linear.

A partir da Eq. (2.8), a solução de onda plana da equação de Dirac pode ser

descrita.

2.1.2 Antipartículas

Como descrito anteriormente, as soluções da equação de Dirac têm uma densi-

dade de probabilidade positiva. Em 1930, P. Dirac apresentou uma interpretação para

soluções de energia negativa postulando a existência antipartículas [45]. A idéia de

antipartículas se origina da interpretação proposta por P. Dirac com sua Teoria dos

buracos (”Hole theory”). No entanto, apresenta algumas complicações e é inadequado

para os bósons, levando a uma nova interpretação proposta por Stuckelberg e R. Feyn-

man; abandonando assim a teoria dos buracos. As duas interpretações são explicadas

nesta seção.

2.1.2.1 Teoria dos buracos

Devido ao sucesso da equação de Dirac na descrição do elétron, foi necessário

fazer uma interpretação física para soluções de energia negativa. Dirac postulou que
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todos os estados de energia negativa são preenchidos com elétrons de carga elétrica

−e e energia negativa −E (com E > 0) e, para evitar transições entre níveis de energia

negativa, esses elétrons devem satisfazer o princípio de exclusão de Pauli. Além disso,

o vácuo é considerado com todos os níveis de energia negativa ocupados e os níveis

de energia positiva vazios [41] (ver figura 1).

Figura 1 – Teoria dos buracos, os níveis de energia estão cheios de elétrons (repre-
sentados por bolas pretas), a ausência de elétrons é representada por um
buraco (pósitron). a) Criação de elétron-pósitron: um elétron (−E < 0) é
excitado para um estado de energia positiva pela radiação criando um pósi-
tron. b) Aniquilação elétron-pósitron: um elétron (+E > 0) interage com um
buraco no estado de energia negativa (positrón) emitindo radiação.

(a) Criação de pares (b) Aniquilação de pares

Fonte – Figura retirada de [39]

Os elétrons em níveis de energia negativa podem absorver fótons e serem

excitados para um estado de energia positiva. Quando isso ocorre, um buraco é criado

no mar de energia negativa e uma transição de um elétron de carga −e é observada

no estado de energia positiva +E (veja a figura 1a). A ausência de um elétron com

carga −e e energia −E, no mar de Dirac, representa a presença de uma antipartícula

com carga +e e energia positiva +E denominada pósitron; assim, o efeito de excitação

é conhecido como a produção de um par partícula-antipartícula, neste caso, elétron-

pósitron. Além disso, um processo de aniquilação de partículas e antipartículas pode
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ocorrer com a emissão de radiação, quando um elétron no estado de energia positivo

+E emite um fóton e interage com um pósitron [39, 42] (veja a figura 1b).

A existência de soluções de energia negativa leva à presença de antipartículas

[41], então, a existência de antipartículas é uma propriedade geral de férmions e

bósons. No entanto, a interpretação de Dirac não é aplicada aos bósons, já que não

estão sujeitos ao princípio de exclusão de Pauli e nada impediria as transições entre

os níveis de energia negativo. Diante desses problemas, é necessário reinterpretar

soluções de energia negativa para férmions e bósons.

2.1.2.2 Interpretação de Feynman-Stückelberg

Outra interpretação para soluções de energia negativa, tanto para férmions

quanto para bósons, foi inicialmente proposta por Stülkelberg (1941) e Feynman (1948),

considerando que partículas de energia negativa viajando para trás no tempo, equivale

à uma antipartícula (com carga oposta) de energia positiva que se propaga para frente

no tempo. Estabelecendo, assim, as bases para os diagramas de Feynman [46].

Considerando a solução dada na Eq. (2.5), a frequência da onda plana é ω =

E, portanto, a solução de energia negativa pode ser descrita como uma função de

onda com frequência negativa, ou seja, tendo em conta o quadrimomento −pµ =

(−E,−p), E > 0, isso pode ser escrito como

e−i(p
0t−p·x) ⇒ ei{(−E)(−t)−(−p)(−x)} = ei(Et−p·x), (2.9)

onde o termo à esquerda representa uma onda plana. Substituindo o quadrimomento

−pµ é obtida a expressão do meio, em que uma onda de frequência negativa e mo-

mento oposto (−p) viaja na direção oposta ao espaço-tempo. Isso é equivalente a uma

onda de frequência positiva e momento p que viaja para a frente no espaço-tempo

[25].

A interpretação de Feynman-Stückelberg foi desenvolvida no contexto da teoria

quântica de campos e é usada nos diagramas de Feynman, essa interpretação é

válida para férmions e bósons, portanto, a idéia sobre o mar de energia negativa é

abandonada e o conceito de partículas com energia negativa viajando para trás no

tempo é aplicado. A interpretação de Feynman-Stückelber considerada no processo

de aniquilação elétron-pósitron é mostrado na figura 2.

A mecânica quântica relativística é uma teoria limitada, porque a equação de

Dirac estabelece uma teoria de partícula única, o elétron. No entanto, as soluções

mostradas e a interpretação para soluções de energia negativa exibem a presença

de mais partículas. Por esse motivo, é necessária uma teoria que descreva muitas

partículas[39], a teoria quântica de campos, onde a equação de Dirac para funções de

onda é substituída pela equação de Dirac para campos quânticos [26].
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Figura 2 – Processo de aniquilação e+e−. (esquerda) Um elétron de energia posi-
tiva E (entrando) emite um fóton de energia 2E e, para conservar energia,
produz um elétron com energia −E (saindo). Na interpretação de Feynman-
Stückelberg, um pósitron de energia positiva E é aniquilado com o elétron
com energia E para produzir um fóton de energia 2E. Nesse caso, a partí-
cula e a antipartícula se propaga para frente no tempo.

Fonte – Figura retirada de [47]

2.2 Quantização Canônica do Campo de Dirac

A teoria quântica de campos combina as principais teorias da física moderna:

a teoria quântica, a relatividade de Einstein e o conceito de campo [27]. Ele descreve

sistemas de muitas partículas que têm infinitos graus de liberdade [34], usando suas

variáveis dinâmicas conhecidas como operadores de campo que são definidas em

todos os pontos no espaço-tempo. Os operadores de campo, observáveis da teoria

quântica de campos, são análogos aos observáveis da teoria clássica de campos e

podem ser definidos usando métodos de quantização3.

O método de quantização canônica (também chamado de segunda quantiza-

ção) é o primeiro método desenvolvido para quantizar teorias de campo, ele usa o

formalismo Lagrangiano e expande campos quantizados em termos de operadores

de criação e aniquilação. O método de quantização por integrais de caminho (ou

quantização funcional) que é uma ferramenta poderosa para lidar com os aspectos

formais da teoria quântica de campos, generaliza mais facilmente outras teorias em

interação, como a eletrodinâmica quântica escalar e, especialmente, a teoria de gauge

não-Abelianas [25, 27]. Outros métodos incluem quantização matemática, como quan-

tização geométrica, quantização em loop e quantização por deformação [26].

O campo de Dirac descreve partículas fermiônicas com carga elétrica e spin-1/2,

como o elétron. A quantização do campo livre de Dirac é obtida usando o método

3 Lembre-se de que na mecânica quântica a primeira quantização é usada para definir os observáveis
(operadores de posição, momento linear, energia, etc.) que têm análogos aos observáveis da física
clássica.
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de quantização canônica, por meio do formalismo lagrangiano4 [28]. A densidade

Lagrangiana na ausência de interações é descrita por5

L = ˆ̄ψ(iγµ∂µ −m)ψ̂, (2.10)

onde ˆ̄ψ = ψ̂†γ0 e ψ̂ satisfazem a equação de campo de Dirac; além disso, ψ̄ e ψ podem

variar independentemente porque são considerados como campos dinâmicamente

independentes [26]. Usando a equação de Euler-Lagrange, é obtida a equação do

campo de Dirac

∂µ

(
∂L

∂(∂µ
ˆ̄ψ)

)
− ∂L
∂ ˆ̄ψ

=
(
iγµ∂µ −m

)
ψ̂ = 0. (2.11)

A equação de Dirac para o campo ˆ̄ψ é calculada usando a equação de Euler-

Lagrange e derivando em relação ao campo ψ̂, ou aplicando a adjunta à equação de

Dirac. Isso mostra que ˆ̄ψγ0 é o conjugado hermitiano de ψ̂.

Seguindo esse formalismo, pode-se obter a densidade hamiltoniana usando os

campos canônicos conjugados Π0
ψ̂
= ∂L

∂
˙̂
ψ

e Π0
ψ̂†

= ∂L
∂tψ̂†

dos campos ψ̂ e ˆ̄ψ, respectiva-

mente. Então, a densidade Hamiltoniana é

HD = Π0
ψ̂
∂0ψ̂ +Π0

ˆ̄ψ
∂0

ˆ̄ψ − L. (2.12)

Usando a Eq. (2.10), a densidade hamiltoniana pode ser escrita na forma

HD = ˆ̄ψ(−iγi · ∂i +m)ψ̂, (2.13)

nesta expressão apenas as derivadas espaciais estão presentes, mas pode ser conver-

tida em derivada temporal usando a equação do campo de Dirac, obtendo a densidade

Hamiltoniana H = ψ̂†i∂tψ̂. Isso permite expressar o Hamiltoniano do campo de Dirac

na forma:

HD =

∫
d3xHD =

∫
d3x ˆ̄ψ(−iγi∂i +m)ψ̂ =

∫
d3xψ̂†i

∂ψ̂

∂t
, (2.14)

onde o Hamiltoniano depende do operador de campo de Dirac.

A partir da Eq. (2.5) é possível definir o campo de Dirac com as mesmas caracte-

rísticas, ou seja, expressar o campo em uma expansão na forma de ondas planas para

partículas e antipartículas. Usando a segunda quantização, o campo de Dirac pode

ser expresso por operadores de criação e aniquilação de partículas (e antipartículas)
4 De maneira análoga aos campos clássicos, os campos são obtidos definindo sua densidade lagran-

giana.
5 Às vezes, uma versão simétrica é usada

LDirac =
1

2

[(
−i∂µ ˆ̄ψγµψ̂ −m ˆ̄ψψ̂

)
+ ˆ̄ψ (γµi∂µ −m) ψ̂

]
.

Difere de (2.10) por uma integral de superfície [25].
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como uma combinação linear dos campos que descrevem partículas e antipartículas,

isto é

ψ̂(x, t) =
∑

s′=±s

∫
d3p

(2π)3/2

√
m

wp

(
b̂(p, s′)u(p, s′)e−ip·x + d̂†(p, s′)v(p, s′)eip·x

)
, (2.15)

onde, ψ̂(x, t) é descrito no espaço-tempo com valores de projeção spin ±s para as

partículas e antipartículas. O termo
∫ d3p

(2π)3/2
descreve o volume da caixa que contém o

campo e
√

m
wp

é um fator de normalização que aparece devido à contração do espaço

na relatividade restrita [39, 42], se não for considerado na expressão (2.15), então, ele

aparecerá nas relações de anticomutação dos férmions. A soma detalha os valores

de projeção spin do campo, é +s se o spin estiver na mesma direção do momento

linear p e −s se estiver na direção oposta do momento p. O primeiro termo à direita

descreve a aniquilação de partículas com espinor u(p, s)e−ip·x, ou seja, as partículas

com momento p e spin s são aniquiladas. O segundo termo da direita descreve a

criação de antipartículas6 de momento p e spin s com espinor v(p, s)eip·x [26].

Conforme descrito na densidade Lagrangiana da Eq. (2.10) o campo conjugado
ˆ̄ψ = ψ̂†γ0 pode ser definido. Usando a adjunta dos espinores ū(p, s) = u†(p, s)γ0 e

v̄(p, s) = v†(p, s)γ0, obtém-se

ˆ̄ψ(x, t) =
∑

s′=±s

∫
d3p

(2π)3/2

√
m

wp

(
b̂†(p, s′)ū(p, s′)e+ip·x + d̂(p, s′)v̄(p, s′)e−ip·x

)
, (2.16)

onde o primeiro termo cria partículas de momento p e projeção spin s, o segundo

termo aniquila antipartículas de momento p e projeção spin s.

O termo de Euler nas equações (2.15) e (2.16), descreve a propagação e evolu-

ção temporal do campo em forma de onda plana. Pode-se notar que essas equações

estão implicitamente na representação de Heinsenberg (o Apêndice C mostra a repre-

sentação de interação do campo de Dirac).

Agora, o Hamiltoniano pode ser expresso em termos de operadores de criacão

e aniquilação de partículas e antipartículas, inserindo os operadores de campos (2.15)

e (2.16) no Hamiltoniano (2.14), resulta

Ĥ =
∑

s′=±s

∫
d3pwp

(
b̂†(p, s′)b̂(p, s′)− d̂(p, s′)d̂†(p, s′)

)
. (2.17)

Se as relações de comutação para os operadores de criação e aniquilação forem

consideradas, não haverá limite inferior de energia. Por conseguinte, o Hamiltoniano

não seria definido positivo e descreveria sistemas instáveis [42]. Por esse motivo, são
6 Da interpretação de soluções de energia negativa (subseção 2.1.2.2), a criação de antipartículas

pode ser considerada como aniquilação de partículas com frequência negativa e momento −p e spin
−s. Portanto, pode-se dizer que a Eq. (2.15) descreve um operador de campo de Dirac que aniquila
partículas de energia (ou frequência) positiva e negativa.
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consideradas as relações de anticomutação, ou seja, os campos (2.15) e (2.16) devem

satisfazer a relação de anticomutação para férmions em intervalos de tempo iguais

[28], isto é
{
ψ̂α(x, t), ψ̂

†
β(x

′, t)
}
= δαβδ

3(x− x′)
{
ψ̂α(x, t), ψ̂β(x

′, t)
}
=
{
ψ̂
†
α(x, t), ψ̂

†
β(x

′, t)
}
= 0,

(2.18)

descreve a relação de anticomutação para os diferentes elementos da matriz coluna

do campo de Dirac, para campos em posições diferentes e em tempos iguais. Também

pode-se escrever a relação anticomutação dos operadores de criação e aniquilação

de partículas e antipartículas[42], isto é,
{
b̂(p, s), b̂†(p′, s′)

}
= δ3(p− p′)δss′

{
d̂(p, s), d̂†(p′, s′)

}
= δ3(p− p′)δss′

{
b̂(p, s), b̂(p′, s′)

}
=
{
b̂†(p, s), b̂†(p′, s′)

}
= 0

{
d̂(p, s), d̂(p′, s′)

}
=
{
d̂†(p, s), d̂†(p′, s′)

}
= 0

{
b̂(p, s), d̂(p′, s′)

}
=
{
b̂†(p, s), d̂†(p′, s′)

}
= 0.

(2.19)

Usando relação de anticomutação de d̂ e d̂† com momento linear p se tem que

d̂(p, s)d̂†(p, s) = −d̂†(p, s)d̂(p, s) + δ(3)(0),

então, substituíndo no Hamiltoniano (2.17), pode-se subtrair a energia no ponto zero

ou energia do vácuo [28–30, 44], de tal maneira que

H − E0 = HD =: H :=
∑

s=±s

∫
d3pwp

(
b̂†(p, s)b̂(p, s) + d̂†(p, s)d̂(p, s)

)
. (2.20)

onde wp é a energia relativística de partículas e antipartículas com momento linear

p. Os dois pontos descreve o produto de ordenamento normal7. Adotando as regras

e anticomutação, o Hamiltoniano pode ser definido positivo. A energia do vácuo E0 é

uma quantidade não observável e pode ser subtraído do Hamiltoniano, ela é escrita

como [44]

E0 ≡ +δ3(0)

∫
d3p

∑

s=±s′
wp = +

∫
d3x

(2π)3

∫
d3p

∑

s=±s′
wp, (2.21)

Pode-se construir o espaço de Fock para os operadores de criação e aniquilação

do campo de Dirac [34], aplicando esses operadores ao estado de vácuo |0〉, resulta

b̂(p, s)|0〉 = 0 , d̂(p, s)|0〉 = 0, Para todo p e s = ±s. (2.22)
7 Exige que todos os operadores de criação estejam à esquerda dos operadores de aniquilação. No

caso de operadores fermiônicos, um sinal de menos é adicionado ao trocar a posição de dois deles
[48]
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Além disso, para um estado de duas partículas (e para antipartículas)

b̂†(p, s)b̂†(p′, s′)|0〉 ∝ |p, s;p′, s′〉 , d̂†(p, s)d̂†(p′, s′)|0〉 ∝ |p, s;p′, s′〉. (2.23)

Da relação de anticomutação de férmions b̂†(p, s) e b̂†(p′, s′), operando no es-

tado de vácuo, se obtém

b̂†(p, s)b̂†(p′, s′) + b̂†(p′, s′)b̂†(p, s) = 0 ⇒ |p, s;p′, s′〉 = −|p′, s′;p, s〉, (2.24)

isso mostra que os estados são antissimétricos. Se eles tiverem o mesmo momento p

e spin s, então

{b̂†(p, s), b̂†(p, s)} = 0 ⇒ b̂†(p, s)b̂†(p, s)|0〉 = 0, (2.25)

isso implica que um estado não pode conter duas partículas do mesmo momento p e

spin s, o mesmo acontece com os antifermions.

Portanto, conclui-se que os operadores b, b† (ou d e d†) do campo de Dirac

descrevem férmions de spin-1/2 (ou antiférmions), que satisfazem a estatística de

Fermi-Dirac de acordo com o teorema spin-estatística; assim, obedecendo ao principio

de exclusão de Pauli [26].

2.3 Campo Eletromagnético Clássico

Classicamente, o campo eletromagnético é descrito pelas equações de Maxwell,

sintetizando as propriedades e inter-relações entre eletricidade e magnetismo. Além

disso, prevê a existência de ondas eletromagnéticas em qualquer meio. No caso de

campos eletromagneticos que se propagam no vácuo com densidade de carga ρ e

densidade de corrente j, considerando o sistema de unidades Lorentz-Heaviside com

c = 1, pode-se escrever as equações de Maxwell

∇ ·E = ρ (Lei de Gauss) (2.26a)

∇ ·B = 0 (Lei de Gauss do magnetismo) (2.26b)

∇×B − ∂E

∂t
= j (Lei de Ampère) (2.26c)

∇×E +
∂B

∂t
= 0 (Lei de Faraday), (2.26d)

onde E = E(x, t) e B = B(x, t) são os campos elétrico e magnético, respectivamente.

Esses campos dependentes do tempo são acoplados, mais especificamente, os cam-

pos elétricos (magnéticos) dependentes do tempo dão origem a campos magnéticos

(elétricos).

As equações de Maxwell descrevem o campo elétrico e magnético. Apesar disso,

esses campos podem ser calculados usando a definição do quadrivetor potencial8

8 Isso mostra que o potencial escalar é a componente temporal do quadrivetor Aµ.
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Aµ = (A0,A), com potencial escalar A0 e potencial vetorial A. A partir das equações

homogêneas (2.26b) e (2.26d), outra expressão é obtida para o campo elétrico e

magnético

E = −∇φ− ∂

∂t
A , B = ∇×A. (2.27)

Esses potenciais reduzem o número de funções a serem determinadas, de seis com-

ponentes escalares de E e B para os quatro componentes de Aµ (Para mais detalhes

sobre eletromagnétismo clássico, consulte nas referências [49, 50]).

As equações de Maxwell são consistentes na relatividade restrita porque essas

equações são invariantes sob as transformações de Lorentz, ou seja, são válidas

para qualquer observador em um referencial inercial. As equações (2.26) podem ser

expressas em uma forma covariante combinando os campos para formar um tensor de

segunda ordem, chamado tensor de campo eletromagnético (ver [28])

Fµν =




0 −Ex −Ey −Ez
Ex 0 −Bz By

Ey Bz 0 −Bx
Ez −By Bx 0



. (2.28)

Usando as equações (2.27), o tensor Fµν em termos do quadripotencial pode

ser escrito como

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, (2.29)

onde Fµν é um tensor contravariante e anti-simétrico que descreve as equações de

Maxwell

∂µF
µν = jν (Equações não homogêneas) (2.30)

∂λFµν + ∂νFλµ + ∂µF νλ = 0 (Equações homogêneas) (2.31)

onde jµ = (ρ, j) é o quadrivetor da densidade da corrente eletromagnética e satisfaz

a equação de continuidade, ele descreve a conservação de carga, ∂µjµ = 0. Para

equações não homogêneas, aplicar a quadri-divergência implica que

�Aµ − ∂µ∂νA
ν = jµ, (2.32)

onde � é o operador D’Alembertiano (ver Apêndice A). Essa equação descreve o

comportamento dinâmico dos componentes do potencial, A e φ.

2.3.1 Transformação de gauge

A Eq. (2.32) não é suficiente para determinar exclusivamente o quadripotencial,

pois é possível adicionar uma função escalar arbitrária, Λ = Λ(x), de modo que a

transformação (para mais detalhe, consulte a referência [42])

Aµ → A′µ = Aµ + ∂µΛ, (2.33)
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não modifique o tensor Fµν e, portanto, também não modifica os campos E e B. A

Eq. (2.33) é chamada transformação de gauge local ou transformações de gauge de

segunda espécie. Portanto, as equações de Maxwell e Fµν são invariantes de gauge.

A transformação (2.33) mostra que Aµ possui valores diferentes em cada ponto no

espaço-tempo, ou seja, não assume um único valor [28, 34, 50]. Além disso, nem

todos os seus componentes são variáveis dinâmicas independentes e, escolhendo

uma função Λ = Λ(x) adequadamente, certas condições podem ser impostas aos

componentes de Aµ [50], ou seja, transformar-se em uma determinada condição de

gauge [42]. Várias condições de gauge são usadas com frequencia, das quais as mais

comuns são:

∂µA
µ = 0 (gauge de Lorenz) (2.34)

∇ ·A = 0 (gauge de Coulomb) (2.35)

A0 = 0 (gauge temporal) (2.36)

A3 = 0 (gauge axial) (2.37)

2.3.1.1 Gauge de Lorenz9

A vantagem do gauge de Lorenz é sua invariância sob as transformações de

Lorentz, Ou seja, o gauge de Lorenz permanece válido para qualquer sistema de

referência inercial. Considerando que um potencial arbritario Aµ satisfaz o gauge de

Lorenz, é possível definir um novo potencial A
′µ usando a transformação apresentada

em (2.33), de modo que o novo potencial satisfaça o gauge de Lorenz, ou seja, ∂µA
′µ =

0. Isso leva a considerar uma função arbitrária Λ(x) que cumpre a equação (para mais

detalhes, consulte as referências [26, 28, 48] )

∂µ∂
µΛ(x) = �Λ(x) = 0, (2.38)

isso garante que o gauge de Lorenz ainda seja satisfeito.

Aplicando a condição (2.34) na Eq. (2.32), para o caso de campo eletromag-

nético sem fontes, quer dizer, com jµ = 0, é obtida a equação de onda para os

componentes do quadrivetor potencial Aµ

∇
2A0 − ∂2

∂t2
A0 = 0

∇
2A− ∂2

∂t2
A = 0





−→ �Aµ = 0. (2.39)

Essa equação tem a forma da equação de Klein-Gordon (2.1) para o caso sem massa,

e cuja solução (de caráter vetorial) pode ser expressa como ondas planas

Aµ(x) = ǫµ(k)e−ik·x, (2.40)
9 Muitos autores apontam que o gauge (2.34) foi publicado pela primeira vez pelo físico dinamarquês

L. Lorenz em 1867, em seu trabalho On the Identity of the Vibrations of Light with Electrical Currents,
Philos. Mag. 34. E é incorretamente atribuído a H. A. Lorentz (Para mais detalhes, consulte [51])
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onde ǫµ(k) é o quadrivetor de polarização e é ortogonal à direção da propagação, quer

dizer, kµ · ǫµ = 0, isso reduz o número de componentes independentes de quatro para

três. Substituindo a solução (2.40) na Eq. (2.39) resulta que k2 = k20 − k2 = 0, isso

mostra que o campo eletromagnético sem fonte descreve uma partícula sem massa

conhecida como fóton. O fóton é uma partícula real que possui dois componentes

independentes definidos como polarizações transversais.

Tendo em conta o gauge de Lorenz (os componentes independentes são redu-

zidos a três), o gauge temporal (A0 = 0) pode ser imposto, consequentemente ǫ0 = 0,

de modo que o gauge de Lorenz seja substituído pelo gauge de Coulomb satisfazendo

que o vetor de propagação é perpendicular à polarização, k ·ǫ = 0. No entanto, ao fazer

isso, a invariância sob transformações de Lorentz é perdida [26] (para mais detalhes

sobre o gauge de Lorenz, consulte [26, 46, 48]).

2.3.1.2 Gauge de Coulomb

O gauge de Coulomb exige que a divergência do componente espacial de Aµ

desapareça, ou seja, ∇ · A = 0, isso reduz de três a dois componentes espaciais

independentes. No entanto, se o vetor potencial A não satisfizer o gauge de Coulomb,

a transformação (2.33) poderá ser realizada para descrever um novo potencial A
′µ

cujos componentes espaciais satisfazem ∇ ·A′ = 0, de modo que a função arbritária

Λ respeite a equação [42]

∇
2Λ = −∇ ·A. (2.41)

Inserindo o gauge de Coulomb (2.35) na Eq. (2.32), as equações para os com-

ponentes de Aµ são reduzidas,

∇
2A0 = −ρ, (2.42a)

�A = −j +∇
∂A0

∂t
. (2.42b)

A Eq. (2.42a) é a equação de Poisson e tem como solução

A0(x, t) =
1

4π

∫
d3x′

ρ(x′, t)
|x− x′| . (2.43)

Esse potencial escalar é o potencial instantâneo de Coulomb devido à densidade

de carga ρ(x, t) ser dada no mesmo instante de tempo que o potencial escalar. Isso

significa que o potencial escalar se propaga instantaneamente em todo o espaço

[49], enquanto o potencial vetorial A satisfaz a equação de onda não homogênea

(2.42b). No entanto, como mostrado no Apêndice B, a densidade de corrente j pode

ser considerada como a soma de duas componentes (tranversal e longitudinal), ou

seja, j = j⊥ + j‖. De tal maneira que o termo à direita da Eq. (2.42b) seja descrito

pela corrente tranversal

�A = j⊥, (2.44)
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isso mostra que o potencial vetorial, no gauge de Coulomb, descreve componentes

transversais independentes [49, 50].

Considerando o caso de um campo eletromagnético livre (sem fontes), se tem

que a Eq. (2.44) se torna uma equação de onda homogênea, onde A descreve duas

componentes transversais devido ao gauge de Coulomb, que reduz de três para dois

o número de componentes espaciais independentes [26]. Além disso, quando a densi-

dade de carga ρ é zero, pode-se considerar que A0 = 0, sendo válido para um sistema

de referência inercial específico. Movendo-se para outro sistema de referência, a com-

ponente temporal de Aµ pode aparecer, poque o gauge de Coulomb não é invariante

sob as transformações de Lorentz [48].

A equação de onda do potencial vetorial A é semelhante à Eq. (2.39), portanto,

pode descrever uma solução de onda plana e apresenta uma solução semelhante a

(2.40), com a condição

∇ ·A e A0 = 0, (2.45)

conhecida como gauge de radiação, isso mostra que o quadrivetor de polarização ǫµ

tem duas componentes transversais perpendiculares à direção de propagação, ou seja,

k · ǫ = 0 (a componente temporal não é considerada porque A0 = 0).

Observa-se que o quadrivetor de polarização descreve as componentes inde-

pendentes ou graus de liberdade do potencial Aµ. Por esse motivo, é importante enten-

der o significado físico e algumas propriedades da polarização ǫµ (Isso será mostrado

na seção 2.5).

2.4 Quantização do Campo Eletromagnético livre

A quantização do campo eletromagnético apresenta algumas dificuldades de-

vido ao fato de descrever uma partícula sem massa e com caráter vetorial [26, 30].

Aqui, a quantização do campo eletromagnético é mostrada considerando o gauge de

Coulomb com o potencial escalar A0 = 0, portanto, apenas os dois componentes

transversais (graus de liberdade) são quantizados. Lembre-se de que o gauge de Cou-

lomb não é invariante de Lorentz, por esse motivo, nessa quantização do campo, a

invariância é perdida.

Usando o método de quantização canônica descrito na seção 2.2, a densidade

lagrangiana do campo eletromagnético sem fontes é definida como

L = −1

4
FµνFµν , (2.46)

onde, nesse caso, Aµ é chamado de campo potencial. Além disso, a equação de

Euler-Lagrange é
∂L
∂Aµ

− ∂ν
∂L

∂(∂νAµ)
= 0, (2.47)
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considerando a Eq. (2.46), obtém-se que ∂L
∂(∂νAµ)

= −F νµ e ∂L
∂Aµ

= 0. Portanto, a

equação que descreve o comportamento do campo potencial é

�Aµ − ∂µ∂νA
ν = 0, (2.48)

como esperado, essa equação é igual à Eq. (2.32) para o caso jµ = 0. Além disso,

considerando o gauge de Coulomb, a equação de onda �A = 0 é obtida, conforme

descrito na seção 2.3.1.2.

Para quantizar o campo usando a quantização canônica, é necessário definir o

momento canônico conjugado πµ associado à Aµ, de maneira que, quando considera-

dos como operadores de campo, eles possam cumprir as relações de comutação. O

momento canônico conjugado é escrito como

πµ =
∂L

∂(∂0Aµ)
= −F 0µ ⇒

{
π0 = F 00 = 0

πi = −F 0i = Ei
, (2.49)

isso mostra um problema ao ser considerado operador de campo, porque π0 não seria

um observável e não iria satisfazer as relações de conmutação. Esse problema aparece

ao considerar todos os componentes do campo Aµ, dado que o fóton possui apenas

dois graus de liberdade física (os componentes transversais). No entanto, removendo

o campo potencial escalar A0, a quantização poderia ser realizada apenas para os

componentes transversais [48].

Para quantizar o campo, as seguintes relações de comutação em tempos iguais

são impostas [28, 42]
[
Âi(x, t), π̂j(x′, t)

]
= −i

(
δik −

∂i∂j

∇2

)
δ3(x− x′) ≡ −iδ3⊥ij(x− x′) (2.50a)

[
Âi(x, t), Âj(x′, t)

]
= 0

[
π̂i(x, t), π̂j(x′, t)

]
= 0 (2.50b)

onde δ3⊥ij(x− x′) é a função delta de Dirac projetada na direção transversal (consulte

o Apêndice B), isso mostra que os operadores de campo Â e π̂ contêm modos de

campos transversais.

Usando as equações (2.46) e (2.49), a densidade hamiltoniana é obtida como

H = πµ∂0Aµ − L =
1

2

(
|E|2 + |B|2

)
. (2.51)

A densidade Hamiltoniana depende dos operadores de campo elétrico e mag-

nético, esses campos podem ser obtidos a partir da Eq. (2.27) considerando o gauge

de radiação, dado por , E = −∂0A e B = ∇×A.

É necessário definir Aµ como um operador de campo, isso pode ser feito através

de uma expansão de onda plana (semelhante à Eq. (2.40)), restringindo os graus de

liberdade à duas polarizações transversais

Âµ(x) =

∫
d3k

(2π)3/2
1√
2wk

2∑

r=1

(
ǫµ(k, r)â(k, r)e−ik·x + ǫ∗µ(k, r)â†(k, r)eik·x

)
, (2.52)
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onde o termo
∫ d3k

(2π)3/2
representa o volume da caixa que contém o campo, o quadrivetor

ǫµ(k, r) descreve a polarização do fóton e o operador â(k, r)(â†(k, r)) aniquila (cria)

um fóton com momento k no modo de polarização transversal dado por r. A soma em

r = 1, 2 descreve as duas componentes de polarizações transversais do fóton, ou seja,

descreve as duas componentes independentes do campo. O termpo de Euler expressa

a propagação e evolução temporal do campo. Como a expressão (2.15), o campo Aµ

está implicitamente na representação de Heinsenberg10[28, 30, 48].

A equação de onda para o quadripotencial possui soluções em termos de e−ik·x

e eik·x, e pode ser interpretada como soluções de energia (frequência) positiva e

negativa, respectivamente. Após a aplicação da segunda quantização, o campo é

descrito pelos operadores de criação e aniquilação de partículas e antipartículas. No

caso do campo de Dirac, os operadores b̂ (b̂†) e d̂†(d̂) aparecem, correspondendo

a partículas e antipartículas, respectivamente. No caso do campo da Eq. (2.52), os

operadores â e â† correspondem aos operadores de aniquilação e criação de fótons,

respectivamente. No entanto, da interpretação de Feynman-Stückelberg descrita na

seção 2.1.2.2, o operador â† corresponde à criação da antipartícula do fóton. Portanto,

o fóton coincide com sua antipartícula, ou seja, é sua própria antipartícula [33]

A Eq. (2.52) pode ser interpretada como a combinação linear de campos que

aniquilam e criam fótons (partículas bosônicas) transversais que se propagam com

momento linear k e energia w = |k|. Portanto, os operadores â e â† devem satisfazer a

relação de comutação, ou seja,

[â(k′, r′), â†(k, r)] = δ3(k − k′)δrr′ , (2.53a)

[â(k′, r′), â(k, r)] = [â†(k′, r′), â†(k, r)] = 0. (2.53b)

O campo potencial Aµ é usado para calcular os campos quantizados do campo

elétrico e magnético. Usando as equações (2.52) e (2.27), no gauge de radiação, os

campos são dados por

Ê(x) = −∂Â
∂t

=

∫
d3k

(2π)3/2
√
2wk

2∑

r=1

iwk

(
ǫ(k, r)â(k, r)e−ik·x − ǫ∗(k, r)â†(k, r)e+ik·x

)
,

(2.54)

B̂(x) = ∇× Â =

∫
d3k

(2π)3/2
√
2wk

2∑

r=1

ik ×
(
ǫ(k, r)â(k, r)e−ik·x − ǫ∗(k, r)â†(k, r)e+ik·x

)
.

(2.55)

Usando as equações (2.54) e (2.55) na densidade hamiltoniana, obtém-se o

hamiltoniano do sistema

HEM =: H :=
2∑

r=1

∫
d3kwk

(
â†(k, r)â(k, r)

)
, (2.56)

10 O Apêndice C mostra a representação de interação.
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onde é considerado o ordenamento normal para operadores bosônicos. A Eq. (2.51)

mostra que a energia do sistema é a soma da energia dos fótons transversais.

Os operadores de criação â†(k, r) e aniquilação â(k, r) agindo no vácuo resul-

tam em

â(k, r)|0〉 = 0 Para todo k e r = 1, 2 (2.57a)

â†(k1, r1)â†(k2, r2) · · · â†(kn, rn)|0〉 ∝ |k1, r1; ,k2, r2; · · · ;kn, rn〉 (2.57b)

2.5 Quadrivetor de Polarização

O quadrivetor de polarização descreve os graus de liberdade de um campo

vetorial de quatro componentes, Aµ, no qual os graus de liberdade físicos11 depen-

derão se o campo vetorial descreve partículas com massa ou sem massa. Os campo

vetoriais que descrevem bósons com massa têm três graus de liberdade físicos, deter-

minados por duas polarizações transversais e uma polarização longitudinal. Enquanto

para partículas sem massa, como o fóton, os graus de liberdade que o definem são

dados por duas polarizações transversais. Isso implica que o componente temporal

do quadrivetor de polarização não apresenta significado físico para as partículas, é

apenas uma definição matemática para trabalhar no espaço de Minkowski [28, 48].

O quadrivetor de polarização é definido para um campo vetorial sem massa, em

que os quatro componentes do campo Aµ são restringidos pelas condições de gauge.

Em geral, o quadrivetor de polarização é definido da seguinte forma

ǫµ(k, r) =
(
ǫ0(k, r), ǫ1(k, r), ǫ2(k, r), ǫ3(k, r)

)
= (ǫ0(k, r), ǫ(k, r)) , r = 0, 1, 2, 3

(2.58)

onde µ = 0 é o componente temporal do quadrivetor de polarização. µ = 1, 2, 3 repre-

senta as componentes espaciais. O valor de r descreve a polarização; para r = 0, a

polarização temporal, não apresenta significado físico e é definido como

ǫµ(k, 0) = η = (1, 0, 0, 0). (2.59)

Essa polarização não possui componentes espaciais. Para r = 1, 2, tem-se as polari-

zações transversais, isso é definido mediante

ǫµ(k, 1) = (0, ǫ(k, 1)) ǫµ(k, 2) = (0, ǫ(k, 2)). (2.60)

Além disso, para r = 3, tem-se o vetor de polarização longitudinal, em um

sistema de referência arbritario, é definido por

ǫµ(k, 3) =
kµ − ηµ(k · η)

(k · η) , (2.61)

11 Referem-se aos componentes que têm ums significado físico.
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onde k = (k0 = wk,k).

Para um sistema de referência específico, o quadrivetor de polarização longitu-

dinal é definido como

ǫµ(k, 3) = (0,
k

|k|). (2.62)

O quadrivetor de polarização deve satisfazer a condição de ortonormalidade

ǫµ(k, r) · ǫµ(k, r′) = grr′ (2.63)

e a condição de completeza
3∑

r,r′=0

grr′ǫµ(k, r)ǫν(k, r
′) = gµν (2.64)

Agora, considerando o gauge de Coulomb (com A0 = 0), o quadrivetor de pola-

rização pode ser considerado para o caso tridimensional (veja figura 3), uma vez que

o componente temporal do campo não aparece. As polarizações transversais devem

satisfazer a condição de ortonormalidade (polarizações transversais são ortogonais

uma à outra)

ǫ(k, r) · ǫ(k, r) = δr r′ . (2.65)

Figura 3 – Quadrivetores de polarização, quando r = 1, 2, descreve as polarizaçãoes
tranversais, para r = 3 é a polarização longitudinal. Essas polarizações são
ortogonais uma à outra.

Fonte – Figura retirada de [39]

Aliás, essas polarizações são ortogonais à direção de propagação do fóton

(polarização longitudinal), ou seja,

k · ǫ(k, 1) = k · ǫ(k, 2) = 0 ⇒ ǫ(k, 1) · ǫ(k, 3) = ǫ(k, 2) · ǫ(k, 3) = 0. (2.66)

Ainda, a relação de completeza é
2∑

r=1

ǫi(k, r)ǫj(k, r) = δij −
kikj

|k|2 (2.67)
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2.6 Interações

A quantização do campo de Dirac e do campo eletromagnético foram analisados,

considerando-os como campos livres, ou seja, sem interagir com uma fonte externa.

No estudo de campos livres, as características presentes em cada partícula (energia,

momento linear, etc.) permanecem imutáveis, de modo que são conservadas separa-

damente [43]. No entanto, os fenômenos presentes na natureza são mostrados a nós

por meio de interações de campos [31, 43]. Por esse motivo, estudar as interações

entre os campos ajudaria a descrever alguns fenômenos que acontecem na natureza.

Atualmente, se conhecem quatro interações fundamentais que ocorrem na natureza,

as interações eletromagnética, fraca, forte e gravitacional. As três primeiras interações

mencionadas também são chamadas de interações de gauge [26] e são mediadas por

bôsons de spin-1. Essas partículas mediadoras de forças ou interações são: glúons

para a interação forte, bósons fracos (W±, Z0) para a força fraca e fótons para a

interação eletromagnética [25].

2.6.1 Eletrodinâmica Quântica

A interação eletromagnética atua sobre partículas que possuem carga elétrica,

férmions, por meio da emissão e absorção de fótons. Matematicamente, é descrito pela

Eletrodinâmica Quântica (ou Quantum Electrodynamics - QED em inglês), considerada

uma das teorias mais precisas da física; ela estuda as interações entre partículas

fermiônicas de spin-1/2, descrita pelo campo de Dirac, mediadas por fótons, descrito

pelo campo eletromagnético quantizado.

A interação da matéria com um campo de gauge pode ser obtida através da

substitução de acoplamento mínimo. No caso da interação eletromagnética, o acopla-

mento mínimo é escrito na forma

i∂µ → i∂µ − eAµ ≡ iDµ (2.68)

onde Dµ é a derivada covariante, a carga do elétron e = −|e| é a constante de acopla-

mento para interações eletromagnéticas.

Na mecânica quântica relativista, a equação de Dirac é acoplada a um campo

eletromagnético externo, definindo a derivada covariante Dµ = ∂µ + ieAµ. No caso da

teoria quântica de campos, se pode escrever a densidade Lagrangiana livre usando as

equações (2.10) e (2.46)

L0 = ψ̄
(
iγµ∂µ −m

)
ψ − 1

4
FµνFµν , (2.69)

inserindo o acoplamento mínimo, ou seja, introduzindo a Eq. (2.68), obtém-se a den-

sidade Lagrangiana que descreve a interação entre o campo de Dirac e o campo
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eletromagnético,

LQED = −1

4
FµνFµν + ψ̄(x)

(
iγµDµ −m

)
ψ(x)

= −1

4
FµνFµν + ψ̄(x)

(
iγµ∂µ −m

)
ψ(x)− eψ̄(x)γµAµψ(x),

(2.70)

onde o último termo do lado direito da equação define a interação desses campos. Isso

mostra que a densidade Lagrangiana do sistema é LQED = LDirac + LEM + Lint =
L0 + Lint, e a densidade Lagrangiana de interação é

Lint = −eψ̄(x)γµAµψ(x) = −jµAµ, (2.71)

onde jµ = eψ̄γµψ é a densidade de corrente produzida pelo campo de Dirac.

Aplicando a transformação de gauge do quadripotencial, definida na Eq. (2.33),

obtém-se que L0 é invariante sob esta transformação, mas para Lint resulta Lint →
L′
int = Lint − eψ̄γµψ(x)∂µΛ(x), isso mostra que LQED não é invariante. No entanto,

aplicando uma transformação ao campo de Dirac se pode obter que a Eq. (2.70) é

invariância de gauge, ou seja, aplicando a transformação de gauge local ao campo de

Dirac [26]

ψ → ψ′ = e−ieΛ(x)ψ, (2.72a)

ψ̄ → ψ̄′ = ψ̄eieΛ(x) = eieΛ(x)ψ̄, (2.72b)

e a transformação dada na Eq. (2.33) em (2.70), mostra-se que a densidade Lagrangi-

ano LQED é invariante de gauge12. Isso significa que os observáveis são independen-

tes da escolha do gauge, no entanto, a forma de LQED depende da escolha do gauge

[26].

Na Eq. (2.70), as interações eletromagnéticas de outros leptons com carga e

spin-1/2 podem ser adicionadas, como o múon (µ) e o tau (τ ). Do mesmo modo que foi

feito para o elétron, são consideradas as densidades Lagrangianas do campo dessas

partículas e seus termos de interação correspondentes, semelhante à Eq. (2.71). No

entanto, para o próton e o nêutron (partículas nucleares) o acoplamento mínimo não

reproduz corretamente suas interações eletromagnéticas [43]. Isso é devido à sua

estrutura interna, que é descrita pela Cromodinâmica Quântica (ou Quantum Chro-

modynamics - QCD em inglês) [25, 26].

Usando a equação de Euler-Lagrange mostrada nas equações (2.11) e (2.47),

se obtém as equações de campo acoplado elétron-fóton

(
iγµ∂µ −m

)
ψ = +eγµAµψ, (2.73a)

∂νF
νµ = �Aµ − ∂µ(∂νA

ν) = +eψ̄γµψ = jµ. (2.73b)

12 Pode-se notar que L0 e Lint, separadamente, não são invariantes de gauge.
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A Eq. (2.73a) mostra o campo de Dirac acoplado a um campo eletromagnético

externo, e a Eq. (2.73b) possui uma densidade de corrente jµ criada pelo campo de

Dirac (o elétron). Considerando o gauge de Coulomb (∇ ·A = 0) na Eq. (2.73b), obtém-

se que o potencial escalar não é zero,A0 6= 0. Assim a equação de Poisson do potencial

escalar, ∇2A0 = −eψ†ψ, apresenta uma densidade de carga −eψ†ψ = −j0 originada

pelo campo de Dirac13 [31]. Essa equação apresenta uma solução semelhante à Eq.

(2.43), ou seja,

A0(x, t) = +e

∫
d3x′ψ†(x′, t)ψ(x′, t)

4π|x′ − x| = e

∫
d3x′ρ(x′, t)
4π|x′ − x| , (2.74)

onde A0 não é uma variável independente. Seguindo o método de quantização canô-

nica, para quantizar os campos que compõem a densidade lagrangiana da Eq. (2.70),

as relações de anticomutação (ou comutação) são definidas considerando os campos

como operadores de campos. Pode-se observar que as variáveis dinâmicas indepen-

dentes são iguais às variáveis independentes do campo livre, por esse motivo, as

relações de anticomutação e comutação são satisfeitas como nas equações (2.18) e

(2.50), respectivamente. Além disso, impõe-se que as variáveis dinâmicas do campo

de Dirac e do campo eletromagnético comutam, ou seja, a relação de comutação entre

as variáveis desses campos é
[
ψ̂α(x, t), Âi(x

′, t)
]
= 0,

[
ψ̂α(x, t), π̂i(x

′, t)
]
= 0. (2.75)

Como Â0 não é uma variável dinâmica independente, ele satisfaz as seguintes

relações de comutação [31, 33]
[
Â0(x, t), Âi(x

′, t)
]
=
[
Â0, π̂i

]
= 0, (2.76a)

[
Â0(x, t), ψ̂α(x

′, t)
]
= − e

4π|x′ − x| ψ̂α(x
′, t), (2.76b)

onde a Eq. (2.76a) é satisfeita devido às relações de comutação impostas em (2.75),

isso pode ser verificado inserindo a Eq. (2.74) no comutador. Da mesma forma a Eq.

(2.76b) é obtida usando a equação (2.74).

Com isso se pode obter a densidade Hamiltoniana do sistema HQED = π0ψ∂0ψ+

πµ∂0Aµ − LQED, usando os campos canônicos conjugados, mostrados nas equações

(2.12) e (2.49), na Eq. (2.70)

HQED = ψ̄(−iγi∂i +m)ψ +
1

2
(E2 +B2) +E ·∇A0 + eψ†ψA0 − eψ̄γiψAi, (2.77)

onde o primeiro termo do lado direito da equação é a densidade Hamiltoniana do

campo de Dirac. A quantização do campo eletromagnético pode ser levada em consi-

deração usando o gauge de Coulomb. Conforme mostrado na seção 2.4 e no Apên-

dice B, o potencial escalar contribui para a componente longitudinal do campo elétrico,
13 Lembre-se de que a densidade Lagrangiana está sento considerado para o campo eletromagnético

sem fonte. Portanto, a fonte é dada pela interação com o campo de Dirac.
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E‖ = −∇A0, enquanto o potencial vetorial contribui para a componente transversal

E⊥ = −∂0A. Então, o campo elétrico na Eq. (2.77) pode ser separado em componen-

tes longitudinais e transversais, de modo que E2 = E2
⊥ +E2

‖ , reduzindo

HQED = HDirac +
1

2
(E2

⊥ +B2) +
1

2
E2
‖ − eψ̄γiψAi, (2.78)

onde, o segundo termo à direita corresponde à densidade Lagrangiana do campo

eletromagnético livre (2.46). Na Eq. (2.78) não foram considerados os termos E ·∇A0

e eψ†ψA0, porque ao aplicar a integral de volume à densidade Hamiltoniana, esses

termos se cancelam. Isso poderia ser demonstrado usando a primeira identidade de

green [52] e eliminando o termo da integral de superficie14 [31]. Além disso, a terceira

componente do lado direito da Eq. (2.78) descreve a interação entre partículas com

cargas elétricas [31, 33], que é definida através da componente longitudinal do campo

E. Este termo descreve a energia total associada ao campo de Coulomb, dada por

Hcoulomb =

∫
d3xHcoulomb =

1

2

∫
d3xE2

‖ =
e2

8π

∫
d3xd3y

ψ†(x)ψ(x)ψ†(y)ψ(y)
|x− y| (2.79)

onde a Eq. (2.74) foi usada. Portanto, a densidade Hamiltoniana da QED, considerando

o gauge de Coulomb, pode ser escrita como

HQED = HDirac +HEM − eψ̄γiψAi +Hcoulomb, (2.80)

onde o Hamiltoniano de interação descreve a energia do campo de radiação transversal

acoplado à corrente ji = eψ̄γiψ e a interação tipo coulomb descrita pela Eq. (2.79).

Então, a densidade Hamiltoniana de interação é

Hi = −eψ̄γiψAi +Hcoulomb, (2.81)

isso pode se escrever em função dos operadores de criação e aniquilação de partículas

fermiônicas e bosônicas usando as equações (2.15), (2.16) e (2.52) em (2.81). Deve-

se notar que a constante de acoplamento é descrita por α = e2 ∼ 1/137, onde α é a

constante de estrutura fina.

2.6.1.1 Representação de Interação

Para analisar o termo de interação Hamiltoniana do sistema, teoria de pertur-

bação e diagramas de Feynman podem ser usados. Existem três tipos comuns de

representações: a representação de Schrödinger apresenta estados que variam no

tempo, enquanto os observáveis (operadores Hermitianos) permanecem constantes

ao longo do tempo. Enquanto a representação de Heisenberg tem a característica de

14 Levando em consideração E‖ = −∇A0, se obtém
∫
d3xE · ∇A0 = −

∫
d3x

(
∇A0 ·∇A0

)
=

−e
∫
d3xψ†ψA0.
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que os observáveis variam no tempo, enquanto os estados permanecem os mesmos a

qualquer instante de tempo. Na representação de interação tanto observáveis e quanto

estados do sistema variam no tempo. Isso mostra algumas vantagens ao usar teorias

de pertubação.

Para o Hamiltoniano de interação (2.81), pode-se transformar na representação

de interação usando

H̃I = eiH0tHi(x)e
−iH0t = eiH0t

(
−eψ̄γiψAi +Hcoulomb

)
e−iH0t,

= −eψ̄(x, t)γiψ(x, t)Ai(x, t) +Hcoulomb(x, t)
(2.82)

onde H0 = HDirac + HEM é o Hamiltoniano não perturbado, formado pelo Hamilto-

niano dos campos livres (Dirac e eletromagnético). Além disso, Hi(x) é considerado

na representação de Schrödinger ou de Heisenberg para um tempo t = 0. Portanto,

observa-se que os operadores de campo que definem a interação Hamiltoniana tam-

bém são encontrados para a representação de Schrödinger.

Pode-se observar que o Hamiltoniano de interação da Eq. (2.82) envolve muitos

termos na interação, devido aos graus internos de liberdade das partículas fermiô-

nicas e bosônicas. Para reduzir alguns termos de interação, neste trabalho apenas

o Hamiltoniano que descreve a interação com bósons transversais é considerado

−eψ̄(x, t)γiψ(x, t)Ai(x, t). Por esse motivo, a interação do tipo Coulomb é omitida, de

foma que seja viável realizar o processo de simulação quântica. No entanto, o termo

de interação Coulombiana pode ser adicionado considerando um mapeamento ade-

quado para realizar a referida simulação. Levando isso em consideração, é escrito o

Hamiltoniano de interação que será usado para o protocolo de simulação quântica,

Hint = −e
∫
d3x : ψ̄(x, t)γiψ(x, t)Ai(x, t) : . (2.83)

onde a transformação na representação de interação se encontra no Apêndice C, isso

também é válido para obter Hcoulomb(x, t).

Os operadores de campo são os mesmos definidos nas equações (2.15), (2.16)

e (2.52) e, substituindo essas equações na equação anterior, resulta

Hint = −e
∫
d3x

∑

s=±s
:

[∫
d3p

(2π)3/2

√
m

wp
(b̂†(p, s)ū(p, s)e+ip·x + d̂(p, s)v̄(p, s)e−ip·x)

]
×

γi
∑

s′=±s′

[∫
d3p

(2π)3/2

√
m

wp
(b̂(p, s′)u(p, s′)e−ip·x + d̂†(p, s′)v(p, s′)eip·x)

]
×

2∑

r=1

[∫
d3k

(2π)3/2
1√
2wk

(
ǫi(k, r)â(k, r)e

−ik·x + ǫ∗i (k, r)â
†(k, r)eik·x

)]
: .

(2.84)

Devem-se fazer algumas observações sobre a condição do gauge de Coulomb

nessa interação. Conforme explicado na seção 2.3.1.2, a vantagem desse gauge é que
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ele reduz as quatro variáveis que definem o campo Aµ em duas variáveis dinâmicas

para descrever o campo. A eletrodinâmica no gauge de Coulomb possui uma vantagem

para os fenômenos de baixa energia, uma vez que simplifica o formalismo teórico.

Mas deve ser enfatizado que, usando esse gauge, o uso de equações evidentemente

covariantes para o campo eletromagnético é abandonado, mas isso não significa a

perda de invariância relativística [31, 33]. Para processos que envolvem altas energia,

como emissão e absorção de fótons virtuais, o campo eletromagnético sob esse gauge

não descreve satisfatoriamente os efeitos associados a esse fenômeno. Além disso,

as correções nos modos de alta energia (ou alta frequência) levariam a resultados

errados [33].
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3 SIMULAÇÃO

Atualmente, sabe-se que muitos fenômenos (ou sistemas) físicos que ocorrem

na natureza podem ser implementados em laboratório ou analisados por meio de

algoritmos numéricos que são criados e executados em um computador clássico, ou

seja, a dinâmica desses sistemas pode ser total ou parcialmente recriado. Porém,

existem sistemas físicos que não são exploráveis experimentalmente e apresentam

um crescimento exponencial de recursos ao serem analisados em um computador

clássico, devido ao tamanho do sistema. Entende-se por recursos computacionais

como o tempo de execução e memória necessário para que um computador execute

algoritmos numéricos que descreva o sistema. Além disso, o tamanho do sistema é

entendido como o número de partículas, fundamental para descrever o sistema.

A simulação é freqüentemente usada para analisar sistemas físicos. Simulação

é um processo pelo qual um sistema físico é criado para imitar outro [3]. Por exemplo,

dentro da física clássica, alguns fenômenos podem ser implementados em laboratorio

usando sistemas análogos descritos pela mesma equação de movimento. No entanto,

o mesmo não acontecem para o caso de fenômenos no regime quântico, pois um

sistema quântico não apresenta um sistema clássico análogo [3], impossibilitando a

imitação da sua dinâmica através de um sistema clássico.

É possível desenvolver algoritmos que podem ser executados em um computa-

dor de maneira tal que sua dinâmica possa ser imitada aproximadamente. Atualmente,

existem algoritmos numéricos que podem analisar alguns fenômenos quânticos, porém

de forma ineficiente [1] devido ao crescimento exponencial do sistema. Por exemplo,

Métodos de Monte Carlo foram desenvolvidos para analisar a teoria quântica de cam-

pos em espaço-tempo discreto para o modelo φ4 [53], o método Monte Carlo Quântico

de Difusão é usado para analisar interações spin-órbitas na estrutura eletrônica dos

átomos de Pb e Bi [54] e para resolver a equação de Schrödinger dependente do

tempo [55, 56]. No entanto, para alguns sistemas quânticos, especialmente sistemas

fermiônicos, esses algoritmos podem apresentar o problema de sinal [5, 36, 57].

A simulação (exata) de fenômenos quânticos usando um computador clássico

é intratável [2]; devido ao crescimento exponencial de recursos computacionais com

o tamanho do sistema. Além disso, a simulação da evolução do sistema requer uma

série de operações que aumentam exponencialmente com o tamanho do sistema [4, 5].

Para registrar o estado de um sistema de N partículas de spin-1/2 na memória de um

computador clássico, são necessários 2N números, enquanto para calcular a evolução

temporal do sistema, uma exponenciação de uma matriz 2N × 2N é necessária [3–5].

Se N for aproximadamente maior que 50, a capacidade dos computadores clássicos

será muito excedida, tornando a simulação do sistema praticamente impossível [57, 58].

Assim, para entender melhor a dinâmica do sistema a ser simulado, pode-se recorrer
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à ideia de R. Feynman sobre Simulação Quântica.

3.1 Simulação Quântica

Em 1982, R. Feynman propõe usar um computador quântico de forma que seja

capaz de simular fenômenos quânticos [2], ou seja, usar um sistema cujo tamanho e

complexidade também aumentam exponencialmente. Em 1996, Seth LLoyd demonstra

que a idéia de Feynman é correta, ele mostra a eficiência de um computador quântico

sobre um computador clássico para simular sistema quânticos que evoluem de acordo

com as interações locais [3]. Esse processo pode ser realizado por meio de sistemas

quânticos análogos ou digitais, também chamados de simuladores quânticos [4].

Figura 4 – Esquema da simulação quântica. As setas coloridas indicam processos ou
operações controláveis, as setas pretas descrevem a evolução temporal do
sistema e do simulador. As setas tracejadas representam a equivalência
entre os estados quânticos do sistema a serem simulados e o simulador
quântico.

Fonte – Figura retirada de [5].

Para entender como a simulação quântica funciona, a representação esquemá-

tica do processo é mostrada na Figura 4, a qual descreve a relação entre o sistema

quântico não controlável (ou experimentalmente não acessível) e seu correspondente

simulador quântico. O sistema quântico a ser simulado pode evoluir de um estado ini-

cial |φ(0)〉 para um estado final |φ(t)〉 por meio de uma evolução unitária U definida pelo



3.1. Simulação Quântica 51

Hamiltoniano do sistema Hsis, ou seja, teoricamente o sistema é conhecido. Enquanto

o simulador quântico é construido de tal maneira que o estado inicial |ψ(0)〉 possa ser

preparado e evoluído para um estado final |ψ(t)〉 que possa ser medido, isso é feito por

uma evolução unitária controlada U ′ definida pelo Hamiltoniano do simulador Hsim. Se

houver um mapeamento entre o sistema e o simulador, ou seja, um relacionamento

entre os estados |φ(0)〉 ↔ |ψ(0)〉, |φ(t)〉 ↔ |ψ(t)〉, e o operador de evolução U ↔ U ′,
então o sistema quântico poderá ser simulado [5].

O processo de simulação quântica apresenta diversas aplicações em muitas

áreas da Física: em cosmologia [6, 7], Física de altas energias [8–21], Física da matéria

condensada [22, 23], etc. Além disso, é aplicado em química quântica [24]. As tabelas

II e III da referência [5] mostram algumas aplicações da simulação quântica e os

simuladores quânticos usados ou propostos.

Na Física de alta energia, foram desenvolvidos protocolos de simulação quân-

tica para estudar a dinâmica da mecânica quântica relativística, as interações entre

partículas fundamentais na teoria quântica de campos, campos de gauge na rede,

etc. Na mecânica quântica relativística, simulação quântica da equação de Dirac tem

sido de grande interesse [8–13], no caso unidimensional (dimensão 1 + 1), fenômenos

como Zitterbewegung [9], o paradoxo de Klein [10] foram implementados usando íons

aprisionados. Esses mesmos fenômenos foram analisados usando a eletrodinâmica

quântica de circuitos [59]. Considerando a dinâmica interna do espinor, a simulação

de espinores de dois e quatro componentes na dimensão 1 + 1 [11] e na dimensão

2+1 considerando a interação com um campo de gauge artificial [13] foram elaboradas

usando átomos ultrafrios em redes ópticas; Além disso, na dimensão 3 + 1, o mapea-

mento da dinâmica interna do espinor em um sistema de quatro níveis é implementado

em circuitos superconductores [12].

Na teoria quântica de campos, protocolos de simulação quântica para estudar

interações entre partículas foram desenvolvidos[14–18] usando diferentes simulado-

res quânticos analógicos. Por exemplo, interações dos modos de campo fermiônico

(antifermiônico) mediado pelos modos de campo bosônico foi proposto usando íons

aprisionados [15] e, posteriormente, o espalhamento férmion-antiférmion foi desen-

volvida experimentalmente [18]. Além disso, foram simulados campos de gauge em

espaço-tempo discreto (ou também conhecido como teoria de gauge na rede) na di-

mensão 1 + 1 [19–21]. Por exemplo, o modelo de Schwinger ou QED unidimensional

foi analisado em circuitos quânticos supercondutores [19], átomos ultra-frios [20] e

férmions com spin usando íons aprisionados [21].

3.1.1 Diferença entre a Simulação Quântica Análoga e Digital

Os simuladores quânticos podem ser implementados usando sistemas análogos

ou digitais. A simulação quântica análoga consiste em construir um sistema quântico
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controlável que poder ser implementado em laboratorio para imitar a dinâmica de outro

sistema. Alguns sistemas análogos podem ser: átomos neutros em redes ópticas, íons

aprisionados, circuitos supercondutores, fótons, etc. [4, 5]. Uma vantagem importante

deste simulador é que pode ser útil mesmo na presença de erros, até um determi-

nado nível de tolerância. Além disso, como o sistema e o simulador são considerados

semelhantes, espera-se que as grandezas físicas possam ser medidas diretamente

[5].

Na simulação quântica análoga, o mapeamento adequado deve ser realizado

de modo que o Hamiltoniano do sistema,Hsis, possa coincidir diretamente com o

Hamiltoniano que descreve ao sistema análogo, Hsim, ou seja,

Hsis ⇔ Hsim, (3.1)

pode-se dizer que deve haver uma relação direta entre os sistemas. Encontrar este

mapeamento pode parecer simples, no entanto, na maioria dos casos, isso não acon-

tece. Devem ser realizados mapeamentos adequados, introduzindo campos externos

ou sistemas auxiliares para mediar várias interações [5].

Na simulação quântica digital, o operador de evolução temporal, descrito pelo

Hamiltoniano do simulador Hsim, pode ser implementado por meio de uma algoritmo

quântico construído por portas lógicas quânticas. Como qualquer operação unitária

pode ser escrita em termos de porta quânticas universais [1, 3], portanto, pode-se dizer

que a vantagem deste simulador é que ele é universal [4, 5].

Para dividir o Hamiltoniano, Hsim em uma sequência de portas quânticas, é

necessário que todos os seus componentes expressem individualmente, e independen-

temente, um operador de evolução temporal. Por exemplo, o hamiltoniano do simulador

pode ser considerado como uma soma de N termos que descrevem as interações

locais, isto é,

H =
N∑

i=1

Hi. (3.2)

Se suas componentes comutan,
[
Hi, Hj

]
= 0, para qualquer i e j,então, a evolução

temporal pode ser escrita como,

U = e−iHt =
N∏

i=1

e−iHit, (3.3)

ou seja, a evolução pode ser decomposta como o produto das evoluções unitárias

de cada componentes, portanto, pode ser escrita como uma sequência de portas

quântica. No entanto, infelizmente, na maioria dos casos, isso não acontece, porque as

componentes do Hamiltoniano Hsim não comutam, conseqüentemente, não poderia

ser decomposto conforme a equação (3.3). Usando a fórmula de Baker-Campbell-

Hausdorff, dois operadores A e B que não comutam, é possível aproximar deles usando



3.2. Simulação Quântica da QED 53

intervalos de tempo muito pequeno

e(A+B)∆t ≈ eA∆teB∆te−
1
2 [A,B]∆t, (3.4)

onde ∆t = t
n , com n é o número de partes em que o tempo é dividido.

Para o caso de um intervalo de tempo muito pequeno, ou seja, um valor muito

maior de n, de modo que o comutador [A,B] pode ser omitido, resulta na formula de

aproximação de Trotter [1],

limn→∞
(
eiAt/neiBt/n

)n
≈ ei(A+B)t (3.5)

onde A e B são operadores que não necessariamente comutam. Então, para o Hamil-

toniano da Eq. (3.2), o operador de evolução temporal é U = e−iHsimt = e−i
∑N

i=1Hit, e

aplicando a fórmula de Trotter, obtém-se

e−iHsimt ≈ lim
n→∞

[
e−iH1

t
n e−iH2

t
n · · · e−iHN

t
n

]n
. (3.6)

Isso mostra que, para intervalos de tempo muito pequenos, a evolução temporal do

sistema pode ser decomposto de tal forma que pode ser implementado usando portas

quânticas. Entende-se por portas lógicas como evoluções temporais por um tempo fixo,

que em geral realizam uma tarefa específica. Por exemplo modificar um qubit |0〉 para

um qubit |1〉. Um exemplo de simulação digital pode ser visto na figura 5.

Figura 5 – Circuito quântico para a simulação do Hamiltoniano H = Z1×Z2⊗Z3 para
tempo ∆t.

Fonte – Figura retirada de [1].

3.2 Simulação Quântica da QED

Conforme explicado na seção anterior, a maioria das aplicações de simulação

quântica na Física de alta energia é implementada considerando sistemas quânticos
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reduzidos, sem considerar o grau interno de liberdade. Apesar disso, simulações da

equação de Dirac considerando o espinor de dois e quatro componentes já foram

desenvolvidas [11–13]. No caso da teoria quântica de campo, os fenômeno de espalha-

mento de partículas fundamentais foram simulados sem considerar seu grau interno de

liberdade ou spin das partículas [14–16, 18]. Além disso, modelos de QED unidimensi-

onais foram simulados [19–21]. Portanto, pode-se perceber que a implementação de

um protocolo de simulação quântica para estudar a interação de partículas, levando

em consideração o seu spin, poderia trazer importantes aplicações na Física de par-

tículas, química quântica, etc.; e implementar um simulador quântico capaz de imitar

esses fenômenos pode ser um desafio para a simulação quântica e, portanto, para a

computação quântica.

Lembre-se de que a eletrodinâmica quântica descreve a interação entre os

férmions de spin-1/2 e os bósons sem massa de spin-1 (fótons). Usando o gauge

de Coulomb, este sistema quântico é descrito pelo Hamiltoniano de interação Hi da

Eq. (2.82), que mostra infinitos modos de campos; Além disso, os graus internos de

liberdade são levados em conta por meio do espinor para férmions (e antiférmions) e

do quadrivetor de polarização dos fótons. Seguindo a ideia de Feynman, é possível

construir um sistema quântico (análogo ou digital) capaz de emular as interações

descritas pela QED.

O objetivo deste trabalho é elaborar um protocolo de simulação quântica da

QED no gauge de Coulomb, levando em consideração os graus internos de liberdade.

Para isso, pretende-se partir do Hamiltoniano de interação descrita pela Eq. (2.84),

pois envolve 64 termos de interação. Para entender o desenvolvimento deste trabalho,

o protocolo pode ser construído seguindo três etapas: (1) Descrever o sistema quântico

para simular. (2) Generalizar o método elaborado por Casanova et. al. na referência

[15] para campos de dimensão 3 + 1. (3) Escrever o Hamiltoniano do simulador em

termos de operadores de spin do qubit, como ilustrado na Figura 6.

O passo (1) nos diz que, para simular um sistema quântico, as características

do sistema devem ser teoricamente definidas. A partir dos postulados da mecânica

quântica, sabe-se que um sistema quântico é definido por seu Hamiltoniano, pois

com esse operador é possível construir um operador de evolução temporal capaz de

descrever a dinâmica do sistema. Neste caso, a QED na representação de interação e

usando o gauge de Coulomb, é considerado o Hamiltoniano de interação mostrada na

Eq. (2.84). Além disso, analiticamente, as interações podem ser calculadas por meio de

métodos perturbativos ou usando os diagramas de Feynman, porque o Hamiltoniano

de interação é dependente do tempo (veja as referências [27, 28]). A seção transversal,

a taxa de decaimento e outras característica das interações na QED podem ser obtidas

usando o elemento matriz de espalhamento, matriz S. Se forem considerados métodos

perturbativos, os infinitos termos da série de Dyson devem ser calculados para obter
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uma solução aproximada; e usando os diagramas de Feynman, se deve somar todos

os possíveis diagramas que podem ser construídos para cada ordem de expansão dos

elementos da matriz S (veja a caixa (1) da Figura 6 ).

Na etapa (2) o método desenvolvido na referência [15] é generalizado para

o caso de campos de dimensão 3 + 1, considerando campos espinoriais e campo

vetorial. Ou seja, são considerados modos de férmion (b̂†(sch)in ) e antiférmion (d̂†(sch)in ),

definindo pacotes de ondas quando são aplicados ao vácuo. Usando esses operadores

é possível criar um novo campo que satisfaz as mesmas propriedades do campo de

Dirac, dada pelas equações (2.15) e (2.16), de forma que esse novo campo descreva

a mesma dinâmica do campo de Dirac. Para isso, os operadores b̂in e d̂in e seus

hermitianos conjugados devem satisfazer as relações de anticomutação definido na Eq.

(2.19). Além disso, é considerado um único modo de campo bosônico. Usando esses

campos, é possível construir o Hamiltoniano de Interação da QED para esse sistema

simplificado. Esta etapa é descrito em detalhes na seção 4.1.

Finalmente, uma vez obtida o Hamiltoniano da QED que descreve a interação

entre férmions (e antiférmions) localizados e um único modo de campo bosônico, a

transformação de Jordan-Wigner é aplicada para mapear os operadores de férmion (e

antiférmions) em qubits, de tal maneira que o Hamiltoniano obtido possa descrever um

simulador quântico análogo ou digital (veja a caixa (3) da Figura 6). O Hamiltoniano do

simulador quântico descreve as auto interações de férmions (e antiférmions), pares de

criação e aniquilação férmion-antiférmion. Esta etapa é detalhada na seção 4.3.
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Figura 6 – Representação esquemática do protocolo de simulação quântica da QED
usando gauge de Coulomb. (1) o sistema quântico é definido pelo Hamilto-
niano da Eq. (2.84); analiticamente, os processos de espalhamento podem
ser calculados usando métodos perturbativo ou diagramas de Feynman. (2)
Um novo campo de Dirac é definido generalizando o método de [15] e é
considerado um modo de campo bosônico. Usando esses campos, um novo
Hamiltoniano da QED é construído. (3) A transformação de Jordan-Wigner
(seta azul) é aplicada para mapear os operadores fermiônicos e antifermi-
ônicos em qubits, a fim de construir o Hamiltoniano do simulador quântico.
A seta vermelha descreve a relação entre o sistema quântico e o simulador
quântico, conforme a Figura 4. Os diagramas de Feynman foram retirados
de [48].
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3.2.1 Transformação de Jordan-Wigner

O Hamiltoniano de interação a ser simulado é expresso em termos de férmi-

ons idênticos (indistinguíveis), obecendo à estatística de Fermi-Dirac. No entanto, na

simulação quântica, os simuladores usam partículas localizadas e distinguíveis deno-

minados como qubits. Por essa razão, é necessário encontrar um jeito de impor as

regras de férmions idênticos a partículas distinguíveis de dois níveis.

A transformação de Jordan-Wigner estabelece o isomorfismo entre a álgebra

do férmion e a álgebra das matrizes de Pauli [36]. De outra maneira, ele realiza uma

transformação (reversível) de modelos de férmion para modelos de spin-1/2. Portanto,

o mapeamento dos operadores de criação e aniquilação de férmion para qubits pode

ser realizado usando essa transformação.

Usando as matrizes de Pauli (discutidas no Apêndice A), se pode definir os

operadores de spin do qubit Sk = 1
2σ

k para k = x, y, z. Além disso, os operadores de

levantamento e abaixamento S± = Sx ± i Sy = 1
2σ

±, na representação matricial na

base de autovalores de σz são

S+ =

(
0 1

0 0

)
, S− =

(
0 0

1 0

)
. (3.7)

Também, consegue-se que Sz = S+S−− 1

2 . Esses operadores satisfazem as seguintes

propriedades:
[
Sj , Sk

]
= iǫjklSl , {Sj , Sk} =

1

2
δjk, (3.8)

onde ǫjkl é o símbolo de Levi-Civita. Isso mostra que os operadores de spin (do qubit)

não se comportam como bósons ou férmions canônicos [38]. Sob certas considerações,

os operadores de spin do qubit podem satisfazer a mesma álgebra dos operadores de

spin do férmion e vice-versa. Por exemplo, o estado de spin para baixo | ↓〉 e para cima

| ↑〉 de um único qubit pode ser relacionado aos estados de férmion vazios e ocupados

individualmente,ou seja, | ↓〉 = |0〉 e | ↑〉 = f†|0〉 , respectivamente. Então, mostra-se

que existe um mapeamento de um único qubit para um único férmion, isso é dada pela

relação S+ = f† e S− = f .

No entanto, esse mapeamento deve ser modificado ao considerar mais do que

um férmion. Nesse caso, se considera aos férmions como se estivessem dispostos

em uma cadeia unidimensional de N sítios1. Fazendo isso, pode-se usar uma cadeia

unidimensional de N qubits para representar os férmions, como mostrado na Figura

7. Os operadores de spin do qubit comutam em sítios diferentes e anticomutam no

1 Deve-se ressaltar que esta é apenas uma visualização do procedimento, uma vez que os férmions
continuam sendo partículas idênticas, descritas por campos extendidos por todo o volume conside-
rado.
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mesmos sítios [37]
[
S+n , S

+
m

]
=
[
S−n , S

−
m

]
=
[
S+n , S

−
m

]
= 0 para m 6= n, (3.9a)

{
S+n , S

−
n

}
= 1,

{
S+n , S

+
n

}
=
{
S−n , S

−
n

}
= 0, (3.9b)

onde m e n representam os sítios onde os operadores de spin do qubit atuam.

Para realizar o mapeamento é necessário adicionar um fator de fase (chamado

de string) aos operadores dos férmions. Ou seja,

S+j = f+j e
iφj , (3.10)

onde f+j é o operador de criação de férmions atuando no sítio j, o operador de fase

φj = π
∑
l<j nj contém a soma de todos os férmions "ocupados"nos sítios à esquerda

de j, com nj = f
†
j fj . Por exemplo, na Figura 7, um spin do qubit localizado no sítio

4 é mapeado para um férmion esquematicamente posicionado no mesmo sítio (ou

vice-versa), juntamente com um fator de fase ei(n1+n2+n3) definido pelos três férmions

situados à esquerda de f†4 .

Figura 7 – Representação esquemática da transformação de Jordan-Wigner unidi-
mensional. Os operadores de spin do qubit no sítio j, S+j , é mapeado em

férmions, multiplicando ao operador de criação f
†
j por um fator de fase

definido por todos os operadores de férmions localizados à sua esquerda.

Fonte – Figura retirada de [38].

Portanto, transformação de Jordan-Wigner em uma dimensão é

Szj = f
†
j fj −

1

2
, (3.11a)

S+j = f+j e
iπ
∑

i<j nl , (3.11b)

S−j = e−iπ
∑

l<j nlfj , (3.11c)
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onde f† (f ) são os operadores de criação (aniquilação) do férmion no sítio j. Conse-

quentemente, o inverso da transformação de Jordan-Wigner também é obtido

f
†
j = S+j e

−iπ∑i<j nl , (3.12a)

fj = e+iπ
∑

l<j nlS−j . (3.12b)

Para mais detalhes sobre a transformação de Jordan-Wigner, consultar [37, 38, 60].

O mapeamento de férmions para qubits, conforme explicado nas etapas que

mostra a Figura 6, é realizado usando a transformação de Jordan-Wigner unidimen-

sional. Em outras palavras, usando as equações (3.12), os operadores de criação e

aniquilação do férmion (e antiférmion) são transformados em qubits, conforme mos-

trado na seção 4.3.
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4 PROTOCOLO DE SIMULAÇÃO QUÂNTICA DA QED

Desenvolvendo o objetivo do trabalho, são descritas as etapas do processo de

simulação quântica da QED usando o gauge de Coulomb, levando em consideração os

graus internos de liberdade dos férmions de spin-1/2 e bósons de spin-1 sem massa.

4.1 Método

Conforme descrito no capítulo anterior o objetivo deste trabalho é propor um

novo protocolo de simulação quântica para a QED usando o gauge de Coulomb, le-

vando em consideração o spin das partículas. Seguindo as etapas descritas na Figura

6; o primeiro passo, a definição do sistema quântico a ser simulado, foi descrito no

capítulo 2. As outras etapas serão detalhadas neste capítulo.

Na segunda etapa, é generalizado o protocolo de simulação quântica para teoria

quântica de campos, elaborado por Casanova et. al. [15], que considera as interações

de férmions e bósons maciços em dimensão 1 + 1, sem levar em consideração seus

graus internos de liberdade.

Para fazer a simulação quântica da QED considerando os graus internos de

liberdade das partículas fermiônicas e bosônicas, são impostas três condições:

(i) Campos de dimensões 3 + 1, devido à representação covariante do campo de

Dirac e ao sentido físico do fóton,

(ii) Campo espinorial (férmions de spin-1/2 elétrons) e campo vetorial (bósons sem

massa e de spin-1),

(iii) Um modo de campo bosônico e um modo de campo fermiônico e antifermiônico

em co-movimento (modos comoving).

As premisas (i) e (ii) estabelecem que o campo de Dirac e o campo eletromagnético

devem ser considerados na representação covariante, mostrada nas equações (2.15)

e (2.52), de tal maneira que os graus internos de liberdade dados pelo espinor de Dirac

e pelo quadrivetor de polarização não sejam omitidos. Com isso em mente,

Hint = −e
∫
d3x : ˆ̄ψ(x, t)γiψ̂(x, t)Âi(x, t) :, (4.1)

descreve o Hamiltoniano na representação de interação, onde os campos que o com-

põem são encontrados, explicitamente, na representação de interação (consulte a

seção 2.6 e o Apêndice C).
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Da premisa (iii), apenas um modo de campo bosônico é considerado, portanto,

para um modo de campo1 Â(x, t) definido pela Eq. (2.52) reduz-se a

Â(x, t) =
2∑

r=1

1√
2w0

(
ǫ(k, r)â(k, r)e−ik·x + ǫ∗(k, r)â†(k, r)eik·x

)
, (4.2)

onde |k| = wk = w0.

A premisa (iii) introduz a idéia da interação (espalhamento) de dois pacotes

de onda. Esses pacotes de ondas são definidos por os operadores b̂
†(sch)
in (pf , s) e

d̂
†(sch)
in (pf̄ , s) que descreverão modos de campo fermiônico e antifermiônico, respecti-

vamente. Esses operadores estão na representação de Schrödinger, quando aplicados

ao vácuo, eles criarão pacotes de ondas de entrada para cada instante de tempo, t,

com apenas uma excitação em média [15]. Eles operadores são definidos como

b̂
†(sch)
in (pf , s) =

∫
d3pGf (pf ,p)b̂†(p, s)e−iwpt, (4.3a)

d̂
†(sch)
in (pf̄ , s) =

∫
d3pGf̄ (pf̄ ,p)d̂†(p, s)e−iwpt, (4.3b)

onde, b̂†(sch)in (pf , s) (d̂†(sch)in (pf̄ , s)), criam partículas (antipartículas) localizados com

momento pf (pf̄ ) e projeção spin s. A função Gf (pf ,p) (Gf̄ (pf̄ ,p)) descreve o envelope

do pacote de onda para partículas (antipartículas). Esses envelopes são de forma

gaussiana quando o limite ultrarelativista é aplicado (wp = |p|) [35].

Os novos operadores de criação definidos nas equações (4.3) podem redefinir

um campo de Dirac da Eq. (2.15) no qual férmions (antiférmions) possam ser criados

e aniquilados com novos espinores U (V), semelhante aos espinores do campo de

Dirac definidos no capítulo 2. O campo fermiônico independente do tempo pode ser

expandido tal que, (os cálculos detalhados referentes a esta seção são apresentados

no Apêndice D)

ψ̂(x) =
∑

s=±s

{
b̂
(sch)
in (pf , s)CbU(pf , s) + d̂

†(sch)
in (pf̄ , s)CdV(pf̄ , s)

}
, (4.4)

onde Cb e Cd são os coeficientes de normalização do novo campo de Dirac. Além

disso, U(pf , s) e V(pf̄ , s) têm as mesmas propriedades dos espinores de Dirac, mas

eles não são necessariamente os mesmos que os espinores u(p, s) e v(p, s). O campo

ψ̂(x) deve ter as mesmas propriedades que o campo de Dirac, ou seja, deve satisfazer

as equações (2.18). Portanto, os operadores b̂(sch)in (b̂†(sch)in ) e d̂(sch)in (d̂†(sch)in ) satisfazem

as relações de anticomutação definidas na Eq. (2.19).

A dependência em x na equação (4.4) está inclusa nos coeficientes2 CbU(pf , s)
e CdV(pf̄ , s). Esses coeficientes podem ser obtidos construindo as seguintes relações
1 Lembre-se de que o gauge de Coulomb é considerado e o potencial escalar intervém apenas na

interação do tipo Coulomb que foi omitido neste trabalho.
2 Assim como os espinores de Dirac, esses termos são representados por matrizes coluna de quatro

componentes.
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de anticomutação

CbU(pf , s) =
{
ψ̂(x), b̂

†(sch)
in (pf , s)

}
e CdV(pf̄ , s) =

{
ψ̂(x), d̂

(sch)
in (pf̄ , s)

}
. (4.5)

Esta equação faz sentido porque a mesma dimensão dos espinores é mantida. Como

o novo campo dado pela Eq. (4.4) e o campo de Dirac da Eq. (2.15) precisam descrever

as mesmas propriedades físicas, então a Eq. (2.15) pode ser substituído nas relações

(4.5) e, usando a Eq. (4.3), a relação de anticomutação pode ser calculada , obtendo

(para mais detalhes, ver equações (D.6) e (D.8))

CbU(pf , s) =
∫

d3p

(2π)3/2

√
m

wp
Gf (pf ,p)u(p, s)eip·xe−iwpt,

CdV(pf̄ , s) =
∫

d3p

(2π)3/2

√
m

wp
G∗̄
f
(pf̄ ,p)v(p, s)e

−ip·xeiwpt.

(4.6)

Para reduzir a expressão, a seguinte definição pode ser feita

Gf (pf ,p, s) =

√
m

wp
Gf (pf ,p)u(p, s),

Gf̄ (pf̄ ,p, s) =

√
m

wp
G∗̄
f
(pf̄ ,p)v(p, s).

(4.7)

As equações (4.7) podem ser interpretadas como uma matriz coluna que des-

creve um novo envelope de onda3. Substituindo as equações (4.6) e (4.7) na expansão

do campo de Dirac da Eq. (4.4), obtém-se

ψ̂(x) =
∑

s=±s

∫
d3p

(2π)3/2

[
b̂
(sch)
in Gf (pf ,p, s)e

i(p·x−wpt) + d̂
†(sch)
in Gf̄ (pf̄ ,p, s)e

−i(p·x−wpt)
]
.

(4.8)

Para a integral da equação anterior, pode-se definir

G̃f (pf , x, s) =

∫
d3p

(2π)3/2
Gf (pf ,p, s)e

i[(p−pf )·x−(wp−wf )t], (4.9a)

G̃f̄ (pf̄ , x, s) =

∫
d3p

(2π)3/2
Gf̄ (pf̄ ,p, s)e

−i[(p−pf̄ )·x−(wp−wf̄ )t], (4.9b)

onde se multiplicou e±ipf,f̄ ·xe±iwf,f̄ t na expansão do campo. As equações (4.9) descre-

vem a transformada de Fourier de cada componente da matriz coluna definida pelos

espinores de Dirac na Eq. (4.7). Portanto, as expressões (4.9) apresentam a mesma

dimensão que os espinores de Dirac.

Substituindo as equações (4.9) na Eq. (4.8), a expansão do campo de Dirac,

ψ̂(x), na representação de Schrödinger é obtida, portanto, na representação de intera-

ção, ela pode ser escrita como (consulte os Apêndices C e D)

ψ̂(x) =
∑

s=±s

[
b̂in(pf , s)G̃f (pf , x, s)e

−ipf ·x + d̂
†
in(pf̄ , s)G̃f̄ (pf̄ , x, s)e

ipf̄ ·x
]
, (4.10)

3 Deve ser enfatizado que no campo de Dirac, o espinor depende do momento da partícula, portanto,
ao considerar o envelope de um pacote de onda que também depende de p, se tem uma expressão
matricial cujo significado físico não é claro.
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onde pf · x = wf t − pf · x e pf̄ · x = wf̄ t − pf̄ · x, e os operadores b̂in(pf , s) =
∫
d3pGf (pf ,p)b̂(p, s) e d̂†in(pf̄ , s) =

∫
d3pGf̄ (pf̄ ,p)d̂†(p, s) são independentes do tempo

e estão na representação de interação. A dependência temporal está no termo definido

pela transformada de Fourier, que é descrita pelo espinor e pelo envelope do pacote

de ondas considerado.

Analogamente, o campo conjugado de Dirac é obtido na representação de

interação [demonstrado no Apêndice D, Eq. (D.17) ]

ψ̂(x) =
∑

±s

[
b̂
†
in(pf , s)G̃f (pf , x, s)e

+ipf ·x + d̂in(pf̄ , s)G̃f̄ (pf̄ , x, s)e
−ipf̄ ·x

]
. (4.11)

Essas equações expressam o operador de campo de Dirac na representação de inte-

ração considerando o pacote de ondas. Isso será útil porque as partículas fermiônicas

e antifermiônicas estão localizadas no pacote de ondas.

Agora tem-se uma nova expressão do campo de Dirac dada pelas equações

(4.10) e (4.11), além disso, é considerado um modo de campo bosônico descrito pela

Eq. (4.2). Substituindo essas equações no Hamiltoniano de interação, Eq. (4.1), obtém-

se o Hamiltoniano do sistema para simular (considerando g = −e√
2w0

)

Hint = g :

∫
d3x

∑

s=±s

[
b̂
†
in(pf , s)G̃f (pf , x, s)e

+ipf ·x + d̂in(pf̄ , s)G̃f̄ (pf̄ , x, s)e
−ipf̄ ·x

]
γi×

∑

s=±s

[
b̂in(pf , s)G̃f (pf , x, s)e

−ipf ·x + d̂
†
in(pf̄ , s)G̃f̄ (pf̄ , x, s)e

ipf̄ ·x
]
×

2∑

r=1

(
ǫi(k, r)â(k, r)e

−ik·x + ǫ∗i (k, r)â
†(k, r)eik·x

)
: .

(4.12)

A equação (4.12) já descreve as auto-interações de férmion de Dirac (e anti-

férmion), criação e aniquilação de pares partícula-antipartícula mediadas pela troca

de fótons físicos. Esse Hamiltoniano possui 64 termos de interação descrito por cada

valor do projeção spin s do férmion (antiférmion) e a polarização do fóton, sendo 32

termos mais seus hermitianos conjugados.

Antes de começar a descrever as interações dadas pelo Hamiltoniano Hint, é

necessário fazer algumas observações. O sistema acima descreve férmions localiza-

dos em um pacote de ondas definido pelo envelope Gf,f̄ . Ao considerar o espinor de

Dirac, é obtido um novo espinor que depende da forma do envelope e dos compo-

nentes dos espinores definidos na Eq. (2.8). A transformada de Fourier G̃f,f̄ (pf,f̄ , x, s)

pode ser simplificada, por exemplo, reduzindo as dimensões do sistema, isto é, se

forem considerados férmions unidimensionais ou bidimensionais.

A aplicação do gauge de Coulomb na quantização do campo reduz os graus de

liberdade de quatro para dois, no entanto, algumas características do campo eletromag-

nético são perdidas. Se o gauge de Lorenz (2.34) é considerado, o campo quantizado
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Aµ descreveria quatro componentes, isso nos levaria a adicionar dois graus de liber-

dade (polarização escalar e longitudinal) no Hamiltoniano do sistema, Eq. (4.12) e

obteríamos 96 termos de interação, 48 termos mais seus hermitianos conjugados. Isso

descreve um sistema completo e seria possível analisar novos fenômenos que ocorrem

na eletrodinâmica quântica. Apesar disso, considerando o gauge de Coulomb, exis-

tem 32 termos de interação de Hint que já representam um grande desafio para uma

implementação experimental da simulação quântica da QED. O trabalho continua em

uma representação generalizada (apesar de usar o gauge de Coulomb) de forma que

o número de termos pode ser diminuído sob certo limites no final do mapeamento do

sistema.

Para simplificar a notação da Hamiltoniana, os 64 da Eq. (4.12) podem ser ex-

pressos através de funções F e suas conjugadas F†, tendo em conta que:
(
b̂
†
inb̂inâ

)†
=

b̂
†
inb̂inâ

†,
(
d̂ind̂

†
inâ
)†

= d̂ind̂
†
inâ

† ,
(
d̂
†
ind̂

†
inâ
)†

= d̂inb̂inâ
† e
(
d̂inb̂inâ

)†
= b̂

†
ind̂

†
inâ

† .

• Para férmion-férmion
(
: b̂

†
inb̂inâ : e : b̂

†
inb̂inâ

† :
)

F i
f,f (pf ,pf ,k, t, s

′, s) =
(∫

d3x G̃f (pf , x, s
′)γiG̃f (pf , x, s)e

ik·x
)
e−iw0t, (4.13a)

F i†
f,f (pf ,pf ,k, t, s

′, s) =
(∫

d3x G̃f (pf , x, s
′)γiG̃f (pf , x, s)e

−ik·x
)
eiw0t. (4.13b)

• Para antiférmion-antiférmion
(
: d̂ind̂

†
inâ : e : d̂ind̂

†
inâ

† :
)

F i
f̄ ,f̄

(pf̄ ,pf̄ ,k, t, s
′, s) =

(∫
d3x G̃f̄ (pf̄ , x, s

′)γiG̃f̄ (pf̄ , x, s)e
ik·x

)
e−iw0t, (4.14a)

F i†
f̄ ,f̄

(pf̄ ,pf̄ ,k, t, s
′, s) =

(∫
d3x G̃f̄ (pf̄ , x, s

′)γiG̃f̄ (pf̄ , x, s)e
−ik·x

)
eiw0t. (4.14b)

• Para férmion-antiférmion
(
: b̂

†
ind̂

†
inâ : e : d̂inb̂inâ

† :
)

F i
f,f̄

(pf ,pf̄ ,k, t, s
′, s) =

(∫
d3x G̃f (pf , x, s

′)γiG̃f̄ (pf̄ , x, s)e
−i(pf+pf̄−k)·x

)
ei(wf+wf̄−w0)t,

(4.15a)

F i†
f,f̄

(pf ,pf̄ ,k, t, s
′, s) =

(∫
d3x G̃f̄ (pf̄ , x, s

′)γiG̃f (pf , x, s)e
i(pf+pf̄−k)·x

)
e−i(wf+wf̄−w0)t.

(4.15b)

• Para antiférmion-férmion
(
: d̂inb̂inâ : e : b̂

†
ind̂

†
inâ

† :
)
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F i
f̄ ,f

(pf̄ ,pf ,k, t, s
′, s) =

(∫
d3x G̃f̄ (pf̄ , x, s

′)γiG̃f (pf , x, s)e
i(pf+pf̄+k)·x

)
e−i(wf+wf̄+w0)t,

(4.16a)

F i†
f̄ ,f

(pf̄ ,pf ,k, t, s
′, s) =

(∫
d3x G̃f (pf , x, s

′)γiG̃f̄ (pf̄ , x, s)e
−i(pf+pf̄+k)·x

)
ei(wf+wf̄+w0)t,

(4.16b)

onde s′, s = ±s. Para as equações (4.15b) e (4.16b), foram consideradas as proprie-

dades dos espinores de Dirac,
[
u(p′, s′)γµv(p, s)

]†
= v(p, s)γµu(p′, s′). As oito expres-

sões mostradas apresentam quatro termos cada, dependendo dos valores assumidos

por s′ e s. Então, se escreve o Hamiltoniano de forma reduzida, verifica-se

Hint = g :
∑

m,n=f,f̄

2∑

r=1

∑

j,l=s,−s
F i
m,n (pm,pn,k, t, j, l) ǫi(k, r)Θ

m
pm,j

Θ
n†
pn,l

â(k, r) + h.c. :,

(4.17)

com

{
Θmpm,j

}
m=f

= b̂
†
in(pm, j) ,

{
Θmpm,j)

}
m=f̄

= d̂in(pm, j ; j = s,−s

onde, h.c. é o hermitiano conjugado.

4.2 Representação da Transformada de Fourier G̃f,f̄

A Eq. (4.12) é uma descrição extensa do Hamiltoniano de interação da QED,

e (4.17) é a notação mais simples para expressar esse Hamiltoniano. A partir das

duas equações observa-se que é necessário saber a transformada de Fourier das

equações (4.9), e aplicando o conjugado e multiplicando por γ0 se pode obter as

equações (D.19). Eles são vetores colunas dependentes de cada elemento do espinor

de dirac e do envelope do pacote de onda. Então, se pode considerar os espinores

de Dirac definidos na Eq. (2.8) para obter a representação da transformada de Fourier

G̃f,f̄

(
pf,f̄ , x, s

)
,

• Da Eq. (4.9a), para os espinores de soluções de frequência positiva,
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G̃f (pf , x,+s) =

∫
d3p

(2π)3/2

√
wp +m

2wp
Gf (pf ,p)




1

0
pz

wp+m
p+

wp+m



ei[(p−pf )·x−(wp−wf )t]

≡




G̃f (pf , x)

0

G̃fz(pf , x)

G̃f+(pf , x)




,

(4.18a)

G̃f (pf , x,−s) =
∫

d3p

(2π)3/2

√
wp +m

2wp
Gf (pf ,p)




0

1
p−

wp+m
−pz
wp+m



ei[(p−pf )·x−(wp−wf )t]

≡




0

G̃f (pf , x)

G̃f−(pf , x)

−G̃fz(pf , x)




.

(4.18b)

• De maneira análogo, usando a Eq. (4.9b), obtém-se a tranformada de Fourier

para os espinores de frequência negativa

G̃f̄ (pf̄ , x,+s) ≡




G̃f̄−(pf̄ , x)

−G̃f̄z(pf̄ , x)
0

G̃f̄ (pf̄ , x)



, (4.19a)

G̃f̄ (pf̄ , x,−s) ≡




G̃f̄z(pf̄ , x)

G̃f̄+(pf̄ , x)

G̃f̄ (pf̄ , x)

0



. (4.19b)

onde cada componente do vetor coluna é definido como uma transformada de Fourier,

na forma

G̃f (pf , x) =

∫
d3p

(2π)3/2

√
wp +m

2wp
Gf (pf ,p)ei[(p−pf )·x−(wp−wf )t]

G̃fα(pf , x) =

∫
d3p

(2π)3/2
pα√

2wp(wp +m)
Gf (pf ,p)ei[(p−pf )·x−(wp−wf )t] , α = x, y, z.

(4.20)
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Além disso, p± = px ± ipy, e foi definido G̃f±(pf , x) = G̃fx(pf , x)± iG̃fy(pf , x).

De maneira análoga, os termos descritos nas equações (4.19a) e (4.19b)

G̃f̄ (pf̄ , x) =

∫
d3p

(2π)3/2

√
wp +m

2wp
G∗̄
f
(pf̄ ,p)e

−i[(p−pf̄ )·x−(wp−wf̄ )t]

G̃f̄α(pf̄ , x) =

∫
d3p

(2π)3/2
pα√

2wp(wp +m)
G∗̄
f
(pf̄ ,p)e

−i[(p−pf̄ )·x−(wp−wf̄ )t] , α = x, y, z

(4.21)

Pode-se notar que a matriz coluna possui componentes definidos pelas equações

(4.20) e (4.21). No Apêndice E é mostrada a transformada de Fourier de G̃f,f̄ (pf,f̄ , x, s).

Usando essas expressões para G̃fα(pfα , x, s) e G̃fα(pfα , x, s) com α = f, f̄ , as

funções F i da seção anterior são calculadas. Considerando a propagação do fóton no

eixo z, ou seja, k = kz ẑ e w0 = |k| = kz, o campo potencial A e, portanto, ǫ(k, r) tem

componentes no eixo x− y perpendiculares a k. Isso é ǫ(k, r) = (0, ǫ1(k, r), ǫ2(k, r), 0),

então, pode-se definir a polarização circular direita ǫ+ e esquerda ǫ−

ǫ̃+(k, r) = (ǫ1(k, r) + iǫ2(k, r)) ǫ̃−(k, r) = (ǫ1(k, r)− iǫ2(k, r)) . (4.22)

Os Apêndices F, G, H e I, contem a demonstração completa e abaixo mostra-se

o Hamiltoniano obtido para cada termo do sistema

• Termos de auto-interação férmion-férmion, para cada valor do spin, se obtém

(consulte o Apêndice F)

Hf↑,f↑ =
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
App+ǫ̃−(k, r) + Bpp−ǫ̃+(k, r)

]
×

G∗
f (pf ,p+ k)Gf (pf ,p)ei(wp+k−wp−w0)tb̂

†
in(pf ,+s)b̂in(pf ,+s)â(k, r) + h.c.,

(4.23a)

Hf↑,f↓ =
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
−Appz ǫ̃−(k, r) + Bp(pz + kz)ǫ̃−(k, r)

]
×

G∗
f (pf ,p+ k)Gf (pf ,p)ei(wp+k−wp−w0)tb̂

†
in(pf ,+s)b̂in(pf ,−s)â(k, r) + h.c.,

(4.23b)

Hf↓,f↑ =
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
Appz ǫ̃+(k, r)− Bp(pz + kz)ǫ̃+(k, r)

]
×

G∗
f (pf ,p+ k)Gf (pf ,p)ei(wp+k−wp−w0)tb̂

†
in(pf ,−s)b̂in(pf ,+s)â(k, r) + h.c.,

(4.23c)
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Hf↓,f↓ =
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
App−ǫ̃+(k, r) + Bpp+ǫ̃−(k, r)

]
×

G∗
f (pf ,p+ k)Gf (pf ,p)ei(wp+k−wp−w0)tb̂

†
in(pf ,−s)b̂in(pf ,−s)â(k, r) + h.c..

(4.23d)

• Termos de auto-interação antiférmion-antiférmion, para cada valor do spin, obtém-

se (consulte o Apêndice G)

Hf̄↑,f̄↑
=
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
App+ǫ̃−(k, r) + Bpp−ǫ̃+(k, r)

]
×

Gf̄ (pf̄ ,p)G∗̄
f
(pf̄ ,p+ k)ei(wp+k−wp−w0)td̂in(pf̄ ,+s)d̂

†
in(pf̄ ,+s)â(k, r) + h.c.,

(4.24a)

Hf̄↑,f̄↓
=
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
−Appz ǫ̃+(k, r) + Bp(pz + kz)(ǫ̃+(k, r)

]

Gf̄ (pf̄ ,p)G∗̄
f
(pf̄ ,p+ k)ei(wp+k−wp−w0)td̂in(pf̄ .+ s)d̂

†
in(pf ,−s)â(k, r) + h.c.,

(4.24b)

Hf̄↓,f̄↓
=
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
App−ǫ̃+(k, r) + Bpp+ǫ̃−(k, r)

]

Gf̄ (pf̄ ,p)G∗̄
f
(pf̄ ,p+ k)ei(wp+k−wp−w0)td̂in(pf̄ .− s)d̂

†
in(pf ,−s)â(k, r) + h.c.,

(4.24c)

Hf̄↓,f̄↑
=
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
Appz ǫ̃−(k, r)− Bp(pz + kz)ǫ̃−(k, r)

]

Gf̄ (pf̄ ,p)G∗̄
f
(pf̄ ,p+ k)ei(wp+k−wp−w0)td̂in(pf̄ .− s)d̂

†
in(pf ,+s)â(k, r) + h.c.,

(4.24d)

• Termos de interação férmions-antiférmions para cada valor de spin, resulta-se

(consulte o Apêndice H )

Hf↑,f̄↑
=
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
Cpǫ̃−(k, r)−Dppz(kz − pz)ǫ̃−(k, r)−Dpp−p−ǫ̃+(k, r)

]
×

G∗
f (pf ,p)G∗̄

f
(pf̄ ,k − p)ei(wp+wk−p−w0)tb̂

†
in(pf ,+s)d̂

†
in(pf̄ ,+s)â(k, r) + h.c.,

(4.25a)
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Hf↑,f̄↓
=
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
−Dppzp+ǫ̃−(k, r) +Dpp−(kz − pz)ǫ̃+(k, r)

]
×

G∗
f (pf ,p)G∗̄

f
(pf̄ ,k − p)ei(wp+wk−p−w0)tb̂

†
in(pf ,+s)d̂

†
in(pf̄ ,−s)â(k, r) + h.c.,

(4.25b)

Hf↓,f̄↑
=
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
−Dpp+(kz − pz)ǫ̃−(k, r) +Dppzp−ǫ̃+(k, r)

]
×

G∗
f (pf ,p)G∗̄

f
(pf̄ ,k − p)ei(wp+wk−p−w0)tb̂

†
in(pf ,−s)d̂

†
in(pf̄ ,+s)â(k, r) + h.c.,

(4.25c)

Hf↓,f̄↓
=
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
Cpǫ̃+(k, r)−Dpp+p+ǫ̃−(k, r)−Dppz(kz − pz)ǫ̃+(k, r)

]
×

G∗
f (pf ,p)G∗̄

f
(pf̄ ,k − p)ei(wp+wk−p−w0)tb̂

†
in(pf ,−s)d̂

†
in(pf̄ ,−s)â(k, r) + h.c.,

(4.25d)

• Termos de interação antiférmions-férmions para cada valor de spin, obtém-se

(consulte o Apêndice I)

Hf̄↑,f↑
=
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
−Mpp+p+ǫ̃−(k, r) +Mppz(kz + pz)ǫ̃+(k, r) +Npǫ̃+(k, r)

]
×

Gf̄ (pf̄ ,p)Gf (pf ,−k − p)e−i(wp+wk+p+w0)td̂in(pf̄ ,+s)b̂in(pf ,+s)â(k, r) + h.c.,

(4.26a)

Hf̄↑,f↓
=
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
Mpp+(kz + pz)ǫ̃−(k, r) +Mppzp−ǫ̃+(k, r)

]
×

Gf̄ (pf̄ ,p)Gf (pf ,−k − p)e−i(wp+wk+p+w0)td̂in(pf̄ ,+s)b̂in(pf ,−s)â(k, r) + h.c.,

(4.26b)

Hf̄↓,f↑
=
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
−Mppzp+ǫ̃−(k, r)−Mpp−(kz + pz)ǫ̃+(k, r)

]
×

Gf̄ (pf̄ ,p)Gf (pf ,−k − p)e−i(wp+wk+p+w0)td̂in(pf̄ ,−s)b̂in(pf ,+s)â(k, r) + h.c.,

(4.26c)

Hf̄↓,f↓
=
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
Mppz(kz + pz)ǫ̃−(k, r)−Mpp−p−ǫ̃+(k, r) +Npǫ̃−(k, r)

]
×

Gf̄ (pf̄ ,p)Gf (pf ,−k − p)e−i(wp+wk+p+w0)td̂in(pf̄ ,−s)b̂in(pf ,−s)â(k, r) + h.c.,

(4.26d)
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onde Ap, Bp, Cp, Dp, Mp e Np são coeficientes que dependem de energia m; por

conseguinte, do momento linear. Esses coeficientes são definidos por

Ap =

√
wp+k +m

wp+kwp(wp +m)
Bp =

√
wp +m

wp+kwp(wp+k +m)
, (4.27a)

Cp =

√
(wp +m)(wk−p +m)

wpwk−p
Dp =

1√
wpwk−p(wp +m)(wk−p +m)

,

(4.27b)

Mp =
1√

wpwk+p(wp +m)(wk+p +m)
Np =

√
(wp +m)(wk+p +m)

wpwk+p
, (4.27c)

A partir das equações (4.23-4.26) se tem o Hamiltoniano para cada termo do

sistema. Portanto, o Hamiltoniano do sistema pode ser escrito como

Hint =: Hf,f +Hf̄ ,f̄ +Hf,f̄ +Hf̄ ,f + h.c. :, (4.28)

onde

Hf,f =
g

2
e−iw0t

2∑

r=1

{

+ b̂
†
in(pf ,+s)b̂in(pf ,+s)â(k, r)

[
R+(pf ,k, t)ǫ̃−(k, r) +Q−(pf ,k, t)ǫ̃+(k, r)

]

+ b̂
†
in(pf ,+s)b̂in(pf ,−s)â(k, r)

[
−Rz(pf ,k, t) +Qz(pf ,k, t) + kzQ(pf ,k, t)

]
ǫ̃−(k, r)

+ b̂
†
in(pf ,−s)b̂in(pf ,+s)â(k, r)

[
Rz(pf ,k, t)−Qz(pf ,k, t)− kzQ(pf ,k, t)

]
ǫ̃+(k, r)

+b̂
†
in(pf ,−s)b̂in(pf ,−s)â(k, r)

[
R−(pf ,k, t)ǫ̃+(k, r) +Q+(pf ,k, t)ǫ̃−(k, r)

]}
+ h.c.,

(4.29)

Hf̄ ,f̄ =
g

2
e−iw0t

2∑

r=1

{

+ d̂in(pf̄ ,+s)d̂
†
in(pf̄ ,+s)â(k, r)

[
Z+(pf̄ ,k, t)ǫ̃−(k, r) +W−(pf̄ ,k, t)ǫ̃+(k, r)

]

+ d̂in(pf̄ ,+s)d̂
†
in(pf̄ ,−s)â(k, r)

[
−Zz(pf̄ ,k, t) +Wz(pf̄ ,k, t) + kzW(pf̄ ,k, t)

]
ǫ̃+(k, r)

+ d̂in(pf̄ ,−s)d̂
†
in(pf̄ ,+s)â(k, r)

[
Zz(pf̄ ,k, t)−Wz(pf̄ ,k, t)− kzW(pf̄ ,k, t)

]
ǫ̃−(k, r)

+d̂in(pf̄ ,−s)d̂
†
in(pf̄ ,−s)â(k, r)

[
Z−(pf̄ ,k, t)ǫ̃+(k, r) +W+(pf̄ ,k, t)ǫ̃−(k, r)

]}
+ h.c.,

(4.30)
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Hf,f̄ =
g

2
e−iw0t

2∑

r=1

{

b̂
†
in(pf ,+s)d̂

†
in(pf̄ ,+s)â(k, r)

[
−Mp−p−(pf ,pf̄ ,k, t)ǫ̃+(k, r)

+
(
N (pf ,pf̄ ,k, t)− kzMpz(pf ,pf̄ ,k, t) +Mpzpz(pf ,pf̄ ,k, t)

)
ǫ̃−(k, r)

]

+ b̂
†
in(pf ,+s)d̂

†
in(pf̄ ,−s)â(k, r)×[

−Mpzp+(pf ,pf̄ ,k, t)ǫ̃−(k, r) +
(
kzMp−(pf ,pf̄ ,k, t)−Mp−pz(pf ,pf̄ ,k, t)

)
ǫ̃+(k, r)

]

+ b̂
†
in(pf ,−s)d̂

†
in(pf̄ ,+s)â(k, r)×[

Mpzp−(pf ,pf̄ ,k, t)ǫ̃+(k, r) +
(
−kzMp+(pf ,pf̄ ,k, t) +Mp+pz(pf ,pf̄ ,k, t)

)
ǫ̃−(k, r)

]

+ b̂
†
in(pf ,−s)d̂

†
in(pf̄ ,−s)â(k, r)

[
−Mp+p+(pf ,pf̄ ,k, t)ǫ̃−(k, r)

+
(
N (pf ,pf̄ ,k, t)− kzMpz(pf ,pf̄ ,k, t) +Mpzpz(pf ,pf̄ ,k, t)

)
ǫ̃+(k, r)

]}
+ h.c.,

(4.31)

Hf̄ ,f =
g

2
e−iw0t

2∑

r=1

{

d̂in(pf̄ ,+s)b̂in(pf ,+s)â(k, r)
[
−Op+p+(pf ,pf̄ ,k, t)ǫ̃−(k, r)

+
(
J (pf ,pf̄ ,k, t) + kzOpz(pf ,pf̄ ,k, t) +Opzpz(pf ,pf̄ ,k, t)

)
ǫ̃+(k, r)

]

+ d̂in(pf ,+s)b̂in(pf̄ ,−s)â(k, r)×[
Opzp−(pf ,pf̄ ,k, t)ǫ̃+(k, r) +

(
kzOp+(pf ,pf̄ ,k, t) +Op+pz(pf ,pf̄ ,k, t)

)
ǫ̃−(k, r)

]

− d̂in(pf̄ ,−s)b̂in(pf ,+s)â(k, r)×[
Opzp+(pf ,pf̄ ,k, t)ǫ̃−(k, r) +

(
kzOp−(pf ,pf̄ ,k, t) +Op−pz(pf ,pf̄ ,k, t)

)
ǫ̃+(k, r)

]

+ b̂
†
in(pf ,−s)d̂

†
in(pf̄ ,−s)â(k, r)

[
−Op−p−(pf ,pf̄ ,k, t)ǫ̃+(k, r)

+
(
J (pf ,pf̄ ,k, t) + kzOpz(pf ,pf̄ ,k, t) +Opzpz(pf ,pf̄ ,k, t)

)
ǫ̃−(k, r)

]}
+ h.c.,

(4.32)

onde foram utilizadas as seguintes funções auxiliares para o Hamiltoniano Hf,f (para

α = x, y, z)

Rα(pf ,k, t) =

∫
d3pAppαGf (pf ,p+ k)G∗

f (pf ,p)e
i(wp+k−wp)t, (4.33a)

Qα(pf ,k, t) =

∫
d3pBppαGf (pf ,p+ k)G∗

f (pf ,p)e
i(wp+k−wp)t, (4.33b)

Q(pf ,k, t) =

∫
d3pBpGf (pf ,p+ k)G∗

f (pf ,p)e
i(wp+k−wp)t. (4.33c)
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As funções do Hamiltoniano Hf̄ ,f̄ (para α = x, y, z)

Zα(pf̄ ,k, t) =
∫
d3pAppαG∗̄

f
(pf̄ ,p+ k)Gf̄ (pf̄ ,p)ei(wp+k−wp)t, (4.34a)

Wα(pf̄ ,k, t) =

∫
d3pBppαG∗̄

f
(pf̄ ,p+ k)Gf̄ (pf̄ ,p)ei(wp+k−wp)t, (4.34b)

W(pf̄ ,k, t) =

∫
d3pBpG∗̄

f
(pf̄ ,p+ k)Gf̄ (pf̄ ,p)ei(wp+k−wp)t. (4.34c)

As funções do Hamiltoniano Hf,f̄ (para β = α = x, y, z)

N (pf ,pf̄ ,k, t) =

∫
d3pCpG∗

f (pf ,p)G∗̄
f
(pf̄ ,k − p)ei(wp+wk+p)t, (4.35a)

Mpα(pf ,pf̄ ,k, t) =

∫
d3pDppαG∗

f (pf ,p)G∗̄
f
(pf̄ ,k − p)ei(wp+wk+p)t, (4.35b)

Mpαpβ(pf ,pf̄ ,k, t) =

∫
d3pDppαpβG∗

f (pf ,p)G∗̄
f
(pf̄ ,k − p)ei(wp+wk+p)t. (4.35c)

As funções do Hamiltoniano Hf̄ ,f (para β = α = x, y, z)

J (pf̄ ,pf ,k, t) =

∫
d3pNpGf̄ (pf̄ ,p)Gf (pf ,−k − p)e−i(wp+wk+p)t, (4.36a)

Opα(pf̄ ,pf ,k, t) =
∫
d3pMppαGf̄ (pf̄ ,p)Gf (pf ,−k − p)e−i(wp+wk+p)t, (4.36b)

Opαpβ(pf̄ ,pf ,k, t) =
∫
d3pMppαpβGf̄ (pf̄ ,p)Gf (pf ,−k − p)e−i(wp+wk+p)t. (4.36c)

Essas funções dependem da forma do envelope a ser considerado.

O sistema quântico a ser simulado com o método proposto é descrito pelo

Hamiltoniano (4.28) cujos componentes são detalhados pelas equações (4.29 - 4.32).

4.3 Mapeamento

O Hamiltoniano da Eq. (4.28) define o sistema quântico a simular, que é descrito

pelos operadores de criação e aniquilação de férmions (e antiférmions) e bósons para

cada combinação da projeção de spin ±s. Para implementar esse Hamiltoniano em um

simulador quântico (seja análogo ou Digital), é necessário transformar os operadores

de criação e aniquilação de férmions em qubits, de modo que os qubits simulem a

álgebra dos férmions. Porque os sistemas quânticos que compõem os simuladores

quânticos são, em geral, sistemas com dois níveis distinguíveis, portanto, eles não

respeitam a álgebra correta. Nesse caso, o mapeamento dos operadores de férmion

e antiférmion deve ser realizado para cada projeção de spin ±s; para isso, é usada a

transformação de Jordan-Wigner (seção 3.2.1).

A transformação de Jordan-Wigner unidimensional mostra o mapeamento entre

os operadores de spin do qubit como operadores de spin dos férmions e vice-versa.
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Nesse caso, devem ser considerados os operadores do férmion b̂†in(pf ,±s) e antifér-

mion d̂†in(pf̄ ,±s), sendo esquematicamente representados em quatro sitios diferentes,

formando uma cadeia de férmions (e antiférmions) que são mapeados em qubits no

sitio correspondente, como mostra a Figura 8. Deve-se notar que os férmions não

estão localizados ou formam uma cadeia de férmions, é apenas uma representação

para o desenvolvimento matemático da transformação de Jordan-Wigner, ou seja, o

esquema mostrado na Figura 8 ajuda a entender o mapeamento entre os operadores

de férmions e antiférmions em operadores de spin dos qubits.

Figura 8 – Representação esquemática do mapeamento férmion e antiférmions em
qubits.

Fonte – Figura criada pelo autor

Usando de as equações (3.12a) e (3.12b) da transformação de Jordan-Wigner,

resulta o seguinte:

• O operador de férmion de spin ↑ é representado no sitio 1. Portanto, ele não apre-

senta um operador de fase por que não há operadores de férmions representados

à sua esquerda. Ele é transformado como

b̂
†
in(pf ,+s) = S+1 ⊗ 12 ⊗ 13 ⊗ 14, (4.37a)

b̂in(pf ,+s) = S−1 ⊗ 12 ⊗ 13 ⊗ 14. (4.37b)

• O operador de férmion de spin ↓ é representado no sítio 2, e o operador de

fase é definido pelo operador número do férmion do sítio 1, e+iπn1 , onde n1 =
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b̂
†
in(pf ,+s)b̂in(pf ,+s) = S+1 S

−
1 . Então, ele é transformado como

b̂
†
in(pf ,−s) = e+iπS

+
1 S

−
1 ⊗ S+2 ⊗ 13 ⊗ 14, (4.38a)

b̂in(pf ,−s) = e−iπS
+
1 S

−
1 ⊗ S−2 ⊗ 13 ⊗ 14. (4.38b)

• O operador de antiférmion de spin ↑ é representado no sitio 3 e o operador de

fase é definido pelos operadores e+iπ(n1+n2). Ele é transformado como

d̂
†
in(pf̄ ,+s) = e+iπS

+
1 S

−
1 ⊗ e+iπS

+
2 S

−
2 ⊗ S+3 ⊗ 14, (4.39a)

d̂in(pf̄ ,+s) = e−iπS
+
1 S

−
1 ⊗ e−iπS

+
2 S

−
2 ⊗ S−3 ⊗ 14. (4.39b)

• No caso do operador de antiférmion de spin ↓, é representado no último sitio e o

operador de fase é e+iπ(n1+n2+n3). Então, ele é transformado de acodo com

d̂
†
in(pf̄ ,−s) = e+iπS

+
1 S

−
1 ⊗ e+iπS

+
2 S

−
2 ⊗ e+iπS

+
3 S

−
3 ⊗ S+4 , (4.40a)

d̂in(pf̄ ,−s) = e−iπS
+
1 S

−
1 ⊗ e−iπS

+
2 S

−
2 ⊗ e−iπS

+
3 S

−
3 ⊗ S−4 . (4.40b)

O arranjo da representação dos operadores de férmions e antiférmions (mostrada na

Figura 8) é arbitrário. Ou seja, os férmions e antiférmions podem ser representados em

qualquer sítio, de modo que, dependendo do local, eles terão as mesmas expressões

mostrados nas equações anteriores.

Agora, usando a propriedade

e±iπS
+
n S

−
n = 1 +

±iπ
1!

S+n S
−
n +

(±iπ)2
2!

(S+n S
−
n )

2

︸ ︷︷ ︸
S+
n S

−
n

+ · · ·

= 1−


e±iπ︸︷︷︸

−1

S+n S
−
n − S+n S

−
n




= 1− 2S+n S
−
n = −2Szn,

(4.41)

onde, usando a notação matricial (3.7) se tem que S+n S
−
n = (S+n S

−
n )

2 = · · · .
Aplicando a Eq. (4.41) nas equações (4.37 - 4.40), elas podem ser modificadas

e escritas como

b̂
†
in(pf ,+s) = S+1 ⊗ 12 ⊗ 13 ⊗ 14,

b̂in(pf ,+s) = S−1 ⊗ 12 ⊗ 13 ⊗ 14,
(4.42a)

b̂
†
in(pf ,−s) = −2Sz1 ⊗ S+2 ⊗ 13 ⊗ 14,

b̂in(pf ,−s) = −2Sz1 ⊗ S−2 ⊗ 13 ⊗ 14,
(4.42b)

d̂
†
in(pf̄ ,+s) = 4Sz1 ⊗ Sz2 ⊗ S+3 ⊗ 14,

d̂in(pf̄ ,+s) = 4Sz1 ⊗ Sz2 ⊗ S−3 ⊗ 14,
(4.42c)

d̂
†
in(pf̄ ,−s) = −8Sz1 ⊗ Sz2 ⊗ Sz3 ⊗ S+4 ,

d̂in(pf̄ ,−s) = −8Sz1 ⊗ Sz2 ⊗ Sz3 ⊗ S−4 .
(4.42d)
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As equações de (4.42) mostram aos operadores de férmion e antiférmion trans-

formados em função dos operadores de spin dos qubits. Para que o mapeamento

esteja correto, a combinação dos operadores de spin na esquerda das equações de

(4.42) devem satisfazer as relações de anticomutação definida na Eq. (2.19). Para isso,

considera-se a Eq. (3.9a) onde os operadores de spin dos qubits (S±n com n = 1, 2, 3, 4)

comutan em sítios diferentes. Além disso, da Eq. (4.41), se tem que os operadores Szn
e Szm comutam em qualquer sítio, isto é, [Szn, S

z
m] = 0. As relações de anticomutação

em sítios iguais dadas pela Eq. (3.9b) também devem ser consideradas. Com isso,

obtêm-se as relações de anticomutação:

• Começando com o operador b̂†in(pf ,+s):

{
b̂
†
in(pf ,+s), b̂in(pf ,+s)

}
=
{
S+1 , S

−
1

}
⊗ 12 ⊗ 13 ⊗ 14 = 11 ⊗ 12 ⊗ 13 ⊗ 14, (4.43a)

{
b̂
†
in(pf ,+s), b̂

†
in(pf ,+s)

}
=
{
S+1 , S

+
1

}
⊗ 12 ⊗ 13 ⊗ 14 = O1 ⊗ 12 ⊗ 13 ⊗ 14, (4.43b)

{
b̂
†
in(pf ,+s), b̂

†
in(pf ,−s)

}
= −2

{
S+1 , S

z
1

}
⊗ S−2 ⊗ 13 ⊗ 14 = O1 ⊗ S−2 ⊗ 13 ⊗ 14,

(4.43c)
{
b̂
†
in(pf ,+s), b̂in(pf ,−s)

}
= −2

{
S+1 , S

z
1

}
⊗ S−2 ⊗ 13 ⊗ 14 = O1 ⊗ S−2 ⊗ 13 ⊗ 14,

(4.43d)
{
b̂
†
in(pf ,+s), d̂

†
in(pf̄ ,+s)

}
= 4

{
S+1 , S

z
1

}
⊗ Sz2 ⊗ S+3 ⊗ 14 = O1 ⊗ Sz2 ⊗ S+3 ⊗ 14,

(4.43e)
{
b̂
†
in(pf ,+s), d̂in(pf̄ ,+s)

}
= 4

{
S+1 , S

z
1

}
⊗ Sz2 ⊗ S−3 ⊗ 14 = O1 ⊗ Sz2 ⊗ S−3 ⊗ 14,

(4.43f)
{
b̂
†
in(pf ,+s), d̂

†
in(pf̄ ,−s)

}
= −8

{
S+1 , S

z
1

}
⊗ Sz2 ⊗ Sz3 ⊗ S+4 = O1 ⊗ Sz2 ⊗ Sz3 ⊗ S+4 ,

(4.43g)
{
b̂
†
in(pf ,+s), d̂in(pf̄ ,−s)

}
= −8

{
S+1 , S

z
1

}
⊗ Sz2 ⊗ Sz3 ⊗ S−4 = O1 ⊗ Sz2 ⊗ Sz3 ⊗ S−4 .

(4.43h)

Aplicando a adjunta às equações mostradas, as relações de anticomutação de b̂in(pf ,+s)

com os operadores de férmion e antiférmion são obtidas.

• Para o operador b̂†in(pf ,−s):
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{
b̂
†
in(pf ,−s), b̂

†
in(pf ,−s)

}
= 11 ⊗O2 ⊗ 13 ⊗ 14, (4.44a)

{
b̂
†
in(pf ,−s), b̂in(pf ,−s)

}
= 11 ⊗ 12 ⊗ 13 ⊗ 14, (4.44b)

{
b̂
†
in(pf ,−s), d̂

†
in(pf̄ ,+s)

}
= 11 ⊗O2 ⊗ S+3 ⊗ 14, (4.44c)

{
b̂
†
in(pf ,−s), d̂in(pf̄ ,+s)

}
= 11 ⊗O2 ⊗ S−3 ⊗ 14, (4.44d)

{
b̂
†
in(pf ,−s), d̂

†
in(pf̄ ,−s)

}
= 11 ⊗O2 ⊗ Sz3 ⊗ S+4 , (4.44e)

{
b̂
†
in(pf ,−s), d̂in(pf̄ ,−s)

}
= 11 ⊗O2 ⊗ Sz3 ⊗ S−4 . (4.44f)

As relações de anticomutação com o operador b̂in(pf ,+s) e seu conjugado foram

obtidas no item anterior. Aplicando a adjunta às equações mostradas, as relações de

anticomutação de b̂in(pf ,−s) com os operadores de férmion e antiférmion são obtidas.

• Para o operador d̂†in(pf̄ ,+s):

{
d̂
†
in(pf̄ ,+s), d̂

†
in(pf̄ ,+s)

}
= 16Sz1S

z
1 ⊗ Sz2S

z
2 ⊗

{
S+3 , S

+
3

}
⊗ 14 = 11 ⊗ 12 ⊗O3 ⊗ 14,

(4.45a)
{
d̂
†
in(pf̄ ,+s), d̂in(pf̄ ,+s)

}
= 16Sz1S

z
1 ⊗ Sz2S

z
2 ⊗

{
S+3 , S

−
3

}
⊗ 14 = 11 ⊗ 12 ⊗ 13 ⊗ 14,

(4.45b)
{
d̂
†
in(pf̄ ,+s), d̂

†
in(pf̄ ,−s)

}
= −32Sz1S

z
1 ⊗ Sz2S

z
2 ⊗

{
S+3 , S

z
3

}
⊗ S+4 = 11 ⊗ 12 ⊗O3 ⊗ S+4 ,

(4.45c)
{
d̂
†
in(pf̄ ,+s), d̂in(pf̄ ,−s)

}
= −32Sz1S

z
1 ⊗ Sz2S

z
2 ⊗

{
S+3 , S

z
3

}
⊗ S−4 = 11 ⊗ 12 ⊗O3 ⊗ S−4 .

(4.45d)

As relações de anticomutação de d̂†in(pf̄ ,+s) com os demais operadores de férmions

e antiférmions foram obtidos nos itens anteriores. Além disso, aplicando a adjunta, as

relações de anticomutação para d̂in(pf̄ ,+s) serão obtidas.

• Para o operador d̂†in(pf̄ ,−s), só é necessário calcular as seguintes relações de

anticomutação porque as outras relações foram obtidas anteriormente. Então,

obtém-se

{
d̂
†
in(pf̄ ,−s), d̂

†
in(pf̄ ,−s)

}
= 64Sz1S

z
1 ⊗ Sz2S

z
2 ⊗ Sz3S

z
3 ⊗

{
S+4 , S

+
4

}
= 11 ⊗ 12 ⊗ 13 ⊗O4,

(4.46a)
{
d̂
†
in(pf̄ ,−s), d̂in(pf̄ ,−s)

}
= 64Sz1S

z
1 ⊗ Sz2S

z
2 ⊗ Sz3S

z
3 ⊗

{
S+4 , S

−
4

}
= 11 ⊗ 12 ⊗ 13 ⊗ 14.

(4.46b)

Assim, todas as relações de anticomutação dos operadores de criação e aniquilação

de férmion e antiférmion para cada valor de spin foram derivadas. Isso mostra que
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combinação dos operadores de spin dos qubits, dada pelas equações (4.42), pode se

comportar como férmions.

O Hamiltoniano da Eq. (4.17), descreve as seguintes interações: auto-interação

de férmion-férmion, b̂†in(pf ,±s)b̂in(pf ,±s); auto-interação de antiférmion-antiférmion,

d̂in(pf̄ ,±s)d̂
†
in(pf ,±s); interação de férmion-antiférmion, b̂†in(pf ,±s)d̂

†
in(pf̄ ,±s) e inte-

ração antiférmion-férmion, d̂†in(pf̄ ,±s)b̂
†
in(pf ,±s). Portanto, usando o mapeamento, da

Eq. (4.42), esses termos de interação podem ser expressos da seguinte maneira:

Auto-interação de Férmion - Férmion

b̂
†
in(pf ,+s)b̂in(pf ,+s) = S+1 S

−
1 ⊗ 12 ⊗ 13 ⊗ 14, (4.47a)

b̂
†
in(pf ,+s)b̂in(pf ,−s) = −2S+1 S

z
1 ⊗ S−2 ⊗ 13 ⊗ 14, (4.47b)

b̂
†
in(pf ,−s)b̂in(pf ,+s) = −2Sz1S

+
1 ⊗ S+2 ⊗ 13 ⊗ 14, (4.47c)

b̂
†
in(pf ,−s)b̂in(pf ,−s) = 11 ⊗ S+2 S

−
2 ⊗ 13 ⊗ 14. (4.47d)

(4.47e)

Aunto-interação de Antiférmion-Antiférmion

d̂in(pf̄ ,+s)d̂
†
in(pf̄ ,+s) = 11 ⊗ 12 ⊗ S−3 S

+
3 ⊗ 14, (4.48a)

d̂in(pf̄ ,+s)d̂
†
in(pf̄ ,−s) = −2

(
11 ⊗ 12 ⊗ S−3 S

z
3 ⊗ S+4

)
, (4.48b)

d̂in(pf̄ ,−s)d̂
†
in(pf̄ ,+s) = −2

(
11 ⊗ 12 ⊗ Sz3S

+
3 ⊗ S−4

)
, (4.48c)

d̂in(pf̄ ,−s)d̂
†
in(pf̄ ,−s) = 11 ⊗ 12 ⊗ 13 ⊗ S−4 S

+
4 . (4.48d)

Interação Fermion-Antifermion

b̂
†
in(pf ,+s)d̂

†
in(pf̄ ,+s) = 4S+1 S

z
1 ⊗ Sz2 ⊗ S+3 ⊗ 14, (4.49a)

b̂
†
in(pf ,+s)d̂

†
in(pf̄ ,−s) = −8S+1 S

z
1 ⊗ Sz2 ⊗ Sz3 ⊗ S+4 , (4.49b)

b̂
†
in(pf ,−s)d̂

†
in(pf̄ ,+s) = −2

(
11 ⊗ S+2 S

z
2 ⊗ S+3 ⊗ 14

)
, (4.49c)

b̂
†
in(pf ,−s)d̂

†
in(pf̄ ,−s) = 4

(
11 ⊗ S+2 S

z
2 ⊗ Sz3 ⊗ S+4

)
. (4.49d)

Interação Antifermion-Fermion

d̂in(pf̄ ,+s)b̂in(pf ,+s) = 4Sz1S
−
1 ⊗ Sz2 ⊗ S−3 ⊗ 14, (4.50a)

d̂in(pf̄ ,+s)b̂in(pf ,−s) = −2
(
11 ⊗ Sz2 ⊗ Sz3 ⊗ S−4

)
, (4.50b)

d̂in(pf̄ ,−s)b̂in(pf ,+s) = −8Sz1S
−
1 ⊗ Sz2 ⊗ Sz3 ⊗ S−4 , (4.50c)

b̂
†
in(pf ,−s)d̂

†
in(pf̄ ,−s) = 4

(
11 ⊗ Sz2S

−
2 ⊗ Sz3 ⊗ S−4

)
. (4.50d)

Inserindo essas equações no Hamiltoniano do sistema, obtém-se o Hamiltoniano do

simulador quântico Hsim que é expresso em termos dos operadores de spin dos qubits

para cada termo do Hamiltoniano de interação, Hint.
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Substituindo as equações (4.47) em (4.29), se obtém o mapeamento do Ha-

miltoniano de interação férmion-férmion (para reduzir a expressão, as variáveis das

funções definidas nas equações (4.33 - 4.36) não são colocadas)

Hf,f =
g

2
e−w0t

2∑

r=1

â(k, r) { S+1 S−1 ⊗ 12 ⊗ 13 ⊗ 14 [R+ǫ̃−(k, r) +Q−ǫ̃+(k, r)]

− 2S+1 S
z
1 ⊗ S−2 ⊗ 13 ⊗ 14 [−Rz +Qz + kzQ] ǫ̃−(k, r)

− 2Sz1S
+
1 ⊗ S+2 ⊗ 13 ⊗ 14 [Rz −Qz − kzQ] ǫ̃+(k, r)

+11 ⊗ S+2 S
−
2 ⊗ 13 ⊗ 14 [R−ǫ̃+(k, r) +Q+ǫ̃−(k, r)]

}
+ h.c.

.

(4.51)

Substituindo a Eq. (4.48) em (4.30), o mapeamento do Hamiltoniano de intera-

ção antiférmion-antiférmions é

Hf̄ ,f̄ =
g

2
e−w0t

2∑

r=1

â(k, r) { 11 ⊗ 12 ⊗ S−3 S
+
3 ⊗ 14 [Z+ǫ̃−(k, r) +W−ǫ̃+(k, r)]

− 2
(
11 ⊗ 12 ⊗ S−3 S

z
3 ⊗ S+4

)
[−Zz +Wz + kzW ] ǫ̃+(k, r)

− 2
(
11 ⊗ 12 ⊗ Sz3S

+
3 ⊗ S−4

)
[Zz −Wz − kzW ] ǫ̃−(k, r)

+11 ⊗ 12 ⊗ 13 ⊗ S−4 S
+
4 [Z−ǫ̃+(k, r) +W+ǫ̃−(k, r)]

}
+ h.c.

.

(4.52)

Inserindo a Eq. (4.49) em (4.31), o mapeamento do Hamiltoniano de interação

Férmion-Antiférmion é

Hf,f̄ =
g

2
e−iw0t

2∑

r=1

â(k, r) {

4S+1 S
z
1 ⊗ Sz2 ⊗ S+3 ⊗ 14

[(
N − kzMpz +Mpzpz

)
ǫ̃−(k, r)−Mp−p− ǫ̃+(k, r)

]

− 8S+1 S
z
1 ⊗ Sz2 ⊗ Sz3 ⊗ S+4

[
−Mpzp+ ǫ̃−(k, r) +

(
kzMp− −Mp−pz

)
ǫ̃+(k, r)

]

− 2
(
11 ⊗ S+2 S

z
2 ⊗ S+3 ⊗ 14

) [
Mpzp− ǫ̃+(k, r) +

(
−kzMp+ +Mp+pz

)
ǫ̃−(k, r)

]

+4
(
11 ⊗ S+2 S

z
2 ⊗ Sz3 ⊗ S+4

) [(
N − kzMpz +Mpzpz

)
ǫ̃+(k, r)−Mp+p+ ǫ̃−(k, r)

]}
+ h.c.

.

(4.53)

Substituindo a Eq. (4.50) em (4.32), se obtém o mapeamento do Hamiltoniano

de interação Antiférmion-Férmion

Hf̄ ,f =
g

2
e−iw0t

2∑

r=1

â(k, r) {

+ 4Sz1S
−
1 ⊗ Sz2 ⊗ S−3 ⊗ 14

[(
J + kzOpz +Opzpz

)
ǫ̃+(k, r)−Op+p+ ǫ̃−(k, r)

]

− 2
(
11 ⊗ Sz2 ⊗ Sz3 ⊗ S−4

) [
Opzp− ǫ̃+(k, r) +

(
kzOp+ +Op+pz

)
ǫ̃−(k, r)

]

+ 8Sz1S
−
1 ⊗ Sz2 ⊗ Sz3 ⊗ S−4

[
Opzp+ ǫ̃−(k, r) +

(
kzOp− +Op−pz

)
ǫ̃+(k, r)

]

+4
(
11 ⊗ Sz2S

−
2 ⊗ Sz3 ⊗ S−4

) [(
J + kzOpz +Opzpz

)
ǫ̃−(k, r)−Op−p− ǫ̃+(k, r)

]}
+ h.c.

.

(4.54)
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O Hamiltoniano do sistema Hint, foi mapeado usando a transformação de Jordan-

Wigner unidimensional, onde os operadores de criação e aniquilação de férmions (e

antiférmions) foram transformados em qubits; portanto, o Hamiltoniano do simulador é

Hsim =: Hf,f +Hf̄ ,f̄ +Hf,f̄ +Hf̄ ,f + h.c. :, (4.55)

onde suas componentes são expressas pelas equações (4.51 - 4.54). O Hamiltoniano

do simulador que pode ser implementado em um sistema quântico análogo (se possível

implementar em laboratório) ou através de um sistema digitial.

Pode-se observar que o simulador quântico definido por Hsim apresenta os mes-

mos termos de interação do Hamiltoniano da Eq. (4.1). No entanto, com o simulador

quântico, pode-se analisar todos os térmos da série de Dyson para um número finito

de modos de campos (fermiônico e bosônico), ao contrário do sistema quântico (QED)

no qual, para alguns termos da expansão de Dyson, tem-se infinitos modos de campo.

Isso oferece uma vantagem ao usar o simulador quântico para analisar as interações

ou fenômenos descritos pela QED.

4.4 Discussões

Para entender o Hamiltoniano do simulador, Hsim, descrito pela Eq. (4.55),

alguns pontos importantes devem ser lembrados (pode-se orientar com a Figura 6)

• O Hamiltoniano do sistema a ser simulado é descrito pela Eq. (2.84), mostrado na

seção 2.6; teoricamente, pode ser analisado por meio de métodos perturbativos

e diagramas de Feynman para poder analisar as interações que descreve. Além

disso, a simulação por meio de um computador clássico é limitada devido ao cres-

cimento exponencial dos recursos computacionais com o tamanho do sistema.

Porém usando a simulação quântica é possível evitar a explosão exponencial dos

recursos computacionais.

• Os simuladores quânticos trabalham com partículas localizadas e distinguíveis

(qubits). Por esse motivo, o sistema a ser simulado é redefinido considerando três

premissas, de forma que possa ser mapeado para descrever as interações locali-

zadas das partículas fermiônicas. A Eq. (4.3), define aos férmions e antiférmions

localizados através de pacotes de ondas, onde o sistema é reduzido a modos

de campos finitos que podem calcular todos os termos da série de Dyson. Além

disso, é considerado um modo de campo bosônico. Nessas condições, o sistema

a ser simulado foi redefinido pelo Hamiltoniano Hint, dada pela Eq. (4.12).

• Para implementar Hint em um simulador quântico, foi necessário definir o ma-

peamento, dado pela Eq. (4.42), onde os operadores de criação e aniquilação

de férmion e antiférmion são transformados em operadores globais atuando em
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qubits; obtendo assim o Hamiltoniano do simulador, Hsim. O simulador quântico

pode descrever as interações que Hint descreve. Além disso, pode ser implemen-

tado usando um sistema quântico análogo ou digital, porque o hardware quântico

atual é tipicamente implementado por qubits e osciladores harmônicos. Para o

mapeamento, 4 qubits foram necesarios. Isso mostra que Hsim pode ser descrito

por 4 qubits para analisar as interações de um modo de campo fermiônico, an-

tifermiônico e bosônico. Se mais modos de campos forem considerados, então

mais qubits precisam ser adicionados.

Levando em consideração tudo o que foi descrito acima, é necessário definir se

Hsim pode ser implementado em um sistema análogo ou digital. Observa-se que Hsim
possui 64 termos de interação, que são descritos pelas equações (4.51 - 4.54). É por

esta razão que, a implementação análoga de Hsim se mostra desafiadora atualmente.

No entanto, esse Hamiltoniano pode ser implementado usando um sistema quântico

digital.

Na simulação quântica digital, o operador de evolução temporal descrito por

Hsim pode ser implementado usando portas lógicas quânticas, conforme discutido no

cap. 3. Para isso, sabe-se que a dinâmica de um sistema quântico, é

|ψ(τ)〉 = U(t, 0)|ψ(0)〉 (4.56)

onde o operador de evolução temporal U(t, 0) pode ser expresso como

U(t, 0) = e−iHsimt =
(
e−iHsim∆t

)n
. (4.57)

O termo à direita da equação mostra o tempo dividido em n partes, então a evolução

deve ser aplicada n vezes para descrever a evolução total. Se ∆t = t
n ≪ t0, onde t0 e

um tempo típico no qual o sistema já mudou consideravelmente, então, pode-se aplicar

a fórmula de aproximação de Trotter, definida na Eq. (3.5), obtendo

U(∆t, 0) ≡ e−iHsim∆t ≃ Uf,fUf̄ ,f̄Uf,f̄Uf̄ ,f (4.58)

onde Uf,f = e−iHf,f∆t é o operador de evolução temporal definido pelo Hamiltoniano

da Eq. (4.51); analogamente, os operadores de evolução temporal Uf̄ ,f̄ = e−iHf̄ ,f̄∆t,

Uf,f̄ = e−iHf,f̄∆t e Uf̄ ,f = e−iHf̄ ,f∆t são definidas pelos Hamiltonianos das equações

(4.52), (4.53) e (4.54), respectivamente.

A Eq. (4.58) descreve que, para um intervalo de tempo muito pequeno, a evolu-

ção total do sistema pode ser aproximada à evolução temporal de cada componente

do Hamiltoniano do simulador Hsim; obtendo assim o produto do operador de evolução

temporal de cada componente de Hsim. Os operadores de evolução temporal podem

ser implementados por meio de uma sequência de portas quânticas que deven ser

aplicados n vezes para obter a evolução total do sistema, conforme mostrado na figura
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Figura 9 – Esquema de um sistema quântico digital para o protocolo de simulação
quântica da QED usando o gauge de Coulomb. A sequência de portas
quânticas, definidas pelas componentes de Hsim, deve ser aplicada n ve-
zes para poder reproduzir a evolução total do sistema. As linhas pretas
representam os 4 qubits e a linha vermelha representa o modo bosônico.

Fonte – Figura criada pelo autor

9. Considerando isso, se tem que por meio da simulação quântica digital poderia ser

possível simular as interações descritas pela QED no gauge de Coulomb.

Pode-se notar que o sistema a simular pode ser reduzido considerando o caso

unidimensional ou bidimensional, ou ainda aplicando limites ultra-relativísticos ou não

relativísticos. Com isso, o simulador quântico pode ser mais fácil de implementar em

um sistema análogo ou digital. No entanto, o desenvolvimento de uma expressão geral

permite observar algumas limitações ou desafios ao tentar simular sistemas quânticos

de muitas partículas com graus internos de liberdade, bem como simular fenômenos

descritos pela teoria quântica de campos.
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5 CONCLUSÕES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Neste trabalho, foi generalizado o método proposto por Casanova et al. [15],

para simular campos quantizados de dimensões 3 + 1, a vantagem desse método

é que ele pode analisar todos os termos da expansão de Dyson considerando um

número finito de modos de campo. Isso mostra uma vantagem em imitar algumas

interações descritas pela QED.

O protocolo de simulação quântica proposto apresenta dificuldades para ser im-

plementado usando um sistema quântico análogo; pois o Hamiltoniano, Hsim, possui

64 termos de interação que são difíceis de implementar experimentalmente através de

sistemas análogos conhecidos, tais como: íons, pontos quânticos, circuitos supercon-

dutores, fótons, etc. Isso, mostra um desafio para a simulação quântica e computação

quântica. Pode-se esperar que novas tecnologias quânticas sejam capazes de imitar

grandes sistemas quântico, incluindo o protocolo proposto neste trabalho. No entanto,

a versão digital deste protocolo pode ser aplicada utilizando tecnologias atuais onde

todos os termos de interação poderiam ser implementados pela construção adequada

de uma sequência de portas lógicas quânticas.

As funções definidas nas equações (4.33 - 4.36) descrevem a amplitude de cada

interação das componentes de Hsim, dada pelas equações (4.51 - 4.54). Observa-se

que, para cada processo de interação que envolve as diferentes combinações de spin

do férmion (e antiférmion) e as polarizações transversais do fóton, existem diferentes

amplitudes de espalhamento. Essas amplitudes dependem da forma do envelope do

pacote de onda escolhido e do espinor de Dirac.

O protocolo proposto estabelece que para um modo de campo fermiônico, anti-

fermiônico e bosônico, são necessários 4 qubits para poder imitar as interações que

occorrem. Entretanto, se mais modos de campo forem adicionados, no caso de fér-

mions, é necessário adicionar mais qubits. Por exemplo, para dois modos de campos

fermiônicos (e antifermiônicos) serão necessários 8 qubits, de acordo com o mapea-

mento realizado neste trabaho.

Na perspectivas futuras do trabalho, espera-se que, ao adicionar mais modos

de campo, o protocolo possa ser usado para estudar fenômenos da QED no gauge

de Coulomb como: o espalhamento Compton de elétron e de pósitron; espalhamento

elétron-elétron, elétron-múon, etc. Além disso, pretende-se fazer uma sequência de

portas quânticas para implementar um sistema quântico digital que possa simular e

analisar as interações descritas, levando em consideração a interação tipo Coulomb

que foi omitida neste trabalho.
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APÊNDICE A – NOTAÇÕES

Neste trabalho, o espaço tempo é considerado sob a assinatura métrica (+,−,−,−).

Então, o tensor métrico é definido

gµν = gµν =




1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1



.

Além disso, ao longo do texto são usadas as unidades naturais (~ = c = 1), onde

[tempo] = [comprimento] , [massa] = [energia] =
1

[comprimento]
.

Para equações do campo eletromagnético, as unidades de Lorentz-Heaviside são

usadas, onde a carga elétrica tem dimensão de [massa]1/2 [comprimento]3/2 [tempo]−1.

Além disso, alguns valores considerados são

e = 0.3026, α =
e2

4π
∼ 1

137
,

onde |e| é a carga do elétron e α é a constante da estrutura fina.

A representação covariante e contravariante dos quadrivetores são

xµ = (t, x, y, z) = (t,x) → xµ = (t,−x) (Vetor espaço-tempo),

pµ = (E, px, py, pz) = (E,p) → pµ = (E,−p) (quadrivetor momento),

∂µ =

(
∂

∂t
,− ∂

∂x
,− ∂

∂y
,− ∂

∂z

)
=

(
∂

∂t
,−∇

)
→ ∂µ =

(
∂

∂t
,∇

)
(quadrivetor diferencial).

O quadrivetor potencial e a densidade de corrente são

Aµ = (A0, Ay, Ax, Az) = (A0,A) → Aµ = (A0,−A),

jµ = (j0, j) = (ρ, j) → jµ = (j0,−j).

A notação de Einstein é usado. Pode-se escrever o produto escalar no espaço-tempo

como

x · p = xµpµ = xµp
µ = Et− x · p,

xµxµ = t2 − x2,

pµpµ = E2 − p2.

O operador D’Alembertiano � é definido como

� = ∂µ∂
µ =

∂2

∂t2
−∇

2.
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O operador quadrimomento é definido como

p̂µ = i∂µ = i
∂

∂xµ
= i

{
∂

∂t
,−∇

}

As matrizes de Pauli são

σx =

(
0 1

1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
e σz =

(
1 0

0 −1

)
.

As matrizes γµ na representação de Dirac são

γ0 =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1




=

(
1 0

0 −1

)
, γ1 =




0 0 0 1

0 0 1 0

0 −1 −0 0

−1 0 0 0




=

(
0 σx

−σx 0

)
,

γ2 =




0 0 0 −i
0 0 i 0

0 i 0 0

−i 0 0 0




=

(
0 σy

−σy 0

)
, γ3 =




0 0 1 0

0 0 0 −1

−1 0 0 0

0 1 0 0




=

(
0 σz

−σz 0

)
,

e considerando a métrica (+,−,−,−), as matrizes γ podem ser escritas como

γµ =
{
γ0,−γ1,−γ2,−γ3

}
, e γµ = gµνγ

ν =
{
γ0,+γ1,+γ2,+γ3

}
.
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APÊNDICE B – DECOMPOSIÇÃO DA DENSIDADE DE

CORRENTE

A densidade de corrente j pode ser decomposta usando o teorema de Helmholtz

(ver [50, 52]), que afirma que um vetor j(x) pode ser escrito como a soma de duas

partes, uma das quais é irrotacional e a outra selenoidal. Especificamente

j = j‖ + j⊥, (B.1)

onde j‖ é irrotacional e j⊥ é selenoidal

∇× j‖ = 0 ⇒ j‖ = −∇ϕ, (B.2)

∇ · j⊥ = 0 ⇒ j⊥ = ∇× F . (B.3)

A equação (B.1) pode ser expressa como

j = −∇ϕ+∇× F . (B.4)

Quando as seguintes integrais sobre todo o espaço covergem, ϕ e F são dadas

exclusivamente por

ϕ(x) =
1

4π

∫
d3x′

∇
′ · j(x′)

|x− x′| , (B.5)

F (x) =
1

4π

∫
d3x′

∇
′ × j(x′)
|x− x′| , (B.6)

isso também é válido para vetores dependentes do tempo.

Para a densidade de corrente, substituindo (B.5) e (B.6) em (B.4), resulta

j(x, t) = j‖ + j⊥ = −∇

∫
d3x′

4π

∇
′ · j(x′)

|x− x′| +∇×
∫
d3x′

4π

∇
′ × j(x′)
|x− x′| . (B.7)

Usando as equações (2.43) e (2.42b), observa-se que

�A = −j +∇
∂

∂t
A0 = −j +∇

∫
d3x′

4π|x− x′|
∂ρ(x′, t)
∂t′

, (B.8)

considerando a equação de continuidade ∂µj
µ = 0, a última expressão à direita de

(B.8) se reduz para

∇
∂

∂t
A0 = − 1

4π
∇

∫
d3x′

∇
′ · j(x′, t)
|x− x′| . (B.9)

Agora, no caso de vetores dependentes do tempo, se pode substituir a equação

(B.5) em (B.2) e comparar com (B.9), obtendo

∇
∂

∂t
A0 = j‖, (B.10)
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isso mostra que o termo dependente do potencial escalar na equação (B.8) contribui

para a densidade de corrente longitudinal. Assim, a partir da equação (B.7), a corrente

transversal é definida por

j⊥ = ∇×
∫
d3x′

4π

∇
′ × j(x′)
|x− x′| . (B.11)

Finalmente, substituindo (B.10) na equação de onda não homogênea (B.8),

obtém-se

�A = −j⊥, (B.12)

mostrando que os componentes espaciais do potencial Aµ, usando o gauge de Cou-

lomb, são reduzidos a dois componentes independentes transversais (ver referências

[49, 50]).

Outra maneira de representar a corrente transversal é considerando que (con-

sulte [42])

∇
2A0 = −ρ, (B.13)

é representado como

A0 =

∫
d3x′ρ(x′, t)
4π|x− x′| ≡ − 1

∇2
ρ. (B.14)

Então, a corrente transversal é

j⊥ = j −∇

∫
d3x′

4π

∇
′ · j(x′)

|x− x′| , (B.15)

usando a Eq. (B.14), para cada componente transversal da corrente se obtém

j⊥i ≡
(
δik −

∂i∂k
∇2

)
jk, (B.16)

onde jk são os componentes da corrente j. O termo entre parênteses de (B.16) pode

ser interpretado como um operador de projeção (consulte [28] ), ou seja

(P⊥)ik = δik −
∂i∂k
∇2

e (P‖)ik =
∂i∂k
∇2

, (B.17)

onde (P⊥) e(P‖) são os operadores de projeção transversal e longitudinal.
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APÊNDICE C – REPRESENTAÇÃO DE INTERAÇÃO

O Hamiltoniano da Eletrodinâmica Quântica é descrito por

HQED = HD +HEM +Hi, (C.1)

onde cada termo é definido pelas equações (2.20), (2.56) e (2.81). O Hamiltoniano não

perturbado é a soma dos Hamiltonianos dos campos livres, H0 = HD +HEM , e Hi é

o Hamiltoniano de interação.

O campo de Dirac (2.15) e o campo eletromagnético (2.52) são expressos im-

plicitamente na representação de Heisenberg, essas expressões são mostradas como

sendo iguais na representação de Interação. Para isso, as seguintes propriedades dos

operadores hermitianos Â, B̂ e Ĉ são considerados

eÂB̂e−Â = B̂ + [Â, B̂] +
1

2!

[
Â, [Â, B̂]

]
+ · · · , (C.2)

[ÂB̂, Ĉ] = Â{B̂, Ĉ} − {Â, Ĉ}B̂, (C.3)

[ÂB̂, Ĉ] = Â[B̂, Ĉ] + [Â, Ĉ]B̂. (C.4)

• Representação de Interação de Operadores Fermiônicos.

Os operadores de criaçaõ b̂† e aniquilação b̂ estão na representação de Schrödinger,

para expressar esses operadores na representação de interação, usamos

b̂I(t,p, s) = e+iH0tb̂(p, s)e−iH0t. (C.5)

Além disso, os operadores fermiônicos comutan com os operadores bosônicos,

isto é, [b̂(p, s), â(k, r)] = 0, [b̂p, s, â†(k, r)] = 0 e suas conjugadas comutam. Então,
[
b̂(p, s), HEM

]
=
[
b̂†(p, s), HEM

]
= 0, (C.6)

substituindo na Eq. (C.5), o termo HEM é cancelado. Usando a propriedade (C.2), a

Eq. (C.5) se torna

e+iHDtb̂(p, s)e−iHDt = b̂(p, s)+(it)[HD, b̂(p, s)]+
(it)2

2!

[
HD, [HD, b̂(p, s)]

]
+ · · · . (C.7)

Usando a propriedade (C.3) o comutador é calculado

[H0, b̂(p, s)] =
∑

s′=±s′

∫
d3p′wp′

(
[b̂†(p′, s′)b̂(p′, s′), b̂(p, s)] + [d̂†(p′, s′)d̂(p′, s′), b̂(p, s)]

)
,

=
∑

s′=±s′

∫
d3p′


b̂

†(p′, s′)
✘
✘
✘

✘
✘
✘
✘
✘
✘
✘✿0{

b̂(p′, s′), b̂(p, s)
}
−
{
b̂†(p′, s′), b̂(p, s)

}

︸ ︷︷ ︸
δ3(p−p′)δss′

b̂(p′, s′) ,

+d̂†(p′, s′)
✘
✘
✘
✘
✘
✘
✘
✘
✘
✘✿0{

d̂(p′, s′), b̂(p, s)
}
−

✘
✘
✘
✘
✘

✘
✘
✘
✘
✘✘✿0{

d̂†(p′, s′), b̂(p, s)
}
d̂(p′, s′)

]
,

= −wpb̂(p, s),

(C.8)
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onde as relações de anticomutação (2.19) foram consideradas. Substituindo em (C.7),

verifica-se

b̂I(t,p, s) = b̂(p, s)

[
1 +

(−iwpt)

1!
+

(−iwpt)
2

2!
+

(−iwpt)
3

3!
+ · · ·

]
,

= b̂(p, s)e−iwpt.

(C.9)

A representação de interação do operador b̂†(p, s) é a conjugada da Eq. (C.9).

Isto é,

b̂
†
I(t,p, s) = b̂†(p, s)eiwpt. (C.10)

Do mesmo modo, para os operadores antifermiônicos, é obtido

d̂I(t,p, s) = d̂(p, s)e−iwpt, d̂
†
I(t,p, s) = d̂†(p, s)eiwpt. (C.11)

Portanto, o operador de campo ψ̂(x) e ˆ̄ψ(x) na representação de interação são

ψ̂I =e
iH0tψ̂(x)e−H0t

=
∑

s=±s

∫
d3p

(2π)3/2

√
m

wp

(
b̂Iu(p, s)e

−ip·x + d̂†Iv(p, s)eip·x
)
= ψ̂(x, t).

(C.12)

ˆ̄ψI =e
iH0t ˆ̄ψ(x)e−H0t

=
∑

s=±s

∫
d3p

(2π)3/2

√
m

wp

(
d̂I v̄(p, s)e

−ip·x + b̂†I ū(p, s)eip·x
)
= ˆ̄ψ(x, t).

(C.13)

Mostrando assim que os campos definidos nas equações (2.15) e (2.16) estão, implici-

tamente, na representação de Heinsenberg e, portanto, na representação de interação.

• Representação de Interação de Operadores Bosônicos.

Os operadores de criação, â†, e aniquilação, â, do campo eletromagnético es-

tão na representação de Schrödinger. Considerando que os operadores bosônicos

comutam com os operadores fermiônicos, obtém-se que [â(k, r), HD] = 0, então, a

representação de interação de â é definida como

âI(t,k, r) = e+iHEM tâ(k, r)e−iHEM t. (C.14)

Usando as propriedades (C.2), resulta

e+iHEM tâ(k, r)e−iHEM t = â(k, r)+(it)[HEM , â(k, r)]+
(it)2

2!
[HEM , [HEM , â(k, r)]]+· · · .

(C.15)

Usando a propriedade (C.4), verifica-se que

[HEM , â(k, r)] =
2∑

r′=1

∫
d3k′wk′

[
â†(k′, r′)â(k′, r′), â(k, r)

]
= −wkâ(k, r), (C.16)
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onde as relações de comutação (2.53) foram consideradas. Substituindo em (C.15),

obtém-se

âI(t,k, r) = â(k, r)

[
1 +

(−iwkt)

1!
+

(−iwkt)
2

2!
+

(−iwkt)
3

3!
+ · · ·

]
,

= â(k, r)e−iwkt.

(C.17)

E a representação de interação do operador â†(k, r) é a conjugada da Eq. (C.17). Isto

é,

â
†
I(t,k, r) = â†(k, r)eiwkt. (C.18)

Portanto, o operador de campo quadripotencial Âµ(x) na representação de

interação é

ÂµI =e
iH0tÂµ(x)e

−H0t,

=
2∑

r=1

∫
d3k

(2π)3/2
1√
2wk

(
ǫµ(k, r)âIe

−ik·x + ǫ∗µ(k, r)â
†
Ie
ik·x

)
= Âµ(x, t).

(C.19)

Isso mostra que o campo quadripotnecial definido em (2.52) está implicitamente

na representação de interação.

A representação de Interação do Hamiltoniano de interação, (2.81), é

H̃I = eiH0tHi(x)e
−iH0t = H̃int + H̃coulomb (C.20)

onde H̃int é o hamiltoniano que descreve a interação com modos bosônicos transver-

sais, dada por

H̃int = eiH0t
(
−e ˆ̄ψ(x)γiψ̂(x)Âi(x)

)
e−iH0t,

= −e
∫
d3x eiH0t ˆ̄ψ(x)e−iH0t

︸ ︷︷ ︸
ˆ̄ψI

γi eiH0tψ̂(x)e−iH0t

︸ ︷︷ ︸
ψ̂I

eiH0tÂi(x)e
−iH0t

︸ ︷︷ ︸
ÂiI

,

= −e
∫
d3x ˆ̄ψ(x, t)γiψ̂(x, t)Âi(x, t).

(C.21)

Além disso, a interação tipo Coulomb na representação de interação é H̃coulomb, isto é

H̃coulomb(x, t) = eiH0tHcoulomb(x)e
−iH0t

=
e2

8π

∫
d3xd3y

ψ†(x, t)ψ(x, t)ψ†(y, t)ψ(y, t)
|x− y|

(C.22)
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APÊNDICE D – EXPANSÃO DO CAMPO FERMIÔNICO

Partindo da premissa (iii) do método proposto, os operadores de criação de

férmion e antiférmion são definidos, as equações (4.3a) e (4.3b) respectivamente. Em

seguida, é possível escrever uma expansão de campo (tipo campo de Dirac) de ma-

neira que o campo ψ̂(x) tenhas as mesmas propriedades do campo de Dirac definido

na Eq. (2.15). Portanto, esses novos operadores criarão férmions e antiférmions em

cada tempo t com momento linear pf,f̄ e projeção spin s. Isto é,

ψ̂(x) =
∑

±s

[
b̂
(sch)
in (pf , s)CbU(pf , s) + d̂

†(sch)
in (pf̄ , s)CdV(pf̄ , s)

]
, (D.1)

onde U(pf , s) e V(pf̄ , s) são os espinores deste novo campo de Dirac da mesma

maneira que os espinores descritas nas equações (2.6) e (2.8) . Além disso, Cb e Cd
são os coeficientes.

Esses operadores satisfazem as relações de anticomutação dada na Eq. (2.19),

ou seja,
{
b̂
(sch)
in (pf , s), b̂

†(sch)
in (p′f , s

′)
}
= δ3(pf − p′f )δss′ ,

{
d̂
(sch)
in (pf̄ , s), d̂

†(sch)
in (p′̄

f
, s′)
}
= δ3(pf̄ − p′̄

f
)δss′ ,

(D.2)

onde as outras configurações da relação de anticomutação entre esse operadores são

nulos. Da Eq. (D.2) a relação de anticomutação é 1 quando pf = p′f e s = s′ (o mesmo

para o antiférmion) e, portanto, usando as definições (4.3), obtém-se que
∫
d3p|Gf (pf ,p)|2 = 1 e

∫
d3p|Gf̄ (pf̄ ,p)|2 = 1, (D.3)

descrevem a distribuição de probabilidade do pacote de onda do fermion e antiférmion.

O objetivo é encontrar termos desconhecidos como CbU(pf , s) y CdV(pf̄ , s),
para isso, construímos a relação de anticomutação entre os operadores b̂†(sch)in com o

campo ψ̂(x). Multiplicando pela direita por b̂†(sch)in (pf , s) e, depois, pela esquerda de tal

maneira que uma relação de anticomutação possa ser construida, como

∑

±s′
CbU(p′f , s′)

{
b̂
(sch)
in (p′f , s

′), b̂†(sch)in (pf , s)
}

︸ ︷︷ ︸
δ(3)(p′

f−pf )δss′

=
{
ψ̂(x), b̂

†(sch)
in (pf , s)

}
,

CbU(pf , s) =
{
ψ̂(x), b̂

†(sch)
in (pf , s)

}
.

(D.4)

Do mesmo jeito para CdV(pf̄ , s), usando o operador e d̂(sch)in , a seguinte relação

de anticomutação pode ser construida,

CdV(pf̄ , s) =
{
ψ̂(x), d̂

(sch)
in (pf̄ , s)

}
. (D.5)
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Nas equações (D.4) e (D.5) foi aplicado a relação de anticomutação do operado-

res b̂(sch) (b̂†(sch)) e d̂(sch) (d̂†(sch)). No lado direito das equações, como o campo ψ̂(x)

deve ser o mesmo que o campo de Dirac, então ψ̂(x) pode ser considerado como o

campo definido em (2.15). Para a Eq. (D.4), isto é

CbU(pf , s) =
∑

±s′

∫
d3p′

(2π)3/2

√
m

wp′

{
b̂(p′, s′), b̂†(sch)in (pf , s)

}

︸ ︷︷ ︸
Gf (pf ,p′)δss′e

−iw
p′ t

u(p′, s′)eip
′·x,

CbU(pf , s) =
∫

d3p′

(2π)3/2

√
m

wp′
Gf (pf ,p′)u(p′, s)eip

′·x′
e−iwp′t,

(D.6)

onde a relação de anticomutação
{
b̂(p′, s′), b̂†(sch)in (pf , s)

}
é obtida usando (4.3a) e

(2.19),
{
b̂(p′, s′), b̂†,(sch)in (pf , s)

}
=

∫
d3pGf (pf ,p)

{
b̂(p′, s′), b̂†(p, s)

}
e−iwpt,

=

∫
d3pGf (pf ,p)δ3(p′ − p)δs′se

−iwpt = Gf (pf ,p′)δss′e−iwp′t.

(D.7)

Da mesma forma para a Eq. (D.5), usando a adjunta de (4.3b), resulta

CdV(pf̄ , s) =
∑

±s′

∫
d3p′

(2π)3/2

√
m

wp′

{
d̂†(p′, s′), d̂(sch)in (pf , s)

}

︸ ︷︷ ︸
G∗
f̄
(pf̄ ,p

′)δss′e
+iw

p′ t

v(p′, s′)e−ip
′·x,

CdV(pf̄ , s) =
∫

d3p′

(2π)3/2

√
m

wp′
G∗̄
f
(pf̄ ,p

′)v(p′, s)e−ip
′·xeiwpt.

(D.8)

Para reducir as expressões anteriores, pode-se fazer

Gf (pf ,p
′, s) =

√
m

wp′
Gf (pf ,p′)u(p′, s), (D.9a)

Gf̄ (pf̄ ,p
′, s) =

√
m

wp′
G∗̄
f
(pf̄ ,p

′)v(p′, s). (D.9b)

Reescrevendo as equações (D.6) e (D.8)

CbU(pf , s) =
∫

d3p′

(2π)3/2
Gf (pf ,p′, s)eip

′·xe−iwp′t, (D.10a)

CdV(pf̄ , s) =
∫

d3p′

(2π)3/2
G∗̄
f
(pf̄ ,p

′, s)e−ip
′·xeiwp′t. (D.10b)

Ora, substituindo (D.10) na Eq. (D.1), obtém-se o novo campo de Dirac em

termos do espinor e o envelope de onda

ψ̂(x) =
∑

±s

∫
d3p

(2π)3/2

[
b̂
(sch)
in (pf , s)Gf (pf ,p, s)e

i(p·x−wpt) + d̂
†(sch)
in (pf̄ , s)Gf̄ (pf̄ ,p, s)e

−i(p·x−wpt)
]
.

(D.11)
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A partir da equação (D.11), as seguintes transformadas de Fourier são definidas

G̃f (pf , x, s) =

∫
d3p

(2π)3/2
Gf (pf ,p, s)e

i[(p−pf )·x−(wp−wf )t], (D.12)

G̃f̄ (pf̄ , x, s) =

∫
d3p

(2π)3/2
Gf̄ (pf̄ ,p, s)e

−i[(p−pf̄ )·x−(wp−wf̄ )t], (D.13)

onde foi multplicado por e±ipf ·x com pf · x = wf t− pf · x (o mesmo para pf̄ · x), para

que a expressão seja

ψ̂(x) =
∑

±s

[
b̂
(sch)
in (pf , s)G̃f (pf , x, s)e

−ipf ·x + d̂
†(sch)
in (pf̄ , s)G̃f̄ (pf̄ , x, s)e

+ipf̄ ·x
]
.

(D.14)

Na representação de interação [usando a Eq. (C.7), ver Apêndice C]

b̂
(sch)
Iin (pf , s) = e+iHDtb̂

(sch)
in (pf , s)e

−iHDt = b̂in(pf , s) =

∫
d3pGf (pf ,p)b̂(p, s),

(D.15a)

d̂
(sch)
Iin (pf̄ , s) = e+iHDtd̂

(sch)
in (pf̄ , s)e

−iHDt = d̂in(pf̄ , s) =

∫
d3pGf̄ (pf̄ ,p)d̂(p, s),

(D.15b)

onde b̂in e d̂in são independentes do tempo. Na representação de interação, o campo

de Dirac é

ψ̂(x) =
∑

±s

[
b̂in(pf , s)G̃f (pf , x, s)e

−ipf ·x + d̂
†
in(pf̄ , s)G̃f̄ (pf̄ , x, s)e

+ipf̄ ·x
]
. (D.16)

Pode-se notar que os operadores de criação e aniquilação não têm a dependen-

cia espacial, a sua dependencia espacial está no termo do envelope que foi colocado

junto com o seu espinor G̃f (pf , x, s) e G̃f̄ (pf̄ , x, s) .

De maneira análoga para a conjugada do operador de campo de Dirac

ψ̂(x) =
∑

±s

[
b̂
†
in(pf , s)G̃f (pf , x, s)e

+ipf ·x + d̂in(pf̄ , s)G̃f̄ (pf̄ , x, s)e
−ipf̄ ·x

]
, (D.17)

onde foi usado o operador de campo conjugado de Dirac ˆ̄ψ = ψ†γ0,já que ū(p, s) =

u†(p, s)γ0 e v̄(p, s) = v†(p, s)γ0, Além de fazer a seguinte definição

Ḡf (pf ,p, s) = G
†
f (pf ,p, s)γ

0 =

√
m

wp
G∗
f (pf ,p)ū(p, s), (D.18a)

Ḡf̄ (pf̄ ,p, s) = G
†
f̄
(pf̄ ,p, s)γ

0 =

√
m

wp
Gf̄ (pf̄ ,p)v̄(p, s). (D.18b)

Da mesma forma, para o campo conjugado, as equações (D.12) e (D.13) são definidas

como

G̃f (pf , x, s) =

∫
d3p

(2π)3/2
Ḡf (pf ,p, s)e

−i[(p−pf )·x−(wp−wf )t], (D.19a)

G̃f̄ (pf̄ , x, s) =

∫
d3p

(2π)3/2
Ḡf̄ (pf̄ ,p, s)e

+i[(p−pf̄ )·x−(wp−wf̄ )t]. (D.19b)
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APÊNDICE E – TRANSFORMADA DE FOURIER G̃f,f̄(pf,f̄ , x, s)

A transformada de Fourier G̃f,f̄ (pf,f̄ , x, s) é representada em uma matriz coluna

cujos elementos são definidos pelas equações (4.20) e (4.21). Para a transformada de

Fourier G̃f,f̄ , basta aplicar a adjunta de G̃f,f̄ e multiplicar pela matriz γ0, ou seja,

G̃f,f̄ = G̃
†
f,f̄
γ0. (E.1)

Usando as equações de (4.18), resulta

G̃f (pf , x,+s) =
(
G̃∗
f (pf , x) 0 −G̃∗

fz
(pf , x) −G̃∗

f+
(pf , x)

)
, (E.2a)

G̃f (pf , x,−s) =
(

0 G̃∗
f (pf , x) −G̃∗

f−
(pf , x) +G̃∗

fz
(pf , x)

)
. (E.2b)

Usando as equações (4.19), obtém-se as matrizes

G̃f̄ (pf̄ , x,+s) =
(
G̃∗̄
f−

(pf̄ , x) −G̃∗̄
fz
(pf̄ , x) 0 −G̃∗̄

f
(pf̄ , x)

)
, (E.3a)

G̃f (pf , x,−s) =
(
G̃∗̄
f−z

(pf̄ , x) G̃∗̄
f+

(pf̄ , x) −G̃∗̄
f
(pf̄ , x) 0

)
, (E.3b)

onde cada componente é definido como uma transformada de Fourier, na forma

G̃∗
f (pf , x) =

∫
d3p

(2π)3/2

√
wp +m

2wp
G∗
f (pf ,p)e

−i[(p−pf )·x−(wp−wf )t],

G̃∗
fα
(pf , x) =

∫
d3p

(2π)3/2
pα√

2wp(wp +m)
G∗
f (pf ,p)e

−i[(p−pf )·x−(wp−wf )t] , α = x, y, z.

(E.4)

De maneira análoga, os termos descritos nas equações (E.3a) e (E.3b)

G̃∗̄
f
(pf̄ , x) =

∫
d3p

(2π)3/2
pα√

2wp(wp +m)
Gf (pf̄ ,p)e+i[(p−pf̄ )·x−(wp−wf̄ )t],

G̃∗̄
fα
(pf̄ , x) =

∫
d3p

(2π)3/2
pα√

2wp(wp +m)
Gf̄ (pf̄ ,p)e+i[(p−pf̄ )·x−(wp−wf̄ )t] , α = x, y, z.

(E.5)





105

APÊNDICE F – HAMILTONIANO FÉRMION-FÉRMION Hf,f

Tendo em conta o gauge de Coulomb com A0 = 0 no campo eletromagnético

(livre) e com propagação do fóton no eixo z, as componentes espaciais do campo A

são definidos no plano x− y. Portanto, o quadrivetor de polarização ǫµ possui apenas

duas componentes espaciais, sendo perpendicular à propagação, isto é (ver seção

2.5)

ǫµ(k, r) = (0, ǫ1(k, r), ǫ2(k, r), 0) , r = 1, 2. (F.1)

Além disso, definindo

ǫ̃+(k, r) = (ǫ1(k, r) + iǫ2(k, r)) ǫ̃−(k, r) = (ǫ1(k, r)− iǫ2(k, r)) , (F.2a)

ǫ̃∗+(k, r) = (ǫ∗1(k, r) + iǫ∗2(k, r)) ǫ̃∗−(k, r) = (ǫ∗1(k, r)− iǫ∗2(k, r)) , (F.2b)

onde r define a polarização transversal do fóton. Considerando isso, o Hamiltoniano

de interação é analisado para operações com γ1,2.

Da expressão (4.17), o Hamiltoniano para férmions é

Hf,f =
2∑

r=1,2

∑

s,s′
F i
f,f (pf ,pf ,k, t, s

′, s)ǫi(k, r)b̂
†
in(pf , s

′)b̂in(pf , s)â(k, r) + h.c., (F.3)

onde a função F i é definda na Eq. (4.13). Observa-se que o Hamiltoniano depende

das diferentes combinações de spin, portanto, haverá 4 termos do Hamiltoniano para

férmions-férmions.

• Para férmions com spin +s e +s

A função F i é

F i
f,f (pf ,pf ,k, t,+s,+s) =

(∫
d3x G̃f (pf , x,+s)γ

iG̃f (pf , x,+s)e
ik·x

)
e−iw0t. (F.4)

Usando as expressões das matrizes G̃f (pf , x,+s) e Gf (pf , x,+s) definidas nas

equações (E.2a) e (4.18a), respectivamente. Obtém-se

G̃f (pf , x,+s)γ
iG̃f (pf , x,+s) =

{
G̃f (pf , x,+s)γ

1G̃f (pf , x,+s)

G̃f (pf , x,+s)γ
2G̃f (pf , x,+s)

. (F.5)

Essa redução é devido à polarização transversal do fóton (r = 1, 2).
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Calculando cada componente

G̃f (pf , x,+s)γ
1G̃f (pf , x,+s) =

=
(
G̃∗
f (pf , x) 0 − G̃∗

fz
(pf , x) − G̃∗

f+
(pf , x)

)




0 0 0 1

0 0 1 0

0 −1 0 0

−1 0 0 0







G̃f (pf , x)

0

G̃fz(pf , x)

G̃f+(pf , x)



,

= G̃∗
f (pf , x)G̃f+(pf , x) + G̃∗

f+
(pf , x)G̃f (pf , x).

(F.6)

De maneira análoga, usando γ2, resulta

G̃f (pf , x,+s)γ
2G̃f (pf , x,+s) = −i

[
G̃∗
f (pf , x)G̃f+(pf , x)− G̃∗

f+
(pf , x)G̃f (pf , x)

]
.

(F.7)

Substituindo (F.6) em (F.4) e usando as equações (4.20) e (E.4), a função F1

resulta

F1
f,f (pf ,pf ,k, t,+s,+s) =

(∫
d3x G̃f (pf , x,+s)γ

1G̃f (pf , x,+s)e
ik·x

)
e−iw0t

=

∫∫∫
d3xd3pd3p′

(2π)3

√
wp +m

2wp

G∗
f (pf ,p)

p′+√
2wp′(wp′ +m)

Gf (pf ,p
′)ei(p

′−p+k)·xe−i(wp′
−wp+w0)t

+

∫∫∫
d3xd3pd3p′

(2π)3
p∗+√

2wp(wp +m)
G∗
f (pf ,p)

√
wp′ +m

2wp′

Gf (pf ,p
′)ei(p

′−p+k)·xe−i(wp′
−wp+w0)t

.

Pode-se notar que os termos de pf e wf na exponencial foram cancelados, e a

expressão
∫ d3x

(2π)3
ei(p

′−p+k) = δ3(p′ − p+ k) é obtida. Agora, integrando em relação a

p, resulta

F1
f,f (pf ,pf ,k, t,+s,+s) =

+
1

2

∫
d3p′

√
wp′+k +m

wp′+kwp′(wp′ +m)
G∗
f (pf ,p

′ + k)Gf (pf ,p′)p′+ei(wp′+k−wp′−w0)t,

+
1

2

∫
d3p′

√
wp′ +m

wp′wp′+k(wp′+k +m)
G∗
f (pf ,p

′ + k)Gf (pf ,p′)p′−ei(wp′+k−wp′−w0)t,

para reduzir a expressão anterior, se pode definir

Ap =

√
wp+k +m

wp+kwp(wp +m)
Bp =

√
wp +m

wpwp+k(wp+k +m)
, (F.8)

substituindo em F1,

F1
f,f (pf ,pf ,k, t,+s,+s) =

+
1

2

∫
d3p′

[
Ap′p

′
+ +Bp′p

′
−
]
G∗
f (pf ,p

′ + k)Gf (pf ,p′)ei(wp′+k−wp′−w0)t
. (F.9)
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Analogamente, substituindo a Eq. (F.7) em (F.4) e usando a Eq. (F.8), resulta

F2
f,f (pf ,pf ,k, t,+s,+s) =

+
i

2

∫
d3p′

[
Bp′p

′
− − Ap′p

′
+

]
G∗
f (pf ,p

′ + k)Gf (pf ,p′)ei(wp′+k−wp′−w0)t
. (F.10)

Agora, inserindo as equações (F.9) e (F.10) no Hamiltoniano definido em (F.3), verifica-

se

Hf↑,f↑ =
g

2

2∑

r=1

∫
d3p′

[(
Ap′p

′
+ +Bp′p

′
−
)
ǫ1(k, r) + i

(
Bp′p

′
− − Ap′p

′
+

)
ǫ2(k, r)

]
×

G∗
f (pf ,p

′ + k)Gf (pf ,p′)ei(wp′+k−wp′−w0)tb̂
†
in(pf ,+s)b̂in(pf ,+s)â(k, r)

,

(F.11)

Da Eq. (F.2), obtém-se uma notação mais simples

Hf↑,f↑ =
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
App+ǫ̃−(k, r) + Bpp−ǫ̃+(k, r)

]

× G∗
f (pf ,p+ k)Gf (pf ,p)ei(wp+k−wp−w0)tb̂

†
in(pf ,+s)b̂in(pf ,+s)â(k, r)

.

(F.12)

Da mesma forma, o Hamiltoniano pode ser calculado para as outras configura-

ções de spin

• Considerando férmions com spin +s e −s,

Verifica-se que o Hamiltoniano de interação é

Hf↑,f↓ =
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
−Appz ǫ̃−(k, r) + Bp(pz + kz)ǫ̃−(k, r)

]

× G∗
f (pf ,p+ k)Gf (pf ,p)ei(wp+k−wp−w0)tb̂

†
in(pf ,+s)b̂in(pf ,−s)â(k, r)

.

(F.13)

• Considerando férmions com spin −s e +s,

Verifica-se que o Hamiltoniano de interação é

Hf↓,f↑ =
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
Appz ǫ̃+(k, r)− Bp(pz + kz)ǫ̃+(k, r)

]
×

G∗
f (pf ,p+ k)Gf (pf ,p)e+i(wp+k−wp−w0)tb̂

†
in(pf ,−s)b̂in(pf ,+s)â(k, r)

.

(F.14)
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• Considerando férmions com spin −s e −s,

Verifica-se que o Hamiltoniano de interação é

Hf↓,f↓ =
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
App−ǫ̃+(k, r) + Bpp+ǫ̃−(k, r)

]
×

G∗
f (pf ,p+ k)Gf (pf ,p)ei(wp+k−wp−w0)tb̂

†
in(pf ,−s)b̂in(pf ,−s)â(k, r)

.

(F.15)

Portanto, o Hamiltoniano de interação férmion-férmion é

Hf,f = Hf↑,f↑ +Hf↑,f↓ +Hf↓,f↓ +Hf↓,f↑ + h.c. (F.16)

onde h.c é o Hamiltoniano conjugado.
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APÊNDICE G – HAMILTONIANO ANTIFÉRMION-ANTIFÉRMION

Hf̄ ,f̄

Do mesmo modo que foi feito no Apêndice F, o Hamiltoniano da expressão

(4.17) para termo antiférmion-antiférmion é

Hf̄ ,f̄ =
2∑

r=1

∑

s,s′
F i
f̄ ,f̄

(pf̄ ,pf̄ ,k, t, s
′, s)ǫi(k, r)d̂in(pf̄ , s

′)d̂†in(pf̄ , s)â(k, r) + h.c., (G.1)

onde a função F i é definda pela Eq. (4.14). Observa-se que o Hamiltoniano depende

das diferentes combinações de spin, portanto, haverá 4 termos do Hamiltoniano para

antiférmion-antiférmion.

• Para Antiférmions com spin +s e +s

O Hamiltoniano é

Hf̄↑,f̄↑
= g

2∑

r=1

F i(pf̄ ,pf̄ ,k, t,+s,+s)ǫi(k, r)d̂in(pf̄ ,+s)d̂
†
in(pf̄ ,+s)â(k, r), (G.2)

onde,

F i(pf̄ ,pf̄ ,k, t,+s,+s) =

∫
d3xG̃f̄ (pf̄ , x,+s)γ

iG̃f̄ (pf̄ , x,+s)e
ik·xe−iw0t. (G.3)

Usando as matrizes das equações (4.19a) e (E.3a), o produto G̃γiG̃ para i = 1, 2,

é

G̃f̄ (pf̄ , x,+s)γ
1G̃f̄ (pf̄ , x,+s) = G̃∗̄

f−
(pf̄ , x)G̃f̄ (pf̄ , x) + G̃∗̄

f
(pf̄ , x)G̃f̄−(pf̄ , x), (G.4)

G̃f̄ (pf̄ , x,+s)γ
2G̃f̄ (pf̄ , x,+s) = −i

[
G̃∗̄
f−

(pf̄ , x)G̃f̄ (pf̄ , x)− G̃∗̄
f
(pf̄ , x)G̃f̄−(pf̄ , x)

]
.

(G.5)

Substituindo (G.4) na Eq. (G.3) o termo F1 é obtido

F1
f̄ ,f̄ (pf̄ ,pf̄ ,k, t,+s,+s) =

∫
d3x G̃f̄ (pf̄ , x,+s)γ

1G̃f̄ (pf̄ , x,+s)e
ik·xe−iw0t

=

∫∫∫
d3xd3pd3p′

(2π)3
p∗−√

2wp(wp +m)
Gf̄ (pf̄ ,p)

√
wp′ +m

2wp′
G∗
f̄ (pf̄ ,p

′)ei[(p−p′+k)·x−(wp−w
p′
+w0)t]

+

∫∫∫
d3xd3pd3p′

(2π)3

√
wp +m

2wp
Gf̄ (pf̄ ,p)

p′−√
2wp′(wp′ +m)

G∗
f̄ (pf̄ ,p

′)ei[(p−p′+k)·x−(wp−w
p′
+w0)t]

,
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onde a expressão
∫ d3x

(2π)3
ei(p−p′+k) = δ3(p− p′ + k) é obtida e, integrando em relação

a p′, resulta

F1
f̄ ,f̄

(pf̄ ,pf̄ ,k, t,+s,+s) =

+
1

2

∫
d3p

√
wp+k +m

wp+kwp(wp +m)
Gf̄ (pf̄ ,p)G∗̄

f
(pf̄ ,p+ k)p+e

i(wp+k−wp−w0)t

+
1

2

∫
d3p

√
wp +m

wpwp+k(wp+k +m)
Gf̄ (pf̄ ,p)G∗̄

f
(pf̄ ,p+ k)p−ei(wp+k−wp−w0)t

.

Usando as definições de Ap e Bp da Eq. (F.8), a equação acima é reduzida

F1
f̄ ,f̄

(pf̄ ,pf̄ ,k, t,+s,+s) =

+
1

2

∫
d3p

[
App+ +Bpp−

]
Gf̄ (pf̄ ,p)G∗̄

f
(pf̄ ,p+ k)ei(wp+k−wp−w0)t

. (G.6)

Analogamente se obtém F2, substituindo (G.5) na Eq. (G.3)

F2
f̄ ,f̄

(pf̄ ,pf̄ ,k, t,+s,+s) =

+
i

2

∫
d3p

[
−App+ +Bpp−

]
Gf̄ (pf̄ ,p)G∗̄

f
(pf̄ ,p+ k)ei(wp+k−wp−w0)t

. (G.7)

Substituindo as equações (G.6) e (G.7) em (G.2), o hamiltoniano é

Hf̄↑,f̄↑
=
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
App+ǫ̃−(k, r) + Bpp−ǫ̃+(k, r)

]
×

Gf̄ (pf̄ ,p)G∗̄
f
(pf̄ ,p+ k)ei(wp+k−wp−w0)td̂in(pf̄ ,+s)d̂

†
in(pf̄ ,+s)â(k, r)

.

(G.8)

Da mesma forma, obtém-se o Hamiltoniano de interação antiférmion-antiférmion

para diferentes combinações de spin.

• Para Antiférmions com spin +s e −s

Verifica-se o Hamiltoniano

Hf̄↑,f̄↓
=
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
−Appz ǫ̃+(k, r) + Bp(pz + kz)ǫ̃+(k, r)

]

Gf̄ (pf̄ ,p)G∗̄
f
(pf̄ ,p+ k)ei(wp+k−wp−w0)td̂in(pf̄ .+ s)d̂

†
in(pf ,−s)â(k, r)

.

(G.9)

• Para Antiférmions com spin −s e −s
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O Hamiltoniano é

Hf̄↓,f̄↓
=
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
App−ǫ̃+(k, r) + Bpp+ǫ̃−(k, r)

]

Gf̄ (pf̄ ,p)G∗̄
f
(pf̄ ,p+ k)ei(wp+k−wp−w0)td̂in(pf̄ .− s)d̂

†
in(pf ,−s)â(k, r)

.

(G.10)

• Para Antiférmions com spin −s e +s

Verifica-se o Hamiltoniano

Hf̄↓,f̄↑
=
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
Appz ǫ̃−(k, r)− Bp(pz + kz)ǫ̃−(k, r)

]

Gf̄ (pf̄ ,p)G∗̄
f
(pf̄ ,p+ k)ei(wp+k−wp−w0)td̂in(pf̄ .− s)d̂

†
in(pf ,+s)â(k, r)

.

(G.11)

Portanto, o Hamiltoniano dos antiférmions descrito pela Eq. (G.1) é

Hf̄ ,f̄ = Hf̄↑,f̄↑
+Hf̄↑,f̄↓

+Hf̄↓,f̄↓
+Hf̄↓,f̄↑

+ h.c., (G.12)

onde h.c. é o Hamiltoniano conjugado.
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Nesse caso o Hamiltoniano envolvendo férmion e antiférmion, nessa ordem, é

definido pela Eq. (4.17), ou seja,

Hf,f̄ =
2∑

r=1

∑

s,s′
F i
f,f̄

(pf ,pf̄ ,k, t, s
′, s)ǫi(k, r)b̂

†
in(pf̄ , s

′)d̂†in(pf̄ , s)â(k, r) + h.c., (H.1)

onde a função F i é definida na Eq. (4.15).

• Para férmions de spin +s e antiférmion de spin +s

O Hamiltoniano é

Hf↑,f̄↑
= g

2∑

r=1

F i
f,f̄

(pf ,pf̄ ,k, t,+s,+s)ǫi(k, r)b̂
†
in(pf ,+s)d̂

†
in(pf̄ ,+s)â(k, r), (H.2)

onde a função F i é

F i
f,f̄

(pf ,pf̄ ,k, t,+s,+s) =

+

∫
d3xG̃f (pf , x,+s)γ

iG̃f̄ (pf̄ , x,+s)e
−i(pf+pf̄−k)·xei(wf+wf̄−w0)t

, (H.3)

ela pode ser obtida usando as matrizes das equações (E.2a) e (4.19a), resultando

G̃f (pf , x,+s)γ
1G̃f̄ (pf̄ , x,+s) =

+ G̃∗
f (pf , x)G̃f̄ (pf̄ , x)− G̃∗

fz
(pf , x)G̃f̄z(pf̄ , x) + G̃∗

f+
(pf , x)G̃f̄−(pf̄ , x)

,

(H.4)

e

G̃f (pf , x,+s)γ
2G̃f̄ (pf̄ , x,+s) =

− i
[
G̃∗
f (pf ,x, t)G̃f̄ (pf̄ , x)− G̃∗

fz
(pf , x)G̃f̄z(pf̄ , x)− G̃∗

f+
(pf , x)G̃f̄−(pf̄ , x)

].

(H.5)

Substituindo (H.4) em (H.3), achamos F1

F1
f,f̄ (pf ,pf̄ ,k, t,+s,+s) =

∫
d3xG̃f (pf , x,+s)γ

1G̃f̄ (pf̄ , x,+s)e
−i(pf+pf̄−k)·xei(wf+wf̄−w0)t

=
1

2

∫∫∫
d3xd3pd3p′

(2π)3

√
(wp +m)(wp′ +m)

wpwp′
G∗
f (pf ,p)G∗

f̄ (pf̄ ,p
′)e−i(p+p′−k)·xei(wp+w

p′
−w0)t

− 1

2

∫∫∫
d3xd3pd3p′

(2π)3
pz√

wp(wp +m)

p′z√
wp′(wp′ +m)

G∗
f (pf ,p)G∗

f̄ (pf̄ ,p
′)e−i(p+p′−k)·xei(wp+w

p′
−w0)t

+
1

2

∫∫∫
d3xd3pd3p′

(2π)3
p∗+√

wp(wp +m)

p′−√
wp′(wp′ +m)

G∗
f (pf ,p)G∗

f̄ (pf̄ ,p
′)e−i(p+p′−k)·xei(wp+w

p′
−w0)t

.
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Observamos que os termos de pf e wf na exponencial foram cancelados, além

obtém-se a expresão
∫ d3x

(2π)3
e−i(p+p′−k) = δ3(p+p′−k). Logo, integrando em relação

a p′, resulta

F1
f,f̄

(pf ,pf̄ ,k, t,+s,+s) =

+
1

2

∫
d3p

√
(wp +m)(wk−p +m)

wpwk−p
G∗
f (pf ,p)G∗̄

f
(pf̄ ,k − p′)ei(wp+wk−p−w0)t

− 1

2

∫
d3p

pz√
wp(wp +m)

kz − pz√
wk−p(wk−p +m)

G∗
f (pf ,p)G∗̄

f
(pf̄ ,k − p)ei(wp+wk−p−w0)t

+
1

2

∫
d3p

p−√
wp(wp +m)

−p−√
wk−p(wk−p +m)

G∗
f (pf ,p)G∗̄

f
(pf̄ ,k − p)ei(wp+wk−p−w0)t

.

Para reduzir a expressão acima, é definido

Cp =

√
(wp +m)(wk−p +m)

wpwk−p
Dp =

1√
wpwk−p(wp +m)(wk−p +m)

, (H.6)

obtendo

F1
f,f̄

(pf ,pf̄ ,k, t,+s,+s) =

+
1

2

∫
d3p

[
Cp −Dppz(kz − pz)−Dpp−p−

]
G∗
f (pf ,p)G∗̄

f
(pf̄ ,k − p)ei(wp+wk−p−w0)t

.

(H.7)

Analogamente, substituindo (H.5) em (H.3) e usando a Eq. (H.6), obtém-se F2

F2
f,f̄

(pf ,pf̄ ,k, t,+s,+s) =

+
i

2

∫
d3p

[
−Cp +Dppz(kz − pz)−Dpp−p−

]
G∗
f (pf ,p)G∗̄

f
(pf̄ ,k − p)ei(wp+wk−p−w0)t

.

(H.8)

Substitutindo as equações (H.7) e (H.8) em (H.2), obtém-se o Hamiltoniano

Hf↑,f̄↑
=
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
Cpǫ̃−(k, r)−Dppz(kz − pz)ǫ̃−(k, r)−Dpp−p−ǫ̃+(k, r)

]
×

G∗
f (pf ,p)G∗̄

f
(pf̄ ,k − p)ei(wp+wk−p−w0)tb̂

†
in(pf ,+s)d̂

†
in(pf̄ ,+s)â(k, r)

.

(H.9)

• Para férmions de spin +s e antiférmion de spin −s

O Hamiltoniano é
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Hf↑,f̄↓
=
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
−Dppzp+ǫ̃−(k, r) +Dpp−(kz − pz)ǫ̃+(k, r)

]
×

G∗
f (pf ,p)G∗̄

f
(pf̄ ,k − p)ei(wp+wk−p−w0)tb̂

†
in(pf ,+s)d̂

†
in(pf̄ ,−s)â(k, r)

.

(H.10)

• Para férmions de spin −s e antiférmion de spin +s

O Hamiltoniano é

Hf↓,f̄↑
=
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
−Dpp+(kz − pz)ǫ̃−(k, r) +Dppzp−ǫ̃+(k, r)

]
×

G∗
f (pf ,p)G∗̄

f
(pf̄ ,k − p)ei(wp+wk−p−w0)tb̂

†
in(pf ,−s)d̂

†
in(pf̄ ,+s)â(k, r)

.

(H.11)

• Para férmions de spin −s e antiférmion de spin −s

O Hamiltoniano é

Hf↓,f̄↓
=
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
Cpǫ̃+(k, r)−Dpp+p+ǫ̃−(k, r)−Dppz(kz − pz)ǫ̃+(k, r)

]
×

G∗
f (pf ,p)G∗̄

f
(pf̄ ,k − p)ei(wp+wk−p−w0)tb̂

†
in(pf ,−s)d̂

†
in(pf̄ ,−s)â(k, r)

.

(H.12)

Portanto, o Hamiltoniano férmion-antiférmion descrito por (H.1) é

Hf,f̄ = Hf↑,f̄↑
+Hf↑,f̄↓

+Hf↓,f̄↓
+Hf↓,f̄↑

+ h.c.. (H.13)
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APÊNDICE I – HAMILTONIANO ANTIFÉRMION-FÉRMION Hf̄ ,f

Nesse caso o Hamiltoniano envolvendo antiférmions e férmions, nessa ordem,

é definido pela Eq. (4.17), ou seja,

Hf̄ ,f =
2∑

r=1

∑

s,s′
F i
f̄ ,f

(pf̄ ,pf ,k, t, s
′, s)ǫi(k, r)d̂in(pf̄ , s

′)b̂†in(pf̄ , s)â(k, r) + h.c., (I.1)

onde a função F i é definida na Eq. (4.16).

• Para antiférmion com spin +s e férmion com spin +s

O Hamiltoniano é

Hf̄↑,f↑
= g

2∑

r=1

F i
f̄ ,f

(pf̄ ,pf ,k, t,+s,+s)ǫi(k, r)d̂in(pf̄ ,+s)b̂in(pf ,+s)â(k, r), (I.2)

onde

F i
f̄ ,f

(pf̄ ,pf ,k, t,+s,+s) =∫
d3xG̃f̄ (pf̄ , x,+s)γ

iG̃f (pf , x,+s)e
i(pf+pf̄+k)·xe−i(wf+wf̄+w0)t

. (I.3)

Usando as matrizes das equações (E.3a) e (4.18a), obtém-se

G̃f̄ (pf̄ , x,+s)γ
1G̃f (pf , x,+s) =

+ G̃∗̄
f−

(pf̄ , x)G̃f+(pf , x)− G̃∗̄
fz
(pf̄ , x, t)G̃fz(pf , x) + G̃∗̄

f
(pf̄ , x)G̃f (pf , x),

(I.4)

G̃f̄ (pf̄ , x,+s)γ
2G̃f (pf , x,+s) =

− i
[
G̃∗̄
f−

(pf̄ , x)G̃f+(pf , x) + G̃∗̄
fz
(pf̄ , x)G̃fz(pf , x)− G̃∗̄

f
(pf̄ , x)G̃f (pf , x)

]
.

(I.5)

Substituindo (I.4) na Eq. (I.3) resulta

F1
f̄ ,f (pf̄ ,pf ,k, t,+s,+s) =

∫
d3xG̃f̄ (pf̄ , x,+s)γ

1G̃f (pf , x,+s)e
i(pf+pf̄+k)·xe−i(wf+wf̄+w0)t

=
1

2

∫∫∫
d3xd3pd3p′

(2π)3
p∗−√

wp(wp +m)

p′+√
wp′(wp′ +m)

Gf̄ (pf̄ ,p)Gf (pf ,p
′)ei(p+p′+k)·xe−i(wp+w

p′
+w0)t

− 1

2

∫∫∫
d3xd3pd3p′

(2π)3
pz√

wp(wp +m)

p′z√
wp′(wp′ +m)

Gf̄ (pf̄ ,p)Gf (pf ,p
′)ei(p+p′+k)·xe−i(wp+w

p′
+w0)t

+
1

2

∫∫∫
d3xd3pd3p′

(2π)3

√
(wp +m)(w′

p +m)

wpwp′
Gf̄ (pf̄ ,p)Gf (pf ,p

′)ei(p+p′+k)·xe−i(wp+w
p′
+w0)t,
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onde a expressão
∫ d3x

(2π)3
ei(p+p′+k) = δ3(p + p′ + k) é obtida. Então, integrando em

relação a p′, fica

F1
f̄ ,f

(pf̄ ,pf ,k, t,+s,+s) =

+
1

2

∫
d3p

p+√
wp(wp +m)

−p+√
wk+p(wk+p +m)

Gf̄ (pf̄ ,p)Gf (pf ,−k − p)e−i(wp+wk+p+w0)t

− 1

2

∫
d3p

pz√
wp(wp +m)

−kz − pz√
wk+p(wk+p +m)

Gf̄ (pf̄ ,p)Gf (pf ,−k − p)e−i(wp+wk+p+w0)t

+
1

2

∫
d3p

√
(wp +m)(wk+p +m)

wpwk+p
Gf̄ (pf̄ ,p)Gf (pf ,−k − p)e−i(wp+wk+p+w0)t

.

Para reducir a expressão acima, a seguinte expressão é definida

Mp =
1

√
wp(wp +m)

√
wk+p(wk+p +m)

Np =

√
wp +m

wp

√
wk+p +m

wk+p
, (I.6)

então, a função F1 é

F1
f̄ ,f

(pf̄ ,pf ,k, t,+s,+s) =

+
1

2

∫
d3p

[
−Mpp+p+ +Mppz(kz + pz) +Np

]
Gf̄ (pf̄ ,p)Gf (pf ,−k − p)e−i(wp+wk+p+w0)t

.

(I.7)

Analogamente, substituindo (I.5) em (I.2), obtém-se F2

F2
f̄ ,f

(pf̄ ,pf ,k, t,+s,+s) =

+
i

2

∫
d3p

[
Mpp+p+ +Mppz(kz + pz) +Np

]
Gf̄ (pf̄ ,p)Gf (pf ,−k − p)e−i(wp+wk+p+w0)t.

(I.8)

Agora, substituindo as equações (I.7) e (I.8) em (I.2), o Hamiltoniano é obtido, isto é

Hf̄↑,f↑
=
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
−Mpp+p+ǫ̃−(k, r) +Mppz(kz + pz)ǫ̃+(k, r) +Npǫ̃+(k, r)

]
×

Gf̄ (pf̄ ,p)Gf (pf ,−k − p)e−i(wp+wk+p+w0)td̂in(pf̄ ,+s)b̂in(pf ,+s)â(k, r)

.

(I.9)

Da mesma forma, obtém-se o Hamiltoniano para as outras combinações de spin

• Para Antiférmion com spin +s e férmion com spin −s

O Hamiltoniano é
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Hf̄↑,f↓
=
g

2

2∑

r=1

∫
d3p

[
Mpp+(kz + pz)ǫ̃−(k, r) +Mppzp−ǫ̃+(k, r)

]
×

Gf̄ (pf̄ ,p)Gf (pf ,−k − p)e−i(wp+wk+p+w0)td̂in(pf̄ ,+s)b̂in(pf ,−s)â(k, r)
.

(I.10)

• Para Antiférmion com spin −s e férmion com spin −s

O Hamiltoniano é

Hf̄↓,f↓
=
g

2

∫
d3p

[
Mppz(kz + pz)ǫ̃−(k, r)−Mpp−p−ǫ̃+(k, r) +Npǫ̃−(k, r)

]
×

Gf̄ (pf̄ ,p)Gf (pf ,−k − p)e−i(wp+wk+p+w0)td̂in(pf̄ ,−s)b̂in(pf ,−s)â(k, r)
.

(I.11)

• Para Antiférmion com spin −s e férmion com spin +s

O Hamiltoniano é

Hf̄↓,f↑
=
g

2

∫
d3p

[
−Mppzp+ǫ̃−(k, r)−Mpp−(kz + pz)ǫ̃+(k, r)

]
×

Gf̄ (pf̄ ,p)Gf (pf ,−k − p)e−i(wp+wk+p+w0)td̂in(pf̄ ,−s)b̂in(pf ,+s)â(k, r)
.

(I.12)

Portanto, o Hamiltoniano férmion-antiférmion descrito por (I.1) é

Hf̄ ,f = Hf̄↑,f↑
+Hf̄↑,f↓

+Hf̄↓,f↓
+Hf̄↓,f↑

+ h.c. (I.13)
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