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RESUMO

Neste trabalho vamos estudar estrelas compactas com rotacdo no contexto da teoria
de gravidade modificada de Rastall. Iremos obter as equagdes de campo a partir da
teoria da relatividade geral e entdo considerar a teoria de Rastall para uma métrica
estacionaria com simetria axial. Vamos assumir que a matéria estelar pode ser re-
presentada por um tensor de energia-momento de fluido perfeito que sera descrito
por uma equacao de estado politrépica. As equacdes encontradas serao resolvidas
numericamente, e quantidades de interesse como massa, raio e momento de inércia,
por exemplo, serdo calculadas e analisadas. Além disso, também estudaremos como
as componentes do tensor métrico sao afetadas pela teoria de Rastall e pela rotagéo
estelar.

Palavras-chave: estrelas compactas. rotacdo. EoS politrépica. teoria de Rastall.



ABSTRACT

In this work we will study compact stars with rotation in the context of Rastall’s modified
theory of gravity. We will obtain the field equations from the general relativity theory and
then to consider the Rastall’s theory for a stationary metric with axial symmetry. We
will assume that stellar matter can be represented by a perfect fluid energy-momentum
tensor that will be described by a polytropic equation of state. The derived equations
will be solved numerically, and quantities of interest such as mass, radius and moment
of inertia, for example, will be calculated and analyzed. In addition, we will also study
how the components of the metric tensor are affected by Rastall’s theory and stellar
rotation.

Keywords: compact stars. rotation. polytropic EoS. Rastall’s theory.



Figura 1

Figura 2
Figura 3

Figura 4

Figura 5

Figura 6

Figura 7

Figura 8

Figura 9

LISTA DE FIGURAS

Esta figura representa um diagrama de Hertzsprung—Russell, em
que sdo destacadas algumas estrelas préximasdo Sol. . . . . . ..
Ciclodevidadasestrelas. . . . ... ... .. ... ..........
Esta figura mostra um modelo para a estrutura de uma estrela de
néutrons. Fonte: NASA’s Goddard Space Flight Center. . . . . . ..
Esta figura representa nossa regido computacional. O ponto P repre-
senta o polo da estrela, o ponto Q representa o equador € 0 ponto
W representa o ponto de energia maxima. Fonte:(KOMATSU et al.,
1989a). . . . .. e
A relacao massa-raio para sequéncias de estrelas sem rotagéo (cur-
vas com trago-ponto) e para estrelas rodando no limite Kepleriano
(curvas com linha sdlida). As curvas com A = 0 representam as
sequéncias de solugbes paraaRG. . .. ... ... .. .. .....
A massa como uma fun¢ao da densidade central de energia para
sequéncias de estrelas sem rotagédo (curvas com trago-ponto) e para
estrelas rodando no limite Kepleriano (curvas com linha sdlida). As

27
28

29

59

63

curvas com A = 0 representam as sequéncias de solucdes para a RG. 64

A velocidade angular como uma funcdo da densidade central de
energia para sequéncia de estrelas rodando no limite de mass shed-
ding. As curvas com A = 0 representam as sequéncias de solugdes
paraaRG. . ... ...
O momento de inércia como uma fungdo da massa sequéncias de
estrelas rodando no limite de mass shedding. As curvas com A = 0
representam as sequéncias de solugbées paraaRG. . . .. ... ..
A componente gy do tensor métrico como uma fungéo da razao r/Re
no equador da estrela (6 = 7/2), para estrelas rodando no limite
de mass shedding com uma densidade central de energia fixa. As
curvas com A = 0 representam solugbesnaRG. . . ... ... ...

Figura 10 — A componente g, do tensor métrico como uma fungéo da razéo

r/Re no equador da estrela (0 = 71/2), para estrelas rodando no limite
de mass shedding com uma densidade central de energia fixa. As
curvas com A = 0 representam solugbes naRG. . . ... .. .. ..

Figura 11 — A componente gq,q)/(r2 sin 0) do tensor métrico como uma fung¢éo da

razao r/Re no equador da estrela (0 = 7/2), para estrelas rodando
no limite de mass shedding com uma densidade central de energia
fixa. As curvas com A = 0 representam solugdes naRG. . . . . . ..

65

66

68

69



Figura 12 —

Figura 13 —

Figura 14 —

Figura 15 —

Figura 16 —

Figura 17 —

Figura 18 —

Figura 19 —

Figura 20 —

A funcéao w, associada ao efeito Lense-Thirring, como uma funcao
da razao r/Re no equador da estrela (0 = 7/2), para estrelas rodando
no limite de mass shedding com uma densidade central de energia
fixa. As curvas com A = 0 representam solugbes naRG. . . . . . ..
A relacdo massa-raio para sequéncias de estrelas sem rotagéo (curva
com trago-ponto), para estrelas rodando com Q = 300Hz (curva tra-
cejada), para estrelas rodando com Q = 716Hz (curva pontilhada) e
para estrelas rodando no limite Kepleriano (curva com linha sélida).
A Figura de cima é para a RG, e a de baixo é para A =5 x 1074, ou
seja, paraateoriadeRastall . .. ... ... ... ..........
A relacdo massa-raio para sequéncias de estrelas sem rotagéo (curva
com trago-ponto), para estrelas rodando com Q = 300Hz (curva tra-
cejada), para estrelas rodando com Q = 716Hz (curva pontilhada) e
para estrelas rodando no limite Kepleriano (curva com linha sélida).
A Figura de cima é para a RG, e a de baixo é para A =5 x 1074, ou
seja, paraateoriadeRastall . ... .. ... ... ... ... ...
O momento de inércia como uma funcdo da massa para estrelas
rodando com Q = 300Hz (curva tracejada), para estrelas rodando
com Q = 716Hz (curva pontilhada) e para estrelas rodando no limite
Kepleriano (curva com linha sélida). A Figura de cima é para a RG,
e a de baixo é para A =5 x 1074, ou seja, para a teoria de Rastall

O momento de inércia como uma fungdo da massa para estrelas
rodando com Q = 300HZz (curva tracejada), para estrelas rodando
com Q = 716Hz (curva pontilhada) e para estrelas rodando no limite
Kepleriano (curva com linha sdélida). A Figura de cima é para a RG,
e a de baixo é para A =5 x 1074, ou seja, para a teoria de Rastall

A componente g do tensor métrico como uma fungao da razao r/Re
no equador da estrela (0 = 71/2). A Figura de cima é para a RG, e a
de baixo é para A =5 x 1074, ou seja, para a teoria de Rastall

A componente g do tensor métrico como uma fungao da razao r/Re
no equador da estrela (0 = 71/2). A Figura de cima é para a RG, e a
de baixo é para A =5 x 1074, ou seja, para a teoria de Rastall

A componente grr do tensor métrico como uma fung¢éo da razao r/Re
no equador da estrela (0 = 71/2). A Figura de cima é para a RG, e a
de baixo é para A =5 x 1074, ou seja, para a teoria de Rastall

A componente grr do tensor métrico como uma fungéo da razao r/Re
no equador da estrela (6 = 71/2). A Figura de cima é para a RG, e a
de baixo é para A =5 x 1074, ou seja, para a teoria de Rastall

71

73

74

75

76

78

79

80

81



Figura 21 — A componente gd)q)/(r2 sin 0) do tensor métrico como uma funcao da
razao r/Re no equador da estrela (0 = 7/2). A Figura de cima € para
a RG, e a de baixo é para A = 5 x 1074, ou seja, para a teoria de
Rastall . . . . . .. . . . . .
Figura 22 — A componente gq)d,/(r2 sin 0) do tensor métrico como uma fung¢éo da
razao r/Re no equador da estrela (0 = 7/2). A Figura de cima € para
a RG, e a de baixo é para A = 5 x 1074, ou seja, para a teoria de
Rastall . . . . . .. . .. . .
Figura 23 — A fungcédo w, associada ao efeito Lense-Thirring, como uma funcao
da razao r/Re no equador da estrela (6 = 7/2). A Figura de cima é
para a RG, e a de baixo é para A =5 x 1074, ou seja, para a teoria
deRastall . . . .. ... .. .. ..
Figura 24 — A fungédo w, associada ao efeito Lense-Thirring, como uma fungao
da razao r/Re no equador da estrela (6 = 71/2). A Figura de cima é
para a RG, e a de baixo € para A =5 x 1074, ou seja, para a teoria
deRastall . . . .. ... . . . . . ..



BI

BS
EoS
KEH
RG
ZAMO

LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS

Butterworth e Ipser

Bonazzola e Schneider

equacao de estado

Komatsu, Eriguchi e Hachisu
Relatividade Geral

Zero angular momentum observer



2.1
2.2
2.3
2.4

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5

4.1
4.2
4.3
4.3.1
4.4
4.4.1
4.4.2

5.1
5.2

6.1
6.2
6.3
6.3.1
6.3.2

7.1
7.2

SUMARIO

INTRODUGAO . . .ttt ittt ettt e ettt e eens 13
REVISAO DE ALGUNS ELEMENTOS DA TEORIA DA RELATIVI-

DADEGERAL . . . . o ittt e e e e e e 17
TENSORES . . . . . oo 18
EQUACOES DE CAMPODEEINSTEIN . .. ... .......... 19
METRICAS ESTACIONARIAS COM SIMETRIA AXIAL . . . ... .. 21
TETRADAS . . . o o oot 24
ESTRELAS . . . . .. ittt et e e 26
DIAGRAMAH-R . . . . . . 26
CICLODE VIDADASESTRELAS . . . . . . ... ... ... ..... 27
ESTRELASDENEUTRONS . . . . . ... .. ... 30
ESTRELAS RELATIVISTICAS . . . . . ... ... . . ... 32
EQUACAO DE ESTADO POLITROPICA . . . . ... ... ...... 34
ESTRELASEMROTACAD . ... ..o i it iiinnnn e 37
ELEMENTODELINHA . . . . . .. ... . 37
TENSOR DE ENERGIA-MOMENTO . . . ... ............ 38
EQUACOES DE CAMPO PARA ESTRELA COM ROTACAO RAPIDA 38
Forma Integral das equacéesdecampo . . . ... ... ... ... 41
EQUACAO DE EQUILIBRIO HIDROSTATICO . .. ... ....... 43
Leiderotacao . ... ... ... .. .. ... ... .. 45
Equacaodeestado . ... ... ... ... .. .. ... ... ..., 45
TEORIA DE GRAVITACAO MODIFICADA DE RASTALL . . ... .. 47
LIMITE NEWTONIANO . . . . . oo oo, 48
APLICANDO O METODO KEH PARA A GRAVIDADE DE RASTALL . 49
METODONUMERICO . . .. ...ttt e tennnnnnn. 54
VISAO GERALDOMETODOKEH . ... ............... 54
MODELO INICIAL . . . . . . o oo, 55
PROCEDIMENTO COMPUTACIONAL . . ... ............ 57
Rotacao diferencial . . . . ... ... ... ... ........... 58
Rotacao uniforme . . . . . .. .. ... ... ... ... ... 59
RESULTADOS . . .ttt ittt ittt et e e 61
EFEITOSDATEORIADERASTALL . ... .............. 61
EFEITOSDAROTACAO . . . . . . oo, 72
CONCLUSOES E PERSPECTIVASFUTURAS . ........... 87

ANEXO A-ARTIGO .. ... ...ttt 90



13

1 INTRODUGAO

Em 1915, Albert Einstein alcangou seu objetivo de estender o principio da re-
latividade para referenciais ndo inerciais. Para isso, se valeu da equivaléncia entre
referenciais acelerados e referenciais inerciais sob acdo de um campo gravitacional.
Assim, originou-se a teoria da Relatividade Geral (RG) que apresentou uma viséao
totalmente nova sobre a estrutura do espago, do tempo e da gravitagdo. Ja no ano
seguinte, em 1916, foi encontrada a primeira solucdo para as equag¢des de campo
de Einstein, a solucdo de Schwarzschild (SCHWARZSCHILD, 1916, 1999), que repre-
senta um espacgo-tempo estatico com simetria esférica. Esse é o resultado exato que
talvez possa ser considerado como o mais importante da RG, e € nele que se baseiam
trés testes classicos da RG, que nao possuem fundamentos sélidos se consideramos
somente a gravitagdo de Newton: precessao do periélio de Mercurio; deflexao da luz
vinda de uma estrela, quando a luz passa perto do Sol; desvio de linhas espectrais
pela presenga do campo gravitacional (red-shift).

Foi por volta dos anos 1950, quando foram descobertos objetos astronémicos
altamente energéticos e compactos, principalmente quasares e fontes compactas de
raios-X, onde os efeitos da RG poderiam ser significativos, que o interesse na area
foi fortemente aumentado (WALD, R., 1984). Esses objetos sujeitos a fortes campos
gravitacionais e até mesmo a colapsos gravitacionais nao podiam ser completamente
entendidos apenas com a utilizacdo da gravitagdo Newtoniana. As estrelas de néutrons
sao objetos desse tipo e a tentativa do seu entendimento vem gerando um grande es-
forco da comunidade cientifica. Apesar de nosso conhecimento tanto teérico quanto
experimental sobre as estrelas de néutrons e outros objetos astrofisicos compactos ter
evoluido bastante nos ultimos anos, ainda existem muitos fenémenos e questdes em
aberto a serem estudados. Uma questao fundamental é, por exemplo, saber qual equa-
céo de estado (EoS) melhor descreve o comportamento da matéria sob densidades
extremas.

Até os dias atuais, a Unica forma de resolver o sistema de equacdes que des-
creve uma estrela relativistica rotacionando em equilibrio é através de métodos nu-
méricos. Ao longo dos anos, muitos métodos foram desenvolvidos para a obtencgao
de modelos relativisticos de estrelas girando. As primeiras solu¢gées numéricas foram
obtidas por Wilson (WILSON, 1972, 1973) que generalizou o método desenvolvido
por Bardeen e Wagoner (BARDEEN; WAGONER, 1969, 1971) para discos relativisti-
cos e obteve solug¢des para estrelas com rotagdo diferencial mas, que nao possuiam
uma equacao de estado explicita. Algum tempo depois, Bonazzola e Schneider (BS)
(BONAZZOLA, Silvano; SCHNEIDER, 1974) estenderam o formalismo apresentado
em (BONAZZOLA; MASCHIO, 1971) e encontraram solucdes para rotacao uniforme e
com equacao de estado explicita. O método desenvolvido por Wilson (WILSON, 1973)
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também foi pioneiro em revelar que, da mesma forma que ocorre com buracos negros,
estrelas rodando rapidamente também podem possuir uma ergosfera, ou seja, uma re-
gido onde g4 > 0, no entanto, seu trabalho possui problemas quanto ao tratamento das
condigbes de contorno. No caso do método de Bonazzola e Schneider (BONAZZOLA,
Silvano; SCHNEIDER, 1974), as equagdes sao resolvidas em uma forma integral de
modo que as condi¢des de contorno sdo satisfeitas automaticamente. Entretanto, este
método também apresenta problemas, um dos potenciais da métrica, por exemplo, ndao
possui garantia de ser assintoticamente plano. Outro esquema que também possibilitou
a obtencao de solugdes foi desenvolvido por Butterworth e Ipser (Bl) (BUTTERWORTH,;
IPSER, 1976), neste método as equacdes diferenciais sao resolvidas diretamente pelo
método de Stoeckly (STOECKLY, 1965) e condi¢cdes de contorno apropriadas sao ob-
tidas de uma expansao assintotica. Um parametro importante no estudo de estrelas
rotacionando € a razao entre a pressao maxima e a densidade de energia maxima no
centro da estrela k = pmax/smaxcz, que pode ser interpretada como uma medida do
quéao relativistica € a estrela. Com o método Bl foi possivel a obtencédo de solugdes
para modelos homogéneos com rotacao uniforme para até « < 4.45, no entanto, para
modelos com outras equacdes de estado so6 foi possivel encontrar solucdes para o
caso pouco relativistico (x pequeno).

Um procedimento numérico com o qual se obteve sucesso na solugdo das
equacbes de campo da relatividade geral para estrelas girando rapidamente, foi desen-
volvido por Komatsu, Eriguchi e Hachisu (KEH) (KOMATSU et al., 1989a), e sera neste
método que nos basearemos neste trabalho. Komatsu, Eriguchi e Hachisu (KOMATSU
et al., 1989a) desenvolveram uma técnica de obtencéo de solucdes que alcangou su-
cesso para se encontrar solugoes para equacoes de estado politrdpicas e realistas
com rotagao uniforme e diferencial para até o caso altamente relativistico (x ~ 1). Esta
técnica se baseia no método de campo auto-consistente desenvolvido por Hachisu
(HACHISU, 1986) para a gravitacado Newtoniana e utiliza o0 mesmo sistema de equa-
cbes de Bl. No entanto, neste método as equacdes sao resolvidas na forma integral,
de forma similar a BS, de modo facilitar o trabalho com as condi¢cdes de contorno.

Originalmente Komatsu, Eriguchi e Hachisu desenvolveram seu modelo para
encontrar solucdes relativisticas para estrelas em rotacdo. No entanto, a métrica usada
por eles pode ser empregada de modo mais geral para representar esferoides girando,
de modo que, ndo precisamos nos restringir a utilizar este método somente para
estrelas. Uma possibilidade seria utiliza-lo para modelar o bojo de uma galaxia. Estas
regides possuem formato esferoidal e grande densidade de matéria de modo que
poderiamos esperar algum efeito relativistico. Outra possibilidade seria fazer esferoides
suficientemente achatados de modo a representarem um disco girando que serviria
para modelar uma galaxia eliptica como um todo. Além disso, a inclusdo de campos
magnéticos também é possivel.
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A teoria da RG vem tendo sucesso em muitos testes experimentais, como nas
recentes medicbes de ondas gravitacionais pela colaboragdo Virgo e LIGO (Laser
Interferometer Gravitational-Wave Observatory) (ABBOTT, Benjamin P et al., 2016;
ABBOTT, B. et al., 2019) e a ainda mais recente obtencao da primeira imagem de um
buraco negro pelo projeto Event Horizon Telescope (AKIYAMA et al., 2019). Apesar
disso, existem problemas em aberto, como as curvas de rotagdo de galaxias espirais
que levam a suposi¢ao de que exista uma matéria escura, a expansao acelerada do
universo que leva a formulagao do conceito de energia escura, além de outras questbes
ainda nao respondidas como o problema do horizonte (ou da homogeneidade) que
é uma das motivacdes para a teoria da inflagdo césmica e o problema da constante
cosmologica (catastrofe do vacuo), entre outros. Devido a essas aparentes limitacdes
da RG em descrever certos fendmenos, se torna interessante o estudo de teorias de
gravitacdo alternativas. Ademais, uma outra motivacédo para construcao de teorias de
gravidade modificada é a procura por uma teoria para a gravitacao consonante com os
principios da mecéanica quantica, ou seja, uma teoria de gravitacao quantica.

Por serem sistemas em que encontramos a matéria submetida a densidades
extremas, as estrelas compactas como estrelas de néutrons e de quarks sdo um dos
melhores candidatos astrofisicos para o teste de teorias de gravitacdo no regime de
campo forte e, por isso, também sédo bons candidatos para testarmos as teorias de
gravidade modificada. Atualmente existem muitos estudos de estrelas compactas em
teorias de gravitacado modificada, no entanto, a maior parte destes estudos é feito para
estrelas sem rotacdo como em (HARADA, 1998; ORELLANA et al., 2013; MOMENI;
MYRZAKULOV, 2015; OLIVEIRA et al., 2015; HENDI et al., 2016; MOTA et al., 2019a),
por exemplo. Ja existem alguns estudos de estrelas com rotagdo em teorias alterna-
tivas a RG, mas, eles ainda sdo poucos. Alguns exemplos desses estudos para o
caso de estrelas rotacionando lentamente sdo (DAMOUR; ESPOSITO-FARESE, 1996;
SOTANI, 2010; PANI et al., 2011; ALI-HAIMOUD; CHEN, 2011; STAYKOV et al., 2014)
e para estrelas rotacionando rapidamente (DONEVA et al., 2013, 2015; YAZADJIEV
et al., 2015; KLEIHAUS et al., 2016; DONEVA; YAZADJIEV, 2016; ASTASHENOK;
ODINTSQV, 2020). Apesar de muitas vezes ser deixada de lado a rotacao esta pre-
sente em todas as etapas da vida de uma estrela e, em algumas situacdes pode ter um
papel dominante, de fato, existem evidéncias de que a evolugéo estelar é uma fungéo
ndo s6 da massa e da metalicidade mas, também do rotacao estelar (MAEDER, André;
MEYNET, 2000). Além disso, a primeira evidéncia observacional da existéncia da es-
trelas de néutrons ocorreu devido a um fenémeno que so existe por causa da rotacao
estelar, que foi a descoberta dos pulsares por Jocelyn Bell Burnell e Antony Hewish,
em 1967. Os pulsares sdo estrelas de néutrons! com rotacéo e forte campo magnético,
e que apresentam os eixos de rotacao e do campo magnético desalinhados, o que faz

! Atualmente sabemos que também existem alguns pulsares que sdo anas brancas.
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com que emitam pulsos de radiacdao extremamente regulares pelos seus polos.

Falando um pouco a respeito de teorias que pretendem modificar a RG, uma
dessas propostas que vem ganhando crescente interesse em anos recentes € que
foi feita por Peter Rastall (RASTALL, 1972). Na teoria de Rastall a suposicao de que
o tensor de energia-momento deve ser conservado em espagos curvos da mesma
forma que ocorre na relatividade restrita é deixada de lado. Ao invés disto, é proposto
que a variagao deste tensor deve estar associada a curvatura do espago-tempo, em
especial, Rastall sugere que a derivada covariante do tensor de energia-momento
é proporcional a derivada do escalar de Ricci. Em (FABRIS, Julio C. et al., 2015),
foi proposto que a teoria de Rastall pode ser interpretada com uma forma efetiva
de implementar efeitos quanticos no cenario classico e no contexto cosmolégico foi
possivel obter resultados que sédo previstos na cosmologia Loop quantum. Atualmente,
ja foram feitos alguns estudos de estrelas compactas na teoria de gravidade modificada
de Rastall (OLIVEIRA et al., 2015; MOTA et al., 2019a; HANSRAJ et al., 2019; MOTA
et al., 2019b; ABBAS; SHAHZAD, 2018a; SALAKO et al., 2018; ABBAS; SHAHZAD,
2018b, 2019). No entanto, todos esses estudos sao para estrelas estaticas e ainda
nos falta uma analise dos efeitos desta teoria em estrelas rotacionando. Desta forma,
neste trabalho pretendemos utilizar o método KEH para fazer este estudo.

Pensando em termos destas questdes propusemos o estudo presente nesta
tese. O objetivo principal deste trabalho é analisar o efeito da teoria de Rastall no
comportamento de estrelas politropicas rotacionando, e para isso iremos utilizar uma
métrica estacionaria com simetria axial. No entanto, as equagdes de campo para estes
sistemas sdo muito complexas para serem resolvidas analiticamente, de modo que
iremos utilizar métodos numéricos conforme observamos anteriormente.

Esta tese ira apresentar o seguinte conteudo: No Capitulo 2 faremos uma breve
revisdo de alguns conceitos que serdo necessarios para o desenvolvimento do nosso
trabalho, no Capitulo 3 apresentaremos alguns conceitos importantes no estudo de
estrelas e as principais caracteristicas de uma estrela relativistica girando, no Capitulo
4 mostraremos as equagdes que descrevem esse sistema na RG e que serdo usadas
no método KEH, no Capitulo 5 apresentaremos a teoria de Rastall e as equagdes
para uma estrela girando nesta teoria, no Capitulo 6 explicaremos como é feito o
procedimento numérico para o método KEH, no Capitulo 7 veremos os resultados que
foram obtidos até agora e, por fim, no Capitulo 8 apresentaremos nossas conclusées e
perspectivas futuras. A partir do estudo apresentado nesta tese escrevemos um artigo
que recentemente foi submetido e estd em julgamento. Este artigo se encontra no
Anexo.
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2 REVISAO DE ALGUNS ELEMENTOS DA TEORIA DA RELATIVIDADE GERAL

Esta tese tem como objetivo estudar estrelas com rotagcao no contexto da pro-
posta de Rastall. Atualmente, o melhor modo que dispomos para fazer um estudo desse
tipo € considerando a teoria da relatividade geral. Neste capitulo iremos apresentar ra-
pidamente alguns elementos desta teoria que serdo necessarios no desenvolvimento
desta tese. Nao temos o objetivo de fazer um desenvolvimento completo da teoria,
e sugerimos a consulta da bibliografia existente (WEINBERG, 1973; MISNER et al.,
1973; WALD, R., 1984), por exemplo, para a obtencéo de tratamentos mais detalhados
do assunto, bem como para mais informacao e demonstragées.

Para construir a teoria da relatividade restrita Albert Einstein considerou dois
postulados, um deles é o principio da relatividade restrita que estabelece que as leis da
fisica devem ser as mesmas para todos os referenciais inerciais (e o segundo postulado
€ o principio da covariancia da velocidade da luz). Mais tarde Einstein percebeu que
poderia estender o principio da relatividade para transformagées gerais dos sistemas
de coordenadas, 0 que acabou por possibilitar o estudo de campos gravitacionais.
Essa interpretacéo foi possivel devido a igualdade entre a massa inercial m;, que é a
massa que encontra-se na segunda lei de Newton, e a massa gravitacional mg, que é
a massa que encontra-se na sua lei da gravitacdo universal. Em consequéncia dessa
igualdade temos o Principio de Equivaléncia de Einstein, de acordo com o qual um
observador em queda livre em um campo gravitacional observara as leis da fisica da
mesma forma que um observador em um referencial inercial.

Ao construir a teoria da relatividade geral Einstein chegou a conclusao de que
poderia explicar a gravidade em termos da curvatura do espago-tempo, onde esta
curvatura se deve ao conteludo de matéria e energia presente na regido considerada.
Assim, para descrever a geometria préxima a uma estrela girando, que € o sistema
fisico que estudaremos neste trabalho, temos que construir uma métrica que descreva
a deformacao causada por este objeto no espaco-tempo, como veremos na secéo 2.3.

Além disso, para obter mais facilmente as equacdées da RG podemos nos valer
do principio da covariancia geral que é uma forma alternativa de expressar o principio
da equivaléncia. De acordo com o principio da covariancia geral, as equacoes da RG
devem ser equacdes que obedecem as leis da relatividade restrita quando nenhum
campo gravitacional esta presente e que sao invariantes por transformacgdes de coor-
denadas gerais. Diferente do que ocorre na gravitacdo Newtoniana em que o0 campo
gravitacional € expresso por um potencial escalar, para construir uma teoria que fosse
invariante por transformacoées gerais de coordenadas Einstein concluiu que a RG teria
que ser uma teoria tensorial. Por isso na se¢éo 2.1, apresentaremos alguns tensores
que sao importantes para a compreensao das equacgdes da teoria de Einstein. Na se-
cao 2.2, discutiremos brevemente as equacdes de campo da RG. E por fim, na secao
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2.4, faremos uma breve introducao ao formalismo das tetradas, que serao Uteis para a
obtencao das equacdes de campo com as quais iremos trabalhar no decorrer da tese.

2.1 TENSORES

Nesta secado nos limitaremos a apresentar tensores que serdo usados neste
texto. Para um tratamento mais completo do assunto, sugerimos que o leitor consulte
a literatura (WEINBERG, 1973; MISNER et al., 1973; WALD, R., 1984), onde muitos
desenvolvimentos de interesse podem ser encontrados. Um tensor de fundamental
importancia para o desenvolvimento da teoria da relatividade geral € o tensor métrico
9uxp: que define a geometria do espago-tempo. A “distancia” infinitesimal invariante ds
é definida em termos do intervalo infinitesimal entre dois pontos no espaco-tempo, ds?
pode ser escrita em termos do tensor métrico como:

ds? = gopdx®axP, (1)

onde « e (3 variam de 0 a 3. Outro tensor importante na formulagdo da teoria da
relatividade geral é o tensor de curvatura de Riemann—Christoffel R(Xﬁw’ que como diz
o seu nome fornece informacdes a respeito da curvatura do espaco-tempo. Se todas
as componentes de F:""BHV se anulam em todos os pontos e em todos os tempos de
um dado espaco-tempo, entdo este espago-tempo é plano. Como esta é uma relagéao
tensorial, ira valer para qualquer sistema de coordenadas. Uma maneira de definir o
tensor de Riemann é calculando o comutador da derivada covariante dupla de um vetor

(WEINBERG, 1973):

Vo, Vol VR =V Ve VH -V, .V V= RY VY,
B p B vaf 2)
n 18
Ruvocﬁ = ruvﬁ,oc_ ruvoc,ﬁ +T U‘XFUVB - Gﬁra\’(x’

onde V é o simbolo que representa a derivada covariante, que € uma derivada
invariante por transformacées gerais de coordenadas, e é dada por

dAY,

Ho_
VpAYy = P

T A+ TH A%, ©

onde I“”oq5 sao os simbolos de Christoffel, que podem ser escritos em funcao do tensor
metrico g, da seguinte forma

1 g 99p 09vp
[ S 4TS wv K
Ve =39 ( oxB T axy T oxw ) @

Vemos que no exemplo mostrado acima, para a derivada covariante de um tensor
de segunda ordem A",, ela difere da derivada parcial aBA”V por dois termos que
contém simbolos de Christoffel, e isso ocorre essencialmente devido a geometria do

espaco-tempo considerado. Supondo F"‘VB = 0 teremos VﬁA*L = aﬁA“V e R(xﬁw =0,
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ou seja, teremos um espaco plano, e essa concluséo vale para qualquer sistema de
coordenadas utilizado para representar este espaco. A principio, podemos contrair 0
tensor de Riemann de varias formas diferentes, no entanto, é possivel mostrar que
o tensor A,p, € antissimétrico em relagéo aos indices « e B e em relagédo a p e v,
de modo que, todas as contragdes serdo ou zero ou iguais a +Ryp, onde R,z € 0
chamado tensor de Ricci, e é dado por (WEINBERG, 1973)

Rup = A = Rpa: (5)

De forma similar, efetuando mais uma contragdo podemos obter o escalar de Ricci, ou
escalar de curvatura
R = 9% Ry, (6)

que € mais uma quantidade importante no estudo da geometria do sistema. A partir
dos tensores apresentados acima, podemos definir o tensor de Einstein, que é dado
pela seguinte expressao

1
Goc[S = Roc[S - Egocﬁ R, (7)
e de acordo com essa definicdo, podemos ver que como o tensor métrico e o tensor de

Ricci sao tensores simétricos, o tensor de Einstein também sera simétrico, além disso,
é simples provar que (WEINBERG, 1973) esse tensor possui divergéncia nula

V%Gygp = 0. (8)

Antes de finalizarmos esta rapida revisao, € interessante considerarmos o ten-
sor de energia-momento T,g, que sera definido na proxima secao. Diferentes sistemas
fisicos podem ser representados por diferentes formas de T,g. E deste modo distribui-
cbes de matéria e energia no espago-tempo podem ser representadas por este tensor.
No contexto da teoria da RG pode ser interpretado como a fonte do campo gravitacio-
nal. Na secao 4.2 iremos apresentar o tensor de energia-momento que descreve um
fluido perfeito.

2.2 EQUAGCOES DE CAMPO DE EINSTEIN

Nesta secdo iremos, de forma bastante simplificada, mostrar como as equagdes
de Einstein, que possuem papel central na teoria da RG, podem ser obtidas. Para
tratamentos mais aprofundados, assim como para se estudar mais interpretacoes e
aplicagbes da teoria, recomendamos mais uma vez a consulta da vasta bibliografia do
assunto (WEINBERG, 1973; MISNER et al., 1973; WALD, R., 1984), por exemplo.

E possivel chegar as equacdes de campo de Einstein de mais de uma forma
como pode ser visto, por exemplo, em (WEINBERG, 1973). Uma maneira bastante
interessante é utilizado o principio da minima acgéo. A principal vantagem desse método
€ que com ele fica mais facil visualizar as relacées entre os principios de simetria e
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as leis de conservacao, bem como, com este método a formulacao das equacoes
€ determinada a partir de principios fundamentais. Para tanto, o primeiro passo é
definir uma acao para esse sistema. Vamos considerar um sistema composto por
algum tipo de matéria que gera um campo gravitacional. A acao ira entao possuir duas
contribuicbes, uma relativa a acdo associada ao campo gravitacional, que é a chamada
acao de Einstein-Hilbert e a segunda relativa a agdo associada ao conteudo de matéria
e energia que compde esse sistema

S= SG + SM! (9)

onde, ’
= R./— 4
SG = 3 v—a ax”, (1 0)

€ a acao associada ao campo gravitacional e

SM=/£M\/—_g ax* (11)

€ a acao relativa ao conteudo de matéria e energia desse sistema. £y, é a densidade
de lagrangiana, de forma que, a lagrangiana do sistema é dada por Ly, = [ d3xLyy.
Para implementar o principio da minima acdo o que devemos fazer é efetuar uma
pequena variagdo na agao da equacao (9) e igualar a zero,

6S =0, (12)

onde g € o determinante de g,v. A acdo S no contexto da relatividade geral € um
funcional da meétrica, de modo que a sua variagao deve ser tomada em relagéo a g,

§S =/[ 1 (m \/__g+R6\/__g)+6(£MH>]5QW ax? (13)

sgHY 167 \ 5ghY sgHY sgHY

que apds algumas manipulacdes pode ser expresso como

S 1 1 T,
6gp,v =/ lﬁ (RHV_EQHVR> _%:| éguvv_g dX4s (14)

onde T,y € o tensor de energia-momento, dado por

2 8(Lmv-9) (15)
v=g sgwv

desde que L), ndo possua dependéncia nas derivadas da métrica. E importante ob-
servar que ao considerarmos um tensor de energia-momento dado por esta expressao
teremos a lei de conservagao (WEINBERG, 1973)

Tu‘y =

VT =0. (16)
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Por fim, igualando a equacéo (14) a zero, iremos encontrar as equag¢des de campo
para a RG
GHV = 8717—}1\/1 (1 7)

onde G,y € o tensor de Einstein, dado pela equagéo (7). Estas equagdes s&o connhe-
cidas como equacdes de campo de Einstein. E relacionam a geometria do sistema,
dada por Guv, que é determinado por R,y e R, com o seu conteido de mateéria e
energia, dado por T,. Note que tomando a divergéncia da equagéo (17) teremos um
resultado consistente com os resultados mostrados na segéo anterior, pois

V.GYY =V, TV =0. (18)

Podemos utilizar a relacao
R =-8nT, (19)

onde T = T”H é a contragdo de THY, para obter uma forma alternativa da equacéao (17)
que é dada por

1

A partir da equacao acima, podemos observar que no vacuo as equacdes de campo
se reduzem a

que representa um conjunto de equacdes diferenciais parciais ndo-lineares para o
campo gravitacional. As equacbes obtidas nesta sec¢ao, irdo ser determinadas em
sistemas fisicos de interesse (estrelas em rotagao) e entdo resolvidas por métodos
numéricos em capitulos posteriores.

2.3 METRICAS ESTACIONARIAS COM SIMETRIA AXIAL

Resolver as equagbes de Einstein implica encontrar o tensor métrico g, para
um dado conteldo energético do sistema, representado por THV. Estas equacdes nao
sao simples, sdo um conjunto de equagdes diferenciais nao-lineares acopladas, que
o préprio Einstein concluiu que dificilmente poderiam ser resolvidas. Um modo de
simplificar o problema é observar a simetria do sistema, e assim supor uma forma mais
simples para g,.v, considerando essas simetrias. Nesta seg¢ao apresentaremos alguns
resultados desse tipo, que possibilitam a geracao de uma classe de solugdes.

A métrica que corresponde a um espaco-tempo estacionario e axialmente si-
métrico é de fundamental importancia para estudos no contexto da teoria da RG, pois
pode ser utilizada para modelar diversos tipos de sistemas fisicos com rotacao, como
estrelas, galaxias e buracos negros. Esta métrica é representada pelo seguinte ele-
mento de linha (STEPHANI et al., 2009):

ds? = g2V [e% ((dx1)2 . (dx2>2) + W2d¢2} — eV (dt+ Adp)2,  (22)
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onde as funcgbes U, k, W e A dependem das coordenadas (x1 : xz), e ¢ € o angulo
azimutal, ¢ € [0,2mn). Podemos observar que a métrica acima possui simetria de
reflexao (t, ») — (—t,—d). Além disso, é importante notar que, a funcao presente na
métrica, A, estd associada a algum tipo de rotacdo em torno do eixo p = 0. Assim,
eliminando esta rotacdo (A = 0), iremos obter a métrica que representa um espaco-
tempo estatico com simetria axial, ou seja, a métrica de Weyl (WEYL, 2012).

No vacuo, podemos escrever (22) em coordenadas isotrépicas e fazer W = x',
de modo que a métrica pode ser reescrita nas chamadas coordenadas candnicas de
Weyl (x1 =0, x> =2z,V/20=p+ iz) (LEWIS, 1932; LEVY; ROBINSON, 1964; PAPAPE-
TROU, 1966)

ds? =~ (dt + Adp)? + 1 |62 (dp? + 02?) + p2d?] , (23)

onde p € [0,00) € Z € (o0, 00), e f = e2U. O elemento de linha acima é conhecido
como forma de Weyl-Lewis-Papapetrou (GRIFFITHS; PODOLSK, 2009). As equacdes
de campo para (23) podem ser escritas como dois conjuntos de equagdes ndo-lineares

f(fop+fzz 07" hp) =12 =124 0721 (A2 + A% ) =0, (24)
(p—1 f2A/p>/p + (p_1 f2A/Z)/z =0 (25)
e
1 co(ee 2\ 1 40/ L0
ko = 707 (f,p— f,z) o G (A,p —A,Z) , (26)
1 1 _
ki, = Epf_zf/pfxz — 5P "PALA S, (27)
onde foi utilizada a notacao
of (p, 2)
foz = 9p0z (28)

Apesar de ndo serem lineares, estas equagdes sao conhecidas por serem integraveis.
Isso ocorre porque uma vez que tenhamos resolvido as equagdes (24) e (25) para f e
A, a funcdo k sempre pode ser encontrada, em principio, através de uma quadratura
simples (ISLAM, 1985).

Podemos observar que a equagéo (25) implica na existéncia de uma fungéo
“potencial” ¢ (p, z) (ERNST, 1968), dada por

oo =—0" Az, @iz=0T A, (29)

Além disso, podemos definir a funcao complexa £ como

E=f+iop, (30)
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Em termos dessa fungao, as equacgdes (24) e (25) podem ser reescritas como

(E+E&) V2E =2(VE)?, (31)

e aqui V = p19, (pdp) + 02 é o operador Laplaciano bidimensional. A fungéo £ é
conhecida como fungao de Ernst e a equacéo (31) é chamada equacao de Ernst. Na
verdade esta equacao é bastante geral, ela é independente do sistema de coordenadas
e se aplica a qualquer espacgo-tempo que tenha dois vetores de Killing que comutam.
Uma forma alternativa da equacéo de Ernst pode ser obtida redefinindo a funcao £
como

&—1
= 2
&E+1 (32)
e reescrevendo a métrica (23) em coordenadas esferoidais prolatas
1
x=—(Ry+ R,
i (33)
y=5(R=R),
onde RZ = p? + (z + 1)2, de modo que, a equagao (31) ficara como
(EE-1) [(x2 - 1) Erpy + 2XEry + (1 —y2) Eyy —2y£/y] (34)
T [ (2 2 2\ (2
= 28 |(xF-1) B+ (1-07) 3.
Uma das solugdes mais simples desta equacao é dada por
&= px+iqy, (35)

onde p e q sdo parametros reais que satisfazem a condicdo p? + g° = 1. E possivel
mostrar que esta solucao é equivalente a métrica de Kerr (GRIFFITHS; PODOLSK,
2009; ERNST, 1968), que descreve o0 espago-tempo para um buraco negro em rotagao.

Uma forma de simplificar (23) é introduzindo a simetria cilindrica, ou seja, fa-
zendo as funcbes métricas dependentes apenas de p. Neste caso, € conveniente
reescrever K = i+ 1§ log f, de modo, que nosso elemento de linha fica

ds? = —f (dt + Add)2 + e24 (dp2 + dz2) + o2 dg2. (36)

A familia geral de solugbes das equagdes de campo (eq. (21)) para esta métrica foi
obtida independentemente por Lanczos (LANCZOS, 1924) e Lewis (LEWIS, 1932), e

€ dada por
o2
f=p(ap-—=p"], (37)
n<a
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eQu — K2p(n2—1 )/2, (38)

_ C  nit1
A_nap " +b, (39)

onde n, a, b, ¢ e k sdo parametros.

2.4 TETRADAS

Como podemos observar, os calculos que aparecem na teoria da RG sdo quase
sempre muito longos e podem apresentar muitas dificuldades, tanto técnicas como
de interpretagdo. Assim, a introdugdo de métodos com o intuito de simplificar esses
célculos é bastante desejavel. Um desses métodos é o chamado formalismo das
tetradas, que nada mais € que um modo alternativo de escrever o tensor métrico, e
assim também o tensor de curvatura.

Devido ao Principio de Equivaléncia podemos estabelecer em cada ponto X do
espaco-tempo um sistema de coordenadas Ex(a), onde a=0,...,3, que é localmente
inercial em X. Além disso, também podemos construir em cada ponto X uma base de
vetores ortogonais em 4-dimensodes eld), que sao chamados de tetradas, ou vierbien.
A escolha desses vetores é feita com base nas simetrias do espaco-tempo e, além
disso, trés deles devem ser do tipo-espago e um do tipo-tempo. A base de tetradas é
construida de tal forma que a relagdo entre a metrica g, em um sistema de coordena-
das nao-inercial geral x* e o tensor de Minkowski 15 () pode ser dada pela seguinte
expressao (WEINBERG, 1973)

guv(x) = €@, (0e, () 2 (40)
onde,
(a)
&, (x)
(a) _ X
et = | X (41)
x=X

As tetradas podem ser vistas como uma generalizagao do conjunto de vetores ortonor-
mais i, j, k em R® (RYDER, 2009), onde

eq)=i=(1,0,0) ep=j=(0,1,0) eg=k=(0,0,1). (42)

O formalismo das tetradas é bastante importante para o trabalho com espinores em
espaco-tempos curvos, além disso, ao escolher um sistema de coordenadas inercial
local conveniente, podemos utilizar este formalismo para simplificar significativamente
um sistema de equacgdes e visualizar mais claramente as propriedades de um espaco-
tempo. Apesar de normalmente serem escritas com dois indices, as tetradas sao
vetores covariantes e nao tensores, o indice entre parénteses nos indica a qual vetor
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estamos nos referindo, ja o indice sem parénteses nos indica a qual componente do
tensor contravariante estamos nos referindo.
Algumas das propriedades das tetradas sao:

& = Na)p)e i €(a)n = Jnve(s) (43)
@, =n@Pey, . ea =9""€ay (44)
e(aulp) =Na)b): e@e'?y = gu. (45)
e(a)ue(b)u _ 5(3)(b)’ e(a)ue(a)v = 5&,. (46)

Para projetar um tensor Aw‘.’fﬁ’"' em uma base de tetradas e(m)“, e A

eofa), eﬁ(b), ... devemos proceder da seguinte forma
(a)(b)... (@) . (b) B...
Amn.. = e(m)“e(n)v g ey A P (47)

Este formalismo sera utilizado na Secao 4.3 para facilitar a obtencéo das equa-
¢cdes de campo com as quais iremos trabalhar.

Neste capitulo, revisamos entao algumas ideias basicas presentes na teoria da
RG que serao utilizadas no desenvolvimento desta tese.
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3 ESTRELAS

As estrelas podem ser definidas de forma bastante simplificada como grandes
esferas de gas, com didmetro variando de algumas dezenas de quildbmetros até 1000
vezes o didmetro do Sol, que se encontram em equilibrio devido ao balanco entre a
atracao gravitacional e a pressao de radiagao produzida pela fusdo nuclear. As estrelas
sdo compostas principalmente por hidrogénio, seguido por hélio e pequenas fracboes
de elementos mais pesados, e estrelas com atmosferas externas mais frias como o
Sol podem formar varias moléculas simples (RUSSELL, 1934; TSUJI, 1986). Quase
todas as caracteristicas de uma estrela, como luminosidade, tamanho e evolugéao, por
exemplo, sdo determinadas por sua massa inicial e podem ter massas que variam de
por volta de 0.08 M, (FILIPPAZZO et al., 2015) até 150M, (FIGER, 2005; WEIDNER,;
KROUPA, 2004). Em relacao ao tempo de vida, as estrelas mais massivas queimam
seu combustivel rapidamente devido a grande pressdo em seus nucleos, e por isso
possuem um tempo de vida menor, da ordem de alguns poucos milhées de anos. Ja
as estrelas com massa pequena queimam lentamente e, por isso, podem durar de
dezenas a centenas de bilhdes de anos (LAUGHLIN et al., 1997). O elemento chave
para obtermos informacdes sobre as estrelas € o estudo da radiacao eletromagnética
emitida por elas. Esta radiacao pode se encontrar em varias faixas do espectro como
infravermelho, visivel e ultravioleta, por exemplo. Atualmente, temos uma nova forma
de estudo das estrelas que € através da analise de ondas gravitacionais (ABBOTT,
Benjamin P et al., 2016; ABBOTT, B. et al., 2019).

Nas proximas se¢des vamos expor rapidamente algumas caracteristicas gerais
do estudo das estrelas, incluindo estrelas de néutrons e entdo mostraremos como
é possivel estuda-las no contexto da teoria da relatividade geral. Finalizaremos este
capitulo com a apresentagédo da equacao de estado politrépica, que sera utilizada nos
proximos capitulos.

3.1 DIAGRAMA H-R

O diagrama de Hertzsprung—Russell, também chamado de diagrama H-R, mos-
trado na Figura 1, foi desenvolvido independentemente por Ejnar Hertzsprung e Henry
Norris Russell, por volta de 1910, e representa a relagao entre a temperatura superfi-
cial e a luminosidade das estrelas. Podemos observar que a maioria das estrelas se
encontram na regido chamada de Sequéncia Principal, como o Sol. As estrelas que
aparecem mais proximas do Sol tém todas aproximadamente a mesma temperatura e
luminosidade, como Alpha Centauri, por exemplo, € se seguimos a sequéncia para a
esquerda vamos encontrar estrelas mais luminosas e quentes como Spica. Se segui-
mos a sequéncia para a direita encontraremos estrelas mais frias e menos brilhantes
como Préxima Centauri. Essas relagdes entre tamanho, temperatura e luminosidade
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Figura 1 — Esta figura representa um diagrama de Hertzsprung—Russell, em que séo
destacadas algumas estrelas proximas do Sol.
Fonte: http://astro.if .ufrgs.br/estrelas/diagramaHR. jpg

podem ser melhor entendidas quando analisamos a equacéo de Stefan-Boltzmann:
L = 4nR%cTH, (48)

onde L é a luminosidade, R é o raio da estrela, T € a temperatura e o é a constante de
Stefan-Boltzmann. A partir desta equacao podemos ver que dadas duas estrelas com
temperaturas semelhantes, como o Sol e Polaris, a estrela que tiver um raio maior tera
também uma luminosidade maior. Se continuamos a analisar o diagrama H-R também
podemos observar no canto superior direito as estrelas chamadas de Gigantes e
Supergigantes, como Aldebaran e Betelgeuse respectivamente, essas estrelas sdo
mais frias que o Sol mas possuem um raio muito maior, e por isso uma luminosidade
maior. J& no canto inferior esquerdo estdo as Anas Brancas, como Eridani B, que sao
estrelas que sao muito quentes mas também muito pequenas, e por isso possuem
uma luminosidade baixa.

3.2 CICLO DE VIDA DAS ESTRELAS

As estrelas costumam se formar principalmente nas nuvens moleculares, tam-
bém chamadas de bercgarios estelares. Estas nuvens sdo um tipo de nuvem interestelar
onde existem condicdes favoraveis para a formacao de moléculas, especialmente de
hidrogénio (Ho), e elas se encontram principalmente nos bragos espirais de galaxias.
O inicio da vida de uma estrela é um periodo bastante turbulento em que podem ocor-
rer grandes mudangas em sua massa, temperatura e didametro. Quando uma estrela



Capitulo 3. Estrelas 28

Stellar evolution

low- and medium-mass stars
(including the Sun)

/ main “planetary”

red giant
sequence nebula

high-mass star

nebula high-mass stars /—>

neutron

\ irlg
o P -

main sequence T b

red supergiant supernova very high-mass star
black

not to scale hole

© 2012 Encyclopaedia Britannica, Inc.

Figura 2 — Ciclo de vida das estrelas.
https:
//www.britannica.com/science/star-astronomy/Star-formation-and-evolution

jovem se contrai, e consequentemente, se aquece o suficiente, o processo de fusédo
de hidrogénio se inicia em seu nucleo. Durante esse processo de fusdo, quatro nu-
cleos de hidrogénio se juntam para formar um nucleo de hélio e energia € liberada,
isso ocorre porque a massa do nucleo de hélio € um pouco menor que a massa dos
quatro nucleos de hidrogénio. E assim, essa energia liberada pelo processo de fusao
comega a compensar a atracao gravitacional. “Pouco tempo” ap6s esse processo se
iniciar as estrelas chegam a sequéncia principal. O periodo em que as estrelas ficam
na sequéncia principal costuma ser relativamente estavel e longo, no caso do Sol esse
periodo é estimado para durar 11 bilhdes de anos. Isso ocorre porque durante esse
periodo as estrelas irdo liberar energia devido a fusdo termonuclear, e elas tém muito
combustivel para o processo de fusdo porque cerca de 90% de sua composicao é de
hidrogénio. Na Figura 2 podemos observar o ciclo de vida das estrelas. Quando todo
o hidrogénio do ndcleo da estrela é consumido, a estrela fica com um nucleo de hélio
e ao redor do nucleo uma casca de hidrogénio. Quando esse processo ocorre, as ca-
madas mais externas da estrela se expandem e esfriam intensamente formando uma
gigante vermelha, no caso das estrelas com massa até 8 — 9M..,, e uma supergigante
vermelha no caso das estrelas mais massivas. Nesta casca de hidrogénio o processo
de fusdo continua ocorrendo de modo que o nucleo de hélio continua aumentando, até
que a temperatura é alta o suficiente e o processo de fusdo do hélio comeca, quando
isso ocorre a estrela encolhe e aumenta de temperatura rapidamente. Se a estrela
for massiva o suficiente um nucleo de carbono sera formado devido a outras reagdes
de fusdo e quando houver temperatura suficiente a fusao de carbono comeca. Esse
processo pode continuar formando nucleos de elementos cada vez mais pesados até
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Figura 3 — Esta figura mostra um modelo para a estrutura de uma estrela de néutrons.
Fonte: NASA’s Goddard Space Flight Center
https://svs.gsfc.nasa.gov/20267

chegar ao ferro. Quando uma estrela comeca a produzir ferro, ela se torna instavel
porque o nucleo de ferro é o que tem maior energia de ligacao por nucleon, de forma
que o processo de fusao do ferro € endotérmico, ou seja, ao invés de liberar ele ab-
sorve energia. De um modo geral, quando uma estrela ja ndo consegue mais produzir
energia capaz de contrabalancear a atragao gravitacional ela comeca a colapsar, e 0
fim da vida das estrelas também ira depender de sua massa, quanto menos massiva
a estrela mais tranquilo sera seu fim, e quanto mais massiva mais catastréfico. Nas
estrelas menos massivas o seu nucleo ira se comprimir até atingir uma densidade de
aproximadamente 1010Kgm=3 (PICAZZIO, 2011), e as camadas mais externas serio
expelidas lentamente, assim o nucleo dessa estrela ira se tornar uma ana-branca e as
camadas expelidas formardo uma nebulosa planetaria. Ja no caso das estrelas mais
massivas o processo de colapso ir4 ocorrer de forma muito mais violenta de modo
que uma enorme onda de choque é formada e as camadas externas da estrela sao
expelidas de forma explosiva, e esse evento é chamado de explosao de supernova. Se
a estrela tiver até por volta de 25 - 29M;, (MAEDER, A., 2008) o produto do nucleo
comprimido sera uma estrela extremamente compacta e composta basicamente por
néutrons, que chamamos de estrela de néutrons, que sera discutida com um pouco
mais de detalhes na préxima secao. Ja se a estrela tiver uma massa ainda maior o
resultado do colapso de seu nucleo serd um buraco negro.
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3.3 ESTRELAS DE NEUTRONS

Como vimos na secao anterior, as estrelas de néutrons surgem a partir do co-
lapso de uma estrela super massiva. As estrelas de néutrons possuem um raio da or-
dem de 10Km e uma massa de 1-2M®, de forma que podem ter uma densidade central
de 5— 10 vezes a densidade de saturacdo nuclear pgt, onde pggt = 2.8 x 1014g cm 3.
Devido a conservagdao de momento angular durante o processo de colapso, estas es-
trelas podem ter uma grande velocidade de rotagédo, sendo que a estrela de néutrons
mais rapida conhecida possui uma frequéncia de 716 Hz (HESSELS et al., 2006). Além
disso, essas estrelas podem ter intensos campos magnéticos, da ordem de 10'2G
(BLANDFORD et al., 1983; ROMANI, 1990). Nestas estrelas a atracado gravitacional
€ contrabalancada pela pressao de degenerescéncia dos néutrons e por forgas nu-
cleares repulsivas (OZEL; FREIRE, 2016). O atual interesse no estudo de massas e
raios de estrelas de néutrons ndo se deve apenas ao interesse de testar a fisica em
novos regimes mas, também devido ao papel importante que as estrelas de néutrons
desempenham em varios fenébmenos explosivos, transitorios e nao eletromagnéticos
(HESSELS et al., 2006).

Na Figura 3 podemos observar um modelo proposto para a estrutura de uma
estrela de néutrons, na parte mais externa se encontra uma atmosfera composta
de uma fina camada de plasma, apesar de possuir apenas alguns centimetros de
espessura essa parte da estrela de néutrons é de fundamental importancia. A partir
da radiacado emitida por esta camada podemos determinar propriedades importantes
da superficie como a temperatura superficial efetiva e composicdo quimica bem como
os valores de massa e raio da estrela. Quanto mais fria e magnetizada a estrela mais
fina serd sua atmosfera, de modo que ha suposicées que nos casos mais extremos
a superficie da estrela de néutrons seja liquida ou solida (HAENSEL et al., 2007).
Abaixo da atmosfera estd o envelope, também chamado de crosta externa porque
uma grande parte desta camada esta geralmente solidificada. O envelope se estende
por algumas centenas de metros até atingir uma densidade de aproximadamente
PND = 4 X 1011 g cm=3 na parte mais interna, e possui uma composi¢cao semelhante
a de uma ané-branca, ou seja, nucleos e elétrons relativisticos degenerados. Abaixo
do envelope esta o manto, também chamado de crosta interna, esta camada pode ter
por volta de 1Km de espessura, e sua densidade varia de pyp na parte mais externa
até aproximadamente ~ 0.5pg5 na parte mais interna. Esta camada € composta
de elétrons, néutrons livres e nlcleos atdmicos ricos em néutrons, acredita-se que
a matéria desta camada pode estar em um estado de superfluido. Seguindo mais
para dentro da estrela encontramos o nudcleo externo, esta camada possui varios
quildmetros de espessura e sua densidade vai de ~ 0.5pg4; até ~ 2pg4;. Acredita-se
que esta camada é composta principalmente por néutrons, prétons, elétrons e muons
fortemente degenerados e possivelmente em estado de superfluido. Na parte central
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da estrela esta o nucleo interno, que comega a partir de densidades ~ 2pg4; € pode
se estender por varios quildometros. Ainda ndo ha consenso a respeito da natureza da
matéria que compde esta regido, e existem varias hipoteses sobre sua composicao,
sendo as principais: matéria de hiperons, condensados de bésons, condensados de
Bose-Einstein e matéria de quarks desconfinados.

Uma equagéo de estado muito utilizada para a descricdo da matéria da crosta
externa é dada pelo modelo BPS (BAYM et al., 1971). Para a descricao da crosta
interna, um modelo bem conhecido € o que foi desenvolvido por Negele e Vautherin
(NEGELE; VAUTHERIN, 1973) mas, atualmente existem varios trabalhos que apresen-
tam melhorias a este modelo. Para o caso do nucleo da estrela de néutrons, ainda
existem muitas incertezas quanto as equacdes de estado para densidades maiores
que 2pg4t, apesar de haver consenso em relagdo a algumas propriedades que estas
equacdes devem possuir.

De modo geral, o estudo de uma estrela relativistica pode incluir varias carac-
teristicas, que tornam seu tratamento cada vez mais complexo, tais como a existéncia
de uma crosta sélida, campo magnético, talvez um interior composto de superfluido
ou até mesmo um nucleo de quarks, entre outros. No entanto, dependendo de qual
fase da vida e sob qual ponto de vista queremos estudar a estrela, o problema pode
ser consideravelmente simplificado. Pouco tempo apéds a sua formacao, a tempera-
tura de uma estrela de néutrons se resfria para aproximadamente 109K ~ 1MeV
(PASCHALIDIS; STERGIOULAS, 2016), este valor € muito menor que a energia de
Fermi (= 60MeV) do seu interior. Assim, podemos dizer que uma estrela de néutrons
€ uma estrela fria, e assumir que a temperatura sera 0K. Além disso, a matéria estelar
pode ser modelada como um fluido perfeito pois, de acordo com (FU; LAI, 2012), se
houverem desvios do equilibrio de um fluido perfeito eles serdo de ordem pequena. Por
fim, existem varios modelos (FLOWERS, Elliott; ITOH, Naoki, 1976; FLOWERS; ITOH,
1979; CUTLER; LINDBLOM, 1987; HEGYI, 1977; SHAPIRO, 2000) que sugerem que
estrelas de néutrons sé apresentam forte rotacéo diferencial na sua formacéao, apés
isso varios mecanismos podem agir de forma a favorecer uma rotagéo uniforme.

Considerando todos os argumentos acima, vemos que, em uma primeira apro-
ximagao, uma estrela de néutrons pode ser tratada como uma estrela relativistica fria
rotacionando isoladamente. Um modelo inicial e simplificado pode ser elaborado con-
siderando um fluido perfeito com rotacdo uniforme e com uma equacao de estado
barotropica de um parametro:

e=¢(p), (49)

onde ¢ € a densidade de energia e p € a pressao. Salientamos que, a principio utilizare-
mos uma equacao de estado mais simples porque nosso foco é resolver as equacoes
de campo para as funcbes da métrica e assim obter caracteristicas gerais para o
sistema estudado. Uma vez que tenhamos feito isso, € possivel utilizar o nosso for-
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malismo para obter solucdes para equacgdes de estado mais realistas. Considerando
entdo estas hipoteses, pode-se obter as equagdes do modelo e os resultados, a partir
de célculos numéricos.

3.4 ESTRELAS RELATIVISTICAS

Podemos explicar de forma razoavel o campo gravitacional da maioria das es-
trelas que observamos no céu com a gravitacdo Newtoniana (WEINBERG, 1973). No
entanto, para descrever de modo adequado o campo gravitacional de estrelas com-
pactas como a estrelas de néutrons necessitamos da RG, uma vez que neste caso
temos campos gravitacionais muito intensos. A forma mais comum de se modelar uma
estrela de néutrons é como um corpo esférico e estatico, composto de fluido perfeito.
Para descrever a geometria do espacgo-tempo associado a esta estrela € utilizada uma
métrica estatica e esfericamente simétrica que pode ser dada pelo seguinte elemento
de linha em coordenadas esféricas

ds? = —B(r)dt2 + A(r)dr? + r2de? + r2 sin2 0d¢2, (50)

onde A(r) e B(r) sdo fungdes a serem determinadas. Para encontrar a solugdo dessa
métrica no vacuo, que € uma solugéo na regido externa a estrela, vamos utilizar as
equacdes de campo de Einstein (21), ou seja, vamos calcular o tensor de Ricci e
iguala-lo a zero, de modo que encontraremos as seguintes equacgdes nao triviais:

B// B/ AI B/ B/
Rtt=ﬂ—ﬁ(z+§>+m=o, (51)
B// B/ A/ B/ A/
Rrr=—ﬁ+ﬁ(z+§>+m=o, (52)
r (A B 1

A equagéo para Ry, também é n&o trivial mas, nao foi escrita porque € igual a equagao
para Ryg. A solucao das equagdes (51), (52) e (53) é a famosa métrica de Schwarzs-
child

—1
ds2 = — (1 - %ﬂ) at? + (1 - %ﬂ) dr? + r2de? + r? sin® 0d? (54)

onde M é a massa total da estrela.

Para determinar A(r) e B(r) no interior estelar vamos utilizar as equagdes de
campo (20), de forma que agora também precisamos de informagéo sobre a matéria
que compde a estrela. Como ja mencionado, o modelo mais simples que podemos
considerar para um estrela de néutrons é supor que ela seja um corpo composto de
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fluido perfeito, por isso, vamos utilizar o tensor de energia-momento para um fluido
perfeito, dado por

-0 0 0 O
o poo 55)
B~ 10 o0 p ol

0 00 p

onde p é a densidade de energia propria total, p € a pressao prépria. Assim, calculando
a equacao (20) vamos obter:

B// B/ A/ B/ B/
ﬂ_ﬁ<A B>+—A—4Tt(p+3p) (56)

B// B/ A/ B/ A/
~25* 15 (4" 5) A Ao-PA 57)

r (A B 1 2
1+ﬂ(z—§>_z=47{(p_p)r . (58)

Se manipularmos as equacées (56), (57) e (58) podemos encontrar a seguinte expres-
sdo para A(r) (WEINBERG, 1973)

(%)' _ 1—8mpr2. (59)

Considerando a expressao acima, podemos redefinir a fungdo A(r) em termos de uma
nova funcédo m(r) da seguinte forma:

A(r) = (1 _2mir ))_1 (60)

r

onde, .
m(r) = 4n / o(r)r'2dr’. (61)
0

A partir da equacéao acima podemos identificar a funcdo m(r) como sendo a massa
da estrela no raio r. Assim, se definirmos o raio total da estrela como sendo r = R,
teremos que M = m(R).

Para encontrar a solucao para (50) no interior estelar, além das equacgdes de
campo também precisamos da equacéao de equilibrio hidrostatico, que pode ser obtida
a partir da lei de conservacao do tensor de energia-momento T”V;FL = 0, que para esse
sistema sera dada por / /

B__20 (62)
B p+p
Combinando a equacgéao (62) com as equacgdes (60) e (58), vamos encontrar a equacao

(14 P) (1. 4R (4 _2m)”
p= rzp(1+p)(1+ s )(1 ™) (63
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gue é conhecida como a equacao de Tolman—-Oppenheimer—Volkoff (TOV).

Por fim, para poder resolver as equagdes apresentadas para a parte interna da
estrela, é necessario fornecer uma equagao de estado, ou seja, uma relacédo entre a
pressao p e a densidade p. Uma vez que tenhamos estabelecido a relagao entre p
e p, vamos ficar com um sistema com trés equacbes (61), (62) e (63) e trés funcdes
a serem determinadas m(r), B(r) e p(r), de modo que, aplicando as condi¢cdes de
contorno adequadas podemos encontrar uma solugédo para a métrica (50) no interior
estelar.

Neste trabalho iremos empregar uma EoS politrépica, por isso, na proxima
secao iremos estudar como esta EoS é obtida.

3.5 EQUACAO DE ESTADO POLITROPICA

Uma parte importante do estudo das estrelas de néutrons é a construgao de
equacgdes de estado com o intuito de descrever de forma realista a matéria no seu
interior. No entanto, o principal interesse deste trabalho é estudar estrelas compactas
em rotagao para entdo aplicar estes estudos a teoria de Rastall. Contudo, é s6 observar
as equacoes de Einstein para verificar que a ndo consideracdo de simetria esférica
faz com que a solugédo das equacdes fiqgue muito mais dificil, e praticamente impeca
com que estas sejam resolvidas analiticamente. Desse modo, € razoavel inicialmente
formular a teoria em termos de uma equacgao de estado de facil manipulacao e tentar
entender quais alteragdes uma teoria de gravidade modificada produz nas quantidades
fisicas e principalmente no espaco-tempo associado a esses objetos. Por isso, optamos
por trabalhar com a EoS politropica, que é dada por uma expressao analitica simples
e, portanto, é de mais facil manipulagao.

Para obter a EoS que iremos utilizar, vamos comecar lembrando que na teo-
ria da relatividade restrita a energia total E devida ao movimento de translagcdo de
uma particula pode ser dada em fungdo da massa m dessa particula pela seguinte

expressao:
2
mgc
E =mc? = ﬁ, (64)
(1—v=/c?)
onde v é a velocidade relativa entre a particula e o observador e mp é a massa de
repouso da particula. Também vamos lembrar que o volume V ocupado por um corpo

depende da velocidade relativa entre o corpo e o observador
/2 1/2
V=V [1- .~ : (65)

de modo que V[ € o volume quando v = 0, ou seja, é o volume de repouso. Assim,
podemos definir a densidade de energia translacional ¢ de um sistema como sendo
a energia total por unidade de volume de repouso ¢ = E/V;;. De modo que podemos
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reescrever a equacao (64) da seguinte forma

0002

2
e=pcf=— 0
P = o2

(66)
onde, p é a densidade de massa, dada por p = m/V, e pg € a densidade de massa
de repouso, dada por pg = mg/Vy. As equagdes (64) e (66) séo validas tanto para
sistemas macroscépicos quanto microscopicos.

Agora vamos considerar um gas ideal relativistico, ou seja, um sistema relati-
vistico de particulas microscépicas nao interagentes. Nesse caso a pressao p pode
ser dada em fung&o da densidade de massa de repouso pg pela seguinte expressdo
(LANDAU; LIFSHITZ, 2000):

poV?
3(1—v2/c2)12’

p= (67)
na expressao acima a velocidade v é uma média da velocidade de translagdo das
particulas do sistema. Combinando as equacgdes (66) e (67), vamos obter
2
A%
= . 68

P=2z (68)
Para generalizar a equacao (68) para um sistema de particulas interagentes podemos
substituir a densidade de energia ¢ pela densidade de energia total ¢; do sistema.
A densidade de energia total inclui todas as formas de energia do sistema como a
energia de repouso £, a energia cinética de translagdo E(°", a energia de interagao
das particulas Eint) (com excecao da interacao gravitacional), entre outras. Além disso,
também vamos trocar o fator 1/3 por uma constante arbitraria 3, de forma que iremos
obter (HOREDT, 2006)

2
&tV
p=LC < pp2, (69

No limite relativistico extremo, ou seja, quando v — ¢, vamos obter a seguinte EoS:

p=Pe; = Pcp (70)

O primeiro a estudar objetos politrépicos no contexto da RG foi Tooper em 1964 (TOO-
PER, 1964), neste trabalho ele utilizou uma EoS politrépica que generaliza a EoS da
equacao (70) da seguinte forma (TOOPER, 1964; HOREDT, 2006)

p=Ko"!W, (71)

onde K e N sao constantes. Esta EoS politropica dada pela equagao (71) também
foi utilizada em outros trabalhos como, por exemplo, em (KOMATSU et al., 1989a,
1989b), e serd a EoS que iremos utilizar neste estudo. A partir desses resultados, a
generalizagdo para EoSs relativisticas pode ser feita de modo direto.
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Uma outra forma da EoS politropica que também € bastante utilizada para o
estudo de estrelas compactas (COOK et al., 1992; DONEVA et al., 2013; KLEIHAUS
et al., 2016) é dada pelas seguintes expressoes:

p=Kp8+1/N, e = ¢%pg + Np. (72)
A derivagao das expressdes acima podem ser encontradas em (TOOPER, 1965; HO-
REDT, 2006).

Devido a sua grande densidade de massa, as estrelas de néutrons podem
ser objetos altamente relativisticos e, por isso, boas candidatas para o estudo de te-
orias de gravidade modificada. Atualmente, temos muitos estudos de estrelas sem
movimento de rotacdo em teorias de gravidade modificada, como por exemplo em
(HARADA, 1998; ORELLANA et al., 2013; MOMENI; MYRZAKULOV, 2015; OLIVEIRA
etal., 2015; HENDI et al., 2016; MOTA et al., 2019a). No entanto, ainda existem poucos
estudos desse tipo para estrelas com rotacao lenta (DAMOUR; ESPOSITO-FARESE,
1996; SOTANI, 2010; PANI et al., 2011; ALI-HAIMOUD; CHEN, 2011; STAYKOV et al.,
2014; SILVA et al., 2015) e rotacao rapida (DONEVA et al., 2013, 2015; YAZADJIEV
et al., 2015; KLEIHAUS et al., 2016; DONEVA; YAZADJIEV, 2016; DONEVA et al.,
2018; ASTASHENOK; ODINTSOV, 2020). Apesar de muitas vezes ser deixada de
lado a rotagcao esta presente desde a formacgao até os estagios finais da vida de uma
estrela, e em algumas situagdes pode ter um papel dominante na sua evolucéo (MAE-
DER, A., 2008). Atualmente, quase todas as medidas precisas de massa de estrelas
de néutrons que possuimos séo obtidas a partir de sistemas binarios de pulsares ro-
tacionando (OZEL; FREIRE, 2016), com frequéncias de até 716 Hz (HESSELS et al.,
2006). Além disso, a rotacao também tem um papel fundamental nas erupcdes de
raios gama (MAEDER, A., 2008), que também s&o uma valiosa fonte de informacoes
sobre objetos compactos. Por isso, neste trabalho iremos nos dedicar ao estudo de
estrelas compactas com rotacao rapida e no préximo capitulo iremos apresentar as
equacoes que descrevem este tipo de sistema fisico.
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4 ESTRELAS EM ROTACAO

Neste capitulo iremos estudar uma estrela relativistica com rotagao, a partir de
um modelo simples baseado nas ideias do Capitulo 2. Comegaremos apresentando
a métrica para uma estrela relativistica em rotacao e a seguir introduziremos o tensor
de energia-momento para um fluido perfeito. Na secao 4.3 obteremos as equacgdes de
campo e sua forma integral. Na ultima secao, encontraremos a equacgao de conserva-
cao do tensor de energia-momento e apresentaremos a lei de rotacdo e a equagao
de estado para nosso sistema. Estas sdo as equacdes consideradas em (KOMATSU
etal., 1989a).

4.1 ELEMENTO DE LINHA

Considerando as premissas apresentadas no Capitulo 2, podemos observar
que a métrica g,p, que representa o espago-tempo de uma estrela rotacionando em
equilibrio, pode ser considerada como estacionaria e com simetria axial, ou seja, pode
ser dada pela métrica da equacéao (22). Para obter a forma da métrica que iremos
utilizar neste trabalho, devemos fazer as seguintes substituicées na equacao (22)

1

X' =rsino, (73)
x2 = rcos @
© 1
1 2
U_2log<1 C>+v, (74)
1 2
k_oc+§Iog<1—C>+v, (75)
2V
W= (76)
w
Ao 1 (77)

(-8

onde ¢ = rweP~Vsin0. Uma vez feitas as substituicdes vamos encontrar o seguinte
elemento de linha (KOMATSU et al., 1989a)

ds2 = —e2Vat? + e2% <dr2 + r2d62> +e?Pr2sin?0 (dp — wat)?, (78)

onde «, 3, v € w sd0 0s potenciais da métrica, e esses potenciais dependem somente
de r e 0. Esta métrica € amplamente utilizada no estudo de estrelas em rotacao
(ERIGUCHI et al., 1994; COOK et al., 1994b, 1992, 1994a; STERGIOULAS, 1996;
URYU; TSOKAROS, 2012). A funcdo w da métrica representa o arrastamento dos
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referenciais inerciais locais (efeito Lense-Thirring), ou seja, a rotacao da estrela faz
com que a estrutura do espacgo-tempo seja afetada por esta rotagdo. Desta forma,
observadores localmente sem rotacéao (Zero angular momentum observer (ZAMO))
serdo vistos por um observador estatico no infinito com uma velocidade angular w
(HOREDT, 2006; PASCHALIDIS; STERGIOULAS, 2016).

Se git < 0 em toda parte, dizemos que o espago-tempo é estritamente estaciona-
rio. No entanto, da mesma forma que ocorre com buracos negros, em alguns modelos
de estrelas com rotacao rapida podem aparecer regides, chamadas ergosferas, em
que gy > 0. Neste trabalho vamos considerar que ndo h& correntes meridionais no
fluido, de modo que o espacgo-tempo é circular. Além disso, o espaco-tempo é assin-
toticamente plano, ou seja, para regides espaciais infinitamente distantes da estrela
nossa métrica deve ter a métrica de Minkowski como limite.

4.2 TENSOR DE ENERGIA-MOMENTO

Como ja mencionado, iremos modelar a matéria da estrela como um fluido per-
feito, que é um fluido ou gas em que, se estivermos localmente em repouso em relacao
a um elemento do sistema, vamos observar apenas uma pressao isotrdpica ao nosso
redor. Um fluido perfeito ndo deve apresentar viscosidade, tensdes tangenciais ou con-
ducao de calor, e pode ser representado pelo seguinte tensor de energia-momento:

T = pg*P + (¢ + p) u*uP, (79)

onde ¢ é a densidade de energia, p é a pressao, g*P é o tensor métrico, que no nosso
caso é dado pela equacgéao (78), e u* é a quadrivelocidade que é dada por:
dx& e
&= = 1 Q).

u dT m ( ’ 05 05 ) (80)
Na equacao acima v é a velocidade usual em 3 dimensoées no referencial ZAMO, e é
dada em termos das funcbes da métrica (78) como (HOREDT, 2006; PASCHALIDIS;
STERGIOULAS, 2016)

V=(Q-w)rsinoeP, (81)

onde Q = u®/ut é a velocidade angular de um elemento de massa da estrela com
relacdo a um observador estatico no infinito.

4.3 EQUACOES DE CAMPO PARA ESTRELA COM ROTAGCAO RAPIDA

Vamos agora calcular as equacgdes de campo utilizando a expresséo dada pela
equacéo (20), assumindo a métrica para um sistema com rotagao (78) e o tensor de
energia-momento da equacéao (79). Para obter mais facilmente as equag¢des com as
quais iremos trabalhar, vamos projetar as componentes das equag¢des de campo no
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conjunto de tetradas ortonormais do referencial ZAMO (BARDEEN; WAGONER, 1971;
BUTTERWORTH; IPSER, 1976), que sao dadas por

e =7 eyt mwe™,
e(d))t =0, e(d))‘1> = (rsin0) e B, (82)
en =€, e(e)e —r g™

E possivel encontrar equacdes mais simples de serem resolvidas se efetuarmos com-
binacdes lineares das equacgdes de Einstein. Se fizermos a combinacdo das com-
ponentes (t)(t) e ()(P) das equagdes de campo na base de tetradas (82) teremos

1 1
X1 R(t)(t) + X2R(<b)(d>) =87 [X1 (T(t)(t) - §g(t)(t) T) + X2 (T(q>)(q>) - Eg(q))(q;) T)] , (83)
onde,
Xq = —_glo+v/2 (1 +

Xo = _620c+y/2 (1 _

) (84)

)

NN

e organizando os termos, iremos obter

A [peY/z] =S, (W), (85)
onde 5 5 2
0 20 10 1 0 1 0
A=zt rart 2ot 258 * 2z 002 (%)
Y=p3+v, (87)
p=v—-p, (88)
e
142
Sp(r.w) =62 |8ne?* (e +p) =~
1-v2
+ r2(1 - 2)e_2p w2 + 1 <1 - 2) w? | + -1 (89)
m Tt 3 WZ) i |+ 2Yr = 5y

P 20 v, (L, oIV (1o 2) -
+2{167te P V’r<2Y’r+r) rzy/u[zy/u<1 u) u .

Fazendo a combinagao

1 1
X3 (R(txt) - R<¢>(q>>) = 87x3 KTm(t) ~ 5900 T> - (T<¢><¢) ~ 59(6)(¢) T)] , (90)
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onde,
xg =252 (1, 7) 1)
€ a seqguir reorganizando os termos da equacao obtida, encontramos
10 1 0
T R 'Y/2 — 2
(841 5= wgn ) vo2 = 8y (). (92)
onde
_ 2 20, Y o0, 1 o 1 /0 15
Sy(r,u)=e {16716 p+3 [16ne P53V =52 (1 " ) SVl (©3)

Para determinar nossa terceira equagcao devemos combinar as componentes (t)(f),
(d)(d) e (t)(¢d) das equagbes de campo na base de tetradas (82) da seguinte forma

1
Xa (Rm(t) + 3R(¢)(¢)> + X5 R(1)(g) = 87 {X4 KT(t)(t) ~59(1)(t) T) +

1 1 (94)
3 (T(cb)(d)) ~ 59(9)(¢) T)} + X5 (T<t><¢> ~ 59(1)(¢) T) } )
onde,
X4 =£620c—p+y/2
2 /2 (95)
- X+Y
X6 =" sino®

e novamente, rearranjar os termos da equacgao encontrada, desta vez para obter:

<A + 20 _ Eui> weY202 _ 5 (r ), (96)

1-v2
+w { 8e% [<1 " V12> ¢ ; 2v2p] _1 (Zp/r + —V'r)
Y (97)
]

Também é possivel encontrar uma equacao para o potencial « em fungao dos outros
potenciais da métrica, que é obtida combinando as componentes (r)(r) e (0)(6) das
equacdes de campo na base de tetradas (82)

Xg (R(rxr) - R(exe)) = 87xg KT(r)(r) = 59 T) - (T<e><e) ~ 59(0)(0) T)] , (98)
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onde,
e2%r2 [u— (1 — uz) B B’u]
2{(1-12) (1+81B,)? + [u- (1-u2) BB, ]?}

A partir da equacéao (98) obtemos:

() ey
\ EBﬂ {r2B/rr— (1-12) B'u],u—ZHB’u} [rur (1-1) B8, )

1 1
1 1 2 1
+r87 1B, {éw wrB” B/,+§(1 _ ) B B/u]

Xg =

+§B‘1B/ [u +u( )5*13,” ( )rB‘1B/

# (14187 By) = ur? (vip)? -2 (1 Hz) Ve + u<1 H2> (vi)?
~2(1-12) 2B Bvvip + (1-12) BBy, [P ()

(1-42) ] o (1242) S8 {2} (1=12) P
|

—4H <1 — M2> ré (wzu)z + % (1 — pz) r*B1 Brwwiy

i |

—

(100)

onde B = e¥ = eP*Y e nas equagdes acima repassamos 1 = cos 6. Também é possivel
determinar uma equacao para o, mas ela é consistente com as equacdes acima e
nao precisa ser considerada (BUTTERWORTH; IPSER, 1976).

4.3.1 Forma Integral das equacées de campo

Nesta subsecéo, iremos transformar as equacoes diferenciais (85),(92) e (96)
em equacoes integrais usando fungdes de Green apropriadas a cada caso. Veremos
que a vantagem de realizar esta transformacéo é que o processo de lidar com as
condicdes de contorno se torna muito mais facil.

A equacao (85) € a mais simples, pois ja se encontra na forma de uma equacéao
de Poisson, portanto, sua representacéao integral em termos de uma funcao de Green
em 3 dimensdes sera:

00 1 2n
_Ee—y/Z/O dr'/_1 d”//o dd)'flzsp (r’,u/> ‘7—17’7 (101)

No caso da equagao (92), iremos reescrevé-la em termos de coordenadas
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cilindricas (BONAZZOLA, Silvano; SCHNEIDER, 1974)

@ =1rsino,
(102)
Z=1rcoso,
de modo que ela ficara na forma
02 (a)ye‘m) d (@yey/2>
=Sy (ru. 103
502 R Sy (r,w) (103)

Desta maneira, sua representacao integral sera dada em termos de uma fungao de
Green em 2 dimensdes
—Y/2

=e—./ dr/ de'r?sine’S, (r',0')log |7 - 7’|,

27trsin 0

(104)

onde iremos definir a continuagéo analitica de Sy (r, 0) na regido 7 < 6 < 27t como

Sy (r,0) =Sy (r,0—m).

Por altimo, no caso da equacgéao (96) iremos multiplicar os dois lados da equacgéao por
rsin 0 cos ¢, de forma a obter

A <r sin 0 cos c|>we(y‘29)/2) =rsin®cos ¢Sy (r, ). (105)

Desta forma, a equagéo (105) também pode ser escrita como uma equagao integral
em termos de uma fungdo de Green em 3 dimensdes de forma semelhante a equacao
(85),

el2p—v)/ 1
/ / /3 2/ / I A/
= 0 0 :
@ 47(rsmecosd>/ dr/ de/ d'r™sin” 0" cos ¢' S (r' ){77’\
(106)
Iremos empregar as seguintes expansdes em séries das funcdes de Green:
log ]7 7’| = Iog ‘r +r'2—2r' cos (6-90")
(107)
- —Z Efﬂ, (r,r") (cos nd cos n®’ +sinndsinnd’) + g (r,r'),
n=1
oo
W Zf ) [Pn (cos 0) Py (cos ©')
" (108)

-0
n

+2Z M (cos 8) P (cose)cosm(d)—cb’)] :
m=1

onde P é o polinémio de Legendre, P}’ é uma funcédo associada de Legendre e

‘N ser <r
i ()= () sser s, 109
n(rr) { (r/r’)n,se r'sr, (109)
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/ny,.n+1 /

rirt ser <r,

f2(r,r') = i (110)
rir’m+l ser’ >,

/ log(r), ser <r,
1) = 111
g(r.r) {Iog(r’),ser’>r. (an

Aplicando as expansdes acima nas equagdes (101), (104) e (106), iremos obter:

o0 o0 1
p=—e"2%" Py, (w) /0 dr’'r22 (r,r) /0 du'Pan (W) Sp (r' W), (112)
n=0

mtrsin @ 2n—1
n=1 (113)

’
/ du'sin(2n-1)0'Sy (r, 1),
0

—y/2 ° ai — 00
y = 2e sin(2n 1)9/ dr’r’2f21n_1 (r,r)
0

el20-v)2 =PI

w = 2n-1 (W) /Oo dr/r/3f2 (r r/)
rsin® <=2n(2n-1) Jo 2n=1 \"

1 (114)
| /o Py (W) Sw (1)

Como mencionado anteriormente, uma vantagem importante de escrever nossas equa-
coes na forma integral é facilitar o trabalho com as condi¢ao de contorno, para que
0s potenciais p, Y € w sejam assintoticamente planos, ou seja, para que p ~ O(1/r),
Yy~ O <1/r2> ew~ O (1/r3> quando r — oo, basta que os termos fonte S,, Sy e
Sw sejam razoaveis e essas condicdes serdo satisfeitas automaticamente. No caso do
potencial «, que é calculado a partir da equacgao (100), a condicao de que & ~ O(1/r)
quando r — oo também serd automaticamente satisfeita, pois « é obtido a partir dos ou-
tros potenciais que ja satisfazem suas condi¢des assintéticas correspondentes. Como
a equacgao (100) para o potencial « nao foi transformada em uma equagao integral,
precisamos de uma condicdo de contorno para resolvé-la. Esta condi¢cdo pode ser
obtida utilizando o requerimento de planicidade no eixo de rotagdo (BUTTERWORTH,;
IPSER, 1976), e sera dada por

a(r,1) = B(r,1). (115)

4.4 EQUACAO DE EQUILIBRIO HIDROSTATICO

Para que possamos descrever o sistema de uma estrela compacta rotacionando,
além das equacdes de campo, também precisamos da equacao de conservacao do
tensor de energia-momento, que é dada pela expressao

T, =0. (116)
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Se calcularmos a expressao acima assumindo a métrica da equacao (78) e o tensor
de energia-momento da equagéao (79) vamos obter:

1 s VQ
Vp+(e+p) {VV+1_V2 (—VVV+V Q_wﬂ_o. (117)

Para facilitar a andlise das propriedades da equacao acima, podemos reescrevé-la de
uma forma equivalente (PASCHALIDIS; STERGIOULAS, 2016) que € dada por:

Vp

) = Vinu' - ulu,va. (118)

Como estamos considerando estrelas barotropicas (e = € (p)), podemos definir a funcao

P dp’
h =/ _—, 119
P=Jo co)+p o
de modo que, a equacao (118) fica
v (h— In uf) - VO, (120)

onde j = u’ud, € chamado de momento angular especifico. Para estrelas em que a
distribuicao de entropia € homogénea, encontramos que h = In H, onde H é a entalpia
especifica (HACHISU, 1986), assim a equacgéo (119) fica:

H .
\Y (In J) =—/VQ. (121)
Por fim, tomando o rotacional (V x) da equagéo acima, encontramos
VjixVQ =0, (122)

portanto, para equacgdes de estado barotrdpicas a condicdo de integrabilidade da
equacgao (117) é que ou Q = constante, o que implica em rotagdo uniforme, ou u’ud) =
j(Q), que implica em rotagao diferencial. Considerando o caso da rotagao diferencial,
vamos integrar a equagéo (121) tomando o limite inferior de integragdo como sendo o
polo da estrela, onde H e v sdo zero, de modo que encontramos

In% H\' Q ) ,
d(In— =—/ Q") dQ
/In"{ ( Ut) Q )

| polo

" | polo (123)
:>Inﬂ+/ﬂ j(Q/)dQ,=V| lo -
Ut leo/o pop
No caso da rotag&o uniforme, a equagéo acima se reduz a
H
— = e Vlpoio (124)

u
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4.4.1 Leide rotacao

Encontrar uma lei de rotacao significa especificar a fungéo j(Q), e o caso mais
simples € a rotagcédo uniforme (Q = constante), que significa fazer j (Q) = 0. Nao existe
uma forma sistematica de determinar j (Q), as Unicas restricdes que podemos impor
sao critérios de estabilidade. Assim, a escolha de uma lei de rotagdo costuma se basear
nos seus resultados para o limite de campos fracos e baixas velocidades, chamado
de limite Newtoniano. No trabalho de Komatsu, Eriguchi e Hachisu (KOMATSU et al.,
1989a), j (QQ) é escolhida para ser uma funcao bastante simples dependente de apenas
de um parametro e dada por:

j(Q) = A (Qo-0Q), (125)
onde A e Q¢ sao constantes. Como j(Q) = utud,, temos que

Q- w) résin? 0e2(B-v)
A2 (Qp—Q) = . 126
(Qc—0) 1—(Q - w)? r2sin? ge2(B—) (126

Analisando a equacao acima concluimos que Q. é a velocidade angular no eixo de
rotacao da estrela. Também constatamos que Q — Q¢ quando A — oo, ou seja, para
A grande nos aproximamos do caso da rotagdo uniforme. Ja para o caso de A pequeno
(A — 0) encontramos que Q — w. Este resultado ndo faz sentido fisicamente porque
implica que o potencial de arrastamento deve ser igual a velocidade angular da estrela
mesmo se a gravidade for fraca. Por isso, assumimos que para A — 0, a seguinte
relacdo deve valer

(Qc—0Q) ~ 1/A2, (127)

de modo que o momento angular especifico j(Q) sera constante para A pequeno.
Tomando o limite Newtoniano para esta lei de rotagéo, ou seja, fazendo w, 3 e v— 0
e descartando termos de ordem maior que O <Q2>, encontramos

A%2(Qc-0) = Q@2 (128)

onde @ = rsin0. Novamente, constatamos que para A grande Q — Q¢ e para A
pequeno j(Q) — constante. Por fim, é possivel mostrar (KOMATSU et al., 1989b;
PASCHALIDIS; STERGIOULAS, 2016) que a lei de rotagdo da equacao (125) satisfaz
o critério generalizado de Rayleigh contra perturbagdes axissimétricas. No entanto, isto
nao exclui eventuais instabilidades nao axissimétricas no limite Newtoniano (KOMATSU
et al., 1989D).

4.4.2 Equacao de estado

Para descrever a matéria estelar precisamos de uma equacao de estado (EoS),
que nos dé a relagcao entre a pressao p e a densidade de energia ¢ da matéria estelar.
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O processo de construcdao de uma EoS pode ser bastante complexo e levar em consi-
deracao a influéncia de varios fatores como temperatura e campos magnéticos. Bem
como, se estivermos interessados em fazer um tratamento mais realista, considerar
explicitamente a composicao da matéria em termos de particulas, campos e possiveis
interacdes. No entanto, como mencionamos anteriormente, neste trabalho, que pode
ser considerado como uma etapa inicial de um estudo mais aprofundado, vamos as-
sumir uma EoS barotrépica, ou seja, uma equacédo de estado em que a densidade
de energia é uma funcao apenas da pressao ¢ = ¢(p). Vamos entao incluir a matéria
através de um modelo simples, considerando o tratamento proposto em (TOOPER,
1964; BUTTERWORTH; IPSER, 1976; KOMATSU et al., 1989a), onde é considerada
uma EoS politrépica do tipo

D= K£1+1/N, (129)

onde K é uma constante e N € o indice politropico. A equacao acima € igual a equacao
(71) presente na Sec¢éo 3.5 pois, nas unidades que estamos utilizando, que séo as
unidades geometrizadas, ¢ = p.
Sabendo a equacéao de estado podemos integrar a equacao (119), de modo a
encontrar:
p dp’
hip) = /0 (0 /K)NINED) |

N
_ PRI\ i (P
-y (o () ) - (7).
Utilizando a equagéao (129) para reescrever a equagao acima em termos de ¢, e sa-
bendo que h = In H, encontramos

(130)

H= (Ka1/N+1)N+1. (131)

Substituindo a relacdo acima, para a entalpia H em funcdo da densidade de energia ¢,
e a lei de rotacdo da equagao (125), na equagédo de movimento (123), obtemos

1N 1 A S
(N+1)In<K£ +1>+v+§|n<1 V> 5 (Qc=0Q) =G, (132)

2
_ A2 . :
onde C = V|poio — 5 (QC - Q|p0,0) , No entanto, como Q¢ é o valor de Q) no eixo de
rotacao, entao, Q|po,0 =QceC-= V|polo- NO caso de rotagao uniforme a equagao de
movimento acima se reduz a

N
(Ke”N + 1)( +) evV1-v2=C, (133)

onde C’ = €€ = eVlpoo,

Desse modo, temos um modelo concluido e o objetivo agora é encontrar uma
solugdo numérica para as equagdes obtidas. O préximo capitulo sera dedicado a este
estudo.
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5 TEORIA DE GRAVITACAO MODIFICADA DE RASTALL

Em 1972, Peter Rastall (RASTALL, 1972) propds uma generalizacao da teoria
da gravitacao de Einstein em que abandona a suposi¢do da conservagao do tensor
de energia-momento dada pela equacao (116), que pode ser interpretada como uma
representacao local da conservacao do momento e da energia (WALD, R., 1984). O
que Rastall argumenta em sua proposta de modificacdo de RG (RASTALL, 1972) é
que o fato de esta lei de conservacgao ser véalida na relatividade especial ndo implica
necessariamente que ela também seja valida na RG. Além disso, afirma que as consi-
deracoes que costumam ser utilizadas para a obtengao desta equacao na RG, como
a utilizacao de um principio variacional, por exemplo, podem ser todas questionadas.
Neste capitulo vamos entao fazer uma breve apresentacao da teoria de Rastall e deter-
minar como as equacoes obtidas no capitulo anterior podem ser escritas nesta teoria.
Em seu trabalho (RASTALL, 1972) Rastall fez a suposi¢cao que a equacao (116) sera
escrita como

™,

v = Ay, (134)
onde a, séo fungbes que se anulam no espago-tempo plano e que ndo se anulam no
espago-tempo curvo, ou seja, € proposto que T,y pode ser dependente da curvatura do
espaco-tempo, e na equacgao acima é utilizada a notagéao simplificada para a derivada
covariante Vy, T",., = VyT",. Com base nas consideragies apresentadas, Rastall
propde que se pode tomar TY,., A, onde R € o escalar de Ricci R = g"Y Ry =

g g*P R~ «p. de acordo com:

Ty = NR,., (135)

onde, A’ € uma constante. Por conveniéncia neste trabalho escolhnemos A = A/(k (4A — 1)),
onde k também é uma constante. Podemos rearranjar os termos na equagao acima

de forma a obter N
v N ey _
( R uR) =0 (136)

Além disso, sabemos que:
=0. (137)

Considerando as equacgdes (136) e (137), podemos ver que a equacgao (135) é consis-
tente com a equagéo de campo

1 A
R“V_EQ”VR =k (Tuv_ <

mgwﬁ> : (138)

Tomando o trago da equagao acima vamos encontrar a relagao

R=k@x-1)T, (139)
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e substituindo essa relacao na equacéao (138), vamos encontrar

1
Podemos reescrever a equacao acima em termos de um tensor de energia-momento
efetivo Ty

1

onde
TI“L‘V = Tl,l'V - Agu‘y T. (1 42)

Podemos observar que a equagao de campo obtida para a teoria de gravitagdo modifi-
cada de Rastall pode ser interpretada como uma equagao de campo de Einstein com
um tensor de energia-momento efetivo. Sabemos que no vacuo 7,y =0e T =0, de
forma que a equacao de campo (140) sera igual a equacao de Einstein para o vacuo,
ou seja:

Ruv =0 (143)

A partir da equagéo (141) podemos observar que nesta teoria o tensor de energia-
momento efetivo T,y sera o tensor relacionado a lei de conservagéo, ou seja

Ty =0 (144)

Podemos observar que esta equacao é equivalente a equacao (135). Assim, as equa-
cbes de campo para a teoria de Rastall sdo equivalentes as equacdes da teoria de
Einstein com um tensor de energia-momento efetivo.

5.1 LIMITE NEWTONIANO

Nesta secdao nosso objetivo & determinar o valor da constante k introduzida
na formulacdao de Rastall e para isso vamos analisar a equagéo de campo (138) no
regime de campo fraco e baixas velocidades, ou seja, no limite Newtoniano. Neste
limite queremos recuperar a equacao de Poisson

V2 = dmp, (145)

que é a equacao que descreve o potencial gravitacional ¢ de uma dada distribuicao
de massa p na gravitagdo Newtoniana. Neste limite o tensor métrico g, pode ser
repassado pelo tensor de Minkowski 1, de modo que a equagéo (138) podera ser
escrita da seguinte forma:

1 A
Ry — ETILWR =k (Tuv_ K (

T_”an) . (146)
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Além disso, para a matéria nao-relativistica, a densidade de energia Ty € igual a
densidade de massa p, de modo que a componente {t da equacao acima pode ser
escrita como
Ryt + R —kp. (147)
2(4N-1)
Para encontrar a relagéo entre R e Ry vamos comegar calculando o trago da parte

temporal da equacao (138)

;. 3(1-2))
i
R’_2(1—47\)R’ (148)
e a seguir utilizando a aproximagao R ~ R;; — Ry, obtemos a relagao
4\ —1
R=227\+1F?,t. (149)

Substituindo a expressao acima na equacgao (147), encontramos
1
Rt = —5 (@A +1) ko, (150)

e por fim, sabendo que Ry ~ ~V2¢$ (WEINBERG, 1973), podemos encontrar que o

valor de k sera dado por
8m

k= :
2\ + 1
Podemos entao verificar que, como seria esperado, tomando o limite de A — 0, recu-
peramos o valor de k na RG, ou seja, k = 8.

(151)

5.2 APLICANDO O METODO KEH PARA A GRAVIDADE DE RASTALL

Nesta se¢cdo vamos mostrar como as equacgdes de campo para uma estrela
girando podem ser escritas na teoria de Rastall. Para comecgar vamos assumir que o
tensor métrico e o tensor de energia-momento do fluido perfeito ndo sao afetados pela
modificacdo de Rastall, do modo que, as equacgdes (78) e (79) ainda sao vélidas. O
lado esquerdo da equacao (141) relativo a geometria do espago-tempo néo se altera,
e assim possui a mesma forma encontrada nas equacgdes de campo de Einstein, de
forma que né&o precisa ser calculado novamente. O que precisaremos calcular € o lado
direito da equacao (141), ou seja, temos que calcular o tensor de energia momento
efetivo. Para comegar, precisamos calcular o trago do tensor de energia-momento do
fluido perfeito, que é dado por

T=3p—c. (152)

Substituindo esta equacao e o tensor de fluido perfeito na equacéo (142) vamos en-
contrar
THV = pguy + (p + E)UHU\/ - )\guy(sp_ E). (1 53)

Podemos rearranjar a equacao acima da seguinte forma

Tuv = (P (1 = 3A) + Ae) Quv + (P + €)Up Uy, (154)
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e por fim, podemos escrever

Tuv = Pef9uv + (Pet + Eef)UuU\/a (155)

onde
Pef =P (1 —3A) + Ae, (156)
eof =€ (1—=A) + 3Ap. (157)

Desta forma, a unica modificacdo que ocorrera nas equacdes de campo de Einstein é
que onde aparecer p e € iremos repassar por por € €. Onde aparecer uma soma de
Pef + €gf NA0 € Necessario fazer nenhum repasse, porque P + €of = P + €. Assim, as
expressdes para Sy, Sy e Sy vao ficar da seguinte forma:

1 2
So(r. ) = | €V"2ke?* (¢ +p) -
1-v2
B 1 1 1
+r2(1—p2)e2e [w/zr t 2 (1 - Hz) w’zu} YT WY (158)

) 1 1 1 1
) {2kezapef_y'r (EY'r + 7) ~ 2V |:§‘Y/p (1 - Ll2> - H} H ;
oy 20 Y oa, 1 o 1 /o1 5
Sy(r,u)=e {Zke Pef + 5 [2ke Pef 2%, 52 (1 u ) 21/,“ , (159)

Q-w)(e+p)
1-v2

S (. 1) =e(Y-20)2 {_2 Ke2oc L

o (2o ) o (45 ) gz (17) (61,

2 (1-42) e [w,z, o (1-42) w,zp] }] .

A equacao para a fungdo «(r, ) da meétrica (100) ndo sera alterada porque néo é
dependente de p e nem ¢. A partir da equacgéo (144) para a conservacgao do tensor
de energia-momento efetivo, que é equivalente a equacéao (135) para o tensor usual,
vamos obter

VPet t ot
~Fef _vinu'- 161
(c+p) Vinu —uuyvVQ (161)
e escrevendo a expressado para p,s explicitamente vamos encontrar
Vp VE t t
1-3AN+A\——=VIhhu -uu,VQ. 162
cp TN D) b (162)
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De forma anédloga ao que foi feito para a RG, podemos definir uma funcao “entalpia”
hef, dada por:

ap’ de’
o= -9 | | ooy (163

de modo que a equagéo (162) podera ser escrita como:
v (hef ~In uf) - VO, (164)

onde j = utud,. Podemos observar que a equagédo acima possui a mesma forma da
equacgao (120), por isso, vamos novamente definir uma fungdo hy¢ = In Hgf, de modo
que a equacao acima ficara

v <|n %) - —jVQ. (165)

Vamos novamente assumir que a matéria estelar sera descrita por uma EoS politrdpica,
dada pela equacao (129). Para o caso de rotacao variavel, se assumirmos novamente a
lei de rotacdo dada pela expressao (125), ao integrar a equacao (165) vamos encontrar

2
(N (1=4)\) + (1=3A))In (Ke”’\’+1) +?\In(s)+v+%ln (1 —v2> A Qe-02 =0y,

2
(166)
onde Cy € uma constante de integragdo. Ja para o caso de rotagao uniforme, ou seja,
para Vj x VQ = 0, integrando (165) vamos obter

(N(1=40) + (1 =3N) In (KN +1) +?\|n(£)+v+%ln (1-v®)=c.  (e7)

onde C é uma constante de integragéo.

Neste trabalho iremos analisar algumas da propriedades fisicas das solucoes
encontradas. Vamos comecar com a analise da relacdo massa-raio, e para este pro-
pdsito iremos calcular a massa de Komar (KOMAR, 1959; WALD, R. M., 2010), que
para um espaco-tempo estacionario e assintoticamente plano é igual a massa ADM
(ARNOWITT et al., 1959, 1960; FRIEDMAN; STERGIOULAS, 2013), que em alguns
trabalhos também é chamada de massa total ou massa gravitacional (KOMATSU et al.,
1989a; COOK et al., 1992). E possivel mostrar que a massa de Komar para uma estrela
pode ser calculada a partir da integracao de Rtt (WALD, R., 1984):

1
- / Rl,y=g dx. (168)

Considerando a equacao de campo modificada de Rastall (140), a expressao acima

pode ser dada por
1
TV / (—ZTtt +TGG> V—g d3x, (169)
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e calculando a expressao acima para a métrica da equacao (78) e o tensor de energia-
momento efetivo da equacao (155), vamos encontrar

+2Pgf | +

2>\+1 1-v2

/7’[/2/ 2048 | o (e+p) (1 + v2>
(170)

%} r?sino ardo,

2rsin® weP
onde Re é o raio equatorial. E importante notar que a coordenada radial da métrica que
iremos considerar, dada pela equacéao (78) nao é igual a coordenada radial da métrica
de Schwarzschild (BUTTERWORTH; IPSER, 1976). O raio equatorial na métrica de
Schwarzschild HgSCh) pode ser encontrado a partir do raio equatorial Re da nossa
meétrica pela seguinte relagao:

2
RSN _ R, (1 + 2—'\;6> . (171)
Esta relagdo € importante para que possamos comparar corretamente os resultados
que estamos interessados em determinar para uma estrela girando, com os resultados
obtidos a partir da métrica de Schwarzschild para uma estrela estatica.

Nés também iremos analisar o momento de inércia /, que pode ser dado pela
razdo entre 0 momento angular J e a velocidade angular Q

/=5, (172)

onde o momento angular J é dado por (WALD, R. M., 2010; FRIEDMAN; STERGIOU-
LAS, 2013)

J=gm [ Rtvg ox (173)

e ao considerarmos a equacao de campo (140), a expressao acima pode ser reescrita
como

_ 1 t = 3
_2A+1/T¢\/—gd X. (174)

Se calculamos a expressao acima utilizando a métrica e o tensor efetivo que estamos
considerando neste trabalho, vamos obter

/2 Re
/ / £1+'D2V e2%+2B 13 5in2 9 drdo. (175)
—v

27\+1

Pretendemos formular nossas solu¢des para dois tipos de regimes relevantes,
um para estrelas estaticas e outro para estrelas rotacionando no limite Kepleriano,
também chamado limite de mass shedding. Este limite € alcangado quando a veloci-
dade angular do fluido estelar no equador Q(Re, 71/2) € igual a velocidade angular de
uma particula livre Q em orbita circular neste ponto. Desta forma, se a estrela girar
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mais rapido que Qy a sua massa comegara a escapar. O limite Kepleriano é dado por
(FRIEDMAN; STERGIOULAS, 2013):

rorw rorw 2 g2(v-B)y,v
Q= | @wr5 +rra,[3) " \/(2(1 +rrar(3)) T+ rarrﬁ) (176)
r=Re,0=7

No capitulo 7 iremos apresentar os resultados encontrados para as equagoes
obtidas neste capitulo, que descrevem uma estrela girando rapidamente na teoria de
gravidade modificada de Rastall. Além disso, também iremos encontrar solugdes para
as equacdes do Capitulo 4 que descrevem uma estrela com rotacao rapida na RG e
para as equacgoes apresentadas na Secgao 3.4 para estrelas estaticas. Desta forma,
poderemos visualizar como nossos resultados sédo alterados tanto pela inclusdo de

rotacdo como pela modificagdo na teoria gravitacional.
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6 METODO NUMERICO

Neste capitulo iremos explicar com mais detalhes alguns dos procedimentos
numéricos que serdo adotados na solugcdo das equagdes obtidas no capitulo ante-
rior utilizando o método KEH. Iniciamos este capitulo expondo uma visao geral do
método na Secao 6.1, seguida pela secao onde sera apresentado um procedimento
para encontrarmos uma solugao aproximada que serd utilizada como input inicial em
nosso cbédigo na Secdo 6.2. J4 na Secao 6.3 iremos especificar algumas escolhas
que precisam ser feitas na implementagéao do cédigo numérico como, por exemplo, na
discretizagcao de derivadas.

6.1 VISAO GERAL DO METODO KEH

Tendo obtido as equagdes do modelo nos capitulos anteriores, equagdes (112),
(113), (114), (100) e (126) e (132) ou (133), neste capitulo iremos apresentar os pro-
cedimentos numéricos adotados para a solucdo dessas equacdes de acordo com o
método KEH (KOMATSU et al., 1989a). O primeiro passo € encontrar uma aproxima-
cao inicial para o valor dos potenciais e das outras quantidades de interesse, e a seguir
fazer sucessivas iteracoes nas equagdes até que haja uma convergéncia. Um modo
razoavel e relativamente simples é considerar uma esfera sem rotacdo e com simetria
esférica. O procedimento para obter uma aproximacao inicial com essas caracteristicas
sera apresentado na préxima secao.

Assim, a primeira iteracdo deste método se inicia com uma solugédo aproximada
para os potenciais da métrica p, v, w e «, para a densidade de energia ¢, para 0
raio equatorial Re da estrela, para a constante C e para a velocidade angular Q.
Também devemos determinar a regiao de integracao que no nosso caso sera dada por
0 ={0,7/2} e r = {0, 2Re}. Além disso, teremos quantidades que serao mantidas fixas,
a velocidade angular Q ou alternativamente o achatamento da estrela, que é dado
pela razao entre o raio polar e o raio equatorial da estrela g = Rg/Re, € a densidade
de energia maxima emax OU equivalentemente a constante «k, ja que ¢max € k estao
relacionados pela equagao k = pmax/émax- E por fim, para o caso de rotacao diferencial
a constante de rotacdo A também é mantida fixa.

Substituindo estes dados no lado direito das equacdes integrais (112),(113) e
(114) encontramos novos valores para os potenciais p, vy € w. A seguir, substituimos
esses potenciais atualizados na equacgao (100) para « e resolvemos a equagao dife-
rencial de modo a obter um novo valor para este potencial também. Por fim, no caso
da rotacao diferencial, substituimos os novos valores para os potenciais da métrica
nas equacoes (132) e (126) e calculamos novos valores para a densidade de energia
¢ e para a velocidade angular Q. Ja para a rotacao uniforme, o novo valor para a den-
sidade de energia ¢ é obtido a partir da equacao (133), e o valor da velocidade angular
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Q é encontrado calculando-se esta mesma equagao no raio equatorial da estrela. Uma
vez que encontramos novos valores para p, v, w, «, ¢ € Q a primeira iteracao termina.
A seguir, utilizamos esses novos valores para melhorar o modelo da segunda iteragao,
e assim sucessivamente até que o valor das quantidades fisicas mude muito pouco de
uma iteracao para outra, quando isso ocorrer, teremos uma solugéo.

6.2 MODELO INICIAL

Nesta secdo iremos mostrar como podemos obter uma aproximagao para as
quantidades que precisam ser determinadas como entradas no procedimento computa-
cional. Faremos isso a partir de uma solugao para uma estrela sem movimento de rota-
¢ao, de acordo com o que foi apresentado por E.M. Butterworth em (BUTTERWORTH;
IPSER, 1976).

Para obter uma solugao aproximada inicial iremos partir de uma estrela estética,
esfericamente simétrica descrita pelo seguinte elemento de linha

—1
/ 2m(r
ds? = —e 5 df? + (1 - —rf ) ) ar? + 2 (00 +sin® 0'd?) (177)
onde m (r') é a massa gravitacional contida em uma esfera de raio r’. Vamos assumir
que a matéria que compde essa estrela € um fluido perfeito dado pelo tensor de
energia-momento da equacéao (79). Calculando as equagdes de campo para esta
métrica iremos encontrar as seguintes equacoes para as componentes (t, t) e (r, r)

am

o = anr2e, (178)

dt,  m+4nrp

ar’r'(r'-2m)’
Calculando a equacéo de conservacao do tensor de energia-momento (116) para este
sistema iremos encontrar a conhecida equacao de Oppenheimer e Volkoff, dada por

(179)

dp  (e+p) (m + 47rr’3p)
ar ” r' (r'—2m)

(180)

Considerando que em nosso caso a equacgao de estado € dada pela equagao politro-
pica (129), e definindo a funcao
k = ple, (181)

podemos reescrever as equacgoes (180) e (178) da seguinte forma

3 1r—N . N+1
dk (1+k) (m+471r’K k +)

dar'~ (1+N) r(r' —2m) (182)
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Z—’: = 4nrKNKN, (183)
A seguir devemos integrar as equagdes acima em termos de r’, impondo como con-
di¢cdes de contorno m(0) = 0 e k(0) = k, onde k é a constante, ja mencionada an-
teriormente, que descreve quéo relativistico é o sistema. Devemos observar que a
coordenada radial r’ que aparece na métrica de Schwarzschild ndo é a mesma que
a coordenada r que aparece na métrica da equacao (78). Comparando as equagoes

(177) e (78) e impondo as relagdes
t/ = t, e/ = 9 e (1)/ = (l), (184)

e iremos encontrar a equacao que relaciona as coordenadas r e r’

ar r
- _ _ 1
ar’ (1 _2m/r/)1/2 (185)

Além disso, também iremos encontrar as relagdes entre os potenciais das métricas
v=E§ a=B=log(rir) e w=0. (186)

Considerando que tanto a métrica da equagéao (177) quanto a da equacao (78) devem
ser assintoticamente planas, podemos impor a condicao
lim r/r' =1. (187)
r'—o0

Sabemos que se tomarmos r’ > Fr’(eSCh) a massa serd constante e igual a M =

m (F:’(eSCh)>, onde Fn’éSCh) € o raio da estrela nas coordenadas de Schwarzschild. Deste
modo, na regido externa da estrela podemos integrar diretamente a equagéo (185)
tendo como condicado de contorno a equacao acima, de forma a obter

2
r=ly 1+ (1-2mir) 2], (188)
4
fora da estrela. Substituindo r’ = Fa’éSCh) na equacao acima, podemos encontrar o raio
Re da estrela nas coordenadas da métrica da equacéo (78). Desta forma, podemos
entdo reescrever as equagodes (182) e (183) em termos de r, de modo a obter

ok dkdr (1K) (m+anrSKNEN)
dr = dldr T (1+N)  prd—2mir)'

(189)

dm dmdr' 4nr®

dr T drdr T
Estas equacdes podem ser resolvidas para m e k em funcao de r, na regido interior a
estrela r = {0, Re}, utilizando como condi¢cdes de contorno m(Reg) = m (RgSCh)> =M

1/2

KNKN (1 -2mir') (190)
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e k(Re) = 0. Por fim, para encontrar o modelo inicial para o potencial v da métrica
(78), vamos lembrar que v = &. Assim, substituindo a definicdo da equacéao (181) na
equacao (179) e reescrevendo esta ultima equagéo em termos de r, vamos encontrar

—N | N+1
dv B d\/dfl _ <m+47Tr/3K KNt )

dr ~dr' dr r'r(1 —2m/r’)1/2 (191)

Utilizando a condi¢do de que v deve ser assintoticamente plano
lim v =0, (192)
r'—o0
podemos resolver a equacao (191) na regidao externa a estrela, de modo a encontrar

1/2

e¥=(1-2M/r') (193)

fora da estrela. Finalmente, para encontrar o valor de v na regido interna a estrela
utilizamos a equagao acima como condi¢cao de contorno.

6.3 PROCEDIMENTO COMPUTACIONAL

Depois de encontrar nosso modelo inicial a partir do procedimento apresentado
na secao anterior, podemos partir para a integracéo das equagdes (112), (113) e (114).
No caso da RG o valor das fungbes Sy, Sy e Sy, serdo dados pelas equagdes (89), (93)
e (97), respectivamente. E no caso da teoria de Rastall, estas fun¢des serdo dadas por
(158), (159) e (160), respectivamente. Os somatoérios que aparecem nessas equagoes
seréo expandidos até, respectivamente, Pyg (1), Sin190 e P119 (i), contribuicdes para
termos de ordens maiores podem ser considerados despreziveis. Neste trabalho, todos
0S nossos calculos serao efetivados na regido i =cos 60 ={0,1} e r = {0, 2R}, € essa
regido sera discretizada em uma malha de 51 x 201 pontos, denotada por (u/, rj>.
As derivadas que aparecem nos termos Sy, S, e Sy serdo discretizadas utilizando
diferencas finitas centradas, dadas por

- f<u/+1:fj>2;:: <H/—1="j>, (194)
. f(u/,fjn)z;: (u/, fj+1>, (195)
o = f(Hi+1’rj> _2"(;:‘;0 +f <Hi—1=rj>, (196)

fur = f(ui+1,fj+1> —f<P'i+1=rj—11>A:LiS“i—1,rj+1> +f (p,-_1,rj_1>, (197)
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. f<ui,fj+1> —2f (Mi, fj) +f (ui, fj—1) (198)

i pp = A2 :
No entanto, se utilizarmos a discretizagao (198) na equagéao (100) para o potencial «
iremos obter oscilagdes na direcao radial na regiao interna a estrela para este potencial,
0 que pode levar a um erro de até 2% nas propriedades da estrela. Por isso, implemen-
tamos o melhoramento que resolve este problema introduzido em (STERGIOULAS;
FRIEDMAN, 1994; STERGIOULAS, 1996), onde a discretizagao (198) é substituida
por outra com duplo espagamento, da seguinte forma:

f(ui, fj+2> —2f (ui, fj) +f (ui, fj—2)

frp = . 199
rr 4Ar2 ( )

Depois de integrar as equagdes (112),(113) e (114), substituimos os valores atuali-
zados das fungdes vy, p € w na equacao (100) para «, e resolvemos esta equacao
pelo método de Euler, utilizando como condigdo de contorno a equacgao (115). Para
prosseguir com nossos célculos, vamos definir um novo sistema de coordenadas, dado
por

r=Rer. (200)

Neste sistema de coordenadas os potenciais da métrica ficam

o= F.’é&, (201)

B = RSB, (202)
_ R25

v = RgV, (203)

w = R2®. (204)

Nas proximas subsec¢des discutiremos separadamente sobre como proceder no caso
em que temos rotacao diferencial e no caso de rotagdo uniforme.

6.3.1 Rotacao diferencial

Reescrevendo as equagdes (126) e (132) nessas coordenadas, vamos encon-

trar
2 ’\_/\
(Q - Fa%@) R27r2 sin? 6)92’;"9([5 7)

A2 (Qc-Q) = (205)

1- (Q —~ Rgd))z R272 sin? pe> (6-)
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2 2 (3~
(N+1)In (Ks”N + 1) +R29+ 11 <1 - (Q— Rg@) R2F2 sin? 0c2 (P V)>
2
(206)
A2

Calculando as equacgdes acima nos pontos P, Q e W mostrados na Figura 4, vamos
obter um sistema de seis equagdes com seis variaveis Q (P), Q (Q), Q (W), Qc¢, C e Re,
que pode ser resolvido utilizando o método Newton-Raphson. Em seguida, podemos
substituir os valores encontrados para Q¢ e Re na equacgao (205) e, novamente, utilizar
o método Newton-Raphson, agora para calcular o novo valor da fungdo Q. A seguir,
substituimos os valores das constantes e da velocidade angular que acabamos de
encontrar na equacao (206) e calculamos um novo valor para a densidade de energia
e. Por fim, atualizamos os valores calculados no ponto W encontrando onde ¢ atinge
seu valor maximo.

qb)

MATTER SURFACE

W a

(a) m,

Figura 4 — Esta figura representa nossa regiao computacional. O ponto P representa
o polo da estrela, o ponto Q representa o equador e o ponto W representa
o ponto de energia maxima. Fonte:(KOMATSU et al., 1989a).

6.3.2 Rotacao uniforme

Se reescrevermos a equagao (133) no sistema de coordenadas (200 —204),
vamos obter

~

(KN + 1>(N+” eRgV\/1 - (o- Rg@>2 e sinet® (V) o (eon)

Substituindo a equacéo acima nos pontos P, Q e W vamos obter um sistema de trés
equagles e trés variaveis Q, C’' e Re, que pode ser resolvido pelo método Newton-
Raphson. O préximo passo € substituir o valor destas constantes na equacéao (207), e
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calcular o novo valor de ¢ e, por ultimo, encontraremos o ponto onde a nova funcéao ¢
atinge seu maximo e atualizaremos o valor do ponto W.

Com o procedimento destacado neste capitulo, podemos resolver numerica-
mente as equacgdes propostas, e entdo calcular todas as quantidades de interesse

consideradas neste estudo.
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7 RESULTADOS

Neste capitulo vamos analisar os resultados numéricos de nossas equacoes
para estrelas rotacionando na gravidade Rastall. N6s iremos trabalhar com duas equa-
cOes de estado politrépicas representadas pela equagéo (129). Vamos nos referir a
primeira como EoSy, e para este caso escolhemos Ny = 1.5 como em (STOECKLY,
1965; RAY et al., 2003) e K; = 125269.51, j& a segunda EoS, que iremos chamar
EoS,, terd No = 0.7463 como em (DONEVA et al., 2013; KLEIHAUS et al., 2016) e
K, = 3.25 x 10", em ambos os casos a constante K é dada em unidades geome-
trizadas, ou seja, unidades em que G = ¢ = 1. Em relacdo a gravidade de Rastall,
vamos trabalhar com quatro valores diferentes para o parametro A: 0, que é igual a RG,
5x 1074, 1 x 1073 e 5 x 1073. Também mostraremos resultados para alguns valores
de velocidade angular Q. Vamos dividir nossa analise dos resultados em duas seg¢des,
na primeira nosso foco sera de analisar os desvios provocados pela teoria de Rastall,
e na segunda parte iremos nos concentrar nos efeitos da rotagéo.

7.1 EFEITOS DA TEORIA DE RASTALL

Nas figuras analisadas nesta secao as curvas com linhas sélidas representam
sequéncias de estrelas girando no limite Kepleriano Qy, que foi definido na equagao
(176), e as curvas com traco-ponto representam as sequéncias de estrelas sem rota-
cao, que sao obtidas a partir das equacdes apresentadas na Secao 3.4. Na Figura 5
mostramos a relacdo massa raio. Nesta figura a coordenada radial se refere a coorde-
nada da métrica de Schwarzschild, conforme a equagéo (171). Podemos observar que
em todas as sequéncias analisadas o parametro A afeta mais intensamente o raio da
estrela, aumentando o seu valor, enquanto as massas sao afetadas mais fracamente.
Da mesma forma que em (FABRIS, Julio C et al., 2012; MOTA et al., 2019a), aqui tam-
bém observamos que a massa maxima para as estrelas sem rotacao é ligeiramente
aumentada com o aumento do valor do parametro A. No entanto, para as estrelas
rotacionando no limite Kepleriano, o efeito € oposto, ou seja, se aumentamos o valor
de A o valor da massa maxima diminui ligeiramente. Também podemos observar que
a gravidade modificada de Rastall afeta mais intensamente as estrelas com a EoSy, e
que as estrelas estaticas sdo mais modificadas que as estrelas girando. Além disso, é
interessante notar que a razao massa-raio para EoS, na RG produz curvas tipicas de
sequéncias de estrelas de quarks mas, para a teoria de Rastall a mesma EoS produz
curvas tipicas de estrelas de néutrons.

Na Figura 6 podemos ver a relagdo entre a massa e a densidade central de
energia, nesta figura também podemos observar que a gravidade de Rastall tem efei-
tos opostos em estrelas estaticas e estrelas com rotacao no limite Kepleriano. Para
as sequéncias de estrelas estaticas, se aumentamos o valor de A o valor da massa
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também aumenta para uma mesma densidade central de energia. Mas para o limite
Kepleriano, a gravidade de Rastall produz estrelas com massas menores do que na
RG, para uma mesma densidade central de energia. Isso pode ser melhor compreen-
dido quando analisamos as curvas da Figura 7, onde apresentamos a relacao entre
a velocidade angular e a densidade central de energia para sequéncias de estrelas
no mass shedding. Podemos observar que, para estrelas com uma mesma densidade
central de energia, a velocidade maxima com a qual a estrela pode girar antes de
comecar a perder massa na RG € maior do que na gravidade de Rastall, de modo que,
aumentando o valor de A diminuimos o valor de Q.

O momento de inércia de uma estrela € uma quantidade fisica importante de
ser estudada, pois pode ser uma forma eficaz de averiguar a sua estrutura interna, ou
seja, sua EoS (OZEL; FREIRE, 2016). Na Figura 8 podemos ver como esta quanti-
dade ¢é afetada pela teoria de Rastall. De um modo geral, podemos observar que ao
aumentar o valor de A diminuimos o valor de /, mas em alguns casos, para valores
de massa pequenos o comportamento da curva / x M na teoria de Rastall diverge do
comportamento para a RG. Aqui também podemos observar que o efeito da proposta
de Rastall na EoS; € mais intenso que na EoS.
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Figura 5 — A relacao massa-raio para sequéncias de estrelas sem rotacao (curvas com
traco-ponto) e para estrelas rodando no limite Kepleriano (curvas com linha
sélida). As curvas com A = 0 representam as sequéncias de solucdes para
a RG.
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Figura 6 — A massa como uma fung¢ao da densidade central de energia para sequén-
cias de estrelas sem rotacédo (curvas com traco-ponto) e para estrelas ro-
dando no limite Kepleriano (curvas com linha sélida). As curvas com A =0
representam as sequéncias de solugdes para a RG.



Capitulo 7. Resultados 65

EoS
1400 77" |
1200 - -
1000 - |
=800 .
=
G
600 - -
400 + .
A = 0.0000
A = 0.0005
200 A = 0.0010
A = 0.0050
0 | | | |
0 1 2 3 4 5
ec/c? [10%g/em?]
‘EOSQ
2000 + |
1500 - |
~
=,
o 1000 - .
500 A = 0.0000
A = 0.0005
A = 0.0010
A = 0.0050
O | | | | | | |
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

ec/c? [10%g/em?]

Figura 7 — A velocidade angular como uma funcédo da densidade central de energia
para sequéncia de estrelas rodando no limite de mass shedding. As curvas
com A = 0 representam as sequéncias de solucdes para a RG.
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Figura 8 — O momento de inércia como uma funcado da massa sequéncias de estrelas
rodando no limite de mass shedding. As curvas com A = 0 representam as
sequéncias de solucdes para a RG.
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Em todas as figuras para as componentes gy, grr € gd)q)/(r2 sin 0) da métrica e
para a funcédo w, tanto nesta como na préxima sec¢ao, cada curva representa uma unica
estrela. E nessas curvas vemos como cada funcdo varia com relacao a coordenada
r, da métrica com rotacao, no equador (0 = 7/2) desde o centro das estrelas (r = 0)
até r = 2Re. Nos graficos para EoSy todas as curvas s&o para estrelas com energia
central ec/c® = 2.3 x 10'9g/cm3, e nos gréficos para EoS, todas as estrelas tem
ec/c® = 2.4 x 1019g/cmd.

Nas Figuras 9, 10 e 11 analisamos o efeito da modificagéo de Rastall nos termos
Oit, 9rr € Q¢¢/(f2 sin 0) da métrica, respectivamente, para estrelas rodando no limite
de mass shedding. Podemos ver que para todos os casos examinados o efeito de
aumentar A é de diminuir a deformacgéo do espaco-tempo mas, como observado para
as outras quantidade analisadas, o efeito da teoria de Rastall é mais intenso na EoS;
do que na EoSo.

Por fim, na Figura 12 investigamos como a funcao w, que representa o arrasta-
mento do referencial ao redor da estrela devido a estrela estar rotacionando, se altera
devido a teoria de Rastall. Podemos observar que se aumentamos o valor de A os
valores de w sao diminuidos. Podemos concluir que esses resultados sao condizentes
com o que observamos na Figura 7, onde vimos que a rotagdo da estrela também
diminui com o aumento do parametro A.
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Figura 9 — A componente gy do tensor métrico como uma fungédo da razéo r/Re no
equador da estrela (6 = 7/2), para estrelas rodando no limite de mass
shedding com uma densidade central de energia fixa. As curvas com A =0

representam solugdes na RG.
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Figura 10 — A componente g, do tensor métrico como uma funcao da razao r/Re no
equador da estrela (6 = 7/2), para estrelas rodando no limite de mass
shedding com uma densidade central de energia fixa. As curvas com A =0
representam solugdes na RG.
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Figura 11 — A componente 9¢d>/(r2 sin 0) do tensor métrico como uma fung¢éo da razéo
r/Re no equador da estrela (0 = 71/2), para estrelas rodando no limite de
mass shedding com uma densidade central de energia fixa. As curvas com
A = 0 representam solucdes na RG.
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Figura 12 — A fungdo w, associada ao efeito Lense-Thirring, como uma fungdo da
razao r/Re no equador da estrela (0 = 71/2), para estrelas rodando no limite
de mass shedding com uma densidade central de energia fixa. As curvas
com A = 0 representam solug¢des na RG.
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7.2 EFEITOS DA ROTACAO

Nas Figuras 13, 14, 15 e 16 as curvas para estrelas sem rotacdo sao represen-
tadas pelas curvas trago-ponto, estrelas rodando com Q) = 300Hz s&o representadas
pelas curvas tracejadas, estrelas rodando com Q = 716Hz séo representadas pelas
curvas pontilnadas e estrelas no limite Kepleriano Q sdo representadas pelas curvas
de linha sélida. Nas Figuras 13, 14 analisamos a relacdo massa raio, podemos obser-
var que em todas as sequéncias analisadas, tanto na RG quanto na teoria de Rastall,
o efeito de aumentar a rotacao € de aumentar a massa das estrelas.

Nas Figuras 15 e 16 analisamos como a relagao do relagdo momento de inércia
pela massa é afetada devido a rotacdo. Podemos observar que em todas as sequéncias
analisadas, tanto na RG quanto na teoria de Rastall, o efeito de aumentar a rotacao &
de aumentar o momento de inércia das estrelas.
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Figura 13 — A relacdo massa-raio para sequéncias de estrelas sem rotacdo (curva com

traco-ponto), para estrelas rodando com Q = 300Hz (curva tracejada),
para estrelas rodando com Q = 716Hz (curva pontilhada) e para estrelas
rodando no limite Kepleriano (curva com linha sélida). A Figura de cima
é para a RG, e a de baixo é para A = 5 x 1074, ou seja, para a teoria de
Rastall
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Figura 14 — A relacdo massa-raio para sequéncias de estrelas sem rotacdo (curva com
traco-ponto), para estrelas rodando com Q = 300Hz (curva tracejada),
para estrelas rodando com Q = 716Hz (curva pontilhada) e para estrelas
rodando no limite Kepleriano (curva com linha sélida). A Figura de cima
é para a RG, e a de baixo é para A = 5 x 1074, ou seja, para a teoria de

Rastall
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Figura 15 — O momento de inércia como uma funcdo da massa para estrelas rodando

com Q = 300Hz (curva tracejada), para estrelas rodando com Q = 716 Hz
(curva pontilhada) e para estrelas rodando no limite Kepleriano (curva com
linha sélida). A Figura de cima é para a RG, e a de baixo é para A = 5x 1074,
Ou seja, para a teoria de Rastall
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Figura 16 — O momento de inércia como uma funcdo da massa para estrelas rodando
com Q = 300Hz (curva tracejada), para estrelas rodando com Q = 716 Hz
(curva pontilhada) e para estrelas rodando no limite Kepleriano (curva com
linha sélida). A Figura de cima é para a RG, e a de baixo é para A = 5x 1074,
Ou seja, para a teoria de Rastall
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Nas Figuras 17, 18, 19, 20, 21 e 22 as curvas para estrelas rodando no limite
de mass shedding sao as curvas com linha sélida (em cada figura esta indicado
o valor de Qg), as curvas para estrelas rodando com Q = 716Hz s&o as curvas
pontilhadas e as curvas para estrelas rodando com Q = 50Hz s&o as curvas traco-
ponto. Além disso, nas figuras para EoS; todas as curvas sdo para estrelas com
energia central e¢/c® = 2.3 x 10'°g/cmB, e nas figuras para EoS, todas as estrelas
tém ec/c? = 2.4 x 1019g/ems.

Nas Figuras 17 e 18 analisamos como a componente gy do tensor métrico €
afetada pela rotagédo da estrela. Em todos os casos analisados, podemos observar que
proximo ao centro da estrela os valores de gy para a estrela com rotacao de 716 Hz
sdo mais baixos do que para a estrela com rotacao Kepleriana. Também podemos
notar que a fungéo gy para estrela rodando com menor velocidade angular decresce
mais lentamente.

Nas Figuras 19, 20, 21 2 22 analisamos como a componente g, € gd,d,/(r2 sin 0)
do tensor métrico, respectivamente, sdo afetadas pela rotacdo da estrela. Em todos
0s casos analisados, podemos observar que o comportamento destas componentes
da métrica é bastante semelhante ao comportamento de gj. Ou seja, préximos ao
centro da estrela os valores das funcées para a estrela com rotacdo menor sao mais
baixos do que para a estrela com rotagéo Kepleriana. E as fungdes grr e 9d>d>/(r2 sin 0)
também decrescem mais lentamente para estrelas rodando com menor velocidade
angular.

Por fim, nas Figuras 23 e 24 investigamos como a fungao w, que representa o
arrastamento do referencial ao redor da estrela devido a estrela estar girando, se altera
devido a rotagdo. Podemos observar que em todos os casos analisados o efeito de
diminuir a rotagéo da estrela € de também diminuir os valores de w, como seria de se
esperar.
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Figura 17 — A componente gy do tensor métrico como uma fungé@o da razéo r/Re no
equador da estrela (6 = 7/2). A Figura de cima é para a RG, e a de baixo
épara A =5 x 1074, ou seja, para a teoria de Rastall
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Figura 18 — A componente gy do tensor métrico como uma fungé@o da razéo r/Re no
equador da estrela (6 = 7/2). A Figura de cima é para a RG, e a de baixo
épara A =5 x 1074, ou seja, para a teoria de Rastall
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Figura 19 — A componente g, do tensor métrico como uma funcao da razao r/Re no
equador da estrela (6 = 7/2). A Figura de cima é para a RG, e a de baixo
épara A =5 x 1074, ou seja, para a teoria de Rastall
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Figura 20 — A componente g, do tensor métrico como uma funcao da razao r/Re no
equador da estrela (6 = 7/2). A Figura de cima é para a RG, e a de baixo
épara A =5 x 1074, ou seja, para a teoria de Rastall
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Figura 21 — A componente 9¢¢/(r2 sin 0) do tensor métrico como uma fung¢éo da razéo
r/Re no equador da estrela (0 = 7/2). A Figura de cima é para a RG, e a
de baixo é para A =5 x 1074, ou seja, para a teoria de Rastall
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Figura 22 — A componente 9¢¢/(r2 sin 0) do tensor métrico como uma fung¢éo da razéo
r/Re no equador da estrela (0 = 7/2). A Figura de cima é para a RG, e a
de baixo é para A =5 x 1074, ou seja, para a teoria de Rastall
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Figura 23 — A fungdo w, associada ao efeito Lense-Thirring, como uma fungdo da
razao r/Re no equador da estrela (0 = 7/2). A Figura de cima é para a RG,
e a de baixo é para A =5 x 1074, ou seja, para a teoria de Rastall
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Figura 24 — A fungdo w, associada ao efeito Lense-Thirring, como uma fungdo da
razao r/Re no equador da estrela (0 = 7/2). A Figura de cima é para a RG,
e a de baixo é para A =5 x 1074, ou seja, para a teoria de Rastall
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Podemos entao concluir que observado os resultados apresentados nesta se-
cao, obtivemos uma visao geral das estrelas e de como o espacgo-tempo sofre o efeito

de objetos com rotacao e da teoria de Rastall.
No proximo capitulo apresentaremos as conclusodes finais desta tese e as pers-

pectivas futuras de continuacao deste estudo.
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8 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS FUTURAS

Neste trabalho estudamos estrelas compactas rotacionando rapidamente na te-
oria de gravidade modificada de Rastall. O modelo foi formulado no contexto da teoria
da relatividade geral e as equacodes de Einstein foram obtidas a partir de uma métrica
com simetria axial (78), muito utilizada no estudo de sistemas com rotacdo. A matéria
foi considerada como um fluido perfeito e as equagdes foram obtidas considerando a
proposta de Rastall e desse modo, um parametro A é introduzido. Para A = 0 voltamos
para a teoria da relatividade geral. Resolvemos as equagdes de campo encontradas
numericamente usando o método KEH fazendo combinacgdes lineares das equacoes
de Einstein de modo a poder encontrar as solugdes das equacdes diferenciais em
termos de integrais das funcées de Green. Aplicando as modificacées necessarias
e desenvolvendo o procedimento numeérico conforme foi descrito no texto os resulta-
dos numéricos foram obtidos. Empregamos uma EoS politrépica com duas escolhas
diferentes para os parametros da equagao que sao bastante usadas na literatura, a
primeira EoS, que chamamos EoS;, pode ser considerada uma representante de uma
EoS soft e gera massa maxima em torno de 1.4M., no caso estético, e a segunda, que
chamamos de EoS,, pode ser considerada uma EoS stiff e leva a uma massa maxima
em torno de 2M, no caso estatico. Foi assumida uma rotacao uniforme e utilizamos
trés valores para a constante A: 5 x 104, 1 x 103 e5x1073. As propriedades das
solucdes encontradas foram calculadas e estudadas para os casos de interesse. Em
todas as situacbes analisadas, as propriedades das estrelas com EoS, foram menos
influenciadas pela teoria de Rastall do que as das estrelas com Eo0S;.

No6s estudamos a relagdo massa-raio associada a sequéncias de solug¢des para
estrelas compactas rotacionando rapidamente e para estrelas estaticas. Em particular,
nossos resultados para estrelas sem rotagcédo coincidem com os resultados da literatura
(FABRIS, Julio C. et al., 2015; MOTA et al., 2019a). No caso das estrelas rotacionando
no limite Kepleriano, observamos que a massa maxima diminuiu ligeiramente enquanto
que no caso sem rotagao ela aumenta ligeiramente, e em ambos os casos observamos
que o raio das estrelas aumenta.

Também exploramos as relacdes entre a massa e a velocidade angular no limite
Kepleriano com a densidade central de energia, e pudemos concluir que a medida que
aumentamos o valor do parametro A, tanto a massa como a velocidade angular dimi-
nuem para estrelas com a mesma densidade central de energia. Além disso, também
examinamos o efeito da teoria de Rastall na relagdo entre 0 momento de inercia e a
massa, e pudemos ver que em geral o efeito de aumentar o parametro A foi deslocar
as curvas | x M para baixo e para a esquerda. No entanto, em algumas situacdes este
comportamento muda e 0 momento de inercia aumenta a medida que a massa diminui.
Acreditamos que isto ocorre devido ao fato de que o efeito da teoria de Rastall de
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aumentar o raio das estrelas € mais intenso quanto menor a massa da estrela, assim
estrelas com massas baixas na teoria de Rastall podem ter raios muito maiores do que
na RG.

Analisamos também o efeito da teoria de Rastall nas componentes do tensor
métrico. A componente gy, por exemplo, sofre efeitos da gravidade de Rastall, € n6s
podemos inferir que o comportamento desta quantidade é uma consequéncia dos
resultados prévios. Vimos que o efeito de aumentar o valor de A é de diminuir a massa,
aumentar o raio e diminuir a rotagdo das estrelas, de forma que, € esperado que
a deformacao do espacgo-tempo serd menor, como podemos observar na Figura 9.
Também estudamos o efeito da rotacdo na métrica, e este efeito € bem importante
conforme podemos observar nas figuras da Secao 7.2. A estrutura do espaco-tempo é
bastante sensivel a rotacdo da matéria presente no interior deste espaco.

Podemos concluir que o efeito da rotacdo sobre as curvas massa-raio € as
curvas do momento de inércia como uma funcédo da massa € igual na RG e na teoria
de Rastall. No caso da relacdo massa-raio o efeito de aumentar a rotacéo € aumentar
a massa da estrela. Ja no caso do momento de inércia, como seria de esperar por esta
quantidade estar associada a rotacao, as curvas com rotacao menor também possuem
menor momento de inércia.

No caso das curvas analisadas para os termos da métrica na RG e na teoria de
Rastall, podemos notar que estas sédo igualmente afetadas pela rotacdo, uma pequena
diferenga que podemos observar € que as curvas na teoria de Rastall decrescem de
forma um pouco mais suave.

Podemos concluir que os termos da métrica gy, grr € gd)d,/(r2 sin®) com EoS,
sdo menos afetados pela rotagdo do que os casos com EoS;. No caso da fungao
w, associada ao efeito Lense-Thirring parece ocorrer o mesmo, as curvas com EoS»
também se deformam menos devido a rotagdo do que as curvas com EoS;.

Visto que este é o primeiro estudo de estrelas compactas rotacionando na
gravidade modificada de Rastall, ainda existem muitos outros aspectos desse sistema
que podem ser estudados. Poderiamos, por exemplo, explorar também o cenério de
rotacao diferencial, além disso, seria interessante fazer estudos considerando analises
atuais tais como as relagdes I-Love Q (YAGI; YUNES, 2013), entre muitas outras
possibilidades.

Devemos ainda ressaltar que observando os desenvolvimentos atuais dos mo-
delos de estrelas, muitas caracteristicas mais realistas poderiam ser introduzidas neste
estudo tais como equagdes de estado considerando campos e particulas (tais como
teoria de campo médio ou outros modelos), pasta, e assim por diante. Contudo, ob-
servando a complexidade dos célculos presentes nesta tese, com o tempo disponivel
para a elaboracao deste estudo néo foi possivel introduzir estes importantes elementos.
Mesmo assim, agora o aprimoramento do modelo proposto pode ser feito de forma
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direta, e quaisquer elementos de interesse podem ser incluidos, e € isso que sera feito
em trabalhos futuros.

Deste modo, podemos observar que nesta tese desenvolvemos um modo de
produzir modelos para estrelas com rotacao, obtivemos varios resultados, mas o mais
importante é que este método apresenta possibilidades bastante interessantes para
estudos futuros.
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I. INTRODUCTION

Despite the success of General Relativity (GR) that may be considered a fundamental
element in the formulation of physics and has been confirmed by many experimental tests,
as for example in the recent measurements of gravitational waves by the collaborations
Virgo and LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory) [1, 2], and the
even more recent obtaining of the first image of a black hole by the project Event Horizon
Telescope [3], there are still open questions that need to be understood. For instance, GR
cannot account for the accelerating expansion of the universe and the rotation curves of
galaxies without the introduction of unexplained elements, in this case: dark energy and
dark matter, respectively. Due to these seeming limitations, it can be interesting to study
if modified theories of gravitation may offer a solution to these questions or at least provide

a way to improve our understanding of the theory.

Because of their very high mass density, compact stars can be highly relativistic objects
and thus are good candidates for the study of the effects of modified theories of gravity. There
are many studies of modified gravity theories for static stars like in [4-9], just to mention a
few, but the studies of this theories on slowly [10-15] and rapidly rotating [16-22] stars are
still few. From the astrophysical point of view it is important to study rotating stars, since
almost all the precise mass measurements of neutron stars that we have nowadays comes
from rotating pulsars in binary systems [23], that can rotate up to 716 Hz [24], in addition,
it have been theorized that magnetars can born rapidly rotating [25, 26]. Furthermore, the
recent observation of gravitational waves from a compact binary coalescence involving a
compact object with a mass within the mass gap of 2.5 — 5M [27], led to investigations
about the role that rotation and modified theories of gravity combined with a variety of

equations of state could play in this observation [28-35].

On the other hand, there are many important studies on rotating stars, as for example
in [36, 37] where an useful method of solution of the equations is proposed and many results
have been obtained for the considered stellar models, that are essentially based on polytropic

equations of state.

In recent years, the theory of gravity proposed by Peter Rastall [38], has gained growing
interest, with studies of the implications of this theory in the context of black holes [39-

43], thermodynamic of black holes [44-46], wormholes [47, 48], for cosmological scenarios
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[49-52] as well as some proposals of generalizations of the Rastall’s gravity [53, 54] and of
combining this theory with others modifications of GR [9, 55, 56] and in particular in the
study of compact objects [7, 9, 57-62], but we still lack a study of the effects of Rastall’s
theory on rotating stars.

So, in this work, we will consider these elements in order to formulate a model for rotating
stars in the Rastall theory. This paper has the following contents: In Sec. II the formulation
of the equations for rotating stars in the GR is done, in Sec. III a brief review of the Rastall
theory is shown and in Sec. IV, the formulation of the equations for rotating stars considering
the Rastall theory. In Sec. V some aspects of the numerical method are discussed, in Sec.

VI the results are presented and in Sec. VII we draft our conclusions.

II. ROTATING STARS IN GENERAL RELATIVITY

In this section we are going to present the equations that describe a rapidly rotating star
in the framework of the GR and also how to solve them by considering the method developed
by Komatsu, Eriguchi and Hachisu (KEH) [36].

In order to describe the space-time of a rotating star in equilibrium it is possible to
consider a stationary axially symmetric metric g,, such as the one presented in [36, 63, 64].

The line element can be written in terms of spherical coordinates (t,7, 0, ¢), as follows:
ds* = —e*dt* + €** (dr® + r*d0?) + e*Pr®sin® 6 (dg — wdt)? (1)

where «, 3, v and w are the metric potentials which in the proposed formulation depend
only on r and #. The potential w represents the dragging of local inertial frames, also
called Lense-Thirring effect [65, 66]. All equations in this work are going to be presented in
geometrized units, that is, c = G = 1.

The matter in the stellar interior will be supposed to be a perfect fluid that can be

represented by the energy-momentum tensor
" = pg"” + (e +p) UMU”, (2)

where € and p are the energy density and the pressure, respectively, g is the metric tensor
relative to equation (1) and U* is the four-velocity of the fluid that has the form [36]

pr= ¢ (1000 (3)
d7_ m ) ) b )
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where () is the angular velocity of an element of mass of the star with respect to a static

observer at infinity, and v is the 3-velocity in the referential frame of an observer locally

without rotation, usually called ZAMO (zero momentum angular observer), and is given by

v=(Q—w)rsinfe’ .

(4)

By considering the line element in equation (1), the energy-momentum tensor in equation

(2), and the usual Einstein field equations of GR
1
R, — 59#,,13 = 87T,
we obtain, after some algebra, the following expressions [36]

V2 (pe’?) = S, (r, ),

and

[ = cos b,

v=B8+v,
and

P = V_/87

then we have

32

2 20 10 19) 1
2 “ Y - 2
V= or2  ror  r2du <<1 a )au) + r2(1 — p?) 0¢?’
S o 7/28 2 1 +U2
P(Tnu)_ € e (‘€+p> 1—7}2

1

) 1
+ﬁﬂ—ﬁfk2PPi+;gO—uﬂuﬁ}+;mw—ﬁwm

. 11y 1 [1 ,
167y — v ( 57+~ ) = 57 |3 (L= 17) =1

_|_

N

4

1

()

(11)

(12)

(13)



and

S, (r, ) =e1720)/2 [—167r620‘ (@-w)e+p)

1 — 2

2 (I +0)e+20%] 1 (

1 — 2

-8
—i—w{ e 5

1
2p,r + _y,r)
(15)

1 1 1 1
+5H (QP,M + §w) + 7 (405 =73) + 55 (=) (405 = 70)

In this work, we are going to use the KEH method shown in [36] in order to solve
these equations. This method consists mainly in using the appropriated Green functions to

transform the equations (13), (14) and (15) into integral equations, in the following way:

o] o 1
= _677/2 Z P27l (/L) / r/2f22n (T7 T/) / P2n (,LL/) SP (T,a ,M/> d:u/drlv (16)
n=0 0 0

2e77/2 SKsin(2n —1)0
77 sin 6 vt 2n — 1

o) 1
v = / 2 fy 7”)/ sin (2n —1)0'S, (r', ') dp'dr’, (17)
0 0

2p7200 1
)/ P2n1

> 1
- I NP (W) S (i) did
¢ rsind Z (2n —1) / " f2n—1(T’r)/0 on—1 (W) Se (r', ) dp'dr”,— (18)

0

where P, are the Legendre polynomials, P™ are the Associated Legendre functions and f
and f? are given by
(r'/r)" it <,

() = - 19
) (r/r")" it ' >, 1)

. /et <o
fu (') = (20)
r /e A >
An useful feature of the KEH method is that the asymptotic flatness condition for the

potentials p, v and w will be readily satisfied provided that the functions S,, S, and S,, be
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well behaved. We also will have an equation for the o potential, that is given by
o == {(1= ) (BB, + [ (1-2) BB,

1

58 (B = (=) B~ 2B} [+ (L= 4) BB,

_ 1 _ 1 _
+rB™'B, {iu—l-,m"B 'B, + 3 (1-p4°) B 13,“}

3
+ 53*13# [~ +p(1—=p?)B'B,] — (1= p?)rB'B,,

(14+rB™'B,) — ur’ (v,)” -2 (1—p®)rvw, +p (1 —p?) (v,)° (21)
—2(1—p?) BB, + (1—p?) BB, [r* (v,)?

— (1= 1) )] + (1= ) B {lw (w,) +

1 (1 — ,u2) r3w7#w,r

1
2

where

B=¢ =t (22)

To integrate equation (21) we use the boundary condition

a(r,1) = 5(r, 1), (23)

that can be found by using the requirement of flatness on the axis of rotation. The function «
will satisfy the asymptotic flatness condition because the other potentials already satisfy this
condition [36]. In addition to the field equations, we also need the equation of hydrostatic
equilibrium in order to have a complete set of expressions that describes our system. This

equation is found by imposing the conservation of the energy-momentum tensor with
1%,,=0. (24)

Computing the above equation with the energy-momentum tensor of equation (2) we

encounter

Vp
(e +p)

To integrate this equation we need a law of rotation that tells us how the star behaves.

=VInU'-U'U,VQ. (25)

With this purpose we are going to work with an uniform rotation that means a constant
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value to the angular velocity €2, so that, V{2 = 0. In order to describe the stellar matter we
also need an equation of state (EoS), and in this paper we will employ a polytropic one of

the same type of the one used in [36, 37, 67|

p=Ke""N, (26)

where K is a constant and N is the polytropic index. With these considerations we can

integrate equation (25) in order to find
(KN 1)V eryT= 2 = ¢, (27)

where C' is a constant.

So that we can solve numerically the set of equations obtained above we have to fix two
parameters [36]. One of these parameters may be the central energy density €., or alterna-
tively, the ratio of the maximum pressure to the maximum energy density K = Pmaz/€maz-
The other parameter we may fix is the axis ratio ¢ = R,/R,, where R, is the polar radius
and R, is the equatorial radius, or alternatively, we may fix the angular velocity (2.

In the next section we present the modification in GR that was proposed by Peter Rastall

in 1972, that will be considered in the calculations of Sec. IV.

ITI. RASTALL GRAVITY

In his proposal of generalization of Einstein’s theory of gravity [38], Rastall abandons the
assumption of conservation of the energy-momentum tensor in curved space-times, equation
(2), and proposes that this non-conservation is related to the space-time curvature, so that

the following equation is suggested:

TV#;V - )‘/R#? (28)
here, for convenience, we chose X' = A\/(k (4\ — 1)), where A and k are constants, and R

is the Ricci scalar. From the above equation we can see that A cannot assume the value
A = 1/4, because at this point we have an divergence. It is straightforward to show that the

above expression is consistent with the field equations

1 A
= =GR =k (Tw - ——guR), 2
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and if we take the trace of this expression we find
R=k(dXx-1)T. (30)

Therefore, we can rewrite equation (28) in the following way

T = ATy, (31)
and after substituting the relation shown in (30) in eq. (29), we get
Ruw — 6B = Wi, (32)
where
T = Ty — NG T. (33)

We can notice that equation (32) is equivalent to Einstein field equations but with an
effective energy-momentum tensor. It is also interesting to notice that the effective energy-

momentum tensor is conserved, that is
77, = 0. (34)

In order to determine the value of the constant k, in the next section, we are going to

take the Newtonian limit of Rastall field equations.

A. Newtonian Limit

In this section, we take the Newtonian limit of equation (29) and end up finding the value

of the constant k. In this limit, we want to recover the Poisson equation, that is given by
V26 = dnp, (35)

where ¢ is the gravitational potential and p is the mass density. In the weak field and low
velocity regime, the metric tensor g,, can be replaced by the Minkowski tensor 7,,. Also in
this regime, the energy density 7} is equal to the mass density p, so that the (ft) component
of equation (29) will be written in the following way

20 —1

Rtt+—2<4)\_1)

R = —kp. (36)
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Using the approximation R ~ R;; — Ry, we can find the relation

4N —1
B=2 e (37)
and replacing it in equation (36), we find
1

Finally, knowing that Ry ~ —V?¢ [68], we can find that the value of k will be given by

8
k= )
22+ 1

(39)

We can verify that, as it would be expected, taking the limit of A — 0, we will recover
the value of k in GR, that is, k£ = 87. Equation (39) also show us that besides A = 1/4, we
also cannot have A = —1/2 because at this point there is also a divergence.

In the next section, we are going to show how the equations for a rapidly rotating star

presented in Section 2 are modified by Rastall’s theory.

IV. ROTATING STARS IN RASTALL GRAVITY

In this section we show how the equations of the KEH method for a rotating star can
be written in Rastall’s theory. As we can see from equation (32), in order to find the field
equations for Rastall’s gravity we have to compute the effective energy-momentum tensor.
Starting from equation (33) we can show that in this case the effective energy-momentum

tensor will be given by

Tuw = PefGuv + (pef + €ef)U,uUua (40)

where
Pef =P (1 - 3)‘) + >‘57 (41>
gef =€ (1 —X) 4+ 3Ap, (42)

and the metric tensor g,, and four-velocity U, are the same ones used in GR, given respec-
tively by equations (1) and (3). Now if we calculate the equations (32) we are going to
conclude that the equation (21), for the potential «r, will still be the same because this equa-

tion does not depend on the energy-momentum tensor. On the other hand, the equations
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(13), (14) and (15) for the potentials p, v and w will be almost the same, the only difference

being that now the functions S,, S, and S, are going to be modified in the following way:

N 1+ 02
S,(r) = [k e p) 10
+ 721 — p?)e % |w? + 1 (1 — 2) Wi | + oot (43)
H T TZ 1% M r Y,r T2 WY
P (o o 11y 11 )
. 2k ef — Ior\ 5/ - - 75 a 1— - )
S, (r,p) = €7 { 2ke**pos + 2 2ke**pey — 172 ~ L (1—p?) 172 (44)
YA 2 20T 22 2 ’
and
_ Q—w)(e+p)
Sw —(v=2p)/2 — 9k 2a(
(r,p) =e e -
14+ 0v?) (e +p) 1 1
_k 2a ( — Me - - 2 r I
—|—W{ ‘ l 1—? Per r p,+2%

(45)
1 1 1 1
o (200t ) + 1 402 =2) + i (1= ) (4= 22)

1
—r? (1 — ,UQ) e % [wi + 32 (1 — p?) wﬂ H .
Here it is interesting to notice that p.s +e.r = p+¢, so that we can change from the sum

of the effective functions to the sum of the usual ones when it is more convenient. Now we

compute the law of conservation from equation (31), so that we obtain the relation

vpef
(e +p)

If we once again assume uniform rotation and a polytropic EoS, the integration of the

= Vinu' — u'uy,VQ. (46)

above equation will result in
1
(N(1—4\) + (1 =3)0)In (KeYY + 1) + Aln(e) + v + 5 (1-v*)=C. (47

In this work we will analyse the mass radius relation and for this purpose we are going
to calculate the Komar mass [69, 70|, that for stationary, asymptotically flat space-times
is the same as the ADM mass [64, 71, 72] and that is also referred as the total mass or
gravitational mass in some works [36, 73]. It is possible to show that the total mass of the

star can be given by the following expression in our system:

1
22 +1

/ (=27, +7%) V=g d’x. (48)
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If we compute the above expression for our equations, we obtain

Ap - [™2 Re (e +p)(1+0%)
_ o+ v )
2A+1A tA ¢ F ( 1— 02 '+p”)+

(c+p) U} r?sin @ drd®,

1 — 2

(49)

2r sin 6 we’

where R, is the equatorial radius. It is important to notice that the radial coordinate of our
metric, given by equation (1), is not the same as the radial coordinate of the Schwarzschild
metric [37]. The equatorial radius in the Schwarzschild metric RPM s related to the
equatorial radius R, of our metric by the expression

M \?
(Sch) __
re - (14 20’ 0

This relation is important so that we can correctly compare our results with those ob-
tained for a static star. We will also analyse the moment of inertia I, that can be given by

the ratio between the angular momentum J and the angular velocity (2,

-2 (51)

where the angular momentum ./ in our case is given by

1
J=—— [ 14y/—gdz. 52
2A+1/T¢ ga (52)
If we compute this expression with the equations given above we obtain
e lerpv 283 5in? 0 drds. (53)
2)\ +1 11—

We have performed our calculations for two types of relevant sequences of solutions, one
for the set of static stars and the other one for the set of stars rotating at the mass shedding
limit, also called Kepler limit. This limit is reached when the angular velocity of an element
of fluid at the star boundary at the equator Q(R.,7/2) is the same as the angular velocity
of a free particle in circular orbit 2 in this same point. The Kepler limit 2k is given by

the relation [64]

O, — royw ro.w 2 v=R) 0, v 54
K=\t e T (2(1+r8r6)> 0T r0.8) - (34)

r=Re,0=7
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V. NUMERICAL METHOD

We have constructed our numerical code following the method shown in [36], with the
implementation of the equations modified by Rastall’s gravity. We also implemented a mod-
ification suggested in [74, 75] that improves the solution of the potential a. The numerical
procedure starts by providing an initial approximation for the potentials and the energy
density, in order to obtain this approximation we have followed the approach presented in
[37]. A more detailed description of the KEH method can be found in [36, 64, 73|. For
obtaining the solutions for the static sequences we have implemented a modification of the
same code used in [9], that is based on Runge-Kutta method.

We have checked our results for the GR limit by setting A = 0 and comparing with the
correspondent results, and we also checked the non-rotating limit by making 2 — 0 and
comparing our results with the ones for static stars. In both cases we have encountered

great agreement between the solutions.

VI. RESULTS

In this section we are going to analyse the numerical results of our equations for rotating
stars in Rastall gravity. We will work with two polytropic equations of state, given by
equation (26). In the first one, that we will refer to by FoS;, we have chosen N; = 1.5 as
in [76, 77] and K; = 125269.51, and in the second one, FoS,, we choose Ny = 0.7463 as in
[16, 19] and K, = 3.25 x 10'! in both cases the constant K is in geometrized units. We
have considered four different values of the parameter \: 0, that is, the GR case, 5 x 1074,
1 x 1073 and 5 x 1073, In our figures the curves with solid line represent the mass shedding
sequences and the dash-dot curves represent the static sequences.

In Figure 1 we show the mass-radius relation, we can see that in all sequences analysed
the parameter \ affects more intensely the radius of the stars, increasing its value, while the
masses are changed more weakly. As already observed, for the non-rotating sequences [9, 50],
the maximum mass is lightly increased, but for stars rotating at the mass shedding limit,
the effect is the opposite, that is, the maximum mass is lightly diminished. It is possible
to notice that the effect of Rastall’s modification is more intense on the FoSi, that can be

considered a more soft EoS, and also the effect of this parameter is more intense in the static
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FIG. 1: The mass-radius relation for sequences of non-rotating stars (dash-dot curves) and
for stars rotating at the mass-shedding limit (solid line curves). The curves for A =0

correspond to the GR case.
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FIG. 2: The mass as a function of the central energy density for sequences of non-rotating
stars (dash-dot curves) and for stars rotating at the mass-shedding limit (solid line curves).

The curves for A = 0 correspond to the GR case.

stars. It is also interesting to notice that EoSy produces a mass-radius curve similar to the
curves for quark stars in the GR case, but this same EoS produces curves similar to neutron
star mass-radius curves in Rastall’s gravity for both the static and rotating stars.

In Figure 2 we can see the relation between mass and central energy density, this figure
also shows that Rastall’s gravity has opposite effects in the masses of the static stars and
stars at the Kepler limit. For the static sequences an increase in the parameter A produces
also an increase in the mass of stars with the same central energy density. But for the

mass shedding sequences Rastall’s gravity produces stars with smaller masses than GR for
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FIG. 4: The Moment of inertia as a function of the mass for sequences of stars rotating at

the mass-shedding limit. The curves for A = 0 correspond to the GR case.

the same central energy density. This can be better understood when we analyse the next
figure, Figure 3, where we show the relation between (2x and the central energy density.
It is possible to observe that the maximum angular velocity with which a star can rotate
before starting to lose mass in GR is greater than in Rastall’s gravity, for the same central
energy density, and the higher the value of A\ the lower the value of .

The moment of inertia is an important physical quantity to be analyzed, as it can be
an effective way of ascertaining the internal structure of the star, that is, its EoS [23]. In
Figure 4 we can see how this quantity is affected by Rastall’s gravity. In general, the theory
of Rastall diminishes the value of I, but for some smaller masses the behaviour of the I x M

curve in Rastall’s gravity diverges from the one found in GR. Here we can also note that
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the modified theory of Rastall has a greater effect on FoS; than on FoSj.

Lastly we analyzed in Figure 5 the effect of Rastall’s modification on the g;; term of the
metric for stars rotating at the mass shedding limit Qg. In the left panel, all four curves
are for stars with central energy density of ¢./c* = 2.3 x 10'g/cm?, and on the right side
all curves have e./c? = 2.4 x 10g/em?. We can observe that in both EoSs the effect of
increasing the parameter X is to decrease the deformation in space-time, but in the same

way as in the other quantities analysed, the effect of Rastall’s is smaller for the second EoS.

VII. CONCLUSIONS

In this work we have studied rapidly rotating compact stars in the Rastall modified theory
of gravity. We solved numerically the field equations obtained using the KEH method, by
applying the necessary modifications. We employed a polytropic EoS which two different
choices of parameters that are widely used in the literature, the first EoS referred as EoS;
can be considered a soft EoS and has maximum mass around 1.40/; in the static case, the
second one, FoS,, that can be considered a representative of a more stiff EoS, has maximum
mass above 2M, in the non-rotating case. Three values for the constant A\ were implemented,
A=5x10"% 1x 1073 and 5 x 1073, beyond the value A = 0 that correspond to GR case,
and it was assumed an uniform rotation.

The properties of the solutions found were calculated and examined for the situations of
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interest. In all cases the analysed properties of stars with FoS; were less affected by the

increasing of the Rastall’s parameter than the ones with FoS;.

We have investigated the mass-radius relation associated to rapidly rotating compact
stars and static stars. In particular, our results for the static case coincided with the ones
found in literature. In the case of stars rotating at the Kepler limit, we observed that the
maximum mass slightly decreases while in the non-rotating case it slightly increases, and in

both situations the radius of the stars is increased.

We also have explored the relations of the mass and the angular velocity at the Keplerian
limit with the central energy density, and we concluded that as we increase the Rastall’s
parameter both the mass and the angular velocity at the Keplerian limit decrease for stars
with the same central energy density. Moreover, we examined the effect of Rastall’s theory
on the relation between the moment of inertia and the mass, and we could see that in general
the effect of increasing the parameter A is shifting the I x M curves down and left. However,
in some cases for the Rastall theory, there is a deviation in this behavior and the moment
of inertia begins to increase as the mass decreases, we believe this behavior occurs because
for stars with small masses the effect of Rastall’s gravity to increase the radius can be quite

intense.

Our last analysis was about how the component g;; of the metric tensor changes due do
Rastall’s gravity, we can infer that the behavior of this quantity is a consequence of the
previous results. Since the effect of increasing the parameter A is to produce stars that have
smaller masses, larger radius and that rotate more slowly, it is expected that the deformation

in space-time is smaller, as we can see in Figure 5.

Since this is just a first study of the effects of Rastall’s gravity on rapidly rotating compact
stars, in the future it would be interesting to amplify the investigation of rotating stars in
this modified theory of gravity. One way to do that is by applying more realistic EoSs,
another possibility is analysing the scenario of differential rotation, a study of the I-Love Q

relations in the context of Rastall’s gravity would also be pertinent.
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