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RESUMO

Neste trabalho, aplicamos a recentemente modificada teoria de perturbacao otimizada
(OPT), com propriedades do grupo de renormalizacao (RG), conhecida como OPT
modificada pelo RG (RGOPT). Apresentamos e detalhamos o procedimento da OPT e
da RGOPT no modelo de Gross—Neveu (GN) até a ordem de dois loops, para posterior-
mente aplicar o maquinario da RGOPT no setor fermiénico da cromodinamica quantica
(QCD) no nivel de dois loops, considerando trés sabores quarks sem massa. Forne-
cemos resultados para a matéria de quarks fria e densa, para a matéria de quarks
quente e para a matéria de quarks quente e densa. Ja na ordem dominante (ag), que
se baseia no termo de um loop simples, a técnica fornece uma aproximagao néo trivial
e ndo perturbativa que € completamente invariante frente ao grupo de renormalizagéo
para todos os casos mencionados acima. No caso de matéria de quarks fria e densa,
na ordem seguinte, a comparacao entre as previsées da RGOPT e a QCD perturbativa
(pQCD) mostra que o primeiro método fornece resultados que estdo em melhor acordo
com o estado da arte em resultados perturbativos de ordem superior, que incluem
uma contribuicdo da ordem odj. In? 5. Ao mesmo tempo, também se observa que as
previsbes da RGOPT s&o menos sensiveis as variagdes da escala arbitraria de renor-
malizacdo MS do que aquelas obtidas com a pQCD. Esses resultados indicam que a
RGOPT fornece um excelente esquema de ressoma que pode ser considerado uma
alternativa aos calculos de rede da QCD (LQCD) em regides com altas densidades
baridnicas. No caso de temperaturas finitas, encontramos novamente uma melhora
na dependéncia da escala para a pressao de quarks, Pg e, para avaliar a pressao
completa, simplesmente adicionamos a contribuicdo perturbativa padrao dos gluons
sem massa na ordem de dois loops a pressao de quarks da RGOPT. Esta aproximacao
simples mostra uma concordancia extraordinaria com dados de LQCD para T = 0.25
GeV. Isso sugere que, na ordem de dois loops, para temperaturas superiores a 1.5
vezes a temperatura pseudocritica Tpc da transi¢éo de cross-over, a maior parte da in-
formacéo nao perturbativa esta dentro da contribuicédo quarkiénica. A RGOPT também
mostrou uma reducgao significativa da dependéncia de escala quando comparada com
os resultados de hard thermal loop na ordem next-to-next-leading order (trés loops).
Para testar nossos resultados, usamos a versdo termodinamicamente consistente da
pressao da RGOPT para a matéria de quarks fria e densa para calcular propriedades
de estrelas de quarks. Descobrimos que nossa equacao de estado prediz massas de
estrelas de quarks dentro das restrigdes observacionais mais recentes. Além disso,
como esperado, nossos resultados sdo menos dependentes do valor da escala de
regularizacao.

Palavras-chave: Teoria de perturbagao otimizada, Grupo de renormalizagao, Cromo-
dindmica quantica.



ABSTRACT

In this work, we apply the recently modified optimised perturbation theory (OPT) to
fulfill renormalization group (RG) properties, the renormalization group improved OPT
(RGOPT). We introduce and detail the OPT and the RGOPT procedures in the Gross—
Neveu (GN) model up to two-loop order to later apply the RGOPT machinery in the
fermionic sector of quantum chromodynamics (QCD) at the two loop level considering
three flavour massless quarks. We provide results for cold and dense quark matter,
for hot quark matter and for hot and dense quark matter. Already at leading order
(ag), which builds on the simple one loop term, the technique provides a non-trivial
non-perturbative approximation which is completely renormalization group invariant
for all cases mentioned above. In the case of cold and dense quark matter, at the
next-to-leading order the comparison between the RGOPT and the perturbative QCD
(pQCD) predictions shows that the former method provides results which are in better
agreement with the state-of-the-art higher order perturbative results, which include a
contribution of order o2 In? xs. At the same time one also observes that the RGOPT
predictions are less sensitive to variations of the arbitrary MS renormalization scale
than those obtained with pQCD. These results indicate that the RGOPT provides an
excellent resummation scheme which may be considered as an alternative to lattice
QCD calculations at high baryonic densities. In the case of finite temperatures, we
found similar results for the quark pressure Py and to evaluate the complete pressure
we simply added the standard perturbative two loop contribution from massless gluons
to the RGOPT quark pressure. This simple approximation shows and extraordinary
agreement with LQCD data for T = 0.25 GeV. This suggest that, at the two loop
order, for temperatures higher than 1.5 times the pseudocritical temperature Tpc of the
cross-over transition, most of the non perturbative information is within the quarkyonic
sector. The RGOPT also produced a significant reduction of the scale dependence
when compared to the next-to-next-leading order hard thermal loop results. To test our
results, we have used the thermodynamically consistent version of the RGOPT pressure
for cold and dense quark matter to calculate properties of quark stars. We found that
our equation of state predicts quark stars that lie within the more recent observational
constraints. Also, as expected our results are less dependent of the regularization scale
value.

Keywords: Optimised perturbation theory, Renormalization group, Quantum chromo-
dynamics.



Figura 1

Figura 2

Figura 3

Figura 4

Figura 5

Figura 6

Figura 7

Figura 8

LISTA DE FIGURAS

Acoplamento forte (xs) em funcéo da escala de energia Q compa-
rado com diferentes dados experimentais. Os respectivos graus de
teoria de perturbacdo da QCD sao: NLO, NNLO, NNNLO. . . . . ..
O possivel diagrama de fases da QCD. A linha vermelha é o freeze-
out empirico a partir de dados experimentais de colisbes de ions
pesados. A linha preta sélida é a possivel transicdo de primeira or-
dem e o quadrado é o ponto critico. Figura tomada da Ref. (LUO;
XU, 2017). . . e
Expanséo de acoplamento fraco da pressédo da pQCD até a ordem
«3In g para Ny = 3. As bandas sombreadas sdo o resultado da
variagcao da escala A por um fator de 2 em torno de 2n7. . . . . ..
Limites conhecidos da EoS estelar. A pressao é plotada em funcéo
do potencial quimico. A regidao com um ponto de interrogagao cor-
responde a uma EoS interpolada que conecta a regido da matéria
nuclear com a matéria perturbativa da QCD. Figura tomada da Ref.
(KURKELA etal.,2014) . . . . . . . . . i
O parametro de massa 11 normalizada, em p = 0, como uma funcao
de T/Ag, obtido com a RGOPT, a OPT padréo e a aproximagao de
LN para variagdes de escala 1 <« <4, N =3 e g(Ag) =m=gN =
7. Dentro da RGOPT e a OPT padrao na ordem de 2L, as faixas
sombreadas tém a borda inferior para « = 1 e a borda superior para
« = 4. A linha central dentro das faixas sombreadas corresponde a
= 2 i e e e e e e e e e e e e e e e
A presséo normalizada, P/Pgg, em p = 0 em fun¢do de T/Ag, obtida
com a RGOPT, a OPT padrao e a aproximacao do LN para 1 < « < 4,
N = 3 e g(Ag) = m = gtN. Dentro da RGOPT e a OPT padrao
na orden de 2L, as faixas sombreadas tém a borda superior para
« =1 e a borda inferior para « = 4. A linha central dentro das faixas
sombreadas corresponde a ®x=2. . . . .. ... ..o
A dependéncia da escala remanescente definida pela quantidade
AP/Pgg = (P(A = Ag) — P(A = 4A))/Pgg da pressao (normalizada),
em p =0 como uma fungdo de T/Agy. Os resultados de 2L da OPT e
daRGOPT sdocomparados. . . . . ... ... ... ... ..
frvs € frg EQs. (117) no esquema MS (N = 3) como fungéo de Ly
para as fixo (4mg). . . . . . .

15

17

18

22

41

41

42

52



Figura9 — Solucbes das equacdes do PMS e do RG em funcéo de «s para
diferentes valores do parametro da RSC, B, (para Ny = 3). Linhas
grossas: parte imaginaria de Ly, Im[LEMS (g, B, -)] (linha sdlida),
Im[LRC (g, B,, +)] (linha tracejada) e IM[LRC (g, B,,-)] (linha ponto-
tracejada). Linhas finas: parte real de Ly, Re[LEMS (g, Bo,-)] (linha
solida), Re[LR% (g, By, +)] (linha tracejada) e Re[LRC (g, B,,-)] (linha
ponto-tracejada). . . .. .. ... .. ...

Figura 10 — Massa da RGOPT otimizada (esquerda) e pressao (direita) em LO
parasi=0es1#0. . ... ...

Figura 11 — A massa otimizada em funcéo do potencial quimico para A = u,2u e
41 em LO (ponto-tracejado) e NLO (continuo). Para o ultimo, a curva
superior corresponde a A = u, a curva central a A = 2u e a curva
inferiora A =4u. . . ...

Figura 12 — A quantidade otimizada da RSC, Bs(1)g?(1), em fungéo do potencial
quimicopara A = L2 e 4. . . . ..o

Figura 13 — A presséo normalizada em fungé&o do potencial quimico na escala
central A = 2u. Os resultados da pQCD na ordem g, g° e g° (termo
LL) sdo comparados com os resultados da RGOPT em LO (ordem
g9 eNLO (ordem g). . . . .

Figura 14 — A pressao normalizada em funcao do potencial quimico. Os resul-
tados da pQCD na ordem g, g2 sdo comparados com a RGOPT
em NLO (ordem g). Em cada caso, a curva superior corresponde a
A=4peacurvainferiora A=pw. . . . ... ... ... ... ...

Figura 15 — A dependéncia de escala remanescente definida pelas diferencas
das pressoes (normalizadas) AP/Pfg =(P(A=4u)—P(A = u))/Pfg,
como funcdes do potencial quimico . Os resultados da pQCD na
ordem g e na ordem g@ sdo comparados com a NLO RGOPT.

Figura 16 — A pressao normalizada em fungao do potencial quimico. Resultados
da pQCD a partir da Eq. (164) incluindo g2 In® g (curvas pontilhadas
em violeta) em comparagao com a alternativa mais simples da NLO
RGOPT (curva preta continua). Em cada caso, a curva superior cor-
responde a A = 4y, a curva central a A = 2u e a curva inferior a
A= o e e e e e e e e

54

60

62

63

64

65

66



Figura 17 — A massa otimizada da RGOPT em funcao do potencial quimico para
A =, 2p e 4u em NLO para 1 otimizado a partir de frg = 0, iRg
(continuo) com B, dado pela Eq. (166), e a partir de fppyg = O,
fipms(B2) (ponto-tracejado) com B, otimizado pelo determinante
frsc = 0, Eq. (132). Em ambas prescrigbes, a curva superior cor-
responde a A = u, a curva central a A = 2u e a curva inferior a
A=dI e 70
Figura 18 — A quantidade RSC, Bz(u)g2(u),a partir da Eq. (166) (continuo) e do
determinante frgc = 0, Eq. (132) (ponto-tracejado) em funcdo do
potencial quimicoem A=y, 2uedu. . ... ... ... 70
Figura 19 — A pressao normalizada em funcao do potencial quimico. Os resul-
tados da pQCD para a ordem g2 (tracejado) sdo comparados com
a RGOPT em NLO (ordem g) para duas prescricoes de otimizacao:
n otimizado a partir de frg = 0, irg (continuo) com B, dado pela
Eq. (166), e a partir de fopyg = 0, fipms(Bo) (ponto-tracejado) com
B, otimizado pelo determinante frgc = 0, Eq. (132). Esquerda: Re-
sultados para a escala central, A = 2. Direita: Resultados para os
valores extremos da escala, em todos 0s casos, a curva superior
corresponde a A =4peacurvainferiora A=pw. . .. ... ... .. 71
Figura 20 — A dependéncia de escala remanescente definida pela quantidade
AP/Pfg = (P(A=4p)—P(A = u))/Pfg das pressdes (normalizadas),
como fungdes do potencial quimico r. Resultados da pQCD na or-
dem g2, da NLO RGOPT(firg) € da NLO RGOPT (fipys, Bo) sé@o
comparadosS. . . ... . e e e e 72
Figura 21 — Pressdo da NLO RGOPT perturbativamente reexpandida (linha fina,
vermelha) em comparacdo com a pressao perturbativa padrdo na
ordem g Eq. (174) (azul, tracejada) para pg = 0, com dependéncia
deescalaA=nT—4nT. . .. . .. .. . . .. .. ... 76
Figura 22 — Press&o normalizada para ug = 0 (esquerda) e ug = 1.2 GeV (di-
reita) da NLO RGOPT, Eq. (167) (B» = 0) usando 7(g?) perturbativa-
mente reexpandida usando as integrais térmicas exatas (faixa verde,
linhas finas), em comparacédo com a pressao da pQCD na ordem g
(faixa azul, linhas tracejadas) e a NLO HTLpt (faixa rosa, linhas pon-

tilhadas), com dependéncia de escala A = 7ty/ T2 + %2—47T\/ T2 + i—z 77



Figura 23 — Parametro da RGOPT, 1, como funcao de temperatura, T, para
ug = 0 (esquerda) e ug = 1,2 GeV (direita) calculado com 2 prescri-
cOes diferentes: 11 a partir de fppyg = 0 (faixa marrom, linhas finas)
e 1 a partir da Eq. (182) (faixa cinza, linhas tracejadas). Também
comparamos com o resultado invariante da escala da LO RGOPT
(linhas ponto-ponto-tracejadas). Os valores da escala estdo no inter-
valo A =my/ T2 + %;—4m/ T2 + ;L—; ....................

Figura 24 — Parametro do RSC B,g? como fungao da temperatura, T, para g =
0 (esquerda) e ug = 1.2 GeV (direita). Os valores de B,g° foram
obtidos com a Eq. (183) (faixa marrom, linhas finas) e com a Eq.
(181) (faixa cinza, linhas tracejadas). Os valores da escala estdo no
intervalo A = /T2 + ;‘—2—471\/ T2 + 7% ................

Figura 25 — Pressdo da NLO RGOPT como fungéo de T, para pug = 0 (esquerda)
e ug = 1.2 GeV (direita), usando nppg (faixas cinza, linhas finas). Os
resultados sdo comparados com os fornecidos pela NLO pQCD (fai-
Xas azuis, linhas tracejadas), a NLO HTLpt (faixa rosa, linhas ponto-
tracejadas) e a LO RGOPT (linhas violetas ponto-ponto-tracejadas).

~ . 2 2
Os valores da escala estdo no intervalo A = 71\/ T2 4+ ;‘?—471\/ T2 4+ %

Figura 26 — Pressdo da NLO RGOPT como fung¢éo de T para ug = 0 (esquerda)
e ug = 1.2 GeV (direita), usando fjgg (faixas marrons, linhas finas).
Os resultados sdo comparados com os fornecidos pela NLO pQCD
(faixas azuis, linhas tracejadas), a NLO HTLpt (rosa, linhas ponto-
tracejadas) e a LO RGOPT (linhas violetas ponto-ponto-tracejadas).

~ . 2 2
Os valores da escala estdo no intervalo A = 7r\/T2 + ;‘?—471\/T2 + ;‘?

Figura 27 — A dependéncia de escala remanescente definida pelas diferencas
APg/Pgg = (Pg(A\ = 4ntT) — Pg(A = nT))/Pgg das pressdes (norma-
lizadas), como fungdes da temperatura T. Os resultados de pQCD na
ordem g (linha tracejada) sdo comparados com a NLO RGOPT(fgg)(li-
nha fina), NLO RGOPT(fppg) (linha ponto-tracejada) e NLO RGOPT
(ﬁ(gz)) (linha pontilhada). . . . . ... .. ... ... ... ......

Figura 28 — Pressdo da NLO RGOPT, para ug = 0, usando 7i(g2) reexpandido
perturbativamente da Eq. (180) (a esquerda) e o fjppg exato obtido
com Eq. (168) (direita) em comparagédo com o estado da arte para a
pressao perturbativo na (’)(g3 In g) (faixa azul, linhas tracejadas). Os
valores da escala estdo no intervalo A =nT—4nT. . ... ... ...

Figura 29 — Pressdo da NLO RGOPT obtida com nigg (faixa marrom, linhas fi-
nas), em comparagdo com pQCD padrao O(g2In g) (faixa azul, tra-
cejado), NLO e NNLO HTLpt e com LQCD em nug = 0. Os valores da
escala estdonointervalo A=nT—4nT. ... ... ... ... ....

80

80

81

81

84



Figura 30 — Pressdo da NLO RGOPT obtida com figg (faixa marrom, linhas fi-
nas), em comparacdo com NNLO HTLpt e com LQCD em ug=0. . 85
Figura 31 — Pressao termodinamica consistente (esquerda) e densidade do nu-
mero de quarks (direita) em funcédo do potencial quimico, fornecida
pela NLO RGOPT (fippms, Bo) (vermelho, ponto-tracejado) em com-
paragdo com pQCD na ordem g2 (azul, tracejado), com dependéncia

deescalaA=2u,4peB=0. ... ... .. .. .. ... .. ..... 90
Figura 32 — b(u) da pressdo da NLO RGOP(fipys, Bo) (esquerda) e da presséo
da pQCD na ordem 92 (direita), com valor da escala A =2u,4u. . . 91

Figura 33 — Dependéncia funcional da pressao e da densidade de energia para

a NLO RGOPT(fipps, Bo) (vermelho, ponto-tracejado) e da pQCD

na ordem g2 (azul, tracejada) com B = 0. As linhas de P maiores

correspondema A =2ueasmenoresaA=4u. . ... .. ..... 92
Figura 34 — Relacdo massa-raio dada pela EoS da Fig. 33, onde as curvas com

massa maxima menor correspondem a A = 2u e a maiora A = 4u

para ambos, NLO RGOPT (fipps, B2) (linhas ponto-tracejadas) e

pQCD na ordem g2 (linhas tracejadas). . . . . . . . .. ..o . .. 92
Figura 35 — Dependéncia funcional da pressao e da densidade de energia para

a NLO RGOPT(fipps, Bo) (vermelho, ponto-tracejado) e a pQCD na

ordem g2 (azul, tracejada) com B # 0. As linhas P maiores corres-

pondemaA=2ueasmenoresaA=4u. . . .. ... ... ... .. 93
Figura 36 — Relagdo massa-raio dada pela EoS da Fig. 35, onde as curvas com

massa maxima menor correspondem a A = 2pu e a maiora A = 4u

para ambos, NLO RGOPT (fipps, Bo) (linhas ponto-tracejadas) e

pQCD na ordem g2 (linhas tracejadas). . . . . . ... ........ 93
Figura37 —Funcdo pemiLe2LparaN=3 . . . . . . ... . ... ... .... 131
Figura 38 — Constante de acoplamento, g, em 1L e 2L em fun¢do de A/A( para

N=3eg(Ag)=1 . . . 131



LISTA DE TABELAS

Tabela 1 — Regras de Feynman para a teoria interpoladana OPT . . . . . . .. 30
Tabela 2 — Solugdes da RGOPT na ordem & para diferentes valores Nem T =
=0 . e 39

Tabela 3 — Propriedades da massa maxima da estrela do quark predita pela
NLO RGOPT e pQCD na ordem g2 para dois valores de A/u. . .. 94



1.2

2.1
2.2
2.2.1
2.2.1.1
2.3
2.4
2.4.1
2411
2.4.2
2.4.2.1
2.5
2.6

3.1
3.2
3.3
3.3.1
3.3.1.1
3.3.2
3.3.3
3.3.3.1

3.3.4
3.4

3.4.1
3.4.2
3.4.3
3.4.4
3.4.5
3.5

3.5.1

SUMARIO

INTRODUGAO . . ..ttt ittt et e e e e ettt eeens 15
MATERIA DE QUARKS FRIA E DENSA E APLICACOES ASTROFi-

SICAS . . . e 20
ESCOPODATESE . . . .. ... .. ... .. ... .. ... ..... 22
OMODELOGROSS-NEVEU . . . ... ... ... ... ..... 24
PRESSAO PERTURBATIVAEM TE uFINITOS . . . . ... ... .. 24
TEORIA DE PERTURBACAO OTIMIZADA PADRAO . . . ... ... 29
OPT Padrao nomodelo GNsemmassa . . .. ... ........ 30
Resultadosem T=u=0. .. ... ... ... ... .. ... ..... 32
PRESSAO PERTURBATIVA MODIFICADA PELORG ... ... .. 33
A OPT MODIFICADAPELORG . . . . . ... ... ... ....... 34
RGOPT,ordem® . . .. ... ... ... ... .. .......... 35
Resultados da RGOPT naordem 8% para T=pu=0.......... 36
RGOPT,ordem &' . . . . . . . . .. . . ... 37
Resultados da RGOPT naordem &' para T=pu=0.......... 37

POSSIVEIS PROBLEMAS E OUTRAS PRESCRICOES DA RGOPT 39
RESULTADOS EM T # 0, u = 0 E COMPARACAO ENTRE A OPT

PADRAOEARGOPT . .. ... ... ... 40
RGOPT APLICADA NAPRESSAODAQCD ............. 44
ASPECTOS GERAISDAQCD . ... ... ... ... ... ..... 44
PRESSAO PERTURBATIVA DE QUARKSDAQCD . . . . ... ... 45
APLICANDO ARGOPT . . . . . . . e 47
Ordem 80 . . . . . . 48
Resultados da RGOPT naordem8%em T=pu=0 .......... 49
Resultados da RGOPT naordemoem T =pu=0. ... ... ... 49
Mudanca do esquema de renormalizacao para solucoes reais. . 51
A RSC mais proxima do esquema MS e outras opcdes possiveis de

RSC . . e 52
Condensado de quarks naRGOPT . . . . . . ... ... ...... 55
MATERIA DE QUARKS FRIAEDENSA . . .. .. .......... 56
Otimizacdode LOordem8° . . . . ... ... ............ 58
Otimizacaonaordemde 2L (8) . ... ... .. ... ... ..... 60
Resultados para a RSC mais proximo do esquema MS . . . . . . 61
Uma alternativa mais simples de prescricao da NLO RGOPT .. 67
Solucao a partir da equacao do RGreduzida . . . . . . ... ... 69

RESULTADOS PARA A MATERIA DE QUARKS QUENTE E DENSA 72
Compatibilidade com a liberdade assimptoticaem NLO . . . . . 73



3.5.2
3.5.3
3.5.4
3.5.4.1
3.5.4.2
3.5.5
3.5.6

4.1
4.2

AA
A2

D.1

E.1

F.A1

Massa da RGOPT otimizada na ordem g na aproximacao de T alta 74
Uma aproximacao perturbativa simples, otimizagdo na ordem g°> 76

Solucoes reais exatas em NLORGOPT . . . ... ... ... ... 78
Solugbes apartirdoPMS . . . ... .. .. ... ... 78
Solugbes apartirdoRG . . .. ... .. ... .. ... ... 78
Resultados numéricos para as solucoes exatasem NLO . . . . . 79
Efeitos da contribuicao gluénica perturbativa . . .. ... .. .. 83
ESTRELAS DE QUARKS DENSASEFRIAS . ............ 87
CONSISTENCIA TERMODINAMICA . . . .. ... ... ... .... 87
RELACAOMASSA-RAIO . . . ... . . . . .. 91
CONCLUSOES . . . ... ittt et e et e e e e e 95
REFERENCIAS . . . . . .. ittt e e e e 98
APENDICE A-NOTACAD . . . . . .o ittt i it e e e e 119
NOTACAO RELATIVISTICA . . . . . . .. . 119
MATRIZESDEDIRAC . . . . . . . i 119
APENDICE B - SOMASDEMATSUBARA . . . . ... ....... 121
APENDICE C - REGULARIZACAO DIMENSIONAL NO ESQUEMA
MS . . e 123
APENDICE D - RENORMALIZACAO DA PRESSAO DO MODELO
DEGN . ... ittt it e e ens 124
RENORMALIZACAODAMASSA . . . . .. . ... . i .. 124
APENDICE E - EQUACAO DO GRUPO DE RENORMALIZACAO
NOMODELODEGN. ................ 127
LIBERDADE ASSINTOTICANO MODELODEGN . ......... 129
APENDICE F — CALCULO DA PRESSAO NA ORDEM DE DOIS
LOOPS . . v i e e e e e e e e i 133



15

1 INTRODUGAO

Acredita-se que sistemas fisicos como o universo primordial € o interior de
estrelas compactas estavam/estejam em um estado de quarks e gluons puros chamado
plasma de quarks e glions (QGP) (SHURYAK, 1978; HEINZ; JACOB, 2000). Este
estado da matéria seria encontrado naturalmente em temperaturas e/ou densidades
baribnicas extremamente altas. Hoje em dia, existem varios experimentos onde o0 QGP
e criado em um intervalo de tempo extremamente reduzido, os experimentos mais
relevantes estdo sendo realizados no Relativistic Heavy-lon Collider (RHIC) (ARSENE
et al., 2005; ADAMS et al., 2005; ADCOX et al., 2005) e no Large Hadron Collider
(LHC) (CARMINATI et al., 2004; ALESSANDRO et al., 2006).

Por outro lado, a teoria fundamental que temos hoje para descrever este estado
da matéria é a Cromodinamica Quantica (QCD). A QCD, que é uma teoria nao abeli-
ana, apresenta confinamento de quarks e glions e um forte acoplamento para baixas
energias, impossibilitando a aplicagdo de teoria de perturbacéo (PT). No entanto, a
constante de acoplamento da QCD diminui com a energia e em energias muito altas
ela é baixa o suficiente para usar a PT de maneira mas confiavel. Este aspecto da QCD
€ conhecido como liberdade assintoética (AF). A figura 1 ilustra os diferentes dados
experimentais para a constante de acoplamento forte e o resultado dado pela expres-
sao perturbativa de o5 = g§/(47t), em diferentes ordens, a saber: Next-to-leading order
(NLO), Next-to-next-to-leading order (NNLO) e Next-to-next-to-next-to-leading order
(NNNLO). Em altissimas temperaturas e/ou densidades, temos a matéria de quarks

Agaril 2416
o 2) » T decays (NILOY
(Q a DIS jets (NLOY
0 Heavy Quarkonia (NLO
0.3 o ' jets & shapes (res. NNLO)
® W, precision fits (NNNLO)
v PP —> jets (NLO)
v PP —= I (NNLOY
0.2
= QCD og(Mz)=0.1181 £0.0011

10 Q [GeV] Loo 1000

Figura 1 — Acoplamento forte perturbativo em funcéo da escala de energia Q compa-
rado com diferentes dados experimentais. Os respectivos graus de teoria
de perturbacdo da QCD sao: NLO, NNLO, NNNLO. Figura tomada da Ref.
(PATRIGNANI et al., 2016).
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no estado de QGP, onde quarks e gluons sao fracamente acoplados ou desconfinados.
Conforme a temperatura/densidade baixa, o sistema atinge uma temperatura critica
(Tc) ou pseudocritica (7Tpc) no caso de baixas densidades, na qual quarks e glions
estao fortemente acoplados e o sistema sofre uma transicao de fase de QGP para
matéria hadrdnica ou no caso de baixas densidades a passagem de QGP para matéria
hadrénica ocorre de manera suave via um crossover. Essa transicao de fase(crosso-
ver) esta relacionada ao confinamento/desconfinamento e a quebra/restauragéao da
simetria quiral. As escalas de energia das transicoes de fase(crossover) podem ser
alcangadas por experimentos de laboratério envolvendo as colisdes de ions pesados
como Au-Au, Pb—Pb e Xe—Xe, em energias relativisticas. Os valores de energia do
centro de massa de 200 GeV e 2.76-5.44 TeV por nucleon foram atingidos no RHIC
(ADAMCZYK; OTHERS., 2017) e no LHC (ACHARYA et al., 2018, 2020, 2019) res-
pectivamente. Nestes experimentos, diferentes valores do potencial quimico baridnico,
1p, sdo alcangados variando a energia do feixe, /Sy, pois € bem sabido que a dimi-
nuicao da energia de colisdo resulta em um aumento do potencial quimico baridénico
(ANDRONIC et al., 2018). Entao, para as colisdes mais energéticas no LHC, onde a
densidade baribnica é quase zero, a temperatura associada ao congelamento quimico
ou chemical frezee-out, que € a temperatura na qual o sistema para de ter colisbes
inelasticas, foi relatada como ocorrendo em T ~ 155-158 MeV (ANDRONIC et al.,
2018). Devido ao fato de que sob essas condicdes o acoplamento da QCD ainda é
alto, as ~ 0.43, a descricao tedrica de tal transi¢ao requer o uso de técnicas nao per-
turbativas. A este respeito, lattice QCD (LQCD), que é o método nao perturbativo mais
confiavel hoje em dia, uma vez que usa a densidade lagrangiana completa da QCD,
previu que a transicao de desconfinamento observada em potencial quimico bariénico
zero coincide com a restauragao da simetria quiral e € um crossover (AOKI Y. et al.,
2006), na temperatura pseudocritica Tpc ~ 145-165 MeV (BAZAVOV, A. et al., 2014;
BORSANYI, Szabolcs et al., 2010b; BORSANYI, Szabocls et al., 2014). Este acordo
notavel entre a temperatura de congelamento quimico e a temperatura pseudocritica
obtida por LQCD sugere que o congelamento quimico ocorre proximo a hadroniza¢ao
do QGP.

Avangando para densidades mais altas e temperaturas mais baixas, o possivel
diagrama de fases da QCD, mostrado na Fig. 2 da Ref (LUO; XU, 2017), exibe duas
regides que sao de grande interesse atual. O primeiro localizado nos valores interme-
diariosde T e ug (T ~ 100 MeV, ug ~ 900 MeV), esta atualmente sendo explorado
por experimentos como o beam energy scan no RHIC, cujo objetivo é confirmar a
existéncia do ponto critico (LUO; XU, 2017) que, de acordo com as aproximacdes do
modelos efetivos, deve marcar o final de uma linha de transi¢cao de primeira ordem co-
mecgando em T = 0. A segunda regiao, que cobre o intervalo T ~ 0-30 MeV e pg = 1
GeV, é essencial para a descrigdo de objetos estelares compactos, como estrelas de
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Figura 2 — O possivel diagrama de fases da QCD. A linha vermelha é o freeze-out
empirico a partir de dados experimentais de colisbes de ions pesados. A
linha preta sélida € a possivel transi¢cao de primeira ordem e o quadrado é
o ponto critico. Figura tomada da Ref. (LUO; XU, 2017).

néutrons e estrelas de quarks. Infelizmente, devido ao conhecido problema do sinal
(DUMITRU et al., 2005), a LQCD encontra um ambiente hostil dentro dessas duas
regides importantes onde os célculos na rede ainda ndo podem ser implementadas de
forma confiavel.

Observe que o uso da PT é impensavel nas faixas relevantes de temperatura
e potencial quimico discutidas aqui. Devido a propriedade de liberdade assintotica, a
convergéncia sé pode ser alcancada em temperaturas muitas ordens de magnitude
maiores do que a critica. Em relacdo ao objetivo principal do presente trabalho, vale
a pena ressaltar um sério problema adicional encontrado em aplicagdes da PT que
basicamente reflete a incompatibilidade desta aproximagé&o com as propriedades do
grupo de renormalizagdo (RG). De fato, foi observado que a sensibilidade a escala
arbitraria de energia, A, introduzida durante o processo de regularizagdao, aumenta
quando sdo considerados termos sucessivos na expansao de acoplamento fraco, o
que nao é um resultado ideal na medida em que observaveis termodinamicos, como
a presséo, estdo envolvidos. Para tornar essa declaragcao mais clara, fornecemos a
Fig. 3, que mostra a expanséo de acoplamento fraco da pressdo da QCD para N; =3
normalizado com a pressao do gas ideal, até a ordem cxg In s (VUORINEN, A., 2003).
As bandas foram obtidas variando a escala de renormalizagéo por um fator de 2 em
torno de 2nT, obtido com o “running” de «s em trés loops (3L) e Ays = 335 MeV.
Nota-se que em geral os resultados sdo muito sensiveis as mudancas na escala de
renormalizacao, e a situacao piora para valores de temperatura mais baixos. Também
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Figura 3 — Expansao de acoplamento fraco da pressdo de QCD até a ordem o3 In o
para N¢ = 3. As bandas sombreadas s&o o resultado da variagio da escala
A por um fator de 2 em torno de 2nT. Figura producida pelo autor

é importante notar que, em ordem 32 e a2, a QCD perturbativa (pQCD) mostra um
comportamento errado até do ponto de vista qualitativo.

Teorias efetivas como as descritas pelo modelo de Nambu—Jona-Lasinio (NJL)
(NAMBU; JONA-LASINIO, 1961a, 1961b) e 0 modelo de Gross—Neveu (GN) (GROSS;
NEVEU, 1974) entre outros, permitem, em principio, mapear uma grande parte do
diagrama de fases. Porém, muitos ndo tém confinamento e poucos deles sdo modelos
renormalizaveis em 3 + 1 dimensdes e neste caso deve-se usar um valor finito para
o0 momento na faixa do ultravioleta (cutoff) que limita a energia que pode ser estu-
dada com o modelo. Além disso, a maior parte da literatura que lida com esse tipo de
modelos efetivos, usa a tradicional aproximagéo de N grande (LN), que é similar a apro-
ximacao de Hartree e de campo médio. Esta € conhecida por falhar em varios casos
como, por exemplo: violagdo do teorema de Landau (LANDAU, 1980) para a transi¢ao
de fase em uma dimensao espacial (DASHEN et al., 1975; ROSENSTEIN et al., 1991)
e na localizacao do ponto critico na transicao liquido-gas para teorias fermiénicas em
2 + 1 dimensdes (KNEUR, Jean-Loic et al., 2007) entre outros problemas. Entéao, é
imperioso usar métodos que vao além da aproximag¢ao LN. Nesse sentido, uma abor-
dagem nao perturbativa importante é usar resultados perturbativos considerando multi
loops, além de algum procedimento de ressoma, de modo que resultados nao per-
turbativos sejam gerados. Existem varias maneiras de fazer esta ressoma (BLAIZOT
et al., 2003b; KRAEMMER; REBHAN, 2004; ANDERSEN; STRICKLAND, 2005). Uma
maneira bem conhecida € reorganizar a série perturbativa adicionando e subtraindo
um termo gaussiano que contém um parametro de massa arbitrario. Por exemplo, no
caso do modelo escalar sem massa Adp*, deforma-se a acéo adicionando (1 — 8)n2¢?2
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enquanto redimensiona-se o acoplamento como A — dA. Uma quantidade fisica, como
a pressdo, é entdo avaliada perturbativamente na ordem &K, e resultados nao per-
turbativos otimizados s&o gerados aplicando-se um critério variacional especificado
pela otimizacdo de massa ou principio de sensibilidade minima (PMS) (STEVENSON,
1981): aa—’;k =0, em & = 1. Este tipo de técnica é frequentemente apresentado como
teoria de perturbacgéo otimizada (OPT) (STEVENSON, 1981), expanséao delta linear
(LDE) (BENDER et al., 1987, 1988; DUNCAN; MOSHE, 1988) e também screened
perturbation theory (SPT) (KARSCH et al., 1997; ANDERSEN et al., 2001). No entanto,
devido a invariancia de calibre, a implementacao desse tipo de procedimento no setor
gludnico puro da QCD néo é 6bvia. Felizmente, o problema de adicionar um termo gaus-
siano ao setor gludnico foi contornado por Braaten e Pisarski (BRAATEN; PISARSKI,
1992) que propuseram uma densidade Lagrangiana efetiva manifestamente invariante
de calibre! descrevendo adequadamente um termo de massa térmica gludnica. Gra-
cas a esta conquista, uma generalizacao do OPT/SPT padrao foi feita adicionando e
subtraindo uma agéo efetiva de hard-thermal-loop (PISARSKI, 1989; BRAATEN; PI-
SARSKI, 1990b, 1990c, 1990a) (HTL) que modifica sistematicamente os vértices e
propagadores de forma que o resultado seja evidentemente invariante de calibre (BRA-
ATEN; PISARSKI, 1992). Esta generalizagéo é conhecida como teoria de perturbacao
HTL (HTLpt) (ANDERSEN et al., 1999, 2000, 2002). Hoje em dia existem resultados
até NNLO da pressao da QCD usando HTLpt (ANDERSEN et al., 2010a, 2010b, 2011;
MOGLIACCI et al., 2013; HAQUE et al., 2014a, 2014b), o que € impressionante, da-
das as dificuldades técnicas para se calcular os muitos diagramas de Feynman de
3L para matéria de quarks quente e densa. Além disso, as referéncias mais recentes
(MOGLIACCI et al., 2013; HAQUE et al., 2014a, 2014b) mostram resultados muito
proximos aos dados da LQCD para temperaturas T 2 Tpc para uma escala central de
renormalizacdo A = 2T no esquema de renormalizacdo MS, que baseia-se no menor
modo bosbnico térmico finito de Matsubara. Contudo, similarmente ao que acontece
na pQCD, mudancas moderadas na escala alteram drasticamente os resultados. Foi
argumentado pelos autores, que esta sensibilidade as mudancas da escala poderia
ser melhorada ressomando a dependéncia logaritmica dos resultados, mas esta sen-
sibilidade pode ser melhor explicada pela falta de propriedades de invariancia frente
ao grupo de renormalizagdo (RG) na abordagem da HTLpt, dado que, a HTLpt usa
uma expansao de altas temperaturas em poténcias de m/T, onde T > m, de modo
que nao ha informagdo em T = 0, e as propriedades do RG sdo impossiveis de serem
incorporadas sem informagbes do vacuo.

Ha alguns anos, foi proposta uma modificacado da OPT padrao, com o objetivo
de introduzir propriedades perturbativas do RG de maneira consistente. Esta alterna-

1 Taylor e Wong (TAYLOR; WONG, 1990) ja haviam escrito uma agao invariante de calibre, porém
escrita de uma forma que a invariancia de calibre nao é manifesta.



Capitulo 1. Introdugéo 20

tiva proposta na Ref. (KNEUR, Jean-Loc; NEVEU, 2010) sob a sigla RGOPT (renor-
malisation group optimised perturbation theory), estabelece que a equacao do PMS
deve ser resolvida simultaneamente com a equacao do RG, /\%,F/’\—k = 0. A restricao é
que, ao contrario da pQCD e HTLpt, onde pode-se concentrar no dominio de altas
temperaturas, a RGOPT requer que toda a contribuicdo dos logaritmos dependentes
da escala do vacuo (T = ug = 0) seja conhecida para que a prescri¢cao seja eficaz.
Este fato representa um obstéculo técnico ao se aplicar a RGOPT no setor gludnico de
QCD, uma vez que as avaliagcoes perturbativas de termos de vacuo (contendo massas
térmicas) tornam-se extremamente complicadas mesmo em LO. Por outro lado, uma
avaliagao perturbativa em NLO (2L) da pressao da QCD, incluindo a contribuicdo do
vacuo, pode ser realizada de uma maneira mais facil se considerarmos o caso da
aplicacdo da RGOPT no setor de quarks enquanto o setor gluénico € descrito pela
contribuicdo perturbativa padrdo de glions sem massa.

Na QCD, em T = pug = 0, a RGOPT foi usada para calcular com excelente
precisao a escala da QCD, Ayg, no esquema MS (KNEUR, Jean-Loc; NEVEU, 2012).
Além disso, a constante de acoplamento forte foi calculada a partir da constante de
decaimento do pion (KNEUR, Jean-Loc; NEVEU, 2013), F, e foram obtidos resultados
muito precisos para o condensado de quarks a partir do célculo da funcao espectral,
p, até a ordem de 6L (KNEUR, Jean-Loc; NEVEU, 2015, 2020). Em aplicagbes pos-
teriores, a RGOPT foi usada em teorias escalares em temperaturas finitas (KNEUR,
Jean-Loc; PINTO, 2015, 2016; FERRARI et al., 2017), e comparada com SPT/HTLpt
mostrando explicitamente como o método melhora consideravelmente a dependéncia
de escala em teorias térmicas.

E importante observar que, com os métodos variacionais tradicionais, como
SPT, HTLpt e OPT, o procedimento de otimizacao leva a varias solugdes, incluindo
solugdes complexas, quando consideram-se ordens mais altas. Como discutido nas
Refs. (ANDERSEN et al., 2010a, 2010b, 2011; MOGLIACCI et al., 2013; HAQUE et al.,
2014a, 2014b), em alguns casos, deve-se usar um critério alternativo, por exemplo,
substituindo o termo de massa variacional por uma massa “blindada” perturbativa,
processo que pode levar a perda de informagdes ndo perturbativas importantes. No
contexto da RGOPT, esse grave problema pode ser evitado escolhendo-se apenas as
solugdes que reproduzem a liberdade assintética para pequenos acoplamentos, como
sera discutido mais profundamente neste trabalho.

1.1 MATERIA DE QUARKS FRIA E DENSA E APLICACOES ASTROFISICAS

O conhecimento da equacao de estado (EoS) da matéria de quarks fria (T = 0) e
densa (ng # 0) é necessario para uma descri¢cdo precisa de objetos estelares compac-
tos, como estrelas de néutrons ou de quarks. Devido ao problema de sinal da LQCD,
uma determinacdo n&o perturbativa completa da EoS permanece fora de alcance.
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Em geral, este problema é parcialmente contornado de diferentes maneiras, como
usando teorias quirais efetivas (CET) (EPELBAUM et al., 2009; MACHLEIDT; ENTEM,
2011) em baixas densidades e pQCD (KRAEMMER; REBHAN, 2004) em densidades
extremamente altas. Como alternativa a essas abordagens analiticas, pode-se usar
modelos de quark efetivos, como o modelo de sacola do MIT (CHODQOS et al., 1974),
o modelo de NJL, bem como o modelo de quarks e mésons (QMM) (GELL-MANN,
Murray; LEVY, 1960) entre outros. Um trabalho pioneiro em pQCD de Freedman e
McLerran (FREEDMAN; MCLERRAN, 1977a, 1977b) forneceu a pressao de NNLO
para quarks sem massa em temperatura zero e potenciais quimicos finitos. O resul-
tado foi entao refinado para incluir massas de quark finitas (FRAGA; ROMATSCHKE,
2005; KURKELA et al., 2010; FRAGA et al., 2014). Depois de mais de quatro décadas,
uma nova ordem perturbativa foi avaliada recentemente na Ref. (GORDA et al., 2018),
onde os autores determinaram o coeficiente da contribuigdo logaritmica dominante em
N3LO: (xg In? 5. Uma vez que a contribuicdo suave do logaritmo principal em N3LO
avaliada naquele trabalho da uma correcao desprezivel para o NNLO, concluiu-se que
o uso de pQCD em NNLO como ponto de partida em calculos das propriedades de
estrelas de néutrons (KURKELA et al., 2010, 2014; GORDA, 2016; ANNALA et al.,
2018; MOST et al., 2018), bem como a simulagéo de sinais de ondas gravitacionais de
fusdes de estrelas de néutrons é bem justificada.

Mesmo que modelos efetivos possam ser usados para descrever em baixas den-
sidades, o regime perturbativo no nucleo da estrela provavelmente excede bastante a
densidade de saturagdo nuclear. Logo, nesta regiao, a descri¢cdo de baixas energias
claramente falha. Por muitos anos, a comunidade de estrelas compactas adotou ampla-
mente o uso do modelo de sacola do MIT para descrever estrelas de quarks, estrelas
hibridas e também o colapso do ndcleo de supernovas (WITTEN, 1984; ALCOCK et al.,
1986; HAENSEL et al., 1986; BEREZHIANI et al., 2003; ALFORD et al., 2005; DRAGO
et al., 2007; MINTZ et al., 2010). Nesse modelo, todos os efeitos das interacdes es-
tdo contidos na constante da sacola, que € a diferenga entre o estado fundamental
perturbativo e o vacuo de quebra de simetria quiral da teoria. A EoS do modelo do
MIT prediz que as massas das estrelas de quarks puros ndo chegam a 2M.,, onde
M. é a massa do sol. Por outro lado, a EoS perturbativa da matéria de quarks em
altas densidades na ordem de 2L prediz massas acima de 2M., (FRAGA et al., 2001,
2002; FRAGA; ROMATSCHKE, 2005) e a EoS perturbativa de 3L prediz massas que
excedem 2.5M;, (KURKELA et al., 2010). Estes valores das massas maximas predi-
tas pela pQCD sao obviamente altamente dependentes da escala A, e entdo apenas
alguns valores de A/u reproduzirdo uma EoS razodvel. Observacgbes astrondémicas
recentes colocam restricbes na massa maxima para estrelas de néutrons e de quarks.
Do ponto de vista observacional, o pulsar PSR J1614 — 2230 foi relatado como tendo
uma massa de 1.97 + 0.04M;, (DEMOREST et al., 2010) e o pulsar PSR J0348 + 0432
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Figura 4 — Limites conhecidos da EoS estelar. A pressdo € plotada em funcédo do
potencial quimico. A regido com um ponto de interrogacéo corresponde a
uma EoS interpolada que conecta a regido da matéria nuclear com a matéria
perturbativa da QCD. Figura tomada da Ref. (KURKELA et al., 2014)

uma massa 2.01 + 0.04M., (ANTONIADIS et al., 2013) e mais recentemente os dados
observacionais do pulsar de milissegundos MPS J074 + 6620 preveem uma massa
de 2.14*0-20 M, (CROMARTIE et al., 2019). Isto sugere que, uma descrig&o n&o per-
turbativa é importante na descricao de estrelas de quarks e de estrelas de néutrons.
Na Ref. (KURKELA et al., 2014), a EoS é construida usando a EoS da CET da Ref.
(TEWS et al., 2013) para densidades bariénicas abaixo de 1.1pg (pg ~ 0.16fm=3 é a
densidade da matéria nuclear), ja para potenciais quimicos baribénicos acima de 2.6
GeV, a EoS perturbativa é usada, e as duas regides sao ligadas por uma funcéo inter-
polada como ilustrado na Fig. 4. Uma vez que o mecanismo de ressoma da RGOPT
captura informacodes nao perturbativas importantes, pode-se especular que a RGOPT
pode eventualmente preencher, pelo menos em parte, a regido que os modelos de
baixa energia e pQCD ndo conseguiram descrever.

1.2 ESCOPO DA TESE

Este trabalho esta organizado da seguinte forma. No capitulo 2, o procedimento
da RGOPT é explicado no contexto do modelo de GN, uma vez que este modelo
compartilha algumas caracteristicas da QCD como a liberdade assintética e a simetria
quiral, mas sem as dificuldades desta teoria fundamental, facilitando desta maneira
a introducao da técnica. Além disso, nesse capitulo, contrastamos os resultados da
RGOPT com os da OPT padrao para mostrar como a inclusédo de propriedades do RG
melhora significativamente os resultados. No capitulo 3, aplicaremos 0 maquinario da
RGOPT no setor fermiénico da QCD em NLO, para N¢ = 3 quarks sem massa. O setor
glubnico sera dado por sua expressao perturbativa pura. Apresentaremos resultados
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para trés regimes: T=u=0,T=0,u#0,e T #0, u # 0 e compararemos nOSSOS
resultados com resultados do estado da arte para pQCD e HTLpt. Os resultados
para T = 0, u # 0 foram publicados em Phys. Rev. D 100, 114006 e os resultados
para T # 0, u # 0 estdo em preparacao para publicacdo. No capitulo 4, usaremos uma
versao termodinamicamente consistente da EoS do capitulo 3 para a matéria de quarks
densa e fria (T = 0, 1 # 0) para calcular a relagcdo massa-raio para estrelas de quarks.
Finalmente no capitulo 5 as conclusdes e as perspectivas futuras sao apresentadas.
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2 O MODELO GROSS-NEVEU

O modelo de Gross—Neveu foi proposto em 1974 por David Gross e André
Neveu (GROSS; NEVEU, 1974) com o objetivo de estudar a quebra da simetria quiral
em modelos assintéticamente livres. A densidade Lagrangiana deste modelo é dado
por

L=y (i3 - m)tl)k+ (lbkll)k) : (1)

onde k representa os diferentes sabores variando de 1 até N. Definimos a interagdo
fermibnica como g = géNN, com o propédsito de, quando conveniente, tomar o limite de
LN, assim como foi feito na Ref. (GROSS; NEVEU, 1974). Quando, m = 0, este modelo
é invariante sob a simetria quiral discreta V) — y50,. Outra caracteristica importante
desta teoria é que, em 1 + 1 dimensdes, ele representa uma teoria renormalizavel que
apresenta liberdade assintética. Portanto, seu estudo nos possibilitara compreender
muitos aspectos da QCD sem ter que afrontar as dificuldades inerentes a mesma.
Sendo assim, neste trabalho, nosso estudo se concentrard inicialmente no modelo GN.

Primeiramente estudaremos os aspectos perturbativos do modelo GN, e entao,
a OPT e a RGOPT serao apresentadas para estudar o comportamento nao perturbativo
da teoria, com o objetivo primario de calcular a pressao.

2.1 PRESSAO PERTURBATIVA EM T E u FINITOS

Vamos agora escrever a pressdo perturbativa até 2L ou ordem g, que diagrama-
ticamente é dada por:

PPT - Q + (I) +FPet+0 <g2> , (2)

onde P ;. é dado por todos os contratermos que cancelam as divergéncias dos dois
primeiros diagramas, como veremos mais adiante.
A primeira contribuigdo para a pressao perturbativa,

e &

é 0 gas livre de férmions ou diagrama de 1L ou de ordem g°, e

2
_ g d?p . [ p+m
Py = (DC) = 2Ng {/ 22 tr [pz—mz} } (4)

€ o diagrama de 2L ou ordem g. O termo G é dado por (KNEUR, Jean-Loc et al., 2006):

5 trin(p—m), (3)

G=1-55 (5)
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que vem das transformacdes de Fierz, que sdo usadas para o vértices de quatro
férmions, a fim de ter em conta o rearranjo dos campos férmions que ocorrem no vértice
(KLEVANSKY, 1992), separando assim o vértice em dois canais. Consequentemente,
tem-se como regra de Feynman para cada vértice o termo, %Q. Permita-nos observar
que, G — 1, quando se toma o limite de LN.

Tomando-se o traco em indices de sabor e indices de espinores de Dirac,
encontra-se

Po . [ d°p 2+ mP
W‘_I/(zﬂ)2 |n(—p +m>, (6)
e
Py (% 1] ap po |
N =299 4 m [/ (2ﬂ)2—p2+m2] ’ [/ (27r)2—P2+m2] | !

Para escrever estas expressdées em termos da temperatura T e do potencial quimico
i, devemos usar o formalismo do tempo imaginario de Matsubara, onde se faz a
substituicdo, p — (iwn + 1, p), €

wnp=@n+1)nT (8)

sdo as frequéncias de Matsubara para férmions, onde n=0+1+2 + --- + co. Substi-
tuindo py podemos fazer a substituicao,

e, dp
/ an? i / dwn(zﬂ)z. (9)

Essa substituicao é valida para T — 0, ja que Awp — 0 quando 2ntTAn — 0. No
entanto, para T finito, a integral em wp na Eq. (9) torna-se discretizado na medida que
TAn torna-se finito (GJESTLAND, 2007), e entdo se obtém,

[ @3 10

n=0

e a presséao torna-se

P / Zm[ n— i) +E§] (11a)

n—_

2
P 2 2 /dp = 1
— =29gT°G<{m —
N J { [ 27 _Zoo(wn—iu)2+Elg
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onde

Ep = \/p2 + m2. (12)

Avaliando as somas de Matsubara (Apéndice B), obtemos:

%:/g—iE,ﬁ;h (M, ), (13a)
e
ﬂ=Qg{m2 {/@L_ll (i g)r_T_zﬁ(m g)} (13b)
N 2 2nEp ™ ’ 72\ ’

onde os integrais térmicos adimensionais s&o
oxX0 _ - A _ r~ 0
I (m, 1) =/ dﬁ){ln [1 +e (E”w)] +In [1 +e (& ”)] } (14)
0

b(mi)- [~ dp ::l,, [(Ep) - (Ep)] (15)

N oo A
j2(m,u)=/o dpEp -], (16)

onde m=m/T,iu=wT,p=pT, Ep = Ep/T e f* so as distribuicées Fermi—Dirac
dadas por

A

f(Ep) = (17)

1+ e<Epiﬁ>
A primeira integral na Eq. (13a) e a primeira integral na Eq. (13b) s&o integrais di-
vergentes quando p — oo. Esse tipo de divergéncia é conhecido como divergéncia
ultravioleta (UV). Na teoria sem massa (m = 0), as integrais também divergem quando
p — 0, e esse tipo de divergéncia é conhecido como divergéncias infravermelhas (IR).
As divergéncias UV podem ser eliminadas pelo uso de esquemas de regularizacao
dimensional e renormalizacdo. Em nosso caso, onde temos uma teoria massiva, utili-
zamos a regularizagdo dimensional para identificar as divergéncias de UV no modelo
e, apods isso, renormalizamos a teoria para eliminar as divergéncias.

A regularizacao dimensional foi proposta por 't Hooft e Veltman em 1972 (HO-
OFT; VELTMAN, 1972), onde a dimensao da integral é alterada para D — ¢, € no final,
o limite e — 0 é tomado. O objetivo da regularizacao é isolar as divergéncias que apa-
recem nas integrais do vacuo. Por outro lado a renormalizacdo € a técnica mediante a
qual se eliminam as divergéncias que ja foram isoladas na regularizagédo. Existem va-
rios esquemas de renormalizacao, o mais usado na teoria quantica de campos (QFT)
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€ 0 esquema de renormalizacdo de subtracdo minima (MS) inventado por 't Hooft
(HOOFT, 1973) e Weinberg (WEINBERG, 1973a). Usaremos uma versao moderna do
esquema MS, o MS (BARDEEN et al., 1978), que evita alguns termos constantes fini-
tos que aparecem ao implementarmos a técnica de regularizacao dimensional. Neste
esquema nds temos a substituicao

dPp evEp2\ 92 ;gD
/ 5 — / 5o (18)
(2m) 4n (2m)=¢
onde yg é a constante de Euler—Mascheroni e A € a escala de energia de regulariza-
cao arbitraria MS, que deve ser introduzida para manter as dimensées corretas. No

Apéndice C, aplicamos a substituicao (18) nas integrais divergentes (13). Usando os
resultados (238) obtemos,

Po 1 1 1

o_° 2L 21 (p o
N _27t{m L+2 Lm]+2T I (m,u)}, (19a)

(19b)

onde Lm = 1In (%7) Agora, podemos ver claramente os termos divergentes nas Egs. (19)
quando € — 0, que é o objetivo da regularizacdo dimensional. Nosso préximo passo
€ eliminar essas divergéncias, ja que nao ha sentido, do ponto de vista experimental,
em ter-se presséo infinita. Para fazer isso, devemos renormalizar a densidade Lagran-
giana adicionando termos extras chamados contratermos, que sao construidos para
cancelar as divergéncias geradas pela densidade Lagrangiana original, de modo que
a nova densidade Lagrangiana é

Lren= L+ Lc.,t.a (20)

onde £ é a densidade Lagrangiana (1) e L;_1 € a densidade Lagrangiana de contrater-
mos dada por:

o Ca -
L.t = bk (A3 = Bm) b + o (bbg) + X, (21)
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onde X é conhecida como a constante cosmolégica, a qual elimina as divergéncias de
ponto zero (veja apéndice B). Agora, escrevemos a densidade Lagrangiana renormali-
zada em termos de constantes de renormalizacao, e seguindo Ref. (GRACEY, 1990),
temos que

Lren = Zykidy - zmzq)mlpkxpﬁ N 2922 (Dri)? + X, (22)

onde a escala de renormalizagdo A foi introduzida para garantir que g se mantenha
adimensional. As constantes de renormalizagao Zmp, Zm e Zg séo dadas por:

Zy=1+A ZyZm=1+B e Z3Z5=1+C, (23)

e entdo podemos definir novos campos, massa e constante de acoplamento de acordo
com as expressoes:

Vo = Z)%bk, mo=Zmm e go=AZyg, (24)

chamadas o0 campo nu, massa hua e constante de acoplamento nu, respectivamente.
Logo, a densidade Lagrangiana renormalizada,

Lren = o (18 = mp) o + o (ll)oll) )2+ (25)

levara a quantidades fisicas finitas. Vamos ressaltar que as divergéncias sao agora
inseridas em g, mgy, gg € X. Estas divergéncias serdo absorvidas pela renormali-
zacao e as quantidades renormalizadas 1V, m e g sdo portanto quantidades finitas.
Notemos que as quantidades nuas sao, por construcéo, independentes da escala de
regularizacao A.

A fim de encontrar os contratermos, primeiro vamos expressa-los como uma
expansao em g como

o0 o0 o0
A=> An(g.miA€)g", B=> Bn(g,mAe)g" e C=) Cn(g,mA,e)g".
n=1 n=1 n=1

(26)

Muitos anos atras, J.A. Gracey calculou os contratermos para o modelo GN até 3L
(GRACEY, 1990), listamos-lhes abaixo em nossa notacao:

_ 2
2 4-94,9 (2(4N 3)+1>g

ne” " 8m2 €2 e/ N (27)
__G (2(4N-8)(BN-5) 3(6N-5 (4N-3) 9_3+@<g4>
4873 3 e? € N2 |
G g g(N—1)(2 1)93 4
L e 2
g N s \@2te) et (") =

_ _N—1g (N—1) N -1 g_ 3
Zg=1-— N+< o +4ﬂ2€) N2+<9(g). (29)
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No Apéndice D mostra-se explicitamente a renormalizagdo da pressao, que
elimina as divergéncias nas Egs. (19). A expressao final para a pressao perturbativa
renormalizada é:

PPT PO,ren P1,ren 2\ .
N~ N ' N +O<g>’

1 1 A g NENET)
~T272 (i, ) } +0 ().
2.2 TEORIA DE PERTURBAGAO OTIMIZADA PADRAO

Antes de aplicar a RGOPT vamos relembrar como a OPT padrao ¢ aplicada na
pressao e como ela leva a resultados altamente dependentes da escala A.

A teoria da perturbacéo otimizada (OPT), também conhecida como expanséo
delta linear (LDE), € um método nao perturbativo usado pela primeira vez em uma
versao logaritmica (BENDER et al., 1988) subsequentemente colocado numa versao
linear mais simples (DUNCAN; MOSHE, 1988). Ela consiste basicamente em modificar
a Lagrangiana de uma teoria particular introduzindo um parédmetro de expanséao .
Digamos que L é a densidade lagrangiana que queremos resolver, e L é a densidade
lagrangiana da teoria livre, a qual sabemos resolver. A densidade Lagrangiana pode
ser escrita em termos de & como

L) =(1=8)Lo+8L=Ly+5(L—Lo). (31)

Notemos que a densidade Lagrangiana L () interpola entre a teoria livre (6 = 0) e a
teoria original (6 = 1). Em seguida, as quantidades fisicas relevantes sdo expandidas
como uma série em 9, que é tratado como um numero pequeno, mas definido como
1 no final. A convergéncia da OPT no caso das teorias criticas foi provada na Ref.
(BUCKLEY et al., 1993).

Para manter o equilibrio dimensional, um parametro de massa arbitrario, n,
deve ser adicionado na densidade Lagrangiana L. Esse parametro atuard como um
regulador infravermelho no caso de uma teoria sem massa, e pode-se entdo fixa-
lo exigindo que uma quantidade fisica relevante, P (=), seja pelo menos localmente
independente de n. Este critério de otimizacdo é matematicamente escrito como

0P (n)
on i

=0, (32)

e € conhecido como o principio da sensibilidade minima (PMS) (STEVENSON,
1981).

A OPT provou ser um poderoso método nao perturbativo em teorias criticas.
Por exemplo, na matéria condensada, fornece uma avaliacido precisa da densidade
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critica do poli-acetileno (CALDAS et al., 2008). Antes disso, ela forneceu um dos
resultados analiticos mais precisos para a mudanga na temperatura critica para o
gas de Bose fracamente interagente (SOUZA CRUZ et al., 2001; KNEUR, Jean-Loc
et al., 2004). Foi usada para estudar a teoria renormalizavel de Yukawa, mostrando
resultados bastante confiaveis em todos os regimes de energia (FRAGA et al., 2009).
Produziu resultados muito bons para as suscetibilidades de quarks no modelo NJL
(RESTREPO et al., 2015). Além disso, quando estendida para HTL, prevé com mais
sucesso as propriedades térmicas da QCD no nivel de 3L (ANDERSEN et al., 2011).

2.2.1 OPT Padrao no modelo GN sem massa

Uma das vantagens da OPT é que ela pode ser usada para estudar mais facil-
mente o caso académico do limite quiral (m = 0), ja que, como dito anteriormente, o
parametro de massan age como um regulador infravermelho. Dito isto, vamos aplicar o
método ao modelo de Gross-Neveu sem massa. Primeiro, vamos escrever a densidade
Lagrangiana livre

Ly =Py (i3 —n)Dy.
Entao, seguindo a prescricao da Eq. (31), obtém-se
(i T 9 2
L(8) =g (Id—m) Py +6 [T]’-l)kll’k N (k) ] :
Podemos reescrever a teoria interpola de maneira mais clara como
E T H 6g T, 2
(0) =g [id—n (1 =O)y + 7 (Wrbk)“, (33)
onde as novas regras de Feynman s&o dadas na tabela 1 sendo que o ponto cinza

Tabela 1 — Regras de Feynman para a teoria interpolada na OPT

Nome Representagdo Regra de Feynman
Propagador Fermionico Vestido — sepe— ,-ngigz
Propagador Fermionico S "p%z
o SO

caracteriza a insercao de 0, que aparecera ao se expandir em o, € neste caso sem
massa temos

n=n(1-79). (34)
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E claro que a densidade Lagrangiana (31) levara a resultados divergentes, como dis-
cutido nas sec¢bes anteriores. Entdo, é preciso adicionar contratermos na densidade
Lagrangiana, em outras palavras

Lren (0) = L(3) + L. (5). (35)
A teoria interpolada dada pela Eq. (31) pode ser obtida substituindo
m—n(1-0) e g— &g (36)

na densidade Lagrangiana (1). Entdo, na pratica, para aplicar a OPT no limite quiral,
pode-se simplesmente fazer as substituicoes (36) na quantidade fisica relevante ja
calculada de forma perturbativa, expandir até a ordem desejada em 6 fixando & = 1 no
final, e finalmente aplicar a equagédo do PMS, Eq. (32) para obter o valor optimizado 1.
Logo, para ser rigoroso, € preciso fazer isso também nos contratermos, entéo é facil ver
que nao precisamos repetir o procedimento de renormalizacao, dado que exatamente
a mesma substituicado também ¢é aplicada na densidade Lagrangiana do contratermo,
e portanto, pode-se apenas aplicar o procedimento que acabamos de descrever na
quantidade ja renormalizada. Para ilustrar isso, vamos usar as regras de Feynman para
a pressao obtida da densidade Lagrangiana (35) até 2L (ordem ),

pOPT O @ OPT+O 52)

——//dptrln( - égg /dzptr{wn} 2 (37)
(27.[)2 pP—m 2N (27_[)2 p2_n2

onde PO':’T € obtido aplicando-se a OPT ao contratermo (253) e a constante cosmo-
l6gica (255). Os céalculos para o contratermo de massa até a ordem &2 foram feitos
em (PINTO; RAMOS, 1999) para o modelo Ad#, e em (CHIKU; HATSUDA, 1998) foi
provado que a renormalizagdo pode ser realizada em qualquer ordem 8%, mostrando
explicitamente nosso argumento dado acima. Note que, a expressao de 2L n&o tem
propagadores vestidos, pois, o vértice ja é de ordem 6.

Agora, 0 segundo passo é expandir até a ordem 9, entdo o diagrama de 1L é

O=Q+@+o(52) (38)

e a pressao da OPT é entao

[ d?p . d
pOPT =—// trin(p—mn) +i6 /
(202 (p—m) +idn :

2m)2

2

p. [ p+n
r {/02—112}

2
59 dp P+n OPT 2
2N {/ (27[)2 tr {,02—112 +Psi  +0 <6 )
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Usando os resultados das secdes 2.1 e do Apéndice D, obtemos

N 1 1 SNn? [1
POPT e {n? [ L g =t +2mhin T} =20 [ Ly, 7o)

24Ly + 72

5gN NG
+EYO{W {e_z‘g[Ln"2(Tl= T, )] + 22

2
+[y+ o, T, W) } —T27%(m, T, ) } PO+ 0 (82).
A expressao explicita para POPT até ordem § é:

SgN 1 1 24[, + e
POPT == 2 ygn? {— ~ (L=, T )] + [”—] } +XOPT (a1

2 24
com
Nn2 sgN
XOPT = 21 (1-20) + 2971 yozz. (42)

Vemos que todas as divergéncias sdo canceladas e finalmente conseguimos

POPT 4 1 5Nn?
2 {15t 2T T b S Ly o, )

¥ Z—QVO{ ? Lyt o tn Tw)* = T2 (m, T} + O (87)

(43)

Este resultado mostra que podemos aplicar o procedimento da OPT diretamente no
resultado perturbativo renormalizado como discutido anteriormente.

O ultimo passo ¢ fixar 6 — 1 e encontrar i1 usando a equagao do PMS, Eq. (32),
para a pressao, onde encontramos depois de uma razoavel manipulagao algébrica

ZOPT M, T,u,

(44)
=—-ngvo [La+ (0. T, W],

equacao que é resolvida numericamente.

No caso do modelo GN, 11 é a massa efetiva da OPT, veremos que isso € uma
caracteristica deste tipo de modelos efetivos, na QCD n ndo tem uma interpretagéo
fisica direta como neste caso do GN.

2.2.1.1 Resultadosem T =u=0

Primeiramente, notemos que na ordem 59 a OPT padréo nio fornece resultados
nao perturbativos, portanto devemos considerar no minimo ate 2L ou ordem &.
Tomando a Eq. (44) em T = u = 0, obtém-se a solugéo

_ 1
Mgt = (e)ff /\eXp (_g—yo) (45)
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Este resultado esta de acordo com o ja relatado em (KNEUR, Jean-Loc et al., 2006).
Embora altamente nao perturbativo, este resultado ndo é invariante do RG como espe-
rado pela OPT padrdo. Tomando o limite de LN, onde yg = by = 1/t encontra-se

T
N = mgly = Aexp (_5) = AGN(N — o0), (46)

onde Agn(N — o) € a escala do GN invariante frente ao RG na aproximagdo de LN. O
resultado (46) concordando com os resultados relatados nas Refs. (KNEUR, Jean-Loc
et al., 2006; KNEUR, Jean-Loc; NEVEU, 2010). Em contraste com o resultado da OPT,
Eq. (45), o resultado de LN. Eq. (46), é invariante frente ao RG como ficara mais claro
una vez seja introduzido o grupo de renormalizacéo.

Até agora, mostramos o poder da OPT padrao como uma abordagem néao
perturbativa. No entanto, a OPT padrao fornece resultados que nao sao invariantes
frente ao RG e dependem altamente do valor de A. Assim, na secao 2.4 , veremos
como a OPT padrao modificada pelo RG, fornece resultados independentes da escala
de regularizagéo.

2.3 PRESSAO PERTURBATIVA MODIFICADA PELO RG

Até agora nés calculamos a pressao perturbativa renormalizada até a ordem g
no modelo GN em duas dimensdes. No entanto, vamos examinar as propriedades do
RG na presséao perturbativa (30), onde o operador do RG é dado por (detalhes sobre
o RG e a liberdade assintética no apéndice E)

d 0 0 0

Ad_/\ = /\a—/\ + B(Q)@ - mYm(g)a—m- (47)

Os valores explicitos das funcgdes 3 e ym sao dados nas Eqgs. (274), (275) do apéndice
E. Agora, aplicando o operador do RG (47) na pressao perturbativa de 1L, encontramos
que

d d d d m?
At + B@ —YmM— PO,ren = AﬁPO,ren = o (48)

oA om
Como estamos na ordem gO as funcdes e ym nao contribuem. Claramente, temos
um termo remanescente e, portanto, concluimos que a pressdo como escrita na Eq
(30) nao é invariante frente ao RG. Tais termos remanescentes aparecem em qualquer
modelo massivo e sdo o resultado da energia do vacuo néo ter uma dimenséao anémala
trivial. Em outras palavras, quando a pressao do vacuo é redefinida para cancelar as
divergéncias do vacuo puro (ver Apéndice D), a invariancia RG é estragada (KNEUR,
Jean-Loc; PINTO, 2015). Portanto, a fim de restaurar a invariancia frente ao RG, é
necessario introduzir uma contribuigéo finita adicional (neste caso, na presséo), mas
de tal forma que a invariancia frente ao RG seja alcancada. Na temperatura zero,
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consideracoes similares foram feitas, por exemplo em (KASTENING, 1992; BANDO
etal., 1993), e recentemente em temperaturas finitas (KNEUR, Jean-Loc; PINTO, 2016,
2015).

Seguindo-se (KNEUR, Jean-Loc; PINTO, 2016, 2015), o termo adicional Xg‘G
deve ser adicionado na presséo perturbativa para cancelar o termo remanescente que
aparece ao aplicar o operador RG. Assim, a pressao perturbativa modificada pelo RG
é

pRE! _pPT , XRG (49)
onde
X5 5 k—1
OT:m > sg (50)
k>0

Os coeficientes s, sédo encontrados aplicando o operador RG em PRGI para que

0 0 0 RGI _
Aa/\+66g Ymmam}P =0. (51)

Esta equacao deve ser satisfeita ardem a ordem, e até a ordem g nés encontramos
que

1 1

0= 22y >
e
V7 4myg by —2vo

Finalmente a expresséo para a pressao perturbativa modificada pelo RG e portanto
invariante frente ao RG

PRGL 1 ( 1 g 2 2
——— =M | s=Lm| +2TH (M, T, ) p + =—=vos M [Lm+ b (m, T, )]

N ~2n 2 27
, (54)

+ T2j22 (m, T, ) } + mgso + m2s1 +0 (g2> .

2.4 A OPT MODIFICADA PELO RG

Nesta secdo, vamos estudar uma extensao da OPT padréo proposta ha poucos
anos por Kneur e Neveu (KNEUR, Jean-Loc; NEVEU, 2010), chamada RGOPT, onde
algumas mudancas importantes sao feitas na OPT padrao. Primeiro, para implementar
a RGOPT fazemos as substituicoes,

m—-n(1-82 e g— g, (55)
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onde o parametro a foi introduzido pela primeira vez na OPT padrdo em um artigo
anterior de Kneur et al, (KNEUR, Jean-Loc et al., 2004), com o objetivo de diminuir o
numero de solugdes para fj e, para encontrar este novo parametro, o critério do PMS
foi generalizado, de modo que a segunda derivada em relacao a n também é definida
como zero. Isto pode levar a varias solugdes para o coeficiente a, ndo obstante, na
abordagem da RGOPT a pode ser fixada inequivocamente pelos coeficientes do RG
na primeira ordem, de modo que seja universal e satisfaca a equacao RG em qual-
quer ordem & (KNEUR, Jean-Loc; NEVEU, 2013). Em segundo lugar, as substituicoes
(55) s&o feitas na quantidade fisica modificada pelo RG, no nosso caso na PRCG!| Eq.
(54). Finalmente, a equacao do RG e do PMS sao resolvidas simultaneamente para
encontrar figo € a em ordem 8%, e,fi5k € gz« na ordem &K, para k > 0.
A equagéo do RG no caso sem massa toma entdo a forma reduzida

0 0
{/\ﬁ ; 5@} P-0. (56)

Neste trabalho quando uma quantidade é escrita sem superindice se entendera como
se tivesse o superindice RGOPT. E importante observar que, como n é um parametro
dinédmico, um termo do tipo ﬂYn%—ITT deveria aparecer na equacao RG. No entanto, esse
termo é a equacao do PMS que € zero por definicao.

2.4.1 RGOPT, ordem &°

Vamos aplicar as substituicées (55) na pressao perturbativa de 1L (ordem go)
modificada pelo RG' e expandir até ordem &9, obtendo

2

N =on {n {5 Ln} +2Tl (n, T, u)}+ 59 (1-2ad). (57)

Para encontrar a expressao para a, depois de definir 6 = 1, aplicamos a equacgéo de
RG reduzida (56) na Eq. (57), tomando cuidado que na ordem &%, devemos apenas
considerar o primeiro termo da funcao (3, fazendo isto obtemos

fRG = %‘[ + bOSO (1 —23) =0, (58)

logo, usando o valor para sy dado na Eq. (52), a ultima expressao inequivocamente
estabelece
_Yo
a= By’ (59)
em concordancia com aplicagdes anteriores (KNEUR, Jean-Loc; NEVEU, 2013; KNEUR,
Jean-Loc; PINTO, 2015; KNEUR, Jean-Loc; NEVEU, 2015; KNEUR, Jean-Loc; PINTO,

1 Isto é, a Eq. (54) sem o segundo e quarto termos, sendo que, quando aplicar a OPT até a ordem
8%, implica considerar termos da ordem g°, de modo que o segundo termo nao contribui, e 0 quarto
termo aparece na préxima ordem perturbativa g'.
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2016; FERRARI et al., 2017), de modo que a pressao pode ser escrita como

P50 _ 1 2 1 T]2
Nz 2] 2T T - 5 °9)
e usando a equacao do PMS (32) obtemos
1
f; =Li+lbn, T,u+—=0. 61
pms =L+ (n, T, ) 9bo (61)
Logo, a solucéo paran é
1
Ao = Mas = A EX <—/ n,T,u——)- (62)

Dado que nesta ordem usamos a equagao RG para fixar a, deve-se usar o resultado
de 1L para g, (ver apéndice E)

1

giIL= —F— (63)
A
onde Agy € a escala invariante de 1L no esquema MS, dado por
1
NAan=Aexp |(—— ). (64)
GN p( on)

O termo proporcional a 1/(gbg), cancela automaticamente qualquer alteracdo causada
por uma variacdo na escala A, de forma que as Eqgs. (62) e (60) sdo completamente
invariantes de escala. Esta é uma caracteristica notavel do RGOPT, uma vez que na
ordem 1L a maioria das aproximacoes falham em fornecer um resultado néo trivial.

2.4.1.1 Resultados da RGOPT na ordem % para T = =0

Em T = u = 0 obtemos a solucédo simples

Mo = Mesr = A EXP (_Q(/\;)bo) = /\é'N (65)
que é um resultado ndo perturbativo e invariante frente ao RG como discutido anteri-
ormente. Observe também que a diferenca entre este resultado e o resultado da OPT
na ordem b, Eq. (45), é o termo vy no exponencial em vez de by que torna o resultado
completamente invariante de escala. Para ver isto de uma maneira mais clara, basta
fazer A — oA na Eq. (65) usando gy (xA), Eq. (63), vemos que « e cancelado e
obtemos sempre o resultado Agy. Por outro lado, fazendo o mesmo procedimento na
solucdo da OPT, Eq. (45) o termo yq impede o cancelamento de by e a solugéo

7OPT(aA) = (Agn)®"° (an)=00/o, (66)
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é claramente dependente de o« a menos que, se tome o limite de LN onde by = vq. Esse
resultado simples mostra explicitamente as vantagens da RGOPT sobre a OPT padrao,
ja que a primeira fornece resultados nao perturbativos em 1L e, é claro, recupera a
solucdo de LN (N—o0), dado que by — 1/m, reproduzindo a Eq. (46). Nesta ordem de
1L, a pressdo também assume um valor invariante de escala

2
Pao(T=p=0)=%. (67)

2.4.2 RGOPT, ordem &'

Nesta ordem de 2L, o coeficiente a ja foi fixado, portanto, com a equacgéo do RG,
Eq. (56) e 0 PMS, Eq. (32), € possivel encontrar g1 € gsi1. Seguindo o procedimento
da RGOPT ja discutido, obtém-se a pressao da RGOPT na ordem &' sendo

P 1 [ 51 ban?
W5 =5- {n [5 — Ln] +2Tli (1, T, u)} + Ly + M, T,
69 2 2 2.2
+ 570 {n Ly + b, T, W]+ T°T5(, T, M)}

+ ’%;0 [1 —2a5 + (2&12 - a) 52} +12sq (1-2a5).

Definindo & = 1 e substituindo as expressdes para a, sy e S1, temos

P 1 [ o1 yon?
W _ET {ﬂ |:§ Ln} + 2TI1 (T]! Ta H)} + 7Tb0 [LT] + 12 (ﬂ, T, }‘L)}

+ %VO {n2 Lo+, T,W]%+ T272 (M, T, u)} (68)

2
n= |1 Yo 1
——— = (1=-=)+=— (b1 -2 :
2mby [Q( bo) +2Y0( 1 W)}
Agora, usando a equacéo de RG reduzida e o PMS em ordem arbitraria 5% se obtém
véarias solugdes, entdo, para discriminar qual solugéo € correta, escolhe-se a solu-

cao que é compativel com a liberdade assintética para g — 0, em outras palavras
gA>1N) ~— [bOLﬁ]'1 (KNEUR, Jean-Loc; NEVEU, 2013).

2.4.21 Resultados da RGOPT naordem &' para T=p=0

Nessa ordem de 2L, o PMS e a equacao do RG reduzida aplicada na Eq. (68)
fornecemnocaso T =pu=0

foms =gvols + [QVO + 22—8 - 1} Ly

1 1 1

y (69a)
0 —
gy [0 g (1~ be) g 1 -2v0)] =0
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_{_pYo_ o (—brd? — b B 2, 1 ({_Yo\|_
e =1 -2 2gy0Ln+<b0g b1g>{y0Ln+g2bO (1 boﬂ 0. (69b)

Vamos primeiro abordar o limite do LN, onde temos que by = y1 = (1—y/bg) = 0,
a=1,byg=vyg=1nep = —g?/mt e Egs. (69) toma a forma simples,

s =9vol5 + [gvo+1] L +1=0 (70a)
e
IN 9% 2
fRG =¥Lﬁ +29yols +1=0, (70b)
que da as solucdes
In (ﬁLN//\> -1 e gN-n (71)

Por outro lado, resolvendo as Egs. (69) para N arbitrarios, encontramos trés
solucdes. Conforme explicado em (KNEUR, Jean-Loc; NEVEU, 2010, 2012, 2013),
é preciso escolher as solugées compativeis com a liberdade assintotica (AF), Ly ~
- [bog}_1, para g — 0. Agora, para fazer isso, € possivel resolver as Eqgs. (69) pora
L,,. Depois, identifica-se a solug&o que reproduz o comportamento assintético do RG
sendo

1 \/bo(Yog—1)2;2g(b1—2Y1)
0

RO g ag 2T v 72
enquanto que, para frg, ambas as solugdes reproduzem o comportamento assintético
do RG. No entanto, apenas uma das solugdes fornece solugdes quando resolve-se
simultaneamente com a Eq. (72), que é

Yog + \/bn/093 (bw%%—bé—bomg)

boyog? + b1vog®

Resolvendo simultaneamente as Egs. (72) e (73), obtém-se duas solu¢des. Em se-
guida, escolhe-se aquele que reproduz o limite do LN. Na tabela 2, mostramos os
valores da solucao das Eqgs (69) que reproduz o comportamento assintético do RG e
também o limite de LN para diferentes valores de N e o respectivo valor da pressao.
Esta solucao fornece valores reais para N > 5. Notemos também como os valores
convergem para o limite do LN. Pode-se mostrar que a RGOPT recupera o limite de
LN em qualquer ordem em & (KNEUR, Jean-Loc; NEVEU, 2010).

Até esse ponto, mostramos como a RGOPT fornece solucdes reais que repro-
duzem o resultado de LN quando se toma o limite N — oo. Esta aplicagéo facil € uma
introducao muito boa para o complexo caso da QCD, onde, como veremos no capitulo
3, a RGOPT produz apenas solu¢des imaginarias e seremos forgados a fazer algumas
modificacdes no esquema apresentado aqui no modelo GN.

7¢(9) =

(73)
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Tabela 2 — Solucdes da RGOPT na ordem & para diferentes valores Nem T =u=0

N Lq g % P

3 —-1.0732-0.0778/ 7.0486—-6.9453/ 0.2569—-0.4738i

4 —-1.0582-0.0159/ 10.5824 —-2.7606/ 0.5876 —0.2035/
5 —-1.0724 6.71395 0.3367
10 —1.0442 4.5496 0.2183
100 -1.0049 3.4086 0.1554
1000 —1.0005 3.2159 0.1415
N — oo -1 m=3.1416 0.1353

2.5 POSSIVEIS PROBLEMAS E OUTRAS PRESCRIGCOES DA RGOPT

Nesse ponto, a RGOPT funciona muito bem para o modelo GN em 2D em
T = u = 0 e fornece solucdes reais para N > 5 ao resolver a equagcao do PMS
(32) e a equacao do RG (56), como também relatado em Ref (KNEUR, Jean-Loc;
NEVEU, 2010) e em Refs. (KNEUR, Jean-Loc; NEVEU, 2010; KNEUR, Jean-Loc;
PINTO, 2016) para a teoria térmica de campos Ad*. No entanto, esse nem sempre
€ o caso. Por exemplo, na Ref.(KNEUR, Jean-Loc; NEVEU, 2012) apenas solucbes
imaginarias foram encontradas quando aplicadas a constante de decaimento pion na
QCD. Isso geralmente acontece na QCD, exceto quando se aplica as Eqs (32) e (56)
na funcao espectral (KNEUR, Jean-Loc; NEVEU, 2015). Quando isso acontece, somos
forcados a fazer uma alteracdo na prescricdo, mas tentando manter as informacgdes
relevantes de RG e o comportamento de liberdade assintotica das solugdes.

Na Ref. (KNEUR, Jean-Loc; NEVEU, 2013), uma mudanca de esquema de re-
normalizacao perturbativa (RSC) foi proposta para recuperar solucoes reais. A idea
basica é alterar os coeficientes da série perturbativa para obter solugdes reais o mais
préximo possivel do esquema original MS. No proximo capitulo, usaremos essa altera-
cao de esquema na QCD e forneceremos os detalhes Ia.

No nosso caso do modelo GN em temperatura finita, ao resolver o PMS e a
equacao do RG reduzida para encontrar n e g, encontramos um comportamento muito
ruim de solugdes a medida que T aumenta e ndo encontramos solucdes para todos
os valores relevantes de T. Nesse caso, € melhor usar uma prescricao mais simples,
como feito em (FERRARI et al., 2017), que consiste em resolver a equacao do RG
completa,

0 0

d
B ——vn—| P= 74
A +Bag Vnﬂan 0, (74)

para encontrar 1(g), e a constante de acoplamento, g, é dada pela equacao perturba-
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tiva de 2L,
bg 1
onde
, %
=_@1< /\_) ; (76)
2L ’
b e /\GN
1 bog (A) _%

A2L A ex (_ ) 0 , 77
GN PUhg) | 1% big(n) 77)

e W(z) é afuncao W de Lambert (veja o apéndice E para detalhes). Essa prescricao
simples é recomendada como primeira alternativa, pois vocé evita a introdugédo de
novos parametros, como no caso do RSC e, no caso do modelo 2D GN, existem
solugcbesreaispara T=0e T #0.

2.6 RESULTADOS EM T #0, u =0 E COMPARAGCAO ENTRE A OPT PADRAO E A
RGOPT

Nesta secdo, comparamos os resultados obtidos com a RGOPT, a OPT pa-
drdo e a aproximacgao de LN para mostrar explicitamente como a RGOPT melhora a
dependéncia da escala no caso T # 0 e u = 0. Para ver a dependéncia da escala
das diferentes quantidades, consideramos A = a/Ag, onde Ag € arbitrario e usamos
g(Ag) = m. Para os resultados RGOPT na ordem de 2L, resolvemos a equagéo do RG
completa (74) para obter . Para ambos os casos da RGOPT e a OPT padrao, usamos
a expressao perturbativa de 2L da constante de acoplamento, Eq (75), e a de 1L, Eq
(63), para a RGOPT na ordem de 1L.

Na Fig. 5, a massa variacional 1 normalizada é plotada em funcdo de T/Ag
para N = 3. E interessante notar que conforme esperado em 1L, a RGOPT fornece
um resultado completamente invariante frente a mudancas na escala de regularizagao.
Mesmo que, em ordem de 2L, apareca uma dependéncia na escala remanescente,
ela é bastante pequena quando comparada com os resultados da OPT padrdo na
ordem de 2L que sao altamente dependentes. Vemos que no modelo GN em 1 + 1
dimensodes, uma transicdo de fase em valores finitos da temperatura viola o teorema
de Landau (LANDAU, 1980), que afirma que qualquer sistema em uma dimensao no
espaco nao apresenta transicao de fase. Espera-se, entdo, que uma aproximagao mais
precisa dé uma temperatura critica, T¢, mais préxima de zero. Como podemos ver aqui
o resultado RGOPT da uma reducao evidente de T, quando comparado com OPT e o
limite LN. O resultado de LN invariante frente ao RG fornece uma temperatura critica
de T¢ ~ 0.21Ag, enquanto no caso do resultado da OPT padréo em 2L, a temperatura
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Figura 5 — O paréametro de massa 1] normalizada, em p = 0, como uma fungéo de T/Ay,
obtido com a RGOPT, a OPT padréo e a aproximacao de LN para variacdes
deescalal < a <4, N=3e g(Ag) =n=g"N = Dentro da RGOPT e
a OPT padrao na ordem de 2L, as faixas sombreadas tém a borda inferior

para « = 1 e a borda superior para « = 4. A linha central dentro das faixas
sombreadas corresponde a « = 2.

critica, T¢, depende do valor de A e To(A = 4Ag) — Te(A = Ag) = 0.095A, enquanto a
RGOPT fornece, T¢(A =4Ag)— To(A = Ag) =~ 0.025A. Por outro lado, a RGOPT em
ordem de 1L fornece o resultado invariante, T¢ ~ 0.13Ag, muito proximo ao resultado

da RGOPT no caso « = 2.

1.0F

0.8F

02} J

—— RGOPT 2L

“e=s OPT2L ]
RGOPT 1L
......... LN

1
0.0 0.2

1 1 1
0.4 0.6 0.8 1.0
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Figura 6 — A pressédo normalizada, P/Pgg, em p = 0 em funcdo de T/Ag, obtida com
a RGOPT, a OPT padrao e a aproximagcaodo LN para1 <ax <4, N=3e¢
9(Ag) = m = gN. Dentro da RGOPT e a OPT padrao na orden de 2L, as
faixas sombreadas tém a borda superior para « = 1 € a borda inferior para

« = 4. A linha central dentro das faixas sombreadas corresponde a « = 2.
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A figura 6 mostra a pressdo normalizada P/Pgg, onde Pgg € a pressdo no limite
de Stefan-Boltzmann, que é fornecida por
Psg mT?
N ~ 6"
Por conveniéncia a pressao P também foi previamente normalizadapor P = P(/(T), T, u)—

(78)

0.40

—— RGOPT 2L
0-35F - ——- OPT 2L

A 1 1 I
0.0 0.2 0. 0.6 0.8 1.0

CT/A,

Figura 7 — A dependéncia da escala remanescente definida pela quantidade AP/Pgg =
(P(A = Ag)— P(A = 4Aq))/Pgg da pressao (normalizada), em p = 0 como
uma fungéo de T/Ag. Os resultados de 2L da OPT e da RGOPT s&o com-
parados.

P (n(0),0,0). Como esperado pelo comportamento da massa efetiva, a pressédo da
RGOPT tem um formato mais duro, indo mais rapido para o limite de Stefan-Boltzmann
conforme a temperatura aumenta. Interessante que para este modelo o resultado de 1L
€ bastante préximo ao de 2L, sendo que ambos concordam muito bem em altas tempe-
raturas. Em geral, ndo observamos que o resultado 1L da bons resultados qualitativos,
pois, excetuando o termo n4/(gb0), a estrutura matematica € a mesma que o gas de
férmions livres. Por exemplo, em Ref (FERRARI et al., 2017), a pressao 1L do modelo
sigma n&o linear mostrou uma convergéncia lenta para o limite de Stefan-Boltzmann.
A respeito de a dependéncia de escala de regularizacdo, a OPT padrao mostra nova-
mente uma alta dependéncia, enquanto a RGOPT fornece resultados independentes
de escala na ordem de 1L além de apresentar uma leve dependéncia de escala na
ordem de 2L.

Para comparar facilmente a dependéncia da escala, mostramos a figura 7, na
qual podemos ver que a OPT e a RGOPT mostram seu valor maximo de dependéncia
em torno do valor de T; da escala central, « = 2. Esse valor maximo da RGOPT
é aproximadamente 1/2 do valor fornecido pela OPT. Além disso, em T 2 0.8Ay,
a RGOPT na ordem de 2L é quase independente da escala de regularizacdo, A,
enquanto a OPT mostra uma dependéncia mais acentuada.
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Todos esses resultados deixam claro como a adi¢ao de propriedades do RG em
aproximagoes nado perturbativas, ndo apenas melhora a dependéncia de escala, mas
também inclui termos de ordem superior a partir do RG.
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3 RGOPT APLICADA NA PRESSAO DA QCD

Neste capitulo, aplicaremos a RGOPT na pressao da QCD em NLO ou ordem
de 2L. Investigaremos primeiramente os resultados da RGOPT no vacuo (T = u = 0),
no caso da matéria de quarks fria e densa (T = 0, 1 # 0) € no caso da matéria de
quarks quente e densa (T # 0, 1 # 0). Notemos que a RGOPT sera aplicada apenas ao
setor de quarks pois conforme explicado na introducéo, a aplicagdo do método ao setor
gludnico é bastante complicada do ponto de vista técnico. Entdo, nossa estratégia é
adicionar a contribuicao puramente perturbativa de glions sem massa na pressao de
quarks da RGOPT, de modo que nossa pressao da QCD é,

P(T,w) = Pgs+PgT, (79)

onde PgPT ~ T4 Em seguida, confrontaremos nosso resultado com o estado da arte
da pQCD e da HTLpt.

3.1 ASPECTOS GERAIS DA QCD

A QCD é a teoria de calibre de quarks e glions com carga de cor (FRITZSCH
et al., 1973; GROSS; WILCZEK, 1973a; WEINBERG, 1973b), a qual é descrita pela
densidade Lagrangiana,

= 1
EQCD =1 (II.D— mC) P - Z Tr [GFWGLW] ) (80)

onde a derivada covariante, D" e o tensor de forca de campo, G*¥ sdo dados por
(DISSERTORI et al., 2003)

D* =M + jA* (81)

G =oMAy —0vAL - gsfabCAzAX, (82)

com a constante de acoplamento de calibre SU(N) , gs, absorvida em A" (x) =
gs AL (x) Ta. Onde AL (x) é o campo de calibre SU(3), Ty = % sé&o os geradores
do grupo de Lie o qual define a simetria de calibre e Az representa as matrizes de Gell-
Mann (GELL-MANN, Murray, 1962). Os termos f,. = %€ sao a estrutura definida
pela relacao de comutacao

[Ta, Tb] _ jfabe e, (83)

O terceiro termo da Eq. (82) faz da QCD uma teoria ndo abeliana onde os bésons de ca-
libre (gluons) carregam a carga da interagdo (cor), acoplando-se diretamente com eles
mesmos em acoplamento de trés gluons que é proporcional a gs e em acoplamento de
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quatro gliions que é proporcional a g3. Outra implicacdo é o confinamento de quarks
e gluons e a liberdade assimptética. Essas caracteristicas da QCD tornam a teoria
impossivel de ser resolvida completamente com métodos convencionais como a teoria
de perturbacdo. Atualmente, a abordagem tedérica mais promisséria é LQCD, onde
os calculos sao feitos usando a densidade Lagrangiana (80) em um espacgo-tempo
discretizado.

3.2 PRESSAO PERTURBATIVA DE QUARKS DA QCD

Antes de aplicarmos a RGOPT, devemos conhecer a expressdo da presséo
perturbativa massiva. Os calculos séo realizados no calibre (gauge) de Feynman.
A pressao perturbativa de quarks até a ordem de 2L € dada por

PET - Q + @ + Poc.t.+0 (3) (84)

O primeiro diagrama € a conhecida pressao de quarks livres, que é dada por

(e 2

_ —iNgN; / (Zﬂ; |n( 4. (85)

trln (p—m),

Agora usamos o formalismo de Matsubara da mesma maneira que no capitulo 2 para
obter

a
f q,0 / ,0 T4 A
NfNC (27-[) p 1 ( ) ( )

onde Ep é 0 mesmo que na Eq. (12), m= m/T and [1 = w/T. Os efeitos do meio e do
banho térmico estdo incluidos na integral adimensional,

L S Y o

sendo p = p/T e E, = \/p? + m2. A primeira integral da Eq. (86) ¢ divergente e a sua
versao regularizada é dada na Eq. (239),

Pgo  2m* [1 3
4

NG = (47t) -+ ——Lm} +2T4J; (M, ) . (88)

A divergéncia que aparece na pressao de 1L é cancelada completamente pela cons-
tante cosmoldgica,
Xy 2m* 1

NfNC = (47_[)2 E! (89)
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ja que como discutido no Apéndice D, esta divergéncia € do ponto zero. Finalmente a
presséo de 1L fica,

N¢Ne — (4m)2

P 4
g0 __2m E - Lm] +2T4 (M, ). (90)

Vamos agora calcular e grafico de 2L da pressao (segundo grafico da Eq. (84))
usando a regras de Feynman, para obter (KAPUSTA, Joseph I., 1979; KAPUSTA, J. |;
GALE, 2011; LAINE; SCHRODER, 2006; PALHARES; FRAGA, 2008; PALHARES,
2008, 2012; GRAF et al., 2016),

_ 1 2 dp* dg* ok* 454,
Pq,1 _@_ 29(47-[) NCCF/(ZT()4 (27_[)4 (27_[)4 (27-[) o (k p+q)

YH(p+m)yu(g+m)

tr 91

% [kz (P2 - m2) (2 — m?) (91)

onde Cr = (N2 —1)/(2N¢) e usaremos a notagdo g = g2/ (4m) = xs/(4m). Isso significa
que, em nossa convengéao, todo vértice é proporcional a /g.

Tomando o traco e usando o formalismo do tempo imaginario de Matsubara

temos
dp® dg® dk®

208 2P 2 (283 (k-p+q)

1
Pa1 == 59 (4% NileC [
(92)

3 O np, N+ 2m? — p-q

x 8T np%nk T [kz (pz _ m2) (q2 _ m2)
Para obter a expressao final € necessario um calculo de regularizacao muito longo e
fastidioso. Detalhes dos céalculos da parte térmica podem ser encontrados nas Refs.
(KAPUSTA, Joseph I., 1979; TOIMELA, 1985; KAPUSTA, J. |.; GALE, 2011; LAINE;
SCHRODER, 2006; PALHARES; FRAGA, 2008; PALHARES, 2008, 2012; GRAF et
al., 2016) e no apéndice F nds resumimos os principais passos. A parte do vacuo
(T = u = 0) deste diagrama pode ser calculada a partir dos resultados do condensado
de quarks em 2L que podem ser encontrados nas Refs. (KNEUR, Jean-Loc, 1998;
KNEUR, Jean-Loc; NEVEU, 2015; CHETYRKIN, K.; KUHN, 1994; CHETYRKIN, K. G.;
MAIER, 2010). Também nas Refs. (PALHARES, 2008, 2012), a expressao de vacuo é
calculada no contexto do modelo de Yukawa que compartilha a mesma estrutura de
Vacuo.

Em seguida, colocando tudo junto encontramos,

P 4 3
gl _ o M 2 _ e
NN = 395,2CF {Lm 3L’”+4}
w2 el [ ™ o sy | 120, (g 93
~g(n)? Cr{ | Ty (2=3Lm) + - | T2 (i) (%3)
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onde
. d*p 1 . _
Jp () = [ 2R [P (Ep) + F(Ep)]. (94)
(2m)” Ep
00 OO AR HAA A E E . — 2 _ pe
(i) = L [ [ 90 [ Eofami-pd
3 4 2
2m)* Jo Jo  EpEg EpEq—m? + pg (95)
s o
+Z—|n €p€q+rj7 +{)? }s
EpEq+ m? - pg
e
Ty =1 (Ep) X (Eq) + 1 (Ep) FT (Eq), (96)

Entdo a pressio perturbativa completa de 2L &'

PET m* (3 m* 4 3
9 __ 3_ 41 (o0 o\ _an M o 4, 3
NiNe =~ 8n2 (4 Lm)+2T Jr (m. ) 392n2CF<L’” 3L’"+4)
2 m? T2 2 (oo
— g (4m) CF{ H(2—3Lm)+F T dp (M, 1) (97)
T o 272 (pr. i
+7J2 (M, 1) + m=T=Jd3 (M, 1)

3.3 APLICANDO A RGOPT

Igual que no modelo de GN, a pressao perturbativa da QCD, Eq (97), nao é
invariante frente ao RG, por tanto, precisamos adicionar na pressao os termos

XRG
NeNe ~

m* (so/g + S1) . (98)

A presséao perturbativa modificada pelo RG é entao

pROI PG 4 (So )
= +m — + S . 99
NeNe ~ NeNg g ! (99)

Antes de encontrar as expressdes para sy € S1, listamos as fungdes 3 e ym da QCD
até a ordem de 2L, que foram calculadas até quatro loops nas Refs. (VERMASEREN
et al., 1997; CHETYRKIN, K., 2005; CZAKON, 2005) e em nossa notacao ficam

B (9) =-2bog? ~2b1g° + O (g*) (100)

Ym(9) = vog+v19%+ 0 (¢°) (101)

1 Os termos térmicos concordam com o relatado na Ref. (BLAIZOT et al., 2013) exceto por um termo
global N, provavelmente devido a um erro de digitagdo em seu manuscrito.



Capitulo 3. RGOPT aplicada na pressao da QCD 48

onde
2
bo =11~ 3Ny, (102)
b =102—%N,«, (103)
Yo =8, (104)
e
202 20
vy =2 {T _ 3Nf} . (105)

Aplicando o operador do RG, Eq. (47) em PRGl Eq. (99), encontramos s, e s

_ —1
sp =20 = 20N (106)
(4m)
e
1 1 1 b1 —2’}/1)
S =— s [—= 4+ o= . 107
1 (47()2< 3" 16 by -2y (107)

Agora, para aplicar a RGOPT, apenas fazemos as substituicdes m — 1 (1 —5)2
e g — 6g na Eq. (99). Entao expandindo até ordem &, encontramos

NeNe —  (4m)?

P 4
@ __ 2 [g—tn] +2T4; (i) +

8asm* 1
4

e ||+ 2@ TR

n* o 4 3 2 n° T2 12y
=389, 5CF |Ln=zln+ 7| =89 (4m)° Crq | 1 5 (2=3Ly) + | T-2 (R, 1)
G B )+ TR ) |

4 (50 [4_ _ 2 -
g <6g [1 4a5+(2a+8a)5}+s1[1 4a6]).
(108)
3.3.1 Ordem &°

Em LO, a pressao € dada pela expressao simples

I 0 2T]4 3 S
q,% 4 A 450

=— Sl +2T (A, )+t (1-44). 109
Nch (47‘[)2 l4 n} 1( ) g( ) ( )

Se aplicarmos a equacao do RG reduzida, Eq. (56), encontraremos novamente, a = g—go,
como em todas as outras aplicacées da RGOPT? (KNEUR, Jean-Loc; NEVEU, 2010,
2012, 2013; KNEUR, Jean-Loc; PINTO, 2015, 2016; FERRARI et al., 2017). Portanto,

2 Lembre-se que no caso do modelo do GN B = —byg® — b;g° + ... e por isto a diferenga de 1/2.
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a sempre tem mesma expressao, pois depende apenas das propriedades do RG em
1L, mas é claro que seu valor depende do modelo via by e vj.
Substituindo a e sy na Eq.(109) obtém-se

n

(4m) gby’

N¢Ne (47()2

(110)

Pq,éo 2114 3
4

——Ln} +2T4, (A, ) +

Nesta ordem, usa-se a expressao de 1L para a constante de acoplamento, que, na
nossa notacéao é

1
2bgIn ()

MS

g1LA) = (111)

onde a escala da QCD na ordem de 1L no esquema MS é dada por

1

Finalmente, aplicando a equagéao do PMS, obtém-se

2
%— 1 +4712T—J2 (A, L) = 0. (113)

que deve ser resolvido numericamente para n.

3.3.1.1 Resultados da RGOPT naordem 8%°em T = u =0

Em T =u=0, Eq. (113) da a solugéo simples,

S
figo = Ae 2 \/e = Aysv/e, (114)

onde Ayg € a escala invariante no esquema MS na ordem de 1L. Substituindo na
pressdo de quarks na ordem 59, Eq.(110) em T = p = 0, obtém-se o resultado simples,
independente da escala.

3 (/\MS\/5>4

Pyso(T=1=0) = 257

(1195)

3.3.2 Resultados da RGOPT naordemdéem 7T =u=0

A pressdo em NLO, Eq.(108) em T = p = 0 apds definir 6 = 1, é dada por

P 2nt [3 4n* vo [1 4 4 3
Qs __en |9 M Yo |! _ _a 1 2_ 7 e
NiNe —  (4m)? [4 n} * (4m)2 bo [2 Ln] 3g27T2 CrF [H 3Ln * 4}

4
N Yo . S )
+——— (1 —-—F—+—
(47)2 gbo( bo " 57

(116)
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A equacao do PMS e o operador do RG reduzido aplicados na pressao (116) adquirem
a forma

1 5 5
frms(Ln, 9) == 5 + ;TO + [1 —2?} Ly—129CE [Lﬁ—éLn + ﬁ}
1 , v 0 (117a)
+ 1-10 > )_0
29bo( by 50”7
e
2 4 3
fra(ln, g) =—1 +2?+24QCF [Ln_§] —ﬁ{mcp [Lﬁ—ggﬁﬂ
° (117b)

1 Yo
1-10) Lo,
+292bo( bo)}

onde deve ser usada a funcao de 2L completa da funcao 3. Como feito no modelo
GN no capitulo anterior, podemos resolver as Egs. (117) para L,,. As duas equagdes
acima, Egs. (117), sdo quadraticas em L;, e portanto temos duas solugbes para cada
uma delas. As duas solug¢des de fpp g = 0 para os valores Ny = N = 3 séo,

7 5 1 9 47 35

PMS 7 1 /9 47 35,
(94 = 2889 * 12 T g\ 256 ~ 2249 2 9 (118)

Para identificar a solu¢cdo compativel com a liberdade assimptética, expande-se pertur-
bativamente esta ultima equacao para g — 0, obtendo-se

PMS . _ 1 139
LPMS () ~ 18g+108+0(g) (119a)
PMS .y 1 _ 49
LF (+)_144g o5+ 09 (119b)

onde (+) representa o sinal da raiz quadrada na Eq (118). Pode-se reconhecer imedia-
tamente que o termo principal para g — 0 em LEMS (—) tem o comportamento esperado
pela liberdade assimptdtica Ly, ~ [—2b0g}_1, observando que by = 9 (para Nf = 3),
enquanto a outra solucdo (+) tem o sinal e coeficiente incorretos, em contradicdo com
a liberdade assimptotica, que € um requisito crucial da RGOPT, e consequentemente
essa solugdo é completamente descartada. E também importante observar que es-
sas solucdes sdo complexas se g > 0.0167052 (xs > 0.209924). Por outro lado, as
solugdes de frg =0,

1 2 32 1 |_4142- 8981 +649)

RG 12 8% 1 Og\el + O7Y) 120
L5 (g, %) 189+3+9(64g+9)i69 9(9 +649)? (120

sdo ambas compativeis com a liberdade assimptética. No entanto, apenas (—) fornece
solucdo simultanea com as solugdes compativeis com liberdade assimptotica (—) da
Eq. (118). Podemos ver que as solugdes RG, Eq. (120), sdo complexas para qualquer
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valor de g. Resolvendo simultaneamente a solucédo (—) da Eqg. (118) e a (—) da Eq.
(120), encontra-se as solu¢des independentes de escala:

L ~0.0284 + 1.2260i, (121a)
g ~0.0427 + 0.02021/. (121b)

Os resultados (121) sao claramente invalidos, pois suas partes imaginarias nao
séo despreziveis e claramente levarao a quantidades fisicas complexas. Por isto, a
seguir estudaremos a maneira na qual, solucdes reais podem ser obtidas através de
uma mudanca no esquema de regularizagao.

3.3.3 Mudanca do esquema de renormalizacao para solucoes reais

A ocorréncia de solugdes imaginarias é uma consequéncia da ordem das equa-
coes polinomiais e, claro, dos valores dos parametros da teoria em questao. O valor
deste parametro depende do esquema de renormalizacao escolhido, que no nosso
caso é o MS. Este esquema é bastante conveniente e amplamente utilizado em cal-
culos de ordem superior em QCD. No entanto, como vemos aqui, neste esquema
especifico, encontramos solugcdes complexas ja na ordem &. E claro que isso também
acontece com outros esquemas em alguma ordem superior.

Para ilustrar o qudo longe estd o MS de solucdes reais, fornecemos a Fig. 8,
onde as Egs. (117) sao plotados como fungéo dos valores reais de L, para dois valores
reais fixos de «s3. Podemos ver que o minimo das curvas fopg € fag ndo estéo longe
do eixo L;, real. Pode-se entédo esperar que uma pequena modificagcdo dos coeficientes,
faria com que as duas curvas se cruzassem com o0 €ixo real, ou seja, que as solucdes
(121) se tornassem reais. Com este propdésito, nas Refs (KNEUR, Jean-Loc; NEVEU,
2013), uma mudanca no esquema de renormaliza¢ao perturbativa (RSC) foi proposta
para recuperar solucdes reais. A RSC é definida como

g g =fglg)=g(1+A1g+Ag?+... ), (122)
m—>m’5fm(g)=m<1+B1g+82g2+...>. (123)

Esta mudanca de esquema afetara os coeficientes de pressao abrindo a possibilidade
de encontrar solucdes reais. O preco a pagar € a introducdo de mais parametros
arbitrarios a teoria. Em principio, para um valor especifico dos coeficientes em (122)
e (123), tem-se apenas uma mudanca de variavel que nao afeta o resultado fisico.
Sem embargo, como estamos truncando em certa ordem perturbativa g¥, o valor fisico
diferira do esquema inicial por um termo remanescente de ordem gk+! (KNEUR, Jean-
Loc; NEVEU, 2013). Essa diferenca entao diminuird quando se passar para uma ordem

superior se 0 acoplamento «s for suficientemente pequeno.
3

Vamos a partir de agora analisar os resultados para «s uma vez que é comumente usado em teoria e
experimentos como o acoplamento da QCD, e é facilmente relacionado a nossa notagao por o = 471g



Capitulo 3. RGOPT aplicada na pressao da QCD 52

Figura 8 — fops € frg EQs. (117) no esquema MS (N = 3) como fungao de Ly, para os
fixo (4mQ).

A RSC deve ser minima no sentido de introduzir o minimo de paradmetros pos-
sivel. Entdo seguindo a Ref. (KNEUR, Jean-Loc; NEVEU, 2013), nés apenas vamos
considerar uma mudanca na massa, Eq. (123). Isso € motivado pelo fato de que os
valores de 7 no esquema MS tendem a ter uma parte imaginaria maior do que g. Outra
vantagem de aplicar apenas a RSC a massa € que os coeficientes da funcao 3 e
a escala invariante Ajjs Permanecem inalterados, uma vez que dependem apenas
dos coeficientes A; (KNEUR, Jean-Loc; NEVEU, 2013; CELMASTER; GONSALVES,
1979). A RSC também deve ser minima no numero de parametros na Eq. (123). Uma
coisa sensata a fazer seria escolher By na ordem g¥, uma vez que os coeficientes de
ordem inferior afetardo muitos termos da expansao, produzindo ordens quadraticas ou
superiores em By_;, provavelmente levando a solugoes espurias. Por outro lado, uma
vez que nossa pressao perturbativa invariante frente ao RG, Eq. (99), comega com
m*sg/g, m — m(1 + B,g¥) induz uma dependéncia quadratica na ordem g¥, enquanto
m— m(1 + Bk+1gk+1) induz uma dependéncia linear. Mesmo que By 1 seja arbitrario
em principio, a RSC deve permanecer razoavelmente perturbativa, ou seja, o desvio
do esquema MS deve ser pequeno ou seja Bk+1gk+1 < 1. Entdo, em nosso caso, a
forma relevante de (123) é m — m(1 + Bzgz). Assim, ao expandir novamente até a
ordem g, a modificacao RSC liquida para a pressao perturbativa é adicionar o termo
extra 4gm*syBs (4gn*syB, na pressdo da RGOPT).

3.3.3.1 A RSC mais proxima do esquema MS e outras opcdes possiveis de RSC

Vamos investigar agora as solu¢des das equacdes PMS e RG dependendo do
parametro da RSC, B,. Depois de adicionar o termo RSC, 4gn*syB,, a pressao da
RGOPT de ordem 9, Eq. (116), as equagdes do PMS e do RG reduzido assumem a
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forma
fors(Ls s Bo) =— & + 20 4 [1-2Y0| [ _124C, 12-21L, b
2" 2by bo 12 (124)
2gbq by so bp—2yg
Yo 2 o 4 3
fRG(Ln,g, Bz) =—1 +2b—+24gCF Ln—§ —B 12CF Ln—gLn +Z
0 (125)
b (1_V_o) +ﬂ}=o
292by by)  by—2yy ’
onde fps(Ly, 9, Bo) = 0 e frg(Ly, 9, Bo) = 0 tém as solugbes para Li(g, Bo):
1
LS (9, By, %) = Bews(0) % g/ Dpuis(9: Bo). (126)
RG T
onde
7 5
Bpms(9) =- 2885 * 12" (128)
_9 47, 350 9, 02
1 2 32
BRG(Q)=—@+§+W, (130)

2_89(81+649) 9 o o (131

Drgl9. B2) =—11g 90+ 6ag)2 1472

Na Fig. 9 mostramos a parte real e imaginaria das Eqgs. (126) e (127) como funcdes

da constante de acoplamento «s (ou 47tg) para diferentes valores do parametro da
RSC, B,. No caso do esquema MS (B, = 0), onde recuperamos as Egs. (118) e (120),
podemos ver que as solucdes tém uma parte imaginaria bastante grande na faixa
de valores relevantes de «s. Na medida que se aumenta o valor de B,, os valores
imaginarios comegam a diminuir. Por exemplo, para B, = —27.621, Im[LﬁRGI (9, Bo,1)]
torna-se 0 para as = 0,81, mas este valor de B, ainda n&o € grande o suficiente
para recuperar solugdes reais?, pois Im[L%’MS (9, B»,-)] ainda é muito grande. Por isso,
devemos buscar um valor minimo de B, no qual as solugdes reais sé&o recuperadas.
O valor minimo de B, no qual se recupera solugdes reais € encontrado procurando
o contato mais préximo ao esquema MS entre as solucées do RG e do PMS. Isso
pode ser determinado analiticamente pela colinearidade dos vetores tangentes entre
as duas curvas que é ditada pelo determinante (KNEUR, Jean-Loc; NEVEU, 2013).

0 0 0 0
@fmafpms - afRG@fPMs =0. (132)

Este valor de B, parece bastante alto, mas lembre-se que em nossa notagéo g = «s/(47) de modo
que o desvio do esquema MS, B,g?, permanece muito pequeno.

fRsc =

4
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\ By = —27.621

0.0

—0.5 1

\ By = —66.291

—0.51

~1.04

—1.51

-2.0-

Figura 9 — Solucdes das equacdes do PMS e do RG em funcdo de «s para diferen-
tes valores do parametro da RSC, B, (para Ny = 3). Linhas grossas: parte
imaginaria de Ly, Im[LEMS (g, B,,-)] (linha solida), Im[LR% (g, B,, +)] (linha
tracejada) e Im[LﬁRG (9, Bo,—)] (linha ponto-tracejada). Linhas finas: parte
real de Ly, Re[LEMS (g, B,,-)] (linha solida), Re[LR% (g, B,, +)] (linha trace-
jada) e Re[L%‘G (9, Bo,-)] (linha ponto-tracejada).

Logo, resolvendo simultaneamente a solugdo AF da Eq. (124) com a Eq. (125) e o
determinante (132) encontram-se o valor minimo de B, no qual se recupera solug¢des
reais, sendo

Ly =—0.439, as=0.389, B,=-55.243, (133)

0 que da um valor bastante razoavel da constante de acoplamento «s. Como po-
demos ver na Fig. 9, para o valor de By, dado pelo determinante (132), as linhas
de Re[LRC (g, By, +)] e Re[LEMS (g, B,, )] interceptam-se para um valor de as onde
Im[LRC (g, By, +)] = IM[LEMS (g, B, -)] = 0. O desvio do esquema MS ¢ bastante pe-
queno para o valor de contato mais proximo do esquema MS, sendo |B2§72| ~ 0.053.
Notemos que também se pode escolher um valor maior de B, do que aquele dado
resolvendo o determinante (132), recuperando também solugdes reais como para o
caso B, = —66.291 ilustrado na Fig. 9, onde vemos que a solugéo para os = 0.2747
diminui e a0 mesmo tempo aumenta o valor de L,; = —1.3989.
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3.3.4 Condensado de quarks na RGOPT

O condensado de quarks € uma quantidade muito importante na QCD, pois é o
parametro de ordem para a quebra espontanea de simetria quiral na QCD e por tanto
€ usado para calcular a temperatura critica da transicdo quiral. Ele desempenha um
papel crucial na QCD néao perturbativa, dado que, na teoria de perturbacao, ele é zero
em qualquer ordem finita no limite quiral. A relag&do mais conhecida para o condensado
de quarks é a relacao de Gell-Mann—Oakes—Rener (GELL-MANN, Murray et al., 1968)
para o caso degenerado de dois sabores:

F2m2 =—(my + mg) (0u) + O (m3) (134)

onde F2 é a constante de decaimento de pions, m, a massa de pion e my g as massas
de quarks leves, comumente tomadas como iguais.
O condensado de quarks é definido a partir da pressao por sabor pela relagcao:

PT
_an

— \PT _
(@) =-—1-. (135)

Na ordem de 2L o condensado de quarks para T = = 0, € dado por

m3 1

-7 |3 Lm+12ch(L?,,—ng 5)} (136)

T2

O condensado de quarks da RGOPT é obtido aplicando o procedimento da
RGOPT, m — 1 (1-8)%e g — 5g no condensado e depois expandindo para &. Fazendo
isto na ordem de 1L, obtém-se o resultado

/\S—GS/Z

(99) 50 (Tig0,0,0) = NC4'V'7T§—gbO = (240.003 MeV)3. (137)
onde n € a solugdo de 1L (114). Para obter o valor numérico usamos o valor de
as(A = 1.5 GeV) = 0.326 (BAZAVOV, Alexei et al., 2012) que quando substituido na
Eq. (112) reproduz o valor da escala de 1L, Ayg = 176.216 MeV. Vemos que, embora
o valor absoluto seja razoavel, o condensado tem sinal positivo em contradicdo com
a relacao (134). Conforme verificamos, em NLO a situacdo ndo muda. No caso das
solugdes da RSC (133) quando substituidas no condensado de 2L, também produzem
um condensado positivo. Como discutido na Ref. (KNEUR, Jean-Loc; NEVEU, 2015),
este sinal errado € devido, em quatro dimensdes, a contribuicdo de 1L do condensado
que é quadraticamente divergente. Essa divergéncia tem o sinal correto para o conden-
sado em modelos nao renormalizaveis, como o modelo de NJL, onde a divergéncia é
tratada com um cutoff. Na Ref. (KNEUR, Jean-Loc; NEVEU, 2015) a alternativa para
contornar este problema foi aplicar a RGOPT na densidade espectral, e depois com a
relacdo de Banks—Casher (BANKS; CASHER, 1980), obter o condensado de quarks



Capitulo 3. RGOPT aplicada na pressao da QCD 56

no limite quiral. Por outro lado, nosso objetivo é aplicar a RGOPTem T #0e n # 0,
e a densidade espectral tem um aspecto matematico muito dificil de se lidar quando
utilizado na QCD em temperaturas finitas. Aléem disso, uma das extensdes deste tra-
balho é aplicar a RGOPT no caso massivo e a relagdo de Banks—Casher relaciona
a densidade espectral e o condensado de quarks apenas no limite quiral (m = 0). E
por isso que ndo consideramos essa abordagem neste trabalho. E importante salientar
que, o fato da RGOPT néao produzir o sinal correto do condensado de quarks, embora
desafortunado, ndo é uma desvantagem com respeito aos outros métodos de ressoma
aplicados na QCD como a HTLpt, ja que HTLpt carece da estrutura do vacuo e por-
tanto também nao fornece informacgao sobre o condensado e a transi¢ao quiral. Neste
trabalho entao, renunciamos ao propdésito de calcular as temperaturas criticas para a
transicdo quiral, e vamos nos concentrar no estudo da redugdo da dependéncia da
escala de regularizagdo no regime de temperaturas e potenciais quimicos finitos. E
importante salientar que, acima dos valores criticos, por exemplo, em p = 0, nossos
resultados serédo confiaveis para valores acima de 1.5Tpc ~ 300 MeV.

3.4 MATERIA DE QUARKS FRIA E DENSA

Nesta sacado, mostraremos os resultados da RGOPT nocaso T =0e u # 0.
Parte dos resultados relatados nesta se¢cao encontrassem publicados na Ref. (KNEUR,
Jean-Loc et al., 2019).

Notemos que neste caso de temperatura zero, a pressao perturbativa dos glions
é zero, pois esta depende unicamente da temperatura e portanto P = Pg.

Antes de tomar o limite T — 0 para todas as integrais térmicas na expressao
perturbativa para a pressao, vamos primeiro analisar a distribuicdo de Fermi-Dirac,

1

]

f(Ep) = (138)
Para T — 0, (Ep + 1) — oo e f*(Ep) — 0 para qualquer valor de Ep. Por outro lado, se
Ep < nentao (Ep — [1) — —o0 € COmO consequéncia f‘(Ep) — 1, mas se Ep > u, entéo
f‘(Ep) — 0, e se Ep = p se conclui automaticamente que fi(Ep) = 1. Portanto, vemos
que a distribuicdo de Fermi-Dirac para antiparticulas € 0 e para particulas é 1 quando
Ep < ue e sempre 0 no caso Ep > p, como esperado em um sistema fermionico a
temperatura zero onde o sistema de N particulas esta no estado fundamental. Uma
vez que o principio de exclusao requer que haja uma particula por estado, as particulas
ocupam o estado mais baixo disponivel até que todas as particulas sejam acomodadas.
De modo que, a particula no nivel de energia mais alto tem uma energia Ef = p, ou
equivalentemente um momento pg = \/u2 — m2, conhecidos respectivamente como
energia e momento de Fermi. Desta forma, na temperatura zero, temos um corte
natural nas integrais, dado pelo momento (ou energia) de Fermi. Pela anédlise dada
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acima, a distribuicdo de Fermi-Dirac tem a expressdo matematica simples no limite
T — 0 em termos da funcao © de Heaviside:

Iim f+(Ep) =O(1 - Ep), (139a)
7l'li>nof_ (Ep) =0, (139b)

onde ©(u— Ep) =1 se u > Ep e 0 caso contrario.
Agora podemos facilmente tomar o limite de T — 0 em nossas integrais Jy, Jo
e J3. Primeiro, vamos notar que

dln(1+e7™) 1

ox A+ eX (140)
com x = Ep— {1 conclue-se que
im Tin{1+e (EP “) =(Ep— w)O(1— Ep), (141)
T—0
lim Tn (1 +e‘(Ep+ﬂ)> -0. (142)
T—0
logo
lim T4J /dp3 (Ep— )0 (1 — Ep)
720 1= (271) p— WYL= Ep),
1 PF 5
=52 0 dp p=(Ep— ),
1 2_9.2\, 8 4 ("L+PE
2z |woe (12 =3 ) + gt im(EEE) (143)

da mesma forma, para J> pode-se encontrar facilmente o limite T — 0 usando as Egs.
(139)

3
lim T2J, = /("'Ll@(u—Ep),

T—0 2m)3 Ep
i Pr p2
- dot_,
o2 Jo PEp
1 +
——; [wop - m? In(“2PE) | (144)

“(2n)?

Finalmente para J3,

PF  [PF
lim T2J3 / / dppdqq

. 145

EpEq— P —pq]
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Esta ultima equacao é menos direta e requer varias manipulacbées e mudanca de
variavel antes de obter o resultado (ver Refs. (PALHARES; FRAGA, 2008; PALHARES,
2008))

o2, 11 o BHPFZ 4
im T2 =5 a2 [upF mPin(== )} pt b (146)

Substituindo as Eqgs. (143), (144) e (146) na pressao perturbativa, Eq. (97) encontra-se
a expressao ja conhecida (AKHIEZER; PELETMINSKII, 1960; FARHI; JAFFE, 1984;
FRAGA; ROMATSCHKE, 2005)

PPT(w) — m* /3 1 > 5 5\ .8 4 u+pF
W a2 (47m) <O )5 o (125 o)

4
m 4 3 C 2
-39 Cr (L%— i+ —) ol -m?) Y F{s [P PE) ]

272
+
~2pf + P (4= 6Lm) [spp — P In(**PE)] } |
(147)

Esta expressao pode ser ainda mais simplificada usando as propriedades da funcéao
logaritmica:

PPT(w) 1 > 5 5\ 3 4 3
NNz 1272 [”pF (“ _Em)+§m (L”_Z)]

c 4 1
_9%F {Sm4 (Lﬁ——Lu+ —) e (uz +m2> +mP upg (4-6L.)|,

2m2 3 12
(148)
onde L, = In[(u1 + pg)/A].
Conforme explicado antes, a presséo invariante RG vale
PRGI() = PPT () + m? (% " 51) . (149)

3.4.1 Otimizacdo de LO ordem &°

A pressado de LO da RGOPT é obtida aplicando-se a prescricdo da RGOPT
até a ordem &9 & pressdo perturbativa invariante frente ao RG em LO, PRGI(p) (e
negligenciando por enquanto o termo m*

Pso(n) 1 { ( o 5 2) 3 4( 3)} n*
- N I A | I A 150
N¢Ne 1272 HPEM TR ) T\ )]t (4m)2bg g (150

onde ja substituimos a = yo/(2b0)5, e o parametro arbitrario da OPT, n, deve ser fixado
com a equacao do PMS, Eq. (32). Em densidades finitas, a Eq. (32) € um pouco mais

1), assumindo p > 7, obtém-se

5 Vamos enfatizar que o valor de a fixado em LO independente de pardmetros externos, como a
temperatura ou o potencial quimico
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complexa do que no caso de vacuo (T = u = 0) devido a dependéncia nao linear de n a
partir de pr(n) = v/u2 —n2 na Eq. (150). No entanto, apds uma manipulagéo algébrica
simples, a solucao formal pode ser escrita em uma forma compacta:

o o y/1+4c@,pg)—1
ek ( 2¢(n, 1, 9) ! (151
sendo®
11 2
cn, 1, 9) = %_E‘FLM : (152)

A Eq. (151) pode ser facilmente resolvida numericamente, mas antes de fazer isso
€ instrutivo examinar algumas de suas propriedades em mais detalhe. Pode-se ver
primeiro que o acoplamento g = g(A) e a escala de regularizacdo A sé aparecem
na combinagéo 1/(2byg) + Ly, ~ 1/(2byg) + In(WA) + -- -, onde os pontos designam
termos independentes de A. Dessa forma, relembrando o acoplamento (exato) de
1L Eq. (111), é imediato que a Eqg. (151) ndo depende de A. Da mesma forma, é
facil ver que a equacao de pressao da RGOPT em ordem de 1L (150) é ela mesma
exatamente invariante frente ao RG nesta ordem: substituindo formalmente n — 7
em sua expressao, n € invariante frente ao RG, independentemente de seu valor
numerico, e g(A) e A aparecem de forma explicita na Eqg. (150) na mesma combinagao
independente de A, 1/(2byg(A)) + L.

Para um acoplamento pequeno, a massa otimizada 1 admite uma expansao
perturbativa 72 ~ p2(constante x g+ ©@(g?)), que tem a forma esperada de uma massa
de Debye (no meio). No entanto, insistimos neste ponto que f; ndo é uma massa fi-
sica, (e nao esta diretamente relacionada com a definicao padrao de massa de Debye
(KAPUSTA, J. I.; GALE, 2011)), mas representa uma quantidade variacional interme-
diaria cujo unico objetivo é otimizar P(n, g, 1), que define a pressao fisica em uma
determinada ordem. De fato, exceto para acoplamentos muito fracos, a expansao de
primeira ordem de A2 ndo d4 uma boa aproximacao do n(u) exato: na verdade, em vez
de crescer sem limites para um acoplamento arbitrario grande, como a aproximacao
puramente perturbativa sugeriria ingenuamente, a solugdo exata na Eq. (151) tem a
propriedade de ser limitada, com ﬁz(g(/\)) < 12 mesmo para g(/A) grande (portanto,
consistente com os pressupostos basicos das contribuigdes do meio).

Neste ponto, observamos que a subtracdo de NLO sy nas Egs. (149), (107),
embora seja estritamente necessaria para a invariancia perturbativa do RG apenas na
ordem de 2L, é formalmente uma contribuicdo de 1L O(go). Parece, portanto, sensato
incluir esta informacéo conhecida da proxima ordem RG, que € direta e fornece, nao
surpreendentemente, uma aproximacgao 1L melhorada um pouco mais realista. Assim,

6 A Eq. (151) sugere que 1 seria a solugdo de uma equacdo quadratica simples se nao fosse pela
dependéncia n n&o linear entrando em L, = In[(i + pg)/A]. Selecionamos a solugdo n? > 0, enquanto
a outra solugéo com /--- — —/--- ndo é fisica, dando sempre n < 0.
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Figura 10 — Massa da RGOPT otimizada (esquerda) e pressao (direita) em LO para
s;=0e sy #0.

para sy # 0, o termo —1/2 na Eq. (152) acima é simplesmente substituido por —1/2 —
871231 = 11/84 (para N = 3). A solu¢cdo numérica de 1 em 1L da RGOPT da Eq. (151)
como uma func¢ao de p bem como a pressao para ambos os casos s{ =0 e sy #0 sao
ilustrados na Fig. 10, que entre outras caracteristicas evidentemente confirma suas
propriedades de invariancia de escala exata de ambas as quantidades. Além disso, a
pressdo na Fig 10 ilustra que em LO o termo s4 # 0 fornece uma melhoria importante
da aproximacao basica de 1L ja que para s = 0 a pressado esta bem longe do gas livre
em valores altos de p.

3.4.2 Otimizacao na ordem de 2L (5)

A pressao da NLO RGOPT, em densidades finitas pode ser escrita como (nova-
mente, assumindo 1 > n)

Ps(w) Pso(w)  n* (m)( 1 ) 4( Yo _ )
= — | —)+n" (2= Sq
NiNe  NiNe  (4m)2 \bg) \bog bg

2

+ ;? (Z—S) [nQ (1-2L,) +2up,:} (153)

_9CF a2 4, 1 o( 2 2\ . 2 B
2 [311 <LPL 3Lu+12 + (u +1M )+n uprF (4—6Ly) |,

onde Pyo(u) € dado pela Eq. (150). Em NLO O(g), verifica-se que o PMS, Eq. (32),
e a RG reduzida, Eq. (56), nao tem solugdes reais para valores de potenciais quimi-
cos arbitrarios. Conforme ja discutido acima nas secbes anteriores, espera-se que isso
aconteca em geral, a partir da NLO, se insistirmos em resolver exatamente essas equa-
coes, devido a dependéncias nao lineares na massa. Portanto, pode-se tentar resolver
com menos rigidez a Unica equacao RG completa, Eq. (74), para fi(g), tomando entao
para g mais conservadoramente o acoplamento de 2L puramente perturbativo como
feito para o modelo de Gross-Neveu na secdo 2.6. Infelizmente, apenas solugbes ndo
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reais aparecem também neste caso, se a equacao for resolvida para n(g) exato. Entao,
pode-se fazer uma mudanga no esquema de renormalizagdo conforme explicado na
secdo 3.3.3, onde ja encontramos resultados bastante bons em T = u = 0. Vamos
escrever as solugdes da PMS, Eq. (32) e da RG reduzida Eq. (56) para L, apos aplicar
aRSCn —n(1 +ngz) na Eq. (153) e re-expandindo até a ordem g conforme explicado
na secao 3.3.3 (que afetam a Eq. (153) por um termo extra 4gn43082), as solucdes
compativeis com a AF séo:

1
foms(n, 9, Bo, u) ==L+ Bppys(m, 9, 1) — @\/DPMS(H,Q, By, 1) =0, (154)
1
RGN, 9, B2, 1) == Ly + Bag(n, 9, 1) & -/ Dr(n, 9, B2, 1) =0, (155)
com
__ 7 .5  wee
9 47g 619° 9Bg® . op? u2
Dpms(n, 9, Bo, W) =52z — + - +39° = (11-3=
256 241 4 14 n n (157)
+99(9-5) "F
1,2, %
_ 2 9B8;) _8g(64g+81) ,, ou® [u?
Dratn.g. Bavw) =g% (13- 52 ) - S0 Bo) s aagely (15 -2). (1s9)

3.4.3 Resultados para a RSC mais préoximo do esquema MS

Se resolvermos simultaneamente as Eqgs. (154), (155) e o determinante para
encontrar a solugdo mais proxima do esquema MS, Eq. (132), encontramos novamente
solugdes imaginarias e espurias, uma vez que o parametro externo p € introduzido.
Como uma primeira ilustracao simples, vamos considerar apenas a contribuicdo do
vacuo (n = 0). Aplicando a Eqg. (132), em conjunto com a Eq. PMS (154) e tomando
por g a equacgao perturbativa de 2L em termos da funcao W de Lambert (GARDI et al.,
1998)

bg 1
oL (A) = —Tm, (160)
onde
, o
b b1
z=-01 (AT (161)
b1e AWS

) 1 boa(A) | %
A'\"S_AeXp( 2bog(/\)) (1 +g—;g(/\)) ’ (162)
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para um valor tipico de A ~ 1GeV, entdo obtém-se B, ~ —55.8583, Ly ~ —0.331,
dando 1 >~ 700 MeV =~ 2.1 Az, que pode ser comparado ao resultado da RGOPT
na ordem de 1L Eq. (114). Observe que as(A = 1GeV) ~ 0.42, mas |Bog?| ~ 0.06 é
um desvio muito moderado do esquema original MS. Podemos agora otimizar nume-
ricamente a pressdao da RGOPT na ordem de 2L, Eq. (153) incluindo a contribuicéo
do meio com p # 0, adotando a prescricdo adicional da RSC para recuperar solucdes
reais de (i) para valores arbitrarios de u. De fato, em vez de resolver a equacéo de
RG completa, como uma variante numericamente mais simples, resolvemos o ramo
compativel com a AF da equacgao de PMS (154) na ordem de 2L para 11(g), conside-
rando para g o acoplamento puramente perturbativo, junto com a equagéo do RSC
(132) para fixar Bo(i) em NLO (claramente o parametro RSC optimizado B, agora
€ uma fungao nao trivial do potencial quimico p, consistentemente determinado pelo
procedimento de otimizacdo). A fim de comparar com os resultados de pQCD forne-
cidos nas Refs. (KURKELA et al., 2010; GORDA et al., 2018), vamos considerar a
variacao de escala 1 < A < 4u além da escala central, A = 2u. Aqui, escolhemos
as(Ag = 1.5GeV) = 0.326 (BAZAVOV, Alexei et al., 2012) para comparar precisamente
com os valores adotados na Ref. (GORDA et al., 2018): usando a Eq. (162), encontra-
mMos a escala invariante na ordem de 2L, Ayig = 0.335 GeV, um valor realmente muito
proximo a média mundial atual (TANABASHI et al., 2018).

[ —— NLO RGOPT ]
— LO RGOPT, s, #£0

K
£

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

i [GeV]

Figura 11 — A massa otimizada em funcédo do potencial quimico para A = 1,21 e 4u
em LO (ponto-tracejado) e NLO (continuo). Para o ultimo, a curva superior
corresponde a A =, a curva central a A = 2u e a curva inferior a A = 4.

Os resultados para a massa otimizada de NLO i como funcdes de p e para
diferentes escolhas de escala de renormalizacédo s&do mostrados na Fig. 11, onde
também sdo comparados com o valor de 1 em LO. Pode-se ver que, como ja explicado
acima, n(n) em LO, é exatamente invariante frente ao RG, pois envolve apenas a
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combinagdo invariante de escala [2bog(/\)]‘1 +In(w/A). Em contraste, o (1) em NLO
definitivamente exibe uma dependéncia de escala residual: mesmo para o acoplamento
de 2L exato, Eq. (160). llustraremos a seguir que a pressao da RGOPT, que representa
o observavel fisico real, mostra uma dependéncia de escala residual mais moderada.
De forma mais geral, a construcao da RGOPT apenas garante que a otimiza¢ao nao
estrague a invariancia perturbativa frente ao RG da quantidade fisica considerada, o
que significa, até termos dependentes de escala remanescentes de ordem superior
O(gk*1), se a expressao perturbativa original estiver disponivel na ordem gk.

—0.10F

—-0.15

—-0.30

0.0 0.5 1.0 15 2.0 25

i [GeV]

Figura 12 — A quantidade otimizada da RSC, B, (1)g°(11), em funcdo do potencial qui-
mico para A = w,2u e 4.

A Fig. 12 ilustra os valores correspondentes da combinagdo de parametros
da RSC Bz(u)g2(u), quantificando assim o afastamento do esquema MS. Pode-se
ver que a RSC permanece razoavelmente perturbativa, embora o valor de |Bo(u)|
necessario para recuperar solugoes reais esteja aumentando rapidamente para valores
de u menores da escala de renormalizagéo inferior A = p (isto ndo surpreende, ja que
nesta regido o acoplamento g(A) torna-se perigosamente grande).

Estamos agora em posicao de calcular observaveis termodinamicos, como a
pressao, que aqui sera respectivamente normalizada pelo gas livre sem massa, Pfg,
que é dado por

Pfg _ u4
N¢Ne  12m2°

(163)

Vamos entdo comparar os resultados da RGOPT em LO e NLO com as pre-
visdes de pQCD em O(g), O(g?) (KURKELA et al., 2010), bem com o mais recente
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O(g3In? g) (GORDA et al., 2018)

ppQCD 2 2
—1—Zag(A) - o(s(/\){o.303964 In s (A)
(164)

+ {0.874355 +0.9118911In (%)} } —0.266075x3(A) In? «s .

Na Fig. 13, mostramos a pressdo normalizada prevista pelas diferentes aproximacodes

1.0
0.8t
.“3 06 B Illl ______
) A
Nooap  f F LT —— NLO RGOPT
A pQCD O(g* 1n*(g))
iof ——— 2
02F I pQCD O(g*)
7 PQCD O(y)
I'" i m————— LO RGOPT S1 7é 0
l"i f. 1 1 1 1
0'%.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

Figura 13 — A presséo normalizada em fung¢ao do potencial quimico na escala central
A = 2u. Os resultados da pQCD na ordem g, g2 e g° (termo LL) séo
comparados com os resultados da RGOPT em LO (ordem g°) e NLO

(ordem g).

em ordens diferentes, para a escala central A = 2y, conforme adotada na Ref. (GORDA
et al., 2018). A primeira coisa a se observar € que a RGOPT produz um resultado néo
trivial ja na ordem 8%g9%, mas convergindo muito lentamente para o resultado de gas
livre conforme o potencial quimico dos quarks aumenta. No entanto, isso ja pode ser
visto como uma melhoria, uma vez que nesta mesma ordem g° o resultado pQCD
para a pressao normalizada seria trivialmente igual a unidade, ou seja, o limite de gas
livre. Na realidade, n&o se pode esperar que a RGOPT na ordem mais baixa seja uma
aproximacgao muito realista em geral, porque ela depende apenas de quantidades do
RG de ordem mais baixa, enquanto a dependéncia da pressao é essencialmente como
a do gas livre. As propriedades de ressoma da RGOPT tornam-se mais evidentes
quando se compara seu resultado em NLO, ordem g, com os da pQCD da mesma
ordem NLO, uma vez que a figura mostra que a pressao da NLO RGOPT, na verdade,
aparece em melhor acordo com as predi¢cdes dadas pela teoria de perturbagdo em
ordens superiores g2 e g°In? g. A seguir, também analisamos como ambas as apro-
ximagdes funcionam quando a escala de renormalizac¢do arbitraria varia no intervalo
n < A < 4y, como na Ref. (KURKELA et al., 2010), onde a dependéncia de escala
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Figura 14 — A pressao normalizada em fung¢édo do potencial quimico. Os resultados da
pQCD na ordem g, g° sdo comparados com a RGOPT em NLO (ordem g).

Em cada caso, a curva superior corresponde a A = 4u e a curva inferior a
A=

dos resultados da pQCD nas ordens g e g2 foram analisados. Os resultados sdo com-
parados na Fig. 14, que mostra que a RGOPT melhora sensivelmente a incerteza
de escala em comparacdo com a mesma ordem perturbativa g, especialmente na re-
gido nao perturbativa de densidades baridnicas baixas a moderadas. Mesmo quando
comparados com os resultados perturbativos completos na NNLO, g2, que exibem
uma dependéncia de escala reduzida em relacdao ao NLO perturbativo, a incerteza
de escala da NLO RGOPT ainda é consideravelmente melhor.” Observamos também
que a melhoria da dependéncia da escala da RGOPT ilustradaaquiem T =0, u #0
com relacdo a pQCD é menos espetacular do que para outros modelos em T # 0,
w = 0 em comparacdo com a teoria de perturbagdo padrdao e com HTLpt (KNEUR,
Jean-Loc; PINTO, 2015, 2016; FERRARI et al., 2017). Mas isso se deve principal-
mente ao fato de que em altas temperaturas e u = 0, as dependéncias da escala da
teoria de perturbacao padrao em NLO ou da HTLpt tendem a ser substancialmente
piores, enquanto a RGOPT permanece mais razoavel. Para avaliar mais precisamente
a dependéncia da escala remanescente, plotamos na Fig. 15 a diferenca das pressdes
(normalizadas), AP/Pgy = (P(A = 4p) — P(A = n))/Pgy em fungéo de p, para as trés
aproximacgoes ilustradas na Fig. 14. A dependéncia de escala remanescente da NLO
RGOPT € moderadamente, mas claramente melhorada em comparacao com NLO
pQCD para n = 0.9 GeV (dando ~ 25% de melhoria, por exemplo, para pn ~ 2 GeV),

No estudo original (KURKELA et al., 2010) uma forma aproximada bastante comum de (160) foi
usada, truncando termos além da O(In L/L?), com L = In(/\2//\f/|_s). Aqui, comparamos a dependéncia

de escala adotando o0 mesmo acoplamento exato de 2L (160) para todas as aproximagoées, que tende
a diminuir ligeiramente a incerteza de escala para todos os casos.

7
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Figura 15 — A dependéncia de escala remanescente definida pelas diferencas das
pressdes (normalizadas) AP/Pfg = (P(A = 4p) — P(A\ = u))/Pfg, como
funcdes do potencial quimico . Os resultados da pQCD na ordem g e na
ordem g2 sdo comparados com a NLO RGOPT.

enquanto a dependéncia de escala da NLO pQCD parece ser um pouco menor na
faixa inferior £ 0.5 < u < 0.9 GeV. Observe também que a pressao da NLO pQCD tem
uma dependéncia de escala menor do que em NLO da pQCD em um intervalo mais
estreito e perturbativo © = 1.5 GeV. Em contraste, a incerteza da escala da RGOPT é
claramente melhor do que na NNLO da pQCD em toda a faixa relevante de . Perce-
bemos, no entanto, que a menor dependéncia remanescente da NLO pQCD dentro da
janela baixa de 1 (0.5 < 1 < 0.9 GeV) é meramente um efeito colateral da pressao da
NLO pQCD caindo para zero em valores de p inferiores as duas outras aproximacoes,
como fica claro na Fig. 14. De fato, n&o é de surpreender que todas as trés aproxima-
¢Oes exibam um crescimento rapido na dependéncia de escala para valores de p que

se aproximam da regido onde P(A ~ ) cai rapidamente para zero.® Mas a Fig. 15

também mostra que a dependéncia remanescente maxima alcangada nos respectivos

valores i, € menor para a RGOPT do que para NLO e NNLO pQCD. Em todo caso,
deve-se ter em mente que, devido a escolha da escala de renormalizagdo comum

adotada g(A = O(n)), nenhuma das aproximagdes € muito confiavel na regiao nao per-
turbativa onde P/Pgy(A ~ n) < 1, isto devido ao grande acoplamento.? Concluimos,

portanto, que, dentro da faixa de p onde todas as aproximagdes sao confiaveis pertur-
bativamente, a incerteza da escala remanescente da NLO RGOPT € moderada, mas
claramente melhorada em comparagdo com ambos NLO e NNLO pQCD (considerando

também que pQCD padraoem T =0, u # 0 tem problemas de dependéncia de escala
8

Na Fig. 15 as trés curvas comegam em seus respectivos valores minimos wmin, de modo que P(A >
Wmin) > 0, compare Fig. 14

9 veja, por exemplo, que 1 < 0.8 ja corresponde a «s(A = 1) > 0.5 usando a Eq.(160)
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menos severos do que no regime de T alto). Em principio, também poderiamos incluir
em nossa andlise da NLO RGOPT o termo de subtracdo da ordem NNLO, g m* s, da
Eq. (149), uma vez que é formalmente da ordem g, semelhante ao que foi feito em
LO RGOPT (veja a discussao apés Eq. (152)). A expressao para s, esta disponivel
em (KNEUR, Jean-Loc; NEVEU, 2015) e claramente incorpora dependéncia do RG
adicional da proxima ordem (3L) do RG. No entanto, verificamos que considerar s, # 0
na ordem NLO dificilmente muda os nossos resultados (em contraste com a pressao da
LO onde sy # 0 tem um impacto consideravel). Em particular, a dependéncia de escala
nao € visivelmente afetada, que indica que uma estabilidade razoavel foi alcangada na
ordem NLO.

3.4.4 Uma alternativa mais simples de prescricao da NLO RGOPT

Enquanto os resultados nas Figs. 13 e 14 mostram claramente uma melhor
concordancia da NLO RGOPT com os resultados do estado da arte da teoria de per-
turbacao, pode ser considerado bastante insatisfatorio ter que lidar com a prescricao
da NLO RGOPT um tanto mais laboriosa, implicando que a restricao adicional da RSC
Eq. (132) seja resolvida numericamente para restaurar as solugdes reais. Poderiamos
encontrar uma prescricao mais simples e transparente, enquanto ainda capturamos as
principais caracteristicas da abordagem da RGOPT? De fato, uma alternativa muito
mais simples que certamente recupera uma solucao real para 11 € simplesmente renun-
ciar a resolver as equacoes do RG ou PMS exatamente, aproximando-as de uma forma
mais perturbativa. Isso, no entanto, certamente leva a uma perda de parte das proprie-
dades de ressoma embutidas na solugéo “exata”, de modo que uma leve degradacao
da dependéncia de escala remanescente é esperada. Para explorar esta alternativa,
consideramos a equacao do RG completa (74), a fim de incorporar o conteudo do RG
na ordem de 2L mais completo e consistente, mas aproximamos grosseiramente sua
solucéo de primeira ordem da (re)expansao perturbativa. Da mesma forma como no
caso na ordem LO, observando primeiro que a Eq. (74) daria uma equacao simples-
mente quadrética para n2 na auséncia de dependéncia extra de n nao linear a partir
de pr, esta solugéo perturbativa é simplesmente: 10

5 144 21 p2 144 V43
2= —upe [ 1- 1——”—2 g+0(@%) = — (1-"= | gu+0O(g?). (165)
7 64 p2 7 8

Agora, substituir esta expressdo de n na expressao de pressao da NLO RGOPT
Eq. (153), com o acoplamento g — g(/A\) como anteriormente a partir da Eq. (160),

10 Na Eq. (165) os fatores 144/7, 21/64, \/43 sdo simplesmente valores das combinacdes especificas
de coeficientes RG b;, y; para Ny = 3, que aparecem nesta expressdo. O termo explicitamente
dependente de escala L,, s6 aparece na proxima order g?. Observe também que eliminamos a outra
solugéo, com ++/-- -, pois ela viola a consisténcia necessaria 1> < u? mesmo para g moderado, e
também nao cumpre a correspondéncia perturbativa, In wn ~ 1/(2byg), para p > 1.
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Figura 16 — A pressado normalizada em funcédo do potencial quimico. Resultados da
PQCD a partir da Eq. (164) incluindo g° |n2g (curvas pontilhadas em vi-
oleta) em comparacao com a alternativa mais simples da NLO RGOPT
(curva preta continua). Em cada caso, a curva superior corresponde a
A =4y, acurva centrala A = 2u e a curva inferiora A = L.

fornece os resultados mostrados na Fig. 16, que sao comparados com pQCD em
NNLO incluindo o termo logaritmico de 4L da Eq. (164) (originalmente obtido na Ref.
(GORDA et al., 2018)). llustramos também a dependéncia de escala para o intervalo
u < A < 4u para as duas expressoes. Vé-se a concordancia bastante notavel para
a escolha da escala central A = 2u (mais precisamente com diferengas inferiores a
~ 1.5% para quaisquer p > 0.6 GeV), enquanto a extensao da “incerteza” na escala
da RGOPT ainda é ligeiramente melhor, mesmo para esta aproximagao um tanto
grosseira. Com relacdo a banda da dependéncia de escala da pQCD, incluindo o
resultado de ordem perturbativa mais alto disponivel, Eq. (164), dificiimente exibe uma
diferenca visivel com a pressao perturbativa em NNLO, ordem g2, como estudado na
Ref. (KURKELA et al., 2010). Mas o efeito liquido do ultimo termo de ordem mais alta
da Eq. (164), sendo negativo, é deslocar para baixo (muito ligeiramente) os valores da
pressao para valores dados de 1 e A. Examinando a Fig. 13, observamos ainda que
indo da NLO para a NNLO da pQCD ha uma diminuicao mais pronunciada da pressao
para valores dados de u (que é claro a partir dos termos globalmente negativos da
NNLO O(g?) na Eq. (164)). Agora, na Fig. 13 os valores exatos da pressdo da NLO
RGOPT sao sensivelmente mais baixos do que as outras aproximagdes, enquanto
em contraste a pressdo da NLO RGOPT aproximada, obtida com o i, perturbativo
Eqg. (165), concorda perfeitamente bem com a Eq. (164). Consequentemente, pode-se
sugerir a partir dessas comparagdes que o resultado “exato” da NLO RGOPT pode
ser uma aproximagao mais precisa do que a Eq. (164) para os valores de pressao
perturbativa de ordem ainda mais alta.
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3.4.5 Solucao a partir da equacao do RG reduzida

Como discutimos na sec¢éo 3.3.3, o valor de B> € em principio arbitrario, uma
vez garantido que é pequeno o suficiente para que a expansédo (123) seja valida.
Vamos agora explorar outra prescrigdo possivel onde consideramos frg = 0, Eq. (155)
(vindo da RG reduzida, Eq. (56)), em vez de fppyg = 0 Eq. (154) (vindo da PMS, Eq.
(32)) para determinar o n(g, 1) otimizado e o termo da RSC B, que em vez de ser
fixado pelo determinante, frgc = 0 (132), agora € fixado por uma expressdo mais
simples escolhida de modo que —9B,/14 cancela o termo negativo superior'! —8g/9
de Drg(n, g, B2, n), Eq. (159), em particular:

By(g) = —12 (166)

81g°
Este B, mais simples, e a principio independente’2 de p quando substituido em RG>
Eq. (155), recupera-se solucdes reais para todos os valores relevantes de . Como
no estudo do RSC mais préximo do esquema MS na secdo 3.4.3, a constante de
acoplamento é dada pela expressao perturbativa de 2L, Eq. (160). Outras prescricdes
semelhantes, mas ligeiramente diferentes para fixar B, sdo possiveis em geral para T
e u finitos. Normalmente, pode-se modificar a Eq. (166) para absorver uma parte das
contribuicbes também dependentes de T e u, mas a Eq. (166) tem a vantagem de ser
universalmente valida também para o vacuo T = u = 0. Além disso, uma propriedade
notavel é que, para a maioria das escolhas de B, (e, portanto dos diferentes 11(Bo)
resultantes), desde que as solugdes permanecam reais, a pressao fisica resultante
passa a ser quase invariante em relacao a aquelas escolhas de parametros nao fisicos.

Para ilustrar o impacto desta nova prescricdo no parametro de massa otimizado,
7N, fornecemos a Fig. 17, onde a nova prescricdo mais simples da uma reducao subs-
tancial da dependéncia de escala em comparagao com a prescricao da secao 3.4.3.
Também na maior parte da faixa de valores relevantes de 1, a massa otimizada com a
equacgéo do RG reduzida, rg, € menor do que a massa otimizada com a equagéo do
PMS dada na segdo 3.4.3, fipps(Bo), exceto para valores baixos de p (1 < 0.9 GeV)
para A = 2y, 4u. Esta reducéo impressionante na dependéncia de escala também é
evidente na Fig. 18, onde fornecemos o comportamento do desvio do esquema MS,
dado pela Eq. (166) comparado com aquele dado pelo determinante, Eqg. (132). Ainda
mais curioso é o fato de que, a Eq. (166) fornece valores ainda mais baixos para |B»g?|
do que o determinante, frgc = 0. Entdo, uma pergunta justa é: por que definimos B,
dado pela Eq. (132) como o mais préximo do esquema MS? A resposta é dada pelo
fato de que B, otimizado pela equagéo para o determinante (132) da o esquema mais

""" Este termo vem da expans&o do termo —%51%) da Eq. (159)

12° A dependéncia com u entra uma vez que escolhe-se arbitrariamente A dependente de
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Figura 17 — A massa otimizada da RGOPT em funcéo do potencial quimico para A =
i, 21 e 4p em NLO para 1 otimizado a partir de fgg = 0, figg (continuo)
com B, dado pela Eq. (166), e a partir de fppyg = 0, fippms(Bz) (ponto-
tracejado) com B, otimizado pelo determinante frgc = 0, Eq. (132). Em
ambas prescricdes, a curva superior corresponde a A = p, a curva central

a A =2ueacurvainferiora A = 4pu.
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Figura 18 — A quantidade RSC, Bz(u)gz(u),a partir da Eq. (166) (continuo) e do de-
terminante frgc = 0, Eq. (132) (ponto-tracejado) em fung¢do do potencial
quimicoem A =, 2up e 4p.

proximo de MS onde se encontra simultaneamente solugdes reais de i e g a partir
das equacgdes do RG e de PMS. Entdo, quando renunciamos a otimizar g e conse-
quentemente a resolver estas duas equacdes simultaneamente, o uso do determinante
(132) ndo € mais obrigatorio e podemos escolher B, arbitrariamente enquanto forneca
solugbes reais para 1. Entdo, embora na se¢ao 3.4.3 também renunciamos a resolver
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simultaneamente as equacgdes do RG e de PMS, o determinante (132) da um valor
de B> que em principio permite que as solugdes de PMS e do RG “toquem” ou, pelo
menos, figuem muito préximas do eixo real, e este valor ndo é necessariamente o me-
nor valor que fornece solugao real do PMS ou da equacao RG separadamente como
aqui constatado. Como veremos, no caso de temperaturas finitas, também podemos
escolher uma expressao arbitraria para B, enquanto otimizamos n com a equagéo de
PMS. Vamos observar que a Eq. (166) nao necessariamente fornecera solucdes reais
para o caso de temperaturas finitas.

1.0 1.0
0.8F 0.8
> 0.6 = 0.6F
<2 2
A &
\
R gaf A oaf
! [ 7 _
i —— NLO RGOPT (ijg) 02 [ i —— NLO RGOPT(7rc)
L 1 _ 2F [ il N _ 4
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Figura 19 — A press&o normalizada em fungdo do potencial quimico. Os resultados da
PQCD para a ordem g2 (tracejado) sdo comparados com a RGOPT em
NLO (ordem g) para duas prescricdes de otimizacao: n otimizado a partir
de frg = 0, firg (continuo) com B, dado pela Eqg. (166), e a partir de
foms = 0, ipms(Bo) (ponto-tracejado) com B, otimizado pelo determinante
rsc = 0, Eq. (132). Esquerda: Resultados para a escala central, A = 2p.
Direita: Resultados para os valores extremos da escala, em todos 0s casos,
a curva superior corresponde a A = 4 e a curva inferiora A = .

Na Fig. 19 comparamos a pressdo dada pelas duas prescricbes da RGOPT
apresentadas aqui e com pQCD na ordem g2. Quando consideramos os resultados
para a escala central, a NLO RGOPT(fgg) € @ NLO RGOPT(fipys, Bo) ddo resultados
muito semelhantes para 1 = 1 GeV e sdo quase iguais ao caso pn = 1.5GeV. Por
outro lado, quando comparamos os resultados para os valores extremos da escala
considerada aqui, a NLO RGOPT (figg) € superior no que se refere a dependéncia de
escala quando comparado com as outras duas aproximacdes. Para o valor de escala
mais baixo A = n que fornece valores mais altos da constante de acoplamento g, todas
as trés aproximagodes fornecem valores numeéricos semelhantes para 1 = 0.8 GeV. Em
contraste, para o valor de escala mais alto A = 4y, nos potenciais quimicos baixos,
a NLO RGOPT(fgg) esta longe da NLO RGOPT(fipys, Bo) € ainda mais longe dos
valores da pQCD na ordem g2. Notemos também que o valor de 1 no qual P é zero,
Imin € bastante alto em NLO RGOPT(figg), mesmo para A = 4y, umin =~ 0.5 GeV. Isso
€ problematico se quisera-se usar essa pressao em aplicacoes astrondmicas, como
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por exemplo a determinacao das relacbes massa-raio para estrelas de quarks, onde
se espera que em pu ~ 0.3 GeV uma densidade positiva seja obtida enquanto P = 0.
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Figura 20 — A dependéncia de escala remanescente definida pela quantidade
APIPy = (P(A = 4u) — P(A = 1))/ Py, das pressbes (normalizadas), como

fungbes do potencial quimico n. Resultados da pQCD na ordem g2, da
NLO RGOPT(figrg) € da NLO RGOPT (fippg, Bo) sé@o comparados.

Para deixar mais clara a superioridade na melhoria da dependéncia de escala
da prescricdo NLO RGOPT(11rg), plotamos na Fig 20 a dependéncia de escala re-
manescente, AP/Pfg. Para 1 > 1 GeV, a dependéncia de escala remanescente da
NLO RGOPT(frg) jé € inferior a 0.05, um valor que a NLO RGOPT(fipps, Bo2) atinge
em p = 2 GeV e pQCD nunca atinge para os valores de p considerados aqui. Para
valores elevados de u, u 2 1.5 GeV, a dependéncia de escala remanescente da NLO
RGOPT(frg) é ainda menor, AP/Pfg < 0.02, do que a escala de remanescente mais
baixa da NLO RGOPT ~ 0.04 e da pQCD = 0.06.

3.5 RESULTADOS PARA A MATERIA DE QUARKS QUENTE E DENSA

Nesta segéo avaliaremos os resultados da RGOPT para o caso mais genérico
de temperaturas finitas, e potenciais quimicos finitos (KNEUR, Jean-Loc et al., s.d.),
onde a expressao da pressao nesta aproximacao foi apresenta na secao 3.3, Eq. (108).
Como ja discutido anteriormente, esta expressao mais complicada produzira solucoes
imaginarias se as equagdes do PMS e do RG forem resolvidas simultaneamente. Isso
ja acontece para o caso mais simples, T = u = 0, como mostramos na secéo 3.3.2
e foi relatado anteriormente em (KNEUR, Jean-Loc; NEVEU, 2012, 2013, 2015). Na
secao 3.4.3, ao considerar o caso mais simples T = 0, u # 0, o problema foi contor-
nado através de uma mudanca (perturbativa) do esquema de renormalizacao (RSC)
(primeiro usado no vacuo em (KNEUR, Jean-Loc; NEVEU, 2013) e explicado também
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aqui na sec¢ao 3.3.3), para recuperar solucdes reais de uma maneira consistente com
o RG. O parametro da RSC relevante, arbitrario a principio, foi fixado de forma unica
exigindo colinearidade das curvas da PMS e do RG reduzida no plano n, g, que ex-
pressa precisamente a recuperacao de solucdes reais. Mas, tecnicamente, isso implica
em se anular o determinante das derivadas parciais das equacoes do RG reduzida e
do PMS, Eq. (132), e para resolver o ultimo junto com a Eq. (32) para (Bo,n(Bo, g)).
Embora a solugao desse sistema seja bastante gerenciavel para T = 0, 1 # 0, torna-se
numericamente mais desafiador para o caso geral 7,u # 0 uma vez que as equa-
¢Oes combinadas resultantes sdo altamente néo lineares. Portanto, neste caso geral
de T,u # 0, vamos explorar a RSC com uma prescricdo muito mais simples para
recuperar solugdes reais, enquanto ainda mantemos as propriedades esperadas de
ressoma da RGOPT, que essencialmente acabam sendo numericamente equivalentes
ao método de colinearidade mais elaborado usado anteriormente nos casos T = 0,
w=0e T =0, u+#0. Nesta secao, primeiramente vamos analisar a pressao dos quarks,
onde a RGOPT ¢ aplicada, para por ultimo analisar a pressdo da QCD considerando,
como primeira aproximagao, a pressao gludnica perturbativa.

3.5.1 Compatibilidade com a liberdade assimptética em NLO

Apés definir 6 = 1, tomando a por seu valor obtido em LO, a = 21/_0 e apos
adicionar o termo da RSC 4gn*syB5 a Eq. (108) é escrita como

Pgs.i)  2n* [3 v, 4t v [ .
9, -0 [——Ln} +2T4; (A, ) + — Y0 {——Ln} +n2 Y0720 (1, )

N¢Nc (4m)° |4 (4m)? bg 2 by
4 2 2
n 4 3 n T L.
T* o . 2o N
+5da (0, ) + =T Jz (n, 1)
4
n Yo Sq ) 4
+—  [1—- 3 — +4 snBo.
(4m)? gbo( by " 5p?) TTIN 2072

(167)

Vamos agora aplicar a PMS e a equacgao do RG reduzida na Eq. (167) e resolvé-las
para Ly a fim de identificar a solugdo compativel com a AF da equagéo do PMS e as
duas solucdes AF da equacao do RG reduzida, de modo que tenhamos a forma ja
conhecida

1
fPMS(ns ga Bza Ta PL) =" + BPMS(TL ga T: H) - @\/DPMS(TL g! BQa T! H) = O, (168)

1
fRG(nagi B2a H) =", + BRG(T],g, Ta H) + @\/DRG(WQ: BZ; T! H) = Oa (169)
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com
7 5 , T2
Bpms(, g, T, ) =— 2889 T12 2m?(Jh + n—sz) (170)
9 47 359° 9Bpg°
Dppms(, g, Bo, T, ) = 556 g g 29
144 36 1 T2J J!
+1447* —4 +367°g(g - 3 22T%2) am
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4 2
+ 641t g? T—4J2 (6Jp—1) — 6T—2J3] :
n n

Drg(m,9,Bo, T,n) =—11g
(173)

onde J; = Jin?/T2,W/T), J| = 9xJi(x), (x =n?/T?) , e separamos explicitamente a
parte independente de T, em Dppys(n, g, Bo, T, 1) € Drg(n, g, Bo, T, 1) na primeira
linha para facilmente ver seu limite T, 1w — 0 (recuperando Egs. (128), (129), (130) e
(131)).

Também relevante para o0 nosso propdsito e comparacdes € a expressao da
pressao perturbativa resultante, Eq. (97), para quarks estritamente sem massa,

Pl 3 2 (74)

PT L 72 1 144 (o
Pg1(m—10) ;_N;200g [ t5 ezt 5 2 ]
1+

e o limite de Stefan-Boltzmann para o gas de quarks ideal

2 ~2 ~4
Psp(T,W) _ a7} |, 120 p° 240 p° | (175)
N¢N¢ 180 7 (2n2 7 (2n)*

3.5.2 Massa da RGOPT otimizada na ordem g na aproximacao de T alta

Antes de considerar solucdes mais completas (exatas), também ¢é instrutivo
investigar o comportamento da solugdo AF relevante do PMS Eq. (168) para T # 0
(mas com u = 0), tomando entretanto a aproximagéo de altas temperaturas, tal que
Ji e Jo sdo expressdes analiticas simples de n/T (e as contribuicbes de J3 sendo
de ordem superior podem ser desprezadas nesta aproximacgao), dadas por (LAINE;
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VUORINEN, Aleksi, 2016).

772 2 2 nT 3
T4/ 2n” 4 e d
210 ~T 3g5 = 735+ (47)2 {m (neVE) * 4} ’ (17e)
T2 n2 T]GYE 1
Jo(T,0) M5t 4 [m ( — ) —5} , (177)
Js(T,0) ~0. (178)

Depois de fazer algo de algebra, obtém-se facilmente, para os primeiros termos pertur-
bativos:

f~6n2 1-69(3L +§) _1+2567c2 2 (57 g2y +0(@%); (179

onde definimos L7 = In[A/(nT)]. Observe que esta solugdo € independente de B,
em outras palavras, nesta aproximacao bruta temos solugdes reais de 11 no esquema
MS, entdo podemos definir B2 = 0 na Eq. (167) para esta aproximagao. Como se
pode ver, a solugdo compativel com a AF de i tem o comportamento tipico da massa
de quark térmica perturbativan ~ /g T (LAINE; VUORINEN, Aleksi, 2016), com um
coeficiente aqui inteiramente determinado pela consisténcia com o RG'3. No entanto,
Nao se espera que a expansao de altas temperaturas (e puramente perturbativa), Eq.
(179) fornega uma boa aproximagéo para temperaturas mais baixas'4, além de néo
ser util para p # 0. Contudo, antes de prosseguir com uma analise mais elaborada,
€ instrutivo ilustrar os resultados do uso da Eq. (179) inserida na pressao da NLO
RGOPT, Eq. (167), mas com a expressao resultante sendo simplesmente truncado em
ordem g. Isso é mostrado na Fig. 21, onde é feita uma comparacao com a pressao
perturbativa padrao de quarks sem massa em ordem g, Eq. (174). As duas pressoes
nédo coincidem exatamente (ndo tém raz&o para serem idénticas, pois a RGOPT en-
volve uma massa nao trivial), mas sdo muito préximas, o que € uma boa verificacao de
consisténcia de nosso procedimento, ja que a RGOPT é suposto aproximar uma teoria
sem massa. Consequentemente, isto indica que ha cancelamentos néo triviais dos
termos dependentes de n na Eq. (167) ao usar a Eq. (179), como acontece com m na
equacao aproximada (174) em primeira ordem. Em contraste, substituir, por exemplo,
n da Eq. (167) pela massa térmica de Debye padrao daria resultados mais distantes
da pressao perturbativa sem massa. Contudo, o objetivo principal da construcédo da
RGOPT é fornecer desvios de ordem superior mais interessantes da expansao térmica
perturbativa pura, que abordamos agora, uma vez que por construg¢do induz termos de
ordem superior ndo triviais em consisténcia com propriedades do RG.

13 Resultado semelhante é obtido para os primeiros termos perturbativos se substituirmos a Eq. (177)
2
em (113) e enté&o, resolva-se para 7.
4 Em particular, visto que a i exata em NLO que examinamos abaixo tem a propriedade #/T > 1, 0
que de alguma forma contradiz o intervalo de validade da aproximagao de T alta.
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Figura 21 — Pressdo da NLO RGOPT perturbativamente reexpandida (linha fina, ver-
melha) em comparagdo com a pressado perturbativa padrdao na ordem
g Eq. (174) (azul, tracejada) para ug = 0, com dependéncia de escala
AN =nT-4nT.

3.5.3 Uma aproximacao perturbativa simples, otimizacao na ordem 92

Para valores arbitrarios intermediarios ou moderados de T (e u), as solucdes
compativeis com a AF ndo se comportam tao simplesmente quanto a Eq. (179) visto
que a Eq. (171) tem uma dependéncia de T envolvida, como esperado das integrais
térmicas padrao. Entretanto, guiado por seus limites em temperaturas altas e nulas,
nao € dificil seguir as respectivas solugdes (numéricas), selecionando a correspon-
déncia AF correta sem ambiguidade. A coisa mais simples que podemos fazer para
evitar o problema das solu¢gdes complexas, enquanto capturamos ao mesmo tempo
propriedades de dependéncia de T, 1 mais exatas além da Eq. (179), é reexpandir a
Eq. (168) perturbativamente até ©(g?), mas mantendo as integrais térmicas exatas
nos coeficientes (a serem avaliados numericamente). Apds algumas manipulacoes
algébricas obtemos®

2
n 2 4352

ity (1 —12Jp) + 87304714J3 +do (%% — 129672 In %)] ,
(180)

que deve ser resolvida numericamente como funcao implicita de i. A expressao acima

fornece prontamente uma solucéao real de 11, e tem a vantagem de permitir considerar

w # 0 dentro das integrais térmicas (e dentro do acoplamento) enquanto mantém

uma expressao perturbativa relativamente simples. Inserindo a solu¢ao da Eq. (180)

15 Como uma sutileza, é importante primeiro expandir perturbativamente a Eq. (168) antes de resolvé-la
(formalmente) para n2/T2 e depois de resolver para n?/T? expandir novamente até a ordem g2, caso
contrario, perder-se-4 as Ultimas propriedades da compatibilidade com a AF. Observe que a Eq. (180)
nao depende do parametro RSC B, que apareceria apenas na proxima ordem g°.
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Figura 22 — Press&o normalizada para ng = 0 (esquerda) e ug = 1.2 GeV (direita) da
NLO RGOPT, Eq. (167) (Bo = 0) usando fi(g?) perturbativamente reexpan-
dida usando as integrais térmicas exatas (faixa verde, linhas finas), em
comparagao com a pressao da pQCD na ordem g (faixa azul, linhas trace-
jadas) e a NLO HTLpt (faixa rosa, linhas pontilhadas), com dependéncia

de escala A = my/ T2 + %2—47T\/ T2 + i—z

dentro da pressdo da NLO RGOPT, Eq. (167) (mantendo as integrais térmicas exatas
e tomando B, = 0), fornece os resultados ilustrados na Fig. 22, onde comparamos com
a pressao de quarks perturbativa sem massa em NLO (order g), Eq (174), e com a
pressdo da NLO HTLpt puramente de quarks (ANDERSEN et al., 2004)'6, e também
com a pressdo da LO RGOPT com'’ s, # 0. Se apresentam resultados para dois
valores do potencial quimico bariénico, ug = 0 e ug = 1.2, onde o potencial quimico
baridnico € simplesmente ug = 3. Primeiramente, deve se notar que, na ordem trivial
de LO (ordem g), a RGOPT ja da um resultado interessante e de fato muito préximo da
pressdo da pQCD na ordem g para a escala central, A = 2rty/ T2 + %z com a vantagem
da LO RGOPT ser totalmente independente do valor da escala A. Como pode ser visto,
a pressao resultante da NLO RGOPT tem uma diminuicdo e um afastamento do limite
de SB mais pronunciada do que a pressao da PT para valores de T moderados e
baixos, que é principalmente atribuida as contribuicdes da ordem superior g2 na Eq.
(180). Em particular, além de evitar o notério comportamento de oscilacao das pressdes
da pQCD padrao em ordens NNLO intermediarias (VUORINEN, A., 2003), a RGOPT
também tem uma melhor dependéncia de escala de renormalizagcédo (pelo menos
para T > 1 GeV, moderadamente em comparacdao com NLO pQCD), que é uma das
propriedades esperadas da RGOPT. Embora a HTLpt tenha uma melhor dependéncia
de escala para a maioria dos valores de T, nessa ordem os resultados convergem
muito rapidamente para o limite de Stefan-Boltzmann (isso deveria acontecer apenas

6 Deve-se ter cuidado em apenas aceitar a contribuicdo puramente de quarks nas expressoes dadas
na Ref. (ANDERSEN et al., 2004)

17 Conforme discutido no caso T = 0, u # 0, isso implica adicionar o termo de ordem g°, m*s; na Eq.
(109), e 8n®s; na Eq. (113)
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em temperaturas muito altas).

3.5.4 Solucoes reais exatas em NLO RGOPT

Depois de explorar a solugao aproximada da NLO 1 que fornece solugdes no
esquema MS, finalmente chegamos a prescricdes mais elaboradas que incorporam as
propriedades completas da RGOPT e recuperam solugdes reais ao implementarmos a
RSC.

3.5.4.1 Solugdes a partir do PMS

A maneira mais simples de explorar a liberdade de escolha da RSC, é fixar em
um primeiro estagio Bo de modo que seja recuperada uma solugao real da solugéo
AF do PMS Eq. (168), ou seja, Dpys(n, 9, Bo, T, 1) > 0 para os valores de g mais
relevantes na Eq. (171). A Gltima n&o € uma prescrigao Unica, mas é bastante restrita,
uma vez que, se Dpys(n, g, Bo, T, n) > 0 torna-se muito grande, a equagéo compativel
com a AF, Eq. (168), assume valores muito negativos e ndo fornece mais uma solugao
real. Por exemplo, se tentarmos resolver B, com o determinante Eq. (132), como feito
para o caso T = 0,u # 0, ndo se encontram solugdes reais para todos os valores
relevantes de T. Por inspecdo, uma prescri¢ao sensata é fixar B, de forma a cancelar
0 maior termo negativo (em magnitude), —47g/24 (como feito na secédo 3.4.5), ou
explicitamente:

329

A vantagem disso é que B, € o mais simples possivel, enquanto a solugao resultante
de 11 tem correcdes de ordens superiores arbitrarias nao triviais, provenientes de todos
os termos remanescentes da Eq. (171). Além disso, as solugcdes de i permanecem
reais para praticamente todos os valores relevantes de g(T, 1). Seguir a solugdo de i
compativel com a AF, Eq. (168) a partirde T = 0 até um T arbitrario € em principio
possivel, mas apenas para uma escala A fixa (assim também um g(A) fixo) nao re-
lacionado a T, caso contrario, obviamente, em algum A ~ ©tT pequeno, obteriamos
A~ Ays onde o acoplamento perturbativo diverge.

3.5.4.2 Solucgdes a partir do RG

Como feito na se¢do 3.4.5 no caso T = 0, u # 0, outra prescricao possivel é
considerar as solu¢des da equacdo do RG reduzida, Eq. (169), em vez da equacéo do
PMS, Eq. (168), para determinar n(g, Bo, T, 1) otimizado. Como anteriormente com a
equagéo do PMS, para B, = 0 obtém-se geralmente apenas solugdo complexa devido
ao fato de Drg(n, 9, B>, T, ) < 0. Em comparagdo como caso T = 0, u # 0, em
que apenas cancelamos o termo mais negativo em Drg(n, g, Bo, T, 1), neste caso as
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integrais térmicas tornam novamente Drg(n, g, Bo, T, 1) < 0 entdo somos forgados
a usar uma prescricao mais drastica e ao mesmo tempo simples. Assim, a ideia é
usar o parametro do RSC By, inserindo-o somente dentro de Drg(n, g9, Bo, T, 1), para
cancelar completamente Drg(n, g, Bo, T, 1) = 0 levando assim a uma solugao real
Unica compativel com a AF para In(n/A) (mas ainda uma equacéao implicita para n
quando T, u # 0):

I} = Bag(n, g, Bz, T, ) (182)

A expressdo para B, necessaria € obtida trivialmente a partir de uma equagéo de
primeira ordem:
154 112 64g9+81  1792n* T* 17921 T2

S o(Bp—1) = —oJs. (183)

B> =
27779 T 81 gle4g+92 " 18 n? 3 1

Esta prescricdo, além de ser muito simples, fornece solucbes reais para todos os
valores de temperatura e potencial quimico relevantes e como veremos mas adiante, e
também uma redugéo significativa da dependéncia da escala de regularizagdo. Pode-
se pensar que ao fazer Drg = 0, essa reducéo drastica cortarda muitas das informagoes
de ordem superior. No entanto, esta informacao de ordem superior esta contida na
expresséo do parametro RSC Bo.

3.5.5 Resultados numéricos para as solucoes exatas em NLO

Aqui, vamos dar os resultados numéricos para a RGOPT em LO e NLO com
as duas prescrigbes apresentadas acima para fixar n e o parametro da RSC, B..
Além disso, para completar, apresentamos todas as quantidades para dois valores do
potencial quimico bariénico ug = 0 e 1.2 GeV que serdo aqui considerados.

Na Fig. 23 tracamos o parametro de massa da RGOPT otimizado, i, como
funcéo da temperatura onde apresentamos as duas prescrigdes para otimizar o para-
metro 1. fippg foi otimizado com a solugéo compativel com a AF da PMS, Eq. <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>