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RESUMO

Neste documento, expomos um estudo do método de Garlerkin Descontinuo, tanto no
dominio quanto na fratura, para o modelo de fratura tinica para alta e baixa permeabilidade no
problema de escoamento em meios porosos fraturados, com uma correspondéncia no malhado
computacional fratura-dominio.

Comecamos com uma anéalise do modelo de fratura exclusivo em alta e baixa per-
meabilidade, gerando a equacdo modelo a ser tratada. A seguir, efetuamos um estudo da
formulacdo do método de Galerkin Descontinuo para a equag¢do de Poisson, gerando ferra-
mentas para o estudo do método de Galerkin Descontinuo aplicado a equagao modelo. Desen-
hamos um método discreto e comprovamos sua boa colocacio e convergéncia, obtendo estima-
tivas de erro a prio-ri para o problema no dominio e na fratura. Depois, apresentamos nossa
implementag¢do computacional, primeiro gerando uma formula¢do matricial do problema varia-
cional, continuando com as implementacdes unidimensional, bidimensional e as condi¢des de
acoplamento.

Com tudo acima, partindo da Ordem numérica de convergéncia (ONC), uma série

de experiéncias numéricas sao realizadas para comprovar as taxas de convergéncia tedricas na

norma L, e na norma ||| - ||| 7, bem como para os termos que compde essa norma.

Palavras-chave: fluxo, fratura, dominio, método de Garlerkin Descontinuo.



ABSTRACT

In this document, we present a study of the Garlerkin Discontinuous method in both
the domain and the fracture, for the single fracture model for high and low permeability in
the flow problem in fractured porous media, with a domain meshes conforming to the fracture
mesh.

We start with an analysis of the exclusive fracture model in high and low permeability
generating the model equation to be treated. Next, we carry out a study of the formulation of the
Discontinuous Galerkin method for the Poisson equation, generating tools for the study of the
Discontinuous Galerkin method applied to the model equation. We designed a discrete method
and proved its good placement and convergence by obtaining a priori error estimates for the
problem in the domain and in the fracture. Then, we present our computational implementation
generating a matrix formulation of the variational problem, continuing with the unidimensional,
bidimensional implementations and the coupling conditions.

With everything ready, , starting from the Numerical Order of Convergence (ONC),
several numeric experiments are realized to confirm the theoretical rates of convergence in the

norm L, and in the norm ||| - ||| 7 , as well as for the terms that make up this norm.

Keywords: flow, fracture, domain, Discontinuous Galerkin method.
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1 Introducao

O estudo de métodos computacionais que permitem a simulacdo de fendmenos de
fluxo, assume uma importancia cada dia maior como instrumento capaz de prover solucdes
para problemas ambientais e energéticos, essencial nas atividades humanas, como a gestao
de recursos hidricos, rastreamento de migracdo de petréleo, isolamento de rejeitos radioati-
vos e contaminagdo de lengdis fredticos. Deste modo, a modelagem de fluxos em meios
porosos fraturados, tornou-se uma ferramenta muito importante nas dltimas décadas, conforme
[ANTONIETTI et al. 2016]. Nessas aplicacdes, o fluxo € fortemente influenciado pela presenca
de fraturas, que podem agir como caminhos preferenciais, fazendo com que o fluido dirija-se
para a fratura e, em seguida flui ao longo da fratura (quando sua permeabilidade é maior que a do
meio circundante). Ou, ainda. como barreiras geoldgicas, onde o fluido evade a fratura (quando
sdo preenchidas com material pouco permeével), como afirma [MARTIN V.; JAFFRE 2005].
Uma fratura é definida como uma regido caracterizada por uma pequena abertura em relagao
ao seu comprimento e tamanho do dominio, além de ter uma porosidade diferente do meio
circundante.

Uma escolha comum de modelagem para esse tipo de problema consiste na utilizagdao
de modelos reduzidos, que tratam fraturas como interfaces (d -1) -dimensionais entre dominios
porosos d-dimensionais, d = 2; 3. Mais detalhes relacionados a modelos reduzidos, aplica-
dos a problemas envolvendo fraturas de largura muito pequena, podem ser obtidos nos artigos
[SERRES et al. 2002], [ALBOIN et al. 2000] e [FRIH N.; ROBERTS 2008] . Por outro lado,
o fluxo no meio poroso € governado pela lei de Darcy, e uma versao reduzida adequada desta
lei € formulada na superficie que modela a fratura. Condi¢Oes de acoplamento fisicamente con-
sistentes sdo adicionadas para contabilizar a troca de fluido entre a fratura e o meio poroso,
[MARTIN V.; JAFFRE 2005]. Deste modo, uma equacdo de fluxo é obtida ao longo da in-
terface que € acoplada com equacgdes de fluxo nos subdominios vizinhos. Este trabalho esta
baseado no modelo apresentado no artigo [MARTIN V.; JAFFRE 2005], no qual trata o modelo
de fratura inica com alta e baixa permeabilidade em um meio poroso.

Por outra parte, os métodos numéricos para resolver este tipo de modelos, podem
ser classificados de acordo com a condi¢do (correspondéncia ou ndo) da malha computacional
entre o dominio e a fratura. O proposito deste trabalho € justamente estender os ja abordados
modelos reduzidos de fluxo de Darcy em meios fraturados para o caso em que a malha do

dominio e a malha de fratura coincidem. Uma abordagem tradicional que combina elementos
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finitos mistos, € malhas no dominio em conformidade com a malha da fratura, é abordado por
exemplo em [ALBOIN et al. 2000, FRIH N.; ROBERTS 2008, ANTONIETTI et al. 2016] . Ja
o uso de grades ndo acopladas, correspondentes ao Método de Elementos Finitos estendidos
(XFEM), foi proposto em [FUMAGALLI A.; SCOTTI 2013, D’ANGELO C.; SCOTTI 2012].

Quando confrontado com a tarefa de resolver uma equacgao diferencial parcial com-
putacionalmente, percebe-se rapidamente que existe um grande nimero de métodos diferentes
para fazer isso. Considerando a natureza descontinua da solug¢do na fratura, em relacdo ao
dominio, as condi¢des de acoplamento podem ser formuladas naturalmente usando operadores
de salto e média, assim, os métodos de Galerkin descontinuo sdo ferramentas proprias para lidar,
de forma eficiente, com nosso modelo diferencial. Os Métodos de Galerkin descontinuo em ele-
mentos finitos (em inglés, Discontinuous Galerkin Finite Element Method ou DGFEM) foram
introduzidos pela primeira vez no inicio dos anos 1970 (ver, por exemplo [REED W.; HILL 1973,
DOUGLAS J.; DUPONT 1976, BAKER 1977]) como uma técnica para resolver equagdes dife-
renciais parciais numericamente. Para equagdes elipticas de segunda ordem, foram apresenta-
dos termos na forma bilinear, que penalizam saltos da descontinuidade da solu¢do numérica
nas interfaces entre elementos, e impde de maneira fraca as condi¢des de fronteira (nés referi-
mos [ARNOLD 1982], [WHEELER 1978] e [NITSCHE 1971] ). Assim, uma escolha correta
no parametro de penalizacdo pode garantir a coercividade da forma bilinear e, portanto, a es-
tabilidade do método. Recentemente, varios autores desenvolveram DGFEM’s para resolver
problemas elipticos de segunda ordem, dentre os quais podemos destacar os métodos nao-
simétricos com penalizagdo interior apresentados nos artigos [RIVIERE B.; WHEELER 2000]
e [SULI E.;SCHAWB 2000], e os métodos simétricos de Galerkin descontinuo com penalizacao
interior introduzidos em [ARNOLD 1982] e por [WHEELER 1978].

O objetivo deste trabalho é empregar o Método Garlerkin descontinuo (DG) tanto no
dominio quanto na fratura, para tratar numericamente o modelo de fratura unica para alta e baixa
permeabilidade, com uma correspondéncia na malha computacional fratura-dominio. Para fazer
1ss0, os algoritmos, métodos e implementacdes Matlab descritos neste trabalho, foram desen-
volvidos com base [HESTHAVEN J.; WARBURTON 2007].

A seguir apresentamos a estrutura deste trabalho.

No capitulo dois, abordamos o modelo de fratura exclusiva em alta e baixa permea-
bilidade para o problema de escoamento em meios porosos fraturados.

No terceiro capitulo, efetuamos um estudo da formulacao do método de Galerkin des-
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continuo para a equagdo de Poisson. Apresentamos alguns resultados técnicos utilizados para
garantir a existéncia e unicidade da solu¢do do método, assim como estimativas de erro a priori.
Dentre os resultados, vale ressaltar o teorema do traco, o teorema de Lax-Milgram e alguns
teoremas de aproximacao polinomial em espacos de Sobolev.

No quarto capitulo, dedicamo-nos a apresentacdo do método de Galerkin descontinuo
para o problema eliptico, aplicado a modelagem do problema de escoamento em meios porosos
fraturados. A partir dos estudos do terceiro capitulo, garantimos existéncia e unicidade da
solucdo para a forma variacional discreta, gerada a partir de um conjunto de equacdes que
modela o problema de escoamento em meios porosos fraturados e, assim, ao final desse capitulo,
obtemos estimativas para o erro que garantem a convergéncia da solu¢do discreta para a solug@o
exata.

Ap6s garantirmos a existéncia e unicidade da solucdo discreta para o problema eliptico
que modela o problema de escoamento em meios porosos fraturados, no quinto capitulo, tratare-
mos alguns detalhes relacionados com a implementacao computacional. Para isso, comegaremos
com um olhar matricial do problema variacional discreto, o que vai nos guiar para as implementa-
coes tanto no dominio quanto na fratura nas secoes 5.2, 5.3 e 5.4.

Por fim, no sexto capitulo, apresentamos uma série de experiéncias numéricas para

analisar o desempenho do método Garlerkin descontinuo.
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2 Problema Modelo

O escoamento de um fluido através de um meio poroso fraturado d-dimensional,

d=2,3, pode ser descrito pelas seguintes componentes:
1. aequacgdo que determina o fluxo no meio poroso.
2. aequacdo que determina o fluxo na fratura.

3. um conjunto de condi¢des que conectam os problemas de fluxo na fratura e no meio

pOroso.

Com base no trabalho de [MARTIN V.; JAFFRE 2005], neste capitulo, efetuaremos um estudo
detalhado das trés componentes acima que determinam o modelo reduzido de fratura exclusivo

para alta e baixa permeabilidade.

2.1 Equacao para o modelo reduzido de fratura exclusiva em alta e baixa

permeabilidade

Seja Q C RY, com d = 2,3, um aberto poligonal limitado e convexo e ¥y = dQ a fron-
teira de Q. Vamos assumir que o fluxo em  seja governado por uma equagao de conservagao,
juntamente com a lei de Darcy, que relaciona o gradiente da pressdo p e a velocidade de Darcy

u, [MARTIN V.; JAFFRE 2005]:

div(u) = f, em Q
u=—-K</p, em Q (2.1.1)

p =D, sobre 7,

com K € R o tensor de condutividade hidraulica (ou permeabilidade), diagonal, cujas en-

tradas K, j = 1,...,d s@o positivas, com K, € Kjpar > 0, tal que:

0 < Kiin < K]] < Kmax ,j=1,2,..,d.

Ainda, seja f o termo de fonte e p a pressao fornecida na fronteira .

Suponha, ainda, que existe um hiperplano I' com o vetor unitario nr ortogonal a I, de
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! )2

Figure 2.1.1: Os subdominios Q] e €, separados pela fratura Qr.

tal modo que a fratura Qr é um subdominio de €2, dado por:

[ l
Qr = {XEQZx=s+rnr para algum s € I e r no intervalo (— rés), rés))})

sendo que /- (s) denota a espessura da fratura em s € I'. Também assumimos que Qr
separa Q em dois subdominios conexos e disjuntos, Q\ Qr = QUQ,, Q;NQy =, com ny
e np vetores normais unitarios em € e €, tal que nr = n; = np, como podemos observar na
Figura 2.1.1. Denotamos por ¥; a parte da fronteira de {2; compartilhada com a fronteira de €,
i =1,2,T, ou seja, ¥, = dQ;Ny. Além disso, seja I'; a parte da fronteira de Q; compartilhada
com a fratura Qr, I'; = dQ; N JQr para i=1,2. Se denotamos por p;, u;, K;, e f; as restri¢des de
p, u, K e f, respectivamente, sobre Q;, i = 1,2,1", podemos reescrever o problema acima como

o seguinte problema de transmissao:

div(u)) = f;, emQ; i=1,2,T
ui=—Ki; </ pi, em;
pi=p;, sobrey i=1,2,T (2.1.2)
pi=pr, sobrel; i=1,2

u;-n=ur-n sobrelj.

No modelo apresentado por [MARTIN V.; JAFFRE 2005], a fratura € tratada como
uma interface entre os dominios Q; e Q,, como podemos observar na Figura 2.1.2. O modelo
é obtido pela média ao longo dos segmentos de reta [s — Ip(s)n,s + Ip(s)n], s € T, normal a T

Neste trabalho, assumimos que /r(s) = I > 0.
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Qi - Q

! )2

Figure 2.1.2: Os subdominios € e £, separados pela interface I'.

Comegamos com o tratamento das leis de conservacdo, assim, vamos obter uma
equacao de conservagao na superficie I', além de um termo de fonte que representa o fluxo
dos subdominios para a fratura. Decompondo a velocidade ur como ur = ur, + ur , em que
ur »,ur,r designam as componentes normal e tangencial, respectivamente. Ainda, V; e div;
denotam os operadores tangenciais do gradiente e divergente, V,, e div,, os operadores normais.

Temos para a primeira equagdo em (2.1.2) comi =1,
div, ur +div; ur = fr em Qr.
Integrando na direcao normal a fratura, obtém:
ur-nlr, — ur - nlr, +dive Ur = Fr- sobre T, (2.1.3)

onde os campos médios na direagdo normal sdo da forma

Ir/2
Ur= / ur ¢ dn e

—Ip/2
Ir/2
Ir= Jrdn.
2

—ir

Usando a continuidade dos fluxos através de I'; e [, da tltima equagdo em (2.1.2), para i=1 e

1=2, em (2.1.3), obtemos a equacao de conservagao na superficie I', com o termo fonte adicional

ur -nilr, +uz - nalr,,

div: Ur = Fr + (u1 -mr, —I—u2~n2\r2) sobre T. (2.1.4)
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A lei de Darcy € uma equacdo vetorial, a média das componentes tangenciais sobre I" fornece
uma lei de Darcy, que relaciona a componente tangencial do gradiente médio da pressao com a
componente tangencial da velocidade média de Darcy. Assim, considerando a segunda equagdo

em (2.1.2), sobre I', podemos escrever as parcelas normal e tangencial da velocidade da forma

ur=—KZ e pr em Qr e (2.1.5)

ur, = —Kit<~/n pr em Qr, (2.1.6)

aqui Kry e KT representam as componentes tangencial e normal do tensor de permeabilidade K

na fratura Qr. Integrando a equ¢do (2.1.5) na direcdo normal a fratura, obtemos:

Ur = —K{ Ir<7¢ Pr sobre T 2.1.7)

em que Pr = E llrr prdne Kry € assumida constante ao longo da abertura. A equagdo acima
¢ a lei de Darcy ao longo da interface (d-1) dimensional.

Para construir condi¢des de acoplamento que permitem uma diferenca de pressao de
um lado de Qr para o outro, a lei de Darcy na forma da componente normal, equacao (2.1.6),

serd reformulada. Assim, integrando (2.1.6), obtemos:

Ir
/ ur, dn = —Kr(pr|r, — prir,)- (2.1.8)

,lr

A integral acima pode ser aproximada usando a regra do trapézio,

Ir Ir Ir
/1 ur, dn =~ 3(’41"”2|F2 +ur-nilr,) = 3(”1 -ni|r, +u2-n2|r, ),
—ir

na qual empregamos a continuidade do fluxo através de €| e 2, dada na quinta equagdo em
(2.1.2). Explorar a continuidade das pressdes em I’y e I, e a quarta equagdo em (2.1.2),

permite-nos aproximar a equagao (2.1.6), como

uy -nlr, — s -nlr, = Br(pilr, — p2Ir,), (2.1.9)

sendo que
_ 2K}

Ir

Pr
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denota o parametro resistividade da fratura. A equagdo acima relaciona o salto da pressdao com
a velocidade de Darcy e, com ela, chegamos a primeira equagao de acoplamento para nosso
problema modelo.

Para fechar o sistema na interface I', necessitamos ainda uma ultima equagdo para o
perfil da pressdo na direcio normal 2 fratura [MARTIN V.; JAFFRE 2005]. Consideramos a

pressao média Pr equivalente a média das pressoes nos limites I'y e I,

pilr, + p2lr, = 2Pr. (2.1.10)

Deste modo, para representar pi|r, € p2|r, em fung¢do da pressao média em (2.1.9), temos:

1
(p2lr, — pilry) = 5 (u2 - n|r, —uy - nlr,). (2.1.11)

Pr

Somando e subtraindo (2.1.11) e (2.1.10),

2Brpilr, = —(uz - na|r, —ur - ny|r,) +2PrPre

2Brpa|r, = (uz -no|r, —up -ni|r,) +2BrPr,

obtendo, assim:

1 . 1 .

—pu1m Ir, + Brpilr, = —Euz-nzlrz + BrPr (2.1.12)
1 . 1 .

—Euz-nzlrz + Brp2lr, = —5H -m|r, + BrPr. (2.1.13)

O resultado anterior descreve a pressao descontinua na interface como fungdo da pressdao média
e a velocidade normal de Darcy nos limites I'] e I'», chegando a segunda equacgdo de acopla-
mento.

A seguir, apresentamos outras duas representacdes para a segunda equacdo de acoplamento .

Se aproximarmos o valor de pr e ur , no centro da fratura por Fr e pelo fluxo médio
ur -n|1~1 + ur 'n|F2
2

, respectivamente, ao integrar a equacao (2.1.6), obtemos

Ir
/0 ur,, dn = —Kp(prir, — Pr), (2.1.14)
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novamente, a integral acima pode ser aproximada usando a regra do trapézio,

g Ir ur-njr; +ur-njr Ir (3uy-n|r, +u; - nlr
/0 ”F,ndnxz(ur-n\rfr I | 2) == I, Iy ’

2 4 2
obtendo-se:
1 .
—(3u2-n|r2+u1-n]r1) Z—ﬁr(pr‘rz—Pr). (2.1.15)
4
Analogamente para
0
/l UT dn= —KIQ(PF—PF’FI)a
—ir
temos
1 .
Z(uz-n\r2+3u1-n]rl) = —ﬁr(Pr—prlrl). (2.1.16)

Reescrevendo as equagdes acima, temos:

3 . 1 .
—gu -ni|r, + Brpilr, = —Zuz-nz\rz +PBrr e (2.1.17)
3 . 1 .
L -n2|r, + Brp2|r, = —7 -n1|r, + Brhr, (2.1.18)

em que, novamente, € a descri¢do para a pressao na interface, em termos da pressao média nos
limites I'; e I'», outra possibilidade para a segunda equacdo de acoplamento.

Se somarmos as equagoes (2.1.17) e (2.1.18), temos:

. 1
—Br(pilr, + p2|r, —2Pr) = §(M2 -n|r, —up -njry) (2.1.19)

ou, combinando-as, obtemos:

K?
ur-ni|r, = ——= (4Pr = 3pi|r, — p2Ir,) (2.1.20)
Ir

n

K
up na|r, = _l_pr (4P — pilr, —3p2In,) - (2.1.21)
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Considerando que Pr é uma média entre p; e p,, tal como em (2.1.14), obtemos:

ur-mlr, = —Pr (Pr—prir,) e (2.1.22)

uz-ma|r, = —Pr (Pr— p2Ir, ) - (2.1.23)

Emergindo, assim, uma terceira possibilidade para a segunda equagdo de acoplamento.

As trés alternativas postuladas para a forma do perfil de pressdo na fratura, (2.1.12)-(2.1.13),
(2.1.17)-(2.1.18) e (2.1.22)-(2.1.23), podem ser vistas de uma forma geral em termos do parametro
& em [MARTIN V.; JAFFRE 2005] da forma

—~&uy-m|r, +Prpilr, = —(1—E)up -ma|r, + Bro- e (2.1.24)

—Euy-mar, + Brpalr, = —(1 — E)uy -ny |1, + Prir, (2.1.25)

para os valores {= 1/2, E=3/4 e £E= 1, respectivamente.
1
Assim, se somarmos as equacdes acima e assumirmos que & # > obtemos a segunda
condicdo de acoplamento (ou de Robin),
br 2P) = 2.1.26
ﬁ(m\rmﬂ?z\rz— Pr) = (u2-n2|r, +ur - milry), (2.1.26)
implementada neste trabalho.

Por fim, concluimos esse capitulo com apresentacd do modelo reduzido de fratura exclusiva

para alta e baixa permeabilidade

div(u;) = f;, emQ; i=1,2
ui = —K; <y pi, emQ; i=1,2
Di = Di, sobre §; i=1,2
divi Ur = Fr + (u1 -mr, —l—u2~n2\r2) sobre T’
Ur,:= —Krylr v Pr sobre T' @.1.27)
pi=Fr, sobre I'; i=1,2
uy -nlr, —uz-n|r, = Pr(pilr, — p2lr,) em T’
b

uy -nalr, +up-nilr, = (p1lr, + p2lr, —2Fn),

281
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onde a quarta e quinta equagdo representam a lei de conservacao e de Darcy, respectivamente,

na interface I'; j4 a sétima e a oitava equagdes representam as condi¢des de acoplamento.
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3 DG em problemas elipticos

Com o objetivo de discretizar o modelo reduzido (2.1.27) para encontrar uma solu¢do
numérica, neste capitulo apresentamos resultados que garantem existéncia e unicidade de uma
solu¢do do método de Galerkin Descontinuo para um problema eliptico.

Na primeira se¢ao definimos uma malha sobre um dominio aberto em ]Rd, comd > 2.
Na sec¢do 3.2, efetuamos uma introdugado aos espagos de Sobolev Particionados. Na se¢do 3.3,
relembramos alguns resultados importantes da Anélise e da aproximagao polinomial, bem como
o teorema de Lax-Milgram, que garante a existéncia e unicidade de solucdo do método de
Galerkim Descontinuo aqui apresentado. A seguir, na se¢ao 3.4, obtemos um problema varia-
cional do problema eliptico modelo, para na se¢do 3.5 gerar um problema discreto, e garantir
a existéncia e unicidade da solucdo com base na continuidade e coercividade da forma bilinear
do problema discreto. Enfim, efetuamos uma apresentacdao do método de Galerkin Descontinuo

para problemas elipticos unidimensionais.

3.1 Malhas

Seja Q2 um dominio limitado e aberto em RY com d > 2. Um conjunto de pontos
{ag,ay,...,a4} C R¥ é ndo degenerado se ndo pertence a um subespaco de RY de dimensio d-1.

Chamamos de conjunto simplex o conjunto
T ={ oap+Mai+...+ a4 |Ai>0e Ao+ A1 +...+ A5 =1},

com {ap,ay,...,a;} um conjunto de vértices ndo degenerado. Chamamos face de T o sub-
simplex gerado por seus vértices.

Consideremos como parti¢ao de €2 (malha simplicial) um conjunto finito de simplex
fechados de dimensdo d. Denotamos por {.7,} (h > 0) uma familia de parti¢des de Q composta
por elementos 7; tal que:

Q= U T com T7NT; =0.
Te,

Uma malha simplicial chama-se conforme, se a intersec¢ao entre dois elementos € uma face,
um vértice ou vazio.
Do exposto, apresentaremos as seguintes defini¢des. Seja T € .7, com .7}, uma malha

simplicial de Q.
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* hy = max |x—y| (DidmetrodeT)

),

* h=max hr (Diametro de )
TeY,
* 3,(Q) — conjunto de todas as faces E de todos os elementos T € I},
« SNQ)={EcS3,|FTLeTr € F,: E=TNTR}
« 3/(Q)={E€3,3T € F,: E=TNIQ}
* J(E)={T € Z|E € dT}

Definicao 3.1.1. Seja E € 3, vamos definir o vetor normal iig da seguinte forma:

e SeE € 32 existem Ty, Tg € 3, tal que E = Ty N Tg; iig é um vetor normal a E apontando

de Ty, para Tg.
e SeE € SZ; g é o vetor normal unitdrio a Q.

A escolha da dire¢do de 7ip em arestas interiores, depende da escolha de 77 e Tg. Na pratica esta

escolha € feita usando numeracao dos elementos da malha.

Definicdo 3.1.2. Uma familia de malhas 9, (h > 0), chama-se shape-regular, se 3C, > 0 que

ndo depende de h, tal que:
hr

— < Cp VT € .9, (3.1.1)
pr

com Pr o raio da maior bola inscrita no elemento T.

Lema 3.1.1. Seja 9}, (h > 0) uma familia shape-regular de malhas em . Entdo € vdlida a

desigualdade de equivaléncia:

Cs hy <hg <hr VE €dT, VT € 9, (3.1.2)

sendo Cg uma constante maior que zero que ndo depende de h, hg ( medida da aresta E).

3.2 Espacos de Sobolev Particionados

Consideremos agora # uma fung¢do real sobre o dominio © C RY. Para 1 < p < oo,

dizemos que L”(Q) é o conjunto das funcdes u tal que |u|P € integravel em Q no sentido de
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Lebesgue; chamaremos L”(Q) do Conjunto das Fungdes Lebesgue-Integraveis. Temos que

LP(Q) equipado com a norma

I ooy = ([ uf?)! 7
Q

¢ um espaco de Banach. Em particular para p = 2, LZ(Q) dotado com o produto interno

(u,v}Lz(Q) = /u-vdx (3.2.1)
Q
¢ um espaco de Hilbert.
Seja N o conjunto dos nimeros inteiros positivos. Uma n-tpla o = (o, 0, ..., 0)
em N" ¢ chamado um multi-indice, com ||@|| = o) + a2 + ... + 0, 0 comprimento de . Assim,
definimos 9% = 810“ g emque dj =0 /dxjparaj=1,...,n.
Deste modo e seguindo a estrutura apresentada em [HESTHAVEN J.; WARBURTON 2007],
o espago de Sobolev de ordem k, é definido como:

WH(Q) = {u € LP(Q)[0%u € L7 (Q), |a| < k}.

Quando p=2 designamos W/j por H k(Q), munido com a norma,

1/2
ey = | X [10%uPax] .

lo|<kg

€ a semi-norma
1/2

oy = | X [ 10%uPax

lo|=k ¢

O lema a seguir, o qual relaciona a norma em L?(Q) e a semi-norma em H'(Q), serd usado no

decorrer deste trabalho. Para declarar o lema, damos a seguinte defini¢do.

Definiciio 3.2.1. Seja Q C R?, d=2,3. Dizemos que S é lipschitz se existe uma cobertura {M;}
em RY, finita e aberta de dQ tal que, cada dQ N M; pode ser apresentado como uma fungéo

lipschitz no item de coordenadas.

Lema 3.2.1. (Desigualdade de Poincaré-Friedrich) Seja Q C RY um dominio limitado com
a fronteira dQ Lipschitz por partes. Entdo existe uma constante Cq € R maior que zero, que

depende 56 de Q, tal que se u € Hy(Q), aqui Hy (Q) = {u € H'(Q); u|yq = 0}, vale a seguinte
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desigualdade:

[ ul2(0)< Calulpq)-

Continuando, damos lugar ao chamado espaco de Sobolev particionado
HY(Q, ;) ={V e L V|r € H(T) VT € 9},

equipado com a seguinte norma:
1/2
2
lllwo = | X laluiry | -

TeT,

e a semi-norma

1/2
|“|H’<(Q.,9) = ( Z |”|12L1k(7)> .

TeT
Para encontrar uma solu¢do aproximada pelo método de Galerkin Descontinuo, usaremos aproxima-
coes polinomiais por partes, em geral descontinuas nas interfaces entre elementos vizinhos.

Definimos para o vetor x = (x|, x2,...,x;) em R? e ot = (04, 02, ..., 0tg) € N,

d o] .« oy o o
Pi(RY) ={ Z agx”| x* =x{"x,>..x" e aq € R},
o] <k
como sendo o conjunto de todos os polindmios de ordem menor ou igual a k=0,1,2,.. sobre RY.

Chegando a definicao do espago de fungdes polinomiais descontinuas por partes:

Py(T) = {P|r | P P(RY)}
VP = {v€ Ly(Q)| vlr € Bp(T), VT € T}, (3.2.2)

em que p € o grau de aproximacao polinomial.

Vamos introduzir alguns operadores de traco que irdo nos auxiliar na manipulagdo dos
fluxos numéricos. Para qualquer face E € 3! seja Ty e Tx os elementos que compartilham a
face E (isto é, T, N Tg = E). Seja v uma fungdo vetorial, definimos o salto através de E e o valor

médio sobre E por:
(VL + VR)

bl =ve—ve, (v} =22
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por conveniéncia estendemos os definicdes de salto e valor médio para as faces E € S;: como:
(Ml =vlen, {vi=vle

3.3 Resultados da analise e propriedades de aproximacao

Apresentamos nesta se¢do alguns resultados da anélise e propriedades de aproximacgdo
que serdo usadas no decorrer deste trabalho. Inicialmente a desigualdade multiplicativa do traco
e a desigualdade Inversa, continuando com o teorema de Lax-Milgram, terminando com alguns
resultados tedricos sobre aproximacao polinomial, que usaremos para estabelecer estimativas
de erro a priori para o método de Galerkin descontinuo. A demonstracdo dos lemas e teoremas
apresentada nesta se¢do pode ser encontrada [DOLEJ SI V.; FEISTAUER 2015]. Para o teorema
de Lax-Milgram veja teorema 1.1.3 em [CIARLET P.; ODEN 1978].

Lema 3.3.1. (Desigualdade Multiplicativa do traco). Seja { I}, }n~o uma familia Shape-regular
de malhas em Q. Entdo 3c > 0, que ndo depende de h, tal que se v € H*(Q,.9,), s > 1/2,

obtemos:
2 1 2
I Bear< e (5 19 ey + 17 e | Vv ez )
comT € T, hy seu didmetro e V), o gradiente sobre a particdo 7},

Lema 3.3.2. (Desigualdade Inversa). Seja {7, }n~o uma familia Shape-regular de malhas em
Q. Entdo 3C > 0, que ndo depende de h, mas depende de constante de regularidade p, tal que

sev e VP entdo:
A p2
| Viy HL2(T)§ c hr | v ||L2(T)v

sendo T € 9}, e hy seu didmetro.

Teorema 3.3.1. (Lax-Milgram) seja V um espaco de Hilbert, com produto interno (-,-)y, e

norma | - |y, a(-,-) uma forma bilinear em V e L(-) uma forma linear em V. Suponha que:

1. a(-,-) é continua em 'V, isto é:
de>0; |a(u,v)| <cllullv|vl]y, YvueV.
2. a(-,-) é coerciva em'V, ou seja,

Ja > 0; |a(u,u)| > allul}, YueV.
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3. L(-) um funcional linear e continuo em 'V, ou seja,
3B =0; |LK)| < BIVIG. WveV,
entdo 3! u €V, que é solucdo do problema variacional,
a(u,v) =L(u), Yuecv

e évdlida a estimativa
B
Il <&
Observacao 3.3.1. O espaco Hk(Q) definido na secdo 3.2, é um espaco de Hilbert com o

produto interno dado por:

<,y >proy= Y, <0%u,0% >pq) -
a<k
Para efetuar a anélise de erro do método numérico, introduzimos o interpolador 717; .

Seja .7}, uma familia Shape-regular de malhas em Q. Para cada T € .7, definimos o interpolador

nf H*(T) — P,(T) tal que :
<v— ﬂ?(v),w>L2(T) =0 VwelP,(T).

Os resultados a seguir fornecem estimativas de erro para o interpolador, nds referenciamos

[DOLEJSI V.; FEISTAUER 2015], se¢éo 1.5.3.

Lema 3.3.3. Seja {9, }~0 uma familia Shape-regular de malhas em Q C R?, d > 2. Entdo

Vv € H¥(T) existe ¢ > 0, independente de v, p e h tal que:

1—q
p T
v =7 (V)|ga(ry < Cps_q
u—1/2
v =7 ()l < L vl
r\YI2(0T) = 172 HS(T)

u-3/2
IV =77 () llr20m) < ﬁh’hﬂpm,

sy 0<¢q<s
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sendo = min(p+1,s) e T € T,

Extendendo o interpolador local n}’(-) como sendo zero fora de T, para todo T € .7,

podemos definir o seguinte interpolador global HZ CHY(Q,.9,) — Vhp como:

M) = Y, #f(ulr), com ucH(Q, %)
Teg,

com H*(Q,.7,) e V/ definidos na secdo 3.2.

Similarmente para o interpolador global 7rfl’ , temos estimativas de erro apresentadas

no seguinte teorema:

Teorema 3.3.2. Seja {7}, },~0 uma familia Shape-regular de malhas em Q. EntdoNv € H*(Q, },)

existe ¢ > 0, independente de v, p e h tal que:

h,u_q
P
v —TIL,(V)|no(@,2) < 5 Vis,7) 0<g<s

» pH—1/2
v =T, (25, < =iz Ve 2

VOOl < By
h L2(3p) = P32 H5(Q,7,)

sendo L = min(p+1,s).

3.4 Formulacao Fraca do Problema Eliptico

Seja Q C R? um dominio poligonal. Vamos supor que dQ = dQp U JIQy tal que

9Qp N AQy = @. Consideremos o seguinte problema de fronteira mista:

—Au=f em Q (3.4.1)

ulpo, =8p, 7-Viulyo, = &N-

Dados os conjuntos

Hp(Q) = {u € H'(Q)|ulao, = g}

Hp,(Q) = {u € H'(Q) ul3q, = 0}
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e u € H*(Q) uma solugdo de (3.4.1), inferimos:
/(—A u)v z/fv VVGHII)O(Q).
Q Q

Pelo Teorema de Green

/Vu Vv—/(n Vu)v /fv.

aQ Q

Comov € H,BO (Q), obtemos:

/Vu Vv—/ - Vu)v:/fv,

IQy Q

/Vu Vv-/fv—i—/ i- Vu)v

QN

e lembrando que 7i - Vu|yq, = gn, Temos:

/Vu Vv-/fv+ /ng VVGHDO(Q) (3.4.2)

Q IQn

Esta tltima equagao fornece uma outra maneira de olhar para o problema modelo, permitindo

assim chegar a seguinte definicao variacional.

Definicao 3.4.1. Dizemos que u € HIIJ (Q) é uma solugdo fraca do problema misto (3.4.1) se:
B(u,v)=F(v) WveH) (Q) (3.4.3)

com
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3.5 Método de Galerkin Descontinuo para Problemas Elipticos em espacos

de Sobolev Particionados

Primeiramente introduzimos as seguintes denotagcdes de integrais sobre uma malha

T, em Q.

/VIZ/V v C T,

Y Te///T
/v: Z /v VYA CS3y
V% EeN g

e definimos:

Hp(Q. F;) = {u € H'(Q, })|ulaq, = p},
Hp, (@, 7h) = {u € H'(Q. Fj)|ulq, = 0}.

O que permite obter a seguinte identidade, a partir da equacao (3.4.1),

([ Vu-Vyv— [ (fir- Vuyw)= [ fv Vv eHp (Q,T), (3.5.1)

aT

com f € L?euc H? (Q) e rir o vetor externo a fronteira do elemento 7' com normal unitdria.
O lema a seguir, relaciona os operadores salto e valor médio definidos na secdo 3.2,

com a integral no extremo de cada elemento 7' € .7}, na identidade anterior.

Lema 3.5.1. (Decomponsigdo de fluxos) Para u € HZ(Q, Th)eve H'! (Q,.9,), temos:

Y [tV = [{i Vbl + [l Vi), (352)
T Ty 3, 3!
Proof.
Z /(ﬁT Vu)v = Z /(ﬁL-thL)v|L+(ﬁR-thR)v]R—l— Z /(ﬁ-th)v,
TeTh3r EeS! E E€3) E
ja que 7i|g = —i|L, temos:

Z /(ﬁL'thL)V’L—f—(ﬁR'thR)V|R = Z /(ﬁ~thL)v|L— (ﬁ Vh~uR)v]R.

E€S! & EES |
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Lembrando as definicdes dos operadores salto e valor médio, e a propriedade algébrica
1 1
ab —cd = §(a+c)(b—d) + 5(a—c)(b+a’),
concluimos:

Y [ i Viue)vio -+ Gin-ienvle = [ (Vi [)] + (G- Vi )

E€SLE 3

Finalmente conseguindo:

Z /(ﬁT-Vu)vz/{ﬁ-th}[[v]]+[[ﬁ-th]]{v}+ Z /(ﬁ-th)v.

TeThgr 3! Ee3! E
[
Assim podemos reescrever a equagdo (3.5.1) do seguinte modo:
[V [{i-Viaypl - [V} = [ v weth (@, 7).
Th S 3! Q
com f € L2 euc H(Q,T,).
Se assumimos que u € H>(Q, 7,) temos,
[u]]e =0 e [[Vu]lg =0 paratodo E € 3. (3.5.3)

Desta maneira chegamos a uma primeira discretizacao do problema modelo pelo método DG:

/Vu-th— / {ﬁ-vhu}[v]:/fv+/ng veEHL (Q.T) (354
Th

3103 a gy

, com 3, = 3L USSP USY, onde 3P e 3V descrevem as faces na fronteira com condigio de
Dirichlet e Neumann respectivamente.
A fim de garantir a existéncia de uma unica solu¢do por meio do teorema de Lax-

Milgram (3.3.1), usamos a equacdo (3.5.3) e acrescentamos na formulacdo (3.5.4) termos de
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simetrizacdo e estabilizacdo como segue:

Jvuviw— [ Vi) oG- Vil + [ olull(h]

T 3/ugh 31usp
= [ v+ [ewv— [ 04l + [ ol (35.5)
Q Sy Sy Sy
Obtendo assim o Método de Galerkim Descontinuo com penalizacao Interior, onde 6 = —1,0, 1,

e 0 : 3, = R o parAmetro de penalidade, tal que 6(E) = o > 0.

Para efeitos deste trabalho vamos tomar 6 = 1, o que corresponde ao chamado Método
de Galerkin Descontinuo com penalizagdo interior simétrico (SIPDG).

Para fins de cdlculo, reduziremos nosso problema modelo. Seja Q C R? um dominio

poligonal.Vamos supor que dQ = dQp, consideremos :
—Au=f em Q

|50, = 0. (3.5.6)

Assim pelo método SIPDG em (3.5.5) e a reformulacao do problema modelo (3.5.6), chegamos

ao seguinte defini¢do variacional.

Definicao 3.5.1. Seja 7}, uma triangulacdo em Q. Chama-se u € H*(Q,.7,), s > 3/2, uma

solucdo fraca particionada do problema (3.5.6) se:
B(u,v)=F(v), VveHp (Q,%)

com

Buv) = [ V-V = [ (G- )} + G- Vv ) + [ o1l 1)
)

Th )
ﬁ(v):/fv.
Q

Vamos dotar o espaco H*(Q,.7},), s > 3/2 da seguinte norma,

1
ullfy = [ 193+ [ i Ve + [ ol (3.5
%[ Sh 51,,
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O problema discreto correspondente ao problema variacional acima é definido da seguinte

maneira;:

Definicao 3.5.2. Seja 7, uma triangulagdo em Q. O metodo SIPDG (Symmetric Interior
Penalti Discontinuous Galerkin) para o problema (3.5.6) formula-se assim:

enconte u € Vf tal que :

A

By(u,v) =F,(v) Wve VP

coni

Bu) = [ VoS = [ (- iy + {it- Vi) + [ (L))

T 3 3y

Fy(v) :/fv-
Q

O resultado que apresentamos a seguir garante a continuidade da forma bilinear By,(-, -)

em relacdo a norma (3.5.7).

Teorema 3.5.1. Seja {7}, }~0 uma familia shape-regular de malhas em Q. A forma bilinear

By,(-,-) é continua em H*(Q, F,), s > 3/2 com a norma ||| - || |-

Proof. Sejau,v € H*(Q,.7,), temos:

Bulu) | < | [ Vil +] [ (G-Vaah W)+ [Vl +] [ ol 358)
7;, Sh 3;, Sh

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue,

1/2

1/2
TeI T, T

TeIhy T

1/2 1/2

2 2
<| X [19d Y [19B| < el vl
TG%,T TG%,T

Para o dltimo termo na desigualdade (3.5.8), obtemos:

1/2 1/2

'Y [Veluweibii< ¥ [olu?] | [olb

EGShE EES/, E E
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12 1/2
<| fotwr| | [olbd®| 1< bl il
Sh Sh
ademais
1/2 1/2
- [ [
¥ [ Evabli< B[ ootivavelli< ¥ | [ oivia® || ol
E€S) ¥ E€S, g E€3n \E E
12 1/2 1/2 12
I I
<| X [owvar) [ X [omn) <|[stEvar| | [olv]
EEShE c EeshE 3y ° S
< [l [ [[[v]]]n-
E assim também
|4l < 1
S
para finalmente concluir, By, (u,v) < 4|||u|||n|||v|||n. para u e v € H*(Q,.7,), s > 2/3. ]

Ji que f € L*(Q), podemos observar que a continuidade em F'(-) é garantida, usando
a desigualdade de Cauchy-Swcharz e a desigualdade de Poincaré-Friederich 3.2.1.

O problema variacional definido em 3.5.1 € coercivo devido ao seguinte resultado:

Teorema 3.5.2. Seja {9}, }~0 uma familia shape-regular de malhas triangulares em Q. Vamos

supor que o pardmetro de penalizacdo de SIPDG é
6(E)=6— com6 >0, (3.5.9)

entdo 30, > 0 tal que para cada pardmetro 6 > ©,, temos & > 0, que ndo depende de h, de
maneira que:

Byy(u,u) > 8|||ul|l;
com u em Vf.

Proof. Podemos observar que se By, (u,u) > 8|||ul|[3: 36 > 0 tal que By, (u,u) — 8|||ul||? > 0.
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Assim:

Bu(uw,) =811l = (1-8) [ Va2 [ {ii- Vi (]
T

3lugh
B
s / o it - V) (1 - 8) / o [[u]]?.
31u3P 3iugh
A
Examinemos as integrais acima.

=Y /l{ﬁ.vhu}2+ Y /l{ﬁ'vhu}z
o o '

EGSZE EES?E

* Se E € 3}, obtemos que:

1 1 /1. B 2
/E{n‘th}zz/g <§(n~thL—|—n~thR))

E E

36

(3.5.10)

1, 2, (= 2 11
s/G S Vi) + (- Viur)*) = 0~ S (1Vnall i or) + Vw22 7))

E

* pela desigualdade multiplicativa do trago 3.3.1 e pela desigualdade inversa 3.3.2, con-

seguimos:

1
IVl 27y < € <E I Vater 727y + 1| Vater Nl 2| V- (Vi) ||L2(T))

1 2 A P?
<c <E | Viaur ||L2(T) +C E | Viur, ||L2(T)|| N ||L2(T))

<L e P Vaur ||?
~C E"’ ﬁ || hUL ||L2(T)

L

<o 1V P Cr=(—+cC
> IE || hUL ||L2(T) ,com 1= ﬁ +c- .

Assim, pelo resultado acima temos:

2

1ﬁV2<C1P2V2 P
E/g{”' i} < Cr E” nir |72 r,) T I Vatur 1727
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hg | P P
~—11E 2 2
=C6" 5 (h_TL IVt Vo) | Vir ||L2(TR)> '

he hg :
—,—1} < Gy, conseguimos:

Se tomamos C; tal que max{ g
7, Iy

| - -
/E{nvhu}Z S C3G 1 <|| VhUL ||%2(TL) + || VhUR ||%2(TR)> 5
E
com C3 = C| (.
Pela desigualdade acima e lembrando que cada elemento triangular 7 € .7, tem trés

arestas, temos que:

/ o (it - Vyu)? §3C36"1/|th|2. (3.5.11)
3/ugh Th

Empregando estas estimativas para B, na equacgao (3.5.10), dizemos que:

1/2 1/2

B= Y /{ﬁ-vhu}[[u]]g y 8/{ﬁ~th}201 81/[[u]]26

E€SIU3P L E€SIU3D \ & E

<3 ¥ |eftiviporve! [lfo | < Dot [P o [ (o

1 D
EEShUSh E E T SzushD

Assim:

Bt =81} = (1-8) [V —cree™! [V~ [ [P

Th T 3lugh

Bu(w,w) =3l > (1-6-3C:67" (e+8) [ VP +(1-5-¢7) [ ollul
Th 31ugP

Para que B),(u,u) — 8|||ul||7 > 0, precisamos:

1-8-3C36"1(e+8)>0,

1-6—¢e1'>0
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ouseja€ > 1e 6 >3C;- € = 0y, e assim garantimos a coercividade de B,(-,-). W
Entdo pelo teorema de Lax-Milgram 3.3.1, o problema variacional (3.5.2) possui

Unica solugdo em V,:D ,ou seja :

luy, € V,f ; éhp(uhP,v) =F,(v) We Vf.

3.6 Problema modelo e Método de Galerkin Descontinuo para Problemas

Elipticos em espacos de Sobolev Particionados unidimensionais

Seja I' C R? um dominio unidimensional e f € LZ(F). Consideremos o seguinte
problema de valor limite:

— V- (Vu)=f em T, (3.6.1)
u=gr em JI.

Dados os conjuntos

Hp(T) = {ve H'(T)]vlor = ¢r}
Hp, (D) = {v € H'(D)|v]or = 0},

eur € HZ(F) uma solugao de (3.6.1), inferimos:

/ Vir- Vv — / fv e Hb (D). (3.6.2)
I r

Definicao 3.6.1. Dizemos que ur € H é(l" ) € uma solugdo fraca do problema misto (3.6.1) se:
B(ur,v) =F(v) WveH) (T) (3.6.3)

com

Seja I', um conjunto de arestas E, parti¢io do dominio I'. Denotamos por 3,(I") o

conjunto de todos os n6s em ', que é decomposto no conjunto Sfl(l“) de todos os nos interiores
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e 0 conjunto Si: (I") dos nds limite. Introduzimos a seguinte denotagdo de integral:

/v: Z /v ve H([,Ty), s>1,

r, EcTy, E

com H*(T';) denota o habitual espaco de Sovolev particionado de ordem s.
Deste modo, obtemos a seguinte identidade para nosso problema modelo unidimen-

sional:

Y ( / Vur Vi — Y (fig Vur)v) = / fv Ve H) (T,T)), (3.6.4)
I

EcTy, E JoE

com f € L*(T), ur € H*(T') e ni; o vetor externo a fronteira da aresta E, normal unitaria.
Agora vamos lembrar o lema de Decomposiacdo de fluxos para um dominio unidi-

mensional, mantendo as defini¢cdes dos operadores de salto e média, vistas na se¢do 3.2.

Lema 3.6.1. (Decomponsicdo de fluxos unidimensional) Para ur € H*(I') e vr € H'(I'), temos

que:
Z Z(ﬁE Vur)Vr = Z {ﬁ thr}[[Vr]] + Z [[fi . thr]]{\/‘r}. (3.6.5)

Ecl), 0E i€3, (D) i€3! ()
Proof. Analogo ao feito no Lema 3.5.1. |

Assim podemos reescrever a equagao (3.6.4), do seguinte modo:

/ Vur Viv— Y -V}l - Y [ Vil (v} = / fv WveH) (T,T))
I

T, i€3,(I) i€3! (D)
com f € L*(I') e ur € H*(I').

Seguindo o procedimento da secao 3.5, chegamos ao problema modelo pelo método

de Galerkin Descontinuo,

/Vur-th— y {ﬁ-thr}[[v]]:/fv ve H) (I), (3.6.6)

I, 35, (0)usy(T) r
com 3,(T") = 32 (M) USSP ("), sendo 32 (") os nés na fronteira de I' onde a condigdo de Dirichlet
€ satisfeita.

De modo andnalogo ao procedimento empregado na sec¢do 3.5 para o obter o método

SIPDG da equagdo (3.5.5), chegamos a seguinte definicao variacional unidimensional.
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Definicao 3.6.2. Seja 'y, uma malha em I'. Chama-se ur € HZ(F, I',), uma solugdo fraca

particionada do problema (3.6.1) se:
Br(ur,v) = Fr(v), Wv€Hp (T,I)
com

Br(ur,V)Z/thr'th— Y, ({7 Viur ] +{A- Viv}ur)) + Y ollur]][[v]

r, () Si(T)

FO) = [ v+ X e
r 3D

Dotamos ao espago H>(I';) com a seguinte norma:

1 —
Iellle, = [ Vel Y v+ ¥ ol (3.67)
I, ecSy(r) O €3, ()

Relembrando o espacgo de fungdes polinomiais descontinuas por partes sobre I, definido por:
VP () = {vr € L*(Q)| vr|e € Py(E), VE €T} (3.6.8)

em que p é o grau de aproximacgdo polinomial. Obtemos o seguinte problema variacional dis-

creto:

Definicao 3.6.3. Seja 1';, uma malha em 1. O método SIPDG (Symmetric Interior Penalty
Discontinuos Galerkin) para o problema (3.6.1) formula-se assim:

encontre ur € V(') tal que:
BAF(MF,VF) = Fr(Vr) Yvr € Vhp(l—‘),
com

Br(ur,vr) = / Viur - Vive = ), ({7 ViurH[vr]] + {7 Vive Hlurl) + ) of[ur]]{lve])
e (D) 3, (0)

Fr(vr)=/fvr+ Y, s
r

3P(T)
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Os seguintes resultados garantem a continuidade e coercividade da forma bilinear
Br(-,-), no problema variacional (3.6.3), com relacdo a norma ||| - |||r. As provas sdo andlogas

ao efetuado nos teoremas 3.5.1 € 3.5.2.

Teorema 3.6.1. Seja {I';})~0 uma familia shape-regular de malhas em I'. A forma bilinear

Br(-,-) é continua em H*(T;) com a norma ||| - |||,

Teorema 3.6.2. Seja {9} ;>0 uma familia shape-regular de malhas em I'. Vamos supor que o

pardametro de penalizacdo de SIPDG é:
o(e) =0r— com Jr >0, (3.6.9)

com he = max{hg,,hg, } come = ERNEr. Entdo 30, > 0 tal que para cada parametro Or > 0,

temos 8 > 0, que ndo depende de hr, de maneira que:

Bry(ur,ur) > 8|||ur]||7,

com ur em V' (T).

As estimativas de erro serdo baseadas no seguinte resultado da teoria de aproximacgao

correspondente ao caso unidimensional, ver [BABUgKA I.; SURI 1987].

Lema 3.6.2. Seja I, uma familia de malhas sobre T'. Entdo, para todo v € H*(E), s > 1,
Ecly, e eg, er Vértices superior e inferior, respectivamente, da aresta E. Existe um projetor

nll,l :H*(E) = P,(E), tal que:

ﬂ;)lv(ef) =v(ef), ep €OE
u_
| <l i g=0.1 (3.6.10)
p Ha(E) ~ pS,q H5(E)» it s

sendo L = min{p+1,s} .
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4 DG para problemas elipticos em meios porosos fraturados

Neste capitulo apresentamos um estudo do método de Galekin descontinuo para prob-
lemas elipticos, aplicado a modelagem do escoamento em meios poroso fraturados introduzida
por Antonietti, Facciola’, Russo e Verani em [ANTONIETTI et al. 2016].

Na secdo 4.1, apresentamos o conjunto de equagdes que modela o problema de es-
coamento em meios porosos fraturados, na secao 4.2 obtemos a formulagdo discreta para o
problema modelo e mostramos coercividade e continuidade na seguinte secao, confirmando as-
sim, existéncia e unicidade de uma solugdo para o problema discreto. Por dltimo, na se¢io 4.4
geramos uma estimativa a priori para o erro, que garante a convergéncia da solucao do problema

discreto para a solugdo exata.

4.1 Equacao do Problema Modelo

Visando simplificar o estudo do problema de escoamento em meios porosos fratura-
dos, assumimos que temos uma Unica fratura no meio poroso, que divide o dominio em duas
sub-regides conexas e disjuntas (ver Figura 4.1.1), seguindo a abordagem usado nos artigos
[ANTONIETTTI et al. 2016] e [D’ANGELO C.; SCOTTI 2012]. Lembrando o que foi visto no
capitulo 2, seja Q C R com d = 2,3, um aberto poligonal, limitado e convexo. Assumimos que
a fratura é (d-1)-dimensional I' € R?~!, cuja medida é uniformemente limitada (|T'| = 6 (1)),
e suponha que I separa Q em dois subdominios conexos e disjuntos, Q\T'= Q; UQ, com
Q1NQy =0. Parai= 1,2, nés denotamos por ¥; a parte da fronteira de €2; compartilhada com
a parte da fronteira de Q, isto é, ¥ = dQ; N JIQ. Além disso denotamos por n;, i = 1,2 o vetor
normal unitdrio de I" apontando para fora de Q; e, nr o vetor normal unitario sobre I" com uma
orientagdo fixa de Q| para ;, assim nr = n; = —ny.

De acordo com [ANTONIETTI et al. 2016], vamos supor que o fluxo no meio poroso
seja governado pela lei de Darcy. Seja K = K(x) € R4 ¢ tensor de permeabilidade no meio
poroso, conforme o definido no capitulo 2.

Dada uma fungdo f € L*() representando o termo fonte e gp, gy € H'/?(9€Q), onde
H'2(0Q) = {ulyo, ucH'(Q)}. Das trés primeiras equacdes em (2.1.27), juntando a primeira

e a segunda, e adicionando uma equagao para a condi¢cao de Neumann, temos que o escoamento
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n n

Q —nr Q)

" §2)

n %

Figure 4.1.1: Os subdominios €1 e €2; separados pela fratura I'.

de um fluido em cada dominio €;, i=1,2, com pressao p;, € descrito por:

—V(Ki(x,y)Vpi)) =fi, emQ; i=1,2 4.1.1)
i

Di = &ps em}fiD i=1,2

Vpi-it =gy, emyY i=1.2.

Aqui denotamos por K; e f; as restricoes de K e f em Q;, i=1,2; gé) e gﬁv a restri¢cdes em ¥; de
gp e gy onde a condi¢des de Diritchlet e Neumann sdo impostas, respectivamente, e 7i 0 vetor
normal unitdrio de ¥ apontando para fora de Q;(ver Figura 4.1.1).

O segundo ingrediente para o modelo € representado pelas equagdes que comandam o
fluxo na fratura. Em nosso modelo, a fratura € tratada como uma face (d-1)-dimensional imersa
em um objeto d-dimensional [ANTONIETTI et al. 2016]. Conforme [BEAR J.; TSANG 2012],
se assumirmos que as fraturas sdo preenchidas por um meio poroso com porosidade e permea-
bilidade diferentes das do entorno, a lei de Darcy também pode ser usada para modelar o fluxo
ao longo da fratura . No comeco, a fratura é considerada um subdomino d-dimensional de
Q, que a separa em dois subdominios disjuntos. Entao a equacdo de Darcy € decomposta na
fratura nas componentes normal e tangencial, a componente tangencial € integrada ao longo
da espe-ssura Ir = Ir(x) > 0 no dominio da fratura, fornecendo assim uma equacao de fluxo na
fratura. O tratamento na componente normal fornece condicdes de contorno, também chamadas
condicoes de acoplamento, ao longo de I'. Ver capitulo 2 para uma dedu¢do detalhada do mode-
lo matematico.

Aqui o tensor KF7 c R@=1)x(d=1)

, representa a componente tangencial da permeabil-
idade na fratura [ANTONIETTI et al. 2016]. Vamos supor que f|r € Lz(F) (notac@o Fr no

capitulo 2), definimos dI" como sendo os nds limites em I' e dizemos que pr é a pressdo na
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fratura (notac@o Pr no capitulo 2). Baseado nas equagdes quatro e cinco em (2.1.27), chegamos

a seguinte equagao que modela o fluxo sobre I':

~Ve (K ItVepr) = fr+([-KVp-nr]], emT (4.12)

pr = gr, emdl,

comgr e H 172 (dT") e V1, V- denota o gradiante tangencial e o operador de divergéncia, respec-
tivamente. O termo fonte [[—KVp - nr||representa a contribuicido dos fluxos nos subdominios
no fluxo da fratura. [ANTONIETTI et al. 2016]. Aplicamos condi¢des de Dirichlet no limite
ar.

Finalmente, apresentamos as condi¢des que acoplam as equagdes (4.1.2) e (4.1.1).
Seja & um numero real maior que zero, & # 5 As condicoes de acoplamento sdo dadas pela

sétima e oitava equacgdo em (2.1.27),

—2{KVp}-nr = Pr(pi—pz), emT (4.1.3)
—[[KVp-nrl] = ar({p}—pr), emID
para,
; 2 4
= —, or=—
= T @)
com nr = K—Fn, e Ki* a componente normal do tensor de permeabilidade na fratura.
r

Assim, o problema eliptico que modela o problema de escoamento em meios porosos

fraturados que vamos trabalhar, € dado pelas seguintes equagdes:

=V (Ki(x,y)Vpi) = fi emQ; i=1,2
pi = g}'), em}/iD i=1,2
Vpi-i = gb, emy’ i=1,2
V.- (KZ ItVepr) = fr+[[-KVp-nr]], emT (4.1.4)
pr = &r, em oI’
—2{KVp}-nr = PBr(pi—p2), em I’

~[[KVp-nr]] = or({p}—rprr), emT.
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4.2 Solucao discreta do Problema Modelo

Consideremos uma familia de malhas shape regular, triangular sobre o dominio €,
I, alinhadas com a fratura I, para que qualquer tridngulo 7' € .7, ndo possa ser cortado por I'.
Assim, cada malha .7, induz uma subdivisdo da fratura em arestas, subdivisdao denotada por I';,.

Deste modo o conjunto de todas as arestas em .7, ¢ dado por:
3, =3usPusNury,

com 32 € o conjunto das arestas interiores nao pertencentes a fratura, ShD e 32[ os conjuntos das
arestas no contorno, onde as condi¢des de Dirichlet e Neumann sd@o impostas, respectivamente.
Relembramos o espaco de fungdes polinomiais (3.2.2), com o propdsito de encontrar uma

solugdo discreta para o problema (4.1.4),
V,ﬁ? = {V S LQ(Q.)| V|T S ]P)b(T), VT € %}

Vi = {vr € C°(D)| vr|p € Py(E), VE €Ty},

sendo b o grau de aproximac¢do polinomial dos espacos discretos no dominio e na fratura
definidos acima.

Continuando, vamos fazer a dedu¢do do método de Galerkin descontinuo simétrico
(3.5.5), para o problema de ecoamento em meios porosos fraturados. Ja que o método de
Galerkin descontinuo vai ser consistente, isto quer dizer, que a solucdo exata da equacao de
escoamento também € solucdo do problema variacional do Método de Galerkin Descontinuo,
portanto, neste documento, nao apresentamos a formulagdo fraca do problema de escoamento;
nos referimos a segunda secdo em [ANTONIETTI et al. 2016], para garantir a boa colocagao
da formulagdo fraca.

A primeira equacdo em (4.1.4) sobre Q, vamos multiplicar e integrar, nessa ordem,

por uma fungdo teste v € V,f’ e usamos o teorema da divergéncia para inferir:
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Pelo lema da decomposi¢do de fluxos 3.5.1, temos:

) /Kvp-vhv—/(l(vp-n})v :/(KVp)-th
T

Teg \ 1 or

~| [ Grvpyl+ [ kel | - | [ KVpY )+ [ 1KVl
T, T,

Su=T% 3i Ty

N J/
-~

0

Assim, o método de Galerkin descontinuo simétrico com penaliza¢do interior no meio poroso

fornece a seguinte equacao:

J&ep)-Viv—| [ kR [ KV

T S,-T, Sp—T

+ [ oellplv) - | [ G- KVpY )+ [ (KR}
I, Ty

Sn—Ty,

— Z /fhvh+/Kng—/(ﬁ-KVhV)gD-i—/GEV'gDa

Te9,
T 3y Sy 37

com o coeficiente ¢ é definido na sec¢o 4.5, paracada E € 3, — I,
Aplicando o mesmo procedimiento acima, na quarta equagdo em (4.1.4) que modela

o problema na fratura, temos:

[k Vepr-Var— ¥ ({iekd Vepr-}oel) + {1k Vor-ii} (pr]])
Iy ec3y(T)

+ ) ollprlllbrl]

ec3,(T)

Z/frvr+/[[—KV1?'nr]]Vr— Y (K Vev-ii)gr+ Y. oevr gr,
Ty I, ee3P(I) ec3P(I)

com vr € V{ e 3,(I") o conjunto de todos os vértices e de todas as aresta E € I,
Ao somarmos as duas tltimas equagdes acima obtidas pelo método de Galerkin des-

continuo, teremos as seguintes integrais sobre arestas na fratura e usando as condi¢des de
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acoplamiento (4.1.3),

- ( [Hii-kVpy)+ [ [[ﬁ-KVp]]{v}) ~ [1=KVp-nr]or
r r

r

:/%Hp”'HV]H/O‘F({P}—PF){V}—/OCr({p}—pr)vr
r r r

= [ar(tpr=pr)((v} —ve)+ [ Bellpl]- (]
r r

com fr = % Desta forma o problema modelo discreto é dado pela seguinte equacao:

J&vp)-Viv—| [ Gkvpb+ [ RV |+ [ oulplib]

T 3p—Ty Sp=T 3T
+ [1kZVepr-Vor— ¥ ({kd Vepr -} orl) + {{irkd - Vovr Hpr]))
r, e€S,(I)
+ 32( olprlbel + / ar({p} — pr)({v} —vr) + / Bellpl- ] @2

/fhvh+/KgNV—/(n KVyv gD+/GEVgD+/fFVr

Teyh r s¥ sp
g

— Y (rkfVev-igr+ Y, oevrer.
e€3P(T) e€3P(I)

Assim, o proximo passo é gerar uma forma variacional para o nosso problema, para isso, apre-

sentaremos as seguintes formas bilineares:

* Bpg: VP x VP — R com,

Boo(pv) = [(kVp)-Viv— | [ {i-kVpHBI+ [ (iKY o)

T Sp—Th Sp—Th

+ [ elplipd.

STt
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« Br:V}f x VI — Rem que,

Br(pr,vr) =/HK1'?Vrpr-Vrvr— Y {ick? Vepr-ii}{[vr]]
r, ec3,(I)

— Y k7 -Vordpl+ Y, oellpr][vr]]-

e€S,(T) ecS,(I)

« Bye: (VExVE)x (VP x V) = R com,

Bac((p.po): (uvr)) = [ ac({p}=po)({} —vr) + / Brllp

1—‘h

Também definimos o seguinte funcional linear, F}, : V,f’ X VhF — R no qual,

Fy(vyvr) = /fhvh+/KgNV—/(” KVyv gD-l-/GEV gD-l-/frvr
Te %T SN SD
— Y (K Vev-igr+ Y, oerer.
ec3P(I) ec3P(I)

Finalmente, vamos dar uma forma variacional para nosso problema modelo (4.1.4).
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Definicao 4.2.1. Seja .7}, uma familia de malhas triangulares, shape- regular em Q, alinhadas

com a fratura I'. Entdo, chama-se método de Galerkin descontinuo para o problema (4.1.4) a

formulagdo variacional :

encontrar (p,pr) € V}f’ X Vhrtal que:
Bi((p, pr), (v,vr)) = Fa(v,vr)  V(v,vr) € V7 XV
com By, : (VP x VD) x (VP x V) 5 R,
By((p,pr), (v,vr)) = BpG(p,v) + Br(pr,vr) + Bac((p, pr), (v,vr))

e F, como definido em (4.2.2).

4.2.2)
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4.3 Continuidade e coercividade da formulacao discreta

Nesta secao, vamos garantir a partir do teorema de Lax-Milgrma 3.3.1, a existéncia
e unicidade de uma solug@o para o problema variacional (4.2.2), mostrando a continuidade e
coercividade das formas bilineares e lineares descritas no problema.

Primeiro vamos introduzir a seguinte norma sobre V,f X Vhr,

1 vo) 15, = [IVIlIpe + Vel E+ 10 vo) e (4.3.1)

sendo
[
IMllbe = [ KIVivP+ [ G-k Vi + [ o[l
I S 3
1 s
vl = [ ik (Ve ¥ —{kfi-Vor+ ¥ ol
r ec3,(T) Oe ec3u(T)
Heoolie = [ ar(vh—ve?+ [ Brivl?.
T, T,
Podemos notar que |||-||pG € ||| - |||r sd0 normas se o e o; satisfazem (3.5.9). ||| - |||ac é uma

norma se o > 0 (isso é & > 1/2).
As normas ||| - ||pg e ||| - |||r, estdo relacionadas a abordagem adotada no capitulo 2,

para mostrar continuidade e coercividade no problema eliptico, ver 3.5.7.

Teorema 4.3.1. Seja {9}, }n~0 uma familia shape-regular de malhas triangulares em Q, ali-
nhadas com a fratura T. Entdo, a forma bilinear By(-,-) desctrita na definicdo em 4.2.1, é

continua em Vi x Vi com a norma ||| - || 7, -

Proof. Seja (p,pr), (v,vr) € VP x VE. Pelo procedimento feito no teorema 3.5.1, capitulo

anterior, nos temos:

1/2
Boc ()| S plllog (IVlB6) < (e o) 0l 05 ve) 7

[Br(pr;ve)| S lllprlllcllvellle < s o)l 16, ve) [l 7,

aqui o simbolo < (e 2) significa que as desigualdades sao determinadas por uma constante po-

sitiva, p < a-vcoma > 0 é andlogo p < v. Continuando a demonstrag¢do, usando a desigualdade
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de Cauchy-Schwarz, temos:

1/2 1/2
Bictpopr)s (oDl <o ¥ | [ttpr=pe || [ty
1/2 12
e ¥ | fuer) | [
E€T, \ & 7
1/2 1/2
| Lor E/ okl | | Lo E/ ({v} =)
1/2 1/2
2 V2
o L[] | X e[

E E

<|l[(p, pr)lllacll|v,ve)lllac + ||| (s pr)lllacl||(v;vr) [l |ac

< 2{[[(p; o)l 7 (v, vr) [l 7,

Concluindo, provamos que:

1Bu((p; pr), (v, ve))l S Ml (ps o)l 2,11 vE) ] 2.

Usando a desigualdade de Poincaré-Friederich, Lema 3.2.1, para relacionar as normas
l|“|l;2 € ||y, a desigualdade Cauchy-Swcharz como foi feito no teorema 3.5.1, e jd que o
termos fonte f € LZ(Q), frel? (I'egs,en€H 1/ 2(9Q), podemos observar que a continuidade

em Fj(-,-) é garantida.

Teorema 4.3.2. Seja {9}, }n~0 uma familia shape-regular de malhas triangulares em Q, ali-
nhadas com a fratura T. Entdo, a forma bilinear By(-,-) desctrita na defini¢do 4.2.1, é coerciva

em V' x Vi com a norma ||| || 7, -

Proof. Seja (p,pr) € VY x VE. A coercividade de Bpg em ||| - |||pG é garantida por um proce-
dimento analogo ao realizado no teorema 3.5.2, considerando que o tensor K € limitado. Para

Br sobre ||| - |||, vamos usar o mesmo método empregado no teorema 3.5.2, sobre I', e conside-
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ramos que Ki? ¢ limitado. Assim temos que extstem J;, & > 0 tal que:

2
Bpg(p;p) = 1lllplllbe

Br(pr, pr) > &|||pr|f-

Podemos ver facilmente que Bac(p, pr) = |||(p, pr)|||ic» € concluir que existe & > 0,

tal que:

Bu(p.pr) = 8/|(p, p0)llI7,

4.4 Estimativas de Erro

Para encontrar as estimativas de erro, assumimos que a solucgéo exata (p, pr) pertence

ao espaco V* x VI,
Vi={v=(vi,m)eVixV}, VI=HD) (4.4.1)

com, parai=1,2¢es > 2, V; = H(Q;). Mostraremos que a solucdo discreta (py, p},) do prob-
lema definido em (4.2.1), converge a solugdo (p, pr), originando uma estimativa a priori para o
erro na norma (4.3.1).

Antes de tudo, relembramos a definicdo do interpolador vista na se¢do 3.3, temos
I :V* — V7, tal que:

(v- HZ(V),W>L2(%) —0 YweVp. (4.42)

Analogamente, Hllih cHY — VhF , € definido como:

b _ r
<vr Hrh(vr)7wr>L2(Fh) 0 WwreVL. (4.4.3)

Devido ao fato do método de Galerkin Descontinuo ser consistente com o problema

variacional discreto,

Bu((p,P"), (Vs Vi) = Fi((viyvy) Y (vp,v)y) € VP x Vi

definicdo 4.2.1, podemos obter o seguinte resultado que garante a ortogonalidade do espacgo
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VP x vk

Bu((p: ") = (pn:Ph)> (Vi) = 0 W(v,vh) € V2 x Vi 4.4.4)

Teorema 4.4.1. Seja {9}, }n~0 uma familia shape-regular de malhas triangulares em Q, ali-
nhadas com a fratura T'. Considere (p, pr) e V*x VY com s> 2, uma solugcdo do problema

modelo, equagdo (4.1.4), (pn, pg) uma solugdo do método de Galerkin descontinuo, definido em
b2
4.2.1. Vamos supor que os pardmetros de penalizagdo sdo escolhidos como 6(E) = 6 -K e
E
2

b
para E € 3, —T" e o(e) =Or- HKl‘?h—, e € 3,(I'), de acordo com a estrutura dos teoremas
e

3.5.2 e 3.6.2 respectivamente. Entdo existe uma constante C, que ndo depende de h, tal que:

r T\ (2 2U—=2(] 2 r?2
\W%P%WWWMW%SCh”(Wm@@ﬁﬂﬂmmmﬂ

com h = maxrc zhr e b = min{b+1,s}

Proof. Vamos decompor o erro da seguinte maneira:

e=(p.") = (puorh) = (pop") — (W0 11, (1) - (<ph,p£> — (o)., <pf>))

-~

3
=v-E.

Pela consistencia definida acima, temos:

Bh(e7€) :O:>Bh(v=§> _Bh(é7§) =0.

A coercividade e a continuidade da forma bilinear B;, em V/, fornece:

SI1ENIG, < Bi(&.€) =Bu(v,8) < Cilllvlll 7 [IE]ll

A

G
= lI8lll7, < S lllvll]7,

assim podemos concluir:

Ci
1P, 2") = (w217 = Illelll 5, < [[0]l] 7 + 161l 75 < (S5 + DII[0ll] -
——
G
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Vamos obter estimativas para o erro em cada um dos termos que definem ||| - ||| ,, sendo que:

11011I%, = llp =) b6 + ll1p" =TI, (POII[7 + [l v]] e
. - : _ b r _ T b (L
Para reduzir a notagdo, definimos v, = p—ITj(p)e v' =p —TII, (p ).

+ Comegamos com o segundo termo que define a norma ||| - ||| 7,

1
IFIR = [k V0 P Y ik Vool P e ¥ alo?
Ty, eesh(r) Oc eeSh(F)

=T1+T1T,+T5.

Sejae € 32(1“), e = E; N Eg, assim temos para T5:

e

2
1 1 (IrkiZ
La? vy - - ( T vaf +va£>)
e

Ik Z )2 2 2
R (R

(k)
=0, 21“ (”V‘EULFHiz(aEL) + HVrvngiz(aER))-

Pela desigualdade multiplicativa do traco, Lema 3.3.1 e pela desigualdade inversa, Lema

3.3.2 sobre I'},, obtemos:
V.or|)? <C —b V.ol |?
I TvL||L2(aEL) = ]hEL‘ TDL|L2(EL)7

assim, pelo resultado acima temos:

L 7o e (rkd)? 1 b? rp b? rp2
ge{lrkr Voo } STE CIE’VTULD(EL)+C1E|VTUR‘L2(ER)

L R

k7P oy b (o P
2 U p2rkZ \ 7 b,

b2
r2 2
RS

com h; = min{hg, ,hg, }. Da estimativa para o erro do Lema 3.6.2, conseguimos:

1 T M2 le‘r7 o —1 r?2 rp2
ge{lrkr‘ Vo } SQTGF <’VTUL‘L2(EL)+‘VTDRlLZ(ER)>
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2(u—1) 2(u—1)
ki . i [ e h
< CITFGF sz ‘PL‘HY (Er) +bzRT’PR|HY (Eg)

Pela desigualdade acima e lembrando que cada aresta E € I'y, tem dois vértices, temos

que:
(u 1) | o
I < bz( 2261 €101 v Y Ip s ()

EcTy,
com hr = max hg.
EcTy,
Também para 77, temos a seguinte estimativa:
7 r e rp2
Ti=Irkd Y, [0 e < m-lrkr Y Ip [#15(2): (4.4.5)
Eecl'y Eel'y,
assim chegamos a que:
gt U 27\ T2
h+1 < m\(lrkr-l-cl Or - Irky ) [P [gsrry)-

-

G
Para T3, se ¢ € 3! (), pelo Lema 3.6.2, temos:
v (e) = p'(e) —II7, (p" ) (e) = p" (i) — p' (¢) =0,

concluindo:

(u 1)

r
=N+NL+T;<
IOl = T+ T2+ 73 < Colrs

|pr|12'{5(1",1"h) (446)

com it =min{b+1,s}.

* Por um procedimento semelhante ao acima (veja por exemplo [ARNOLD et al. 2002]),

temos a seguinte estimativa para |||v;|||pg-

5 H2(u=1) 5
vnlllpe < C3mfp\ys(g7gh) (4.4.7)
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sendo 4 = max hr.
Te,

* Resta apenas fazer as estimativas para o tltimo somatério em ||| - ||| 7.
2 r\2 2
l[olliRe = [ ar({vn} =02+ [ Brifvl .
T T,

Novamente, usando a segunda estimativa do Lema 3.3.3, dizemos que:

2u—1

[ el < b
Ty

2 2
Y. (pelipsy) +1PRlEs(r)
EEFh7 E=T;NTg

h2u71 2u—2

2 2
— p2s—1 Z ’p|H°‘(T) < p2s—2 |p|HS(Q,<?h)7
dTNI,#0

sempre que i € (0,1).

Continuando a estimativa, temos:

[ oo =" < ar [{v)2+20{v}- 0|+ (012

I, Ly
para:
hZ,ufl h2,u72
2 2 2
O‘F/{Uh} Sorgaer Y Pl < Copmz|plise.s)
0, TN, #0

, € usando as estimativas do Lema 3.6.2, temos que:

ry2 ! rp2 A
OCF/(U ) <o Y 1P i) §C7W|P sy (4.4.8)
EeT

sempre que Ar € (0,1).

Similarmente,

2ar [ o} ' <20r | ¥ {0}l X 10 e

EcTl Eecl
Fh h h

-1 u—1
1/2h* 1/2h r
§2<C6 w1 Pls@.g) Gy 1P )

2u—2 ) 1%“*2 ro
< C6m|p|H5(Q,,%,) +G p2s—2 P |H5(1".,Fh)’
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para que possamos concluir que:

p2(u-1) hE 2(u—1) .
/ar({vh}_v )? <2C6b GoD) ‘p|H*Q<7h)+2C7b |P |H*FF,1)
Ty

e assim, dizer que:

2(u—1) 2(u—1)

h
H[v]lic < (142C6) ——— |P|HsQ%)+2C7b T |PF|HArrh) (4.4.9)

b
(@

Por fim, somando todas as contribui¢des e levando em conta que hr < A, concluimos a prova,

) p2(u-1) ) %(ufl) o
[vlllZ, < (C8+C3)m’p|m(g,%) + (G2 +2C7) 26-T) P ey

< CR "V (|pliia. ) + 1P sy
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S Implementacao

O objetivo deste capitulo é apresentar alguns detalhes relacionados a implementacdo
computacional do método de Galerkin Descontinuo para o problema eliptico que modela o
problema de escoamento em meios porosos fraturados, conforme o descrito na equacao (4.1.4).
Iniciamos apresentado na se¢@o 5.1, com um olhar matricial do problema variacional, equacao
(4.2.2), a mesma ird nos auxiliar nas implementagdes nos dominios Q; UQ, e I, nas secdes 5.2
e 5.3 respectivamente. Finalizamos o capitulo com a descricao da implemtagao das condi¢des

de acoplamento, na secdo 5.4.

5.1 Formulacao Matricial

Nesta se¢do, falaremos sobre a caracteriza¢do matricial do método de Galerkin Des-
continuo, defini¢do 4.2.1. Para isso, seja (p, pr) uma solucao exata do problema modelo (4.1.4)
sobre V¥ x VI e (pn, p,IZ) uma solucdo aproximada pelo método de Galerkin Descontinuo no
espago Vhb X VhF .

Primeiramente, considere N;, o numero de tridngulos que formam a malha .7, T; €
I, com i = 1,....N,. Assim para facilitar os cédlculos das integrais do método de Galerkin
Descontinuo, vamos associar cada 7; a um tridngulo mestre T, formado pelos vétices (-1,-1),
(1,-1), (-1,1), dado por:

T ={(r,5)/(r,s) > —1; r+s<0}.

A aplicagdo afim desse elemento mestre 7 em qualquer outro tridngulo 7; € .}, é feita pela

aplicagdo yr; : T — T;, tal que:

r+s 1+r—|—1 2+s+1 3
——V v v
2 2 2

vr(r,s) = (5.1.1)

sendo v!, v, v? os vértices do triangulo 7;. Na obtencdo da aplicacdo afim inversa 1[/_] , usare-

mos as seguintes derivadas parciais:

dyr B vyt
W(F,S)—(Xr,yr)— 2
v v

ds (r,8) = (x5,¥5) = 2
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e o Jacobiano dado por:

Jr = det = X;ys — XsVr-

Yro Vs

1

Desta forma se consideramos v\ = (x1,y1), V= (x2,y2) € V2 = (x3,y3), temos ‘Vle T, — T

dada por:
1] oy —x X R
1 N —As 2
vr (5y) = — — . (5.1.2)
g J; y2+y3
—Yr Xr y 3

A seguir, definimos a seguinte base ortonormal do espaco polinomial Py, (7'):

0c(r,5) = V2P0 (@) P20 (5) (1 — 5!

com,

[
k:j+(b+1)l+1—§(l—l), (1,j)>0,14j<b,

1
a=2 —|—r_1’
1—s
b+1)(b+2)
Py

e P,Ea’ﬁ )¢ o polindmio de Jacobi de ordem n. Lembre-se que para @ = 3 = 0 temos os
polindmios de Legendre, ver [HESTHAVEN J.; WARBURTON 2007], secdo 6.1.

Desta maneira chegamos a seguinte base do espago polinomial P, (7;), para 7; € ;:

(Pi.,k(x7y> = (i)k(l/jil(x,y)),

k=1,2,...,N, i=1,...,N;.

Podemos introduzir uma base global ® em Vhb, estendendo por zero as fungdes da base local
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{@ixtk=1,.n,, paracada T; € F.

0= {(P(1,1)7 = QN P2,1) s PN, o PN 1) 5 s (p(Nh,NP)}'

Seguindo essa ordenacdo, enumeraremos globalmente as fun¢des baseem @ de 1 a N = Nj,- N,
onde denotamos por N a dimengdo da base global. Apresentamos a funcao de indice global .4 :
{L,..,Ny} x{1,...,N,} = {1,...,N}, A (i,k) = (i— 1) X N, + k, que para qualquer elemento

da base local ¢; ; € P(T;) retorna seu indice global em @, reorganizando @ da seguinte forma:

O ={P1, s QU (1Ny) - P (N 1) - ON -

Assim, vamos considerar a seguinte representacdo para solugdo discreta do método DG p;, € V,f :

Ny Np
p(x,y) ~ pj(x,y) Z Piy @iy (x,y) = Zszkfpz (x,7).
i y=1 i=1k=

Agora passaremos a falar da representacdo de p! sobre a fratura. Se Nr é o nimero de
arestas que formam a malha I';,. Cada aresta E; € I';,, i = 1, ..., N, associamos por meio de uma
aplicac@o afim ao dominio / = [—1, 1]. Para isso consideramos a aplica¢do afim Wg(§): 1 — E,
tal que:

VE(E) = (1;§)v‘+ (1;5)#, (5.1.3)

com v' = (x1,y1) e v? = (x2,2) os vértices de E. Assim temos que Wz (E) = (x(€),y(€)), com:

1-¢& 14+&

X&) = —57x =5,
y(i)zlgéyl—lzéyz-

Devido ao uso de arestas verticais no desenvolvimento deste trabalho, vamos falar do inverso

parcial de ¥g. Se (x,y) € E temos:

o 2y 2+
1

x, p— p— _— .
W' () = 80) = == n

Continuamente, seja a seguinte base do espago polinomial [P, (1):

() =P 1(E), k=1,2,...,Np
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com Ny1 = Dim(Py(I)) =b+1e P._1 é o polindmio de Legendre de ordem k (ver se¢do 3.1
em [HESTHAVEN J.; WARBURTON 2007]).

Assim, uma base para o espaco P (E;) é dado por:

¢i,k(x7y) = (Bk(lffi,l(x,y))

k=1,2,...,Ny1, i=1,..,Nr.

Novamente, apresentamos uma base global Or em VhF , defininda por:

Or ={0(1,1)s - PUN,1) D21)s s DN ) -0 ONE )5 -0 PN N1 ) -

Sendo essa ordenagdo, enumeraremos globalmente as fungdes base em Or de N+1=N,-N,+1
aM = Nr-Np + N, onde denotamos por M — N a dimensdo dessa base global. Apresentamos
a funcdo de indice global At : {1,...,Nr} x {1,...,Np1} = {N,...M}, Ar(i,k) = ((i—1) x
Np1)+k+ N, que para qualquer base local ¢;x € P,(E;) retorna seu indice global em Or e

reorganizando:

@1" = {¢N+17 ey ¢<A{"(17Npl)7 ceey (P%(Nr,l)? ceey ¢M}
Portanto, vamos considerar a seguinte forma para solu¢dao pg € V{ :

F P
pr(x,y) ~ pj(x,y) = Z Piy iy (%,7) ZZ Piidik(x.y)-

l%—N

Se definirmos o vetor p = (ﬁl,...,ﬁN,ﬁ]{,H,...,ﬁ}‘;)T, vamos reduzir a equacao (4.2.2) ao sis-

tema linear Ap = j?, onde para A = (a; j)mMxm € f: (fl,...,fM)T sendo que:

e Sei,j <N temos:

= [&vo)vioi~| [ ti-kvoplal+ [ GiKVigdlio | +
T Sn=Th Si=Th

+ / oz ([;]][[@i]] + CAA;;, (5.1.4)
S,-Ir
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Mressssssasses
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15
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e

25 sew s sene
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nz = 241

Figure 5.1.1: Padriao de distribu¢do de elementos ndo nulos na matriz de rigidez A, para N, = 8,
Np:?),Nr:ZeNp] =2.

fi=Y fh‘Pi+/8N¢i—/(ﬁ'KVh¢i)gD+/G¢i 8D-

TEI

S St
« SeN<i,j<M,
aj = [IKTV:0;-Vedi= ¥ (kY Ve oy-iiH[ol]
r, Su(I)
- ¥ ek 7V 0}l + ¥ ollolllpl+cac, 619
Sa(D) 3a(D)

fiZ/fr¢i— ) (IrK{ Ve ¢;-7)gr + Y o¢igr.
T, 3P 37(I)

Aqui, as componentes CA.A e CA.C, tem haver com a contribuicdo das condi¢des de acopla-
mento, topico abordado na secdo 5.4.

Se @; e Pp(T) e @j € Pp(T"), tal que TNT" = @, temos que a;; = 0, ver Figura 5.1.1.
O mesmo acontece para os ¢ € Or.

Para encontrar o vetor p do problema matricial, computacionalmente, vamos dividir

a implementagdo nos dominios Q \ I, " e nas condi¢des de acoplamento, a seguir.
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5.2 Implementacao no Dominio Bidimensional

Nesta se¢do, falaremos sobre a implementagcdao computacional do método de Galerkim
Descontinuo sobre Q\ I'; que estd relacionado em encontrar os ¢; j € f; para i, j < N, ver equagdo

(5.1.4).
* Sejal <1< Nj. Paral <ki, ko <N,talque j= .4 (l,ki)ei=A(l,kz), temos que:

/(KV(pj)V(pl = /(KV(p])V(p, (5.2.1)
T

T;
/h%z/ﬂ%- (5.2.2)
T y

Lembre-se da extensdo zero das fungdes de base P, (7;).
Considere a fun¢do afim yr descrita na equacao (5.1.1). Deste modo, para fazer a

associacio da fungdo w(x,y), (x,y) € T com T', temos:

Ww(e) =w(w(e)) = w(wr(e), w7(e)) = wlx(€),y(e)) (5.2.3)

com € = (r,s) € T. Assim, pela regra da cadeia obtemos as derivadas parciais de w(r,s):

0w\ [ ov ovi\ [ ow [ o
ar | _ dr  dr ox | _(Pvr dx
o N A O R A
ds ds ds dy dy

. (D . . . D
com a matriz ( Di;) ¢ a matriz jacobiana da aplica¢do yr. Desta forma:

onde A’ denota a matriz transposta de A.

Logo o gradiente Vw(x,y) é dado por:

vwgy):<%%§)tvw@y
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Se assumimos que:
dyy Iy
(%) | e s |
De ) | dyE Oy? ’
;:T alI;T Yr Vs
entao temos:
% -t _ i Ys  —Yr (52.4)
Deg Jr -
—X5  Xr
D
para Jr = det (Dl;) = X, Vs — VrXs-
Agora podemos reescrever a integral (5.2.1), da seguinte forma:
/K(X,y)V(Pj(X,y) 'V(Pi<x7y)dXdy
T;
Dy \ "' . Dy;\ "' .
= [ [Ktume) () vou(o)|- | (D) Ve | ae
T
I P I Py
1 oy o 5, (€) 1| Yy = —, (&)
= [k (@) | 2 15 2 de.
A 1 (pkl T (sz
T —Xg  Xr W(é’) —Xs X W(Ef)

Calculamos as integrais acima pela regra de quadratura Gaussiana sobre as funcdes

base (para o topico da quadratura Gaussiana ver discussd@o em Apéndice A). Para isso, considere

€% = (r®,s%) como sendo os NQG pontos de Gauss e ®, 0s respectivos pesos Gaussianos, logo
temos:

/K<x7y)V(pj<x,y) 'V(Pi(x,y)dx‘iy =

T
voG | v ow | [ “Raesy yo v | [ 2Py
K (v (€%)) o ar _ ar
L 5 Klyn ’ 99 ¢
S
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Seia DV (g, ) = 9% (%, DVi(s. ) = 985 55) ¢ (X(:.0). ¥ (1.1)) = i ). aqui € rep-

resenta os vetores (r,s) com todos os pontos de Gauss. Assim finalmente, temos para a equago

(5.2.1) a seguinte aproximagao:

/ﬁK(Ly)V#UCLy)’thCL)OdXdy
7

= [— (@.«K(X(:,1),Y(:,0))) . * (ysDVi(:, ) —y,DVS(:,j))] * (ysDV, — y,DV)

— (0. % K(X(:,1),Y(:,1))) . * (—xsDV,. (3, 0) +x,DVs(:,i))] * (—xsDV, + x,DVy).

Do mesmo jeito, se consideramos V (g,i) = @, (r®,s®), temos para a integral (5.2.2), a seguinte

aproximacao :
[ fites)oy)ddy = [ fi(vr(e) dle)de
T /
NOG '
Z I1,0g [ (Wi (€5)) Pry (€5) = I (0. % fr,(X (:,1),Y (:,1))) %V (2,0).
g=1

Abaixo apresentamos a montagem computacional no M. atlab® para a integral (5.2.1). Aqui o

tensor de permeabilidade K = acofK, € condicionado pelas regides €21 e €2;.

indexSparseEnd=0;

for 1=1:N_h
if Regiao(l)<=1
AuxV=(1/Jk (1)) .* (acofK1(X(:,1),Y(:,1)) .*w);
else
AuxV=(1/Jk (1)) .* (acofK2 (X(:,1),Y(:,1)) .*xw);
end
AuxV1=(ys(l) *DVr - yr(l)«DVs);
AuxV2=(-xs (1) *xDVr + xr (1) xDVs);
jl=indexGlobal (Np,1,1);

for k=1:Np % linha
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indexSparse=indexSparsekEnd+1;

indexSparseEnd=indexSparse+Np-1;

iSparse (indexSparse:indexSparseEnd)=indexGlobal (Np, 1, k) ;

jSparse (indexSparse:indexSparseEnd)=7jl:jl+Np-1;

sSparse (indexSparse:indexSparseEnd) = (AuxV.*AuxV1 (:,k)) '*xAuxVl
+ (AuxV.*AuxV2 (:,k)) "xAuxV2;

end

end

* Seja 1 <i,j <N, indices descritos acima, E € 3}, tal que ¢; € Py(Tg),9; € Py(T1) €
E = Tp N T;. Para calcular
- [ ({&voyn} o)+ ol { (K90 -n}) + [ aclodlio] 525

E E

temos que:

—{n- (KVu)} [V] - [[u] {n- (KVv)} +©

_% (1 (RVuB)- -+ (- (KVVH))

—

[])[[v]] =
+ oulvt

—% (—(n (KVuL))vR + uL(n- (KVVR)) — oub R (5.2.6)
(- RV B (kW)

—% (—(n (KVuf) R — uR(n-KVvR)> + oufvR,

— outVt

N—— ——

Assim, a integral acima (5.2.5), pode ser decomposta nos blocos LL, RL, LR, RR. Neste tra-
balho vamos calcular o bloco LR.

/ {_% (—(n- (KVQL)@F + gf (n- (KVGF)) ) - GE%L(x,y)(pf(x,y)} ds. (527
E

Para calcular a integral sobre a aresta E, formada pelos vértices v e v2, vamos lembrar da

aplicio Wz (E) : I — E, exposta na equacdo (5.1.3). Considere v' = (x1,y1) e v* = (x2,y2),

assim temos que Wg (&) = (x(&),y(&)), com:

xe)=""Cn - oy,
1-¢& 14+¢
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concluindo que:
dyp _x—xi dPg _y2—yi
d& 2 7 d& 2

e deste modo o comprimento de arco diferencial ds no plano xy pode ser escrito em termos da

coordenada normalizada &

. 2 02 272
ds(E) = JpdE = (Tf) +<d—€’5) dé.

Sejam rb e wb como sendo os NQGb pontos € os pesos da quadratura de Gauss no intervalo / =
[—1, 1], Os pesos e nds para a quadratura gaussiana podem ser calculados usando JacobiGQ.m,

conforme o discutido no Apéndice A. Por conseguinte:

1

/GE(PJL(x’y)‘p{e(x’y)ds = /GEJE(pJL(lT/E(é))(PzR(VN/E<§>)d§ (5.2.8)
E oo -
= ; or Jg F (W (rb')) oF (W (rb')) wh'
NléGb

= Z{ o JE P, (g, (WE(rb'))) @, (w7 (W (rD'))) wh',
i—

com Y, U7 — T ainversa da aplicao afim yr.

Para a implementac¢do computacional, considere (Xb(:,1),Yb(:,1)) = Wg(rb), onde [
é o nimero da aresta interior E que estd sendo considerada, ou seja, (Xb(:,1),Yb(:,1)) armazena
as coordenadas x e y correspondentes de rb na aresta /. Em Xb, Y b temos a seguinte disposicao:
as colunas 1 : NI referem-se as NI arestas interiores, as colunas NI+ 1 : NI + NbD referem-se
as arestas da fronteira de Dirichlet e as colunas NI +NbD + 1 : NI+ NbD + NbN referem-se as
arestas da fronteira de Neumann.

Considere Dimw = NQGb. Para as arestas interiores E = 17 N Tg considere também
(RbI(1,1 : Dimw),SbI(l,1 : Dimw)) = wil(lflg(rb)), como sendo as coordenadas (r,s) em T,
corresponde ao elemento da esquerda 77 e referentes ao vetor dos pontos de Gauss rb; €
(RbI(1,Dimw + 1 : 2% Dimw),SbI(l,Dimw + 1 : 2 % Dim)) = l//T_Rl(l/?E(rb)), sendo as coorde-
nadas (r,s) do elemento da direita Tk, correspondente ao vetor rb.

Seja VbI(1 : Dimw, j,1) = @, (RbI(1,1 : Dimw)',SbI(I,1 : Dimw)"), as fungdes base

avaliadas nos nds referente ao elemento da esquerda 7. VbI(Dimw + 1 : 2% Dimw, j,l) =
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@, (RBI(1,Dimw + 1 : 2% Dimw)', SbI(I, Dimw + 1 : 2 Dimw)'), as fun¢des base avaliadas nos

nos referente ao elemento da direita Tk.

Da mesma forma definimos: DVrbI(1 : Dimw, j,1) = %(Rb[(l, 1: Dimw)’,SbI(I,1:
Dimw)") e DVsbI(1 : Dimw, j,l) = %(Rb[(l, 1 : Dimw)',SbI(I,1 : Dimw)) , ou seja, as
derivadas das fungéesAbase avaliadas nos nés referente ao elemento da esquerda 7;.. DV rbl (Dimw +
1:2%Dimw, j,1) = aanfl (RBI(1, Dimw+1:2%Dimw)’,SbI(l, Dimw+1: 2xDimw)") e DV sbl(Dimw +
1:2%Dimw, j,1) = %(Rbl(l,Dimw%—l :2xDimw)’, SbI(I, Dimw+1:2%Dimw)"), as derivadas

das fungdes base avaliadas nos nos referente ao elemento da direita 7k.

Agora podemos reescrever a integral de superficie (5.2.8):

/ or @5 (x,y)0f (x,y)ds
E

= ogJg (Wb.xVbI(1 : Dimw, j, 1)) Vbl(Dimw + 1 : 2 % Dimw, i,1)

que da origem ao bloco cLR.

Continuando com o calculo da intragral (5.2.5) na face E € 3%, vamos precisar en-

contrar a seguinte integral:
/ (n- (KV@j (x,9)) 9 (x,)ds. (5.2.9)
E

Para um elemento 7 formado pelos vértices vl V2, V3, construimos as arestas desse triangulo
de forma que a aresta i € oposta ao vértice i. Entdo, podemos organizar as arestas da seguinte
maneira : aresta 1 = v2v3, aresta 2 = v>v! e aresta 3 = v'v2. Desta forma, as normais nessas

arestas sao dadas por:

Arestal: n!=— Vr+Vs - _ (Vs = Yr, =Xs +xr)
IVr+ Vs \/(ys—yr)2+(xr—xs)2’
Vr (_ys‘ xs)
Aresta2: mP=-——" = sn¥s)
IVl VY242
3 Vs (yr, _xr)

Aresta 3: n = =

Vsl VY242

Essas normais sao armazenadas no cédigo nas matrizes nx e ny, com dimensdo N; x 3, onde

nx(k,i) e ny(k,i) fornecem as coordenadas x e y da normal na aresta i exterior ao elemento 7.
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Voltando para o célculo da integral acima, encontramos que:

0 d
/ (n-Voi(x,y)of (x,y)d /K[nx ny) ( ;;’ (x,5), a(P]( »y))] o (x,y)ds

E

| P dok
= [k [<nx,ny>- < 2 (5))%(%@)] OR(We(@)dE. (5210
-1

Lembrando que sobre 77, temos, @, (r,5) = (p]L (yr, () = (p]]f (x(r,s),y(r,s)), e o processo feito

da equacdo ( 5.2.3) a equacgdo (5.2.4), podemos inferir novamente:

00} PY)
el | (o | [ e
(P] JTL a‘i’kl

ay (xvy) —Xé’ Xf’ Js (I’,S)

Deste modo, se (r,s) = wal (x,y) = wal(WE(é)), temos que:

d .
8")’;@/ OV N IR B R ST
8 7. A )
ey |\ ]| )

assim, continuando com os calculos em (5.2.10), obtemos que:

T N AT

1
JE _
T (nx,ny) - A Br, (W (PE(E)))dE
/1 i b [\ e

1 L9Pk o 1 19Px
s .. L( 5) r ( L ‘S )
= [ - | %k“”r Ve % ¥ (#s(8)) Do (Wi (W (€)))d
= —xfjg%(w;KVf(é»)+xL (v (9E(8)))
oLy ¢ ~ i I Py, i
= X3 et T i (B r9) = e 5 ()
J Px ?

oyt Oy ) 4y O () 1)) | 0 ()
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Encontrando a seguinte expressao:

[ (kY- 0 () ds
E

J,
=i [Wb. eyt = mya DV b (1: Dimw, .1
TL

+(—nxyt + nyxk)DV sbI(1 : Dimw, j,l))} VbI(Dimw + 1 : 2% Dimw,i,1)

que da origem ao bloco DLR.

Portanto, a integral (5.2.7) que descreve o bloco LR na equacgdo (5.2.5), fica do

seguinte modo:

1
/ [—5 (~(1- (KVQE) @R + 9k (n- (KV ) ) — 050k (x,3) @R (x,3) | ds
E
1J 1J
— — L pLR— ~ L bRL' — opJgcLR.
2 JTL 2 JTR
Novamente apresentamos a montagem computacional no Matlab®, para a equagao (5.2.5) no

bloco LR. Aqui NI representa o nimero de arestas interiores £ € 32.

o o ) o o

s % $Element assembling Interior edges

9 29900090000000000900000000009000000000000090000000000900000000
Cl OO0OO0OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOODOOOOOOOOODOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

NN2=Np=*Np-1;
for i=1:Np
AuxV1 ((1i-1) *Np+1:1ixNp)=0:Np-1;
AuxV2 ((1i-1) *Np+1l:i+Np)=i-1;
end
for ArestI=1:NI
[cLL, cRL, cLR, cRR]=Cmatrix2D (ArestI,Np,Dimwb, wb, VbI) ;
[bLL, bRL, bLR, bRR]=Bmatrix2D (acofKl, acofK2,Regiao,ArestI,

Np, Dimwb, wb, VbI,DVrbI,DVsbI, Xb, Yb) ;
KelemL

FToE (Interior (ArestI,3),1);

KelemR = FToE (Interior (ArestI,3),2);
il=indexGlobal (Np,KelemL,1l); % indice left
i2=indexGlobal (Np,KelemR,1); % indice right
JkL=Jk (KelemL) ;
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JkR=Jk (KelemR) ;

hx1l=2+Je (ArestI);

mu0 = sigmaxNxN/hx1;

indexSparse=indexSparseEnd+l;

indexSparseEnd=indexSparse+NN2;

iSparse (indexSparse:indexSparseEnd)=12+AuxVl;

jSparse (indexSparse:indexSparseEnd) =1i1+AuxV2;

AuxM= (0.5*Je (ArestI) /JkL) *xbLR —(0.5+xlambdaxJe (ArestI)/JkR)* bRL'
— (muO*Je (ArestI)) *cLR;

sSparse (indexSparse:indexSparseEnd) = AuxM(:);

* Para o cdlculo da integral (5.2.5) sobre as faces E € 3P usaremos a estrutura descrita

acima, lembrando que E pertence a um unico elemento triangular 7', como a seguir:

— [[1-99,)) i) + 01(x.3) (- Vi (x.3)) — G (x.3) ix.3) =

E
. 0Py,
Ky —Jr l 5
N N I | Il | PN TITREIPE:
J on )\ Do )
1 a(pkz —1/
s —Yr (WE(8))
e | | | T e
) —X5 X asz(llf?l(~E(5)))
|
[ ouled, (v (B0 (9 (€))dE =
e
_j_’; [wb. % ((nxys —nyxs)DVrbD(:, j,1) + (—nxyr+nyxr)DVsz(:,j,l))}/VbD(:,i,l)
_j_j [wb. ((nxyg = nyx) DV rbD (s, 1) 4 (=, + nyx)DVsbD(:,1,1)) | VbD(:, 1)

+opdg [whb.xVbD(:, j,1)]'VbD(:,i,1),

com (RbD(I,1 : Dimw),SbI(1,1 : Dimw)) = w7 (¥g(rb)), sdo as coordenadas (r,s)
no elemento mestre 7, correspondente ao vetor rb no elemento 7, e [ € o nimero da aresta de

Dirichlet E que estd sendo considerada.
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VbD(1 : Dimw, j,1) = ¢, (RbD(1,1 : Dimw)',SbD(I,1 : Dimw)"), sdo as fungdes de

base avaliadas nos nos referente ao elemento 7.

8 A
Da mesma forma definimos: DVrbD(1 : Dimw, j,1) = %(RbD(l, 1: Dimw)’,SbD(I,1:
r
a A
Dimw)') e DVsbD(1 : Dimw, j,1) = % (RbD(1,1: Dimw)',SbD(I,1: Dimw)'), como as derivadas
S

das funcdes base avaliadas nos nos referente ao elemento 7'.

* Para finalizar a implementacdo no dominio 2D resta aproximar a seguinte componente

que determina o termo fonte f;, ver equacdo (5.1.4).

/gN(Pi_/(ﬁ'KV(Pi)gD+/G(Pi gp-

3 7 sy

Se E; € Sf , com numeragao [ da aresta onde a condi¢do de Dirichlet é satisfeita, temos:

- / gp(x,y)(n-KV@i(x,y))ds + / ogp(x,y)@i(x,y)ds
E E

J,
. —KJ—E [wh. % gp(X (:, NI +1),Y (:, NI +1))]'
T
% ((nxys — nyxg)DVrbD(:,i,1) + (—nxy, + nyx,) DV sbD(:,i,1))

+0Je(@.xgp(X(;,NI+1),Y(:,NI+1))) *VbD(:,i,l).

Para E; € 3}, consideramos VbHN(rb,i,l) = @, (e (rb)), com numeragio / da aresta onde a

condi¢dao de Neumann € satisfeita, assim temos:

/ K gn(x,y)i(x,y)ds =
E

KJp(o.xgn(X(:,NI+NbD+1),Y (:; NI+ NbD +1))) *VbN(:,i,1).

5.3 Implementacao no Dominio Unidimensional

Nesta se¢do, discutiremos sobre a Implementacido do método de Galerkim Descontinuo
na fratura I'; que consiste em calcular os g; j e f; para N < i, j < M na formula¢do matricial, ver

equacao (5.1.5).

* Sejal <[ <Nr.Sel <kj,ky <Ny tal que j=Ar(l,ki) ei = A(l, k), temos que:
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(5.3.1)

K2 6;-Ve 0= [ 10K V2 0,1
Fh E;

(5.3.2)

[ o= [ o
E;

1—‘h

com V; o gradiente tangencial (V; =V -7, com 7 o vetor tangencial a aresta E).
Temos a aplicagdo afim Yg (&) : I — E, definida em (5.1.3). Logo, para aplicar uma

funcdo f(x,y), (x,y) € E para I, é necessario notar que:

=
~—~
[y
N—

F(S)=f(W(5)) = s(v

assim, pela regra da cadeia obtemos a derivada de F(&):

FI(&) = gg_é+g_§g_g — V(). (E)).

Para calcular (x'(£),y'(£)) considere v! = (x1,y1) e v? = (x1,y2) como os vértices de E, usando

a definicdo de ¥ dada em (5.1.3), podemos dizer que:
1-¢& 14+&
x(&) = St

1— 1+
= é)’1+ zéyz

2

deste modo
WY E) ="

2l
\%
com |E| = [(x2 —x1)> + (y2 —y1)?]'/2, temos:

Se 7= V;
|E|
(5.3.3)

gy E] _ E|
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Voltando ao cdlculo das integrais acima, temos que:

/ WKZ Ve 9Ve dids= / KT Vo, -7 (Vor-T)ds
E; E;

1 N
B P, (&) 2 d9,(8) 2 |E|
_/ZFKFy 2E Bl 9E IE 29

1
= / 2 ik 9, (2)8], (€)dE.
/ |Ei|

Sejam rb e wb como sendo os NOQGb pontos € os pesos da quadratura de Gauss no intervalo 1,

por conseguinte:

1 2 7 . NQOGbD o) P A
/mHKr 4’121(5)4)1;2(5)61& = Z @HKF (plgl (’”bg)(P;Qz(rbg)wbg,
-1 g=1

e seja DVsbInT (g, ) = ¢A),21 (rb%) e (X(:,NI +NbD + NbN +1),Y (:,NI + NbD + NDN +1)) =
Pe(€), onde aqui £ representa os vetor com todos os pontos de Gauss rb e [ é o nimero da
aresta E que estéd sendo integrada. Assim finalmente, temos a seguinte notacdo computacional:

NQGb » A A
Y K 8, )8, b
g=1

= [wb. % K¢ (X (:,NI+NbD +NbN +1),Y (:, NI+ NbD +NbN +1)).« DVsbInT (:, j)]'

2
*DVsbInl(:, l)mlr
l

Da mesma forma se consideramos VbiInt(g,i,l) = ékz(rbg), temos para a integral (5.3.2), a

seguinte aproximagao :

1
B ()6, (20

-1

[ £l ot y)dvdy =
E

NQGb ’El‘

= = wh* £ (9, (b8 )i, (rb¥)
g=1

E
= |—2’|(wb. % f(X(:,NI+NbD+NbN +1),Y (:, NI + NbD +NbN +1))) «VbInt(:,i,1).
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A seguir mostramos a montagem computacional no Matlab® para a equagdo (5.3.1). Aqui a

componente tangencial de permeabilidade na fratura Kry € representado por Kint f, € 0 nimero

de arestas na face Nr por Nbintf.

for 1=1:NbIntf
AuxV=(1/Je (NI+NbD+NbN+1))
* (L*Kintf (Xb (:, NI+NbD+NbN+1), Yb (:, NI+NbD+NbN+1)) . *wb) ;
jl=indexGlobalIntF (Npl, jE1,1,N_h,Np);
for k=1:Npl % linha
indexSparse=indexSparseEnd+1;

indexSparseEnd=indexSparse+Npl-1;

iSparse (indexSparse:indexSparseEnd)=indexGlobalIntF (Npl,1l,k,K,Np);

jSparse (indexSparse:indexSparseEnd)=jl:jl+Npl-1;

sSparse (indexSparse:indexSparseEnd) =

(AuxV.*xDVsbInT (1:Dimwb, k, 1)) "*DVsbInT (1:Dimwb, :,1);
end

end

* Seja N <i,j < M os indices descritos acima e e € 3! (I), tal que e = E; N Eg com 0; €

Py(EL) € ¢ip € P(ER). Para calcular

— (11K V< 5Vt [01(e)]] + (KT V= di(e)Hgs(e))] ) + eeligs(eN[ie)]] (534

temos que:

~ ({irk? Ve wit V] + {10k iV v}[ud] ) + o {fu]) (]

= 5 (0 UK Vi) (- (K V) ) - 0wl

1
—= (—(n (IeKZ Vil YWR + uk (n - (HKf?VvR))> —oubf
1

—3 ((n (IrKZ Vi)W — uR (n.- (HKl‘?VvL))> — oufvt

1
) (—(n (HKl‘?VuR))vR — uR(n . HKI‘?VVR)> + oufyR.

[\

(5.3.5)

Relembrando que yg (&) : 1=[—1,1] — E, temos que Jg, (1) = e e Pg,(—1) = e. Se defini-
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mos o vetor normal exterior n em / como sendo, 1=n=n; e n=-ng e recordamos a equagao

(5.3.3), podemos deduzir que:

2 (- (KT Yok ()98 ) + 0He) nr- (KT VoK) — 00 (e)0fe)

2
|ER|

A

<z3,12<—1)>) o (s (—1).

! (—(zrzq? 5 (1) (—1) — by (N (IekT
2 |EL|

dando origem ao bloco LR na implementa¢ao unidimensional.

Seja VbInT PoFc(1, j,1) = ¢, (lIIE_Rl (e)), a fungdo j avaliada no ponto e, fronteira es-
querda do elemento Eg, com [ o niimero que determina o n6 e. VbhInT PoFc(2, j,1) = ¢, (lf/b?Ll (e)),
a funcdo j avaliada no ponto e, fronteira direita do elemento E;. De forma semelhante, defini-
mos: DVrbPoFc(1,j,1) = 43,2] (—1), ou seja, a derivada da fungdo de base j avaliada no ponto
e, referente ao elemento da direita Eg. DVrbPoFc(2,j,1) = (ﬁ,ﬁl (1), a derivada da fungdo j
avaliada no ponto e referente ao elemento da esquerda Ey .

Entao podemos reescrever a equacao (5.3.4) para o bloco LR como:
1
— EbLR + 0.cLR,

para:

cLR = <VbInTPoFc(l,:,l)*VbInTPoFc(Z,:,l))

) ) VbInT PoFc(1,:,1) * DVrbPoFc(2,:,1)

bR = KT () (‘m@

DVrbPoFc(1,:,1)«VbInT PoFc(2,:,1)

Novamente apresentamos a montagem computacional no Matlab®, para a equacgao (5.3.4) no

bloco LR. Aqui NbInt f — 1 representa o nimero de nos interiores e € SZ(F).

ooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooo

LT=0.001; %thickness of the fracture$%
NN2= (NplxNpl)-1;

for i=1:Npl
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end

for

AuxV1 ((1i-1) *Npl+1l:i%xNpl)=0:Npl-1;

AuxV2 ((1-1) *Npl+1l:ixNpl)=1i-1;

ArestI=1:NbIntf-1
[cLL, cRL,cLR,cRR] = CmatrixlDIntF (ArestI,VbInTPoFc);
[bLL, bRL, bLR,bRR] =

Bmatrix1DIntF (Kintf, ArestI, VbInTPoFc,DVrbIPoFc,M2, Je);
Jel=2+Je (NI+NbD+NbN+ArestI) ;
Je2=2+Je (NI+NbD+NbN+ArestI+1) ;
hxl=max (Jel, Je2);
mu0 = sigmaxLT*Kintf (M2 (ArestI, 1)) «N«N/hx1;
il=indexGlobalIntF (Npl,ArestI,1,K,Np); % indice left

i2=indexGlobalIntF (Npl,ArestI+l,1,K,Np); % indice right

0990990000090000 89909900000900000

indexSparse=indexSparsekEnd+1;
indexSparseEnd=indexSparse+NN2;

iSparse (indexSparse:indexSparseEnd)=12+AuxVl;
jSparse (indexSparse:indexSparseknd)=1i1+AuxV2;
AuxM= - (0.5)*bLR —(mul) *cLR ;

sSparse (indexSparse:indexSparseEnd) = AuxM(:);

¢ Para o calculonos nds e € Sﬁl) (T') da equagdo (5.3.4), usaremos a estrutura descrita acima,
lembrando que o0 n6 e € uma das duas fronteiras da fratura I', assim e! e ¢? sdo as fronteiras

esquerda e direita da fratura, respectivamente. A seguir:

Y — (kTR 0;(e)0ile) + KT V< 0;(e)0ile) )+ X oudi(e)dile)

ec3P(I) ec3P(I)

—IrKZ iV (k) ¢i(ek) —IrKZ iiVe ¢i(eX) ¢;(ek) + () pi(e")).

Il
~
[ aglS
X

—~

Fazemos a aplicag@o para o dominio / e relembramos a notacdo computacional,

2
Z Ei —DFURKT G (—1%) B (=19 + —= (=D IRk ¢ (—19) By, (—15)

[EX|
+ 0k, (—1%) fr, (—17)]

2
2
Z E_ — D) ek (5! (X)) * DV rbPoF c(k, j,k) * VbInT PoF c(k,i, k)
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2
(— )k (W L (ek)) « DV rbPoF c(K, j, k)  VbInT PoFc(K i, k)

TR

+0,VbInT PoFc(k, j,k) * VbInT PoF c(k, i, k)].

* Para finalizar a implementacdo no dominio unidimensional, resta aproximar a seguinte

componente que determina o termo fonte f;, ver equagdo (5.1.5)

— Y (wkZV:git)gr+ Y cedigr
ec3P(I) ec3P(T)

2
= B | B0 R 0 D (1) (1) e ()

2

2
=% [z

YUK (g (X)) « DV rbPoF ¢ (k, i, k) 4 0y % VbInT PoFc(k, i, k)] gr(Wz ().

5.4 Implementacao das condicoes de acoplamento
Nesta secdo, trataremos da implementacdo das condi¢des de acoplamento, equacdes

(4.1.3), no método de Galerkin descontinuo para o problema modelo. Seja ¢;;, € ® e ¢;, € Pr

com 1 <ij <NeN <ip; <M, vamos calcular as condi¢cdes de acoplamento para as solucdes
N M
Z pi@i(x,y) e p'( Z

Para uma melhor compreensao dos célculos, esclarecemos a distribui¢do das condi¢des de

acoplamento na matriz de rigidez, ver Figura 5.1.1.

[ ocliph =" (Gou} = 6.)+ [ Brllpl)- (93]
Ty

Iy

N M N
= [or (1L pio) = X pios | Gond o)+ [ Bell X pjoul- [0
Ty =1 =N r, I
N M N
:/(XF Zﬁj{(Pj}_ z;vﬁ]q)] ({(pil}_¢i2)+/ﬁ Z (pll
= j= Fh :
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N M N M
= /Oér Y pi{oiH ey =Y pioilent— Y pileiton + 0, ) Pig)
r, j=1 j=N Jj=N

J=1

N
+ [ Be Y. pillo)) - los)
n, /71

N M
= Y 51 [ (orloin} +Brlloi)- o)~ X s [ aros{o,)
j:] Fh ]:N Fh
~ -~ ~ ~—_——
Ay j B}lj
N M
- Zﬁj/ar{¢j}¢i2+ ) ﬁj/ar¢j¢i2.
=t =N,
B2 C:

12j 12j

Deste modo, A;; vai ficar nas componentes no dominio bidimensional e C;; as componentes
no dominio unidimensional. Para a distribuicio matricial das componentes B e B temos na

matriz de rigidez:

A+2D| B!

B> |C+1D

SejaE;elycom 1 <I<Nrel<kjky<Njtalque j= A (I,k1),i= A (l,ka).
(04
Aij:/_r (9 oh) + oFof + ofoF+ of oF)
/ﬁr (9F0F) — 0} of — of ol + (pfol))

_/( +Br) (oFpl) + (pRef) +/(——ﬁr> (970l +ofof),

sejam rb e wb como sendo os NQGb pontos e os pesos da quadratura de Gauss no intervalo

I =[—1,1]. Analogamente a como foi feito na equacéo (5.2.8), temos para o bloco LR:
or
[ (5 - Br ) ebteftivas
E

NQGb
= X () 5000 (B9 0 (s )
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Na implementag¢do computacional, considere Dimw = NQGb, (RPIACO(l, 1 : Dimw),SbIACO(1, 1 :
Dimw)) =y, (@, (rb)), como sendo as coordenadas (r,s) no elemento mestre 7', correspon-
dentes ao vetor de pontos de Gauss rb referente ao elemento da esquerda 77, ; ¢ (RPIACO(I, Dimw +
1 : 2% Dimw),SbIACO(l,Dimw + 1 : 2 x Dim)) = l[/T_R] (g, (rD)), sendo as coordenadas (r,s),
correspondentes ao vetor de pontos de Gauss rb, do elemento da direita 7.

Seja VDIACO(1 : Dimw, j,1) = @, (RDIACO(I, 1 : Dimw)',SPIACO(I,1 : Dimw)"), as
funcdes da base avaliadas nos nés referente ao elemento da esquerda 7;. VHIACO(Dimw + 1 :
2 Dimw, j,1) = @, (RBIACO(I,Dimw + 1 : 2 x Dimw)’,SBIACO(I, Dimw + 1 : 2 Dimw)’), as
fungdes da base avaliadas nos n6s referente ao elemento da direita 7k.

Agora podemos reescrever AiLjR da seguinte forma:

/ (%_ F) OF (x,y) 0 (x,y)ds

E;

o
— (TF - r) Jg, (wh.« VBIACO(1 : Dimw, j,1))' VBIACO(Dimw + 1 : 2% Dimw, i, ).

A seguir, a montagem computacional no Matlab® para o bloco LR em A;;. Aqui NbIntf

representa o numero de arestas Nr.

NN2=Np=*Np-1;
for i=1:Np
AuxV1 ((i-1) *Np+1:1%Np)=0:Np-1;
AuxV2 ((1i-1) *Np+1l:ixNp)=i-1;
end
for 1=1:NbIntf
[cLL, cRL, cLR,cRR]=
Cmatrix2DACO (1, Np,Dimwb, wb, VbOIACO, Je) ;
Keleml = FToE (INTERFACE(1,3),1);

KelemR

FToE (INTERFACE (1, 3),2);
il=indexGlobal (Np,KelemL,1l); % indice left
i2=indexGlobal (Np,KelemR,1); % indice right

99000

indexSparse=indexSparseEnd+1;
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indexSparseEnd=indexSparse+NN2;

iSparse (indexSparse:indexSparseEnd)=12+AuxVl;
jSparse (indexSparse:indexSparseknd)=1i1+AuxV2;
AuxM= ((1/((LT/Kn)=*((2%«e)-1)))—-(1/(LT/Kn)))*cLR ;
sSparse (indexSparse:indexSparsekEnd) = AuxM(:);

end

Ja que na implementac@o unidimensional, se¢do 5.3, definimos VbInT (g, j,1) = qS,;] (rb%), com

1<k < Np1. Para C;; temos que:

NOGb
/ar¢j¢i— Z Oﬂr (Pkl (rb®) ¢, (rb®)wh*

Ez

=ar wa*VbInT(l : Dimw,i,1) «VbInT (1 : Dimw, j,1),

deste modo, para B temos que:

Bl = [are, 20 [ % 9004 gfp)

E, E
NQGb IE)|
r |El, + 5w (G ) Or, (W, (W
= Y o 9 (6 Pu (v, (9, (r69))) + B, (76%) i (w7, (W, (1))
g=1
E
= O BV bt (1 Dimw, .1y« VBIACO(1 < Dim .1
or |E
+5 |TI|*VbInT(1 : Dimw, j, 1) +VbIACO(1 + Dimw : 2% Dimw, i, 1).

Finalizamos o capitulo de implementacao, apresentando a montagem computacional para Bilj.

NN2= (Np*Npl) -
for i=1:Npl
AuxV1 ((1i-1) *Np+1l:1ixNp)=0:Np-1;
AuxV2 ((1-1) *Np+1l:1i«Np)=1i-1;
end
for 1=1:NbIntf
[R,L]=Cmatrix2DACOB (ArestI,Np,Dimwb, wb, VOIACO,VbInT, Je);

Keleml = FToE (INTERFACE (1,3),1);
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KelemR = FToE (INTERFACE (1, 3),2);
il=indexGlobal (Np,KelemL,1l); % indice left
i2=indexGlobal (Np,KelemR,1); % indice right
i3=indexGlobalIntF (Npl,1,1,K,Np);

indexSparse=indexSparseEnd+1;
indexSparseEnd=indexSparse+NN2;

iSparse (indexSparse:indexSparseknd)=1i2+AuxVl1;
jSparse (indexSparse:indexSparsekEnd) =i3+AuxV2;

AuxM= —(2/ ((LT/Kn) * ((2xe)-1))) * (R) ;

indexSparse=indexSparseEnd+1;
indexSparseEnd=indexSparse+NN2;

iSparse (indexSparse:indexSparseknd)=il1+AuxVl1;
jSparse (indexSparse:indexSparseknd) =i3+AuxV2;
AuxM= —(2/ ((LT/Kn)* ((2xe)-1))) *L;

sSparse (indexSparse:indexSparseEnd) = AuxM(:);
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6 Resultados Numéricos

Neste capitulo, apresentamos alguns experimentos numéricos, e deste modo, anali-
samos o desempenho do método de Galerkin descontinuo para o modelo reduzido de fratura
exclusiva, Defini¢do 4.2.1, baseado nas estimativas de erro a priori que derivamos no capitulo
4, ver Teorema 4.4.1 . Os resultados numéricos foram obtidos em MATLAB® empregando a

implementagao computacional apresentada no capitulo 5.

6.1 Analise de Convergéncia

A seguir, expomos o teste base para os experimentos numéricos. Tomamos Q =

(0,2) x (0,1), e afratural’ = {(1,y) | y € [0, 1]}, com a seguinte escolha para solugdo exata:

5.y) (x(1=x)+ 1) fi(y) x€Qp=(0,1)x(0,1)
pP\X,y) =
(1-x)(x—4)+ 1) A1) x€Q=(1,2)x(0,1)

pr=(ho)+H0))/2 airaq £ )+ 3K 72 (9)).

sendo

F1(y) =0.5(cos(x(1 —y)) +1),
 2KE—dK; 4K

2(y) = mfl(y) e or= 2E 1)

——
Cr

Relembrando a equacao modelo (4.1.4), temos para os termos de fonte f;, i = 1,2.

2
fir = =KU=2f1(0) + (s =+ 1)(= 2 )eos(m(1 - )]
2
fo= =K2[=22(y) + (55— = 3)Cul == )eos(x(1 )]

2
fio =K Ip~cos(x(1-y)(1+ )

2

T N
—K7 lrﬂcos(ﬂ(l — YKy +3K,Cy) + fi(9)(—=3K2C — K7).
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Figure 6.1.1: Malha com 640 tridngulos no dominio €2 e 16 arestas na interface I"

Deixamos o leitor conferir que p e pr satisfazem as condi¢des de acoplamento, ver equagdo
(4.1.3), para efeitos deste trabalho tomamos K; = K> = 1. Os dados de Dirichlet giD, i=1,2, gr
e de Neumman gfv, i = 1,2, sdo definidos pela solugdo exata.

Na Figura 6.1.1, apresentamos o refinamento de uma malha tridngular em conformi-
dade com a fratura. Para efeitos de notagéo Ni- e Ny denotam o nimero de arestas ¢ tridngulos
em I e Q, respectivamente.

Com as ordens numéricas de convergéncia através dos resultados numéricos, avaliamos
as estimativas de erro a priori apresentadas no capitulo 4 ( equagdes (4.4.6), (4.4.7) e (4.4.9) ),

para o método de Galerkin Descontinuo Definido em 4.2.1 na norma

2 2 2 2
(e, o)1z, = llpllIpG + [l pelllt + (P, pr)llfac

também avaliamos as ordens numéricas de convergéncia nas normas dos espacos L»(Q, . 7},) e

Ly(I',Ty). A ordem numérica de convergéncia (ONC) € dado por:

. er;
o () oo 2
€i_1 i—1
ONCgq, = ———, ONC

Q' ? F 7
' h ! h
( *l ) ( *l )
nj—1 nj—1

com e; = ||p— pil| e er, = ||p — pr,|| os erros da solugdo numérica nas normas estabelecidas,

para o nivel de refinamento i . Assim, lembrando a estimativa de erro 4.4.1, temos para ONCg

na norma ||| - ||| 7, que:
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-1

~ /2 2 2 1/2
ei1=C / h,"i1 (‘p’HS(SL%,) + ’p ’HS(FI}J) /

Y

~ —1
e = C'2 " (1l + 1P o)

com h = maxyc z,ht € L = min{b+1,s}, b o grado de aproximagdo polinomial e s definido em

4.4.1. Obtendo:
é; _ h;’lil _ ( /’li )“_]
e hf‘:ll hi—

Concluindo que:
ONCq =u — 1.

Assim, para solugdes suaves nos dominios € e €, vamos ter que a ONCq atinge o grado
de aproxima polinomial b. Para a ONC nas normas L;(Q,.7,) e L(I',T’},), referenciamos o

Teorema 1.49 em [DOLE]J Si V.; FEISTAUER 2015], atingindo o valor de b+1 em ambos casos.
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Solugdo Exata dG1

W
W

Figure 6.2.1: Teste 1. Solucdo exata (a esquerda) e solu¢do obtida com o Método de Galerkin
Descontinuo (direita), com grau de aproximag¢do polinomial b=3, malha de 640 tridngulos e

E=1.
6.2 Exemplo 1

Neste primeiro teste, tomamos Kry = K{* = 100 e a espessura no dominio da fratura
Ir =0.01, caracterizando assim um dominio com uma fractura altamente permeavel. Na Figura

6.2.1 apresentamos os graficos da solugdo exata e a solucao obtida pelo método de Galerkin

Descontinuo. Nas Tabelas 6.2.1 e 6.2.2, apresentamos as ONC para os erros calculados em
Teste 1
b | Nr | No\r ONCg ONCr
4 40 | 3.8366e-01 | 1.4570e+00
160 | 2.2197e+00 | 1.9500e+00
1] 16 | 640 | 2.0208e+00 | 1.9415e+00
32 | 2560 | 2.0071e+00 | 1.9617e+00
4 40 | 3.0872e+00 | 2.9063e+00
160 | 2.8691e+00 | 3.0262e+00
2| 16 | 640 | 2.9624e+00 | 3.0121e+00
32 | 2560 | 2.9894e+00 | 3.0038e+00
4 40 | 2.5275e+00 | 3.8721e+00
160 | 4.0539e+00 | 3.9619e+00
31 16 | 640 | 3.9975e+00 | 3.9680e+00
32 | 2560 | 3.9977e+00 | 3.9818e+00

Table 6.2.1: Ordem Numérica de Convergéncia (ONC) na norma L, para diferentes ordens

polinomiais N, com § = 1.

1P = pillz,@,9) € lp = prillLyrr,) em fungdo do tamanho da malha, empregando diferentes
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valores para o parimetro £. Em ambos os casos os resultados numéricos atingem a ONC b+1,

sendo b o grau de aproxomacgao polinomial empregado na discretizacao pelo método de DG.

Teste 1

b | Nr | No\r ONCq ONCr
4 40 | 3.8363e-01 | 1.4568e+00
8 160 | 2.2196e+00 | 1.9501e+00
1| 16 | 640 | 2.0208e+00 | 1.9416e+00
32 | 2560 | 2.0071e+00 | 1.9617e+00
4 40 | 3.0872e+00 | 2.9062e+00
8 160 | 2.8691e+00 | 3.0263e+00
2| 16 | 640 | 2.9624e+00 | 3.0122e+00
32 | 2560 | 2.9894e+00 | 3.0038e+00
4 40 | 2.5275e+00 | 3.8717e+00
160 | 4.0539e+00 | 3.9622e+00
31 16 | 640 | 3.9975e+00 | 3.9680e+00
32 | 2560 | 3.9977e+00 | 3.9396e+00

Table 6.2.2: Ordem Numérica de Convergéncia (ONC) na norma L, para diferentes ordens de
aproximagdo polinomial N, com & = 0.50001 .

Ordens em |||e|||pG | Ordens em |||e|||r | Ordens em |||e|||sc | Ordens em |||e||| 7

b| Nor | lllelllpg | ONC | |lle]/[r | ONC | |[lef[lac | ONC | |llell|5 | ONC
40 1.3118 | 0.1881 | 0.2598 | 1.0124 | 0.0046 | -0.0080 | 1.3373 | 0.2440

160 | 0.6472 1.0192 | 0.1275 | 1.0265 | 0.0027 | 0.7581 | 0.6597 | 1.0195

1| 640 | 03253 | 0.9927 | 0.0633 | 1.0101 | 0.0014 | 0.9095 | 0.3314 | 0.9934
2560 | 0.1632 | 0.9946 | 0.0316 | 1.0045 | 0.0007 | 0.9831 | 0.1663 | 0.9950

40 0.2356 | 2.2632 | 0.0290 | 1.9705 | 9.3e-04 | 2.4525 | 0.2374 | 2.2597

160 | 0.0627 1.9088 | 0.0072 | 2.0040 | 2.2e-04 | 2.0324 | 0.0632 | 1.9101

2| 640 | 0.0158 | 1.9935 | 0.0018 | 2.0045 | 5.4e-05 | 2.0746 | 0.0159 | 1.9937
2560 | 0.0039 | 2.0033 | 0.0004 | 2.0020 | 1.3e-05 | 2.0553 | 0.0040 | 2.0033

40 | 0.0308 | 1.7404 | 1.7e-03 | 2.9903 | 6.6e-05 | 1.4692 | 0.0309 | 1.7509

160 | 0.0037 | 3.0487 | 0.2e-3 | 3.0243 | 8.9e-06 | 2.8922 | 0.0037 | 3.0486

31 640 | 0.0005 3.0120 | 2.6e-05 | 3.0071 | 1.1e-06 | 2.9926 | 0.0005 | 3.0120
2560 | 0.0001 3.0048 | 3.3e-06 | 3.0022 | 1.3e-07 | 3.0537 | 0.0001 | 3.0048

Table 6.2.3: Teste 1: Taxas de convergéncia do método DG para o modelo reduzido. & = 1

Nas Tabelas 6.2.3 ¢ 6.2.4, temos as ONC para o erro calculados na norma || - || 7 , bem
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como cada um dos termos que compde essa norma, obtidas com os valores £ =1 e & =0.50001.

Os resultados numéricos obtidos estdo em conformidade com as estimativas de erro a priori obti-

das no capitulo 4, ou seja, a ONC se aproxima do grau de aproximacao polinomial b.

Ordens em |||e|||pG

Ordens em |||e|||r

Ordens em |||e|||ac

Ordens em |||e|||

b| Nor | [llelllpg | ONC | |[le]/[r | ONC | |[le[[lac | ONC | |llell|5 | ONC
40 1.3118 | 0.1880 | 0.2599 | 1.0124 | 0.0026 | -0.5693 | 1.3373 | 0.2440
160 | 0.6473 1.0192 | 0.1276 | 1.0265 | 0.0013 | 0.9576 | 0.6597 | 1.0195
1] 640 | 0.3253 | 0.9927 | 0.0633 | 1.0101 | 0.0006 | 1.0270 | 0.3314 | 0.9934
2560 | 0.1632 | 0.9946 | 0.0316 | 1.0045 | 0.0003 | 1.0423 | 0.1663 | 0.9950
40 0.2356 | 2.2632 | 0.0290 | 1.9708 | 0.3e-03 | 2.4224 | 0.2374 | 2.2597
160 | 0.0627 1.9088 | 0.0072 | 2.0041 | 0.1e-03 | 2.0114 | 0.0632 | 1.9101
2] 640 | 0.0158 1.9935 | 0.0018 | 2.0045 | 1.9¢-05 | 2.0209 | 0.0159 | 1.9937
2560 | 0.0039 | 2.0033 | 0.0004 | 2.0020 | 4.7e-06 | 2.0221 | 0.0040 | 2.0033
40 0.0308 1.7403 | 1.7e-03 | 2.9902 | 3.0e-05 | 2.3400 | 0.0309 | 1.7509
160 | 0.0037 | 3.0487 | 0.2e-03 | 3.0244 | 3.6e-06 | 3.0251 | 0.0037 | 3.0486
31 640 | 0.0005 | 3.0120 | 2.6e-05 | 3.0071 | 4.4e-07 | 3.0557 | 0.0005 | 3.0120
2560 | 0.0001 3.0048 | 3.3e-06 | 3.0022 | 5.1e-08 | 3.1003 | 0.0001 | 3.0048

Table 6.2.4: Teste 1: Taxas de convergéncia do método DG . £ = 0.50001
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Figure 6.3.1: Teste 2. Solucdo exata (a esquerda) e soluccio obtida com o Método de Galerkin
Descontinuo (direita), com grau de aproximag¢do polinomial b=3, malha de 640 tridngulos e

E=3/4.

6.3 Exemplo 2

No segundo teste, tomamos Kry = K{* =0.01, gerando um dominio com uma fractura

isotrépica impermedvel. Na Figura 6.3.1 apresentamos os graficos da solugdo exata e da solugdo

obtida pelo método de Galerkin Descontinuo. Nas Tabelas 6.3.1 e 6.3.2, apresentamos as ONC

para os erros calculados nas normas ||p — pil|,,%) € || — pryllz,r.r,) €m fungdo do tamanho

da malha, para diferentes valores de &. Novamente, em ambos os casos os resultados numéricos

apresentam ONC b+1.
Teste 2

b | Nr | No\r NOCq NOCr
4 40 | 3.9605e-01 | 1.9241e+00
160 | 2.2299e+00 | 1.7279e+00
1| 16 | 640 | 2.0219e+00 | 2.0049¢+00
32 | 2560 | 2.0073e+00 | 2.0264e+00
4 40 | 3.1148e+00 | 3.9453e+00
160 | 2.8700e+00 | 3.1118e+00
2|1 16 | 640 | 2.9625e+00 | 3.0307e+00
32 | 2560 | 2.9894e+00 | 3.0822e+00
4 40 | 2.5418e+00 | 4.7321e+00
160 | 4.0540e+00 | 4.0695e+00
3| 16 | 640 | 3.9974e+00 | 4.1425e+00
32 | 2560 | 3.9977e+00 | 4.2922¢+00

Table 6.3.1: Ordem Numérica de Convergéncia (ONC) na norma L, § = 1.
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Teste 2

b | Nr | No\r NOCq NOCr
4 40 | 3.9604e-01 | 1.8865e+00
160 | 2.2299e+00 | 1.6320e+00
1| 16 | 640 | 2.0219e+00 | 1.9641e+00
32 | 2560 | 2.0073e+00 | 2.0095e+00
4 40 | 3.1148e+00 | 4.0385e+00
8 160 | 2.8700e+00 | 3.1058e+00
2| 16 | 640 | 2.9625e+00 | 3.0212e+00
32 | 2560 | 2.9894e+00 | 2.9961e+00
4 40 | 2.5419e+00 | 4.7836e+00
8 160 | 4.0540e+00 | 4.0326e+00
31 16 | 640 | 3.9974e+00 | 3.9903e+00
32 | 2560 | 3.9977e+00 | 4.0005e+00
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Table 6.3.2: Ordem Numérica de Convergéncia (ONC) na norma L,, & = 0.50001 .

Ordens em |||e|||pG | Ordens em |[||e|||r | Ordens em |||e|||sc | Ordens em |||e||| 7
b| Nor | lllelllog | NOC | |llel/[r | NOC | |[le[[lac | NOC | |lle]l|5 | NOC
40 1.3074 | 0.1956 | 1.0e-05 | 1.0265 | 0.0026 | -0.5252 | 1.3074 | 0.1956
1| 160 | 0.6460 | 1.0170 | 5.9e-06 | 0.8107 | 0.0013 | 0.9587 | 0.6460 | 1.0170
640 | 0.3249 | 0.9914 | 3.0e-06 | 0.9313 | 0.0006 | 1.0272 | 0.3249 | 0.9914
2560 | 0.1632 | 0.9939 | 1.5e-06 | 0.9761 | 0.0003 | 1.0424 | 0.1632 | 0.9939
40 0.2353 | 2.2587 | 2.3e-06 | 2.0682 | 0.3e-03 | 2.4229 | 0.2353 | 2.2587
160 | 0.0627 1.9081 | 5.5e-07 | 2.0747 | 0.1e-03 | 2.0117 | 0.0627 | 1.9081
2| 640 | 0.0158 1.9931 | 1.2e-07 | 2.1206 | 5.3e-05 | 2.0209 | 0.0158 | 1.9931
2560 | 0.0039 | 2.0031 | 3.0e-08 | 2.0658 | 1.1e-05 | 2.0221 | 0.0039 | 2.0031
40 0.0308 1.7407 | 1.1e-07 | 2.1866 | 8.3e-05 | 2.3410 | 0.0308 | 1.7407
160 | 0.0037 | 3.0484 | 1.6e-08 | 2.8587 | 9.1e-06 | 3.0253 | 0.0037 | 3.0484
31 640 | 0.0005 3.0118 | 2.1e-09 | 2.9562 | 9.4e-07 | 3.0560 | 0.0005 | 3.0118
2560 | 0.0001 3.0047 | 2.6e-10 | 2.9801 | 9.3e-08 | 3.0983 | 0.0001 | 3.0047

Table 6.3.3: Teste 2: Taxas de convergéncia do método DG para o modelo reduzido. £ =3/4 ¢

[r=0.000001.
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Novamente nas Tabelas 6.3.3 e 6.3.4, temos as ONC para o erros calculados na norma
|(p — pi»p — pr;)|| 7, bem como para cada um dos termos que compde essa norma , para § =
3/4 com os valores Ir = 0.000001 e /r = 0.01 . No primeiro caso, os resultados numéricos
apresentam a ONC igual ao valor do grau de aproximacao polinomial b empregado no método
DG. No segundo caso, observamos uma pequena patologia na norma ||| - |||4c, onde a ONC

observado foi de b+1, 0 que ndo alterou as estimativas previstas para ||| - ||| 7.

Ordens em |||e|||pG | Ordens em |||e||[r | Ordens em |||e|||sc | Ordens em |||e||| 7

b| Nor | [llelllo | NOC | |llel[lr | NOC | |[le[[lac | NOC | le|l|5 | NOC

40 1.3060 | 0.1931 | 1.7e-03 | -0.7539 | 0.0332 | 1.2241 | 1.3064 | 0.1945
1| 160 | 0.6457 | 1.0163 | 0.9e-03 | 0.9953 | 0.0078 | 2.0845 | 0.6457 | 1.0166
640 | 0.3248 | 0.9911 | 0.4e-03 | 1.0880 | 0.0019 | 2.0399 | 0.3248 | 0.9912
2560 | 0.1631 | 0.9937 | 0.2e-03 | 1.0678 | 0.0005 | 2.0172 | 0.1631 | 0.9938

40 0.2352 | 2.2591 | 0.2e-03 | 2.5047 | 2.8e-03 | 3.7753 | 0.2353 | 2.2599
160 | 0.0627 1.9079 | 9.2e-05 | 2.1026 | 0.3e-03 | 3.0235 | 0.0627 | 1.9079
2] 640 | 0.0157 1.9930 | 1.6e-05 | 2.0540 | 2.1e-05 | 3.0085 | 0.0157 | 1.9930
2560 | 0.0039 | 2.0030 | 2.8e-06 | 2.0142 | 3.1e-06 | 3.0074 | 0.0039 | 2.0030

40 0.0308 | 1.7398 | 1.5e-05 | 2.0391 | 0.1e-03 | 3.2056 | 0.0308 | 1.7399
160 | 0.0037 | 3.0484 | 1.4e-06 | 3.0203 | 3.5e-06 | 3.9409 | 0.0037 | 3.0484
3] 640 | 0.0005 | 3.0118 | 1.6e-07 | 3.0426 | 2.2e-07 | 3.9365 | 0.0005 | 3.0118
2560 | 0.0001 3.0047 | 1.8e-08 | 3.0472 | 1.5e-08 | 3.9676 | 0.0001 | 3.0047

Table 6.3.4: Teste 2: Taxas de convergéncia do método DG para o modelo reduzido. £ =3/4 e
Ir=0.01.
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Figure 6.4.1: Teste 3. Solucdo exata ( a esquerda) e solug@o obtida com o Método de Galerkin
Descontinuo (direita), com grau de aproximag¢do polinomial b=3, malha de 640 tridngulos e
&=3/4.

6.4 Exemplo 3

No terceiro teste, tomamos Kry =101, K= 1072 e I = 0.01, gerando um dominio
com uma fratura anisotrépica semi-impermedvel. Na Figura 6.4.1 apresentamos os graficos da

solucdo exata e da solugdo obtida pelo método de Galerkin Descontinuo.

Teste 3

b | Nr | No\r NOCgq NOCr
4 40 | 4.5803¢-01 | 1.7066e+00
160 | 2.1524e+00 | 1.7953e+00
1| 16 | 640 | 2.0048c+00 | 1.9016e+00
32 | 2560 | 2.0018e+00 | 1.9531e+00
4 40 | 3.1819e+00 | 2.9083e+00
160 | 2.8511e+00 | 2.9864e+00
21 16 | 640 | 2.9631e+00 | 2.9981e+00
32 | 2560 | 2.9900e+00 | 2.9997e+00
4 40 | 2.4702¢+00 | 3.9141e+00
160 | 4.0862e+00 | 3.9514e+00
3| 16 | 640 | 4.0036e+00 | 3.9774e+00
32 | 2560 | 4.0008e+00 | 3.9896e+00

Table 6.4.1: Ordem Numérica de Convergéncia (ONC) na norma L,, para diferentes ordens de

aproximagdo, com & = 1.

Nas Tabelas 6.4.1 e 6.4.2, apresentamos as ONC para os erros calculados em | p — pil[1,(0,7,) €
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lp—pr; HLz(r,rh) em fungdo do tamanho da malha, empregando diferentes valores para &. Outra

vez, em ambos os casos podemos observar ONC igual a b+1. Nas tabelas 6.4.3 e 6.4.4, temos

Teste 3

N | Nr | No\r NOCq NOCr
4 40 | 4.7185e-01 | 1.4143e+00
8 160 | 2.1424e+00 | 2.0522e+00
1| 16 | 640 | 2.0006e+00 | 2.0243e+00
32 | 2560 | 1.9994e+00 | 2.0244e+00
4 40 | 3.1808e+00 | 4.0576e+00
8 160 | 2.8512e+00 | 3.0984e+00
21 16 | 640 | 2.9629e+00 | 3.0181e+00
32 | 2560 | 2.9898e+00 | 3.0440e+00
4 40 | 2.4703e+00 | 3.1777e+00
8 160 | 4.0861e+00 | 3.9901e+00
3| 16 | 640 | 4.0036e+00 | 4.0697e+00
32 | 2560 | 4.0009e+00 | 4.2306e+00

Table 6.4.2: Ordem Numérica de Convergéncia (ONC) em norma L, em meio poroso €2 e em
fratura I, para diferentes ordens de aproximagdo, & = 0.50001 .

Ordens em |||e|||pG | Ordens em |||e||[r | Ordens em |||e|||sc | Ordens em |||e||| 7
b | Noyr | [llelllpg | taxa | |llef[lr | taxa | [[le[|lac | taxa | ||le|[|7 | taxa
40 0.6755 | 0.1887 | 2.0174 | 1.0169 | 0.3050 | 1.7450 | 2.1492 | 0.9932
160 | 0.3314 | 1.0273 | 1.0013 | 1.0106 | 0.0869 | 1.8106 | 1.0583 | 1.0221
1] 640 | 0.1669 | 0.9896 | 0.4985 | 1.0063 | 0.0233 | 1.9026 | 0.5262 | 1.0081
2560 | 0.0839 | 0.9931 | 0.2486 | 1.0034 | 0.0060 | 1.9513 | 0.2625 | 1.0034
40 0.1194 | 2.2961 | 0.2223 | 1.9217 | 1.9e-02 | 2.9128 | 0.2531 | 2.0346
160 | 0.0324 | 1.8801 | 0.0564 | 1.9801 | 2.5e-03 | 2.9848 | 0.0651 | 1.9599
2] 640 | 0.0082 | 1.9904 | 0.0141 | 1.9952 | 0.3e-03 | 2.9977 | 0.0163 | 1.9948
2560 | 0.0020 | 2.0011 | 0.0035 | 1.9988 | 3.9e-05 | 2.9996 | 0.0041 | 1.9996
40 0.0160 | 1.4915 | 1.3e-02 | 3.0009 | 0.9¢-03 | 3.9092 | 0.0209 | 2.4910
160 | 0.0019 | 3.0792 | 1.7e-03 | 3.0043 | 0.1e-03 | 3.9491 | 0.0025 | 3.0482
3] 640 | 0.0002 | 3.0084 | 0.2e-03 | 3.0023 | 3.8e-06 | 3.9767 | 0.0003 | 3.0060
2560 | 0.0000 | 3.0034 | 2.6e-05 | 3.0010 | 2.4e-07 | 3.9894 | 0.0000 | 3.0025
Table 6.4.3: Teste 3: Taxas de convergéncia do método DG para o modelo reduzido, com
§=3/4

as ONC para os erros calculados na norma || - || 7, bem como para cada um dos termos que
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compde essa norma , com os valores & =3/4 e £ = 0.50001. No primeiro caso, observamos
novamente uma pequena patologia em ||| - |||ac, onde a ONC observado foi igual a b+1, o que
nao afetou as ONC obtidas para ||| -|||#. No segundo caso, podemos observar que a ONC

obtida € igual ao valor do grau de aproximado polinomial b.

Ordens em |||e|||pG | Ordens em |||e||[r | Ordens em |||e||[sc | Ordens em |||e||| 7

b| Nor | [llefllpg | taxa | |llellr | taxa | [[lef[lac | taxa | [|le]l[5 | taxa

40 0.6756 | 0.1865 | 0.0062 | 1.1971 | 0.0013 | 1.9140 | 0.6756 | 0.1867
1] 160 | 0.3314 | 1.0273 | 0.0033 | 0.8983 | 0.0005 | 1.4960 | 0.3315 | 1.0273
640 | 0.1669 | 0.9896 | 0.0017 | 0.9856 | 0.0003 | 0.4919 | 0.1669 | 0.9896
2560 | 0.0839 | 0.9931 | 0.0008 | 1.0964 | 0.0002 | 0.4467 | 0.0839 | 0.9931

40 0.1194 | 2.2961 | 1.4e-03 | 2.0396 | 0.3e-03 | 2.3376 | 0.1194 | 2.2961
160 | 0.0324 1.8800 | 0.3e-03 | 2.1888 | 0.1e-03 | 1.5130 | 0.0324 | 1.8801
2] 640 | 0.0082 | 1.9904 | 0.1e-03 | 2.3376 | 2.5e-05 | 1.8412 | 0.0082 | 1.9904
2560 | 0.0020 | 2.0011 | 1.1e-05 | 2.3000 | 5.5e-06 | 2.2020 | 0.0020 | 2.0011

40 0.0160 1.4914 | 0.1e-03 | 2.5737 | 2.6e-05 | 1.4976 | 0.0160 | 1.4915
160 | 0.0019 | 3.0792 | 7.6e-06 | 3.0114 | 3.5e-06 | 2.9218 | 0.0019 | 3.0792
31 640 | 0.0002 | 3.0084 | 8.7e-07 | 3.1341 | 3.9e-07 | 3.1572 | 0.0002 | 3.0085
2560 | 0.0000 | 3.0034 | 9.3e-08 | 3.2221 | 4.7e-08 | 3.0756 | 0.0000 | 3.0035

Table 6.4.4: Teste 3: Taxas de convergéncia do método DG para o modelo reduzido, com
& =0.50001
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7 Conclusoes

Neste trabalho estudamos o Método Garlerkin Descontinuo tanto no dominio quanto
na fratura, no modelo de fratura dnica para alta e baixa permeabilidade para o problema de es-
coamento em meios porosos fraturados, com uma correspondéncia no malhado computacional
fratura-dominio.

Comecamos com uma abordagem do modelo de fratura exclusiva em alta e baixa
permeabilidade. A seguir, efetuamos um estudo da formulacdo do Método de Galerkin Des-
continuo para a equagdo de Poisson, gerando ferramentas para o estudo do Método de Galerkin
Descontinuo aplicado a modelagem do problema de escoamento em meios porosos fraturados,
depois, analisamos propriedades como continuidade e coercividade para a formulagdo discreta
do método, provamos sua boa colocagdo e convergéncia para a solu¢ao exata do problema e,
assim, obtivemos estimativas de erro a priori 6timas para o problema no dominio e na fratura.
Em seguida, apresentamos detalhes da implementacao computacional, primeiro gerando uma
formula¢@o matricial do problema variacional, continuando com as implementacdes unidimen-
sional, bidimensional e as condi¢des de acoplamento.

Finalmente, realizamos experimentos numéricos bidimensionais para dominios com
fracturas altamente permedvel, isotropica impermeével e anisotropica semi-impermeavel, para
assim avaliar a validade das estimativas tedricas na norma L, e na norma ||| - ||| 7, bem como
para os termos que compde essa norma. Seguidamente, com as boas taxas de convergéncia
apreciadas na ONC, nos trés testes numéricos, concluimos a validade das estimativas.

Observamos em dois dos trés exemplos abordados, isotrépica impermedvel e anisotro-
pica semi-impermedavel, devido a natureza descontinua da solucao na fratura, uma pequena pa-
tologia na norma ||||4c, corrigivel dependendo do caso, que ndo afetou as ONC obtidas na norma
|- || ,: as melhoras foram feitas quando /r = 0 (Ir = 0.000001) e & = 1/2, respetivamente.

Um desenvolvimento natural do presente trabalho, serd a extensao tedrico-computacional
para problemas com multiplas fraturas; e devera ser objeto de futuras investigagdes, uma constru¢ao

do exposto aqui, para experimentos em dominios tridimensionais.
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A seguir, efetuamos uma revisao da quadratura de Gauss para os Polindmios de Ja-
cobi, em uma dimensao.

Considere N a ordem da quadratura de gauss e P,Ea’ﬁ ) 0s polindmios de Jacobi dados
pela férmula de recorréncia:

PP () = @bl () + 0, PP () + a1 PP () 8.0.1)

onde os coeficientes o, e 3, sdo dados por:

2 \/ nn+oa+p)(n+a)(n+p)
(

M ontatB\ Cnratp-D2ntratp+l)
az__ﬁz
" T 2nta+B)2ntatB+2)

A regra de Quadratura Gaussiana é expressa como:

1 N
| f@dx~ Y. Sl

onde (x;,w;) sd0 os nds e os pesos da quadratura. Essa quadratura é exata, para f um polinémio
de ordem 2N + 1, escolhendo x; como as raizes de P,f"ﬁ.

Note que se & = 8 = 0 temos os polindmios de Legendre como base do espago poli-
nomial Py (7).

Encontrar os nds e pesos pode ser feito de varias maneiras, uma delas € baseada
na formula de recorréncia (8.0.1); para mais detalhes, ver [GOLUB G.; WELSCH 1969]. Em

JacobiGQ.m, uma implementacao deste algoritmo € oferecida por:

function [x,w] = JacobiGQ (alpha,beta,N);

o\

function [x,w] = JacobiGQ (alpha,beta,N)

o\

Purpose: Compute the N'th order Gauss quadrature points, x,

o\

and weights, w, associated with the Jacobi

o\

polynomial, of type (alpha,beta) > -1 ( <> -0.5).

if (N==0) x(1)=(alpha-beta)/ (alphat+beta+2); w(l) = 2; return; end;
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[

% Form symmetric matrix from recurrence.

J = zeros (N+1);

hl = 2x(0:N)+alphatbeta;

J = diag(-1/2* (alpha”2-beta”2) ./ (hl1+2)./hl) +
diag(2./(h1(1:N)+2) .+sqrt ((1:N).*((1:N)+alphatbeta) .*...
((1:N)+alpha) .x ((1:N)+beta)./ (h1(1:N)+1)./(hl(1:N)+3)),1);

if (alphatbeta<lOxeps) J(1,1)=0.0;end;

J=J+J;

%$Compute quadrature by eigenvalue solve

[V,D] = eig(J); x = diag(D);

w = (V(1,:)")."2%2" (alphatbeta+l) / (alphatbeta+l) xgamma (alpha+1l) ...
gamma (beta+1) /gamma (alpha+beta+1l) ;

return;

No caso de duas dimensdes empregamos a quadratura com os pontos Legendre-Gauss-
Lobatto, ver [HESTHAVEN J.; WARBURTON 2007] capitulo 6 e [§OLiN 2005] capitulo 4
secdo 3. Seja (r,s) os pontos da quadratura no tridngulo mestre T, w os respectivos pesos, se

NQG ¢€ o ordem da quadratura, temos:

function [r,s,w] = GaussQ (NQG)

switch (NQG)

case {1}
r = -1/3;
s = -1/3;
w = 2.;
case{2}

r = [-2/3; -2/3; 1/31;
s = [-2/3; 1/3; -2/31;
w = [2/3; 2/3; 2/31;
case{3}
r = [-1/3; -0.6; -0.6; 0.2];
s = [-1/3; -0.6; 0.2; -0.6]1;
w = [-1.125; 25/24; 25/24; 25/24];
case{4}
r = [-0.108103018168070; -0.108103018168070; -0.783793963663860;
-0.816847572980458; -0.816847572980458; 0.633695145960918];
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[-0.108103018168070;
-0.816847572980458;
[ 0.446763179356022;
0.219903487310644;

-0.783793963663860;
0.633695145960918;
0.446763179356022;

0.219903487310644;
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-0.108103018168070;
-0.816847572980458];
0.446763179356022;

0.2199034873106447;

[-1/3; -0.059715871789770; -0.059715871789770; -0.880568256420460;

-0.797426985353088; -0.797426985353088; 0.594853970706174];

[-1/3; -0.059715871789770; -0.880568256420460; -0.059715871789770;

-0.797426985353088; 0.594853970706174; -0.797426985353088];

[0.45; 0.264788305577012; 0.264788305577012; 0.264788305577012;

0.251878361089654; 0.251878361089654; 0.251878361089654];

case{7}

r =

.501426509658180;
.873821971016996;
.379295097932432; O
.379295097932432; O

0.273004998242798;
.893709900310366;
.233572551452758; 0
0.101689812740414;
0.165702151236748;

o O O

0.165702151236748;

[-1/3;

.273004998242798;
.273004998242798;
.501426509658180; 0.
.873821971016996; 0.
.893709900310366;

.233572551452758;
.101689812740414;
.165702151236748;
.165702151236748;

-0.479308067841920;

.501426509658180; 0.
.873821971016996; O

002853019316358;
747643942033992;

.379295097932432; O

o o o o

-0.479308067841920;

002853019316358;

.747643942033992;
.893709900310366;
.8937099003103661 ;
.501426509658180;
.87382197101699¢6;
.379295097932432;
.273004998242798];
.233572551452758;
.101689812740414;
.165702151236748;
.1657021512367487;

-0.041383864316160;

.869739794195568;
.374269007990252;
.374269007990252;
.479308067841920;
.869739794195568;
0.276888377139620;

.276888377139620;
.276888377139620;
.041383864316160;
.739479588391136;
.902619369149368;

.869739794195568; 0.

739479588391136;

.902619369149368;
.9026193691493687;
.479308067841920;
.869739794195568;
.374269007990252;

-0.902619369149368; -0.374269007990252; 0.276888377139620];

.299140088935364; 0.351230514866416; 0.351230514866416;

.351230514866416; 0.106694471217676; 0.106694471217676;

154227521780514;

o o o o

0
.106694471217676; 0.154227521780514; O.
0

.154227521780514; 0.154227521780514; 0.154227521780514;
0.1542275217805147];

end
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if (NQG>7)

r = [-1/3; -0.479308067841920; -0.479308067841920; -0.041383864316160;
-0.869739794195568; —-0.869739794195568; 0.739479588391136;
-0.374269007990252; 0.276888377139620; —-0.902619369149368;
-0.374269007990252; 0.276888377139620; -0.902619369149368];

s = [-1/3; -0.479308067841920; -0.041383864316160; —-0.479308067841920;
-0.869739794195568; 0.739479588391136; —-0.869739794195568;

0.276888377139620; —-0.902619369149368; —-0.374269007990252;
-0.902619369149368; —-0.374269007990252; 0.2768883771396207;
w = [-0.299140088935364; 0.351230514866416; 0.351230514866416;
0.351230514866416; 0.106694471217676; 0.106694471217676;
0.106694471217676; 0.154227521780514; 0.154227521780514;
0.154227521780514; 0.154227521780514; 0.154227521780514;
0.1542275217805147;
end

end
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