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PREFACIO

TEM fSTE TERCEIRO VOLUME, & NOSSO v(;r,t_g;agg:
responsabilidade na iniciagio geométrica dedu }v e do
alunos da escola secunddria. De fato, ¢ neséavc?r?x ser
curso, que os conhecimentos gc,"m.émcos as(;imila(}ﬁo
aprofundados, de modo a permitil 'um?f nonstraliva
segura aos alunos, dentro de uma i!é.cmcai e{ )
acessivel e uniforme, tanto quanto possIvVel. tivo que

Com éste objetivo, o processo demor;ig'!:l (llﬂ.S qda:;
empregamos, ¢ composto de pm‘tcs-' m;}l, constr’ugﬁcs
quais a primeira visa, quase SemPpre, s mpanhadas
auxiliares necessarias & demonstragao, agi)vepdcdufiﬁor
de propriedades evidentes; & ?egunda e clusio. S0,
3 base de raciocinios sucessivos, € 2 conarte com &
excepcionalmente, existe uma tercelrd I:litc: extenso
finalidade de dividir um raciocfnio m

da segunda.

As construgoes gccalométr;q'
compasso, mereceram (e NOSS D ol
nio sé péla, importincia que represeni;&rlgbréﬁlfoé‘n agli-
do espirito dedutivo do aluno, como, t?ia b ,D o ie
cagio, que realmente sio, da Geom(c:1 A

Esperamos continuar merecendo de ntendo ey
colegas a mesma acolhida que _estamosnosms L 3
dois primeiros volumes. Acreditem os. o hidon
com o trabalho comum, estmulo ¢ Slixgxca e . o
podemos aprimorar o que fazemos ¢0

cagao,

cas, com @ régua ¢ cont 10
parte um trato especial,

880 Paulo, janeiro de 1954. O AUTOR.



Observaciio a 9.8 edi¢io

A presente edigio, revista ¢ ampliada,
pdde ser enriquecida de sugestdes, apre-
sentadas por distintos colegas, e sanada
das omissies nmoladas nas edigies ante-
riores.

Somos de parecer que o conteido de
uma obra diddtica deve, continuadamente,
ser arejado pela contribuigio dos que efe-
tivamente militam no magistério. E essa
uma das razies por que agradecemos,
sensibilizados, as inimeras cartas que
nos tém chegado, bem como as atengoes
recebidas de viva voz.

S8fo Paulo, junho de 1055.

0. 8.



Observacio a 40.» edi¢io

Lm aditamento ao jd escrito, a nova edigio desta
8.* Série lraz, na sua parte final, 200 exercicios de
recapitulagio sébre Aritmélica.

As questies propostas, que visam a dar ao professor
Mmaior material para fizagio do que foi ensinado (princi-
palmente para o estudo dirigido), incluem dados bem
atuais,

Algumas observagies inleressantes sébre a Geometria
Dedutiyg — principal responsdvel pela educagio mental
do adolescente — constam a sequir. Sdo amostras de
demonstrages feitas por alunos de 18 ¢ 14 anos, que
sob a nfluéneia benéfica de scus mestres, aprenderam a
“Pensar bem”, e, portanto, estdo credenciados a ser
cidaddos bem, formados.

Nesse sentido, apelamos a oulros colegas de todo o
Brasil que, ao registrarem resullados andlogos com seus
alunos, no-los enviem com o nome do respectivo autor,
@ Jim de que possamos mencionar gradativamente, nas
Proxzimas edi¢ies do livro, ésse enriquecimento que honra

€ dignifica a nossa juventude.

Agradecidos.
’ Sdo Paulo, janeiro de 1961.
0. S.

Rua Macapd, 17
Sfo Paulo



NOTA AO LEITOR

(A propdsito da 770 edigio)

I
E po conuzcmexto de todos os estudiosos a atual
reformulagio do ensino da Matemitica. Em boa hora
a chamada Matemitica Moderna ird permitir, também
a0s jovens hrasileiros, conhecer o verdadeiro cardter es-
trutural da Matemdtica, sem que isto implique alteragio
r&dlqal dos programas até agora vigentes, embora desen-
volvidos de maneira diversa daquela tradicionalmente

usada.
A nossa colegio de livros did4ticos, acompanhando
0 presente estado de modernizagio da Matemdtica, ini-
clou  progressivamenie, 2 partir da 1.* gérie ginasial —
Curso Moderno”, edigiio de 1964 — a usar de uma
nova linguagem baseada nas idéias de conjunio ¢ de
estruturas, o que faremos sucessivamente com 08 livros
da 2. gérie, com Oste, da 3.° oérie, e finalmente com O

da 4.0,

Essa a principal razio porque o atual livro da 3.°
série ainda permanece sem modificagoes, na expectativa
de que — continuando a prestar @ mesma colaboragio
que até agora tem prestado por indicagiio de prezados
Cplegas — chegue rapidamente sud vez de usar da mesma
linguagem ora iniciada com a 1.7 série.

Agradecemos mais uma Vez, o sensibilizados, © esti-

. A s -
mulo que sempre temos rocebido dos professores SCout
dérios em exercicio, que sio, Na rea,pdade, os principals

o ensino.

fautores do progresso do noss
Sio Paulo, nove

0. SANGIORGIL

mbro de 1963
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CAPITULO I

Razdes e proporc¢des. Aplicacdes
aritméticas

§ 1. Razdes e propor¢des. Propriedades
e aplicagoes.

1. Razio de dois nfimeros. Chama-se razdo de dois
niumeros, dados numa certa ordem e sendo o segundo diferente
de zero, ao quociente do primeiro pelo segundo. O primeiro
Dimero ¢ chamado antecedente, © segundo consegiiente e 08
dois niimeros dizem-se térmos da razdo. '

Em simbolos, a razio entre os ntimeros @ e b (diferente
de zero) ¢ .

5 U

onde a 6 o antecedente e b o conseqiiente. Exemplos :

a:b (l6-se: a estd para b)

6
A raziio entre 603 6 5 = 2.

15
0,15e 6 é -0—'6— = 0,025.
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0,5 5 10 1
= tre 0.5 95 o i s
A raziio entre 0,5 e 3,5 é 35 10x35 -

Il

e V2 24 0
\‘124OV12é7=9 5= 13,

7] " 7]

2. Razdo de duas grandezas. Chama-se razdo de duas
grandezas, da mesma espécie, @ razio dos nimeros que exprimem
g 48 suas medidas, referidag 3 mesma
—] unidade.

Assim, por exemplo, dados os seg-
mentos AB e CD (fig. 1) e adotando-se
a unidade % de medida (suponhamos

que seja o em), se tivermos:

A 1

=
CI_——-—A—_:ID
e Fill e

Fig, 1

AB = 4y e CD = 3u,
dizemos que g razio entre as grandezas AR e CD ¢ = 2
indicamos o o :
oD 8

3: Propriedade das razdes. Podendo escrever g razio
de dois ntmeros como um quociente indicado, valem para as

razdes as seguintes propriedades, andlogas as estudadas nas
fragoes (*) :

razio por um ecerto ndimero, diferente de zZero, o valor
da razio fica mulliplicado (ou dividido), por ésse nimero,
Exemplo:

Seja a razio —;— .

Multiplicando-ge o antecedente por 3, témos a razio
T que 6 irés vézes maior que —;— .

(*) Ver Matemdtica, Curso Gineaial, 1.» Bérie, pig, 15 b chuains ko
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——

28 M ultiplicando-se (ou dividindo-se) o eonseqgiiente de uma
raziio por um certo niimero, diferente de zero, o valor
da razdo fica dividido (ou multiplicado), por ésse niimero.

Exemplo:

2
o

Seja a razio
Multiplicando-se o conseqiiente por 2, temos a razio

2
1o Que é a melade de 5

3.0 Multiplicando-se (ou dividindo-se) ambos os térmos de
uma razio por um mesmo nimero, diferente de zero, o

-~ ), . .

valor da razio ndo se altera. Exemplo:

3
Seja a razio i ”
Multiplicando-se os seus térmos por 5, temos 30

3 : o o
que é de mesmo valor que 7’ denominada razio sim-
i 15
plificada de 20

4. Razdes iguais. Propriedade. Duas razdes sio iguais
quando os quocientes que elas indicam séio iguais. Désse modo,

as razoes 3¢ 174 » por exemplo, sio iguais, pois ambas expri-

mem o quociente 2.
Duas razdes iguais gozam da seguinte propriedade:

O produto do antecedente d:_l primeira ra:ﬁc; pe(;:

conseqiiente da scgund.n é igual ao prg ut: b

conseqiiente da primeira pelo anteceden
segunda.

14 ;

Exemplo: -g é igual a 2 pois:
6 X 7 = 42 (antecedente da 1.* pelo conseqiiente da 2.:).
3 X 14 = 42 (conseqiiente da 1.* pelo antecedente da 2.%).
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5. Razdes inversas. Propriedade. Duas razdes (simpli-
ficadas) sio ¢nversas ou rectprocas uma da outra, quando o
antecedente e o conseqiiente de uma delas forem, respectiva-
mente, iguais ao conseqiiente e ao antecedente da outra (*).

: 4 >
Assim, por exemplo, as razdes 5 e T 8H0 Tnversas uma
da outra.

Agora, temos a seguinte propriedade :

Se duas razdes sfio inversas uma da outra o
produto delas é igual A unidade.

De fato, as razdes % e —2— , por exemplo, tém por pro-
duto a unidade.

a b .
De um modo geral, sendo —- e — inversas uma da

outra, devemos ter: o 3 b

o e

6. Propor¢dio. Chama-se propor¢io & dgualdade entre
. 2 10 L I
duas razdes. Assim, as razdes 5 © 55 que sio iguais, cons-
tituem uma proporgio ¢ podemos indicar a igualdade do
modo que comumente se faz, isto é:

2 10
= =55 (ambas as razdes valem 0,4).

De um modo geral, dados, em certa ordem, quatro nt-
meros, @, b, ¢ e d, diferentes de zero, diz-se que formam uma
proporgdo, quando a razdo dos dois primeiros é igual A razdo
dos dois dltimos. Logo, se o Y

b d

a, b, ¢ e d formam wma proporgio e dizemos: a estd para b
assim como ¢ estd para d.

ey —
(*) Chama-ge também razdo fnversa de dois ntmeros & razio do 2. para o 1.2

’

b]
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A proporgio acima é também indicada das seguintes
maneiras :
a :b = c:d (indicagio de Leibnitz).
a:b::c:d (indicagio de Gregory).
IExemplos

LIl W TSPV CUPT O e
il
v )
G oo fen Sakien g S N
e g5 T2 20 TR
B B

Os ntmeros dados, a, b, ¢ ¢ d, siio chamados iérmos da
propor¢do. O antecedente da primeira razio e o conseqiiente
da segunda chamam-se extremos e o conseqiiente da primeira
raziio e o antecedente da segunda, meios da proporgdo.

a c
Na proporgéo : il

e e d sfio os exiremos e b e ¢, 08 meios.

7. Propriedade fundamental das proporc¢des. Reei-
proca. A propriedade fundamental das proporgdes é a seguinte:

Em téda propor¢io o produtoe dos extremos é
igual ao produto dos meios.

Seja, por exemplo, a proporgio
3
ANS
Temos: 3 X 8 = 24 (produto dos extremos).
6 X 4 = 24 (produto dos meios).

Pode-se mostrar que, partindo-se de uma proporgio
qualquer, essa propriedade sempre se verifica. De fato,
consideremos a propor¢gio acima :

3

3 ol
178
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Multiplicando-se as duas razdes por 4 X 8 (produto dos
conseqiientes), vém

3 6
1 X4><8='"8—X4X8.

ou, simplificando: 3X8=6X4.

No caso geral da proporgio

=
b

£,
d

devemos ter: aXd=c¢cXb

De fato, basta multiplicar ambas as razdes que consti-
tuem essa proporgiao por b X d (produto dos conseqiientes)
para obtermos:

a c
-S'Xban FXbXd

ou aXd=c¢cXb.

Propriedade reciproca. Se o produlo de dois nimeros
¢ igual ao produto de outros dois (com um déles diferente de
zero), 08 quatro nimeros formam uma propor¢io sendo extremos
os fatéres de um dos produtos e metos, os do outro.

Seja, por exemplo:
10 X 4 = 8 X 5.

fisses produtos iguais permitem formar as seguintes

proporgdes : 10 8
54
8 10
15

N
- . S ——
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Com efeito, partindo da igualdade
10 X4 =8X5
e dividindo ambos os membros pelo produto de um dos fatéres
do primeiro membro por um dos fatéres do segundo, por
exemplo, 4 X 5, temos:

10X4 8X5
4 X5 4X5

. o 10 8
ou, simplificando: e
No caso geral de
aXd=cXb
podemos ter as proporgdes:
B o E e 2 _ 5
b d d b

seguindo o mesmo raciocinio feito para o exemplo numérico.

8. Transformacgdes. ArrLicagio. Transformar uma pro-
porgdo é dispor de seus térmos de modo que a igualdade dos pro-
dutos dos mezos e dos extremos ndo sofra alteragdo. As principais
transformagdes denominadas, respectivamente, alternar, tnver-
ter e transpor, serio estudadas a seguir:

1.8) Alternar os térmos de uma proporgio é {rocar enire si
as posi¢ies dos meios ou dos extremos. Exemplo:

Seja a proporgdo :

- E—: onde 3 X 8 = 6 X 4 (prop. fundamental).

4 8



32 Osvaldo Sangio'rgi

Alternando os meios (4 e 6), temos:

3 4
R onde 3 X 8 =4 X 6 (prop. fundamental).

Alternando os extremos (3 e 8), temos:

8 6
ity onde 8 X3 =6 X 4 (prop. fundamental).

a L
2.8) Imierter 0s térmog de.uma propor¢io é lrocar as suas
razdes pelas respectivas inversas. ixemplo:

y A P 6
Seja ainda a proporgio F ke onde 3 X8 =6 X 4.

I'nvertendo os seus térmos, temos :

8
5’ onde 4 X 6 =8 X 3.

2
3

a
3.%) Transpor os térmos de uma proporgéao é lrocar a ordem
das suas razdes. Exemplo:

3 6
Na proporgio PRl onde 3 X8 =6 X 4,
transpondo os seus térmos, temos:

6

3
-§'='Z; onde 0X4=3><8

Arricagio. Com as transformagdes estudadas, pode-se
escrever uma propor¢io de oito modos diferentes.

Consideremos, por exemplo, a proporgio:
4

i 2X6=4%X3 ()

sl w|w

Alternando os meios : = —g— 2X6=3X4 (2
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6 4
Alternando os extremos: o 6X2=4%X3) (3)
Invertendo os térmos: LA = ﬁ— 3 X4d=06xX2 4

Transpondo os térmos das proporgdes (1), (2), (3) e (4) :

4 2

3 e B5id e
T= 7 BX4=2X6) (6
4 6

6 3

Z:g 6X2=3X4) (8)

9. Quarta proporcional. Chama-se quarta proporcional
de trés nimeros, dados numa certa ordem, um quarto nimero
que forme com os trés primeiros uma proporgio.

Assim, se os nimeros a, b, ¢ e d formam uma proporgio,
dizemos que o nimero d 6 a quarta proporcional depois de a,
b e ¢c. Exemplo:

Como 3 :4::6:8, temos que 8 é a quarta proporcional
depois de 3, 4 e 6.

10. Propor¢io continua. Média proporcional. Ter-
ceira proporcional. Uma proporgio diz-se continua quando
os seus meios sio iguais. Exemplos:

L
4

=

nl‘:“ mlﬁh

c-']S:
Il
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Numa proporgio continua, temos:
1.°) O valor comum dos meios (b) é denominado média pro-
porcional (ou geométrica) entre os extremos (@ e c).
Exemplo:

N i 2 _ 6 . : p
erkte gepll'f-porqmo 6 = 7 0 ¢ a média proporcional

2.°) O quarto térmo (c), diz-se terceira

i e proporciona i
dois primeiros (a e b). Exemplo: g b depuis) e

Na proporgio % =

6
depois de 9 ¢ 6. F 4 € a terceira proporcional

3.°) O produto dos extremos (@ec)éi
e 1gual ’ .
comum (5). Exemplo: ) & igual ao quadrado do meio

Na proporea ﬂ:ﬁ
proporg¢ao 3 g

temos: OX4=06%6
2 9X4=62.

11. Caleulo de um térmo qualquer de uma
c¢do. Utilizando a propriedade fundamental das propg:g?ﬁlzgr;
sempre possivel calecular o valor de um térmo de uma ’ro
porgio quando sio conhecidos os outros trés. Indi uep .
por z o térmo desconhecido da Proporgio ' <t

a c
— T e—
b x

Em virtude do teoremsa fundamental, temos:
aXzr=bXe

uch.
a

donde: x
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Logo:

Numa propor¢io um extremo desconhecido é
igual ao produto dos meios dividido pelo extre-
mo conhecido.

Exemplo:
.5 15
Calcular 2 na proporgio Tiade
Devemos ter: 5 Xz =12 X 15
12 X 15 180
r 5 = —5- = 30.

Andlogamente, temos que:

Numa proporgio um meio desconhecido ¢ igual
ao produto dos extremos dividido pclo meio
conhecido.

Exemplo:
14 7
Calcular o valor de y na proporgio ol .
Devemes ter: y = 14;(: 4== -5—6 = 8

Se a proporgio fér continua, temos:

1.°) Um extremo desconhecido é igual ao quadrado do meio
comum dividido pelo extremo conhecido;
2.°) Um meio desconhecido é igual & raiz quadrada do produto
dos exlremos.
Assim, nas proporgdes continuas
a b

L a x
— e — — N w——
z b

b x
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temos respectivamente :
a Xz=>b2 e aXb=g2
b2 s
s, = ~ (valor do extremo) e z = Vaxb (valor do meio).
Exemplos:

1) Caleular o valor de ¥ na proporcio:

6 _8
& ¥
82 64

Devemos ter : 7 =E=E=4

2) Caleular o valor de a na proporgéo:
3 a
‘a8,

Temos:

aXa=3X75
ou a? = 225

"o 6= V225 =15 (média proporcional entre 3 e 75).

Nota : No caso da raiz quadrada nfio

ser exata a média propor-
clonal é determinada de acordo com a aproxi

magiio desejada.

EXERCICIOS DE APLICACXO

1.°) Determinar z na proporcio:

2 4
BB
s 8
2.5 18
Devemos ter: 2z = : = _3__
2 4
5 5

—————

—
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16
3

5 20
XZ-:—

ou i 3

2.°) Calcular o valor de y na proporgio:
2yi: b =4 ; 10.

5
Temos: 2= 7o
20
= —= 2
=10

2
ol =—'51
e U 9

3.9 Calcular o valor da quarts proporcional depois de
12, 3 e 8.
Devemos formar a proporgio:

12_38
3 T
o B . ional).
onde R TR T 2 (4.» proporcional)

4.9 Determinar a terceira proporcional depois de 2 e 4.
Devemos, agora, formar a proporgio continua:

2 _4
2 ot 08

Adad Wl a cional).

onde T B P .

5.) Caleular o valor de z na proporgio:

2
TRy
s 1, 3
T8 4
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Devemos aplicar as i

- emos. a3 propriedades das propores i
cagio aritmética) e a resolugiio de equagﬁespal;éb:?ic;s Eal)}_l
cagio algébrica) (*). Assim, temos: s

(549 -2(3-3)

6 3z 2 2
ou St+==2L_2
tT=3-%
m.m.c. (12,8) = 24 12 + 182 = 24z — ¢
- 06r=-18
. 18
===
8 3.

6.°) Determinar
1

menos de — .
® 100

A A i
média proporcional (2) serd dada pela extragio da raiz

a média proporcional entre 2,5 ¢ 3,2 a

quadrada do produto 2,5 X 3,2, a menos do —— isto é:
! -
= V25 x 3,2 :

z = VY800 = 2,82 (a menos de 0,01).

12. Propriedades mais usuais dag pPropor¢des

1.%) Propriedade da composicio
som . mer. ;
¢ dos dois primesros térmos estd para o primeiro

(ou para o segundo) ;
assym como a soma o o e
m ; 08 =
08 esld para o terceiro (ou quarto), ik e

Assim, da proporgio

Em téda proporgio a

_ti__c
b d

s L
(" YVeor Matemdtica, Cu
» Uurso Ginagia
L 22 Bérle, pig. 117, do mesmo antor,
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podemos compor as seguintes proporgdes:

a c b s

Exemplo:
Aplicar a propriedade da composi¢@o na proporgio %— = é{(é} ;
Aplicando a propriedade, temos as seguintes proporgdes:
3+4_15+4+20 344 15420

3 15 ° T4 20
Verificagio:
7 _85 73
3 15 4 20
ou T 15=35¥% 8 TX20=35X 4
105 = 105 140 = 140.
APLICAGOES.

1.8) Calcular dois nimeros sabendo-se que a soma déles

¢ 33 e a razio

o]

Indicando os nidmeros procurados por a e b, o problema
se traduz nas expressodes

a+b=233
L
b 6
Aplicando a propriedade da composigio na proporgio
a 5 .
St temos :
a-+0b " 546
G 5
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e como a+b= 33,
segue que §§=1—1-
a 5
e, portanto, 6= 331>f J = _.‘[6_15 = 15

f_x determinacio de b 4 feita aplicando
propriedade da composi¢io (em relagio ao segundo térmo)
ou levando-se em conta o valor j4 conhecido de a, pois, sendo
a+b=33 ¢ a=15 temos que b=233-15=18.

-8¢ novamente a

Logo, os ntdmeros procurados sio 15 e 18,

Verificagio: & A5 =
—b' = -i§ = ...6.... .

2.%) Determinar o valor de  na proporgio 12—-2 3

8

posigio (em relaciio ao

I

Aplicando g propriedade da com
segundo térmo), temos:

12-2+2 3+8

z 8
ou 2_u
x 8
e, portanto S 9_@ - E_ )
: m 11 8 11

2.%) Propriedade da decomposicio. Em toda propor-
¢ao a diferenca dos dois primeiros térmos estd para o
primeiro (ou para o sequndo), assim como a diferengs
dos dois ultimos esid para o terceiro (ou quarto).
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Assim, da proporgio

c

d

b
= =

podemos chegar, pela propriedade da decomposi¢io, As pro-
porgoes :

a—b=c—d " a—b=c;d
a c b
Exemplo: = ]
Aplicar a propriedade da decomposi¢dio na proporgio
20

-§— =
2 8 .
Da aplicagiio da propriedade resultam as seguintes pro-
e 8 -2 . 20=8 4 5-2_ 20-8
B T el 2 8

A verificagdo ficard ao encargo do aluno.

APLICAQOLS.
1.2) Calcular dois nimeros sabendo-se que a diferenga
7
déles é 20 e a razfo =
o — =-1 onde a—-b=20
O problema conduz-nos & proporgio £

Pela propriedade da decomposigiio, temos :

a-b_7-3

@l

20 4

ou el
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e, portanto, o B0 o 2 35.
Logo: b=35-30=15
e os dois ntimeros procurados sdo, respectivamente, 35 e 16.

5+x=l—%-
w 10

Aplicando a propriedade (em relagiio ao segundo térmo),
temos :

2.") Determinar o valor de x na propor¢io

5+z-z _12-10
T 10
5 2 50
ou — T — . S e 23
- 0 - .x—-z_25

3.%) Propriedade dos aniecedentes e dos conseqiien-
tes relativa @ soma (ou diferenca). Em tida @
proporgio a soma (ou diferenga) dos antecedentes esld
para a soma (ou diferenga) dos conseqiientes, assim
como um antecedente estd para o seu conseqiente.

Assim, da proporgiio

%
d

2 =
S

chegamos, gragas a esta propriedade, s proporgoes:

]
|
[+

== ou
b

=i, £ c
btd B >'d ¢ =

i~
|
=

Exemplo :

Aplicar a ll)gopriEdade dos antecedentes e dos conseqiientes
na proporgio e _g_
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Com a aplicagio da propriedade estudada, temos as
geguintes proporgdes :

1249 12 9 12-9 _ 12 9
Exg 8 8 e s_6-8 6

A verificagio ficard ao encargo do aluno.

Nora: Esta propriedade ainda é verdadeira se as razdes {guals
forem mais de duas.

a c L

Assim sendo, B d =7
atcte_ e ¢ _°
temos, também, s d+i b & f

ir o nimero 18 em trés nimeros tais

que estejam entre si como 2, 3 € 4, respectivamente.
Indicando por @, b e ¢ ©OS trés numeros procurados,

temos, pela condigio imposta pelo problema:

_‘f.g_z_)-=-i— onde a+b+c=18

Apricagio. Repart

2 3
Pela nota hi pouco referida, temos:
a—l—b—{—c:g_:_{)_:_g_
243+ 4 2 3 4
18 _ci=_§a__=_c_.
R 9°2°38 4

Dessas igualdades podemos formar as proporgdes :

18 @ - 18 X2 o k.

- onde @ =—g— pA

18 18 X3 6
9
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18 ¢ 18%4
9 =‘Z‘ Qnde c=-—§—=8

Logo, o0s nimeros procurados sgo : 4, 6 e 8

4.%) Propriedade dos antecedentes
tes relativa ao produto.
produto dos antecedentes estd

segiiente X
esgd 'par?:; assim como o quadrado de um antecedente
0 quadrado de gey conseqiiente,

e dos conseqiien-
Em téda a propor¢io o

ASSim, da propol.cﬁo

gt =
b 4

chegamos 3 Proporgio

I~}

0
X e a- 2

bxd='b—'20l1-d—2

CONSEQﬁ:@Ncm B
. m td ~
térmos também 4a a proporgao o quadrados de seus

Jormam o 3
ordens dos térmog), "4 Proporgio (conservadas as

Logo, da proporgio

|e

SIE
I

&

femos a proporgio

T8

(]
[

%l

——— _—
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APLICAGOES.
1.") Determinar dois nimeros sabendo-se que a raziio

entre éles é —g— e o produto 180.
Indicando por @ e b os nimeros procurados, temos a
proporgio

a 4
— D — b = 18 .
5 5 onde a X 0

Alternando os meios da propor¢io formada e aplicando

& 4.» propriedade, vem :

a b aXb d? u1§9=f
s il e R T T

: 180 X 16
e, portanto, a? = g, 144.

Logo, 6= 1144 = 12.
Sendo o produto dos dois ntmeros igual a 180 e um

déles 12, o outro serd:

180
b= ST 15.

Logo, os ntimeros procurados sdo: 12 e 15.
) 2

2.*) Determinar dois nimeros na raziio 3 sabendo-se

que a soma de seus quadrados é 52.
Representando por @ e b os ntimeros procurados, forma-
mos a proporc¢ao
% = —§~, onde a? 4 b? = 52.

Aplicando a conseqiiéncia ora estudada, temos:

a? 4
BT
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e, pela propriedade da composigfio :
a4 b2 449

a? 4
52 _ 13
ou pe n
52X 4
e
e a 13 16

*« 6= Y18 = ¢,
Como a soma dos quadrados dos nimeros procurados é
52, concluimos :
b? = 52 - 16 = 36 . b =6,

Logo, 0s nimeros sio : 4 e 6.

13. Tdéia geral de média,
aplicaciio na vida pritica certos res
que nada mais sio que valores
valores que se estudam. Dentre

1.%) média aritmética ;
2.%) média geométriea ;
3.%) média harménica,

Tipos diversos. Tém larga
ultados denominados médias,
resumos de um conjunto de
elas destacamos as seguintes:

14. Média aritmética,
dois ou mais niimeros dados,
soma pelo nimero déles, Indi

1. A média aritmética do

Chama-se média aritmética de
0 quociente da divisio de sua
€agi0: m, Exemplos:
S niimeros 3,4 e 6,8 é:

3!4 -l- 6'8 1
mo= 2408 105

2. A média aritméticy, dos nimeros 7, 12 e 17 6:
i 7+12417 36

== =12

3 3

15. Média geométrica, Ch

.15, ' ama-se média geoméirica de
dois nlmeros a raiz quadrada do

produto désses niimeros. Se
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férem trés niimeros, 2 média geométrica sgrﬁ igual i!: raiz clubica
do produto dos ntimeros dados. Indicagio: m,. Exemplos:

1. A média geométrica dos ntimeros 4 e 16 é:
m, = V4 X 16 = V61 = 8.

2. A média geométrica dos nimeros 2, 4 e 8 6:
m, =V 2X4X8=V 64 = 4.

Nora : No caso das rafzes nilo serem exatas, dculculam~se as médias
geométricas de acOrdo com & aproximagio desejada.

16. Média harmonica. Chama-sq méd‘za Iéag-mérzizgasgl?;
tre vérios numeros o inverso da média aritmética

inversos. Indicagio: m,. Iixemplo:
N : B
Caleular a média harmonica entre 5 e 8. ;
. P =
Determina-se, primeiramente, a média aritmética

1 1
inversos désses nimeros, isto é, de 5°3
1 1 13
TR _a0_13
Logo, 3 2 80
0 inverso désse resultado 6 a média harmonica procurada,
ou seja: 80
ST

sthui e péso
17. Medidas ponderadas. Atnfbul-csgm?csr;ooﬁgee a.pésse;
de um certo numero, ao valor que ?e ’a;flero figura num con-
nimero e que indica as vézes que ta fnuem com nimeros afe-
junto de valores. As medidas que se azml.eradcc3. Assim é que
tados de pesos constituem as m.edzdas pla ada, geométrica pon-
encontramos as médias aritmética ponders elas, destacamos &
derada e harménica ponderada. ]-)entretﬁnciz;. que tem na
média aritmética ponderada pela impor
prética,
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Chama-se média aritmética ponderada de véArios niimeros,
aos quais se atribuem determinados pesos, ao quociente da
divisdio, cujo dividendo ¢é constitufido da soma dos produtos
désses ntimeros pelos respectivos pesos e cujo divisor é a
gsoma dos pesos. Indicagio: m, ,,

Assim, por exemplo, a média aritmética ponderada dos
ntimeros 4 e 6, aos quais se atribuem, respectivamente, 08
pesos 2 e 3, é:

_ 4X2+6X3 _ 8+18 _ 26
REae OERR DN BB

= 5,2.
Exemplo :

Sabendo-se que os pesos relativos As notas : mensal, 1.°

-~ . 3

exame, 2.° exame e exame oral siio, respectivamente : 2,'2:,
3 e 3, calcular a média aritmética das notas de Mateméatica

de um aluno, que obteve as seguintes notas durante o ano
letivo de 1960 :

média mensal=>5; 1.° exame=4; 2.° cxame= 4: exame oral=0.
A média aritmética ponderada sers :

_ 5X2+4X2+4X3+6X3 _ 1048412418 _ 48

el = =4,8.
2424343 10 10
EXERcCicIios®
Razdms:
' 1. Determinar as seguintes razoes entre:
1) 12 ¢ 4 Fati h 7.°) 0,01 e 100
g 2 : 13
1 8°) 1,3 e 10
2.o)§e5 50)—ie—§- pha
o 4 90)6 V8 e 3 V4
3.°) 100 e 50 6°) Vi2 e V3 10.°) 0,222... e 0,111...

" 2. Calcular o valor das seguintes razdes :
1) 0,06:0,0001  3.) (2+-’é-) =

0 (6-3):(-9)

45 1: (-3+%) 65) 0,81

1
25) — 2 0,2 10

e ———
(*) Os mxnRrcio1os envolvem também numeros relativos, 14 ostudados nas séries anteriores:

g mp—— % —— 1
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3. Iixprimir o valor da razdo entre as Sgguinges‘gll'g::lllcz“m
1°) 2dam e 10m 3-:) ‘%‘2‘1?0?0 150,
2.9) 30dl e 4hl 4.5) 12

ote com 18

i ; balas e Lafs um pac

oy e ey i erunda, 8. Istabelecer as razles
=3

balas. A primeira chupou 6 balasea s : i
ey : : g respectivamente.
das balas recebidas e chupadas por Licia e Lafs, resp

3
ol jgual &8 — €
5. Determinar o valor do anfecedente da razio de valor ig 4

A 8
cujo conseqilente 6 ik 3
, -8
6. Determinaro valor do conseqilente da razio devalor iguala ( 5

: 4
€ cujo antecedente ¢ ——+

9
7. Tscrever as razes inversas das seguintes rn.fﬁes. -
4.n) - .
n §. . _i 3‘n) B
1.8) = 2.0) 2 8

Proronrgons: (¥

: imero :
2 : untos de ni
8. Formar as proporges respectivas dos seguintes conJ

g 3hl ¢ 9hl
1) 18,48, 3 ¢ 8 B e ak
. 5 £o) a b ced ¥
2) gig 8oy 23 Gsme, ama, 4md o 10m

i io pro-
ge sao ou n&
9. Verificar, mediante a propriedade fundamental, 1

borgdes, as seguintes expressoes: 0,5 =g
) %5 03 _ 24 GR) T T
AR et 3% —§ T 0,0 a
: 3 9 10 I 1{?"_ 6.“) _g... = —:-;—-
28 — = &% =" 108
&~ 12 s G

oprle-
& i eciproca da Pr
10. ESGI‘eVer, em forma de proporgio, mediante a recep

dade fundamental, os seguintes produtos: i
1°) 4X6=3X8 3.9) 01,32)»(0,01:0,003 5
=(— X(_.-
2.0°) mXg=nX 40) =x120=( 5) 5
; ; ; geguintes proporgges:

5.9 a)(d=bXG
6.9) 1X10=2X5.

11, Escrever, de todos os modos posstveis, 88

) . :
0,5 B =
3 9 O - b

ey e 2 2a8) —

) 1 5 ) 4 20

niimeros:
al nos seguintes grupos de

) (2 }_) 3.0,1 4°) -1, -2, -3
o = 5 ] ?

12. Caleular 5 4. proporeion

1
1°) 4,968 20 10, i -30 3.

T itulapfo.
®) No fim do livro encontram-go exercicios de recapitu
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13.

14.

15.

X

16.

17.

?i:)lct;]nr:. 3 .‘propnrcirmal nos seguintes grupos de ndmeros:
’ 8 4 (melo. vomum) 2°) 0,12 e 0,6 (meio comum).

Caleular o térmo desconhecido nas seguintes proporgdes:

T 12 )
18) — == { e () T R ¥
)15 5 )014- & e IS.CC
1 L
. 2 3 ! 2 __ 38
2.:) e =T 88 & 4_%‘
J
0,01 1
3.2) B e o =
L gy 218 _ =
5~ fook @
L N | 7
3 = —

49
i » (341 1. (5-1).
s.n)_:::wﬂé %10)(?+2)'3”(3 2)'”
2 Tg

62) 23:2=3:9

4 B 1 2
g4=X18 .2,
11.0) 5 3 + 5 2

=
T

2. 14
122) (2,56 8

;i 00 = 3,12 X 0,5) : (22-12x 6) ==z :(0,4 40,8 X 2).
Cal

aleular o valor de g nas seguintes proporgdes contfnuas :
1) 24 : 2123 : ¢ 6.3

o Ly (R N

& ) = 0

7
=2 3 72
14 L (1__). o w Ay
Y, ) 5 .x..:c.45

Caleular, por aproxima

proporgdes continuas » ¢40 a menos de 0,1, o valor de z nas seguintes

1°) 18:z::2:34 1 7
3 z 1-71p
B8 e s & 10 b
2.5) 3,9::[:'_—.1;:]_2’1 ) z 2 4) = =—-—1-"-"'-'
7 4-3 X2

Caleular z aplicando ag proprl

8icdo nas seguintes pmpmgﬁes:ed“d% da composicio e da decompd-

6+z 13 -
1) 2= e I8 g ekl o411, 62 2,
z 4 s a " 6+z b
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24,

26,

27.

28,

Determinar @ e b, de modo que:

a-+b=11 s b = 3
1.°){£=_4_ 3."){i§=3"§ 59 % 5
L a+b=11 a3 +b2 = 136
a-b=13 14 10 " b
29 o _ —16 31T 8 Y62 !9 =g
S a+b=906 32 — a2 = 45,

Caleular, aplicando a propriedade de uma série de razdes iguais, 08
ntimeros z, ¥ ¢ z, sabendo-se que:

r4ytz=234
x Y z
3 5 9

Os Angulos de um quadrilitero estio entre sl como os nimerog 2
3, 5 e 8. Determinar os valores désses Angulos sabendo-se que a soma

déles 6 igual a 360°.

0s volumes de dois cubo
Caleular o volume de cad
21dm3, 3
O produto de dois ndmeros é 60. A raziio entre &les é E-’ Deter-
minar ¢sses nlmeros. 1
Determinar dois ndmeros sabendo-se que & razio entre les ¢ 3 ©
a soma de seus -quadrados 90.

O produto de dois ndmeros é igual a 1200 e um déles vale trés
vézes o outro. Quais sfo @sses ntimeros 7

dngulo sabendo-se que elas estio

g estio entre si assim como 3 estd para 4.
a cubo sabendo-se que a soma déles é igual

Determinar as dimensdes de um ret
: 2
na razio g— e que a drea disse retingulo 6 igual a 48m?.

2
Determinar a base e altura de um triingulo de drea igual a 48m

sabendo-se que a razio entre elas € 5

Caleular a média aritmélica entre 08 geguintes nimeros:

1 . .
20) 2, 5, 1,88 39) 4, b, ¢ d
Caleular a médic geomdéirica entre 03 segulntes n

1
1°) 82 e 72 39) 5.4 e 17,2 (aprox. d: ‘:l'e)ﬂ 7
2°) 8, 27 o 64 40°) 2,5; 4,1 e 0,5 (aprox. e

1°) 8,4, 5¢ 6
{imeros:
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29. C .
a Cular & méaqia h 1ca ent-rﬂ 08 Begll!nteﬂ ﬂﬁ
] éd ] arnaa] o] meros:

1) 12 e 36 20y L o L
G 3°)a, b, ced.

30. Calcular ] :
I a média aritméti
lica pond , B
Ieros com o0s respectivos pe;OOS' ke ol il

1.0) ¢

2.0)) gb 15136 42(3 6 (pesos: 2, 3, 1 e 4)

Wl Ule 24 (pesos: 8, 7, 5 e 10)
» 0, €0 a (pesos: m, n, p e q).

Nora: X i
A Outros exerefcios no fim do livro, 3 pdg. 295

Respostas:

1. 1.9) 3 3.9
; .0) 2 5 o r
TS Ay geg g pema 89343
: ; 0.°) 2.
2 12800 gy gl g B 23 )
' 2 1 f) e o) -% 6 -1
3. ].“) 2 20) 2
g 3.0 — o 5
400 ) R 3 4 Lcla: 2—2—; Lafs: Z-i-'

5. 2. 8 10
Ty 7 kR g B
9 ) 3 2 ) --;- 3-) 8 4:) ._.—; é

8. 1.9 18:48::3:8 b, o
RS U i O o P
10. 19) 4:8::8.:¢ ]man 89 Nio 44 Sim 5% Sim 6. Nio.

2.°)m:?’b::'p:q 4:0)) ?jgz_:_{)loqg-‘!‘l:ﬂ,ﬂl 5.°)a'b"c:d
(uma das manefras) 1(=5) :: (-8) : 120 6o) 1:2::5:10.
11. 8 modos diferentes cada uma delag

12. 1) 18 29 -3 54 1
14 1 B -é“ 4.") - 6.
.19 30 3% -0,008 5 3

2
28) = 4w 2
3 ) 33

13, 1.0) 8 2.0) 3

7.2) 90 9.0) 1 11.) ,],%_5
6.2) 6,0 ga) 25 55
) 114 10.%) 21 12.2) 0,4

15. 1) 12
2s) 28 34 2,1 sy 2
5

1 . ®:
6 1. ) 2 ,: 2 ) 6,8 3- ) 0 3 4: “)
4 i} . 1.

17. 14 8 ), S 2
2.5) 28 38 g 4m) _1_8_'
S
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18. 19) 4¢7 20) 8e-5 3.5 3e8 4.9 56¢4 5°) 6eld 6°) Ged.
19, £=6, y=10 e 2=18. 20. 40°, 60°, 100° ¢ 160°. 21, 9dm? e 12dm?.
22. 6610, 23 3e¢9. 24 60¢20. 25 Sme6m. 26. 12m e 8m.

27. 1) 45 2.) 2 é% 39) rz+bi—c+r1.
8. 19 48 2.0) 24 3.9) 0,6 4.9) 1,7.
20. 10) 18 2.9) _;_ 85) —— 4 Ly
R v T
30. 1.0) g2 2.0) 20 3.9) a X m -I-;:i(: i;)_({_z;-% dXgq,
Propriedades

§ 2. Ntimeros proporcionais.
e aplicacoes.

porcionais. Proprie-

18. NGmeros diretamente pro
os da sucessio

dade caracteristica. Diz-se que 08 numer
a, b, ¢ 4

S&0 diretamente proporcionais 308 corT

Sucessiio ARk ot
of, bl € d’,

quando a razdo entre qualquer wm do

i?;?mezm Sucessio e o seu corresponden
0 6, sempre a mesma. O valor constante das razoes é deno-

minado fator ou coeficiente de proporcionalidade. Exemplo:
Os nimeros B 0 Shalnelis

880 direfamente proporcionais 808 NUMEros

10, 16, 20 e 26,

S LR gl wmds

10’ T6’ 20 = 26

respondentes nimeros da

s mimeros que compdem G
te na sequnda é constante,

Porque as razdes

880 tddas iguais a —;—: que 6 o fator de prpporcionalidade entre

estas duas sucessges de nimeros.
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A propriedade que caracteriza a existéncia de duas suces-
soes de ntmeros diretamente proporcionais é a seguinte:

Em (_]uas_ sucessies de niimeros diretamente pro-
porcionais o quociente de dois ntimeros corres-
pondentes é constante.

Assim, se forem diretamente proporcionais as sucessoes:
a, b, c, fE,
ﬂ’, b’, C', d’,
devemos ter

a b c
Ty =g = =k (coef. de proporcionalidade).

_Conl}ecidos 0s ntimeros de uma sucessio e o fator de pro-
porcionalidade que os liga aos nimeros correspondentes de
uma outra sucessio, a determinagio dos nimeros que com-
poem a §egunda sucessio é feita dividindo-se, respectivamen=
te, os nimeros da primeira pelo fator de proporcionalidade.
Exemplo:

Sejam os ndmeros: 6, 12, 21 e 27

diretamente proporcionais aos nimeros de uma outra sucessio
sggundo o fator de proporcionalidade 8. Os niimeros que cons=
tituem a segunda sucessio serio obtidos dividindo por 3,
respectivamente, os nimeros que formam a primeira, ou seja

2141739.

19. Nﬁme‘ros's inversamente proporcionais. Proprie-
dade caracteristica. Diz-se que 0s nimeros da sucessio

a, b! c, d, P

gio tnversamente proporcionais aos correspondentes ndmeros
da sucessio

r r r
e, o, o, d,

quando forem diretamente proporcionais aos inversos dos cor-
respondentes ntmeros da segunda sucessio, isto 6, quando
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—~
=

o .. = I (coef. de proporcionalidade)

n‘[._..[g
|~
n‘l,_,ln

(=
~

ou aa'==bb'=cc'=...=-k'.

i 1 su-
i o1l existéncia de duas
A propriedade que caracteriza & o

; AT
cessdes de nimeros inversamente proporcionals

¢ nimeros inversamente

! ssoes d ¥
Em duas suce ol niimeros o

o i Y to d

proporcionais o produ
respondentes & constante.

P

‘mei ao e
; o primeira sucessd
Conhecidos, agora, 05 NUmeros da p

i nimeros
0 cocficiente de proporcimmlidade que 08 1{;;;; Oﬂog e
inversos correspondentes de uma outrs ;uc; feita dividindo-se
nagao dos niimeros que compoE & FEC | " te, pelos nimeros
o fator de proporcionalidade, respectivamentes

da segunda. lixemplo:
Sejam os ndimeros: 3, 9 6 e 10,

) o 4 de um
1nversamente proporcionars 208 nimeros s nimeros que

segundo o fator de proporcionuhflade Gdos oidindo o fator
constituem a segunda sucessio SCrao obti os Com & prim Ay
6J, respectivamente, pelos ndmeros queé

1sto 6, 90, 12, 10 e 6.

. e ropor
20. Divisio em partes dlrct.am::;:ta ,l:ﬁmern
em partes inversamente proporeiont

I) Divisio de um niimero fimd¢fs

1 .

proporcionais @ niimeros qanais
em partes diretamente proporct

y or¢
determinar oulros numeros naapgﬂp
soma seja tgual ao namero a.rtes iretamente s

S £ m p
Dividir o ndimero 36 e

porcionais a08 ndmeros 3,

a oufra sucessio

cionais ©
S dadOS-

artes diretam‘ente
Dividir um naymenro
a numeros dados_é
do exigida € cujo
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Indicando por z, y e z as partes procuradas, devemos ter:

I T
8 & B
e, pela propriedade das proporgdes (3.%), vem :
t+y+z =z Y z

= —

3+4+5 3 45
Como z + y + z = 36, segue-se que :

36= x Y 2

0 N e Shoty 3

Das proporgées :

Bl By 88 4
BT " RBTE "BTF
tiramos, respectivamente :
_36X3 _ 36 X4 36 X5
T i —9,y=T=1203= 5 = 15

e as partes procuradas sfio: 9, 12 e 15.

De um modo geral, simbolizando por N o nimero que
se quer dividir em partes diretamente proporcionais aos ni-
meros @, b e ¢, temos, seguindo 0 mesmo raciocinio :

a—z
N{b->y sendo = = L - 2
c—z G b ¢
com gz-4+y+z=N.

L By R Y z

Como : A BT A o (Prop. das proporgdes)
N Lo Y 2
oA & D g LTl &
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temos as seguintes férmulas, que fornecem os valores das
partes procuradas :

Na Nb Ne

S bo e i

Nota : Se a divisio deve ser diretamente proporcional a niimeros
fraciondrios, pode-se reduzir no caso da divisio em partes diretamente
proporcionais a nimeros inteiros, desde que se reduzam estas fragdes ao
mesmo denominador, desprezando-se, a seguir, o denominador comum.

Exemplo :
. § 8 -3
Dividir 92 em partes diretamente proporcionais a —, e T

Reduzindo as fragdes ao mesmo denominador, vem:
8 8.8
127 127 12

Divide-se, agora, 92 em partes diretamente proporcionais nos
niimeros 9, 8 e 6, isto &

C
i 022); 9 - 36
Q—z
92X 8 _
92 { 8—y onde: Y= "% = 32
d=rg 92 X 6
= - = 24.
i 23
As partes procuradas sio: 36, 32 e 24.
inversamente

II) Divisdo de um niimero em partes Dividir wm ni-
proporcionais a nimeros dados. Dwt érmimeras
mero em paries inversamente proporcronars i s
dados é dividir o numero em partes dzre!amg mplo'
porcionais aos inversos dos nimeros dados. \EESEPAGE

Dividir 144 em partes inversamente PEOpOECIOS

nais a 3, 4 e 12.
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ra, as partes procuradas z, y e z devem ser dire

Ora, as partes procurad . Y d diretamente
proporcionais aos inversos dos ntmeros 3, 4 e 12, respecti-
vamente, isto é,

i s i

S R

3 & 12
i B fr TR (L
reduzindo-se as fragdes a0 mesmo denominadon 5’ 13’ 13)’

pode-se dividir 144 em partes diretamente proporcionais aos
nimeros 4, 3 e 1. Logo,

Soleyrpa = 8
44+3+1 4 3 1
144 « 144 v 144 =
— =, =72 — == ", y=54; —=— ., 3=18,
MEEge =g+ ial =g s e Tyl

e as partes procuradas sfio: 72, 54 e 18.

III) Divis@o de um ntimero em partes diretamente
proporcionais a alguns nttmeros dados e inversa-
mente (ou diretamente) proporcionais a outros
(divisio composta). Neste caso, basta dividir o ni-
mero em parfes direlamente proporcionais aos niimeros
que se obtém multiplicando os nimeros que compdem
a primeira sucessio pelos inversos (ou diretos) dos
correspondentes nimeros da segunda. Ixemplo:

Dividir 360 em partes direlamente proporcionais
a 5, 8 e 10 e tnversamente proporcionais a 6, 3 e 4.

Devemos ter:

1 % Y z
wesng 5810
6 3 4

1
8Xx 3 Y ou, reduzindo ao mesmo denominador,

360
l 1 B
W0X 7~z 032 " 30
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st yte & U E
e, portanto, m 10 32 30

360 =z _ Y 2,
72 T 10 32 30

que, resolvidas, fornecem as partes procuradas:
¢z =50, y=160 e z = 150.

ou

:
T L i . Quando o numero
21. Aplicaciio. Regra de sociedade. Q

i i ropor-
que se divide em partes diretamente ou inversamente prop

cionais a outros numeros, representa o s ?)ng;mgr?ci
uma determinada sociedade e as partes p.rqp?rcmn&ﬁe ;) 1:101116
de cada sécio no lucro ou prejuizo, a dn'ns.nE) rt:iti:ls o apitais o
de regra de sociedade. Dependendo fel aIWISﬂe(;cdade destaca-
dos tempos dos sécios, que participam da SO

mos os seguintes casos: .
em-
1.°) O eapital é o mesmo pard todos 08 sécmz; iifttes.
. pos de participag@o na sociedade sdo aije
i irefamente
A divisio de lucros ou prejuizos, neste caso, é direl

; mplo: .
roporcional aos tempos. Exe s nsti-
D pDoiS s6cios entraram com O mesmo capital para & ¢0

tuigiio de uma sociedade. O primeiro Erabalhou .(cllurixgel \:,gfg
anos e o segundo durante dois anos. Tendo h;xgg ;ue i
de Cr$ 450 000,00, pergunta-se: qual é a pa

: ) é
cada ]332531'1:08 dividic Cr$ 450 000,00 em partes diretamente

proporcionais aos nimeros 3e 2

2 1 4 = 450 000,00.
L0g0: .%— = —;-— ’ Oﬂde T + Yy
oy
Portanto: ;_1_ 58 B !
45 T . 4 = 270000,00
ou 3 g
& __ V. ., y = 180 000,00.
@ 5 2
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Assim, ao primeiro sdéecio coube Cr$ 270 000,00 e ao
segundo, Cr$ 180 000,00.

2.°) O tempo é o mesmo ¢ 0s capitais diferentes.

~ Neste caso a divisio ¢é direlamente proporcional aos capi-
tais. Ixemplo :

.T_rés sécios, A, B e C, entraram respectivamente com 08
capitais de Cr$ 60 000,00, Cr$ 40 000,00 e Cr$ 50 000,00. No
fim do primeiro ano de sociedade houve um prejufzo de
Cr$ 30 000,00. Qual é a perda correspondente a cada sécio?

Devemos dividir Cr$ 30 000,00 em partes diretamente

propo.rcionais a Cr$ 60 000,00, Cr$ 40 000,00 e Cr$ 50 000,00,
ou seja:

L

60 40 50

Determinando z, y e z pelo modo j& conhecido, encon-
tramos os valores:

z=12, y=8 e z =10,

que mostram os prejuizos dos trés sécios, respectivamente :
A = Cr$ 12 000,00, B = Cr$8 000,00 e C = Cr$ 10 000,00.

onde z + y + z = 30.

3.°) Os capitais ¢ 03 tempos sio diferentes.

Neste caso a divisdo é diretamente proporcional aos pro-
dutos dos capilais pelos lempos. IExemplo :

Dissolveu-se uma sociedade na qual o primeiro sécio
entrara com o capital de Cr$ 450 000,00, durante 2 anos e 3
meses, 0 sggundo com CI_‘$ 540 000,00 durante 1 ano e 3 meses.
O lucro final desta sociedade foi de Cr$ 160 000,00. Qual a
parte do lucro relativa a cada sécio?

O tempo do 1.° sécio foi de 2a 3me=24me-+3me=27me.

0O tempo do 2.° s6cio foi de 1a 3me=12me-}3me=15me.

Temos assim :

capital: 450 000,00

g o oz Jeapital: 540 000,00
L séeio {tempo: 27 meses 2.* sbcio { 2

tempo: 15 meses.

———— e —— ——

Matemdtica — Terceira série ginasial 51
i = Y
Logo, BOX27 50X 15

g LT

iy 1215 _ 810°
d ot PRI L
RIe 5025 1215 810
60 .. w1
o POTtanla, 5025~ 1215 810

0

ue acarreta para z=Cr$ 06 000,00 (lucro do 1.° sécio) e

y=Cr$ 64 000,00 (luero do 2.° 86cio0).

N 1.

.\’

. O nmero a 6 direlamente propor

. Verificar se 08 nimercs:

EXERcCiCIOS

g da sucessiio: 6, 8, 10 e 12 sfio direlamente

tlficar ge os niimero (
Xriporcionais aos correspondentes da sucessio: 15, 20, 25 e 30.

i tre as seguintes suces-
o cocficlente de pmpormonuli.dndg en
:3%1:':! dée ntmeros, direlamente proporcionais 24, 32, 66, 72 e 3, 4,

7. 01

Os nmeros 36, 48, 52 e 60 sfio direlamente proparcionais 808 niimeros

i i i
de uma outra sucessio, gendo o fator de groporclonnlldr:jde %l'cags‘:li?)a
sio og correspondentes pimeros que constituem & gegunda 8
cional ao nimero 5 e 0 coeficiente
dade ¢ 10. Qual 6 © valor de a?

de proporecionali
8 nos seguintes grupos de nimeros

Determinar os valores de m e n,
diretamente Proporcionais:
X y B 6T

75, m, .

8, 4 e b sfio inversamente propor
tivamente.

ntimeros 20, 15 e 12, respec )

Qual é 0 coeficiente de proporclonnligiudg ?ntrelgs ie;guzigtga 230110{:;

36‘;: de ndmeros ¢nversamente Proporcionais 6, 10, 12, 3

cionais 808

s (imeros
De'terminar o valores de m e n, nos geguintes grupos de n
inversaments Proporcionass: ot "0

3, m, B
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12.

o~ 13,
« 14.
15.

16.

17.

18.

19.

# 20,

2L

23.

24,

Verifiear se a sucessfio de nimeros: 18, 48 e 72 & ¢nversamente propor-
1

g i
4 b 6
Dividir 625 em partes direlamente proporcionais a 5, 7 e 13.

cional nos correspondentes ndmeros da eucessiio:

. Repartir 1200 em partes diretamente proporcionais o 26, 34 e 40.

. i 2
Decompor 96 em partes direlamente proporcionais a 1,2; 5 ° 8.
Dividir 21 em partes inversamenle proporcionais a 9 e 12.

Repartir 444 em partes inversamente proporcionais a 4, 5 e 6.

. i _ o 2 v 7
Decompor 1090 em partes inversamente proporcionais o —, — € 75 *

3’5 8
Dividir 380 em partes inversamenle proporcionais a 0,4; 3,2 e 6,4

Dividir 560 em partes direlamente proporcionais a 3, 6 ¢ T e tnver-
samente proporcicnais a H, 4 e 2

.

Repartir 108 em partes direlamente proporcionais a -%- e —3—, e, in-
versamente proporcionais a 5 e 6.

Dividir 88 em partes direlamente proporcionais a 0,2 e 2, e inversa-
mente proporcionais a & e -?--'

b 7
Trés amigos formaram uma socledade. O primelro entrou com
Cr$ 60 000,00, o segundo, com Cr$ 75000,00 e o terceiro, com
Cr$ 45 000,00. No balango anual houve um lucro de Cr$ 30 000,00
Quanto coube do lucro para cada séeio?

Repartir uma heranga de Cr3 460 000,00 entre trés pessoas na razio
direta do namero de filhos e na razio inversa das idades de cada
uma delas. As trés pessoas tém, respectivamente, 2, 4 e 5 filhos @
as idades respectivas sio 24, 32 e 45 anos.

. Duas pessoas constituem uma sociedade, entrando cada uma delas

com o mesmo capital. O primeiro pemaneceu na sociedade 2a 4me
e o segundo la 6me. Tendo havido Cr$ 92 000,00 de lucro, qual 8
parte relativa de cada sécio?

Trés pessoas, A, B e C, combinaram a 2/1/53 organizar uma cas2
comercial. Nesse dia, A entrou com Cr$ 150 000,00 de capital. Trés
meses depois, B figurou na sociedade com o capital de Cr$ 260 000,00
e no dia 2/10/53, C entrou com o capital de Cr$ 440 000,00. O bulango
realizado em 2/1/54 registron um lucro de Cr$ 218 400,00. Qual a
parte do luero que cabe a cada séeio?

Um pal delzou a seus dofs filhos uma heranga para que fosse divi'dlda
em partes diretamente proporcionals as idades. Sabe-se que os filhos
receberam, respectivamente, Cr$ 38 000,00 e Cr$ 22 000,00 e as suas
{dades somam 30 anos. Qual 6 a idade de cada um?
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25. Certa quantia em dinhelro fol distribufda a duas InstituicGes de cari-
dade em partes proporeionsis & 2 e 3. A segunda receben Cr$ 10 000,00
mais que a primeira. Determinar a quantia distribufda e a parte
relativa a eada instituigio.

Nora : Outros exercfcios no fim do livro, & pdg. 297.

Resposias:

O 21 ) 14. 180, 144 e 120.
1. Sim. Coef. proporc.=-g—= 8. m=2 n=1, 15. 420, 350 e 330.
2. 8. 9. Niio 6. 16. 320, 40 e 20.
3. 9, 12, 13 ¢ 15. 10. 125, 175 e 325. 17. 60, 150 e 350.
4 5,0 11. 312, 408 e 480. 18. 48 e 60.
5. m = 90, n = 105. 12. 12, 4 e 80. 19. 4 e 84.
6. Sim. Coef. propore.=60. 13. 9 e 12.

20. 1) Cr$ 10000,00, 2.°) Cr$12 500,00 e 3.°) Cr$ 7 500,00.
21, Cr$ 120 000,00, Or$ 180 000,00 ¢ Crd 160 000,00.
' 0,00.
29. Cr$ 56 000,00 e Cr$ 36 000, X
23. A = Cr$ 72000,00, B = Cr 93 600,00 e C = Cr$ 52 800,00.

24, 19 e 11 anos.
25, Cr$ 50 000,00, Cr$ 20 000,00 ¢ Cr3 30 000,00.

A
§ 3. Grandezas proporeionals. Regras de ires.

Aplicagoes.
GRANDEZAS PROPORCIONAIS

i is. Proprie-
922. Grandezas diretament% prop:;'gﬁ‘o‘:}z:?*) fiiz(f)m-se
1 s grandezas _ lize

dade caracteristica. Duas | 253 s

diretamente proporcionais ou simplesmente grc:fpf;:z:rés qgatm,

do aumentando (ou diminuindo) uma delas de @1 E d ciiminui)

oto.. vézes o seu valor, a outra também a;mnentc; 0 i
de .c’iuas trés, quatro, etec., vézes o respectivo valor.

:

ir infini ralores.
(% Grandezas varidvel 6 aquela que pode assumir infinitos va



64 Osvaldo Sangiorgi

Consideremos as grandezas varidveis :

Comprimento de uma fazenda e quantia de dinheiro

Se 3m custam Cr$ 180,00
temos que 6m custario Cr$ 360,00
e 9mn custario Cr$ 540,00

Logo, quando o comprimento da fazenda torna-se duplo,
triplo, ete., 0 mesmo aconfece com o respectivo custo e as
duas grandezas comprimento da fazenda e quantia de dinheiro
sio diretamente proporcionais.

A propriedade que caracteriza a existéncia de grandezas
diretamente proporcionais é a seguinte:

Em duas grandezas diretamente proporcionais

a raziio entre dois valores de uma delas ¢é igual

@ raziio entre os dois valores correspondentes da
outra.

Assim, no exemplo citado, temos :

|3 _180| |6 _360]

16 360l 19 540!
indicando as flechas do mesmo sentido, que, as razdes resul-
taram de grandezas diretamente proporcionais.

23. Grandezas inversamente proporcionais. Proprie-
dade caracteristica. Duas grandeg”varidveis, dizem-se n-
versamente proporcionais quando aumentando (ou diminuindo)
uma delas de duas, trés, quairo, ete., vézes o seu valor, &
outra diminui (ou aumenta) de duas, irés, quatro, ete., vézes
o respectivo valor. Exemplo :

Sejam as grandezas varidveis :

Numero de operdrios e tempo
Se 5 operarios fazem um certo trabalho em 12 dia$,
temos que 10 operarios fardo o mesmo trabalho em 6 dias,
e 15 operarios fario o mesmo trabalho em 4 dias-
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; -so duplo, Iri-
smero de operdrios torng
a4 . ar o mesmo traba-

as duas grandezas

Logo, quando 0 !
plo, etc.,,o fempo empregado para realiz
lho, torna-se & metade, um ér¢o, ete., e

siio inversamente pProporconais. _ _
A propriedade que caracteriza a exisi
inversamente proporcionais ¢ 2 geguinte :

téncia de grandezas

ionais
Em duns grandezas inversamente I:Jrc;pgrzui)::“nl
i is valores de uma dela =
a raziio entre dois v na .
ao inverso da raziio entre oS dois valores corres
pondentes da outra.

Assim, no exemplo considerado, temos :
5 6 T [0 et ]

_...=.——l

b oD als
Ao Ta e SeialleTs i -6
tendo agora as flechas, sentido conlrdrio.

A i lonalidade de duas
o. Para a caracterizagiio da propore
dozﬁm::ﬁ‘:)g%nsta verificar se o aumento de uma delas acarrgtz; 0
S ;t,o da outra. [ necessfirio que duplicando o valor de uma delas,
gg;m;xemplo o valor correspondente da outra também duplique.

el

drea miio sio grandezas

im: o lado de um quadrado e a sua 708

AS%:?ﬁs pois, quando o lado duplica de \:ulor_ a drea quadruplica;

il 1 u;n. cub,o e 0 seu volume, também nio sio grandezas propor-

i ar&gm ;)gis se a aresta duplica, o volume do cubo torna-se oilo vézes
cionals, y

maior. -
i i vaArias outras. Fro-
zas proporcionais a P
v Gmi((l::eristgca. Diz-se que uma gmnc_]eza vmuv;;l
Pﬂedade_ f";z o vdrias oulras, se é diretamente ou‘mvgrsa;n(.a;? ;3
. prapor.cwnl g cada uma delas, quando as demais n@o variam.
proporeiona

Exemplos : é diretamente proporcional
etdngulo
1°) A drea de wna;mm daste reténgulo.

tanto A base como &

De fato, seja © retﬁngulo_: gem, Area = 12¢m?.

= ixa, & drea fam-
D ?’ﬂse do @ ba,se, conservada & alture fixa,
i i - temos
bém duplicard, pois, 2808 te

= 24cm?.
bage = Scm, alturd = 3em, 4rea

A
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De fato, basta observar que:

izmos g homens em 12 dias extraem 100m3 de terra,
;i que ; o , 6 , extrairio 100m3 ,,
” i LS i " 200m? ” ”

isto &, ni i v o

e (1000 ;g)rm;do, nas duas primeiras linhas, a grandeza

e, s , a8 g_ran(.lezas nimero de homens e tempo sio
proporcionais e nio variando, na terceira linha,

a grandeza numero d
- . ¢ homens (8), as
sio direlamenle proporcz'onaz's.( Ja i R SRR PRl

& "
s dipreggrr;edi.de que caracteriza a existéneia de uma gran-
ente proporcional a vérias outras é a seguinte :

Se um y i
o b ::u%:nndczu é diretamente proporcional a
oo b tlir::'u‘::: valores que exprimem sua medi-
ente proporcionai
o nais aos produtos
valores correspondentes das outras.

No cas ;
o el pgog??e g;ggdeza; serclalm inversamente proporcionais
, serd aplicada em rel i
acgio
dos valores correspondentes As medidas dasgout?a?: inversos

Regras de trés

25. Regra de trés si
mples. Chama-se

; g -se regra de tr
Mm‘r:‘:fes an PROGEEZ0 U tdipiia Risdianta, o goal sﬁ.g resolvidﬁg
problemas quo %WOIVBI.II duas grandezas direta ow inversamente
Proporcionars. onhecidos um par de valores correspondentes
das duas grandezas, procura-se um segundo valor de wma delas
que corresponda a um segundo valor assinalado para a outra

Se as grandezas sio diretamente proporcionais a regra
de trés diz-se diret. Sendo as grandezas inversamente pro-
porcionais a regra de trés é denominada tnversa.
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96. Resolugiio de problemas de regra de Lrés sim-

ples. Temos dois métodos:
1.9 das proporgdes ;
2.9) da redugio 4 unidade.

Método das proporgoes. Consiste em obter com 08 trés
dados e a incégnita procurada uma propor¢io e dela tirar o
valor desejado. Exemplos:

1. Se 15m de certa fazenda custam Cr$ 900,00, quanto

custario 32m dessa fazenda ?

Indicando por z 0 prego dos 32m de fazenda, temos a
seguinte disposigao prdtica :

15m ————— 900,00 |
| dotn ———=——%

Como nesse exemplo as grandezas comprimento de fazenda
e quantia em dinheiro sio diretamente proporcionais, assina-
lamos essa variagio na disposigiio prética mediante flechas

no mesmo sentido.

A proporgio resultante 6:

= — = 1920.

Logo, os 32m de fazenda custardo Crd 1920,00.

9. Se 6 operdrios levam 10 dias para levantar um muro
ao redor de um campo de futebol, quantos operArios
seriam necessirios para levantar o mesmo muro em
3 dias?

Como o lempo necessério para efetuar uma obra é inver-
samente proporcional a0 nimero de operdrios empregados, temos
a geguinte disposigio pritica, agora assinalada com flechas
de sentidos contrdrios:

[ 0B e 10 dias T
b 3 ————— 3 dias
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10
Invertendo a segunda raziio (~3—) , resultard a seguinte
proporgio :
6 3

—_— o —,

4 10

onde Tz = 6 X 10
3

Port.a,nto,_s:"m necessirios 20 operdrios para levantar o
muro em 3 dias.

= 20.

Método df; reduciio @ unidade. Neste método reduz-se
o valor conhecido de uma grandeza A unidade, e, a seguir, da
unidade determina-se o valor procurado da grandeza. Resol-

vaéTo(is, como exemplos, os dois problemas anteriores por éste
método :

1. Se 15m de certa fazenda custam Cr$ 900,00, quanto
custardo 32m dessa fazenda ?

Temos o seguinte raciocinio :

Se 15m custaMice. cuu.ceiin. aooh 900,00
Im | custard 15 vézes menos, ou 90(1)'500 = 60,00
e 32m  custardo 32 vézes mais, ou 32 X 60,00 = 1920,00.

2. Se 6 operdrios levam 10 dias para levantar um muro
ao redor de um campo de futebol, quantos operirios
seriam necessirios para levantar o mesmo muro em
3 dias?

Temos :

Se o muro é levantado

em 10 diag POT.....covveacrn. oo I e, S B 6 op.
em I 1 dial gerd por um n.° de op. 10 vézes maior, ou 10 X 6op. = 60 op.

o em 3 dias serd por um n.° de op. 3 vézes menor, ou B0op.

e — =

T ——
——
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27. Regra de trés composta. Enquadram-se sob é&ste
nome os problemas que envolvem mais de duas grandezas va-
ridveis. A grandeza cujo valor é procurado pode ser direta-
mente ou inversamente proporcional a tddas as outras ou
ainda diretamente proporcional a umas e inversamente pro-
porcional a outras.

28. Resoluciio de problemas de regra de trés com-
posta. Usam-se os métodos ji estudados na regra de trés
simples: o das propor¢des e o da redugio & unidade.

Método das proporgdes. Exemplo:

Em 6 dias de trabalho aprontam-se 720 uniformes esco-
lares fazendo funcionar 16 mdquinas de costura. Em quantos
dias se podem aprontar 2 160 uniformes escolares, fazendo
funcionar sdmente 12 miquinas iguais as primeiras?

Temos a seguinte disposi¢io préitica:
6 dias 720 unif. 16 méiq.
x 2 160 12.

Fixando a 3. grandeza (n.° de mdquinas), vemos que a
1.= grandeza (n.° de dias) e a 2.* (n.° de uniformes) sio direta-
mente proporcionais, pois, duplicando o valor de uma delas
duplicard também o valor da outra. Fixando, agora, a 2.
grandeza, observamos que a 1.* e a 3.* sio inversamente pro-
porcionais, pois, duplicande o niimero de méquinas, o nlimero
de dias (tempo) empregado para fazer a mesma quantidade
de uniformes reduz-se d melade.

Assim sendo, a disposi¢iio pritica passard a ser:

6 | 720 T 16
$ @ {2 Ta0 S ] Wit
ou, invertendo os correspondentes valores da 3.* grandeza :
6 720 12
T 2160 16.

Lembrando a propriedade que caracteriza a existéncia de
uma grandeza diretamente proporcional a vdrias outras (os




b
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v'a.lort.as que exprimem sua medida sdo diretamente propor-
cionais aos produtos dos valores correspondentes das outras),
vem:

6 720 X 12

x 2160 X 16.

Construindo a respectiva proporgio, temos:
6 720 X 12

z 2160 X 16’

6% 2160 X 16
720 X 12— 2+

ou g

] Logo, seriio necessdrios 24 dias para se aprontarem 2 160
uniformes, fazendo funcionar 12 méquinas.

Método da redugio @ unidade. (O mesmo exemplo)

Se com 16 mdq. se fazem 720 unif. em 6 diasg,

com 1 mdq. se fazem 720 unif. em 6 X 16 dias,
e | 6 X 16
e, com | 1 mﬁq.‘ se faz | 1 unif. I em —-oo dias.
e 6 X 16
Logo, 12 mdq. f 1 : —
it q. fario unif. em 12 % 720 dias,
e 12 mdq. fario 2160 unif. em ?-gL—exm dias =
X720 - 24 dias.

OBsErVACA0. Na resolugio de problemas de regra de trés composta,
em qualquer dos dois métodos, pode-se usar a seguinte regra prdtica:

a) colocam-se na disposigiio prética, j4 conhecida, as diversas gran-
dezas que figuram no problema;

b) invertem-se as posigdes dos dois valores correspondentes das di-
versag grandezas que gfo inversamente proporcionais (16 e 12 foram os
valores trocados no exemplo dado), em relagio & grandeza, cuja variagio
z Se procura;

¢) o valor de z é dado pela fragio que tem para numerador o8 se-
es da disposigio prdtica: o oposto a z (6 no exemplo) ¢ o8
mesma linha de = (2 160 e 16, no exemplo) e para denomina-
ores pertencentes & outra linha (720 e 12 no exemplo).

guintes valor
pertencentes a
dor o produto dos val

A
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Assim, no exemplo jé. estudado, temos com a aplicagiio
da regra prdtica:

a) 6d | 720 unif. T 16 méq.
x | 2160 | 12
b) ] 720 12
1
Gk 2 1) < 16
63X 2160 X 16 ;
c) T=—mxiz 24 (dias).

Outros exemplos:

1. Foram empregados 24kg de fio para tecer 120m de
fazenda de 0,82m de largura. Quantos metros de fa-
zenda de 1,23m de largura serfio tecidos com 30kg

do mesmo fio?

a) | 24kg 120m 7 0,82m
1 30 x | 1,23
24 120 1,23
b) {
30 «—=mmmm—— L e m—— 0,82
120 X 20 X 0,82 _
c) T = 51 X 1,73 = 100.

Resposta: 100m.

2. Quantos dias levarfio 18 operdrios, que trabalham 7
horas por dia, para construir um canal de 42m de
comprimento, 5m de largura e 2m de profundidade,
num certo terreno A, sabendo-se que 10 operérios
trabalhando 9 horas por dia, levaram 21 dias para
construir um canal de 15m de comprimento, 3m de
largura e 4m de profundidade, num terreno B que
apresentou metade das dificuldades das que estdo
sendo apresentadas pelo terreno A?
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@) T:r, dias ‘ITlS op. 1[”7 h/d } 42m¥XbmX2m | 1 dificuld.
|

¥o1 . |10 |8 | 15mXSmdm 1%

b) peear LG rremn G, it e 420 m—m e 1

J 1

21 18 7 1 —

80 5

c)

Z=2]X10X9X420><I
18X7><180XL
2

= 70.

Resposta: 70 dias.

EXERCICIOS

GRANDEZAS PROPORCIONAIS :

. A soma de dols ndmeros é diretamente proporcional a cada uma da

parcelas?

\ferlfica.r se a diferenga entre dois nidmeros é inversamente propor-
cional 20 subtraendo.

Como é o produte de dois niimeros em relagio a cada um de seus
fatbres? I o quociente em relagio ao divisor?

Como é a variagio de uma fragdo em relagiio ao seu numerador e a
gseu denominador?

Como siio as grandezas varidveis ; velocidade de um automével e lempo
necessdrio para percorrer a via Presidente Dutra (S. Paulo - Rio de
Janeiro) ?

Txprimir, em simbolos, que a densidade de um corpo é diretamente
proporcional & sua massa e inversumente proporcional ao seu volume.

REGRA DE TRES SIMPLES @
Se 4kg de uma certa substincia custam Cr$ 72,00, quanto custario
5,5kg desta substéinecia?

Se um corte de 2,80m de tecido custa Cr$ 840,00, quanto custaré
20,50m deste tecido ?

Cem quilogramas de trigo fornecem 85 de farinha. Que quantidade
de farinha se obterd com 150 sacas de trigo de 75 quilogramas cada

uma ?

',
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10.
11.

12.

13.

14,

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

23.

Se 14 pedreiros levam 180 dias para construlr uma casa, quanto tempo
levardo para fazé-la 10 pedreiros?

Um automével percorre 240km em 3 horas. Quanto tempo levard
para percorrer 400km?

Um trem, com a velocidade de 6G0km/h, faz o percurso entre as cidades
AeB, em 2 horas. Quanto tempo levard o trem para fazer éste mesmo
percurso se a sua velocidade passa a ser de 80km/h ?

Uma roda dd 2 376 voltas em 9 minutos. Quantas voltas dard em
1h 27min?

Duas rodas dentadas que estdio engrenadas uma na outra tém, res-
pectivamente, 12 ¢ 54 dentes. Quantas voltas dard a menor enquanto
a maior dd 87

Caleular a altura de um ediffeio que projeta uma sombra de 19,60m
no mesmo instante em que um bambu, de 3,8m, plantado vertical-
mente, projeta umsa sombra de 4,9m?

Se um relégio adianta 18 minutos em 1 dia, quanto adiantard em

6 % horas?

De duas fontes, a primeira jorra 18( por hora e a segunda 80I. Qual
6 0 tempo necessdrio para esta dltima jorrar a mesma quantidade de
dgua que a primeira jorra em 25 minutos?

Num acampamento 30 homens dispdem de viveres para 2 méses.
Tendo chegado ao acampamento mais 90 homens, pergunta-se por
quanto tempo o acampamento dispord de viveres?

Um aviio comercial, com a velocidade de 450km por hora, efetua
a viagem entre Sio Paulo e Porto Alegre em 2h. Em quanto tempo,
um aviio a jacto, de velocidade igual a 1200km por hora, faria a
mesma viagem ?

Um negociante pagou Cr$ 330,00 por uma pega de fita e Cr3 264,00
por outra de mesma qualidade. Qual é o comprimento de cada uma
das pecas se a primeira tem 12 mais que a segunda ?

RuarA DB TRAS COMPOSTA :

Num internato, 35 alunos gastam Cr$ 15 400,00 pelas refei¢des de 22
dins. Quanto gastariam 100 alunos pelas refeigdes de 83 dias neste
internato ?

Empregaram-se 27,4kg de 1& para tecer 24m de fazenda de 60cm de
largura. Qual serd o comprimento da fazenda que se poderia tecer
com 3,425 toneladas de 13 para se obter uma largura de 90cm ?

Os 2/5 de um trabalho foram feitos em 10 dias por 24 operdrios, que
trabalharam 7 horas por dia. Em quantos dias se pod_eré terminar
ésse trabalho, sabendo que foram licenciados 4 operdrios e que se
trabalham agora 6 horas por dia? (Nora : lembrar que faltam 3/
do trabalho para o seu término).




i o s o

74

Osvaldo Sangiorgi

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

3b.

Se com 36kg de fio foram tecidos 126m de fazenda de 0,60m de lar-
gura, pergunta-se, quantos metros de fazenda de 0,72m de largura
ge podem tecer com 48kg do mesmo fio?

Uma adega de vi_nlm abastece 35 homens por um més dando a cada
um déles 3/5 de litro por dia. Se os homens ficassem reduzidos a 20
e se cada um déles recebesse 3/4 de litro, quantos dias a adega poderia
abastecer éstes homens? (Nora: lembrar que 3/5 é menor que 3/4).

Um automobil_istn. percorre certa distincia em 70 horas caminhando
10 horas por dm: f‘_&umcntando a velocidade de seu automével em 2/5,
251;13;5; lécl)rll'a;c_;odtdrms ?dc(vl\(;rd fazer para percorrer a mesma distincia
50 horas ora: a nova velocid )
e Lo ocidade serd representada

Uma equipe de mineiros composta de 15 homens extraiu, em 30 dias,
3,5 toneladas de carvio. Se esta equipe for aumentada para 20 ho-
mens, em quanto tempo serd extrafda a mesma quantidade de carvio?

Dois cavalos, cujos valores tém sido apreciados como diretamente
proporcionais s suas fOrgas e inversamente proporcionais s suas
idades, tém: o primeiro 31 9me e o segundo 5a 4me, sendo que sus
fér_'gas_ estlio entre si (1.° para o 2.°), assim como 3 estd para 4. Se 0
primeiro foi vendido por Cr$ 2 400,00, qual deve ser o prego de venda
do segundo?

Um andarilho percorre certa distAncia em 56 horas, andando 10 horas
por dia. Aumentando a sua velocidade em 2/5, pergunta-se, quantas
horas didrias deve andar para vencer a mesma distincia em 48 horas?

:([i)amlfﬂ?meantl: 15dcaval‘?3 durante 11 dias sio necessdrios 2 200kg
e alfafa. etirando-se 7 cavalos, em quanto tempo seriio consumi-
dos 1280kg de alfafa? S F

Se 8 homens recgbe_m &£ 11, por 5 dias de trabalho de 9h didrias,
quantas horas didrias deverdo trabalhar 5 homens para ganhar

£ 13-15 em 9 dias?

Se trés homens podem arar um campo de 8ha em & dias, trabalhando
8 horas didrias, em quantos dias 8 homens poderiio arar 192ha tra-
balhando 12 horas didrias?

Com 16 mdquinas de costura aprontaram-se 720 uniformes em 6 dias
de trabalho. Quantas mdquinas serio necessdrias para confeccionarem
2 160 uniformes em 24 dias?

Se 54 operérios trabalhando 5 horas por dia levaram 45 dias para
construir uma praga de forma retangular de 2256m de comprimento
por 150m de largura, quantos operdrios seriio necesdsrios para cons-
truir em 18 dias, trabalhando 12 horas por dia, outra praga retangular
de 195m de comprimento por 120m de largura?

Para construir um canal de 104m de comprimento por 5m de profun-
didade e 7m de largura, 100 operdrios, trabalhando 7 horas por dia
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36,

37.

38.

39.

40.

levaram 2 méses e meio. Aumentando, de 40 o niimero de operérlos
e fazendo-os trabalhar 10 horas por dia, pergunta-se: em quanto
tempo os operdrios construiriam um segundo canal com o mesmo
comprimento do primeiro, porém de profundidade e largura duplas
das do primeiro ?

Se com 1000m3 de dgua se rega um campo de 450 hectares durante
20 dias, qual é a quantidade de dgua necesséria para se regar outro
campo de 200 hectares, durante 30 dias?

Para o piso de uma sala empregaram-se 750 tacos de madeira de 45cm
de comprimento por 8cm de largura. Quantos tacos de 40cm de com-
primento por 7,5¢m de largura sdo necessdrios para um piso cuja su-
perficie 6 dupla da anterior?

Se 10 operdrios, trabalhando 8 horas didrias, levantam em 5 -LJ;— dias

uma parede de 22m de comprimento por 0,45m de espessura, em
quanto tempo 16 operdrios, trabalhando também 8 horas por dia,
levantam outra parede de 18m de comprimento, 0,30m de espessura
e de altura duas vézes maior que a primeira?

Um bloco de mdrmore de 3m de comprimento, 1,50m de largura e
0,60 de altura pesa 4 350kg. Quanto pesard um outro bloco do mesmo
mérmore cujas dimensdes sfio: comprimento 2,20m, largura 0,75m
e altura 1,20m?

Para a construgio de um atérro 18 operdrios trabalhando 10 horas
por dia, durante 6 dias, conduziram 1680m? de terra a 30 metros
de distincia. Qual o volume de terra que seria transportado a 35m
de distincia, se 8stes operdrios trabalhassem 11 dias de 12 horas de
trabalho ?

Nora : Outros exercicios no fim do livro, s pdgs. 299 e 300.

Respostas:

Pk

Lomil=iic e ot R B SRR T L

Nio (duplicando g6 uma parcela nfio duplica a soma).

Nio 6.

O produto é diretamente proporcional aos fatores e o quociente inver-

samente proporcional ao divisor, !
Diretamente proporcional em relagfio ao numerador e inversamente

proporcional em relagio ao denominador.
Inversamente proporcionals.
12

. 1h 30m. 19. 45min.
d=2. 13. 22068 voltas. 20. 60m ¢ 48m.
4 14. 36. 21. Cr$ 166 000,00.
Cr$ 99,00. 15. 15,20m. 22, 2000m.
Cr$ 6 150,00. 16. 5min 3,72seg. 23. 21 dias.
9 562,5kg. 17. 5min 37,5seg. 24. 140m.
252 dias. 18. 15 dias. 25. 42 dias.

5h.
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26. 10 horas. 31. 10 horas. 37. 1800.
1 32. 30 dias. 3
27. 22 Y dias. 33 19, 28 g 2 PR T
28. Cr$ 2 250,00, 34. 39 op.
29. 8h 20m. 35. 5 méses. 30, 3 190kg.
30. 12 dias. 36. 666,666m3. 40. 3 168m3,

§ 4. Percentagem ou Porcentagem. Taxa
milesimal. Juros simples. Aplicacoes.

29. Céleulos por cento e por mil. Os descontos que
geralmente sio concedidos nas compras e nos pagamentos
assim como 08 confrontos de um conjunto de unidades com um
conjunto maior de unidades, da mesma espécie, siio calculados,
comumente, tomando por base os fatéres 100 e 1 000 sob o0s
nomes de tanto por cento (ou percentagem, e tanto por mil.

O valor que se toma em cada 100 unidades ¢ chamado

taza centesimal e o valor que se toma em cada 1 000 unidades,
taza milesimal. Exemplos :

1. Taza de 6 por cento significa que para cada 100 uni-
dades se calculam 5. Indicagcio: 59,

2. Taza de 12 por mil significa que para cada 1 000 uni-
dades se calculam 12, Indicagio: 12 °/e.

Usando os seguintes simbolos :
i para laza;
€ para o nimero que se opera, também denominado
principal ou capital ;
p  para indicar o valor de lanto por cento ou percentagem ;
P para indicar tanio por mil;
j& consagrados nesses problemas, que s@o de regra de trés,
podemos estabelecer certas férmulas para facilidade do cél-
culo. Assim, empregando o raciocinio j4 conhecido, temos :
se a 100 corresponde ¢ ou | 100 | ¢
a C corresponderd p o LN
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Armando a proporgfo :
100 )

—_— ] —

C p

e tirando os valores, respectivamente, de p, ¢ e C, vem as
Jormulas :

C Xi . 100 X p C_lOOXp
= —— 1 = —— = —
100 C z.
(d4 a percentagem) (d4 a taza) (d4 o capital)

Da mesma forma :

se a 1000 corresponde ¢ ou | 1000 | ¢
a C corresponderd P 0 € s B
1 000 £
donde : Y

e as férmulas serdo:

% . 1000XP C — 1000XP
~ 71000 ‘== P
(d4 tanto por mil) (d4 a taza) (d4 o capiial) |
APLICAGOES.
1.®) Calcular 5% de Cr$ 720,00.

; CXi . € = 720,00
Aplicando a férmula: p = 00 onde e

720,00 X 5
tEmOB 2 p= —-—iaﬁ""— = 36,00.

Logo, 5% de Cr$ 720,00 sio Cr$ 36,00.
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2.%) Sabendo-se que 2°/wo da populagio de uma cidade
de 120 000 habitantes sio paraquedistas, pede-se o ntimero
de paraquedistas dessa cidade.

Aplicando a férmula: P = EX7 g, { C = 120 000

1 000 7 =2
A 120 000 X 2
temos : = oS MUY ANEL gy
1000 240.

Logo, nessa cidade existem 240 paraquedistas.

.3.") Em um negécio de Cr$ 48 000,00 perdeu-se a impor-
tincia de Cr$ 2 400,00. Determinar a faza por cento da perda

. 100X p . 100 X 2 400,00
De ¢ = —5 g = L
g ¢ et 48 000,00

Portanto, a perda foi de 59%,.

= 5.

4.*) Numa firma houve um lucro de Cr$ 36 000,00 2
taxa de 6%. Determinar o capital inicial (principal).

De 0=22022  temos: ¢=120X30000,00_ 50 09,00,

Portanto, o capital inicial foi de Cr$ 600 000,00.

30. Juros simples. Chama-se juro ou inlerésse 8 com-
pensacdo, em dinheiro, que se recebe emprestando uma certa
quantia por um determinado tempo. O juro (j) é diretamente
proporcional & quantia emprestada, que se denomina capital
(c), ao lempo (f) de duragio do empréstimo e é estabelecido
sob a forma de percentagem (i) por um ano. Assim, a taxa
de 5%, ao ano significa que o capital 100 produz 5 em um

ano. Exemplo:
A importincia de Cr$ 100,00 com a taxa de 5% pro-

duzird Cr$ 5,00 em um ano.

B S S
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A época em que finda a duragiio do empréstimo ¢ deno-

Minada vencimento.

Chama-se montante ou capital acumulado & sOMA el
¢erto capital com os préprios juros.
A O juro ¢ simples quando nilo ¢ somad

*eulo de novos juros nos tempos seguintes.
128 juro composto. Iistudaremos em nosso
0 Juro simples,

ado ao capital para 0
Caso contrario,
curso, somente

31. Férmulas sébre juros simples. Sejam:

¢ — capital
t — taxa pPOr ano
t — tempo expresso em anos

j — juro simples produzido.

de
O céleulo dos juros simples reduz-se a um problema

@ de tros composta, pois, se :

o capital 100 em 1 ano produz. :
em { anos produzird j

regr
1
0 capital ¢
k- | 100 | 1 [ ¢
l ¢ L1 I g
Armando a proporgﬁo:
2 100 X 1,
7 ¢ X 1
e ] g srmula do juro,
iﬂtoméof] o valor de j para a obtengio da 1

. eXiXxXt __cit
F=qa0 + & 100

: {. pois
_Desta férmula podemos tirar os valores de ¢, & & pois,
€scrita gob a forma :
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encontramos facilmente :

1005 4 1005

= ——— I = ——
it ct

(d4 o capital) (d& a taza)

o 10?1
ci
(d4 o tempo)

OBsErvagio. No emprégo das férmulas deve-se sempre referlr
¢ e { & mesma unidade, isto 6, a taxa sendo ao ano, ao més ou ao dia, 0
tempo deve ser reduzido, respectivamente, a ano, a més ou a dia. Para
facilidade do edlculo prefere-se, As vézes, o emprégo das férmulas de juro

j4 tendo 7 e ¢ reduzidos & mesma unidade.

Assim, se m designa o tempo em meses e d em dias, as férmulas

correspondentes, levando em conta que:

1 1
Im=-1—édoano e 1d=%ﬁ
gerfo
" 1
b cXiX 12m
iy 100 u
X y X i
o 2 TR
g 100 2
APLICACOES.

do ano (*)

cim

7= 1200

e cid
7= 736 000

1.2) Qual é o juro produzido por um capital de Cr$8 500,00
emprestado a 109 ao ano, durante 4 anos?

Temos : ¢ = 8500,00

i = 10% (ao ano)

t = 4 anos

gi=2

L iy
Férmula a ser empregada : j = =
8 500,00 X 10 X 4

Portanto: J = 100 = 3 400,00.

_—_—— .
(*) Ano comercial ; 860 dias.
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Logo, o jure produzido é de Cr$ 3 400,00.

2.2 Que juro rendeu um capital de Cr$ 12 000,00, em-
pregado a 9%, ao ano, durante 2a 3me?

Temos: ¢ = 12 000,00
¢ = 9% (ao ano)
t = 2a 3me = 24me -+ 3me = 27me (meses)
i=7

ctm
1 A(r ! 1 = == 2 2
FFérmula a ser empregada : j 1200 onde m 7
; 2
Portanto: j = 12C0000XIXZT _ 4 454 o

1200
Logo, o juro rendido foi de Cr$ 2 430,00.
3.2) Um certo eapital & taxa de 11 9, ao ano, rendeu

Cr$ 22 000,00 de juro durante 5 anos. Determinar ésse
capital.

Temos : 7 = 119, (ao ano)

7 = 22000,00

t = 5 anos

c= 17

1007
Férmula a ser empregada: ¢ = itJ s
100 X 22 000,00
: = = 40 000,00.

Portanto: ¢ T1X5 )

Logo, o capital foi de Cr$ 40 000,00.
4.7 A que faza foi empregado um capital de Cr$ 90 000,00

que, em 150 dias, rendeu um juro de Cr§ 4 500,007

Temos : ¢ = 90 000,00
t = 150d (dias)
j = 4500,00
f = 7
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TFérmula a ser empregada :
: : cid 4 . . 360007
a partir de j = 36000’ onde 36000j = cid e ¢ = w

. . _ 26000 X 4500,00 "
Portanto: ¢ = 90 000X 150 = 12.

Logo, a faza foi de 129, ao ano.

5.*) Determinar o fempo em que foi empregado o capital

de Cr$ 18 000,00 que a 9—21—% 20 ano produziu um juro de
Cr$ 3 800,00. :
Temos : ¢ = 18 000,00

‘i=9—;-%=g% (a0 ano)

7 = 3 800,00
t= 12 .
Férmula a ser empregada: (= %’?— :
2
Portanto: ¢ = 100 X 3 800,00 = 2?0 = 2 T

18 000,00 X 12—9

[y

Logo, o tempo foi de 2 % anos ou reduzindo: 2a 2me 20d.
32. Operag¢des com o montante. Indicando por M o
montante, devemos ter por definigdo :
M =c+j, _
onde ¢ é o capital primitivo e j o juro rendido por tal capital.
Substituindo na expressio do montante o valor de

cit 100¢ + it _ ¢ (100 + z't)’
M=c+750= " 100 100
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—

onde podemos ressaltar as duas férmulas:

_ e(100 + i2) _100M
o 100 e R T 7, P

(d4 o montante) (d4 o capital primilivo)

ArLicagXo. Sabendo-se que o montante no fim de 2a 3m,
& taxa de 69 ao ano, é de Cr$ 13 620,00, calcular o capital
primitivo e o juro.

" 1000
A- 1 d g b = —_— He 8 :
plicando a férmula ¢ IOO—l—z‘t’ temos
100)(1362(;,;)0 (£=2+%=f_§
100 4 6 X I
1 362 000
ot 009,00 X 2 _ 15 000,00.

227

Sendo ¢ = Cr$ 12 000,00, o juro sers :
Cr$ 13 620,00 — Cr$ 12 000,00 = Cr$ 1 620,00

Nora: Poder-ge-ia, também, aplicar diretamente g férmula
C 1200 . M
1200 +-2m

33. Divisor fixo. Nas Caixas Econdmicas, nos bancos e
nas demais emprésas comerciais onde os movimentos de depé-
sitos e retiradas de dinheiro é bastante intenso, usam-se mé-
todos mais rdpidos para o cdleulo de juros. Um déles é o
método chamado do divisor fizo, para cdleulo de juros, por
dia, de um capital ¢ a uma taxa ¢. Deve-se usar a férmula

e . cid
do juro, expressa em dias, isto é, j = 36000

Chamando de divisor fizo em relagdo a taxa i ao quociejnte

da divisio de 36 000 por ¢, e indicando-o com a notagfo :

36000

e |
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temos, substituindo [éste valor na férmula 7§ = __c_zg!__
’ VR 4 e

(onde——i——— —1_ .
36000 D/

-
A

Arricagio. Na Caixa Fcondmica do Estado de Sio Paulo,
365000 = 7200.
Logo, se alguém quiser saber o juro que o capital de

Cr$ 64 800,00 ren.deu, em 13 dias, nessa Caixa, basta apli-
car a férmula acima usando para D o valor 7 200, isto é :

_ _cd _ 64800 X13
7 200 7 200

que paga juro de 5% ao ano, o divisor fizo é D=

J = 117,00.
Portanto, o juro procurado é de Cr$ 117,00.

Os divisores fixos mais usados, para as diferentes taxas
existentes, constam do quadro:

i 59, 6%, 8% 9%, 109, | 129%
D | 7200 6000 | 4500 | 4000 | 3600 | 3000

EXERcicros

PERCENTAGENS E TAXA MILESIMAL !

1. Calcular:
1.9) 6% de Cr$ 1 210,00.

2.0) 0 -%—% de Cr$ 500,00.

3.0) 0,569 de 146 gramas’.
4.°) 89/ de 25000 toneladas.
5.2) 1,5%00 de 3000000 habitantes.

9. Determinar quanto por cento €
1.°) Cr$ 500,00 de Cr$ 2 500,00.
2.0) 12 gramas de 96 gramas.
3.2) 1200m?2 de 60km?2.
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3. Determinar quanto por mil &
1.°) 5kg de uma tonelada.
2.°) 250 000 km? de 8 000 000 km?.

‘4. Dizer: 1.) Cr$ 50,00 é 8% de que importfincia ?

2.0) 120 habitantes é 3% de que populagio?
Uma eaga 6 comprada por Cr$ 345 000,00 e vendida por Cr$ 386 400,00.
Qual ¢é a taxa do luero?

6. Quanto pago por um terreno que, comprando 3 vista, ganho um des-
conto de 109, eqitivalente a Cr$ 20 000,007

7. Num colégio 32% dos alunos sio meninas ¢ 0s meninos somam 340
Quantos giio os alunos?

8. Em certa fdbrica trabalham 648 homens e sabe-se que 46% dos
operdrios siio mulheres. Qual é o total de operdrios dessa fdbrica ?

9. Sabendo-se que 12w dos habitantes de uma cidade representam
pessoas com idade superior a 85 anos e que 08 demais habitantes
somam 49 400, pergunta-se qual é a populagio dessa cidade?

10. Uma pessoa entrou numa firma comercial com Cr$ 78 000,00 e gaiu
;:om um ecapital de Cr$ 105 300,00. De quanto por cento foi o seu
ucro ?

11. Um escritério emprestou a mesma qu
om a primeira ganhou 15% e com as
lucrou com éstes empréstimos?

12. O material de construcio comprado numa casa comercial importa.
em Cr$ 12 136,00. A despesa do transporte déste material é de 6%
g0bre o valor da compra e o pagamento A vista d4 no comprador um
desconto de 3% sobre o gasto total. Quanto se gastou a0 adquirir
éste material ?

13. Em uma cidade de 676 000 habitantes os catélicos sio em nimero
de 671 268. Caleular a taxa milesimal dos habitantes nfio catdlicos.

14. Uma certa qualidade de vinho tem a graduaciio de 13% de dlcool.
abendo-se que na destilagiio désse vinho obteve-se 55,641 de dlcool,
determinar a quantidade de vinho empregada.

15. Em 448kg de dgua salgada a 15% (em cada 100kg de mistura h.
15kg de sal) leva-se a evaporar 128kg de #igua. Determinar a taxa

de percentagem de sal que restou.

o

antia em dinheiro a trés pessoas.
demais perden 6%. Quanto

Juros simpLos. Montant., Divisor Fixo(*®)

16. Caleular o juro produzido por Cr$ 3 600,00, em 3 anos, a taxa de 6%
17. Qual 6 o juro de Cr$ 24 600,00 a 3,6% por 1Q meses?

(*) A toxa ¢ sempre referida ao ano.
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18.
19.
20.
21.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.
34.

35.

36.

a7.

Qual é o juro de Cr$ 1200 000,00, A taxa de 109, por 2 anos e 3 meses ?
Calcular o juro de Cr$4 000,00, a 0-;—- %, durante 1a 11m 12d.
Determinar o juro produzido por Cr$ 36 000,00 em 150 dias a 12%.

Qual é o capital que empregado a 10%, durante 2 anos, rendeu
Cr$ 19 200,00 de juro? % ’

Um capital empregado a 12% rende, no fim de 36 dias, o juro de
Cr2 3 600,00. Qual foi 8sse capital?

- - - - - 1
Determinar qual foi a quantia em dinheiro que, empregada a 10—2- %
a0 ano, rendeu, em 6 meses, Cr$ 6 300,007

Qual 6 a taxa que foi empregada para que, em 2 anos, um capital
de Cr$ 50 000,00 rendesse um juro de Cr$ 10 000,007

Calcular o capital que rende Cr$ 612,00 de juro em 100 dias, A taxa
de 1297

Um capital emprestado a 3—2-% rendeu, em la 1m 10d, o juro de

Cr$ 367,20. Qual foi ésse capital?

Uma pessoa tomou Cr$ 15 000,00 emprestados pelo prazo de 60 dias
e pagou Cr$ 300,00 de juro. Qual foi a taxa dessa fransacgio?

Um capital de Cr$ 2 700,00 rendeu em 13 meses e 10 dias o juro de
Cr$ 243,75. Qual foi a taxa empregada?

Qual é o tempo em que um capital de Cr$ 9 648,00, a 5%, rende
Cr% 1 587,907

Durante quantos meses esteve emprestada a quantia de Cr® 3 030,00
a fim de render o juro de Cr$ 155,564 & taxa de 5,6%?

Por quanto tempo um capital deve ser empregado a 8% para que
: : : 4 ; ; 4

o juro obtido seja os T do capital? {7 = 'B-C .

Qabendo-se que um certo capital foi duplicado em 20 anos a juros

simples, pergunta-se, a que taxa foi empregado 8sse capital? (7=¢).

Em quanto tempo um capital triplica de valor & taxa de 10%7? (j=2¢).

Coloca-se 1/3 de um capital a 7% e o restante a 9%, obtendo-se assim
um ganho anual de Cr$ 36 000,00. Qual é o valor désse capital?
[ mais vantajoso empregar: Cr$ 18000,00 a 6% ou Cr$ 12 500,00
a 3,6%, e o restante a 5,697

Qual é o montante de um capital de Cr$ 20 000,00 durante la 2me
A taxa de 12%7

Qual é o capital que depois de 8 meses, A taxa de 11—;- o, dd um
montannte de Cr$ 12 920,00.
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1
88. Qual 6 o divisor fixo de um Banco cuja taxa & 5-5- %7
39. O D de uma casa bancdria ¢ igual a 3 789. Qual é a taxa cobrada

por essa casa bancdria? (aproximagio decimal).

40. Por quantos dias ficou depositada a

num estabelecimento banedrio X
0-se que rendeu durante fsse tempo um juro

Nora : Outros exerefcios no fim do livro,

Respoatas e

"L 1.) Cr$72,60; 2.) Cr$ 47,50;

de divisor fixo igua

3.0) 0,73g; 4.°) 75t

le Cr$ 126 000,00
1 a 3000, saben-
de Cr§ 2100,007

importfincia ¢

As pdgs. 302 e 304

5.9) 4 500hb.

2. 1°) 200; 2.9) 12,5%; 3.°) 0,002%.

8. 1.%) 5%

2.2 31,25 %foo.

4. 1) Cr$625,00; 2.°) 400000hb.

5. 1297,

6. Cr$ 180 000,00.
7. 500.

8. 1 200,

9. 5000.

10. 359,

11. 39,

12. Crg 12 478,24.
13, 7 0.

14. 4928

15. 219,

16. Cr$ 648,00.

17;
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.

28.

Crg 738,00.

Cr$ 270 000,00.

Cr$ 741,00.
Cr$ 1 800,000.
Cr$ 96 000,00.

Cr$ 300 000,00.

Crg& 120 000,00.

10%.
Cr$ 18 360,,00.

Cr3 9 180,00.
12%,.

1
8 r Y-

29. 3a 3me 15d.
30. 11.

31. 10 anos.

32. 5%.

33. 20 anos.

34. Cr$ 432 000,00.
35. Cr$ 18 000,00 & 6%
36. Cr$ 22 800,00.
37. Cr$ 12 000,00.
38. 6750.

39. 9,6%.

40. 50 dias.

et s

i




CAPITULO I1

Figuras geométricas planas.
Reta e circulo

§ 1. Entes geométricos. Proposi¢oes
geométricas. Congruéncia.

INTRODUGAO A GEOMETRIA DEDUTIVA

1. Geometria intuitiva. Objetivos da Geometria de-
dutiva. O nosso primeiro contato consciente com a Geometria
T c!enominada intuitiva ou experimental — foi no Curso Pri-
Wdrio. A observagio e a experiéncia foram, nesse tempo, 0s
me10s empregados para realgar as propriedades relativas 2
forma ¢ 3 extensiio dos corpos.

Agora, numa fase mais avangada, em que a Geometria
Passa a estudar estas mesmas propriedades dos corpos, fazendo
Uso sdmente da razdio, recebe o nome de dedutiva ou racional.
As propriedades relativas A forma e A extensio dos corpos
dellonmmm_se' entdo, propricdades geomélricas e o objetivo
da Geometria dedutiva fica sendo, precisamente, o de esfudar
s propriedades geométricas dos corpos por meio de um enca-

eamento ligico de ractocinios.
ara atingir ésse objetivo, necessita a Geometria dedutiva

do conhecimento de dois importantes grupos: o grupo dos
entes (*) geométricos e o grupo das proposicdes (**) geométricas.

2. Grupo dos entes geométricos: ponto, linha, su-
Derficie, reta e plano. Como toda ciéncia, a Geometria
dedutiva tem por ponto de partida um conjunto de nogdes
pPrimitivas que atingem o nosso espirito através de os sentidos.

.-_—-'.‘_-_—
.(:) Ente — do Intim &ns, #ntla — que significa : aguilo que exiate.
(**) Proposicdo — do latim prapdsltio — que significa : ato de propor
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Estas nogdes constituem o grupo dos cnies geomélricos, que
ndo se definem e dos quais todo ser humano tem idéia j&
formada' por intermédio da observac¢io e da experiéneia.

Assim, por exemplo, temos idéia dos seguintes entes geo-
métricos :

1. ponto: observando um grio de areia, uma estréla ou o
sinal deixado por uma agulha s6bre um objeto pldstico;

2. linha: observando um risco deixado na lousa ou um fio
de séda bem delgado;

3. rela: observando um raio luminoso ou um fio bem esti-
cado;

4. superficie: observando as partes visiveis dos corpos;

5. plano: observando o chio onde pisamos ou a face de um
cristal.

Dos entes geoméiricos, sio considerados fundamentais:
o ponto, a reta e o plano (¥).

Ospservagio. Os exemplos materinis dados dos entes geométricos
fornecem apenas : a idéia sensorial de wm ponto, que é pensado geometrica-
mente sem dimensdes; a imagem de uma parte da rela, que é pensada em
Geometria como indefinida (uma dimensiio), bem como a imagem de uma
parte do plano, que é geometricamente indefinido (duas dimensdes).

As imagens dos entes geométricos fundamentais e as
respectivas indicagdes, que serio usadas neste curso, cons-
tam da fig. 2.

2 A &2 i ik
{ponto A) {reto a)

= (plono ¢!
Fic, 2

Nora : Os pontos serdo sempre indicados com as letras maidsculas
do alfabeto latino: 4, B, C, D, ...; as relas, com as letras mindsculas
g, b, 0, Gy« 808 planos, com as letrag mintdsculas do alfabeto grego :
o (alfa), B (beta), v (gama), & (delta), ...

"% Hiaor PO - i o dni 0 e o3 demais
A R ok s Gutron aotes fackiliars o sstuda
que Or& smpreendemos.

e rmm——— e P
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3. Figura geométrica. Espago. Chama-se figura geo-
métmca.ou simplesmente figura a todo conjunto de pontos.
Ao conjunto de todos os pontos atribui-se o nome de espago
Se todos os pontos de uma figura geométrica estiio sbbre o
mesmo plano a figura diz-se plana ; caso estejam em planos
diferentes a figura diz-se do espago ou sdlida. Exemplos :

1. Um triingulo, desenhado na lousa ou numa f6lha de

papel, é uma figura geométrica plana.

2. Uma bolinha, dessas de jégo de gude, é uma figura

geométrica do espago denominada csf;zra.

4. Grupo das proposi¢des geomdéiricas: postulados
e teoremas. IMazem parte déste grupo: proposi¢ées intuitivas
e proposi¢ies deduzidas. Proposi¢do intuitiva é aquela prove-
niente diretamente da observagio ¢ da experiénceia, e, aceila
como verdadeira. Atribui-se a esta proposigio o nome de
axioma ou postulado. Exemplo :

Da observagio de um pequeno foco luminoso, que pode
considerar-se como um ponto, de onde partem infinitos raios
de luz, que podem ser interpretados como retas, resulta o seguinte

postulado :
Por um ponto passam infinitas retas (fig. 3).

Proposi¢io deduzida é aquela que de-
riva de um ou mais postulados. Iista pro-

posigio recebe o nome de teorema. \\\; / /

O enunciado de um teorema ¢ com- ____
posto de trés partes (*) :

1.%) o sujeilo, que é a figura que se
estuda;

2.2) a hipdiese, que é o conjunto de
verdades atribuidas ao sujeito;

3.%) a fese, que é o conjunto das verdades que se deduzem.

O raciocinio que se faz para deduzir a tese da hipétese
6 denominado demonstragio (**) do teorema. Exemplo :

T
-..__1"-

(*) Ver C. Barrr: Geomalria Piana, pig. 115. I . h
(#) Pode-se, agora, dizer quo 0 postulado & tdda proposigho aceila como verdadeira e
que o teorema & & proposiclio gdmente aceita como verdadeira por demonstracdo.
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Num triéngulo is6sceles (*) os Gngulos
s da base sdo iguais.

Nesse teorema, temos:

\ sujerto: tridngulo (fig. 4);
\ hipdtese (H): o triingulo é isdsceles;
/ l tese (T): os fngulos da base désse trifin-

e —

— : gu!o 840 iguais.
] Disposi¢ao prdtica: H{AB=AC rT(B=C

Enunciado um teorema, que é também chamado feorema
direlo, podem-se deduzir os scguintes outros teoremas:

1. Reciproco, quando se {rocam a hipétese e a tese entre si;

2. Conirdrio, quando se negam a hipétese e a tese. Tix.:
; Teorema direto: Dois dngulos opostos pelo vértice sio
iguais.

Teorema reciproco (ou reciproea): Dois ingulos iguais siio
opostos pelo vértice.

Teorema contrdrio: Dois fingulos que niio siio opostos pelo
vértice sdo diferentes.

Deve-se notar que nem sempre as recfprocas sio verda-
deiras. No exemplo dado a recfproca niio é verdadeira, pois,
nem sempre dois dngulos iguais siio opostos pelo vértice. O
mesmo pode-se dizer quanto a wveracidade do teorema con-
trario de um teorema dado.

Chama-se coroldrio a uma conseqiiéneia tmediata de um
ou mais teoremas, ou postulados ou definigﬁcs._

A demonstragio de um tcorema pode.scr feita:

a) diretamente : quando partindo da hipétese deduz-se a

verdade pedida pela tese;

b) indiretamente ou por redugio ao absurdo: quando, ne-
gando-se a tese, tem-se como conseqiiéncia a negagiio da
hipdtese, ou qualquer outra proposicio ji aceita (**).

OBsERVAGAO. As demonstragdes direlas sio as prcfe;id:fs, por colo-

em uma verdade em todn_‘sua evidéneia, sutis_fazendp assim inteiramente
c?)respfrito. As demonstragdes, por absurdo, sio mais cOmodas para_de-
fnoustrarem as reciprocas de teoremas conhecidos, no caso de verdadeiras.

g Proposigaes geométlzicas l'undamcn!:ais. Sio deno-
minadas proposi¢oes geométricas fundamentais os postulados

-——_____—- 9 .

5 : é ue tem dois ladcs igueis. .
(¢) Tridngulo laie%ﬂ,lf;eu;nqda teoremas contraditérios, isto ¢, aqueles que, partindo da
) nﬁ’gﬁfiﬂgztene- chegam 8 conclusdes diferentes.

——8

e e———————————————
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que permilem deduzir oulras proposicoes.
Numerémo-las:
1.8) Existem infinitos pontos, infinilas / _
relas ¢ infinilos planos. Numa rela =

existem infinitos pontos; num plano

existem infinitas relas e, portanto,
infinitos ponlos. L 2 \c
2.*) Por wm ponlo passam infinitas retas. Fie. 5

Exemplo : _
Pelo ponto A passam asrelas a, b, ¢, d, ... (fig. 5).

" 3.%) Por dois pontos passa wmna rela e uma s6 (*). Exemplo :

Pelos pontos A e B s6 passa a reta r (fig. 6).

) ,Zﬁz,f_,ﬁ.ﬂ_.,_%g

Fic. 6

4.") Por wma rela passam infinitos planos. Exemplo :
Pela reta r passam os planos a, B, 7, 8, ... (fig. 7).

5. T'rés pontos, ndo periencenies @ mes-
ma reta, delerminam wum plano e
um s6. Exemplo :

Os pontos A, B e C, que nio
pertencem & mesma reta, determi-
nam o plano a (fig. 8).

Fic. 8

Fic. 7

(*) Tste postulado também pode ser enunciado, dois ponfos delerminam uma s6 rela
a qual pertencem.



e
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6.8) A rela que passa . )
por dois
perlence a @sse plano. Exe?fpﬁtc?s: Sk squet e v B0
A rela r que passa CIO
pertence ao plano o (figI,) 9)? pontos 4 e B, do plano e,

7.%) Uma figura geomélrica pode mover-se no plano (ou no
espaco) sem se deformar. (Postulado do movimento).

8.2) Uma figura geomélrica é tgual @ soma (*) de suas partes
e mator que qualquer destas paries.

DEFINIGCOES

6. Semi-reta. Seja a reta r (fi
. Sej g. 10) e P um de seus
pontos. O ponto P divide r em duas partes: a dos infinitos

B & p i .
gemi-reta P 7
; semi—
{origem) mi=rete

Fre, 10

pontos que precedem P e a dos infinitos pontos que sucedem
P. Cada uma dessas partes é denominada semz'?reta. Logo :

Semi-reta é cada uma das duas partes em que
fica dividida uma reta por um de seus pontos

O ponto P diz-se origem das semi-retas, que por sua vez,
gdo chamadas oposias uma da outra. Cada semi-reta é ilimi-
tada num 80 sentido, também denominado sentido de percurso,

———— . "
(%) O conceito de soms das diversas figuras geométricas serd estudado noe § § seguintes.

e

-
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8 indisad: ] - '
n{:nf('hcad“l pela origem P ¢ mais um de seus pontos. Assim,
ig. 10, temos as semi-retas PA e PB.

eta. Distincia entre dois pontos.

7. Segmento de r
Temos a definigio:

Sejam A e B dois pontos da reta r (fig. 11).

Segmento de reta ou segmento & o conjunto de
todos os pontos de r compreendidos entre Ade
B ¢ mais os pontos 4 ¢ B.

os extremos do segmento,

Os pontos 4 e B sio denominad ¢
do (B) eatremidade.

?Eg('io 0 primeiro (4) origem e o segun
leagio: AB (lé-se: segmento AB).

semi-reta

semi-reta , segmento
. +

Fia. 11

ens, respectivamente,
B, sio denominadas
ompreendidos entre
prolongamentos,
é também cha-

4 & %S duas semi-retas que tém por orig
prolo e que nio contém o segmento A
ngamentos do segmento. Os pontos ¢
ea:t:rnB’ dizem-se internos e os situados nos
mad 0s a0 segmento AB. O segmento AB
o de distdneia entre os pontos 4 e D.

Seg nﬁ'eniﬁn:f}ms consei:)ul.;ivos. Sig;n(finézSB?;;nf(i:;rfgj
que tenham jacentes. Dois segmento ;
izem-ge um exiremo comum ’
pertenc consecutivos. Segmentos
enomientes & uma mesma reta
que os nam-se colineares e a reta
Segnuemf,3 ontém, rela suporte. Dois
chseCHtc-)S collneayes que sejam A "
cenle 1vos siio chamados adja-
$ (AB e BC na fig. 13).
C

A 2l
e s

Fic. 12

Fie. 13
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9. Semi-plano. Consideremos um plano e uma de suas
retas (r) que vai dividi-lo em duas partes (fig. 14). Temos,
agora, a seguinte definigdo:

scmi-plnpo ¢ cada uma das duas partes em que
ficou dividido um plano por uma de suas retas.

A reta 7 ¢ denominada reta origem ou contérno dos dois
semi-planos que sio opostos um do outro.

CONGRURNCIA(

10. Figuras geométricas iguais ou congruentes. Duas
figuras geométricas sio iguais ou congruentes quando, por inter-
médio de um movimento, elas podem coincidir, isto é, se su-
perpor (**). As duas figuras se superpondo fazem com que a
cada ponto de uma delas corresponda um ponto da outra, e,
portanto, a todos os pontos de uma correspondem todos os pontos
da outra. Os pontos que se¢ correspondem em figuras iguais
dizem-se correspondentes ou homslogos. Assim, por exemplo, se
as figuras geométricas ABCDE e_A’B’ C'D'E' (fig. 15), séo con-
gruentes, & cada ponto da primeira corresponde um ponto da
gegunda e as duas figuras, depois do movimento (da 1.* para

a 2.%), coincidem ponio @ ponto.

(% Congrubneic — do latim cangrii’ntid — que significa : harmonia de uma cotsa com 0

Jim a que s8¢ destina. Os autores franc@ses o ltalmno.q.uaum maisg freqitentemente, em

‘matemética, 8 expressio igualdads (6gelité, eguaglinnze) ao invés de congruéncia
¢ # preferida peloa autores alomfies.

ue
(* faxgzg:?;ﬁft}a?ie da coincidénein estd garentida pelo Postulado do movimento.

ey
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D o

A B = a'

{antes do movimento)

p=o'

A=A p=g'
(depois do movimento)
Fa. 15

A congruéncia das figuras geométricas, que é indicada

pelo sinal 22, ou, mais comumente pelo sinal =, goza das
seguintes propriedades:
1.8) Reflexiva: Téda figura é igual a st mesma.
Assim, temos: fig. I'=fig. I,
2.8) Simétrica: Se wma figura é igual a oulra, estd é
tgual & primerrd.
Logo, se fig. F=fig. I’, temos que: fig. F'=fig.
3.8) Transitiva: Se uma figura é igual a uma se_gun_da
 figura e esta igual a wma ferceira, entdo @ Primera
figura é igual a terceira.
Portanto: se fiz. F=fig. F’ e fig. F'=fig T, temos
que: fig. F=fig. I'"'. =
Nora : Com estas propriedades, podemos dizer que:

1. Tédas as retas sio fguais;
9 Tidas as semi-retas sdo iquaiss As
8. Todos os planos sio iguais ;

4. Todos 08 semi-planos 8o tguais.

origens s@o pontos homdlogos ;

As retas origens sio retas homdlogas.
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11. Confronto de segmentos. Dados dois segmentos
AB e CD (fig. 16), pode acontecer que :

1.°) AB e CD coincidam, isto é, por efeito de um movimento (*)
é possivel fazer com que 4B ocupe a posi¢io de CD, de
modo que a todos os pontos de AB correspondam todos os
pontos de CD. I légico que nestas condigdes os extremos
sio pontos homdlogos, ou seja, se A4 coineide com C, entéo
B coincide com D e se A coincide com D, entdo B coin-
cide com C.

A B c o]

P
L

Fra. 16

Nesse caso os segmentos AB e CD dizem-se iguais (¥*)
e indicamos: AB =CD ou (CD = AB,

2.9 AB e CD nio coincidam, isto é, o ponto B depois do movi-
mento de AB assumird uma posi¢io B’ que se situard
entre C' e D ou também sbbre o prolongamento de CD.
No primeiro caso, diz-se que AB ¢é menor que CD (fig. 17)

4 B8 g D

=1

i
—

Fic. 17

e no segundo caso que AB é maior que CD (fig. 18). Em
ambos 0s casos os segmentos sio desiguais, sendo as indi-
cagdes respectivas:

AB<CD e AB > CD.

A B c oD B

— 4 [ S |

Fioc. 18

Logo, dados dois segmentos, o primeiro ou é igual
ou menor ou maor que o segundo. Admite-se que qualquer
am déstes casos exclua os outros dois.

smento pode ser assegurado pelo Poatulado do T:mnaporta da Semrg-sntoa
i &?}in?ﬂoi*?:mﬁDndopum segmento AB e umsa semi-rota CX éziste sdbre esta semi-retn
[ um dnico ponto D, tal que AB = CD.” ' )
! (%) O compasso & © instrumento utilizado para verificar se dois segmentos sfio iguais.
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OPERACOES COM SEGMENTOS

12. Soma de dois ou mais segmentos. Para somar
dois segmentos AB e CD, tomam-se sdbre uma reta dois seg-
mentos adjacentes A’B" e C'D’ (fig. 19), respectivamente iguais
a0s dois segmentos dados. O segmento A’D’ é a soma dos dois
segmentos AB e CD e indica-se:

A'D' = AB 4 CD.

A B C D

i1

Fia. 19

A soma de mais de dois segmentos é feita efetuando-se a
soma dos dois primeiros com o terceiro, a seguir a soma dos
trés com o quarto segmento (caso exista) e assim sucessiva-
mente.

13. Madltiplos e submiltiplos de segmentos. O seg-
mento soma de dois segmentos iguais a AB, diz-se duplo de
AB ou multiplo de AB, segundo o nimero 2. Da mesma forma
os segmentos somas de trés, quatro, ete., segmentos iguais
a AB, dizem-se multiplos de AB sequndo os nimeros 8, 4, ..
(fig. 20).

A 8 c D -

| — = - -

“(multiplicagdo)
Fro. 20

Escreve-se : AC = 24B; AD = 3AB; AE = 44AB; ...

Por outro lado o segmento AB diz-se, respectivamente,
metade, tér¢a, quarta, ... parte de AC, AD, AE, ... ou tam-
bém parte aliguola ou submuliiple, segundo o8 nimeros 2,
B 4 < us

Escreve-se :

1
AB='§

AC; AB:--;—AD; AB=—i—AE‘
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Relacionando os miiltiplos e submiltiplos de um segmento
tem-se o seguinte Posiulado de Arquimedes (*) :

Dados dois segmentos desiguais, existe um miilti-
plo do menor que supera o maior. Exemplo:

Suponhamos que um homem de passo eqiiivalente a 0,30m
(segmento de 0,30m), percorra um trecho de estrada de 300m
(segmento de 300m). I evidente que o homem percorrende
ésse trecho de estrada deverd, num certo instante, superd-la
o que vem justificar a existéneia de um miiltiplo de 0,30m
maior que 300m.

14. Diferenca de dois segmentos. Dados dois segmen-
tos AB e CD, sendo AB > CD, chama-se diferenca entre éles
a0 segmento DB, que, somado com CD, reproduz AB (fig. 21).

A B c ) D
[ 4 I ——
A=C (o] B
[ [ ——— -
Fie. 21

Indica-se : DB = AB - CD.
Se o0s segmentos dados sio iguais (AB=CD) a diferenga
é nula.

EXERrRcicIos

1. Dar exemplos materiais de pontos, retas e planos.
2. Que figuras geométricas representam: um dado désses de jogo e uma
bolinha de pingue-pongue?
3. Por um ponto quantag retas passam? I quantos plinos passam ?
4. Por dois pontos, distintos, quantas retas passam? I quantos planos ?
5. Por trés pontos quantos planos passam?
6. Qualéo postulado que pode garantir que as mesas de trés pés sempre
se assentom no chio que pisamos?
7. Que tipo de proposigio geométrica é o euu'nciudo : duag quantidades
iguais a uma tereeira sio iguais entre gi?
s L

) ARQUIMEDES — ilugtre gebmetra grego da Antigaidade (287-212 A.C.).

-
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8. O que acontece com um segmento de reta que possul os seus extremos
contidos num mesmo plano ?
9. Dizer o sujeito, a hip6tese e a tese dos segulntes teoremas:
a) Dols Angulos opostos pelo vértice sfio iguais;
b) A soma dos Angulos Internos de um tridngulo é igual a dols 4n-
gulos retos.
10. Enunciar as recfprocas dos teoremas seguintes:
a) Todos os fingulos retos sfio iguais;
b) Um trifingulo eqililitero tem todos os Angulos Iguals.
11. Demonstrar, usando os postulados fundamentais, que duas retas,
a e b, que se interceptam num ponto P, determinam um plano.
12. Demonstrar, usando os postulados (3.* e 5.* proposigdes fundamentals),
que uma reta r e um ponto P, fora dessa reta, determinam um plano.
13. Dados os pontos M, N e P, que nfio pertencem & mesma reta, dizer
as retas, as semi-retas e os segmentos que éles determinam.
14. Qual é a condigfio para que dois pontos pertengam a0 mesmo semi-
plano?
15. Quando é que um segmento ¢ mdltiplo ou submiltiplo de um outro
segmento, segundo o ntmero 57 I& segundo o ndmero n?
Respostas:
2. Cubo e esfera.
3. Infinitas. Infinitos.
4. Uma 86 reta. Infinitos planos (2 pontos determinam uma reta e pela
reta passam infinitos planos).
5. Se os pontos nio pertencerem 3 mesma reta, s passa um plano. Se
pertencerem & mesma reta, passam infinitos planos.
6. O da b.» proposigiio fundamental.
7. Postulado.
8. O segmento estd contido nesse plano.
9. a) suj.: fAngulos; hip.: fingulos opostos pelo vértice; tese: @&sses
fingulos sfio iguais.
b) suj.: trifingulo; hip.: 4ngulos internos do tridngulo; tese: a
goma désses fingulos é igual a dois fingulos retos.
10. @) Todos os fingulos iguais siio retos (recfproca falsa).
b) Um tridngulo que tem todos os ingulos iguais é eqiildtero.
11. A reta a é determinada por dois pontos: P e 4 (3.%). A reta b por dois
pontos: P e B. Os trés pontos P, 4 e B, nfio alinhados, determinam
um plano (5.%).
12. A reta r é determlnada por dols pontos: A e B (3.*). Os pontos P

A e B, nfio alinhados, determinam um plano (5.2).
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13. Retas dadas pelos pares de pontos: MeN; MeP: PeN. Segmentos:
MN; MP; PN. Semi-retas: dadas pelos prolongamentos (6) dos
segmentos.

14. E que o segmento de reta determinado por éles nfio encontre a reta
origem.

15. Midltiplo: quando é soma de 5 segmentos iguals ao segundo. Sub-
miltiplo: quando é a quinta parte do segundo. Miltiplo segundo
0 ndmero n: quando é soma de n segmentos iguais ao segundo;

submiltiplo quando f6r a n-ésima (%) parte do segundo.

15. Angulo. Sejam 04 e OB duas semi-retas com a
mesma origem O (fig. 22). Estas semi-retas dividem o plano
em duas regides denominadas, cada uma delas, dngulo ou regido

angular. lLogo:

Angulo é a regifio do plano limitada por duas
semi-retas que tém a mesma origem.

O ponto O chama-se vériice e as semi-retas 04 e OB,
lados dos dois 4ngulos. Usualmente, toma-se como sentido
dos lados o sentido de percurso das semi-retas OA e OB.
Pode-se designar um 4ngulo por uma letra ou nimero (com
acento circunflexo) colocada no seu interior ou pelas trés letras
que indicam o vértice e os lados, sendo que nesse caso a letra
representativa do vértice vem entre as outras duas. Assim,
na figura 22, temos:

A
dngulo AOB = AOB ou 1.

Onservagio. Um fingulo é constitufdo por infinitos pontos entre
os quais se encontram aquéles dos lados. Os pontos do fngulo, exceEUﬂBdO
os dos lados, dizem-se infernos ; 0s pontos do mesmo plano, que nio per-
tencem ao Angulo, dizem-se exfernos. Uma semi-reta, partindo do vértice,
6 denominada interna ou externa ao dngulo, segundo passa por um ponto

interno ou externo do 4ngulo.
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. O fngulo pode ser assim considerado como uma figura geométrica
(fig. 23) formada pelas infinitas semi-retas que partem do vértice e pas-
santes pelos infinitos pontos do 4dngulo.

Fie. 22 Fic. 23

CLASSIFICAGCAO DOS ANGULOS

16. Angulos convexo e cdncavo. No caso do 4ngulo
nio conter as semi-retas opostas aos seus lados, éle é chamado
convezo (fig. 24) e caso contrario, céncavo (fig. 25).

Fic. 24 Frac. 25

Nora : Quando o ingulo nfio vem discriminado, fiea convenclonado
que se trata de fingulo convexo.
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17. Angulo de meia volta ou Angulo raso. No caso
dos lados do fingulo serem semi-relas opostas (OA e OB na fig.
26), dngulo é denominado de meia volta ou raso. Neste caso,
o ingulo é téda a regido de um semi-plano. Da igualdade de
todos os semi-planos (n.° 10) - Nota 4) segue-se que: fodos

os dngulos rasos sdo iguais.
s é ’
§ A

: N

== "
0
Fic. 26 Fro. 27

18. Angulo nulo e 4ngulo de uma volta. Quando os
dois lados coincidem (fig. 27), o 4ngulo é chamado nulo ou de
uma volta. Como a figura é a mesma para os dois Angulos,
a distingdo entre éles é feita pelas medidas respectivas (¥).

G

/
Z/Zi

0 A
Fic. 28

19. Angulos consecutivos. Dois Angulos sdo consecyti-
vos (AOB e BOC na fig. 28), quando possuem o mesmo .vértlce,
um lado comum e os outros dois lados situados em semi-planos
opostos em relagio 2o lado comum.
mndes do fngulo plano'. Matemdtica, Curgo Ginasial, 1.2 Bérie, do mesmo

autor.
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Os lados ndo comuns (OA e OC) sio denominados lados
exteriores.

Virios dngulos sdo consecutivos, numa certa ordem (A0B,
BOC, COD na fig. 29), quando cada um déles é consecutivo
em relagio ao anterior.

C

0
F1e. 29

20. Angulos adjacentes. Sio chamados adjacentes, dois
fingulos consecutivos, cujos lados exteriores sio semi-retas
opostas (AOB e BOC na fig. 30) (¥).

21. Bissetriz. Chama-se bissefriz de um 4ngulo a semi-
reta que, a partir do vértice, o divide em dois dngulos iguais
(OC na fig. 31).

Postulado: Todo dngulo tem wma bisselriz e uma sé.

22. Angulos opostos pelo
vértice (0. p. v.). Dois fngulos
sfio opostos pelo vértice (o0.p.v.),
quando os lados de um sdo as
semi-retas opostas dos lados do
outro (A0B e A’OB’ na fig. 32).

3

/”glssEth c

e

a
Fia. 30 Fic. 31

(¥ Preferimos éste conceito de Angulos adjacentes. o fim de evitar, em teoremas que
serfio estudados, o uso da expressiio lados exleriores em linha reta que, a rigor, deve
ser substitufda por lados exteriores como semi-relas opostas.
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Nora : Quando duas retas se interceptam num ponto (r e s na fig.
33), os fngulos por elus determinados se distribuem em pares de fingulos
adjacentes e opostos pelo vértice.

Assim na figura 33, temos :
=

iec?
ingulos adjacentes % g é fingulos o.p.v. { % :; g
ieid
A L
B! ~A
Fio. 32 Fie. 33

Confronto de dngulos

23. Igualdade e desigualdade. Dados dois 4ngulos
AOB e A’0'B’ (fig. 34) e transportando-se o primeiro sobre
o segundo, de modo que OA e 0’A’ se superponham, pode
acontecer que :

// | L
' A'
0 A 0

Fie. 34

1.°) OB coincida com O’B’; nesse caso os dois dngulos dizem-se
iguats e indicamos :
AOB = A'0'B'.

2.0 OB é semi-reta nterna ao Angulo A'0'B; nesse caso 0
: angulo AOB é menor do que o dngulo A'O'B' (fig. 35)

indicamos :
or AOB < A'0'B.
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3.) OB ¢ semi-reta externa ao dngulo A’0'B’; nesse caso o
angulo AOB é maior do que A’0'B’ (fig. 36) e indicamos:
AOB > A'0'B.

A=n 0=0
Fia. 35 Fic. 36

A=A'

Nos dois tltimos casos os fingulos AOB ¢ A’0'B’ dizem-se
desiguais. Logo, dados dois éingulos podemos’ dizer que: o
primeiro é igual, ou menor ou maior que o segundo e qualquer
um déstes casos exclui os outros dois. Convém frisar também
que : cada dngulo é invertivel, isto 6, AOB = BOA.

Nota: O transporte de Angulos pode ser assegurado pelo Postulado
do Transporte de Angulos (HiLERT): “Dado um fingulo AOB e uma semi-
reta 0'A’ existe, num dos semi-planos determinado pelo suporte de 0’4/,
uma dnica semi-reta O’B’, tal que: AOB = A'0'B".”

Adigio e subtracio de Angulos. Conseqiiéncias

24. Adi¢do. Denomina-se soma de dois ou mais dngulos
consecufivos ao dngulo que tem por lados os lados niio comuns
dos fingulos dados e contém o lado ou lados comuns. Assim,
a soma dos Angulos consecutivos AOB e BOC (fig. 37) é o
Angulo A0C, também chamado dngulo soma. Indicagio :

AOB + BOC = AO0C.

No caso dos dngulos dados ndo serem consecutivos, trans-
portam-se os 4ngulos de modo a tornd-los consecutivos ¢ a
soma é feita de acérdo com o que j4 foi visto. .

c c

8 =
50'na s

0 A o A

Fie. 37
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OBSERVAGOES :

1.*) Assim como para os segmentos, também para os Aingulos podem
ser considerados os miltiplos e os submiiltiplos segundo qualquer
nitrmero (inteiro).

2.8) Postulado da divisdo: Um segmento ou um dngulo podem ser
sempre divididos em um nimero qualquer de partes iguais.

25. Subtragiio. Sejam os fingulos AOB e A’0’B’, com
AOB > A'0'B’ (fig. 38). Chama-se dngulo diferenca déstes
dois éngulos ao ingulo (B’0B na fig. 38), que, somado a A’0'B’,
reproduz AOB.

0= y A=A'
Fre. 38

26. Angulos: reto, agudo e obtuso. Dados dois én-
gulos adjacentes (40B e BOC na fig. 39), a soma déles 6

um @ngulo raso, pois, o fngulo-soma, neste caso, tem pOr

. lados, semi-retas opostas.

Fie, 39
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"Quando os Angulos adjacentes dados siio iguais Eles
8fio denominados dngulos retos (fig. 40). T evidente, pelo que
foi dito acima, que o dngulo relo é a metade do dngulo raso,
Como todos os dngulos rasos sio iguais (n.° 17), resultam iguais
também as suas metades, e, portanto, t{odos os dngulos retos
80 1guais.

Um 4ngulo diz-se agudo quando é menor do que um
fingulo reto (AOB na fig. 41) e obluso quando é maior que um
dngulo reto e menor do que um fingulo raso (BOC na fig. 41).

B8
RETO RETO
¢ — _ \ C‘
) AT o
Fie, 40 Fic. 41
OBservacses

1.2) Duas retas que, ao se interceptarem, formam ﬁr!gulos adjacentes
Iguais (portanto, retos), dizem-se perpendiculares enitre si (retas r e s na
fig. 42). Indicagio: r L a. i

No caso dos fingulos adjacentes serem diferentes, as retas dizem-se

obliguas entre si (retas r e 8 na fig. 43). Indicagfio: r__/ 8.

1
I
= e|e 5
ele /
=g
7
Fio. 49 Fro. 43

2.%) Do estudo de medidas de fngulos planos feito na 1.2 série gl-
naslal, temos que (fig. 44) :

a@) o fingulo refo vale 90° (ou 100 grados) ;

b) o fngulo agudo é mener do gus 90°;
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¢) o fngulo obluso é maior do que 90° ¢ menor que 180° (ou 200
grados) ;
d) o fngulo raso, que ¢ igual a 2 relos, vale 180° (ou 200 gr);

e) o fingulo de uma volta, que é igual a 4 retos, vale 360° (ou 400
grados).

RETO (»50°) 0BTUSO (>90°)
AGUDO (¢50°)
i °

Fio. 44

27. Angulos complementares, suplementares e re-
plementares. Dois 4ngulos sdo:
complementares, quando a sua soma vale um dngulo reto
(90°) ;
suplementares, quando a sua soma vale um dngulo raso
(180°) ;
replementares, quando a sua soma vale um dngulo de uma
volta (360°). Exemplos :

1. Dado o 4ngulo de 60°, o valor de seu complemento, suple-
mento e replemento é respectivamente :
complemento:  90° — 60° = 30°.
suplemento:  180° — 60° = 120°.
replemento:  360° — 60° = 300°.
2. O suplemento do 4ngulo de 53° 32" 45" é dado pela dife-
renca :
180° — 53° 32’ 45" = 126° 27" 15",
3. O complemento do dngulo de 48,32gr é dado pela dife-
renca :
100gr — 48,32gr = 51,68gr.

Opszrvacio. [ evidente que:
Angulos complementares de wm mesmo dngulo ou de Angulos iguais
s@o tguais.
Basta lembrar que duas figuras iguais a uma terceira sdo iguais entre
s O mesmo ge aplica para fingulos suplementares e replementares.
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PROPRIEDADES DOS ANGULOS

28. Primeiras propriedades. Sio imediatas as seguin-
tes, que serdo, agora, estudadas como teoremas:
PRIMBIRA prOPRIEDADE: Todos os dngulos rasos sdo iguass.
De fato, como todos os semi-planos sio iguais.(n.“ 10
Nota) (¥, segue-se que, os Angulos rasos que sio semi-planos
(0. 17), também o sio. _
SEGUNDA PROPRIEDADE: Todos os dngulos relos sdo iguais.
Com efeito, sendo todos os 4ngulos rasos iguais (teorema
anterior), resultam iguais as suas metades.
TErcEIRA PROPRIEDADE: Dois dngulos adjacentes sdo suple-
mentares.
Como a soma de dois Angulos adjacentes é um fingulo
raso (n.° 26), segue-se que, dois dngulos adjacentes sio suple-
mentares (n.o 7).

29. Qutras propriedades. Temos mais os seguintes teo-
remas, niio tio imediatos como os anteriores, porém féceis de
serem demonstrados. Destacaremos a hipdlese e a tese de cada
um déles,

QUARTA PROPRIEDADE — Teorema: A soma de todos os dngulos
consecutivos formados em torno de wm ponto, num mesﬁ?
semi~plano, em relagio a uma rela que contém o refir )
ponto, ¢ igual a wm dngulo raso (ou dois in ulos re 258)-
Sejam os fngulos: A0C, COD, DOE, e EOB (fig. 49).

D

E 0
Temog : Fio. 45

H[A0c, cOD, DOE, EOB sio 4ngulos conseciltivos.
T { 40C'+ COD + DOE + EOB = 1 raso (180°).

. o IIL
®) Todos o ndmeros que estSo sendo referido sfo relativos 80 Capftul
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DEMONSTRAGRO @

1. O angulo AOB, é todo um semi-plano (por hip.) (*) e
portanto, tendo os lados como semi-retas opostas,
um Aingulo raso.

2. Como: AOB = A0C + COD + DOE + EOB, segue-
se que: .

AOC + COD + DOE + EOB =1 raso (180°)
c.q.d. (**) '
QUINTA PROPRIEDADE — Teorema: A soma de lodos os dngulos
conseculivos formados no mesmo plano, em torno de wm ponlo,

é‘ igual a dois dngulos rasos (ou quatro ingulos retos).

Sejam os fingulos: A0B, BOC, COD, DOE ¢ EOA (fig. 46).
Temos : "
H [ 40B, BOC, ¢OD, DOE, EOA, &ngulos consecutivos

T { AOB+BOC+COD+DOE+EOA = 2 rasos (360°).

—.

S —

c 8

Fia. 48

DEMONSTRAGAO :
1. Consideremos a semi-reta 0A’, oposta A semi-reta OA.
2. Pelo teorema anterior segue-se que :
AOB + BOC + C0A’ = 1 raso.
e A'OD + DOE + EOA = 1 raso.
(e At L S
(*) por hip.: significs : por hipdteas.

(¢%) c.q.d.: significa : como querfamos demonalrar (abreviatura geralmente ugads Dard
indicar a obtengfio da tese do teorema que se quer demonstrar).

s
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Somando, membro a membro, estas igualdades, vem:
AOB+BOC+C0A'+A'0D+DOE+EOA = 2 rasos

e como c0A’ + A’0D = COD,

temos: AOB+BOC+COD+DOE+EOA=2 rasos (360°)d
c.q.d.

SEXTA PrROPRIEDADE — Teorema: :

Dois dngulos opostos pelo vértice
8do iguais.
~ Sejam os Angulos AOB e A'0OB'
(fig. 47). Temos:
H [ AOB e A’0OB’ sio o.p.v. ¢#
T { AOB = A'OB". Fic. 47
DemonsTrAGRO ¢
1. De fato, AOB e BOA’ sio adjacentes e, portanto,
suplementares (3.° teorema). Também BOA’ e A'OB’,

sendo adjacentes, sio suplementares.
2. Logo: AOQB=A'OB’ porque admitem o mesmo suple-

mento BOA’ (n.e 27 — Obs.).

c.q.d.
EXERCICIOS DE APLICACAO

1.9 Determinar o valor dos 3/4 do suplemento de um Angulo
de 60e.
Se o Angulo dado vale 60° o seu suplemento valerd
120° = (180° — 60°) e os 3/4 déste suplemento valerdo :

3 360° .-,
'I X 1200 = '—4— 90e.

Resp.: 90° (4ngulo reto).

2.9 Calcular o valor de um 4ngulo que 6 igual ao débro de

seu complemento.
Seja z o valor do dngulo procurado. O seu comple-
mento serd: 90°—z e a equagdo resultante do problema:

z = 2 (90° - z).
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Resolvendo, temos: =z = 180° — 2z
ou 3z = 180°
e z = 60°.
Resp.: G0°.

3.°) O triplo do complemento de um Angulo é igual A térga
parte do suplemento déste 4ngulo. Determinar o valor
do 4ngulo.
Seja x o valor do dngulo procurado. Devemos ter:
90°—x  como valor de seu complemento,
e 180° —z  como valor de seu suplemento.

Pelo enunciado do problema, resulta a equagiio :
1
3(90°-z) = 3 (180° —z).

Resolvendo-a, vem :
9(90°—2z) = 180°—x
810° -9z = 180° -z
8z = (630°

630¢°
T = = 78 45/,

Resp.: 78 45,
4.°) Demonstrar que as bissetrizes de dois Angulos adjacentes
formam um 4ngulo reto.
Sejam os Angulos : AOB e BOC (fig. 48). Temos :

AOB e BOC sio adjacentes
H { OF 6 bissctriz de A0OB
OF & bissetriz de BOC

T { EOF = 1 reto.

DEMONSTRAGAO :
1. Sendo OF bissetriz de AOB, temos que:

AOB
2

EOB = (def. de bissetriz)
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Sendo OF bissetriz de BOC, temos que:

BOF = Eg—o- (def. de bissetriz).

2. Somando, membro a membro, as duas igualdades, vem:

EOB + BOF = %O—E + 13%'—
- pop = AOB + BOC _ 40C _ 1raso
2 2 2
e, portanto, EOF = 1 reto. c.q.d.

EXERcicIOS

. Dado o fngulo de 36° 12’ 30", caleular, respectivamente, o comple-

mento, o suplemento e o replemento déste dngulo.

. Caleular o complemento, o suplemento e o replemento do fngulo de

79,36gr.

. O dbbro do valor de um Angulo 6 igual a 106° 18’ 22, Qual é o valor

de .seu complemento?

. O triplo do valor de um Angulo & igual a 162,3gr. Qual é o valor do

suplemento déste Angulo?
Achar dois fngulos suplementares cuja diferenga é um 4dngulo reto.

. Dois ingulos iguais sfio complementares do 4ngulo de 36,482gr. Quanto

valem 6stes fingulos?

. Determinar o valor de dois Angulos replementares cuja diferenga é

igual a 100e.

. Um Angulo é a térga parte de seu complemento. Qual é o valor déste

dngulo ?

. Caleular o valor do Angulo que é igual a 2/5'do suplemento de 126° 127
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10. O complemento do suplemento de um 4ngulo é 32° 50’. Caleular o
valor désse fingulo.

11. Na figura 49, tem-se que: AOB e COD siio fingulos retos; OF e OF
siio as bissetrizes dos dngulos AOC e BOD, respectivamente. Demons-
trar que: AOE=DOF.

Fic. 49

Demonstrar que:

12. As bissetrizes de dois fingulos suplementares adjacentes formam um
dngulo reto.

13. Sedois ingulos sfio suplementares, as suas metades sfio complementares.

14. As bissetrizes de dois fingulos opostos pelo vértice formam um édngulo
raso.

15. Se OF 6 bissetriz de AOB e OD uma reta qualquer exferna déste
4ngulo, o fingulo DOE 6 igual & semi-soma dos Angulos DOA e DOB.

Respostas:
1. 53247 30" ; 143°47' 30" e 323°47' 30".
2. 20,64gr; 120,64gr e 320,64gr.

3. 46° 50’ 49", 6. 63,518gr. 9. 21°31’ 12",
4, 1459gr. 7. 230° e 130°. 10. 122° 50'.
5. 135° e 45°. 8. 22°30".

§ 3. Linha poligonal. Poligonos. Classificagio
e propriedades.

30. Linha poligonal. Chama-se linka poligonal ou sim-
plesmente poligonal ao conjunto de segmentos de retas suces-
givamente consecutivos, cada um com o anterior, de modo
que dois gegmentos consecutivos niio sejam colineares. A ori-

primeiro segmento diz-se origem da poligonal, a extre-

gers o ntos

midade do tltimo, extremidade da poligonal, e os segme
que & compdem, lados da poligonal.
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Uma linha poligonal é:
conveza, quando os prolongamentos de um lado qualquer
(BC na fig. 50) — que dividem o plano em dcqs
semi-planos — deixam os demais lados da poli-
gonal num sé déstes semi-planos.
concava, em caso contrdrio (fig. 51) e
entrelagada, quando dois lados ndo consecutivos se intercep-

tam (fig. 52).

R AT o s L1

A
/ £

Fic. 51

Fro. 50

Se a extremidade da poligonal coincidir com a origem,
a linha poligonal diz-se fechada.

31. Poligonos (*). Classificacfio. Chama-se polﬂgono )
parte do plano limitada por uma linha poligonal fechada (fig. 53).

A linha poligonal que limita o poligono chama-se contdrno
do poligono. O contérno de um poligono divide o plano em
duas regides : uma finita, denominada regido inferior do poli-
gono e outra infinita, denominada regido exterior. Daf o fato
de se dizer, também, que o poligono ABCDEF (fig. 53) é

8

4
Fre. B2 Fre. 53

(*) Neste ostudo clementar, nfio consideramos os poligonos entrelagados, ealrelados e Teveraos...
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o conjunto dos a'rgim?tos pontos comuns aos dngulos A BC, BCD
CDE, DEF, EFA e FAB. , ;
Os segmentos que compdem a linha igo
(4B, BC, CD, DE, EI e lei, na fig. 53), ?lleizgm?sil lf;?ﬁ,};&élﬁ
poligono; as extremidades comuns aos lados (4, B, C, D, E
e I, na fig. 53), vértices do poligono e os ingulos formados por
dois lados consecutivos (4 BC, BCD, CDE, DEF, EI'A o PAB,
na fig. 53), dizem-se dngulos internos ou simplesmente dngulos

do poligono.
Chama-se dngulo externo de um poligono ao Angulo que

é adjacente a um Angulo interno, ou seja o fingulo formado
pelo prolongamento de um lado com o lado sucessivo.
Pertmetro de um poligono ¢ a soma de seus lados.
Um poligono fé convezo (fig. 54) ou concavo (fig. 55), con-
forme o seu contérnc seja uma linha poligonal convexa ou

concava.

Fio. 54 Yo

A verificagio de que um ppligono ¢é convexo ¢ feita obser-
vando-se se O polfgonodﬁca, situado 86 num semi-plano, em
relagio & reta syporte de u}légucx.' lado e cbncavo se o pro-
longamento dea’q;a'fq"“&ﬁ"fzga o divide em duas partes.

O poligono recebe denon_linagﬁ.es especiais de acodrdo com
o ntimero de lados que possui. Assim, o poligono de frés lados

A
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receb_e o nome de {ridngulo ; de quatro lados, quadrildtero ;
de cinco, pentdgono ; de seis, hexdgono ; de sele, heptdgono ;
de oito, octégono ; de nove, enedgono ; de dez, decdgono; de
onze, undecdgono ; de doze, dodecdgono ; de quinze, pentadecd-
gono ; de winle, icosdgono. De um modo geral, costuma-se
dizer poligono n-ldtero ou poligono n-dgono ao poligono de n
lados, onde n representa um ndmero inteiro maior que 2.

Diz-se que um poligono é regular (fig. 56), quando possui
todos os seus lados iguais, assim como fodos o0s seus dngulos.
Chama-se apdtema de um poligono regular a distincia do
centro (*) do poligono a um de seus lados,

Fic. 57

Fic. 568

32. Diagonais de um poligono. Chama-se diagonal de
um poligono ao segmento que une dois vértices nio conse-
cutivos do poligono.

Consideremos um poligono convexo de » lados (na fig. 57,
n=6). De cada vértice (A na figura) pode-se tragar tantas
diagonais quantos sdo os lados menos lrés, isto é, n— 3, pois,
de um vértice nio se pode tragar a diagonal a éle mesmo, nem
a0s vértices antecedente (F) e seguinte (B). Como sio 7 os
vértices do poligono, a primeira impressio é de que podemos
tragar ao todo n (n —3), pois, se 1 vértice permite tragar n —3
diagonais, n vértices permitirdo n vézes mais. Tisse produto
representa, porém, o débro do nimero de diagonais pelo fato
de cada diagonal ter sido contada duas vézes (AC e CA por

(®) Cantro de um poligono regular d o centro da circunferéncia que o circunscreve, isto &;
da que contém todos os seus vértices.

B e R
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exemplo). Logo, representando por d o niimero de diagonais

de um poligono convexo de n lados (n>3), temos a seguinte

férmula, que dd ésse nimero de diagonais:

n(n-3)

d= 5

Exemplo :
Determinar o ntmero de diagonais de um hexégono.
Sendo o poligono de 6 lados (n=6), temos, aplicando a
férmula que di4 o ndmero de diagonais:
B —~3) 6X3
d= ) 5 9.

Portanto, um hexdgono tem 9 diagonais.

EXERcCIicIOS

1. Se ABCDE 6 um polfgono convexo de 5 lados e P um ponto interno
désse polfgono, pergunta-se, em quantos triingulos fica decomposto
o polfgono quando se une o ponto P aos seus vértices?

2. Em quantos triingulos fica decomposto um polfgono convexo, de n
lados (n>3), quando se unem os seus vértices a um ponto qualquer
interno désse poligono?

3. Unindo-se um dos vértices de um hexdgono convexo aos demais vér-
tices désse polfgono, em quantos triingulos fica dividido o hexdgono ?

4. Em quantos trifingulos fica dividido um polfgono convexo, de n lados

(n>3), quando se une um de seus vértices aos demais?

Quantas diagonais tem um poligono convexo de 7 lados?

Qual é o ntmero de diagonais de um icosdgono convexo?

Quantas diagonais tem um triingulo ?
Qual é o polfgono que tem tantas diagonais quantos sfio os lados?

d=n).
&uangea lados tem um polfgono cujo nlmero de diagonais é o ddbro

do ntimero de lados? (d=2n).
Qual é o polfgono cujo ndmero de diagonais 6 o triplo do nimero de

lados? (d=38n).

L ®Nom

10.

Respostas:
1. 5. 3. 4 5. 14, 7. Nenhuma. 9. 7.
2. n 4. n=-2. 6. 170. 8. Pentdgono. 10. Enedgono.
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§ 4. Tridngulos. Congruéncia. Aplicagdes.

ELEMENTOS DE UM TRIANGULO. CLASSIFICACAO

33. Trifingulo. Elementos principais. Chama-se tridn-
gulo ou {rildtero ao poligono de trés lados. Um tridngulo (fig.
58) possui frés lados, trés vértices e, portanto, trés dngulos (ou
ingulos internos).

Todo tridingulo é convexo e ndo possui diagonais. Os trés
lados e os trés Angulos (*) dizem-se elementos principais do
tridingulo.

h

!

Fic. 59

. S

Fro. 58

A linha poligonal fechada, que define o tridingulo (4BC,
na fig. 58), constitui o contérno do tridingulo e a soma de seus
lados, o perfmetro. Num tridngulo, cada lado é oposto ao in-
gulo formado pelos outros dois lados e, portanto, também a0
vértice déste 4ngulo. Assim, no trifingulo 4BC (que se jndica
AABC), o lado BC é oposto ao fngulo BAC e ao vértice A,
Os 4ngulos adjacentes aos fngulos internos séo os dangulos

externos do triingulo.

34. Outros elementos de um tridngulo. Num triin-
gulo, destacam-se mais os seguintes elementos: alturas, me-
dianas e bissetrizes.

1. Altura de um tridngulo, em relagio a um vértice do
trifngulo é o segmento da perpendicular (AH nas figs. 59 e 60)

A A A
(%) Og Angulos internos do /A 4 BC shio comumente indicados, respectivamente, por A,BeC.
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tracada déste vértice ao lado oposto (BC na fig. 59) ou ao prolon-

gamento déste lado (BH na fig. 60). O lado oposto ao vértice

ao qual se relaciona a altura, é denominado base do trifingulo.
I evidente que: um tridngulo tem trés alluras.

2. Mediana de um triingulo, em relagio a um lado do
tridngulo, é o segmento (AM na fig. 61) que une o ponto médio

déste lado ao vértice oposto.
Um tridingulo, também tem &rés medianas.

i
p—

i

i
Fresecaaa

I

B
Fic. 60 F1c. 61

3. Bissetriz de um tridngulo, relativa a um 4ngulo (in-
terno) do triingulo, é o segmento da bissetriz (AD na fig. 62)
déste 4ngulo compreendido entre o vértice e o lado oposto.

Um tridingulo fem irés bissetrizes (internas).

| | Fio. 62 Fio. 63 Fio. 64
| 35. Classificacdo dos tridngulos. Em relagfio aos lados,
! um tridngulo pode ser:

' eqiiilatero, quando possui os trés lados tguais (fig. 63) ;
quando possui dois lados iguais(*) (fig. 64) e

§ is6sceles,
quando possui os irés lados desiguais (fig. 65).

1
|
| escaleno,

— e s
(®) Ao terceiro lado (B() damos o nome de baas.
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Em relagio aos dngulos, um tridngulo pode ser:

acutdingulo, quando possui os trés Angulos agudos (fig. 66);
caso 8stes trés fingulos sejam iguais, o tridngulo diz-se
eqiizdngulo ;

A

E/\C ‘ ™

Fic. 65 Fic. 66

ret&ngulo, quando possui um Angulo reto (fig. 67); neste
triAngulo o lado oposto ao 4ngulo reto é denominado
hipotenusa e os outros dois lados, catetos e

obtusdngulo, quando possui um fngulo obtuso (fig. 68).

g

Fic. 67 Fic. 68

Nora : Costuma-se atribulr o nome de obligudngulos aos trifingulos
que nio sfio retingulos (os lados siio segmentos de retas obliquas, figs.

66 e 68).

CONGRUENCIA DE TRIANGULOS

36. Casos cldssicos de congruéncia de tridngulos.
Dois tridngulos sio ‘guais ou congruenies quando por inter-
médio de um movimento &les coincidem, isto é, se superpdem.
Nestas condicdes, os vértices e os lados de um tridingulo véo
coineidir, apés o movimento, com os vértices e os lados cor-

respondentes do outro (figs. 69 e 70).
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Fro. 69

Os vértices correspondentes
A e A’, Be B' C e C' si0o o8
pontos homélogos e os lados cor-
respondentes AB e A’B’, BC e
B'C’, CA e C"A’, siio os lados ho-
mélogos. Pode-se afirmar, assim
que :

Fie. 70

Dois triingulos sidio congruentes ou iguais
quando tém todos os lados e todos os fingulos
respectivamente iguais.

Todavia é possivel saber se dois triingulos sio con-
gruentes sem verificar se todos os lados e todos os dngulos sdo
respectivamente iguais, isto é, nio usando os seis elementos
principais de cada um. Para isso, basta verificar, como iremos
demonstrar mais adiante, se os dois triingulos tém, respecti-
vamente iguais, sdmente irds dos elementos principais, dentre
0s quais esteja compreendido, pelo menos, um lado. Surgem,
assim, 0s casos cldssicos de congruéncia ou critérios de igualdade
de tridngulos de muita importincia e grande uso na Geometria

dedutiva.

37. Primeiro caso de congruéncia.(*) Ii dado pelo

seguinte
Teorema: Dois tridngulos sdo congruentes quando tém dois
lados e o dngulo compreendido, respectivamente, 1guais

*
(L.AL) (*%).
———————————— -
onsiderar @ste caso de igualdade e outros como postulado. Preferimos,
) Egﬁ%ﬂg;ﬂ:incqua se encontram os alunos, introduzi-lo como teorema, admitindo, no
entretanto, o Poatulado do movimento (phg. 04).
(#%) Abreviatura do 1. caso — L.A.L. — significa : lado, dngulo, ladb.
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—————

Sejam os triingulos ABC e A'B'C' (fig. 71). Temos :

AB = A'B'
H{ A =4’ T { AABC = AA'B'C’
AC = A'C
A (L.AL) Al
4
Zill
B Cc B c

Fia. 71 |

DimonsTRAGAO :

1. Transportemos o AABC sobre o AA’B'C’, de modo
que A coincida com o seu igual A’ e que os lados
AB e AC se situem, respectivamente, sbébre os lados
A'B' e A'C’.

2. Como, por hipGtese, AB = A'B’ e AC = A'CY, o
vértice B coincidird com o vértice B’ e C com o C'.
Logo, sendo coincidentes os vértices dos dois tridn-

gulos, segue-se que :
AABC = AA'B'C’
c.q.d.

Nora: Bste teorema permite afirmar que: em.dois tridngulos ig‘uais_s
lados iguais opoem-se dngulos iguais e a dngulos iguars opdem-se lados guazs.

Aplicagdes do 1.° caso de congruéncia

38. Propriedades do tridngulo isdsceles.
a) Teorema: Em todo tridngulo isésceles os
angulos da base sdo iguais.
Seja o tridngulo ABC (fig. 72). Temos :
H[AB = AC . 2
T(B=C Fe. 72
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DEMONSTRAGAO :
1. Tracemos a bissetriz do Angulo do vértice A que encon-
tra BC no ponto D. Logo: 1 = 2 (def. de bissctriz).
2. Os triingulos ABD e¢ ADC siio iguais, pelo 1.° caso
de congruéncia (L.A.L.), e, portanto, sio necessiria-
mente iguais os Angulos correspondentes B e . Logo:
B=C c.q.d.

b) Teorema reciproco: (*) 0 tridngulo
que tem dois dngulos iguais é isds-

celes.
Seja o tridngulo ABC (fig. 73).
Temos :
H{B=¢C
Fro. 73 T [ AB = AC.

DevonsTrAGZ0 (por redug¢do ao absurdo) :
1. Neguemos a tese, isto é, se nio fosse AB = AC, entdo
deverfamos ter forgosamente: AB > AC ou AB < AC
(ne 11).
2. Se fésse AB > AC, poderfamos determinar sdbre AB
um ponto A’ tal que A’B=AC e unindo A4’ com C
obterfamos 0 AA’BC=AABC (pelo 1.° caso L.A.L.),
pois,
A’'B = AC (por construgio)
B = (por hipétese)
BC é comum
3. Como, por hipétese: B = C s
segue-se, entdo, que = € (propriedade transitiva,
n.° 10 - 3.%),
isto 6, um absurdo, pois, o Angulo § sendo parte do
angulo € nunca poderia ser igual a C. Portanto, nio
poder ser AB > AC. Com raciocinio anslogo verifi-
carfamos nio ser possivel AB < AC o que nos leva a

concluir ser AB = AC c.q.d.

e, portanto,: B = 8.

m observagbos intercssantes aBbre s Geometria Dedutiva da 8. Bérie
. (pég. 311).
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¢) Corolarios:
1.°) Todo tridngulo eqiiildlero é também eqiidngulo.
Seja o tridngulo ABC (fig. 74). Temos:
H [ AB = BC = AC T{A=B=¢

DrmoNsTRAGRO ©
1. Sendo AB=AC, segue que B=C
5 AB:BC: ” ” i é

I) (teorema a)
IT) (teorema a).

Fic. 74 Fic. 75

2. Das igualdades (I) e (II), segue pela propriedade tran-

sitiva (n.° 10, 3.%) que:

A=28=20
c.q.d.

2,°) Em todo tridngulo isésceles a bisselriz do dngulo do

vérlice, a altura e a mediana relativas @ base, coincidem.
Seja o tridingulo ABC (fig. 75). Temos :

AM ¢ bissetriz (1=23)
T [ AM ¢ altura e mediana.

DEMONSTRAGAO :
1. Sendo AM bissetriz do A, isto &, 1=2, temos que :
AAMB = AAMC (caso L.A.L.).
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(¥) Com relaghio so seu Angulo adjacente, o &ngulo externo nfio esté

2. Logo, os elementos correspondentes sfio iguais, isto 6:
BM = MC (I)
. 3d=2 (I (Ang. adjacentes iguais).
A igualdade (I) mostra que AM é mediana e a

igualdade (IT) que AM é altura (perpendicular & base
BC) do tridngulo ABC em relagio a base BC.

internos ndo adjacentes. (*)
Seja o tridngulo ABC (fig. 76). Temos :

o { o ingulo externo o {
A e B dngulos nio adj. de &

B B

>
>

R>R>

Fic. 76

DEMONSTRAGAO :
1. Seja M o ponto médio do lado AC; unamos M a B
e prolonguemos BM de um segmento MN = BM.
Liguemos N a C e consideremos os triingulos ABM

e MCN.

2. Tistes tridngulos sio iguais, pelo caso L.A.L., isto €é:

AABM = AMCN

BM = MN (por construgio)

(L.A.L.) 1 2 (o.p.v.)
MA

(1|

MC (por construgio)

e, portanto, A=3 (Ang. homélogos em A iguais).
subordinado &

; j } 5
nenhums relagfio, podendo ser menor, igual ou maor, conforme o fngulo internd pal

obfuso, refo ou agudo, respeciivaments.
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A

3. Como: @ >3 (a contém 3)
segue-se que a > A (4 = 8).
, Com raciocfnio andlogo, prova-se que 5‘ > B
(8 também 6 externo) e como & = @ (0.p.v.), vem
a> B c.q.d.

Corolario: Bm todo tridngulo a soma de dois dngulos é menor

i T g 2

H[A, Be ¢ fngulos internos

DEemonsTrAGEO :

c.q.d. ‘
<L 39. Teorema do fingulo externo. Em tfodo tridngulo um que 2 relos.
Y dngulo externo é maior do que cada um dos dngulos Seja o tridngulo ABC (fig. 77). Temos: |

T [A+C < 2 retos.

A

I. Prolonguemos o lad9 BC e
representemos por @ o fin-

gulo externo adjacente a C.
2. Pelo teorema do fAngulo ex- (__d_..-.“
terno :
aA - ‘{ Fia. 77
e somando € aos dois membros dessa desigualdade (*),
temos : &+@>A‘+@.

Sendo a+4C=2 retos (n.c 28, 3.°), segue-se que:

2 retos > A + (0}
ou A+ € < 2retos ki
_ 40. Segundo caso de congruéncia. Ii dado pelo se-
guinte

Teorema: Dois tringulos sdo congruentes quando tém um lado
igual e os dois Angulos adjacentes a éste lado, respeciiva-

mente, iguais. (A.L.A.) (*%).

———
{(*) Propriedades das desigualdades. Ver Matemdtics, Cureo Ginasial, 2. Série, pég. 147

do mesmo autor.
(**) Abrevintura do 2.0 caso — A.L.A. — significa: dngulo, lado dngulo.
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Sejam os triingulos ABC e A’B’C’ (fig. 78). Temos:

B =P
H { BC = B'C'
C

= ¢ T [ AABC = AA'B'C'.
- ’

(A.L.A) P

Fia. 78

DEMONSTRAGAO :

1. Transportemos o tridngulo ABC sbbre o tridngulo
A’B’C' de modo que o lado BC coincida com o seu
igual B’C’. Como B = _B’, 0 lado BA tomar4 a dire-
¢io de B’A’ e como C = (', CA tomars a diregio
de C'4".

2. O vértice A devendo estar simultineamente s6bre as
gsemi-retas B’A’ e C’'A’, estard forgosamente no ponto
de encontro das duas, isto é, em A’. Logo, coinci-
dindo os trés vértices, temos que

AABC = AA'B'C’
c.q.d.

Corolério: Todo tridngulo egqiidngulo é também eqiildtero.

A demonstragio ficard a cargo do aluno.

41. Terceiro caso de congruéncia. It dado pelo se-

guinte
Teorema: Dois tridngulos sio congruentes quando tém o0s irés

lados respectivamente iguats (L.L.L.) (*).
Sejam os tridngulos ABC e A'B'C’ (fig. 79). Temos:
AB = A'B’
H { BC = B'C" T [ AABC = AA'B'C.
CA =C'4

b B el oy
(®) Abreviatura do 3.° caso — L.L.L. — gignifica : lado, lado, lado.
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(B "

Fie. 79

DrmonstrAGRO :

1. Transportemos o triAngulo ABC sbbre o tridngulo
A’B'C’ de modo que BC coincida com o seu igual B'C".
Nada podemos dizer, por enquanto, sObre a coinci-
déncia dos outros lados, pois, nada sabemos (hipé6tese)
acérea dos Angulos. Giremos, entio, o AABC em
térno do lado comum BC = B'C’, de sorte que o
vértice A fique no semi-plano oposto de A’ em relagio
a 8ste lado comum e unamos A’ com A formando os
tridngulos A’B'A e A'C'A ;

2. Os trifingulos 4’B’A e A'C'A sio isésceles (AB=A'B’,
CA=C"A’, por hip.) e, portanto, 0s Angulos da base
sdo iguais (n.° 38 — a):

a=da
A A’
B =8
Somando, membro a membro, estas igualdades,
temOS: aA_I_'é:_,&,_I_'BI
A A=4.

Logo, os tridngulos ABC e A'B'C" sio iguais pelo
caso L.A.L., pois tém os dois lados iguais (por hip.)
e os Angulos compreendidos (4 e 4°) respectivamente

iguais. c.q.d.

Nota: O ponto de Intersecgio de A’A com BC (H na fig. 79) pode
8er também externo ao segmento BC (6 o caso dos tridngulos ABC e A'B'C’
serem obtusingulos) ou coincidente com um dos vértices B ou C (é o caso
dos tridngulos ABC e A’B'C’ serem retfngulos em B e B').

o
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——

42. Quarto caso de congruéncia. It dado pelo seguinte

Teorema: Dois tridngulos sdo congruenles, quando tém um
lado, wm dngulo adjacente e wm dngulo oposto a éste lado,
respectivamente tguars. (L.A.Ao.) (¥).

Sejam os triAngulos ABC e A'B'C" (fig. 80). Temos :

BC = B'C' ]
H{B =5 T { AABC = AA'B'C'.
A = A
(L.A.Ao.) A"
/<T>\ e “.-.
B | c B' 1 X ¢l
Fie. 80
DEMONSTRAGAO :

1. Transportemos o tridingulo ABC s6bre o triingulo
A’B'C’, de modo que BC coincida com o seu igual
B'C’. Nas condigges da hip6tese (B=DB"), dizemos que
A deve coincidir com A’, ou seja, AB=A'B' e 08
dois triingulos serdo iguais pelo caso L.A.L.;

2. Com efeito, se ndo fosse AB=A'B’, deveria ser, por
exemplo, AB > A’B’ e entfo existiria um ponto A",
tal que A”B'=AB e unindo A" com C resultaria

AA"B'C" = AABC (L.A.L.),

e, portanto : A= .21:”. _
Como A = A’ (por hip.)
segue-se que: A’ = A",

isto é, um absurdo, pois, A’ sendo 4ngulo externo a0
AA”A’C’" 6 maior que o Angulo interno nio adjacente
A" (n.° 39). Chegarfamos a absurdo anélogo, caso

fosse AB < A'B’. Logo,
AB = A’B' e AABC = AA'B'C’ :
c.q.d.

(¢) Abrevistura do 4.° cazo — L.A.Ae. — significa : lado, dngulo adj.; dngulo oposto.
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43. Congruéncia de trifingulos retingulos. O caso

“_ Particular de dois triingulos retfingulos, significa que éles j4

ti‘&zem sempre um elemento igual, que é o dngulo reto (n.° 26).
Nestas condigdes concluimos que dois tridngulos retdngulos sio
Congruentes, quando tém respeclivamente iguais:
1.°) os dois catetos (imediato pelo caso L.A.L.);
2.°) um cateto ¢ o dngulo agudo adjacente (imediato pelo
caso A.L.A.);
3.9 a hipotenusa e wm dngulo agudo (imediato pelo caso
L.AA);
4.° um cateto ¢ o dngulo agudo oposto (imediato pelo
caso L.A.A..), e podemos demonstrar, ainda basea-
dos nos casos j4 estudados,
5.%) @ hipotenusa ¢ um catelo.

A Al

Gt

C.C::’..--__,_ETI c!

B =86
Fio. 81

De fato, sejam os tridngulos ABC e A'B'C’ (fig. 81),
onde temos ;
B =P8 (1 reto)
H{ AB = 4'B’ (cateto)
AC = A’C" (hipotenusa)
DEMONSTRAQXO ;

1. Construamos o0 AABC ao lado do A4’B ’Cl’,d? 0o
que o cateto AB coincida com o seu igual A’B’ e que

T [ AABC = AA'B'C.
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(AB = AD) e, portanto :

R
(*) Propriedade

o vértice C' se situe no semi-plano oposto de €' em
relagiio a AB (esta operagio eqiiivale a girar o AABC
em torno do cateto comum AB=A'B’).

2. Como os Angulos B e B’ siio retos e adjacentes segue-se
que o fngulo CBC’ 6 raso e BC 6 semi-reta oposta
de B'C’. O tridngulo ACC’ & isésceles (AC=A'C,
por hip.) e, por conseguinte, os dngulos da base siio
iguais (n.° 38), isto é, ¢ = C'. Logo, os dois trifn-
gulos retingulos ABC e A'B'C’, tendo a hipolenusa
e um dngulo agudo, respectivamente iguais, sio con-
gruentes (3.°).

c.q.d.

Relagoes de desigualdades entre lados e 4ngulos

44. Teorema. Se dois lados de um iridngulo sdo desiguais,
ao mazor lado opéde-se o mator dngulo.

Seja o trifingulo ABC (f.g. 82). Temos:
H [ AC > AB

1B 0.
DEMONSTRAGAO :

1. Sendo AC > AB, tomemos
sbbre AC um ponto D, tal
que AB=A4AD e unamos D
com B. Resultam os trifin-
gulos ABD e DBC;

TS 2. O triAngulo A BD é isésceles

A A
a= f.

O Angulo ﬁ é externo ao tridngulo DBC, logo:
é>0 e .. a>0 (a=p).
Como B > a (B contém &) e pelo fato de ser a > ¢ ™;

conclufmos que : B> 0 a.; a

A A A A . ‘11\ > C.
$ransitiva das desigualdades: se 4 > B e B > C, segue-se que:
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45. Teorema reciproco. Se os dois dngulos de um tridn-
gulo sio desiguais, ao maior dngulo opde-se 0 MaOr

lado.
Seja o tridngulo ABC (fig. 83). Temos:

H{B>C T { AC > AB.

DrmonstragZo (por redugio ao absurdo) :

1. Se nio f6sse verdadeira a relagio AC > AB, forgosa-
mente deveria ser AC = AB ou AC < AB;

2. Ora, se AC = AB, o triingulo ABC §é is6sceles e,
portanto, os Angulos da base sio iguais, isto é, b=
que contraria a hipétese ; se AC<AB, pelo teorema
direto, terfamos : B < C que também .contradlz a
hip6tese. Logo, como AC nio pode ser igual e nem
menor do que AB, segue-se que:

AC > AB

c.q.d.

Fia. 83 Fic. 84

46. Teorema. Em fodo tridngulo, qualquer lado é menor
que a soma dos outros dois. '
Seja o tridngulo ABC (fig. 84). Suponhamos BC o maior
lado. Temos :

H { BC maior lado

DEMONSTRAQKO :

T [ BC < AB + CA.

1. Prolonguemos o lado C'A e tomemos sbbre o prolon-
gamento um ponto D, tal que AD = AB; No, trién-

gulo isésceles ADB, resulta portanto: a= 8.
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2. Sendo: & A
e como :o<r§a§:r ?t& contido em 8) segue que g<3
rema anterior) ngulo opde-se o maior lad
, temos no ADBC - ado (teo-

BC < ¢p
ou BC<CA+ 4p
sendo, porém, AD = Ap ve

BC < AB -+ ('4

Corolario: B ’
02 Lm todo tridgngule g
@ diferenca dog outrosydoi,s‘g(ff;dquw Sty rnor d, e

(CD = CA + 4D),

a'

08 lerceiros 1
= ados g
ODOE26 0 aion T quais ¢ q 1
maior lado. 0 maior dngulo

Sejam os tri4n
gulos AR o
H { jg = A'B &8 TG e 85). Temos :
= A'Crl
A > A4 T{BC’)Brcf.

* v
er outra demomtmoﬁo 8 (dirota) pd
@. 815,

i

Matemdtica — Terceira série ginasial 137

DemonsTrAGRO :

1. Tracemos pelo vértice do A (maior Angulo por hip.)
uma semi-reta que forme com AB um dngulo igual
a A’. Sobre esta semi-reta tomemos o ponto D, tal
que: AD = A’C’. Construamos, a seguir, a bissetriz
do &ngulo DAC (3=4) que encontrard BC no ponto
E. Unamos B com D e D com E resultando o trifin-
gulo BED no qual: BD < BE + ED (n.° 46) ;

2: Temos, assim: ADAE = AEAC (L.A.L.)

pois, AD = AC (AD=A'C’, por cont.)
{ § = 4 (por construgio)
AE é comum.
Logo, ED = EC.
Sendo BD < BE + ED,
ou BD < BE + EC (ED = EC),
vem BD < BC.
Pelo fato de ser BD = B'C’ (AABD=AA'B'C,
caso L.A.L.),
segue-se que : B'C' < BC,
ou BQG!>*B'C!
c.q.d.

Nota : O teorema reciproco déste teorema, que p(_)de ger demonstrado
pelo método da redugdo ao absurdo, fica como exerefcio.

Comparagio de linhas de mesmas extremidades

48. Teorema. Um segmento de reta é menor que qualquer
linha poligonal de mesmas extremidades (¥).

Sejam: o segmento AB ¢ a poligonal ADEFB (fig. 86).
Temos :
H AB segmento de reta
ADEFRB linha poligonal
T { AB < AD + DE + EF + FB.

e it b’
(%) Iste teorema permite afirmar que : o menor caminho entre doia ponios & o segmento

de rota compreendido entre &les.
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DEMONBTRAQXO :

L. Unamog o ponto B 3g extremidades comuns A4 o B, ‘
obtendo og tridngulog AED e Epp.

2. No tridngulo AED, temog -
No tridngulo EBF, temos :
Somando, membro g

AE < AD 4 DE (n.o 46).
EB < EF + pp (n.° 46).
membro :
AE+EB<AD+DE’+EF+FB. |
Como ; AB < AE 4 gp (no AEAB)
Segue-se, por masgs Jorte razdo, que :
AB <AD+DE+EF+FB

c.q.d.

F1c. 8@

Fio, 87

49, Teorema, Qua

que a poligonal
dades,

lquer linhq poligonal envolye

nle é maior
Convexa envolyidg d

¢ mesmas extremi-

o { AMNPR ¢ envolvente
convexg, envolvidg,

T .1 AC’+CD+DE+EB <AM+MN+NP+PB.

DEMONSTRAQKO 2

1. Prolonguemos 03 segmentog AC, CD ¢ DE, da poli-
gonal envolyid, até

’
1 , encontrar g Poligona] envolvente,
espectivamente » O e [,

» 108 pontog R S
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i n.° 46)
2. Pela propriedade dos lados de um trifingulo (
. eepolcl)) teorema anterior, temos :

; 1M + MR (n.°46)
idngulo AME @ AR < £ + NS (teore-
]r:g ?Jl;];zgno CSNR : CS <CR + RN ma anterior)

P -+ PU(teore-
no poligono DUPS: DU <DS 8 i, HAEATIOD

{ > + . 46 , .
no "1 | n
| ' S coImu
e Sup y |||e||l;() ns
(CR, DS e l’:b ), vem :

N 4+ NP + PB
AC+CD+ DE+EB < AM + M. c.q.d.

EXERcicIOS

i s AC e BD
drado ABCD (fig. 88), demonstrar que as diagona
1. No quadrado . 88), 28
B0 iguais. to médlo do lado AD, provar q:ixe B:gmewﬂ-
i g 61\? P & 0'aki oo iaitod o EGEJSC:QI?M?B
3. ﬁ,l; Z% gﬁhgiad(;, d’crn(ms-ﬂ‘,mr'I que tﬂﬁ\; :|os Bl cal
i ifingulos re
- Demonstrar que dois trifingulos . 4
4 08 catetos respectwament; guaEB—CD .. BDi uﬁg-
i : % e - : s e s
5 gﬂ X f A tz:::s;mAa?tums de um trifingulo eqiildtero sfio ig
6. Demonstrar :
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7. Provar que num trifingulo retingulo Isésceles & mediana em relagfio
& hipotenusa o divide em dois trifingulog iguais,

8. Se no trifingulo isésceles ABC (fig. 90), toma-ge sbbre os prolonga-
mentos da base BC dois ge

#mentos CD e BE, iguais entre si, 08 trifn-
gulos ACD ¢ ABE resultam iguais,

Fia, 90

Fic. 91
Provar que um tri

fingulo is6sceles tem
10, lgo quadrildtero 4

BCD (fig, 01), AC ¢
fovar que os triingulos 4B

11. Na figura 92, temos: AM=MB, PA
que: AAMP=ABMQ

duas bissetrizes iguals.

bissetriz dog ingulos BAD ¢
e ADC sfio iguais,

1A4B, BQ LAB. Demonstrar

Q

P
Fia. 92

F1a, 93

12. II\DTE} ftlflg:!-%, temos: B = MC, t=8, §=13 Provar que :
18. Na figura 94, temosg :

4AB = DC, A0 = BD
14. Na figura 95, temog : AB = 4
e AM 1 BC. 0 BP

15. Demonstrar que dols trifngulog retingulo
8 8o |
um fngulo agudo o 0 cateto adjacené,

- Provar que: § =8,
= PC. Provar que: =2

guals quando tém
respectivamente iguais.

‘= I

Fio. 95

Fio. 94

3 de um
meios dos lados

e s ::ﬂ'i&nguio. sfio 1guais. ?

dem, 5em e 9em

16. ue os dols segmen déste
a agg;;;lg isésceles so meio da buetenhu por lados
17. Pode-se construir um triingulo que oot (b
For que? tritngulo ABC 6 is6sceles e AD=AE.
18. Na figura 96, o trifing
BE = CD.

Fio. 97

Fic. 96

tendo respectivamente

. vexos iguais
19. Demonstrar que dols quadrilfteros con ) entre lados iguals,

endido
iguais os quatro lados e um Angulo compre e
; do, possuin
ke nvexos sfio congruentes, qu?iri,ngonals que partem de
20. Dols Dﬂlfgonog £ espectivamente 1guals, n.:s uais sio iguals.
ndmgr(: g;l;:ngg l.'."égt,ice comum a lados ig
um dete

: i>8.
21. Na figura 97, provar que: g;g : 223,
22. Na figura 98, provar que:

¥ro Of




o R T — el -
ot e - S 3 —_—
- gl s e

S SERp—

g ] g :
23. i i
NO trlﬁl]gulo ABC (ﬁg. 99

: ), sabendo. . &
Issetriz ( = S€ que: DB ¢h a
24. Usandg 4 meam&ehﬁ)(étesf)de AB>Ac, Dcmon.c;tf-saslfa zife:dej?DgDﬁCe:
% gegao;astm que BJf > MC’D Ex. 23 ¢ aindy que DM 1 BC (fig. 99),
- nindo-gg .
= l'nteriorocsiotiiseg;?;mcs de um trifingulo 4 ym ponto qualquer O
O Derfmetro o maior 4 som c!os segmentog obtidos ¢ menor que
etro,

26. Num tridngulo g 80

masg d : i
:_ﬁ:g:emos um lado o éﬂsegi)stﬁncms de um ponto interno O aos
€s ao Vértica Oposto, T que a somy dos doig lados concor-

Nora : vy,
; 2 T al
P dative (pdg. 31 U.Eumaa Observaggeg Interessanteg sbbre a Geometrla
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L

§ 5. Perpendiculares e obliquas. Lugares
geométricos.
RETAS PERPENDICULARES E RETAS OBLTQUAS

50. Defini¢des. J4 vimos (n.° 26 — Obs.. 1.8) que:
Duas retas sio perpendiculares entre st, quando rigo.;e
inderceptarem Jormam dngulos adjacentes iguais (fig. .

Cada um dos quatro Angulos, que elas formxzim, éreze;:
(metade de um fingulo raso). Reciprocamente: se ;ms e
8¢ interceptam de modo que um dos quatro éngulos _or.mi._Ls
seja reto, elas sio perpendiculares entre si. Ind1§8930~ .
o

P
T "
1
ST ]9 5
I' '] s o EL._D
p!
N
. 101
Fic. 100 Fie

Geralmente sio denominadas, também, pel‘pel_lr‘;](-ligUIlit:::
entre si, duas semi-retas ou dois segmentos, .oul ai 5
Semi-reta e ym segmento, quando sdio perpendiculares

Pectivas retas suportes.
Quando as retas, ao se interceptarem, nio formam fngu

08 adjacentes iguais elas dizem-se obliguas.
o dicula-
51. Teorema fundamental sdbre retas perpen
rc‘;. No plano, por wm ponto dado fora de uma reta
ou sébre ela, pode-se tragar (¥) uma e wma sé perpen-
dicular a reta dada. .
1.°) Sejam o ponto P e a reta s que ndo se pertencem (fig. 101).
Temos : rls (passando por P)
H { P fora de s T ST Hnioa:

bém abaizar a perpendi-
d nto estar fora da perpendicular, diz-se tam
i fu?a:a:.o nno ol:o 30 ponto pertencer & rets, levantar a perpendioular.




& reta s um fingulo & N i-plano
9 @. No semi-pls
f(ﬁ‘?::l-oc?)?ndseopﬁ"lf rﬂ?en}og pelo ponto A4 g obliqua que
Um segmento 4 Pg’u: fl Pe .tornemos sbbre esta obliqua

2! Unamos p a P’
e terem :
§ 10 ponto 0, Temos, ezstaao fcba
APOA = AP'0A (caso L.AL.).

Nestag condigdes, segue-ge que: 1=2 (ingulos

omélogos em trig :

; ridngulos iguaig) o 5
¢ £ ulos

adjacentes concluimos gep ) omo sfio 4ng

L

7 que interceptard

E : c.q.d.
fat?asﬁg;%%nadwular " & reta s, pelo ponto P, é unica (¥).
uma outra,r?-gf porr_fm nstante, que além de » passasse

Jar Ls. Neste cago (fig. 102), terfamos:

B>1 (Angulo externo)

Fic. 102

Fia, 103

@ sendo { reto, 8segue-g
Ou seja, a retg 4 néo

2.0) Sejam o bonto P e

€ que dever4 ger §

for 0|
Perpendicular 5 ¢Oosamente obtuso,

8.

H [ P pertence a g T { rlg (passando por P)
T € Unicg,

O
(®) Esta DParte do teorema ¢ também denominggq,
a8 un

icidads dg perpendicular (r).
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DEMONBTRA.QKO :

1. A reta s pode ser considerada como suporte do.s lados
de um dngulo raso de vértice P. Seja r a bissetriz
déste Angulo.

2. Como a bissetriz divide o fngulo (neste caso raso)
em dois Angulos iguais, cada um déles serd relo e,
portanto : rls c.q.d.

Esta perpendicular é tnica, pois, qualquer outra reta tdo
plano passando por P dividird o ingulo raso em duas partes
esiguais (todo 4ngulo tem uma bissetriz e uma s6) e conse-
Quentemente nio poderd ser perpendicular, g
Ossurvagio. O problema do tragado da perpendicular r & reta s,
POT um ponto P, ¢ resolvido ficilmente mediante o'esmmdro (fig. 104).
0. Ponto O onde a perpendicular encontra 8 6 denominado pé da ;oert;mzn(-S
cular. Por extensio, o ponto onde uma obliqua encontra uma reta
denominado pé da obliqua.

P

Fre. 105

52. Teorema sbbre a perpendicular e obliquas a
uma reta. Se de wm ponto fora de uma r'eta, tragar-
mos até ela o segmento perpendicular e vdrios segmen-
tos obliquos, temos: \

8) o perpendicular é menor que qualquer obliquo:i s

b) dois obliquos, cujos pés se afastam igualmente do pé do
erpendicular, sdo iguais; ;

c) ge gois obliqu:Js, é mgu'or aquéle cujo pé estd mais afas-

tado do pé do perpendicular.

Parte @) : Sejam PA perpendicular e‘PB obliquo, res-

pectivamente & reta s (fig. 105). Temos :

PA Ls PB.
H{PB_/S T [ PA<

= T s L TR i - g
e S S R B
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DEMONSTMQKO :
1. Com efeito, sendo o triingulo PAB retingulo (por
ip. 8), o fingulo 1 ¢ reto e, portanto, maior
que o dngulo agudo 3, oy seja :
2 <1.

2. Como num trign

- pas - 'S
gulo, se doig ingulos sio desiguals,
40 malor 4ngulo

opde-se 0 maior lado (n.c 45) , segue-

8¢ que: PA < PB c.q.d.
A Parte b) : Sejam P4 perpendiculi{;

PB e PB' obliquos, .respegﬁ)
vamente, A reta s (fig. 100)-
Temos ;

; 51 PA Lls, PB_/s, PB _/$

B A 8 H { AR o ;1 B -
e T [ PB = PR
DEMONS’I‘RAQKO .

L. De fato, APAB = APAB' (caso L.A.L.), pois :

PA é comum
i1 =38 (reto)
AB = AB’ (por hip.)

2. Logo: PR = ppr (lados homélogos iguais)

c.q.d.
Parte ¢) : Sejam py perpendicular, PB ¢ P(C obliquos,
Iespectivamente, 3 regq s (fig. 107). Temos :

PALs PB_so pe_,q o
H{AC>AB T { PC>P

Fro. 107
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DEMONSTRAQKO :

i to:
L. De fato, 0 2 6 externo ao trifingulo PAB e, portan
- : 0 20
22>>1; 2
o e
2. Sendo 1 reto (por hip. PA Ls), SefqgnseulguPBC’.
obtuso, isto 6, o maior 4ngulo do triing
2
858
Logo : i . Wi
Como num ftridngulo ao maior 4ngulo opde-se
maior lado, temos :
1 , PC.> B c.q.d.

Onseryagons ;

s, 0 menor
L#) Como de todos os segmentos que 15?:;“ Si,fc,ff;’“ de distdncia
¢ 0 que ¢ perpendicular a s, denomina-se a ih ds P&t
e ponto P A reta s. i i oy erpendicular a @sse
2*) Chama-se mediatriz de um segmentg nN:TzJ figura 108, a reta
S€gmento tragada pelo ponto médio do mesmo.
T € a mediatriz do segmento BC.

Fro. 108

LUGARES GEOMETRICOS

; con-
53. Defini¢io. Denomina-se lugar ge:gég;cﬂ ;amrrrlxesma
junto de pontos, e sdmente ésses, quef‘g?:ia & i Tugar neos
Propriedade. Para concluir que Ufna gz
métrico ¢ preciso demonstrar que :

. . . da .
@) cada ponto da figura goza da propriedade indicada ;

i ce A
b) cada ponto que goze de tal propmedﬁadeoggr‘ggzauela
figura, ou cada ponto fora da figura néio g
i
propriedade,




54. Teorema, A mediatriz de um segmento é o lugar

geoméirico dos pontos eqiidistantes dos extremos déste
Segmendto,

Parte q) ; Seja o segmento AB e a mediatriz r déste
Ségmento (fig, 109). Temos

.
.

o { [ Pedistisds dp o {7 LAB
Per (% (P pertence & mediatriz r)
T [ PA = pp.
{E
n'. h’“‘ s
1'.‘ 2 on 1 .‘.'l
A M ) :
Fio. 109

DEMONangzo :

L. De fato, APMA = APMB (caso L.A.L), pois :
{ PM ¢ c%mum
= (rEtO: por hip.

(r é mediatriz por hip.)
2. LOEO, elementog ¢

orrespondentes sgq iguais, isto 6:
PA = pp
Parte p) . Seja a figurg 109. Temos agora, :
Hipg eqiidistante de 4 e B (PA = PB)
T [ Pe mediatriz dq AB.
®) 0 8imholg ¢ significq :

Derlencer. Vor algumag observagies inter ntes sfbre »
00metris Dedutiva, pég. 313, com Telagho & mediatris de ym aomuto-

c.q.d.
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e

DEMONSTRAQKO : ;
1. Como PA =PB (por hip.), o triﬁngulo.PAB é Isdicel::.
2. Unindo P a M, temos que PM é mcc_hanaée, porr 2Edi:
é também aliura (n.° 38—c-‘2.°), isto ). pt;% s
cular a AB no seu ponto médio M, ou seja sl
diatriz de AB. :

55. Teorema. ATbisselriz de um Angulo & Ojgs%grag;;fﬁﬁ?
trico dos pontos_equidistantes_dos lados

Fro. 110

Parte a) : Seja o singulo AOB e a bissetriz b déste 4ngulo
(fig. 110). Temos:

b bisefetriz de ;1}?11 g;ﬁ)
Peb, isto é { PB L OB

DEMONSTRAgXo: 5
1. Com efeito: APAO = APBO (caso L.A.A..), pois:
{ PO é comum

T [ PA = PB.

i = 2 (por hip.) y
8 = 4 (retos, por hip.). e
ao i o é:
espondentes sio iguais, is
2. Logo, elementos co:;Ap= dar e

i ora :
P b) : Seja a figura 110. Temos ag 5y
s B é]eqﬁidistaute dos lados de AOB (PA=PB)
H {

istinci L 04) T { Péb.
PA distdncia a 04 (P4
PB distincia a OB_(PB L OB).
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DEemonsTrAGZo : S8, Teoria das paralelas. Aplica¢des.
1. De fato, unindo p a 0 temos dois tridngulos retin- ] - tas paralelas.
gulos: PAQ e PBO ; 56. Ratas concorrentes (incld(&ngzs;)e: rl?ma A
2. Est(fs tridngulos retingulos sio congruentes, pois, té{’: Duss retas distintas de um plano pode ’
& hipotenusa ¢ ym cateto, respectivamente, 1gual & outra, duas posigdes: + nesse caso dizem-se
(n. 43~59),. Lowo elementos correspondentes sio m ponto em comum ; e
i ek - 080, ¢ , cor o st a) podem ter u interceptam em tal ponto (fig
lguals, ou geja: § = 8§ que significa ser b biss concorrenles ou que se infercep
de A0B e P uym de seus pontos, c.q.d. 112) ; b) nio tém ponto em comum e,
néo a
i oy nesse caso, dizem-se paralelas
EXERcicios (fig. 113)
ig. 113).
L. Demonstrar que as bissetrizes de dojg fngulos adjacentes sfio perpen-
diculareg, ¥
2. Do vértice de um fingulo, tragam-ge gg perpendiculares aos ln.do]s; ”
L o.:;nonstmr que o fingulo por elyg formado 6 o suplemento do fingu
ado,

S
3. Se de um ponto fora de umg reta tracarmos a esty reta o segmento
Perpendicular e dojg oblf,

quos iguais, fstes go afastam igualmente do Em.. 113 s
Pé do perpendicylar (reciproca do teorema do .o 52-b). 1 L . lano
4. Um ponto qualquer forg dg mediatriz de ym segmento, dista deslgua gD e ndo, situadas no mesmo plano,
mente dos extremos dggge segmento, Duas retas sio paralelas ol crlls
5. Demonstryy que tracando-ge gag perpendiculares aog melog dos lados ndo tém ponto em comum. Indicagio: rll s.
lguals de ym trifingulo is6sceles elag ga enconfram sfbre a bissetriz
do 4ngulo do vértice,

; s uma Bemi-ret& e
8. As trés bissetrizes internas de um brifingulo encontram-se num mesmo 1*) Duas semi-retas ou dois segmentos, ou ainda
ponto eqiiidistante dog trés ladog, ;

OBBERVAQﬁEE 2

do sio paralelas as respec
i nominados paralelos, quan

m ponto qualquer, fory dg bissetriz de um fingulo, dista desigual- girx?a:eg;l-s: t:&p?r(;;c(si? i concorrentes,
mente dos ladog do fingulo, : t ituadas no mesmo plano, quel'_BC]ﬂmr exemplo, as
uas bissetrizes dos fingulog externos de uym trilngulo ¢ 4 bissetriz 2'?) i xie]us Bsiio‘ chamadas coplanares. Assim, por e

do 4ngulo interno, nio adjacente gog Angulog externos, encontram-se quer sejam paralelas,

um mesmo ponto,

i tejam
= 0 as retas niio es
- oplanares. Cas A
as figuras 112 e 113 siio ¢ 1 = R ey
;iettu dr 5 fltodl?‘tismlgo plano elas sio denominadas ndo coplan
adag

e
57. Angulos formados por duas retas cop}?igarﬁs‘i)’
u t'ransvcrsal. Duas retas eoplannreshr eﬂ dsa tran:suersal
in?:?ce tadas por uma terceira reta ¢, que é ¢ ?;?secgﬁo et
ou secalr)ate, formam em t6rno dos pontos de in

speciais,  Os

i ] los que recebem nomes e

B 2& i'llg. 11'41:),33?; iﬁgzggiﬁ% do plano hxm%ada : (f;d?zte:?:?.;s
Tk fig. 114), dizem-se dngu :

9. Na figurg 111, temog; i=8=3 , f 5 e .

Bode um déstes tngulog ? que fragfio do Angulo reto corres )y 9y

Be, na flgura 111 tracarmo

inados
Os que n#io pertencem a tal regiso (1, 4, 8 e 7) sfio denomin
setrlz do fingulo 2,

8 7Ls, pelo ponto o, Provar que r 6 bls-
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ngulos externos. Tstes oito Angu-
los combinados dois dois, rece-
bem os seguintes nomes:

L. correspondentes, quando um dé-
les € interno e o outro externo,
nio adjacentes e situados num
mesmo semi-plano, em relagio
4 transversal ;
alternos-internos, quando am-
bos sfio internos, nio adjacen-
tes, porém situados em semi-
planos opostos em relagio 2
transversal ; ‘
mbos sio externos, nio adja-
semi-planos opostos em relagio

alternos-extemos, quando g

centes, porém situados em
transversal ;

= : ]
y quando ambos gio externog e situado
ARG Semi-plano, em relagio A transversal.

Na figura 114, os Angulos ora mencionados sio :
correspondenteg { lie 5:' 4 o8

alternos-intemos { g 2 g alternos-externos {
2eb
8

colaterais-internos {

3 =) HRy =y
@ oo
Do O¥=D

colaterais-externos { 5
retas r e s, coplanares,
encontram-se num dog
rsal (isto 6, sio concor-
é, sio paralelas) 6 feito
ngulos que as retas re

O reconhecimento
interceptadas POr uma transversal ¢,
semi-planos determinados pela transve

0 tém ponto comum (isto

0-8¢ 08 quatro pares de 4
om a transversal ¢,

de que as duas

8 formam ¢

153
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Sejam as retas coplanares: r, s e ¢ (fig. 115). Telios :
H [ 4=8 (4ng. correspondentes) T([rlla

DEMoNsTRAQKO: (por redugio ao absurdo) : , g
l. Se » e s nio féssem paralelas, cncontll;ar-se-mm nu
ponto P e terfamos o trli'tngillo MNB. v AP
2. Neste triingulo vale a relagio: ‘Ihl? 6te(s:O(er=§).
ingulo externo), o que é contra a hip A
Logo, r e s nio se encontram e, por mt‘ ,q’,d.
paralelas.

‘.":’P 5 3

Fic. 116
Fio. 115

59. Corolarios.

nares dois
L.°) Se uma transversal forma com duas rett;s cgf)la z’lguais i
dngulos alternos-internos (ow alternos-extern >
duas retas sdo paralelas.

Sejam as retas coplanares: r, s e ¢ (fig. 116). Telfnos:
H [ 2=8 (dng. alternos-internos) RS (1Fs:

DuMonsTRAGRO :

= hip.) e,
temos: 2=4 (o.p.v.) e_ﬁ. 8 (por )
3 rl))oertiii?)’, ;:fa propriedade transitiva da igualdade:

1=8.

2. Como éstes ingulos siio correspondentes, segue-se pelo
: teorema fundamental que :II e
r 8 .g.4a.
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2.0)

Se w
ma transversal forma com duas relas coplanares dois

dngulos colaterais ¢

@3 wnlernos (ou ext

e ernos) suplementares as
duas retas sgo paralelas, ¢ R

Sejam as retas co la
nares: 3 .
15 planares: r, g e { (fig. 116). Temos:

=2 retos (3 e § siio 4 i
T [l g ing. colaterais-internos)

DemonsTRAGHO -

Demonstragio (

()

1. De I
fato, temos: § 42 < 2 retos (sfio adjacentes e su-

plementares)
e . 3+ 8 = 2 retos (por hip.).
Ogos 3 + ‘I =2 3 + g
ou i=38

2. Como ésteg dois 4n

gulos sio o-s6
pelo teorema, funda correspondentes, segu

mental que:
rlls ¢.q.d-
60. i |
Retas Perpendiculares a yma terceira
: ’
£ Teorema: No mesmo plano,
R duas relas perpendiculares

a uma terceira sio parale-
las entre s,

n : ¢
Sejam as retas coplanares:
T, 8 et (fig. 117). Temos:

rlLi

H { g.l 2

Fio, 117 T {T I %

= por redugio ao ahsurdo) : (*)
. O r e 8 nio f i
Gssem paralelas, encontrar-se-iam

2. Neste caso,

rlls

Ver outra demonstragfio, pag. 314
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61. Corolério (Construgio da paralela a uma reta dada).
Por um ponto fora de uma rela pode-se iragar uma
paralela a esta reta.

Sejam : a reta s e o ponto P (fig. 118). Temos :

H [ P fora de s T [ r Il s (passando por P).

DEMQNsmAgio : .
1. Com efeito, pelo ponto P, fora de s, pode-se abglxar
a reta ¢ perpendicular a s e por éste ponto p:) e—s%
também levantar a reta r perpendicular a ¢ (n.° 51) ;
2. As duas retas r e s, sendo perpendiculares i reta {,

siio paralelas entre si (n.° 60), isto é:

rlls c.q.d.
e L ,,_
=T
i
it
!
— =1 8
i
Fio. 118 Fro. 119

OBsErvagio. O problema do tragado da reta r paralela a uma rgta
8, por um ponto P, fora de s, é resolvido com uma régua e um esquﬂd ro
ou dois esquadros (fig. 119). Tal tragado é baseado na igualdade de Ol]El
fingulos correspondentes formados por duas paralelas e uma transversal.

62. Postulado de Euclides (*) (ou das paralelas). Por
wm ponlo fora de uma reta pode-se tragar sdomente
uma paralela a esta rela.

Pelo corol4rio anterior (n.° 61), demonstrou-se que, por
um ponto fora de uma reta, pode-se sempre tragar uma reta
paralela a esta reta. Admite-se como evidente que, por um
(*) Evcurs: denominade também o principe dos gebmetras gregos. A rigor, nfio foi

i famosa proposigho
nuneciamoa que o célebre gedmetra escreveu & sun [
S:ufos:'\?: %?fm':n:a. de Geomelria, livro superado, em ntimero de edigbes, sdmente

pela Biblia; mas, 8 esséncia 6 & mMesMa.
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ponto fora de uma reta, s6 se pode tragar uma paralela a esta
reta (unicidade da paralela

). A importincia déste postulado
serd realgada no decorrer do curso.

63. Conseqiiénci

as do Postulado de Euclides.

1.*) Teorema reciproco
do teorema fundamental:
Duas retas paralelas formam,
com uma transversal, dngulos
correspondentes iguais.

Sejam as retas: 7, s e ¢
(fig. 120). Temos:

Fie. 120 H [rlls t- transversal
T{i=38
DeMonsTrRAGTO (por redugio ag absurdo) :

1. Se 4 ngo f4sse igual a 8,
a reta 7', tal que for
Neste €aso, pelo teore

to
poderfamos tragar pelo ),02 _
masse com ¢ um Angulo

ma fundamental (n.c 58) deve-
mos fer:
|
2. Como, por hipétese : 7 || 8, € a8 retas r e y/ passam
por M, Segue, necessdriamente pelo Postulado de Eu-
Cclides, que r e ' coincidem €, portanto:
i=3=8 c.q.d.
Coroléarios:

@) Duas paralelas formam,
los alternos-internos (ou

b) Duas paralelas forma
los colaterais-interng
mentares,

Com uma, transversal, Angu-
alternos—externos) iguais ;
m, com um

a transversal, Angu-
8 (ou colate

rais-externos) suple-
As demosntracges respectivas, ggg anélogas A anterior.

2.8) ’;':eorema.- No plano, dugs retas paralelas a umg terceiro
8ao paralelag entre g,

157
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e ——
. mos :
Sejam as retas: r, s o ¢ (fig. 121). Te

riit T { rlls.
H{sllt

Fie. 121

a0 « wrdo) :
DEMONSTRA(;KQ (por redugio ao abst ) i pg s
1. De fato, caso r e s nio fOssem paralelas,
. De fato,
se-iam num ponto P.

2. Entdo duas
0 derfamos tragar
por éste ponto P, po SR
. r::et;s imrall;zlns A reta ¢, o que é contra o Postulad

de Kuclides. Logo: rils c.q.d.
t
n —-] !
s =12
Fro. 122

i; L ] eoremas l\f 0 plauo se duas 1etas sao pa'} alelas, tﬁda
: 7 T ?ld ¥ T .

Sejam as retas: 7, s et (fig. 122). Temos :

rlls T[t_j_.g_
H{tJ.'r

e i respon-
DEMONB;DM?::)O gendo rlls (por hip.) os fngulos corresp
& de:mes f e 8 sdo iguais (n.° 63)

=
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rh
1 5 hém se
2. Como 1 ¢ reto (por hip.), segue que 2 tam

reto, isto 6.

4——-—'—"—/

td c.q-d-
8

‘e
enltr
d idos
(o] pamlelas comprccn(]l

64. Segmen tos
Paralelag,

é
tos d
Teorema: Os 33(17”";7:1 ;
retas paralelas Eompifais.
enire paralelas sio iy

g
269
Sejam as retas r, 123)-
segrr(igantos AB e CD (fig.

A Temos:

s
e H { AB I CD
Fro. 123 e { AB = CD.
DEMONSTRA(;KO :

eremos
1. Com efeito, tracemog 5 transversal AD. Obt
038 tridngylog 4ABD ¢ ADC,

2. Temog - AABD = Aqpe (caso A.L.A.), pois:

ara-
I=% (4ng. alternos-internog formados pelas p
e

elas Ap D com a transversal
AD ¢ comum

=% (dng. alternog

ara-
-internos formados pelas p
elag » o 8

Com a transversal %D)i'guaisx
Logo, os elementog Correspondentes sdo
isto 6.

.d.
4B = ¢p c.q

65. Angulos d

a-

Teoremq: Dois dngulos, Tue tém o3 ladyg respectivamente ggros

lelos, saq iguais gy suplementares. Sao iguais glan s Ol

lados correspondenteg sdo dirigidos nos mesmos sentido s
€m senlidog Contrdriog; sdo suplementares quando

08 Correspondentes i1

; {ro8
90 num megme sentido e os ou
018 em senlidog Contrdripg,

¢ lados Paralelog,

e =

- elas retas :
P so: Sejam os 4Angulos formados p

rimeiro caso: 0 :

Teser eg (fig. 124). Temos

r |l # (mesmo sentido)
n {

=2
sl 8’ (mesmo sentido)

Fie. 124

~ a reta
DEMONSTRA(}'AO - ¢io M da reta ' com
: intersec
1. Consideremos a

3.
s e os Angulos formados 2 e

elas
formados p :
A : ondentes al 70
2. Como: 3 =28 (angi lcmr;:s(l: s’ com a transvers
i ' as

parale

elas
formados p -
ondentes raal #)
o i=38§ (ﬁngi lcorr:sg » com a transver
as
parale

oe igualdade, que:
iedade transitiva da igu -
segue-se, pela proprie fring c.q.d.
3 dos
i-retas opostas do
rem consideradas as semi rfnda serfio iguais
S0 ek dle S(‘aj e 2, os Angulos forma:‘dos ;
lados dos ingulos ) N
Por serem, respectivamente opost b e
. ulos forms
: Sejam os 4ng
Segundo easo:

1 mos :
reser e & (fig. 125). Te

* (mesmo sentido)
g { Z H ;’ gsgntidos contrdrios)

T {142 =2 retos.
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Dedonstrago ;
1. De fato :
i+3<9 retos (4 e 2 sio adjacentes e,
2 Comig: bortanto, suplementares)_

l= ? (pelo 1.0 caso), segue que :
142 <2 retos c.q.d.

Fie. 125

66. Angulos de Ia

dos per *
pPendiculares,
Teoremq: Dui i

3 ti_ngt_zlos que tém os ladog res

08 830 agudog gy obtusos;
€ oulro é obtysy.
Primeiro caso:

reseq ag (fig. 126), Temosg :

suplementares g um é agudo

= Lot
8.l
-~ T &
I e 2 agudos (ou obt.usos){ et
DEMONSTRAQXO 3

1. Tracemos pelo ponto 0 :

" @ gt ' e gt |
8 Ol‘marﬁo 0 ﬁnglll ]

as retas
0 3, t!ﬂ-l que:

=

(4ng, de lados
parale] o
Ls (porque g Laegr g’ —ne"o;én- 365;

 (porque Lrepre_ n.° 63 - 3.9)
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segue-se que, os Angulos s”0s e r”Or siio #ngulos
retos e, portanto, 1 = §, por admitirem o mesmo
complemento (s"dr). Logo, se:
3=8 ¢ §=1
i=23 c.q.d.

temos que: 1

Fie. 126 Fro, 127

Segundo caso: Sejam os 4ngulos formados pelas retas :
reser es (fig. 127). Temos:

r Lo hd
H «{i3.1s T {143 = 2 retos.
i agudo e 4 obtuso

DeMoNsTRAGRO :

1. De fato: 244 = 2 retos (2 e 4 sdo adjacentes e,
portanto, suplementares).

2. Como: i1=25 (pelo 1.0 caso), segue-se que :

1+ 4 = 2 retos
c.q.d.

EXERCIiCIOS

1. Na figura 128, indicar quais os éngulos que sfio : correspondeutgs,
alternosg-internos, alternos-externos, colaterais-internos e colaterais-

externos.
2. Calcular o valor dos seguintes dngulos: 3 3 4,65, 8, 7 e 8 (fig. 129),
sabendo-se que: r0s e T=064°12’30".
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b Fio. 128

3. Caleular, na figura 129, os Angulos 2, 8, 4, 8, 8, 7 ¢ 8, no caso do 1
ser a metade do 3.

4. Na figura 129, caleular o valor de cada um dos dngulos, sabendo-se
que: 4-3=38. _

5. Como devem ser os fingulos 1, 2, 3 e 4 (fig. 130), para se poder afir-
mar que rll §?

6. Se allb e clld (fig. 131), como siio § e 47

7. Caleule na figura 131, o valor do § no ecaso do 1 valer 480 12".

8.

A diferenga dos fngulos colaterais-internos formados por uma trans-
versal com duas paralelas ¢ de 32° 14'. Determinar &stes fngulos.
. Um dos quatro ingulos que duas retas paralelas formam com uma
transversal vale os 3/7 de seu adjacente. Quanto vale cada um dos
restantes Angulos?
Como sio duas retas que formam com uma transversal fingulos cola-
terais-internos cuja soma vale 200°? E se a soma valesse 200gr?
A diferenga entre os fingulos colaterais-internos formados por duas

retas paralelas interceptadas por uma terceira é de 20°. Determinar
o valor déstes Angulos,

10.

11.

8

série ginasi 163
Matemdtica — Terceira sETi€ ginasial

Fie. 133
Fic. 132

= i D e
¢! S 1 54 1 ; é isse 1 ﬂngu]o AC
12. I]a tigurﬂ 132, I'. mMos: = 0 2 r h LI Z (1(]

dos fingulos 2e3 A
B. Calcular o valor 2 dngulos @ e B
13 II)\;“&:?;EI: .;133 temos: rlitezlly Como siio 08 40§
A a ]

Fie. 134

i ter-
v truir sbbre um
justif mmo dfd poss g e encontram
P Nan figurah 134’101‘;;321‘]33 ?c(:r ado por duas retas que S
um 4angu
:3631 de um obstdculo. ]

ge uma
15. Demonstrar que, num ;;tlzmc;;1 L
reta encontra outra reta,

também qualquer outra reta paralela

: lado de Eu-
A segunda. (Sugestdio: Postu '
clides).

w

Fro. 135




M—f

164 Osvaldo Sangiorgi

16. Se de um ponto da bissetriz de um Angulo dado, tracam

-3¢ a8 H(!m"‘
retas paralelas aos lados do dngulo, demonstrar que o Angulo formado
por essas semi-retas é igual (ou suplementar) ao fngulo dado.
17.

Demonstrar que, se dois ingulos tém os lados paralelos, suas bisse-
trizes sio paralelas ou perpendiculares.

18. Na figura 135, M & ponto médio de AB e de CD. Demonstrar que
AD I BC.

19. Na figura 136, temos: T=%; CF Il AD. Demonstrar que: 5=8.

20. Na figura 136, demonstrar que: AF=AC.

Resposias :

1. Correspondentes: T e 8, 3¢ 8, 3¢8,3e?; alternos-internos: 4 e 5,
3 e 5; alternos-externos: 2 e 8 1 e ?; colaterais-internos: ie

e ; colaterais-externos: 1 e 8, 8 e 7.

1=8=8=7=64°12'30"; 8=4=8=8=115°47"30".

i=8=5=9=60"; 3=3=08=8=120°.

1=8=8=7=71"; 8=3=8=8=100".

. 1=32 e §=1

Suplementares.

§=48°12".

106° 7' e 73 53,

126° e 54e.

o o
© 0N PSP

10.

Soma 200° retas concorrentes ; soma 200gr, retas paralelas.
11. 100° e 80°.

12. 3=44°12' ¢ §=71°36'".

13. Iguais (lados paralelos).
14.

Tragando por um ponto do mesmo plano do fngulo a paralela a um
dos lados do é4ngulo.

§ 7. Soma dos 4dngulos de um tridngulo e de
um poligono. Conseqgiiéncias.

67. Soma dos fngulos internos de um tridngulo.

Teorema: A soma dos dngulos internos de um, tridngulo qual-

quer & igual a dois dngulos retos (180° ou 200gr) (*).

(*) Be a medida dos Angulos f6r fei .
Falos intormon do i tEARGHLD  nal T80 e oL oo monto o faz, & soma. doo 40

3 88 f8r em grados & soma & igual a 200gr-
Este toorems 6 conhecido também como Le

i angular ds Tales.

165
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ate

. Temos *
_ ) ¢ (fig. 137)-
Gale trlliﬁnlgl}iloﬁAeBg Ang. internos do AAB C

T { i+2+8= 5 retos (180%)-

N s RS R

Fio. 137

g uBC. Esta
os rI|BC.
vértice A tracemo® a:
R 1;:}2 Postulado de Buclides. 08
T i i s formados POT duas
; i 5 (ing alternos-interno

paralela 6 Unice
los formados

paralelas © uma transversd ).
2 it — 4.9), segue-se,
i &(+ {4 8 =2 retos (n.° ngo:alima, pon
o v dode § pelos valores da
gubstituindo 4
1

o 5 4 8 = 9 retos c_q.d.

68. Consegiiéncias- 3}
) oma
N {erno de um tridngulo é igual @ 8
4ngulo externo © Nies
% gnn;ulog snlernos Mao .adga.ce
] tridngulo 4
Seml:c; { 4 ang. extern® do

A

Fic. 188
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DEMONSTRAGAO :

1. J4 sabemos que: 14+ 3+ 8 = 2 retos (n.° 67)
e i+ 8 =2 retos (n.o 28-3.9).
2. Confrontando estas duas igualdades, temos :

e, eliminando o 4Angulo comum §, vem:

i=1+2 c.q.d.
2.9 Num {ridngulo um sé dngulo pode ser relo ou obiuso.

3.9) Num tridngulo cada dngulo é o suplemento da som®
dos outros dots.

4.°) Num tridngulo eqiidngulo cada dngulo vale 60°.

5.°) Num tridngulo retdngulo os dngulos agudos sdo com-
plementares.

6.9) Num triGngulo isésceles os dngulos da base sio agudos.

7°) Se dois tridngulos tém dois dngulos respectivamente
iguais, os terceiros dngulos também serdo iguais.

As demonstragdes déstes seis tltimos teoremas (conse-
giiéncias de que a soma dos fngulos internos de um tridn-

gulo € igual a dois Aingulos retos), sio imediatas e ficario &
cargo do aluno.

69. Soma dos dngulos internos de um poligono.

Teorema: A soma dos dngulos internos de um poligono con-
vexo é igual a tantas vézes dois dngulos relos quantos sio
0s lados menos dois.

Seja um poligono de n lados (na fig. 139, n = 6). Repre-
sentemos a soma de seus fingulos internos por S;. Temos :
H [ ABCDEF 6 um poligono convexo
Sy = (n—-2).2 retos
iy ou
Si = (n—2). 180°.

ie ginasi 167
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[

DEMONSTRAGAO *

értice (A
ando-se por um Vel /
1A E;”’fc;;n 139), todas as c’hagon:;llsi
do poligono, éste ficard deiona
posto em n—2 triingulos (
fig. 139); ‘
Angulos 11~
2. Como a soma dps 3
ternos de cada tridngulo € 1gua.; L
a 2 retos (n.° 67) € segdo zﬁsg;?m " ey
flos ‘im:;‘gu ;gs::al.lt:ia;go;ng?lﬁs internos déstes n—-2 tn
igual i .
kg i -S‘ =mn-2).2 retos c.q.d.

hexfgono,
fgono € um
: 139, onde o poligon! .
devellfngsci:? g:rtsf.lgs.ug?)ma Je seus Angulos internos

S, = (6_.2) . 2 retos

u = 4 = tos

. 2 retos 8 re ) e
¢ 5 7200 (se 08 ﬁ,ngulos forem medidos em grau
ou S‘ =

oligono
1o interno de um P »
s . or do d,ngldﬂ : s 12 is entre sl
CONSEQ%EN%I;I; Ic(l)dovsalonde os n Angulos a0 igua

regular ’

¢ dado pela férmula :
Sy (n — 2) 180° (medido em graus).
n

ay = — ou @ =
n

i o do pen-
A gio: Calcular o valor do Angulo intern
PLICAGAO :
tdgono regular.
; Aplicando 2 férmula que d4

temos:

o valor do angulo interno,

o 1800 80
5 —2) 180° _ 3 X 1%  108°.
a‘ﬂg'-_'_s-_-_—d'ﬂ 5

ale
tagono regular v
interno de um pen
Logo: o 4ngulo 1D

108° (medido em graus).
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70. Soma dos
Teorema: A soma dog

vexo ¢ tgual g quatro Gngules retos (360° oy 40I0g1‘)o
Seja um poligono de 7 lados (ng fig. 140, n=35). Repre-
sentemos a gomg de seus ingulos externos por Se. Temos :

ou

Ss = 4 retos
T
S, = 360¢,

DEMONSTRAQ}{O :

1. Prolonguemos, num mes-
mo sentido, todog os lados
do poligono, Temos, agsim,
que cada 4ngulo interno

somado com ¢ gey externo
ks adjacente (11, por exem-
plo na fig. 140) vale 2 ingulos retog

2. Como 880 n Angulog intern
vértices), Begue-se que g
do poligono (8) mais g soma dog
(8) vale vézes 2 retos, isto & -

.
)

Si+ 8, = . 2 retog
Se=n.9 retos - g,
Como: g, = (n-2).9 retos (n.o 69) temos:
Se=n.92 retos — (n-2).9 retos

ou

ou Se=n.o retos — 5 | 9 retos 4+ 4 retos
donde : Sy= 4 retog
CONSEQﬁ'ENCIAB 3 hd
1.%) 0 valor do dnguly €xlerno ¢ '
n lados ¢ dad, pela f la: % Um poligon, regular de

S, 360¢°
a, = gy ) - (medido ém grayg),

— —
TTEm o ms cnaes o = Pls

o B s 160
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o de um
Apricagio : Caleular o valor do dngulo extern
hexdgono regular,

Aplicando a férmula, temos:

e DEUL = 60° (medido em graus).
a
6
. rés dngulos
2.%) Um poligono convexo nao pode ter mais de trés dng
agudos internos. . e
i tro dngulos C
oligono tivesse qua ganis
inter]njc?s fztgz)r:(:n l:II:s If?mguloss externos déssevﬁ'?;igcoonn(; Jrns
Ser magor que quatro fingulos retos, o que
teorema, (n,° 70) j4 demonstrado.

EXERCICIOS DE APLICACAO

; a dos dngulos
- ternos e a som :
a dos dngulos in 0 s e
F g;;::g;rdaé 332 octégono. Calcular os t{r)alcc:-:s désge o
do dngulo interno e do dngulo exlerno n

iy 4 dada pela férmula :
Angulos internos ser
A soma dos mgS‘ ok
Ou seja, para n = 8 u
b o i D
rd dada
dos Angulos externos se .
AL; Om;GO" (igual para todos os poligonos convexos)
.=

interno e
No caso do octégono ser l'eg:ular,egt éil.lgulo
0 fngulo externo valem, respectivam :

360° ..
1080°=1350 e a.=—8—=45.
a‘=--—-8—

désse poligono ?

=
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Gt condlc?estecll;;osp s
i tos triplo do externo ’ 60°
Medindo o fingulos ep Braus, temos que 8 re p 1800 360°
eqliivalem 4 7200 €, portantg - (ﬁ“‘_22_ =3 X n -
. 720° = (p _ 2) . 180° (f6rmuy]y do §,). % 0° =3 X 360° (dividindo ozr 3)
- = rosp !
A resolugiio desta, €quagio darg o valor de n pro 5 (n-2).18 memb
turado, (), seja, : m :
! N . 180°) " mbros por 1800; ve
d=n_9 (dividindo 08 dois mempyog por e dividindo os dois me 2 =3%X2
4 —
DR . 442 =642
!
e n=g, ' ot _3
- . n = . i
Logo, trata-ge e um hexdgong (n = ¢). y . lados, isto 6, 6 um octégono
o a
3. Qual ¢ O poligong regular cujo dngulo externo V810t3ﬁn0 Logo, o poligono tem 8 -
0mo a férmy]g que d§ o vajop de um ingulo exter
oS
de um Poligong regular ¢ . EXERCICI tridngulo isésceles sa-
de um
36 o da bﬂse 2 ‘.
e, = "“Q-’ L. Caleular o valor dos ﬁ"g:]c",%rtice vale 48° 12 de seus Angulos? "
. 56 i bendo-ge que o ﬂngu]zﬁlﬁtem. qual 6 o Vﬂ-lo,; celes mede 58° 12" 30"
onde, o valor de % no Problema ¢ duestao ¢ 36e, segue:ja 2. Se um triingulo lé e(;!a base de um triingulo isds fngulos
que o valor o , Procurado ggpy dado pelg resolugio 3 8:11?1 un 203 fl%&r’“ o ﬂ“g"]oéd?ézfzf;:e.quﬂnm valem os seus fing 1
equagio . lo 6 is 2
; : o 4. Se um tridngulo teeitgye tivamente, 3z, 4z e 5z. Ca
360 — 360 4 ; agudos ?] i Gl vnllem respec by S A
e . L a
n 5. c(:):l frn%l; CXL o tr_:ﬂnfr&:l: isésceles cada Angulo
ou sejg : n = 10, 6. Sabendo-se que, num trifing
Portantg . 0 poligong ¢ um decggop,
4, Quantog lados e

i lo.
désse tl”]ﬁﬂgu y
vértice, caleular os ﬁl:gu;')s—-3=10°. Calcular:
débro dgl ﬁnlﬁl;hd?c temos: A-+B=130°,
. 7. Num i/ ng 2
um  polfgon, Tegular, cujo Angulo Beoo
Interno, ¢ | triplo o dngylg externg ?

férmyl, que d4 o
poligong regula

»

Q0 127 45"
ulo mede 6 e
dos de:um triﬁngul: aﬁzﬁgigu]os externos déss
agu : 08
de um E g;?cgl(;i ﬁ: Eirlﬂ%sr c%os fingulos intern
valor dq ingulo interno de u
r de n lados ¢ .

bro do outro.
do é o db

triingulo. lo um fngulo agu

; tingulo ? B 6 o dbbro
9. Num trifngulo re dngulo agudo triplo de B e
'----___________(n =2 . 1800 Qu“nm.vale cafﬁ?() tem-se que 4 & o 7 da soma
5 10. Num tridngulo iRBC udos vale 1/

I ¥ de €. Calcular: » By m dos fingulos ag

’ m idngulo retingulo u

A férmylq que dé o vy, do &ngy, externo de u 11. Num tridng

\ poligong Tegular dg ,, lados ¢ .

doS outro, 08 }iﬂ [ll() a (ills (li!’SSB 1[]lh|gu]0.
d Ca]culﬂr g g agu
tros dois.

especti-
110° e 1_2003 I

is Angulos externos medeloﬂs désse triingulo?

12. Num trifngulo dm?n eé‘egm os 4ngulos internos

220 " vamente, Quanto

-_-'— .

n
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13.

14.

15.
16.

17.

18.

19.
20.

21.

22.
23.

24
25.

26.
27

.

31

32.

Num trifngulo fsésceles um dos fngulos iguals vale 1/4 da soms
dos outros dois. Calcular o valor désses dngulos.

O Angulo do vértice de um tridngulo is6sceles é igual a 1/5 do fingulo

formado pelas bissetrizes dos fngulos da base. Caleular os Angulos
désse trifingulo.

Caleular os 4ngulos de um tridngulo 4 BC sabendo
A de 30° e excede B de 48°.

Num tridngulo isésceles o Angulo do vértice 6 lgual a 1/10 da soma
dos fingulos externos da base. Caleular o valor do éngulo do vértice.

Num trifingulo ABC, tem-se que: A é a metade do C e B é0 triplo
do C. Caleular 4, B e C.

-se que o C excede

Caleular a soma dos Angulos Internos de um decdigono. Se tste
decdgono for regular, quanto mede o seu fingulo interno?

Calcular Sy e S, de um quadrado.

Caleular o S; e 0 S, de um pentadecgono regular. Dar também ©
valor de um fngulo interno e um A4ngulo externo respectivamente-
Sabendo-se que a soma dos Angulos internos de um polfgono convex?
¢ igual a 6 retos, qual é o nGmero de lados désse polfgono?
Quantos lados tem o poligono regular, cujo Angulo externo mede 72°7

Quantos lados tem o polfgono regular, cuja soma dos fingulos inter-
nos, € 9007

Quantos lados tem o poligono regular, cujo Angulo externo, mede 1207

O fngulo externo de um poligono regular aumentado de 45° é igual

a 1/9 da soma dos Angulos internos de um pentdgono. Quantos lados
tem ésse poligono?

Qual é o poligono cuja S, vale o dbbro do S;?

Quantos lados tem um poligono regular cujo fngulo interno é igusal
a0 fngulo externo?

Qual é o poligono regular cujo Angulo Interno é 1/10 da somados
internos ?

Demonstrar que num triingulo Is6sceles as bissetrizes dos Angulos
da base sfio iguals.

Demonstrar que a soma dos fngulos internos de um tridngulo 6 igusl
a 2 retos, tmgando-ae por um ponto pertencente a um dos lados (dis-
tinto do wvértice) as paralelas respectivas aos outros dois lados.
Une-se um ponto O Interno de um tridngulo ABC com B e C. De-
monstrar que o ingulo BOC ¢ maior que BAC.

Demonstrar que a b{isset.riz do fingulo externo, adjacente ao fngulo
do vértice, de um trifingulo isésceles & paralela A base.

Demonstrar que num tridngulo retingulo a diferenga entre os fingulos

agudos é igual ao dbbro do Angulo f d bis~
setriz relativas & hipotenusa. # e o Y

173
inastal
] _ Terceira €T &
laternaticd
A trifn-

: De“lﬂ trar qu om d g co m tos (]05 an 1108 (ie um
g l
! H p] n
= nstra e as 1 do mple e

gulo acutingulo é um fngulo retoﬂ: 3
35. Dado um trifingult:1 zifg, Dprollgggonstmr

CD=CA e une-se . o

b bisatiz do dostle <50 Jongam-se 0s dois lados L:AA% Cf%) g,eI,onS‘
36. Dado u{ﬂ tiﬁé"gglflg;';igﬁgg respectivumcﬂte, a

segmentos

trar que B’C’ || BC. »
37. Num tridngulo mmnggloc—BCD Demonstrar U

1o que e S e T
e e dols tritngulos tpgeceles

nos,
angulos exter

es & soma dos ce.
38. Demonstrar que num t,ri.-’lnggl(;) cllstf'!:c?etos o Angulo do vért

14tero convexo
em relagio & base, Supe:*-l es dos Angulos de U™ quadrildtr s plemen-
jssetriz
39. Demonstrar que a8 bisse

a0 S
i og opostos §
f m novo qua.dril:it.erﬂ cujos Angul
ormam u
tares.

40. Demonstrar que num tridng e
trizes dos Angulos B e C, resP
metade do A.

to
¢ de um segmen
: ltﬁﬁz Eretn. AD & pa:alela

. lo
vértice do Angl
c, conduz-st B & o o triingulo ver

bisse-
formado pelas DI®
o ABY, > ﬁtzgtgoigual a 1 reto mais 2

Respostas: ,
1. 650 54 3. 8335
2. 60°. % 450}
7. A=10, B=60> 0 =50 12/ 45" ;

i 900 21° 471 15»”" 68 ]_D 47‘ 15.”"
8. intterncz)ss " 90e, 158° 12/ 45", 11
extern . ’
, B=38°¢
9. 30° e 60°. P 15. A=56 B
10. A=120°, B=40° ¢ L=~

16. 20° o
o RB=120°¢
11. 22030 e 67°30" 17. A=20° }iun
12. 60°, 70° e 50° 18, 1440° e 142
13. 360, 36° e 108 19, Si=S,=360"
o, 80° e 80° .
14, 209, 80° e 8 Lo, a'=156°. a‘__24_a_

5. 45, 60° e 75
6. 36°% 72 12

C== 8ﬁ°-

27. 4
20. 8,=2340% So 5 95. 24 08, Decgono:
21. 5. 23. 5 0. Tridngulo-
24. 30.
22. b.
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§ 8. Quadrilateros,
des. Translacy
triﬁngulo.

Classificacio e proprieda-
0. Retas concorrentes no

Classificacao. Quadrildtero éo poligcin:
quadrildtero doig lados ou dois 4ngulo

Na figura 141, temos ©0

AB e CD, BC e AD sio lados
opostos e

Ae C, Be D sio dngulos opostos.

BASE

Fro, 141

Fio. 142

Num quadrildter, convexo,

1. quatro &ngulog
2.

3.

destacamos aindag :

internos e quatro ingulos externos ;
duas diagonajg (AC e BD) ;

soma dos fngulog internog igual a 4 retos
(S, = (4 - 2) . 1800 = 3600) ;

4. soma dog ingulos externos (S, = 360°),
Os principais quadrildte

gramos e og lrapéz

TOS convexog 880 :
108.

os paralelo-

Paralelogramog

72, Defini¢zo, Classificacﬁo.
drildtero que tem og ladog o

Paralelogramo ¢ o qua-
de um paralelogr

POsios paralelos, Chama-se alture
amo (h na fig, 142), em relacio A base 4B,

. 175
: e ginasial
Matemdtica

——

ue lhe é pﬂ;lﬂlelo. 08
) t ) tre a base e o lﬂado CD q
dncla cn

ifi -se em: »
paralelogramos classificam-se R
1. retdngulo (fig. 143), qu
' Intar tOS'
(internos) retos; o T4
2. losango ou rombo (fig. ) >
lados iguais; .
3. quadrado (fig. 145), gua;;goe n
' gtl)s quatro aGngulos U
quatro lados iguas.

dngulos

0
quando tém 08 quatr

Fio. 144
- 143
Fio.
rale
73. Propriedades dOEi r:r:mo, it
. aralelogra
1.°) Teorema: Num P e Tt
! a) os lados opostos S0 ggum dois Uri
b) cada diagonal o divide ? o _
e angulos opostos a0 U ’utuamenta ao meio.
D a d?-m i mmccpmm-se?zf' 146). Temos:
d) as diag BCD (fie. ' .
i o phralelogresls 4 a) AB=CD, ADE

logl‘amﬂs-

aAngulos iguais;

T 1=0 o D
BlLL i A — MB.
H | 4p i BC ;)) AM = MC, DM

c

D.E___
I '
A

B

. Fic. 145
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Denmonstragig :

Parte a): Qs ]
s ados opogt
iguais, pois, sio gener s (AB € CD, AD e BC) sio
D = B. ° 64). Logo: AB=CD e

Parte ) : T c.q.d.
ragando-ge g diagona] BD, o quadrilstero fica

€compo :
gulog &'flt%;l ?;iétnlﬁngulos ABD e BCD. Tstes tridn-

Comum e SA §dis Cf‘f)SDBCtivamente iguais, pois,
portanto, sio iguais (caso If LBE )= iD (parte a) €
L.L.). Logo :

AABD = ABCD

Part, :
e ¢) : Sendo AABD = ABCD segue-se iy
1o - -se que :
¢ (»lﬂg._. correspondentes em
T3 trifingulos iguais).
= 2 (4ng. correspondentes em
triingulos iguais).
ng. correspondentes em
trifingulos iguais).

mas igualdades, membro

1+3<
1+3=341

§=1 @

Somand
8] eﬂtas TR
& membro, vem : duas qltj

c.q.d.

Parte d) : Tracando- g

lelogramo A p e as dig ;
D Zonais B v
AABM — (flg-clfl'?), temos : e AC do para

(caso ALA)

Matemdtica — Terceira série ginasial 177

i =28 (alternos-internos)
pois, AB = CD (parte a)
83 =1 (alternos—intemos).
Portanto, os lados correspondentes sio iguais,
isto é: AM =MC e DM =MB c.q.d.

2.%) Teorema reciproco: Um quadrildtero convexo ¢ para-

lelogramo se:
a) os lados opostos sdo guais;
b) os dngulos opostos sao iguais;

¢) as diagonais inlerceptam-se mauluamen
Deixaremos a cargo dos alunos & demonstragio rel_atwa
& parte a), dada a semelhanga com as demonstragdes anteriores.

emonstraremos as partes b) € ©).
Parte b) : Seja o quadriltero ABCD (fig. 148). Temos :

{e ao meto.

o ABCD é um 7 (%)
H { i=0 T ou
B=D ABICD e AD I BC.
D C
A B8
Fro. 148
DeMonsTRAGRO :

oma dos Angulos internos de um quadrildtero
(n.° 71 -3), temos que:

A+ B+ C+ D = 360

2. Como, por hipétese, 2=l =D _podffmos escre-
ver a igualdade acima do modo seguinte :

24 + 2D = 360°
X2+ D= 180°

1. Sendo a s
igual a 360°

ou

(*) Indicagho do paralelogramo ABCD.
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8i0 Suplementareg, Do fato de 4 e D
is-internog em relagio a AB, CD e a
» concluimog (1,0 59 _ 2.°) que ABICD.
nstra-se que ADIBC, isto 6,
um paralelogramo, c.q.d.

transversg) AD
4 mesmg, forma, demo
0 quadrildterg ABCD ¢

Parte a) 2

=

L. Tracemos ag diagonais 4¢ ¢ pp) que se interceptam

0 ponto M, Qg tridngulog formados 4R e MCD
880 congruentes, pois :

AM = ye (por hip.)
(caso LAL) { 1 =3 (0.p.v.)
MB = yp (por hip.)

e, Portanto, segue-se que :

. © 8 transversa] 40 concluimos (n.o 59 - 1.9
que AB I ¢p. p, mesmg, ,forma, chegamos a con-
clusio que 41 | + Logo: o quadrilitero ABCD 6
um paralelogram,. ¢.q.d.

3.9) Teoremaq: Oquadm'lriter

0postos sgyasg

oy 179
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Deum AGRO : : iin-
;)stndiigona] AC divide o c_luadnlé.tero f]_iiof ?zsctil :;0_
L gulos ABC e CDA, iguais pelo casg J./.hi.p ). Por
mum; § = 4 (alt. int.); 4B = CD (p :
tanto : BC = AD. es de lados opos-
S BCD os pares de
" T 1008 o py i v
‘ rior — a).
¢ um paralelogramo (Teorema ante s
= 4 lo. Além
74. Propriedade caracteristica do rcgd;%f:lngulo pos-
das prépricdédes gerais dos paralelogl‘ﬂ-moz’ireto e reciproco)
Sui mais ymg (constitufda dos teqremasonhecel' se um dado
que lhe ¢ caracteristica e qll(i Perlmlte Gl
Paralelogramo ¢ ou niio retingulo.

Le) T “As diagonais de wm retdngulo sdo iguais.
o corema: ‘ ! o
Seja o retingulo ABCD (fig. 150). jTem

{ ABCD é um 3

4= Boi C = D = 1 reto (90°)
T [ AC = BD.

=

l <'= It

o]

a
Fio. 150

D TRACAO : ! Temos que :
EM;NSTracgemos as diagonais AC e BD.

AABD = AABC (caso L.A.L),

AB 6 comum e

= or hip.)
pois : { jD==BB(éet(?:dgs opostos de um 7). e
2. Log’O . Ac = B.D
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2.°) Teorema reciproco: O paralelogramo, que lem diagonais
tguais, é um retdngulo.

Seja o paralelogramo ABCD (fig. 151). Temos:
ABCD é um O
H{AC=BD T

ou

| A=B=C=D=1 reto (90°).

Fio. 151

DEMONSTRAGZO :

1. Consideremos as diagonais AC e BD. Temos que:
AABD = AABC (caso L.L.L.),
AD = BC (lados opostos de um [J)
pois : {AB é comum
AC = BD (por hip.)
e portanto: £ = B;

Como A e B siio colaterais-internos em relagio 28
paralelas AD e BC, interceptadas pela transversal AB!_
segue-se que éles sfio suplementares (n.° 63 - b), isto é:
A+ B = 180°
e como A=8B, vem: A =B= 900,
Sendo iguais os ingulos opostos de um paralelo-
gramo, temos finalmente :
A=B=0C=D-=090
ou seja o paralelogramo ABCD é um retingulo. d
c.q.d.

75. Propriedade caracteristica do losango. Também

0 109..9.ngo, além das propriedades do paralelogramo, goza da
seguinte propriedade caracteristica:

1°) Teorema: As diagonais de wm losango sio perpendi-
culares enire si e bissetrizes dos dngulos internos.

a
ale

i mos :
Seja o losango ABCD (fig. 152). Te

ABCD é um

D

/i)

B
Fra. 152

Fic. 153

DEMONSTRAGAO @

S tua-
as diagOn&iS AC e BD que =]
1. Tracemo e COI tam lllh

)

73 -d). Como

: onto M (0° D e B sfo
mente ao melo {);:iog iguais, 08 pon:[t))s pertencem a
losango tem %se AedeC6 Porm;; modo j& pode-
eqmghst'a.ntéas “C (e 54 —b) ?ésarte da tese);
medlatrmclui‘; que BD 14ac (1. I;)M mediana déste
mos COon : les e . 38—

2 DAC isbsce issetriz (.

2. Sendo 0 tnﬁngg:e que DM étambémt:%ss tese).
tridngulo, Beg‘:tanto: i=2 (2* por e AC 6 me
B poma. forma demonstra-se 4 c.q.d.

Da mes . =
diatriz de BD e queé:

; "
2.°) Teorema reciproco- s v
' te a): O paralelogramo que POSS
5 dicuiares entre st € losongo.
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Seja o Paralelogramg 4B

CD (fig, 153). Temos :
II [BD -LAC (5 = a = 900)

4BOD § sy
T ou

DEMONS’I'RAQ]{O :

L. De f&tO, temog :

C.q-d-

setriz de g

ticas do quadrado. Sendo
SETAMO que pogeni todos os #Angulos

08 iguaig, Segue-se que o quadrado é ao
iagom 2200 relingulo ¢ losango, Logo - num quadrado as
) perpendz'culares entre s; ¢ bissetrizes dos

Reciprocamente, 8¢ num pq
520 fguais perpendz'culares ou

ralelogram, as suas diagonais
"gulos, ésse paraﬂelogramo é

bém WUAis e bissetrizes dos
um quadrady,

; 183
; e pinasial
‘ca — Terceira série g
Matemdtica
--\-——_,____;
A =
B D
Froe. 154

+% Aglisagtios, lelas. Dadas duas
1) p; ia entre duas retas P‘E"{;’_se por dois Pont0§
*) Disténcia las (fig. 154), tragandc lares respectivas
i delas, as perpendicu lo fato de serem
: 36 e
f)altit(::, O%OStOS i mtﬁng:k:l.os osgpontos de u@aeﬁz
las, to e . distdncia
i lIziadiziS quafh;‘?t?:ru? Ma’f‘il distancia diz-se: dis
1gual disténecia .
Uas retas paralelas.

‘08 de dois
ontos médios e
0 que une 0s pone lado e igua
2 lT goredma: g-i;if;zle:{é gamlela ao terceiro
ados de um

i i Temos':
Seja o tridngulo ABC (fig. 155).

MN | BC
MB T BC,
M = MN = ==
H { jliN = NC 2

Fre. 155

RACXO : AB e pro-
Demonst CAO : ice C' a paralela ao lado e
08, assim
L TmcemosgpMel?V vffglgicontrd-la em D. Temos, as
longuemo

AAMN = ACND (caso A.L.A)),
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i =2 (alternos-internos formados por
1.1 duas paralelas)
ROk AN = NC (por hip.)
8 =4 (opv).
Logo: CD = AM.
2.

Como AM = MB (por hip.), segue-se que: CD=MB
e sendo por construgio CD | M B, temos que MBCD
é um paralelogramo (n.° 73 - 3.°) e, portanto

MN || BC (1.» parte da tese).

Sendo, também, MN = ND (AAMN = ACND);
concluimos que:

BC =MD =2MN ou MN = BTC- (2.* parte da t((%ise)-
= c.q.d.

3.) Teorema reciproco: 0 segmento tragado pelo ponto médio

de um dos lados de um tringulo, paralelamente a um S€°
gundo lado, divide o terceiro lado ao meio.

Seja o tridlngulo ABC (fig. 155). Temos:
AM = MB
H{MN“BC T [ AN = NC

DEMONSTRAGAO :

De fato, tracando pelo ponto médio M o segmento
MN |l BC, dizemos que o ponto N de encontro com ©
lado AC é o seu ponto médio, pois, caso contririo teria-

mos que admitir, forgosamente, um ponto N’ como ponto
médio de AC. '

Nestas condices o segmento MN’ deveria ser para-
lelo & BC (teorema direto) e, portanto, estariam passando
duas paralelas (MN e MN’) ao lado BC pelo mesmo ponto

M, contra o Postulado de Euclides. Logo, N coincide
com N’, isto é, AN = NC.

e.q.d.

(

. s o quadrildier?
78. Definicio Classificat;ﬁo. Trapézio é 15%)' 0 dois

fig.
; tos 'pm‘ﬂfﬂlos. ( altur@
(11::; i Sa’{;?r:;e (ilic;?rxf?sfieo%;sizse a disténcid entre éles,

os paralelc

i sicam-se em
do trapézio. Os trapézios classificant

C
D

wro. 156

jguais ; e
2. escaleno (fig. 156), quando
desiguais ; -
q dol
3. retdngulo (fig. 158), quando £

lados ndo paralelos

s Angulos retos.

N 0
o

i Bl S

Fic. 158
Fic. 157

i exo0s.
79 Propriedade dos trapézios conyv

:os dos lados
onlos médios ¢0:
52 ento que une 03 B ses € igu
e Tfa;’ar;?élosod?% trapézio & paralelo a8 e
nio

sua semi-somae.
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Seja o trapézio ABCD (fig. 159). Temos:

MN | AB I DC
1k

H{AM=MD AB + DC

BN = NC 5

D, G

A/ wQ%MMMMmm_E

Fio. 159

DEeMoNsTRAGRO ©

1. Tracemos DN prolongando-o, a seguir, até encontrarl
o prolongamento de AB em E. Déste modo :

ANDC = ANBE (caso A.L.A)),

-~

1. =3 (alternos-internos formados por
pois : duas paralelas)

NC = BN (por hip.)

3 =1 (opv).

Logo: DN =NE e DC = BE.

No tridngulo DAE, pelo teorema anterior (n.° 772
temos :

MNIAE que é o mesmo que MNIAB (1.* p. da tese)

o MN=AE_ABLYBE_ABADC . 4. iece).
2 2 2 n

Nora: O segmento MN é denominado base média do trapézlo.

Coro!&rio:. A paralela as bases de um trapézio traQ“'d,a
pelo ponto médio de um dos lados nio paralelos, divide ao meLo
0 outro lado néo paralelo. (Imediato pelo Postulado de Euclides)-

MN = ——"

inasi 187
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) )
. de wm trapézio cO"
2.°) Teorema: O segmento da base médic o emi-diferenss

: : squal @ 8
preendido entre as duds diagonais & 19U
das bases.

Fro. 160

: jg. 160). Temos:
Seja o trapézio ABCD (08 ABI=BE

H [ MN & base média T { PQ = >

AB
DEMONSTRAGAO * e o =4
os (n.
1. No triAngulo ABD, tem \ B
o m7_38): MP = "9
No trifingulo CDA, temos (e 77 ) 8
PQ = MQ- MP, segue-se substituindo
e g;;)n c;Jelos valores acima; que: i
a2 - Qg_ ] A2 2 c.q.d-
PQ="3 e RN
tzi0 isosceles:
P iedade caracteristicd do trapc;zl;s
T L
T . mII\)T o irapézio isésceles 03 dngulos conity
eoremas: !

base sdo iguais.

3 mesma

Seja o trapézio ABCD (fig. 161)- o
Temos : \
= BC 7
H [ AD BB A E
I A i Fre. 161
Ty ¢ =D
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Denmonstragzo ;

I Tracemos UE I
formado 4 ECDAéD

4D = CB. Sendo 4

pelo ponto €. O quadrildtero
um - paralelogramo e, portanto :

BC = g, D = BC (por hip.), segue-se que:

2' LO 0, 0 T4
i =g ] (fxridgg TZ)CEB € isésceles e conseqiientemente
- Como 1 = 4 (angulos correspon-

denteg
formadog por duas paralelas), segue-se que :

4=PRB(1s parte da tese).

Sendo ]
é QAD; l‘espectlvamente, Suplelncntos dos

4 ke
ngulos 1gualsAA e B, conclufmog que :
C=D @2 parte da tese),

Os elemen

. tos
Mminados homgy correspondente

8 1 :
0gos na lranslaggo ‘este movimento siio deno-

+ Duas figuras corres-
) tém og segmentos homo-
€8mo sentido.
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Fic. 162

Sejam os triingulos ABC e A’B’C’ (fig. 162), éste obtido
& partir do triingulo ABC, mediante a translagio cujo seg-
mento caracteristico é {. Temos:
H [ AB e A’B’ sio segmentos homdlogos
T { AB = A'B'
AB || A'B'

DemonsTrAGAO :
1. Pela definicio de translagfio, decorre que: AA’=BB’
e AA’ || BB’ (do mesmo sentido) ;

2. Logo, o quadrilitero AA’B’B é um paralelogramo por
ter dois lados opostos (A4’ e BB’) iguais e parglelo‘s.
Portanto, os outros dois lados (AB e A’B’) siio iguais

e paralelos, isto é:
AB = A'B'

e AB Il A'B’ c.q.d.

RETAS CONCORRENTES NO TRIANGULO

83. Ponto de encontro das mediatrizes dos lados de

um triingulo: circuncentro.

Teorema: As trés mediatrizes de wm lridngulo concorrem em
um mesmo ponlo, eguidisiante dos lrés vértices.




190 Osvaldo Sang:'orgi e

Seja o tridngulo ABC (fig.
163). Temos -

me ” »w AB

{ m1 mediatriz de BC
ma 7] 1 AC

M1, M2 e mg concorrem
T { em 0 (04 =0B=00).

Mz2. Devemog ter:

OB = o¢ (O pertence g my)
(

OB = 04 » 5 2 M3).
Logo : 04 = 0B = ¢g.

2. Do fato de ser 04 =00, segue que o ponto O tambéﬂ}
pertence a g, (n.e 54-b) e, portanto, as trés media

trizes concorrem, em ym mesmo ponto (0), eqiiidis-
tantes dog trés vértices,

Nora: o ponto O, eqilidistante dos trés vértices do triingulo, diz-
8€ circuncentrg do tridngulo,

84. Ponto

de encontre das alturag de um triingulo:
ortocentro,

Teoremaq: As tre

8 alturas de oy, triingulo concorrem em um
mesmo ponto,

Seja o trifingulo ABC (fig. 164). Temog:

hi altura relativa, g BC
H ;:2 ” 7] » AB
3

” i s

T { & » ha e hy concorrem em p,

je ginasi 191
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Fio. 164

DEMONSTRAQKO :

i lela respectiva ao
da vértice a para 9 0
. Tmcemost 5 g)%teremos o triingulo J'TJMA;és;ectiva-
ls:édg' Opofl OIB e C sio os pontos médios,
vértices A,

is:
mente, dos lados MN, ML e LN, poi

: MA=BC
AMBC é um paralelogramo, e, portani{;: i
ABCN 6 um paralelogramo, e, portafl d.e e
seja MA = AN e A é ponto %ézhc()) el

5 sta forma justificarfamos quzN .
gtlae ML ¢ C o ponto medio de : g8
como as mediatrizes dos lados dgontendo Lol

a g.l;?l, pelo mesmo ponto P (n.° 83) e

“|e(| 5_” I'l I 1 me“le as hz e h:a,
C 1 a 8lturBS hl,
. . ,

c.q.d.
ponto P, s
. 5 ;
O ponto P é denominado orfocentro do triingu
Nora :

ja aculén-
i ndo éste se_]a._ 4
X T lerno ao tnﬁngulo, segu il com
(0] ortocentzrosé m?} 0 ou t‘i—? : : I i 1 )
gulo ou oblu dnyu 0. No ﬁngu 0 re ﬁngu 0 o ortocen

o vértice do dngulo reto. i
| i i i rnas
Ponto de encontro das bissetrizes inte
85. Pon !
um triingulo: incentro.

. . .
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I

Seja o trifngulo ABC (fig. 165)-
Temos :

by bissetriz do B

H b2 ” 7] C
& by " " ﬁ
Fic. 165 T { by, bzebsconcorrem em R

DemonsTrAGRO :

1. Seja R o ponto de encontro das bissetrizes b1 € be-

Devemos ter:

RN = RL (R pertencendo a b, 6 eqiiidistant®
dos lados AB e BC()

RN = RM (R pertencendo a by é eqitidistant®
dos lados BC e AC).

L0g0: RL = RM.,

2. Do fato de ser RL = RM, segue-se que o ponto E

é eqiiidistante dos lados AB e AC e, portanto, Per”
tence A bissetriz bs (n.° 55 -b).

c.q.d.

Nora: O ot
ac ke ponto R, eqilidistante dos lados do tridngulo, diz-se gncentro

OBse i0: 7 iz 1
e w::::o(iu:;do A b‘fsae!rzz interna de um dngulo e as bisselrizes dos
; adjacentes, concorrem em wm mesmo ponto.

No tri ‘
5% b: ‘tarll:}ngdulo ﬁABC (fig. 166), tracemos a bissetriz by do 4 e as bisse
a dos fingulos externos néo adjncentes ao 4. Seja R o pontd

de encontro de b3 e b’
a. Bste ponto 6 eqiidi s
portanto, pertence, também, & bissetr!qu; e e 42 g
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Fie. 160

- o
86. Ponto de encontro das medianas de um trifin

gulo: baricentro. ) s
Teorema: As irés medianas de um trzdngnlg acqoﬁz;:zr;e B
um mesmo ponto situado @ dois térgos de c@

do vérlice.

; munuuu\ goae e,
oo UIUI0000 e XY,

Fio. 167

tridngulo ABC (fig. 167). Temos :

Seja 0
i i AB
my medianad relativa & £
, AC
H ma2 1 2 BC

ma 1 n
5 concorrem em G (

uma 8 partir do vértice).

2
2. de cada
T { m, m2 O™ 438
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DeMonsTrA R -

1. Seja @ o
ponto
emz = B, T de encontro das medianas m, = CF

Temos, g racemos EF, que liga os pontos médios.
o EF | BC (no 77-2)
. BC
£ o= (ne 77-2.)

2. Sejam: )
P MepnN ,
mentos BQF ¢ (Y, 08 pontos médiog respectivos dos seg-

4 - No tris
s riingulo '
0 M com N, temos timbé?nﬂ(?]("’ q7u7e—sg Sb'tém

ed
as relaggeg @ e @, segue-se que

EF | My
EP = ypy
ou seja :
e F com q‘éag;létero due resulta unindo & com M
Paralelogramg ¢, portanto, as suas

agonais interce
- ptam-se :
(e 73 g 0go: Mamjtg%m:n}\? éml pG{'},g;es iguais

Sendo p =
M = yq (por Construcio M & ponto

> = médio de Be)
NG (por construgio N ¢ ponto
médio de Be)
vem :
. 3

—_—
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dois térgos de cada uma delas, a partir do vértice.

Com raciocfnio idéntico mostrarfamos que a terceira

mediana (ms) passa também por G. d
c.q.d.

Nora: O ponto @ é denominado baricentro ou centro de gravidade

do tridngulo.
O circuncentre, o orioceniro, o incentro e o baricentro, sio denomi-

nados pontos notdveis do tridngulo.

EXERcCIicCIOS

1. Os dngulos consecutivos de um paralelogramo medem, respectiva-
mente: 42°30° e 137° 30°. Quanto valem os outros fingulos?

2. Em um parzlelogramo um éngulo agudo é a quinta parte do dngulo

) obtuso. Calcular os 4ngulos désse paralelogramo.
/3. Calcular os fngulos de um losango, sabendo-se que uma de suas
diagonais forma com um dos lados um 4ngulo de 39° 12’ 10”.

4. Num paralelogramo o fngulo obtuso é o débro do fngulo agudo.
Caleular os dngulos désse paralelogramo (medida em graus).

5. Em um losango o fingulo formado pela bissetriz com um dos lados
¢ igual a 42,36gr. Caleular os demais fngulos.

6. Num trapézio os dois dingulos da base maior medem, respectivamente.
36° e 45° 20’. Calcular o fingulo formado pelas bissetrizes dos outros
dois fngulos.

7. Sabendo-se que num quadrildtero, cada fingulo excede o anterior de
15°, pedem-se os fingulos désse quadrilitero.

8. I'm um trapézio a soma de dois dngulos opostos é igual a 176° e um
déles excede o outro de 36° 15. Calcular os dngulos désse trapézio.

9. Num trapézio retingulo, um dos 4ngulos é os 2/5 do dngulo reto
(medido em graus). Qual é o valor do oufro dngulo?

10. O dngulo formado pelas bissetrizes do fngulo reto e do fingulo con-

secutivo da base maior de um trapézio retingulo, mede 92°. Cal-

cular os fingulos agudo e obtuso désse trapézio.
Sio conhecidos os lados AB=9cm, BC=6ecm e CA =8cm, do AABC.
Determinar o perimetro do AMNP, sendo M, N e P, respectiva-
mente, o8 pontos médios dos lados AB, BC e CA.
Um trapézio tem base menor igual a 30cm e a base maior, 50cm.
Determinar os comprimentos dos segmentos cujas extremidades sio,
respectivamente, os pontos que dividem os lados ndio paralelos do
trapézio em quatro partes iguais.
Demonstrar que as perpendiculares baixadas dos vértices opostos de
um paralelogramo a uma mesma diagonal sio iguais.
Demonstrar que as duas bissetrizes dos ingulos opostos de um para-

lelogramo sio paralelas.

11.

12.

13.

14.
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re—

16. Provar
que 0 ponto o
é eqllidistante dog Iu(}loi? a8 diagonals de um losengo se interceptam

16. Demonstrar que as
mam um retdngulo,

17. Prova
. 4r que 0 segm
ento d
um paralelo @ reta que une og mei
18. Provar que og gramo ¢ paralelo aog out,rmaEl d!gi[qu]?lélgos Blowaees
dios do, segmentog qu 8.
8 lado )8 que unem, o
logramo, 3 consecutivos de um ¢ rdenadamente, os pontos mé-
quadrilétero formam um parale-

19. Provar
que: ullhldo.sB
e u S consecutiva
20. Demgzg?;mngum' obtém-so umu]?s?xf;cfe' 0s pontos médios dos lados
ar que gfio i . .
tos de um retdn 0 Iguals og segmentos que unem dols vértices Opos-

gulo, ao S
gulo, em trés Dnl'tes’ igui lgfnntos que dividem g diagonal, déss retdn-

21. Demonst
SLTar que, num trapg
e as diagonaig ;nio iguf:;ECZlO {sdsceles ; og fingulos da base sio Igusls

22, Demon
strar qu . f
tero determigagl as bissetrizes dog Angulos Internos de um quadrilé-

um out i :
suplementareg, T0 quadrildtero cujos Angulos opostos gfi0

23. Demongt
Tar
retAngulo. que um paralelogramo que tem um Angulo reto é um

bissetri
etrizes dos Angulos de um paralelogramo for-

R”Poatas :
L 42030/ ¢ 137
o 30f

2. 30° e 1500 i 5. 84,72
; gr e 115,28

3. 78024’ 907/ 6. 400 40’ ok

e 101° ’ ’ H 40 D

4. 800 o 1500, 01° 35’ 40, 7 67230’ ; 82°30; 07°30' e 112030".

8. 600 59/ .

o 14405-2 30" ; 1060 7 30'; 1100y 30 ; 730 o agr

10. 86e @ 04o, 11, 11,,50111. 80"

12. 35cm; 40cm; 45cm.

§9. G &
Ircunferéncia o circulo

DEFINICORS

8: Ci]'(:l]nf é

métrico dos

dad pontos de um 2l

da cﬂrﬁan?;erséim plang; O Pfﬁlli?cl)l liidistantes de um ponto

lu cla e a digtdne;
€ar 20 centro ¢ denomingglg ::;;?lum de todos os pontos do

Uma circunferéncia esté
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determinada quando sfo conhecidos o seu centro e 0 seu ralo.

Em Desenho, o instrumento que, de posse déstes dois ele-

mentos, traca a circunferéncia (fig. 168), é o compasso.
Cada ponto do plano que tenha do centro de uma circun-

ferénein distncia menor que o respectivo raio, diz-se interno
que tenha do

& circunferénecia, ao passo que, cada ponto
centro uma distincia maior, diz-se exierno. Na figura 168,
temos : ponto A inlerno, ponto B externo e ponto P pertence

& circunferéneia.
Corda de uma circunferéncia é o

quaisquer de seus ponftos (fig. 169).
pelo centro sio chamadas de didmelro.

segue-se que :

1. o centro de uma
numa circunferéncia tém-se infinitos ra

segmento que une dois
As cordas que passam
Das definigoes dadas,

circunferénecia é %nico ;
i0s, todos dguais

2.
entre si; )
3. um didmetro é eqiivalente a dois raios, situados no
prolongamento um do outro;
m-se infinitos di@metros todos

4. numa ecircunferéncia té

iguass entre si;
5. duas circunferéncias sdo con

tém raios tguazs.

gruentes (iguais), quando

i
s
Fe ., ok
g_- . xB o®
o \
H :
2 CENTAO e mmm=mm == kI TR (S ] e o e
H F——ﬁwa = DIAMETRO
Y &
.
-l -.
* e
s o
R, -
S maaenr -
Fic. 168 Fic. 169

§8. Circulo. Denomina-so cireulo a figura constituida

or uma circunferéncia e por todos os pontos internos & mesma
(fig. 170). O cfreulo é, portanto, uma parie do plano ou uma
superficie (2 dimensdes), enquanto que & circunferéncia é uma
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linha_(l dimensgo

cia diz- ), que limity o , .
:sn::;n lofim Contirno do c;&:ﬁ,peﬁfme- A circunferén-

i » 08 rajog : i

s::;o chama_dos, da Inesnfaof difimetreg de uma sircunfardnaia

A cireulo, orma, de centr 0, raios e didmelros

OIS efreulog or
1 : 84 -
ﬁguazs_ 0] Cangruentes (lguais)’ quando tém ,-a-;,'os

89. Arco ci
i
fos 4 ¢ da cir(l:‘::g:rgncis; g,(';ln ento circular, Sejam os pon-
1B ANE 8. 171), que a dividem em duas

Mente . ama-. .
_arco, qualquer uma dag d;‘azepa?;o czrcular, ou silnp[es- |
; : aries em que fi ‘0l
cou dividida

S
.:' IC LAR S
LN

LS 7
g SEGMEeNTO
7y CIRCULAR
I 4 e

=

SN
= CIRCULOE=

S

Qreo
A o sim, digey o NSSC caso, pode-se
B, significa gy, L TOEIre0 AR qus 55 sanreve
€T arco AMEB na fi .
b 1g. 171,

tender que g
evitar ;
~"" 0 terceiro Ponto,
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N
O arco AB diz-se subtendido pela corda AB ou também

P
12- a corda AB subtende o arco AB. Cada difmetro
lelFle a circunferéneia em dois arcos iguais, cada um dos
Quais é denominado semi-circunferéncia. Os extremos de um

diimetro dizem-se diametralmente opostos.
Téda corda de um efrculo o divide em duas partes, cada

uma das quais recebe o nome de segmento circular, ou simples-

mente segmento (fig. 171). o
¢ a corda fér um diimetro o eirculo fica dividido em

0is segmentos circulares iguais denominados semi-cireulos.

diz-se que

90. Augulo central. Setor cireular. Seja uma circun-
feréncia ou um cfreulo de centro O (fig. 172). Tragando por
as duas semi-retas OA e OB, qualquer um dos dois arcos
determinados por A e B estdo contidos num dos dois Angulos
A0B, dos quais um é convexo e outro cdncavo, salvo o caso
ém que 4 e B sio diametralmente opostos quando, entdo,

0s dngulos sio rasos.

Os 4ngulos AOB chamam-se dngulos
cenlrais e os arcos por éles compreendidos
dizem-se seus correspondentes. Na figura
172, temos o 4ngulo central AOB corres-

pondente ao arco AB.

A parte do ecfrculo compreendida
entre dois raios e o arco que éles deter-
minam na circunferéncia é denominada
setor circular ou simplesmente sefor. Os

raios 0A e OR individuam dois setores : :
que se dizem correspondentes aos fngulos centrais respectivos.

Para distinguir dois setores valem as observagdes feitas para

0S8 arcos.
Confronto de arcos e de setores

91. Igualdade e desigualdade. Como para os segmen-

- e para o0s
tos e para os ingulos, pode-se estender para 0s arcos
setores 0s conceitos de igualdade e de desigualdade, desde que
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e e

08 Arcos @ o
s . 5 setores
iguais. s pertengam a ci T
: Assim, também, po demoscgic;:;fcwmms o a circulos
se um An Zer que @
ulo
e o setor %orresentﬁﬂ 6 soma de outros dois, 0 MO0
setores corresp;:!p%n entes, sfio somas dos arcos ¢ dos
b) em uma mesm o ntes aos dois Angulos centrais ;
iguais, a (ingulgs mrcunf.eré%ﬂc.lﬂ- ou em circunferénCiﬂ-s
pondem arcos e se(éentm?s iguais (ou desiguais) COITeS”
SeRibal ot s dozrez iguais (ou desiguais) e & angulo
s dngulos, corresponde arco © selor
4 H4 )

soma dos doi
ois arcos e d A
os dot
e reciprocamente. s dois setores cort‘espondcnt.es,

Y Propriedades do difimetro
. Primeira propriedade.

Teore
ma: Em ;
uma :
qualquer syreunferdnioia: o did .
T I P idmetro & magor qU°

Seja a cire £
Te : unferéncia de ce i '
e { Ry D e 0B (fig. 173):

AB didmetr
0
I S T { AB > MN.

1§ Unindo
-se M e
MON . ondo : N ao centro O, obteremos 0 triangulo

MN <OM
+ON (um }lado ¢ menor que a SomA
os outros dois - n.° 46)-

A

Fic. 173

Fic. 174
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tematicd = J gl

et e s

2. Sendo OM e ON raios da circunferéneis, gegue-se que

a sua soma 6 jgual a0 diaimetro AB, isto

MN < AB ou AB > MN
q.d.

93. Segunda pl'opriedadc.

Teorema: Em uma circunferéncia 0 didmetro perpendicular &

uma corda divide-a G0 meto.

gneia de centro O raio OB (fig. 174).

Seja a circunfer
Temos :

MN corda (n
ABLM N

L MN = CN.

AB diimetro
H { o passante por 0)

DEMONSTRAGAO *

1. Unindo-se M © N a0 centr
is6sceles OMN, PO? oM = ON, com
mesma circunferéncm;

tridngulo is6sceles

o 0, obteremos o triingulo
o raios de uma

a altura € 2 medians

9. Como num e 2
relativas pase comcl cm.n." —c—4h
que & perpendicular B baixada de O & corda MN,
divide-a 20 meio, isto
Mc = CN c.q.d.
a tftulo de

Norta: A demonstmgﬁo da rectprocd daste teoremd

exercicio, fica POT conta do aluno-

94. Conseqiiéncia. @)
de-se dizer que: 08 extremos
o didmetro

relagdo @

____—-—--_-—-
* F. ENRIQUES, U. AMALDT: Blamenls di Geomairis, pig. 807.
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22) Em uma circunferéncia a medialriz de ume cordd

qualquer passa pelo cenlro.

Com efeito, a mediatriz da corda MN (fig. 174) € 0 lugar
geométrico dos pontos eqiiidistantes de M e N (n.° 54) e, com9
por definigio, o centro da circunferéncia é eqiiidistante de
todos os pontos da circunferéncia, segue-se que seré de
e N (que sio pontos da circunferéncia), e, portanto esta me-
diatriz passari for¢osamente pelo centro.

3.*) Por lrés pontos, ndo em linha rela (ndo alinhados)
passa uma circunferéncia e wma 80.
8 De fato, sejam 4, B e C, trés pontos nio alinhados (fig-
). Tragando as mediatrizes my e m2 dos segmentos AB e
BC, elas se encontrario num ponto 0. Este ponto, por P€T
tencer a m; € eqiiidistante de A e B e por pertencer & M2
eqiiidistante de B e C. Desta forma
0 6 eqiiidistante dos trés pontos 4,

: e C, isto é:
ai S se 0A = 0B = 0C,

&.__...‘/-._a_,f o que permite concluir que, @ circun~
& ol } feréncia de centro O e raio 0A passt
I 7 ¢ também por B e C. Esta circunferénci®
o " € tinica pelo fato de ndo existir outro

- ponto que goze da propriedade de ser
Fio. 175 eqiidistante de A, B e C.

Nota : A demonstrag

inacd ¢io dessa conseqiiéneia fornece-nos 0 rocesso
%iriegse;?mbz‘}:{’ do centro de uma circunferéncia, quando éste nﬁopé dado-
réneia e frag;rtsmnmgaﬁg; D‘zlnl;os quaisquer 4, B e C sGbre & circunfe-
B inisa es dos segmentos AB o de inter-
secgfio dessas mediatrizes serd o centro DTOCUmEOI_; C. O pont

Na figura 175, diz-ge ;
1 que o tridingulo ABC inscri a circun-
feréncla ou que, a circunferéncia é circunscrita ﬁ?i:ﬁgfﬂ)nﬁ%.

Propriedades dos arcos e das cordas

95. Primeira propriedade.

/] Te [ .
) cs'a:r?;::;s: i dme”-na circunferéncic ou em circunferén
8, cordas iguais sublendem arcos sguais € rect=

] je ginast 203
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1 1guais.
rocamente, arcos iguais 80 sqbicndzdostpgroco;'dg’s ng_ms
gejam as éircunferéncias iguais de ';:g;n rTemos:
OB e 0'B’, respectivamente (fig. 176).

~~ )
_ 4B
H { AB = A'B' T LA

."\ &

Fro. 176
rmemos 08 tridn-

1 ¢ fo
1. Tracemos 08 raios 04 @ O'A' e

AOB e A'0'B"S
i . AAOB= AA'O'B' (caso L.LL), ¢ 0o jouais)
% Comos 0A =0 A’ (raios de circunferéncias igu ).
=2 ” 1 .
5w B = OJIBlr Q 1y tt
pois < ?13 BT (por hlp-) AOB o

G
e-se T
SE’EOU’B’ ec'lpelo que f(;)l e:::d: sdo i uais ta bém 08
o eco 1at0
e setores (n- 91), sstes angulos, 18
: torceptados POT
arcos intercep

~~
AB = A’B' c_q.d-

b) Teoremc reciproco:

13-
H { AB = A'B' T LA
A 50 iguais
dois arcos 1B e A'B' dlg."?@ﬂiﬁ (ng.° o1)
De fato, s¢ 08 OI-B " A'0'B’ também se‘:zn gulos AOB e

os Angulos centm;?ica-se o igualdade do? tri
portanto, Ver ). Segue-sé daf que *

3{'0'3' (caso L.A.L). e e.q.d.
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96. Segunda Propriedade,

a) Teore
ma: Na
Sl mes; ;
°us iguajg, Cordasmg Grcunferéncia gy e circunferén-
estquags subtendem apeos desiguais

(menores qu
: e um ~C1
ok a.scmz-cu-cunjcréncia) send
maror cordg & csiprosaments, 8

Sejam :

as eir - 3

B W Cunferénclas iruaj g
B Buais do centreog O e O e raios

7 respectivamente (fig. 177). Temos :

H[4ps
A’'Br ~

1. Unindo
-86 08 bontog 4
eBe 4’4 B, respectivamente,

80 e 0
0y tem . !
4'0'B ] ! 08 08 tridingulog is6sceles AOB
e
t/ Y ,"”“"'\
/ A 4 2"
! “ A \
i 13)_ | ) \
Alpaze o Send g ' R :
1
\\ //
B
Fig, 177

- n os
Ceiros desigyais . Lo%8Uem dojg lados jguaj
08 &ngulosgl ;8,2 I:ﬁ:r hipdtese (4 ;fl ’Igga:}s ;01?:&1::;-
guaig sendo € se Opdem ; 5
! 0 ; a ésteg 1g -
T 0 que g opf:sees ;.ld(gaiﬁg CIl.eleslo

IS A

®; Portantg (n
y A9 gT b) : A‘ > ~
FAB > gip
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b) Teorema reciproco:
N ~

H AB > A'B’

Com efeito, caso ndo fésse AB > A’B’ deveriamos ter,

forgosamente : AB = A’B’ ou AB < A’B’. Mas, nenhum
déstes dois casos pode acontecer, pois, se isto ocorresse,

T { AB > A’B'.

™ )
deverfamos ter, pela 1.» propriedade (n.® 95), AB = A'B’ e
7~ N

pelo teorema direto (@) AB < A’B’, que contrariam a hipé-
tese. Logo, s6 podemos concluir que :
AB > A'B’ c.q.d.
97. Terceira propriedade.

@) Teorema: Na mesma circunferéncia, ou em circunfe-
réncias iguais, cordas sguais sdo eqiidistantes do cenlro e
reciprocamente.

e " Y
Sejam ag circunferédncias iguais de centros O e O’ e raios
04 o Q'A’, respectivamente (fig. 178). Temos :
H{ AB= A'B T { OC = 0'C".

Fie. 178

DEMONSTRAGAO : ;
i ! respectiva-

g perpendiculares de O e 0, resp
i Ex;i‘izmg: c?ord%s 1:;ilB’ e A’'B'. Estas perpendlculare?
dividirio as cordas ao meio (n.e 93), e, portanto:

AC = A'C’,




(o] . OA 0

dois tpi4
dngulg
(t a i 3 retﬁ,ngul
Po eny 08 OCA e 0/ r Az = X .
e 38 ¢
- Portanto e _eUrr_l cateto Pespect°CA siio iguais
1sto & . 1guais g catetog IVamente iguais)
correspondentes,

0C = gren
b) Teorema Teciproeo, -
e T{anB
, 08 tri4 = 4B
B s s g e
Como 4p _ 2AC’nfae .fi%;?ii gJAqg%%ESOAEOZ;A f(;(,c*l f jif g':
B e Segue que :
c.q.d.

8 sdo guas,
or.dt;szg‘uazs, @ maior delas
Vo CClProcamente, se duas

0 ¢
CO?’das e
que i, 20 respecy;
tiver distineiq ,,::0 Centro distdnesq
"0, & @ mago,  “eSiguais, aquela,

Sejam gg 4;
48 cirgy
4 nfer, ;
’, respecsﬁf;nfelgt“&is de centr, 0
Dte (ﬁg 17 5 e 0’ e raios
i 9). Temo
S :

T I OO < OIC’.

It Tom
u Cir -
C;Ii]rz (;zl;da 4 Mcinfefé,}cm de centr, 0
re 4 5%, Bvi » & partir de A
aepflf Poig ABVE?P}?PE“@ 0 ponto M
rtro gulat a g7, Pgr hip). Tro-
1 Y e 0

98 pontog g
€ encopy
T0 deggy Perpendicylgy =
; » respecti-
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A A @

Fro. 179
2. Como: OF = 0'C’ (n.° 97 -a)"e OC<OE (0CLAB,
OF | AB) e ainda: OE<OF, (OE_ests contido em

OF), concluimos que :

ocC < or
ou oc <o’ c.q.d.
b) Teorema reciproco:
H {0C<0o¢ T [ 4B > A'B..

Com efeito, caso ndo fésse AB > A'B’, deverfamos ne-
Se AB =

cessiriamente ter: AB = A’B’ ou AB < A’B’.
= A’B’, entio (n.°97-a) : OC = 0'C’, contra a hipétese feita;

Se AB < A'B’, teriamos pelo teorema direto (a) : OC > 0'C’,

também contra a hipétese. Logo, s6 pode ser :
AB > A'B' c.q.d.

DistAncia de um ponto a uma circunferéncia

99. Teorema. Dados uma circunferéncia e um ponto, do
mesmo plano, o menor segmento de rela que se pode
tragar déste ponto @ circunferéncia é o segmenio do
raio, ou de seu prolongamento, compreendido entre o

ponto e a circunferéncia.
Parte a) : Consideremos o caso em que o ponto dado
seja externo A circunferéncia dada (fig. 180). Temos:
T [ PA < PA.,

H [ P externo & O(*

(®) IndiospSo de ocirounferénmcia.
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==

Cham
a-8e > . - .
8¢ disténcia de um ponto ¢ uma circunferéncia,

l. Uning
0 £ (exter
0 inter. €rno) ag centr .
ceptard g o ntro O (inter .
:éne{emos arglrcunferéncm (num I;Jct?tit?) i(fgmggﬁ? § Situadog g mesmo p]
. rlungulo P 3 C18.
ﬂ’IO: tenl
08 :
ou li'O <OM + pyr (n.* 46) Posigdes relativas de uma reta e
Im de uma circunferéncia
' 1 o3 o2
s relagf?;). Possibilidades da reta ocupar trés posi¢des em
2 uma circunferéncia do mesmo plano. Dese-

pel uma certa reta a e um ponto
istdncia d do ponto O A reta a (fig.

n

Ohﬁ;:nos numa félha de pa

182, ra dela. Tracemos a d
© com centro O e raios:

n <d, ro=d o

rg >d

Fig, 181

ca
% Sdoa?II: t(;fqe 0 ponto dado seja
o, 18. 181). Temos:

T P4 < PM.
dade ng gipe, x40 que
ferdneis ¢ L0552 POr P g oy .
u 18 S cuja extremi-
2. oinf:quer 2 cimunfgré 57 Onmderemos" um gsnto descrevamos as respectivas circunferéncias. Observaremos
Dgulo Pyro te f¢la e tracemos PM entdo que a primeira circunferéncia ndo enconira a reta a,
Py > 6 M et , 8 segunda tem sdmente um ponto comum com a reta e a terceira
5 PM~ o a8 (n.= 4¢ _ C 8 encontra em dois pontos.
\_ﬂ:_(_)_e 04 = o M or.) J Déste modo, podemos dizer que a reta pode ocupar, em
P 1 da V0. 1108 relagio a uma circunferéncia do mesmo plano, irés posi¢oes
FEM SN A mesma Q) distintas (fig. 183), a saber :
1.%) Ndo tem ponto em comum com G circunferéncia; nesta
posigho a reta diz-se externa A circunferéncia.

o.q.d.
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al
4%
5
SECANTE —

Fie. 183

2.%) Tem 5
s un e
nesta p ;Siso_ ponto em comum com a circunferénci@;
€ 0 ponto %i?nﬁ rega_ ddIZ-Se tangente A circunferéncid
m enomi {o ou
5% ponto de tangénciq, nado ponfo de contac
a T &
. em do .
nesta p;:i ggntos €M comum com a circunferénct@;
690 a reta diz-ge secante 3 circunferéncid.

101. ;
Propr:edade fundamentaq] da tangente.

&) TeOJ em o

Seja a circunf, :
Temos ; eréncia de centro 0 o rajo OIf (fig. 184).

H[ttangente:},o T{tLOM

Fia. 184
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Demonsrracio :

1. Como ¢t € tangente, seguc-se que existe um tinico ponto
em comum (M) com a circunferéneia, sendo os demais

(N por ex.) externos A mesma;
2. Nestas condigdes OM é o menor segmento que une
O A reta t, isto é:
t LOM (n.° 52-a) s

b) Teorema reciproco: Tdda rela perpendicular @ e_a:tremz'-
dade do raio de uma circunferéncia é langente @ circunfe-

réncia neste ponlo.

Consideremos a mesma figura 184, onde:
HltlLoMm T [ ¢ é tangente & O.

i . gegue-se que qualquer outro
Sendo, por hipétese, t.LOM; seg (]]V Rt

segmento que unir O com um ponto de ¢ ( =
cessdriamente obliqua (n.° 51— 1.°, unicidade d§ pirgf;dla
cular) e, portanto: ON > OM. Déste modo, N ;}éi:’cunfe-
circunferéneia e o tnico ponto comum & reta i flf énci
réncia é o ponto M. Logo, t é tangente & circunfercncia.
dicular ao gegmento oﬂ[s

Nora : Do fato de ser tinica a perpen ’ e
pelo ponto M, decorre que de um ponto da czrcunferénfu_zt :écze; .s,ﬁeintgofse
apenas, uma langente. O tragado dessa tan_gen(;‘:e éi 3?
por M a perpendicular ao raio cuja extremidade 2




102. Noy
' mal 3
circunferéncig Circunfergneig,
Perpendicylay ;I?;at;m Ponto dado degty Si}-[l‘glz[:ﬁrsz normal t’}
ela proprie dngente neste ponto (fj 18501' ncia, a reta
i raoa fllnndamcntal da ta-%gent-g.(u. 101), &
' ’
» um de goyg pontos M, é a reta n

Posic
0es relatj
vas de dyas circunferéncias (*)

103. Def;
+ Definjegy
a Coes, .
g, mesmo plano, po?; A8 Circunferéneing distintas, situs-
m OCupar, uma em relacio a.’ outra,

Cinco DoSsics,
coes  dif,
recebem érenles. Nes .
e sa : ;
Nomeg €Speciais, g sabzrl?oslgacs as circunferéncias

I:)) €Zleriores umag a outra
- langentes exleriormente -
4 Secantes ; ,
.-) langenteg tnteriorment -

) ¢
) tn 0res umg g outra,

213
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8 Do fato, sendo: 00/ = 04 + 44’ + 40" (fig. 186),
Oeglle-se que: 00’ > 04 + A0’
U, chamando: 04 = r, O'A’ =" ¢ 00' = d, temos:

d>r- ¢

dUaszé?r csui? tangentes exteriormente (fig. 187), quando as
s unferéneias tém um sé poniio em comum e todos o3
b gontos de cada uma delas. 8d0 exlernos em relagio a
pont 4 ) Poutq comum é_ denominado pozgfo de contacto ou
0 de tangéncia. A propriedade caracterfstica, neste caso, é :

Fia. 187

A distAncia dos centros de duas circunferéncias
tangentes exteriormente é igual 4 soma dos
respectivos raios

Com efeito, observando a figura 187, temos :
00" = 04 + A0’

d=r+r

ou

. 3.°) Sdo secantes (fig. 188), quando as duas circunferén-
cias tém dois pontos em comum (*). A propriedade que ca-
racteriza duas circunferéneias secantes é a seguinte:

® E de se notar que duas eircunferdncias nfo podem ter mais que doia pontos em comum,
pois, caso conirdrio, coincidem, (trés pootos nfio alinhados determinam ums ciroun-

ferénoin).
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A distfinej
8 ncin
e n(_ilg:l::ntros de duas circunferéncias
Falog! & ot que a soma dos respectivos
1or que a sua diferenca.

De fato, uni
unindo-
hdo-se P, um dos pontos de intersecgio, com

’

Citinacts lad(,) oébterernos o trilngulo OPQ’. Como, num

maior que a . Menor que a soma dos outros dois €
sua diferenga (n.o 46), temos :

d<r '
+1" a8 d>r—_l’" (COmr?’_,)

r-—r,<d<r+r|’

¢ Demongt,
as Circunfl;i%ftgia%ue fleard a cargo do aluno: A tinka dos
Secantes é mediatriz da corda comum-

4.°) Sio ¢ :
a8 duag Circunfg?éi‘;;;?sté:;wrimmente (fiz. 189) quando
delas sgg .UM 86 ponto comum e todos 08

I I CC ¢ ‘la Cal :tEJiSblca C a Segul:t

respectivog raiog

=
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Da figura 189, deduzimos que :
00’ + 0’4’ = 04
‘. 00’ =04 - 0'A’ (com 04 > 0'A’

ou d=r-71

5.°) Sio interiores uma a outra (fig. 190), quando as

duas circunferéncias nio tém ponto em comum e todos os
pontos de uma sio snfernos a outra. Em particular, se ambas

Fre. 190

Fre. 189

0, as circunferéncias dizem-se

©
tém o mesmo centro (U teristica de duas circunfe-

concéntricas. A propriedade carac
réncias interiores é a seguinte :

uas circunferéncias

A distfincia dos centlros de_d 8
interiores é menor que a diferenca dos respecti

vos raios.

Da figura 190, temos:
04’ <04

1
00"+ 0'4’ < 04

ou
. 000<04 -04

(com 04 > 0'A")

d<r-71

ou
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Resumo,

POSIGOES RELAT
JLATIVAS DAS
Fomgtae muLix NUMERO DE PON- | RELAQGES ENTRE
RENCIAS TOS EM COMUM ‘LAéU]r‘S :_';‘"“E
'] L
Exleri = N
T:; T::rw:es ums a outra......
gentes exleriormente. ., ; A
Secantes. . . , . : asrin
----- LI B B R Y ;
e e i 2 gor.
mt:ggntes wnleriormente.. . . .. . Lad:
tores uma a outra..,. (lJ el
" e d < r . r'

104. Reci

+ Jteciprocas. i "

sﬁcl:;re as posicdes relﬂtiﬁz Sllém(? propriedades caracteristicas

re - u i . .
procas, que sio respectiv&men?,s'Clmunferénmas’ adimliE

1) 80 d > 7 ¢ :
) as circunferéncias sio

exleriores uma a outraj
as circunferéneias sio
tangentes exteriormente ;

a8 circunferéncias sio
secantes ;

as ecircunferéncias sio
tangentes interiormente ;

as circunferéncias sio
tnleriores uma a outra.

2.‘) ge d = r+ TI’

3.“) 8e d<1*+?.r ou d>r-—-?-’
4.a) BG d = r___,rr’

5,") ge d < T—?",

ROTAQAO

105. Defini¢io.
mento de rotagio no p
crevem arcos de cire
l1guais de mesmo vér

Diz- : .
lanose Lllillleduma figura sofre um movl-
‘lllfer’énqc' ando todos os scus pontos des-
e 1as correspondentes a Angulos
O vértice comum d R jPenfide
de rolagio o o 4ngulo é): ilécog descritos 6 denominado cenir?
corresponde a éstes arco 1tico, no_ centro de rotagiio, U
8 € chamado dngulo de rota;:c“;o ou

8 fi
gura, por exemplo um tridngulo (fig. 191)
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pagsa de uma posigio (ABC) a outra (4’B'C"), mediante uma
rotagio de amplilude o, & cada ponto (4 por ex.) do trifingulo
ABC corresponde um ponto (A7) do trifingulo A'B'C’, assim
como a todo segmento (4B por ex.) corresponde um gegmento
(A’B"). Os elementos correspondentes, nesse mox:imeuto, sdo0

denominados homdalogos na rotagio de amplilude a.

e, 191

EXERCICIOS

i ma ¢o
o a uma circunferéncla tragar u
iy eio por éste ponto.

lelas tragadas pela

rda de

1. Dado um ponto Intel
modo que seja dividida ao m

9. Demonstrar que duas cordas para
um difmetro sio 1guas: Ll

3. Provar que todo tridngulo pode ser Inscr

circunferéneia. . i
ue, num C reulo, €
4. Demonstrar qué s e didmetro

igualis. (Sugestfo: consi \
dade de As; Ver demonstragio A phg. ol e

{to num ©C
6. B ue todo traptslo {nscr
6 Dmn:ga;lrar que, s duas cordas iguals, de um circul(lr,es? r::xéfgpﬁgﬁ
‘ é£ um ponto P'da c{rcunferencia, os Angulos que eld , e
o difdmetro, gué passa por P afio iguals.

extremidade de
0 e cireunserito 8 uma

paralelas determinam arcos
As cordas e usar {gual-
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7

10.

11.
12,

13.

14.

15.

16.

17.

18.

I

De um
ponto de uma ci :
a circunferéneia tragam-se duas cordas iguals.

Demonst
onstrar que a bissetri
da circunferéncia. etriz do fingulo destas retas passa pelo centro

. Se duas i e um. \m, as ’“tes
C as lguaiﬂ i
Old d i
a cu‘cunfcréncm se i[ltcrceptl y & p

de uma p
B0 respectivam (l (Hl!}l O
ctl 4 ente 1guals AS pﬂ.l‘tes a

Numa ci
2 reunferénei ,
cia traca-se uma corda MN. Tragado o ditmetro

AB I MN, d
, demonstrar .
2.°) as cordas A que: 1°) os arcos AM fo iguai
uma siio reslllcct?iae BM se interceptam, de Jmod? e e
mente iguais ds partes da out.( que as partes d°
ra.

Demonstrar
que, os doj
tangentes tracs 1 8 SCg.mellt;Os pertenc
iI%uBis. cadas a uma circunferéncia po?nlffgl I;:;x{(}]z:) ueTt (ﬂ.(]!llgs.sgi
a figura 192, t 3 :
% , temos : A=RB T
Na figura 193, provar que i1 provar que AC=2BC.

AM = BN, temo
o AN = BN i~ #1
, temos: AM = J’B’I‘\"r

Fic. 192
Fie. 193

Demonst

Tar que, o pe

¢ um losango. paralelogramo circunscrito a uma circunferéncis
sircunferéncis,

Demonst,

onstrar que, tr

céntricas, os se acada uma seccante a duas circunferénci
nferénciag con-

feréncias s segmentos das seca
ias sfio iguais. ntes compreendidos entre as circun-

Por dois

f pontos dad

situados os 08, quantas circunf i

Por um SERETE eréncias passam? Onde estdo

ponto dado, qu
Onde estio situados o% ﬁ?ﬁfo:;m““ferenciaa de raio dado passam?

Duas cire

5 unferénei

A distincia doan%lgs tém, respectivamente, S5cm e 7em d {
c e ralo.

cireunf ‘ ntrog & d

Os mio(::?jnecﬁz :B - e ldem. Que posigies ocupam estas

e a distincia circunferéneias valem J

o i o o centscs's o o Come s e e
i d o estas circunfe-
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rénciag que tém Tem

g relativas de duas circunfe
fincia entre o8 seus

19. Quals sio as posigde

e 4em de raios, rcspcctivamcnte, gendo & dist
centros 2em?

20. Duas circunferéncias sfio tangentes exteriormen
05 respectivos centros 6 de 18cm. Sabendo-se
6 de 6em, qual 4 o valor do raio da maior?

te e a distéincia entre
que 0 raio da menor

Respostas:

15. Infinitas. Os centros
extremidades gio 08 dois pontos. .
16. Infinitas. Os centros pertencem A circunferéncl
ponto dado @ cujo raio 6 © raio dado.
17. Exteriores. 19. Interiores.
18. Secantes. 20, 12cm.

estiio situados na mediatriz do segmento cujas

a cujo centro 6 0

re arcos © ﬁngulos.

§ 10. Correspondéncia ent b
Construgoes geomé-

Medidas respectivas:

tricas.

NO CcIiRCULO

fo que ocupd em
angulo recebe 08

ANGULOS
Dependend© da posig

106. Definigoes.
do mesmo plano, un

relagdo a um cireulo,
seguintes nomes :

1) central — quo%
(fig. 194); . t
2) inscrito — quando 0 S¢% vértice 63
seus lados sio cordas (fig. 195) 3

do o seu vértice estd no centro do ctreulo

4 ne circunjeréncz’a e 08

M

Fic. 195

Fio. 184
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PR

3) de segmer
ito — 4
: 03 seus lados sqc";:fni‘;no tfcgle?:‘gw:uc; 3k ma gliurgarines
corda ; ngente @ circu ;
que passa pelo ponto de corz,taczt;c%?fgrél?gcé? s o2
. 196) ;

4) excéntri
& nirico int ]
interno dcirci:;f(:ra—. qua"nda o seu vértice é um ponio
8do segment réncia, distinto do centro £
os de cordas (fig. 197) ; , ¢ 08 scus lados
= H

Fic. 196
Fra. 197

Nora: Q
el uando o
cun on
dasferéncm costuma-se C%HS?((; .de encontro de duas cordas
e 0 prolongamento d erar o ingulo cujos lad s pertence A elr-
a outra, gob o nome de d"ﬂ"ianef;?:lo u!:m(f('iuslg)ST
-inserilo (1§, 5

)

Fro. 199 (a)

5) exCéntr‘
ico exterior —

externo & circu . quando o sew vérlice

(fig. 199-a), Oun{ﬁf’;c;: ; (;8 seus lados sﬁ;‘J;nfbo?r;ec%?r?izg
ou ainda ambos si cante e o outro t ;
8 ! angente 1

eyl c””mferégzcia ((ffilg 1133 5)
3 =L/

neste dltimo
L cago o ngulo também & denominado cir-

S —

.
L
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Fio. 199 (o)

Fro. 199 (b)

107. Medida do angulo central. A medida de uml

fingulo central € dada pelo
ja ou em circunferén-

Teorema: Em umd mesma circunferénci it

cias iguais, & razdo de dois dngulos 6 igual @ razao 0s arcos
co-mprcendidos entre 08 8€US lados.

e O' e ralos 0A e

« ounferéncias de centros 0
A 900). Temos :

ectivamente (fig.
g centrais de cfrculos iguais

Sejam &
0’4’ (0A = 0'A): resp

H [ AOB ¢ A/0'B' Angulo

e

T AOB_ _ AB
A'0'B' TRt

A'B

fic. 200



ilitay
ar g demonstrag:io, que os '

arcos 4 p
€ A'R! ga;

€0mMo megjqy, confﬁmm i d dveis, isto é admi
contido 3 4 " um certo argq u, 0 cfua] I:Slggjlan
/’-\, Zes, por exﬁmplo —
4’pr, Logo » M AB ¢ 6 vézes em
s

e
o 3u

4a'gr 6
|

2. U
+ Yhamog g
: cen
tros 0 ¢ o/ acs .
3 pontos de divisio dos

08 an :
minam gy, CO8 parciajs (7
u e K quaz,
mgoslf-’s centrais dgyaig ((!'2’3 ?;nodglzgu;)zs e
: 2 91-1), e, por-

——

B
S
&
i
[
&

Para 6, oy seja -

@) 40B 4
. 205 =G '
8ualando g5 |, |
elagges ©)
e @, vem:
L T
4’0 T
A'B’

Nory .
ineom : O teorem
ensyr, * 4 contj
dvels ( Y, Sato 6 linug Verdadefrg
» B30 admitirey, umno Caso dos arcos serem
& medida com
um,

*) Grang i
ezag INgomeng,
8ngurdvgiy.
Veis; Matamﬁ‘ca, Curso Ginasig]
asial, 2.a 8érie, do
; mesmo autor.
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108. C_onseqiii‘:ncia. O dngulo central tem a mesma me-
dzdg que o arco correspondente, desde que se tome para
unidade de arco o arco correspondente a unidade de

dngulo.
Assim, se AOB é um 4ngulo central e 4’0'B’ = 4’ g uni-

dade de 4ngulo que intercepta a unidade A’ — u’ de arco

(fig. 201), vem de acérdo o teorema (n.° 107) :

P
AOB _ 4B
Zy o
A A0B AB
/4 u'
1 l
medida do medida do arco
dingulo central correspondente

i o— 8
Fra. 201

Em outras palavras, podemos dizer que (fig. 202) :

O 4Angulo central tem por medida a do arco com-
preendido entre os seus lados.

A ~
Na figura 202, temos: a = AB. (¥
109. Medida do 4ingulo inscrito.
Teorema: O dngulo inscrito lem por medida a metade da do

arco compreendido entre os seus lados.
(*) Assim indicaremos que a medida do Angulo e 6 igual & medida do arco AB, alfim de
simplifiear as indicagdes doravanto.
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Consideremos os trés casos possiveis :

) [
) Um dos lados do dngulo é wm didmetro (fig. 203)-

Temos :

4B
'[‘ { ﬁﬂ_g_u

M

L

H [ B8 Angulo inscrito

B
. 203

Fre. 202

DEMONSTRAGEO :

1. Una a
mos O com A. O trifngulo AOM & isGsceles, pois:

0A=0M i
% ﬁnOiiil'O(1':1(‘1103 de uma mesma circunferéncia). 10O
gulos da base siio iguais (n.° 38 - a), isto
B =7
S g
endo a externo ao triingulo AOM, temos (n.° 39)
ou levand o
vando em €
conta.Aque g Aﬁ = g, vem :
a=28.
a

. ﬂl:.—'j,-.

Com i
K 0 aﬁemda do Angulo central « é dada pela
edida de AB (n.° 108), segue-se que:
~
§w 4B

a.q.d.

Pl i

A Terceira série gfnasml
4)

: fig. 20%).
2.%) O centro do circulo estd o énterior do angulo (08

Temos : N
;4B
H [ 8 fngulo inserito L ol i )
DEMONSTRAGAO : = ety
1. Tracemos O diimetro MC. TemoOs: B
M
/s
A
C
a
Fic. 205
Fic. 204
eri —se que:
2, Em virtude do ¢aso a/.:jfenor, segueﬁ
~ 1‘10 3 — g_ﬁ
T
o
ST
o, portanto =75 T 2
o s
LB _AB
t5 2 2 c.q.d.

& um ponto exterior do dngulo

3.°)
905). Temos .4
% » _AB
HIB angulo inserito 3 8=
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DEMONSTRAGKO

1 i
4 Tracemos o diimetro M(C. Temos: ﬁ =5-1
. Pelo 1.° caso, segue-se que: |

A AC BC
=
~
o 5 AC - BC 4B
3 2 s
ConspqifiNcias : 2 s

1% 0 . )
Dz - dngitlo inscrito num semi-circulo é relo
0, 0 ngulo inscrito AM B (fig. 206) tem I;Or medida

M

Fio. 208

Fre. 207

a metade da do ar ue vale or construciao, uma semn
: co AB q P G
circ i ] 1 .
unferéncm, ou seja, metade d’e 1800 que é 960 ( ) —
reto).

25 T
. odos os @
n ; :
itlar: ow 8mg1;l:s inscritos num mesmo segmento €U
gmenlos circulares tguais, $@o iguais
3 X

Com efeito (fi
1g. 207
a metade da do arco Xb?stﬁi é:gulos tém todos por medida

110. Medi
edida do fingulo de segmento

Teorema: 0O

: dngulo d

do 0 segme .

arco compreendido gntr: t:e;?zla?ior medida & metade 40
08.
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Seja o Angulo de segmento BAN =.§ (fig. 209‘)_; Temos

A A AB
H [ 8 fngulo de segmento T { B2

DEMONSTRAGAO :
1. Tracemos O diametro AC. Observemos 08 angulos B
e 1 que, somados, ddo 0 angulo reto NAC, porque NA

6 tangente (definigdo de Angulo
de segmento, 0.° 106, 3)- Sendo
A

)
o arco AC uma semi-circunfe—
réncia (180°), segue-se queé: ‘l
ic ¢
NAC = G
B N
2. Como: g+1= NAC Fio. 208

vale & metade do 2rco compreen-
N

C e
dido entre 08 SeuS lados .’_3.2__), temos, gubstituindo

e 1, sendo inserito,

NAC e 1 pelos respectivos valores :

Y R
. BC _AC
B+5 "2
— —
dc_ B¢
= By . 2
o b
. 4GB0 42
A0 B= =
2 c.q.d.

111. Medida sntrico interior-
ico interior tem por medida G semv=

ngulo excénlr ]
Q. das dos arcos com reendidos entre seus lados

pralongamentos.

do angulo exc

Teorema:
soma das medi

e 08 respectivos
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e ——

Seja o fngulo excéntrico interior AMB = g o A’, B' 08

pontos determinados
a circunferénecia (fig. ggiﬁs %Egllggsg'&mcntﬂs o o, B

H [ B ingulo excéntrico interior
™ Vo
o { § o AB+A'B
2
DEMONSTRAGAO :

1. Tracem
BB os a corda AB’ e consideremos o trifingulo

8=1+43 (B 6 ingulo externo).

B
2]

.
M
a' ”
()
A .
8
B
Fio. 209 ;
s : Fro. 210
. Como 1 e § siio inscri
Hiiu\ntos, temos (n,.:\ 109) :
+ AB
1 AR Af !
e B A'B
~ ~~
T §=- %E 4 A'B’ E—l— A/'E:
2 =
2 c.q.d.

Nora : No
estard sbb caso de o fngulo , .
AMAB', :,2 nitosci.rcunferéncia e amg‘;l' :ﬁ]:;m:néf esftfjlg ?(}0), o vértice M
) a férmula, pols, no

A
f=1+8 (8
> J ’_\3 (8 ’ii:gulo externo)
4o AM 4 MB
_—-‘—-—2 L]
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Matemdtica

112. Medida do ingulo excéntrico exterior:
terior tem por medida @ semi-

Teorema: O dngulo excénirico ex :
diferenga das medidas dos @03 compreendidos enire 03

seus lados. 3
Seja o fAngulo excéntrico exterior AMB = B (fig. 211).

Fro. 211
meTos: % . o
HIB angulo excéntrico €X rio
o
a ABIS A'B" .
W O e b
DEMONSTRAGAO *
. orda AB'. No triangulo AB'M o angulo

1. Tracemos & ¢
§ ¢ externo, logo £ il
§=1+8

S

o 1 inscritos, vem (oo 109):

2 c.q.d.

é verdadelro
gtra-se que o teorems
: mesma forma demoD R e
para ﬁoﬁﬁnb.l?a?n que 08 Jados €€ apresen gm um com
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como tangente (fi
) E- 212) ou l
Sn208 tangentes A circunferéneia (dngulo
CONSTRUCOES GEOMETRICAS

Circunscrilo (fi 5
8. 213), ond
) e tem v :
o 08, respectivamento:
i —~ o~ |
com a régua e o compasso

Thee ;;ﬁ‘éaé];;ug;cfé:;odat(;eometria. O Desenho, como uma
COntD Tet s dmelrm, serve-se de uma f6lha de papel
b agiio do plano. s6bre o qual podemos assinalar
dnoul POnios qulsermos, assim como refas, segmentos de retas,
gutos, tm‘ingulos e outros poligonos.
Efetugc?:] c()is 111‘st1_'umentos: régua, esquadro e compasso, sio
e funds etel_mumdas r:onstl:u.gﬁes geométrmqs, denomina-
i demaimnentazs e que sio utilizadas, necessiriamente, para
8 construgdes.
S As construgdes fundamentais que se podem efetuar com a
gua, com o esquadro e com o compasso sio as seguintes (R
1. Com a régua: unir dois pontos (por meio da reta por

éles determinada).
Com o esquadro: tragar por um ponto dado a perpen-

2.
dicular a uma reta dada.
3. Com a régua e o esquadro: tragar por um ponto a

paralela a uma reta dada.
4. Com o compasso: construir a circunferéncia que tem

um centro dado e um raio dado.

Como, em particular, 0 compasso Serve para lransportar
transportar dngulos, podemos

(Sif;g?nentos e, consegiientemente,
Zer que, com a régua € com 0 COMPAsso S€ resolvem os pro-
blemas fundamentais da Geometria.

115. Construgdes geométricas.

1.8) Tragar a medialriz de um segmenito.
do (fig. 215). A mediatriz déste

Seja AB o segmento da odi
segmento é o lugar geométrico dos pontos eqiiidistantes de
A e B (n.° 54). Portanto, descrevendo com centros em A
e B duas circunferéncias (**) iguais, cujo raio seja maior que

(*) Fepenico Exmiques: Le matamatiche elementars (I volume).
(**) No desenho nfio 8 nocessdrio tragar as circunferfncias completas; bastam pequenocs

dividualisar ae intersocpfes procuradas.

L]

tém —
& mesmg medidg 48
Dag, ;
g mesmag, forma, Podemog g
08 dizep
arcos para in

ue
q 3 O segmento capaz

um @n
ulo
g Teto é o semi-ct
=Circulo,
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Soi?e;gg:og% AB,’ estas circunferéncias se interceptardo em

de AB LS (n“.f 103 - 3.%), que pertencem & mediatriz

doi » POIS, 880 eqiiidistantes de A4 e B. Unindo-se éstes
18 pontos obteremos g mediatriz procurada.

0 =~
coustru?finvﬁ?o. Esta construgiio fornece, também, a manelra para 5@
ponto médio (M) de um dado segmento (A}B’).

e
‘v 'l‘ " '-‘
:\:c " Y
2
Ar—— = . DTS
el A B
M 8 P
;:.c'
- 4
Fio. 215
Fro. 216

2. Tracar por um
essa reta,

€la a reta r e o

ponto de wuma reta a perpendicular @

ponto P (fig. 216). Com centro em P

S
e raio qual : :
distantg,s dgulgf' ﬁa;ggu&mos sbbre 7 dois pontos A e B eqiil-

e B, trﬂ.?emos com
gue se z{nteI'GEpt,am em C. A p
rocura : e A T ‘
PC ¢ a &eg?;:;ilzj gecf%" eqtiidistantes de A e B e, portanto,
ou seja PC L AR
3.%) Tracar .
G essa ﬁ‘;;_“m ponto fora de uma reta a perpendicular

Seja a reta

centro tracemog Tu?na? giigtofp (fig. 217). Do ponto P como
Pars i8s0, basta tr;g]?a,t.-a po iente © g

uma circunferéneia que pass®
mi-plan & 3
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ipP
-
A B pe
= B 7
N
. ,'-
|
I
3 Fis. 218
Fro. 217

; do.

42) Construs ¢ bfsiicgge X5 ik niavértice 0 de a

Seja o Angulo a (fig. 218). Gon cenn;ramos uma circun-

e a abertura de compasso qualquer, chas ectivamente, DOS

feréncia que corte 08 Iaédos ds?p%i%g;o, ree?ge Sl
pontos A e B. Com cen ro no

com um Mmesmo
que a metade do segmento AB, 151‘EI'cmm%on:lo OP é media-
raio, dois arcos que se 1

interceptem €m I ediana da
i portanto, mMeC- :
i trugoes anteriores) € : OP 6 bissetriz
Ezgedfo‘igﬁgcgﬁi isgsceles AOB, segue se que

do 4ngulo do vértice, i8t0:) 3 bém, dividir um arco ao
Zo. Iista construgio permite, tat rc]}lnz-,resw’?‘de““’ fngulo
OB.SERVAGM(-,)'I hf;;;g wonstruir a bissetriz do ©
meto, pols, para ta

central.

68
5.8) Construir umn triéngulo tendo 08 lados, T

fguais G trés segmentos dados. J

iam os segmentos: MN,
B g Z]??,S (fig. 219)- TOIEIG?():
um segmento AB =1 e
descrevamos a8 duas i:;re
feréncias do centros o
o do raion, Tespectivam T i
iguais a PQ e RS. Se 08 i |
duas circumfe1:éncm:;l I’gveree’ %

onto em com e
:g:'t}:nto, também um outro

e a.

pectivameﬂte,

i

b -4
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C", fora de AB .

o problema seja ;O;—\f If C ¢é o tridngulo procurado. Para qué

dos trés segmentos das,dv el € necessirio e suficiente que cadd um

e maior que @ sua d'ff)s seja menor que a soma dos outros dois

dtis duss clrennt ferenga (basta lembrar & condigio pars
nferéncias sejam secantes, n.° 103 ~5.9.

6.*) Dada
. uma semi-rela
. como lad ;
iqual @ um dngulo e 0, construir Um angulo

Seja @ o
(fig. 220). C Olf:lizl,; dado e a a semi-reta como Jado dado
ro em O e raio arbitririo descrevamos

Fic. 220

uma circunferéneci -
4 e B, uninf:(:?cl:sc?btq ue intercepte os lados de & nos pontos
tomando s6bre a serﬁ{ms o tridngulo isésceles AOB. A seguily
trufmos o tridngulo q:;e:: E, um segmento O'A’ =0A, cons”
= n

AB. O fngulo & 6 o fm;u})oa r;réaéiizd(zB’:OB S

72) Tra
¢ar por um
& eraa i, ponto, fora de wma rela, @ paraleld

.
(DL'

Fia. 221

Sejam: o

; : 0

dois pontos arlI))itIrlzl?ioI; eAa reta r (fig. 221). Sobre r tomemos

um de centro P e raio 4 e B. A seguir, tracemos do co8
o AB e outro de GEI;I.tl‘O Be riiooiz; rqué

Be inter(:e
ptﬂrﬁ.o num ponto Q. Como o] qua.drllé.
tero ABQ

tem os lados
opostos iguai
n.° X guais o
73-25-a). Logo: s |’| ii’gue se que é um para.lelogramo
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8s) Tragar, Pelo cxtremo de UM ponto dado, @ perpen-
dicular @ 2ss¢ segmento- "
Seja AB o segmento dado (fig. 999). Queremos tgxc::bi-

erpendi _ Para i8s0 tomemos um ponto
v do A B ol m arco que

trério, fora de AB, ¢ com 1aio 0 a
intercepte AB em M. Unindo-s€ M ‘COME s ndicular

de MO en rh & circunferéncia em V. R
encontrard 1 o MBN gendo inserito pum

procurada serd NB, pois, 0 Ang o
semi-cfreulo é reto (n.° 109 — Cons: 12)-

Fio. 222

9.5) Tragar POT um ponio
tangente @ ess@ CV

Seja a circunferéncia e centro . b
Para sa: tragar & tangente A cifcunferéncllg gilgtg A (pnr)blema
tracar & Derpendicular a0 TAi0 0A pe
anterior).

10.%) Tragar por wm ponto
externo 6 % ct
cunfer
tangentes @
cunjeréncia. _

Sejam 2 circunferén®?®
de centro 0 e raio e
ponto externo p (fig- 224)
Com centro 10 ponto rpédm
de OP, tomado com° diame-
tro, traga-se & cire
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LR

que interceptard a circunferéncia dada nos pontos A e EB -

Dizemos que os segmentos PA e PB sio tangentes & circunies

réncia. De fato, OP sendo diimetro, os ingulos 0AP e O P é
inseritos num semi-cfreulo, sio retos e, portanto, PA @
sdo perpendiculares, respectivamente, aos raios 0A e OB

11.%) Construir um {tridngulo conhecendo-se dois de seus

lados ¢ o dngulo formado por éles. 1

~ Sejam os segmentos a e b e o fingulo 1, 08 Jados e o 4ngY (:_

(fig. 225), dados do trifingulo que se procura. Devemos supo

A :r a_;l
c | C_J:1
B\ - : 4( .

Fro. 225

0 problema resolvido e, a seguir, verificar quais a8 construgde’
que devem ser feitas para solucioné-lo. No caso presente sy :
construir um segmento BC'=a, em seguida, tragar por B ugl

semi-reta que forme com BC um #ngulo igual a0 1 daces
Stbre esta semi-reta toma-se, a partir de B, um Eegmenﬁﬂ
c=BA. Unindo-se os extremos A o C dos segmentos

construfdos, obtemos o trifngulo procurado.

12.%) Construir um tridngulo, conhecendo-se um lado € %
dois dngulos adjacentes a éle.

Sejam: o segmento a e os fngulos 1 e £, o lado @ 08 ﬁg;
gulos (fig. 226), dados do tridngulo que se procura. Supos
o problema resolvido basta tomar um segmento BC = G ©

A

!‘: a
ZL _PA
! 2
B¢ 2
; % A Fra. 226

m — I 7 T | ima 1 £21
1 1 1 Slal

formam
~ Est.sﬂ
as : ;
xtremos tragar izusi 8. =
gelgsseser;:lm:nio respectiva.mente, ﬁnoggltlg Ag‘; ' bitngulo A
s:mi-regtas enf’:ontrar-se—f}o pum P
assim formado € O pedido.

gemi-retas que

EXERCiCIOS

cfreulo €U
1o Inserito num
1. Calcular 0 \mloi-i t;lo fingu

r f"
dem um arco 790 10" 18

jos 1ados compren-

{nserito
dos de um Angulo :
5 %B‘Bll(:.ﬂ!\l' o valor déste fingulo

serito 6
4. Um Angulo inscr
52gr. Achar © valo formado a
5. Um Angujo inscrltﬂréu 60 duplo uovulor em Eraus sncia dividem-n2
subtendido pela 9070 a1 6 0 5 numa circu ernd& e esta A
do fngulo hiBE ulo fpserito B s da segt Jos do tridn-
6. Os vértices de U™y tring s imeira 6 ST g
. Os v s qu L
em trés partes ar, em X
Determ
da terceira.
gulo.
2927, calet
7. Na ﬂg&l_‘r‘i LTS =
que: AB=88

Jar 08 valor!
P
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22,

et

Duas cordas AB
e CD se Interceptam num ponto M, distinto do

centro. Sendo AC —~
- 1 =064° 12’ 3 !
trico interior AMD. e BD=176°8', caleular 0 angulo excén-

Duas s
ecantes fo
dOS ar ” rmam um 4
cos intercept dngulo excéntrico exteri
i ad rico ex
maior arco interg os pelas secantes val 72§0rmr de 45°. O menor
Os lados d eptado por estas Sccqntces, . Calular o valor 4°
e um fingulo ci " s
circunserito sit
siio tangentes
que tocam 8 circun-

feréneia em doi
do out; ois pontos tais
ro. Qual é o valor d&gléeﬁl;g:; lg(':’s arcos formados € O triplo

0 arco 4C
excede o AN
que o fn arco BD de 30°
Sefa ABgulo. formado pelas COrd(g -Agal:lgg gsses arcos sabendo-S¢
T o diimetro de uma ecircunferénei mede 80°.
geja igual réncia e ¢ um ponto tal que ©
ABC e ACB. a 32°. Tragando-se a corda BC, calcular 08 ﬂ:gulos
AB e CD si '
giio duas cord
Sﬂbendo_g ~ rdas que se inter
e . ceptam .
excéntrico [I?tue-' AC=062° e EB=]1 . num mesmo cfreulo
erior. 4o, caleular o valor do fingulo

As bases d

Internos d é: um tra]?ézio inserito

T ey (R e
menleseaue A8 e Ol e o>

I,J;EJ quadrilitero ABCD
— & inscrito num efrculo. Sabendo-se que :

AB=74°, BC —
2 =116°
QUaant e CD!:SOo' d :
ero e o fngulo formadoe{;sgﬁgnzﬁ ;: g?gulos_intemos désse
agonals.

As cordas A
BeCD i
Sabe-se e CD intercept
que 0 ptam-se nu Tt
26° pelo arco dgngﬂz excéntrico interi?r %?f%i{ ) dllisltmto do 9entr0.
que as medidas dos arcos Bc% e zfr? xce;r_hdo ?;II:
7 estiio en

El na razao 3]
2. Determin
ar o valor dos ar — —
cos BD e AC.

Demonstrar
que, se 4, B =
, C e D giio quatro pontos sbbre uma olrcun-

feréncia, &s
’ tea pcmto
opostos s8fio aup]emgitﬁgs%rticea de um quadrildtero cujos Angulos

Se num i
quadrildtero ABCD, Insecrito em um cf
cfreulo,

diagonais AC
e BD. Provar que os fngulos DAC DBtmqam—se as
e

Se num .
. quadrild e 4
tero & 1nscritive]t.ero os 4ngulos DAC e DBC siio | iac 80 ,gdu,?;z
guais, o quadr =

Demonstra
r que as bi i
segmento circul aparser 005 8
foptancyl e ar AMB Dameamn th ngulos inseritos em um mesmo
1. das pelo meio do arco AB que
bl

Demonstrar
que todo t
Construlr um rapézlo Inserito
trid em um
ngulo retngulo dado um cﬂte:;r:ulo‘: is6aceles-
a hipotenusa.

rceira SETIE ginas

Matemdticd — Te
um #Angulo

23. Construir um triingulo retingulo d
agudo.

94. Construir um tridngulo re
do efrculo inserito.

95. Construir um triingu
do vértice.

96. Construir um triangulo 13
e a altura em relagio & base.

97. Construir um tridangulo conhecen
a um déles.

98. Construir um triingulo

99. Construir um t

30. Construir um par

Respostas:
1. 36°5'9".
9, 136° 25'.
3. 108° 14"
4, 96gr.
5. 30°.
6. 1207, 40° e 20°.
7. (=b=44T; 5=67017
8. 109° 50"

is6sceles conhecend

conhecando-se o perime
as suas tr

e 4=20° 57'.

lo is6sceles conhecendo-se a

do-se dois Jados €

9. 162°
10. 90°

1al

239

ada a hipotenusd e

tingulo couhccendo-sc um cateto €0 raio

base € © Angulo

o-se O angulo do vértice.

o Angulo oposto

tro e 08 fingulos.
45 medianas.
ma diagonal-

11. 65° ¢ 95°.
12. T4 e 90°.

13. 8%

14, 69° e 111%
15. 98°, 85% 8% 950 e T7°

16. 22° 24/

e 33° 36'.



CAPITULO III

Linhas proporcionais. Semelhanca
de poligonos

§ 1. Divisges de um segmento. Divisido

harménica.
Fa L. Sinal de um segmento. Consideremos o segmento
(fig. 228). Tste segmento pode ser percorrido em dois
Sentidos opostos, a saber :
1.) da esquerda para a direita (de A para B) ;
2.%) da direita para a esquerda (de B para A).
-+ ey

T

+ + 1 { 7
Fio. 228

Dependendo do sentido que supomos percorrido um seg-
ento, podemos atribuir-lhe um sinal algébrico. Assim, por
convengio, atribufmos o sinal 4 ao segmento 4B quando
bercorrido de A para B e o sinal — quando percorrido de B
Para 4. Déste modo, se o segmento 4B mede 6m, escre-

vemos :
— B é orlgem )
) eBA = =6om (¢ cxtreraldade

A8 = A 6 origem
+ Gem B é extremidade
Os segmentos que vém relacionados ao sinal 4+ ou ao sinal
=, dizem-se orientados. Para os segmentos orientados, do exem-

Plo acima, temos que : ke T
AB = - BA

Opsprvagio. Na Indleagfio da medida de um segmento orlentado,
serd omitido, para malor facilidade de representagfo, o trago colocado
aclma dos seus extremos. Assim, por exemplo, s medids do segmento

orlentado AB (AB) serd Indloada por AB.
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2. Divisfo i

. sao 1nt ivisi

Um segmento podt:.3 r;;? (51.‘1‘,\’1_8110 externa de um scgmento:

por um ponto pertencent ividido de duas maneiras difer entes
e a0 segmento ou A reta que 0 suporta-

a) Divisdo i

mento AB e M ::rterna' Segmentos aditivos. Sejn 0 seg-

O ponto M determi ponto interno a &sse segmento (fig- 229).
ina sdbre AB dois segmentos AM @ MB,

tais que:
AM 4+ MB = AB.

R——y—

A — W e ——

(4] B
Fro. 229

Neste caso, di
, diz-se que o segmento AB estd dividido inter-

namente pelo
pelo ponto M em dois segmentos aditivos AM @

b) Divisd
visdo ex
deremos um ponto t]'\gfr:;lé Segmentos subtrativos. Consi-
erno ao segmento AB e pertencent®

A sua reta s
uporte (fig. 2
nos segmentos AN eg 3130),;33 EOE“O N, também, divide A
) ue :

AN - BN = AB.

5] N
Fic. 230

Diz-gse, ago
mente Deloipognt?,Nque o segmento AB est dividido externd-
em dois segmentos sublrativos AN e B

3. Razdo d ~
reta 7, o um ponto P de Dados um segmento AB, DU™Y
essa reta (que pode ser interno 0U

externo a AB
g ), chama-se razdo de sec¢io do segmento AB
AP

nesse caso AP e
PB tém o mesmo sentido e sinais positivos

negativa se P {6

tid r externo, pel

o8 opostos e, portanto, mnp a?s fgff(;r%;tgs?q? ngatBrem =
1. .

Matemdtica — Terceira SETi€ ginasial “%7
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Fio. 231

AP
PB > 0 (P interno 2 AB)
A . .
% < 0 (P externo @ AB, & direita
de A)-

Exemplos :

1.°) O segmento AB, de comP
232) ¢ dividido pelo ponto L internamente,

de B ou a esquerda

rimento jgual & 7em (fig:
na razio

Becgﬁo -:—;— .
4 AP 3
Logo: PB =l

W
__—— 4cm —B

A p——3cm } J'P
F10. 232

¥ . nento igudl & 7
9.9 O segmento AB de compl Lk

233) 6 dividido externamente pelo ponto & "
na razio de secgio — 3

na reta suporte de AB a 3cm de B,
4P 10
i 2 fbre uma
i e
Com estas consideragoes: podemos dmeé" g;ee 2 SB; ek
reta existe um © % mente um ponto qu° (1
A ]
— e
.-__—4.—4——1-4——r - = 3
& B[ 3cm
FIG. 233
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dessa rela numa razdo de secc@o dada. Se a razio é posi-

tiva o ponlo é interno ao scgmento e se é negativa o ponto
¢ externo.

__ 4. Divisiio harmdnica. Um segmento AB, diz-se divi-
dido harmonicamente por dois pontos M e N, se éstes 0 divi-
dem inlerna e externamente na mesma razio de secgio, lomada
em valor absoluto.

Afssim, se M e N dividem harménicamente o segmento
AB (fig. 234), devemos ter :

AM AN

MB - " NB

A M B N

Fio. 234

Os pontos M e N dizem-se conjugados harménicos em

relagéio aos pontos A e B e os pontos A, B, M e N consti-
tuem uma divisdo harménica.

5. AplicacGes.
1.%) Determinar a posigao do ponto M que divide o seg-
mento AB = 16cm na

5
Devemos ter : AM _ 3 . "
AB (razfio positiva). MB 5 » onde M 6 ponto interno

Pela propriedade da com
n.* 12-1.), vem:

razfio de secgfio 2,

posi¢io das proporgdes (Cap. 1 -

AM A+ MB 345
4aM ;T T g
e como: AM + MB = AB = 16, segue-se que:

16 8 48
AW E} e, portanto: AM = 5 = 0.

Da mesma forma, temos:
16 A 80
BT F donde: BM = T 10.

. P o 245
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ta 6cm de 4 e 10cm de B

Logo, o ponto interno M dis it 130 Lo N
| satisfazendo & condigio do problema, isto € Zrp = 10
| + S
- ‘______.__._-Sﬂcm—__-——'_'Tl:_’_'I:
____I_O_G|T-i--]—- —f—|— 11— I B
g PR
e seg-

icd to N que divide 0
2.8) Determinar & posigio do pon :

ol
AB = 15cm na raz 2 ,
AR AN 3  onde N é ponto &% :
= - 3

Devemos ter: xp

AB (razio negativa)-

C NB = — v a razéo
B BN y substituindo-se 8sse alor D 8!
omo

anterior, vem: _4_&’_ = ik
BN 2

A i ges (Cap. I

Pela proprieda.de da decompomg&o das proporg
n.° -9.%), temos:
YA AN—-BN 3-2

3
AN e-ge que:

= 151 ﬁegu
BN =R AN = 4.

e como: AN -
L, portanto:

et

AN

Da mesma forma:
= ';' e, portanto:

BN dista 45cm de

BN = 30.

A dirqit_ﬁ-
do & condigd®

externo tisfazen
Logo, 0 POLE o) e 30em de B &
porque AN € P 3
4 do problema: g = 2 e A e
- W N
e g S Rl P
— e T e n T A e e
| o=
| it
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3.%) Determin
: ar as posigdes d
vid : 08 pontos M :
em harmdnicamente o Seé) ent?) M e Nf)f:ﬁ (1111;

] ] o u bS llt é
B

)
Devemos ter: AM _ _ AN _ 3
MB NB - F'

Desdobrando as proporgdes :

AM 3
TE=S . a2y B
NB {
e resolvendo-as dg 5

t mesma f
ivamente, temos orma que as precedentes, respec-

[ AM+MB_ 8 . 24 _8
T s AM =3 "aAM” 3
iy donde: AM = 9 cm
AM + MB 8 24 8
MB 5§ "MB_ 5
donde: MB = 16 cm
AN-BN -2 24 _ 2
e AN "~ 3 4N 3
KTJ—B":—'EO‘JML—-E donde : AN =-—386 cm
N 5 AN - BN -2 24 -2
BN ~ 5 "BN 5
donde: BN = —-60 cm
| ou : NB = 60 cm

Logo : o po
- n .
de B; o pontopN ?egerizng:"o:dsituado a 9cm de 4 e 15¢m
» Situado a 36cm de A (A es
4 esquerda,

porque AN é nepati

k gativo

monicamente o segmer)ltz ii(}?cm _de 56 amboy divider hars
bl

.ii_ﬂi 9 po1s :
MB < 15 P o

AN 36 N — =-_.
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aoc e _______.—-—-'_-_-
-/
+

EXERCICIOS

1. Determinar u posigio do ponto P que divide 0 5@
3

na razdo de secgdo 7

gmento AB =2lom,

i dividido o gegmento AB,

em que fo PB=12cm.

AP=8cm €
B=14cm na razio -5'
b

2. Determinar a razio de secgio;
por um ponto P, sabendo-se qué

8. Dividir, internamente,

4. Dividir o segmento de 2dem @
o P que
7.

o segmento 4 ¥
a razio -'g'
: AB=15cm
5. Determinar a posigio do pont: divide o segmento

na razio de secgio igual & =5 .
¢ Gem na raziio igual 8 -3. .
dem harmonica-

6. Dividir externamente O U o N que Jivi
v . : d © 5 3.
gg;iznérlgzg?:eﬁgglq}ﬁ:21cm na razio culo v:;;'::l'n 325’:’1:1::5: cijjo
8. Lfetuar a divisio harmonica do gegmento AB= s
valor absoluto é 2. z : harmé-
9 Um segmento AB=00cm- 0Os pontos M € N SEO_A;; n];%ti?o—s’;rque
nicos em relagio aos pontos 4 o B. Calculst 3
AM _,
MB 7 , m ponto M
10. Um segmento AB= 14cm 6é dividido lgltg;g::l,f;tfuﬂoﬁf divri)de AB ;
na razgo 4/3. Determ Aoy Lc:z]j?fggﬁ% harmonico de M, em relag

gegmento d

2.°) a posigio do ponto N, ¢
adedB.

Respostas: s
1. P interno 80 gegmento ; APp=9cm e PB=12
2 -2—=
3. Os gegmentos aditivos 880 : 4em 3 10c:1.3 iy
4, Os segmentos gubtrativos gfio : 16 cme s
B. P externo 80 gegmento : p=2Ilcm

3em. 4 :

g‘ ?:ﬁ:wam, MB=9cm, AN =84cm © NB=03cm
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8. Os segmento
s da div v
9. AM =dScm. visio sfio : 8cm, 4cm, 24cm e 12em.

10. Al"j = 80m ﬂj B = G(!m’ AJV = E;' illl" a jv 13 -42(:[[1
§ ,
- .

6. Definicio. N
e d . Num _plano,chama-se ;
plaso, Qualg lfgfsr?:ltl; mais retas puralelasj:;:fsf'g g{iiis pr:éralclas :
intercepta tdédas a a désse plano, que nilo er;; e 2o
s retas do feixe e é denoxgina(zl?? 20 felxei
ransversa
: X 31315secam§e do feize. Na figura
,, 2 " , 0 feire de paralelas é cons-
A7V / (ltlﬁido pelas retas a, b, ¢
B EYoAg ¢ o i
; eixe € a reta L.
— "y Os segmentos determinados
re transversazs por wm feize de
e ’P:{a(ielas, gozam de certas pro-
7 go 1;31 ades que serdo estudadas
s B o 0s teoremas que se seguem
eize de paralelas determind segmentos

iguais sobr
: vore uma trans
tos iguais sébre ou- versal, determina também segmen-

tra qualquer i
el (*Q) ! rans- /
A a

Seja o feix
e forma
pelas retas paralelas a,dbo
H

ced e as transversais s
c /

e t (fiz. 236). Temos :

- {allb"c!ld
set transvers .
DEMONSTRAGXO: g /

1. Pelos N
pontos M o
» N e P da reta ¢ tracemos as respec

tivas paralel
do feix elas & reta s. Enc
e, respectivamente, Ogngzir&?og s?sbre as retas
’ e T.

(%) Ver outra Iismonst:acﬁo a . 316 (Observ Gea sbbre s Geometria edutive
g Dﬁ‘
(Obs B B
D s da

e ginasial 249
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AMRB, BNSC e CPTD

9. Os quadriléteros formados :
i cads um déles, 08 lados

gilo paralclogmmos, pois, em

opostos S0 paralelos.
AB = ME, BC=NS e ¢D = PT.

gendo iguais 03 tri?ngulaos : l}fRN , NSP e PTQ
=P (correspondentes)

pelo caso A.L.A., POis, M=N
e R = S=T (correspondentes) e ME = S = PT
(siio jguais & AB); segue-se que :

N = NP = PQ sl

8. Teorema de Tales (*): Um feize de retas pafalelas
;s duas sucessoes de

determina s00Te duas transversdt
segmentos diretamente proporciondts Tt
Sejam @, b, ¢ © d. as retas paralelas, de um feixe, inter:
ceptadas pelz,ts ’transvémais s e t (fig 237). Consideremos ©
caso para dois segmentos. Temos: y
{allbllclld T éﬁﬁg}_’%
selt tmnSVersais cD

D sejam co-
gegmentos AB e C
e uma medida comu™ o

8
é, admitan
% to shb! que 8¢
ilustro d:,':;m dos orisdores



<2 o
s Sangiorg;
que EStEja contid i
& por exem
Xemplo, trés vages
em AR

€ cinco yayeg em O

sen 5 :
do a razz, entre gsteg oo AB=3y CD=5u,

Segment()s :
2
D=5 @

- n
medid -2 7).
a COmum de -ZIIN)G P(gla;z?éldo de 5 B TOYE
! 08 entfo -

My - 2
e PO -
€ a razs _jl{_-ﬁ_{ 3 5v

AB M
OBSEumgaEs : CD = £
mentol.) Dem'onstm-se és ’ =
;)AC e G sio ;‘nc:ffne:gfr?ima‘ FStuliden 10 caso em ke
Cap. T % om0 apligyes pry e
8 onvenjongg re?uggf g;gp‘gedades das propores tudad
& ¢oes estudadas no

1 AB
- CD
MN Po (alternando og meios),

B T aN— :
MN — (Propriedade da composiggo),

-%) Apli
BC Plicandg o
MV, NP (g 237)?(]{:;135 de Tales nog SeMentos aj
. adjac
" o b acentes AB,
BC = Jp
2 AB + pe
=2 MV Np
que gfg relagieg de uso e T— " i =
MN
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EXERcIicIOS
1. No feixe: allblle, as transversais s e ¢ determinam, respectivamente,
08 pontos : A, B, Ce M, N, P. Sabendo-se que : AB=4em, BC=6cm
e MN=12cm, caleular o valor de NP.
2. No exerefcio anterior siio dados : BC'=5cm, AC=14cm e MN =18cm.

Caleular MP,

3. No feixe: allbliclld, as transversais s e ¢ determinam, respectiva-
mente, os pontos: 4, B, C, D e M, N, P, Q. Sabendo-se que:
CD=5cm, AD=12cm ¢ PQ=6cm. Calcular: MP.

4. Duas transversais siio interceptadas por um feixe de trés paralelas.

8 segmentos determinados sObre as transversais pelas duas primeiras
Paralelss medem, respectivamente, 3cm e 8cm. Caleular o compri-
Imento que as duas dltimas paralelas determinam sbbre a segunda
transversal, sabendo-se que elas determinam sébre a primeira um
segmento igual a 12cm.

5. Um feixe de quatro paralelas intercepta uma transversal em trés
scgmentos que medem, respectivamente: 4, 6 e 9 centfmetros. Cal-
cular os comprimentos dos segmentos determinados pelo mesmo feixe
numa outra transversal sabendo que o segmento dessa transversal,
compreendido entre as paralelas extremas, mede 38cm.

Num trapézio, uma paralela ds bases, divide um dos lados nio para-

4y B.
' elos na razio 3/4. Medindo o outro lado ndio paralelo encontra-se

1
14cm. Calcular os comprimentos determinados sobre éle pela refe-

rida paralela. §
7. Prolongando os Iados ndo paralelos (4D e BC) de um traRézxolAﬁC[;%
(4B =base maior) determinar o valor do lado BE, do triingulo

assim formado, sabendo-se que: AE=12cm, A129=5cm e BC=3cm.
CM _ 2 ¢ Bo=20cm. Cal-

8. No tridngulo ABC, temos : MN Il AB, WA~ 3
cular: CN e NB.

Respostas :
1. 18cm. 5. 8cm, 12cm e 18cm.
2. 28cm. 6. 6Gem e Scm.
3. MP=84cm. 7. AE=72cm.
4. 32cm. 8. CN=8cm e NB=12cm.

§ 3. Linhas proporcionais no tridingulo.
lado de um tridngulo
. Teorema. T'dda paralela a um <
; dc?;':nina sébre os outros dois lados (_ou sdbre o0s respe;:-
tivos prolongamentos) segmentos direlamente propo.

cionais.
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1

! i I
Seja o triingulo ABC e a reta DE (Eig 238)
. . emos &

H /
( er Nola abuixo).

DB~ EC

Fe. 238

DEMoNsTRAGRO :

1' Tra.cem
os pelo vérti
2. P vértice A
elo Teorema de Tales (: nr%t)a z paralela & BCY
.° 8), vem:

AD AE

DB~ EC f
e.q.d.

Nora: A
: tese déste t
eorema também pode ser escrita gob a forma

AD
A‘;DB - AE + EC 2
AE ou Ag & AC
AE |

10. Teor
¢ ema l‘ei
dois lado ciproco. Tdd
8 de . ] Teta que d tre .
proporcionais :m tringulo segmentos (e)’rdm”na sébre
Paralela ao te?'ceiro Vo enadamente

Seja o trifingulo
: AB

/n/\F reta DE (fig. 239). Temgs? a
8 \\ H { AD _ AE
c DB EC

Fro. 239
T [ DE |l BC.

DemonsT
RAGAO (por r
edugg,o a0
absurdo) :

1. Se n&
o fbésse DE
DE' | BC, sendo E’ Ilutﬁ%o E::Oderia'mOS entfio t
nto interno a E ragar
C ou AE)
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2. Supondo E' interno & EC, temos pelo teorema direto

(ver Nota anterior) * AB AC @

—

Como a hip6tese 8~ EC

gob a forma : %—g = AC @ (pmpriedade da com-

posigdo 1as propor confrontand®

e @ que AE= osultado JMPOS

gfvel, a menos que m B, O mesmo racio-

efnio seria feito © AE. Logo:
¢.q.d.

AD AE) pode ser escrita

E coincida €0
aso E' fosse interno 8

pE | BC

Propriedades das bisset
A bisselriz de um

11. Teorema da bissetriz jnterna:
dngulo interno de UM iridngulo divide 0 lado 0posto em
segmentos (aditz'vos) pro- £

porcionais (*) aos lados

adjacentes-
Seja o tridngulo ABC e 8 bis-
setriz AD (fig 240). Temos :
iz do 4 @¢=1

H{ AD bisseb

T { BD 2 4%
pc AC ;
DEMONSTRAGAO
1. Pelo vértice U» cemos &
ir4 encontrar 0 rolongsmen 0
E, temos *

2. No triangulo
(Teorema ne 9
D A8 G)-

po AE

(*) Subente
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Com ;
DOIldente;) %fé‘i(}'E 6 isésceles, pois, de: T=4 (corres-
vomr Bo% o (alternos-internos) e =2 (por hip.),
AE; jlclle §40 dngulos da base, segue-se que :
(lados opostos a fingulos iguais
num A isdsceles).

S it
ubstituindo &ste valor de AE na relagio @=

D 4B
DC ™ Ac

12. Teorema da b c.q.d.
dngulo externo
externamente,

issetri ¥z . )
de u?a?? ?; terna. A bissetriz de um
em segm riangulo divide o lado oposto,

enltos (subirativos) proporcionais

@os lados adjacentes.

Seja o tridngulo ABC
e a bissetriz AD (fig. 241)-
Temos :

H [ AD bissetriz externa

do A(1=2
BD AB
Fia. "\@ 70
1G. 241 { ¢D AC
DEMONSTRAQKO 2
1: i
Pelo vértice C tracemos : CEIlAD:

2. No AABD, temo;a,:@ 212 AR
CD = Az (®-° 9-Nola).

C'f iSésceles, pois §=4 (pelo fato

Substituindo éste valor na Sg%ue_% que: AE = AC.
, vem :

BD 4B

CD — AC
c.q.d.

— =
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13. Conseqiiéncia. As bisselrizes, uma inlerna ¢ outra
externa, de um dngulo e de sew adjacente, de um tridn-
gulo, dividem harmonicamente o lado oposto.

Seja o tridngulo ABC e AM e AN as bissetrizes,
e externa, respectivamente (fig. 242). Temos:
I { AN bissetriz interna
AM bissetriz externa
(BB,
T\ 3r¢ = ~NC

interna

DEMONSTRAGAO : - :
1. Pelo teorema da bissetriz interna (n.o 11), segue-se que
BM _ AT @),
MC~ AC ©

7 externa (D.° 12), segue-se que:

Pelo teorema da bissetri

BN _AB 5.
TN AC @
2. Confrontando as relagdes @ e @, vem :

BM BN

MC CN

- -se que:
e como : CN = 1;;, seg:leg_z\l
MC VL c.q.d.
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e e——

14. Lu
. ar .
tincias £ geométrico d
a dois HaO0R pontos cuj ~ s
pontos fixos & constant::még:;m d?.ﬂ dl?;
. o aplicagd

dﬂ.s pr .
opriedades d :
a 1
monstrar o Seguintes bissetrizes de um triAngulo vamos de’

Teor
ema: O I
4k, ugar :
:azao das disfidmg;g?r;égu_:o dos pontos de um plano cuja
G’nt . 018 . ? L
e, € uma cm:unfe,.éng‘;”toﬂ fizos désse plano & cons-

Parte a) : Q
: Qual
o e quer ponto do lugar perience a uma cireun-
ejam A e
B, so pontos fixos e P um ponto, todos situa
dos no mesmo pla,no (fig. 243)-
Temos

i TR {fﬁ
' PE = o (valor absoluto)

T {0 lugar descrito por Pé
uma circunferéncia.

Fio. 243

DeMoNsTRAGAO :

1. Sejam M
eN
Iélﬁ-mepte, o Segﬁegggﬁ%que dividem, interna ¢ exter-
ke, isto 6: s na razio, cujo valor absoluto
AN
ME- NB - ©

2.
Como, por hipétese PA
W errr g k, temos:

AM PA
rel ME~PB ° %_NE & 1;’_%’
agdes 2
Priauguloqgijgeiféteﬁ concluir que P é vértice de uin
itorma (P do 0 B é interceptado pela bi i
cujo prolongam ingulo de vértice P * . lsse?m
totin. (PN) doeﬁnto ¢ interpretado pela bPonto‘ M e
%2)_ Sendo P} eg)g}glg adjacente, em N (;SSB;’TZ i
ety issetri . L2
plementares), segue-se (Dj’lz;g t_iBE ;ﬁtngauli?s adj‘fcentes
. aplie. - ). que
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gio perpendiculares entre 6 ©; portanto, © dngulo

MPN é reto.
to capaz de um Angulo reto (n.° 113)

3. Como 0O gegmen
éo somi-cireulo, podemos afirmar que 0 ponlo P per-
tence @ cirmmjeré‘ncia de didmelro MN. ,qd

Parte D) : Qualgquer ponto A0 circunfertncio perlence G0

lugar.
Seja a eircunfcréncia de diAmetro MN

pontos (fig. 944). Temos:
H [ Pe circunferéncia de

o { Pesol (Bé.,;c
¢ a0 lugar \PB

e P um de seus

diAmetro MN

DEMONSTRAGAO
1. Consideremos os arcos 18 e
unamos P ao08 pontos D se
prolongamento de PD encontram & reta
tivamente, nos pontos AR e _ Rt
2. Unindo paM temos qué M é bissetr12 do 4ngu
N o triangulo MNP é retangulos
ortanto

A
DPC. Ligando © ¢ )
pois, esth inscrito num seml-circulo e,
7 L PN.-
- cotriz 4O angulo ex-
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0
R D
3. Por outro | d N NB = k.
a

M e N seus 305‘_3 4 e B sio pontos de :

AM e njugados harménicos tCm‘é;ﬂa reta €

aAM 4] i o

MB ~ "NB @ AM  MB (alternando
AN ~  NB 0s meios)-

COllfIOl L acoes e b
es

com B e
» bortanto
ou seja : , da @ segue-se que : ;_z_% B

P pertence ao lugar

EXERCiCIOS c.q.d.

lado d

e um trij

segmentos de 5cmtréllggu]0 que determina s6bre um

i mento:m' respectivamente. Saben-

: cu}cui-1 que tal paralela determing
ar o comprimento do maior

- Olado 4B de um tridn

ABJ distﬂ ul
nte 5cm d gulo ABC tem 1
oI 6
]m]l‘:)d‘jig(—' em um ;Ontrotrﬂ?qumoa a par}ﬁlé}gi [1::11' um ponto D, do lado
3 4 8cm de 4, Cnlcu]z’f%Bcgnqu"3 cncgntrg
! 1primento

Uma das d;
s diagonais
ases, na razg als de um trapgz
0s lados nj do de 3 par, Pzlo ¢ dividid
Dottram . L clok do 5.5 Achar og segmentos determi patalals, B2
ente, 18cm o 22m:'ﬂpézm, sabendo-se c?u egarmmadOS sobre
. 8 e ¢les medem, res-

ﬁbre [4) £ =
Primeiro ;
L & dem I, respect
UOmng;liig Por éste ponto ;]0 vértice, toma_sé"ﬁléllente, 16cm e 20cm.
segund entos dos segme tpa'l'ﬂfeia 20 terceiro 1 ponto, tragando-5€
© lado. ntos que essa pam]e]nﬂflo-t Determinar 08
etermina sbbre ©

A paralel
= 2 a um d
razio o8 |
3/4. Achar og e?)ﬂ?grgf.e“? trifngulo divide os outros d
11608 outros dois né

essa paralelg

i & s6bre é : dos

Pectivaments, 21cm Bzeiéiconf lados, Eah;::ggn seé] t(;)s dé%tem’inados por
: -58¢ que ¢les medem, res-

Num trapézi
ézio
triﬁngu]opd 08 ladog ng
e lados 244 i Fatele
o aei 8 prolongados determ
fnam um

m, res £
) Pectivamente. O menor dos lados
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nfio paralelos do trapézlo mede 10dm. Calcular 0 comprimento do
outro lado do trapézio.
medem, respectivamente, 14cm, 18cm e

7. Os lados de um triingulo
94em. Calcular 08 segmentos determinados sébre 0 maior lado pela
bissetriz interna do dngulo oposto & ésse lado.

8. Um trifingulo tem por lados : a=12dm, p=6dm e c=14dm. Quanto
medem os segmentos determinados sobre o lado a pela bissetriz
interna do A? E os gegmentos determinados pela bissetriz externa
do A (ndjacente) sbbre 0 prolongnmento de
0. Os lados de um tridingulo medem: 12cm, 13cm e 15¢m, respectiva-
mente. Tragam-se as hissetrizes interna e externa do Angulo oposto
ao maior lado. Determinar 0 valor do segmento cujos extremos sio
os pontos de intersecgio destas bissetrizes com 0 malor lado e o seu

prolongn.mcnto.

10. O perfmetro do trifingulo ABC & jgual o 54cm. A bissetriz do fngulo

interno B divide 0 lado oposto b em dois segmentos aditivos que medem
10cm e ldem, respectivumente. Caleular os lados a e ¢

Respostas:
24cm.

25,6cm.
6,75cm e 11,25¢m ; 13,75¢cm e 8,25¢cm.

Sem e 15cm.
9cm, 12cm, 18cm e
15dm.

13,5cm e 10,5¢cm.
8,4dm e 3,6dm ;
187,2cm.

a = 17,5cm,

24cm.

21dm e 9dm.

b = 24cm, ¢ = 12,5cm.

—

Semelhang¢a de tridingulos- Semelhanca

de poligonos:
ELHANTES

TRIANGULOS SEM
semelhantes quando

ini¢a .o tridngulos so

. Defini¢a0- Dois triangis qus
tém })2 dngulos ordenadamente iguais € 08 lados cgﬁ;fgggniﬁroatzs
ordenadamente pro'porcz'onm's. s lados correspon dee nom,ina.dos,
aquéles que unem vértices de angulos 1guals, 80 3
também, de Jados homdlogos:

cn
i
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Assim
» POr exe :
830 semelhanteg qu?np(ig' fesmfrfﬁnguloﬂ ABC e A'B'C” (fig. 245)

’
{B'EB o A'B B oy

& -~ aAn ==
¢ 4B B ™ ex ™ k.
A A
B‘&;l
B
c
Fro. 245

O valor
; comum f (
as }:éi:ﬁes dos lados correspondentes
¢ dos doig triingulos e sempre

de Beme
Iiﬂﬂ(}ay qu’mido a razio k=1 pOiS
2 BC' = BC o 04 = CA.
uma i assar 0 que .
> ampliagio (nesse cpar.a O,S eu Scmelgan : gk r> ,1)’ diz-se
(oA, ha mesma pro L RN A
P AABICH e © 1O 0450 do Briating
Propried reu uma c¢ ser menor do que
t . ades i 08 reds s
€8 na igualdade dog gggj P 3”"“?‘?36(:;&; t(::zgn %"IO).
08 ! sitiva existen-

M para g ge ou
melhanga,  Dagt, das razges, também, subsis-

L4 d .
Isto Z: 0 fribngulo ¢

€ modo :
' emelhante g ’Sip:?emos dizer:
ABCNAABO csmo.

2. Se um trg
tﬂdn ’
x ao prs’meiroﬂulo ¢ semelhante g gyy i
020, 88 A4 B( < semelhante
- 8e um trian;:q&A'B'C" temos que: A4’p/ v
0 ¢ semelhante 4 u;n P Bf ~AABC.
gundo tridngulo

€ ste semell,
gulo anie a um ;

é semelhante ao tei?;c‘mm’ enldo o primeiro tri@n
iro, e
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ge AABC ~ ADEF e ADEF ~ AA'R'CY, temos
AABC ~ AA'B'C’.
Téda reta paralels & um

que intercepta os outros
determina um segundo

Logo,

que :

16. Teorema fundamental.
dos lados de wm tridngulo,
dois (ndo pelo vértice comum),
tridngulo semelhant ao primero.

Seja o triingulo ABC e a reta

determinada pelos pontos M e
(fig. 246). Temos :

H [MN || BC

i {AABC’NAAMN ou

[’“’4 AB _BC _AC ¢

B=I 0 =%
A MN AN
Q=N AM

DEMONSTRAGAO !
1. A paralela MN ao lado BC determina 0 AAMN.
Os tridngulos AM. N e ABC tém ordenadamente iguais
os Angulos (1.* condigdo de semelhanga), pois:
A é comum
B=M (correspondentes)
e =N G " )

MN |l BC, segue (n.° 9 — Nota) que:

AB _ AC
aM AN ®-
la ao lado AB. Obtemos,

os por N 2 parale
2, Tracem R[?I AB e pela mesma razdo :

assim,

Como :

AC BC
AN _ BR :
4] BC GBR-MN, como lados opos-
o Z%\T = MN @ tos do paralelogramo BRNM.)
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B U0 Sangioryi

De @ e @ conclufmog :

4B _ BC  4c
AM — MN < Ay

isto €, og |
propoécionai!:;d?g ncorrespondcntes 840 ordenadamente
" condigio de semelhanga),

c.q.d.

i -
Casos classicos de semelhanga

17. Primei
2 neiro
Teorema: Dois ¢ :;lso = semelhanga de tridingulos.
; 1S tridngulos s,
8o , " .
dngulos ordenadamente iguaigcmelhamcs quando tém dois

Sej :
€lam os trifingylog ABC e A'Brcr (fig. 247). Temos :

g{d=2
B = B T { AABC ~ AA'B'C.
A o
o E B’%C'
8
Demon i o 27
NSTRAQXO :

1. Tome
segme?l}tzs iégri i? ,8uposto maior que A’B’) um
baralela ao Jado B(C Pe oanaita, b e
rid - Pelo teoremaq fundamental (n.°
v I AABC ~ AADE,
: I{E = AA'B'C’ (cago ALA) is :
= A’ (por hip.) o
AD = A:B’ (por construgio)
= & (porque ambos g4 iguais ao B).
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segue-se pela propriedade fransifiva, existente na se-
melhanga, que :

AABC ~ AA'B'CY
c.q.d.

18. Segundo caso de semelhang¢a de tridngulos.

Teorema: Dois iridngulos sio semelhantes quando tém um
dngulo igual compreendido entre lados homdlogos propor-
cionais.

Consideremos os tridingulos ABC e A’B'C’ (fig. 247), onde
agora temos :
A=24
H /—I‘,—g, e f,—g, T [ AABC ~ AA'B'C".
DrMmonsTRAGAO :

1. Da mesma forma que no 1.° caso de semelhanga,
construamos o tridngulo ADE, tal que:

AABC ~ AADE.

Em virtude desta semelhanga, temos :

AB AC
a5~ a5 O
Como na construgiio feita foi tomado AD=A4'B’,
substituindo na @ vem :
AB AC AB AC

TF = 4 ° sendo por hipétese Y R U
segue-se, pela propriedade transitiva da igualdade que:

A———-C = _AC -
AE A'C
Sendo estas duas fragdes iguais e de mesmo nu-

merador, conclufmos que os denominadores, também,
sdo iguais, isto é: AF = A'C’.
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2. Nest i ;
poiz :19 condigles : AADE m AA'B'C" (caso L.A.L.),

11D = 4’ B’ (por construgiio)
4 =4 (por hip.)
AE = 4g'¢v (provado),

€, porta .
rr’lerfjte quII:O:, sendo AABC ~ AADE, temos final-

AABC ~ AA'B Y
c.q.d. '
19, Terceiro caso

Teoremas: Dois trign
lados ordenadame

Sejam aind

de semelhanca de trifingulos.

gulos sio semelhantes quando tém os trés
nle proporcionass,

4 0s triingulos ABC o A'pro (fig. 247), onde:

A'B'~ B'C" T Gig
T { AABC ~ parprer,
Dmmonsrmg:go ‘
1. Com a m i
W sma construgdio dos dois easos anteriores,

AABC ~ AADE,

onde, aplicando g defini

tes, vem : Gdo de triingulos semelhan-

AB_BC_ ¢4
AD " DE T Za

e’ —_ I
como AD = A’Rp (por construgiio), segue-se que :

ABSYRO 04

AT~ pp~7z @. . |
2. Sendo, por hipétesa : A5 = Ll g

AB = 5o = gy @, con-
frontando as razges que integram () o (@) temos:
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AB BC
A'B'~ DE
ou DE = B'C’
AB BC
B " B
AB _ CA
A’'B'  EA

ou FA = (C'4’,
AB fe. cA
AlB' A
3. Nestas condigdes : AADE = AA'B’C’ (caso L.L.L.),
Pois:: AD = A'B’ (por construgio)
DE = B'C" (provado)
EA = C'A’ (provado).
e, concluimos, sendo AABC ~ AADE, que:

AABC’ ~ AA’B’C’
c.q.d.

OssErvagZo. Confrontando-se os easos cldssicos de fgualdade de
tridngulos com 08 casos clissicos de semelhanga de iriGngulos, notamos que
para a igualdade de tridngulos sio necessdrias trés condigdes, enquanto
que para a semelhangs bastam duas.

20. Aplicagdes. Construcdes geométricas.

1.®) Divisio de um segmento em partes proporcionais a

vdrios segmentos dados.

Seja dividir o segmento AB em partes proporcionais aos
segmentos z, y e z (fig. 248). Traga-se por 4 uma semi-reta
que forme com 4B um fingulo qualquer, diferente de 90°, e,
sbbre a qual se mede, a partir de A4, os segmentos :

2= AR, y=RS e zm= ST,




——
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e et

Unindo-se a extremidade 7' com a extremidade B do seg-
mento e tragando-se as paralelas a T'B pelos pontos E € S
obtém-se sdbre AB os pontos M e N. Os segmentos AM, MN
e NB sio os procurados. De fato, as paralelas RM, SN e TB

determinam sdbre as transversais AB e AT, segmentos pro-
porcionais (Teorema de Tales).

Nora : L evidente que esta construgio 6 empregada pars dividir

t(llm segmento AB em um némero qualquer de partes iguais, pois, ¢ o caso
e rz=yY=z=,.. .,

2.5) Construir a quarta proporcional a trés segmenlos dados.

Sejam z, y e z, os trés segmentos dados (fig. 249). Nos
lados de um #4ngulo arbitrério BAC, toma-se: z = Al ©
y=RS sbbre o lado AC e z=AT, sobre o lado AB. Unindo-
se B a T e tragando-se por S a paralela a RT, determina-sé
sdbre AB o ponto M. O segmento TM é a 4.° proporcional
procurada.

De fato, no tridngulo AMS, RTNSM e, portanto, deter-
mina sbbre os outros lados segmentos proporcionais, isto é:

T 2

y M
Nora : A construgiio da ferceira proporcional entre dois segmentos

dados z e y 6 feita da mesma forma, substituindo-se no problema ante-
rior z por y.

3.*) Dividir um segmento dado, interna e externamente,
numa razido dada.

Seja dividir o segmento AB na razio dada % (fig. 250)

Basta tragar pelas extremidades do segmento A B, respectiva-
mente, as retas r e s, paralelas entre si, porém, arbitririas.
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a partir
Sobre r toma-se, a partir df’, A, A{?,-—I}ﬂ:' essg,?_br?[]i’indol-)se
de B. nos dois sentidos, BT =n © [ sobre AB e N sobre
com ’}" e R com T, obtém-se 08 pontos ? 8 N dividem AB na
o prolongamento de AB. Os pontos aE

m ; o e
razio — (valor absoluto), pois:
n

1 . il__ﬂ_{_ = -ﬂ"f
AMAR ~ AMBT' - 378 = n

AN _ m |
ANAR ~ ANBT "« NB ~ n

em
:ugados harmonlcos
Nora: Como os pontos M ¢ N sio cit)sgzu%eit? por &stes pontos

divi i construir
ue-se que & o . mite, pois, ©
fee]ffffwigcsapﬁ“}l;ghf’gﬁ’ gggproblem_a anteno;]f:;o aoé pontos Ae
os pontos M e N , conjugados harmonicos em T

POLIGONOS SEMELHANTES

esmo nUmero
21. Defini¢io. Dois poligonos, c%ﬁgﬁo?wdenadameqte
de lados, sio semelhantes quando tém 08

ua am tonas.
ente pro;porcz

icg is e os lados COTTGS‘pOﬂdGﬂtGS ordenag s iy i

0Omo para os triﬁngulos, 0s lados correspo den hamam-sé

ares de lados cor-
homélogos e a raziio comum k, de mdfrsc osspdois poligonos.
respondentes, razdo de semelhang® &1 3 igualdade, quando
semelhanga entre dois poligonos mdu;—;(f os poligonos
a razfio de semelhanga 6 1. Na figura 9+
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RO T
3,‘?33 g 13'501;s ;0 lgegﬁ’é‘};‘g% segundo 2 raziio de semelhanga
- % Y 80 passa T L
S e 600 b prma oo 45D
’ ] )

e ﬂﬁ B'C x C'D' D'E'  E'A’
AB' " BC " CD " DE ~-E4 "

o'
c'

a F 8
Fro. 251

Também, agora, podemos dizer :

L. 8e um pols
a0 primpeiraﬁ.mno ¢ semelhante a outro, éste é semelhante

2. Dois
: poligonos semelha U s
tes entre si. clhantes & um lerceiro sido semelhan-

22. Teo :
rema. Dois poligonos semelhantes podem ser de-

co ;
Seiammposws em IriGngulos ordenadamente semelhantes.
08 pOIigODOS ABCDE e A'B'C'D'E’ (fig- 252)_
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Temos :
H { Pol. ABCDE ~ Pol. A'B'C'D'E’
AT, ~ AT
T ATeo~AT2
ATz~ AT
DEMONSTRAGRO :

1. Tracemos t0das as diagonais dos poligonos ABCDE e
A’B'C'D'E’, respectivamente, & partir dos vért-lcesT
o A’ e consideremos os tridngulos formados : T1, 12
T3 e T’h sz, T’B.
2. Como, por hipé6t l{gzonos sio semelhantes),
pétese (os_pollg
temoa’: A=A, D= B, O = e
e AB -— BC - CcD E._Q_lg.p_‘?f-l-; e, portnnto:
AP " FC - D DF F4
ATy~ AT,, pelo 2.° caso cldssico de gemelhanga

(BEB: , AB BC’)_

A'B'  B'C’

Da semelhanga déstes triAngulos, decorre g

@ BC AC a AéBﬁA’a’B’-

BC' A'C
Como, por hipétese :

©) BC _ CD 0=l
B¢~ CD

segue-se de (1) e (W) que:
AC CD 1D’ (como dife-
AC | 2 o A0D=4 ppcch i
Atgey, gL ?eng.as entre Angulos iguais).

e, portanto: A T~ AT

!
Anidlogamente, demonstra-se que : ATy ~ ATs

a.q.d.



270 Osvaldo Sangiorgi

ConseqUftncia :  Em dois poligonos semelhantes duas diagonats

: s . s lados
correspondences (homdélogas) estio entre si como dois lad
correspondentes (homdlogos).

1C cD :
De fato, basta notar a igualdade : -z%f"— =D’ (fig.

252), para que a conseqiiéneia fique demonstrada.

2’ » . Gr
23. Teorema reciproco. Dois poligonos formados P

R . 5 ao
tridngulos semelhanles e ordenadamente dispostos, $
semelhantes.

Consideremos a figura 252, onde :
ATy ~ AT
H | AT2 ~ AT

T I Pol. ABCDENPOI.A'B'C’D’E’-
L AT3 ~ AT,

DEMONSTRAGERO :

1. Da semelhancga dos trifingulos 7' e 7”1, conclufmos que:
AB B BC _ AC
ALBY U BIGE T ANEY
e @ CAB = ('A'B'; B = B @ BCA = B'C'A".
Da semelhanca dos tridngulos T's e T"3, resulta que:

@ AC _ CD _ AD
ArGH T @'nr v AD

(@ DAc =p'A'c; (5) ACD = A'C'D';
(® ¢D4 = ¢'D' A’
e da semelhanga dos trifingulos 7's e 7”3 :
AD _DE _ EA
A'D T DR BAY
() EAD = E'A'D'; C = C;
(@) ADE = A'D'E".
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Matemdtica — Terceira série ginasit__———

ma
tém sempre UM
3. Como as proporgdes ®’ @ i @s sio todas igudls
razio em comum, segue-se ‘Ic_lfm "
sntre si e podemos escrevel "
en 1pB BC CD _‘_12._E—— = —{ijf}{',
TE=FG-CD DE E
as relagdes :
e, somando, membro & membro, ﬁﬁﬁ o
g: A=
® e (3), temo
) @ s 61
® @ I
©:®

e, levando em conta queé ngc
As duas condigdes pard le de angulos
em questiio, isto &, 1guald€;f0§;” §logos- d
proporcionalidade de lados ROt c.Cl-H' ntes
el
. onos Sen_
24. Teorema. Os pertmetros de dois pfﬁggo s quaisquer:
' tao ent c si como dois lados hon
esldo entr

' da fi-
7 A’B’C D L :
Consideremos os poligonos ABCPES Zerﬁo 0 adlos DOF
Bura 252, onde os perimetros respectiv e EA
p = AB+ BC+ CcD + P %) .
e ¢ =A'B'+BCT oD+
Te . s ok
mosH { Pol. ABCDE ~ Pol. A'B'C'D

AB _ BC _ .
T{—’l, -
P

—_ — = ! . .
= AfBl B”C or definl(}ﬂ-o <
1. Sendo os poligonos gemelhantes, temos P

EA
D EA
BC cD s = E,A,
;;1'?31:’ B’Cr"""- c'D’ gE’ e 12__3_0),
2. Pela propriedade das proporgdes (CaP-
e il B
AB—I—BC-[—CD_.{:_I_)_I?__-j'__ELé_;ﬁ 55" B0

A’B'+B’C’+C'D'+D’E’+E’A
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ou E;-li’l—!-f—j-;m-g_j_-
s el v
Ry B c.q.d.

25.” Aplicagges:

r a -' 51 » -
Escalas., estudo da educio ¢ ampliacio de desenhos

estende-se a quagsgy semelhanga feito no caso dos poligonos,
Sua ampliagiio oy qr eg Jiguras planas. Uma fotografia, uma
figuras semelhante cdugio, nada mais sio que exemplos de
© uma casa, de 8. Também a representagio de um terreno,
desenhos, der . uma cidade, etc., pode ser feita mediante

» cénominados geralmente de plantas e cartas, que

guardam -
o » €0m a figura real, uma determinada semelhanca (¥)-
“hama-se escala de :
; medida : 3 \tre
8 figura reduzidq & raziio de semelhanga el

fracs ¢ & dada, _Esta escala 6 indicada por uma
¢40 de numerador 1. Assim, por exemplo, se numa planta

& escalg
i 1000 (que se 16 : um, por mal), isto significa que

a distincia de
ntre dois ponto

& Tazio entre

e a distdncig ¢ dois pontos da figura reduzida

8 correspondentes da figura real

1000 E simples, como Veremos nos exemplos a seguir, 0
céleulo que permite ach
numa determingd
e vice—versa, a d
80es de segment
Exemplos :

ar as dimensges da figura na planta,
& escala, conhecidas ag suas dimensodes reais
etermmacg.o da, escala, conhecidas as dimen-
08 proporcionais dg figura real e a da planta.

1. Determi :
€rminar o Comprimento com o qual se deve repre-

sentar na plantg de uma vi L
) a vila, n T
(1:10000) uma rua de 800m de,co?ngiiﬁl:nti? 10000 **

A escal sl
a.adel0

que devem figurar pg 00m) sdo 10 00 vézes maiores que a8
4080, as dinensdes da planta

0-8¢ as reais por 10 000,

(®) O instrumg

uto usad
ventégrafo, 0 Dna pritica parg redusir gy ampliar desenhos d denominado

1

2,

273
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Portanto, o comprimento da rua na planta serd de:
800m
10 000

2. Qual é a escala da planta de um terreno na quarl 3$
comprimento de 50 metros fol representado po
segmento de Scm?

Como : 50m = 5 000cm, segue-se que a escala 6:

5 ! de 1:1000
5000 _ 1000 °“

= (,08m = 8cm.

EXERcCIicIOS

. : 8cm, 10cm e 15cm.
Os lados de um tridngulo medem, rcapect"’ﬂmgfe]g‘z’e w0 primeiro meds

| Num tria ngulo semelhante, o lado correspoucjs do segundo tridngulo.

16cm. Determinar as medidas dos demais lad . s
. determina sobre
A paralela MN ao lado BC, do_triingulo :ltggineute. Calcular 08

lado AC ser tog de Sem e 7cm, respe bendoiss
lados do fﬁﬁi?gelﬁu *{MN semelhante so tridngulo ABC, sa

que AB mede 36cm e BC mede 42cm.

Os trifingulos ABC e A’B’C’ siio semelhantes e a raz

dos do maior medem,

io de semelbhanga
respectivamente,

6 ‘% . Sabendo-se que os la e

i 5 Jado co
12¢m, 18em e 20cm, calcular o comprimento de cada la

pondente do menor. . BC=18cm e
Os lados de um tridingulo ABC, medem : AB ?Oc?[} mede 10em.
CA=16em. O segmento MN da paralels :} btu?gnéulo CMN seme-
Quanto mode cada um dos lados CM e CN do tr

lhante ao primeiro? e
Prolongam-se os lados nio paralelos 55
eucoutl;urem. As bases déste trapézio meder;é gﬂeg;;e;l;
e 30cm e a altura 10em. Calcular as alturas

assim formados.

Qual 6 a razio de semelhanga d
perfmetros valem, respectivament 17em e 19cm, respectiva-
Os lados de um trifingulo medem ldem, léc melhante em que O
mente, Determinar o perimetro do ;“‘Eﬁﬁo 5€

lado correspondente ao primelro mece : ectivamente, e &
As bases de um trapézio medem 9cm e 12cm, ;‘gsa >0 ado pela base
alturs 6 igual a 5em. Achar a altura do tnﬂuguleio.

menor e os prolongamentos dos lados néo para :

ézlo isésceles até se
SIS SEBC vamente, 42cm
dos tridngulos

e dols tridngulos gemelhantes cujos

e, l6cm e 64cm ?
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SR

9.

10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

17.
18.

19.

. ra 3'
As alturas de duas frvores estiio entre sl assim como 2 estd pa
A menor delas mede 6m. Quanto mede a maior? er
Os lados de um quadrilitero medem 12em, 6em, 9em e 15“1%:‘;2‘0 em
tivamente. Determinar o perfmetro do quadrildtero semeis
que o lado correspondente ao primeiro mede 16em. minar
Dois hexfigonos siio semelhantes na razio de 2 para 5. Deter
21 perfmetro do primeiro hexdgono sabendo-se que 0 do seg

e 36cm.

, " . smeiro €
pols poligonos siio semelhantes e uma das diagonais do p%m[—f:z;do’
igual & 2/3 de sua correspondente no segundo polfgono. e ao peri-
que o perimetro do primeiro polfgono é igual a 32cm, calcular

metro do segundo.

Qual € a altura de uma coluna de pé, cuja som

instante em que um bastio de 0,45m, coloca
jeta uma sombra de 0,15m ?

0
bra tem Hm no mcsl:) 2
do verticalmente, P

000
Qual ¢ a distincia entre duas cidades, se numa planta de 1/1 000
essa mesma distincia é de S5em?

ibufdas
Numa planta na escala de 1/100, que dimensdes devem ser atribuf
a um compartimento de 5m por 6m?

: : S idade,
A distfincia entre duas estagdes ferrovidrias, na planta de uma ©

3 ey re
na escala de 1/8000, 6 de 15cm. Determinar a distincia real ent
as duas estagdes.

s - artes
Dar as medidas da divisio de um segmento de 36cm em trés par
proporcionais aos nimeros 5, 6 e 7, respectivamente.

: 1
Construir a 4.» proporcional nos segmentos: Gem, 9em e 10cm. Qua
¢é o seu valor?

: é
Construir a 3.% proporcional aos segmentos de 16em e 4em. Qual
o seu valor?

Demonstrar que :

20.
21.

22.

23.

24,

25.

26.

Dois triingulos isdésceles siio semelhantes quando tém um fingulo ‘g“a]]o'
Dois trilngulos retingulos sio semelhantes quando tém um ingu
agudo igual.

Dois tridngulos que tém os lados respectivamente paralelos ou per-
pendiculares, siio semelhantes.

Em dois triingulos semelhantes, as alturas, as medianas e as bisse-
trizes sfio proporeionais aos lados correspondentes. !
Os segmentos que unem dois a dois os pés das medianas de um tridn-
gulo, determinam trés tridngulos semelhantes ao trifingulo dado_-
Se num trapézio a base malor é dupla da menor, as diagonais se divi-
dem na raziio de 2 para 1.

As dlagonals de um trapézio divildem-se mutuamente em partes Pro-
porclonals.
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27.

28.

29.

30.

’ jagonals. em
jvidido pelas diagoner
. o um cfreulo é fh - .io semelhantes.
Umtqu“t{ll‘?t]:;ﬁ:gql“:’l%:tgu!:‘xis o8 nio adjncentes, si0 ©
quatro triingulos, dos

to-
‘ P e sObre elas
to O tracam-se trés retas oM, ON ¢ %A 0B .=-Q£'.-.
Se de um pon . ' ¢ e (', tais que: ‘a—;'A_r=67—B—' oc
mam-se os pontos 4 e A’, B ¢ ol )

io
i aralelos e 8%
tritnzulos ABC e A'B'C tém os lados homdlogos P

os trilngulos / ;

semelhantes.

Em dois triingulos scmclhuntesdns 1

crito estido entre si como 08 la e 2

Dois polfgonos regulares, ¢om 0 mes

Thantes.

iseri jreuns=
os raios dos efreulos jserito e €

de lados, sio €eme

Respostas :

11. 14,4cm.
1. 20cm ¢ 30cm. 12, 4Scm.
2. 5em, 17,5¢m e 15cm. 13, 16m.
3. 9cm, 13,5em e 15em. 14, 50km.
4. 8cm e Ycm. 15. Sem PoT Gem.
5. 25cm e 35cm. ~ 1200m.
6. 4 (do 2.° para © 1.9). ig 10¢m, 12cm € 14cm.
7. 150cm. 18. 15cm.
8. 1bem. 19. Sem.
9. 9m.
10. 56em.



CAPITULO IV

Relacdes trigonométricas no tridngulo
retangulo. Téabuas naturais

§ 1. Razdes trigonométricas.
tivo da Trigonomelria é @ resolu-

f;:gn‘é:;;"fd"ﬂul{)s. Resolver um tridngulo é calcular os seus ele-
e sciqufégmtos a partir _dos elementos conhecidos. Assim,
e Cfi‘errmnt,os principais de um tridngulo : trés fingulos
nala ados, conhecidos Urés déstes elementos, entre 08 quals
menos um lado, pode-se determinar 03 0ulros irés.

2. Razdes trigonométricas. Consideremos o fngulo C

gg;‘)?l‘l‘%rmdo pelas retas s e r (fig. §
T e um ponto qualquer B do 1
B4 § tracemos a perpendicular /
e (;10 ladg)ﬂr. Fica assim determi- i :
( o tridngulo retingulo CAB Ay
asretO),_ que permite a definigio
e (Fiegtlmtes razdes lrigonomélri-
oy o 4ngulo C: seno, co-8cno,
igente e co-tangente. Fro. 253

1. Trigonometria. O obje

C /—L‘" "—.—____—-—__._E_-—-—q,

A

Seno. Chama-se seno do dngulo C 6 razdo entre o cateto oposto

BA ¢ a hipotenusa CB. Indicagdio :
BA
gen C = B

Co-seno. Chama-se co-seno do dngulo C 6 razdo entre o cateto
adjacente CA e @ hipolenusd B. Indicagdo :
cA
iy S et
gen C B
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Tangente. Chama-se langente trigonométrica (*) ou simples-

mente tangente do Gngulo C q razao enlre o calefo oposto
BA ¢ o cateto adjacente CA. Indicacio :

BA ]

4

tgC =

Co-tangente. Chama

-azio enlre
=8¢ co-langente do Gngulo C a razio ¢
0 catelo adjacente

CA ¢ o cateto oposto BA. Indicagilo :

cotg0=g-4-

BA

Nora: As definigtes de tg

. iy a
C e cotg C possibilitam dizer que
cotg C ¢ o inverso da tgC.

O seno, o co-seno
880 denominadag raz
cas désse 4ngulo, Se
presente catetos e
medidas, relativag A
Segue-se que ag razg
meros, escritos geral

Calcular ag ragz
centésimos, do ing

» & langente ¢ a co-tangente de um fmgé;ﬁlﬁ
0es lrigonométricas ou linkas trigonom =
ndo a razio entre dois segmentos (no cﬁas
hipotenusa do A CAB) a razio de STO
mesma unidade, e, portanto, um mfm;;ﬁ_’
es trigonométricas de um 4ngulo Sai) ;

mente sob a forma decimal. Exemplo :

i i imagio até
0es trigonométricas, com aproximag A
ulo C, no tridngulo retdngulo CAB, cujos

lados medem - CA =4cm, BA =3cm e CB=5cm (fig. 254).

Temog :

cubd 3 b
Ben0=-ﬁ==5 0,

CA

cosC = —— =

= 0,8
CB L

OB

cotg €' = gﬁ-=

BA

= 0,75

= 1,33.

wim m|ee o

et o
(®) A designego tangente trigonométrica 6 para 8

diferengar da tangente geométrice,
que 6 uma rets (Cap. II, n.e 100, 2..),
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A

E

o

oS

v/ l
c fp———acm A Fia. 955
Tic. 254

. Ano lO C (ﬁg'
> 1. Se}ﬁ = .1,11511” ue
‘iedade fundamenta FAt BITAT, .
2."5 3-TP1'01::1:;d;s( gerpen(liculares ]iA, lﬁ(;: I’_etﬁngul,os seme-
dgi')i-mi:f?f;o respectivamente, 08 tgmg III —n.o 15) : CAB,
llmﬁl'es El ° ,c,aso de semelhanga, Gap.
D M oo
CA'B', CA"B ,BA Far BT \
e e S
Logo : ¢B~ (OB CBC _‘l_;_‘i, segue-se que
. r definigdo, senl = op
Ora, como, ;; Ba | BIA" .
sen C = CB_ CB cB ey
anece co
. 0 valor do seno do dngulolcgjs":?‘:o dngulo agudo
ZPOI'tm:EO.S:Gj; "; tridngulo retGngulo, de
qualquer qu o
ra defini-lo. 1
5 ugz (i?leggo pOJc‘Icmos conﬁll;l;;;g
gonométricas, dadar a seme
construidos (fig. 255).

tri-
anto As outras razpesulos
fcl,ludos tridngulos reting

en=
mplem

. oculos co

R trigonométricas a8 ﬁr:zl:ntares o seno de um
4. Razdes Lr e

‘s 4 s@o compl ; & co-langente
. e dcggsojggf?tangente de um & igual :
€ igual ao co-seno ‘ “de os Angulos
o0 i iangulo retngulo CAB (fIg.0225%), fsto é, tém por
C %e]a'—g zlgslgg%emcnmres (Capl- O(I)I -)-n. '
sonia ufi angulo reto (90° ou 1OVEX

ol : CA
Por definigiio, tem"sc o 0=B4, ootgC=%7
BA C=—=z WBL0=707g
gen C = ——, €08 CB

CB
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CA BA

CA , B4
seanb-E, cosB--C;-—, tg]fu-l-?-;i-, cotg “3,71-

Estes resultados mogirgm, que ;
, cos( =8en B, tg( o ColgB e cotg € = tg B

isto 6
L. 0 senp g um dnguly ¢ tyual ao co-seng g, seu comple-
- Mmento ;
2. 0 co-senp ge Um dngulo ¢ jgyqy 40 seno de seu comple-
mento ;
3. a langente g, um Angulp ¢ tgual ¢ co-langente de gey
complement, 4
4 a co-tangente dg yp, dngulo ¢ igual ¢ langente de sey
complementy.

CONSEQﬁﬁNCIA: C'onhecenda-se as razies lrigonométricas dos
Angulos de (o @ 45° (ou de Ogr a 50gr), obténm-se as razjes
403 Gngulyg de 45° g gQo (ou de 50gr a 100gr). Exemplos:

8en 60° = gqg (90° - 60°) = cos 3ge

€08 75° = gep (900 — 75°) = gen 150

tg 500 = cotg (90° — 50°) = cotg 40

cotg 850 = tg (900 - 85°) = g 5o,

5t Variag"des do sene e do Co-seno de
Consideremgg ingulo ¢ = @ (fig. 256). Trace

Temog
B
sena=~%=§-—=BA coaaa==-q‘i=g-{1--0¢4
1
_N1309)
B8
-4 +M(0°)
Fia 258

e ginasi 281
Matemdtica — Terceira série ginasial

———

: o (B4) e do co-
udo da variagio do sen o e
Fara a0 faﬁer oIestu l())usta considerar o deslocament
Beno (CA) do ingulo a, ~

. O dngulo
Ponto B desde M até N » percorrendo o a:_]ceo O{I,I:y 90° e pode-
& assumird, desta forma, todos os valores
femos concluir que : isto 6, quando a = 0°,
iver em 1, isto ¢, = 1.
o tQ ;:;qor;doB F nfilsltowgrc‘d confundindo-se com CB
I?ogo: .';en E ol v il arco MN o seno
y do B estiver percorrendo o ce e, portanto,
i 8’ Uil)n cresce e o co-seno (CA) deté;f:; a cé)incidéDCia
4 X acarreta j
3 c‘g';fdénm%ge.flczn; Jgﬁu]amento de CA. Logo:
e com

cos 90° = 0.
sen 90° =1 e inte quadro :
Resumindo éstes resultados, temos o seguinte q

0 90°
ingulo «
crosce
sen a 0 :
—0
cos o 1 decreace

300, 45°
e dngulos de ;
~ s métricas dos z um dngulo
o R“zgfs lgrl(lfa?sngazﬁes trigonomé&rxcz:lslog‘zle 300, 45° e
e O_c éc:imples. Todavia para os & ngos mais usados na
q‘(t]&g lql;ue?' na?no os j4 vistos 0° 902_qu§ sf:laqﬁes geométricas.
] em (e0) . 8 mediante _0
pr&timj ?;as Sﬁf c(l;a: 3313? ngj?a o tridngulo retingulo CA B cuj
1.° ngulo z ]

3 0s .

ngulo ¢ vale 30° (fig. 257). T;lz de um

a) sen S0° : Prolonguemos ¢ a B.
Segmento AR’ = BA e hguemgs vale 60¢
O 4ngulo B, complem?ﬁ:dg 0do tridngulo
® é igual a B’ (propri 'B). Como a
isésce%es aplie?daini(;nﬁscdi ﬁgn tridingulo
aog:na (liOS i}gg:l ?g}ap. II —n.= 67) ’]SEgﬁlgi_s: Fro, 257
é Igug @ilngulo BCB’ também vale
que
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o triingulo CBB’ sendo eqiiiingulo & eqiil4tero.

Disso re-
B
sulta que BA é a melade de BB’ — CB, isto 6: BA = 0—2' ;
Portanto : OB
sen 30° = &1- -t

1
CB g "3

b) cos30°: Sendo a razio %iﬁ’ que define o cos 30°,

—

\ " o 3
igual a0 nimero 1rracional = (*), temos :

s CA A3
cos 30 =‘C,—E=—-2—-

¢) ig 80°: Como a razio —g—%, que define a tg 30°,
pode ser obtida dividindo-se a razio -CT%’ (que representa

0 sen 30°) pela razio -CC% (que repr

@i.ﬂé_lﬁx@_-’ﬁ rad e 2
CB°CB CB”™CA~ cp’ Segue-se que:

esenta cos 30°) pois,

1
Jasmen30e . o 'y 2 e
O s T T T T X T T3
=k

d) cotg 30° ;

Basta inverter o resultado obtido na tg 30°,
isto é:

cotg 30° = _VI‘&._ = V3,

Nora : Conhecendo-se o 8eno e o co-ge
minar a tangente désse dngulo, dividindo-se
genle dividindo-se o co-seno pelo seno.

no de um dngulo, pode-se deter-
0 seno pelo co-seno, e, a co-tan-

_—
(%) :injuqtiiﬂcncao geométrica (que exige o Toorema de Pit6goras) serd foita na 4.» gérie
agial,

N
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2.9) Angulo de 60°. Sendo complemenlares 03 ingulos
de 30° e de 60°, segue-se (n.° 4) que:

V3
a) sen 60° = cos 30° = <

e
b) cos 60° = sen 30° = 9
¢ tg 60° = cotg 30° = V3

2

d) cotg 60° = tg 30° =3

3 ) /i"-gu.l(l de o i les
l" if ]0 retﬁngulo !Sésce

U | ‘.1:5 . S /]3 (0] trld.ngu

‘(fig‘ 208), iStO é: BA = CA e 08 ﬁngulos agudos com

BA define o sen 45°,
P O ue de
0 valor de 45° cada. Como a razio Fp’ q

2 e:
’ = -5 qu
¢ 0 nidmero irracional - segue
Az
PR
a) sen 45° = 2

V2 lementares)
sen 45° = —— (comp

b) cos 45° =
8
V2
sen 45° — __E____... =1 g8
) tg 4= T g
2 ; \45° A
V2 Fro. 258
cos 45° 2

d) cotg 45° = sen 45° Vo
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Resumo,

300 450 60°
sen 1 _\12__ V3
2 9 5
cos ii _1:-’_ 1
X & Dlicg
V3
t ) i
8 3 1 V3
cotg V3 1 y3
3

§ 2. :‘abuas naturais. Cilculo dos lados
¢ um tridngulo retingulo.

TABUA TRIGONOMETRICA

. 7. Conceito. A fim d ili
s . e facilitar o em
43 Ex-s é)l;laég;ig:;soﬁgsé &}pgulos, nos cdleulos e[r{) rég:)a]dzzso razﬁe.a
i i o 1gu°ram 08 valores das razges ;:ri 7 o
isses valores sio d e 0° a 90° com a aproximagfio dL,OD_Omé-
Sk S enominados valores naturais (*) d it
€ as tabelas, tdbuas naturass tm’gon:riélt.a@es
ricas.

8. Uso das tabu
as. A tibhus
(Lae; épig.sim),tcontém 08 valore: %;:sa':‘uml 139, vamos
-8€N0, tangente, co-
de gl';tu em gr: » Co-tangente) dog
e Erat. Para 0s Gngulos do O a 15+ 5 mepss oo 0
- urada estd escrito em c;'ma dme A Tag40
) O nome natural ¢ para distinguir do valor 1o R g
g

métrica possa ter
- O valor 1o arftmico
garitmico serf o que a razilo tri
studado no curs ono-
o colegial,

] estu-
azbes trigonométricas
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colunas que compdem a tdbua e o valor correspondente na
coluna respectiva, @ direita do dngulo. Para os Angulos de
45° a 90°, o mone da raziio trigonométrica procurada estd
escrito em baizo das colunas e o valor correspondente na
coluna respectiva, @ esquerda.

Esta disposigfio, que auxilia a construgio das tdbuas, é
uma aplicagiio da propriedade das razdes trigonométricas dos
ingulos complementares (n.° 4).

No uso das tébuas destacamos dois problemas : procurar
a razdo lrigonométrica de um dngulo dado e determinar o dngulo,
conhecido o valor de uma de suas razdes trigonoméiricas.

1.°) Procurar & razdo trigonomélrica de um dngulo dado.

Suponhamos o 4ngulo dado em graus. Basta atender a
disposigdo da tdbua descrita acima. Agsim, temos :

sen 20° = 0,3420 sen 60° = 0,866 0 (valor de __‘!_E_ com
cos 33° = 0,8387 cos 90° =0 2

tg 46° =1 tg 75° = 3,732 1 aproximacgfio de
cotg 17° = 3,2709  cotg 66° = 0,445 2 0,000 1)

2.%) Determinar o dngulo, conhecido o valor de uma de suas
razoes trigonométricas.

Consideremos sdmente o caso em que o valor da razdo
trigonométrica dada figure na {dbua que estamos usando.
Basta, agora, procurar o dngulo que corresponda ao valor
dado, na coluna relativa & razio trigonométrica proposta,
observando, por exemplo, que s8¢ 0 valor dado cor}star.da 1.a
coluna, o seu fingulo correspondente serd no mdximo tgual a
46° (figurando na coluna dos angulos & esguerda,) se a razio
proposta for seno e no minimo igual @ 45° (figurando na coluna
dos dngulos A direita) se a razio proposta for co-seno. O mes-
mo critério se aplica em relagiio as tangentes © co-langentes.

Assim, por exemplo :
ge sen A = 0,2250, temos que: d =13

, cos B = 08746, . » B = 29
L tg C =08098 ., » 0 = 39°
D = 10°

, cotg D = 56713, i
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se sen A = 0,766 0, temos que: A = 500
» €08 B= 05000, . , , B=g0
n tg C=190810, , . ( =gy
» cotgD = 10000, w D = 450,

CALCULO DOS LADOS DE UM TRIANGULO RETANGULO

PROJECAO DIE UM SEGMENTO

9. Céle
el z‘iu‘:rl;iﬁoadosl catelos, cf)nhcccndo-se a hipotenusa
i p?’O(lui;o“(d :. hg g}m tridngulo retdngulo, cada cateto *)
enusa
ou pelo co-seno do dngulo adjacentepezo seno do dngulo oposto

Seja o tri4 : :
tamoE ngulo retingulo CAB (fig. 259). Por definigéio

gen ' = ——
B

ou c
sen O = — -+ Tl
a » C.__a'senlc @

C z
omo B e @ sio complementares, vem :
sen C' = cos B

e substituindo na @, segue-se que :

C=H.COSB

Analogamente, deduz-se que:

lb=a.senB e b

=a.cosC

APLICAGAO : No trij
B : triingulo ret4
a=15m, C'=38e, Calcular og cat(:flsloiulco eo %B ety

(*) Para o céleul 0x B
» 0, &
i -J pressfio catefo (ou segmiento) jq implica q
8 sua medida, ue estamog nos referind

Q
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Basta aplicar as férmulas acima e usar a tdbua da pég.
291. Assim :
c=a.sen C

ou c¢=15mXsen 38°
c=15mX0,6157=29,2356 bm

b=a.cosC

ou b=15mXcos 38°
b=15mX0,788 0=11,82m.

2 8.

g c '../:m/no

c - oy Vo i :
! 1A . Al a8' 2

Fic. 259 F1e. 260

10. Conscgqiiéncia. Célculo do valor da prejecio de

um segmento de reta sébre uma reta. O valor da proje-

cio de wm segmento sbbre uma rela é igual ao produto do valor

do segmento (*) pelo co-seno do dngulo agudo (**) que a rela
suporte do segundo forma com & segunda.

Consideremos o segmento AB e a sua projegio A’'B’ sébre

a reta r que forma com a reta suporte do segmento um

dngulo « (fig. 260). No triingulo retingulo ADB (D reto),

formado quando se traga AD Il A'B’, o cateto AD vale, pelas

férmulas deduzidas : AD = AR . 68

A'B' = AD (segmentos de lls compre-

Como :
endidos entre lIs),

A'B’ = AB . cos

segue-se que :

Calcular o valor da projegio do segmento

APLICAGAO @
que forma com a reta suporte

AB = 12¢m sébre uma reta
do segmento um fngulo de 60e.

Aplicando a férmula: A’B’ = AB .cosa
temos : A'B’ = 12cm . cos 60°
ou A'B’ = 12cm X 0,5 = 6em.

(*) Vide nota pégina anterior.
: o ento formar com a retsa, sbbre & quel se projeta, um

0} d ta suporte do segm : .
¥ g:nua':f:odeuﬂf)g (r:tn[:a i} ou de 0¢ (retss |I), ainda & verdadeiro o teorema.
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e e v e

cnte:(::.c?frktgg d;} um cateto, conhecendo-ge o outro

Sl ek gﬁl;d(;f:g‘;;da(:;: Nm:ze : trifingulo retngulo cada
iro cateto pe

oposto ou pela co-tangente do dngulo ad;){:’rl'gni;mgcnte st

Seja o tridngulo retingulo C'4 B (fig. 259). Por definigiio
)

temos :
L c:b_tg(.‘ @.

siio complementares, vem - tg C = cotg B
» Begue-se que :

BA
T O = s2s C
g CA °u tC = 2

Como @ ¢ B
e substituindo ng

C=b-cotg8

Da mesma forma, deduz-ge que:

b=c.tgp e | b=c.cotg C

" 125&6’11].110.&0&1;0 : No tridngulo retingulo C4 B
@ U = 62°. Calcular 0 cateto ¢,

Aplicando g
cendo-se o outrofgrilllllala Jlaga ovalor de g

(4 reto), temos:

fngulo agudo, temos:n: vatew, sonhes

ou
¢ = 20m X tg 62

¢ = 20m X 1,8807 = 87,61/m.

gulo B oposto g0 cateto de 8em

3. Usar a Propriedade dag razdes tr

Plementares no cdleulo de - 1gonométricas do dols Angulos com-

4. Verificar €08 60°, sen 90° ¢ tg ggo.
. Boam"{ue no]tr!ﬁngulo retingulo CAB, onde CA=12cm AB=9cm

‘M valem ag. ralg R
¢Bes :
B. No triangulo anterlor verificar gg iec}’:;;;ﬁllgﬂ € cos B=gen (.

tg B = f€0 B & cos ¢
cot; C-—___.
cos B E gen C
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10.
1.
12,
13.
14,

15.

16.
17.
18.
19.

20.

Procurar na tdbua natural trigonométrica (pag. 201), o= valores das
segulntes razfes trlgonomdtrleas:

1.°) gen 16° 3.°) gen 60° 5.°) sen 82° 7.°) cos 836*°  8.°) cos 60°
2.°) sen 45° 4.°) sen 75° 6.%) cos 0° 8.°) cos 50° 10.°) cos 90°.

Procurar na tdbua natural trigonométrica (pdg. 201), os valores das
seguintes razdes trigonométricas :

1°) tg& 3. tgdb° b5.°) tg88 7.9 cotg15°  9.°) cotg 60°
2.0) tg 80° 4.°) tg70° 6.°) cotg2° 8.°) cotgdde 10.°) cotg 85°.

Determinar, usando a tdbua natural, os valores dos fingulos cujas
razdes trigonométricas se seguem :

sen A 0,3420 sene = 0,777 1

cos B = (0,9336 cos 8 = 0,3420

tg C = 0,5774 tgy 2,246 0
cotg § = 1.

cotg D = 30777

Qual é o Angulo cujo co-seno vale 0,567 E o
vale 17 f
Qual & o Angulo cujo seno vale 0,604 7? T o Angulo cuja co-tangente
vale 0,36407
Caleular o valor dos catetos ¢ e b no triingulo retingulo CAB, sa-
bendo-se que a=12m e C=236°.
A hipotenusa de um triingulo retingulo vale ISm_. Calcular o valor
do cateto que se opBe ao Angulo de 52°, disse triingulo.
Calcular o valor dos catetos de um trifingulo retingulo isésceles cuja
hipotenusa mede 16em.
Calcular o valor do cateto ¢ no triingulo retdngulo CAB, sabendo-se
que b=13cm e C=30e.
O cateto de um triingulo retingulo vale 54m. Calcular o valor do
outro eateto désse trifingulo, sabendo-se que o Angulo agudo que lhe
6 adjacente vale 38e.
Qual & o valor do cateto ¢ no trifingulo retingulo CAB, onde a hipo-
tenusa a=2dm e o fingulo B=35°7
Caleular a hipotenusa @ e o cateto ¢ de um tridngulo retingulo, sa-
bendo-se que b=1,4dm e C'=48°,

inar o valor da projegio de um segmento de 32¢m s6bre uma
ggﬁeiﬁi;n?ormu com a reta suporte do segmento um 4ngulo de 60°.
e um segmento cuja projegio s6bre uma reta, que forma
e um fAngulo de 30°, vale 15cm?
potenusa CB=10cm, do trifngulo
te do cateto CA, sabendo-se que

fingulo cuja tangente

Quanto med
com a gua reta suport

j hi
Caleular o valor da projegfio da
retdngulo CBA, sbbre a refa supor
que C=45°
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22.

23.

24,

25.

Re
1l

2.
3.
4,

18.
19.
20.
21.

*

((I};]clulur 0 ponto em
e altura, ym
s, observa

Um navi
10 se encontr:
a a 100 1
déste faro] que é visto do p o bros de um farol, Culeular a altura

que se encontrg

afast: )
dor (*) que vo o tado de um muro, de 4m

to déste muro sob um Angulo

Qual 6 o 4n avio sob um dngulo de 80
gulo sob o ; gulo de 8e,
por um oh qual 6 visto um ali
Qinl 6 o ﬂil(g:;:!m bfllm 8¢ encontra n!’nsfii]dcr‘)lhlpfitl?l L:}(:x Iﬁﬁt\r’ln(le?ulturu
: vore
sabendo-se qae aaodis?" qual ¢ vista uma estdtua de 16 ]0 |
estdtua 6 de 3amp o 9° observador ao ponto 1::?1i§een?trt)u:ﬁ:
8postas :
sen C=0,6: e
sen B:o'g: 2235“0:8; tg C=0,75; cotg C=133
cos 600:'5(:;] 3003_.0:-"50;6 ’ t%B: 1.33 H cgtg B=0175.
=Y,0; 8en 900= Gy il ==
=20 s il Lol o D
= co .
4 g :COSBzT-_).:Se“C'
tgB=21 _snB
g __—_—COSB; cotgc=_§_=cos C.
1.°) 0,258 § 3 sen C
29 o ) 0,8660 5.0y 0.9 4
1_0; g"ﬁgé 49 00659 g 703 720800 99 05
29 05774 v sygrs D0 28036 70) 37331 g, ol
©) 27475  6.) 28,636 8.9) 1.035 5 10'»% g'gggg

A=200. B
; B=21°; C=30°; D=18°; 4=510; 4
8°; &=51°; F=70; H=660; 5= dso,

60°; 450,

L iz 11,3136m cada um.
¢=7,053 6m, b=9,7080 - 7,506 2m.

14,184 Om. . L's 15. 6,911 46m.

¢=1,65484dm ; a=2,09dm o Likadan.

(b=a cosdse .-, g i )

16¢m, ~ cos 48
17,32cm 22. 6,928 4m,
7,071cm, 23. 14,06m,
17,321m, 24, 450,
Subentende-sg, L

p .
Ara 08 nosgos ploblﬂmﬂﬂ. vonto de obaerua, do.
g
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Tsbua das razoes trigonométricas naturais

(Angulos expressos em graus)

VINID d3d SOTALLL %% V <0 3Ha

¥ ¥ \ Y ¥
Axaunos BENOS TANGENTES | CO-TANG. CO-SENOS
0o 0,0000 0,0000 w (*) 1,0000 900
1 0,0175 0,0175 57,290 0,9998 89
2 0,0349 0,0349 28,636 0,9994 88
3 0,0523 0,0524 19,081 0,9986 87
4 0,0698 0,0699 14,301 0,9976 86
B 0,0872 0,0875 11,430 0,9962 85
i 0,1045 0,1051 9,5144 0,9945 84
7 0,1219 0,1228 8,1444 0,9925 83
8 0,1392 0,1406 7,1154 0,9903 82
9 0,1564 0,1584 6,3138 0,9877 81
100 0,1736 0,1763 5,6713 0,9848 800
11 0,1908 0,1944 5,1446 0,9816 79
12 0,2079 0,2126 4,7046 0,9781 78
13 0,2250 0,2309 4,3315 0,9744 77 Q
14 0.2419 2493 4,0108 0,9703 76 »
15 0,2588 0,2679 3,7321 0,9659 75 e
16 0,2756 0,2867 3,4874 0,9612 74 =
17 0,2924 0,3057 3,2709 0,9563 73 =
18 0,3090 0,3219 3,0777 0,9510 72 a
19 0,3256 0,3443 2,9042 0,9455 71
200 0,3420 0,3640 2,7475 0,9397 700 8
21 0,3504 0,3839 2,6051 0,9336 69 =)
22 0,3746 0,4040 2,4751 0,9272 68 E
23 0,3907 0,4245 2,3559 0,9205 67
24 0,4067 0,4452 2,2460 0,9135 66 v;
25 0,4226 0,4663 2,1445 0,9063 65
26 0,4384 0,4878 2,0503 0,8988 84 =
27 0,4540 0,5095 1,9626 0,8910 63 =3
28 0,1695 0,5318 1,8807 0,8029 62 o
29 0,4848 0,5541 1,8040 0,8746 61 i
300 0,5000 0,5774 1,7321 0,8660 60° "
31 0,5150 0,6009 1,6643 0,8572 59
32 0,5299 0,6249 1,6003' 0,8480 58 =
33 05446 0,6194 1,5399, 0,8387 57 =]
34 0,5592 0,6745 1:4826 0,8290 56
35 0,5736 0,7002 1,4281 0,8192 56
36 0,5878 0,7265 1,3764 0,8090 54
37 0,6018 0,7536 1,3270 0,7986 53
38 0,6157 0,7813 1,2799 0,7880 52
30 0,6293 0,8098 1,2349 0,7771 b1
400 0,6128 0,8391 1,1918 0,7660 500
a1 0,6561 0,8693 1,1504 0,7547 49
42 0,6691 0,9004 1,1106 0,7431 48
43 0,6820 0,9325 1,0724 0,7314 47
44 0,6947 0,9657 1,0355 0,7193 46
45 0,7071 1,0000 1,0000 0,7071 45
Co-8BNOa C0-TANG. TANGENTES BENOS ANGULOS
4 A A 4 A

(9) O ginal = l8-se: infinito.
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10. _“i =~ i 1 dp2gt _ 8p?q 12 my¥n _ 2n
b?* b a z T mV5n
1 T 64z _ 4-2z _
18. 55 = ST i === 15 =
Caleular a média proporcional (z) nas proporgdes contfnuas:
B67 =T 0,7 T 1 T
R ke R 18. == 552,25
2 o2
o, 92 g 4(ath) _ = i R
1 i dm i © 16 (a+b) y © 9 (p+a)@

EXERCICIOS DE RECAPITULAGAO
sOBRE O
PROGRAMA DE ARITMETICA

PROPORCOES

Caleular o (érmo desconhecido (z) nas geguintes proporgoes:




8+z :
o) hedierg oAb
g gy 8
5 -5 F gy, Tkl _ el
o= z a
b+ =9 2; 2~1 _ 7
224175 gy, Bk L afh
Det a a
aof;minur @ ebd, de modo que:
= 12 H
2By g X ] a-tb=g4
T 2. {a 13 a-b=12
Tk T T 30. _z_ L g.
31. a_ T
N bl 32. 14 _ 5
OTA: Multip)j —
gase[:;ﬁﬁhﬂﬁ. rugg) Dz!:-tgo: g: ‘1‘;0123 -tﬁrmou & b 3
08 Antacg Jg:‘tzos & Propriedade anPOr 2; tnmu.?'?; Podemosg, primeiramente, ol-
B s0mn aplicar g ';]lr“o'gl;]_(:!u Fruﬂorci{n en wﬂ”r
antecodontegy edade da diferenca dos
a 2 “ea
b a?-p2=vy : 5 4
2 2
a = — a? b2 =656
36. = 2 37 _g_ < 5b 4 :
b ~a2=gy ' 5 o
I 8
R . b 312
2. b=

Caleular Z,yez aplicandg

Z+y+z=18 e
e d

39. ¢ =z v . Zhytz=q € raz0es iguais
[P 4000 Tty —z=12
4 ==Y _z 41 . i /

2, il ze=Y _ 2

$+y+zq ) ’ 4 5

Resolyer o 4 Z2 -2 22 = 50

B Beguing
45. A ldade de firn 200 €8 problemgg .

das {dadeg ea do ge
u
4 45 8[108. qua) a !dgj(]ibeodeeﬂteﬁaod na razfio 7/2_ Be a soma
& um?p

T
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46,

47,

48,
49.
50.

51,

52.

54,

5.

56.
57.
58.
59.
60.
61.
62.

63.

64.
65.

As dreas de dofs retdngulos estfio entre sl como 3 estd para 4. Caleular
a drea de cada retingulo sabendo-se que a soma delas é 42m?.

A razilo entre os volumes de dois recipientes é 2/3 e o menor déles
tem 12{. Determinar o ndmero de litros do maior.

Decompor 42 em duas parcelas tals que estejam na razio 3/4.
Qual a fragfio equivalente a 7/3 cuja diferenca dos térmos é igual a 16?

Os fdngulos de um tridngulo estiio entre si como os nlimeros 3, 4 ¢ 5;
Determinar os valores désses fngulos sabendo-se que a soma dos
mesmos é 1800,

A razfio entre a base e a altura de um tridngulo é de 7 para 4 e a
drea désse tridngulo é de 56m2. Calcular a base e a altura.

As dimensdes de um retingulo de drea igual a 48m? estio na razio

1 i 3
igual a 1-5-- Determinar essas dimensdes.
Um terreno de 6 912m? foi repartido por quatro pessoas em partes

proporeionais aos ndmeros 2, 3, 5 e 8. Caleular a drea recebida por

pessoa,.
Um salio de festas, de forma retangular, tem a drea de 1000m?2,
Calcular as dimensdes désse salio, sabendo-se que elas estio na

raziio 5/8.
Osvaldo possui 39 anos e sua idade é os 3/5 da idade de seus irmios.
Qual a idade de cada um de seus irmios se elas estiio entre sl assim

como 4 estd para 9.

NUMEROS PROPORCIONAIS

Dividir 280 em partes diretamente proporcionais a 9, 12 e 14.
Repartir 5 600 em partes diretamente proporcionais a 0,3; 3,2 e 1,5.
Dividir 96 em partes direfamente proporcionais a 6/5, 2/5 e 8.
Repartir 703 em partes ¢nversamenle proporcionais a 2, 4 e 5.
Dividir 126 em partes znversamente proporcionais a 1/2, 1/3 e 1/4.
Dividir 3 610 em partes ¢nversamente proporcionais a 0,2; 1,2 e 0,4,
Dividir 285 em partes direlamente proporcionais a 5, 7 e 11 ¢ inversa-
mente proporcionais & 4, 8 e 6 (a0 mesmo tempo).

Dividir 80 em partes direlamente proporcionais as duas séries de ni-
meros: 2, 3 e4eb, 2e 6 (a0 mesmo tempo).

Dividir 47/4 em partes direlamente proporcionais aos nidmeros: 1/2,

2 e 7/16.
Divide-se um niimero em trés partes diretamenle proporcionais a 4,

_ b e6. A primeira parte vale 12. De¢terminar o nimero e as outras

duas partea.
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66. Certg import:‘mcla foi

67.

68.

69,

70.

71,

72,

73.

74,

75.

Foanas distribuid,
Soguny Tocbentendese Ui enils 1048 Passogs om partes pro
& recebeu Crg 5 nte) a 4 e 5. Sabendo-s a
500 00 A . abendo-se que
a ' mils Mot i
4 € qual a pyrge de cady um‘zlr.lfr’e * CEETS, qup) o PSS
OTA: LOmbnu- . Z
que: = i‘_f-_l@_(_JO)

Determj

Minar og 4
. AT 08 fingylog m tria

© QUE 880 {nygrggmurr. 4 U tridngulo gabendo que o soma 6 180°

rSamente pro :
0reionais x
Os Angulog do Porcionais aos ngmeros 1, 6 e 3

um quadri

Proporeinm.: quadrilgte

U o clonais a0s nimerg J‘l/(éroz(mm POr soma 360°) siio inversamenie
M prémio (e » 2, 8/3 ¢ 3. Determinar as suas medidas.

agricultyr,
a:;:_;;ﬂ;:):'urmq ir-etq,,,;:;’;, IIIJ(:)'O‘[’::)]‘”: de Cr$ 350 000,00 deve ser divi-
€8 e que gj ‘ relonais s e T Fiped
e cada ? 1ue siig respectivamente 50?: %% Eil'rl-mw(tillml e trf:
4 ) a4 e 7oa. QQual a par

A i
r.(]iuuntl.; de Crg 45 000,00

modo
que g sagund:s receb

deve ser ¢ i
Ser repartid; T
48 nsgungs. bartida entre trés pessoas de

oo b .
tal a quanti lobro da primeiry o a terceira o triplo
& recebidn por pessoa ?

; 2 sociedad S i
C » & segund; €. A primeirs t om
Gua 20000, No balange o0 Cr$ 350 000,00 o 4 terceirm com
Registron ..l te de cada ymp, 41 houve um luero de Cr$ 160 000,00.
¢ 'O - g
loja de colj‘leéru.]'-n brejufzo de Cr$ 54
cio 0000,00 no fechamento de uma

na gociedy Pertencente 5 40
! e durant I'Cs pessong et ‘e
Uu.zl O prejufzo g 3;31 :m‘;&_ 4 segundg 2 -mf(\)'ilttmc;lru p‘emzmc%}:l
ma llerun y & 80cio ? 5 € a tercelra anos.
¢a foi re i
ro tonats w . repartid 3
%rsp?égl?]nms 48 idades, Sibiftre dois I'Mios em partes diretamente
Yl o Q00,00 e Crg g ¢ que éles receber: i
ual g idade do iy 000,00 ¢ RS 't vberam, respectivamente,
ada um p 48 idades somam 40 anos.

(NOTA: Lembray que: 120 ~ 80 )

L 40~2

Alizarem umy eqe inl
3 u co L@ o &4 casa comerclal.
no ldlu 3/9/58 g feguf}do figuroy l::}u %ﬁ::ggog 0000 de capital. Dois
Tealizudo em g/7me L0 S6ci rou d¢e com Cr$ 420 000,00 e
iur;; de cady Jééﬁ) ?l'egla rou um lu(:;gl (%’3 éifsu :?é)oo,é)oo. (0] balzmlgo
» e C em 0,00. Qual a
Cr$ 190 0o O‘S’eg;‘ AL respectivament
mingr 4 ) por 4 Mmegey €, Cl"$ 23
Parte que A, e Cr$ 329 000,00

distribuldo ¢ gq Cr$ a7 430%03auharam

0 000,00 por 6 meses;
por meses, Deter-
» Babendo que o Jucro a ser
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76.

77.

78.

¥ 79,

¥ 80.

81.

82.
83.
84,
85.

86.

87.

88.

89.

20.

Trés frmios formaram uma socledade. O primeiro colocou o ca-
pital de Cr$ 200 000,00, durante 8me 18d; o segundo empregou
Cr3 350 000,00 durante 7me 15d e o terceiro Cr$ 420 000,00 por la
2m 10d. Houve um lucro de Cr$ 310 950,00. Qual s parte de cada um ?
Quatro sdeios organizaram uma sociedade nas seguintes condigdes :
o eapital do primeiro é a metade do segundo; o do terceiro é a térea
parte do primeiro e o do quarto é o triplo do do terceiro. O primeiro
s6cio permaneceu 2a 4me; o segundo 3a 4me; o terceiro, Ga Gme
e o quarto, 4 anos. Tendo a sociedade apurado um lucro de

Cr$ 890 000,00, qual a parte de eada um?

REGRA DE TRES SIMPLES

Uma perua gasta 111 para percorrer 121km. Quantos litros gastaria
para percorrer 330km ?

Uma mdquina rotula 500 garrafas em eada 10 minutos.
garrafas serio rotuladas por essa mdquina em 2 horas?
Um rancho foi feito em 30 dias por 10 operdrios. 1'm quantos dias
seria feito o mesmo rancho dispondo de apenas 6 operdrios?

20 operdrios efetuam 50m de uma parede que cerca um campo de
futebol. Quantos metros de parede fario, no mesmo tempo que
08 primeiros, se empregarmos 10 operdrios a mais?

Se eada pacote de 13, com 4 novelos, custa Cr$ 200,00, quanto custario
trés dizias de pacotes dessa 147

Um forno elétrico consome 600 watt-hora de corrente em 1h 20m,
Quanta corrente consumirg em 6h 40m?

Um relégio atrasou em 14 horas de funcionamento 2min 20s. Quanto
atrasard em 6 dias?

As dificuldades de duas tarefas estiio entre si assim como 4 estd para
5. Um operdrio faz 40m da primeira tarefa. Quantos metros ésse
sse mesmo operdrio faria da segunda no mesmo espago de tempo?
Uma bombn eleva 240 litros de dgua em 8 minutos. Quantos deca-
litros elevard em 2h 40m?

Um ciclista com a velocidade média de 18km por hora leva 2h 40m
para efetuar um certo percurso. Quanto tempo levaria para efetuar
a mesma viagem se a velocidade f6sse de 20km por hora?

Para fazer a metade de uma obra 10 operdrios levaram 30 dias.
Quanto tempo levario para terminar essa obra se se empregar malis
5 operdrios 7

Tim 27 dias 20 operdrios fizeram um térgo de uma obra. Quanto
tempo levariam para terming-la com 2 operdrios a menos?

Foram tecidos 120m de tecido, de 90cm de largura, com uma certa
quantidade de algeddo. Quantos metros de tecido de 60cm de lar-
gura podem ser tecidos com a mesma quantidade de algodio?

Quantas
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i do Sangiorg,

91. Foram SMpregadag 108

92,

93

04,

95.

96

97.

98.

99.

100.

101.

102,

rafa arr
sdri;:a ‘;?f;ne;zrm poreiio gdc tfﬂ%ﬂtlo capacldade de 7dl, para engar-
43 uma delug tivcuse'3,5Qc:l;lttlil(‘;niﬁ?;:;?ljm? s_;ur!nm .
dApacldade

nent, - engrenacs
€, 24 e 108 dehbas F—‘u':]n‘g-ldﬁ UMa na outra, tém respectiva-
antas voltas darg o menor enquanto a

T :
U 4g0ra aquely rclﬂtlir?t::](zl;()i rf’&if'ﬂ}]ng 3 comlos A
ma pesgng : ¢ de feno?
» que em
para pereq q cada mi;
I ¥ mto .,
€858 megm rer certy dlstﬂncin. (811 4 51 Passos, demora 15 minutos
4 distineig 8@ 1e tempo demoryrin para percorrer
¢m cada minuto deggq 45 ])-1-'40‘;? .

Sp epregou 15 dias para per-
olta g rodasse 10k por rliaerg[mt“hse Rl g

a8 pared
e es d
Papel de 6 ¢ uma galy (e aula sfo necessdrias 30 pecas

cm dg |
Barigg . “€largurg ¢
8e elag tivessem g cada umg, (?Quantau pecas seriam neces-

Se de cad
; a 30kg dq
Quilos dg oyp4 8 de café ery Tresulty
Cr'u gerfio Decessdriog 2{?5?} (ég\ %1530:020”"8(;{2 ?ll::ngrﬁ(f)g

RE
GRA pE TRES COMPOSTA

Um cireo
i € armgdo
18, em 3 djq. Em por 15 homeng Que trabalharam 10 horas por

Omeng quanto 3
que trﬂba]hassem 9 [Eg?;go Armariam ggge mesmo eirco 25

Empre por dis
‘gn”ﬂn-ﬂe 36'{ y .l.i?
g;rilgggura. Perguntf_ ;;e_ fm'rmm tecer 126m de fazendu de 6
para tecer 140m { uantos quilog o e fcm u de G0cm
Com s, bomp e fazendy de 72cm de"]; e 10 TRRrflo inanese
12m em 11, 0ba elétricy eleva-ge 4 999 By wrgura ?
r08 de dgua A altura de

12 60p ); 0. Quanto ¢
1tros & altyp, de 8me;n PO empregar ggsy bomba para elevar

Com g9 t
8 dias Q eceldes fazem-ge 1
- Quanto 600m 4
30 tecelgeq conf l“"fﬁ levarfo parg fuzgrel:t?a%%te&miimdo faeld S’m
YN do mesmo tecido,

Um tar,
GO de urmg
fal opapelhuram g oy 312 101 felto em 13 gy, por 21 operdr!
r operarios

tal obry o y
4 operdriog que traballll;l:;;iud]?ﬁ IEVux'-zjium para terminar
bor dia?
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103.

104,

105.

106.

107.

108.

109.

110.

111.

112,

113.

114,

Com 15 operdrlos em 18 dlas gastou-se Cr$ 40 500,00 para efetuarem
um certo traballho. Quanto se gastarla para um trabalho semelhante,
dlspensando-se 8 operdrios, sendo que os restantes efetuariam o mes-
mo trabalho em 12 dias?

Um trecho de estrada de 300m de comprimento por 8m de largura
foi asfaltado em 4 dias por 16 homens que trabalharam 6h por dia.
Quantas horas por dia deveriam trabalhar 18 homens para asfal-
tarem em 2 dias um trecho de estrada de 200m de comprimento
por 9m de largura (nas mesmas condigdes que a primeira)?

Um automdvel com a velocidade média de 60km por hora, Vi_uiando
7h por dia, leva 10 dias para fazer o percurso entre duas cidades.

Quantos dias levaria fsse mesmo automével para efetuar aquele
pereurso se viajasse 12h por dia, a velocidade média de 70km/h?

Se um clclista aumentasse de 1/5 a sua velocidade, quantas horas
por dia deveria pedalar para refazer em 4 dias o eaminho, que havia
feito em 5 dins, pedalando 6h por dia?

Certa mdquina funefonando 4h por dia rotulou durante 6 dias, 2 000
garrafas. Quantas horas deveria essa mdquina funcionar por dia
para rotular 20 000 garrafas num més (30d)?

Um livro tem 250 pdginas de 40 linhas cada pégina, sendo que cada
linha possui 66 letras. Reimprimindo-se ésse livro com os mesmos
caracteres, porém com pdginas de 80 linhas cada uma e com 50 !et,raa
em cada linha, pergunta-se quantas pdginas deverd ter o novo livro?

Num forte existem 4 000 homens que possuem alimentagio para 8
meses. Tendo partido do forte 1000 homens e a alimentagio se
reduzido a 2/3 daquela estabelecida, por quantos meses durariio
08 viveres agora?

Uma adega de vinho abastece 80 homens durante 16 dias dando
a cada um 0,75! por dia. Por quantos dias aque]a_mesma adega
abasteceria 20 homens que consumissem 0,6 por dia?

Se 80 operdrios, trabalhando 10 horas por dia, teceram 750m de
certo tecido em 25 dias, pergunta-se quantos metros désse mesmo
tecido poderfio tecer 54 operdrios trabalhando 8h por dia, durante
um mdég (30d)?

24 lavradores podem arar um campo em 8 dlas trabalhando 10 horas
por dla. Deslocando-se 9 lavradores para outro trabalho e exigindo-
ge que os restantes trabalhassem 8 horas por dia, pergunta-se em

quantos dlas arariam o mesmo campo?

Quantas horas diérlas deverdio trabalhar 6 homens para semear um
campo em 5 dlas, se um grupo com dols homens a menos 0 semela
em 10 dias, trabalhando 12 horas didrias?

Teceram-ge, com certa quantldade de algodfo, 156m de tecido da
mefo metro de largura. Quantos metros ve paderls tecer com e
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115.

116,

117,

118,

119,
120.

121,

125.
126.
127,
128.

129,
130.
131.

mesma quantidad
e ade de_ algodfio a
et anterior, tivesse o rlﬁiﬁ?‘l t(i]:

Em 50 di
feiwsﬂosizgfscg;nug homens que tr
atérro. Tendo

e fazendo-og
. t
terminado o ;:!g:-n"].;" 2 horas a m;

Dando
-5¢ 4 400 IIOm
c::g;eum e por dia, Bl_iﬁtl)lsn(é:n'mtg 4me 24d, 840 gramas de pio por
sfirin ma. Quantas saca dess:ir_m_q 336 sacas de farinha de 100K
0 ;rgf;: a(l!i mentar 50; hgn?:"ﬂ:lu' de 125kg cada uma, si0 neces-
8 de piio 18 durante 10 mes 0
Um trem por homem e por dia ? meses, dando-se agors

que marck
percor; reha com X
rer certa distin uma velocidade de 42km por hora deve

eteve-se : cia em 9 ; .
marchg, 45 minutos. Com uhor‘“‘- Depois de percorrer 126kcm
para chegar a que velocidade deve continuar a suf

Um rio desembo 058 fmaidat

mi ca num lag
nutos.  Caleulou-ge qulngo vertendo 850m? de fgua em cada 5

litro de 2
Eunta-sed%;:;]pzr hora, I\Inl?:éudgicsgpg;\{ﬁii(é do lago evaporam
sua : e ago 1 d
dque as paredes bem sclg:mcl" (supde-se purao r](:é{:l mnlteniv%llp:}ra
0 o fundo do lago sejqn,vﬁ:lp(::r&r:dv{éh)

ge obter um tecido que em
largura ¢ a espessura igual

abalhar: :
"_’.-‘l"l.tmm 8 horas por dia foram
”i" o empregados mais & homens
iis por dia, em quanto tempo fol

PORCENTA

GEM -

Calcular : TANTOS POR MIL
10% de Crs 18 400,(}0

0,5% de Cr$ 1500 000,00 122. 29/ de 50 000 habitantes

123. 1,59/ de 80 000 toneladas

1
9=
2 % de umsa tonel
ada 124 s
- 5% de 1000g.

Determinar «

61 de 2501

9,6kg de 64kg

3em de 1,5dm

Cr$ 1 000,00 de Cr$ 25 000,00

Dizer : |

Cr$ 5

4 l;O.:(; 'yé f;:% de que importinela ?

A s] que |

e quantidade ?

abltantes 4 6% de que pPopulaghio 7
0

quanto por cento’’ o
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132.

133.

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

142.

143.

144.

145.

146.

Resolver os seguintes problemas:
No ano de 1959 havia em uma escola 625 alunos matriculados.
Quantos alunos foram matriculados em 1960 se as matrfculas au-

mentaram em 12%7?

Um aluno ao fazer um ditado
De quanto por cento foram 08 erros co

Uma loja comercial vendeu num_més
seguinte vendeu Cr$ 864 000,00. De qu
mento das vendas?

de 240 palavras cometeu 12 erros.
metidos?

Cr$ 720 000,00. No més
anto por cento foi o au-

Um pedago de sabiio pesando 320g contém 65% de gubstdncias
gordurosas. Qual © ptso dessas substéncias
Um vinho tem graduagio alcodlica de 129. Quanto de dlcool existe

em 320h1 désse vinho?
Num colégio 42% sio meninas e 08 meninos s01

silo os alunos?
449, dos operdrios de umsa f4brica siio mulheres. Existem 280 homens
trabalhando nessa fébrica. Qual o total de operdrios?

de admissio 108 can-

taram-se 08 exames
dos 42. Determinar & taxa de porcentagem

nam 580. Quantos

Iom uma escola apresen
didatos. Foram reprovia
da reprovagio.

H4 10 anos a populagio de
Tendo aumentado de 20%,

Um corretor cobra 3% de comissiio sobre
Vendendo uma casa por Cr$ 2 500 000,00, qua
comissio ?

Revende-se um objeto por Cr$ 4 255,

o prego de custo ?

(Nora: Lombrar que Cr$ 4 255,00 ropresents 1
ples determina-go 1009 equivalente 80 preg

uma cidade era de 85 500 habitantes.

qual a populagio atusl
eg(cios imobilidrios.
] foi o valor de sua

00 com lucro de 15%: Qual

15% e com uma regra de trés sim-
o de ousto).

vender sua cass PoT Cr$ 1900 000,00 tendo
Qual o prego que pagara pela casa
900 000,00 represonts 05%)«

e venda

Cr$ 2 400,00. Neste prego de v
Qulx-\l o prego de custo désse relégio?

comprando cadernos, um de Cr$ 7 5,00 e

Uma pessoa teve que
um prejufzo de 5%.
(Nora: Lembrar que Cr$l

Um reléglo foi vendido por
estd inclufdo 20% de lucro.

uanto paga um aluno que, ando ¢
c?utro d(? Cr$ 90,00, teve uma bonificagio de 107
Uma escola tem 6 classes de 40 alunos cads. As fﬂl.t“‘;-,d“;f,ﬁ:n,fg
que teve sextafelra & B e :ﬁlzdgs'nioaaﬁﬁm Qual fol 8
ua .
gegunda-feira, 5 D& rea, ggog ) amana !

taxa de porcentagem da pres

e
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147,

148,
149.

150.

151.
152,
153.

154.
155.

156.
157.
158.

159.
160.
161.
162,
163.

164.
165,
166.

—_—
(%) A taza ¢ Sompre referida @0 ang

sm A
Um negoclante Compra uma partida de 500 latas de embalage
razio de Cr$ 10 000

= ucro
& centena. Vende 1/5 das latas com |

to
de 30%; 1/4 com lucro de 25% e o resto com lucro de 85%. Quan
recebeu de luero?

JUROS SIMPLES
Caleular o Juro produzido por:
Cr$ 125 000,00 em 2 anos A taxa de 129 (*)
Cr$ 300 000,00 em 6 meses A taxa de 119,

Cr$ 86 000,00 em 90 dias, A taxa de 0 ";— %

Cr$ 13 200,00 em 23 dme A taxa de 6%

Cr$ 468 000,00 em la 8me 10d & taxa de 7%
Cr$ 252 000,00 om 72 dias A taxa de 3,6%,

Determinar o capital que produz de juro :
Cr$ 20 700,00 a taxa de 4,5% durante 4 anos

Cr$ 6 300,00 a taxa de 10—;-%

Cr$ 41 860,00 a taxa de 79,
Cr$ 270 000,00 & taxy de 10
Cr$1 800,00 A taxa de 129,

em 6 meses

durante Ia 3me
% em 2a 3me
durante 150 diag

Qual a tazq empregadg
Cr$ 14 000,00 renda um
Cr$ 26 400,00 renda um
Cr$ 36 000,00 renda um
Cr$ 120 000,00 renda ym
Cr$ 27 000,00 renda um j

para que o capital de:

juro de Cr$ 4 200,00 em 6 anos?
juro de Cr$ 1980,00 em 1a 8me?
juro de Cr$ 1 800,00 em 150 dias?
juro de Crg 6 300,00 em 6 meses?
uro de Cr$ 1680,00 em 8 meses?

Calcular o lempo empregado pelo caplital de:

Cr$ 3 600,00 que A taxa de 69 rendeu um juro de Cr$ 648,00

Cr$ 27 000,00 que A taxa de 9 -31— % rendeu Crg 1 680,00

Cr$ 90 000,00 que & taxa de 6% rendeu um juro de Cr$ 11 025,00

. Aploan 305
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167.
168.

169.

170.

171.

172,

173.

174.

175.

176.

177.

178.

179,

ro de CI‘S 430 000100
3,75

. 89 rendeu um ju
00,00 & taxa de
o S de 8 £ % rendeu de juro Cr$ 24
Cr$ 2 700,00 & taxa de 3

Resolver os seguintes problemm: :dupnm e
m capita

Em quanto tempo u

de 5%7?

(Nora: Lombrar quo nesse caso § = ) e
A que taxa deve ser empregado um ¢
q 2

duplicar depois de 10 anos? 58 500,00 a 6% ou também
I mais vantajoso emprcgﬂf_tocgs7%? ; do
Cr$ 39 000,00 a 5,5% e © re:; 69 e o restante ﬁc S%zzﬁﬂtiinésse
» um capital a 6% 0. Qual é 0
Emprgguﬁfnwg‘?nﬁ:o uzmuul de Cr$ 48 000,0
ge assim !
capital ? ' : B
ok mimmn;u;:ozn-TBXI - 20, o o seguir caloula-ge 0 cap
gadas durante o ano: 2+1 3

para que possd

taxas empre=
a médis aritmética ponderada das

taxa
le 5/18. A que

1 egado por § anos aumentou de

Um capital empr

e tém
do? smpregam 0 qu

Ao g juntas Cr$ 844 OO0.0l? %;S 2% 640,00 de juros &
Duas pessoas tém |]1o A primeira recel echa uma ?

A taxa de 8% ao ({l‘a "Qual 0 cupltﬂl'( e ul o seguir o jiro da sogunds
sl quo 2 Seg::lo cn.lcul&—ne o juro do capital total;
(Nora: Primeirame

ety 69%.
o daf os capitais respootivos) e 0 resto a %

de seu capital 8 12% Qual © capital

Uma pessoa empresta 2/3 L 895 000,00 de juros.

: m ano recebe
No fim cfje - olocam 2 taxa de 10%
empre&tn 0 00'00 e 0 ¢

0
o ma juros de que
os tém juntos Cr$ 120 O o alh/ 4813
e séclo rimeiro recebe Crbd e

:gg::lrllg;). Qltjml o capital de cada

10%.
19 e o resto a

ou 3/4 de seu cn.pité\(; SOId;yaiuroﬂr pergunta-se
i negociﬂntg em‘grggo recebeu Cr$ 86 000,

Como no fim de u

la
: : banco durante

o capital empregado 9/5 de seu cupital nUE PUCH & 54000,00
Um capltalista depos!wi.lecebeu no fin:i %&gua] o capital?

6me 4 taxa d? fg;%a ?quantia depositada to capital & taxda de ggy
de juros. Qua : imples um cer rega tudo A 77
Uma pesson emiproge § %% pital e juros & "Crs 47 250,00. Deter
Depols do 4a 20 L0 um ano o Juro

obtendo assim no

minar o capltal primitivo.
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180,

181.

182,

183.

184,

185.

186.

187.

188.

189.

190.

191,
192,

103,

194,

Fol empregado 1/4 de um certo capital o 8% ; 1/5 a 5% e o resto
a 6%. No fim de um ano rcccheu-s{)c Cr$ 36(%-10,00 de juros. Deter-
minar o capital inicial
Um capitalista depositou 2
la 8me, A taxa de 69
Crg 60 000,00 de juros. Q
e qual o capital inicial ?

Certo eapital colocado d taxa de 9% ao ano produz no fim de &ﬂ
dme, Cr$ 48 000,00 de juros. Quanto produziria de juros colocado
taxa de 10% a0 ano no fim de 6 meses?

Um comerciante recehen emprestado, a taxa de 9%, as seguintes
Importdneias :  Cr$ 24 800,00 por 90 dias; Cr$ 12 800,00 por 25

dias e Cr$ 38 000,00 por & meses. Qual o total de juros que deve
pagar?

/3 de seu capital num banco, d“””'f‘g
20 ano, reccbendo no fim désse tcmpo
ual foi a importineia depositada no banc

.Umﬂ_ pessoa dividiu seu capital de Cr$ 120 000,00 em duas partes
lguais. Empregou a primeira durante 2 anos A taxa de 6% ec o se-
gunda 3 taxa de 9% durante 1a 4me. Qual parte rendeu mais?

Repartido fm capital de Cr$ 420 000,00 em trés partes iguais, o
primeira foi empregada, 3 taxa de 12%, durante 1 ano; a segunda,
taxa de 8%, por 23 3me e 4 terceira, & taxa de 109, por 6 meses.

eria sido melhor negdeio apliear todo o capital A taxa de 9%, durante
5 meses? Por qué?

Qual o montante de um capital de Cr$ 120 000,00, colocado A taxa
de 6%, depois de 4 anos ?

4o Jlinto se cleva um capital de Cr$ 60 000,00, emprogado A taxa
de 12%, depois de 1g 3me?

Empreguei Cr$ 40 000,00 2 taxa de 9 — % durante la 1lme 12d.
ual 0 montante? 2

Quanto acumulou no fim de 1a 3me 10d um eapital de Cr$ 468 000,00
A 7% ao ano?

Qual 0 montante, no fim de 10 meses, se 0 capital de Cr$ 24 6000,00
foi aplicado A taxa de 3,6% a0 ano?

Qual o capital que depois de 14 2 A 1 dd um mon-
tante de Cr$22800,007 oo taxa de 129,

Um certo capital, reunido aos respectivos juros, elevou-se no fim
de 8 anos a Cr$ 562 800,00 & taxa de 5%. Qual foi 6sse capital?

13:“ que temD(;J 0 Cﬂl)itﬂcll de Cl's 140 000,00, colocado A taxa de 5&%,
ano, produz reunido 3 f - p 5

Cr$ 182 000,00 ? R 40 respectivo juro a importdncia

Empregou-se Cr$ 33 750,00

tempo &sse capital reunid
Cr$ 36 600,007

& taxa de 8% a0 ano. Depols de quanto
0 80 respectivo juro dé o montante de

S Sk 307
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195,

196.

197.

198.
199,

200.

101 025,00
A que taxa o capital de Cr$ 90 000,00 acumulou Cr$

durante 2a 15d?

Umn pessoa emprega os 2/5 de um ol

6%. No fim de um ano hd um mon ]

minar o eapital primitivo. e
ina eaj p 1 & taxa de 5% @ depois de 6 a

mpre-
ito de Cr$ 180 000,00 e ¢
I?I!T:t(:'ccche uma renda anua de

g o resto a
certo capital 3346%?4,%0- Deter-

Um banqueiro emprega um capit:
retira capital e jt;'OS-DImg"‘ [::rlm(c
@ 0 resto a 8 %. Dessa mancira A/

%rs 75040,00. Qual o capital primitivo ? .

Qual o divisor fixo de um banco cuja taxa : :nés qual é o seu
Se a taxa de uma Caixa Econtunlcu. é 1% a0 1

divisor fixo? ’ r
O divisor fixo de uma casa b‘.‘"?ﬁrm LI
cobrada por essa casa bancdria

al a 4000. Qual a taxa

Reapostag:

2L NG (G i g0l b e

f— Pt ek ek e et
NSERBERES

35. 20 ¢ 16
5
26 18, 232 36. 3e6
14 19. 6m 9elb
87.
3 20. 8(a+b) A
5 :
4 22. 3 40. 12, 20e 8
~1/20 23. 15 41. 9, 15 ¢ 12
1/18 24. a 42, 14, 4 e 6
121/5 s it 45 =302t
o/5 26. 4 4. 3,4 eb
-ab &b 6. 50 1 2
2a/q 28. 4¢8 46. 18m? e 24m
20. 39 e 45 47, 181
m?/q i 18 e 24
30. 20 ¢ 8 48. 18 e
4ab ; 9 12
6e9 49. 28 e
0 31. i . 50. 450, 60° e 750
1 a2 a ﬂeg 51. 14m e 8m
126 33- 52. Sm e Gm

21 84. 4¢3
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gz. 768m?, 11562m?, 1920m? e 3072m? 61, 2166, 361 o 1083
. 26m e 40m 62. 90, 63 e 132
55. 20 e 45 anoa 63. 20, 12 e 48
56. 72, 96 o 112 64. 2, 8 o 7/4
67. 336, 3584 ¢ 1680 65. 4:5 15 ¢ 18
58. 12, 4 ¢ 80 66. Cr$20000,00 e Cr$ 25000,00
gQ. 148, 185 e 370 67. 1207, 20° e 40°
0. 28, 42 ¢ 50 68. 1280, 960, 72° e 64°
69. Cr$ 100 000,00; Crg1

70.
71.
72.
73.
74.
75.
76.

7.
78.
79.
80.
81.
82.
83.

85.
36.
87.
88.

89.

90.
91.

92.
93.
04.
95.
96.
97.
98,

40 000,00 e Cr$ 150 000,00
Cr$ 5 000,00, Crs 10 000,00 ¢ Crg 30 000,00

Cr$ 40 000,00, Cr$ 70 000,00 ¢ Cr$ 50 000,00

Cr$ 180 000,00, Cr$ 120 000,00 e Cr$ 240 000,00
24 anos e 16 anos ’

Cr$ 72 000,00, Cr$ 84 000,00 o Cr$ 44 800,00
Cr8 13 800,00, Cr$ 7 600,00 ¢ Crs 16 mm,(;n
Cr$ 51 600,00, Cr$ 78 750,00 e Cr$ 180 600,00
Cr$ 140 000,00, Cr3 400 000

301 99. 48kg 120
6 000 - 100. 2h 40min 121
50d 101. 10d 122.
76m 102. 244 123.
Cr$ 7 200,00 103. Cr$ 12 600,00 124
3 000 watt-hora 104. 8h ’ 125.
24min 105. 5d 126:
32m 106. 6h 15min 127
480d1 107. 8h 128
2h 24min 108. 440 pgs. 129-
20d 109. 16me 130.
60d 110. 30d 131
180m 111. 486m 132
i;ﬁ 112, 124 133

113. 4h 134,
El;d 114. 5,625m 135
i 115. 20d 136.
2 116. 750 macaa 137
e 117. 48km/h 138
5 g 118. 81 600 00Qm?2 139

119. Cr$1 846,00 140.

,00, Cr$ 110 000,00 e Cr$ 240 000,00
. Cr$ 7 500,00
. 96kg

100 hb
120kg
5g

2%
15%

. 20%

4%
Cr$ 5 000,00

. 24kg
. 9000hb.
. 700 al.

. 5%

20%

. 208g

38,41

. 1000 al
. 500 op.
. 88,889

102 600 hb

141.
142,
143.
144,
145,
146.
147,
148.
149,
150.
151.
152.
153.

185.
186.
187.
188.
189.
190.

Cr$ 75 000,00
Cr$ 3 700,00
Crg 2 000 000,00
Cr2 2 000,00
Cr$ 148,50
959,
Cr$ 15 750,00
Cr$ 30 000,00
Cr$ 16 500,00
Cr$ 2 042,50
Cr2 1 845,00
Cr$ 41 860,00
Cr$ 1 814,40
174.
175.
176.
177
178.
179.
180.
181.
182.
183.
184.
N#o. O 1.° neg.
Cr$ 148 800,00
Cr3 69 000,00
Cr$ 47 410,00
Cr$ 509 860,00
Cr& 253 380,00

154. Cr$ 115 000,00 164.
155. Cr$ 120 000,00 165.
156. Cr$ 478 400,00 166,

157. Cr% 1200 000,00

167.
158. Crg 36 000,00
160. 4,5% 169.
161. 12% 170.
1t 171.
162, 10 5 O o)
1
163. 9 3 % 173.

Cr8 551 000,00 e Cr$ 203 000,00

Cr$ 720 000,00

Ord 900 000,00 e Crd 200 000,00
Crs 800 000,00

Cr$ 400 000,00 e Crd 1 000 000,00
Cr$ 540 000,00

Cr$ 180 000,00

Cr$ 600 000,00 e Cr$ 900 000,00
Cr$ 20 000,00

Cr$ 2 063,00

rendem igual

3 anos

8me

2a 15d

1a Gme

1a 1me 10d

20 anos

10%

rendem igual

Cr$ 720 000,00
5

[ =
ag%
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rende Cr$ 49 000,00 e 0 gegundo Cr$ 47 250,00

191, Cr$ 20 000,00 196. Cr$ 32 000.000
192. Cr$ 402 000,00 197. Cr$ 860 000,0
103. 6 anos 198. 6000
194. 1a 20d 199. 3000

. o7,
195. 6% 200. 9%

—



ALGUMAS OBSERVACOES INTERESSANTES
sOBRE A
GEOMETRIA DEDUTIVA DA 3.» SERIE

Continuamos afirmando que a Geomelria Dedutiva, iniciada
na 3. série ginasial, tem por objetivo principal ensinar o aluno
@ pensar e portanto formd-lo e nio apenas inform4-lo. Nestas
condigdes nio poderfamos deixar de mencionar o de quanto é
Capaz o nosso estudante quando “provocado’ a bem raciocinar.

Nio dispondo de muito espago, queremos, todavia, em
hofn(’“agcm aos milhares de ginasianos que cursam as 3.*
Sé“({S, citar algumas amostras da possibilidade dos jovens a
partir dos 13 anos, surpreendendo-nos com uma antecipagio
de raciocfnio digna de elogio e que todos nés, professdres, encon-
tramos em nossas aulas de Geometria Racional. Sio exemplos
simples como demonstragdes, mas extraordindrios como reali-
zagoes de alunos, que autorizam a afirmar: a Geometria Ra-
clonal por éles assimilada hd de projetar-se, com certeza, na
formagio de um digno e 1itil cidadio.

Os exemplos siio de colégios de Sdo Paulo, por serem os tinicos que
temos em mios, neste instante, gragas & gentileza de ilustres colegas. (*)

Com relagdio a cordas de um eirculo (Usando igualdade
de A).
1. Demonstrar @ “Nwm circulo cordas paralelas delerminam arcos tguais”
Seja o cfreulo de centro 0 (fig. 1). Temos:

o {AB/CD Vg {ZE:EB

Drnonsrragio: Tracemos por 0 a perpendicular & corda CD (que serd
também A corda AB). Tal perpendicular encontrard as cordas AB
e CD, respectivamente, nos pontos médios M e N. Logo :

AM =MB e CN=ND

(*) Apelamos e agradecemos aos demais professéres de todo o Brasil 0 envio de resultados
intercssantes encontrados no ensino da Geometria Dedutiva. Lles serfio divulgados
em edigdes posteriores em homenagem aos nossos jovens estudantes.

— e —
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e i

Unindo-se C e D a M obteremos os triingulos: ACNM e ADNM

sguais, pelo caso L.AL., pols, MN 6 comum; I=2 (retos) e CN=ND
(por construgfio).

Unindo-se, agora, A a Ce B a D, encontramos os tridngulos AACM
e ABMD, também iguais, pelo caso L.A.L., pois, MC=MD (como lados
correspondentes de trifingulos iguais, j4 provado); § =8, por serem com-

plementos de angulos iguais (respectivamente de 3 e 4) e AM =MB, por
construgiio.

5 AC = BD

Fre. 1

. Como, em uma mesma clreunferénela, cordas iguais subtendem arcod
Sguais, segue que:

~ —~
AC = BD c.qd.

B_ulugio apresentada pelo sluno Marco
Aurdlio Goipi, do_ Colégo. Dante Alighieri

Com relagio A igualdade de trifingulos (Caso novo?)

2. Por que niio 6 suficiente, para a igualdade de dols tribngulos, o caso
L.L.A,, isto 6: “Dois triingulos sdo congruentes (iguais) quando tém
dois lados respectivamente iguais e o Gngulo, nio compreendido entre
8les, tgual”?

Conslderado o AABC, isésceles (fig. 2 -
: ; 156; g. 2), onde AB=AC e B=C, obser
vemos os triingulos AABM e AACM, for,mu.(loa quando se une }1 a um

gz:aeg :da base BC, com a condigio de M nfo ser o ponto médio. Bles
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ARB = AC (por hip.) L
AM = AM (comum) L
p =C (por hip.) A

do iguat f4cil constatar.
satisfazendo o caso L.L.A. e néio sdo iguais, cOmMo 6 fd e
‘ ' ‘ Solugho npmsenmda_ pelo aluno ‘(1961)
Sousza Morses, do Colégio Santa Crus

Fio. 2

gando pro-
Com relagiio @ mediatriz de um segmento (U

redade da L e 4).
4 ce & medialriz de um segmcn't’o

e “Todo ponto que nao perten b 57
% Dczrt’::?n;t;;g;o pglr?no)pn&o ¢é equidistante dos extremos désse seg

Seia a figura 3, onde: J
' : r 6 mediatriz de AB
H { P niio pertence & T

r { PA#PB

Jr
AN
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DEMONSTRAGAO : >

a Der])gngit‘:usﬁ'f a m:s Ecmnce A mediatriz r temos que tragando-so

AB num ponto Nq l((;n _tim“”‘) de P ao segmento AB cla ird encontrar

AB, dois segment stinto do ponto médio M) determinando 50t

(como & feit% ner:.l ‘f)'s.- diferentes : AN # NB. I'(l(l(’amuslconsi!(:lc:;g

A e B, obtercm(;s dlh'. 3): AN > NB. Unindo-se P ::.03 extremos

gualmente do pé du.o;;:rerfegr:ﬂ?;fﬁfrOhuquos Grdn J 08 nfﬂat”;m desi"
. re . .

é aquéle cujo pé estd mais afastado "[?f';“},‘;“'cﬁ”‘ Iigﬁ.B {p malas

] . 4 &

PA # PB  c.q.d.
Solugfio apresentada pelo aluno Anténio

Edi et A PO
mﬂm;:lnﬂ;;;l:\mro. do Ginfsio Cactano de Cnm-

Com relacii
¢i0 a retas perpendi .
tamente). perpendiculares (Demonstrando dire-

Fic. 4

4. Demonst
= rar: “No mesm
; e o plano g
ceira sio paralelas entre si”. duas relas perpendiculares a uma ter-

Sejam as retas coplanares r, s ¢ ¢ (fig. 4), ond
. 4), e:

H{r_u
s Lt T{rlla

DEMONSTRAGAO :
tanto, igua.ia,oiﬁ,o Bg :1' iJ_.—: 2_9 aC.L t, os Angulos T e 2 sdo relos e, por-
e tguais, formados pela tra.nsv::slfl fsses g sy corrgspon;lenles
Sedt (selo Tedrena fanfmmantal. nc'sllés?sq;itfas coplanares 7 e 8,

rlle c.q.d.
Boluglo apresentada pela aluna BS0nia

Froitas, do Instituto e
“Padre Anuhial.nl"u(mggfmmo de Educagfio

>

Com relaciio a desigua
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Com relaciio a feixe de paralelas (Usando propriedade do
trapézio).

TiG. 5

5. Demonstrar: “‘Se wm Jeize de paralelas delermina segmentos iguais
sébre uma transversal, determing também segmentos iguais sbbre qual-

quer oulra transversal”.
Consideremos o feixe formado pelas paralelas a, b e c e as transversais
g e {, todas coplanares (fig. 5). Temos :

o { allbllc; set transversals
AB = BC T { MN = NP

Sendo a figura ACPM um trapézio (basta consultar
dio de um dos lados ndo paralelos désse
ue-se que 8 paralela por
do MP no meio (n.° 79

DEMONSTRAGAO :
a hipdtese) e B ponto mé
trapézio (também por hip. AB=BC), seg
fsse ponto encontrard necessirinmente o Ia
Corolgrio), isto 6

MN = NP caqd.
Solugho apresentada pelo aluno Anténio
Gilioli, do Instituto do Educacfio *‘Caetano
do Campoa’ (1058).

ldade entre lados de um tridngulo

(dcmonstrando diretamente).

6. Demonstrar: “Em todo tridngulo, qualquer lado é maior do qué @ dife-

renga dos oulros dois”.
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A

B 5 Seja 0 AABC (flg. 6),
4 T‘T\\ onde
- ‘_5

x ke
- -0 Bostaos 48

B
C
Fic. 6
DmloNsmAgKo:
1. Sébre a¢ tomemos D, ta) que AD=AB. g
=AB. o
DC = AC - AR
2. Com relagiio ao
A4
R BD (ls6sceles), temos: 1=2; 8>1 (externo)
3>8
3. Sendo :
- 0e c?)u?oan éfnxtrzn?‘, em Ee]acﬁo 80 A BDC), segue que :
- 20 1 ;
L R ZaB jnDrCI)ii‘]gulo opbe-se 0 malor lado”
BC > D¢
ou, substituindo DC, que BC > AC - AR
c.q.d.
Solugiio apresentad i
S ganon D ada pela aluna Michael
B?ugi:g.ns%o g’;zuIOSé(riL:‘JGg{)'. e Comg{: rﬁig
Com relaca
! ¢io aos 4
b Sones ngulos externos de um trifingulo

7 D :
e;mnczvs?trar. “Em todo tridngulo equildtero
or gue qualquer Angulo $nierno’. (:“)

Beja 0 A ARC equilitero (fig. 7)

qualquer dngulo szierno
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Fie. 7

Logo:

0 AB = BC = AC
« fngulo ext. qualquer

s ki Ty S8 556

1 a
Demonstragio:
1. Seja M o ponto médio do lado AC; unamos M a B e prolon-
guemos BM de um segmento MN = BM. Liguemos N a C

e conslderemos 03 As ABM e MNC)

2. AABM = AMNC
BM = MN (p/construgfio)

(L.A.L.) {1 =2 (o.p.v.)
MA = MC (p/construgéo)

3. Sendo & > 3 (& contém 8), temos que &> A, e como um tri-
éngulo  equilitero tem todos os dngulos internos lguais
= B= 0), conclufmos que: a > 4, a > e a>C.

c.q.d.
Soluglio apresentada pelo aluno Cloves

Marques da Silva, do Colégio Diocesano de
Garanhuns, Pernambuco (1061).

¢ portanto; 4 = 3

(®) Bem usar s teoris dap paraieles
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