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PREFÁCIO 

Com ésle volnme terminamos a coleção de livros 
de M atemálica, 1. º ciclo, oferecida aos ilustres colegas 
e aos estudantes de nosso curso secundário. 

Segui mos, tanto quanto possível, as instruções 
metodológicas constantes da Portaria 1045, de 14/12/51. 
Achamos conveniente, no inlcio da parle algébrica, 
dar o conceito de número real, a f im ele melhor 
estudar as equações do segundo grau. A resolução 
dos problemas do segundo graiL sucedeu o estudo 
das equações rcdutivGis ao segundo grait, pelo Jato das 
soluções de inúmeros problemas dependerem da reso­
lução destas equações. 

Deixamos, de acôrdo com as ciladas instrtLfÕes, 
de introduzir o sistema ele rejcr~ncia cartesiano, cujo 
estudo det·e ser jeito de um modo mais completo no 
segundo ciclo. 

Esperamos continuai· m"1'ecendo de nossos pre­
zados colegas a mesma acolldda que tivemos com 
rclaçílo aos frês pri'meiros livros. Confessamo-nos 
sumamente gratos pelas s11gestões recebidas - pois, 
nunca alimentamos a 7Jrelenção de ler realizado obra 
peij eita, e 71elas colaborações que visem melhorar a,s 
f uturas edições. 

~1 ais uma vez, agradecemos aos profess6res, a 
conjiança e o estímulo que, com _Jelic-fda~e, temos 
recebido na elaboração desta coleçao didática. 

Süo Paulo, novembro de 1954 

O AuTon 



Observação à 20." edição: 

A atual edição, revista e ampliada, tem a seu 
favor o aproveitamento de sugestões apresentadas 
por distintos colegas. Assim é que no AP:l!JNDICE, 

constante da parte final, acrescentamos o estudo de 
Sistemas simples do segundo grau, bem como intro­
duzimos as Representações gráficas de funções, 
usando o Sistema cartesiano (na reta e no plano). 

A necessidade que o aluno de segundo ciclo, 
logo ao iniciá-lo, tem dos conhecimentos da Geo­
metria Analítica, levou-nos à presente ampliação. 

Não temos palavras para exprimir o nosso reco­
nhecimento e agradecimento sincero aos professôres 
secundários de nossa terra, pela magnífica colabo­
ração que nos têm proporcionado mediante cartas, 
Palestras e mesas redondas de que, por convites 
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C A P l 'l' U L O I 

Trinômio do segundo grau. 
Equações e inequações do segundo grau 

co1n uma incógnita 

§ 1. Números reais. 

1. Números racionais . J á estudamos na aritmética e 
na álgebra, das primeiras séries ginasiais, os números inteiros 
e fracionários, positivos e negativos. ~ sses números, que 
!?ram denominados racionais (absolutos ou relativos), cons-
ituem o que se chama campo dos números racionais. 

f Nêsse ~ampo, são semp_re passiveis as quatr~ oper~çõcs 
~n?-amenta1s, a saber: adição, subtração, mult1phcaçao e 

divisão (com o divisor diferente de zero). A potenciação de 
tpoente inteiro, que é um caso particular da multiplicação, 
ambém é sempre possível. 

. 2. Números irracionais. O confronto de grandezas 
inco~ensuráveis (*) levou-nos à criação de outros números : 
os irracionais. A necessidade dos números irracionais foi 
realçada na aritmét ica, quando estudamos o processo de 
extração da raiz quadrada dos números na turais que não 
:ram quadrados perfeitos, pois, para êsses casos, só se obtinham 

1:!!_ações com valores aproximados. Assim, por exempl?, a 
( ~pode ser obtida sômente com umn. aproximação deseJada 
V 2 = 1,414213 . .. ). 
, Estamos agora em condições de dar uma definição de 

numero irracional. Calculemos para isso os valores da V2, 
com erros inferiores respecti;amente ;_ uma unidade, um 
dé · ' · ' cimo, um centésimo, etc. por falta e por excesso. Obteremos --do (•) Grnndezns inc~meos urávcis - vor Matemática, Curso Ginnsi:ll. 2.• Sfrie, pág. 55 

mesmo autor. 
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as duas seguintes sucessões, ou classes de números racionais 
sendo · · ' ' a pnme1ra por }alta e a segunda por excesso: 

N .0 irrncionnl 

1 < ✓2 < 2 
Primeira classe 1,4 < ✓2 < 1,5 Segunda classe dos números 1,41 < ✓2 < 1,42 dos números 

racionais 1,414 < -J2 < 1,415 ra cionais 
por f alta por excesso 

com as seguintes propriedades: 

1.") Todos os números racionais estão distribuídos nestas 
duas classes ; 

2.") Os quadrados dos números raciona18• d · · 
1 _ a primeira 

e asse sao menores que 2 crescentes e c d . 
pró~i~s de 2, enquanto' os quadrados ~o~ ;~zm::~! 
racionais da segunda sã • · b O maiores que 2 decrescentes 
e _tam ém cada vez maia próximos d~ 2· 

3.•) A diferença entre d · I ' d . . . ois va ores correspondentes um 
t ª pri;eira e outro da segunda classe v~i se 
ornan o cada vez menor, nunca cheg110dd porém, 

a ser zero. , 
Nestas condições O nú 12 dual! cla$es de núm ;°1~ro . está 11eparando essas 

tanto ao cam 
O 

~ros racionais, não pertencendo, por-
um número racfon:iacio!lal, Pr não ~er. possível encontrar 
classes de números ra c_uJo _qua rado seJa 1gual a 2. As duas 

. . . cwnais, com as propriedades enunciadas, 
serviram para def mir a ✓ 2 

De forma semelhante · d í .. 
3 po er amos def1mr outros números 

irracionais (~3 ✓5 -tJff ) 
duas classes de ~úm~os ' _etc .. como números que aeparam 
excesso satisfazendo p rac~ondaids, uma por falta e outra por 

' roprie a es da mesma natureza das 
que foram enunciadas para definir a ~2 Para os úm · · · I n eros irracwnais, definem-se operações aná-
ogas às dos números racionais, e no cálculo numérico (1·adi-
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ciação ou potências de expoente fracionário) substituem-se 
os números irracionais pelos racionais que sejam os seus 
valores aproximados. 

3. Números reais. Os números racionais e os números 
irracionais formam a classe dos números reais. Cam po real ou 
campo dos números reais é o constituído pelos números reais 
(racionais e irracionais). Temos, assim : 

. . { nó.mero Inteiro 

{

números racionau nó.mero fracionário 
Nú11rnnos REAIS 

• números irracionaia 

. Os números reais, podem ser absolutos ou relativos (posi­
tivos ou negativos, segundo estejam ou não relacionados com 
os sinais + ou - ). 

OnsERVAÇÃo. Já foi encontrada. no estudo dos raclicnts (Segunda 
série ginasial) uma. outra espécie de números que oiio se enquadram na. 
definição de ntímero real. Com efeito, a raiz de -!ndice par de um 
número negativo não tem existência no campo real. Do foto, a. ✓ - 4, por 
exemplo, não é um número real, pois, não existe nenhum mímero 
racional ou irracional que elevado ao quadrado seja Igual a - 4. Nó.meros 
como a ✓ - 4, que representam uma raiz de bulice par de um número 
negativo, dilo origem a outrn esp6cie de números - os números ,maginárioa, 
que serão estudados, a seu tempo, no curso colegial. 

§ 2. Equações do segundo grau. 
4. Generalidades. J á aprendemos a resolver as equa­

ções do primeiro grau, e vimos suas aplicações na solução de 
um certo número de problemas. Existem, no entanto, outras 
questões cujas soluções dependem da resolução de equações 
de grau superior ao primeiro. Entre essas equações desta­
cam-se, pela grande aplicação que têm, as denominadas equações 
do segundo grau. 

5. Definição. Uma equação, racional e inteira (*), com 
uma incógnita, diz-se do segundo grau quando o maior expoente 

(•) Ver Classilioncõcs dae equações - llfalomdtica, Curso GinBSioJ, 2.• eério, pág, 116, 
do mC!lmo autor. 
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com que a incógnita figura nessn equação é dois. fj evidente 
que umn equação do segundo grau pode conter têrmos do 
primeiro grau, em relação à incógnita, e têrmos conhecidos 
(grau zero cm relação à incógnita). 

Tôda equação do segundo grau com uma incógnita, x 
por exemplo, pode, depois de efetuadas as transformações 
convenientes (eliminação de denominadores, redução de têrmos 
semelhantes, etc.), ser reduzida à forma: 

ax2 + bx +e= O 

denominada normal ou geral, onde a, b e c são números reais (*), 
positivos, negativos ou nulos, com exceção de a que deve ser 
sempre diferente de zero, pois, do contrário, a equação se 
reduziria ao primeiro grau. 

Os números a, b_ ~ c são os coeficientes ou pardmelros da 
equação; a é o coef1c1ente de x2, b o coeficiente de x e e o 
t~mo conhecido ou constante. Exemplo: 

3x2 + 2x-5 = O 

é uma equação do segundo grau na incógnita x, onde: 

a = 3, b = 2 e c = - 5 

. _ ÜBSER_vAÇÃo: f; se1;11pre possível, pa ra vantagem doa estudos que 
virao a aeg~1r,_ supor o coef1c1entc a positivo. Caso êle se apresente negativo, 
basta multiplicar_ ambos os membros da equação por _ 1 que todos os 
têrmoa da equaçao mudarão de sinal. 

6: Equação completa e equações incompletas. Uma 
equaçao do segundo grau, com a, b e c diferentes de zero é 
chamada completa. No caso de, pelo menos, um dos números 
~ ou e ser nulo_, a equação do segundo grau é denominada 
incompleta. Assim, as equações incompletas têm as formas: 

ax
2 = O quando b = e = o 

ax
2 + e = O quando b = O 

ax
2 + bx = O quando e = O 

(•) a, b e e, podem representar, também, expresslles liternie ·quaisquer. 
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Exemplos: 

20x2 
- l3x + 30 = O equação completa 

! xz - x = O equações incompletas 
7x

2 =O } 
,j x 2 - 8 = O 

· \ 7 Resolução <las equações incompletas. Resolver uma 
equação do segundo grau com uma incógnita, significa pr?~urar 
todos os números positi;os, negativos ou nulos, que venfic~m 
a equação ~ sscs valores são denominados raízes da equaçao. 

Obser~emos, atentamente. que uma eqt)ação do segundo 
grau, com uma incógnita, não pode ter mais de duas raízes, 
geralmente indicadas por x' e x". . 

Passemos, agora, a resolver as equações mcompletas, na 
ordem em que foram apresentadas: 

l. Equação da forma: ax2 = O (a =;6- O) 
Dividindo ambos os membros da equação por a, vem: 

:z:2 = o 
expressão que também pode ser' 'lscrita do seguinte modo: 

X . X= Ü 

• • d · alquer dos fatôres Esta equação se venf1ca quan o qu . . 
que compõem o primeiro membro fôr nulo, ou seJa, paia 

x = O (indicada por x' = O) 
e X = o (indicada por x" = O) 
Diz-se, então, que: 

Tóda equação do segundo graii da forma aíxz - _o 1 
l • t é uas duas ra zes sao tem uma rafa dupla nu a, is o , as s 

iguais a zero (x' = O, x" = O). --.. 

í s • x' - O e x" = O Exemplo: A equação sxz = O, tem como ra ze • -
2 + - o (a =;6- O, e =;6- O). 2. Equação da forma : ax e -

Transpondo e para o segundo membro, temos : 
ax2 = -c 

-e . xz= -. . a 
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Supondo que -/ seja um nú~ positivo (-ac > O), vem : 

X=± ✓ ~e 

e a equação proposta terá as duas raizes simétricas: 

{

x' = + ✓ -a e 

x" = - ✓ ~e 

Se ~ fór um número negativo (~ < o) a raiz 
-- a a 1 

± J-ac será um número imaginário, e a equação não terá 

raizes no campo real, isto é, será IMPossfvEL nesse campo. 
Logo : 

Tôda equação do segundo grau, da forma: ax2 + e = O, 
quando possível, ~e duas rafaes simétricas, diferentes de 

zero ( x' = + ✓- : , x" = -✓- : )-
Exemplo: Resolver a equação 3x2 - 75 = o 

Temos : 3x2 = 75 

75 
x2 = - = 25 

3 
. · .x =±"25 =±5 

Logo, as raízes são : x' = + 5 e x" = - 5 

3. Equação da forma: ax2 + bx = O (a ~ O, b ~ O). 
Pondo x em evidência, vem : 

x(ax + b) = O 
Como nesse produto de dois fatôres pelo menos um dêles 

deve ser nulo, t emos : 
x-o 

ou az ~ b - O 
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b 
A primeira destas equações tem raiz nula e a outra x - - 0 · 

Portanto, as raízes da equação proposta são: 

Logo: 
{

x' = O 

x" = - : 

- nd d f · 2 + bx = O admite T 6da equaçao do segu o grau, a orma. ax ' b 

uma raiz nula e outra diferente de zero ( x ' = O, x" = - -;; ) 

Exemplo: Resolver a equação 4x2 - 12x = O 

Colocando-se x em evidência, temos : 
x(4x - 12) = O 

donde x' = O 
e 4x - 12 = O . . . 4x = 12 e x" = 3 

EXERCÍCIOS DE APLICAÇÃO 

Resolver as seguintes equações incompletas do segundo 
grau: 

x2 
L") --2 = O 

18 

Temos: 
x2 

- 36 = O 
OU x2 = 36 , ' , X = ± 136 = ± 6 

3y2 1 7 + y2 
4°'- a= 6 

{
x' = + 6 
x" = - 6 

d . do es (m. m. e. : 12), temos: E liminando os enomma r 
9y2 - 4 = 84 + 2y2 

Reduzindo os têrmos semelhantes, vem 

/88 7 y2 
""' 88 . . . y = ± '\J 7 
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e portanto as raízes são 
{

y' = 

y" = 
2 3x2 4(x - 1) 3.") - X + 5 = 5 - 10 

Efetuando as transformações necessárias, 
- lOx + 4 = 6x2 - 4x + 4 

vem 

- 6x2 
- 6x = O 

Mult iplica.ndo ambos os membros dessa equação por - 1 
e pondo x em evidência, temos: 

x(6x + 6) = O 
donde x = O ou 6x + 6 = O . · . 6x = - 6 . · . x = - 1 

~ x' = O Logo, as raízes são · ,, 
1 X = -

EXERCÍCIOS SÔDRE EQUAÇÕES INCOMPLETAS DO 
SEGUNDO GRAU 

R esolver as seguintes equações lncompletas do segundo grau : 
1. 5x

2 = O 3 1 
2. -7x2 = O 
3. 2x 2 = 50 
4. x2

- l = O 
5. 4x2 - 9 = o 
6. x2 + 4 = O 
7. 1 + 8x2 = 1 
8. - 3x2 + 27 = O 
9. l0x2 = 1 000 

x' 
10. 4 = o 

11. 4x2 
- 5 = 5x' - 6 

9x 1 1 
12. 5 + 3 = 2 + x' 

13. ~' - 20 = O 

14. 5x2 
- -

4 
= 3x2 + -

8 
7 1 

15 --- =6 · 6x• 2x2 

5x2 
- 1 2x 2 + 5 1 

16. ~ - 2 =6 
3x 

17. x2 + 4 = O 

- 2x2 

18. -
5
- + lOx = O 

19. ~ 2 + 3; = o 

20. 'V2 . x' ""2:ii 

21. 3211 + 0,6lJ = O 

Matemática 

22. 5x' - 2.:l.t + 0,08 = O,OR 
2a. (.e - 2) (.t - ~) = G 
2·1. (2x + 1 )S - l = O 
25. 2(x - 3)' - l = 17 

26. (2:r + 5) (2x - 5) = - 4•1 

27. (3x + l)' + 1 7 = Gx + 1 
X~ 

28. g = X 

20 2:r.2 + 3x 4x' 5:r 
. 4 = 3 - 4 
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'3.t' x 1 + 5 l 
32. T-~ ., ., -2 

, 1 _ _ 1_.,, [ 
33. "x='l X + J 

, 2 +- 1
- = - 1 

34. x' - l x + l 
35. ax' = d (a ;é O) 

3(l. mx2 - n = p (m ;é O) 

37_ ~ = a (a ;,! O) 
x · 

38. mx' + nx = O (m ;é O) 30. 3 ( ~' + : ) = 
5
;' 

31. (X+ ~) ( X - ~ ) = 3x- ~ 
39 _l_x~ = _l_ x (m ;é O, lc ;,! O) 

· k m 

HEs POF'r As : 

l. x' = x" = O 

2. x' = :r" = O 

3. x' = + 5, x" = - 5 
4. x' = + 1, x" = - 1 

3 5 I +3 ,, __ _ 
• X = 2' X - 2 

6. Impossível (ao campo real) 

40. (x - t)' = 1' 

+ lo x" = - 10 9. x' = , 
10. :i;' = x" = O 

+ l x" = - 1 11. x ' = • 
12. Jmpns8fvel 

1
_ 

+ -•T. x" = - '- 5 13. x' = " 'J ' 

- V7 ✓ 1 "=--14. x' = + 4 , x 4 

1 "=- -1-7. x' = x" = O 15. :r.' = + 3• x 3 
8 x' = + 3 x" = - 3 3 ✓-2 

• 1 - -3 
3 3 ✓ 2 ,, - = ---

16. X' = + ✓ 
2 

= - 2-, X = ✓2 . 2 

3 
17. x' = O, :i;" = - 4 
18. x' = O, x" = 25 
l9. :e' = O, x" = - 6 

20. x' = O, x" = ✓2 
l 

21. x' = O, x" = - 6 
23 

22. s' - O, :r." = õO 

2:3. x' = O, x" = 5 

24. x' = O, x" = - l 

25. x' = O, x" = 6 

211_ Impossível 

27. I roposefvel 

28. x' = O, x" ~ 9 
2 

29. iz' - O, x" • 2 6 
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) 
80. z' .. O, :JJ" • 4 .!. 

2 

81. • ' .. O, z" - 3 

32. •' - o, •" .. 2 
33. x' = + fi, ai'' _ _ ,fa 
34. x' = O, (x" = - 1 niio é 

eolução, pois, anui~ oe deno• 
d _ minadores). 

35. para - ~ o .,, _ + ✓ d ✓-d 
a ' -, 2'' • -
-- - -. a a 

36. para .E.±!: >. , • ✓-m ,,. O, x .. + P + n ,, ✓ P + 11 .. --, x -=- -
m m 

37. para a > o, ~• ✓ã .,-a 
.u e:.+ - z'' .,, a ' ... a 

38. para m F O z' .. O ~" n ) k 
' ,w -=---m 39. paramFO, kFO, x'=O,x"=m 

40. z' .. O, z" ... 21 

8. Resolução d _ 
/ ª equaçao completa. Seja a equação 

d 
ax2 + bx + e = O (1) 

on e a b e -
E ' e, sao todos os três d. f 

s~a eq_uaç~o é resolvida tra 1 crentes de zero e a positivo. 
CUJO primeiro membro ú . nsformando-a numa equivalente, rm quadrado perf eito. 'Pa1~C? que contém a incógnita, seja 
ormações : isso, faremos as seguintes trans· 

l.") multipliquemos amb 
por 4a, obtemos : os os membros da equação (1) 

i .") 4a2x2 + 4abx + 4ac = O 
somemos b2 aos d . 

portemos 4ac POJs membros dessa equação e trans· 
ara O segundo membro · temos : 

4a2x2 + 4abx + b2 = b2 - 4 ' 
Ora, o primeiro memb ac 

%,u + b ; então: ro dessa equação é o quadrado de 

O binômio 
(2ax + b)2 = b2 - 4ac 

b2 
- 4ac 

(2) 

que, com o seu- sinal, caracte . 
do segundo grau, é denominaJiza .º ~st~do das equações 

0 discriminante da equação 

J, 
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ax2 4 bx 4- e = O e é geralmente, representado por .6. (lê-se 
delta). 

Com relação ao discriminante b2 - 4ac, três hjpóteses são 
possíveis : 

1.") b2 - 4ac > O. Neste caso, podemos extrair a raiz 
quadrada de ambos os membros da (2), e temos: 

2ax + b = ± 1 b2 
- 4ac 

donde 2ax - - b ± ~ b2 -4ac 

e portanto 

1 
-b ± 1 b2 - 4ac 

:t a, 

2a 

A equação completa do segundo grau admitirá, assim, 
duas raizes reais distintas e que são respectivamente : 

{ 

x' = - b + ✓ b2 
- 4ac 

2a 

- b - "Q b2 -4ac 
x" = -------

2a 

2.") b2 - 4ac = O. A equação (2), agora, se reduzirá a 

(2ax + b)2 = O 
ou (2ax + b) (2ax + b) = O 
que é uma equação que se verifica com o anulamento de qual­
quer um dos fatôres que a compõem, isto é: 

. ,,. = -b {x' = ~ 2ax + b = O • • .., 20 2a 

e ou 
-b - b 

2ax 4- b = O x = -- x" = - -2a 2a 

Logo no caso do discriminante nulo, a equação completa 
, -b 

do segundo grau admitirá uma raiz dupla igual a 20 ou 
seja, duas raízes reais coinc·ident,es. ' 

1 
1 

1 

I 

1 

1 
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3-") b
2 

- 4ac < O. Neste ca - é · raiz quadrada de a b so, nao possfvel exLrair a 
real. P or tanto a~ ~: 0

~ membros da. equnçiio (2) no ca mpo 
admiLíndo rarz:s rea·q d9ao ~ompleta do segundo gran, não 
da equação complet: • 

1
r se im.possí~el r:esse _campo. As raízes 

e 1 . ' n sse caso, sao imaginán'as(**) . 
onc uímos, assim que a 1· · 1 -, 1mhaç·ao : 

1 b2 
- 4ac ~ O 1 (*) 

d:i?a pelas duas primeiras h' . 
existência das rafacs r . (d' ,p_ótcses, ~xpn me a condição de 
equação completa do eai.s d,:,tmtas ou coincidentes) de uma 

segun o grau. 
P elo fato da fórmula 

.t = - b + ✓ b2 - 411c 
2a 

se manter verdadeira co t. . 
particulares de b _ 0• mo é fac!I ver ificar a inda nos casos 
. - e e-o ' rncompletas, ela é d .- ' que originaram as equações , 
equação <lo segundo ;:~~ma.da f órmula resolutiva gerol dll 

EXERCiCIOS DE APLICA.CÃO 
Resolver as seguintes e - ,.. 
1.ª) 

2 
quaçoes completas el o segundo grau: 

6x + 7x -3 = O 
Nesta e . quação, temos : a = 6 b -
Aplicando a fórmula . 

1 
. , - 7 e e = - 3. 

i eso utiva geral 

x = - b ± V b2 - 4ac-
. . 2a 

e substitumdo as letras pelo 
s valores numéricos dados obtemos : 

- 7 + ✓ ( - 7)2 ' 
X = - - 4 X 9 X ( 3) 

=---- 2XG 
(*) Lê-so: discrimin!lnto maior ou ioual 

( ••) A ri,:r> • n zero r n e:rpressão oxo.tn serin comp/e;,; • 
ªº• Quo será vistn no coléii:ío. 
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ou 
- 7 ± ✓,19 + 72 -7 ± Vl21 -7 ± 11 

X= = = 12 12 12 

donde as raízes 

-7+11 4 1 

r = =-- = -
12 12 3 

• 
x" = 

-7-11 - 18 3 
= -- = --

12 12 2 

ÜDSERVAÇÃo: Essa mesma equaç!io pode ser resolvida sem o auxílio 
dn fórmula rcsoluLiva, l.msLaudo para tanto aplicar o artifício usado para 
a deduçiio dessa fórmula. f; evidente que êste modo de resolver a equação 
ó mais Lrnbalhoso. A t ítulo de exercício, porém, apliquemos o artifício 
cm questão no exemplo estudado. 

Seja 6x2 + 7x - 3 = O 

Mult ipliquemos por 4 X 6 (4a): 

4 X 6 X 6x2 + 4 X 6 X 7x - 4 X 6 X 3 = O 

Somemos 72 (b2) a. ambos os membros e transportemos 4 X 6 X 3 
(1ac): 

4 X 6 X 6x2 . + 4 X 6 X 7x + 72 = 72 + 4 X 6 X 3 

ou 22 X 02 X z2 + 2 X 2 X 6 X 7x + 72 = 72 + 4 X 6 X 3 

e portanto 

o como 

vem: 

ou 

(2 X Gx + 7) 2 = 72 + 4 X 6 X 3 

72 + 4 X 6 X 3 = 121 > O 

2 X 6x = - 7 ± ✓12 + 4 X 6 X 3 

1 
( x' = - -

x_ -7 ±"121= - 7±11 1 3 
- 2 X 6 12 ,, 3 

X = -2 

- 2x2 + 6x - 3 = O 

M ultiplicando ambos os membros por - 1, vem: 

2x2 - üx + 3 = O 

onde: a = 2, b = - 6 e e = 3 
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Aplicando a fórmula resolutiva, temos: 

x = -(- 6)± ✓ (- 6)2 -4X2X3 6 ± V36-24 
2X2 =------~ 

donde as 

= 6 + fü - 6 + 2✓3 
4 - 4 

6 + 2✓3 = ---'----=- = 
4 

6- 2V3 { 

x' 
raízes 

x" = 
4 = 

3.ª) 4x2 = 12x - 9 

4 

3+ ✓3 
2 

3 - -<J3 
2 

Transpondo os tê d 
meiro, vem: rmos O segundo membro para o pri-

4x2 - 12x + 9 = o 
onde : a = 4, b = - 12 e c = 9 1 
dão: , que, substituídos na fórmu a, 

X= -(-12)± ✓ (-12)2 4X4X9 = 12 + ✓ 144 - 144 12 ± 0 
2X4 8 =~ 

donde: 2 
{

x' =ls2=~ 

ou 

x" = 12 = 3 
8 2 isto é, as raízes são coincidentes, 
x2 

4 - scx - 1) = _ ~ _ _ 
2 -

Eliminando os denominad . ( 
. ores m. m. e. ""' 4), vem: 

x2 - 12(x - 1) = - 6x2 - 4 

x2 - 12x + 12 = - 6x2 - 4 

Reduzindo os têrmos semelhantes no temos : primeiro membro, 
7x2 - 12x -$- 16 _ 0 
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Aplicando a fórmula, resul ta: 

12 + -<J 144 - 448 12 ± ✓ - 304 ( f . ºná . ) X = -....:= _____ = ----- ra zes ,magi rias 
14 14 

Logo, a equação proposta é imposs-!vel no campo dos 
números reais. 

5.") X -j- 5 __ X - 7 = 3 (*) 
x - 3 x+2 

. Temos, m. m. e. = (x - 3) (x+2). E liminando os deno­
mmadores, vem : 

(x+2) (x+5) - (x - 3) (x - 7) = 3(x - 3) (x+2) 

ou x2 + 7x + 10 - x2 + IOx - 21 = 3x2 - 3x - 18 
ou ainda: 

- 3x2 + 20x + 7 = O 
Multiplicando por - 1 : 

3x2 
- 20x - 7 = O 

Donde: 

20 :f: v 400 + 84 20 ± ✓ 484 20 ± 22 
X= = = 

6 6 

r- 20 + 22 =7 
6 

x" = 
20 - 22 1 = --

6 3 

6.11) x 2 - (a + b)x + ab = O (equação literal) 

Aplicando a fórmula, temos: 

6 

(a+b) + -<J (a+b)2 - 4ab (a+b) + V a2+2ab+b
2 

- 4ab 
X= 2 = 2 
ou -,,-- -=-~~ ✓--...,-,,... 

(a+b) + ..;J a2 - 2ab + b2 (a+b) + · (a - b)
2 = 

X""' . 2 = 2 

(a+b) + (a - b) 
= 2 

d . d roo que figurnro Dl\ equnçfio, 
(*) Os valores do :e nilo devem anular os onouunn o f ·t no § 4 pág 76) 

<1uo ó Jraciondria, poróm, rodutlvol no eogundo grou (estudo " ser 8 1 0 
' • 
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donde as rnfzcs ::, : o+ b ~ a +b : :b : : 
{ 

a+b + a - b 2a 

2 2 
9. Discussão das raízes. Recordemos que a e:tisténciaÓ 

ou não, das raizes da equação do segun<lo grau ax 2 + bx + c = 
no ca.mpo real, depende do discriminante 

Assiro, temos: 6 = b2 - 4ac 

1. se 6 > O a equação admi te 

I -b + ✓"7:; 
duas raízes reais: 

X=----- e -b - ✓6 
x" = 2a 2a 

que são desiguais, pelo fato de uma ser da.da pela, som~ 
e outra pela diferença de duas quantidades não nu!ns ' 

2. se 6 =O, a equação admite duas raízes reai s e iguais ª -b 
-2 , pois, 

a -
- b - ✓ O 

x' = -----2a e x" = -b- ✓O 

b o que acarreta. x' = x" = - -
2a 

2a 
se 6 < O, a equação é impossível, isto é, não admiLc 

raizes no campo real; as rafzes são imaginárias . 

{ 
6 > O, raízes reais e desiguais 

RESUMO 6 = O, raízes reais e iguais 
A O , s stío ~ < , não há raízes reais (as rai~e 

imaginárias) 

EXERCI CIOS DE APLICAÇÃO 

1. Discutir a existência das raizes das seguintes equa~•õrs: 
I. 11

) 3x2 - llx - 4 = O 

Como : a = 3, b = - I J e e = - 4, vem : 
6 = ( - 11)

2 
- •! X 3 X ( - 4) = 121 + 48 = 169 > O 

(raízes reais e desiguais) 
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{ 

11 _ ✓w = u - 13 = _ ~ 

Temos, po;, , ns 1·• i2cs ::, : lJ + º✓169 - 11 ~ 13 -
4 

9 

2.n) 4x2 - .J.t + 1 =: O - 16-16 = O 
Temos : 6 = ( - 4)~ - 4 X 4 X 1 -

e iguais) 

Logo, x' = x" = 4 ± O 
8 

=-
2 

(rafzes reais 

3. ") 5x
2 + X + 3 = 0 Q ( Í S 

= 1 - 60 = - 59 < ra zc Temos : 6 = 12 - 4 X 5 X 3 
imaginárias) 

Logo, não há raízes reais. _ 

2 . Dizer para que va ores 1 de m a equaçao 

x2- 6x + m = O 

1.0
) tem raízes ren1s e ' · desiguais· 

2.0
) tem raizes reais e iguais ; 

3.º) não tem rnízes reais. dº .· ·nante da equação 
. . . 1 en t.c O 1sc11m1 Consideremos, micia m ' 

proposta : b2 _ 
4

ac = 36 - 4m 

Devemos fazer as hipóteses : 36 m < 9 ; 

1. a6 - 4m > O, que acarreta = !: : = 36 m = 9 ; 

2. 36 - 4m = O, " " _ 
4

m < _ 36 . · . m > 9· . 

3. 36 - 4m < O, " " - ·oposta serão desi-
í es da equaçao pr - 9 e não R esposta : As :ª z < 9 . iguais se m -

guais se m ' z m > 9 . . - o cam po rca se 
exislirao n . i es da equação 

d Te a fim de que as rn z 3 Qual deve ser o valor e ' l) + k _ 2 = O 
· x2 + (Te - x 

sejam iguais f 
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Para que as raízes da equação do segundo grau seja m 
iguais, é necessário que o discriminante seja n ulo. Logo, 
fazendo 6 = O, vem 

(lc - 1)2 - 4(k - 2) = O 
ou k

2 
- 2k + 1 - 4k + 8 = O 

k 2 
- 6k + 9 = O 

cujas rafzes são : k ' = lc" = 3 

Resposta : O valor de lc, que torna iguais as rafzes da 
equação proposta, é 3. 

10. F6rm ulas simplificadas A fórmula resolutiva se 
simplifica nos seguintes casos: 

l.
0

) O coef iciente de x2 é igual à unidade (a = 1). Nesse 
caso, a equação é escrita sob a forma 

ou 

x
2 + px + q = O 

conhecida pelo nome de f orma p, 
fórmula resolutiva, vem : 

X = = p ± ✓ p2 - 4q - p 
= -+ 2 2 -

X = .:R_ ± ✓ P2 
- 4q 

2 4 
e, finalmente : 

X = ::.E_ + ✓( p ) 2 2 - - -q 2 

q. Aplicando ª 

APLICAÇÃO : R esolver a equação 

x
2
-6x + 8 = O 

Temos : P = 6 e q = 8; aplicando a forma p, q vem : 

6 ✓ 36 -
X = 2 ± 4 - 8 = 3± 1 9 - 8 i= 3±1 

\Tem: 
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{
x' = 3 + 1 - 4 

donde as raízes x" = 3 - l ca 2 

8S 

, 0 par (b =2k) (*) Se b O coeficiente de x é um nume~ do a fórmula reso-
é par temos b = 2k; 11P can 

' -lutiva na equaçao. 

ax2 + 2lcx + c = O 

2k ± 1 4(lc2 - ac) _ 27c ± ..;J 47c2 - 4 X a X c = =-=:~=--...:~
2
~
0

:----

2a 

e, finalmente : -

1
- = _ k +a✓ k 2 - ac 1 

-o APLICAÇÃO : R esolver a equaça 

Sx2 + 8x -4 = O 

Temos : 2Tc = 8 
vem: 

k = 4 ; aplicando a fórmula acima, 

4 + ..;/ 16 + 20 
X= 5 

4 ± 6 
=-5- { 

x' = 2 

2 
x" = - 5 

Õ DO SEGUNDO GRAU EXEncrcros SÔBRE EQUAÇ ES ) 

Como prática, do grau que 88 seguem. · d fórmula R esolver as equações do eogun 
88 

também, sem o au~füo ª 
1111 t rês primeiras devem eer reaolvld ' 

reaolutlva . / lO. 0,2 + 0,8y "" 111 

1. 2x
1 

- 9x - 5 - O 
11 1 2

x, + O,lx- 0,6 "" O 
')( 2. - 3x

1 + l Oz - 3 "" O 
12

· x; + 140 = 20 - 26.z 
-J 3. 11' + 811 + 15 "' O 

13
: x(x _ 1) - 60 = 60 + 

111 
- 4. 4x1 - 12x + 9 ""' O l4. t(t _ 15) - 100 = O 

6. 2z• + 3z + 25 - O 
15 

(x + 5) (x + 2) = 40 _ 

0 - , 6. - x ' + lOx - 25 • O 
16

: (x _ 20) (x + 20) + 42:11 

--;. • 7. x• + 12z ... 160 
17

_ (1I + 1)' .,. 3 + Y 

" 8. :11• - 32 - 4x 18 (2x + 2)1 - - 16 
9. zl + 24z - 15 + 10:D • 

Cº) Forma aera l dos ntlmoro• p 11rea: 
. mõltiplo dA li). l k (ou aeJ&, um 
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Hl. (2x + 1)1 = O 

20. u• - 2u - 1 = O 

21 . x' + 4.z - 1 = O 

8 
22. 

100 
= 0,6x - x' 

23. z 2 + 2 '15.x - 1 = o 
24. 311 + t + 1 = O 

25. 2x2 
- 4 ✓ 2.z + 2 = O 

26. ( ; - 4) 2 = 0 

27. z' + 1_ = 7z 
32 8 

y' y 8 28
º 3 - 9 = 3 

29. x' - ~ = .!. 
12 12 

7z 1 
30. - = _ -x' 

24 4 

31. 3x' + ! =- 4x 

32. 6u + 5u• + !_ = 0 
5 

33. (x - 8)' + (z - l)' = (x + 1)' 

34 ~ 3x -xi 1 
• 2 --3--:z:+3 

ar;. Jx_- l _ Ox -1-0.,, w' - i (w - 1)' 
7 16 -,,--~ 

9 :,; ao. ~ ... ~ .::i 2 
X 3 

1 
37. y +- -.,, 5 

y - 3 

38 . ...::+.2!... = 47 
7 x+5 7 

39 . x(~º +x) =: 
4.0. _ x_ + _x_ = 1 

x +l x + 4 

41. 15 _ 72-Gx = 2 
X 2x2 

42. X + 1 + 1 = _x_ 
X z-1 

43. ~ =x +l 
x +l x-1 

44. 311 = : (t + : ) + 2t
1 

6 3 3 
45. ----- = 2---

x2-1 X+ 1 X+ 1 

46_ 2x - 1 _ 2x - 3 + 2. .., 0 
x-1-1 x - 2 6 

X+ 1 5 
47. -- - -- =2 

X z-2 

48. X -1- 1 + Z -1- 2 = 2x + 13 
z-1 x - 2 z+l 

40 ~w -1- l ,,, T 1 0 
. -;-:n - ~ f2 "' ~ ~ 

no. i a 1 1 
3x'- 27 + 4 - a, " :l -

E quações literais 
51. z 1 - 4az + 30 1 = o 
52. z1 - 8ax + 15a 2 = O 

53. :z: 1 + (a + b):z: + ab - o 

54. z 1 - 2ax + ai - bl • O 
55. :z:2 - 2abz - a 2bl cs O 
66. ~ 1 - 2(a + b)x + ab - O 
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57 z1 - a i 
- ~ =x- b 59. x• - ( : + ! ) :i: + 1 = O 

58. x' + a + b x + ~ = O 
m m1 

X 2a 8a1 

60· ~ - x + a = x• - a' 

Discussão da cxist.ência das raizes 
63. - 2y' + y - 5 = O 
64. 5x' - 6x = O 

61. 3x1 - lOx + 3 = O 
62- x2 

- 8x + 16 = O 
65. 6t' + 5 ... o 
06. Paro. que valores de m n cqunção z2 - 4x + m = O: 1.

0
) admi te 

rnízes reais desiguais; 2 .0 ) admite rnfzes reais igunis; 3.0
) 11ão 

ndmite rnfzes (no campo renl) . 
67. Mesmo problema. com n equnçiio x• - 8x - n = O. 

68. D eterminar o valor de n para que ns rnJzcs dn equnçiio 
(n - l)x' + 2 (1 - n)x + 3n = O 

sejam Iguais . 
69. D eterminar os valores de k , a. fim de que n equação 

x2 + 2kx + 7k' = O 

admita ra.ízea desiguais . 
70. P ara que valores de m a equação 

(4m - l)x2 + 12mx + 9m - 8 = O 

tem raízes desiguais ? 

RESPOSTAS: 

1. x' = 5 z" = - ~ 
' 2 

2. x' = 3, x" = 1 
3 

3. y' = - 3, y" = - 5 
J / // ;1 
4. m • a::: = --

:oi 

6. Impossível (no campo reat) . 
6, ;r,' !'!" ;11" ... Q 

7. :t' - 8, :t" .. -20 
8. x' .,. - 4, x" .. 8 
9. 111' • 1, r,," - - 13 

10. y' = 1, 11" = - 0,2 
2 3 

11 X , = - z" = - -. 3' 4 

.12. x' = - 6, x" = - 20 
13. x' = 12, x" = - 10 
14. t' = + 20, t" = - 5 
15, :i;' = 3, x" = - 10 
16. li' F' 1'11 p" - - 60 

17. 11' - 1, v" - - 2 
18. Impossível 1 
10. a,' - ª1" = - 2 

20, u' • 1 + -<J2, u" - 1 - -<J2 
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21. z' '"" - 2 + <Jíf a," - - 2- "4-o 1 1 22. 21' - 0 2• ll" - Ü 4 

23. :t' = - ·JT + ✓o, x" - - ✓s - ✓i- , , 
24. Impossível 

25. :t' = ✓2 + 1, :t" "" ✓2 - 1 
26. :t' = :t" = 12 

27 , 3 1 
. z = 4' z" = 8 

28. y' ""' 3, y" = _ _! 
3 

29. z' = .!. ~" = 1 3'.., -4 

30. :t' = ~ ~" 2 8'.., =-3 

31. :z:' = z" "" - _! 
3 

32. v' "" v" = _ ~ 
5 

33. z' = 16, z" = 4 

34. z' = 5, z" = _ .!. 
2 

35 
, 11 

. z = 12' z'· = 5 

36. z' = 3, z" = _ 9 

37. y' = y" = 4 

38. z ' = 44, z" = _ 2 

39. x' = ! , z" = _ 4 

40. z' = + 2, z" = _ 2 

41. z' = 6, z" = 3 

42 ~· 1 + ✓5 " 1 - ✓5 ,..,=---X=~ 
2 ' 2 

43. z' = O, z" = 5 

44. t' = .! t" = _ E._ 
5' 5 

45. z' = 2, x" = _ 2 

46 
, 31+3 ✓ 57 31 - 3 ~ 

. z = -'----"-- z" a:::r 
14 ' 14 

47. Impossível 
48. z' = 5, z" = 1, 2 
49. z' = O z" = - 4 

50. z' = - 6 + ✓21 " - 6 - ✓ 21 , 
3 ,z ----

51. z' = 3a, z" = a 
62. z' = 5a, z" = 3a 

3 

1 
53. x' = - a, z" = - b 
54. x' = a + b x" - a - b 

55 x' = . b (1 iJ- ' · ·ª + 2 ), m" • ab (1 - ~2) 
56. x' = ~ ~" _ b 2'.., -2 
57. x' = 2b + a, z" - 2b - a 
58 , -a " -b 

• :z; .,. m' z .. m (m s,.s O) 

a b 
59. r,;' .,, b' z" "" 7 (a r5 O, b ~ O) 
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60. z' - 3a, z" ... - 2a 63. n!io há raízen reala 
61. raízes reale e desiguais 64. raízes reale e desiguale 
62, raizee reala e Iguale 65. n!io há raízes reale 

66. 1.0 ) m < 4, 2.0 ) m = 4, 3.0
) m > 4 

67. 1.0 ) n > - 16, 2.0 ) n "' -10, 3.0
) n < - 16 

1 (*) 
68. 

2 
69. Impossível 60. m > : 1 ( ;é ! ) 

RELAÇÕES ENTRE OS COEFICIENTES 
E AS RAfZES 

89 

ll. Relações prin cipais. Das relações existentes entre 
ºe s coeficientes a, b, c e as raízes x' ex" da equação ax

2
+bx+c = O 

D. ~ O), as mais importantes são as relativas à soma e ao 
produto das raizes. Essas relações serão estudadas a seguir. 

PRIMEIRA RELAÇÃO : A soma das raizes da equação do segundo 
-b 

grau ax2 + bx + e "" O é igual a -• a 

b 
x' + x" = - -a 

De fato, sejam as raizes 

- b + -J b2 
- 4ac 

x' = --~------2a 

- b - v b2 - 4ac 
x" = --- ------2a 

Somando, membro a membro, obtemos : 

b + v b2 4ac - b - v b2 
- 4ac 

x' * x" = - - + - - -----2a 2a 
ou 
x' .±. ,,-_ _:b~.:f-_' _~:...b:..2_-~4_ac~_-_ b_-__ ~_b_2_-_4_ac _ _ ~ __ !_ 

" x ""' 2a 2a a 

(*) O outro vnlor de n (n - 1), como ó óbvio, n~o pode sor coruiidemdo. 
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portan to 
x' + x" = - !!... 

a 
SEGUNDA RELAÇÃO: O produto das raizes da equação do segundo 

grau ax2 + bx + e = O é i(Jual a e 
a 

. Com efeito, mult iplicando, agora, membro a membro, as 
igualdades que dão as raízes x' e x", t emos 

x' . x" = ( - b + 
2

: b
2 

- 4c ) . ( - b - ✓2~2 - 4ac ) = 

x' . x" = 

Portanto: 

E xemplo: 

= ( -b + ✓ b2 - 4ac) ( - b - ✓ b2 - 4ac) (*) 

4a 2 

( - b)2 - <✓ 1J 2 - 4ac)2 = b2 - (b2 - 4ac) = 
4a2 4a2 

b2 
- b2 + 4ac 4ac e = - --~-=:.:::.:. 

4a2 = 4a2 = ã" 

x' . x" = .!:.. 
a 

Na equação 3x
2 

- IOx + 3 = O, onde a = 3, b = -10 e 

e = 3 e as raízes sa~o x' = 3 e x" I = 3 , temos : 

x' + x" = 3 + ..!_ = 10 = - b 
3 3 a 

x' . e 
a 

x" = 3 X ! = I = 
e a,g relações entre os coeficientes e as raízes se verificaram, 

(*) P roduto da soma poln difer~nça do d . d'Jerenca 
doa auadrado• dessas expre85ões. uaa expressões, quo ó 1gunl à • 
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OnsEnv AÇÃO. Se na equação do segundo grau o coeficiente a "' 1, vem : 
x' + px + q "' O (forma p, q) 

1 
-p 

x' + x" = -
1
- e, - p 

oude 
x' . x" = i .. q 

deduz-se que tôdn equação do segundo grau, cujo coeficiente de x' 6 Igual 
a 1, satisfaz ae duna seguintes rel::i.çlícs: 

l.") A soma das raizes é igual ao coeficiente de x com o 
sinal trocado ( - p). 

2.") O produto das raizcs é i gual ao- tbmo constan te (q). 

R epresentando p por S (soma) e q por P (produto) podemos, 
pa ra melhor memorizar êstes result ados, escrever a equação 
em estudo da seguinte maneira : 

1 x 2 
- Sx + P = O 1 

EXERCÍCIOS DE APLICAÇÃO 

N a equaçfío x 2 - mx + 36 = O, determinar m de modo 
que uma de suas raizes seja igual a 9. 

Pelas relações ent re as raizes e os coeficientes, devemos ter : 
x' + x" = m 
x' x" = 36 

Sendo x' = 9, segue-se, em virtude do produto ser 36, 
que x" = 4, e, portanto : 

1n = x' + x" = 9 + 4 = 13 
R esposta : O valor de rn é 13. 

2.0 ) Determinar p na equação x2 - 8x + p = O, de modo que 
uma das raizes seja o tri plo da outra . 

Temos, pela condição do problema e pelas relações est u­
dadas, as seguintes equações : 

x' = 3x" 
x' + x" = 8 
z' x" = p 
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Substituindo o valor de x' na segunda equação, vem : 
3x" + x" = 8 . · . 4x" = 8 . · . x" = 2 

e, portanto : 

3.") 

x' = 3x" = 3 X 2 = 6 

Logo, p = x' . x" = 6 X 2 = 12 

Resposta: O valor de p deve ser 12. 

Determinar o valor de m na equação 

3x2 
- ( 2m + ! )x + l = O 

1 
de modo que a soma de suas raízes seja igual a 3' 

Sendo a = 3 e b = - (2m + ..!._), pelas relações conhe-
cidas, temos : 5 

x' + x" ""' 

1 
2m+-

5 
3 

1 . e como no problema a soma das raízes é igual a 
3

, vem· 
•, 1 2

m +. 5 1 1 4 4 ~ 
3 = 3 ou 2m + 5 = 1 . · . 2m = 5 . · . m = 

10 
= 5 

Resposta : m d~ve ser igual a ! . 
4.•) Calcular m de modo que a equação x2 - 15x +. (8m+2) = O, 

tenha a diferença das raízes igual a 5. 

Temos : x' + x" = 15 (1) 

x' . x" = 8m + 2 (2) 
x' - x" = 5 (3) 

D e (1) e (3) vem j ~; ~ ~;; : !5 que dá: x' = 10 ex" = 5 

48 
Como: x' . x" .,. 8m+2, vem 8m+2 = 50. · . m - 8 = 6 

Resposta : m = 6 
1 

J 
1 
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r CONSEQÜ:f!)NCIAS 
0\ 

12. P rimeÍI'a aplicação1 cornposi!;ão da equa!;ãO 
dadas as raízes. Podemos, agora, resolver o seguinte pro­
blema: formar a equação do segundo grau que tenha como 
rafaes dois números(*) dados. 

A equação procurada será da forma : 

x2 - Sx + P = O, 

onde o coeficiente de x2 é a unidade, S a soma e P o produto 
das raízes. 

Exemplos: 
I.0

) Formar a equação do segundo grau que admita 2 e 5 
como raízes. 

Como x' = 2 e sendo S = 2 + 5 = 7 
x" = 5 P = 2 X 5 = 10 

temos, substituindo êstes valores na equação x2-Sx+ P =O, 

x2 - 7x + 10 = O 

que é a equação procurada. 

2.0
) Qual a equação do segundo grau que tem - 3 e ! como 

raízes? 

T , 1 - 12 + 1 - 11 
emos X = - 3 {S = _ 3 + _ = = --4 4 4 

onde 
,, 1 1 -3 

X = 4 p = (- 3). 4 e, 4 
e a equação procurada será : 

x2 + 11 x-l.=o 4 4 

ou 4x2 ~ 11 X - 3 e, Ü 

(•) Ou expNlSSõee. 
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3.0
) Formar a equação do segundo grau cujns rnízr s scjn m 

U + V e U - V. 

Temos: x' = u + v {s = u + v + 'U - v = 2u 
·" ontle 2 2 x = u - v P = (u+ v) (u - 11) = v - 11 

e a equação que se quer formar é : 
x2 

- 2ux + u 2 - v2 = O 

13. Segunda aplicação : Det e rminação de d ois m í111 e­
ros (ou duas expressões) conhecidos a su a soma e o .<:e u 
produto. 

Os números procurados são as raizes ela equação 

Exemplo. x
2 

- Sx + P = O 
,, 

Determinar dois números cuja soma é 19 e cnjo produto é 84-
Devemos ter : 

S = 19 e P = 84 
e, portanto, os números procurados são ns rafzes da equaçiio 

x2 
- l 9x + 84 = O 

isto é : x' = 12 e x" = 7 

Resposta: Os números procurados são 12 e 7. 

; \ 14· Terceira aplicação: Determinaçã o dos sinais da!! 
,, raí~es (Regra de Descartes). 

Seja a equação do segundo gra u 

ax2 + bx +e = o 
0nde ª é considerado positivo. Os coeficientes a b e e podem 
apresentar as seguint es combinações de sinais : ' 

I. 
II. 

III. 
IV. 

Lembrando que 

x' + x" 

a b e 
+ + + 
+ + 
+ 
+ 
b = - -
a e 

+ 

x' . x" = e 
a 

r 
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observemos os sinais das raízes x' e x" estudando as combi­
nações acima : 

z' . x" x' + x" Sinais dM rafzC's (x' o x") 

t + - ambas ncgativna 
II + + ambrui positiva.~ 

III - - rm• "''""" ' uutm pu,;ti,o (• nega t iva é n de maior valor absoluto) 
IV - + uma positiva e outra negativa (a 

positiva éa do maior valor absoluto) 

Portanto 

a b e x' x" 
------- ---

I + + + - -
----- - - --

II + - + + + ----- - - -
III + + - - + 

--------
IV + - - + -

n:stes r esultados podem ser guardados pela Regra dos 
Sinais de Descartes baseada na permanênci a e na variação . 
dos sinais dos núm~ros a b e e. Tôda vez que dois dêsses 

, ' numeros consecutivos tenham sinais iguai s, êlcs apresentam 
uma per-rnanência, e tôda vez que os sinais são diferentes, uma 
variação. Dessa forma, vem imediatamente : 

I. com duas permanBncias ( + + +) temos { duas ra!zes negatiilas 

II. com ditas variaçl1es . ... (+ - +) temos { duas raízes positivas 

{ 

dtias raízes de sinais con-
III. com t pcrm. e 1 varia. ( + + - ) temos trár-ios (a ncg. é a 

maior cm v. absoluto) 

{ 

duas rafaes de sinai s con-
IV. com t varia. e 1 perm. ( + - -) temos trários (a pos. é a 

maior emv. absoluto) 
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Temos, assim, a seguinte Regra dos SinaiB de DescarteB I 

!'Uma. equação do segundo grau, de discriminante 
positivo, tem tantas raizes positivaB quantas as variações 
apresentadas pelos seus coeficientes e tantas raízes negar 
tivas quantas as permanências; no caso da equação 
apresentar uma variação e uma permanência (nessa ordem) 
as du3:s raízes são de sinais contrários, sendo positiva .ª 
de ma10r valor absoluto, e em caso oposto (permanência 
e variação) as duas raízes têm sinais contrários, sendo, 
porém, negativa a de maior valor absoluto". 

EXERCf CIOS DE APLICAÇAO 

Determinar os sinais das raízes das seguintes equações: 

1.ª) x2 + 5x + 6 c::i O como b. = 1 > O 
temos: + + + (2 permanências), e portanto as duas 

raizes são negativas (x' = - 3, x" = - 2). 

2,") 3x2 + llx - 4 = O ( b. = 169 > O) 
Temos: + + - (1 perm. e 1 varia.), logo as d~as 

raízes têm sinais contrários, sendo negativa a de maior 

valor absoluto ( x' = ! , x" = - 4). 

( b. = 1 > O) 
Temos : + - + (2 variações), logo as duas raízes 

são positivas ( x' = ; , x" = ~ )-

4. ª) - 3x2 + x + 10 = O ( b. = 121 > O) 
Temos: - + + (1 varia. e 1 perm.), logo as d~as 

raízes têm sinais contrários, sendo positiva a de maior 

valor absoluto ( x' = 2, x" = - : ). 

NoTA: Ver no Ap~d;c,, pág. 207, o estudo de Biat8m/J8 1nmples do eeoundo 
(lfQU. . 
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EXERCfCIOS SÔBRE AS RELAÇÕES-ENTRE OS 
COEFICIENTES E AS RAIZES 

1. D eterminar m na equação x• - Bx + m = O, de modo que 
4 

1.0) uma daa raízes seja Igual a 6 ; 
2.0) uma do.e raízes eoja nula; 

8.•) M rafzel! eejam lnveraM entre el ( z' .., z~') ; 
4.0 ) a soma dos quadrados das raízes eeja Igual a 40. 

2. Na equação :i;1 - 7lJl + 36 - O, determinar n de modo que: 

1.0 ) z' .. 4 

2. 0) :i,' - z" 
8.•) z' - - z'' (elmétrloaa) 
4.0

) z' - 4 -{a. 

41 

8. Determinar k na equação: a,1 - (k + 4)z + (4k + 1) .. O, a fim de que 

1.0) as raízes sejam reais e Iguais; 
2.•) as raízes sejam reais e simétricas; 
8.•) uma das raízes eeja nula. 

4. Calcular m, a flm de que a equação x1 -12x + (17 m - 2) - O tenha 
a diferença das raízes Igual a 4. 

li. Formar as equaçõe! do eegundo grau que tonham como raízes, re,­
pectlvamente : 

"" 1.•) 2 e 5; 
L 2.0 ) 7 8 - 3j 
L 3.0

) - 1 e + 1; 
~ 4.•) - 8 e - 7; 

2 3 
f- 5.0 ) 3 e 4 ; 

L 6,º) 
2 3 
6 8 -4; 

t 7.•) 1 1 
ãº ã 

J- s.•> a o o,a; 

1 
l- 10.•) - 0,02 e 6 ; 

11 
11.0) - 4 e - 2 ; 

15 45 
12.0) 2 e 2 ; 

13.•) 3 + tt e 3 - ~2 
14.0) 42 + 1 Q -42 -:- 1, 
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15 º) 1 + ✓2i e . 2 

16.•) 2 + ✓2 
2 e 

17.0
) a e b; 

18.0
) a e - n; 

19 º) a - b 
· 2 8 3; 

1- ✓21. 
2 I 

2 - ✓2 
2 

20.0
) a + b e a - b; 

21.0
) -

1
- e -

1
-

a + b a-b 
1 

22.0
) a + b e --· a+ b' 

23 .)a+b a-b. 
· a - b 

6 a+ b' 

24.0) a 2 - b1 e a2 + b'; 
25.0 ) a + ✓b e a - -vb; 

6. Determinar dois aómcros que tcahnm, t· t ~ia e por produto: ~ rcspec 1vnmcn e, por sv .. · 

l.•) 18 e 45; 

2.•) 14 e 49; 

3.•) 4 e - 12; 

4.") - 10 e 16; 

6.0
) -10 e 21; 

6.•) 17 ..!_. 
12 e 2' 

7.•) 
19 
- e 22· 2 1 

8.•) 6 e 7 

o.•) 2 
1 

e 2 ; 

10.0
) (a + b) e ab: 

11.0
) 2a e a' - b2; 

12.0 ) 2a e a' - b; 
'i- 7. 

Determ~iar, pelu Regra de Descartes os slnale dos ra ízes dae seguintes 
equaçoea : ' 

l.•) x' + Bx + 12 = o 
2.•) 5x' - 12x - 50 = o 
3. •) 3x2 + lix - 4 = O 

5 1 
3x1 - -=-X+- = O 2 2 

5.•) ;i;' - Bz + 16 "" O 

6.•) - 2x• - X + 1 "" 0 

NOTA : Exercicios sôbre sistemas do s.• (/Tau, pág. 212. 

RESPOSTA!! : 

144 
L l.c) 2S j 2.•) O j 3 .0

) 1 j 4.0 ) 12. 

2. 1.0
) 13; 2.•) ± 12; 3.0

) Impossível (n .,, O); 4.•) 7 ✓"f. 

3. 1. 0) 6 e 2 ; 2. 0) - 4 ; 3. •) 1 
4 

4. m = 2 

õ. I.•) z1 
- 7x + 10 "" O; 2.•) z1 - 4x - 21 - o; 3.•) 

4.0) z' + 15z + 56 .,, O; 6.•) 12z1 - 17z + 6 .., o; 
zl -· 1 - 0 j 
6.•) 20z1 + 
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+ 7x - 6 = O; 7.0 ) 9x' - 6x + 1 = O; 8.0
) 2x' - 7x + 3 = O; 

9.•) 9:i:2 + 34x - 8 = O; 10.0
) 250x• - 45x - 1 = O ; 11.0

) 2x' + 
+ 19x + 44 = O; 12.0) 4x2 -120x + 675 = O; 13.0

) x 2 
- 6x + 7 = O; 

14.0
) :i:2 - 2 V2 x + I = O ; 15.0

) :i:2 
- z - 5 = O ; 16.0

) 2x2 
- 4x + 

+ 1 = O; 17.0 ) x• - (a + b)z + ab = O; 18.0
) x' - a' = O; 19.0

) 

6x1 - (3a - 26) x - ab = O; 20°) x= - 2ax + a 2 - b= = O; 21.0
) (a2 -b2)z1

-

- 2az + 1 = O; 22.0 ) (a + b)x' - [(a + W + 1] z + (a + b) = O; 
23.0) (a2 - b2) :i:2 - 2 (a2 + b2) x + (a' - b2) = O; 24.0

) z' - 2a'x + 
(a' - b') = O; 25.0) :i:2 - 2az + a• - b = O. 

6. l.•) 3 e 15; 2.0) 7 e 7; 3.0 ) - 2 e 6; 4.0
) - 8 e - 2; 5.0

) - 3 e - 7; 

7. 

2 3 11 - -=- 2 + ✓2 
6.0 ) 3 o 4 ; 7.0 ) + 4 e+ 2 ; 8.0) 3 + ✓ 2 e 3 - "2; 9.0

) 2 

2 - ✓2 ✓- ✓-e 
2 

; I0.0)aeb,· 11.•)a+ b oa-b ; 12.O)a+ b e a- b. 

l.•) negativas ; 2.•) siaaiB contrários, sendo positiva a de maior valor 
absoluto; 3.•) sinais contrários, soado negativo. a de ma ior valor 
absolu to; 4.•) positiva.a; 5.•) positivas; 6.•) sinais contrários, sendo 
negativa a de maior valor absoluto. 

§ 3. Trinômio do segundo grau. Inequações do 
segundo grau. 

ESTUDO DO TRINÔMIO DO SEGUNDO GRAU 

15. Definição. Chama-se trinômio do segundo grau a 
t odo polinômio da forma 

ax2 + bx + e ("') 

onde a, b e e, são números reais, sendo o coeficiente a diferente 
de zero, e x uma variável que pode assumir todos os valores 
do campo real, ou, como se costuma dizer, uma variável 
que pode tomar todos os valores desde - oo até + oo (lê-se 
"de m'enos infinito a mais infinito"). 

Exemplo : 3x2 - IOx + 3 

(*) NIio confundir o trin8mio do seirundo i:rnu com n equaçllo do segundo J(rl\U , 

d que uma igu.'\ldade (oz•+bz+c-0), 
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16. ~ érico. Supondo que a variável x assuma 
sucessivamente, em ordem crescente, os valores elo campo 
real, teremos que, em correspondência, variará t ambém 0 

valor do trinômio ax2 + bx + e. Indicando por y o valor 
numérico que o trinômio assume para um determinado valor 
de x, podemos escrever : 

y = ax2 + bx 4 e 

e dizer que y (valor do trinômio) é Jun,;ão da variável x. 
Determinemos, por exemplo, o valor numérico do tri­

nômio 
y = 3x2 - lOx -$ 3 

1 Para cada um dos seguintes valores de x: - 1, O, 
2 

e 3, 
obteremos : 

para x - -1, y = 3( - 1)2 - 10 ( - 1) + 3 .,,. 3 + 10-$ 3 ""' 16 
donde y[j> = 16 

para x = O, y c:1 3(0)2 - 10(0) + 3 = 3, donde Yco> = 3 

para X = ~ , y = 3( ! r -10( ~ ) 4, 3 = : - 5 -$ 3 r::o - : 

5 donde y(!) = - 4 2 

para x co 3, y = 3 . (3)2 - 10(3) + 3 ca 27 - 30 -$ 3 ""' O 

donde Yca> = O 

,,-· ,. 17. Raízes ou zeros. Os valores de x que anulam 0 

trinômio, isto é que tornam y nulo, sãoy·denominados raízes 
ou zeros do trinômio. ]} óbvio que essas'. raízes são as raízes 
da equação do segundo grau que se obtém igualando a zero 
o trinômio, ou seja 

2 
+ b ± 

0 ax ' x Tc= 

As raízes do trinômio do segundo grau serão também 
indicadas por x' e x". 

(º) Repre,entaollo do valor numárioo do &rin6mio v para :i: • - 1 

-· 
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No exemplo dado, 3 é uma das raízes do trinômio 
3x2 -10x + 3. 

Lembrando o que estudamos sôbre as equações do segundo 
grau (n.0 9), onde ,6, = b2 - 4ac é o discriminante, temos que: 

1. Se ,6, > O, x' e x" são reais e desiguais; 
2. Se ,6, = O, x' e x" são reais e iguais t 
3. Se ,6, < O, não há raízes reais, ou seja, nenhum número 

real anulará o trinômio. 

18. Decomposição em fatôres do primeiro grau. Con­
sideremos o trinômio do segundo grau 

ax2 + bx + e 
e suponhamos que admita raízes reai s, isto é, ,6, ~ O. Seja~ 
x' e x" as suas raízes. Recordemos as relações entre os coefi­
cientes e as raízes de uma equação do segundo grau (n.º 11), onde 

b b r '+ ") 
{

x' + x" = - - - = - ,x x 
a a 

e 
x' x" = -

a 

Colocando o coeficiente a do trinômio considerado em 
evidência, vem : 

ax2 + bx + e = a ( x2 + ! x + : ) 

e, substituindo .!!.. e .!!.... pelos valores dados acima, temos : 
a a 

ax2 + bx-$ e = a [x2 
- (x'+x") x + x'x"] -

= a [ x2 - x' x - x" x + x' x"] -

.... a [ x (x - x') - x"(x - x')] -

c:1 a (x - x') (x - x") 
Logo, a igualdade 

1 ax2 + bx + e = a (x - .x') (x - x") 
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dá a decomposição do trinômio do segundo grau em Jatôres elo 
primeiro grau. 

No caso particular em que x' = x", a decomposição se 
reduzirá à forma : 

ax2 + bx + e = a (x - x')2 

EXERCiCIOS DE APLJCAÇAO 

1.0 ) D ecompor cm fatôres do primeiro grau o trinômio 

Temos : 
2x2 - Sx - 3 

a = 2, b = - 5 e c = - 3 

e, portanto, I:!. = ( - 5)2 - 4 X 2 X ( - 3) = 25 + 24 = 
= 49 > O (raízes reais desiguais). 

Sendo x' = 3 e x" = - _!__ as raízes a decomposiçãO 
, C) ' 

sera : ~ 1 
2x2 - 5x - 3 = 2 (x - 3) ( x + 2 ) 

ou, multiplicando por 2 o último fator: 

2:r2 - 5x - 3 = (x - 3) (2x+l) 

2.0
) Decompor o trinômio 

y = - 4x2 + 12x - 9 

T emos : a = - 4 b = 12 e = - 9 e I:!. = (12)
2 

-' ' . ) - 4 ( - 4) ( - 9) = 144 - 144 = O (raízes reais e iguais · 

e ' " 3 d ·- á orno x = x = 2 , a ecompos1çao ser : 

Y = - 4( X - ; ) ( X - ; ) 

ou 
y = -4( x- ; y 

3.0) Decompor, em fatôres do primeiro grau, o trinô01i
0 

5x2 
- 2x + 8. 

Matemática - Quarta Série 53 

Como, nesse caso, l:::. = ( - 2)2 - 4 X 5 X 8 = 
= 4 - 160 = - 156 < O, não é posslvel efetuar tal decom­
posição. 

. 19. Forma canônica. É a melhor forma com que o 
trmômio se apresenta para o estudo de sua variação. Seja 
o trinômio: ax2 + bx + e 

Pondo a cm evidência, vem 

ax2 + bx + e = a ( x2 + : x + : ) 
Somando e subtraindo à expressão entre parên teses o 

número 
4
~: o valor do trinômio não se altera , e obtemos: 

ax2 + bx + e = a[ x 2 + t x + ::2 + : - ::2 ] = 
"-----v--"" 

4ac - b2 

4.a2 

b2 
- 4ac ] 
4a2 

cujo segundo membro é denominado forma canônica do 
t rinômio: (*) 
-L.. 20. Vadação em sinal e valor (sinal do tl'inômio). 
Consideremos o trinômio : y = ax2 + bx + e 
e estudemos a variação de seu sinal, quando à variável se 
atribuem os valores do campo real desde - oo até + 00 

Nesse estudo, como logo verificaremos, é de muita importâ.ncia 
o sinal do coeficiente a. Três casos temos a considerar : 

1°) l:::. > O. Neste caso, as raízes x' e x" sã.o reais e 
desiguais e o trinômio pode ser decompost.o em seus fat.ôres 
do primeiro grau : 

(I) y = a (x - x') (x - x") 
Sôbre uma reta orientada (**), representemos os valores 

das rnizes x' e x", impondo, agora por questão de ordem, qne 

[ b) ' !::,. ] 
l •) Quo tnu,b6m pode ser osoritn: li - a (:t + 2Ô - .jãõ 

e••} A<1ucln cm que ~e íi:,:n um sentido de percur~o. 
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x' sempre preceda x", isto ê, que x' seja um número menor 
que x". Os valores de x, compreendidos entre as raízes x' e 
x", constituem o intervalo das rafaes. 
----- ----1- --1 

- co z' z" + ao 

Os valores de x menores que x' (x < x') ou maiores que x" 
(x > x"), são denominados externos ao intervalo das raízes e 
os valores de x maiores que x' e menores que x" (x' < x < x"), 
dizem-se internos ao intervalo das raízes. 

Vejamos os sinais que o trinômio y passa a ter quando 
x percorre o campo real ( - oo a+ oo): 

1. Se x fôr um valor externo ao intervalo das raízes, isto é, 
se x < x' ou x > x", as diferenças 

- 00 

x - x' e x - x" 

que constam da decomposição (1), serão ambas negativas 
(no caso de x < x') ou ambas positivas (no caso de 
x > x"), e o produto delas será, portanto sempre positivo. 

Logo, o sinal de y dependerá sômente do sinal do 
coeficiente a, e, precisamente terá o mesmo sinal dêsse 
coeficiente. Ilustremos êsse ~esultado usando a repre­
sentação das raízes sôbre a reta onde um valor qualquer 
de x será indicado por x* ' 

+-
1 +- 1 
1 1 1-------

z. z' z" x. + 00 

1 -+ 

1 + 
-+ 

+ 
para X< X

1 para x > x" 
y = a (x - x') (x -x") y = a (x - x') x - x") 
1 1 ------~ l l 

____., .._..-, 

+ + l t t t -~ -+ -+ + $ - -$ + - - - + - - - + 
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2. Se x fôr um valor interno ao intervalo das raízes, isto i!l, 
x' < x < x", as diferenças 

x-x' e X - X" 

terão sinais contrários e, portanto, sendo o produto delas, 
negativo, o sinal do trinômio y será contrário ao sinal de a. 

Da mesma forma, agora, temos : 

1 + 1 
1-----+ +---1 

------1 1--- 1- --- --
- co z' z. z" 

para x' < x < x" 

y = a (x - x') (x - x") 
1 1 ------- ._,_ 
l l + . -
-=+ 
-t c::t -

CoNcLusÃo: S e l:i > o o trinômio terá o mesmo sinal de a 
para os valores de ~ externos ao intervalo das raízes e con­
trário ao sinal de a para os valores internos. 

NOTA : l!; 6bv1o que para um valor de z Igual ao das raízes, o trinômio 
■e anula. 

. 2.0
) l:i = O. Neste caso, as raízes x' e x" são reais e 

iguais (x' = x") e não há intervalo das raízes. A decomposição 
do trinômio será então: 

y = a (x - x')2 

Como para todo valor de x, diferente do valor das raízes, 
0 quadrado da diferença (x - x') é sempre positivo, deduzimos 
que o trinômio y terá sempre o mesmo sinal de a. Na reta, temos: 

+ -----11-----+ 
- 00 
------.----1 .----

r,' - :," + ., 
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para x ~ x' = x" 
y = a (x - x')2 

1 I<~ 
1 1 1 

+ + + 
- = - + 

CON CLUSÃO: Se 1:::,. = O, o trin6rnio terá o mesrno sinal de ª 
para lodo valor de x diferente do valor da raiz comum. 

3.º 1:::,. < O. Neste caso, o trinômio não tem raízes reais . 
E, pa ra. o estudo de seu sinal. elevemos usar a forma canônica 
do trinômio: 

y = a [ ( x + 2baY -

ou 
y = a[ ( x + 2ba y -

b2 
- 4ac] 
4a2 

4~2 ] 
1:::,. 

Sendo 1:::,. < O, t em-se que - 1:::,. > O e portan to - - ., > O, 
' 4a-

pelo fato de ser 4a2 sempre positivo. Da mesma forma, 0 

( b )2 
têrmo x + 2ª , por se tratar de um quadrado, nunc

2
a será 

negativo, seja qual fôr o valor de x isto é, ( x + ;a ) ~ O. 

Logo, o sinal de y é precisamente o mesmo sinal de a, 
qualquer que seja o valor a tribuído a x. Na represen tação 
sôbre a reta, temos : 

- 00 
---1 

+ 00 x. 
para qualquer valor de x 

y = a [ ( 
b f - 4~2 ] x+-

1 1 2a 

+ = + + 
- e:, - + 

_J)P; sr 
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CONCLUSÃO: S e 1:::,. < O, o trin6mio terá o mesmo sinal de a 
para qualquer valor atribuído a :t·. 

RESUMO DO ESTUDO DO SINAL DO TnINOMIO 

mia cla mia Abreviações 
.t. > o . · . --1---1--

x' x" mia - mesmo sinnl de a 

m/a m/a 
----1--- e/a - contrário ao sinal de a 

x' =: x" 

mia 

EXEHCÍCIOS DE APLICAÇÃO 

l.0
) E studar a variação do t rinômio y = 5x2 + 9x - 2. 

2.º) 

Como /:::,.=92 -4X5X(-2)=81+40=121 >0 

rn/a e/a rn/a 
temos: --1--1--

x' x" 
Sendo : a = + 5 > O, vem 

+ - + 
--1--1--

x' x" 
" l 

Í - 0 . x' = - 2 e x = -
5

, Determinando as ra zes, que sa • 

a resposta será : . d t .· A • y é positivo 1 , 0 s;nal o I m om10 
para x < - 2 e x > 5 (m/a); 

2 < < _!__ 0 sinal do trinômio Y é negativo (e/a). para - x 
5

, 

. 1 d t . ô io y - - 3x2 + 2x - 5. Estudar a variação do sma o rm m - · 
Temos : 1:::,. = 22 - 4 X ( - 3) ( - 5) = 4 - 60 = 

"" - 56 < O . · . mia 
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, Sendo a = - 3 < o aeg . . . 
para qualquer 1 t' "b ue-se que o smn.1 do trmômIO Y, 

va or ª ri uido a x, é neaativo (m/a). 
3 .•) Estudar a variação do sinal do trinômio x2 - 12x + 36. 

Temos : t:,, = 122 - 4 X 1 X 36 = 144 - 144 ° 
m/a m/a. ""'º .·. -1-

x' = x" 
Sendo a = + 1 > 0 proposto será ' segue-se que o sinal do trinômio 

raiz dupla (qu~ r;r)a qu~t~qu(er valor de x, diferente de sua 
, po31, ivo m/a). 

D" 
izer para que valores de x o trinômio: - x2 4- 7x - 10 é 

I. positivo 
II. negativo 

III. nulo 

Sendo 

temos 

Logo: 

t:,, = 
72 - 4( - 1) ( - 10) = 49 - 40 = 9 > O 

m/a c/a m/a 
- 1-1-

x' x" . 

- + -_,_, __ 
x' x" 

Como as raízes dê · . 
resposta será: sse trmôm10 são: x' ""' 2 e x" ""' 5, a 

I. o trinômio é ne t . 
intervalo da gaí ivo para os valores externos ao 

. . s ra zes, Isto é, para x < 2 e x > 5 ; 
II. o trmôm10 é • . 

ao intervaJ P1itivo para _os valores de x internos 
. . o as raízes, Isto é, 2 < x < 5 ; 

III. o trmôm10 é nulo 
raízes isto é para os valores de x igual às suas 

' ' x = 2 e x" = 5 
Mesmo.problema t · 1 • 

S an erior ;iara o trinômio y = 2x2 -3x 4- 8 
endo : t::,. = 9 - 64 = - 55 ue 

qualquer valor at "b 'd < O (m/a), segue-se q 
ri UI oaxdáa t ' A· • • o rmvm10 o sinal positivo. 
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Daí as respostas : 
I. o trinômio é positivo para qualquer valor atribuído a x J 

II. o trinômio nunca é negativo; 
III. o trinômio nunca é nulo. 

t . :I·. Posição de um número em relação às raízes do 
r!non110. Como aplicação do estudo do sinal de um trinô­

m;o, _é possível determinar a posição de um número dado em 
r; açao às raizes de um trinômio do segundo grau. Seja 
~ > O e x' e x" as raízes do trinômio 

y""' ax2 + bx + e 

Se n fôr, por exemplo, um número externo ao intervalo 
das raízes (vamos supor n < x') 

----1- ---1--1--1----
n x' m z" 

segue, pelo estudo já feito, que o valor numérico do trinômio 
Y Para x = n terá o mesmo sinal de a. Representando êsse valor 
numérico de y por Y<n>, devemos ter que o produto de a por 
Y<n> deve ser positivo, por serem ambos do mesmo sinal, isto 1:1 

a . Y<n> > O 
Se m fôr, por exemplo, um número interno ao intervalo 

d_as raízes (x' < x < x"), o valor numérico do trinômio y terá 
~mal contrário ao de a, e, portanto, o produto dêles será negativo, 
Isto é 

a. Y<m> < O 

Dessa forma, é fácil saber a posição de um número dado 
em relação ao intervalo das raízes. Basta calcular o valor 
n~mérico de y para x igual ao número dado e examinar o 
einal do produto dêsse valor numérico pelo coeficiente a. Se 
tal produto fôr positivo, o número dado é externo ao intervalo 
?as raízes ; e se fôr negativo, o número dado é interno ao 
tntervalo das raízes. 
Exemplo. 

Determinar as posições respectivas dos números - 2 e 4, 
em relação às raízes do trinômio : 

y - - I2x2 ,$ 246x - 120 
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T emos : a = - 12 . Basta calcu la r os valores numéricos 
do trinômio y para x = - 2 e x = 4. São 8\es : 

Yc- 2> = - 12( - 2)2 + 2-!G( - 2) - 120 = - GGO 
Yc·I> = - 12(4)2 + 240(4) - 120 = 672 

Examinemos o sinal de cada um dos seguintes produtos, 
para saber a posição dos níimeros propostos : 

a . Y<-2> = ( - 12) . ( - 6GO) > O . · . - 2 é externo 

a . Yc1i = (-12). (+672) < O . · . 4 é interno 

No:A- Pode-se, ainda, precisar melhor a posição de um nómero dado, 
em relaçao às raízeR de um _trinômio, desde que o coofrootcmos com 0 

nómero 9ue representa a semi-soma. dns raízes dêsse trinômio e cujo valor 
é conbemdo pela. relação 

x' + x" - b 
2 "" 2a 

(fácil de calcular, por serem conhecidos a e b no trinômio dado) . 

Dêssc modo, se o número propos to foi reconhecido c·omo externo ao 
In terva lo daA raízes, poderemos saber se ta l uómcro é menor que a menor 
dus raí~es (x') ou maior que a muiol' das raízes (x"), segundo êle ada. menor 
fu maior que a. semi-soma dessas raízes. O mesmo confrouto se poderá 
azer com um número iutcrno ao intervalo dns raízes. 

Para o exemplo acima, comÕ a ecmi-somn daa mízes é igual a. 

x' + x" _ - b - 246 41 1 
2 - 2a = - 24 = 4 = lO 4 

temos que o nómero - 2 precede x' e o nó.mero 4, Interno ao intervalo das 

ra.lz_es, prec_ede o ponto mrdio dessas raízes (1 0 ~ ) - Sôbre a reta, as 
posições desses números siio 4 

1;- ---1-1--~1-----1---
- 2 z' 4 1 ,, + 00 

10 - z 
4 

- 00 

22. Valor máximo e valor mínimo do trinôwio, 
Sendo o trinômio 

Y = ax2 + bx + e 
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uma junção de x poderemos, agora, estudar o modo com que 
variam os valore~ numéricos d~sse trinômio quando x percorre 
todo o ca mpo real desde - oo até + e.o, realçando_ o menor 
(mínimo) ou O maior (máximo) dos valores assum1dos pelo 

trinômio. 
Essa variação é est udada pela forma cnnônica 

que permite 

( X+ :a >2 
( x + 2ba >2 
nica vem : 

Y = a[ ( x + :a Y - 4~ ] 

nprcciá-la, a partir dos valores que assume 
b 

no variar de x. Para x = - 2a a expressão 

se anula e, em correspondência, da forma canô-

que é o valor mínimo ou rnáxirno que o trinômio pode assumir, 

segúndo seja a > O ou a < O. -b. , 
O valor numérico expresso por Y = 4a2 dependera de 

6.. Vamos estudar os t rês casos que se apresentam: 
PRIMEIRO CASO: b, > o. O trinômio admite as raízes 

x' e x" sendo - b o valor de sua semi-soma. Quanto ao 
' 2a 

coeficiente a, podemos ter: . 
1. a > O. Façamos x percorrer o seu campo de v!n:•Ç!? 

em ordem crescente. Quando x assume vÓ'l~ores t de ;, e x" ; 
o tr inômio y assume valores de + 00 a. , en re ) ~ra 
terá valores negativos (de sinal contráno ao de ª e, P 

- b, 
- b 1 mínimo · - < O. x = -- passará pelo seu va~or · 4a 
2a ' ,. té f · . x" quando então, 

Dêsse valor, Y cresceru a . x ª mgn,, ' 00 os' valores 
Y se anula. Em seguida, x vanaudo d~ x :ep~ese~tando essa 
de y variarão de O a + 00 novamen · 
variação sôbre a reta, temos : 
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{ 

A> o 

o> O y uoriord d o : 

: toriando do: 1---- -----t---- --- 00 .,, -b :ri, +00 

l ti 1 
+00 ++++o --- - A------o +++++ 

~ 
(v. mínimo) 

2. a < O. Quando x percorre o seu campo de variação, 
o trinômio y terá uma variação· contrária à anterior, assu-

. d b -b. mm o, para x = -
2
-, o seu valor máximo: -- > O. Sôbre 

a 4a 
a reta, vem: 

.-/ { Â

0 

>< 

0

o x variando do: ---00----1 ~~----1 + • 

Y uoriord d o : - 00 - - ---- o + + + 4a + ++o--- --- - 00 
(v, má:i:imo) 

SEGUNDO CASO : b. = O. O trinômio admite as raízes 
, " b 

X = X = --• 
2a 

Para a > O, teremos y ~ O (mesmo sinal de a), e o valor 
b 

mf.nimo do trinômio, visto ser b,. = O, será, para x = - 2a 
( . "d - b. O que comei e com o valor da raiz comum) : y = 4a = • 

Para a < O, teremos y ~ O, (mesmo sinal de a), e o 
valor máximo do trinômio, visto ser b,. = O será também : 

- D,. , 
y"" 4a = O. 

Sôbre a reta, temos, respectivamente : 

{

A-o 

ll > 0 

{

A-o 

• <0 

: vnrinndo do: 
-------1--- -----

- oo -b +oo 
r-z"--

11 variará de : + 00 l 2a 
++++++++0+++++++++00 

(v. mlnimo) 

., variando de: - 00 -b + oo 
:z:' - z"--

1J variará de: 
l 20 

--------- ----- o ----- ---------- o0 
Cv. mdmmo) 
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TERCEIRO CASO : b. < O. O trinômio não admite raízes reais. 
Para a > O, virá y > O (mesmo sinal de a). 

Logo, x percorrendo de - oo a ;a b , o trinômio y virá 

de 4- oo ao seu valor minimo - b. > O, crescendo em seguida 
4a - b 

até 4 oo enquanto x percorre de 2a até + 00 • 

Para a < O, y assumirá valores negativos (mesmo sinal 
- D,. 

de a) desde - oo até seu valor máximo - 4- < O quando 
-b a 

percorre desde - oo até --, decrescendo em seguida até - oo 
- b 2a 

enquanto x varia de -- a + oo. 
2a 

Agora, temos a seguinte representação : 
-------1-------

-b + 00 

{

A <O 

•>O 

., vnrinndo de: 

2a 
l 

v vnrinrá de: + 00 + + + + + + + + A + + + + + + + + + 00 

- 00 

4a 
(v. mlnimo) 

{

A <O 

• <O 

-------1- ------
: vnrinndo de: - 00 - b + 00 

11 vnrinrá de: 

2a 

-h 
- 00 - --------- ---- --------------- - co 

4a 
(v. mdximo) 

RESUMO DA VARIAÇÃO DO TRINO MIO 

- b + 00 
:i; - 00 2a 

a>O " -A ,l' + 00 

(v. mínimo) y + 00 ..... 4ã / 

a<O ,l' -A " - 00 

(11. máximo) 11 - 00 / 4ã ..... 

NOTA - A flecha ,l' lndloa que o trinômio assume valores c~­
centea e a · flecha "li indica que o trinômio assume valores decrosoen •· 
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EXERCÍCIOS DE APLICAÇÃO 

Estudar a variação dos segtúntes trinômios: 

l.º) Y = 2x2 -12x + J. 

= portanto y assume valor minimo). T emos : a 2 > o ( 
b = -12 
e= 1 

l::,. = b2 
- 4.ac = 144 - 8 = 13G > O 

Logo, para x = - b _ 12 . . 2a - 4 = 3,o Lrmôm10 y passará 

por um valor mfoimo, dado por 

- l::i. -136 
y = 4a = 

8 
= -17 

Podemos ainda d'zc . a 3, Y decresce de + ~ l que, quando x cresce de - oo 
a - 17, e quando x cresce de 3 a 

+ 00 , Y cresce de - 1 7 11 + 00 • 

2.0 ) 2 Y = -x + Bx -16 

T emos: a = - 1 < O (por•tnnto ... y assume valor má-
ximo). 

b= 8 
e= -16 

l::,. = b2 
- 4ac = 64 - 64 = o 

Logo para - b _ - 8 ' 2a - _ 
2 

= 4, o trinômio y passará 

por um valor máximo igual a y = - l::,. = __ O = O 

y = 3x2 - x + 5 4a - 4 

T emos : a = 3 > o ( portanto y assume valor minimo) 
b = -1 
e = 5 

l::,. = b2 - 4ac = 1 - 60 = - 59 < O 
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Logo, para x = ;: = ~ , o Lrinômio y passará por 

UIU l - l::,. 59 11 
va or minimo igual a y = -- = - = 4 -4a 12 12 

NOTA: Y_cr no Ape11dice, ptlg. 213, o estudo elas ReprescnlaçfJes gráficas; 
sistemas de coordenadas carlcs-ianas. 

INEQUAÇÕES DO SEGUNDO GRAU 

2_3. Definição . Chama-se inequação do segundo grau, com 
uma mcógniLa x, a tôda inequação que pode ser reduzida a 
uma elas formas : ax2 + bx +e> O 

ax2 + bx +e< O 
onde o primeiro membro é um trinômio do segundo grau em 
x (logo a~ O). 

24,. Resolução. Decorre da definição que, a resolttção 
d~ nma inequação do segundo grau reduz-se ao estudo do 
~inal do trinômio (n.º 20), pois, procuramos, ao resolver essas 
m<;q11ações

1 
determinar quais os valores de x que tornam o 

pnmeiro membro positivo-- ou negativo. Vai depender êsse 
~studo, portanto, do valor de l::i. e do sinal de a de um trinômio 

o segundo grau, como veremos nos exercícios a seguir. 

Exemplos de resolução. 
1.º) Resolver a inequação: 4x2 

- 3x - 1 > O. 

Precisamos determinar os valores de x que tornam o 
P_rimeiro membro positivo. Coroo a = 4 > O, também é posi:. 
tivo segue-se que procuramos determinar os valores de x que 
acarretem ao trinômio do primeiro membro o mesmo sinal de a. 
Logo, para facilitar a resolução, podemos escrever: 

4x2 - 3x - 1 > O (m/a) 

Sendo l::,. = 9 + 16 = 25 > O, vem 
m/a e/a m/a + + 
--1--1-- ou --1--1--

x' x" x' x" 
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~ a solução é C?J1stituída pelos valores de x externos ao intervalo 
as raízes, pois ésses valores dão ao trinômio o sinal positivo 

(m/a): Determinando as raízes x' = - _!_ e x" = 1 a resposta 
será: 4 ' 

{X< -! 
x>l 

solução j I solução 
+- . 11----

1---1- - -
1 1 

4 
2.º) Resolver a inequação: 

x2 -1 2 
- - 2 (3x + 1) > 3 + 2x - 5 

M. m. c: 6 3 2 

2(x2 - 1) - 12(3x+ 1) > 18 + 3(2x2 - 5) 
2x2 - 2 - 36x - 12 > 18 + 6x2 _ 15 

- 4x2 - 36x - 17 > o 
Multiplicando ambos os membros por - 1, a inequação 

muda de sentido (*) 

e, portanto, temos 4z2 + 36 + 17 < O. 

que ~orno ª = 4_ > O (positivo) e procuramos os valores de x 
rnam O primeiro membro negativo, podemos escrever 

Sendo 
4x2 + 36x + 17 < O (e/a) 

1:::,. = 362 - 272 = 1 296 - 272 = 1 024 > o, 
m/a e/a m/a 4- + 
--1--1- ou --1--1---

x' " x x' x" 

vem 

i_s~o é, os va~ores que interessam trinômio em estudo são os 
in ernos ao mtervalo das raízes. Determinando as raízes: 

x' = - 36 - ~Tõu - 36 - 32 68 1 
8 = 8 =--=-8 -
-- 8 2 

x" = - 36 + ~ l 024 = - 36 + 32 4 1 
8 8 =-s= - 2 

(*) l' ropricdndes das deeigualdadea - V u • 
1>1!11, 146, do mesmo autor. er m atomcttica, Curso Ginasial, 2.• Série 
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temos a solução : aoluçáo 
+---­

- - - 1---1---
- s.!.. i 

2 - 2 

3.0
) Resolver a inequação: 5x2 - 2x + 5 < O. 

Temos : a = 5 > O e os valores de x procurados deve se 
tornar o primeiro membro negativo. Logo : 

5x2 - 2x + 5 < O (e/a) 

Sendo 1:::,. = 4 - 100 = - 96 < O, vem 
m/a ou + + 4-

ist~ é, qualquer valor atribuido a x torna o trinômio positivo. 
Como os valores de x que interessam ao trinômio são os que 
o tornam negativo (e/a), concluímos que a inequação proposta. 
não admite solução. 

ÜDSEBV AÇÃO. Se, ao Invés, tivéssemos a Inequação ; 

5z' - 2z + 5 > O (mia) 

qualquer valor atribui do a :i: daria ao trinômio o mesmo sinal de a, lato é, 
positivo. Logo, a solução seria qualquer valor atribuldo a . z, desde 
- 00 até + 00. 

4.0 ) Resolver a inequação: - x2 + Bx - 16 < O. 
Multiplicando ambos os membros por - 1, vem: 

x2 - 8x + 16 > O (m/a) 

Como 1:::,. = 64 - 64 = O (m/a), segue-se que a solução é 
constituída por qualquer valor de x diferente do valor da raiz 
comum (4 no caso), isto é x~ 4. 

OnsEBVAÇÃO. Se tivéssemos: - :i:1 + 8:i:-16 ~ O (que se lê "menor 
ou Igual" a zero) a solução deveria constar dos valores de z que tornam o 
trinômio negativo e mais os que o anulam, Isto é, as BUa8 raíu s. Logo a so-
lução seria qualquer valor de lll, 

25. Inequações cuja resolução reduz-se . a de u:°1a 
inequação do segundo grau. Estudaremos os diversos tipos 
nos exemplos que seguem: 
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Primeiro exemplo. 

Resolver a inequa~ão 

X+ 2 3:i; - J -- < ---
x-1 x+3 

(1) 

Transpondo o segundo membro: 

x+2 -- -
X - 1 ( m. m. e. = (x - l ) . (x+3) ) 

donde 

ou 

ou a inda: 

(x+3) (x+2) - (x - l) (3x - 1) 
(x - l) (x+3) 

x2 + 5x + G - 3x2 + 4x - 1 
x2 + 2x-3 

- 2x2 + 9x + 5 
x 2 + 2x - 3 < O 

< o 

< o 

e, multiplicando ambos os membros por - 1 (no primeiro 
membro, só afetará o numerador, onde justamente interessa 
a troca do sinal do coeficiente a), temos : 

2x2 -9x -5 
x 2 + 2x-3 > O 

(2) 

E ssa inequação é resolvida estudando os sinais dos tri­
nômios que figumm, respectivamente no numerador e no 
denominador, e que permitem determi~ar os valores de x que 
tornam o seu quociente positivo. Temos assim que estudar 
os trinômios : ' ' 

Y1 = 2x2 
- 9x - 5 e Y2 = x2 + 2x-3 

de 61 = 81 + 40 = 121 > O e .l-:,2 = 4 + 12 = 16 > O 

+ + 
--1--1-- + + 

--1--1-
Xt X2 Xa X4 
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x3 e x1 as rafaes de Y2 : 

X= g ± ✓fü 
4 

X = - 2 + ✓16 { X3 = -3 

2 X-1 = 1 

Dispondo essas raízes segundo o seu valor crescente, vem : 

- 1 
- 3, 1, 5 

2 

A variação que sofre a inequação proposta ao variar de x 
pode ser apreciada ràpidamente no seguinte quadro(*): 

X l-oo --3 1 + i-+s-+ ao -2 

1 

. 
1 

1 - 1 + Y1 + 1 + -
1 1 -

1 1 
1 

1 + 1 + Y2 + - 1 - 1 

' • 
..1L! 

1 
1 1 i - 1 + + 1 - 1 + 1 1 

- y, 1 1 1 ' 

A solução da inequação proposta (1) é a mesma solução 
de sua equivalente (2) isto é a constituída pelos valores ~~ x 

' ' · ô · e y positivo Que tornam O quociente dos tnn m10s. Y 1 2, · 
~bservando o quadro constru~do, conclmmos q~e êsse quo­
ciente é positivo para os segu1Dtes valores de x • 

{ 

_ 1 x<-3 
z < x < l 

X> 5 

que constituem a solução da inequação dada. 

Segundo exemplo. 
Resolver a inequação 

(x2 - 7x + 12) (3x2 - x + 5) < O 
do ae reforem '8 mfzca 

(*) A soparaçllo dos iotervnlos 6 feitn por troços fortes qunn 
do respectivo trin6mio. 
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Chamemoe 

Y1 _, x2 
- 7x + 12 

.61 = 49 - 48 = 1 > O 

+ + 
--1- -1-· -

X1 X2 

onde ; ' , ', { x1 =4 3 
X2 = 

e y2 = 3x2 - x + 5 

62 = 1 - 60 = - 59 < O (m/a) 

+ + + 
--1-1--

não há rafaes reais 

e o quadro correspondente será : 

z - 00 --- +3 +4-- + 00 
-

1 1 
Y1 + - + 
y, + 1 + 1 + 1 r 

i r 
!/J • Y1 + - 1 + 1 1 

1 1 

Solução: 3<x<4 

Terceiro exemplo. 

Resolver a inequação 

Temos: 

Y1 ""'x2 
- 9 

61 ""' 81 > O 
e Y2 = 2x + 1 (binômio linear)(•~ 

.. ~ * - 1--1-
X1 X2 

{ 
X1 - - 3 onde 1 , , x

2 
_ $ 

3 

raiz: 
1 
2 

~ 
---1---

1 
Xa ""' - -

2 

(•) Bin6mio linear - Ver Maldmdtica, CursQ Ginaaial, 2.• Série, pl111, 140, do mesmo 
autor, 
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O quadro relativo a essa inequação 11 : 

Ili - 00---3 1 
- 2 +3-- + 00 

I 
r , + 1 - + Y1 - 1 

1 

l + y, - 1 - + ( 
1 1 1 1 

.J!.!.. 1 1 1 1 + 1 - 1 + 1/1 - 1 1 1 1 r 1 

Solução 

EXERCÍCIOS SÔBRE O TRINÔMIO DO SEGUNDO GRAU 

Valor numérico do trinômio 

71 

1. Calcular o valor numérico do trinômio 11 .. - 221' + ai + 3, para 01 
1 

■egulnte, valore11 de 21 : - 1, 2, 2 , O. 
22'1 1 

2. Calcular o valor numérico do trinômio 11 ... a + 3:i - 2' para º1 
1 

1egulntea valore, de z: 2, - 2 , O, 3. 

Decomposição em fatôres do primeiro grau 

8. Decompor, em fatôree do primeiro grau, os seguintes trinômio■ : 

,.. 1.0
) 11 - 3:z:1 - 21:z: + 36 8.•) 11 '"' :i::1 

- 1 
9.•) 11 = 12:i::1 -17:i:: + 6 

2.•) 11 - - :i::• + 9z - 18 10.•) z =- 4t1 -12t 

3.•) 11 - 2:i::1 
- 12z + 18 . ,/ ll.•) 11 .,, z• - z + 4 

-t~.•) /1 = 2tl + 3t - 2 12.º) 1J CI ai - 1 
~ 5.•) J/ = :i::1 - 3:ii - 10 13.0) 11 • m• + 1 

2 1 14.•) 11 "" b' - 25 
J 6.•) 11 ... a :v• - 1) - 2 15.•) 11 - :i::• - (m + n). + mn 

l6,•) 11 • •• _ 2als + a• - b1 
7.•) u .., - ,. + 7fl - 12 
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Sinal do trinômio 

4. Estudar a variação do sioal dos segulotes trinômios : 

1.0 ) y = x' - 5x + 6 t6.0
) y = - 3z' + 12z 

..t2.0
) 11 = - 3x2 - x + 2 '7.0) y = 15x2 

- x - 6 
.<.3.0

) y = 4t2 + 4t + 1 - t2 

"8.0
) y = 

4 
+ 36 

., 4.0) y = - 2z2 + X - 4 

5.0
) y = x 2 - 25 19.0

) y = m' - 6m + 7 

<10.0
) 11 = 4x2 - 3x + 8 

5. D eterminar os valores de x pnra os quais os trinômios abaixo siío, 
respectivamente, positivo, negativo e nulo : 

1.0
) y = x2 - 6x + 8 3.0

) y = - 2x2 + 6 
2.0) y = - 3x2 + x - 6 4.0) y = x2 - 8x + 16 

5.0) y = 3x2 - 9x 

Posição de um número em relação às raízes 

6. Verificar a posição dos nó.meros - 1 e 10 em relação às raízes do 
trlnômlo : y = x 2 - 39x + 270 

7. Verüicar a posição dos números :._ 5 e 8 em relação às ra ízes do 
trinômio : y = 2x2 - 64x + 480 

8. Verificar a posição dos números 5 e 9 em relação às raízes tlo trluôroio: 
y = x2 - l0x + 16 

Valor máximo e valor mínimo de um trinômio 

9. Estudar a variação doa seguintes trinômios : 

1.0 ) y = 2x1 + 3x - 2 4.0
) y = - x' + 6x - 9 

2.0
) y = - x' + 8x - 12 5.0) y = 5x2 

- 10.x · 
3.0

) y=3x2 -2x +6 6.0) y=-x'+36 

-x' 8.•) y = 4 + X - 13 

Inequações do segundo grau 

10. Resolver as seguintes lnequa1;..'les : 

1.ª) x1 - 7x + 10 > O ' 3.•) 
2.•) - a;I + 8:0 - 7 > 0 J. 4.•) 

- 7z1 +X+ 6 > 0 
3z1 - ~ + 8 < O 
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.,.5.•) zl + 16x - 80 < 0 z 1 3z1 
24.•) 3 - 4(z + 1) < 2 - 4 

'l,;,_U.•) 9z2 - 30z + 25 > O 
'1.•) - 6x' - 4x + 10 ~ O 

8.•) x' - 6x + 9 < O 
9.•) 2x2 - 5x + 8 > O 

10.•) - x' + X - 8 ~ 0 

25.•) (2- 3:t)1 - 5:t < - 3 - (2:r. -1)1 

11.•) - 4:t 2 + 2z - 3 < O 
12.•) 2:c2 - _ 12z + 18 > O 
13.•) -z2 + lOz - 25 > O 
14.•) 3z 2 - 12.x < O 
15.•) 5x2 - 1 ~ O 
16.•) 3x2 - 30 > 51 + 2z' 

17.a) 3.x' - .=.<O 
8 4 

18.•) 4z2 + (z + 2)1 > 4x(z + 2) 
19.•) 3(:t - 1) - 6z > 2 - 2x(z - 3) 
20.•) 5x2 - 7x > 1 - 3z 2 

21.•) (1 - 3z)I ~ (3.x + 1)2 - 8 

26 •) z - 2 !( 3 _ (z + 1) (z - 3) 
. 3 " 6 

27.•) 16z' ~ 9 

28.•) - 4z1 + 3z + 8 ~ 8 
3 5 

29.•) 4 (z-1)2-az < 1-(z +1)1 

x'-5x + 6 
30.•) 'l:I - z + 5 < 0 

z-1 2z+l 
31.•) X+ 2 > X+ 1 

1 1 
32 •) -- - -- > - 3 

· z -1 2z+l 

:z:1 - 25 
33.•) 3z-0 < O 

22.•) (2.x - I)t - 4x2 > z' - 4z + 8 34 •) _ .r_±..!_ > O 
23.•) (x - l}' - 130 > - (x + 1)1 • 2z' - .. + 5 

35.•) (x' + 2x - 3) (3x1 - 4x + 8) < O 
36.•) ( - x' + 6x - 5) (4x1 - 5x + 1) (z1 

- 4x + 4) > O 

37_•) x • - 5x + 4 > 0 
x' - 3x - 28 

38_•) -2:i:1
- x-5 < 0 

z 2 -6z + 9 

R ESPOSTA.e: 

1. O; -3; + 3; + 3. 

40 - 11 - 1 20 2· 6 ; -6-; -2- ; 2· 

(x - !)j (x' - 7x + 6) 
39.•) z' - 2:r + 4 > O 

40.•) - 5:i:' + 2:z; - 4 ~ o 
x•-x + 3 

7 

3. l.º) 3(:t _ 4) (x- 3) ; 2.•) .- (z- 6) (z- 3); 3.0) 2(z - 3)1; 4.•) (t + 2) (2!-1} i 

5.•) (z - 5) (x + 2); 6.•) 
2
~ (4z - 3 + ✓21) (4:i: - 3 - V21) i 7.•) 

- (11 - 3) (11 - 4) • 8.•) (z + 1) (z - 1); o.•) (3:i: - 2) (4x - 3); 10.•) 
4t(t - 3) ; 11.•) ~ão é possível ; 12.•) (a + 1) (a - l}; 13.•) Impossível ; 
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14.•) (b + 5) (b - 5) . 15 • 
(:z, - ai - bl) . ' . ) (:z, - m) (:z, - n) ; 16.•) (:z, - a~ + bl) 

4. l.•) Plx < 2 e x > 3, positivo e 1 
2.•) p/ - 1 < x 2 P 2 < x < 3, negativo; 

< 3 positivos p/x < _ 1 e > 2 
3.•) eempre poaltl 1 x 3 , negativo; 

vo p/t ;.e __ • 4 •) 5.•) p/ < 2 ' · sempre negativo • 
:z, -6e:z,>5 ' 

6 •) p/O , positivo e p/ 5 < · < z < 4, positivo e p/z < 
0 

e- :z, < 5, negativo ; 
7.•) p/:z, < _ ~ e 2 • > 4, negativo; 

õ :, > 3 , po, ltlvo e p/ _ _! < :z, 2 
8.•) p/ - 12 < 1 < + 5 < ã• negativo ; 
9.•) l2, positivo e p/ , < 

Plm < _! - -J2 e m > 3 + -,J2 - 12 e I > 12, negativo l 
10 ~ 3 + i 2 ' negativo ; ' poaltlvo e p/ 3 - '(j2 < m < 

• · ) •empre poaltlvo 
u 1 •) · · · positivo p/ :z, < 2 e :z, - 4 • 2 ) 8 x > 4 · negatl / 

8.•) poeltl;o ;; _ o ~n!mlo 6 j!:...mpre v;e:at~v~ ;"' < 4 e nulo p/!ll - 2 

e nulo p/ x _ _ '(j3 
111 < .}3-...J negativo p/ -:o < _ ·fã e > .-1-3 ., 9'f 4 e -:e .., " 3 4 •) :z, " 

• > 
3 

; nenhum valor e nulo ;, · positivo PI qualquer valor de 
; negativo p/ o < -:o < 

3 
° • 4 ; 5.•) positivo p/ :z, < o 8 

6. - 1 externo e 10 1 •- e nulo p/:1J - O e M 3 
7 

a n..,,rno. .., .... 
• -u e 8 ' 8 5 ln ' ambos exttirnoa . 
. terno e 8 eitter . ' 

9 l •) no' · · p/z .. -075 
t I ti e,, - 3, 126 ( 

máltlmo); 3 .•) p/z .., .!. y .. 5v2 mínimo); 2.•) p/x - 4, li - 4 (v. 

(v. máximo); 5.•) PI/: ã (v. mínimo); 4.•) p/x .,, 3, 11 - O 
Y = 36 l, 11 = - 5 ( 
p/x = 2 (v. máximo); 7.•) p/x = 5 v. ~nlmo); 6.•) pfx .,. O. 

, Y = 12 (v má • -4 , 1J = - _ ( 
10. 1.•) :z, · xuno). 8 v. mínimo); 8.•) 

< 2, z > 5 . 2 •) 1 - 6 
I • < :Z, < 7 • 3 •) 

admite solução . 5 •) ' · ~.;- < :z, < 1 ; 4.•) não 
• · -20 < 

:Z, ~ 1 • 8 •) ão X < 4 ; 6 •) X ~ 5 7 ) 5 
admlt' ·1 n admite eolu ão . . 3i .• x ~ - - ' 

e ao ução· 11 •) ç , 9 •) qualq 3 
' . qq. valor de;; 12 •) uer valor de x; 10.•) não 

aolução; 14.•) O . ..:, ;,! 3; 13.•) não ad ·t < :z, < 4; 15.•) -<J 5 ...;- mi e 
0 ~ -- 0 ~ 5 

• > 9; 17.•) o < ., < 2 s ' " 5 16.•) z < - 9, 
ã ; 18.•) ., ;,d 2; 19 •) - 1 

. " <7, a>S 1 
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1 2 
20.•) :u < - 8 , ~ > 1; 21.•) w ~ 3 ; 22.•) Nlí-0 admite eoluoão; 

2 24 8 3.•) X < - 8, X > 8 i 24.•) .C < - 7 , X > 0 i 25.•) - < X < 1 i 
3 3 13 

26.•) - 5 ~ X ~ 5; 27.•) X ~ - 4 0 X ~ 4 28.•) 0 < X < ! ; 29.•) 
-5- fü 

nlío admite solução ; 30.0 ) 2 < z < 3 ; 31.n) 2 < z < - 2, 

_ 1 < z < _ 5 + fü . 32 •) z < _ ..!_ 1 - ✓7 1 + tt 
2 I • 2' 6 <z< 6 t 

Z > 1 i 33.•) X < - 5, 2 < X < 5 i 34.•) X > - 4 j 35.•) - 3 < Z < 1 i 
1 36.•) 4 < Z < 5; 37.•) X < - 4 j 1 < X < 4, X > 7; 38.•) X pd 3 i 

89.•) 1 < z < 5, :z; > 6; 40.•) não admite solução. 

§ 4. Equações redutíveis ao segundo grau. 
Aplicações. 

26. Generalidades. Existem tipos especiais de equações 
de grau superior ao segundo, e outras, cujas raízes podem ser 
teterminadas resolvendo somente equações do segundo grau. 

aremos, a seguir, alguns tipos dos mais usados na prática. 

EQUAÇÕES BIQUADRADAS -- 27. Definição. Chama-se equação biquadrada a tôda 
equação do quarto grau, cujos têrmos contenham a incógnita 
somente com expoentes pares. Assim, por exemplo, as equações: 

x4 - 5x2 +, 4 = O, 3t4 - 25t2 - 18 = O 

Bão biquadradas. 

\2s. Resolução. A forma geral de uma equação biqua­
drada completa é: 

ax4 + bx2 + e = O 
com a diferente de zero e positivo. Nesta equação, pondo 

xª .. y (y ~ chamada incógnita auxsUar) 

temoa z' - yj 
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e, substituindo êsses valores na equação biquadrada acima, vem: 
ay

2 + by +e= O 
que é denominada equação resolvente da equação biquadrada. 

A equação resolvente nos dá: 

- b ± ✓ b2 - 4.ac 
Y = - 2a 

e sendo x
2 

=- y, deduzimos x = ± Vy, e portanto: 

1 X~ ± Fb ± ~.b'-•;::; 
que toma ? nome de fó,.,.u/a nsolutiva da <if/W;ção b;q~ad;ad+ 

Combmando, de todos os modos poss;ve,s, os ""ª" _ 
e - da fórmula supra, teremos, quando possível a equaçao, 
Quatro valores de x, dois a dois iguais em valor absoluto e de 
sinais contrários, que são as quatro raízes x

1
, x2, X3, Xi da equação biquadrada : 

✓:-Z, + Vb2 -4a7 X1 = + - -
2a 

x
2 = _ ✓~ b + Vb

2 
- 4;: ✓ _ b _ -y b2 tJ ac 

2a x4 = - 2a 

29. Discussio das raizcs. Segundo a equação rcsolven_te 
adm,ta duas cafaes Pos;nvas uma ou nenhuma a equaçao 
Mquadrada aru,tlttrá quatro ,a!z,. (duas 

O 
duaa ;g~,ús em valo, 

absoluto e de s.na,s contrá,;o, ou dua., (;gua;, cm valo,· absoluto 
e de s;na;, contrários) ou nenkuma. Portanto, a natureza das 
rafaes da equa_ção b;quadrada va; depende, das variações e 
das Permanências (n. 0 14) da equação resolvente. 

EXEncrc10s DE APLICAÇAO 
Resolver as seguintes equações biquadradas: 1.a) x4-5x2 + 4 = O 

. T~mo! duaa •oriaçõ,~ ~• portanto, a equação resolvente, 
cuio dwcnnunante é POstfavo, adm;te raízes po,,;tiva,; e a 
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.. á uatro raízes reais, 
osta. admitir q . • contrários. equação biq~adr~da pr~flor absoluto e de sma1s duas a duas iguais em 

De fato; 
--~-=-=------:, ,., 

X= ± ✓-5_±_,i" 
donde --

+ /5 +2 3 = + 2 X1 = '\J 

✓5+3 = -2 X2 = - 2 

✓5±V9 = ± 2 ± ✓5 ± 3 = 2 

= - l 

e as raízes sao : - ±2 e ± l. 

2.ª) 3t1 - 25t2 - 18 = o 
Temos agora : 

(uma varlaçúo e uma permanência) 

✓25± ✓841 = ✓25 ± ✓625+216 = ± 
6 t = ± 6 ✓25± 29 

± 6 

4 + 3x2 + 1 = O 3.ª) 2x 

- 3 

(Imaginária) 

(Imaginária) 

(duae permanências) 

Temos : ,--:--:rn--
0 

✓-
3 

± 
1 / -3 ± ~=± x=±'\J 4 

4 
(lmagtoárla) 

- há raizes reais . Logo, nao 
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OnsERVAÇÃo. O mei<mo método a plicado 011 rci,olução dns c9unç~<'
8 biquadradas permite resolver, também, Lôdus EU! outras equaçOcs lnnômias 

elementares(•), Isto é, ae equações do tipo: 

ax211 + bx" + e = O 
onde n eigolficn um nómero Inteiro absoluto. Se n = 2, obt6m-ae n equação biquadrada. 

EQUAÇÕES IRRACIONAIS 

30. Defirução. Uma equação diz-se frracional quando 
contém a incógnita submetida a radiciação ou sujeita a expoente fracionário. Exemplos: 

1. V2x + 12 = x - 6 

2. x = 3 + ✓x2 - 5x + 6 

3. 

31. Resolução. A resolução de uma. equação irracional ✓é feita transformando-a numa equação racional de resolução 
conhecida. Para isso, é necessirio elevar os dois membros, <la 
equação irracional que se estuda, a uma mesma potência, 
re~oluer a nova equação obtida e verificar quais as raízes, caso 
existam, que verifi cam a equação dada. Esta verificação é 
necessária, pois com êste artifício nem sempre a nova equação 
obtida é equivalente à dada. 

De _fato, no caso de uma equação irracional conter raízes 
quadráticas, por exemplo, a elevação de ambos os seus mem-
bros ll;º quadrado acarretará uma nova equação que, a lém 
das raiz~s da equação proposta, admitiri outras. Basta nota r, 
com efeito, que, se elevarmos ao quadrado os dois membros da equação : 

A = B obteremos A 2 = B2 

ou seja A 2 
- B~ = (A + B) (A - B) 

que _é uma equação que, além da1, raízes da equação A -== B, 
admite as raízes da equação A. = _ B. 

(

0

) Ver Element; di Aloebra d U • · · 

• 
8 

• "-".U.D1 - F. ENnrau;;s, PA(I, 167. 
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daremos a scgnir, os t ipos 
32. Tipos divm·so s . E~tu c•·ona1·s ~!e coeficientes numé-. . d uaçõcs 11-r:.t I e • mais impor tantes e eq ais freqüência. 

ricos e que se apresenta m com m. -:---:-- ... 6 

. 12 + 12 = x- · - ·rrac1onal: '\ x 
I) R esolver a cquaçao 1 adrado obtemos : 
E leva ndo am 0 3 os m b embros ao qu ' 

2x + 12 = x2 _ 12x + 36 
e daí a equação do eegundo grau : 

0 x2 - 14x + 2,J = 
- ' - 12 e x" = 2. 

cujas rafaes sao: x - . . sati·sfaz a equação dada, 
, .l l e 11, pnme1ra Dessas ra1zes, sumen r-::--::-;:;~, ,. () 6 

{ 
✓ 2 (12) + 12 = 12 -

pois, para x = 12, temos ou V 36 = 6 

enquanto ✓ 
2 

(
2
) + 

12 
~ 

2 
_ 

6 
para x = 2, vem _ ✓ 

2
z + 12 - !li - O 

N . N fio estamos resolvendo a equoçl!o 
OTA. . ✓ 2z + 12 = 6 - Z 

que equivale a equação. -1 

2 

_ Sx + 6 

-o· X - 3 + V X • II) R esolver a equaça · -

I solando o radical, obtemo_i:i~:--:::------,ª 
X _ 3 = v x2 - 5x + 6 

d d vem : ambos Os membros ao qua ra o, E levando 6 
2 6 + 9 = x2 - 5x + 

x - x · iro grau : donde, simplifican °, d temos a equação do prime 
-x = - 3 

X= 3 
ou é . da equação irracional dada. 
que a raiz - . ✓ x 2 - 3x - 3 x + 6 = x - 3 III) R esolver a equaçao. . . 

Isolando o radical, temos: 

✓ x 2 _ 3x - 3 = 2x - 9 
Elevando am os b Os membros ao quadrado, vem : 

donde 
x2-3x-3 = 4x2-36x + 81 

x2 - 1 l x + 28 = O 
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cujas raízes são: x' = 7 e x" = 4. Substituindo êstes valores 
na equação dada, verificamos que o único valor que a satisfaz 
é 7, que fica sendo sua raiz. O outro valor x" = 4 é, ao invés, 
raiz da equação : 

- -V x2 
- 3x - 3 - x + 6 = x - 3 

IV) Resolver a equação: ✓ 2x + 7 = 4 - v 2- x 

E levando os dois membros ao quadrado : 

2x + 7 = 16 - 8 ✓G + 2 - x 

Isolando o radical e reduzindo os têrmos semelhantes, 
temos: -~ 

3x - 11 = - 8 V 2 - X 

ou 

Elevando novamente ao quadrado, vem : 

9x
2 

- 66x + 121 = 64 (2 - x) 

9x2 
- 66x + 121 = 128 - 64x 

. · . 9x2 
- 2x - 7 = O 

\ 

cujas raízes são: x' = l e x" = - 2., que satisfazem, ambas, 
a equação irracional dada. 9 

V) Resolver a equação: v'_x_+_✓c=x==-=l = ✓ 2~ - 3 . 

No primeiro membro, temos um radical duplo. E levando 
ao quadrado ambos os membros, vem: 

X + -<J-;-:::y = 2x - 3 
Isolando o radical 

~ = x -3 
e elevando ao quadrado novamente, temos: 

x - l == x2 - 6x + 9 
OU X2 - 7 X + lQ = Q 

cuj:is raízes são..: x' = 5 e x". = 2. Desta~ raízes a única que 
satisfaz a equaçao dada é õ, POIS, a outra (2) satisfaz a equação: 

V z - -v~ - v2x-3 

ou 

e 
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3 __ --:- 3 

- 2 V 4x -1 = ✓ 2x + 7. VI) Resolver a cquaçao: 

E levando ambos os mero ros b ao cubo, obtemos : 
8 (4x - 1) = 2x + 7 

32x-8 = 2x + 7 
15 1 

30x = 15 · . • X = 30 = 2 

que é a solução da equaçao lT - . racional proposta. 

ou 

ou 

4 .----;;:----

- . ✓ 17 - ✓ 7x - 6 = 2. VII) Resolver a equaçao. à uarta potência, 
Elevando ambos os ~embros q 

17 _ -<J 7x - 6 = 16 
3 __ _ 

- ✓ 7x- 6 = - 1 

Elevando, agora, ao cubo, temos : 
- (7x - 6) = -1 

7x = 7 •.· X = Í 

81 

vem: 

. d a ão irracional proposta. 
que é a raiz a equ ç _ irracionais difercntce 

oluçiio de equaçoes · · do 
OBSERVAÇÃO. Para a res . ar de o.rtif!cios espec1a1s, recorrcn 

dos tipos apresentados é necessário u\ es a fim de se reduzir a equação 
na maioria das vêzes, o. incógnitas auxi iar ' 
a um tipo conhecido Exemplo : 

Resolver o. equação 
ª,...,....-= 3 __ 
✓ (z-l)•-4 ✓ x-1 = - 3 

3 

- d d transformará -.r;;::y a equo.çao o. o. se Fazendo a substituição Y = x -
0 11• - 4y + 3 = ta -o 

em " 1 As ro.fzes da equação propos sera ' 
cujas raízes sií.o y' = 3 e Y = õ~ de tipos conhecidos então, as raízes das duas equaç 

3 

3r--7" 3 ✓x=T = 1 -v x- l = 
as quo.is admitem, respeoti vo.men te, as raízes : 

z = 28 e x=2 
que satisfazem a equação lrro.clonal proposta. 
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TRANSFORMAÇÃO DAS EXPRESSÕES DA FORMA 

✓ A±...fB 
33. Generalidades. É de importância no cálculo de 

e)tpressões irracionais, que envolvem radicais duplos da forma 

✓ A ± ✓ B (*), tra·nsformá-las na soma ou diferença de dois 
radicais simples. Nestas condições, partamos da igualdade: 

"JA±'1if=Vx ± -vy 
Elevando ambos os membros ao quadrado, vem 

A ± ✓B = x ± 2✓ xy + y 

ou A ± -flj = x + y ± ✓ 4xy 

Esta igualdade é verificada sómente no caso em que : 

{
A =X+ y 
B = 4xy 

Elevando A ao quadrado e subtraindo B cio resultado 
temos : 

A 2 
- B = x2 + 2xy + y2 - 4xy = x2 - 2xy + y2 = (x - y)2 

e portanto x - y = ✓ A 2 - B 

Obt . . t { X + y = A emos, assim o s1s ema . ,..-A~
2

- -
x - y =" -B 

cuja resolução nos dá x e y, 

A+ ✓ A2 -B 
X = ----::----

2 

isto é, 

A- ✓ A 2 -B 
e y =------

2 
Temos, assim, a igualdade procurada : 

<•) E.ia111oe ••it><>ndo (A± VB) > O, com B > o. 

,; 
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. ·é ue para os radicais -<fx ~ :m preciso observar, P01 ~• q Y sejam racionais 
-<J y serem simples é necessári~ queE x peara x -y ser racio­
positivos e por tanto também ~ y. j eito No caso de A 2 -B 
na!, basta A 2 - B ser quadra o pef1 -m~çfio não é vantajosa, 

- d d foito n. trans or ' t ma na.? ser qua 1·::t o pe1 . , · di ais duplos e, portan o, u 
pois, acn.bará dando _dois ra c a roposta. 
expressão mais complicada que ' P 

Logo : _ ✓ A ± ✓ B na soma 
,.f - da expressao t 

A transJormaç?-o . . sim les é posstvel sàmen e no 
ou diferença de dois radicais d ·ad: perfeito. 
caso de A2 - B ser um qu a 1 

EXERCÍCIOS DE APLICAÇÃO 

1.0 ) Transformar ✓ 8 +. ✓ líO 

T emos: 
{

A = 8 
B = 60 O _ 4 (quadmdo perfeito) 
A 2 _ B = 04 - G - _ 

Logo: /8+2 18-2 
✓ 8 + ✓ 60 = '\j---Z +'\J~ 

ou ✓ 8 + ✓ 60 = ✓5 + ✓3 

2.0 Transformar ✓ lí - 2✓ 5 

Temos: 

{ 

A = 6 _ 2 {s = ✓4X5 = ~ 20 ) 
B = 4 X 5 - 20 ( 16 (quadrado perfeito) 
A 2 _ B = 36 - 20 = 

/6+4 /~ 
✓6-2✓ 5 ""' '\J~ -'\J~ 

Logo 

ou ~6- 2~6 - ~ - 1 

.. 
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3.0 Transformar -V5 + V3 

Temos: { i : g 
A 

2 
- B = 25 - 3 = 22 (núo é quadrado perfeito) 

Neste caso, a transformação é desaconselhável, pois, teríamos : 

✓ 5 + ✓ 3 = ✓ 5 + 2'122 + ✓5 - ;22 
isto é, dois radicais duplos ao invés de um. 

4.
0

) Transformar -Va + 3 - V 12a 

Temos B = 12ª 
{

A =a + 3 

A 
2 

- B = (a + 3)2 
- 12a = a2 + 6a + 9 - 12a = 

= a
2 

- 6a + 9 = (a - 3)2 (quadrado perfeito) Logo: 

✓ a + 3 _ V 12ª = ✓ª + 3: a - 3 _ ✓ a + 3; a + 3 

ou ✓a + 3 - vl2ã = ✓a - ✓a 

EXERci cros SÔBRE EQUAÇÕES REDUTi VEIS A EQUAÇÕE~ 
DO SEGUNDO GRAU E SÕBRE RADICAIS DUPLOS 

Equações biquadradas 
1. Resolver aa eegulntea equações biquadradas : 

...1--1.•) x' - 5x' + 4 = O' 10.•) - 4:1;, - 2x2 + 6 = O 1 

2.•) a: ' - 13x
1 

+ 36 = O 11.•) x• - 34x2 + 225 = O 
3.•) - x• + 8x• + 9 ==- O 12.•) x• - 19x2 + 48 = O 
4.•) x• - l8x

2 
+ 81 = O 13.•) 3x' - 22x2 - 45 = O 

5.•) x• - 24x
2 

- 25 = O 14.•) x• - 10x2 + 9 = O 
6.•) 4x' - 37x• + 9 = O 16.•) x • - 20x2 + 64 = O 
7.•) x' - 9x

2 + 14 = O 16.•) x' - 2x' + 1 = O 
8.•) 6x• - x' - 1 ""' O 17.•) (4:i;t - 1) (x' + 1) .,, 26 
9.•) 2z• - 6:l:

1 
- 108 ... O 18.•) (x• _ 1)• + (x• _ 3)• • 20 

( 
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19.•) 25x1 + 5zS = 3 
20.•) 3ax 1 - (9a' + l )x2 + 3a = O 

225 
21.•) 4:1;1 + 91 = x2 
22.•) (x - 1) (x + 2) (x - 4) (x + 3) 

+ lOx = 274 
19x2+2x - 1 l0x 2 - x + 1 

23.•) 2x,+7x + 1 = 4z - 4x2 + 5 
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24.•) x• - (9a1 + l )x' + 9a' = O 

25.•) 4(a'x' + 1) = (l 6a2 + l )x' 

26.•) x ' - 3(a1 + b')x2 + 9a'b' = O 

27.•) a2btz' -(a' +b')x' +a•b• = O 

28.•) x• + 4.abxt - (a' - b')2 = O 

29.•) x' - 2(a+b) x' + (a+b)= = O 

a a + 2= 1 
30.•) 2x• _ 2 + 2x•+ 2 

Equações irracionais 

2. Resolver aa eegumtes equa . ções Irracionais : 

1.•) ✓"x = 5 

2.•) ✓2x = 4 

3.•) ✓x = 20 - X 

J. 4.•) X - 2 ✓-;; - 15 

5.•) ✓';' = 21 - 2x 

11.•) 6 ✓ 4x + 13 - 7 ✓ 5x - 9 = O 

► 12_•) 2 'V,~ = 3 ✓ 3x - 2 

r 13.•) ✓ 4x2 + 7x - 2 = x + 2 

,.. 14.•) ✓ 5x• - x - 2 = 5x - 6 

15.•) 8x - 1 = 5 ✓ x• + 4z - 3 
~ l G.•) ✓~ _ ✓ sx -2 = 1 

., 17.•) V5x+6 = 2+ ✓ 5x - 5 

A 6.•) 5 G = 2 (x + 1) 

~ 7.•) ✓ X -13 = 2 

... 8.•) 3 ✓2x = 4z - 20 

• 9.•) - ✓ 25 - z2 = 1 - X 

• lQ,•) ✓ 18 - 2x ,. ✓ X + 6 

- 18 •) ✓ 16x - 7 = 4 ✓ X + 7 - ? -
• - - ✓ 9 

+19.•) a ✓x+3 = 2 ✓x- 12 +& x - _ 
• 20.•) · ✓ l Ox - 1 - ✓zx=1 '= • ✓ 1 + Sx 

, 21.•) V 5 + ✓ 1 + 5x = 3 

• < 22.•) ✓ 1 - X ~ = X - l 

23.•) 3~ = ~ 
X 
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- 24.•) 21 - Vx _ 5 ✓"x 
G ---x 2 21 - ..f; 

·- 25.•) ✓~ - ✓N - ✓-;;:--+ 11 .,--
~ +v x-1=0 

3 3 
- 26.•) ✓~ = vg 

4 

- 27.•) ✓,-8--.....,✓-2-x---l = 1 

- 28.•) 3a-x = ✓~ 
- 29.•) ✓ã+";" + ~ = ~ 
- 30.•) ✓~ _ Vx-m = x + m-n 

Vx+m 

Radicais duplos 
3. Transformar, na soma ou diI 

radicais duplos ; erença de radicais simples, os seguintes 

l.•) ✓ 7 + ✓24 
t- 2.•) ✓ 5 - ffi 
., 3.•) ✓ 4 + ✓7 
l 4.•) ✓ 13 ± V48 
~ 5.•) ✓ 7 - ✓4êj 

6.•) ✓ f;i + 2 ✓5 1 , 

7.•) ✓ 8 + m 
8.0

) ✓ 9 - V17 
9.•) ✓ 1 + ✓TI 

l2.•) ✓ 5 - 2 ✓6 
13.•) ✓ 28 + 10 ✓:f 
14.•) ✓ 4 - 2 ✓3 
15.•) ✓ G - 2 ✓ 5 

IG.•) ✓¾-✓½ 
- 17.•) ✓ 13 4 . r;:-3-3 v3 

18. º) ✓ 2a + ✓ 4(a• - b2) 

- 19•) ... la ✓-. v2 - a - 1 10.•) ✓ 11 - ✓21 

l l.•) ✓ 10 + V 19 
20,•) ✓ a + b - 2 ✓ ab 

RESPOSTAS: 

1. l.•) ± 2, ± 1 ; 2.•) ± 3 ± 
2 

/ 
6.•) ± 3, 1 1 ; 3.•) ± "3 ; 4.•) ± 3 . 5 •) ± 5 ; 

± 2; 7.•) ± ✓2, ± ✓7; 8.•) ± -✓ 2 . 9 ~ . ., . • 
:1: 1 . 11 •) ± ., 2 , . ) ± o 1 10. ) 

' .. -~ ± 5 · 12 •) ± -' ' . 4• ± -d 3 · 13 •) ± 3 • · ; 14.•) ± 1, 
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± 3; 15.•) ± 2, ± 4 ; 16.0
) ± 1; 17.•) ± : ; 18.•) ± ✓5; 19.•) 

~ _2 _ ± 2 fü . • ✓-;- ✓...!... 3 ± r. , ± .,- = ___ , 20. ) ± 3a, ± 30 21.•) ± ~ ; 
0 V 15 15 -

1 1 
22.•) ± 5; 23.•) ± 1, ± 4 ; 24.•) ± 3a, ± 1; 25.•) ± 2, ±2ª 
26.•) ± a ✓3, ± b ✓3; 27.•) ± ~, ± : ; 28.•) ± (a - b) 2!l.•) 

± (a + b) ; 30.•) O, ± ✓ a + l . 
1 

2- l.•) 25; 2.•) 8; 3.•) 16; 4 .•) 25; 5.•) O; 6.•) 4 e 4 ; 7.•) 17; 8.•) 8; 

O.•) 4; 10.•) 4; 11.•) 9; 12.•) 2; 13.•) 1 e - 2; 14.•) 2; 

15.•) 2 e 
3
38 ; 16.•) 2 e 6; 17.•) 2; 18.•) 2; 19.•) 13; 20.•) 1 e 5; 

9 

21.•) 3; 22.•) : 23.•) 1; 24.•) 49 e 196; 25.•) 5; 26.•) ± 3; 27.•) 172; 

28.•) 2a; 2!l.•) - a e b; 30.•) ± ✓ m2 + n•. 

~- 1.•> ✓o + 1 ; 2.•> ✓ ~ _ ✓f ; 3.•> ~ + ✓ ~ ; 4.•> ffi :1: 1 

✓ 12.5 + ✓ 21 ·, 8.•) ✓ 127 _ 5.•> ✓s - ✓2; 6.•> 1 + v 5 ; 1.•> 

-✓ ~ ; 9.•) ✓ 1: ± ✓-~; 10.•) ✓ 221 - ✓+; 11.•) 

✓ l9 + ✓ l ; 12.•) ✓3 - ✓2; 13.•) 5 + ✓3; 14.•) V3 - l; 
2 2 

15.•) V5 -1; 16.•) ✓ ~ -✓ ~; 17.•) 2- ✓½; 18.•) ✓ã+T+ 

+ Va-b; 19)•) -{-y--✓I; 20.•) ✓a - "IJb 

§ 5. P1·ohlemas do segundo grau. Aplicações à 
geometria. 

34. Definição. Um problema diz-se do segundo grau 
quando a sua resolução depende de um!t equação do segundo 
grau ou de urna equação redutível u. uma outra do segundo grau 
(biquadrada, irr-aciona l, etc.). 
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35. Fases da resolução. Discu ssão. A resolução de 
um problema do segundo grau, a exemplo do que j á foi 
estudado nos problemas do primeiro(*), compreende às se­
guintes fasea : 

1.•) p6r o problema em equação (ou um sistema de equações); 
2.•) resolver a equação (ou o sistema. de equações); 
3.•) discutir as soluções. 

Na resolução de um problema não se pode estabelecer 
regras fixas para p6-lo em equaçiío. Uma vez armada ª 
equação, correspondente ao problema proposto, devem-se ter 
presentes tôdas as simplificações e ar tifícios estudados para 
resolv~-la. 

Par~ a discussão, é necessário, primeiramente, dete_rmin~r 
as condições para as quais as raízes sejam reais, poIB, tais 
condições implicarão na possibilidade do problema. Depen­
?endo . da natureza do problema que se vai resolv~r! as 
mcógrutas podem estar sujeitas a certas condições restr1~1yas, 
como por exemplo, serem só números inteiros ou positivos 
ou positivos ou ainda pertencerem a um inter;alo de limites 
conhecidos. Nessas condições, deve-se examinar se as raízes 
encontradas satisfazem a tais restrições e se os problemas 
propostos admitem uma ou mais soluções ou ainda nenhuma. 

Nos tipos que serão estudados a seguir, procuraremos 
esclarecer as fases de resolução de cada um dêles. 

36. Tipos de problemas do segundo grau. 
l.º) Determio!j.r o número cujo quadrado seja igual ao 

seu triplo aumentado de 28. 
Resolução. Representemos por 

x - o número procurado 
Logo: x2 

- será o seu quadrado 

S:guindo o enunciado do problema, obteremos a seguinte 
equaçao : x2 = 3x + 28 

(•) Ver Problemaa do primeiro Krau - Motemdtica, Cun,o Oinaaial, 2.• Sério 
1>611. 151, do meemo autor. 
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Resolvendo-a, vem 0 x2 -3:i:-28 = 
cujas raízes são : 7 e - 4· 1 ções isto é os números 

dmite duas sou ' 'v if ç-o · Resposta : o problema_ a seu enunciado. er ica a . 
7 e - 4 que satisfazem o ( 4) + 28 

( 4)2 - 3 -
72 = 3 X 7 + 28 - : _ 12 + 28 

49 = 21 + 28 16 16 
16 = 

49 = 49 · d de respon-
t do sôbre a sua i a ' . b 

2 .º) Osvaldo Luís pergun a tre o quadrado de minda 
deu : "A diferença ednl é ·gual ao quadrado e 

. t plo e a i 
idade e o q~n du d Osvaldo Luís ? 
6" Qual a ida e e 

. .d de que se procura d á 
Temos : x - i a dente ao enuncia o ser : 

e, portanto, a equação correspon 
x2 - 5x = 62 
x2 - 5x - 36 = O 

ou 
cujas raízes são: 9 e - 4· A raiz negativa (- 4) 
Respostas: Osvaldo Luís tem 9 anos. uestão não poder 

.,;.,.tude da idade em q 
é rejeitada, em • ... 
ser negativa. . secutivos tais que ª . teu·oa con 
3.0 ) Achar dois números lil . ~ 

soma de seus inversos seja igual a 6 ' 

Temos: 
x - um dos núm_eros 

x + l - seu consecutivo 

equação 

1 - inverso do primeiro 
X 

_!,__ - inverso do segundo 
x+ l 

t O enunciado : 
correspondeu e ª 

1 1 =~ 
x + x+l 6 
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Resolvendo-a, vem : 

m. m. e. : Bx(x + 1) 

Sangior g i 

G(x + l) + 6x = 5x(x + l) 
6x + 6 + Gx = 5x2 + 5x 

· · • 5x2 
- 7x - G = O 

donde as raízes : x' = 2 e x" = - _! 
Resposta . Os nú 5 

é d 
. meros são 2 e 3 (consecutjvo de 2) A . 3 

esprezada . raiz - -5 
p t . ' porque a natu d 

os a inteira. reza o problema exige res-

4·º) Deseja-se distrib · · 
d u1r igualmente t 

e pessoas, a im . en re um certo número 
ocasião da distr·b Pº!tâocia de CrS 720 00 Por 1 mçao f Jt ' · modo, os presentes a a ram 5 pessoas e, dêste 
a mais cada um Q puderam receber CrS 24 00 

· uantas ' Temos . eram as pessoas? 
· x -número de . 

720 pessoas ex.tstentes 

--;- - importância qu d 
720 deveria rece:e~ª a uma das x pessoas 

N - importância que cad 
pessoas recebeu a uma das x - 5 

de acôrdo 
com o enunciado do problem" 
~ 720 "'• vem 
x-5 c::r-;-+ 24 

Logo, 

Resolvendo-a t , emos: 
720x = 720( 
720x - x - 5) + 24x(x - 5) 

- 720x -3 600 
24 2 + 24x2 - 120 

\ - 120x - 3 600 = 0 X 
X - 5 

cujas raízes s~ . x - 150 = O 
ao. 15 e - 10 

Resposta • As · 
r .. · pessoas eram 15 
eJe1tada. (a raiz t · 

nega iva deve ser 

(+ 24) 
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5.0
) Determina r um número positivo que, diminuído de 

sete vêzes a sua raiz quadrada aritmética, resulte 44. 

. Temos a seguinte equação que corresponde ao enunciado 
acima : 

X - 7✓x = 44 (equnção irrncionnl) 

I solando o radical, vem 

-7...fx = 44-x 

Elevando ao quadrado, obtemos : 
4Dx = 1936 - 88x + x2 

ou x 2 - I37x + 1936 = O 

cujas raízes são : 121 e 16. D essas raízes só a primeira satis faz 
as condições do problema, como é fácil verificar. 

Resposta: O número p rocurado é 121. 

6.0
) Dois ciclistas partem ao mesmo tempo de uma cidade 

em direção a uma outra, distante 180 km. O 
primeiro, que percorre por hora 2 km mais que o 
segundo, chega ao destino uma hora antes do 
outro. Qual a velocidade de cada corredor? 

Temos : x - velocidade do segundo ciclista 

ou 

x + 2 - velocidade do primeiro ciclista 
180 
-- - tempo gasto pelo segundo ciclista 

X 

180 I . . . 1· t -- - tempo gasto pe o primeiro c1c 1s a 
x + 2 

De acôrdo com o enunciado do problema, vem a equação : 

180 _ 180 = l 
X x+2 

x2 + 2x - 360 = O 

cujas raízes são : 18 e - '.20 (rejeitada) 

Resposta : A velocidade do primeiro ciclista é de 20 km/h e 
a do segundo 18 km/h. 
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7.0 ) Repartir o número m em duas partes tais que 0 

produto delas seja igual a n. 
Temos : x - a primeira parte procurada 

ou 

m - x - a segunda parte procurada 
A equação correspondente será 

x(m- x) = n 
mz -x2 = n 
x2 - mx + n = O 

x= 
m ± ✓-m-2 ___ 4_n_ 

2 

Discussão: Para que as raízes sejam reais, é necessário que 

m2 
; 4n ~ O • • . n ~ ( ~ y 

Se n = ( ~ ) , o discriminante será nulo e as duas par­

tes tornar-se-ão iguais a ~ . A igualdade dessas duas partes 

acarretará o máximo valor para n. 

Se n > ( ~ ) 
2 

a equação, correspondente ao pro)Jlema, 

não admitirá raízes reais e, portanto, o problema não será 
possivel. 

37. Aplicações à geometria. Divisão áurea. N as 
demonstrações dos teoremas relativos às propriedades das 
figuras geométricas, vimos (*) a grande aplicação da álgebra 
à geometria. E studaremos, agora, a aplicação denominada 
divisão áurea(**), que tem a sua importância assinalada desde 
a antiguidade. 

Dado um segmento AB, diz-se que se efetua uma divisão 
á;tr~a de AB por meio de um ponto P, quando êsse· ponto 
divide o segmento dado em duas partes desiguais tais que a 
maior seja média proporcional(***) entre a menor e o segmento 

(") Estudoa feitos na a.• Sórfo gin1111ial. 
. (**) T ambé!D ohamllda por P Actou do di,ino proporç4o, por ser, d B8 proporções a 

mal8 Bgradável à VlSta, tanto na arquitetura como no corpo humano· 
(OU) P ror,orç4o cont!nua (meios iguaia). 
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d divisão é denominada 
todo. A p~r te maior resultante ; 
secção áurea ou segmento áureo de A t · foi por Euclides, cba­

A divisão áurea de um segmen ° - ' 
mada divisão em média e extrema raza~. supondo-o resolvido. 

Coloquemos o problema em eq~~~: ~o áurea no segmP,nto 
Seja p o ponto que efetua uma ivi 
dado AB : _ _______ ..... 

------------a- ~---- _____ __ ..... ..--a - ~ 1 

,=--=--=--=--=--=-=-=-=-=---_-=-z:_ ____ ___ ~ B 
A 

Devemos ter, por definição : )' 
l entre P B e AB · 

AP = PB (AP é média proporciona 
AB AP . dos segmentos em questão, 

Chamando as medidas algébricas 
respectivamente, de : AB = a (*) 

AP = X 

PB = a - x 
· r ão êsses valores na propo 9 

teremos : 
Substituindo 

continua acima, 

vem: X a- X -=-ª X 

D d 
x2 = a(a - x) 

on e 2 - o 
ou x2 + ax - a - bl a a incógnita x 

. tas ao pro em , O < < a 
Pelas condições rnipos · fazer a condição : x . 

(medida algébrica de AP) deve ~a~s == 5a2 > O, temos o segumte 
e, como o discriminante é ª2 + ª 
valor para x: - a ± -ef5Õ} _ -a± a'VS 

X = 2 - 2 

onde 

(
1 + ✓s)a 

{ 
x' = - (d - l)a 
x" e:, 2 

. t moa usando 

d ,.,alar ali:óbrioo do Á 
8 

• r epresontaçllo o 

(•) Por oomod~ •• os ª 
por A B (ao invés do A.D), 
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A raiz negativa é rejeitada como estranha ao problema, 
enquanto a posit'iva (que é menor que a) é a solução. Logo : 
X= (V5 -J) 

2 ª· -
Entre as aplica - d d' • -decágono z çoes ª iv,sao está a construção rio 

geometri/egu ar, que será estudada no capítulo rela tivo à 

EXERcfc10s DE APLTCAÇAO 

Calcular O valor d 
de . o segmento áureo do seO'mcn to de 8 cm 

compnm t (U ✓- b 
en °· sar ª 5 com a a proximação de 0,01). 

Aplicando a fórmula x = (✓s -1) 
2 a, temos : 

ou ( 2,23 - 1) x = 2 8 cm 

x = 1,23 X 4 cm = 4,92 cm 

e , 

~

.-'.' t EXERCfCIOS SÔDRE PROBLEMAS D O SEGUNDO GRAU 

Determlnar o ntímero cujo t ri lo 
ntímero seja Igual a 2 P de seu quadrado somado com êaso 

2. Dizer qual o ntímero qu; somando . 
resulta. 27 vêzee O seu ' va i ? lO ao qmntuplo de seu quadmdo, 

3. A diferença entro o quadrnd~r d 
dôbro é Igual a - 1. Qual é ê e um certo nómero e o seu próprio 

4. Acha d 1 "'- sse ntímero? 
. r os nuweros consecutivos tal 

eeia. 25. 8 que a. soma dos seus quadrados 
6. D ecompôr O nfunero 28 d . 

Igua l a 11. em 018 fntôree tais que a sua soma. seja 

J. 6. Determinar o nómero 
3 que multiplicado pelos seus - dê o produto 12. 

,. 7. Se do quadrado de um nóm 4 
êsse nfuncro? ero subtra irmos 6, o resto será 30. Qual é 

8. Qual é o nfunero que é exccdld d 
!-9. A soma dos quadrados de t ê ~ e 6 pelo dôbro de seu quadrado 7 

êaaes nómeroa r 6 0 eroa consecutivos é 194 D ... , . . c..irmm11r 

J 

-'- 10. 

-<11. 

~ 12. 

>< 13. 

14 

,e 15. 

16. 

I f--17_ 
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D eterm inar um 01íruero tal que o ecu qua drado seja Igua l no seu t riplo 
aumentado de 28. 

Achar d ois números pa res consecu tivos sabendo que o produto d61e, 
é 2 808. 

D eterminar t r&! números ímpares consecutivos sabendo que o seu 
produto 6 Igual a sete vêzcs a sua soma. (•) 

Achar cinco números Inteiros consecut ivos eabeudo que a soma dos 
quadrados doa qua t ro primeiros números é Igual a quarenta e duas 
vêzes o quinto nómero. 

Deter minar dois números Inteiros consecutivos tais que a soma de 
5 seus Inversos seja -
6 

Acbur o nómero Inteiro que, numenrodo de 43, dá o quadrado do 
nt'ímero sucessivo. 

Achar dois n6meros ímpares consecutivos role que a diferença de seus 
quadrados seja Igua l a 8 000. 

Umn fração tem o denominador superando de 2 o numerador. 

l 1-. 18. 

Somando 2 ao numerador e 1 ao denomlnador, a fraç![o aumenta 
7 

de 
30 

• D eterminá-ln. 

O quociente de uma divis![o é os ~ do divisor, o o resto 30 é a quln-
8. 

}- 19. 

20. 

21. 

1- 24. 

.i. 25, 

quagósima quin ta parte do dividendo. Achar o divisor. 

O dividendo dA uma divisão é 1 235. Sabendo que o divisor é igual 

ao quociente e que o resto é os ~ do divisor, determinar o divisor. 

O d ivisor d e um!! divisão ultrapassa do 5 o quociente q~e1 por sua 
vez, ul t rnpa 8sa o resto tnmbérn de 5. Determinar o d1v1sor dessa 
div isão, sabendo que o dividendo é 1 075. 

Divírlindo um número d e ooie a lgarismos, cuja eom11 6 9, !?elo quo­
cien te da divisão do algarismos das unidades pelo a lgarismo das 
dezenua, obtém-se o quocien te 18. Qual é ê.sse número ? 

Um pa i tem 54 8 1105 e seu filho 12. Há quanto tempo a Idade do 
pai fo i igua l no quadrado da do 'filho ? . 

Um pai tinha 24 anos ao nascer o seu filho. O produto. das atun)e 
Idades de a mbos é O triplo do quadrado da Idade do f1lho. Quais 
as duns Idades 7 

A Idade de uma criança daqui a 6 a nos será o quadrado da Idade que 
tin ha há 6 anos. Perguuta-se a Idade atual dessa criança. 

D eterminar as Idades de Vera Maria e Silvla Maria, sabendo que ª 
sua d iferença 6 4 o o seu produto 32. 

3) (~ + C. ) ~ ; (G:z: + O) a 2 1 (2:z + 3) 
(*) Resol\'e r por fa lornçilo: (Zx + l ) . ( :!:i: + · -" " 
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~ 26. 

• 27. 

4 28. 

' 29. 

30. 

31. 

32. 

Osvaldo Sangiorgi 

Dols gllJ'otos têm juntos 24.0 íiguriuhas. Quantas tem cada um, ee 
a soma do seus quadrados é igual a 29 600? 

Vendendo um objeto por CrS 255,00, ganho duns vêzes a rnlz quadrada 
do preço pago. Quanto paguei por êsse objeto ? 

Calcular as dimensões de um retitngulo, sabendo-se que tem 78m de 
perímetro o 360m2 de área. 

Uma quantia de Cr$ 4 000,00 deveria ser distribuido. em partes lgun
1 

is 
por um certo nwnero de pessoas. No momento da partilha, 4 de_ as 
se retiram, acarretando um aumento de Cr$ 50,00 na parto relativa 
a cada uma das remanescentes. Quantas pessoas eram? 

Certa pessoa destinou Cr$ 12 000,00 parn ser em distribuidos lgui;l­
mente entre um certo número de órfãos. T endo dois dêstes desis­
tido de suas partes, as dos demais fornm o.crescidas de CrS 1600,00 
cada uma. Qual o nwnero de órfãos? 

Duas fontes podem, juntas, encher um recipiente em 18 horas_. . Qual 
o tempo que cada uma, sozinha, leva para encher êsse rec1p1ente, 
se a primeira emprega. nessa. operação 27 horas ma.is que a segunda. 

Um reservatório, cuja. capacidade é de 270 litros, é alimentado por 
uma. torneira. Se essa torneira despejar mais um litro por segundo, 
o tempo necessário parn encher o reservatório diminui de 45 segundos. 
Quantos litros a. torneira despeja por segundo? 

33. Dois operários, trabalhando juntos, fazem certo trabalho em ~ dias. 
Quantos dias empregará o primeiro operário para fazer sozmho 0 

mesmo trabalho, se êle emprega 5 ilias menos que o outro trabalhando 
sozinho? 

1- 34. Um trem, num percurso de 270 km, reduziria de ! de boro. a duraç~o 

de sua viagem se aumentasse de 5 km a. sua velocidade horária. 
Determinar a. sua velocidade nestas condições. 

35. Um homem fez ~ viagem de 24.0 km. Se caminhasse mais 4 km 
por <;lia., do que realmente caminha, teria. gasto dois dias menos 
na_ V1agem. Pergunta-se quantos dias gastou na viagem e quantos 
quilômetros andou por dia. 

36. Antonio percorreu 90 km em 7 horas, andando os primeiros 18 km a 
pé e o resta_nte em bicicleta. Sabendo que, de bicicleta, faz 12 ~ 
por hora. malS que a pé, pergunta-se quantos quilômetros faz Antonio, 

. por hora., a p~. 

37. Dois ciclistas P!>r~m ao mesmo tempo em direção a uma vila distante 
90 km. O pru:~eiro, que percorre 1 km por hora mais que o segundo, 
chega ao destmo uma hora. antes do outro. Qual a velocidade de 
cada um? 

38. Calcular, com a. aproximação de 0,01, o valor do segmento áureo do 
aegmento de 12 cm de comprimento. 

" 

.._ 39. 

-1 40. 
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d d cu·o lado é o segmento áureo do 
Qual o. á.r eo. do um qua ra o,. l to (Aproximação do 0,01). 

segmento de 10 cm de comprime; . G ~ Calcular a área do 
As dimensões ?e u1;11 ret~ugu~o siiospc~hlv!me~te·, 08 segmentos á ureos 

retâugulo cuias dime~so~s sao,t~~gulo (Aprmdmaçiio de 0,01). 
das dimensões do primmro re · 

RESPOSTAS: 

19. 35 
2 

20. 30 1. 3 ou -1. 

2 21. 36 
2. 5 ou 5 22. 5 anos 

23. 36 o.nos e 12 anos 
3. 1 
4. 3 e 4 (ou - 4 o - 3) 24. 10 anos 

5. 4 e 7 25. 8 anos e 4 anos 

6. 4 ou -4 26. 100 e 140 

7. 6 ou - 6 27. CrS 225,00 

3 28. 24. rn e 15m 

8. 2 ou -2 29. 20 

9. 7, 8, 9 ou -7, -8, -9 30. 5 
31. 54b e 27h 

10. 7 ou -4 
32. 21 

11. 52 e 54 
33. 10 

12. 3, 5 e 7 
34. 45 km/h 

11, 12, 13, 14 e 15 13. 35. 12 d; 20 km 
14. 2 e 3 

36. 6km 
15. 6 ou - 7 

37. 10 km/k e 9km/h 
16. 1 099 e 2 001 

38. 7,38cm 

17. 
3 39. 37,8225cm' 
5 4.0. 18,1548cm' 

18. 72 
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CAPITULO II 

Relações métricas nos polígonos e no 
círculo. Calculo de 'lt 

§ 1. Relações métricas no triângulo retângulo. 
Teoren1a de Pi tágoras. 

\ 1. · Conceito de projeção ortogonal. Chama-se pro­
jeção ortogonal de um ponto sôbre uma reta ao p~ .da per­
pendicular traçada do ponto à reta. Na fig. 1, a projeção 
ortogonal de P sôbre r é P'. Denomina-se projeção ortogonal 
de um segmento de reta sôbre uma rela ao segmento de reta 
determinado pelas projeções ortogonais dos extremos do seg­
mento dado sôbre a mesma reta. Na fig. 1, temos: 

p 
T 

J p, 

B D 

A/ / F M 
-/: 

1 A' 
A'B' 

C'D' 

E'F' 

M'N' 

,. ' 1 

' 
/ / 1 

~. EÍ / M ' 
1 

F' B' C=C' 
• 

FIG. 1 

é a projeção ortogonal de AB sôbre r 
(A'B' < AB, porque AB _L r) 
é a projeção ortogonal de CD eôbre r 
(C'D' <CD, porque CD _L r) 
é 11, projeção ortogonal de EF eôbre r 
(E'F' < EF, porque EF _L r) 
é a projeção ortogonal de MN sôbre r 
(M'N' = MN, porque MN li r) 

U "" T ' é a projeção ortogonal de LT sôbre r 
(L' a T, reduz-se a um ponto, porque 

LT .L r) 

L 

N L 
' 
1 

l.'.=T' 
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2. Relações m é tricas . AJ3 relações entre os números 
que representam as medidas, expressas na mesma unidade, dos 
elementos lineares de um t riângulo são denominadas relações 
métricas. 11:sses elementos lineares são os lados (a, b, c, na fi g. 2), 
a-S projeções de dois dêsses lados sôbrc o outro (n e m na fig. 2), 
as alturas (h na fig. 2), as medianas e as bissetrizes. 

Nos triângulos retângulos, estudaremos as relações métri­
cas que se seguem. 

A A 

,__ _ ____ a. 

FIG. 3 

.f y 3. P rimeira relação. Teore1na : Cada cateto (*) .é média 
Y/proporcional entre a hipotenusa e a sua projeção sôbre a hipo­
/ tenusa. 

Seja o triângulo retângulo ABC (fig. 3) onde Â é reto. 
Temos: { a - hipotenusa 

lI c e b - catetos { b2 = am 
nem - proj . dos catetos sôbre T c2 = an . 

a hipotenusa 
Demonstração: 

1. Tracemos a altura AH que dividirá a hipotenusa nos 
se~entos n e m ; êstés são, respectivamente, as 
proJeções dos catetos e e b sôbre a hipotenusa. 

2. Os triângulos retângulos ABC e ABC são semelhantes 
P,..or terem, ambos, um ângulo reto (Â no L:::.ABC e 
H no l:::.AHC) e um ângulo igual em C (**) . Logo, 

1 . ('") A o,rpress~o cateto (n hlpotcnUBa, ou a indn projcçl\o) implica que i"i!. estamos noe 
re ermdo à 11\la m,d,da. 

(~•) P rim•iro clássico de eomolbnnçn de t riâoguloe, ver Mal•mdtica Cut8o Ginll.!!ial, 
3.• Sério, p 611. 262, do mesmo autor, ' 

Matemática Quarta Série 101 

os lados homólogos dêsses triângulos são propor­
cionais, isto é : 

a b 
-= 

b m 

pois, são 
S a do L:::.ABC por serem ambos 

lados homólogos 1 b do t::.AHC' 

• S b do 
hipotenusas e 1 m do 

!:::.ABC por serem ambos catetos adja-
1:::.AHC' 

centes ao ângulo C. 

Donde : r b2 = a m I c.q.d. 
_ lbantes os triângulos ABC e 

Da mesma forma, sao semc A ulo comum B) , e portanto: 
AHB (um ângulo reto cada um e,..o_a_n_g ___ 

7 

~ = .!:_ ou \ c2 = an I c.q.d. 
e n • 

. ma . A altura traçada sóbre 
.,_ ' 4. Segunda rC?lação. T~o:! ent;·e os dois segmentos que 

a hipotenusa é média proporcion . 
ela determina Sôbre a hipotenusa. 

1 
ABC (fig 4) T emos: 

Consideremos o triângulo retâ.ngu O 
• • 

A 

lI S AH = h (altura) 
1 m e n - proJcções 

T lh2 = mn L1~~--==:1I==i 
Bl!.4..---- ª 

FJG. 4 

Demonstração: . . A HC e A HB, ambos seme-
De fato, os dolB tn :lngulofhantes entre si (propriedade 

!bantes ao !:::.ABC, são 5; ,!11) e Logo: 
transitiva da semelhança ( · A AHC 

lm do= 
m h do bomologos os lados h do L:::.AHB - =- sen 
h n 

(Motemdtica - 3.• Sério Olntllll&I), 
(*) / dem, pá 11- 260, 
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opostos a ll.n~ulos 
complemento 3) 

iguais (I = 2, por admitirem o mesmo 

e 5h do t:,AHC 
1n elo t:,AHB, 

como opostos~ ângulos iguais (g = 4, por admitirem o mesmo 
complemento 1). Portanto 

1 Ji2 = rnn 1 
c.q.d. 

. 5. Tei·ceira relação. Teorema : O produto dos catetos é 
.,, igual ao produto da hipotenusa pela respectiva altura. 

Devemos demonstrar (fig. 4) que : T < bc = ah 

Demonstração: 

Com efeito, consideremos as relações já deduzidas: 

b2 = am 
c2 = an 

Multiplicando-as, membro a membro , vem : 
b2c2 = a2mn 

Como h2 = mn (Segunda relação) 
substituindo, temos: 

b2c2 = a2h2 

e, extraindo a raiz quadrada de ambos os membros, vem : 

bc = ah 
c.q.d. 

..,, 6. Quarta relação T . ~ 
/

quadrado da hipotenusa é igual e;remacl de Pitagoras: (*) O 

A 
soma os quadrados dos catetos. 

tese é agora (fig 4) . 
· a segwnte : T { a2 = b2 + c2 

' (*) P 1T Á".ORAa, um doa maiores fil . 
de uSQ a . C. 015cfpulo do '/'al,a F ósofos da nnt1guidnde Nnac"d 
!niúw ic.os. Transformou o estudo da •~~~ouáªt· escola itálico•pituÍ:tórica iq~oe:ss ~tomos, c~rca 
m meras descobertas n l,Çm 1ca nu ma vcrtlad . • . • . c1 u mwtos 
monumentru _ 0 Teore~ndpPo .:!,~ geometria, devendo-se d~~ ciêne,a, contribuindo com • •....-ora,, ncnr n que tomou feição 
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Demonstração : 

ou 

Consideremos as relações j á deduzidas 
b2 = am 
c2 = an 

Somando, membro a 
b2 + c2 = arn + an 
b2 + c2 = a(m + n) 
b2 + c2 = a.a 

membro, vem 

e como m+n = a, obtemos : 

e, portanto: 1 a2 = b2 + c2 1 c.q.d. 

ÜDSERVAÇÕEs : 1.•) Os trll\ngulos retângulos, dos quais as_ med!rlas 
dos lndos eüo expressas por números inteiros, denominam-se pitagóricos. 
Assim, por exemplo, o triângulo retângulo de la~os a = 10 cm,b = 8 cm 
a c = 6 cm é pitayórico, pois, êsses valores sat1sfozcm o Teorema de 
Pitágoras (102 = 8' + 6') . Entro oR tr!O.ngulos pitagóricos, deatac~-se 
equêle cujos lados são expressos pelos números 3, 4 e 5. Pode-se verlf1ear 
que 3, 4 e 5 são os únicos três números naturais consecutivos tais que o 
quadrado do maior é Igual à soma doa quadrados dos outros dois. 

2.•) Do Teorema de Pitágoras, decorre Imediatamente que : 
b1 "" a• - c1 e c' = a' - b' 

loto é, o quadrado de cada cateto é i11ttal ao quadrado da hipotenusa menos 
o quadrado do 01itro cateto. 

RESUMO 

As relações métricas nos t riângulos retângulos, expressas 
pelos . teoremas estudados, no presente capítulo denomina-se 
propriedades caracteristas do tritJ.ngulo retdngulo e fornecem as 
segumtes f6rmulas, de uso freqüente no cnlculo: 

~ ~ 1 h 2 = nm 1 1 c 2 = nn I jh2 = mn j I bc = nh 1 -, a-2 =-b,-Í-c-;2 I 

l.") 

EXERCf CIOS DE APLICAÇÃO 

No triângulo ABC, ret:ingulo em Â (fig. 4) , tem-se 
b = B cm, e = 4 cm. Calr.ular a hipotenusa (a), a a ltura 
(h) e os sl:'gmentos (m e n) que a altura deteTmin~ aôhre 
a hipotenusa. 
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Temos: 

1. câlculo da hipotenusa: a2 = b2 + c2 

ou 

2. cálculo da alt,i.ra : 

ou 

3. cálculo de m e n: 
ou 

ou 

a3 = 9 + 16 = 25 
a ='125=5 
bc = ah 

3 X 4 = 5h 

12 
h=-=24 5 , 

b2 = am 

a= 5cm 

h = ~,4cm 

9 = 5m . · . m = : . · . m = 1,8 cm 

c2 = an 

16 = 5n . · . n = 16 · n = 3 2 cm 5. . , 

2.º) Num .triângulo retângulo, as projecões dos catetos sôbre 
a hi~otenus~ medem 36 cm e 64 cm. Calcular a altura 
rela. tiva à h1potP-nusa e oa ca:.etos. 

Temos: n = 64 cm, m = 36 cm. A altura, agora, será 
dada pela fórmula h2 = mn. Logo, h2 = 64 x 36 = 2 304 e 
portanto h = ✓ 2 304 = 48 •. . h = 48 cm. 

Os catetos serão dados pel.as fórmulas : b2 = am e c2 = an, 0nd
e ª = m + n = 36 + 64 = 100. Logo: 

b
2 

= 100 X 36 = 3 600, donde b = 1 3 600 . · . b = 60 cm 

c
2 

= 100 X 64 = 6 400, donde c = ✓ 6 400. ·. c = 80 cm 

ºr------~ 

F IG. 5 

7. Cálculo da diagonal de um 
quadrado. Seja o quadrado de lado 
ª. {fig. 5). Calculemos o valor de sua 
~hagonal d. No triângulo retângulo 
ISósceles ABC, pelo Teorema de Pitá­
goras, temos : 

AC2 
= AB2 + BC2 

e como A-? = BC = a e AC = d, 
obtemos : d2 2 . .., a + a2 

1 
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ou d2 = 2a2 

donde, extraindo a raíz quadrada de ambos os membros, vem : 

8. Cálculo da altm·a de um t~·iângulo equilátero. 
Seja o triângulo equilátero ABC (fig. 6), cujo lado te1? por 
medida l, e cuja alt ura, relat iva à base BC, tem por medida h. 
Aplicando o teorema de Pi­
t ágoras no triângulo re­
tângulo AHC, vem : 

AC2 = AH2 + HC2 

ou 

Tirando o valor de h2 : 

h2 = z2 - ..!:_ = 3z2 
4 4 

donde, extraindo a raiz qua- B 
drada : 

h= 

ÜBSERVAÇÕEB : 

l-v3 
2 

H-L --i C 
2 

FIG. 8 

1.•) No triângulo retângulo em que um dos ll.ngulos agudos vale 30• 
(e portnnto o outro agudo vale 60•), o cateto oposto ao anoulo de 30• vale 

a metade da hipotenusa ( no í::,.AHC, fig. O, o cateto HC vale ! ) ; 
2.•) Para o cále11lo, os valores de ✓2 e ✓a, nssim como outros 

números irracionais, serão tomados com a aproximação por falta, a menos 
de 0,01, de preferência. 

Exemplos : 

1. Calcular a altura de um triângulo equilátero cujo perímetro 
igual a 15 dm. 
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Como o perímetro é 15 dm, cada lado valerá 5 dm 
e,. portanto, ~plicando a fórmula que dá a altura do 
triângulo equilátero, temos : 

h l ✓3 l 5 X 1 73 8,65 
= -2- ou t = 2 ' = 2 = 4,325 

Logo, a altura é igual a 4,325 dm. 

2. Calcubr o perímetro de um quadrado cuja diagonal mede 
3 V2 cm. 

Como d = a V2, segue-se que a = d onde subs-
tituindo d = 3 V2, obtemos : ✓ 2 ' 

3 ✓2 
a=-=3 

✓2 
Logo, o perímetro do quadrado será 4 X 3 cm = leem 

E X ER C lC I O S 
1 Calcular o valor da bipote d 

medem 5 m e 12 m. ousa e um tr!Angulo retAngulo cujos cntetoa 
2

· Q~ª
1
2f c~7tenuea do triângulo retângulo cujo's catetos medem 20 cm 

3
· NumbltriAngulo rettl.ngulo, os catetos medem O 8 dm o O 6 dm Achar 

a potenuea. ' , , 
4. A hipotenusa de um trl!l.ngulo mede V13(i 

Calcular o vnlor do outro cateto. 1. O m e um doe catetos 7 m. 
5. A altura de um triângulo t!I. 1 d 

segmentos de 4 m e 16 re Cnlgulo etermina eôbre a hipotenusa 
L 6. m. a cu ar a altura. 

A altura de um trillngulo til I d . 
dois segmentos um de 32 J e ngu O etermma s6bre a hipot enusa 

7. Os catetos d ' t .
11 

me outro de 18 dm. Calcular os catetos. 
va lor das :~;;:ctf~~~g~~o . re~ângu~~ mede~ 3 m e 4 m. Calcular o 

8. Num triângulo retângulo ::::ç es s re a hipotenusa . 
à hipotenusa 12 m rJ te ~a.teto é i_gual a 15 m e a alturn ruia.t iva 
projeções dos catetos seôbrminabr. ª hipotenusa, o outro cateto e as 

A . re a 1potenusa 
hipotenusa de um trio. 1 · 

catetos é 21 m c 1 1 ngu O retângulo mede 15 m e a soma rios . a cu ar os catetos 
10. On catetos de um triângulo retAn . 

a altura relativa à hlpoten guio medem 6 m e 8 m. Calcula r uea. 
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11. Qua nto mudo a dlngonul do retângulo cujns dimensões sil.o: base = 8 m 
e a ltu ra = 15 m? 

12. A basu de um retllngulo 6 igual a 24 m, o o comprimento de sua diagonal 
25 m. Calcular a altura dl!sse ret:lngulo. 

13. As diagonais de um losa ngo medem 12 m e 16 m. Calcular o lado. 
14. Calcular o perímetro do losango cujas diagonais valem 1,8 m e 8 m 

(aprox. de 0,1). 
15. A dingonnl IIU1,ior de um losango vale 15 m. O lado dl!sse losa ngo 

mede 9,604 m (aprox. 0,001). Qual o valor da diagonal menor? 
16. N um triftugulo retllngulo, um dos catetos mede 15 dm e a hipotenusa 

25 dm. Calcular o valor da altura relativa à hipotenusa . 
17. Num tri/tngulo isósceles, os lados iguais medem 10 m. D eterminar-lhe 

2 
a altura e a base, sabendo que a altura é 3 da base. 

18. A que al tura uma escada de 5 m toca num muro, se o pé da escada 
está a 3 m do mesmo? 

19. Calcular a altura de um tridngulo equilá tero cujo lado mede 4 m. 
20. A altura de um trio.ngulo equilátero é igual o. 5 ✓3 m. Calcular o 

perímetro dllsse tri!lngulo. 
21. A dingono.l de um relilngulo mede 10 m e a diferença entro dois lado, 

consecutivas é de 2 m. Calcular os lados. 
22. Num triO.ogulo retângulo ABC, temos: b + e = 35, a = 25. Deter­

minar : b, e, h e as projeções (m e n) de b e e sôbre a. 
23. Calcular os três lados de um triângulo retângulo, sabendo que a altura 

é Igual a 12 dm e que os segmentos que ela determina sôbre a 
hipotenusa valem, respectivamente 9 dm e 16 dm. 

24. Num trillngulo retllngulo A B C, temos : a = 100, b = 60. Calcular o 
perímetro de cada um dos triângulos determinados pela altura 
relativa à hipotenusa. 

26. Num trapézio retllngulo, nu bases têm 10 m e 14 m, e a altura 3 m. 
Calcular o valor do lado oblíquo. 

R ESPOST AS : 

l. 13m 10. 4,8 m 
2. 29 cm 11. 17m 
3. l dm 12. 7m 
4. 9 IO 13. 10m 
5. 8 rn 14. 16,4m 
6 40 dm e 30 dm 15. 11,996 m 
7. 1,8 m e 3,2 m 16. 12dm 
8. 25 m, 20 m, O m ~ 16m 17. 12m e 8 m 
9. 9 m 11 12 m 18. 4m 
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19. 3,46 m 
20. 30 m 

21. 6 me 8 m 

22. b == 20, e = 15, h = 12, m = 16 n - 9. 
23. a = 25m, b = 15m e e = 20m 

24. 192 e 144 25. 5 m 

§ 2. Relações métricas num triângulo qualquer. 
Relação dos co-senos. 

RELAÇÕES MÉTRICAS NUM TRIÂNGULO 
QUALQUER 

...... \' _,,.,. 9. Primeira relação, Teorema: Num tritlngulo qual. 
quer, o quadrado do lado oposto a um dngulo agudo é igual d 
soma dos quadrados dos oul1"os dois lados, menos duas vêzes o 
produto de um dêstes lados pela projeção do outro sóbre êle. 

Seja ABC um triâ.ngulo qualquer (fig. 7). Temos : 

H { Â < 900 T { a2 = b2 + c2 - 2cn 
e 

1 
1 
1 

h: 

A n 

e H 

FIG. 7 

podemos substituir 

ou 

e finalmente 

Demonstração: 
1. Tracemos a altura 

CH = h. Aplicando o Teore-
a. ma de Pitágoras no 1\. CHB, 

vem: 
a2 = h2 + m 2 (1) 

m 
,8 2. Como no 1\. CHA, 

temos 
h2 = b2 - n2 

e m = e 
êstes valores na relação (1), 
a

2 = b2 - n 2 + (e - n)2 

a
2 = b2 

- n 2 + c2 - 2cn + n 2 

- n 
e obtemos: 

f a2 = b2 + c2 - 2cn 1 
c.q.d, 
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Se unda relação. Teorema: Num triângulo ?btu,­
stlng~t , o ~uadrado do lado oposto ~o tlngulo ob_tu~o é ig:al 
à soma dos quadrados dos outros dois lados, mais uas v es 
o produto de urn dêstes lados pela projeção do outro sóbre êle. 

Consideremos o triângulo obtusângulo ABC (fig. 8). 

Temos: e 
H {Â > 900 
T { a2 = b2 + c2 + 2cn 

Demonstração : 
1. Tracemos a altu- B 

ra CH = h (que, nesse 4=:--0-_:...~A-::~~7i~::=f-C=:=====~~ caso, incide sélbre o pro- 1..<.-...:.:.... ___ m 
longamento da base do FIG. s 
6ABC). Aplicando o Teo-
rema de Pitágoras no triângu o . 1 retângulo CHB, vem: 

a2 = h2 + m2 

Como h2 = b2 - n2 (no ~CHA) em= n + e, 
na expressão acima, obtemos : 

a2 = b2 
- n 2 + (n + c)2 

ou a2 = b2 
- n 2 + n 2 + 2cn + c2 

e finalmente 

1 a2 = bZ + c2 + 2cn 1 
c.q.d. 

APLICAÇÕES ; 

. 11. Reconhecime nto da natureza de um_ triingulo. 
Das relações métricas estudadas, concluimos que . 

b 2 • ai = b' + e' e o t:,ABC é reU2ngulo ~ 900 1 == 2 + e • • 
se A = º --+ ª, - : e' - 2cn ... a' < b' + e' e o t:,ABC é acutcingulo 
10 Â < 90 --+ a - ~ + 2 . 2 > b' + e' e O !:,ABC é obtuscingulo 
18 Â > 9()<> --+ a' = o' + e' + -cn . . a . 

ê I d b e (o mruor lado e, reciprocamente, dados os tr s a ~sosª'outros dois), de um 
deve ser sempre menor que a soma . 
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triângulo A BC podemos 8 b 
gulo ou obtusdngulo ª er sJ O mesmo é retdngulo, aculdn-
com a soma dos qu~dcodmpn.dran ° O qua<1,mdo do maior lado 

ra os os outros dois. 

EXEHCfCJOS 

l.•) Reconhecer a nat d . 

{

a = 12 ureza os seguintes triângulos : 

I. b = 8 {ª = 10 
e= 9 II. b = 8 

e= 6 
Temos 

I. a: - 12• = 144 

b• = 8' = 64} 
e• = g, = 8l 145 (soma) 

• • • a• < b' + e• 

{
a= 13 

III. b = 8 , 
e= 7 

II. a• = 100 

b' = G-1 } 
e' = 36 100 (soma) 

• · . a•= b' + e• 
III. a• ... 169 

b' = 64 } 
e• = 49 113 (soma) 

• · • a•> b• + e• 

II r~go, em I o triângulo é aculdngulo, em 
ngulo e cm III obtusdngulo. 

.L ____ _ 

i---x 

2·º) Os ludoe de um triângulo medem 5 cm 8 
~: 1 e d 12 e~ . Calcular o valor da projeçlío 

ª 0 maior sôbre o menor (fig. 9). 

do t l_?;,econ
1
heçamoe prlmelramcute a natureza 

ri,,ngu o. Como: 12' = 144 8 ' - 64 

ou 
e 

FIG. g 5, = 2~, ' - 1 • , sr.guc-se que: 12• > 8' + 5, _ tanto O t "A I e, por 
(n.• Ú) : ,r t;,ngu o é obl118dngulo. Logo, temos 

12• ... 8• + 5' + 2 x 6 x x 

l44 .. 64 + 26 + 10:i: 
144 • 89 + 10:i: 

donde X ,co 144 - 89 5 5 
10 = 1 

Portanto a pro· -
' Jeçao procura.da vale 10 5cm (Sem+ 5 .. ) , ,ocm. 
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RELl\ÇÃO DOS CO-SENOS 

12. Rclac;ão fundamental. Teore ma: N um tridngulo 
qualquer, o quadrado de um lado é igual à soma dos quadrados 
dos outros dois lados, menos duas vêzes o produto dêsles pelo 
co-seno do dngulo por êles f ormado. D evemos (figs. 7 e 8), pois, 
ter: 

H { t:,.ABC qualquer T { a2 = b2 + c2 - 2bc . cos A 

Par:1 a demonstração, devemos considerar dois casos : 
Primeiro caso : O t riângulo é acutdngulo (fig. 7). Vigora , 

então, a relação (n.º 9): 

a2 = b2 + c2 - 2cn 

Como, para o triângulo retângulo CH A, vale a relação(•) 

n = b. cosA 

substitu indo êste valor de n na relação acima, obtemos : 

a 2 = b 2 + c2 -2bc.cos A 

Segundo caso: O triângulo é obtusangulo (fig. 8). Vigora, 
então, a relação (n.0 11) : 

a 2 = b2 + c2 + 2cn 

Como, no triângulo retângulo CHA, vale a relação 

n = b. cos (1800 - A) 

e cos (180° - A) = - cos A (**), subsLituindo o valor de n 
na relação acima, vem: 

a2 = b2 + c2 + 2c . (-b . cosA) 

ou a 2 = b 2 + c2 -2bc.cos A 
c.q .d. 

(•) Num trit\ngulo rctt\ngulo cada cal•lo 6 igual ao prod"lo da Mf>ot•11u•a p,lo co•••no 
,lo dnqulo ad;aunt, (Ver Matemdlica, Cun,o Ginasial, 3.• Sério, páa. 280, do mesmo autor). 

(U) Ãnaulot tup/•menfar,o têm co-ccno i11U&i! em valor absoluto e de linai, contrdrio,. 

,. 
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EXERCfCIO DE APLICAÇÃO 

8 
Num triângulo ABC os lados b e e valem respectivamente 

cm! e 6dcm
1 

e formam entre si um ângulo' de 60°. Calcula; 
o va or o ado a (aprox. 0,01). 

Aplicando a relação dos co-senos, vem : 

ª2 = b2 + c2 
- 2bc . cos 60° 

1 
como cos 600 = 2 , substituindo, temos: 

ª2 = 64 + 36 - 2 X 8 X 6 X _!_ 
2 ª 2 = 100 - 48 = 52 

ª2 = V 52 = 2 .-1 13 v = 2 X 3,60 = 7,20 
Logo, o lado a vale 7,20 cm (aprox. 0,01). 

EXERCfCIOS 

1. ~ econhecer a na~ureza do triângulo cujos lados medem 9 m 12 me 15 m. 
2. em para o triângulo de lados : 8 m 11 9 ' 
3. Idem p t •. , m e m. ara o r1ungulo de lados : 14 m 8 7 
4. Idem _para o triângulo de lados : 18 d~ ;: ; m.30 d 
5. No trillngulo ABC os lados ' m e m. 

Calcular o valor' da projeç~º':f:1c: s~b~ 1~ m, b = 8 m e e = 6 m. 
6. Os lados de um triângulo são . 13 . 

da projeção do maior sôbr~ cm, 8 cm e 7 cm. Calcular o valor 
7 Id o menor. 

• em p~ra o triângulo de lados : 3 dm 4 dm 5 d 
8. Num triângulo ABC os lados b - ' e m. 

de 46.0
• Calcular ~ valor d -(5 me e = 4 m formam um ângulo 

9 N 1 e a aprox. O 01) 
· um parn elogramo os lad • . ' · 

respectivnmente f ormnm os ions~cutivos, que medem 6 m e 8 m, 
valor da diago~al oposta en :° 8 â um ânfulo de 60.° Calcular o 

10. Num trapézio isósceles a b a s~e ngulo. 
que mede 10 cm, for~a c:se maior me_de 12 cm. O lado não pá'ralelo, 
o valor da diagonal do : ª bé~se maior um ângulo de 60.0 • Calcular 

11 A lt d ap z 10. 
"' a ura e um trapézio is6scol 

15 dm. Determinar O valor aª '::; de 8 dm e as suas bases 27 dm e 
12 . . Dois lados consecutivos de a iagonal. 

formam entre si um Anguli~e t3~0
ngulo, que valem 5 m e 10 m, 
· Quanto mede o outro lado? 
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13. A base maior de um trapézio retângulo mede 10 m e o lado oblíquo, 
que mede 8 m, forma com a base maior um ingulo de 45.0

• Calcular 
o valor da diagonal menor. 

14. A base menor de um trnpézi9 retllngulo mede 30 dm_e a altura. 40 d.m. 
Quanto mede a diagounl menor dêsse trapézio? 

15. No tri!lngulo ABC: ' a = ✓ 52 cm, b =' 8 cm e e = 6 cm. Calcular o 
o !lngulo formado pelos lados b e e. Sugestão: (Aplicar n lei dos 
co-senos). 

R ESPOSTAS: 

1. Retângulo 9. 7,20 m 
2. Acutângulo 10. 11,13 cm 
3. Obtuallngulo 11. 22,4dm 
4. Retângulo 12. 6,20m 
6. 3,6m 

13. 7,16 m 
6. 4 cm + 7 cm = 11 cm 
7. 3dm 14. 50dm 

8. 3,59 om 15. 60• 

§ 3. Cálculo das medianas, das alturas e das 
bissetrizes de um triângulo. 

14. Cevianas. Chama-se ceviana de um triângulo a tôda 
reta pertencente ao mesmo plano do triângulo, que passa por 
um de seus vértices. Usualmente empregamos os segmentos 
de cevlana, cujos extremos são o vértice do triângulo e o ponto 
de encontro da ceviana com o lado oposto a êsse vértice. 
Assim, as medianas, as alturas, as bissetrizes (internas e exter­
nas) de um triângulo são suas cevianas. As relações métricas 
determinadas por uma ceviana qualquer dependem, na sua 
maioria, da relação de Stewart(*), estudada a seguir. 

15. Relação de Stewart, Dado um triângulo A BC e 
sendo D um ponto do lado BC, vale a seguinte relação : 
AB2

• CD+ AC2
• BD-AD2

• BC= CD . BD. BC (**). 
Demonstremos ·a relação, considerando o triângulo ABC 

(fig. 10). Tracemos a perpendicular AE e apliquemos aos 

(*) STJ':WART - Matemático cscossCs (1717- 1785). 
(**) Nno estamos levando em conta oa ••nlido• dos eoamcntos. 
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triângulos ABD e ADC as relações métricas para triângulos 
quaisquer (n.0 10 e n.0 9) : 

AB
2 = AD

2 + BD2 + 2BD . DE 

AC
2 

= AD
2 + CD2 

- 2CD. DE 

Multiplicando a primeira igualdade por CD e a segunda 
por BD, vem: 

AB
2

• CD = AD
2 

• CD+ BD2 
• CD+ 2BD . DE. CD 

AC
2

• BD = AD
2

• BD+ CD2
• BD - 2CD . DE. BD 

e, somando membro a membro, obtemos: 

A.8
2

• CD+ AC
2

• BD= AD
2
(CD+BD) +CD. BD(CD+BD) 

Coroo BC = CD + BD, substituindo na última igualdade, vem: 

ou AB
2 

• CD + A C
2 

• BD = AD2 
• BC + CD . BD . BC 

1 AB
2 

• CD+ AC
2 

• BD - AD2 
• -nc = CD . BD . BC 1 

c.q.d. 

A A 

s ..._ __ --:::----::-------l e e 1 , e 
D E i-.__0.-----~-

,, FIG. 10 FIG. 11 

" I 16. Cál~ulo das medianas. Teorema : A soma dos · qua­
/ drados de dois lados de um lridngulo qualquer é igual a duas 

vêzes 
O 

quadrado da mediana ~relativa' · ao terceiro lado mais a 
metade do quadrado dêste lado. · ' 
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Seja o triângulo ABC (fig. 11). Ternos : 

{ 
ma - mediana relativa { a2 

T b2 + c2 = 2m 2ª + - 2 H ao lado a 
BD= DC 

Demonstração : 
I. Tracemos AE 1-DC. No triângu~o acutângulo ADC, 

pelas relações métricas conhecidas ternos : 
b2 = m2 + DC2 

- 2DC . DE 
a 

No triângulo obtusângulo AD[!, temos também: 
º - 2 DE c2 = m~ + BD + 2BD . ' 

2. Sornando, membro a membro, estas expressões, obtemos : 
2 - -, -2 

b2 + c2 = 2m0 + De- + BD 

a 
e, visto ser BD = DC = 2-, vem: 

a2 a:.: 
b2 + c2 = 2m~ + 4 + 4 

ou 
a2 

b2 + c2 = 2m~ + 2 
c.q.d. 

NoT.!. Dessa. relação, podemo~ tlro.r o valor de ma a fim de simplificar 
a sua aplicação nos cálculos. Assiro, temos : 

a' 
2m! = b' + e' - 2 

ou 
2b' + 2c' - a' 

m = 4 

e d f roa as medianas relativas aos lados b e e, terão, respectiva-' a mesmo. or , 
mente os valores: 

1 
r=-~~-.--LI 1 1 m, = 21 --J 2a• + 2b' -e' 1 me = ½ ✓ 2a' + 2c2 

- b' • 

li d se no!::,, ABC (!111. 11), B (•) Esto. íórmuln podo se r obtido dirolam,nto np onn o· • 
R•laçllo do St,wart). 
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1 
17. Cúlculo das al-

turas . Seja o triângulo 
ABC (fig. 12), onde h é a 
altura relativa ao lado 
BC. Sendo 13 um ângulo 
agudo, temos : 

rt__~=_~-=_=..!..~~-=-=_=_=..!lCT..::====~:s: b
2 

= a
2 

+ c
2 

- 2an 
ª---...-.'C donde 

FIG. H1 a2 + c2 - b2 
n=---'-----

2a 

Do t riângulo retângulo AHB t· , iramos : 
h2 = c2 -n2 

e, subs tituindo o valor de 
n nessa relação, vem : 

h2 = c2 - ( ª2 +2c2-b2) 2 = c2- (a2 + c2 - b2)2 
a 4~ = 

= 4a2c2 - (a2 + c2 - b2)2 

4a2 

Decompondo o num d 
drados: era or, como diferença de dois qua-

h2 = (2ac + a2 + c2 - b2) (2ac a2 - c2 + b2) 

ou 4a2 

h2 = [(a + c)2 
- b2)J [b2 (a c)2J 

4a2 

Decompondo, novamente 
' 0 numerador obtemos · 

h2 = (a+ e+ b) (a+ e b) (b + a e), (b - a + e) 
· 4a2 (1) 

Indicando o perímetro d . 
podemos determinar oval odtr1ângulo ABC por 2p = a+b+c 
põem o numerador assim ~r e cada um dos fatóres que com~ 

a+c-b=a+b+ 
b + e - 2b = 2p - 2b = 2(p - b) 

a - e = a + b + e - 2c "" 
b - a -$ e • a ~ b 4 2p - 2c = 2(p - e) 

e - 2a • 2p - 2a • 2(p - a) 

~ 
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Substituindo êstes valores na relação (1), temos : 

h2 = 2p . 2(p - e) . 2(p - b). 2(p - a) = 4p . (p - a) (p - b) (p - e) 
4a2 a2 

e, finalmente : 

h = ✓4p(p - a) (p,,- b) (p - e) = 
a~ 

2 - ✓p(p - a) (p - b) (p - e) 
a 

l 
De modo análogo, obter-se-iam as alturas relaticas aos 

ados a e e. 
Representando as alturas do t riângulo ABC, respectiva­

mente, por h0 , h0 , e h01 as fórmulas correspondentes, serão : 

l1a = ~✓ p{p - u) (p - b)(p -c) I h o = ¾ ✓p(p- u)(p-b)(p-c) 1 

·\ 18. Cálculo das bissetrizes. I) Bissetrizes internas: 
Seja o triângulo ABC (fig. 13), no qua l AD é a bissetriz interna 

A 

e 
1 

1 
1 
1 

1 
1 
1 

B, 
a. D 

FIG. 13 

relativa ao Â. O teorema da bissetriz interna (*); aplicado à 
bissetriz AD, permite escrever: 

BD CD 
e = T 

(•) Ver Mal<mdlica, Cureo Gin1111ial, 3.• Sério, pila. 253, do mesmo autor. 
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t ) 
Pela propriedade das proporções (relativa aos anteceden­

es , segue-se que: 

BD+ CD = BD = CD 
e+ b e b 

. Como BD+ CD= a temos· ~ _BD CD d d 
tiramos: ' · e + b - ~ = b on e 

BD = ~ e CD = ~ 
c+b c+b 

vem ~plicand0 ao triângulo ABC a relação de Stewart (n.º 15), 

~B~ . CD + A C2 . BD - AD2 . BC = CD . BD . BC 
Substitumdo CD e BD 1 e BC t· pe os valores dados acima e AB AC 

' respec ivamcnte por a b e e obt ' ' , , emos: 
2 ab ac -

e ·c+b + b2, - -AD2 . a=-3!!._ ~ 
c + b c+b·c+b · ª 

Dividindo tudo por a, temos : 

bc2 b2 +b + _ e_ - AD2 a2bc 
e e + b = (e + b)2 ou 

AD2 = bc2 + b2c a2bc 
e + b - (e + b)2 

donde: 
AD2 _ bc(c + b) a2bc 2b 

- --,-- --b a e 
(e + b) (e+ b)2 - e - (e+ b)2 

Colocando, agora, bc em evidência, obtemos : 

- 2 [ 2 ] AD = bc l - __!:_ = bc [ <c+b)2-a2] 
ou (c+b) 2 (c+b)2 

AD2 = bc[ (c + b + a) (e+ b a)] {ª + b + e = 2 
(e+ b)2 e como P 

nm: c+b-a=2~-aj 

AD2 = br[ 2p. 2(p - a)] d 4bc . p(p - a) 
(e+ b)2 (e+ b)2 
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Donde, exLra indo a raiz quadrada de AD2 : 

AD = - 2
- ✓ bcp(p - a) 

b + e 
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Indicando, respectivamente, por ~Â, ~Ê e ~e as bissetrizes 
internas rela tivas aos ângulos Â, Ê e ô, obtemos as seguintes 
fórmulas: 

~B = -2-✓ ncp (p - b) 1 a+ e 

1 ~e= ;;-TI✓ nbp (p -c) 1 

·º \ . 
. II) Bissetrizes externas: Consideremos o triângulo ABC 

(fig. 14), onde AD é a bissetriz externa relativa ao ângulo Â. 

/ 
/ 

/ 

/ 
/ 

,, J 

I 
I 

I 

I ~- --- ---------~----" o B a e 
FIG. 14 

O teorema da bissetriz externa, aplicado a AD, permite escrever: 

CD BD CD - DB CD BD 
- = - OU = - = -

b e b-c b e 

Como CD - BD = a, temos: 

a CD BD 
b - c = b = -c-

CD = _.!!!!_ e BD=~ 
b-c b - c 

Donde 
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Aplicando ao triângulo ACD a relação de Stewart, obtemos: 

AD2 
• BC + A C2 

• BD - AB2 
• CD = BD . BC . CD 

Substituindo nesta igualdade BC, AC, AB, respectiva­
mente, por a, b, e, e, CD e BD pelos valores encontrados, seguindo 
o mesmo processo do cálculo anterior, obteremos o seguinte 
valor para a bissetriz externa DA : 

DA = _y_ ✓ bc(p - b) (p - e) 
b-c 

Indicando por r Ã' r /j e r C as bissetrizes externas relativas 

aos ângulos Â, B e 6, obtemos as seguintes fórmulas: 

\ Y Ã = ~ ✓ bc(p - b) (p -e) 1 \ r /j = ~ 1 nc(p - n) (p - e) 

r c = A -.!nh(p-n) (p-b) 1 

EXERCÍCIOS DE APLICAÇAO 

No triângulo ABC, onde a = 4dm, b = 6dm e e = 8dm. cal­
cular, em relação à base BC; 1.0 ) a mediana (ma); 2.°) a altura (ha) 

3.º) a bissetriz interna (~A); 4.0
) a bissetriz externa (1 J) 

(aprox. 0,01). 
Temos: 

1.0) cálculo da mediana : 

1 
ma = - ✓ 2b2 + 2c2 - a2 

2 / 
1 V 

ma = 2 ✓ 2(36) + 2(64) - 16 

2.0 ) cálculo da altura: 

2 
h. = - ✓ p( - a) (p - b) (p - e) 

a 

____ , 
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2 .----:- 1 --
ha = _ ✓ g . 5 . 3 . 1 = 2 ✓ 135 = 6,80 

. 4 

3.0 ) cálculo da bissteriz interna: 

~ r = - 2
- ✓ bcp(p- a) 

A b+c 

~r =-2- ✓ 6.8.9.5 
A 6 +8 

1 -= 7 ✓ 2 126 = 6,62 

4.0 ) cálculo da bissetriz externa: 

Yr = _2_ ✓ bc(p-b) (p-c) 
A c-b 

1 ✓-
"( r = _2_ -f6. 8 . 3. 1 = 2 144 = 6 

A 8 - 6 
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Logo : a • r - 6 dm 
= 6 78 d . h = 5 80 dro ; I' Â = 6,62 dm ' Â -

ma ' m ' a A; é maior 
NOTA: No cálculo de y Ã foi usada a düerença c-b porque e o 

lado. 

EXERCÍCIOS 
. lado b do trill.ngulo ABC, 

1. Calcular o valor da mediana relu;1': :~ e e =' 12 m. 
cujos lados medem : ª = 6 m, 0 cm e 13 cm. Calcular as 

2. Os lados de um triângulo medem 7 cm, 1 

alturas relativas aos três lados. . 9 Calcular a mediana 
3. Os lados de um trill.ngulo valem 6 m, 7 m e m. 

relativa ao maior lado, g cm b = 6 cm e 
;... 4. Calcular hb no triângulo ABC, sabendo que a = ' 

e = 11 cm. 9. 1 B no triângulo 
t. 6. D eterminar o valor da b!ssctriz interna ao ngu o 

ABC do exercício anterior. •a lo ABC onde 
-/- 6. Calcular a bissetriz externa ~g Angulo C no tr1 ngu ' 

a = 9 cm, b = 7 cm e e = cm. 
1 

. terior. a altura relativa 
( 7. Que é maior no triAngulo_A~C do exerc,l1~ an . 

ao lado e ou a bissetriz mterna do b = 8 dm e e == 6 dm. 
8. No triAngulo ABC, t~mos: 1ªti.= 12º ~:do a. 2.º) a bissetriz interna 

Calcular : l.º) a medmna ~e a va a ' 
do .Ã : 3.º) a. altura relativa ao lado e. 
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9. Os lados de um triângulo ABC são : a = 13 cm, b = 12 cm e e = 15 cm. 
Calcular: 1.0 ) a ulturn relativa ao ludo b; 2.0 ) a bissetriz externa 
do C i 3.0

) n mediana relativa no lado a. 
10. No trl!lngulo ABC, onde a = 12 m, b = 8 m e e = 6 m, cnlculnr: 

1.0
) u mediana ma; 2.0

) n altura ha; 3.0 ) a bissrlriz ~rI i 4.º) 11 

blsselriz a "( c· 

e,...' 

RESPOSTAS: 

1. 8,35m 6. 6,12 cm 
2. 9,9 cm; 6,9 cm; 5,33 cm 7. A bissetriz 
3. 4,09 m 8. 3,74 dm; 3,56 dm; 7,11 dm 
4. 8,99 cm 9. 12,46cm; 186,88cm; 11,92cm 
õ. 9,48 cm 10. 3,74m; 3,55m; 3,5lim; 10,95m 

§ 4. Relações 1nét1·icas no círculo. Aplicações. 
Potência de um ponto em relação a urn 
círculo. 

RELAÇÕES :tvfÉTRICAS NO CÍRCULO 

19. Primeira relação. 1'eorema: Qualquer corda que passe 
pela extremidade de um dia.metro é média proporcional entre o 
didmetro e a sua projeção sôbre êle. 

A 

Seja o círculo de centro O e (raio OA (fig. 15). Temos : 

... ... ... 

B 

FIG. 15 

11 { AC corda 
AB diimetro 

T { A C2 = A B . AH 

Demonstração : 

1. Unindo C a B, obte­
mos 9 b,.ABC, que é retângulo 
em C por estar inscrito num 
semi-círculo. 

2. Como AC é cateto, AB 
hipotenusa e AH projeção de 

.. 
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AC sôbre o diâ metro temos pela primeira relação estudada 
nos triângulos retllngulos (n.º 3) : 

c.q.d. 

a . O segmento da per-
20. Segunda relação. Tcorem l ·uer da circunferência 

pendicular baixada de um ponto q~a ~ão pertença) é média 
sôbre mn dia.melro (ao qt~al êSte P~~ 0 

ue ela determina sôbre 
proporcional entre os dois segmen ° q 

Temos, agora, 

êsse dü.hnelro . 
considerando a mesma figura 15 : 

H { AB diâmetro 
CH J. AB 

T { cH2 =AH. HB 

Demonstração: óABC, 
1. Unimos C aos pontos A e B, . obtendo o 

retâ ngulo em t. _ 
e CH é a altura dêsse t riângulo, em érte)açao à 

2. orno d 1 - 0 m rica nos 
b AB vem pela segun a re aça 

ase ' 1 ( º 4). triângulos retângu os n. . 

L?12 = AH . ll B 1 

\ 21. Tcl"ccii·a relação. Teo­
ren1,a : Ern duas cordas qued ~e 
interceptam o produto dos ois 

' · l ao pro-segmentos de uma é igua l 
duto dos dois segmentos da ou ra. 

Temos (fig. l 6) : 

{
AB e CD cordas 

H que se interceptam em p 

T { p A . p B = PC . p D 

c.q.d. 

F l G, 16 
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Demonstração: 

1. Unindo A com D e B com C formaremos os triângulos 
PAD e PBC. ' 

2. Nesses triângulos, temos : 

Logo, 

-­Â = ê ( pois, ambos têm por medida Bt) 

-­JJ = fj ( pois, ambos têm por medida ~ ª) 

6PAD ,..._, 6 PBC 
(Primeiro cuso de semelhança) 

ou seja: 

e, portanto: 
AP PD 
Pc= PB 

1 AP PB = PC . PD 
c.q.d. 

22. Quarta relação. Teore ma: Em duas secantes tra­
çadas de* um ponto exterior a um cfrculo. o produto da pri-:neira 
secante ( ) pela sua parte externa é igual ao produto da segunda 

p pela sua parte externa. 

-----

/ 

A 
FIG. 17 

('") Dovemoe entender: ltD771M!lo cu l<<:ant.. 

Temos (fig. 17) : 

H { PA e PC secante 

'l.' { P A . P B = PC . P D 

Demonstração: 

1. Unamos A com D 
e B com G. Obteremos os 
triângulos PAD e PBC. 

ou 
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2. Nesses triângulos, temos : 

APD = CPB (comum) --
Â = ê ambos valem ( B

2
D) 

Logo, 

6PAD ,..._, 6PBC 

e, portanto : 

(Primeiro caso de semelhança) 

c.q.d. 

23. Quinta i·elação. Teorema: Se, dé um ponto exterior 
a itm círculo traçarmos uma tangente e uma secante, a tangente 
é média pro~orcional entre a secante e sua parte externa(*). 

Temos (fig. 18) : 

H { PA tangente 
PG secante 

T{ PA 2 = PG . PB 

p 

................ + , __ 

FIG. 18 

(•) Subtenda-10: ,egm,nto d, t.ng, nú e ,.am,nlo a,, uoanl<I. 
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Demonstração : 

1. Unamos A B PAB e p '1_-rg_ e C, obtendo, assim, os triângulos 

2. Nêsses triângulos, temos : ,. 
P é comum -

Logo, 
Â = ê = AB 

2 

f::.PAB ,.._, !::.PAC P 
e portanto: ( rlmelro cnao de ecmclhuaçn) 

PA PB 
ou PC= PA 

1 p A2 = PC . p B 1 
c.q.d. 

liXERCf CIOS DE APLICAÇÃO 

As cordas PA e PB q 
rência às extremida~!s u~: m um ponto p da circunfe­
pectivament e 6 cm 

8 
um diâmetro medem, res­

p ao diâmetr~ as pr;eç_cmd Calcu lar: a distancia de 
e o raio da circunferên o_es as cordas sôbre o diâmetro, 

T 
eta. 

emos (fig 19) 1 • • · , pe a primeira relação (n.º 19): 
p 

FIG. 19 

PA
2 = AB. AH 

Como 
- 2 
AB = 6 2 + 82 = 36 + 64 = 100 
e, portanto, A B = lO, 

segue-se que : 
- 2 

AH= PA _ 36 AB - 10 = 3,6 

e, para HB, vem: 

HB = 10 - 3,6 = 6,4 

,J 
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A deterrninação da disMncia de P ao diâmetro será dada 
por (n.º 20) : 

Pl12 = Ali . HB ou PH2 = (3,6) X (6,4) = 23,04 
PI/ = ✓23,0'l = 4,8 

O ra io será : A B = 10 = 5 
2 2 

Logo : a distância de P ao diâmetro é 4,8 cm ; as 
projeções das cordas são, respectivamente, 3,6 cm e 
6,4 cm e o raio da circunferência 5 cm. 

Numa circunferência de 5 cm de raio, traça-se uma corda 
de 6 cm. Calcula r a distância da corda ao centro da 
circunferência. 

T emos (fig. 20) : o triângulo 
. O MA é retângulo, sendo os 
seus ca tetos AM = 3 cm 
OM = x e o. hipotenus~ 
OA = 5 cm. P elo Teorema 
de Pitágoras, obtemos : 

x2 = 52 - 32 

x2 = 25 -· 9 = 16 

donde 
X = 4 

8 

FIG. 20 Logo, a distância procurada' 
é de 4 cm. 
3-º) Uma corda AB = 16 cm é dividida por umo. segunda 

corda em dois segmentos AP = 6 cm c PB = 10 cm, 
respectivamente. Sabendo que a segunda corda . , , 
CD = 28 cm, determina r os segmentos em que a pri-
meira a divide. 

De acôrdo com a relação que liga duas cordas que se 
interceptam (n.0 21), devemos ter: 

AP. PB =PC . PD 
ou 6.10 = x(28 - x) 
isto é: 60 = 28x - x 2 ou x 2 

- 28x + 60 = O 
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que, resolvida, determina x, com a ap_roximação de 
0,01, igual a 23,32 (a raiz negativa é desprezada). 
Logo, os segmentos componentes da segunda corda 
medem 23,32 dm e 4,68 cm, respectivamente. 

De um ponto P são traçadas, a uma circunferência de 
raio igual a 5 cm, uma secante e uma tangente. Sabendo 
que a secante mede 16 cm e a tangente 12 cm, calcular 
o valor da parte externa da secante. 

FIG. 21 

Temos (fig. 21) : P A 2 = PC . P B (n.º 23) 
OU 122 = 16. X 

144 donde x = - = 9 
16 

Logo: a parte externa da secante mede 9 cm. 

NOTA: O comprimento do raio foi dado para garantir a poeeibilldade 
do problema. • 

POTll:NCIA DE UM PONTO EM RELAÇÃO 
A UM CÍRCULO 

24. Definição. Consideremos a circunferência de centro 
O e raio r (fig. 22). Seja P um ponto do mesmo plano. Por 
êste ponto tracemos a secante s, que irá interceptar a circun­
ferência nos pontos A e B. 
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eh t - . de p em relação ao círculo de centro O, ama-se po encia , 
o produto PA . P B. Indicação: 

PP(O) = PA. PB 
p 

8 

FIG. 22 

í tica Conservando fixo o 
25. Propriedade cara~tcr s m tôrno de p obteremos as 

ponto P e fazendo a reta ª frar \ PM De ~côrdo com os 
secantes PD PF, • · · e ª angen e · 
teoremas anteriores, temos_:_ _ p M2 
-- PCPD=PE.PF= ......... -
PA.PB= . dt PA PB PC.PF, 

isto é, mant~-se constantes os pro u os . ' 
p E . p F, . . . . . . . . e, portant?, 
qualquer dBles dejine ª pottncia 
de P em relação ao circulo O. 

Quando p é exterior~ círculo 
(fig 22) os segmentos p A e p B 

. ' - - - ePF A + 
(assim como PC e PD, !'E . ' o 
etc ) têm o mesmo sentido e ~ze-

. · é ositwa mos que a sua potência P 
1 

· 
Quando p é interior ao círcu o 
(fig 23) os segmentos p A e p B 
tê~ sentidos opostos, e, então, ª FIG. 

23 potência será negativa. 
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26. Expressões da ol A • A p cucia de um ponto. 

1.•) P?tência de um pont _ , é I"Ual à d J o, em relaçao a um circulo 
ao ºcentro ei :rroça e~trde o q1tadrado de sua distânci~ 

raio o círculo. 

Assim (fig. 24), sendo r . . . ao centro O, a express- o dráa10 e d a d_1stânc1a do ponto p 
ao que a potência de p será: 

PP<O> = d2 - r2 

De fato, a potência de p é : 

c PP<º> = P A . P B = P M . PN 

omo PM = d-r e PN =d+ r, segue-se que 

1 PP(o) = (cl+r) (d- r) = cL2 _ r 2 I 

8 

FIG. 24 

OBSERVAÇÃO: 

p 

~ 

se Pé · · interior, temos d < se p é exterior temos d > r e portanto Pv(o) < O (negativa) . 
se p pertencer 'a circunfer~ r . e portanto P 1>(0) > O (positiva) .' 

ncia, t emos d = ' 
(") Lo, r e a P v(o) = 0 (nula) (•) 

fc rõncin 6 go, 0 lugar gcomr-trico d · ' rc nçuo n urnn circun-' n pr6pria circunj crénrio os 11ontoa de potnnda nula c m 1 -
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2.") A potência de um ponto exterior a um círculo, em 
relação a ésse círculo, é igual ao quadrado do valor 
do segmento da tangente traçada do ponto ao circulo. 

Com efeito, da fig. 22, deduzimos que 
- - - - 2 

PP<O) = p A . p B = p M 

CONSTRUÇÕES GEOMÉTRICAS ELEMENTARES --
27. Problema I. Dados os segmentos de comprimentos 

ª e b (fig. 25), construir o segmento e, tal que e = -Va
2 

+ b
2

• 
Basta traçar um ângulo reto qualquer xÔy; transportar 

0 
segmento de comprimento a = OA sôbre um dos lados, e 

b = OB sôbre o outro. O segmento AB, hipotenusa do triân-
gulo retângulo AOB, resolve o problema, pois : 

AB2 = O A 2 + O B 2 (Teorema de Pitágoras) 

ou c2 = a2 + b2 

e, portanto : 
e = ✓ a2 + b2 

o problema é sempre possível. 
-- ----... .. A 

-1 

e 
8 a. -l 

X I-

A 1-
.e- -l 

FIG. 26 
FIG. 25 

28. Problema II. Dados os segmentos de comprimentos 
a e b (fig. 26), construir um segmento d, tal que d = ✓-a2 - b

2 

• 

Construimos o triângulo ABC, retângulo em A, que tenha 
por hipotenusa BC = a e como um dos catetos AC = b. 
Basta, para isso, traçar a circunferêncin. de diâmetro BC ca a 
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e, com o compasso centrado em uma das extre.midades de BC, 
traçar b, que irá encontrar a circunferência no ponto A. O 
outro cateto d = AB é a solitção, pois: 

AB2 = BC2 - AC2 

ou d2 = a2 -b2 

e, portanto : d = ✓ a2 - b2 

O problema é possível somente se a > b. 

29. Problema III : M édia proporcional. Construir a 
média proporcional entre dois segmentos OA e OB de compri­
mentos, respect ivamente, iguais a a e b. 

Devemos construir um segmento x (fig. 27), t al que x2 = ab. 
Primeiro processo: sôbre a mesma reta AB (fig. 27), e a 

partir de O, tracemos os segmentos opostos OA = a e OB = b. 
Tomando AB como diâmetro, descrevamos a semi-circunfe­

,,---.... 
rência ADB. O comprimento x da perpendicular OD, traçada 
por O, é a solução do problema. 

De fato, traçado o triângulo retângulo ADB, pela segunda 
relação dos triângulos retângulos (n.º 4), temos : 

D.,,.---- - ........ , 
', 

' ' ' \ • 1 

x2 = ab 

D. - - -- . 

1 

A~-------;-----=-B 
O ' :A o 

~ .e-
1 -

:, a. , 1 

FIG. 27 FIG. 28 

8 

Segundo processo: A partir de O, sôbre a mesma reta, 
coloquemos os segmentos OA = a e OB = b (fig. 28). D es­
crevamos a semi-circunferência de diâmetro OB e tracemos 
AD J.OB. A s?lução será x = OD, pois, unindo D com O e B, 
formamos o tnângulo retângulo ODB, no qual vale a relação: 

x2 ... ab 
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30. Problema IV. Cons­
truir dois segmentos de reta a 
e b, conhecendo-se a sua soma 
s = a + b e a sua média propor-

C D ,-···· ··· ..... -f ---1-·---- ---------
,'' \ 

, 1 • 
, 1 • rn , , , 

1 1 1 

1 a' 
A H s ~ 

""" rn .., 
FIG. 2g ' 

8 cional m = -Q ab . Sôbre AB = s 
(fig. 29) como diâmetro, des~reve­
mos uma semi-circunferência. A 
uma distância AC = m, tracemos 
x paralela a s, que interceptará 
a semicircunferência em D. A per- AB dois segmentos AH e 
pendicular DH determinará, sôbre , .. 
HB que representam a solução do problema, pms2• 

AH+ HB = s e AH . HB = m 
b = HB Logo: a= AH e 

C struir o segmento 
31. Problema V : Divisão ~1!-r_ea. onmédia e extrema 

áureo ele um segmento dado. (div1sao em 
razão). Seja AB o segmento (fig. 30). 

ou 

\ 
\ 

1 
1 

' ' , , , 
I 

A ~----:p~-~Ãs 
:nc. so 

Devemos t PI aôbre AB, tal que 
encontrar um pon ° 

AP2 = AB. PB 

AP PB 
AB= AP 

Sôbre a perpendicular a AB, traçada por B, 
Para isso, AB 

tomemos o ponto O de modo que 0B - 2· 
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Com centro em O descr . . . OB • evamos a c1rcunfer(lnc1a de ra10 
e a secante A.M que passa p I t O . 

circunferência també e O cen ro e in tercepta essa 
raio AN t m no ponto N. Com cen tro em A e 
AB, efetu:a~e%~~s~oª~º NP. O pont o P, determinado sôbre 
á urea, e O segmento AP é o segmento 
ure~profcurado, como passaremos a demonstrar. 

e ato, sendo AB tangente A M 
circunferência, temos (n .º 23): e secante à mesma 

ou 

Como: 
vem: 

AB
2 = AM .AN 

AB 
AN 

A M 
= - - (1) AR 

AN = AP e MN = 20B = A B 
AM = AN + NM = AP + AB. 

a substituindo na igualdade (1), obtemos : ' 

que: AB AP+AB 
AP = AB 

Pela propriedade da decomposição das proporções, segue-se 

que: AB - AP AP + AB - AB 
AP = AB 

ou . 

donde 

PB AP 
AP = AB 

AP2 = AB. PB 
como queríamos demonstrar. 

EXERCÍCIOS 
1. Numa circunferência de 10 cm d . · 

Calcular a distância da co d e rnio, trnçn-se_ uma. corda de 12 cm. 
2. As cordas que u r a ao centro <ln circunferência . 

nem um ponto C d · f . A e B de um diâmetro medem 9 n c1rcun erênc1a às extremida des 
a distância CH de e no dii\m tm el1 m, resp_ect2va mente. Cnlculnr 
cordas aôbre o diâmetro e O e ::i

0 
d • ª? proJeçoes AH e H B das 

3. Uma clrcunferêncla de r~lo 1 1 n circunferência. (aprox. 0,1). 
de um diâmetro uma cordagua . ª Se~, traça-se pela extremidade 
Igual a 4cm. Q~al O comprlm~~: tº~~f&i 

7
sôbre êsse diâmetro é 

,J 

Matemática - Quarta Série 185 

4- D una cordas AB e CD in terceptam-se em M. Sabendo que AM = 5 dm 
M B = 6 dm e MC = 7,5 dm, cnlculnr CD e MD. 

6- Duns cordas AB e CD Interceptam-se cm P . Sabendo que AP = 9 m, 
PB = 4 m e CD = 15 m, cnlculnr PC e PD. 

G. Uma corda 6 dividida por uma ou trn em dois segmentos de 
B_m e 9 m. Sabendo que um dos srgmcntos em que a segunda 
divide a primeira é duplo do outro, rlc tcrminar o comprimento da 
segunda. 

·.l 7. Uma corda e um dlllmotro se Interceptam ouro círculo de 8 dm de ralo. 
As durui menores partes quo resultam de~sa Intersecção medem res­
pectivamente, 3 dm na corda o 2 dm no diâmetro. Quan to mede 
a corda? (Aprox. 0,1). 

-1- B. Uma corda CD Intercepta um dlllmetro AB e, 8 cm no ponto médio 
M do rato. D etermluar Ofct valores dos segmento& CM e llf D, eabeudo 
que o primeiro dêlcs vale a metade do segundo. 

O. Duae secantes eão traçadas dum mesmo ponto exterior a umn cir­
cunferência. ~ partes ln terua , e externa de uma delas medem, 
r e~pectlvamente, 13 dm o 23 dm, e, a parte externa dn outra 17 dm. 
Calcular a parte Interna da úl tima . 

lO. D uns secantes são traçadas dum mesmo ponto exterior a uma clrc 
ferêncla. Numa delas, a parte externa é m e a parte Inter nJ 
na outra, a par te externa é m'. Determlnnr a parte lntcrn desta 
úlL!ma . 

11. O diâmetro de um círculo mede 32,50 m e é prolongado e 4,50 m. 
Calcula r o comprimen to da tangente traçada do ponto extremo 
a ssim obtido. 

j. 12- Num círculo do 6 m de ralo, e por um ponto situado a 10 m do centro, 
t raça-se uma tangente. Ca lcular o comprimento dessa tangente 
(subtende-se segmento de tungente). 

,-. 13- De um ponto exterior a uma circunferência, traça-se uma ser,ante, de 
32 cm, que passa pelo sou centro, e também uma tangente, cujo 
comprimento é de 24 cm. D eterminar o ralo da clrcunferl!ncla. 

1- l4. Seja um círculo de centro O e ralo 6 cm. Determ1nar, eôbre o pro­
longamento do ralo O.A, um ponto P tal que a tangente PB e, 2PA. 

l5. De um ponto P exterior a uma circunferência de 2 dm de ralo, traça-se 
a secante P AB que passa pelo cent ro, e a tang,mte PC. Quanto 
mede P A, sabendo que PC é Igual ao diâmetro AB. 

16. D e um ponto exterior a uma circunferência, de G cm de ralo, tmçam-Ee 
duas secan tes que medem, respectivamente, o dôbro e o triplo do 
raio. Calcular a parto externa da segunda, sabendo que a parte 
externa da primeira é igual à uma vez e meia o raio. 

17. Calcular a potência de um ponto P situado a 15 cm do centro de uma 
circunferência de 5 cm de ralo. 
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18. De um ponto P, ext.erior a uma circunfcr llncin. de centro O, trnça-ee 
uma tangente e também uma llCCante que passa pelo centro O. 
Calcular a potência de P em relação a essa circunfcrllncia, sabendo 
que o comprimento da tangente é igual a 10 cm. 

19. Um ponto interior a um círculo, de raio igual a 9 cm, dista 4. cm do 
centro. Qual a. suo. potência ? 

20. A potência de um ponto em relação n um círculo é igual a 256, e o 
raio do círculo mede 12 dm. Calcular a distAncia dllsse ponto ao 
centro do círculo. 

REBPOSTAB: 

1. 8cm 11. 12,90 m 
2. 7,2 m, 9,6 m; 6,4 m; 7,6 m; 12. 8cm 
3. 8cm 13. 7cm 
4. 11,5 dm e 4dm 14. 4 cm 
5. 12 me 3 m 15. 2,45 dm 
6. 18m 16. 6 cm 
7 9,3dm 17. 200 
8. 2,44 cm e 4,88 cm 18. 100 
9. 31,70 dm 19. -65 

10. m' + mn - m'' 20. 20dm 
m' 

§ 5. Polígonos inseri tíveis e circunscritíveis. 
Teorema de Biparco. Teorema de Pitot. 

:nc. 31 

POLÍGONOS INSCRITOS A 
UMA CIRCUNFER:fi:NCIA 

32. Definição. Um polígono 
diz-se in scrito em (ou inscritível a) 
uma circunferência (fig. 31) quando 
todos os seus vértices pertencem a 
essa circunferência. A circunferên­
cia, por sua vez, é denominada cir­
cunscrita ao polígono. 
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Como por três pontos, não alinhados, pa~sa uma ?ir­
cunferência e uma só, (*) conclui-se que todo tridngulo é ins-
critivel. 

QUADRILÁTEROS CONVEXOS INSCRIT1VEIS 

33. Primeira relação. Teorem!!': N"f:n:en~:.:;látero 
convexo inscritivel, os {lngulos opoSlo~ sao ~p . a cir-

Sej a ABCD (fig. 32) um quadrilátero mscnto num 
cunferência. Temos : 

lI { ABCD quadrilátero inscrito 

T { Â + {) = 2 retos (ou 1800) 
Í3 + :D = 2 retos ( ou 180º) 

Demonstração : 

1. Consideremos dois â.ngulos 
opostos do quadrilátero ABCD, 
Â e Ü por exemplo, que têm por 
medidas, respectivamente: 

-. -. 
A BC+ CD 
A= 2 ff = 

e 
FIG. 32 --. --. 

DA+AB 
2 

2. Somando, membro a membro, vem: 
-. -. -. -. 

Â + {) = BC + CD t DA + AB = 3~00 = 180º 

(medida 
em graus) 

c.q.d . 

D 

. lá xo que possui dois Recíproca. Todo quadri tero. conve. 
ângulos opostos suplementares é inscritível. 

1 
• 

Seja ABCD (fig. 33) um quadrilátero convexo ta que. 
Ã + ô= 2 retos 

. d pelos três vértices 
T racemos a circunferência passan o C S . a C' um 

A, B e D, e demonstrem~s que ela pass~ por ~ o!lo ao em 
ponto qualquer do arco situado no semi-plano P 

Sé . ti 202 d o m.,.mo nutor. 
(•) Ver Mal• mdlica. C ureo GíDMial, a.• n o, P li• • 
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FIG. 33 
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que se encontra A, em relação à corda 
BD. Em virtude do teorema direto, 
no quadrilátero ABC'D, temos : 

Â + Ô' = 1800 
Como: Â + ê = 1800 (por hipótese) 

o concluímos que ê = Ô' 

L ogo, os pontos C e C' situados 
no mesmo semi-pla no, em relaç:lo a 
BD, vêm BD segundo o mesmo 
ângulo, isto é, êstes dois pontos 
estão sôbre o mesmo segmento cir-,.._ 

cular capaz do mesmo ângulo ( ô = C' = B
2
D) · Portanto, C 

está sôbre a circunferência que passa p or A , B e D, e o 
quadrilátero é inscritível, como queríamos demonstrar. 

3~. Observação. O retângulo e o trapézio isósceles são 
quadriláteros inscritíveis, pois, têm os â.ngulos opostos suple­
mentares: P ara demonstrar que quatro pontos pertencem à 
mesma circunferência, é suficiente demonstrar que o quadri­
látero determinado por êsses pontos é inscritível. Os pro­
blemas em que são dados maior número de pontos, seis ou 
?1-ove,. ~or exemplo, reduzem-se à consideração do quadrilátero 
10scnt1vel. 

35. Segunda relação. Teore ma d e Biparco(*) . Em 
t_odo o quadrilátero inscritf.vel, o produto (**) das diagonais é 
igual d soma dos produtos dos lados opostos. 

Seja o quadrilátero ABCD (fig. 34). Temos: 
II { ABCD é inscritível T { AC. BD = AB. CD+ AD. BC 

Demonstração : 

1. Trace°:ºª as diagonais AC e BD, e, no triâ ngulo ABD, 
co~s1deremos a ceviana AE tal que 2 = i. Segue 
da i que: 

--- - -
. . e•) Hr

1
PAnco, notáv~l e Mtr6nomo arcgo. Viveu lóO ano, A C Pertcncou A 

pr1mc1ra ceco B do Alexsndr1a. · · 

c•-i Relerimo-noe aos produtos daa modidca do1 aeamontoe que liauram nca'81 leoremaa. 
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b..ABC .__, b..ADE A 

(Primeiro cnso de semelhnnçn.) 
......... 

~ ~ - ÍJ AB pois, 1 = 2 e C = = 2 . Logo: B 

AC BC 
AD= ED. ·.AC.ED=AD.BC (1) 

FIG. 34 

2. Da mesma forma, são seme­
lhantes os triângulos ABE 
e ACD (têm dois i ngulos 
respectivamente iguais), e, 
porta nto : 

AC=CD · AC.BE=AB.CD 
AB BE' . 
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(2) 

3. Somando, membro a membro, as igualdades (1) e (2), 
vem: 

AC(BE + ED) = AB . CD + AD . BC 

e, como BE + ED = BD, obtemos: 
AC. BD= AB. CD+ AD. BC c.q.d. 

POLÍGONOS CIR CUNSCRITOS A UMA 
CIRCUNFER.J;;NCIA 

FIG. 311 

36. Definição. Um polígono diz-se 
circu.nscrito (ou cir cunscritível) a uma 
circunferência (fig. 35) quando todos 
os seus lados são tangentes a essa circun­
ferôncia . A circunferência, por sua vez, 
diz-se inscrita no polígono. 

Como em t odo triângulo pode 
inscrever-se uma circunferência, e uma 
só, cujo centro é o ponto de encontro 
das bissetrizes de seus ângulos inter­
nos, podemos dizer que todo tridngulo 
, circunscritível. 
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3?, Teorema. Os segmentos de tangentes a uma circun­
f erência, traçados de um mesmo ponto exterior são iguais e o 
an~ulo por êles formado é o suplemento do dngulo formado pelos 
raios que passam pelos pontos de contato. 

Seja a circunferência de centro O e p ·um ponto exterior 
(fig. 36), do qual são traçadas as tangentes' PA e PB. 

FIG. 36 

Como os triângulos retâ.ngulos PAO e PBO (retâ.ngulos 
porque tôda tangente é perpendicular ao raio no ponto de 
contacto) são iguais, segue-se que PA = PB. Por outro lado, 
sendo PAOB um q_uadrilátero, onde a soma dos ângulos inter­
nos vale 360° e A = f1 = 900 concluímos que os 180º res-

' " tante~ são dados pela soma ô+ p = 1800, ou seja, os ângulos 
Ô e P são suplementares, como queríamos demonstrar. 

QUADRILÁTEROS CIRCUNSCRITÍVEIS 

3~. Teorema de Pitot (*). Em todo quadrildtero cir­
cunscritfoel, a soma de dois lados opostos é igual à soma dos 
outros dois. 

Seja o quadrilátero ABCD (fig. 37). Temos: 

H { ABCD é circunscritível T { AB + DC = AD + BC 

navio.,<-> Pl'l'OT (1695-1771), en11onbeiro lranc~e. autor dn célebre teoria do maneio do 
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Demonstração : 
1. Sendo iguais os segmentos das tangentes ~ra)çadas de 

um ponto à, circunferência (teorema anterior , temos: 
AM=AN 
BM=BP 
CQ = CP 
DQ =DN 

2. Somando, membro a membro, as igualdades acima, 
vem: 

AM + BM + CQ + DQ = 
------....----- ------ AN + BP + CP + DN 

1 l 
AB + DC ou 

e, portanto 
AB + 

FIG. 37 

DC 

Q 

= AN + ND + BP + CP --------- -----.,..-..-, l l 
= AD + BC 

c.q.d. 

D 

8 e 
FIG. 38 

Recíproca. Se um quadrilátero AHCD é tal que a soma 
de dois lados opostos é igual à sorna dos outros dois, o quadrilátero 

é circunscritível. 
se·a 

O 
quadrilátero ABCD (fig. 38{. ~ara a demonst~ação 

d 
t ~ ' proca tracemos a circunferencia que tangên~1a os 

es a rec1 lB BC e CD e a reta AD' que tangencia tal 
o~ três lado~ No quadrilátero ABCD', pelo teorema direto, 
circunferência. 
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temos : A B + CD' = BC + AD' 
Como supusemos AB + CD =BC + AD, 

subtra indo membro a membro, vem: 

CD - CD' = A D - A D' 
donde DD' = AD - A D' 

que é uma igualdade absurda, pois, DD' sendo lado do t riângulo 
ADD', deverá necessàriamente ser maior que a diferença 
dos outros dois lados. Logo, o t riângulo A DD' é impossivel, 
e, portanto, AD e AD' devem confundir-se. D êsse modo o qua­
drilátero ABCD é circunscri tivel, como queria.mos demonstrar . 

§ 6. Polígonos r; gulares . Propriedades. 
Semelhança. 

'f-.. 39. Definição. Um polígono convexo denomina-se regular 
quando possui todoo os lados iguais, assim como todos os angulos. 
Se u~ polígono tiver somente os lados iguais, diz-se equildtero. 
Se tiver só os ângulos iguais diz-se equiangulo. Logo, u1;1 
polígono regular é equilátero e eqwângulo. O t riângulo eqm­
látero e o quad rado são, pois, polígonos regulares. 

. O:esEnv~çÃo : O fato_ de podermos dizer, por exemplo, que um 
tr11l.ngulo equilátero ou eqwll.ngulo é regular niio autoriza, afirmar outro 
tanto, em _relação a outros polfgonos. Assim, o ret.Angulo, que 6 equiltogulo, 
não é eqwlátero ; o losango, que é equilátero, nlio é equillngulo. 

/ P RO PRI EDA D ES 

~O. Teorem a. Dividindo uma circunferbtcia em um certo 
número n (n > 2) de arcos iguais : 

l.
0

) as cordas que unem os pontos de divisão consecutivos 
formam um poligono regular inscri to de n lados ; 

2.º) aa tangentes nos pontos de divisão f ormam um poligono 
regular circunscrito de n ladoa. 
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Seja a circunferência de centro O (fig. 39), dividida em 
seis (n = 6) a rcos iguais, por exemplo. Temos : 

AB =BC= CD= DE= EF = FA (- - ,-.. - - -
H A B B C CD DE , EF , FA são cordas 

MN; NP : PQ: QR, RS, SM são seg. de tangentes 

{ 
ABCDEF pol. regular inscrito. 

T MNPQRS pol. regular circunscrito. 

Demonstração : 
1. Unindo os pontos de di­

visão, obteremos o polí­
gono inscrito ABCDE, 
que é regular porq~e ~s 
lados são todos 1gua1s R 
(como cordas subtendidas 
por arcos iguais) e tam­
bém os ângulos são todos 
iguais (porque são inscri-
t os em arcos iguais : cada 
um dêles vale, na fig . 39, 

36()<> - 2 X 6Q<> 
2 

= 12()<>). 

A 

D 

FIG. 39 

N 

2. Pelos pontos de divisão, t raçandQoRaSs tangeéntes, lobtep~~s 
o polígono circunscrito MNP , que regu ar, , 
sendo MMB = b.BNC = b.CPD = . . , (caso 
ALA), temos : 

A A A 

M=N=P= 

e AM = MB = BN = 
ou seja 

MN = NP = PQ = 

(ângulos iguais) 

(n.0 37) 

. . . (lados iguais) 
c.q.d. 

41. T eorema recíproco. Todo poUgono regular pode ser 
inscrito ou circunscrito a um círculo. 
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Seja o polígono regular ABCDEF 
(fig. 40). Temos : 

H { ABCDEF polígono regular 
T { ABCDEF é inscri tível e cir­

cunscritível 

Demonstração: 

1. · Tracemos as bissetrizes dos 
ângulos iguais Â e E. Essas 

D bissetrizes encontrar-se-ão 
FIG. 40 em O e • o t::.AOB assim 

formado é isósceles, pois, 
são iguais os ângulos da base (como metade de 
ângulos iguais). Logo: OA = OB. 

2. Unindo !J ~om _G, obtemos os triti,ngu1os AOB e BOC, 
que sao 1gua1s porque AB = BC (por hip.) ; OB é 
comum e AEO = Ol3C. Logo : OB = OC. 

3. Anàlogamente, demonstraríamos que O é equidistante 
de todos os outros vértices do polígono e é portanto, 
o centro do círculo circunscrito ao polígono que 
por sua vez, é circunscritlvel. Da mesma for~a o 
P_:>nto O é . eqll!distant e de todos os lados (porque 
sao cordas 1gua1s de um mesmo círculo) e é portanto 
0 centro do circulo de raio OM inscrüo n~ polígono' 
que, por sua vez, é inscritível: ' 

c.q.d. 

ou d~r~t;!ç<~º;, ot ]ndcr!ç~o de um pol!~o1;10_ regular. de 2n lados (n > 1) 
partes ou em /' X 2n 

II os, el?0nd.0 da diVJs~o da circunferência em 2" 
divisões serão estud d partetos iguais, reapeet1vamcntc. Algumas dessas 

a as nes capítulo. 

42. Elementos · · · ,1 

d . princ1pa1s ue u m polí,.,ono O centro comum as circunferên · · ·t • . b • h mas mscn a e circunscnta a um polígono 
c _amda-se, centro 1° polígono regular (ponto O na fi"'. 40). O 
ra10 o cuculo circunscrito (OA na r1·g 40) d · º · 
do lí z . · enomma-se raw 
di po gono regu ar, e O raio do círculo inscrito (OM na fig 40) 
a ·ztle ~p6dtema do polígono regular. O apótema é então ~ 

IS ncia o centro a qualquer lado do polígono. ' 
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Chama-se angulo c~ntrico ou angulo central de um poUgono 
regular ao ângulo formado por dois raios consecutivos (AÔB 
na fig. 40). O valor do ingulo cêntrico de um polígono regular 
é igual ao arco correspondente subtendido por um lado do 

polígono ( AÔB = 
3

~
0

º = 60°) (*). O ângulo cêntrico de um 

polígono de n lados é indicado, geralmente, por: Wn Daí a 

,., = 360° 1 0--fórmula : .., 
n n 

Como a soma dos ângulos internos de um polígono de n 
lados é dada pela fórmula S1 = (n - 2)1800 (medida em graus), 
segue-se que o valor de um ingulo interno de um polígono 
regular, onde todos os ângulos internos são iguais, é dado por 

_j. 

'- 1... -
a,= (n - ~ 180° 1 

Para os ângulos ora definidos, temos a seguinte relação: 
o ângulo interno de um polígono regulai- e o ângulo cêntrico 
dêsse polígono são suplementares, isto é, w,. + a1 = 180°. Para 
demonstrá-la, basta verificar (fig. 40) que o ângulo formado 
por dois apótemas consecutivos OM e ON (que é igual ao 
ângulo cêntric<>) é o suplemento do :1ngulo interno. 

EXERCÍCIOS DE APLICAÇÃO 

1.0 ) Calcular, em graus, o ângulo cêntrico e o ângulo interno 
de um pentágono regular. 

Temos : 

a) para o ângulo cêntrico : w,. = 3
~

00 = 72" 

b) para o ângulo interno: a1 = 180° - 72° = 108° 

(•) O vnlor do llugulo oêntrico podo ser dsdo, também, polo valor do l\ngulo 
formado por dois ap6tom!l8 ooni,ocu li voa. 
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2
·º) Q~~1/ 3[

0
ºiígono regula r convexo cujo ângulo cêntrico 

O ângulo procurado é dado pela fórmula 360º 
o d Wn = n 
n e Wn = 36º e n é a incognita. Logo, 

36° 3600 3600 = - donde n = _ = 10 n 36° 
Portanto, o polígono proc d é 

ura o o decágono regular. 
43. Relações métrica 

de um polígono ren I s elntd1:e o lado, o raio e o apótema 
0 ª ar. n 1quemos por 

l o lado do polígono regular . 
R o raio do cí I • . ' rcu o circunscrito · 

,a o apótema (raio do círculo in,scrito). 

O raio R, o apótema a e o semi-
l 

lado 2 , de um polígono regular (fig. 

=~~~s 41) formam um triângulo retângulo, 
que, pelo teorema de P itágoras, nos 

FIG. U 

1 
R = 2 ✓ 4a• + l 2 

dá : R2 = 0 2 + !::.._ 
4 

donde são deduzidas as seguintes 
relações métricas : 

SEMELHANÇA 
44. Teorema. Dois polí 

de lados são semelhantes. gonos regulares de mesmo número 

Sejam O e 0 ' os centros d d . 
lados (n = 6 fig 42) U . d 

0
e ois polígonos regulares de n 

' . · mn ° aos vértices A B C D E F 
J ' ' ' ' 
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e O' aos vértices A', B', C', D', E', F', decompomos o primeiro 
polígono em seis triâ agulos iguais e em seis triângulos iguais 
também o seguado. Os b.AOB e b.A 'O' B', b.BOC e b.B'O'C', 
etc. formam pares de triângulos semelhantes, pois, são isósceles 
e têm os ângulos 

AÔB = A'Ô' B' = BÔC = B'Ô'C' = . .. = a~oo = 600. 

Concluímos, portanto, que êsses polígonos, sendo compos­
tos de um mesmo número de triângulos, ordenadamente seme­
lhantes (*), são também semelhantes. 

F e 

FIG. 42 

45. Teol'cma. Os lados de dois polígonos regulares do 
mesmo número de lados são proporcionais aos respectivos ap6-
temas. 

Consideremos os polígonos regulares ABCDEF e A'B'O' 
D'E'F' (fig. 42). Como os apótemas são segmentos homólogos, 
as suas relações são as de semelhança, e esta é, precisa­
mente, a mesma relação de dois lados homólogos dos po­
lígonos. 

Ainda, aplicando uma propriedade conhecida das propor­
ções, temos : 

Os perímetros de dois polígonos regulares de mesmo 
número de lados são proporcionais aos respectivos ap6temas. 
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§ 7. Relações métricas nos polígonos regulares 
convexos em função do 1·aio R. Construção 
de polígonos 1·egulares. 

QUADRADO INSCRITO 

46. Constn1ção. Para. inscrever um quadrado num 
círculo de centro O (fig. 43), traçamos dois diâmetros perpen­
diculares AC e BD. A circunferência ficará., assiro, diviclida 
em quatro arcos igunis, porque têm em correspondência ángulos 
cêntricos iguais (ângulos retos). Portanto, unindo os pontos 
de divisão A, B, C e D, obteremos o quadrado ABCD. 

ÜDSERVAÇÃO: Traçando dois outros di!\metros (MN e PQ un fig. 4.3), 
perpendiculares entre si e que bissequcm os llngulos retos forma~os por 
AC e BD, dividiremos n circunferência. cm oito par tes iguais. Unindo os 
pontos de divisiio, obteremos o oc/ogono regular AMDPCNBQA. An~lo­
gameotc, poderemos construir um polígono regular de 16, 32, 64 • • • 2" 
(n > 1) lados. 

A 

8 

FlG. 43 

A 

e 
FIG. « 

D 

47. Cálculo do lado e do apótem.a. Seja o quadrado 
inscrito ABCD (fig. 44) I ndiquemos por: 

l,i . . ... - o lado do quadrado inscrito 
a4 . . ... - o apótema do quadrado inscrito 
R ..... - raio do circulo circunscrito 
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. d Pitágoras ao triângulo retâ.ngulo 
Aplicando o teorema e 

AOD, temos : AD2 = A02 + ODz 

l~ = R2 + n2 ou ., 
l~ = 2R2 

donde: 

ou 

Traçado OM J.AD, temos: 
AB = Ollf -1- OM 
Li =84 +a,1 

donde 

\ 

R v2 
e como l,1 = R ✓z, vem: CI-! = ~ 

isto é, d qt•adrado inscrito é igual à rnetade do 
0 apótema o • 

lado do quadrado. 

HEXÁGONO REGULAR INSCRITO 

..-: C ~ Consideremos a circunferência de centdro 
1 4,8: on~tru~ao. ntro num ponto qualquer A . a. 

O e ra10 R _(fig. 40~- ~oro ce emas o vér tice B sôbre a mr­
circunferê_nc1a e raio . ' mar!ucentro em B e raio R, marque­
cunferênc1a. Em segmd~, co . mente até encontrar os 

reC:a7s "vé:::tc:sC(D~• ;,ssdn'
7
d~uá~::~~;;~op. rir!~s;~~~ªJ!º cí~~~1: 

construção, onde o lado o ie~ gano 
circunscrito, será dada. à segmr · 
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e 

F 
FIG. 45 

49. Cálculo do lado e do 
apóter:na. Seja AB = lo (fig. 45) 
0 la~o do hexágono regular inscrito 
na circunferência. Unindo A e B 
com O centro O, obtemos o t riân­
gulo AOB, que é isósceles. De­
monstremos que êsse triânrrulo é 
também equilátero. De f:to, o 
â~gulo cêntrico AÔB vale 60°, em 
vutude da sua medida ser dada 
pelo ?-rco AB, que é a sexta par te 
da CJTcunferência (por hipótese). 

ângulos (1 e 2) é igual 1f 0 mo a soma dos outros dois 
êles existente que cadaª OO segue-se, pela igualdade entre 

L ' . um vale 600 
. ogo, o triângulo AOB é . . 

equilátero. Temos assim equ1ungulo, e, portanto, será 
' que: AB = OA = OB = R ou 

f lo= R J 
. Calculemos agora 

será indicado p' or ' 0 valor do ap6tema OM (fi rr 45) 0 ao Apr d .,,. , qu 
ao b.OMA , vem : · ican ° O teorema de P i tágoras 

- 2 -

ou OA = OM2 + fil2 
R2 = a2 +(~)2 e sendo l5 -=- R 

o 
, temos: 

R2 = a2 n2 +-6 4 donde 

ª6 = n2 R2 3R2 
e, portanto: - 7-4 

1 ªª 
Ri/3 

1 
=-

2 
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FIG. 46 FIG. , 1 

TRIÃNGULO EQUILÁTERO INSCRITO 

50. Const1·ução. Dividamos a cü-cunferência de centro 
O e raio R (fig. 47) em 6 partes iguais (problema anterior) e 
unamos os vértices alternados por meio das cordas AB, BC 
e CA. O triângulo ABC é equilátero, pois, AB =BC = CA 
~como cordas de arcos iguais). 

{ · µrê:álculo do lado e do apótema. Seja l3 = AC 
,..... (fig. 4 7) o lado do triângulo equilátero inscrito no círculo de 

centro O e raio R. Tracemos o diâmetro AD . O triângulo 
A CD é retângulo, pois, é inscrito num semi-círculo e, pelo 
teorema de Pitagoras, temos : 

AD2 = AC2 + DC2 

Mas AD = 2R (diâmetro) e DC = R (por ser corda que 
subtende um arco de 600) ; portanto: 

(2R)2 = l~ + R2 
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ou l~ - 4R2 - R2 
""' 3R2 

donde 1 l3 = R✓3 I 
Calculemos o valor do apótema a3 = OM do triângulo 

ABC (fig. 47). No triângulo retângulo 0MB, que se obtém 
unindo O com B, pelo teorema de Pitágoras, temos: 

OB
2 = OM

2 + BM2 
( onde BM = MC = ~ ) 

ou R2 = a~ + ( ~ y 
donde a~ = R2 

z2 
-

3
- e como fa = R ✓3, vem: 

4 

3R2 R2 
a~ = R2 - -4- = ,_1: 

e, portanto: 

OasERVAÇÃo: Sendo lG = R e a 3 = ~ , podemos dizer que o apó­

tema do t ritl.ngulo eqüilátero é a metade do lado do hexágono regular 
Inscrito no mesmo circulo. 

DECÁGONO REGULAR INSCRITO 

52. Construção. Consideremos o circulo de centro O e 
raio R = OA. (fig. 48). 

Construamos o segmento áureo do raio OA, (já estudada 
no n.º 31) isto é, determinemos um segmento OP tal que 

- 2 
OP = OA. PA. 

Com centre em A e com uma abertura de compasso igual 
a OP, marquemos o ponto B. A corda AB é o lado Z10 do 
decágono regular inscrito. Com centro em B e a mesma 
abertura OP, determinemos o ponto C, e assim sucessivamente. 
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FIG, 48 

. 
1 
1 
1 

i , , , _,, 
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• D '' . encontrare?1os.? decágono 
Unindo os pontos :Ã-• B, ª:-u ri.o será adiante Justificada. 
regular inscri to, cuJO. conSt ç 

53. Cálculo do lado cl ddo 
, s · AB = l10 ° a O ~ apotema. eJa • rito no \~ 

do decágono reguln.r m~c R (fig. 
círculo de centro O e raio o 

49). Logo: AÔB = 36º (valor do 36º ,•· 7; 
ângulo cêntrico). 

800 
_ 

0
L..~~--;:P~-7 A 

Como OÂB + ASO = 1A B 
36º = 144º e os ângulos . OA e 
A Eo são iguais, por ser isósceles 
0 MOB, concluímos : FIG. 49 

OÂB = AlJO = 72º mos · 
. riz BP do ângulo ABO, te . 

Traçando a b1sset AB = p B = l10 
t:,APB isósceles e portanto OP = PB 
t:,QPB isósceles e portanto 

OP = lio 
Logo: segmento áureo de 

aa:ora, que OP é o Demonst remos, ~ 

OA = R . 
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d De fato, em virtud d 
po emos escrever . e o teorema da b1·ss t . · o p p e riz interna, 

- A OB =-AB 
Como OB = OA _ R 

- e OP = p B = AB vem .· 
OP p ' 
- - A 04. --

Donde OP 

is to é OP l Of:,2 = OA . PA 
d , = 10 é o seu emonstrar. menta áureo do r • 

L b a10, como queríumos 
em rando 

é dado pela fó que o valor a lgébric 
rmu.Ja (Cap. 1, n.º 28) ~ de um segmento :iureo 

X=!f5- 1) 
·a 

substituindo a P R 2 

or e x por l10, temos: 

l10 = Jv5 - 1) 

2 - R ou 110 = f C-yT _ 1) 1 
Calculemos 

o lado do de ' agora, o valor do a 
tema OM = 1ágono regular inscritoPffema aw. Seja AB = l10 

10, o .6,.0MA, pelo teo;;· 50). Tr~çado o ap6-
--- - ma de Pitágoras, dá: 

8 

o ------ - - ou 
~ f,o 

O A 2 = O M2 + MA 2 

(onde AM = MB) 

8,2 = ªio + (*)2 
donde ? z2 

ªio = 8,2 - --..!9__ 

nc. IS() 

4 
e, substituindo z 1 

[ 
R 10 P. e o seu va-

1 or 2- (-{5 - 1)]. vem : 

---
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a
1
2

0 
= R 2 _ R 2 (✓5 - 1)2 R" R2(5 - 2v5 + 1) 

16 = ~ - 16 = 

16R2 - 6R2 + 2✓7f R2 

=--------16 
(10 + 2 v5)R2 

16 

don<le 

EXERCfCIOS DE APLICAÇAO 

l.º) Um quadrado está Ü1Scrito num círculo de raio igual a 
6 cm. Calcular o valor do perímetro e do apótema. 

Temos que aplicar as fórmulas relativas ao quadrado 
inscrito: 

4 = Rv2 . ·. Li = 6✓2 = 8,46 e o perímetro: 4X8,46 =33,84 
G4 = ~ . 8,46 - 4 23 2 . . a4 = -2-- , 

Logo, o perímetro é igual a 33,84 cm e o apótema é 4,23cm. 
2-º) O raio de um círculo mede 4m. Calcular : a) o lado do 

triângulo equilátero; b) o apótema do hexágono regular, 
ambos inscritos nesse círculo. 

Temos : a) la = RV3. ·. Z3 = 4 X 1,73 = 6,92 

RV3 6,92 
b) ªº = -2 - . · . qG = -2- = 3,46 

Logo, la = 6,92 me a5 = 3,46 m, são os valores procurados. 
3.º) O lado de um hexágono regular mede 2 m. Calcular: 

a) a diagonal do quadrado ; b) o lado do decágono 
regular, ambos inscritos no círculo em que está inscrito 
o hexágono regular. 
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Determinemos primeiramente o raio. Como la = R e 
no problema dado Z6 = 2 m, segue-se que R = 2 m. Portanto: 

a) d,1 = Z,/2 = R ✓2 . -../2 = 2R . · . d
4 

= 2 X 2 = 1 
b) R ✓- 2 ( '✓5 - 1) 

l10 = 2 ( 5 - 1) = 2 . · . Z10 = 2,23 - 1 = 1,23 

Logo, os elementos procurados valem : 

d1 = 4 m e l10 = 1,23 m. 

§ 8. Lado do polígono regular convexo de 2n lados 
eni função do de n lados. ~ ~ 

54. Cálculo do l2,.. Resolvamos o seguinte problema: 
conhecido . o la_do AB = l ,. de um políoono regular convexo de 
n lados, inscrito em um círculo de centro O e raio R (fig. 51), 
calcular o lado AC = 12" do polígono reoular convexo inscrito 

17IG, 51 

de número duplo de lados. 
Na figura 51, temos : 

-2 
AC = CD.CM 

(o !::,,CAD é retângulo em Â) 

{
AC =l2,. 

Como CD = 2R 
CM= OC-OM = R - OM 

vem : Jt = 2R(R - OM). 

Sendo OM o apótema do 
polígono de lado l,. = AB, pode­
mos substituí-lo pelo seu valor 
(n.0 43), isto é, 

OM ""' l_ ✓ 4R2 - l 2 • 2 " , 
e, portanto: 

Z
2 = 2R(R - ..!.✓ 4R2 - z2) 211 2 li 

., 
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ou 

donde 

EXERCfCIO DE APLICAÇAO 

ono (ls) regular convexo ) . ~alcular o valor do la?o do ocl6U ~ 
inscrito num círculo de ra10 R. 

Na fórmula 

l2,. = '\j 2a2 - R ✓ 4R2 - l~ 

subst1turndo h ,. por ls e n por 
04

, . . z ,. obtemos: 

ls = '\j 2R2 - R ✓ 4R2 - l;. 

Como 14 = R ...J 2 , e, portanto, 1 = , - z2 2R2 vem : 

ls = V2R2 - R -..J4R2 - 2R2 = '\/2a2 - R 2R ✓ 2 = '\J2n2 - R2✓ 2 

ou, pondo R2 em evidência : 

ls = '\J_R_2_(2-- -~.=2~) 

donde : / is = R'V 2 - ✓ 2 I 

EXERC f CIOS 

rico e o 11.ngulo interno de um decágono 1. Calcular em graus, o 11.ngulo cllnt 

' · t o de regular. . .. t . e qual o valor do ll.ngulo m crn 2. Qua l o valor do 11.ngulo cên r1co 

um hexágono regula r? 
1 

vexo é Igual 11 135º. Qual 
3. O ll.ngulo in terno de um po!fgono rcgu ar oon , ? 

o polígono? . i guio cêntrlco vale 72° 
4 Qual o polígono regular convexo CUJO n . ·gua l a 4 dm. Calcular : 
· . t círculo de raio 1 5. Um quadrado está iu_scri ~ nu: 

0 
Ol). 

1, , cl4, e a4, (nprox1maçao n , 

I 

l 
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6. A razão entre o Angulo cêntrlc:o de um polfgono regular e o f\ngulo 
2 

Interno dêsse polígono é Igual a. 3 . Quo.l o polígono? 

7. Calcular o perímetro de um quadrado Inscrito num círculo onde tam­
bém está inscrito um hexagono r<'gular cujo lado mede 5 cm. 

8. O perímetro de um hexágono regular Inscrito 6 Igual a 36 dm. Calcular 
o lado do trillngulo equilátero lnec:rito no mesmo círc:ulo. 

9. Calcular o apótcma do hexágono rcg,110.r lnFcrito num círculo de 
diâmetro igual a 16 cm. 

10. O lado de um quadrado Inscrito num circulo mede 3 ✓2 cm. Calcular 
o raio dêsse cfrculo. 

11. Um quadrado tem o n.pótemn. Igua l 11. 5 dm. Calcular o pr.rlroetro dêsse 
quadrado e o diâmetro do circulo que o circunscreve. 

, 12. O lado de um quadrado circunscrito a um círculo mede l O dm. Calcular 
o perímetro do hexágono regular inscrito no mesmo círculo. 

L13, Um triângulo equilátero está Inscrito num círculo de raio igual ª 
l 14 cm. Calcular a alturn. e o ap6tema do trillngulo. 

14. O apótema de um qua.drudo inscrito àum círculo vale 5 m. Calcular 
o perimetro do quadrado circunscrito a êl<se mesmo circulo. 

15. Calcular o lado do decágono regular inscrito num círculo onde tam~ém 
ee encontra inscrito um hexágono regular de perlmctro igual a 60 ro. 

16. Determinar o perímetro do decágono regular inscrito no cfrculo de 
raio Igual a 6 m. 

17. Calcular quanto mede o lado do octógono inscrito num círculo de 8 dro 
de diâmetro. 

18. Calcular a expressão de Zu em funçílo de R, usando a fórmula do l:11• 

19. Calcular o perímetro do octógono regular convexo, inscrito num círculo 
de 10 cm de diâmetro. 

20. Calcular o lado do dodecágono regular convexo, inscrito num círculo 
de raio 2 m de raio. (ln é determinado pela fórmula do ls,.), 

21. Calcular o lso (icoságono regular), Inscrito num círculo de R = 10 dm, 
22. Um círculo tem 1 m de raio. Calcular os perlrnetroe dos seguintes 

pollgonoe regulares convexos nêlc inscritos : triângulo, quadrado, 
hexágono, octógono, decágono. 

23. Um triângulo equilátero tem 24 dm de perlmetro. Calcular oe valores 
do lado, do apótema e do raio do círculo que o circunscreve. 

24. Ligando os pontos-médios consecutivos doa lados de um quadraJ 0 

inscrito num círculo de 4 dm de raio, encontra-se um novo quadra 0 • 

D eterminar o perímetro do novo quadra.do obtido. 
25. A soma dos lados doa quadrados inscrito e circunscrito a. um mesmo 

círculo é 17,05 m. Quanto mede o raio dêese círculo? _ 
26. A soma da diagonal e do lado de um mesmo quadrado é igual a ✓ 2 · 

Quanto mede a dlagonal e quanto mede o lado? 
27. Quanto medem aa diagonal■ de um hexágono reir;ulur convexo qu• 

km 24 dm de perímetro? 

28. 

29. 

30. 
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O lado de um pollgono regular, inscrito num circulo de 12 cm de raio, 
mede 8 cm. Calcular o lado de um pollgono regular de mesmo 
numero de lados (porwnto semelhante) inscrito num circulo de 
36 cm de raio. 

O lado do um hexágono regular convexo, inscrito 11um círculo, mede 
JO df!!, Determinar o lado do hexágono regular convexo semelhante 
1Dscr1to num círculo de raio igual a 8 dm. 

O perímetro de um polígono regular convexo. iuscrito num circulo 
de 20 dm de dil\mct.ro. é 51,90 drn. Calcular o raio do círculo onde 
está inscrito um outro pollgono regular convexo de mesmo nóroero 
de lndoa que o primeiro e oujo pcrlmcLro é igual a 103,80 dm. 

RESPOSTAS : 

1. 36° e 14·1º 17. 3,04 m 

2- 60° e 120° 18. lu = R ~ 2 - ✓ 2 + 'V2 
3. Octógono 
4. P entágono 

19. 30,4 cm 

6· 6,64 dm; 8 d m e 2,82 drn 
20. 1,02 m 

6. P entágono 
21. 3,14 m 

7. 28,20 cm 
22. 5,19m; 5,64 m; 6 m; 6,08 me 

8. 10,39 dm 
6,15 m 

23. 8 dm; 2,30 dm e 4,61 dm 
9. 6,92 cm 24. 16 dm 

10. 3 cm 25. 5m 
l l. 40 dm o 14,10 dm 
12. 30 dm 

26. 2 - ✓2; 2 ( ✓2 - 1) 

l3. 21 cm e 7 cm 
27. 8 dm 

14. 56,40 m 28. 24 cm 

15. 6,15 dm 29. 8 dm 

16. 36,9 m 30. 20 dm 

§ 9. Medição da circunferência. Cálculo de ,:. 

COMPRIMENTO DA CIRCUNFERf:NCIA 

55. Generalidades. Até agora, comparámos apenas seg­
mentos retilíneos entre si, e arcos de igual raio entre si. 
A~ante veremos que é possível, também, comparar arcos de 
ra10s desiguais, entre si ou com segmentos retilíneos. 

' 
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Sob o ponto de vista estrit amente intuitivo (experimen­
tal), poderíamos considernr o. circunfcr8ncia como um fio 
flexível q1!e se poderia dispor ao longo de uma reta. O se~­
ment o assim obtido daria idéia da retifi cação da circunferência 
e representaria o seu comprimento. 

Todavia, tal modo de considerar o comprimento da cir­
cunferência não encontra, em virtude do que foi estud~do 
sôbre as medidas dos segmentos retilíneos uma justificativa 
racional, pois, nunca fizemos alusão algum~ :), possibilidade de 
deformação dos segmentos retilíneos. D aí a necessidade de 
determinar o comprimento de uma circunferência por via 
puramente geométrica. É o que faremos a seguir. 

N 

M 

p 56. Comprimento de UJ?1 
arco de circunferência. SeJn. 

,--... A • 

AE um arco de circunferencia 
(fig. 52). Consideremos a poli­
gonal convexa ABCDE nêle 
inscri ta, isto é, que t enha os 
seus vér tices sôbre o arco, e a 
poligonal AMNPQE a êle cir­
cunscrita, ou seja, que tenha 
todos os seus lados tangentes 
ao arco. 

O comprimento do arco 
FIG. 52 ,--... 

AE será dado confrontando-o 
com ~s perímetros dessas duas poligonais. Tomando p~ra 
compnmento do arco AE o perímetro da poligonal inscnt_a 
ABCDE, teremos um valor aproximado por falta do compn­
mento ~o arco .. Se, ao invés, tomarmos o perímetro da poli­
gona) c1rcunscnta AMNPQE, teremos um valo1' aproximado ,--... 
por excesso do AE. 

. É evidente. que o perímetro da poligonal circunscrita é 
maior _que ~ da rnscrita, pois, q1ialqiier poligonal convexa envol­
vente e maior que a 7Joligonal convexa envolvida de mesmas 
extremidades. (*) Se desejarmos obter maior aproximação do 

(•) Vor Terceiro nno do M atemdti ca Curso Ginnsial, p úg. 138, do mesmo autor , 

.: 
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-. . 
l . . I AE b stn dtll)licar succss1va-verc adeiro comvrwicnlo e o arco ', a •• ' . . 

mente o número de lados ele cad:.i. uma dessas po!Jgonais. 
e vae aumentando o De fato ao mesmo tempo em que 8 d 

número de !~dos das poligonais, temos que 0 ~ perím~ttros !
0

8 

· . t das c1rcunscn as va mscntas vão crescendo enquan o os -. 
decrescendo tendendo ambos a se confundirem coro O are? AtE. 

, t · s per~me ro Nestas condições a diferença entre os 1'espec wo 
pode tornar-se m~nor que qualquer quan~idade t~o. ?e~uena 

. · a seguinte dcfimçao • quanto qiiisermos. Temos, assim, 
· f A ·a é o limite O comprimento de wn arco de circun erenci l·. 1 comum para o qual tendem os perímetros de d:ias in !tas 

. ·ta e outra circunscri a, 
poligonais convexas uma inseri . . t 
quando o 'número d; seus lados aumenta indefinidamen e. 

t · roblcmns nnálogos aos já 
OnsEnvAÇÃO: Existem ua gcomc ri~ ,P _ . ue demos do número 

encontrados na á lgebra. Realmente, na defmiçno q · . . 
• . ✓- º s duas sucessões de números rac1ona1s, 
irracional 2 (Cap. I, n. 2), uanmo definir O comprimento de 
uma por fal ta e outra por excess~. Agorat pab~ de duas sucessões de 
um arco de circunfer/Jncia, necessitámos, ~m m, 'ta 
linhas poligonais, umas inscri tas e outras c1rcunscn e. 

57. Comp1·imento de u1?'a 
circunferência . O estudo feito 
para a medida do compriment o 
de um arco pode ser estendido 
para a de uma circunferência. 
Basta inscrever um polígono R 
regular convexo ABCDEF (fig. 
53) e circunscrever um outro 
MNPQRS, também convexo e 
regular. À medida que vamos 
duplicando o número ele lados 
dêsses polígonos, temos : 

M ,---~~:::::::::-, 

N 

Q D 
FIG. 53 

1.º) os perímetros dos polígonos inscritos vão crescen~o. 
e consequentemente s~ aproxima7:d~, cada vez roais, 
do comprimento dA. circunferência' 
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2.0 ) os perímetros dos polígonos circunscritos vão decres­
cendo, e conseqüentemente se aproximando, cada 
vez mais, do comprimento da circunferência ; 

3.0
) a diferença entre os perímetros dos dois polígonos, · 

o do circunscrito e o do inscrito, pode tornar-se 
menor que qualquer quantidade, tão pequena 
quanto quisermos. D aí a definição: 

1--"0 comprimento de uma circunferência é o limite comum 
para o qual tendem os perímetros de dois poligonos regulares 
convexos, um inscrito e outro circunscrito, quando o número 
de lados dêsses polígonos cresce indefinidamente." 

Indicaremos êsse limite, que é o elemento de separaç~o 
das duas classes de perímetros, por C (comprimento da cu­
cunferência). 

Observe-se que, aumentando indefinidamente o número 
de lados de um polígono regular inscrito, o comprimento do 
ap6tema do polígono, ao mesmo t empo aproxima-se, cada vez 
mais, do comprimento do raio da ci~cunferência em que 0 

poligono se acha inscrito. · 

58. Razão da circunferência para o diâmetro. Teo­
rema: Os comprimentos de ditas circunferências são propor­
cionais aos comprimentos dos respectivos dic'lmetros. 

D e fato, dadas duas circunferências de raios R e. R' 
(fig. 54), imaginemos que nelas estejam inscritos e circunscritos 
dois poligonos regulares convexos de mesmo número de lados. 

FIG. 54 
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d d ·s poligonos reoulares 
Já vimos (n.º 45) que os perimetros e 0

: nais aos respectivos 
de mesmo número de lados 8~º- P~º~if~ºa qualquer que ~eja 
ap6temas, e como essa propoSJçao d s supô-la verdadeira, 
o número de lados dos polígono~, Pº/fa~mente O número de 
também, quando aumentamos inde lD ão erroanecerá verda- . 
lados dêsses polígonos. Logo, a relaç i ão das duas classes 
<leira mesmo para os elementos de s~parat e 0 C' das duas 
d . é comprunen os óte e perímetros isto , pa ra os . ões limites dos ap -
circunferência;, bem como para as posiç ente os raios R e R' · 
mas dos polígonos, que são, respectivam ' 
Temos, assim, que : C R 

C' =w 
denominador da segunda 

M ultiplicando o numerador e 0 

razão por 2, obtemos : ______ _, 

como queríamos demonstrar. 
-o entre o comprimento de uma 

59 Cons eqüência. A razad d•"metro é c011,stante, 
· · nto e seu •"' · circun-fer~ncia e o comprime · n as circunferBncias. . uer que seJa? 

isto é, sempre a mesma, quaisq 

Com efeito, de 
o 2R 

C' = 2R' 

O O' 
m= 2R' temos: 

. O" O"' 1 , 1 de 
as circunferências . 'd , mesmo 
R", R"' . . . e segmn o o Considern.ndo mais 

raios, respectivamente, 
raciocínio obteremos : 

' , C" O'" e e -- c:2 - e=,.;,,,, 
-- ""' - ""' 2R" 2R"' 2R 2R' 

. _Q_ - constante 
que permite e.inda escrever . 2R 
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E ssa constante, que é um número irracional(*), foi indicud~ 
desde os gregos pela letra 'it (lê-se "pi"), e o seu valor aprox:1-
mado com os nove primeiros a lgarismos decimais é : 

'it = 3,141592653 .... . . . .. , 

Logo: 

Í½l 
Na prática, usa-se comumente o valor de 'it aproximado 

por falta 3,14 (a menos de 0,01), ou o aproximado por excesso 
3,1416 (a menos de 0,0001). 

60. Expressão do comprimento de circunferência. 

De 

deduzimos C = 2R'it ou I C = 2'itU 1 

fórmula cl:issica que permite determinar, com a aproximação 
desejada, o comprimento (C) de uma circunferência de raio R . 

Exemplo : Calcula r, com êrro inferior a 0,01, o compri­
mento da circunferência de 5 dm de raio ('it = 3,14). 

Temos : R = 5 dm. Aplicando a fórmula C = 21tR, vem : 
C = 2 X 3,14 X 5 dm = 31,4 dm 

FIG, 55 

61. Expressão do comprimen• 
to de um arco de circunferência. 
A medida de um ~rco de circunfe­
rência pode ser expressa ou mediante 
a medida do <1ngulo central corres­
pondente (AÔB na fig. 55) ou t o­
mando como unidade de medida uma 
unidade de comprimento, por exem­
plo, o metro. 

('") IIll ✓~ distinç!Io entro o n<imcro irrncionnl 'lt e um ntlmoro irrncionnl dB for r:no 
~or ,;:r:omr,10 2 • P<?is, ~oquanto o quo.dro.do dn ~2 ó o n<imcro racional 2 o qundrndo 

o d con rnua sen~o _1rrn~1onal. D nt o nome que se atribui eo nó mero 1C <lo irracional trans .. 
cdn ~ntd, para o d1St10~uir dos outros irracionais, 
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A medida expressa pelo {LDgulo central denomina-se 
amplitude do arco e expressa em metros, denomina-se con_i-

' ' 1·t c1 d um arco sao primento. O comprimento e a amp 1 u e c . 
• • • 0 para. a czrcun-

grandczas diretamente proporc10n111s , e com 
Jerência, temos : 

comprimento (C) = 2r.R 
amplitude (em graus) = 36ºº 

. . . d . o e por n a sua ampli-
1 nd1cando por l o couiprwurnfo e um a7c 
tude, vale a seguinte proporção: 

2r-:R 3600 
--y- = 7 

Donde e r n ~ ,:~· l 
• t o coropri-

fórmulas que permitem calcular, respectivamen e, 
mento e a amplitude de um arco. Exemvlos : 

. d arco de amplitude 
1.0 ) Calcular o compnmentot e u~a circunferência de 

igual a 45º, pertenceu e a u 
10 cm de raio. (Usar 'it = 3,14). 

1tRn 
Temos : Z = 180 

3,14 X 10 X 45 = 31,4 = 7,85 
ou l = l 80 4 

Logo, o comprimento do a rco procurado é 7,85 cm. 
amplitude de um arco de 

2.0 ) Determinar, em graus, ª , lo 
3 cm de comprimento, per tencente a. um c1rcu 
de 12 cm de raio. 

180Z 
Temos : n =~ou 

180 X l = 14 33º = 14°19'48" n "" ____ ... 14,33 ; e, portanto, n , 
3,14 X 12 
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62. Radiano. O confronto 
fei to en tre os arcos de circunfe­
rência e os segmentos de retas 
permite criar mais uma unidade 
de medida para os ingulos : o 

A radian o. C h ama -se radian o a o 
ângulo central (fig. 5G) que deter­
mi na sôbre a circunferência um 
arco de comprimento igual ao rn,io. 

Indicação : rd. Calcufa-se . o 
FIG. so número do radianos quo uma cir-

cunferên cia contém, dividindo o 
seu comprimento (C = 2r.R) pelo do raio (R) , isto é : 

i = 2~R = 21t. 

Logo, qualquer circunferência contém sempre 2r. radianos. 
Com um valor aproximado, a menos de 0,01, podemos 

dizer, também, que a circunferência possui: 

21t = 2 X 3,14 = 6,28 

radianos, isto é, o seu comprimento vale a proximadamente 
6,28 vêzes o comprimento do r aio. Temos, então: 

uma circunferência contém . . . . . . . . 3G()<> ou 400 gr ou 21t rd 
meia circunferência contém . . . . . . . . 18Qo ou 200 gr ou 'lt rd 

um quarto de circunferência contém. , 90° ou 100 gr ou ; rd 

Para relacionar as t rês unidades de medidas de â ngulos, 
a saber o grau, o grado e o radiano, basta armar as proporções 
da medida de um mesmo ângulo nessas t rês unidades. Assim, 
o valor de 1rd, em graus, será dado pela proporção : 

2r.rd -- 360° t d d 36()<> X l rd 
l rd -- x ) on e x = 2-.trd = 

18()<> 
""' - oi; - = 57,395~ e:,-.é7º17'H,8" 

~-- }' o / €3 ' Q 9 " 
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O valor de trd, em orados, por sua vez, será : 

21trd -- 400gr} d d - 400gr X lrd = 200gr = 63,69gr 
1 d on e x - 27':rd 'lt r - - X 

E xemplos : 

1.0
) R eduzir a radianos um arco de 135º. 

T 180° -- r:rd } 
emos : 135º - - x 

135° X l rd = 3'1t rd 
donde x = 18()<> 4 

· ã 3 14 vem· ou, usando 1t com a aproXJmaç O , , • 

31t d 3 X 3,14 rd = 2 355 rd - r = 4 , 
4 

. 2 355 d (c/ aprox. O 001). Logo o arco de 135° eqmvale ª 1 7 1 

, . t segundos os arcos : 2.0 ) Converter em gra us, mrnu os e 
41t 7 1t d a) 5 rd ; b) 5 r . 

T emos : a) '1t rd -- 18()<> -
5 

X 
41t rd - - x donde x =--1t-rd--:-- = 144° l 

41t rd 18()<> 

b) 5 d também subst ituir diretamente 'lt1'd por po e-se, , 
18()<> : 

7'1t rd = 7 X 18()<> = l28,57º = JS8"31/1f". 
5 5 

3.0
) Converter em gra dos o arco de 2,5 rd. 

Temos: 

1 rd --63,69gr} 2,5 rd X 63,69gr - 159,22gr 
2,5 rd -- z donde z = 1 rd 

CÁLCULO DE 7t 

· · nal não 63 Generalidades. Sendo 1t um número irracw ta' ça-o 
• ua represen é possfvel encontrar um valor i:,xato para a s valores 

decimal. D êsse modo, temos de contentar-nos com 
aproximados, por f alta ou por excesso. 
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Do fato de 'lt ser dado pela relação : 

e 
'lt = - (]) 

2R 

poédemos fi.xar, arbitràriamente, R ou C, e obter, assim, dois 
m todos elementares para. o seu cdlculo. 

l.º) Dado R, calcular C. f:ste é o método elos perlme­
tros ou de Arquimedes; 

2.º) Dado C, calcular R. :fi:s te é o métodos dos isoperi­
metros ou de Schwab. 

Estudaremos somente o primeiro método. 

~ 64. Método dos perímetros . Tomando, por exemplo, 
R = 1, a relação (1) dá-nos: 

e e 
'lt=--=-

2 X 1 2 
isto é, 'lt é o número que mede o semi-comprimento ( !!_) de urna 

. 2 
circunjerência de raio igual a 1. Logo, obteremos os valores 
apr~xim~dos de -;,;, por falta ou por excesso, calcul::tndo os 
se~u-penm_etros dos polígonos regulares inscritos, ou circuns­
cntos, à circunferência de R = 1. 

, Se, para o comprimento da circunferência (0), usarmos o 
penmetro do hexágono regular inscrito obteremos 3 como 
valor aproximado, por falta, de 'lt, pois': 

16 = R = 1 ; e, portanto, o semi-perímetro sern : 6 ; 1 = 8 

. ~mprega?do a fórmula que dá o lado de polígono regular 
mscnto de numero duplo de ln.dos : 

l2,. = '\J 2R 2 - R ✓ 4R2 - l~ 

e fazendo R = 1, P?demos, agora, calcular o l12, l24 , 4 8 , • ..•. 

e, portanto, os semi-perímetros dos polígonos correspondentes. 
O_bteremos, dessa form~, o valor de 'lt com um grau de aproxima­
çao que será tanto maior quanto maior fôr o número de lados 
dos poUgonos que se inscrevam. 

1 

' 
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Foi com êste proceder que Arquimedes, partindo dos 
hexágonos regul::tres, inscrito e circunscrito, e duplicando suces­
sivamente o número de seus lados, chegou à expressão que dá 
o semi-perímetro do polígono de 96 lados, encontrando o valor 
de 'lt compreendido entre 

3 + 10 (semi-perímetro do Zoo inscrito) 
71 

3 + ~~ (semi-perímetro do l0ü circunscrito) 

10 22 
O segundo valor, 3 + 

70 
= 7 , por excesso, é exato até 

os centésimos e supera 'lt por menos de 0,01. Atualmente, o 
valor de 'lt calculado por Shaulces, vem expresso por 707 casas 
decimais. Na prática, porém, são usados os val?res :_ 3,14 
(aproximação de 0,01 por falta) e 3,1416 (aproxunaçao de 
0,0001 por excesso). 

OBSERVAÇÃO. As vinte primeiras cusas de 'lt são: 3,1415926535897932 
3846 . . . Oa calculadores de 'lt estiveram, por longo tempo, com esp~rança 
de obter um seu valor exnto depois de um certo número de algansmoe. 
Foi Lnm l1r.r l que, <'m 1770, dPmonstrou nilo R<'r . isso possf':'el. 

A partir de 19!7, os compuladôres eleclrOnicos, dos diverso~ Centros 
de Matemitica, d n Europa e dos U.S.A., cnlculam ..- com milhares de 
casas, de apro:-dm:iç:lo, em a lguns segundos. 

EXERCfCIOS 

I. Calcular o comprimento de uma circunferência que tem como ralo: 

I.•) 5 dm; 2.0) 1 m; 3.0
) 4 cm. 

2. Qual o comprimento de um meridiano da Terra, sabendo que o ralo 
terrestre é apro)dmaclnmente igual a 6 378 km? 

3 .. Calcular O comprimento de uma circunferência de didmetro igual 
a 8dm. 

4. Qunuto vale o raio de uma circunferêucla cujo comprimento é de 

18 84m? . 
' cl diagonnl de um quadrndo lnscnto num círculo ele 

5. Quanto me e a . 
31 40 m de compnmento ? 

'ótema de um triângulo cquilá t-ero mede 5 cm. Calcular o com-
6. O ap d , unfcrêncla que o circunscreve. prlmeoto a c1rc 
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7. Quantas voltas deve dar uma roda de 0,80 m de d iâmetro para per­
correr 2 512 m? 

8. Â.Il rodas de um automóvel têm 0,3G m <le raio. Quantas voltas dá 
cada roda cnquunto o curro percorre 4 521 ,G m? 

9. Determinar o comprimento de um arco de GO• num círculo de 12 dm 
do raio. 

10. Num círculo de 20 cm de raio, determinar o comprimento <lo um arco 
de 40°. 

11. Determinar, cm graus, a amplitude de um arco de 10 cm do com­
primento num círculo do 18 cm do raio. 

12. Calcular o comprimento de um arco do 50° pertencente 11 uma cir­
cunferência de 4 dm de raio. 

13. Quanto mede o arco de 45°30' inscrito num círculo do 1 m de raio? 
14. Determinar a amplitude rlc um arco do 2,5 m de comprimento num 

círculo de 3 m de <liltmetro. 
"' 15. Calcular o raio de uma circunferência na qual um arco de 30° tem 

6,28 m de comprimento. 
" 16. Quanto medo uma circunferência na qua l um arco de 60° tem 12,42 m 

de comprimento? 
• 17. Calcular o número de graus de um arco, cujo comprlmento é igua l 

ao dôbro do do ralo. 
~ 18. Numa circunferência, o arco do primeiro grau mede 1 m. Qual o raio 

dessa circunferência. ? 
19. Converter em radianos oe arcos do : 1.0 ) 30° ; 2.0 ) 45°; 3.0

) 60º i 
4.0 ) 90°. 

20. Idem para oe arcos de: 1.0 ) 120°; 2.0 ) 135° ; 3.) 180°. 
t 21. Reduzir a rd o arco de 44°32'. 

4- 22. 

-1'23. 
-\ 24. 

25. 

3?t 
Converter cm graus os arcos de : 1.0 ) 5 rd ; 

Exprimir em graus um arco de 2,09rd. 
Reduzir 70 gradoe a radio.nos. 
Calcular em radianos o arco de 60,83 gr. 

RESPOSTAS : 

1. 1.•) 31,40 dm 
2.0 ) 6,28 m; 
3.0

) 25,12 dm 
2. 40 053 km 
3. 25,12 dm 
4. 3m 
5. 10m 

, 

6. 
7. 
8. 
o. 

10. 
11. 
12. 

2-it à 2.0 ) 9 rd ; 3.0
) 2'itr · 

62,80 cm 
1000 
2 000 

12,56 dm 
13,95 cm 
31°50'49" 
3,49 dm 
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13. 0,793 m 'lt 

14. 95°32'29" 4.•) 2 rd = 1,57 rd 

15. 12m 2
'lt 9 d 16. 74,52 m 20. l.•) 3 rd = 2,0 r 

17. 114°38'58' 
18. 57,3 m 2.•) 

'lt 

4 rd = 2,35rd 
?t 

19. I.•) 6 rd - 0,52 rd; 3.•) 'ltr(l = 3, 14 rd 
21. 0,77 rd 

'lt 22. 1.•) 108°; 2.0
) 40°; 3.0) 360°; 

V 2.•) 4 rd = 0,78 rd; 
23. 120° 

?t 24. 1,09 rd 
3.•) 3 rd = 1,04 rd ; 

25. 0,96 rd 
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CAP 1 T U LO III 

> 
Areas das Figuras Planas 

§ 1. Definições e propriedades f undamcntais. 

I. Definição. Chama-se drea de uma superfície ao 
número que exprime a sua medida. Na linguagcn, corrente, 
confundem-se, às vêzes, as expressões superfície e drea. A 
palavra superfície esti intimamente ligada à f orma da figura, 
enquanto a área é um número resultante do confronto de uma 
superfície com outra tomada como unidade. A área depende, 
pois, ela unidade escolhida. 

A unidade legal de área é o melro quadrado (m2) que é a 
área de um quadrado de 1 m ele lado. Usam-se, também, seus 
múltiplos (dam2, hm2, k m2) e submúltiplos (clm2, cm2, mm2). 

2. Superfícies equivalentes. Quando duns superficies, 
distintas quanto à forma e medidas com a mesma unidade, 
t êm a mesma área, dizemos que elas são equivalentes. Logo, 
duas superj-lcies são equivalentes quando, medidas com a mesma 
unidade, têm a mesma área. 

FIG. 57 

eqii' Nestas condições, é evidente que duas figuras iguais ou 
icompost . . . -equiv z as, isto é, compostas de partes 1gua1s, sao sempre 

1? a entes. 

:tet;~zo: 0 retâ.ngulo e o triângulo da fig. 57 são equivalentes, 
ig;;.ue ambos podem ser decompostos em dois triângulos 

is Ti e T2 
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Devemos notar, ainda, que: 

duas f iguras equivalentes a uma terceira são equivalentes 
entre si (propriedade transitiva da equivalência); 

a soma das áreas de várias figuras é igual a soma das 
áreas de figuras a elas equivalentes; 

duas f iguras iguais são equi·valentes, mas nem tôdas 
as figuras equivalentes são i·guais. 

3. Propriedades fundamentais. As regras para deter­
minar as áreas das superfícies dos polfgonos decorrem dos teoremas que se seguem. 

\ Primeiro teorema. As áreas de dois rettlngulos de mesma 
base estão entre si como suas alturas. (*) 

Sejam os retângulos ABCD e A'B'C'D' de mesma base b (fig. 58). Temos : 

H { h altura de ABCD 
h' altura de A'B'C'D' 

ºr-------.C 
f ,-~ ------------. 
h u. 
1 u. 
'\- .e. ► 8 

{ 
área ABCD h 

'l.' -;--7;";;:;-;;,:rv'"""" = -,,, 
área A'B'C'D' • 

D' C' 

~· &------------] 
A'-,e. ___ 9• 

Demonstração : 
FlG. 58 

1. Suponhamos que h e h' sejam comensuráveis(**), isto 
é, admitam uma medida comum u que caiba m 
vêzes em h e n vêzes em h' (na fig. 58, m = 3 e n = 2) 

Logo: h = m. u 

h' = n . u 
(•) &ferimo-nos às medidaa d81! alturas. 

( .. ) O teorema ainda ~ verdadeiro quando h e h' n!to silo comonsurá,,cis. 

I 
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h m Dividindo, memb~o a membro, vem : V = n (1) 

"d d de cada unidade de medida e 
2. Pelg~ e?:e~ :ra~!mos paralelas às respectivas _bases. 

s re i , assim retângulos iguais entre s1, por 
Obteremos, b' (b) e a mesma altura (u) e t . a mesma ase d 
~ret~nto retângulos de mesma á~ea. Chaman o a 
~ área de cada um dêles, temos . 

área ABCD = m · á 

área A'B'C'D' = n . a 

Dividindo, membro a membro, resulta: 

área ABCD = .!?!:... 
área A'B'C'D' n 

(2) 

3 Confrontando (1) e (2), obtemos : 
. área ABCD = _.!!_ 

área A'B'C'D' h' c.q.d. 
. . . ter sido enunciado para retAnguloe NOTAº O mesmo teorema poderiab e pois é indüerente considerar 

• 0 invés de mesma as , , 
de mesma altu;a, a ões como altura ou base. 1 r das dunens . 
qua que A áreas de dois retdngulos quaisquer 
\ Segzin1o teoremr:dutoss das bases pelas alturas. 
estão entre si como os P ABCD e A, B' C' D' (fig. 59). Temos: Sejam os retângulos 

l b) dimensões de ABCD { área ABCD = bh 
H { i,::, b') dimensões de A'B'C'D' T área A'B'C'D' b'h' 

o e e" J;----i ro· c'if---7 
J 1 ~L___J .. 

B ~A''--º-B' A''-fr---8 A1_ __ _e.o::..=_:::-=_.:;_:: -v 

l'IG, 59 
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Demonstração : 

1. Cons trua mos um terceiro retângulo A"B"C"D" que 
tenha a base b do primeiro e a a ltura h' do segundo. 
Aplicando o teorema anterior, primeiramente nos 
retângulos ABCD e A"B"C"D", que têm a mesma 
base (b), obtemos : 

área ABCD = _!!:.._ ( l ) 
área A"B"C"D" h' 

e em seguida nos retângulos A" B" C" D" e A' B' C' D', 
que têm a mesma altura (h), vem : 

área A II B" C" D" b 
á rea A' B' C' D' = V (2) 

2. Multiplicando, membro a membro, as 
e (2), temos : 

igualdades (1) 

área A BCD área A " B"C" D" 
área A" B" C" D" X á rea A' B' C' D' = 

h b 
V X b' 

ou, simplificando: 

área ABCD bh 
área A'B'C'D' = b'h' c.q.d. 

§ 2. Área dos polígonos. 

RETÂNGULO 

4. Área do retângulo. A área de um rettingulo é igual 
ao produto das medidas de suas dimensões. 

Seja o retângulo ABCD (fig. 60). Temos : 

{ 

b base 
H h a ltura T { S - bh 

S área 
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Demonstração : D e 
1. Seja U o quadrado 1 

de lado u, adotado 
como unidade de h ~ 1 
medida. De acôrdo ...._ _____ --1~ L.J J 
com o Segundo teo- A----.e. -----8 _.._ u......--
rema (n.0 3), vem : FIG. 60 

área ABCD = .!!_ X !:_ 
á rea U u u 

2. Como o primeiro membro exprime a medida da super-
. fícic do retângulo ABCD, quando se toma o quadrado 
U como unidade, e, os fatôres do segundo membro 
representam as medidas de b e h, em relação a mesma 
unidade, concluímos que: 

área ABCD = b X h ou l S = bh 1 

Q UADRADO 

5. Área d o quadrado. A área de um quadrado é igual 
ao qttadrado da med·ida do lado. 

De fato, o quadrado é um retângulo cujas dimensões 
são iguais. Na fórmula anterior, fazendo b = h = a, temos: 

ls = a_j 
PARALELOG R AMO 

6. Área do paralelogramo. A área de um paralelo­
gramo é igual ao produto da medida de sua base pela de sua 
altura. 

Seja o paralelogramo ABCD (fig. 61). Temos : 

{ 

b - base 
H li - altura 

S - área 
T { S-bli 
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ou 

D emonstração : 

1. Prolonguemos AB e trace­
mos DE J_AB e CF J_AB. 
Os triângulos retângulos 
DEA e CFB são iguais, 

FIG. a1 por terem igual bipote-
um paralelogramo) nusa (co~o lados opostos 
de paralelas comp. e J~: cateto igual (segmentos 

2. Loao o par l I reen J os entre paralelas). 

gºuío DEFaCe pogramo ABCD é equivalente ao retân-
or serem ·· · 

de partes iguais) Q âqwcon:postos (compostos 
unidade têm ·t uan ° medidos com a mesma 

' por anto, a mesma área, isto é: 

área ABCD = área DEFC 
área ABCD = EF. h ; 

EF = AB = b 
' 

e como 

vem: 

área ABCD·- b X h I ou S = bh 

c.q.d. 

{ 

b base 
H h altura T { S = b

2
h 

S área 
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2. 11:sse paralelogramo é equivalente à soma dos dois 
triângulos ABC e ACD. Como MBC = MCD 
(caso LLL), segue-se que a área do /J.ABC é igual 
à metade da área do paralelogramo ABCD. Sendo: 

área do paralelogramo ABCD = bh 
temos 

área do triângulo ABC = bh 
2 

ou Eil 
c.q.d. 

NOTA. No caso do trillugulo ser retdngulo, um dos catetos pode ser 
conelderndo como base e o outro como altura. A área do trillngulo retângulo 
será, portanto, Igual ao semiproduto da8 medida8 dos catetos: 

8. Area do triângulo equilátero em função do lado. 
A altura h do triângulo equilátero (fig. 6) em função do lado l 

é dada (Cap. II, n.º 9) pela fórmula: h = l ✓ 3. Como a área 
de um triângulo é dada por 2 

S = bh 
2 

vem, substituindo b por l e h pelo valor já conhecido: 

l X l ✓ 3 l2✓ 3 
2 2 

S = --2-- = -2-

donde 1 s - ,, ;• 1 
~ 9. Área de um triângulo em função dos lados. Seja 

ti o triângulo ABC, onde h é altura em relação ~ ba~e AC= b 
(fig. 63). O valor de h, em relação à base b, Já foi estudado 
(Cap. II, n.º 17) e é expresso, em função dos lados a, b e e, 
pela fórmula : 

h "" ~ ✓ p(p - a) (p - b) (p - e) 
b 
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Sendo a área do f::::.ABC dada por 

S = bh 
2 

substituindo h pelo valor supra mencionado, temos : 

S = ~ X ! -í/ p (p - a) (p - b) (p - e) 

Simplificando, vem: 

1 S = ✓ p(p-a) (p- b) (p-c) 1 

fórmula. atribuída a H erão. (*) 

NOTA. No caso do ô ABC ser equilá tero, is to é, quando a = b = e = 
e p = ~ , podemos obter, a partir da fórmula de Herão, a área do tri!lngulo 

equilátero em função do lado, já encontrada no parágrafo anterior (n•. 8). 
De foto, substituindo, obtemos : 

8 

' 
I 

i:;.::::=-1t=======~C A ' - ---~-~C 

FIG. 63 FIG. 6' 

10. Área de um triângulo em função do ra io do 
circulo inscrito. Seja o b.A BC (fig. 64), onde r é o raio 
do círculo inscrito de centro O. Unindo O aos vértices A, 
B e C, obteremos os triângulos OBC, OCA e OAB, que t êm 
por bases, respectivamente, a, b e e, t odos com a mesma altura 

(*) H EnÃo º" AL>:XANDRIA - viveu no primeiro século dn ern cristl\; Muito oooh&­
oido pelo sou trotado de Geometria. Prático.. 
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er endicular ao raio que passa 
r (em virtude da tangente ~~!o ~ área do triângulo ABC é 
pelo ponto de contacto).dos triângulos componentes, e 
igual à soma das áreas 

a {trea 

ar 
área bOBC = z 

br 
área bOAC ""z 

cr 
área bOAB = z 

do triângulo ABC será: (a+ b + c)r 
ar br +..E:.-=~~~~ -

área 6ABC "" z + 2 2 2 

2 vem: 
0 + b + e por P, ou, indicando o perímetro ____ , 

L s = pr 1 

á de um trir1ngulo em f unção do 
que é a f órmul~ qu~ dá ª rea 3z 
raio do círculo inscrito. quilátero isto é, se P = 2··, 

N 
No caso do triângulo ser e ' 

OTA. 3lr 
temos : S =- 2 

f - do "látero em unçao . 
11. Área de um td~n gu~oej:q:~riângulo ABC, inscrito 

raio do cfrculo circuOnsc1·~to.R (fig 65). A 
, 1 d ntro e raio . no c1rcu o e ce 

1 
• á conhecidas : 1 

Temos pelas fórmu as J : 
' z ✓T 3R : 

l = R v3 e h = - "" 2 ry: 
2 0 ' t', R 

1 ' 

Como 
l >< h s <== ~ 1 

vem - 3R 
R13 X 2 

s = 2 

3R2 -43 
4 

VJG. 65 
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isto é: 

TRAP:G;zro 

12. Área do ti-apézio A °f produto da semi-soma das· d .fea de um trapézio é igua 
a tura. me i as de suas bases pela de sua 

Seja o trapézio ABCD (fig 66) T · • emos: A{~~ e { AB = b base maior A•-: H CD r :r:•menor 
FIG. 68 T { s = (b +2 b')h 

Demonstração : 

ou 

1. Tracemos a diagonal DB nos triângulos ABD e C que decom~õe o trapézio 
às bases b e b' . DB, os quais, em relação 
igual a h. ' respectivamente, possuem a altura 

2. Coroo a área do tra é . . triângulos ABD ~ CziDoBé igual à soma das áreas dos 
, temos: 

área ABCD = bh + b'h 
2 2 ,-----

S = (b+b') h 
2 

c.q.d. 

LOSANGO 

13. Arca do losango A 
produto das medidas de au~s d ~rea d~ losango é igual ao aemi­

iagonaia. 
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Seja o losango ABCD (fig. 67). Temos: 

{ 

d = DB diagonal menor 
H d' = AC diagonal maior 

S área 

188 

Demonstração : 
1. Traçando pelos vértices paralelas às respectivas dia-

gonais, obtemos o retângulo MNPQ, composto de 
oito tria.ngulos retângulos todos iguais entre si 
(caso LLL) e dos quais quatro pertencem ao losango. 

2. Portanto, a área do losango é a metade da área dêsse 

retângulo ; e como 
área do retângulo MNPQ = d X d' 

F 

FIG, 68 
FIG, 87 

e 

POLÍGONO REGULAR 

14. Área de um polígono regular _inscrito: A áre~ de 
um poligono regular inscrito é igual ao semi-produto das medidas 

de seu perímetro e de seu ap6tema. 
Seja o polígono regular ABCDEF de n lados (na fig. 68, 

n - 6). Temos: 
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{ 

p semi-perímetro 
II a apótema 

S área 
T {S = pa 

Demonstração: 
1. Tracemos os raios OA, OB, OC, . .. , que decompõem 

o polígono em tant os triângulos quantos forem os 
lados (n) . ~ sses triângulos são todos iguais (caso 
LLL) entre si e têm por altura o apótema a do 
polígono. 

2. Como a área total do polígono é igual à soma das á reas 
dos triângulos que o compõem, temos : 

área de um dos triângulos (110B por ex.) = l ~ ª 
n X l X a 

área dos n trifingulos . . . ....... ....... = 
2 

Sendo n X l = 2p (perímetro do polígono), vem : 

S = 2p X a= P X a 
2 

ou 1 S = pa c.q.d. 

15. Área de um polígono 
regular circunsc1·ito: A área de 

F H----~'-------HC um polígono regular circunscrito é 
igual ao semi-produto das medidas 
de seu perímetro e de seu raio. 

FIG. 69 

Seja o polígono regular ABC 
DEF de n lados (na fig. 69, n = 6). 
Temos: 

{ 

p semi-perímetro 
II R raio do círculo inscrito 

S área 
T{ S = pR 

Demonstração : 
1. U ~ do o centro O aos vértices do polígono, obtemos 

seis trifingulos iguais tendo por bases, respectiva-

185 
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altura o raio 
mente, os lados ~o polígono, e por 
R do círculo inscrito. ~ a das áreas dos 

1, · "ual ti. soro 
2. Sendo a área do po igonoõ;~ temos : 

triângulos que O comp ' R BC X R 

ABC
DEF-~ X_+ 2 + 

área do polígono - 2 

(AB +BC+ ... ).! 
+ .. ... = 2 

== 2p (perímetro), vero: 
Como: AB+BC+ ··· · r8 

2p X R ou S == pR 
S= - -2 - d terminada decom-

11atq11er pode ser e ática traçamos 
NOTA. A área de um pol!oono Jeote dispostos. ~ a pr erp~odiculares 

pondo-o cm trifiogulo~, con~enicntos v6rticcs, coodd_z1~?J! em triAogulos 
uma diagonal qualquer e, pe os ou ollgono resulte ivi 1 

a essn diagonal, de modo bqt ~clllogulos. 
rcMugulos e trapézios taro m 

~o 
EXERCÍCIOS DE APLICACA e a medida da 

é de 17,28 ro
2 

1.º) A área de um retângulo . 1 Determinar a 
3 d.ida da diagona . 

base é os - da me 
5 . do retângulo. 

diagonal e as dimensões 3 a altura h, 
. 70) A base será 5 x i 

Seja x a diagonal (fig. · lação: 
. é expressa pela re 

pelo teorema de Pitágoras, 
2 g :i;2 16x2

• 

hz = xz _ (~ x ) = x2 -25 = 25
1 

5 4x 
donde h = -5 

11 1 é 17,28 ro2
, 

Como a área do retangu o 
vem a equação: 

3 4x x X _ = 17,28 
5 5 



<. = 

188 Osvald s o anglo,gl / 

ou 12x2 
25 = 17,28 

donde 12x2 ·= 432· 2 

L 
I X = 36 · 

ogo : a di • • x = 6 
medem agonal mede 6 ' respectivamente: m e as dimensões do reUlngulo 

base= !. X 6 5 m = 3,60m e a ltura = _! 
2.º) Dois lad 5 X 6m = 4,80m 

d 
os consecutivos d me em 4m 6 e um parai J e m, respcctivament e ogramo (fig. 71) 

D de 600 e, e formam um ângulo 
/j, \ C paralelo· Calcular o. á rea do 

4 

, , gramo. 
I ~ \ T emos já a base · AB = 

i.L so ,Goº , Bm. A a ltura DH . ~ d d A H pelo vai seru. a o. 
5_E _____ 

8 
tr'â or da a ltura h do 

FIG. 

71 

c; ngulo equilátero ADE que 
mo sabemos (Cap. II, ~-º 8); 

vale l"V3 
h=4XV3 2. 

2 = 2 X 173 -S = 6m x 3 
46 

' - 3,46 ; e área será 

3.º) Calcular a área ~e : = ~0,76 m2 

Logo: 

num círculo d triângulo retân 1 . Como a hi e Sdm de raio. gu O isósceles inscrito 

proposto é 
O 

diâr:e~;enusa do trillngulo 
IBto é, vale 16 dm o do círculo, (fig. 72) 
cando por x o 1' segue-se que indi 
pel te va or do c t t ' -o orema de P'tá a e o comum 

X = 162 . ~=====:-;-;::-:=====~ x2 + 2 l goras, temos . ' 

2x2 = 
256 

16 
ou 

S 
e x2 = 128 

endo a área do . 
produto das medidas d tnângulo o semi­os catetos, temos . 

X • 
S = ~ = x2 128 

2 2 = 2 = 64 

FIG. 72 

11!1 
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Logo, a área do triângulo é de 64 m.
2

• 

D eterminar a área de um hexágono regular inscrito num 

círculo de 8dm de raio. E 

T emos (fig. 73) : Zo = R = 8 

AC = l3 = R ✓a = 8 ✓3 
e MB =_!!:_ 

Como: 2 

áre; do hexágono ABCDEF = área 
r1~~g3lar ACDF + 2 vêzes área 

A 

8 
FIG, 73 

vem 
área do hexágono A BCDEF = 64 ✓3 + 8 ✓3 X 4 =' 

= 64 ✓3 + a2 ra = 96 ✓a 

( 

Logo. á area do hexágono é igual a 96 ✓3 ro2 
ou 166,08 m

2 

aprox. 0,01) . 

§ 3. Ãrea das figuras circulares. 
16. Área do cfrculo. A área do círculo é igual ao produto 

de 'lt pelo quadrado da medida do raio. 
De fato, considerando a circunferência como o limite para 

? qu~l tendem os perímetros dos polígonos regulares convexos 
\º'°"'º' cujo nümeco de lados cresce indefiIDdamenle, podemos, 
t"mbém, peosnr • d,a• de um "'""lo como o limiU p3'3 o qual 
endem as áreas dêsses mesmos polígonos regulares. Dêsse 

f

modo, o valor da área de um círculo é deduzido a partir da 

órmula: S = pa 

onde p (semi-perímetro do polígono regular inscrito) tende a 

e 
2 

(semi-comprimento da circunferência) 
e a (apóterna do polígono regular inscrito) tende a R (raio 

da circunferência) 
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Substituindo 

Osvald s o an g io r gi 

êstes valores na 

S= Q_R 
2 

fórmula acima, obtemos: 

e como C = 21tR (n.º 60), vem: 

ou 

J'IG. 74 

e a de n graus por 

S = Z1tR X R 
2 = 1tR2 

1 S = 1tR21 

l7. Área d drea d O scto1· circula1·. A 
e um setor · z semi-produto d ci rcu. ar é igual ao 

pela medida d; co1;1-pnmento do arco 
S . raio. 

graus eif o r)tor circular AÔB de n 
culo ( ig. 4 · _Como a área do cír-
7tR2 a q~~eiossm 360°) é dada por 
1° será d d de um setor circular de 

ª ª pela expressão: 
'ICR2 
360 

Lembrando (C ap. II, n.º 61) que l - 7tRn 
ver a fórmula acima d . - l BO , podemos escre-

o segurnte modo : 

S = 7C Rn R 
180 X 2 

ou 
1 s = ': 

. 18. Área do s .,. 
circular é i ual eºm~nto circular• (J ao semi-produto da · ~ área de um segmento 

rncd1,da do raio pela dife-

Matemática Quarta Série 
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rença entre os comprimentos do arco e da metade da corda do 

arco duplo. 
semi St;ja o segmento circular ACB (fig. 75) menor que um 
ACI/~r?ulo. Observamos na fig. 75 que a área do segmento 
triâ ulig~al a diferença entre as áreas do setor OACB e a do 

ng O isósceles OAB. Logo: 
OABárea do segmento circular ACB = área setor circular 

- área b.OAB 

Sendo 
l comprimento do arco AB 
h alt ura do b.OAB (em relação a OA) e metade da corda 

BB' do arco BB', duplo de AB. 
S área do segmento circular ACB 

temos : S = J!:i. _ ..!!:J:__ = R(l-h) 
2 2 2 

ou 
S = R (l- h) 

2 

FIG, 76 
Jl'IG, 71S 

19. Área da coroa circular. Chama-se coroa circular a 
s~perfície compreendi~a entre duas circunferências concên­
tncas de raios distintos (fig. 76). Como é fácil deduzir, a 
área de uma coroa circular é igual à dif erença entre as áreas 
dos dois círculos limitados pelas circunf erwicias que a definem . 
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Se R e R' (R > R') são os raios respectivos dessas circunfe-
rências, temos : S = -,;R2 _ 1tR'2 

S = 7t(R2 - R'2) 

EXERClCIOS 

Áreas do retâ.ngulo, quadrado e paralelogramo 

.i. 1. Calcular a área de um retângulo cujas dimensões são : base = 6,3 m 
e a ltura = 3,5 m. 

l. 2. Aalturáde umretângulo é os ! da base. Esta medo 16 m. Qual ª 
~a' Õo reta.ngulo? 

• 3. (),perímetro cfo um retângulo 6 de 24 m; a base é o dôbro da a ltura. 
Calcular a área. 

• 4. A diagonal de um retângulo mede 10 m e um de seus lados tem 8 ro . 
Calcular a área.. 

... 5. A diagonal de um retAngulo mede 40 m e os lados eetiio na raziio 
5 : 3. Determinar a. área (aproximaçiio: 0,01). 

6. Determi.oar a.s dimensões de um retângulo de 72 m 2 de áren.. Sabendo 
que uma. das dimensões é metade da outra. 

~ 7. D etermi.oar as dimensões de um ret!lngulo de área igual a. 28 m', 
sabendo que essas dimensões diferem de 3 m. 

,- 8. A base de um retângulo, Inscrito num circulo de 10 dm de ralo, mede 
16 dm. Determinar a área. do ret!l.ogulo. 

~ 9. Calcular a área. de um retângulo cujo perímetro vale 28 dm e a diagonal 
l0dm. 

-L- 10. Quais as dimensões de um retAngulo de área Igual a 48 m', se estas 
dimensões estão na razão de 1 para 3. 

1-' ll. Uma. sala de aula de 9 m de comprimento por 5 m de largura deve 
ser pavimentada com ladrilhos quadrados de 15 cm de lado. Quantos 
ladrilhos são necessários? 

12. Quanto mede a frente de um terreno de forma retangular que tem 
1 000 m2 de área e 50 m de fundo? 

13. Um retângulo tem por dimensões 5,5 m e 4,5 m. Diminuindo-se a 
primeira delas de meio metro, de quanto se precisa aumen~ a 
outra para que o retângulo obtido seja equivalente o primerro? 

14. Quanto deve medir o lado de um quadrado para que a sua área seja 
Igual à de um retângulo de dimensões Iguais a 4 m e 16 m? 

.:r 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

--....20 . 

.... 21. 
22. 

23. 

-.. 24 . 

.._ 25. 

--. 26 . 

27. 

-.- 28. 
29. 

30 . 

..Y31. 

32. 

83. 
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as rena de dois retângulos é -. As dimensões do prhnelro 
A razão d á 1 

são 6 m 2 3 a sua b e m. Achar a altura do segundo ret!logulo, sabendo que 

ase mede 9 m. 
mede 

12 
8 

um paralelogramo é um têrço do valor de sua base, que 
A altura d 
N m. Calcular a área. 

0
P p_aralelogramo ABCD temos · AB = 12 cm AD == 5 cro e a 

roJcç· d ' · • 

D 

. u,o o lado AD sôbre AB é igual a 4 cro. Calcular a área-

0 

A · ooo~oubvoa do um pamlologmmo medom 12 m o 9 m. 
OlS lados · 
do ogolo oom1>'ooodido "'" "'" iodo• é do 60-- c,kul" a ""' 

paralelogramo. 
N~ po,alologm=, a - modo 18 m , o•''"" 12 m. U•~" um 

p, ; \:," oo _m, io doa J,doa opo,to,. ()a]oulru- • - do u da u,u, das 
s nes1m deterroiuadns. 

O, 
1
•~

0
• d, om po,nlo]ogmmo med•m 8 dm o 5 dm •, di,go""l moio, 

C me e, 11 dro. Calcular a área-
D a l_culnr a diagonal de um quadrado do 256 ro' de área. 

ois lados consecutivos de um paralelogramo roedeID 12 ID e 15 m, 

8 0 
tl.ngulo por êles compreendido é de · 300. Calcular a área. 

Área do triângulo 

Calcular a área. de um triângulo, sabendo que a base roede 12 ID 

0 

a 

altura 80 dm. A área. de uro triângulo é do 400 ro'. A altura é do 20 m. Calcular a 
base. / 5 ... 

Calcular a área de uro triângulo le6sceles de lados Iguais a IID, 8 ID 

e(i: , Determmu.r a área de uro triângulo retllngulo cujos catetos roedeID 

0,4m e 0,3 m. Determinar as roedldas da base o da altura de um triângulo cuja área 
é 94,40 m', sendo a altura Igual aos oito quintos da base. 

Determinar a. área de uro triângulo equUátero cujo lado roedo 6 oro­
A base e a altura de um triângulo sllo Iguais. Determinar o seu valor 

corouro, sabendo que o. área dêsse triângulo é de 20,48 m•. 
Calcular os catetos de um triângulo retllngulo cuja área é de 24 ro', 

sendo a Wpotenusa Igual a 10 m. 
A soma doe catetos de um trHingulo retAngulo é Igual a 17 m. A área 

dêsee triângulo é de 35 m'. Calcular os catetos. 
Calcular a área de uDl triângulo eqüilátero, Inscrito ouro círculo de 

raio Igual a 10 oro. Calcular a área de um triângulo eq0UáterO cuja altura roede 16 Olll· 



192 

f- 34. 
35. 

36. 

37. 

38. 

,-39. 

40. 

41. 

42. 

43. 

44. 

45. 

Osvaldo Sangtorgl 

Qual a área do triângulo cujoe ladoe medem 4 cm; 6 cm e 8 cm. 
Os lados de um triângulo são : a = 12 m; b = 8 m e e = 6 m. Tra­

çando, de cadn um dos vértices, as paralelas respectiva~ 11.o_s lnd1s 
opostos, ob tém-se um novo triâ ngu lo. Calcular u área. do trdlngu 0 

obtido. 
Cnlcular a área do um triflngulo do perímetro igua l o. 12 m e que circuns-

creve um círculo de 3 m de ra io. _ 
A área de um tritLngulo eqüilátero inscrito é igua l a 12 ✓ 3 7112 

Calcula r a áre:i. do quadrado inscrito no m c~mo círculo. 
D eterminar a área de um tri /l,ngulo, sabendo que dois d e seus !a di s 

medem 3,•1 m e 5,6 m, o que o !lngulo por lllcs compreendido mede G º· 
Num triângulo retll.agulo, na projeções dos cnte tos sôbro a hip_otcrlUi9° 

modem 4 m e 6 m, respectivam ente. Calcula r 11. área do tntLOgu 0 · 

Área do losango 

Num losango de lado igua l a 10 dm, a diagona l m aior mede Hl dm, 
Calcul:i.r a área. 

Detcrminnr 11. área do losango que tem 3,4 m de Indo e cuja diagonal 
menor mede 2 m. 

A soma das diagonais de um Jogango é igua l a 8,4 m. S abe-se que llB 
diagonais são proporcionais, respectivamente, aos números 3 e 4· 
Calcular a área do losango. 

A d iagonal maior d e um losango mede ,1 m. Calculnr o valor d a outr;n, 
dingonal, snbcndo que n á rea d o losnngo ó equivalente à :irca e e 
u m t ri:lngulo que possui 3,4 m <l e base e 2,6 m ele altur a . 

Área do trapézio 

As bases de um trapézio medem 12 m e 8 m e a altura 5 m. Qual 8 

sua á rea? 
D eterminar a área. de um trapézio Isósceles, sabendo que as bases 

medem 44 dm e 56 dm, r espectivamente, e que os lados n[ o paralelos 
somam 20 dm. 

46. Num trapézio isósceles, a soma das medidas das bases é 14 cm e a 
sua área é igual a 28 cm 2• Calcula r as bases, a a ltura, os lados não 
paralelos, sabendo que o perímetro do trapézio é de 24 cm. 

47. A área de um trapézio isósceles é igual a 330 m 2• As medidas das 
bases, que estão na razão 5 : 6, somadas vnlem 55 m . Calcular a 
altura e as bases. 

48. Calcular a á rea de um trapézio retangula r cujas bases medem 324 m 
e 572 m, respectivamente, e a diagonal maior 715 m . 

49. 

50. 

51. 

62. 

53. 

64. 

66. 

66. 

67. 

68. 

59. 
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1 d 37 m e 20 ro, 
80 m e 29 m e 0 8 ª 0

~ do maior 
Ae basce d e um trapézio valem bendo que a proieção 

respectivamente .. Calcular 11 á~~•:35 m. a ltura 
lado sôbre a maior baso é lg 100 dro e 60 dro e. podr pelo 

. 1 tem por bases I determma os 
Um t rap6z10 lsóscc CB d qua tro tri!\ngu os 

40 dm Ca lcula r a área os • 
· d ' gon111s ponto de encontro elas 111 · 

· er Polígonos qua1squ 10 cm e 15 clD 

d 'Játero convexo, que medd:se quadrilátero 
As diagona is de um qua. ri eto Calcular a área _ iguais e os 

interceptam-se em !lngu o r I d. AB BC e AD ªªeº lcular: 1.•) 
ABCD 0 8 a os ' 60º 90º a . ) . Num quadrilá tero • ·pectivo.mcntc, d'd d~s lados iguais , 

ângulos Â e B medn1E' r:; função de a (m; 1 ªdo quadrilátero em 
as diagonais AC e . e lo BDC; 3.0

) n rca 
2.•) os Jlngulos do trrllngu . - A e 77-B, onde 
função de a. atantes das figa. 77 

Calcular a área dos polígonos -: ~xpressos cm CID• 

as medidas dos segmentos sa 

1 8 e círculo 
Polígonos regu are do setor circular 

d dillmetro e a 
fr ulo de 30 cm e ,= 3 14), 

Calcula r a área de um e e êsse círculo (Usar 1f • '. unferência mede 
de 75• pertencentes a circular, cuia cuc 

d urna praçn 
D eterminar a área e frculo de área 

124 ~-~c m. . nfcrêncla que 
Qual o comprimento da. c1rcu o Angulo cor· 

Igual a 60,26 m2. lar de 45,40 m' de área, se 
Qual o ralo de um eetor clrcu I de raio Igual 

respondente mede 36º. dr d Inscrito nuDl cfrcu o 
ár do qua 11 0 1 D eterminar a ea em um clrcu 0 

Inscrito 
a 5 om. trll\ngulo eqüilátero 

Calcula r a área ~e wn 
d e 28 mm de diâmetro. E 

A 

A D 

B 
E FIG, 77-B 

FIG, 77-A 

D 
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60. Determinar a área de um hexágono regular Inscrito num circulo de 
ralo Igual a 4 dm. 

61. Qual a área do octógono regular Inscrito no circulo de 6,4 dm de 
diâmetro? 

62. Num círculo de 10 m de raio, calcular a área de um setor circular cujo 
arco mede 5 m. 

63. Deteterminar a área do segmento circular limitado pelo arco de 60º 
e pela corda que o subentende num circulo de 4 m de diâmetro. 

64. Dois círculos concêntrico têm raios que medem 6 m e 4 m, respecti­
vamente. Calcular a área da coroa por êles determinada. 

65. A área de uma coroa determinada por dois c!rculos concêntricos é 
de 28,26 m2

• A diferença dos raios dêsses dois círculos é 1 m. Quanto 
mede cada um dos raios? 

66. Calcular o raio de um círculo, sabendo que êste raio, aumentando de 
10 mm, faz com que a área do círculo aumente de 1 m' . + 67. Calcular a área de um hexágono regular, inscrito num círculo de 12 cm 
de diâmetro. 

68. Calcular a área de um segmento c:rcular de 120• num circulo de 9 m 
de ralo. 

69. Calcular a área de um setor circular de 60•, Inscrito num círculo de 
6 m de diâmetro. 

70. Qual a relação entre a área de um triângulo eqü.ilá tero e a de um 
hexágono regular, Inscritos num mesmo círculo? 

RESPOSTAS : 

1. 22,05 m1 17. 36 cm1 

2. 192 m' 18. 93,42ml 
3. 32m1 19. 64 m1, 108 m1, 54m', 
4. 48m' 20. 36,64 dm' 
6. 706,1396 m1 21. 22,66 m 
6. 6m e 12m 22. 90 m1 

7. 7m e 4m 23. 48m1 

8. 192 dm1 24. 40m 
9. 48dm1 25. 17,88 m1 

10. 4m e 12m 26. 0,06 m• 
11. 2000 27. 10,86 m e 17,376 m 
12. 20 m 28. 16,57 cm1 

13. 0,45m 29. 6,4m 
14. 8m 30. 6m e 8m 
15. 4m 31. 10me7m 
16. 48ml 32. 129,75 cm1 

83. 
34. 
35. 
36. 
37. 
38. 
39. 
40. 
41. 
42. 
43. 
44. 
45. 
46. 
47. 
48. 

147,60 cmt 
11,61 cm1 

85,32 mt 
18 ml 
32m• 
8,234 m1 

24,45 m' 
96dm' 
6,4ml 
8,64 m• 
2,27m 
50 m2 

400 dm2 

Matemática 

4 cm; 10 cm; 4 cm; 5 cm 
12 m, 25 m e 30 m 
192192 m' 

49. 654 cm' 
50. 1 250 dm' 460 dm1 e 750 dm1 , 
51. 75 cm' 
52. 1.0 ) AC= a fi; BD = a 

2.0).Ô = C = 75°; D!JC = 3o• 

Quarta Série 

53. 
54. 
55. 
56. 
57. 
58. 
59. 
60. 

a.•) ~1 (1 + ✓T) 
330 cmt e 232 cm' 
706,50 cm• e 147,18 omt 

1223,58 m1 

25,13 m 
12m 
50 cm' 
84,77 mm' 
41,52 dm' 

61. 28,95 m' 
62. 25 m' 
63. 36 dm1 

64. 62,80 mt 
65. 4 m e 5 m 

66. 15,91 m 
67. 93,42 cmt 

68. 49,75 m' 
69. 4,71 m' 
70, 1 : 2 
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áreas das fig~ras 
§ 4. Relações métricas e~trse ~~ figuras equiva• 

l Con struçoe panas. 
lentes. 

RELAÇÕES MÉTRICAS • As áreas 
}bantes, Teorema• uadrados 

20. Em. ti·iângulos sexne tão entre si como os q 
de dois triangulos _semelha;te:i6fogos quaisquer. , f 78). 
das medidas de dois lados '° ABC e A'B'C ( ig. 

Sejam os triângulos sem elhantes 

T emos: 
D.ABC,..., b.A'B'C' BC 

s área do ~'B'C' 
S' área do ~ 

---B2 

{ 
S A 

T - "" =-=B,2 S' A' 
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e 
e' 

LG A '--_ _._ ___ _.,. 8 ' AI 8 1 

11'IG. 78 

Demonstração: 

ou 

1. Tracemos as alturas h e h', dos triângulos 1;BC e 
A'B'C', respectivamente; as suas áreas serao: 

S = AB 
2
x h e S' 

11111 
A'B1

2
X h' 

2. Dividindo, membro a membro, as igualdades acima, 
vem: S AB X li 

& = A'B' X h' 

e como os triângulos ~ão semelhantes vale, entre 
elementos homólogos, a relação : 

AB h 
A'B' = h' 

que, substituída na anterior, permite escrever : 

S AB AB 
S' = A'B' X A'B' 

c.q.d. 

21. Em polígonos semelhantes. Teorema : As áreas 
de dois polígonos semelhantes estão entre si como os quadrados 
das medidas de dois lados homólogos quaisquer. 

Sejam os polígonos ABCDE e A'B'C'D'E' (fig. 79). Temos: 

{ 

pol. ABCDE"' pol. A'B'C'D'E' 
H S área do pol. ABCDE 

S' área do pol. A'B'C'D'E' 

S AB 2 
T{S'= A'B'2 

Matemática Quarta Série 
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e 

B 
B1 

D o' 

FIG, 79 

. homólogos, 
Demonstração : . d dois vértices ropostos 

d' oais e f deco 1. Traçadas as 1ago I os polígonos icaS' ordenada-
E e E' por exernP ºs S3, e S' i, S'~• 1' o teorema 
nos triângulos Si, (2~) para os quais va e 
mente semelhantes, 
anterior, isto é: - 2 S CD2 

- 2 S B C 3 ==-==ii 
S AB _!... == - -==2' S' C'D' r - _, S' B'C' 3 s T - A'B'i 2 Ih tes podemo 

i seme an ' 
2. Pelo fato dos triângulos serem CD 

escrever : AB ...!!!!..c- = ___,..C'D' -- = B'C' A'B' 
ou também - 2 S i S2 == 31-
-B2 BC2 -~ = -, == S'z S'3 A --= - =--;2 S 1 

A' B'2 = B' C'2 C' D . d d conhecida das pro-
. d propne a e . 

donde aphcan o a . -o) obtemos . , d mposiça , -2 
porções (a e co - 2 BCz -~ 

S + S AB - - z - C"D'-S + 2 
3 = - 2 - B'C' 

S: + S'2 + S'3 A'B' S' + S'2 + S'3 vem, 
i S e S' = i 

Como S = S1 + S2 + 3 

finalmente =, - - S---:=A=B::;.z;.-71 
S' = A' ,i2 o.q.d. 

L------ d moemo autor. . t\11, 202, o 
GinMio.l, 3,• SánO, p e•) Vor Mat•mdtico, Curao 
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22. Teorema d p· valentes) • o e itágoras (com 1 - . triangulo ·re,a/'"f"ul.o "!nstruido ,ob,:• :çf:? • figuras equi-
truidos sôbre gu o é equivalente à soma d ipotenusa de um . os catetos. os quadrados cons-

SeJa o triâng 1 T emos : u o retângulo ABC (fig. 80) onde Â é reto. 

H { !i~~ quadrado de lado a ' 
ABMN quadrado de lado b 

T { á quadrado de lado e 
reaBCDE = áre A a BMN + áreo.ACFG 

N 

M 

F 

FIG. 80 
Demonstração : 

1. Do vértic A BC e tracemos a altura AH . Bc' e, prolonguemo-la até ' relativa à base 
, e, prolonguemo-la O ponto T sôbre ED. 

quadrado BCDE f' até O ponto T sôbre ED o 
gulo BE:r icou assim d · s 

2 
TE e HCDT D ' ecomposto nos retân-

o retângulo BHTE é . . evemos demonstrar que 
~Ó~e O retângulo 1/J}i~ª!ente ~o quach·ado ABMN FG. equivalente ao quadrado 

btidos ABE e MBC _ e_M ~om C. Os triângulos 2. u:a~os, para isso, A com E 
sao iguais (caso LAL), pois: 

Matemática Quarta Série 

AB = M B (lados do quadrado ABMN) 
A !JE = M /JC (aro bos valem 900 mais Í3) 

!JC = BE (lados do quadrado BCD2) 

êsses triângulos têm a mesma área, isto é 
Logo, área t:,,ABE = área bM BC 
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ou 
BEXBH 

2 

MB X AB d em relação a BE 

{ 

BH altura do MBE 

= 
2 

sen ° AB altura do t:,,MBC 
em relação a MB 

BE X BH = MB X AB 

ou 

Como o primeiro membro desta igualdade representa 
a área do retângulo BH'l'E e o segundo a área do 

quadrado ABMN, temos : 
área retângulo BHTE = área quadrado ABMN (1) 

donde 

3. Da mesma forma provaríamos que 
área retângulo HCDT = área quadrado ACFG (2) 

e somando (1) com (2), obtemos, finalmente: 
área retângulo BHTE + área retângulo HCDT ""' 
= área quadrado ABMN + área quadrado ACFG 

área BCDE = área ABMN + área ACFG c.q.d. 

l.º) Dado um triângulo· ABC (fig. 81) de altura AH = 12 cm, 
determinar a que distância 
do vértice A se deve traçar A 

E,q;Rcf CIOS DE APLICAÇAO 

a paralela DE à base BC, 
de modo que o triângulo 
dado fique dividido em 
duas partes equivalentes. 

Seja h, altura do triângulo 
ADE, a distância procurada. Como B 1..--...J-----~c 
0 

t::,.ADE deve ser equivalente 11c. 81 
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ao trapézio BCED, concluímos que o !:::,ADE equivale à 
metade do !:::,ABC, e, portanto: 

área. t::,ADE 1 
área !:::,ABC = 2 

(1) 

Sendo semelhantes êstes triângulos, as suas áreas estão 
entre si como os quadrados de dois lados homólogos (n.0 21). Logo: 

área t::,ADE 7i2 h2 

área t::,A.BC = AH2 = 144 
(2) 

De (1) e (2), temos : 

h2 1 

donde 
144 = 2 
h2 = 72 

e h = 8,48 
Resposta: DE deve ser traça.da. 8,48 m de A . 

2.0 ) Um círculo de raio igual a 10 dm (fig. 82) deve ser divi­
dido por uma circunferência, de mesmo cent ro, em duas 
partes equivalentes. Determinar o raio da circun­
ferência . 

Indicando por R o raio do círculo dado, por r o raio da 
circunferência procurada, e por S e S1 as respectivas áreas, 
devemos t er a seguinte relação métrica : 

FIG. 82 

RESPOSTA: 
7,07 m. 

ou 

s 
S1 = -

2 

'itR2 
1tr 2 = --. 2 

r 2 = ~
2 

• • • r = ✓ ~2 

/ 100 _,,-
Portanto: r = '\Jz = v 50 = 7,07 

O raio da circunf er~ncia procurada mede 
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CONSTRUÇÕES DE FIGURAS EQUIVALENTES 

um tri6-11gitlo em um 
23. P roblema I: Transformar 

ret<lngulo eqttivalente. . 83). Construindo 0 

Seja A BC o triângulo dado (fig. _ li 
BC de altura NM -

retângulo BMND de base BM e=: z e 

altura dó triângulo), resulta que e5t ª~ 
duas figuras são equivalentes. De fato · O 

A N 

área do t::,ABC = BC: h 

área do retângulo 7 BC X l 8 
e 

BMN D = BM X h = 2 -

· c do isto é, ás áreas do t::,A'f! e 
retângulo BMND são iguais. Il. Trans-

24. Problewa Z • em ttm 
rettlngu O • AB 

F formar um ivalente. SeJa 
quadrado equ tângulo dado. 
CD (fig. 84) o re. r CD coroo 

1 d rna10 ' · 
i:; Com o a o truamos a serni-

G , --.. diâmetro, c~ns CED Sôbre DC 
: •,._ circunferênc1a = DÁ, e por H 
: '. tomemos D11, JJ)C. Unindo D 
'H • C tracemos H E o lado do 

~--~• .:...::-=:::-==:::1 E obtemos t ao com 1
, EFG equivalen e 

quadrado D 
I CD De fato: 

ret ângulo AB . 
[::;:,,,::::;:::==~- 8 á,rca retangular DCXDH 

FIG. s, ABCD === DC X DA === o º 3) 
-;;2 ""' DCXDH (CaP• II, . . 

área quadrada DEFG =- DE DEFG são equi-
D e O quadrado 

Logo, o retângulo ABC 
valentes. 
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25. Problema III: Transjormar um polígono em outro 
equivalente que tenha menos um lado. 

Seja o polígono ABCDEF', de 6 lados (fig. 85). Trans­
formemos êsse polígono n'out ro de 5 lados, que lhe seja 
equivalente. Para isso, consideremos três vértices consecutivos 
quaisquer, A, B e C por exemplo, e usamos os dois não con­
secutivos A e C. 

Pelo vértice remanescente B, t racemos a paralela a AC, 
que encontrará o prolongamento de CD em D' com A, obtere­
mos o polígono AD'DEF', de 5 lados, equivalente ao polígono 
ABCDEF'. Com efeito, êsses polígonos são compostos de 
partes equivalentes, a saber: a parte ACDE F', comum aos 
dois polígonos, e, os dois triângulos ABC e AD'C, que têm 
a mesma base (AC) e a mesma altura (h). 

A 

E 
FIG. 85 

D 

M 

I 

' I 

' I 

C ' 
I 

' I 

' I 

8 A 

FIG. 811 

N 

26. Problema IV: TransJormar um polígono em um tritln-
gulo equivalente. . 

Seja o polígono ABCDE (fig. 86). Aplicando, sucessi­
vamente, o processo usado no problema anterior, transfo~­
mamos, primeiramente, o polígono ABCDE no polígono eqm­
valente AMDE, com um lado menos; e, a seguir, o polígono 
AMDE no triângulo MND , que é a solução procurada. 

ÜDBERVAÇÃo: Com @ases problemas, notamos a possibilidade de 
transformar um poltgono dado num quadrado equivalente, pois, o polígo~o 
seria transformado num triângulo equivalente ; êste, por sua vez, serJa 
transformado num retângulo eqüivalente, o qual, finalmente, se transfor­
maria nü.m quadrado eqüivalente. 

27. Problema V: Construir um círculo equivalente à soma 
outros de dois círculos, de raios R1 e R2, respectivamente. 

Matemática Quarta Sérle 

Representando o m io do círculo pedido 
por R, (fig. 87) devemos ter, pelo enunciado: 

ou 
R2 2 2 

'it = 'itR 1 + 'itR2 

R2 = Ri+ R~ 
tto é, o ra io do círculo procurado ser~ ª 

Potenusa do tri!i.n"ulo retângulo cuJOS 
catetos são os raios d~s dois círculos dados. 

EXER C fCIOS 

208 

FIG, 87 

Relações métricas . nela do 
1. A lt 1 1 a 10 clnJ. A que dietAe o triAn-

n ura do um triângulo ABC 6 gua BC de lllodo qu 
Vértice A se deve traçar a paralela A bnae eqÚivalentes ? 1 

2, lJ guio. dado fique dividido em duas par~:ra I]lede 15 Ill, ~~d~~ 
m tr1âugulo tem por bnse 20 m e ª ª ]elo à base, quo 
q~anto mede o segmento de rota, para a 

3. lJ t r1ilngulo em duas partes eqüivalentes, d altura, Tra:~-~~ u;e 
m triilngulo tem 48 m de base e ; 6 lll loe de !lleslll0 v ~aç~r tal 
Paralela à base, obtemos novo tr~ân~ vértice se deve 
tem 54 m2 d e área. A que dist!\nc1a d r outra 

4. :N":aralela? . . . do vértice se devi e ~~fuvalente 
Problema anterior, a que distAnc(a utro trillngu 0 , 

Paralela à base a fim de determmar o 

aos 9 1 

' t' ? 6 16 do trillngulo prhID 1vo altura 111• 
5. D 2 lll e 7 lll, e a que divide i trapézio tem as bnsee medindº t 1 paralelo às bases 

nlculnr o comprimento do seg!llen ·~valentes, . eorito o ulll 
6 ]) o trapézio dndo em duas partes equ ~ no regular in 

. etor . d lll he:>:ugo 1 h minar a razão da.a áreas e u O círcU o. 
7 l d OXágono regulo.r circunscrito ao ~ esm rito. 

· em ·t cl.l'ounso 
8. ld Pa ra os quadrados inscfl o e . rito, C Calcular 
9. 

0
:m Para os trill.ngulos inscrito de cl.l'd: u:: trill.nguJBoCAB · 

001-ae os meios D E F dos ln os DEF e A · do que se 
10. a razuo entre as áre~a dos triângulos iú'ea colll a aralelaB ês 

Dado um quadrilátero ABCD, oolllPara_r a ª:ti prÍJJlelro p 
obtém quando se traçam pelos vértices 
suas diagonais. 
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Const ruções geométricae 

11. Dado um hexágono rcgulnr de Indo a, construir um t r!ll.ngulo eqüi­
látero que lhe seja eqüivalente. (Notn : o l , é médin geométrica 
entre 2a e 3n). 

12. Dado um hexágono regular de Indo a, construir um quadrado que lhe 
3a ✓-sejn equivalente. (Notn : o l , 6 média geométrico. entre 2 e n 3 ) 

13. T ransformar um pnralelogrnmo ABCD em um triângulo cqüivnlente. 
(Noto. : prolonga-se n base A B de um comprimento BE = AB i 
todos os t riângulos de base A E e cujo vórtice M. se encontra sôbre 
CD, ou sôbre o seu prolongamento, alio equivalentes ao paralelo­
gramo dndo) . 

14. Dividir um t riângulo em três partes cq!iivnlea tcs por meio do semi­
retas que partam de um mesmo vórtice. (Notn : basta dividir n 
base em três partes iguais e unir os pontos de divieiio no vér tice 
oposto) . 

15. Dividir um t riO.ngulo cm três pnrtca proporcionais nos comprimentos 
dados m, n, p, por meio de semi-retas que par tam de um mesmo 
vértice. (Nota : basta dividir a base em três segmentos proporcio­
nais aos comprimentos m, n, p e unir os pontos de divisiio ao vértice 
oposto) . 

R ESPOSTAS : 

1. 7,05 dm 6. 
3 
4 

2. 14,142 m 7. 
1 
2 

3. 6 m 8. 1 
4 

4. 12 m 9. 
1 
4 

5. 9,823m 10. 
1 
1f 

A 

APENDICE 

·{ 

j 
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I - Sistemas simples do segundo grau. 

1. Grau de um s is tema de equações aJgêbricas racio­
nais inteiras. O grau de um sistema de equações é dado 
pelo produto dos graus d~s diversas equações que o compõem. 
Assim, por exemplo, o sJStema: 

{ 
x2 + y2 + 4x - 6y = 13 
3x -2y = 1 

é do segundo grau, pois, a primeira equação é do segundo grau (2), 
a segunda é do primeiro grau(l) _ e portanto o produto (2 X 1) 
é do segundo grau. 

Um sistema de n equações (n ~ 2) com n incógnitas é 
do segundo grau quando uma, e somente uma, das equações é 
do segundo grau e as outras n - 1 do primeiro. E xemplo: O 
sistema 

{ 

3x2 + y2 - 3x = y - 3x + 2yz + 1 
5x + z = y- 2 
x-3y = z + 1 

(grau 2) 
(grau 1) 
(grau 1) 

? ..,_ é do segundo grau. 

2. Resolução de sistemas simples do segundo grau. 
A resolução dêsses sistemas, via de regra, é feita usando-se o 
método da substituição, j á estudado na 2." série ginasial. Resol­
vamos, para esclarecer, o sistema: 

{ 
x2 + y2 + 4x - 6y = 13 
3x- 2y = 1 

Tirando o valor de x na segunda equação: 
e substituindo na primeira, vem 

1 + 2y 
X "" --~ 

3 
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e ~ 2Yr + y2 + 4 e ~ 2Y) _ 6y = 13 

ou 1 + 4y + 4y2 + 2 + 4 + 8y 6 13 
9 y 3 - y = 

13y2 
- 26y - 104 = O (: 13) 

y 2 - 2y- 8 = o 

onde: 2 ± ✓ 4 + 32 2 ± 6 y=------2 = -2- = 
{ 

y' = -2 

y" = 4 
1 + 2y Substituindo os valores de y na equação x = , 

obtemos: 3 

para y = - 2, 
1 - 4 -3 

X = - 3- = -3- = - 1 

para y = 4, 1 + 8 9 
X =-3- = 3 = 3 

As soluções do sistema dado 

l." { X1 = - 1 
Y1 = - 2 

são: 

2_,. { X 2 = 3 
Y2 = 4 

S egundo exemplo; Resolver o sistema do segundo grau(*) 

{ 
7x + 5y = 41 (grau 1) 
xy = 12 (grau 2) 

Da primeira equação vem: 

X= 
41-7x 

5 

Substituindo na segunda x . y .d 12 vem: 

x(41 ;7x) = 12 

ou 41x - 7x2 = 60 

8 (•) Exemplo estudado no Inst ituto "Peixoto Gomide", ltapetinln11s - Estado do 
llo Paulo (Aula do prof. Joilo O. Salóm). 
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e 7x2 - 41x + 60 = O onde 

D aí as soluções: 

{ 

X1 = 3 

Y1 = 4 

e 

=3 
20 
7 
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Outros exemplos: Para sistemas especiai s do segundo grau, 
isto é, para àqueles onde é possivel aplicar-se resultados já 
conhecidos, a resolução é bastante rápida. Vejamos a lguns 

) R 1 . . t d d {X+ y = 7 1. o eso ver o s1s ema o segun o graii x . y = 12 
Como já foi visto a solução dêsse sistema poderia ser 

obtida pelo método da substituição. Lembrando, porém 
(pág. 44) que conhecidas a som a e o produto de duas quanti­
dades é sempre possível determiná-las como raizes de uma 
equação do segundo grau , podemos resolver o sist ema proposto 
determinando as raízes da equação do segundo grau em z 
(incógnita aux-iliar); 

z2 -7z + 12 = O (Soma: 7; Produto: 12) 

Donde as raízes 

{ ::, : ii e por tant o as soluções: 

NoTA: Mesmo no exemplo j á est udado 

{ 
7:c + 5y = 41 

X • y = 12 

{ 
X 1 = 4 
Y1 = 3 e 

podemo~, com simples artifíci<;>, resolvê-lo pelo processo anterior. P!l 
fato o sistema em causa é equivalente no sistema: 

{ 
7x + 5y = 41 
7x • 6y = 36.12 ou { 

7x + 5y = 41 
7x • 5y = 420 
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Logo, a equação resultante do segundo grau em z cuja 
soma das raízes (z' = 7x; z" = 5y) é 41 e cuj~ produto é 
420, será: 

z2 
- 41z + 420 = O 

Resolvendo, temos: 

{ z' = 21 ou 7x = 21 
z" = 20 ou 5y = 20 

• X1 = 3 
. Y1 = 4 

ou senão: 

{ 

7x = 20 . · . 

5y = 21 

soluções, aliás, já encontradas. 

20 
X2 = 7 

21 
Y2 = 5 

2.
0

) Resolver o sistema do segundo grau 

{ X+ y = 8 
x2 + y2 = 34 

E leva-se ambos os membros da primeira equação ao qua­
drado: 

x 2 + y2 + 2xy = 64 

e substitui-se na equação resultante x2 + y2 por 34 ( da 2." 
equação), obtendo a equação: 

34 + 2xy = 64 
ou 2xy = 30 . · . xy = 15 

Basta agora resolver o sistema equivalente: 

de solução já conhecida: 

{
x+y=8 
xy = 15 

z2 
- 8z + 15 = O , onde { z' = 5 

z" = 3 

e portanto 
{

X2.., 3 
Y2 - B 

Matemática - Quarta Série 

3. Sistemas redutíveis ao segundo grau. 
tema do quarto grau: 

{ 
x2 + y2 = 29 
x .y = 10 

(grau 2) 
(grau 2) 
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Seja o sis-

Já. temos o produto xy = 10. A soma é obtida multipli­
cando-se a segunda equação por 2 (a fim de aparecer o t êrmo 
"duas vêzes o primeiro pelo segundo") e somando, membro 
a mebro, com a primeira.. Em partes, t emos: 

{ 
x2 + y 2 = 29 
2xy = 20 e somando: x2 + 2xy + y 2 = 49 

ou (x + y)2 = 49 

x + y= ±7 
Encontramos assim os dois sistemas do segundo grau 

(caso anterior): 

{
x+y=7 {x+ y= - 7 
xy = 10 e xy = 10 

cujas respectivas 

{
X1 = 5 
Y1 = 2 

soluções são: 

{ 
X2 = 2 
Y2 = 5 { 

X3 = - 5 
X3 = - ,2 

Segundo exemplo: Resolver o sistema 

{ 
4x2 + 9y2 = 180 
xy = 12 

{ 
X4 = -2 
Ya = -5 

do quarto grau: 

Somando, m embro a membro, depois de multiplicar a 
segunda equaçã,o por 12, obtemos: 

4x2 + I2xy + 9y2 = 324 

ou (2x + 3y)2 = 324 

e, portanto: 2x + 3y = ± 18 

Resulta daí os sistemas do segundo grau: 

{ 
2x + 3y = 18 e { 2x + 3y = - 18 
xy = 12 xy = 12 
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ou os seus equivalentes : 

{ 
2x + 3y = 18 
2x . 3y = 72 e { 

2x + 3y = -18 
2x . 3y = 72 

que são resolvidos por processo já conhecido, mediante as 
equações: 

2
2 

- 182 + 72 = O e t2 + 18t + 72 = O 

As raizes dessas equações são ns soluções (quatro) do sis­
tema dado; são elas: 

l. 

2. 

3. 

4. 

5. 

6. 

7. 

8. 

9. 

10. 

{
x., = G 
Y2 = 2 { 

X 3 = -3 
y3 = -4 { 

X4 = -G 
Y4 = -2 

EXERCÍCIO S 

Resolver os scguinLes sistemas <lc equações: 

f x2 -2y=5 
11. { x 2 + 112 = 29 \ y -2x = 20 

X + 1J = 7 
{ 3x + ·1y = 39 

12. { .5x2 + 4y2 = 41 xy = 30 2x + 3y = 11 
{ 3x-2y = 11 

13. J X + 1J = 17 xy = 10 \ xy = 42 
{ x- 2y = 5 

14 . {x+v = - 8 xy = 7 xy = JZ 
{ xy = 3 

5 3x = 5 r+• -, { 2x + 3y = 18 15. 

3xy = ~ xy = 12 

[ : = : 
16. { x+v=a 

l xv = 3 xy = b 

{ x2 + yz = 34 17. {x -y=5 
X +y = 8 xy = 84 

{ x
2 +y2

=25 18. {2x +y=a 
x2 + 2y = b X - 1/ 1 

{ x2 + y2 = 40 (4.0 grau) x+y = 7 19. 
xy = 12 

{ 3x-2y = 5 
20. { 4x2 + 9y2 = 180 (4.0 grau) x2 - 3xy + 2y2 - 3y = - 7 xy = 12 t 

t 
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R ESPOSTAS: 

1. - 5 e 10; 9 e 38 
2. 8 e 15/4; 5 e 6 
3. 5 e 2; - 413 e - 15/2 
4. 7 e 1; - 2 e - 7/2 
5. 1 e 3; - 1 e - 3 
6. 6 e 2; 3 e 4 
7. 2 e 3/2; - 2 e - 3/2 
8. 5 e 3; 3 e 5 
9. 4 e 3 ; - 4 e - 3 

10. 9 e 11; 3 o 2 
11. 5 e 2; 2 e 5 
12. 1 e 3; 115/61 e 1•!7/61 

13. 14 e 3; 3 e 14 
H. - 6 e - 2; - 2 e - G 

15. ½ e 1/3; 1/3 e ½ 

a ± ~ (a2 - 4b ~ O) lG. 2 

17. 12 e 7; - 7 e -12 

18. 2 ± ✓4 - 2a + b 

a - 1! ± 2 ✓4 - 2a + b 
(4-2a + b ~ O) 

HJ. G e 2; 2 e 6; - 2, - 6; - 6 e - 2 
20. Ge2; 3e4; -6e-2; -3e- 4 

II - Rep1·esentações gráficas. Sistemas de coor­
denadas cartesianas (Na reta e no plano). 

1. Coordenadas cartesianas na reta. Consideremos 
uma reta r ,.(fig. 1) e sôbre ela um ponto O, ao qual chamaremos 
origem. 

D' e: e· A' u ' o 
., 

FIG. 1 

Escolhido como positivo o sentido que vai da esquerda 
para a direita e como unidade de comprimento o segmento 
OU (que pode ser o cm por exemplo) podemos dar a posição de 
qualquer ponto da r~ta r: A, B, C, .... A', B', . . 
efetuando a medida algébrica dos segmentos OA, OB, OC, , i 

, • OA', OB', .. .. , 
Temos assim: 

OA = + 2 e dizemos que ao ponto A corresponde o número + 2 

OB • = + 3 ,, ,, ,, ,, ponto B ,, ,, número + 3 
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OA' = - 2 e dizemos que ao ponto A' corresponde o número - 2 
0B' = 3 t B' -3 - 11 11 11 11 pon o 11 11 

número 

É_ evidente que se um segmento OX tiver por medida 
algébrica um número menor que a unidade considerada., ::i.o 

1 
pont? X corresponderá um número f racionário relativo ( + -
na fig. 1). A origem corresponde o número o (zero). 3 

Indicação: 

A(+ 2) 

B(+ 3) 

A'(- 2) 

B'( - 3) 

x( + !) 
0(0) 

U'( + 1) 

U'( - 1) 

. Os números reais(*) relativos obtidos em correspondên­
cia ao~ pontos de. uma reta orientada (pelo fato de ter sido 
escolhido um sentido positivo de percurso) são denominados 
coordenadas abscissas ou abscissas dêsses pontos. 
. Convém notar que a correspondência é verdadeira par­

tmdo agora dos números, isto é, a cada número real relativo 
corresponde um e um só ponto de uma reta orientada. Por 

., 

., 

• I O 

r essa razão a correspondência 
entre oos números reais rela­
tivos e os pontos de uma reta 
orientada é denominada biu• 

-•-- - •---••, P(o,tiJ 

Fm. 2 

nívoca. 

2. Coordenadas carte• 
sianas no plano. A posição 
de um ponto sôbre um plano 

• (ou numa superficie qualquer) 
pode ser dada de diversas 
maneiras, por intermédio dos 
sistemas de coordenadas. Já é 

(•) Nõmeroa reala (rotativos) { ~acionaía { ~ ~~:rios 
u-racionnü, 
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conhecida de todos os estudantes a representaçii.o de um 
ponto na superfície do globo terrestre mediante os dois nú­
meros: latit'l.lde e longitttde, que constituem as coordenadas 
geográficas dêsse ponto. 

Para os pontos de um plano usamos o sistema de coo:·de­
nadas cartesianas(*) que é constituído por duas retas orien­
tadas, também chamada eixos, que se in~erceptam em um 
ponto O, denominado origem do sistema (fig. 2). 

D e preferência os eixos são tomados perpendiculare~ entre 
si e nesse caso o sistema diz-se cartesiano ortogonal. O eixo 0 x 
é denominado eixo das abscissas e o eixo 0y, das ordenadas. 

Qualquer ponto P do plano x0y, determinado ~or _êsses 
eixos, é representado por dois números a e b, que rndicam, 
respectivamente as medidas algêbricas dos segmentos OA e 
OB (geralmente' em relação n mesma unida?e), q~ando se 
traçam por P as respectivas paralelas aos eL':OS (f1g. 2) . O 
primeiro número (a) é a abscissa e o segundo (b) é a ordenada 
do pon to P. Ambos dizem-se coordenadas cartesianas do 
do ponto P, e a correspondência entre os pontos de um_ pla_no 
e um par ordenado de números reais relativos (onde o pnme1ro 
representa a abscissa e o segundo a ordenada) também é 
biunivoca. Indicação: P(a, b). 

Os eixos coordenados dividem o plano em quatro qua­
drantes (fig. 3) tais que: 

I Qte J abscissa positiva 
· \ ordenado. positiva 

III Qte. { abscissa nega.ti".'ª 
ordenada nega.tiva 

{ 
abaoiasa negativa. 

II Qte. ordenada positiva. 

{ 
abscissa. positiva 

IV Qte. ordenada nega.tiva 

Os pontos de ordenadas nttlas estão sôbre o eixo das 
abscissas (0x) e os de abscissas nulas sôbre o eixo das orde­
nadas (0y). A origem tem as coordenadas nulas: 0 (0,0). 
Na fig. 3 temos representados os pontos: 

(*) O nome cartesiana é cm bomenngem ao grande mn tcmi\tico e filóeofo Cranch do 
aéculo XVII: Rcn6 Dcecnrtce (Cnrtesiua, em Latim). 



216 Osvald o Sangio r gi 

1 

•J •--• -•• 1 PU,~J 

' 

- - -:.;--, -:-:: .• "---'..~: ~ -.'--:'.'.,~J-f--: .• --~. ,-.~, ---·.:-:.:.:; ·º:.:..) ~ •• -~-,. 

: 1 oco,-,, I 

P(+ 2 + 3) { absc: + 2 
' ordcn.: + 3 

R(- 3 _ 2) { absc.: -3 
' orden.:-2 

A(+ 4 O) { absc.: + 4 
' ordcn.: O 

' ., - -- - --- -·-- --- - ◄ , , ,, ., ) 

·• 

Fie. S 

{ 
absc.: - 4 

Q(- 4, + 2) orden.: + 2 

{ 
absc.: + 5 

T(+ 5, - 3) orden.: - 3 

) { 
absc.: O 

B(O, - 1 orden.: - 1 

3. Noções de geometria analítica. Com os matemá­
ticos Descartes e Fermat, foi iniciada nos meados do século XVII 
o estudo das f iguras geométricas mediante relações algébricas. 
~sse estudo - que representou um marco notável no desen­
volvimento da Matemática - é hoje cm dia empregado com 
abundância em todos os ramos do saber. Sabemos da Geo­
metria ( *) que dois pontos bastam para determinar uma reta. 
Nestas condições, os pontos A(- 2,2) e B(3,4) determinam uma 
reta (r na fig. 4) e portanto quem " vê" os pontos A(- 2,2) e 
B (3, l ) estará "vendo" a reta r. 

(•) Ver Goomotria Drdutivn, 3.• & rio - pái:. 87, do mesmo autor. 
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'/ 

., 

Fie. 4 

- J á vimos no 4. Representações g~· ,c:3 ldo grau (pág. 50 áf' das funçoes . ) 

estudo da variação do trm ôlllio 
1
do se!:1duas variáveis x e 

que tôda correspondência entre va ores 
y define uma Junção. 

Da mesma forma a equação do primeiro grau 

v+2x=6 

define a. Junção y = 6 - 2x 

. .b . . os valores diversos a x. que variará a medida que a~n _uum mérica entre x (também 
Para se ter uma idéia da van açao nu .d l dependente) pode­
chamada varidvel independente) e Y (vari ve dam êsses valores. 
mos organizar uma tabela cm que se correspon 
Assim, para 

.. . ondente será A(0,6) X=O, temos y=6-2{0) =6 e o ponto co1_1_esp ndente será B(l,4) 
x = l , t emos y = 6 - 2(1) =4 e O ponto cm_i.espo ndente será C(2,2) 
x = 2, temos y =6 - 2(2) =2 e o ponto cou espo . 

. d d adas cartesianas, os l\1arcando, num sistema e coor en ( y) podemos 
pontos correspondentes aos valores ~e cada. /~r

2
/• por via geo-

t er uma. idéia da variação da funçao Y = ' 
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métrica, unindo os pontos obtidos. Obteremos, então, a ima­
gem geométrica ou gráfico da função: 

y = 6 - 2x ou equação y + 2x = G 
que é uma reta (fig. 5) 

'- y 

e (2,lJ 

., 

., 

•J 

F ie. 5 

A tabela das variações algébrica e geométrica da função 
acima será: 

X 

o 
1 
2 

y Ponto 

6 A(0,6) 
4 B(l ,4) 
2 · C(2,2) 

No-rA: Deixaremos para ocasião mais oportuna a demonstração a;te 
fato : a representação gráfica de uma equação do primeiro grau co1n uas 
incógnitas é uma reta (no plano). 

Matemática Quarta Sé?-ie 219 

Outros exemplos: 3x - 6 
1 º) Traçar o gráfico da equação:t y = dois pontos para 
· eta bas aro · d em Como se trata de uma ~ ' is ontos fáceis e ser 

determiná-la. Escolhemos entao do ~ a reta interceptados 
· é queles em qu uma as representados, ISto , a cterizam por terem . 

eixos coordenados e q~e se c:~~o-se na equação~ = ~ tem~~ 
coordenadas nulas. Assim, faz = o obtemos. O - 3x 
y = 3(0) _ 6 = _ 6 e fazendo-se Y ' 

ou x = 2. . . ) correspondentes são: 
A tabela e o gráfico (fig. 6 

X y Ponto 
---------

o 
2 

- 6 
o 

A(O,- 6) 
B(2,0) 

y 
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X 

O s v o l d o S a n g i o 1'_ _g__ i 

2.
0

) T raçar o gráfico da equação: 3x + 2y = 4 
A tabela e o gráfico (fig. 7) correspondentes são: 

y Ponto 
--1--1----

o 2 1 A(0,2) 

1 .!. 
3 o I n( 1 ! , o) 

y 

., 
a ( i í', ,o ) ., o '\\ ' ~ 

Fie. 7 

5. Representação gráfica de um sis tema de equações. 
Seja o sistema: 

{ 
3x + 2y = 12 

X - 3y = -7 
Indiquemos as retas representativas (fig. 8) dêsse sistema, 

respectivamente por r e s. T emos: 

3x + 2y = 12(retar) x - 3y = - 7 (retas) 
X 

o 

4 

y 

6 

o 

Ponto 

A(O,G) 

B(4,0) 

X 

o 

- 7 

y 

2 1 
3 

o 

Ponto 

c(o,2 ~) 
D (- 7,0) 
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.::..:::::=,-,,. < . > • ; ., . ; • ; ~ • , • • • 

., 

· Z 

-~ 

·• 

. 7 

Fie. 8 

d . Observamos agora que as retas se encontram num ponto P r: coordenadas (2, 3). Esse ponto, por pertencer a amba~ as 
tas, têm as suas coordenadas 2 e 3 satisfazendo algêbrica­

tnente as equações que compõem o sistema acima. 
d Ora, resolvendo algebricamente o sistema, por qualquer 

os Processos j á conhecidos(*) encontraremos justamente para 
solução: x = 2, y = 3 que constituem as coordenadas do 
Ponto P de encontro das retas r e s. 

(•) Ve.r Matmullica, Cunio &innalnl, 2.• Sér io, pá11. 154. do mesmo autor . 
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Encontramos assim mais um resultado da Geometria 
Analitica: quem "vê" duas eqi,ações do primeiro grau a duas 
incógnitas, poderá estar " vendo" um ponto. É essa, aliás, a 
a razão de se chamar de linear a um sistema do primeiro grau 
com duas incógnitas. 

A discussão algébrica feita para os sistemas se traduzirá 
gràficamente no seguinte (fig. 9) : 

Sistema possivel e determinado: as retas se interceptam; 
as coordenadas do ponto do encontro representa, a solução 
algébrica (fig. 9- a). 

Sistema impossivel: as retas são paralelas; não existe 
o ponto de encontro (fig. 9-b). 

Sistema indeterminado: as retas são coincidentes; existem 
infinitos pontos comuns e o sistema admite infinitas soluções 
(fig. 9-c). 

y y y 

(n) 

Fie. 9 

6. Representação gráfica das funções do segu ndo 
grau. Parábola. Consideremos o t rinômio. 

y = ax2 + bx + c (1) 

que é uma função racional inteira do segundo grau e cuja 
variação algébrica já foi estudada (pág. 53). Construindo os 
pontos (x, y), t ais que as suas coordenadas satisfaçam a rela­
ção (1), obteremos uma série de pontos que permitirão t er 
uma idéia da variação geométrica do trinômio. 

Assim, unindo-se os pontos assinalados num sistema de 
referência cartesiano, encontraremos o gráfico de uma função 
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do segundo grau. A curva obtida, que 6 de segund~ 0rded 
d~nomina-se parábola (fig. 10) e o seu estudo comp eto se 
feito no curso colegial. Exemplos: . . 

. ( áb l ) da função (tnnômio 1.0
) Representar o gráfico par o a 

do segundo grau) : 

y = x2 - x - 2 (fig. 10) 

X y ponto ---o -2 A(O,- 2) 
1 -2 B (l,- 2) 
2 o C(2,0) 
3 4 D(3,4) •11 

y 

- 1 o A'(- 1,0) 
-2 4 B'(- 2,4) 
-3 10 C' (- 3,10) 

2.º) Representar o • gráfico da função: 1 
1 

' Y = x 2 - 2x (fig. 11) 1 
1 
1 
1 
1 

X Ponto 1 y ' - - - ... .. o o 0(0,0) 
1 - 1 (1,- 1) 
2 o (2,0) 
3 3 (3,3) 
4 8 (4,8) 

- 1 3 (- 1,3) 
-2 8 (- 2,8) Ftc. 10 

" 
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y 

• li 

• 10 

-- ---•8 • ___ 1 ---- -----

' ' 

V 

Fie. 11 

Com a introdução do gráfico de uma fun ção do segundo 
grau já é possível dar uma interpretação geométrica ao valor 
máximo ou ao valor minimo de um trinômio do segundo grau. 

O ponto em que a função atinge o máximo ou minimo é 
denominado vértice da parábola (V nas fi gs. 11, 12,) que 
reparte a curva em duas partes denominadas ramos da pará­
bola. A reta que passa pelo vértice V e é paralela ao eixo das 
ordenadas é chamada eixo da parábola(*). 

Os pontos, quando existem, em que a parábola intercep~a 
o eixo dos x, têm as suas abscissas iguais as raízes do trinômto 
e as ordenadas nulas. 

(º) O eixo do pe.râbolo ó um oi:i:o do oiniaria. 
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oordenadas expressas 
O vértice da parábola tem as sua~ e 

O 
máximo ou o 

Pelos valores algébricos que determmaro 
minimo (pág. 60) do trinômio. Logo: 

{

x =~ 
2a 

V(x, y) onde _ 
6 

y=4a 
d . ver o comportamento 

Nos exemplos seguintes iremos escie . salta r O vér t ice 
da parábola em relação aos eixos, bem como I es As posições 
V que é o ponto máximo ou mínimo da ct~:~ente (fig. 12): 
dos vértices para a mbos os casos são, respec .n 

V 

F1c. 12 

Exemplos: 
trinômio: Y = x 2 

- óx + 5' 
resultados. 1. º) Estudar a variação do 

interpretando gràficamente os 
. d oeficiente a é decisivo 

Convém lembrar que o smal ~ e b . + e atingirá um 
Para_ se saber O se tri~ômio Y = ax 

O 
+

0 
t;inômio. atinge um 

Ináximo valor ou mímmo; se ª > .· ( á . 63) . 
mínimo e se a < O, atingirá um máximo P g 

No exemplo em causa, temos: 
t . um mínimo; a = + l portanto a curva ª mge . 

' d ·t raízes reais e dis-
6. = 36 - 20 = 16 > O, logo ª 011

/ • _
0 

das abscissas 
tintas e a parábola (fig. 13), intercepta; ~ _ei~mio e que são: 
nos pontos correspondentes às raízes O rm 

x' = 1 e x" e:, 5 
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O vértice V seri: 

V {x = ~: = ~ = 3 
_ 6. _ 1G ou V(3, - 4) 

y = 4a = -4- = - 4 

significando êsse fato que ar . - . ' . 
mínimo valor (- 4) entre t pd a x - 31 o tnnonuo y assume o o os os va ores que pode ter. 

x Y Ponto 

o 5 (0,5) (auxiliar) 
1 o (1,0) (raiz) 
2 - 3 (2, - 3) 
3 -4 (3, - 4) (vértice) 
4 -3 (4, - 3) 
5 o (5, O) (raiz) 
6 5 6, 5) 

NoTA: O ponto que se obtém fo d • 
o ponto em que a parábola intercepta ozer: o dz = O, isto é, (0,5) representa eixo as ordenadas (ponto auxiliar). 

IY 

• ó - - --- - 7- - -- ----

•S 

·• 

., 

· 4 ·J ·2. · 1 0 

· 2 

1 -,--
V 

FIG. 13 

" 
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2,º) O mesmo estudo para o trinômio: y = -2x
2 + Bx - 8 

a = - 2, logo a parábola passa por um rruíximo; 
d 6 = 64 - G4 = O, portanto as raízes são reais e coinci-

entes e a curva (fig. 14) "toca" o eL'\:O das abscissas no ponto 
~onespondente a raiz dupla: x' = x" = 2, isto é, a parábola 
angencia o eixo dos x. 

Para o vértice, temos: 
-b -8 

V { x = 2a = --=T = 
2 

ou V(2,0) 
- 6. o y=-=-=º 4a -8 

·• 
., 

• I 

·7 

y 

·• 1 
1 

' ' · 8 ----.J- -- --

FIG. 14 
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O máximo valor que o trinômio pode assumir é O (zero) 
e que é obtido para x = 2; para qualquer outro valor de x 
o trinômio y é negativo. 

x y Ponto 
------- -
O - 8 (O, - 8) (auxiliar) 
1 - 2 (1, - 2) 
2 O (2,0) (raiz dupla e vértice) 
3 - 2 (3, - 2) 
4 - 8 (4, - 8) 

3.0
) Idem para o trinômio: y = 3x2 - 2x + 1 

a = + 3 . · • mínimo 

1::::. = 4 - 12 = - 8 < O, logo não há raízes reais e a pará­
bola (fig. 15) não intercepta o eixo das abscissas, situando-se 
no semi-plano acima dêsse eixo. 

Vértice { : _ ~: : : : ~ 
4a 12 3 

ou v( ! , ! ) 
y 

•J 

., 

· 2 

Frc. 15 

., 
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X y Ponto 
----

o 1 (0,1) (auxiliar) 

1 2 (!' ; ) (vértice) 
3 2 

2 
1 (!' 1) 3 

1 2 (1,2) 2 9 (2, 9) 

1 +2 (-!,2) - 3 

4. 0
) Idem para o trinômio: Y = - Sx 2 (fig. lG) 

a= -3 máximo 

1::::. = o . x' = x" = O 

., 

_ '......._._ _ __.__-:-7~---:-.!;"",., - ~.,---:.:';,---<'~ 
·Z : 

FIG. 16 

' ' ' 1 

229 
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vértice: 

X y 

o o 
± 1 -3 

±2 -12 

V 

o 

Í
x=- =O 

-6 

o lv = - = o -12 

Ponto 

(0,0) (vértice) 
{ (1, - 3) 

(- 1, - 3) 
{ (2, -12) 

(- 2, - 12) 

REsUMo: A parábola, gráfico do trinômio do segundo, 
grau tem a sua posição, em relação aos eixos coordenados 
caracterizada pelo par; ' 

a , 6 

do trinômio y = ax2 + bx + c. 

Assim: 

p_ara a < O, o trinômio passa por um máxini o, e conforme o 
srnal do discriminante 6 teremos em corres;ondência as 
seguintes parábolas (figs. 17). 

y 

V 

FIG. 17 

, 
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para a > O, o trinômio passa por mínimo, e as parábolas 
correspondentes, uma ; para ~ cada sinal de 6 ..:.serão (figs. 18): 

y y 

6<0 

X 
X 

V 

FIG. 18 

EXERCÍ C I OS 

1. ConetruJr o gráfico (reta) das seguintes funções do primeiro grau: 

1.•) y = 4 - 2x 3.•) 11 = 3x 5.•) 2y = - 6 7.•) 3y + 2x = 12 
X 1 

2.•) y=~x+3 4.•)3x= l2 6.0
) y=x+ l 8.•) Y""2+3 

2. Resolver gràfioamente (sistema de duas retas) os seguintes sistemas: 

1.•) { 2x + 11 = 2 5.º) { X - 2y = - 4 
4x - 3y = 6 2x - 4y = 4 

{ 
3::i; - 2y = 1 { y - X = 1 

2·º) 3y - 2x = 6 5.•) 3y - 3x = 6 

3.•) { 2X + y = 2 7.•) { X + 2y = 1 
X + y = 3 2~ + 4y = 2 

4.•) { X+ y = 6 8,•) { y = X - 3 
X - 11 = 2 3y = 3x - 9 

3. Construir o gráfico (parábola) das seguintes funções do segundo grau: 

l.•) y = x2 - 8x + 12 7.•) 11 = x2 
- 7x + 6 

2.•) 11 = - x2 + 2x 8.•) y = x2 + 8x + 15 
3.•) v = 2x2 - Bx + B 9.•) 11 = - 2x2 + 12x - 18 
4.•) y = - 5x2 + 2x - 3 10.•) y = :z:2 + 2z - 8 
5.•) y = 2:z:2 - 8 11.•) 11 e, :z:2 - 2x + 2 

2 12.•) 1/ = zll + 4z 
6.•) 11 = - 5 z2 
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RESPOSTA!!: 

1. 1.-) 
2.•) 
3.•) 

4.•) 
5.•) 
6.•) 
7.•) 

8 .•) 

Pontos de !ntersccção com os eixos: (0,4) e ( 2,0) 
Pontos de mtersecçiio com os eixos: (0,3) e (- 3,0) 

Reta pas~ando pela origem (é necessário mais um ponto para 
determrnn-la). 

Reta paralela ao eixo dos y pelo ponto (4,0) 
Reta paral~la ao eixo dos x pelo ponto (O, - 3) 
Pontos de '.ntercessão com os eixos: (0,1) e (- 1,0) 
Pontos de 10tersecção com os eixos: (0,,1) e (6,0) 

Pontos de intersecção com os eixos: ( o, ! ) e ( - ! , o) 
2. 1.0 ) Retas que se interceptam no ponto (3,2) 

2.0
) Retas que se interceptam no ponto (- 1,2) 

3.º) Retas que se interceptam no ponto (- 1,4) 
4.º) Retas que se interceptam no ponto (4,2) 
5.0 ) Retas paralelas. 
6.0

) Retas paralelas. 
7.0

) Retas coincidentes. 
8.0 ) Retaa coincidentes. 

3. l.•) V V(4, - 4), mínimo (a parábola intercepta os eixos dos x) 
2.•) V (1, 1), máximo (a. parábola intercepta o oixos dos x) 
3.•) V (2,0), mínimo (a pa.rábolo. ta.ngencia. o eixo dos x) 

4.•) V ( ~ , 2 : ) , máximo (a. parábola se situa. no semi-plano abaixo 

do eixo dos x) 
5.•) V (O, - 8), mínimo (a pará.bola intercepta. o eixo dos x) 
6.•) V (0,0), máximo (a parábola. tangencia o eixo dos x na origem) 

7.•) V ( 3 ~ , - G ! ), mínimo (a parábola intercepta O eixo dos x) 

8.•) V (- 4, l), mínimo (a parábola in tercepta o eixo dos x) 
9.•) V (3, O), máximo (a parábola tangencia o eixo doa x) 

10.•) V (- 1, -9), mínimo (o. parábola intercepto. o eixo doa x) 
11.•) V<;, 1) , mínimo (o. parábola se situa no semi-plano o.cimo. do 

eixo doa x) 

12.•) V (- 2, - 4), mínimo (o. parábola intercepta o eixo dos x) 
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Qua tro dêsses estabelecimentos de crédito. 

Ba nco Nncio,wl d e ntinas Gera is S. A., 

Banco dn Lavou ra d e il1inas Gerais S. A. , 

llanco Port11g uês do Brasil S. A., 

Banco do Estado d e São Pmtlo S. A., 

graças no alto espírito póblico do suas administraçõ~~• contri­
buíram pronto. e substo.ncio.lmente paro. que não mod1f1cássem!ls 
nosso. política de alto. qualido.de a preço acessível. A êles, pois, 
queremos deixar consignado desta forma público. o nosso agra­
decimento sincero. Mais. a.indo., queremos que cada estudante, 
cada leitor brasileiro saiba. que Bste livro, com esta apresenta­
ção moderno. e funcional, é fruto lambfm dessa coaperação, que 
beneficiando as partes diretamente interessadas, beneficia de modo 
mais amplo e não menos profundo tôdo. o. Nação brasileira. 

A DIRETORIA DA 
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São Paulo, j ulho de 1960. 
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