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PREFACIO

Clom 2ste volume lerminamos a cole¢do de livros
de Matemdtica, 1.° ciclo, oferecida aos ilustres colegas
e aos estudanies de nosso curso secunddrio.

Seguimos, lanlo quanto possivel, as inslrucies
metodoldgicas constanies da Portaria 1045, de 14[12/51.
Achamos conveniente, no inicio da parle algébrica,
dar o concetto de nimero real, a fim de melhor
estudar as equagdes do segundo grauw. A resolugio
dos problemas do segundo grow sucedeu o estudo
das equagdes redutiveis ao segundo graw, pelo falo das
solugées de tnimeros problemas dependerem da reso-
lugdo destas equagdes.

Deizamos, de acérdo com as citadas instrugies,
de inlroduzir o sistema de referéncia cartesiano, cujo
estudo deve ser feilo de um modo mais completo no
segundo ciclo.

Lisperamos continuar merecendo de nossos pre-
zados colegas a mesma acolhida que tivemos com
relagio aos (rés primeiros livros. Confessamo-nos
sumamente gratos pelas sugesides recebidas — pois,
nunca alimentames a pretengio de ler realizado obra
perfeita, e pelas colaboragdes que visem melhorar as
futuras edigdes.

Mais wma vez, agradecemos aos professéres, a
confianga e 0 estimulo que, com ~jeh‘c.z'a?ac?e, temos
recebido na elaboragio desta colegdo diddtica.

Sio Paulo, novembro de 1954
O Auror



Observacio a 20. edi¢fio:

A atual edigfio, revista e ampliada, tem a seu
favor o aproveitamento de sugestoes apresentadas
por distintos colegas. Assim é que no ArBNpics,
constante da parte final, acrescentamos o estudo de
Sistemas simples do segundo grau, bem como intro-
duzimos ag Representagdes grdficas de fungdes,
usando o Sistema cartesiano (na reta e no plano).

A necessidade que o aluno de segundo ciclo,
logo ao inicif-lo, tem dos conhecimentos da Geo-
metria Analftica, levou-nos & presente ampliagfo.

Nio temos palavras para exprimir o nosso reco-
nhecimento e agradecimento sincero aos professbres
Secunddrios de nossa terra, pela magnifica colabo-
Ta¢fio que nos tédm proporcionado mediante cartas,
Palestras e mesas redondas de que, por convites
8miveis, nos t&m feito participar.

Cremos, assim, ser a colaboragio de todos, a
Mmelhor maneira de aprimorar o nosso ensino secun-
dério,

Sio Paulo, Janeiro de 1960

0. 8.
Rua Macapd, 17
Sdo Paulg
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Trindmio do segundo grau.
Equacdes e inequacoes do segundo grau
com uma incognita

§1. Néimeros reais.

1. Ntimeros racionais. J4 estudamos na aritmética e
Da dlgebra, das primeiras sérics ginasiais, os nimeros inteiros
e fraciondrios, positivos e negativos. [Fsses nimeros, que
foram denominados racionass (absolutos ou relativos), cons-
tituem o que se chama campo dos numeros racionats.

Nésse campo, sdo sempre possfreis as quatro operagdes
fL.m.damentais, a saber: adigdo, subtracdo, multiplicacio e
divisio (com o divisor diferente de zero). A potenciagio de
®xpoente inteiro, que é um caso particular da multiplicago,
também ¢ sempre possivel.

. 2. Nameros irracionais. O confronto de grandezas
Mcomensurdveis (¥) levou-nos A criagdo de outros nimeros:
98 irracionais. A necessidade dos ndmeros irracionais foi
ealeada na aritmética, quando estudamos o processo de
€Xtragio da raiz quadrada dos nimeros naturais que ndo
€ram quadrados perfeitos, pois, para ésses casos, 86 se obtinham
eXEaQGBS com walores aproximados. Assim, por exemplo, &

2___P0de ser obtida somente com uma aproximagiio desejada
W2'= 1,414213. ).

Bstamos agora em condi¢des de dar uma definigio de

Dlimero irracional. Calculemos, para isso, os valores da V2,

¢om errog inferiores, respectivamente, a uma unidade, um
écimo, um centésimo, ete. por falta e por excesso. Obteremos

do o) Grandezas incomensurdveis ~ ver Matemdtica, Curso Ginasial. 2.8 Série, pdg. 55
© Mmesmo aytor,
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as (ciluas seg}]mizes sucessdes, ou classes, de n{imeros racionais,
8endo a primeira por falla e a segunda por excesso:

N.o irracional

(1 A DL R
Primeira classe |14 < VE_ < L5 Segunda classe
dos niimeros l LAl S S gt 1o dos nimeros
racionais 1414 < . A2 < 1,415 racionais
por falla A por excesso
- ; A

com as seguintes propriedades:

1) Todos os ntimeros racionais estio distribufdos nestas
duas classes;

2:*) Os quadrados dos nfimerog racionais da primeira
cla?sg S80 menores que 2, crescentes e cada veg mais
fggi:camqs ge 2, enquanto os quadrados dos niimeros
e ouﬁlés a segunda 830 maiores que 2, decrescentes

A ambem cada vez masg prozimos de 2;

. ;fe;'f_l:lga. entre dois valoreg correspondentes, um
torn{a)n]cﬁ)ef;dae outro da segunda classe, vai se
vez menor, n
ik , nunca chegando, porém,
N i 9
5 elstas condigies o ntimero V2 gg14 separando essas
B classes de nimerog racionai
sl ol ( 8, nfdo pertencendo, por-
K 4 raP Iiacm'nal, bor néo ger possivel encontrar
e elonal cujo quadrado seja igual a 2. As duas
: mero:s racionais, com as propriedades enunciadas,
serviram para definir a V9

e forma o
semelhante poderfamos definir outros ntimeros

irr i 3,75, 16
duggl?:?a?ssesﬁ!f ’ \_/5, 76, ete.) como naumeros que separarmt
e numeros racionais, uma por falta e outra por
excesso, satisfazendo propriedades da mesma natureza das
que foram enunciadas para definir g 12
Para os m:uneros irracionais, definem.-se operages anf-
loges 2s dos ndmeros racionais, e no céleulo numér?co (radi-

Matemdiica — Quarta Série 18
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ciagio ou poténcias de expoente fraciondrio) substituem-se
08 nimeros irracionais pelos racionais que sejam os seus
valores aproximados.

. 3. Nbameros reais. Os mimeros racionais e os niimeros
Irracionais formam a classe dos nidmeros reais. Campo real ou
campo dos nimeros reais é o constituido pelos nimeros reais
(racionais e irracionais). Temos, assim :

. _ . [n@imero inteiro
nimeros racionais {n har fa it teto

NtMEROS REAIS
= 3
numeros srracionass

. Os ntimeros reais, podem ser absolutos ou relativos (posi-
tivos ou negativos, segundo estejam ou niio relacionados com
08 sinais 4 ou -).

QBBER"AGKO. J4 fol encontrada no estudo dos radicals (Segunda
Bér!_e.gmusiul) uma outra espécie de nlimeros que ndo ae'uuqundmm na
definigio de ntmero real. Com efeito, @ raiz de indice par_de um

nimero negativo niio tem existénela no campo real. De fato, a v-4, por
exemplo, nlo é um ndmero real, pois, nio existe nenhum ndmero
racional ou irracional que elevado ao quadrado seja igual a — 4, Ndmeros

como a V-4, que representam wma raiz de indice par de um niimero
negativo, ddo origem a outra espécie de ndmeros — os nimeros imagindrios,

que serfio estudados, a seu tempo, no curso colegial.

§2. Equacdes do segundo grau.

4. Generalidades. Jé aprendemos a resolver as equa-
¢Oes do- primeiro grau, e vimos suas aplicagdes na solugio de
um certo nimero de problemas. Existem, no entanto, outras
questdes cujas solugdes dependem da resolugdo de equagdes
de grau superior a0 primeiro. Entre essas equagdes destla-
cam-se, pela grande aplicac¢dio que tém, as denominadas equagdes

do segundo grau.

5. Defini¢io. Uma equagfio, racional e intqira (*), com
uma incdgnita, diz-se do segundo grau quando o maior expoente

e R
(%) Ver Classificagdes das equagdies - Matemdtics, Curso Ginasial, 2.8 eério, pig, 116,
do mesmo sutor,
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com que a incdgnita figura nessa equagiio é dois. T evidente
que uma equagio do segundo grau pode conter térmos do
primeiro grau, em relagio A incégnita, e térmos conhecidos
(grau zero em relagio & incégnita).

Téda equacio do segundo grau com uma incégnita, =
por exemplo, pode, depois de efetuadas as transformagoes
convenientes (eliminacio de denominadores, reducgio de térmos
semelhantes, etc.), ser reduzida 2 forma :

ax? + bx 4+ ¢ =0

denominada normal ou geral, onde a,becsio ndmeros reajs (*
positivos, negativos ou nulos, com excegdo de a que deve gor
sempre diferente de zero, pois, do contrdrio, a equacgio se
reduziria. a0 primeiro grau.

Os nimeros a, b e ¢ si0 0s coeficientes oy pardmetros da
equacdo; a é o coeficiente de 228 b o coeficiente de c o
térmo conhecido ou constante, Exemplo ; o

322 422 -5 =
¢ uma equagio do segundo grau ng incégnita z, onde:
=3, b=2¢c=—5

(0] io: It

virﬁoag:::i?gso' §5) sempre possfvc_ali para vantagem dosg estudos que

e mulipfeat o' o oo S e st neguie
ro i

térmos da equagio mudardo de sinafi. AIBHHS Por TS que tatios. oo

equacdo do segundo grau, com g

chamada completa. No caso de p’el
?.J ou ¢ ser nulo, a equacio do, se
tncompleta. Assim, as equacdes i

0 menos, um dos niimeros
gundo grau é denominada
hcompletas tém as formas:

, 9% =0  quando =10

G2 +te¢ =0 quando p

0z + bz = 0  quando c

(*) 8, b e ¢, podem representar, tamhém,

Il
oo

0

expressies literpin ‘quaisquer.
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Exemplos:
202 -132+ 30 = 0 equacio completa
g 1f%2 =0
—a?—x = 0  equagdes incompletas
5 22—-8 =

\

7. Resolugiio das equac¢des incompletas. Resolver uma
€quagdo do segundo grau, com uma incégnita, significa procurar
todos os miimeros positivos, negativos ou nulos, que verificam
& equagfio. Ifisses valores sio denominados raizes da equUagao.
Observemos, atentamente, que uma equacio do segundo
grau, com uma incdgnita, ndo pode ter mais de duas raizes,
geralmente indicadas por 2’ e 2’ ;
Passemos, agora, a resolver as equagdes incompletas, na
ordem em que foram apresentadas:
1. Equagio da forma: ax? = 0 (a 5 0)
Dividindo ambos os membros da equagiio por a, vem:
22 =0,
expressio que também pode ser eserita do seguinte modo:
x.z=0
Esta equagiio se verifica quando qualquer dos' fatores
que compdem o primeiro membro fér nulo, ou seja, para
z = 0 (indicada por ' = 0)
= 2 = 0 (indicada por &' = 0)
Dlz—Se, entdo, que:

——

g 20—
Téda equagio do segundo graw da-forme ax —~0
tem uma raiz dupla nula, isto é, as suas duas ratzes sio
guais a zero (x' = 0, &' = 0). -

Bzemplo: A equagio 822 = 0, tem comorafzes: ¢’ = 0ez’” =0
2. Equagio da forma: ax®4e¢ =0 (a0, ¢ = 0). .
Transpondo ¢ para o segundo membro, temos:

ar? = —¢

S el e
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=k A sy - C
Supondo que 5 Sejaum ntimero positivo (? > 0), vem :

a

© a equagiio proposta terd as duas rafzes siméiricas:
2 \/:__c
a
xn Ll agre \/— c
a

Se —2 for um ndmero negati oE ‘
B gauivo = <0) a raiz

=C ; , . e o
i\/ = Sera um numero imagindrio, e a equagio ndo terd

;fzizes no campo real, isto 6, serd IMrossfvmr nesse campo.
0g0 :

T'éda equagio do sequndo
: 0 grau, da forma: ax? + ¢ = 0
quando posstvel, admite duas rafzes simélricas, diferentes d;
zero (x’=+ 2 x"'==-—\/'" c
o

a

Ezemplo: Resolver s equagio 32 - 75 = (
Temos : 31?2 = 75

x2=73—5=25

"2 =+ V2% =+ 5
Logo, as rafzes sgo: ' =45’ =-5
3. Equagio da forma: ax? +bx=0 (a0, bs0)
Pondo z em evidéncia, vem :
z(ax +b) = 0

Como nesse produto de dois faté dbles
deve ser nulo, temos: res pelo menos um
Z ==

ou 62 ¢ b= Q
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: b
A primeira destas equagdes tem raiz nula e a outra z = =3
Portanto, as rafzes da equaciio proposta sdo:

z' =0
x” T i
Logo: a
Téda equagio do segundo grau, da forma: ax® + bx =0, adrrlz’z'te
uma raiz nula e ouira diferenle de zero (x’ =, x''= —-—;—)

Ezemplo: Resolver a equagio 4a?— 12z = 0
Colocando-se x em evidéncia, temos:

z(dr—-12) =0
donde $'=0
e 47-12 =0 .. 4z=12e 2" =3

EXERCICIOS DE APLICACAO

Resolver as seguintes equagdes incompletas do segundo
grau :

2
Vi - e
) 5 -2=0

Temos:
z?~36 =0 e ]

ou m2==36.'.m='i\736=:i:6.‘-{£n1—t%
i il | y?

e L Y

b kR

Eliminando os denominadores (m. m. c.: 12), temos:

9y2 -4 = 84 4 2°
Reduzindo os térmos semelhantes, vem

7y2=88.'.y=i'\/-8—-$-

PR =Ry S —
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y’ = _l_‘Jﬁ.
e portanto as rafzes sio i

v _ 88

1
4 7
2 3z2  4(x-1)
32 — === ——=
gt e 10
Efetuando as transformacoes necessdrias, vem

— 10z + 4 = 622~ 4z 4 4
— 622 -6z = 0
Multiplicando ambos 08 membros dessa equagio por — 1
e pondo z em evidéncia, temos:

x(6x 4+ 6) = 0

donde:c=00uGx+6=0.‘.6:c=—6.‘.:c=—1

W
Logo, as rafzes sio ’m" =0 {
— =

EXERCICIOS SOBRE EQUACOES INCOMPLETAS DO
SEGUNDO GRAU

Resolver as seguintes equagdes Incompletas do segundo grau:

1. 5:B1==0 3 1
2. —Tx2 = 14, 51;’—-;.-_—.3:61_’__8_
3. 2_’,52:50 7 {
a2 3:,—1:0 15.‘6"—2~--2—=-=6
b. 43;2—9=0 T Z
6. 22 +4 =9 18, 928 =1 222 +5 1
7.1+8z2 =1 3 2 6
8. -3z +27 =0 3
1. ’ —
9. 10z* = 1000 7-’5+4 0
$! _21:1
10‘T=’° 18.——5—+10m=0
1L 42?~5 = 531 - ¢ ! . 3z
19.‘_—' ——
i 8 EE TS T
5 o 20005 Bk
i 0 - 2! 21. 32% 4 0,65 = 0

22,
23.

24,
25,
26.
27.
28,

29,

31,

17.

18.
19.

20.

21. 4

" - ookt | x 5zt
o), 31 — — ) =
(2 +4) 3

e MR R
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Sz~ 23z 4 0,08 = 0,08
(t=2) (z-3) =6
@r+1)1-1=0
20x-3)21-1 =17

2z + 5) (2z = 5) = — 44
Bz + 1)* + 17 = 6z + 1
71

— =y

9
23 + 3z o acta Bz
4 VoA 4

() (3ot

REsposTas
' =z" =0
r = If.’ o 0
=435 g’ =-5
z' = -|-], 2=~ 1

1 3

i 3
1::-!——2—,.]: =—“§-

z

- Impossivel (no ecampo real)
. o= ;E” =

-2’ = 43,z =-3

e 3.y
16. 2’ = V3 9

3
o (PR s e
A4

e 6

T T
2’ =0, 5" = 25
T T

»

'_,:—l_itl"f‘1

Ky

S31 @m0 OF SRl
5 10 2

1 1

= |

SR L, e

z+1

i a_r’:d (ﬂ ;ﬁﬂ)
.mzl-n=p (m>0)

e

o

38. mz! + nz = 0 (m = 0)

14,

15.

mH

23.
24,
25.
26.
27.
28.

29.

1

. —z? = ..._]4..35 (n;;ﬁo,k‘?sO}
m

k

(=01 =12

Lz =+ 10, 2 =-10
10,
11.
12.
13.

_'c";".l:r’cn

.7.:’=+1! ol =il

Tmpossivel

= + ‘\'?‘ 2 = - \f5
Feil T

LA e 1
1 1

z' =+ 3 'z"n—'—é'_

5 3V2

T N3 e

z' ==0, g =5

' =0 3" =-1

g’ = (), z!' =6
Imposstvel

Impossivel
z! =0, '’ =9

o = 0, :,;"-2—5-

R
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30. o' = Q, a"-4.l_ 32, 2 =0 8" =9

33. z* -} 11_3- " =) ﬁ
31. o’ EPEN y @7 -
2 =0 2"=3 34, 2! = Do latt il 1, nfio 6

solugdo, pols, anula os deno-
minadores).

35. para -:_' 2 0, ' = +V_-E__. 2’ V‘T{
a ’ e —_
a

36. parg P+ﬂ?0. z'..'_,_‘\/??"f-n : V
- —— x’n_
m L

m p + n
m

37. Poraa >0, o’ m 4 -!—a_-z”:a Va
a’ "N

38. param 3 (, =0 = P
m

39. param 0, k540, o/ = 0, 2" = Tﬁ‘

R a 4
esolucio da equacio completa. Seja a equagho

’nli'ansformando-a numa equivalente,
€O que contém g incégnita, sejd

12) multipl;
quemog
por da, obteni;g?os 08 membros da equacdo (1)

22) somemogs B2

208 doig
Portemos 44, membros dessa equagio e trans-

3 Para o segundo membro; temos:
4a2z2 + dabg 4 b2 = b2

Ora, o primej
€1iro membro
2ax + b; entdo: dessa eq

- 4dac
uagio é o quadrado de

(202 4 )2 = p2 _
O binbémio P dac (2)

que, com o0 geu sinal, caracteriza ¢

do segundo grau, é denominade d-iacrestudo e eqiingn

tminante da equagho
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02 4 bz 4 ¢ = 0 e 6 geralmente, representado por A (1&-se

delta).
Com relagiio ao discriminante b2 — 4ac, trés hip6teses sdo

possiveis ;
1*) b?- dac > 0. Neste caso, podemos extrair a raiz

quadrada de ambos os membros da (2), e temos:
2az + b = + Vb2 —dac
donde 20z = — b + Vb2 —4ac

e portanto

- b + V b2-4dac
2a

X =

A equacgiio completa do segundo grau admitird, assim,
duas rafzes reais distintas e que sio respectivamente:

-b + Vb2-4dac

x'

2a
w _ —b — Vb2—dac
Al 2a

22) b?-dac = 0. A equacio (2), agora, se reduzird a
(2ax + b)* =0
ou 2axr + b) 2az +b) =0
que é uma equagio que se verifica com o anulamento de qual-
quer um dos fatéres que a compdem, isto é:

-b : -b
2a$+b=0.'..’t= 58 ' = 7
ou
: - e b
200 4+b=0.".2z= oa T %a
Logo, no caso do discriminante nulo, a equagio completa

do segundo grau admitird uma raiz duple igual a —-—= ou
seja, duas rafzes reais coincidentes.
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32 b%-dac < 0. Neste caso, n
raiz quadrada de ambos og membrog d ¥
real. Portanto, a equacio completa do segundo grau, ”‘1‘?
admitindo rafzes reals, diz-se impossivel nésse campo. As rafzes
da equacio completa, nésse Ca80, si0 imagindrias(**).

Conclufmos, assim, que a limitacdo ;

[ (%)

40 é possivel extrar &
& equagiio (2) no campoO

b% ~dac > ¢

] 3 as hipéteses, exprime a condigio de
exisiéneia das rafzes reqis (distintas oy coincidentes) de uma
€quagao completa do segundo gray,

Pelo fato dq férmula

dada pelas duas primeir

5 —bing—uﬂuc
J = _"__—_—————.___
2a

Se manter verdadeira, como ¢ facil verificar, ainda nos casos
barticulares de 3 = SN0 R U OO R brata B equagoes
Incompletas, elg & de ;

' . J a
I nommada  férmula resolutiva geral
€quacio do segundo grau.

EXERCICIOS pp APLICACAO

Resolver ag seguintes equagges completas do segundo gratt *
L) 69¢2+7x——3=0
Nesta tquagio, temog: 4 — 6, b

. =7 g gl i
Aplicando g férmula reg

olutiva gera]

e iV(—7)2—4><.6><(—3)
W
(*)  Lé-se: diseriminante maisr 0% fgual g gorq,
(**) A rigor & expressiio exata seria complezas, que yerg vista no colégio.
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e -7+ Vi9+72 _ -7+VI2l _-7411
vy 12 5 12 12
donde as rafzes
i ity L
oo R AR s
-7-11_-18 3
G TR T

i auxilio
Onservagio: Iissa mesma equagiio podelger rﬁs(:xll";.li}l[%izeilsa?do s
o férmuI;L réﬁf)!uLiva, basi}ﬂtld?i p%ra. ting:tea?u:)iig de resolver a equacgiio
i . L& evidente que & ; s
:SL(:r{igil;gt?a(}lﬁ]B:tyigrmxliitulo de exercicio, porém, apliquemos o
em questio no exemplo estudado.

Seja 622 +-72-3=0
ipli da):
Multipliquemos por 4 X 6 ( 3
4% 6X622 +F4X6XTz-4X06X3=0 A
Somemos 72 (b2) a ambos os membros e transportemos 4 X
om

(4ac): AX6XO6z2+4X6XTe+T2=T2+4X6X3

3
ou 2 WXz F2X2XEXTe+T2=T24+4X6X

€ portanto

@X6z+7?=7"+4X6X3

=121 >0
e como 72 44 X6 X3 e
- 7
vem: s o
ou

o e o3|~

rxf =t s
S BT V=

= —

0

2.5) —2x2+6-’¢_3 o

—1, vem:
Multiplicando ambos os membros por — 1,
222 — 06z +3 =0

S a=2,b=—690=’3
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Aplicando a f6rmula resolutiva, temos:

g 2COEVCEE-4X2X3 6+ V3522 g
2X2 b 4
6 + V12 6 + 2v3

sE—

4 4
donde as rajzes 4 2
x” = 6 o 2 ’ 3 3 e ’d—g-
4 » 2

3.%) 422 = J2x_9
Transpond 2
TGy s ns: 0 05 térmos do segundo membro para o PI”

onde: g6 =4 p =
dio: j 12 6 c'= 9, que, substituidos na férmula,

— — ___-.__—"'_'"———
o= LROEVCOF X0 _ 12 4 vim—1m _ 1240
B

2 =
X 4 3
2 = .1_% = 3
donde ; 8 2
2" = EZ_ = 3 2
8 ~ o 15to & as rafzes sio coincidentes-
458 x?
) T i —1)=_é’;_2_;

Eliminando og denominadoreg (m. m, ¢. = 4), vem:
Z ] . . )y .
z? - 12(z - 1) = —6p2—4
& $2“123+12==._6x2_4
Reduzindo .
temos : 08 térmos semelhanteg no primeiro membr®s
72? ~ 12z + 16 =()
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——

Aplicando a férmula, resulta:
T = 12 & v 144 - 448: 12 + v — 304 (ratzes smagindrias)
14 14
] Logo, a equagdo proposta é impossivel no campo dos
RUmeros reais.

G XaeE
5.):__3_,1:_{_2:3 *)
. Temos, m. m. ¢. = (z—3) (z+2). Eliminando os deno-
Minadores, vem :
(x+2) (x+5)-(x-3) (—-7) = 3(x-3) (+2)
ou 224 7z + 10— 22 4 102 —21 = 322 -3z - 18
ou ainda :
—-322 4+ 202 +7=0
Multiplicando por —1:
322 — 200 - 7 =0
Donde:
20 & V400 + 84 _ 20 + V484 _ 20 + 22
6 6 6
20 +22 _ 7
6
20 - 22 4 1

T =

! =

i 6 3
6.%) x2—(a + b)x + ab = 0 (equagdo literal)

Aplicando a férmula, temos:

"

N (a+b) + \'['——"___(a_i_b)z — 4ab (a4b) + v a?4-2ab-+b* — 4ab
= =] 2

ou .____.————2

B (a+b) + Va2 -2ab+ b®

(a4b) £ V(@-0b)?® _
74 2

2
., (a+b) + (a-Db)
I)

-

—— = , { o
] ue figuram na equagho,
(*) Os valores de # nfio devem anular os dcuummmlur;asw% feito no § 4, pdg. 75)

Que 6 fraciondria, porém, redutivel ao segundo grau (estudo
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Tyl u~l—b-{;a—b =5¥=”
donde as raf 9 ;
onde as rafzes g 2 _,
Gl = 5 G

9. Discussio das raizes. Recordemos que a existéncia,
ou ndo, das raizes da equagio do segundo grau az? +bzx+c=0
no campo real, depende do discriminante

Assim, temos: A = b%—dac

l. se A>0 a equagio admite duas rafzes reais:
r_=b+ VA e o _ —b=VA
2a R 2a
que sio desiguais, pelo fato de uma ser dada pela soma
€ outra pela diferen¢a de duas quantidades niio nulas;
e AE;__ 0, a equacio admite duas rafzes reais e iguais @

T

——2a,p0is,
;_,—b—‘\fO -b—\,o
S R g g e 0 — VO
2a 2a
0 que acarreta ' = g =__b_
2a

3. se A< 0, a equagio ¢ imposstvel, isto é, nio admite
* rafzes no campo real; as rafzes sgo vmagindrias.

A >0, rafzeg reais e desiguais
Resumo{ A = 0, ratzes reajs ¢ iguais

A <0, ndo hd rafzes reais (as rafzes sio
Imagindrias)

EXERCICIOS DE APLICACAO
1. Discutir a existéncig da
L%) 322~ 11x—4 = ¢
Como: 6=38,b=-1]¢,= ~4, vem :
&= (~11)¥=4 Sagie il o0 +48 = 169> 0
(ratzes reais ¢ desiguais)

§ rafzes das seguintes equacies:
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11 -+v169 11 -13__ 1

: e 3
Temos, pois, as raizes 114+ V169 11 + 13 v
z'’ = 9 o 6

2.%) 4x2 - 4y +1=0 :
Temo;' A=(-4)2-4X4X1=16-16= 0 (rafzes reais
e guais)

440 1
Logo, ' =z"= TTg e o

- 2 o0}
i‘e)m:: +Ax=+l‘:—4 X5X3=1-60=-59 <0 (rafzes
tmagindrias) :
Logo, nao h4 rafzes reais.
Dizer para que valores de m a equagiio
2 —6x + m =10

1.°) tem raizes reais e desiguais;
2°) tem rafzes reais e iguais;
3.°) niio tem rafzes reais. i .
iserimi acio
Consideremos, inicialmente, o discriminante da equag
g v b2 — 4ac = 36 —4m
Devemos fazer as hipdteses: Mt
1. 36 —4m > 0, que acarreta —4m > —-gg % L 9;
2, 30""4‘”1:0, 1 1 —:m2_36:’_m>9.
3. 36 —4m < 0, ” ” i nj ropostﬂ L ac
, afzes da equagio p i iy
Resposia : gAz?a;S se m <9 fguais se m>—-9 9 e
existirdo mo campo real se m 1- ghe' 3
Qual deve ser o valor de k&, a fim de que as Baizes daeq
24 (k-Dz+k-2=
sejam fguais?
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=k

Para que
que as rafzes dg, €quagio do segundo grau sejam

iguais, é necessério u iserim;
e o dis ] A
fazendo A = 0, VCD;I Iscriminante seja nulo, Logo,

k=12~ 4(f-9) = ¢

ou !c2—2k+1—4]c+8=0
: k-6l +9 =
cujas rafzes sgo : K =pe=g

Resposta :
posta: O valor ~de k, que torna tguais as rafzes da
€quagio Proposta, ¢ 3,

10. Férmulag simplificadag

simplifica Nnos seguinteg Casos; A A6t b

19 ot 3 400
) O gg:(j)zcwnte de 2% ¢ igua] o unidade (@ = 1). Nesse
» & equagdio 6 escrita so a forma

32+p:c+q=0

conhecida pelo nom :
érmula resolutiva, \Eegf:j orma p, q. Aplicando &

— T e i
e=22V07 -4 _p =g
2 e

/il
q
4

ou zn:—__. S i
2 i\/p44q' '="2'?"i\/
e, finalmente:

—_ﬁ__
X = :_'P_ i.\/(p =

2 “5) e
APLICAGZO ; Resolver g equacio

M-6x4 8=
Temos : P=6eg=g.

Sl 36
g o % "8 =3++v93 =3+ 1

aplicando g Jforma p, g vem:
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donde as rafzes {i:; z g fi :g

2.°) O coeficiente de x é um niimero par (b=2k) (*) Se b
é par, temos b = 2k; aplicando a férmula reso-

lutiva na equagio.
az® 4 2kz +c= 0
vem :

v o 22 + VI dXaXe _ -2k + VA2 — ap
oG 2a

_kiml
a

€, finalmente : x =

APLICAGZO: Resolver a equagiio
552+ 8x—-4=10

Temos: 2% =8 .°. k = 4; aplicando a férmula acima,
vem : {
42Vl +20 _4x6 . [7 =72
fa X i g 2
5 5 g = - =

EXERCICIOS SOBRE EQUACOES DO SEGUNDO GRAU

I
Resolver as e uactes do segundo grau que se seguem. (}‘omo prética,
88 trés primetee dgvem ser resolvidas, também, sem o auzflio da férmula

Teaolutiyg,
's!l. 22 -~ 9z — 5 =0 «'10. 0,2 + 0,8y = *
R 11. 1,2z% + 0,1z - 0,6 = 0
#3414 8y +15=0 i2e Tl m 0 o
T 4430 - 12; 40 =0 18, 2(z~1)-60 = 60 +»
“ 8. 21 435 425 = 0 e e
SR 15. (z +5) (@ +2) = 40
~A" T 2 o 122 = 160 18 (- 20085k 201 €A
~— X8, gt - 32 = 4z AT
0. ml+24$'-15 4”103 18. (23'!'2)!—-13
"'_‘—'-—--__...___

(®) Forma geral dos nilmeros pares: 2j (ou sejs um mdlslo; de g
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19. 2z + 1)t =0 1
20, u? -~ 2u~1=0 Mg dg gm0
21, 22 +4z-1=0
% 38 2L -4
22, — = 0,6z - 2 g
100 10 3
23. 20 + 25z -1=0 89. = §'+x)=§
24. 32 4+t +1=0 L -
25. 222 —4V2z +2 =0 40'z+1+z+4
26. (i_‘;)z=0 15 72-6z "
3 £l —-— 2
3 Tz
ry o e 1T z41 T
7.8 +5=3 47, el s
AU Ll 8
B F-g=3 43, 221 _z+1
z+1 z-1
i A |
TR 44, 3[’=—§—(t+%)+2"
Tz 1
30,-——-:-——_ 1 3
51 22 6 __i_n L
) 45'2‘—1 z 41 2z 1
Bl Bk L
S 3 942 46. 23"1_21“_3..}.1.::0
32. 604 Bt o L = g Rk #=3 SR
5 z+1 5
G-t iy, | -T2
-1 3z — 11
B = ..,_[__1_ 241 z4+2 20-+13
2 3 3 ¢ e i e Y |
48 .iI"I_ﬂl'f'Fi:w-’-i (@=1)? B k1 241 _g=1
v 16 3 v ol 40. ;cli‘]-._z—.l-’.lmﬁ
9 z
80, —===2 1 8 X i
g9 e oy ST
Equagdes literais
61. z* - daz + 3a® =0 B4, 71 - 2qz +-a?-b? = 0
52. 2% — 8az 4~ 15a? = 0 55. ! — 2abz — a?b? = 0
63. 2 + (6 + bz +ab = 0

b6. 4z? - 2(a + b)z +ab = 0
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T b
p 1 »
A 59. 21 - (2+5)z+1=0
z 2a = 8a?
58.z'+a+b +_:11?’__0 60 z—a =2 J8. =g
Discussio da existéncia das rafzes
6l. 321-10z +3 =0 63. -2 +y-5=0

62,
65.
66.

67,
68.

69,

70.

2,
3.
.
5.
6,
7.

8.
9.

2?2 -8z 4 16 = 0 64, bzi—-6z =0

60245 =0 0: 1.°) admite
Para que valores de m a equagio z*-—4z gl 3.9) nio
rafzes reais desiguais; 2.°) admite rafzes reais iguais; o.

admite rafzes (no campo real).
Mesmo problema com a equagio z* —
Determinar o valor de n para que as rafzes da equagiio
(n—1)z? + 2(1 —n)z+3n =0

8z—n = 0.

sejam fguais. .
Determinar os valores de &, a fim de que a equaciio
23 + 2kz + Thk* =0
admita rafzes desiguais.
Para que valores de m 2 equagiio
(4m - 1)z?® + 12mz +0m-8=0

tem rafzes desiguais?

REsposTas:
1 10y =1, y'= —0,32
L IR e e 2 i 3
e 2 1. 2’ =z &' =~
L 12. 2’ = —6, z” =—20
i " = —
: iy 8 18. o’ = 12, "’ = -10
P=icd, yt = =h 14 ¢ = 420, 1 =5
la e & 15, 2" = 3, 2/ = -10
D =3 ﬁ? ]ﬁ.mrqalyum_:’o
Impossivel (no campo real). 17, 4t =1, " ==2
' mg!’ = b 18. Tmpossfvel |
x'_B, x!in-—20 19. m'”m"n"‘i
! = - (1= & : e
z 4, z 8 20'";_1,*_{2.“:_1 12

o =1, 0 =-18
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21.

24.
25.

26.

27.

28.

29.

30.

31,

32.

33.
34.

61.
62,

2= =24 15, 2" m-2- 15

| 22, 3' ] 0,2; zll - {),4

23, o' =~ V5 + V6, 2" m= V5 -5

Impossivel
2l ‘J?-{-—l, e o
Z” = z" = 12

3 1
el 1
2 4'3 3
y'3, y"n—_....
z'n—l_,z!rm_l

4

3 2
T

g ¢ 3
E’Hw"h—__

v’ﬂﬂ"—_
’
z =16}mu=4

z' =5, 2u=__1'
2

-6+ V2
50. 3' "——3——1—-.’::"-
3'“33(1, :!:”:a

z’ = ba, 2" = 3q

35. ZIEL' m"’ 8
36. ' =3, g =-9
37. ]j’my”=4

48, of widd, ot s
39. 2' = — " = -4
40. o' = 4 2, g/ = -2
41. 2’ = 6, o = 3

) »

R i S
44, # n-i l,"::--g-
5’ 5

4b, o’ = 2’ ' = -2
46. z
14 !

47. Impossivel
48. 2’ =5, z" =1, 2

49, z' = 0, 2 = — 4
~6- V21

3

53. x'n—a, x" = --b

B4 o' =a+b, o =a-b

55. 2’ =ab (1 + V2), a" m gp 1-12)

a
56. z' = -é—: g = —g—.

57. ' = 2b +a, 2" = % —¢g

’ —0 " -b
Bl s i i 5d ()

a

oot b
S et g i SR i)

————

42, o = L+ V5 mu.,_l_:._‘:'i

2

= 3___1+3_\f_ﬁ o' = 3,‘_1_:-3-:1-@
1
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63. nfio hA rafzes reals

60. 2’ = 3a, 2 = - 2a
64. rafzes reals e desiguals

61. rafzes reals e desiguals
62. rafzes reals e iguals 65. nfio hé rafzes reals
66. 19 m < 4, 2°) m =4, 3.9 m >4
67. 1°) n > ~16,2. n = - 16, 39 n<-16
&

1 ; 8 ( 1 |
68. — 5 $9. Impossivel 60. m > T # 4) |

RELACOES ENTRE OS COEFICIENTES
E AS RAIZES

11. Relac¢des principais. Das relagdes existentes entre

0s coeficientes a, b, ¢ e asrafzes ©’ e 2/ da equagiio az?+br+c=0
50 as relativas & soms e a0

(A >0), as mais importantes s )
produto das raizes. Essas relagfes serdo estudadas a seguir.
PriMEIRA RELAGXO: A soma das rafzes da equagdo do sequndo

grav ax? +bx+c=0¢ tgual a"-_;--

xr+xu=_£
@

De fato, sejam as rafzes

. b4 Vb2 - dac
e 2a

) —p - Vb2 - dac
A 2a

Somando, membro a membro, obtemos:

-b + Vb2—4ac e —b—Vb2—4dac
a

U S

Lt 2a 2

ou R Ll e
ey T e =2 by
¥ e 20 20 a

6 Gbvio, nio pode 88F considerado.

(*) O outro valor de n (n=1), como
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portanto b
' + o AL S
a

SEGUNDA RELAGRO: O produlo das ratzes da equagio do segundo

grau ax® + bx + ¢ = 0 ¢ {gual a =
a

;\:’.x"u_c-
(24

igu&](djodm efelto,dmultiplicando, agora, membro a membro, 23
ades que ddo 4 3
q as rafzes z' e z, temos

ﬂ;’ ’ 33” = (— b + ‘\,bz‘—‘lf}) (—-b—"&l})z—‘iac )=

2a 2a
(R N e e
_ (=0 + Vb2 —4a0) (-b-Vb2—4ac)()
4a*
= Ll (" b)2 e (\sz—4ac)2 bz —_ (bz - 4_(10) 2
4q2 b 4a2
D20+ dac dac c
B =1 = = —
Portanto : 44 a5 2
AL T B )
Ezemplo : e by

Na equagio 3z2 - 10z +3=0, onde a=3, b= ~10:8

¢ = 3 e as rafzes sio 2 1
8 880 z =-3e:c”=-§, temos :

L TR NS
3 3 a

€

I’.:L‘”::S -—.1-..= =-E:—.
><3 1 a

e as relagles entre os coeficientes e ag rafzes se verificaram.

(*) Produto da soma pela dif

ere - y
dos guadrados dessas expressdes, 7¢a de duss expresssos, que 6 igusl & difersnés
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OnerRrvAQio. Sena equagio do segundo grau o coeficlentea = 1, vem:
24 pz+q=0 (forma p, q)

m'+z"==:l—g=—zi
onde

’ = — = q

zr . T

dcduz-sc. que tdda equacio do segundo grau, cujo coeflclente de z' & {gual
a 1, satisfaz as duas segulntes relaghes:
1) A soma das rafzes é igual ao coeficiente de x com 0
sinal trocado (— p).
25) O produto das rafzes é igual ao- térmo constanle (q).
Representando p por S (soma) e ¢ por P (produto) podemos,

pPara melhor memorizar éstes resultados, escrever a equa¢io
em estudo da seguinte maneira:

x2—-8x+ P =20

EXERCICIOS DE APLICACAO

1°) Na equacio 22—mz -+ 36 = 0, determinar m de modo
que uma de suas rafzes seja igual a 9.
Pelas relacdes entre as raizes e os coeficientes, devemos ter :

2 M 2 = m
z . ' = 36
Sendo 2’ = 9, segue-se, em virtude do produto ser 36,
que 2'" = 4, e, portanto:
m=z +2'=9+4=13
Resposta: O valor de m é 13.
2°) Determinar p na equagdo &2 —8z + p = 0, de modo que
uma das rafzes seja o friplo da outra.
Temos, pela condigiio do problema e pelas relagdes estu-
dadas, as seguintes equagdes:

ml == 356"
gt o El=8
g . 2zl ap
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Substituindo o valor de 2’ na segunda equacgiio, vem:

32"+ ' =8.' 43" =8, .2" = 2
e, portanto:
¥ =32 =3X2=¢
Logo, p=a' .2" =6X%X2=12
Resposta: O valor de p deve ser 12,

3.*) Determinar o valor de m na equacdo
3ﬁ~@m+%¥+1=0
de modo que a soma de suas rafzes seja igual a 3

Sendo ¢ =3 ¢ b = — (2 1 conhe-
cidas, temos: m 5 ) pelag relacgdes

2m + %
xf z’l -
* 3
€ ¢0mo no problema a soma das rafzes 6 igual a %’ ver :
2m + o
———5_=.—..0u2m+._1_ 1] il 4 . i::n-%
3 3 5 = e 2m =4 _5- R 10 5

Resposia: m deve ser igual a %

4) Calcular m de modo que a equagdio 22 — 15z -+ 8m+2) = 0
tenha a diferenca das raizes igual a 5.

Temos : '+ 2 = 15 (1)
¥ . o =8m 42 (2)
2 — g = 3)

! "
De (1) e (3) vem{i, :f::u - éSquedé:x'== 10ez' =5

Cwmxﬂﬂ“%w%wmm+mﬁm:m=%“6

Resposta: m = 6
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CONSEQUERENCIAS

12. Primeira aplicagio:r composicio da equagao
dadas as raizes. Podemos, agora, resolver o seguinte pro-
blema: formar a equacio do segundo grau que lenha como
ratzes dois miimeros (¥) dados.

A equacgfio procurada serd da forma:

22 —Sz + P = 0,
onde o coeficiente de x2 é a unidade, S a soma e P o produto
das rafzes.

Ezemplos: .
1°) Formar a equagio do segundo grau que admita 2 e &
como raizes.
Como 2 =2 epgendo S=24+65=7
' =5 P=2X5=10
temos, substituindo éstes valores na equagéo z2—Sz+P=0,
22—T7z 4+ 10 =0

que ¢ a equagdo procurada.

1
2.°) Qual a equagdo do segundo grau que tem —3 e 7 oomo

raizes ? o i
I = o
Temos ' = —3 g=_3+_4_.—_-. 1 7
; onde 5
1 —
(A e A X7 5 0 G0y
RSl R el
e a equacdo procurada sera:
a2 + IE]'-'.’;.'— —:i- = ()
ou 422 +112- 3 =0

(*) Ou expressfes.
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3°) Formar a equagio do segundo grau cujas rafzes sejam
u4ve u—uy.
Temos: 'E: =u-4v ofide S = w-tov4+u—v= 2
u¥s : 2
T P = (u+v) (u—») = v?—1"
e a equaciio que se quer formar é:
22— 2ux -+ w2 -2 = 0
13. Segunda aplica¢fio: Determinacto de dois nitme=

ros (ou duas expressies) conhecidos a sua soma e o SeH
produto,

Os ntimeros procurados sio as rafzes da equacio

Exemplo. *~8z+ P =0

Determinar dois ntimeros cuja soma 6 19 ¢ cujo produto 684
Devemos ter:

S =19 e P=gy
e, portanto, os nlimeros procurados sio as rajzes da equagio

- z? — 19z i

Resposta: Os ntmeros procurados sio 12 ¢ 7.
\ 0 " ~ {
Y 14. Terceira aplieaciio: Determinacio dos sinais des
raizes (Regra de Descartes).

Seja a equacio do segundo grau
az? + bx + ¢ = 0

: .
onde a é conmdemgio positivo. Os coeficientes a, b e ¢ posent
apresentar as seguintes combinagdes de sinais:

a b ¢

Tt T

IT. 4 = <}

IIT1. -k -1 .

IV. + s ot

Lembrando que

zl_l__x-’!:_.g_ e I’.m"m—?—
a
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observemos os sinais das rafzes z’ e 2’ estudando as combi-
hacgdes acima :

i LA T U Sinais das rafzes (z* e z'')
——— p—
I + - ambas negativas
IT A -+ ambas positivas -4
111 - - uma negativa e outra positiva (a
negativa é a de maior valor absoluto)
v - -+ uma positiva e outra negativa (a
positiva éa de maior valor absoluto)
Portanto
a b c z’ a'!
I o= e =t = 5
Dl e | s ok | Pl e |
TII 0 T | S s o
v Y = oS

_ Tistes resultados podem ser guardados pela Regra dos
Sinats de Descarles, baseada na permanéneia e na variagio .
dos sinais dos nimeros a, b ¢ e. Tdda vez que dois désses
nimeros consecutivos tenham sinais iguais, éles apresentam
uma permanéneia, e to6da vez que os sinais sdo diferentes, uma
variagdo. Dessa forma, vem imediatamente :

1. com duas permanéncias (+ -+ ) temos { duas raizes negativas
II. com duasvariagdes.... (+ ~— -+) temos { duas raizes positivas
’ duas raizes de sinais con-
III. com I perm. e I varia. (4+ + —) temos trarios (a neg. é a
maior em v. absoluto)

duas ratzes de sinais con-

- =) temos{ irdrios (a pos. é a

ia. e 1 perm. (+
IV. com 1 varia. & £ P malor emv. absoluto)
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Temos, assim, a seguinte Regra dos Sinais de Descartes !

“Uma equagio do segundo grau, de discriminante
positivo, tem tantas rafzes posilivas quantas as variagdes
apresentada-s pelos seus coeficientes e tantas rafzes nega-
tivas quantas as permanéncias; no caso da equagdo
apresentar uma variagdo e uma permanéncia (nessa ordem)
as dua:s rafzes sio de sinais contrdrios, sendo positiva &
de maior valor absoluto, e em caso oposto (permanéncic
e variagdo) as duas rafzes tém sinais contrdrios, sendo,
porém, negativa a de maior valor absoluto”.

EXERCICIOS DE APLICACAO

Determinar os sinais das rafzes das seguintes equagdes:

224 5x46 =0 como A=1>0

temos: 4+ 4 -+ (2 permanéncias), e portanto as duas
raizes sdo negalivas (2’ = -3, 2" = — 2).
3224 11z -4 = 0 (A =169 > 0)

Temos : _—{—_+ — (1 perm. e 1 varia.), logo as duas
rafzes tém sinais contrdrios, sendo negativa a de malor

valor absoluto (:v’ = -;—, i —4).

6x2—5x -+ 1 =0 (A=1>0)
Temos: 4~ 4 (2 variagdes), logo as duas raizes
1
= §- .
-322+ 24+ 10=0 (A =121 > 0)
Temos: — + + (1 varia. ¢ 1 perm.), logo as duas
raizes tém sinais conlrdrios, sendo positiva a de malor

sfio positivas (:c’ =...21_, 2!

valor absoluto ( =2 g e - _‘;’_.)

Nora: Ver no Apéndice, pig. 207, o estudo de sistemas simples do segundo

grou.
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EXERCICIOS SOBRE AS RELACOES ENTRE 0S
COEFICIENTES E AS RAIZES

1. Determinar m na equagiio z? -8z + m = 0, de modo que
1.°) uma das rafzes seja igual a %;
2.°) uma das rafzes seja nula;
3.°) as rafzes sejam Inversas entre sl (z’ = ;1,—, 5
4°) s soma dos quadrados das rafzes seja igual a 40.
2. Na equagho 2~ na - 36 = 0, determinar n de modo que:
1°) o' = 4
2'0) 2" =g
3.9) z' = — ' (slmétricas)
4°) 2' = 4 (3,
3. Determinar k na equagfio : @*— (k + 4)z -+ (4% + 1) = 0, a fim de que
1.°) as rafzes sejam reals e iguals;
2.°) ag rafzes sejam reals e simétricas;
8.°) uma das rafzes seja nula.
4. Caleuler m, a fim de que a equagfio o' — 12z +- (17 m~2) = 0 tenha
a diferenga das rafzes lgual a 4.
6. Formar as equagbes do segundo grau que tenham como rafzes, res-
pectivamente :
4 ¢ 4
J{ﬂ/"’J Ln) 2 e 5; 2
.4(/5.6 £29 7e0-3; r0e) ~4 e —}
40?‘ L8 =1e +1; 1
Y40 -8 -T; +10.°) -0,02 e =
2 3
~ B.%) — —_—
Vg @l 1) ~4 e -5
2 3
~ 6820 — e —-—;
Yo 129 18, 45,
1 1 3
f7.')§-e i 13_.)3_1_{3'33_42
85 3e 0,5 149 13 +1e 12 -1
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15_6)_1_"'L§Te 1- Va1, 209 a +b e a-b;
2 2/ 1% 1 1
— . 21.9) be 2
16")2—{""2 e?—Vz a + a-

2 2 229 g +b e 1 ;
17°) ¢ & b; a+b
ST et
19.9) Ioe =b, 24.°) a?-bt e a? + b

2 gas ; 19 S
25%) a+ Vb ea— Vb;

6. Determinar dofs ndmeros que tenham, respectivamente, por soma @
por produto :

1.°) 18 e 45; 19

2°) 14 e 49; 79 5 e 22

3.°) 4 e -12; 82 6 e 7

4%) - 10 e 16; D22 o s

5.) —10 e 21; 2
1700 10.°) (a +b) e ab;

6-0) e R el o ] 2.
12 9 11.)2(10(1-—1),

12°) 2a e a?-0b;

e Determilmr, pela Regra de Descartes, os sinals das rafzes das seguintes
equagdes :

L2) 29+ 824+12=0
2.) 622 — 12z - 50 =0
32) 3z'+ Oz~ 40 b.5) 2? - 8z +16=0
62)-22' - z + 1=0
Nora : Ezercicios sObre sistemas do .0 grau, phg. 212.

A e 1 et
4.%) 3:::’-—?.1:-}-2 0

REsrostas ;

144
L. 1.9 525 29 0; 8.2 1; 49) 12,

2. 1°) 135 2°) +12; 3°) Impossivel (n = 0); 4.) 7V3.
3. 19 6e2; 29 -4; 3.9 _11?.

4. m =2

B

1) 2?~7z + 10 = 0; 2°) 0?'-47-2] = Q; 3°) z2--1 = 0]
49) o' +162 +56=0; 52 121-17a+6=0; 64) 202" +
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+72-6=0; 7° 9z?-6z+1=0; 8° 222 -7z + 3 = 0;
g 9.°) 9z 4 34z-8 = 0; 10.°) 250z? — 452 — 1 =0; 11.°) 22° +
) + 19z 4 44 = 0; 12.9) 427~ 120z +- 675 = 0; 13.°) 22 -6z +7 =0;
14°) 222 V32z 41 =0; 15°) z*-z-5=0; 10.°) 2z*—4z 4+
+1=0; 179 22— (@ + b)z + ab = 0; 18°) z* - a* = 0; 19.9)
6z~ (3a — 2b) z—-ab = 0; 20°) z* — 2az + a* — b* = 0; 21.°) (a*-b%)z*—
-2z +1=0; 229 (@a+Wz* - [@a+b*+1] z+4(@+Db) =0;
23°) (a2-02) x2-2 (a2 + bz + (e*-b%) =0; 24.°) z? —2a%z +
(at=1Y =0; 259 z?-2az +a*=b = 0.
8. 1°) 3¢15; 29 7e7; 3° —2e6; 4°) —-8e—-2; 55 -3e-7;
6.2) % e —il;"/.o) +dot+2. 8034 VT e 3- V3 9.0)2—-"#

2 2 _—'—‘;}2 ; 109 aeb; 110 a+bea-b; 12°a + T N

7. 1) negativas; 2») sinais contrédrios, sendo positiva a de malor valor
absoluto; 3.%) sinais contrdrios, sendo negativa a de maior valor
absoluto; 4.®) positivas; 5.%) positivas; 6.%) sinais contrdrios, sendo
negativa a de maior valor absoluto.

§3. Trinémio do segundo grau. Inequagdes do
segundo grau.

ESTUDO DO TRINOMIO DO SEGUNDO GRAU

15. Defini¢io. Chama-se {rinémio do segundo grau a
n todo polinémio da forma

ax? 4+ bx + ¢ (%)

onde a, b e ¢, si0 niimeros reais, sendo o coeficiente a diferente
de zero, e x uma varidvel que pode assumir todos os valores
do campo real, ou, como se costuma dizer, uma varidvel
que pode tomar todos os valores desde — « até + « (lé-se
“de menos infinito a mais infinito”).

Ezxemplo : 32%2-10z + 3

! (* No confundir o trinmio do segundo grau com n equagfo do eegundo grau,
} é que vma igusldade (az?+bz+c=0),
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gdaker o~ T,

16. V{dor numérico. Supondo que a varidvel z assuma

sucessivamente, em ordem crescente, os valores do campoO (

real, teremos que, em correspondéneia, variari também o0
valor do trindmio az? + bz + ¢. Indicando por y o valor
numérico que o trinémio assume para um determinado valor
de z, podemos escrever :

Yy=az?4bx+¢

e dizer que y (valor do trindmio) é func@o da varidvel z.
Determinemos, por exemplo, o valor numérico do tri-

ndmio

Y = 322~ 10z 4 3
Para cada um dos seguintes valores de #: — 1, 0, & 3, |
obteremos : 2 |
para ze=l, Yy = 3(-12—10(-1) $ 3 =3 104 3 = 16

donde y§, = 16
para 2 = 0, y = 3(0)2-10(0) 4 3 = 3, donde y() = 3

1 1\? 1 3 5
ara = — = —_ — a8 - = I = —-—
p T o Y 3(2) 10('—'2)'{"3 T 543 4
5
donde y(%') = _.,.4

para z= 3, y=3.(32-10(3) $+ 3 = 27-30 33 =0
donde y3) = 0 =

3 17_. l"gaizes ou zeros. Os valores de z que anulam O
trinbmio, isto é que tornam ¥ nulo, sio’ denominados ratzes
ou zeros do trinémio. T 6bvio que essas’ rafzes sdo as rafzes
da equagio do segundo grau que se obtém igualando a zero

o trindmio, ou seja 4
ax®'+bx 4 ¢ =0

As rafzes do trinbmio do segundo grau serio também
indicadas por z’ e z".

(®) Representaglio do velor numérico do trinBmio Yy pera ¢ = —1
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No exemplo dado, 3 6 uma das rafzes do trindmio
3z% — 10z 4 3.

Lembrando o que estudamos s6bre as equagdes do segundo
grau (n.° 9), onde A = b2—4ac é o discriminante, temos que:

1. Se A >0, 2 e 2" sfio reais e desiguais;
s |
2. Se A =0, 2’ e 2 sfo reais e iguais;
3. Se A <0, nfio h4 rafzes reais, ou seja, nenhum niimero
real anulard o trin6mio.

.. 18. Decomposi¢io em fatdres do primeiro grau. Con-
Bideremos o trinémio do segundo grau

ax? 4+ bx + ¢ |

e’ Suponhamos que admita rafzes reais, isto 6, A2 0. Sejam |
T e 2' as suas rafzes. Recordemos as relagdes entre os coefi- |
cientes e as rafzes de uma equagio do segundo grau (n.c 11), onde

$f+$”=_i -P-n:——fq:'-—[—;c")
a a

I c

! g = —

T

Colocando o coeficiente @ do trinémio considerado em
evidéneia, vem :

ax2+bx—]-c=a(:c9+-£—x+%)
e, substituindo % e ﬁ- pelos valores dados acima, temos:
az? +bx $ c = a [9:2 - ('+2") x+ :r.’x”] =
= g [:c2 —-a'z —a"z + :c’a:"] =
=a[z(@-2) - (x-2)] =

=a(z-2) (z-2")
Logo, a igualdade

ax? 4+ bx + ¢ = a (x — &') (x— ") ,
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d4 a decomposigio do trinémio do segundo graw em falbres do
primeiro (rou. A

No caso particular em que 2’ = z'/, a decomposigio se
reduzird 4 forma:

ax®> 4 bx + ¢ = a (x — x')?

EXERCICIOS DE APLICACAO

1.°) Decompor em fatéres do primeiro grau o trindmio

22 —5x -3
Temos :

a = 2, b=-5 e c=-3

e, portanto, A = (-52-4X2X (-3)=25+24 =
= 49 > ( (raizes reais desiguais).

Sendo ' =3 e 2"’ = - _‘_1;_ as rafzes, a decomposi¢io
serd : & 1
222~ by ~8 = 2(:1:—3)(1-]—--2—)

ou, multiplicando por 2 o dltimo fator:
202 - 5z -~ 3 = (x—-3) (2z+1)
2.°) Decompor o trindmio
y=-4x2 4 12x -9
Memont: ai=— 43 h="19 Je'= —0 B8 A = (12)* -
—4(=4) (=9) = 144~ 144 = 0 (rafzes reais e iguais):

3 weel ;
Como z’ =z = 5 8 decomposigio serd:

1) ()

ou 2
3
Y = 4(.’8 = —é—)

3.9) Decompor, em fatbres do primeiro grau, O tri
5x% - 2x 4 8.

némio
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Como, nesse caso, &A = (-2 -4 X 5 X 8 =
= 4-160 = — 156 < 0, ndo é possivel efetuar tal decom-

posi¢do,

19. Forma candénica. It a melhor forma com que o
trinémio se apresenta para o estudo de sua variagio. Seja
0 trindmio: az? + bz + ¢

Pondo a em evidéncia, vem

b
st al gl

Somando e subtraindo & expressio entre parénteses o

o

: b2 ; o AR :
niimero 7oz © valor do trindmio ndo se altera, ¢ obtemos:

ﬂ2
. il b e W
am“+bm+c=a[m~+;—x+w e '5'—4a2:|=
~ S’
b \2 dac —b?
Crm)

u b\ b°—dac
a$2+bx+c=a[(m+2—& A e an

cujo segundo membro ¢é denominado forma candnica do
trinémio: (*)

{ . e A .
- 20, Variacio em sinal e valor (sinal do trindmio).
Consideremos o trindmio: y = az® 4+ bx + ¢

e estudemos a variacdo de seu sinal, quando 2 varidavel se
atribuem os valores do campo real desde — % até + =
Nesse estudo, como logo verificaremos, é de muita importincia
0 sinal do coeficiente @. Trés casos temos a considerar : '

1°) A > 0. Neste caso, as rafzes ' e 2/ sio reals e
desiguais e o trindmio pode ser decomposto em seus fatores
do primeiro grau:

(1) y=a@-a) (x—2")

S6bre uma reta orientada (**), representemos os valores
das rafzes o' e z”/, supondo, agora por questio de ordem, que
T s N AN

(*) Que também pode ser eserita: ¥ = @ [(.z: + E&) =

(**) Aquela em que se fixa um sentido da percirso.
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z' sempre preceda z'/, isto é, que 2’ seja um niimero menor
que 2''. Os valores de z, compreendidos entre as rafzes z’ ©
z'’, constituem o ¢nfervalo das rafzes.

mir a.'lu + 0

Os valores de = menores que ' (z < z') ou maiores que ="
(z > 2"), sio denominados externos ao intervalo das raizes €
os valores de x maiores que ' e menores que z” (z' <z < z"),
dizem-se tnfernos ao intervalo das rafzes.

Vejamos os sinais que o trindmio y passa a ter quando
T percorre 0 campo real (— o g+ o):

1. Se z for um valor externo ao intervalo das rafzes, isto é
se £ <z’ ou z > ", as diferencas
z-a e z—-z"
que constam da decomposigio (1), serdo ambas negativas
(no caso de z < 2') ou ambas positivas (no caso ‘de
z > z"), e o produto delas serd, portanto sempre positivo-
Logo, o sinal de y dependers somente do sinal do
coeficiente a, e, precisamente, terd o mesmo sinal désse
coeficiente. Ilustremos &sse resultado usando a repre=
sentagdo das rafzes s6bre a reta, onde um valor qualquer
de z serd indicado por z,

-0

=0 193- o' m!' :lb'. -+ @
|_-—--————>
1 I +
i +
para z < z' para z > z”’
y =a@-2)(@-2") y =a(z-2)z-2")
1 i e O M SR Ll
+ - + 4 om W
- = - .+ - - - . &
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—

2. Se x for um valor #nierno ao intervalo das rafzes, isto é,
' <z <z, as diferencas

z - e z—a

terfio sinais contrarios e, portanto, sendo o produto delas,
negativo, o sinal do trindmio y serd conirdrio ao sinal de a.
Da mesma forma, agora, temos:

+ CAg

[

=R z’ Za o' + =

para @’ <z <z

y =a(z - a) (x — :c.")
, Nt N, et
[ oo i B i
- = 4 1 s
= == : —

ConcrLusio: Se A > o o trindmio terd o mesmo sinal de a
para os valores de x exiernos ao tntervalo das rafzes e con-
rdrio ao sinal de @ para os valores internos.

Nora: E 6bvio que para um valor de z {gual ao das rafzes, o trindmlo
e anulg,

. 2°) A =0. Neste caso, as rafzes z’ e z'/ sdo reais e
1guais (¢’ = z'’) e ndo hé intervalo das rafzes. A decomposigio
do trinémio seré entdo:
y = a(z—a)?
Como para todo valor de z, diferente do valor das raizes,

0 quadrado da diferenca (z —2') é sempre positivo, deduzimos
que o trindmio y ters sempre o mesmo sinal de a. Na reta, temos:

e " + e
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para z &z =g

y = a (z - 2)°2

M, —

| [Foap

12 LA

= L

- = - 4

e o E 1 .
CovcLusio: Se A = 0, o trinémio terd o mesmo sinal de @
para todo valor de x diferente do valor da raiz comun.

v 50 A i
3.° A < 0.Neste caso, o trinbmio ndo tem rafzes reais.

12 para o estudo de geu sinal, devemos usar a forma candnica
do trindmio -

byl b\2 b? - dac
: “[(““%) = T]

b \2 A

ou Rl g
Y [(l_l-za) 4q2 _—J

Sendo A < 0, tem-se que — A > 0, e portanto — Tié';> 0,
‘(L"'

pelo fato de ser 4q2 sempre positivo. Da mesma forma, 0
térmo ( A y
Zrik 2a )’ por se tratar de um quadrado, nunca serd
: : y :
negativo, seja qual fér o valor de z isto é,( z él_’-) =2i0-
a

Logo, o sinal de ¥ € precisamente o mesmo sinal de &

qualquer que seja o valor atri ;
tribuido a z. Na representagdo
sbbre a reta, temos: My g

Ty -} o0

)

para qualquer valor de z

¥ [(m-l—':?%)z_qﬁ;]

a
e
i At
5 +

i
e
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Concrusio: Se A <0, o trinémio terd o mesmo sinal de a
para qualquer valor atribuido a x.

RESUMO DO LSTUDO DO SINAL DO TRINOMIO

mla ¢la mfa =
A | | Abreviagdes
%' z" mja — mesmo ginal de a
mla mla ! :
A =00 e | ¢la — contrdrio ao einal de a
xl = x!?
mfa
Pl I 2 O

EXERCICIOS DE APLICACAO

1.°) Bstudar a variagio do trinémio y = 5a* + 92— 2.
Como A =92—4 X5 X(—2)=81+40=121 >0

mla cla mla

temos : | |
xf xlf
Sendo: a = + 5 > 0, vem
o = o
! |
] 1
zl :B”
: oAy e TR " )
Determinando as rafzes, que sdo: ' = —2ex" = 5

a resposta serd: ! b
1, o sinal do trindmio ¥ é positivo

para < -2 e x > 5 (m/a);
para -2 < z < -é—, o sinal do trinémio y é negativo (c/a)-
2.°) Estudar a variagdo do sinal do trindmioy = = 322 + 2z - 5.

Temos: A=22—4><(~—3)(—5)==4—-60 =
=-56 <0 .. mla
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o Sendog = —3 < 0, segue-se que o sinal do trindmio Y
para qualquer valor atribuido g z, € negativo (mfa).

3) Estudar a variagio do sinal do trinbmio z2 — 12z 4 36.
Temos: A = 192 _ 4 X1X36 =144 - 144 =

mla mla .
=0, _
z! — xl}

Sendoa = 4 1 0, segue-se que o sinal do trindmio
Proposto sers, para qualquer valor de z, diferente de sua
raiz dupla (que é 6), positivo (m/a).

4.°) Dizer para que valores de z o trindmjo: — x? 4 7z - 10 6
I. positivo
II. negativo
III. nulo

Sendo A =72 _ 4y (-10) = 49-40=9>0
mla  clg m/la
temos e (O

Logo ;

Como as rafzes désse trin6mio 8i0: 2’ =2 ¢ g = b, 8
resposta ser4:

Lo trindmio ¢ negativo para os valores emfernos 80
Intervalo dag rafzes, isto 6 paraz<2ez>5;

IL. o brinbmio 6 pogiy, bara os valores de z internos
a0 intervalo dag rafzes, isto 6, 2 <z < 5;

ITI. o trindmio ¢ nulo para os valores de z fgual as suas
rafzes, isto Bl = 9 o alt 5.

6.) Mesmoproblemsg, anterior para o trindmio y = 2723z + 8

Sendo: A =9_g4 o _ 55 < 0 (m/a), segue-se que
qualquer valor atribuido 4 @ dé a0 trinbmio o sinal posilivo.

Matemdtica — Quarta Série o9

Daf as respostas: buid
L. o trinbmio 6 positivo para qualquer valor atribuido 6 z3

IT. o trinbmio nunca 6 negativo ;
ITL. o trindmio nunca & nulo.

21. Posi¢io de um néimero em rela_gﬁ'o gs raiz:;n%?
trindmio. Como aplicagiio do estudo do sinal de u?ado s
mio, é possivel determinar a posigio de um n&tmeraa o
relacio s rafzes de um trinbm.lo d_o segundo grau.
A>0e3z e 2 as rafzes do trindmio

y =2 a,_']:z + bx "]"' c
- no ao intervalo
Se n for, por exemplo, um niimero externo

das rafzes (vamos supor n < z') ' .

1 LS U
i indmio

Segue, pelo estudo j4 feito, que o valor numélé;gdc})oéz;;nvalor

YDpara z = n terd o mesmo sinal de a. Represen Pl e

RS RS ) qu; omg;?no sinal, isto é

Yw deve ser positivo, por serem ambos do :

a.Ymw >0

Se m fér, por exemplo, um nimero interno %0 interggﬁg
das rafzes (= <z< z'’), o valor numérico do trin mglzeyam_vo
sinal contrdrio ao de a, e, portanto, o produto déles serd negativo,
isto ¢

G.y(m)<0

ica ado

Dessa forma, 6 fcil saber a posigdo de ul;ll 3?1?;?8? galor

em relagio ao intervalo das raizeg. Bas&ad((:) oo o

Dumérico de y para = igual ao nqmerol a 010, SIAIngE D

sinal do produto désse valor numérico pg 0 t(:ama ieale g, o

tal produto fér positivo, o niimero dado egado 80 IR
das rafzes; e so for negativo, o nuimero

Infervalo das rafzes.

onsls ; —264
Iz;eterminar as posigGes respectivas dos nidmeros )
em relagfo As rafzes do trindmio:
v y = — 1222 J» 2462 ~ 120
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Temos: a = —12. Basta calcular os valores numéricos
do trindmio y para * = -2 e 2 = 4. Sio éles:

Y2y = — 12( = 2)2 + 246( - 2) — 120 = - 660
Yy = —12(4)2 4 246(4) -120= 672

Examinemos o sinal de cada um dos seguintes produtos,
para saber a posicdo dos niimeros propostos:

6.Y-2=(-12).(-660) >0.".—-2 é externo
a.ys =(-12).(+672) <0 . . 4 é interno

Nora. Pode-se, ainda, precisar melhor a posigio de um ndmero dado,
em relagio ds rafzes de um trinémio, desde que o confrontemos com ©
nfimero que representa & semi-soma dae rafzes désse trindmio e cujo valor
¢ conhecido pela relacfio

g e
—— I ——
2 2a

(fdcil de calcular, por serem conhecidos @ e b no trindmio dado).

Désse modo, se o nimero proposto foi reconhecido como externo &0
intervalo das rafzes, poderemos suber se tal ndmero ¢ menor que a menor
das rafzes (z’) ou maior que a maior das rafzes (2”'), segundo fle seja menor
ou maior que a semi-goma dessas rafzes. O mesmo confronto se poder
fazer com um ndmero interno ao intervalo das rafzes.

Para o exemplo acima, como a semi-soma das rafzes ¢ igual a
i -b - 246 41 1

T T R TR e R T
temos que o ndmero — 2 precede z' e o nimero 4, interno ao intervalo das

ralz_es, precede o ponto médio dessas rafzes (]D l) Sobre a reta, a8
posigdes désses ndmeros sio 4

1 —

' _|.-. oo

| il
- ® -2 2

22. Valor méximo e valor minimo do trinémio.
Sendo o trin6mio

y=ax+bx+c
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uma fun¢io de x, poderemos, agora, estu(_!a.r o modo com que
variam os valores numéricos désse trinémio quando z percorre
todo o campo real desde — ® até + <, realqando_ o menor
(minimo) ou o maior (méximo) dos valores assumidos pelo
frinémio.

Fssa variacio 6 estudada pela forma canbnica

bo\? A
y=ﬂ-[(9’+%‘) "Zﬁ]

que permite aprecii-la, a partir dos valores que assume

b \2 % = Xpressiao
(»‘L‘-I*z—a) ao variar de z. Para @ = =55 a exp

2 . . -
(:E + 2 ) se anula e, em correspondéncia, da forma cand
2a

nica vem : — - A
y=a[—4-&? ~ da

. . i i g mir
que é o valor ménimo ou mdzimo que 0 trinémio pode assumir,

segiindo seja a > 0 ou @ < 0. A :
= : : = dependerd de
O valor numérico expresso por ¥ da> e

A. Vamos estudar os trés casos que S€ apresentam :

PRIMBiED gAsos! A > 0ag O trinemio admite as rafzes

&’ e 2", sendo -——-——2b o valor de sua semi-soma. Quanto a0
a
coeficiente a, podemos ter: ok
1. @ > 0. Fagamos o DOrcorrer o seu campo de \grg@:})
em ordem crescente. Quando z assume v&l!or::tree e
o trinémio y assume valores de + w-g io a0 de a) e, para
terd valores negativos (de sinal contrario :

mAnimo : <0.

4a

ineir 2" o, entio
Désse valor, ¥ crescerf até x atingit T quand 5

> 7 o, 0s valores
. a + )

2 variando de

y se anula. Em seguida, A chmentel Representando essa

de y variardo de 0 a
variacio sébre a reta, temos:

= _;_2’ passaré pelo seu valor
a
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A>0 z variando de: 1 1 f
- 2! —b 7, + 0
R e
a>0 yverierd do: +0 f++4++0-—- —A——m—mm 0+++++ +°

da
(v. minimo)

_2. a < 0. Quando 2z percorre o seu campo de variagio,
o trindmio y terd uma variagio contrdria A anterior, assu-

mindo, para z = — 2—E;-, o seu valor mdzimo: ;A > 0. Sbbre
a reta, vem: k
A>0  xvariando de: —o ) =k o T
2]
a <0 y variard de: - 90 ———— 0 +++-§%+++g ______ =g

(v. mdzimo)
SEGUNDO cAs0o: A = 0. O trindmio admite as rafzes

2 =gl = — .
2a

Para a > 0, teremos y > 0 (mesmo sinal de @), e 0 ualc;}r
minimo do trinémio, visto ser A = 0, serf, para T = T

(que coincide com o valor da raiz comum): y = T 0.

Para @ <0, teremos y < 0, (mesmo sinal de a), e ©
valor mdzimo do trindémio, visto ser A = 0, serd também:

y=——=0.

40
Sobre a reta, temos, respectivamente :

A=0 z variando do: ~ o 4 iy +

z‘-z'i—«——
f 2

a>0 y variard de: + %0 + 4+ 4+ 4+ 4+ 0 +_?_+++++++w

(v. minimo)
1

A=0 z variando de: — © ey + @
F o N L p——

s <0 gy variard de: =~ 0 weme e é __?_B ____________ o0
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TeERCEIRO cAg0: A <0. O trindmio nfo admite rafzes reais.
Para a > 0, vird ¥ > 0 (mesmo sinal de a).

-b : : :
Logo, x percorrendo de — © a 7O trinémio y vird

: : A ’
de 4  ao seu valor minimo 1 > 0, crescendo em seguida

-b
até 4~ o enquanto z percorre de R até -+ .

Para a < 0, y assumird valores negativos (mesmo sinal

- A
de @) desde — » até seu wvalor mdzimo T 0 quando

percorre desde — « até :2%, decrescendo em seguida até — o

enquanto z varia de o i + .

Agora, temos a seguinte representagfo:
By I

2a
Il
>0 yvariarg de: +0 ++++++++A ++++FHHEE

A <o z variando de: - ®

40 .
(v. ménimo)

A <0 g variando de: - @ ..—_b_ + o
s
e <0 -A ks
 variard de: — B —mm—m—Sme—ses———mse TR TS
da
(v. mdzimo)
RESUMO DA VARIAGAO DO TRINOMIO
-b
% = Za s
= 7
a>0 N =4 T
(v. minimo) y |+ = 3 i /
-A N
a<0 A Sale
(v. mdzimo) ] il b da N

sume valores cres=

Nora. — A flecha  Indica que o trindmlo as lores decrescentes.

centes o a flecha Indica que o trinémio assume Vi
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EXERCICIOS DE APLICACAO

Estudar a variacdio dos seguintes trindmios:
1.°) y = 2x2—12x + 1.

Temos: a = 2 > 0 (portanto y assume valor minimo)-

b=-12
c=1
A=0b%-4dac=144-8 =136 > 0
-b 12 2 e 4
Logo, para z = Gy T 3,0 trindmio y passar
por um valor minimo, dado por
-~ A - 136
“ 40 8 515, Al

Podemos ainda dizer que, quando z cresce de — ®
a 3, y decresce de + « a — 17, e quando « cresce de 3 3

+ w0, y cresce de =17 a + o,
2°) y=-2* | 82~ 16
Temos: @ = ~1 < 0 (portanto y assume valor md-

ximo).
b= 8
c=-16
A= b2-4dac=64-64=0
Logo, para :_E — -8

G S i 4, o trinémio y passard

por um valor mdximo igual a y = :4-é = — =
a —
3°) y=3x2-x+35
Temos: @ =3 > 0 (portanto y assume valor minimo)
b=—1
c=25
A=b-4ac=1-60=-59 <0

o
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Logo, para 2 = —E;ii- = —(13—, o trindmio y passard por

-5 _59_,1
um valor minimo igual & y = == = 153 = * 13

Nora: Ver no Apéndice, pfg. 213, o estudo das Represenlagies grdficas;
sistemas de coordenadas cartesianas.

INEQUAGOES DO SEGUNDO GRAU

23. Defini¢iio. Chama-se inequagao do segundo g(liau! (;:on;
uma inc6gnita z, a téda inequagio que pode ser reduzida
uma s ;

das formas e B a0

az?+bz+ec<0
onde o primeiro membro é um trindmio do segundo grau em
z (logo as 0). .

24, Resolucio. Decorre da defini¢iio que, a ngi;c.ggg
de uma inequagiio do segundo grau reduz-se ac:s c():ls:.r (:r Gres
sinal do trindmio (n.° 20), pois, procuramos, a0 r:e Yok e
inequagdes, determinar quais 08 valores de ((111 iy
primeiro membro positive- ou negativo. Vald epm ek 1o
estudo, portanto, do valor de Aedo sma[ c}e a eulrluir
do segundo grau, cOMO veremos nos exercicios & Seatiit:

Exemplos de resolugio. i
1.°) Resolver a inequagiio: 4x% —3x = T 0.'
Precisamos determinar os valores de 2z que;) étorrémn;sg

primeiro membro positive. Como @& = 4 >0, tall,;;les 1:11c n:pque

livo segue-se que procuramos determinar 0s va e

acarrctem ao trinémio do primeiro membro 0 me:sma.

Logo, para facilitar a resolugio, podemos escrever:

472 -3z -1 > 0 (m/a)

Sendo A = 9+ 16 = 25 > 0, vem .
mla cla mla -+ =

e SR g e e T

7 mf’
o x
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e a solugfio é c_Onstituida. pelos valores de z externos ao intervalo
das rafzes, pois ésses valores ddo ao trinémio o sinal positive

(m/g).' Determinando as rafzes 2’ = — —i— e z'’ = 1, a resposts
gera .

1 solugiio | solugio
< —— L ey
4 }1 [
z>1 = 1
4

2.°) Resolver a inequacio:

x2 -1 242 - 5
-2(3 >3
M. m. c:6 3 Wt 1) +

2(z% - 1) - 12(3z+ 1) > 18 4- 3(222 - 5)
202 -2-36z—-12 > 18 4 622 - 15
—422-36z-17 > 0

Multiplicando ambos 0s membros por — 1. a inequagdo
muda de sentido (*) A : G

e, portanto, temos 422 4 36 + 17 < 0.
Como g =4 >0 (positivo) e procuramos os valores de z
que tornam o primeiro membro negalivo, podemos escrever
4z + 36z + 17 < 0 (c/a)
Sendo A =362-272 = 1296272 = 1024 > 0,
vem mla  cla  mla ) R

ou ] [
i z’ 2"

x!

{sto €, os Va'lores que interessam trindémio em estudo sdo 08
tnternos ao intervalo das rafzes. Determinando as rafzes:

g =86 V1024 -36 - 32 5 A0Ee el
£ e 8 8 2

w,,=—36+171024= - 36 1 32 4 1
8 8 o S R}

(*) Propriedades das desigualdades - Vi { inasial, & i
aay o pmadades du er Malemdtica, Curso Ginasial, 2.0 Série
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temos a solugdo: solugfio
— —
1 1 | [
8> <z<-= 1 1
2 2 =t ~g

3.°) Resolver a inequagfio: §22-2x + 5 < 0.
Temos: a = 5 > 0 e os valores de z procurados deve se
tornar o primeiro membro negativo. Logo:
5x2 -2z 45 <0 (c/a)

Sendo A=4-100 =-96 <0, vem
mla ou e B 17

isto é, qualquer valor atribuido a « torna o trindmio positivo.
Como os valores de z que interessam ao trinémio sdo os que
0 tornam negativo (c/a), concluimos que a inequagfo proposta
ndo admite solucdo.
OpservagXo. Se, ao Invés, tlvéssemos a Inequagfo;
5zi—-2z +5>0 (mla)

a0 trindmio o mesmo sinal dea, Isto é,
lguer valor atribuido a =, desde

qualquer valor atribuido a z darla
positivo. Logo, n solugdo serla qua
=~ o atf + o,

4.9 Resolver a inequagfo: —a® + 8x—16 < 0.
Multiplicando ambos os membros por — 1, vem:
22—-8z -+ 16 > 0 (m/a)

Como A = 64—64 = 0 (m/a), segue-se que & solucdo 6
constituida por qualquer valor de x diferente do valor da raiz

comum (4 no caso), isto é z# 4.
P - —16 < 0 (que se 1& “‘menor
OpsErvacio. Se tlvéssemos: —2z' +8z-16 §
ou lgﬂ&]'e x‘:l\1 zeSo) a solugfio deveria constar dos valores de ? que Lt;or;wa.'nioc:
trindmio negativo e mais os que 0 anulam, lsto 6, as suas ratzes. LOE
luglio serla qualquer valor de o.

25. Inequagdes cuja res

inequacfo do segundo grau.
nos exemplos que peguem:

olu¢io reduz-se a de uma
Tstudaremos os diversos l:pos
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Primeiro exemplo.
Resolver a inequacio
x+2 Jx—
e 2 1
x-1 " x+3

Transpondo o segundo membro:

(1)

-2 3z —1
vy e i <0 (m.m. c.=(x—l).(x+3))
donde
(z43) (@+2)-(xz-1) 3z-1) <0
(z-1) (z+3)
2 x% 4 5z + 6 — 322 4 42 - 1 0
2?24 2z-3 B
ou ainda: —2$2+9$+5 o
22422 -3 =

e, multiplicando ambos os membros por —1 (no primeiro
membro, sé gfetarzi 0 numerador, onde justamente interessa
a troca do sinal do coeficiente @), temos :

202 -9z -5
S >0 (2)
224 2z-3

Essa ineq_uagiio ¢ resolvida estudando os sinais dos tri-
némloq que figuram, respectivamente, no numerador e no
denominador, e que permitem determinar os valores de x que
torna:mA 0 seu quocienle positivo. Temos, assim, que estudar
08 trinomios ;

Yy =2z*-9z-5 e yz2 =2z +2x-3
de A1 =81+40=121>0 oA;=4 +12=16>0
A M it sl - dom Wk

e Sa O
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onde 2, e s sio as rafzes de yi; s e xy as rafzes de ya:

?p=9-11_ 1 L
e A i BT 4 2| -2+V16
" P e 9 + 11 2= A
20 = 1 =5 Ty =

Dispondo essas rafzes segundo o seu valor erescente, vem :
-1
-3, 5t I, 5

A variagio que sofre a inequagdio proposta a0 va:;:ar de
pode ser apreciada rapidamente no seguinte quadro(*) :

————

O e SR o el +5—+
L [ ot +
Ya -+ I - : - -+ } ar
L i
n 1 1 I .. 1 +
s | T G e S !

(1) é a mesma solugdo

A a i i0 proposta
solugdo da inequagio prop s

de sua equivalente (2), isto 6, a constituida pelos e
que torgam 0 quoci,ente dos trindmios y1 € Y2z posiiio.
Observando o quadro construido, concluimos que fsse quo-
Clente é positivo para os seguintes valores de ©:

<=8
2 =t il

T b

que constituem a solugdo da inequagio dada.

Segundo exemplo.

Resolver a inequagfo
(x2—7x + 12) (32 —x + 5) <0

ndo se referem ds rafzes

(* A separaclio dos intervalos ¢ feita por tragos fortes qua
do respeotive trinBmio.
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Chamemos
Yy =22 -7z 4 12 e yY*=3x%-z+5 §
A =49-48=1>0 A2 = 1-60 = -59 < 0 (m/a)
e o £ = i =i o
1 l l l
Z1 T2
fz =3 ndo hd rafzes reais ;
conde.;;-..{x2 2
e o quadro correspondente sers :
z |- +3 +4— 4+ =
n + = + f
v A A T
Y1 . Ys -+ f. 3 E o
1 1
Solugso: I3<z<4
Terceiro exemplo.
Resolver a in q x% —
equagio x<—9 5.0

2x 41

Temos :
Yyr =22 ~ 9 e y2 = 2z 4 1 (bindmio linear) (*)
A =81>0 1
<& i 4, FRIZE = ==
t ’ | + 2
N T2 - ¢

Ty = - 3
Onde“n{x2 - 43 1

; (*) Binbuwio linear - Vor Matomdtica, Cursn Ginagial, 2.0 Sérls, pég. 140, do mesmo
autor.
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O quadro relativo a essa inequacfio é:

1
@ - ® -3 = +3 + «
1 =] =) l = Ay
Us = i = ot Qe
! {
Y1
W | B e
1 i 1
I
Solugio SRRTIOAT 2
£>3

EXERCICIOS SOBRE ¢ TRINOMIO DO SEGUNDO GRAU

Valor numérico do trindmio
1. Caleular o valor numérico do trindémlo y = -2z 4- o 4 3, para os

1
seguintes valores de z: -1, 2, 5, 0.
1

221
2. Caloular o valor numérico do trinémlo y = = -+ 33 - 5 bara os

1
seguintes valores de 2: 2, - 5, 0, 3.

Decomposigio em fatéres do primeiro grau
3. Decompor, em fatfres do primelro grau, os seguintes trindmlos :

#1.9) y = 3z - 21z + 36
2.9 9= -2} 918
3.9 y = 271~ 12¢ 4 18
<49) 3= 212 4+ 3t-2

< B°) y = z?-32-10

89 y=2z-1
9.9 y=1227-17z + 6
10.°) z = 418 —12¢
J11e) y = 23—z + 4
120°) y=a! -1
130 y=m!+1
14_‘) Y= b’ - 28
159) y = 22 ~ (m -+ n)s + mn

1
._'ﬂ.l) y-iwlw'u.—ﬁ-
16-') y mgl = zal’+a|_.bl

3
7°) g o= —pl - To-12
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Sinal do trinémio
4. Estudar a variagio do sinal dos seguintes trindémios :

26.0) y = — 3224 122
270°) y =152 — 2 - 6

1°) y=2'-5z 4+ 6
42°) y=-3z2 -z 42
<89 y= 42 +4+1 .

4°) y==-222 42z - 4

5°) y= z' =25 #90°) y= m? —6m+7

¢10°) y = 42 — 3z 48
Determinar os valores de z para os quals os trin6mios abaixo siio,
respectivamente, positivo, negative e nulo:
1°) y =2*-6z + 8 39 y=-222+6
2°) y==-3z224+z-6 4°) y = z*~8z + 16
5.°) y = 3x?- 9z

-2
+89) y = e =

Posicdo de um nimero em relagio ds raizes

Verificar a posicio dos ndmeros -1 e 10 em relagio ds rafzes do
trinémio : y = z*- 30z + 270

Verificar a posigio dos ntimeros -5 e 8 em relagiio ds rafzes do
trindmio : i = 22% - 64z + 480

Verificar a posigio dos ntimeros 5 e 9 em relagiio ds rafzes do trinmio :
y =z*—10z + 16

Valor mfximo e valor minimo de um trinémio

Estudar a variacio dos seguintes trindmios :

19 y =221 43z -2 49) y=—2'+6z - 9
20°) y =-2*+8z - 12 5°) y = 5z3 - 10z -
3°) y =23z - 246 6.°) y=—2* -+ 36

7.9 y=2z" - bz +4 2

—gt i
Sar= s= ok @ s

Nora; Outros ezercicios sbbre trinémio do segundo grau na pig. 231.

10.

Inequagdes do segundo grau

Resolver as seguintes Inequagdes :
1) o' - T7z4+10>0 k3a) -
208) —g? 482~ 7>0 ‘4.8

722 +z4+6>0
3z27-2+4+8<0

70y = Bt = 4510 € 0
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") 2! 4 16z - 80 < 0 5 £ 30
6.,) 922 - 30z 4-25>0 24.7) 4z 4+ 1) < T

25.%) (2 3::)’ br<-3-(2x-1)*
26‘) < 3- (.1:-!-1)6 (z - 3)
27.%) lﬁ:c’ >0

28°) —4z?4-3z+82 8

20.%) i(z-l)t—iz <1—(z+1)
— 5246

8% 21— ¢z4+ 9<0
98 2x2- Bz 8>0
104 -z'4 z - 820
118) 422 4 22 - 3<0
125) 277 - 122 418 > 0
138) —z? 410z - 25 >0
140 322 - 122 <0

15.8) bz2— 1 >0 30.) : <0
16.2) 3z2-30 > b1 + 2z° +2 et
3x2 . z
1 5% <o w1535
18.%) 4z + (z + 2)! > 42(z + 2) 329) - b 2z1 >3
19.5) 3(z-1) -6z > 2 -2z(z—3) z -1 +
20.%) 5x?—7z > 1 - 3x? 33__) =25 _
21" (1-32)2 < 3z -+ 1)?-8 -6
225 (2z-1)3—42? > 2*-4x + 8 rd4
34. >0
231) (z—1)2=130 > - (z + 1)? )'zxn TREG
35.0) (z® + 2z —3) (32— 4z + 8) <0
36.) (-2 + 6z -5) (427 - bz + 1) (&'-4z +4) >0
< bz 44 W @-5 @ -T72+6)
37)'__"33 5 >0 30.%) O >0
wi e ) o =0zt t22-4
38.) =TS0 00) Feree 20
REsrosTas :
1 0; -3;+3;+3.
g 49 -1 <=1 20

(3 e E
3. 1.9)3(z—4)(z~3);29-(@—8) (z—3);3°) 2z~ 3)*;4) (t +2) (2t-1);
55 (6-5) (o +2); 65 5y (z=3+ VID) (4z=3-V2D); 79

) a =3): 10»)
—(@-3) @-4); 8 (z+1 (e=1); 99 Bz-2) (z j
44(¢ - 3) ; 11.8) nfio é possfvel ; 125) (a + 1) (@ - 1);13#) Impossivel;
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4,

o

A T A

10.

Osvaldo Sangiorgi
———  Usvaldo

145 (b + 5) (b-5); 15
(2-a?-py),

L) plr<2ea> 3, positivo ¢ p|2 < 5 < 3, negatlvo ;
2)pl-1<z <2

3 positivos pfz < —1 ¢ z > —g-, negativo ;
3.0) 8empre positive plt = -—;—; 4.°) sempre negativo ;
6%) plz < -5 ¢ 4 > 8, positivo & p/ -5 < < 5, negativo;
65 20 <2 <4 Posltivo e plz <0 g 5 > 4, negativo ;
7 piz < —% 03> -327, positlvo o pl--% <3< —:i, negatlvo ;
82) p-12 <4 < 4 12, positivo ¢ p/y < =12 o ¢ > 12, negativo;

9%) pim <8-V2 am> 34+ V2, positivo ep/3-12 < m <
< 34 13, negativo ;

10.1) sempre positivo,
- 1% positive Pla<20p> 4;

== 2

823=4; 29 ¢ trindmio ¢ s:rf]ﬁgv:egt%vj;m G oo

3.5 postive ol - ﬁ)i_< 8 < 4'?7; negativo p/p < ~ V8 ea> V3
e nulo pfg m - 13 ¢ 5 o 13. 49 Positivo p| qualquer valor de

® % 4; nenhum valor e nulo p/g =4, 52) posltivo p/z <0 o
% > 3; negativo PI0<z <3, nulo ply = 2 =3,

=1 externo ¢ 10 Interno ;

-8 e 8, ambog externos ;
B Interno ¢ 8 externo ;

1% p/z = =075, y = -{3, 125 (v, minimo); 2.9) p/z = 4, y =4 (v.
méximg) ; 3.°) plz = U= 5-:—.- (v. minimo) ; 4°) plz =3,y = 0
(v- m-éxlmo); 5.‘) pjx = 1’ Y =5_5 (v. m-(ulmo); 6.‘) p/z i 0'

¥ = 36 (v. mﬁximo); 7.8 = ey r B
plr = 2, y=12 (v. lnﬁx)ing;: a v ] (v. mfnlmo), 8.2)

1"”<2’*>5i2-")1<m<7;3.=) *———78 <z<1; 4% nio

221 8.5 ndo admite solyes, «

; 980 ; 9.8) qualquer valor de z; 105) ngo
admite soluggo; 112) qq. valor Je x; 12.“)qz #3; 13.9) nao 9-3"3“'3
solugfio ; 142) 0 < < 4; 158 4 g - J

. 17a 2 =
8>9; 173 0<-<-9—. 182) g g, 195) 5 < _21’ 258

ol

23 -.%5—16.'):5<-—9.

*) @-m) (a-n); 165 (@ - a 4+ b9

L&

—
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2 *) Nfo admite solugfio;
20.‘)w<—-é—,m>1;21.')m33, 22.5)

22 >0'25‘)—§-<:v<1;
23‘)x<—8,z>8;24.‘);<—-7—,:1: ) 26°) 33
z

3
S oz S 28% 0<z<2;209)
201) —b.< v 4 5; BN E Q=op @2y )-5_\#13 <z4<..2
o o < 3: 318)———m L
nfio admite solugio; 30°) 2 <z H 2 e
6 ]

— A
5+ Vi3 L LV e
2

]- = 3 32.“)ﬂ:<—'—, ﬁ
<x< H 2
= 3 x ﬂ.7<1;
z>1'33.‘)x< 5,2<2<5;34.‘)z>—4, 35-) 3<
36" -—-' <z<5' 3].")2:(—4; 1<$<4,$>:;38-‘)z#3,
') 4 H

392) 1 <z <56 x>6; 40 ndo admite solugiio.

ivei au.
§4. Equacdes redutiveis ao segundo gr
Aplicag¢des.
i iai des
26. Generalidades. Existem tipos especiais de equag

i zes podem ser
de grau superior a0 segundo, e outras, cujas rafzes p

es do segundo grau.
3 nte equacdes =
determin das resolvendo bbr_ne e
Dmrencu])sa a seguir, alguns tipos dos mais u
t)

| EQUACOES BIQUADRADAS

L dda
do biquadradas a td
‘ inicdo. Chama-se equagao incégnita
o 2?‘ c? ef“:ri?)ograu, cujos térmos contenhlima: equagoes :
8(? uagr?o - qum oentes pares. Assim, por exezmp S, iy
mmeco;n85?32+4=0’ 3¢t — 2512~ 1
z* — ba? <
880 biguadradas. io biqua-
"2; Resolucio. A forma geral de uma equagao biq
<«b. IResoluc¢ao.

drada completa é: axt+ ba?+ec=0

te i o, pondo
m i de zero e positivo. Nesta equag l, ;
o 2 : (y 6 chamada incdgnile auzssar

254 = y

temos gt = y?
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¢, substituindg Esses valores na equacio biquadrads acima, vem:
; 62+ by +¢c=0
que € denominggy °quagio resolyente (g equagiio biquadrada.
equacio resolvente nog dé:

€ sendo 22 = deduzimog 5 =Yy, e portanto :

@ da equacio biguadrada.
S Dossiveis, os sinais -+
quatro.y o .2 quando possiyel 5 equagio,
sina; alm:e? de z, dojs @ dois i{guqgye em valor absoluto e de
zsbcontmrzos, que R o
€quagio blqu&drada; aizes z;, z, T3, Z4

S S e

.—-_-_-___-_'_'-
gy el T3 =4 /=0~ Vb2-dac

2a %8 ]
e
Ty = ~ -\*LE?_@ \/Tg‘:—\,—m
oy T e
a

29. Dj ~
admitq dua?l::?:e: fae flzes. Sogunds & equagfio resolvente
biquadrada admitirg Pavas, umg U nenhuma, g equagio
absoluto ¢ e Sinage o LL4r0 ragzes (duas a dygg iguais em valor
S IS contrdriog Ou duyagg (iguais em valor absoluto

0
rafzes dy Savaie biqugd?;e?czlkuma: Portanto, a natureza das
dag Permanéneig, (neo 14) Ia oqe depender fonsanacies o

& equacio resolvente,

Resolyer EXERCICIOS DE APLICACAQ

48 Seguip ;
L) xt_ 5.2 +L’4 L_tzs €quacses biquadradas :
Temos dypq varig

TOM i s s des
tujo dlscnmma.nte é goBit?‘;oportéanto, a e

o

t equagio resolvente,
» Bdmite paiyag Dositivag; ¢ g
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iti reais
€quagio biquadrada proposta admitird dqua!_ro ism(f;ilstrziriosf
duas a duas iguais em valor absoluto e de sina

De fato; — —
,‘(."__16 5:& 9 = \/':)
mzi\/Si\;o =:t‘\/‘_2“'_ ar D)
donde 53

=4 :) - 1
ZI=+J‘);—-3=+2 $3=+ 2 +
5

T TRt

€ as rafzes sio: + 2 e + 1.
2%) 314 -2512-18 =0
Temos agora :

"—_—'—""":' W
) i\/zs + V625216 _ i\/?oﬂ:ﬁ\/&tl s i\/za_
= 6

(uma variagfio e uma permanénecia)

6

]

+ 3

t1=+\/25-é_29= + V9

n= - JBER .y

i indrl
lg. = 25 - 29 s +‘\/__ E' (imagindria)
6 3
25 — 29 2
lg = — J 6 =8 J— 3 (Imagindria)

{(duas permanéncias)

38 2xt 432+ 1 =0

Temos: POt IRF -
e * J:S_.i_l (Imagindria)
b D z

Logo, ndo hd rafzes reais.
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Onmnvaqio_. O mesmo método aplicad
blquadradag permite resolyer, tembém, todag
elementares (%), isto &, as equagdes do tipo:

az®® - hph L o =

onde n significa um ndmero intefy >
Bt 1ero Intelro absoluto, S

0 na resolugiio das equagGea
48 outras eguagdes trindmias

n = 2, obtém-se a equacfio

EQUACOES IRRACIONAIS

contgga%‘ﬁg?’cﬂo' bUmté}dequag:Io diz-se ¢rracional quando
: 2 14a submetida a radicigegg sujei 0 te
fracion4rio, Exemplos : M

L “2x+12=x-_6
e =384+ Vr2-5z 1 ¢
p

3 o
e
A\ 5 T A g
/é-‘fei%;-trl{es; lugdo. A resolugiio de uma equagiio irracional
conhecidaan;gif?ndo'z uma equagiio racional de resolucio
i 1550, € necessirig ele ; ros. da
€quagio irraciong] i levar os dois membros,

rificar quais as rafzes, caso
.8 equacio dada., Fgsta verificacio é
obtida ¢ equivalente 3 dadg

e fato, no casg de uma e

. uagio irraej 1
quadriticas, por_exemplo, quacio irracional conter raizes

com efeito, que, se ¢

da equaggo: evarmos ao quadrado os dois membros
Al

obteremog A2 o §2

ou seja A2_p

"= +B)4-p

¢40 que, algm g ‘ A
© da equagao 4 o [y 9% €IUagH0 4 < B,

(®) Ver Element; 44 Algebra, g U. Amarp
: | I

que 6 uma equy
adxmte a8 raize
-__—_—-——___

F, Exniquzg, pég. 167,

e il -

=_U
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32. Tipos diversos. Bstudaremos, a seguir, 0s tlp(és
mais importantes de equagdes irmc!onms d(: cqeflclentes numé-
ricos e que se apresentam com mais freqiiéneia.

RLL : : Ao D “ 3 6
I) Resolver a equagio irracional: V2x + 12 = x—6
Elevando ambos os membros ao quadrado, obtemos:
2+ 12 = 22— 12z -+ 36
e dai a equacdo do segundo grau:
z2—14x+24 =0
i Y "=
cujas rafzes sfio: ' = 12 e z '2. : N e
Dessas raizes, somente a primeira satisfaz a equagio dada,

. v2(12) + 12 =12-6
pois, para z = 12, temos{ou e -6

enquanto
Para z =2, vem V2(2)+12 =2-6

Nota: Nfo estames resclvendo a equagfio — Vo + 12 =a2-6
que equivale a equagio: V2z + 12 = 6-z

II) Resolver a equagdo: x = 3 + Va2-5x+ 6

Isolando o radical, obtemos:

-3 = Va®-52+6
Elevando ambos os membros ao quadrado, vem:
22—6x4-9=22-5z+6 Bl

equacio do primeiro grau:

donde, simplificando, temos a
-z = -3
ou T = 8

i »io irracional dada.
que é a raiz da equagio irraciona
IIT) Resolver a equagio: Val-3x—-3-x+6=x-3

Isolando o radical, temos:
V3-8 = 259
Elevando ambos 0s membros ao quadrado, vem:
z?—3x — 3 = 422 - 36z + 81
donde 22— 1lz + 28 = 0
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cujas rafzes sio: g/ — Teg” =4, Substituindo éstes valores
3 equagdo dada, verificamos que o tnico valor que a satisfaz

» que fica sendo sua raiz. O outro valor z" =46, a0 invés,
raiz da equagiio:

sETE=E L ig Ly
IV) Resolver a equagio: V?!r_—_]—— ¢ =4-+{2_;
Elevando os dois membros ao quadrado :
22+4+7=16-8V2—% 4 2 _ ,
0 radical e reduzindo os térmos semelhantes,
82 - 11 = -~ gvV3—3
Elevando novamente ao quadrado, vem :
9z% — 66z + 121 = 64 2-2)
ou 922 — 66z + 121 = 128 — 64z
L 922-22-7 =0

Isolando
temog :

Cujas rafzes sio: 2/ — lea” =
& equagdo irracional dada,

V) Resolver a equacio: V x +Ve—71 = V'2g:-3.

No primeiro membro, temos um radical duplo, Elevando
20 quadrado ambos og membros, vem :

7t e
T g Que satisfazem, ambas,

z+Ve—1 = 2x-3
Isolando dical
O radicg, ,‘[5:—1—= z—3
e elevando ao quadrado novamente, temog :

T—1=22_¢; +9
T2=77 4 10 = 0

cujas rafzes sfio: 2’ 5e g
satisfaz a equacio dada ¢ 4

ou

= 2. Destas r.
» POIS, a outra (2) g

Vo-Vosi o vy

aizes a tnicg que
atisfaz a equagio:
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3 3
VI) Resolver a equagio: 2 Vdx—1 = V2x + ?
Elevando ambos os membros ao cubo, obtemos:
SUz—1)=22+7
= 7
ou 32z-8 =2z +
aadba 1,
$:3000 2
que € a solugiio da equagio irracional proposta.
4

- 30z =15.".x

3
q0: -V7x-6 = 2.
VII) Resolver a equagio: \/17 7x—6 g oo
Elevando ambos os membros & quarta poténcia,

3
3

ou —V72-6 =-1
Elevando, agora, ao cubo, temos:

- (7z-6) = -1

ou Y2 =7, .zx=1

P i ta.
que € a raiz da equagdo irracional propos irracionais diferentes
equagdes irraciona :

0 i ara a resolugio de sFros s, recorrendo
dos tiof: ];m:':s?e‘::)t;ldcz ¢ necessdrio usar de artif fmgﬁ gzp:;c,l[;lzq{r a equagio
na mn.lijorin I(;as vézes, o inc6gnitas auxiliares, a fim de
& um tipo conhecido Exemplo:

Resolver a equagiio ;

HV(:v~1)’ ‘4"’3“1 )

: i 5 ard
T do a substituigio y = Vz—1 a equagio dada se transform
azen v
yr—dy +3 =0 £ v
en} f o ' =3 e y’ = 1. As rafzes da eql.léu;‘no proposta serfio,
gmgi:r::?aéeg ga.a duas equagdes de tipos conhecidos

3
3
Vz—-1 =3 Vz-1 =1
88 quais admitem, respectivamente, as rafzes : !
z =28 e z =

que satlsfazem a equagfo Irracional proposta.
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TRANSFORMACAO DAS EXPRESSOES DA FORMA
Va4t VB
33. Generalidades. 1 de importincia no cdleulo de
expressdes irracionais, que envolvem radicais duplos da forma

VA4 + VB (*), transformd-las na soma ou diferen¢a de dois
radicais simples. Nestas condi¢des, partamos da igualdade:

N AT oz vy

Elevando ambos os membros ao quadrado, vem

A+ VB =z + 2Vay 4+ y
ou Aim=m+yi\fu4§_?j
Esta igualdade é verificada sémente no caso em que:
{A =z+y
B = 4xy

Elevando A ao quadrado e subtraindo B do resultado
temos:

A*—B = 22 4+ 20y + 42 —4dzy = 22 - 22y + 12 = (z —y)?

e portanto z—y = V A2 — B
Obtemos, assim o sistema {m i

x—y=VA2-B

cuja resolugiio nos di z e y, isto

Sl A+ VA2-B y y_A—’\’Az—-B
2 T

Temos, assim, a igualdade procurada, :

JAin:Jﬁ_“‘.‘_‘;:&ii\/A'VT“B
2

(*) Estamos supondo (A + ‘rfi_)‘) 0, com B> 0,
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i p ara os radicais Jz e
I} preciso observar, porém, que par

; : aclonais
y serem simples ¢ necessirio f-lucEﬂ’ eﬂi ;elt;nsgr racio-

positivos e portanto também z — Y. 5 P No caso de 42— B

nal, basta A2 — B ser quadrado perjetéd- 50 nio ¢ vantajosa,

nio ser quadrado perfeito, & tF“'TSfDJm{;GZ e lport:mto, Uma

pois, acabard dando dois radicals dup f)t,a :

expressio mais complicada que 2 proposta.

LOgO s £
il na soma

A transformagio da expressao v A+ i\’? W

ou diferenga de dots radicais simples é possive

caso de A% — B ser um quadrado perfeito.

EXERCICIOS DE APLICACAO
—_—
1.°) Transformar Vg + Voo

A =38
Temos: { Iiz & (19 _ 04 — 60 = 4 (quadrado perfeito)

R e e
VirTE =B

ou ‘\!m =.\I—5"+\"3

Logo:

2.0 Transformar Vve-2V5

Temos:

A =6 [ A LR
B—4><5==20(2\!—5==w14><5 ‘1.20)
A2 £ B 36— 20 = 16 (quadrado perfeito)

Logo — [o+4_|6=%
& V6-2V5 =43 2

£ d5-2vp =15 -1
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3.° Transformar V5 4+ V3~

4 =5
Temos: B =3

42 - B = 95-3 = 99 (nfio é quadrado perfeito)

Neste caso, a transformacio 6 desaconselhdvel, pois,
teriamos ;
— TR e 5 _ Voo
T ___\/5—[—;22 +\/5 ;/22

isto ¢, dois radicais duplos ao invés de um.

—_—
4.°) Transformar Ve +3-V12a

4d =q43
B = 12q
demos e, = Bi=ia 4+ 82 —198 = a3 & g5 0195 =
=a?—6a 4 9 = (@ —3)? (quadrado perfeito)
Logo :

IRy gy po— e e
Vo3 - [LETFGTY_ (FiaTs

-—_—__'.-=__—— ——— —
ou \la+3—\112a=\fa—~’3

EXERCICIOS SORRE EQUACOES REDUT

IVEIS A EQUACOES
DO SEGUNDO GRAU E SOBRE R

ADICAIS DUPLOS

Equagcaes biquadradas

1. Resolyer ag segulntes equagtes biquadradasg ;
+18) b~ Byr +4=0
2.8) g4 13,1 +36 =9
3.2) ~ 2zt 4 822 1 g =0
4.5) zf_ 182 481 =0
5.5) z4—24z1 _ 25 =

6.0) 4pt — 37,3 +9 =0

72) zi_gm +14 =9

82) Bzt~ gt — 1 =0

9.5) 2z¢ - Gzt ~ 108 = 0

10.8) — A8~ 232 4- 6 =
115) 243442 4225 = 0
12.9) ze_ 1952 + 48 =0
13.9) 3z¢— 2222 45 = 0

14.5) g4 10z2 +9=0

15.8) 24— 902 + 64 =0
162) 20-271 4.1 = g

17.8) (423 - 1) (g + 1) =26
18.8) (21 - 1) 4 (g0 - 3)' = 20
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2 47 24.3) ¢~ (902 + Dz? + 9a* = 0
19.%) 252 4 _51x= i T AL (1 Ban et
a o
20.%) 3azt - (9a? 4+ 1)z* +3a = 0 26.8) zt—3(a? + b)z? + Yatb? = 0
225 97.4) a%bizt~(at +b4z? +abt =0
21 4z 4 01 = =

28.9) zt + dabz®—(a*-0*)* =0
20.8) z¢-2(a+b) z* + (a+b)* =0

a+2 =1
2z +2

228 (z-1)(z +2) (x—4) (x +3)
+ 10z = 274 {

o 19224-2z-1 10z -2z +
%) 2047z +1 dz-4z*+5

a
802 st

FEquagdes irracionais
2. Resolver as seguintes equagdes irraclonais:

1) Yz =5 .62 5Vz =2(@+1
i = el =
2.-; Vor =4 v7s) Vz-13 =2 X
38) Vi =20-z r8s) 3 \'29»: =jx—_1~:c
L 48) g 243 =15 *99) —_\I_Zu_:; = =
53 Vz =21-2 *10#) V18 -2z =
115 6 Vaz + 13 -7V 5z-9 =0
Y128 2V 6z-1 =3 V3z-2
r132) Vizz +72-2 =z 2
~145%) bz — -2 = 5x—6
158) 8z ~1 =05 Va? -4z —3
+168) Viz +1 - V3z—-2 =1
#1758 Vbz +6 =2+ Voz—6
~188) Viez -7 =4 Vo +7 -7
195 3Vz +3 =2Vz-12 + 5 \f:c-.—_Qf
+208) V10z -1 - V2z-1'="V1 + 3z
<219 V5 + VI 55 =3
e Vi—z Va1 =z-1

23.5) 3\/1——;- = Vl-g
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21 — vy 5 vz
"24.“ T e ¥
) Vaz 2 21—z

- 251) :x+4—w!:-4—vx+11 +Vz-1 =0
=262 Vaio1 = Vg
4

3
21 V5 2y =

~28%) 3a-2 = VEai= g
“0) etz Vbog = Vo T

=308 Yo F7m — Ngop o Ptm-n
v

—_——

z-+m

Radicais duplos

3. Transformar, na soma ou difere

radicais duplos : nea de radicals simples, os seguintes

1) V7 4+ V3 122) V5 - 2vg
+
2.0 = 3
,, ) V5 \f_E_I ‘ 13°) V28 + 10v3
39 Vit V7 149V 4 - 2v3
‘a9 V13t Vs 159V 6 - 2V5
1 I ———— e
59V 7 - vao 16.0),\/5 2
69 Vo +2vs ) {5
79 V8 + via - 17.0) ,\/‘3 LT
N P 3 3 ;
82) Vo - viy el L
G, L ST,
00 VTV i R T
109 VI = 75 ~ 19.9) \(—;_- Va=1
119 V10 + vig 20.9) 4/ b
REsposras ¢ : g
L1y £2, +1; 29 &
» ’ . :!:3, b o 4
£2; 80 +3; 4% +3; 5% +5;

S
82 1_2%;9.-) +3;108)

) +4, 4 A7, 138) +3; 149 41,

62) +3, + 1. 7. 2, + V7
) + 3, :i:E, 7.9 4 e N7,
RGN TN) +3, +5; 19
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3 et
£3; 168 +£2, +4; 168 £1; 178 55 189 & 5 ; 195

B 2 + 2415, . Vg I o] 3.
£ o= = 220005 209 2 VB, £ (g7 29 £

1 1
2% £5; 288 1, £33 24%) 30, £1; 25%) +2, 5

g Sl b
262 +a V3, £bV3; 279 i%, +—; 289 t(a-b) 209

t(@+0b); 302 0, + Va+1.
1
2. 15 25; 22) 8; 31) 16; 45) 25; 55) 9; 62) 4e—; 7 17; 87)8;
0% 4; 108) 4; 114 9; 12 2; 13») 1 e —-2; 149 2;

155) 2 e g’,—g; 165) 2 ¢ 6; 175 2; 18 2; 195) 13; 202) le5;

214 3; 221) —Z— 935) 1; 24) 49 e 196; 25.5) 5; 262) + 3; 27.) 172;
28%) 2a; 20%) —a e b; 308 + Vm?® +nt.

3. 15) VG 4+1; 28 \E-\f;i 3.9) \g—k ‘\/;g 4y V12 £ 1
85 V5 -4Z; 69 1+ V5; 79 \/I; <k \jz, 82) ‘\/——g =
= \/% 9.3) ‘\fZ; + \fh—;_- 102) \@ g \/—E‘ hhad
\Ig + \fg, 129 V3 - V3; 135 5+ V3; 149 V3 -1
155) V5 —1; 16 \g—\g 17.9) QF\E; 18 Va+b+

+ Va—b; 1919 ,\{a;l —‘dé—; 200) Va - Vb

§5. Problemas do segundo grau. Aplicagoes a
geomelria.

34. Defini¢io. Um problema diz-se
quando a sua resolugdo depende de umd eq
grau ou de uma equagio redutivel a uma outra do s
(biquadrada, irracional, ete.).

do segundo grau
uaciio do segundo
egundo grau
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I

35. F L
um p[oblez:;:.is dda resolugiio. Discussdo. A resolugio de
o segundo grau, a exemplo do que ja fol

estudado nos pro BT
guintes fases: problemas do primeiro (¥), compreende s S€”

1=
) pér o problema em equacio (ou um sistema de equagdes) ;

2.®) resolver a e ~
a) 5 quagdo (ou o sistema d L
3.2) discutir as solugdes. e equagdes) ;

Na resoluci
regras fixas ?;rc; dséfllfl pmble‘haL nio se pode estabelecer
equagdo, correspondent em equagio. Uma vez armada 2
presentes tédas as si 81?9 problema proposto, devem-se ter
resolvd-la. simplificacdes e artificios estudados pard
Para a di = :
as condicdes 1;c;sasa§; 9 Eef’eSSémor’Pl‘imeil‘amente, determinar
condi¢tes implicario quais as raizes sejam reais, pois, tais
‘.ie“do da natureza (il a possibilidade do problema. Depen-
inc6gnitas podem estg,ro problema que se vai resolver, as
como por exemplo, ser :;11101‘(353-5 a certas condigdes restritivas,
ou positivos ou a.ir; o sé ntmeros inteiros, ou positivos
conhecidos. Nessas copglj"tencerem a um intervalo de limites
encontradas fsa.tisfazemn 9699',, deve-_se examinar se as raizes
propostos admitem a tais restrigses e se os problemas
uma ou mais solugoes ou ainda nenhuma.

Nos ti
0s -
esclarecer aI; fas(le‘;ed:el;ngI?lstha&dos a seguir, procuraremos
¢do de cada um dél
es.

36. Ti
Tipos de problemas do segundo grau

1°) Determina
nar o nimero cuj ¥
seu triplo a“mentadoc‘cllleo 2%1.mdrado seja igual ao

Resolugio. Representemos por

z — ra
22 2 I;umem procurado
—serd o seu quad
Segtindo : quadrado
0 enunci
equacio : ado do problema, obteremos a seguinte
%? = 3z - 28
(*) Ver Problemas do

Dhg) 151300 med primeiro Erau - .
mo autor. au ~ Matemdtica, Curso Ginasial, 2.» Série

Logo:
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Resolvendo-a, vem
2—35-28=0
cujas rafzes sio: 7 € —4.

Resposta: o problema admite duas solugdes, isto €, 0s _Ill:imefos
7 ¢ —4 que satisfazem 0 seu enunciado. Verificagio:

72=3X7+28 (—-4)2=3("4)+23
49 =21+28 16 =-12+28
49 =49 16 =16

2°) Osvaldo Luis perguntado sobre a sua idade, Tespon
deu: “A diferenga entre 0 quadrado de minha
idade e o quintuplo dela é igual a0 quadrado de

6. Qual a idade de Osvaldo Luis?
Temos: z —idade que S€ procura .
e, portanto, a equagio correspondente a0 enunciado serfi:
g2 —bxr = 6°
N 52— 5z — 36 =0
cujas rafzes sio: 9 e —4,

Respostas : Osvaldo Luis tem 9 anos. A raiz uﬂegati_va (—d4)
é rejeitada, em virtude da idade em questio niao po er

ser negativa. -
3°) Achar dois niimeros inteiros eonsecutwgs tais que &
ja igual & &

goma de seus inversos S€

Temos: g —um dos nGmeros
z -+ 1—seu consecutivo
1 __jnversodo primeiro
T

__.1_-— __inverso do segundo
z+1

equagio correspondente 80 enunciado:
1 1 5

__———-::

z 'z+1 6
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Resolvendo—a, vem :

m. m, ¢,;
M. ¢.: 62(z 4 1) 6@+ 1) + 62 = 520z + 1)
6$+6+6x=5z3+5x
.'.51:2—73;—(;::0
donde ag Taizes: 3/ =9 g v _ _ 3

Resposta ; i ~ §
Os niimerog sz, 2 e 3 (consecutivo de 2). A raiz — 2
A z

€ despr

ezada, porqy

SR e ) x

Posta intejrg, Aue a natureza do problema exige res-

720

— importancj
z g Ncia que cadg uma das z pessoas
790 éveria receber

SEhe=rim 3
z—5 bortincia que cad
a uma =
Pess0as receheyy das z-5

Z=iE T 24

Reaolvendo—a., temos :

;’gg:..‘;: ;—= 7?0(:0 —=5) + 24x(x - 5)
e = 720z -3 600 + 2452 _ 120z
et FANS 12()z-3600=0

» Tia— 52:—-150=0

Cujas rafzeg 880: 15 ¢ — 10

0 8 880,
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5.°) Determinar um ntimero positivo que, _diminuido de
sete vézes a sua raiz quadrada aritmética, resulte 44,
. Temos a seguinte equacgio que corresponde ao enunciado
acimg : A .
z—-TVg =44 (equagdo irracional)
Isolando o radieal, vem
-z =44-2z
Elevando ao quadrado, obtemos:
49z = 1936 — 88z - 22
o z? — 1372 + 1936 = 0
Cujas rafzes sio: 121 e 16. Dessas raizes sé a primeira satisfaz
s condigdes do problema, como é ficil verificar.

Resposta: O ntimero procurado é 121.

6.°) Dois ciclistas partem ao mesmo tempo de uma cidade
em dire¢io a uma outra, distante ISO'km. (0]
primeiro, que percorre por hora 2 km mais que o
segundo, chega ao destino uma hora antes do
outro. Qual a velocidade de cada corredor?

Temos: 7 — velocidade do segundo ciclista
z + 2 — velocidade do primeiro ciclista

0 — tempo gasto pelo segundo ciclista

130 — tempo gasto pelo primeiro ciclista
z+ 2
De acérdo com o enunciado do problema, vem a equagfio:
180 180 _ 1
3 z z+2

ou 22 4 22-360 = 0

cujas raizes sio: 18 e —20 (rejeitada)
Resposta: A velocidade do primeiro ciclista é de 20 km/h e
a do segundo 18 km/h.
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79) Repartir o ntimero m em duas partes tais que ©
produto delas seja igual a n.

Temos : £ —a primeira parte procurada

m —x — a segunda parte procurada
A equacfio correspondente serd

afm—x) =n
me—x% =n
22—mx 4+ n =0

m+ Vm2—4n
2

ou

. e T =

Discussiio: Para que as raizes sejam reais, § necessdrio que
2
m
m2—4n 20 ." . n S‘(_Z—

Vi Sl e . e
Sen = (—2-) , 0 discriminante serd nulo e as duas par-

tes tornar-se-do iguais a % A igualdade dessas duas partes

acarretard o mdximo valor para n.

e
Se n > (-—2—) a equagdo, correspondente ao problema,

nio admitird raizes reais e, portanto, o problema ndo serd
possivel.

37. AplicagBes A geometria. Divisio Aurea. Nas
demonstragtes dos teoremas relativos as propriedades das
figuras geométricas, vimos (*) a grande aplicagio da dlgebra
a geomelria. Estudaremos, agora, a aplicagio denominada
divisio durea (**), que tem a sua importincia assinalada desde
a antiguidade.

Dado um segmento AB, diz-se que se efetua uma divisdo
durea de AB por meio de um ponto P, quando é&sse- ponto
dnqde o segmento dado em duas partes desiguais tais que a
maior seja média proporcional (***) entre a menor e o segmento

(*) Estudos feitos na 3.» Sérin ginasial.
(**) Também chameade por Paciorr de divina proporgdo, por ser, das proporgies 8

mais egraddvel A vista, tanto na arguiletura como no corpo humano®
(*2¢) Proporcdo conlinua (meics iguais),

i 93
Matemdtica — Quarta Série

: ivisd denominada
todo. A parte maior rcsultnnteAdIg divisio €
seccdo durea ou segmento durco de e i
A divisio 4urea de um segmento 10l p
: X @o. .
mada divisdo em média e exlrema TAZAZ o oniEs s
Coloquemos o problema em equagio

S 0 set‘rmﬂﬂto
Seja P o ponto que efetua uma diwsa0 durea 1 g

dado AB: i
. R St e
K P
Devemos ter, por definigdo: Py
AP BPB (AP & média profporcional entre :
AB~ AP em questio,
CharﬁaBndo /;5 medidas algébricas dos segmentos
respectivamente, de:  AB = a (¥)
AP =12
= a—T %
teremos: /e I x {nua acima,
S?li)stituindo sses valores na proporgao contin
vem : 5 G=0
PR
Donde z? = a(@~2)
ol o2 4+ ax—a2=0

incgnita =
: roblema, & 1m¢
dicdes impostas a¢ P 10f0:0 <z <8
( dl')c?lasl %tl?;iclaq, de AP) deve satr}sfazerza cogd;gmos N nnta
em(?m;l: (’)l é;iscriminante Gad & 4o =00 =

valor para z: a4 Vba? :_g_:i:__ci\___’%—
Sl — =y 2

k= 2
sl 2
onde VB = 1)5l
gl = (—_—-T?;_——

ico de AB
valor algébrico
didade, estamos usando & repreaentaqﬁo do
(¥ Por comodidade

por AB (mo invés de AB).
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A raiz negativa & rejeitada como estranha ao problema,
enquanto a positiva (que é menor que a) é a solugido. Logo:

g =[¥5-1 a. 5
2
Entre ag aplicagies da divisio estd a construgio do

decdgono regular, que serd estudada no capitulo relativo a
geometria,

EXERCICIOS DE APLICACAQO

Caleular o valor do segmento dureo do segmento de 8 cm
de comprimentg, (Usar a V5 com g aproximagio de 0,01).

Aplicando a férmuyla T = (iﬁz———l)a, temos:

2,23 - 1
ou T = (__2__—)8(:11]

T=123 X 4cm = 4,92 e

. | _Exercicios SOBRE PROBLEMAS Do SEGUNDO GRAU
-

- Determinar 0 nimero cujo triplo de gey quadrado somado com ésse
nlmero seja, igual a 2,

2. Dizer qual o niimero que, somando 10 ag quj 1 drado,
resulta 27 vézes o gey valor ? quintuplo de seu quadra

3- A. dlfelenca entle 0 quﬂd“ldo dG um eelto nﬁIIlEIO € 0 seu plépll
dﬂbro é lguﬂ-[ 8= 1. Quﬂ.i é GBSG ndme]oi

4, Achar dols nlmeros eonge

5. De;.g?lpgrlclb‘ nlmero 28 em dois fatdres tais que a sua soma scja

#6. Determinar o ndmero Que multiplicado pelos seus 72- dé o produto 12.

* 7. SeﬁgIE?e qnugg:}:g(; de um nimerg subtrairmos 6, o resto serd 30. Qual 6
8. Qual é o nmero que ¢ excedido de g pelo do

9. A soma dos quadrados de tras g seuti
i TET0s consecuti

bro de seu quadrado?
voa 6 194, Determinar
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—

“10. Doterminar um niimero tal que o seu quadrado seja Igual ao seu triplo
aumentado de 28, A
gl B Achar dois nimeros pares consecutivos sabendo que o produto déles
é 2 808.
*12. Determinar trés ndmeros fmpares consecut[vr:;l sabendo que o seu
produto é igual a sete vlzes a sua soma. ( ' S
ue a
=13, Achar cinco nimeros Intelros consecutivos aaibeu(lC; quarenta e i
quadrados dos quatro primeiros ndmeros é igual a g
vézes o quinto nimero. d
e
14 Determinar dols ndmeros Intelros consecutivos tais que & soma

e
seus inversos seja r

do
£18. Achar 0 nfimero inteiro que, aumentado de 43, dd o quadrado
ndmero sucessivo, 5
16. Achar dois nimeros fmpares consecutivos tals que a diferenca de seus
quadrados seja fgual a 8 000.

rador.
[ 7517, T fracio tem o denominador superando de 2 o nume

umenta
Somando 2 ao numerador e 1 ao denominador, a fracfio a

de 37—0 Determing-la.

s 3 i o resto 36 é a quin-
7 18. 0 quociente de uma divisfio ¢ os 3 do divisor, e

quagésima quinta parte do dividendo. Achar o dw:is‘or;-sor il
19. O dividendo de uma divisio & 1235. Sabendo que o div e
£ determinar o divisor.

a0 quociente e que o resto é os = do divisor,

ue, por sua
20. O divisor de ume divisio ultrapassa (ie 5D0tq1}:1(1)ic|:!nzgt?) givi'scg' o
vez, ultrapassa o resto também de 5. Dete

divisio, sabendo que o dividendo é 1075.

: lo quo-
2L. Dividindo um némero de dois algarismos, cuja Bom]?) ilg:w?:moqda!
clente da divisio do algarismos das unidades pe

o?
dezenas, obtém-se o quociente 18. Q.ua! . GS:E ::j:;?a idade do
23 Um pai tem 54 anos e seu filho 12“]111{“; quanto
r pai foi igual ao quadrade da do fi uoﬁlho O produto das atuais
. r 0 8¢ ;) : i
3 UIi]:ial:lLt; ttlizh;n?b40;llé1§oi s;)u;]lgs(c!z quadrado da idade do filho. Quais
as duas Idades? drado da idade que
-~ : daqui a 6 anos serd o quadr: s
R :ﬂl‘lﬁl: gz‘ %Tﬂggmiggrgu:?ta-se o idade atual des.sa. cri;l;l:do C
25. Determinar as idades de Vera Maria e Sflvia Maria, sa

sua diferena 6 4 ¢ o seu produto 32. ) = 21 (22 + 3)
) Romgiver por fatoragior (22 + 1) (25 -+ 3). (22 + 5 = 76z 9
(*) Resolver por fatoragiio: (2 s

e
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* 26.
~ 27.
£ 28.

= 29.

30.

31,

32,

33.

/34,

- 35.

* 38.

37.

1 38.

Dois garotos tém juntos 240 figurinhas. Quantas tem cada um, B€
& goma de seus quadrados é igual a 209 6007

Vendendo um objeto por Cr$ 255,00, ganho duas vézes a ralz quadrads
do prego pago. Quanto paguei por fsse objeto?

Calcu_lur as dimenstes de um retdngulo, sabendo-se que tem 78m de
perimetro e 360m?2 de drea.

Uma quantia de Cr$ 4 000,00 deveria ser distribuida em partes iguais
por um certo ndimero de pessoas. No momento da partilha, 4 delas
se retiram, acarretando um sumento de Cr$ 50,00 na parte relativa
a cada uma das remanescentes. Quantas pessons eram?

Certa pessoa destinou Cr$ 12 000,00 para ser em distribuidos fgual-
mente entre um certo niimero de 6riios. Tendo dois déstes desis-
tido de suas partes, as dos demais foram acrescidas de Cr$ 1600,00
cada uma. Qual o ndmero de 6rfdos?

Duas fontes podem, juntas, encher um recipiente em 18 horas. _Quﬂl
o tempo que cada uma, sdzinha, leva para encher 8sse recipiente,
se & primeira emprega nessa operagio 27 horas mais que a segunda.

Um reservnb_ério, cuja capacidade 6 de 270 litros, & alimentado por
uma torneira. Se essa torneira despejar mais um litro por segundo,
0 tempo necessdrio para encher o reservatério diminui de 45 segundos.
Quantos litros & torneira despeja por segundo ?

Dois operé.riqs, trabalhando juntos, fazem certo trabalho em 6 dias.
Quantos dias empregard o primeiro operdrio para fazer sdzinbo 0

mesmo trabalho, se éle emprega 5 dias menos que o outro trabalhando
8dzinho ?

Um trem, num percurso de 270 km, reduziria de % de hora a duragflo

(]1; sua viagem se aumentasse de 5 km a sua velocidade hordria.
eterminar a sua velocidade nestas condigGes.

o hodr.‘i1 emdfez viagem de 240 km. Se caminhasse mais 4 km
por dia, do que realmente caminha, teria gasto dois dias menos

na'w's.gem. Pergunta-se quantos di i g
quildmetros andou por d?a. il G

An;’glgooli_erizne“ 90 km em 7 horas, andando os primeiros 18 km a
o homesnn iI;te em bicicleta. Sabendo que, de bicicleta, faz 12 km
~ por hora, a p%}m 8 pé, pergunta-se quantos quilémetros faz Antonio,
D(SS f{ﬁméa ‘;{‘S‘*m 20 mesmo tempo em diregio a uma vila distante
chega 20 c?esti;:tl)r Ou,mqua themo"c 1 km por hora mais que o segundo,
cada um? ora antes do outro, Qual a velocidade de
Calcular, com a aproximagio d
e 0
segmento de 12 cm de gomprimé?:tfo.o gl dciR-gribnte. direidg
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" 30. Qual a fre

“40. As dimensdes de um

segmento de 10 cm de

retAngulo cujas dimensd

a de um quadrudo,_cujo I

comprimento.

retingulo sio 8 cm e

ado & o segmento dureo do

(Aproximagio de 0,01).

6 cm. Caleular a drea do

es 830, respectivamente, 08 segmentos dureos

das dimensdes do primeiro retdngulo.

REsposTASs &

2
1. 3 ou —1

50:1%
1

4e7

4 ou—4
6 ou —6
2ou--'%

9. 7,8 9ou -7 -8,
10. 7 ou —4

11. 52 e 54

12. 8, be T

13, 11, 12, 13, 14 e 15
14, 2 e 3

® Ngoak®m N

15. 6 ou =7

16. 1999 e 2001
3

17. 3

18, 72

3e4(0u—-4e—-3)

-9

(Aproximagio de 0,01).

19. 35

20. 30

21. 36

22, b anos

23. 36 anos e 12 anos
24. 10 anog

925. 8 anos ¢ 4 anos
26. 100 e 140

97. Cr$ 225,00

98, 24m e 16m

29, 20

30. 5

31. 54h e 27h

32. 21

33. 10

34. 45 km/h

35. 12d; 20 km

36. 6km

37. 10 km/k e 9km/h
38. 7,38cm

30. 37,8225cm*
40. 18,1548cm’



CAPITULO II

Relagdes métricas nos poligonos e no
circulo. Calculo de =

\
§1. Relac¢des métricas no tridingulo retidngulo.
Teorema de Pitagoras.

. L. Conceito de proje¢io ortogonal. Chama-se pro-
J’ecao' orlogonal de um ponto sbbre uma reta ao pé da per-
pendicular tragada do ponto A reta. Na fig. 1, a projegdo
ortogonal de P sbbre r é P’. Denomina-se proje¢do ortogonal
de um segmento de reta sObre uma reta 2o segmento de reta
determinado pelas projegdes ortogonais dos extremos do seg-
mento dado sébre a mesma reta. Na fig. 1, temos:

L
? /"B ?
i A i ; F [ PRl L e
s ) f H ol i W
¢ i ; : / & ; Al
— ] - : b i et
Y 8 c=c 0O E/ From NT LT
FIG. 1

A'B’ é a projecio ortogonal de AB sbbre r
(A'B’ < AB, porque AB /1)

'D’ & a projegdo ortogonal de CD  sbbre r
(¢’D" < CD, porque CD _/ )

E'F’ é a projegiio ortogonal de EF sbbre r
(B'F' < EF , porque EF /)

M'N' & a projecdo ortogonal de MN sbbre r
(M'N' = MN, porque MN | r)

L' & T" 6 n projecdo orlogonal de LT sbbre r
(I = T, reduz-se & um ponto, porque
LT Lr)
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2. Relagdes métricas. As relagdes entre os niimeros
que representam as medidas, expressas na mesma unidade, dos
elementos lineares de um triingulo sio denominadas relagdes
mélricas. Tsses elementos lineares sio os lados (a, b, ¢, na fig. 2),
as projegdes de dois désses lados s6bre o outro (n e m na fig. 2),
as alturas (h na fig. 2), as medianas e as bissetrizes.

Nos tridngulos retdngulos, estudaremos as relagoes métri-
cas que se seguem.

B n m -

e (o H S—

FIG. 2

“ X 3. Primeira relacio. Teorema: Cada calelo (*¥) é média

./ proporcional entre a hipolenusa e a sua projegio sbbre a hipo-
/ tenusa.

Seja o tridngulo retingulo ABC (fig. 3) onde A 6 reto.
Temos: a — hipotenusa
¢ e b— catetos b2 = am
n e m — proj. dos catetos sbbre T {c2 = an
a hipotenusa
Demonstragio :

1. Tracemos a altura AH que dividird a hipotenusa nos
segmentos n e m; €stes sfo, respectivamente, as
projecdes dos catetos ¢ e b sbbre a hipotenusa.

2. Os tridngulos retingulos ABC e AHC sio semelhantes
por terem, ambos, um 4ngulo reto (4 no AABC e
H no AAHC) e um 4ngulo igual em C (*¥). Logo,

* A ] ) . . )
referinén) B.Am‘::p::fs%.w telo (a hipotenuea, ou ainda projegfio) implica que j& cstamos nos

(*%) Primeiro cldssico de pom

elh; 2 ) h
8.» Bérie, pg. 262, do mesmo suto anca de trifngulos, ver Matemdtica, Curao Ginasial,

T

: : ‘ t
a hipotenusa é média proporcional enire 08
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os lados homélogos désses tridngulos sfio propor-
cionais, isto € .
m

a do AABC o
pois, sio lados homélogosi b do AAHC por serem

a
—_— =
b

hipotenusas e i b (310 %ﬁ%%, por serem ambos catetos adja-
m do

centes ao Angulo C.

Donde: I b2 = am | o

50 SC tes os tridingulos ABC e
forma, S20 semelhan :
AH BD(?lmm;:glu&lo reto c’ada um e o ingulo comum B), e portanto

B 2ot ¢ = an

c n

i s
4. Segunda relagio. Teorem

c.q.d.

A altura tragada sébre
dois segmentos que

ela determina §obre a hipotenusa. ‘ AR
Consideremos o tridngulo retangulo ABC (fig. 4). Te

A
AH = h (altura)
m e n — projegdes
i %hz = mn H ‘ c

FIG. 4

D io ¢
cm"]:’)"zt’”;i‘;" os dois tridngulos AHC e AHB, ambos sem
b

lhant o AABC, sio semelhantes entre si (propriedade
v ’ #%) - 1,0go:
transitiva da semelhanca (**). Log e

m
m _ " gendo homologos s lados , h do AAHB
h n

(%) Idem, pig. 260, (Matemdtica — 3.» Série Ginasial).
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opostos a ﬁn%ulos iguais (I =2, por admitirem o mesmo
complemento 3) h do AAHC

{n do AAHB,
como opostos a 4ngulos iguais (3 = 4, por admitirem o mesmo
complemento 1). Portanto

lh? = mn

c.qg.d.

5. Terceira relagio. Teorema: 0 produto dos catetos é
tgual ao produto da hipotenusa pela respectiva altura.

Devemos demonstrar (fig. 4) que: T'{ be = ah

Demonstragio :
Com efeito, consideremos as relagdes j4 deduzidas:
b? = am
c? = an

Multiplicando-as, membro g membro, vem:
b%? = a?mn
Como h? = mn (Segunda relagiio)
substituindo, temos:
b%c? = q2p2

e, extraindo a raiz quadrada de amhos 08 membros, vem:
—
be = ah
o ] _ c.g.d.
6. Quarta relagio,
quadrado da hipotenusq é igu

A tese 6 agora (fig. 4)

Teorema de Pitdgoras: ™, @
al a soma dos quadrados dos catetos.

a seguinte : T{ a2 = p2 + ¢2

; : ofos da antiguidade, Naacido e; o
51,{’1.151??(,&' %,&D;_gmplllo de‘n Tales. Tundoy a escola it.’llicu-pitugf)ri(:a, que :tlsigﬁgs;nﬁga
;nﬁm:ni; d:sc[;sbg::::ung Lf;;tg;dgamatemdtlpa numa verdadeira cineig, contribuindo com
20 ! i
Monimeutal o ol 50 chin i Dfulme Tia, devendo-se destacar g que tomou feigfio
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Demonstragio : ” :
Consideremos as relagdes ji deduzidas
b = am
c? = an

Somando, membro a membro, vem

b2 4 ¢? = am + an :
ou p%+4¢? = alm -+ n) e como m -+ n = a, obtemos:

b2 4+ ¢? = a.o

€, portanto: a? = b? 4 ¢?

c.q.d.

Opservagors: 1.2) Os tri!\ngu]os_ret.ﬂng’ulos, dos quale aa‘t{?ﬁﬂf@f
dos lados sio expressas por mimeros inleiros, denomln:ui-gc; n:;nb f-_- e
8sim, por exemplo, o trifingulo retingulo de Iad_on a gmj = B
& ¢ = 6Gem é pilagirico, pois, @éssea valores aatmfnzerg 10 grema. ae
Pltdgoras (107 = 8 ++ 6%). Entre os tridngulos pltagg II.’((;{cllsg—ae e te
equéle cujos lados sfio expressos pelos ndmeros 3, 4 e 5. et
que 3, 4 e 6 sfio 03 nlcos trés ndmeros naturais cogsec(l:uuos .
quadrado do malor ¢ igual A soma dos quadrados dos ;
2% Do Teorema de Pitfgoras, decorre imediatamente que:
P & oY aagl— D1 G
1 3 en
Iato 6, o quadrado de cada cateto é sgual ao quadrado da hipotenusa m
0 quadrado do cutro calelo.

RESUMO

As relagdes métricas nos trifngulos retingulos, exp;‘giﬁ::
pelos teoremas estudados, no presente capitulo denomlm e
propriedades caracteristas do triéngulo retdngulo e fornece
seguintes formulas, de uso freqiiente no céleulo:

|b’=uml Ic‘=nn| Ih':mnl 'bc—'-—nhl Iaz.,___bz_{‘_cal

EXERCICIOS DE APLICACAO
1.9) No tridngulo ABC, retdngulo em A (lig.4), t:lf:;::
b = 3¢m, ¢ = 4 cm. Caleular a hipotenusa (a), & g
(h) e os segmentos (m e n) que a altura determina
a hipotenusa.
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Temos:
1. cileulo da hipotenuss @ ¢2 = B2 -+ 2
¢ =9 4 16 = 25

ou : a =V25 =5 ‘.a=6bcm
2. céleulo da altura: be = ah
3 X4 =5}
12
ou h=—5—=2,4 o h=24cm
3. céleulo de m ¢ n: b2 = am
C
ou 9=5m.'.m=-;—.'.m=1,80m
c? = gn
o r 16
16 = 5n . .nm—s-.'.nt:-s,z’cm

2°) Num trifingulo retingulo, ag projecdes dos catetos sbbre

a hlgotenusa.. medem 36 cm e 64 em. Caleular a altura
Trelamva 4 hipotenusa e og ca’etos.

ES o BT 0L ot s 30Tent. L Al altira, Dazora.d S6Th

dada pela férmula A% = mp, Logo, h? = 64 X 36 g=' 2304 o
portanto A = V2304 — 48 . . h = 48 cm.

Os catetos serdo dados pel
pelas férmulas: b2 = gm e ¢ = an
ondea=m+n=36+64=100. Logo: s ’

b% = 100 x 36 = 3600, donde b = V3600.°.b = 60 em

¢ =100 X 64 = 6400, donde ¢ = V6400, .¢ = 80 cm
D

qu{a_drado. Seja o quadrado de lado
a {fig. 5). Calculemos o valor de sua
diagonal d. No tridingulo retAngulo
1sésceles A BC, pelo Teorema de Pit4-
goras, temog:
. iC* ~ I8 4 BO?
0 MmO AR = B AC =d
Sl obtemos : @ = g2 f g2 ’

2{ 7. Caleulo da diagonal de um
a
1B

~ OBSERVAGORS :
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ou d? = 2a®
donde, extraindo a raiz quadrada de ambos os membros, vem :

d=a V2

8. Calculo da altura de um tridngulo equilateroc.
Seja o trifingulo equildtero ABC (fig. 6), cujo lado tem por
medida , e cuja altura, relativa & base BC, tem por medida h.
Aplicando o teorema de Pi-
tdgoras no tridngulo re-
tdngulo AHC, vem:

AC? = AH? + HC?

l 2
ou 2 =42 4 (?)

Tirando o valor de A2:

A

12 312
2= = ——
sty e :
donde, extraindo a raiz qua- B H=——£f ——=IC
drada: FIC. 6
Iv3
h = 3

1) No tridngulo retingulo em que um dos &ngulos agudos vale 30°
(e portanto o outro agudo vale 60°), o cateto oposto ao dngulo de 30° vale

l
a metade da hipotenusa (no AAHC, fig. 6, o cateto HC vale 7) H
2% Para o cdlculo, o8 valores de V2 ¢ V3, assim como outrog
nlimeros irracionais, serdo tomados com a aproximagio por falta, a menos
de 0,01, de preferéncia.
Ezemplos :

1. Calcular a altura de um tridngulo equildtero cujo perimetro
igual a 15 dm.
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Como o perimetro é 15 dm, cada lado valerd 5 dm
e, portanto, aplicando a férmula que d4 a altura do
tridngulo equildtero, temos:

IV3
pw 30uf;=5><1’73=8’65
2 2
Logo, a altura ¢ igual a 4,325 dm.
2. Caleular o perfmetro de um quadrado cuja diagonal mede
3V2 em.
Comod = a V2, segue-se 4
N y £ que 8 = — | onde subs-
tituindo d = 3 \J?, obtemos : vz’
3ve
V2~

Logo, o perimetro do quadrado serd 4 X 3 cm = 12cm

= 4,325

g = = /

EXERCICIOS

1. Caleular ‘
mndimo gﬁo; dla2 l:]!fotenusa de um tridngulo retdngulo cujos catetes

2. Qual a hi j
Qe 21&. cmp‘;)tenum do trlfngulo retingulo cujos catetos medem 20 cm

3. Num tridngul
- hipoteglx E:;"ret.ﬁ.mg;ulo, 08 catetos medem 0,8 dm e 0,6 dm, Achar

4. A hipotenusa de um tri EET
Caleular o valor do rourgg: ]gaigfge 130m e um dos catetos 7 m.

6. A altura de um tridn
gulo retAngulo determi
. segmentos de 4m ¢ 16 m, Cu.l%lljllar a Sffgrl;? i

6. A i
dac'}it:;:gglinltlm trilngulo retAngulo determina sbbre a hipotenusa
08, um de 32 dm e outro de 18 dm. Calcular os catetos,

lo medem 3m e 4 m, Calcular o
6bre a hipotenusa.

hipotenusa 12 m, ateto 6 fgual a 15m e a altura relativa

Fgss o ete )

| o T Dt
9. A hipotenusa de um triingulo retan ’

catetos 6 21 m, Caliie mtemsgulo mede 15m e a soma dos

10. Oﬂ cﬂtﬂtﬂs dﬁ um trlﬁﬂgulo leiﬁll I{) .‘_lll'l.'[ ar
. .E'u medemﬁmBSm. C -]
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11.
12,

13.
14,

15.
16.
17,

18,

19.
20.

21.
22.

23.

24,

25.

Quanto mede a diagonal do retdngulo cujas dimensdes sfio : base = 8 m
e altura = 15m?

A base de um retdngulo ¢ igual a 24 m, e o comprimento de sua diagonal
25 m. Caleular a altura désse retingulo.

As diagonais de um losango medem 12 m e 16 m. Caleular o lado.

Culeular o perfmetro do losango cujas diagonals valem 1,8m e 8m
(aprox. de 0,1).

A diagonal maior de um losango vale 15m. O lado dfsse losango
mede 9,604 m (aprox. 0,001). Qual o valor da dizgonal menor?

Num tridngulo retdngulo, um dos catetos mede 15 dm e a hipotenusa
25 dm. Caleular o valor da altura relativa & hipotenusa.

Num trifingulo isdsccles, os lados iguais medem 10 m. Determinar-lhe
a altura e a base, sabendo que a altura é -g— da base.

A que altura umsa escada de 5 m toca num muro, se o pé da escada
estd a 3 m do mesmo?

Caleular a altura de um tridngulo equildtero cujo Jado mede 4 m.

A altura de um tridngulo equilftero é igual & 5 V3 m. Calcular o
perfmetro désse tridngulo.

A diagonal de um retdngulo mede 10 m e a diferenga entre dois lados
consecutivas é de 2 m. Caleular os lados.

Num tridngulo retingule ABC, temos: b 4 ¢ = 35, a = 25. Deter=-
minar: b, ¢, h e as projegdes (n e n) de b e ¢ sbbre a.

Caleular os trés lados de um tridngulo retAngulo, sabendo que a altura
6 igual a 12dm e que os segmentos que ela determina sbbre a
hipotenusa valem, respectivamente 9 dm e 16 dm.

Num trifingulo retingulo ABC, temos: a = 100, b = 60. Calcular o
perfmetro de cada um dos tridngulos determinados pela altura
relativa & hipotenusa.

Num trapézio retdngulo, as bases tém 10m e 14m, e a altura 3 m.
Caleular o valor do lado obliquo.

ResrosTas :

1. 13m 10. 4,8m

2. 29 cm 11. 17m

3. 1dm 12, 7m

4 9m 13. 10 m

5. 8m 14. 164 m

6 40dm e 30 dm 15. 11,996 m
7. 18me 32m 16. 12dm

B. 26m, 20m, 9m ¢ 16 m 17. 12m e 8m
9. 0meo 12m 18. 4m



108 Osvaldo Sangiorgi

19. 3,46 m | 20, 8
. 30 m
2l. 6me8m
22. b = 20, =15 h=12 m=16 n =9,
23. a=25m, b= 15m o ¢ = 20m
24, 192 e 144 | 25. 6m

§2. Relagoef métricas num tridngulo qualquer.
Relacio dos CO-S€enos.

RELACOES METRICAS NUM TRIANGULO
QUALQUER
9, Primeira relagio. Teorema: Nu ;
_ cio. : m tridngulo qual.
quer, o quadrado do lado oposto a um dngulo agmlogé ggifai a

somda dos quadrados dos outros dois lados, menos duas vézes o
produto de um déstes lados pela projegio do outro sébre éle.

Seja ABC um triingulo qualquer (fig. 7). Temos:
H{4 <90 T{a?=p + ¢2 - 2¢n

Demonstragio :

i

1. Tracemos a altura
CH = h. Aplicando o Teore-

ma de PitAgorasno N CHB,
vem :

a? = 12 + m? (1)

2. Como no N CHA,
temos

h* = b2 — p2
od el e , M = - n
podemos substituir és;tes valores na relagdo (1), e obtemos:
ou " =b2—n2 4 (c—p)2

a2 = p2 _ n? S 2
e finalmente Tot=2on 4 n

@ = b? 4 ¢2 — 2¢n

c.q.d,
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10. Segunda relacfo. Teorema: Num tridngulo obfu-
sGngulo, o quadrado do lado oposto ao dngulo obtuse é igual
a soma dos quadrados dos oulros dois lados, mais duas vézes
o produto de wm déstes lados pela projecio do oulro sébre éle.

Consideremos o tridngulo obtusingulo ABC (fig. 8).

Temos : ¢
H{4 > 90° ;'

T {a2 = b2 + ¢ 4 2cn ’ -
Demonstragio : l
I

1. Tracemos a altu-
ra CH =h (que, nesse Hj____ ~ B
caso, incide sdbre o pro- £ m =
longamento da base do FIG. 8
AABC). Aplicando o Teo-
rema de Pitdgoras no tridngulo retingulo CHB, vem:

a® = h? 4+ m?

Como A% = b2—-n? (no NCHA) e m =n + ¢,
na expressio acima, obtemos:
a?=02-n2+4 (n+ ¢)?
ou a® = b2 —n? 4+ n2 4 2en + c2

e finalmente

a? = b2 4 ¢2 4+ 2¢n

c.q.d.

APLICAGOES:

11. Reconhecimento da natureza de um tridngulo.
Das relagdes métricas estudadas, concluimos que:

ge A = 900 — a? = b? 4 ¢ .at=b?+4-c'eo AABC é retdngulo
seA <900 —a?=0b*+c* — 2n.".a* <b*+c?eo AABC é acutdngulo
geA > 000 —at =H4¢*+2n.".a*> b+ c?eo AABC é oblusdngulo

e, reciprocamente, dados os trés lados a, b, ¢ (0 rpaior lado
deve ser sempre menor que a soma dos outros dois), de um
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triingulo 4 BC, podemos saber se 0 mesmo ¢ retdngulo, aculdn-

gulo ou obtusingulo, co
» comparando o quadrado do 1
com a soma dos quadrados dos ou!rosqdm's. i baas

EXERCICIOS

12) Reconhecer a natureza dos seguintes triftngulos :

- (t.‘::é2 a =10 a =13
i - II. {h =8 II1. {b = 8.
c=6 c=7
Temos
L a*=192! = 144 II. a? = 100
b= 81 b = G4

= 01 - g%}lﬁ (soma)
D L LR B

' = 38 } 100 (soma)

Lot =)t el
ITI. a? = 169

b =
oo gg} 113 (soma)

L@ >h 4

Logo, em I o trian
rilngulo é acutdngulo, em
II retdnguio e em IIT obtusdngulo. :
22) Os lndos de um trifngulo medem 5 cm, 8
::im e 12em. Caleular o valor da projegfio
o lado muior sbbre o menor (fig. 9).

Reconhegamag

b ! primel t

glo t;lsangulo. Como : 12’111::1 E.‘?4‘;,“ Sn'nt:l:ﬂ;f:
> <9, fegue-se que: 12! > 87 4+ 5! e, por-

le:t?l)o- trilngulo & obtuslngulo. Logo, temos

12! =8 450 L2 x 6% 2

) 144 = 64 + 25 4 105

i 144 = 89 4 105

donde o 144 -89
T

Portanto, a Projeciio procurads vale 10,5¢cm (5em+- 5 Hem)
i -
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RELACAO DOS CO-SENOS

12. Relacio fundamental. Teorema: Num lridngulo
qualquer, o quadrado de wm lado é igual @ soma dos quadrados
dos ouliros dois lados, menos duas vézes o produto désites pelo
co-seno do Angulo por éles formado. Devemos (figs. 7 e 8), pois,
ter:

H { AABC qualquer T {a? = b2+ ¢2—2bc.cos 4
Para a demonstra¢io, devemos considerar dois casos:
Primeiro caso: O triingulo é acutdngulo (fig. 7). Vigora,

entdo, a relagio (n.°9):
a? = b2 + ¢2-2cn

Como, para o triingulo retingulo CHA, vale a relagio (*)

n=2>0.cosd

substituindo éste valor de n na relagio acima, obtemos:

a® = b%2+4 ¢?2-2bc.cos A

Segundo caso: O triAngulo é oblusdngulo (fig. 8). Vigora,
entiio, a relagio (n.o° 11):
a® = b% + ¢ 4 2cn
Como, no trifngulo retingulo CHA, vale a relagio
n = b.cos (180°— A)

e cos (180°— A) = —cos A (**), substituindo o wvalor de n

na relagio acima, vem:
a2 = b 4+ 24+ 2c.(-b . cos 4)

ou a? = b+ ¢?—2bec.cos A

c.q.d.

(®) Num trifingulo retAngulo cada cateto & igual ao produte da hipotenusa pelo co-aeno
do angulo ad; (Ver Matemdtica, Cureo Ginasial, 8.» Série, pig. 280, do mesmo autor).

(**) Angulos suplementsres tdm co-seno iguais em valor absoluto e de sinais conrdrios,
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EXERCICIO DE APLICACAO

Num tridngulo 4 BC os lados b e ¢ valem, respectivamente,

8cm e 6cem e formam entre si A
um 0
0 valor do lado a (aprox. 0,01). angulo de 60, Caloular

Aplicando 2 relacdo dos C0-Senos, vem:
a2 = b2 + ¢2 - ¢ . cos 60°
como cos 60° = —;—-, substituindo, temos:
a2=64—f-36——2><8><6><—1—
a? = 100 - 48 = 52 :
0= V52 =273 =2 X 3,60 = 7,20
Logo, o lado a vale 7,20 em (aprox. 0,01).

EXERCICIOS

;. ﬁeconhecerana’gureza do triingulo cujos lados tﬁedemg m,12meld m.
3. em para o trilngulo de lados: 8m, 11m e 9m ’

4. ;dem para o tridngulo de lados: 14 m, 8m e 7m:

5. I;lent] .];ara. 1o trifngulo de lados: 18 dm, 24 dm e 30 dm
-+ A0 triingulo ABC, os lados medem - & .

i Cla,];ula; o valor da projegiioe cﬁfnc sgb;e 1:? e e = Oy
+ VB 1ados de um trifingulo sdo - .

. & projeciio do ma%groeg%?'e 01 311:::511:11:31'8. s gva L Divalor

/ Elem :)z};a. o trifngulo de lados: 3 dm, 4dm ¢ 5dm
- um tridngulo ABC, og lados p — = ;
: Nde 45.°. Caleular o valor de g (gp?oi cﬂ_bl%m SR
: . 0,01).
l:g;pgﬁf:&g;i;nofo?; ;;:r:]oa consecutivos, que medem 6m e 8 m,
- Nvanr da .diagon’a] oposta, in%rszeﬂia;;lc? n%ulo e A CHEaE
" e 0 cn i bt 4T 1000 12 om. 0 lado o il
f AO valor"da diagarais traa:) é:i?)e maior um fngulo de 60.°. Calcular
» A altura de um trapézio isga -
! celes m
% 15 dm. Determinar o valor da dieadgil?a(llm
- .Dois lados consecutiyos de um trlangulo‘

formam entre ol um fingulo de 300, Quaggg J;ﬁfén 0 5011111“:3, lls.(:!(;m';

e a8 suas bases 27 dm e
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13. A base maior de um trapézio retdngulo mede 10 m e o lado obliquo,
que mede 8 m, forma com a base maior um 4ngulo de 45.°. Calcular
o valor da diagonal menor.

14. A base menor de um trapézio retingulo mede 30 dm e a altura 40 dm.
Quanto mede a diagonal menor désse trapézio?

15. No trifngulo ABC:'a = V52 em, b =8cm e ¢ = 6em. Caleular o
o Angulo formado pelos lados b e c. Sugestdo: (Aplicar a lei dos

C0-Senos).
ResposTas :
1. Retidngulo 9. 7,20 m
2. Acutdngulo 10. 11,13 em
3. Obtusfingulo 11. 224 dm
g- ?Zﬁﬁ"g‘l‘f’ 12. 6,20 m

. 3,6m
6. 4cm 4+ 7cm = 11 cm 1555
7. 3dm 14. 50 dm
8. 3,59 cm 15002

§3. Calculo das medianas, das alturas e das
bissetrizes de um tridngulo.

14. Cevianas. Chama-se ceviana de um tridngulo a téda
reta pertencente ao mesmo plano do triingulo, que passa por
um de seus vértices. Usualmente empregamos os segmentos
de ceviana, cujos extremos sido o vértice do tridingulo e o ponto
de encontro da ceviana com o lado oposto a ésse wvértice.
Assim, as medianas, as aliuras, as bisselrizes (internas e exter-
nas) de um tridngulo siio suas cevianas. As relagdes métricas
determinadas por uma ceviana qualquer dependem, na sua
maioria, da relacio de Stewart (¥), estudada a seguir.

15. Relac¢dio de Stewart. Dado um trifngulo ABC e
sendo D um ponto do lado BC, vale a seguinte relagdo:
AB® . CD + AC’ . BD- 4D’ . BC = CD . BD . BC (**).

Demonstremos a relagiio, considerando o tridingulo ABC
(fiz. 10). Tracemos a perpendicular AE e apliquemos aos

(*) SrEwART — Matemdtico escossts (1717-1785).
(**) Nfio estamos levando em conta os sentidos dos segmentos.
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tridngulos ABD e ADC 4t -
Huliier (ab 10 o o~ g)a? relagdes métricas para triingulos

AB® = 4D* 4+ BD® + 2BD . D
AC* = AD* + CD* - 20D . DI

Multipli TR
por BD, :ri rll;:z?ndo 4 primeira igualdade por €D e a segunda

e T 7
EEQ.CD=A_D_2.CD+BD2.C'D+2BD.DE.C'D
AC .BD=AD2.BD+(_Z'_D—2.BD—2CD.DE.BD

e, somando membro a membro, obtemos :

4B°. AC*
CD + AC®. BD = ADCD+BD) + ¢D . BD(CD+BD)

C ! T
JE omo BC = CD + BD, substituindo na tltima igualdade,

AB®.CD + AC? = AD*
> +AC”.BD = AD* . BC + ¢D . BD . BC

HBe AC? AD-
CD + AC* . BD - 4D? . BC=CD . BD . BC

c.q.d.
A

i1C

FIG. 11

16. g
drados deCc{;cl)gsu llgd(o]: sdmedmn.as' Teorema: A soma dos qua-
¢ um tridngulo qualquer ¢ igual a duas

vézes o quadrado da mediana
1ana ’ va' ;
Beads 0o vt o Zac(;érelatwa‘ ao terceiro lado, mais a
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Seja o trifingulo ABC (fig. 11). Temos:

m, — mediana relativa a2
H ao lado a T{62+02 = 2m? 4 —
BD= DC 2

Demonstragio :
1. Tracemos AE LDC. No tridngulo acutingulo ADC,
pelas relacdes métricas conhecidas, temos:

b2 = m2 4+ DC® - 2DC . DE
No tridingulo obtusingulo ADB, temos também :
¢2 = mi + BD® + 2BD . DE
2. Somando, membro a membro, estas expressdes, obtemos :
b2 + ¢? = 2ma+ DC* + BD?

e, visto ser BD = DC = —g—, vem :

a?
4

2
b2+c2=2m5+aT+

a?
ou b2+02=2m§+"‘§'

c.q.d.

Nora. Dessa relagiio, podemos tirar o valor de m, a fim de simplificar
& sua aplicagfio nos cdlculos. Assim, temos:

a’
2m) = b? gl i

251 4 22 - a? ©)

ou g = 5 vV 2b? 4 2¢?—a?

my =

1o | =

e, da mesma forma, as medianas relativas aos lados b e ¢, terfio, respectiva-
mente og valores:

m, = -%—‘«231—'-21),"0’

my = %V 2a? + 2¢%? —b?

(%) Ista f6rmula pode ser obtida direamente aplicando-se, no A ABC (fig. 11), a

Relagdo de Stewart).
i" i
3 M,
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17. Céaleulo das al-
turas. Seja o tridngulo
ABC (fig. 12), onde h & &
altura relativa ao lado
BC. Sendo B um 4ngulo
agudo, temos:

b? = a2 4 ¢2—2qn
B f"l H a e dODdG

a2+ c? — p2
ne — —
FIG. 12

2a

Do tridngulo retingulo AHB, tiramos:
h? = 2 —p2

€, substituindo o valor de 7 nessa relagdo, vem :

BB 2 (az +c2__b2)2 < ) (@® + 2~ p2)2 »
2a 4q2
o 4a%c? — (g2 + c2 - p2)2
R s

Decompondo o Numerador, como diferenca de dois qua-

drados :
Raoctalt 2op2) (g, g2, + b?)
4a?
P (R LT | A,
= _—____——-________—___—

4q2
Decompondo, novamente, o numerador, obtemos:
B2 @+c+p) @+c-b) b+ a-c) b-a+¢) W
- 402

Indicando o perimetro do trifingulo 4 B por2p = g+b+t-e,

podemos determinar 0 valor de cada um dos fatdres que com-
pdem o numerador assim ;

a+c-b==a+b+c—-2b=2p-2b=-2(p—-b)
b+a-—c==a+b+c—2c=-2p—2c=-2(p—c)
b —a$c-a-bb+c-2a-2p-2a-2(p-a)
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Substituindo éstes valores na relagiio (1), temos b b
2p.2(p—c).2(p-1). 2(p-a) =4P-(P*-fl)(12?— ) (p
S0 : 4a* G

e, finalmente:

B _J‘ip(??—a) (p-b) (p-¢c) _ -g-\/p(p—a) -0 (-0
= - a
a‘ -
De modo anflogo, obter-se-iam as alturas relaticas aos
lados a e . f fo |4 B remeotire
as alturas do triingulo 4 ) 3
ment%ep;gfe;:tar;io (j Sh[L :;Is férmulas correspondentes, serdo:
H ay ‘ ) (4]

2 -
I = —ypp-a)p-b)(p-c)
b, = EVYP(D—H)(D‘]J)(I‘_“) by = b VpipRe

b= 2 \pE-®@-D p-0
C

i i issetrizes internas:
P 1 Célculo das bissetrizes. I) Bisse

a bissetriz interna
Seja o tridngulo ABC (fig. 13), no qual AD ¢ a bissetriz in

FIG, 13

relativa ao A. O teorema da bissetriz interna (¥); aplicado &
bissetriz AD, permite escrever:
BD _ CD

c b

i esmo autor.
(*) Ver Malemdtica, Curso Ginasinl, 3.» Série, pdg. 253, do m
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Pela propriedade das proporgdes (relativa aos anteceden-
tes), segue-se que:

BD A 0D .BD 0P

o e— Y —

c+b ¢ b
Como BD 4 ¢D = a, temos: —2 _ _ 8D = CTD donde
tiramos : ¢+ b c
ab
BD = + b e CD = _"f:—
Aplicando ao tridngulo ABC a relacdo de Stewart (n.° 15),

vem :
4B® . D+ 40° . BD-AD? . BC = ¢D . BD . BC

Substituindo CD e BD pelos valores dados acima e 4B, AC
e B(, respectivamcnte por a, b e ¢, obtemos:

3 B ST ab ac
¢ c-{—b+ +b 4D EEG e b
Dividindo tudo por a, temos:
bc? b2 — a%be
ou C+b+c+b—AD=(c+b)2
—2  be? 4 b2 a2be
02 c+ b {c + b)2
donde: AD? — be(e + b) a?be a2be

CFD "t =T e
Colocando, agora, bc em evidéncia, obtemos:
AR [ a? (c+Db)2—q2
AD% = pe} 1% [ 5 [(c+)2-q?
gk o] = e [ o
G e b £ =
AD? =y CHot D +b-q) a)]ecomo {“+b+"

: (c + b)2 ¢c+b-a=2p-a)
vem :

AD2 = b 2. 2(11*6):’ = 4. p(p - a)
| (c 4 b)2 (c 4 b)?
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Donde, extraindo a raiz quadrada de AD?:
AD = 5-?-_“ V bep(p — a)

Indicando, respectivamente, por B4, BB e BC as blssetnzg:
internas relatwas a0s fingulos 4, Be @ obtemos as seguin
férmulas :

e SFaF R
B‘at=bi+c\/bcp<p—a> bp = a+c\/‘"‘"’(" !

2 N
Bo =g \abr-9

II) Bissetrizes externas: Consudelcmo:,otrmnﬁgu]o{iiﬂ‘
(fig. 14), onde AD é a bissetriz externa relativa ao 4ngulo

g \

. 1 crever :
O teorema da bisselriz externa, aplicado a AD, permite es

¢b BD _ C€D—-DB , D EBD

—_— e —

_b_|=—c—0u b—c b ]
Como CD - BD = a, temos:
« _CD_BD

Donde ab
CcD
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Aﬂczando a0 tri_ﬁflgulo ACD arelagiio de Stewart, obtemos:
AD® .BC + AC* .BD-AB*.CD = BD.BC.CD

mentSeulI)).:;)f;it;uigldo nesta igualdade BC, AC, AB, respectiva-
’ ,b, ¢, e, CD e BD pelos valores encontrados, seguindo

0 mesmo processo d

o célculo anterior H
v : : obtere . te ]
alor para a bissetriz externa DA : , obteremos o segin

e
DA = 7—Vbelp-1) (p-0)

Indican . \
1 e dg POT ¥ 4, Y © Yy s bissetrizes externas relativas
gulos 4, B e C, obtemos as seguintes férmulas:

R
= Jacp — o) (p—©)

LH

4 b-c¢ bc(P"b)(P_“)l g =

2
‘Tcna—bm

EXERCICIOS DE APLICACAO

cularN ;)ngriﬁlngl"l'lo ABC, onde a = 4dm, b = 6dm e ¢ = 8dm. cal-
, em relagio A base BC; 1.°) a mediana (m,); 2.°) a altura (ha)

3.°) a bissefriz ¢ L
(aprox. O,g;i)e-ma (B12); 4.°) a bisselriz externa (T4)

Temos:
1°) cédleulo da mediana :
1
Mg = E-ﬂ%a—i—gcz—az
&
Mg = L \ 2 !
« =5 V266 + 2064 - 16 = Vigi = 86,7
2.9) chleulo da altura: £

2 .
b= =\(-0) G=0) (-0

Matemdtica — Quarta Série
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2 o e R —
ha EE‘IQ'E"?"I ‘?13"“35 = 5,80
3°) cdlculo da bissteriz inlerna:

B£=—2——‘;’bcfp(fp-—a)

b+ ¢
g e e D _ 1 y3126 =662
2T G ke 7 :
4°) caleulo da bisselriz externd:

vz =2 V-0 @9

R

2 1
71=§——EVG.3.3.1 =-§w}144 =6

Logo:

it =078 s e BlE0 ey X S B,0280 T4 =6dm
Nora: No céleulo de ¥ i foi usada a diferengd c-b porque ¢ é o maior

lado.
EXERCICIOS

1. Calcular o valor da mediana relativa ao lado b, d

cujos lados medem: @ = 6m, b=9mec= 12 m.

2. Os lados de um tridngulo medem 7 cm, 1

aliuras relativas aos trés lados.
3. Os lados de um trifingulo valem 5m, 7m e
relativa ao maior lado-

% 4. Caleular hp no tridngulo ABC, sabendo que & = 9 cm,
¢ = 11 cm.

« 5. Determinar o valor da bissetriz in

ABC do exercicio anterior.
sL 6. Calcular a bissetriz externa a0
a = 9ecm, b-=7cmec==10cm.
L 7. Que é maior no triingulo ABC do exercfcio anterior :
ao lado ¢ ou & bissetriz interna do

8. No tridngulo ABC, temos: @& = 12dm, b=
Caleular : 1.°) a mediana relativa ao lado a; 2.9 a

do A: 3.0 a altura relativa ao lado ¢.

o triingulo ABC,
0cm e 13 cm. Calcular as
9 m. Calcular & mediana
b=~06cm e
terna ao Angulo B no tridngulo
Angulo C no tridngulo ABC, onde
a altura relativa

8 dm e o= 6 dm.
bissetriz interna
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9. Oslados deum trilngulo ABCsfio: ¢ = 13 em, b = 12cmec = 15 cm.
Caleular: 1.9 a altura relativa ao lado b; 2.) a bissetriz externs
do C; 3.%) a mediana relativa ao lado a.

10. No trilngulo ABC, onde ¢ = 12m, b =8m e ¢ = 6m, caleular

1.9 a mediana mg; 2.°) a altura he; 3.2) a bissetriz 1; 4°) 8
bissetriz a Yo

RESPOSTAS :

1. 8356 m 6. 6,12 cm

2. 9,9cm; 6,9 cm; 5,33 em 7. A bissetriz

3. 409m 8. 3,74 dm; 3,56 dm; 7,11 dm
4. 8,99 cm 9. 12,46cm; 186,88cm; 11,92cm
5. 9,48 cm 10. 3,74m; 3,65m; 3,506m; 10,95m

§4. RelacSes métricas no circulo. Aplicacoes.
Poténcia de um ponto em relagio a um
circulo.

RELACOES METRICAS NO CIRCULO

19. Primeira relagio. Teorema: Qualguer corda que passe
pela extremidade de wm dilmetro é média proporcional enire 0
didmetro e a sua projegio sébre éle:_

Seja o circulo de centro O e raio 0A (fig. 15). Temos:

H AC corda
AB diimetro

T{AC* = AB . AH
Demonstragio :

4] ) 1. Unindo C a B, obte-
mos 0 AABC, que é retingulo
em (' por estar inscrito num
semi-cireulo.

2. Como AC é cateto, AB
TIC. 15 hipotenusa e AH projecio de

I hesssnsmnnsmas
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g 5 da
AC sbbre o didmetro temos pela primeira relagao estuda

nos tridingulos retdngulos (n.°3):

AC: = AB . AH c.q.d.

| =
20. Segunda relag@o. Teorema: 0 segmenio da pe

' réncia
pendicular baizada de wm ponto qualqufg [ici-t::;igﬂéernédia
s0bre wm didmetro (a0 qual éste ponto Da lp determina sébre
proporcional entre os dois segmentos que €@ @

&sse didmelro.

5 f
Temos, agora, considerando a mesma

0 { AB didmetro T{CH® = AH . HB

igura 15:

CH LAB

Demonstragio :
L. Unimos C aos pontos 4 ¢
retingulo em

Com & i m relagio &
a désse tnﬁngulo_, em rel
& obagc C:ﬁBév%rgltg;Ia segunda relagio métrica nos
= ’

tridngulos retangulos (n.° 4):

B, obtendo 0 AABC,

CIiz = AH. HB !

\

\ 21. Terceira relagdio. Teo-
rema: Em duas cordas qued s.:
inlerceptam, o produlo dos o;_
segmentos de wma & igual @0 Pr

duto dos dois segmenlos da oulra.

Temos (fig. 16):

AB e CD cordas
4 {que se interceptam em

T {PA.PB = PC.PD

P

FIG. 16
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Demonstraciio :

1. UDjndO A com D e B - 3
PAD e PRC, com C, formaremos os tridngulos

2. Nesses tridngulos, temos:
)

A=0 (pois, ambos tém por medida ?)

~
’B =D (pois, ambos tém por medida A__2_C’)

Logo,
APAD ~ APBC (Primeiro caso de semelhanga)
ou seja: AP PD
€, portanto: POy PB

AP . PB = pC . pp

c.q.d.

;adaf?i.e gual'ta relagﬁ‘o. Teorema: Em duas secantes, tra-
el m ponlo exterior a wum cireulo. o produto da promeira
pela sua parte externg ¢ igual ao produto da segunda

p Pela sua parte externa.
Temos (fig. 17) :

H { PA e PC secante
T{PA.PB=pC.PD

Demonstracao :

1. Unamos 4 com D
e B com C. Obteremos os

A :
e tribngulos PAD e PBC.

—_—
(*) Devemos entonder: segmento de gecante,

— - N — - — — — = e - _.._
= - e e ey —
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2. Nesses tridngulos, temos:

APD = CPB (comum)

AD
A=C (ambos valem 7)
Logo,
APAD ~ APBC (Primeiro caso de semelhangs)
e, portanto: PA PD

ou P_-O—PB

PA . PB=PC. PD
_ c.q.d.

23. Quinta relaciio. Teorema: Se, de um ponto exlerior
a um circulo, tragarmos wma tangente e wma secanle, a tangente
¢ média proporcional entre a secanle e sua parie externa (*).
Temos (fig. 18):
g{Ed mnets S8 SRR RORRA

PC secante
p

FIG. 1B

(®) Subtenda-se: segmento de tangente o segmento de sscanle.
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Demonstragio :
I8 Ul}gfgsedpﬁ)g B e C, obtendo, assim, os trisngulos
2. Nésses tridngulos, temos:
P¢ comum
AB
A=mQmis
Logo, 2
APAB ~ APAC (Primeiro caso de semelhanga)
e portanto: PA PR
1 PC = PA

P4 = pc. pp

c.q.d.

EXERCICIOS DE APLICACAO

1°) As cordas PA e PB que unem um ponto P da circunfe-
rénc]a as extremidades de um diimetro medem, res-
Pectivamente, 6 cm e 8 em. Caleular: a distdncia de
P ao dgﬁmetro, as proje¢des das cordas sbbre o didimetro,
€ 0 raio da circunferéneia.

Temos (fig. 19), pela primeira relagio (n.° 19):

PA* = AB . AH
Como
AB® = 62482 = 36 + 64 = 100
€, portanto, AB = 10,
segue-se que:

p

e, para HB, vem:
FIG. 19 HB = 10 -3,6 =6,4

127
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A determinaciio da distdncia de P ao didmetro serd dada
por (n.° 20):
PI* <= AH . HB ou PH® = (3,6) X (6,4) = 23,04
PH = V23,01 = 4,8
AB 10 =8

O raio ser4: - =

Logo: a distancia de P ao didmetro é 4,8 cgl ;m az
projegies das cordas silo, resgectwumente, 36¢c
6,4 cm e o raio da circunferéncia 5 cm.

2°) Numa circunferéncia de 5 cm de raio, traga-se uma corda
de 6 cnf.u Cea,la;ular a distincia da corda ao centro da
cireunferéneia.

Temos (fig. 20): o tridngulo B

OMA 6 retingulo, sendo 0s
‘seus catetos AM = 3 cm,
OM = z e a hipotenusa
0OA = 5 em. Pelo Teorema
de Pitdgoras, obtemos: a1

22 = 5332 [0

2? =25--9 =16

donde
z =4
Logo, a distincia procurada’ FIG. 20
¢ de 4 em.

= 16 em ¢ dividida por uma segunda

corda em dois segmentos AP = 6cm e PB =d10 c:.jn,
respectivamente. Sabendo que a segunda corda ...
CD.= 28 cm, determinar os segmentos em que a pri-
meira a divide. .
De acérdo com a relagio que liga duas cordas que se
interceptam (n.° 21), devemos ter:
AP .PB=PC.PD
ou 6.10 = x(28 — x)
isto &: 60 = 28z —z? ou z2- 28z + 60 0

3°) Uma corda AB
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que, resolvida, determina z, com a aproximacio de
0,01, igual a 23,32 (a raiz negativa é desprezada).
Logo, os segmentos componentes da segunda corda
medem 23,32 dm e 4,68 cm, respectivamente.

4°) De um ponto P sio tragadas, a uma circunferéncia de
raio igual a 5 cm, uma secante e uma tangente. Sabendo
que a secante mede 16 cm e a tangente 12 cm, calcular
o valor da parte externa da secante.

P

FIG. 21

Temos (fig. 21): PA2 = PC . PB (n°e 23)

ou 122 = 16.z
144
donde z =5 =9

Logo: a parte externa da secante mede 9 cm.

NoTa:

O comprimento do rajo foi dado para garantir a possibilidade
do problema. D

POTENCIA DE UM PONTO EM RELACAO
A UM CIRCULO
24. Defini¢io. Considere
0 e raio r (fig. 22). Seja P
éste ponto tracemos a secan
feréncia nos pontos 4 e B.

mos a circunferéncia de centro
um ponto do mesmo plano. Por
te s, que ir4 interceptar a circun-
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Chama-se poténcia de P, em relagio ao circulo de centro 0,
o produto PA . PB. Indicagio:

25. Propriedade ecaracteristica. Conscrvag;lc;e ]g}ég a(;
onto P e fazendo a reta a girar em tdrno de P, % d% noe o
Secantes PD, PF, ... e a tangente PM. De acor
1

teoremas anteriores, t_emos s O -
PA.PB=PC.PD=PE.PF= it

isto é, mantém-se constantes 08 produtos PA . PB, : A

PR BR. .. S e, portanto,

qualquer déles define & poténcia :

de P em relagio ao ctrculo O.

Quando P é exterior 0 circulo
(fig. 22), os segmentos PA e —I%'Iz N
(assim como PC e PD, PE ed}_’ ;
etc.) tém o mesmo sentido e dize-
mos que a sua poténcia é poytw;x.
Quando P é interior ao cxrc; §
(fig. 23), os segmentos PA e
tém sentidos opostos, e, entdo, a

3 FIG. 23
poténcia serd negativa.

RREREC
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26. Ex oc &
xpressoes da poténcia de um ponto.

1) A is
) épiﬁ;flg (;l_e um ponto, em relacio a um eirculo,
iferenca entre o quadrado de sua distdneia
ao centro ¢ o do raio do circulo.

Assim (fig. 24), s i
. 24), sendo r o raio e d a distinci
a0 centro O, a expressio que di a poténcia d::lcg s?agé.[?onto "

Proy = d? —r?
De fato, a poténcia de P é:
; PP:0)=ﬁ.F§=P_MF.ISIV
Como PM = d-r e PN = d + r, segue-se que

Ppio) = (d—l—r) (d.— I') — g

FIG. 24
OBSERVAGAO !

ge P & inleri
e i s 1 S s
ge P pertenc i .e portanto ppio) > 0 (positiva) ;
¥ er a circunferéneia, temos d =1 e a pPpo) = ‘(;a) : “
* Prlo) (nula) (*)

Logo, o 1 o
fertneia, ¢ . 0 lugar geométrico dos
tncia, ¢ o prépria circunferéncia pontos de poléncia nula, em relagiio a uma ci

- & A clreun=
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m circulo, em
drado do valor
to ao circulo.

2) A poténcia de um ponto exterior a u
relagio a Csse eirculo, 6 igual ao qua
do segmento da tangente tragada do pon

Com efeito, da fig. 22, deduzimos que

pp(o)=ﬁ.ﬁ=ﬁz

CONSTRUGOES GEOMETRICAS ELEMENTARES

97. Problema I. Dados 08 segmentos de comprimentos
aeb (fig. 25), construir o segmento ¢, tal que ¢ = Va2 4+ b2.
Basta tragar um dngulo reto qualquer 20Oy ; transportar

A sbbre um dos lados, €

o segmento de comprimento & = S
= OB sbbre o outro. O segmento AB, hipotenusa do trifin-

gulo retdngulo AOB, resolve 0 problema, pois:

Ez = 5}1_2 + 0—52 (Teorema de Pitdgoras)
ou C2 — az + bz
e, portanto:

O problema é sempre posstvel.

FIG. 25 FIG. 28

os segmentos de comprimentos

to d, tal que d = vaz-0%.
angulo em 4, que tenha
dos catetos AC = b.
de difimetro BC = @

28. Problema II. Dados
aeb (fig. 26), construir um segmen
Construimos o tridngulo ABC, ret
por hipotenusa BC = a e como um
Basta, para isso, tragar a circunferéncia
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e, com o compasso centrado em uma das extremidades de BC,
tracar b, que ird encontrar a circunferéncia no ponto 4. O
outro cateto d = AB ¢é a solugdo, pois:

AB® = BC*-AC?
ou 2= a?-0?
e, portanto: d =Va2-0?
O problema é possivel somente se a > b.

29. Problema III: Média proporcional. Construir a
média proporcional entre dois segmentos OA e OB de compri-
mentos, respectivamente, iguais a a e b.

Devemos construir um segmento z (fig. 27), tal que 22 = ab.

Primeiro processo: sbbre a mesma reta AB (fig. 27), e a
partir de O, tracemos os segmentos opostos 04 = ae OB = b.
Tomando AB como didmetro, descrevamos a semi-circunfe-

Po—
réncia ADB. O comprimento z da perpendicular 0D, tragada
por O, é a solugdo do problema.

De fato, tragado o trifingulo retingulo 4 DB, pela segunda
relagio dos triingulos retAngulos (n.° 4), temos:

z* = ab

FIG. 27 FIC. 28

Segundo processo: A partir de O, sébre a mesma reta,
coloquemos 0s segmentos OA = g e OB = b (fig. 28). Des-
crevamos a semi-circunferéncia de diimetro OB e tracemos
AD 10B. A solugiio serd z = 0D, pois, unindo D com O e B,
formamos o triingulo retfingulo ODB, no qual vale a relagio:

22 = ab
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30. Problema IV. Cons- o S L
truir dois segmentos de reta &

e b, conhecendo-se a sua Soma ~,“
8 =a-+4 b e a sua média propor- ) o
cional m = V ab. Sébre AB =8 8
(fig. 29) como diimetro, descreve- s e

mos uma semi-circunferéncia.
uma disténcia AC = m, tracemos =
Z paralela a s, que interceptard

a semicircunferéncia em D. A per- ] s AH e
pendicular DH determinard, sobre AB, dois gegr‘nento

HB que representam a solugdo do problema, 901822
AH+ HB=s ¢© AH .HB=m
Logo:a = AH e be=HB : LoR
31. Problema V: Divisdo durea. Const.ér(lili: (; s:)gtrema
dureo de um segmento dado (divisdo em m
razio). Seja AB o segmento (fig. 30)- oM

FIG. 30

Devemos encontrar um ponto P, sbbre AB, tal que

AP’ = AB . PB
AB AP
Para isso, sobre a perpendicular

a AB, tragada por B,
B =1 é—--B—-
tomemos o ponto O de modo que O 5
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Com centro em 0, descrevamos a circunferéneia de raio
OB e a secante AM que passa pelo centro O e intercepta essa
circunferéncia também no ponto N. Com centro em A e
raio AN, tracemos o arco NP. O ponto P, determinado sbbre
AB, efetua a divisio durea, ¢ o segmento AP é o segmento
dureo procurado, como passaremos = demonstrar.

De fato, sendo AR tangente e AM secante & mesma
circunferéneia, temos (ne 23):

AB® = AM . AN

ou ﬂ—{g -=—{I-ﬂ{ (1)

- AN AR

Como: AN = AP e MN = 20B = AR
vem : AM=AN+NM=AP-I—AB;

a substituindo na igualdade (1), obtemos:
AB AP+ AB
AP AB
Pela propriedade da decomposi¢io das proporgdes, segue-se
AB - AP . AP AR~AB

que:

S AP AB
ou PB _4P

AP~ 4B
donde AP’ = AB . PB

como queriamos demonstrar.,

EXERCICIOS

1. Numa circunfgréncig de 10 em de raio, traga-se uma corda de 12 cm.
Calcular a distAncia da corda ao centro da circunferéncia.

2. As cordas que Jnem um ponto C da eircunferbneis s extremidades
AeBde um difimetro medem 9 m e12m, respectivamente. Caleular
a distdncia CH de C o dilmetro AB, ag projegies AH ¢ HB das
cordas sbbre o difmetro, e o rafo da circunferéncia, (aprox. 0,1).

3. Uma clrcu_nferéncia de ralo lgual g 8cm, traga-se pela extremidade
de um difmetro, uma cordg cuja projecdio sbbre 8sse diAmetro &
lgual & dem. Qual o comprimento da corda ?

2 7.

10,

11.

»13.

A 14,

15.

16.

17,
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Duas cordas A B e CD interceptam-se em M. Sabendo que AM = 5 dm
MB =6dm e MC = 7,6 dm, caleular CD e MD.

Duas cordas AB e CD interceptam-se em P. Sabendo que AP = 9 m,
PB =4m e CD = 15m, calecular PC e PD.

Uma corda ¢ dividida por uma outra (;m 21(1):3 qieegn;er;tec:;ung:
8m e 9m. Sabendo que um dos segmen 08
divide a primeira é duplo do outro, determinar o comprimento da
segunda.

Uma corda e um difmetro se interceptam num cireulo d; 8 g::dgg]r;tég:
As duas menores partes que resultam dessa‘Intezst'cp (gurmto g 1o
pectivamente, 3 dm na corda e 2dm no difmetro.

a corda? (Aprox. 0,1).

- Uma corda CD Intercepta um diimetro AB = 8 cm no ponto médio

M do ralo. Determinar os valores dos segmentos CM e M D, sabendo
que o primeiro déles vale a metade do segundo. :
Duas secantes sfio tragadas dum mesmo pon:‘,jo exter!ts'e]gau;ngd g n;-

cunfernela. As partes Interna, e externa de ugn:ln clag o dm:

respectivamente, 13 dm e 23 dm, e, a parte extern

Calcular a parte Interna da 6ltima. :
Duas secantes sio tragadas dum mesmo ponto exterlor z: uazzeg re e

feréncla. Numa delas, a parte externa é m e a par iet )

na outrz;, a parte externa 6 m’. Determinar a parte intern

Gltima,

i longadode 4,50 m,
otro de um cfrculo mede 32,60 m e é pro 0

Oél;.?t;mu?goo ?:o!:nprlmcnto da tang:mte tragada do ponto extremo

asslm obtido.

- Num cfreulo de 6 m de ralo, e por um ponto situado a 10 m do centro,

traga-se uma tangente. Calcular o comprimento dessa tangente

(subtende-se segmento de tangente). P
De um ponto exterior a uma clrcunferénela, traga-se uTua Bt)!g{:e éujo

32 em, que passa pelo seu centro, e também urlm,1 n%‘brén'cis

compr,imento 6 de 24 cm. Determinar o ralo da circunfe 5
Seja um efreulo de centro O e rafo 6 cm. Determlnnréeegtlajrenozgzj

longamento do ralo OA, um ponto P tal que a tangen ) et
De um ponto P exterlor a uma circunferéncla de; 2;;:;;1: ;Ja(!jo, éltlng;to

ange 2
te PAB que passa pelo centro, e a

f‘n;c?ga?’z, sabendo que PC é lgual ao diAmetro AB. e
De um ponto exterior a uma circunferéneia, de 6 c?ageorigoé t{;gl‘)s]t(t)ndo

duas secantes que medem, respegtivzxémgg;i, (;a,benlt‘i S

io. Calecular a parte externa da seg ) C

;ﬂt}arna da primeifa é igual & uma vez e meia o ralo. A, bty
Calcular a poténela de um ponto P situado a 15 cm do centr

circunferéncla de 5 cm de ralo.
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18. De um ponto P, exterior a uma circunferéneia de centro O, traga-se
uma tangente e também uma secante que passa pelo centro O.
Caleular & poténein de P em relagiio a essa circunferfnein, sabendo
que o comprimento da tangente é igual a 10 cm.

19. Um ponto interior a um cfrculo, de raio igual a 9 cm, dista 4 cm do
centro. Qual a sua poténeia?

20. A poténeia de um ponto em relacio a um ecfreulo 6 igual a 256, e 0

raio do cfrculo mede 12 dm. Caleular a distAncia désse ponto ao
centro do efrculo.

REsrosTAs :

1. 8cm 11. 12,90 m

2. 7,2m, 9,6 m; 5,4 m; 7,5 m; 12. 8 em

3. 8cm 13. 7cm

4, 11,6dm e 4dm 14. 4cm

5. 12m e 3m 15. 2,45 dm

6. 18 m 16. 6 cm

7 93dm 17. 200

8. 2,44 cm e 4,88 cm 18. 100

9. 31,70 dm 19. - 65

10. m? 4+ mn — m'? 20. 20dm
T,

§5. Poligonos inscritiveis e circunscritiveis.
Teorema de Hiparco. Teorema de Pitot.

POLIGONOS INSCRITOS A
UMA CIRCUNFERENCIA

32. DefinicAo. Um poligono
diz-se inscrito em (ou inscritivel a)
uma circunferéneia (fig. 31) quando
todos os seus vértices pertencem a
essa circunferénecia. A ecircunferén-

cia, por sua vez, 6 denominada ecir-
FIG. 31 cunscrita ao poligono.
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Como por trés pontos, nio alinhados, passa %mz (::::
cunferéneia e uma s6, (¥) conclui-se que todo tridngulo € v
critivel,

QUADRILATEROS CONVEXOS INSCRITIVEIS

33. Primeira relagfio. Teorema: A qt:a(.isrﬂdtem
convexo inscritfvel, os dngulos opostos sa0 mf'plm%in TG,I'la cir-

Seja ABCD (fig. 32) um quadrildtero inscrito nu
cunferéneia. Temos:

A
H{ ABCD quadrildtero inscrito
B
T{/I + ¢ = 2 retos (ou 180°)
B4+ D =2 retos (ou 180°) o
De?nonstmg&o G
1. Consideremos dois Angulos
Opostos do quadrildtero ABCD, 5
4 ¢ C por exemplo, que tém por 3
medidas, respectivamente : FIG. S
%0+ 6D DA + AB
ﬁ 2N BC + cD e’ = "__-E_____
2
2. Somando, membro a membro, vem:
~—~ —~ ~ ~ (medida
4 BC + CD + DA + AB = 360° _ 1800 €™ graus)
SO0 2 2 c.q.d.

Reciproca. Todo quadrildiero convexo gue possui dois
dngulos opostos suplementares ¢ @-nscthvel. o
Seja ABCD (fig. 33) um quadrilitero convexo tal que:

A + C = 2 retos .
Tracemos a circunferéncia passando pelos trés vértices

4 i’
A, B e D, e demonstremos que ela passa por (8 S;J:: S’o 2$
ponto qualquer do arco situado no semi-plano 0po

i tor.
(*) Ver Matemdtica, Curso Ginasial, 8.s Série, pfg. 202, do mesmo 8u
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que se encontra A, em relagfo A corda
BD. Em virtude do teorema direto,
no quadrilitero ABC'D, temos:

A4 C =180
Como: A + C = 180° (porhip6tese)
p concluimos que € = &’
Logo, os pontos C e € situados
no mesmo semi-plano, em relagio a
c C BD, vém BD segundo o mesmo

FIG. 33 Fmg_ulo, isto 6, Gstes dois pontos
estdo sbbre o mesmo segmento cir-
~

cular capaz do mesmo Angulo (0 =C = 922) Portanto, C

estd sbbre a 9ircunferéncia que passa por A, Be D, e 0
quadrilétero é inscritivel, como queriamos demonstrar.

34. Observagiio. O retfingulo e o trapézio isGsceles sio
quadriliteros inscritiveis, pois, tém os Angulos opostos suple-
mentares. Para demonstrar que quatro pontos pertencem a
mesma, circunferéncia, é suficiente demonstrar que o quadri-
litero determinado por ésses pontos é inscritivel. Os pro-
blemas em que sfio dados maior ntimero de pontos, seis ou
nove, por exemplo, reduzem-se & consideragiio do quadrilitero

inscritivel.

35. Segunda relagdio. Teorema de Hiparco (*). Em
todo o quadrildtero inscritivel, o produlo (**) das diagonais é
tgual & soma dos produtos dos lados opostos.

Seja o quadrilitero ABCD (fig. 34). Temos:

H{ ABCD é inscritivel T{ AC.BD = AB.CD + AD.BC
Demonstragio :

1. Tracemos as diagonais AC e BD, e, no tridngulo ABD,

cor’lmderemos a ceviana AFE tal que 2 = 1. Segue
dai que:

(*) Hrranco, not i
o e 'Alex:nej‘;?};,e astrbnomo grego. Viveu 150 anos A. C. Pertenceu 3

(**) Referimo-noa sos produtos das medidas dos segmentos que figuram neates teoremas.
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AABC ~ AADE

(Primeiro caso de semelhanga)

p01s,1=ZeC’=D=fl‘7b-. Logo: B
AC BC .
iD= D" AC.ED=AD.BC (1)

2. Da mesma forma, sio seme-
lhantes os tridingulos A BE
e ACD (tém dois 4ngulos
respectivamente iguais), e,
portanto:
AC CD
— = .. .BE = AB.CD 2
AB BE A @
3. Somando, membro a membro, as igualdades (1) e (2),
vem

"AC(BE + ED) = AB . CD + AD . BC
e, como BE 4 ED = BD, obtemos:
AC .BD=AB.CD+AD.BC .4

POLIGONOS CIRCUNSCRITOS A UMA
CIRCUNFERENCIA

36. Definicio. Um poligono diz-se
circunserito (ou circunseritivel) a uma
circunferéneia (fig. 35) quando todos
os seus lados siio tangentes a essa circun-
feréneia. A circunferéneia, por sua vez,
diz-se inscrita no poligono.

Como em todo trifingulo pode
inscrever-se uma circunferéncia, e uma
s6, cujo centro é o ponto de encontro
das bissetrizes de seus 4ngulos inter-
nos, podemos dizer que fodo tridngulo

FIG. 38 é circunscritivel.
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37. Teorema. Os segmentos de tangenies a uma circun-
feréncia, tragados de wm mesmo ponlo exterior sdio iguais e 0
an_gulo por éles formado é o suplemento do dngulo formado pelos
Ta108 que passam pelos ponlos de contato.

/ Seja a circunferéncia de centro O e P,’um ponto exterior
(fig. 36), do qual sdo tragadas as tangentes PA e PB.

P

FIG. 36

Como os tridngulos retdngulos PAQ e PBO (retén ulos
porque toda tangente é perpendicular ao raio no( pontgo e
contacto) sdo iguais, segue-se que PA = PB. Por outro lado,
sendo PAOB um quadrilitero, onde a soma dos Angulos inter-
nos vale 360° e A = B = 90¢, conclufmos que 08 180° res-

ganteﬁ siio dados pela soma O + P = 180°, ou seja, os ngulos
e P siio suplementares, como queriamos demonstrar.

QUADRILATEROS CIRCUNSCRITIVEIS

38. Teorema de Pitot (*). Em todo quadrildtero cir-

cunscritivel, a soma de dois lad )
cundesitos), ados opostos é igual & soma dos

Seja o quadrilitero ABCD (fig. 37). Temos:
H{ ABCD 6 circunscritivel T{AB + DC = AD 4 BC

uﬁm.(‘) Prror (1695-1771), engenheiro frances, sutor da célebro teoria do menejo de
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Demonstragio :

1. Sendo iguais os segmentos das tangentes tragadas de
um ponto & cireunferéncia (teorema anterior), temos:

AM = AN
BM = BP
cQ =CP
DQ = DN
2. Somando, membro a membro, as igualdades acima,
vem :

AM + BM + CQ+ DQ = AN 4+ BP + CP + DN

S——

1 )
ou AB + DC = AN + ND + BP+CP
i e
e, portanto ! |
AB + DC = AD + BC
c.q.d.
N D
A
m
Q
C
B8
FIG. 37 FIG. 38

Reciproca. Se um quadrildlero ABCD ¢ tal que a soma
de dois lados opostos é igual a soma dos outros dots, o quadrildtero

¢ circunseritivel.

Seja 0 quadrilitero ABCD (fig. 382. Para a demonstragio
desta reciprocd, tracemos a circunferéncia que tangéncia 08
BC e CD e a reta AD' que tangencia tal

A S -
g?r cﬁiziei%gziﬂ» }f o quadrilétero ABCD’, pelo teorema direto,
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temos: AB+ CD' = BC + AD'

Como supusemos AR + ¢D = BC + AD
subtraindo membro a membro, vem:

CD - CD' = AD - AD’
donde DD" = AD - AD'

3‘:; g’umda igualdade abf;qrda, pois, DD’ sendo lado do tridngulo
S5 o 1,1tr ev(clarfi necessariamente ser maior que a diferencga
e portanc*:i AD lados. Logo, o triingulo ADD’ 6 impossivel,
ek ? e AD' devem confundir-se. Désse modo o qua-

ero ABCD ¢ circunseritivel, como querfamos demonstrar.

§6. Poligonos regul $
gulares. Pr 3
S : opriedades

" 39. Defini¢iio. Um poli i
: A gono convexo denomina-se regular
g:al?rgo %?§su1 tad_os 08 lados iguais, assim como fodos 0s dng?ulos-
S tiveI:' Bzgono tﬁlver sémpnte_ os lados iguais, diz-se equildtero.
poti il u(]Js ngulqs iguais diz-se equidngulo. Logo, um
polt egular é equilitero e equidngulo. O tridngulo equi-
T0 e 0 quadrado sdo, pois, poligonos regulares.

i g(zlsoslinmfﬁo: O fato de podermos dizer, por exemplo, que um
tanto, em rgla.ciioc;oog;o‘;q[?;ﬁggglo: éAregular niz B e g,

; ) . Assim, o retingul ingulo
nio é equildtero; o losango, que 6 equilzibel,'o, nfio égzq‘:;iitll:;u?t:qm B

- PROPRIEDADES

1°) as ¢
) ,-o:;;f;:a que unem os pontos de divisdio conseculivos
um poligono regular inscrito de m lados;

2°) as tangentes nos &
2 pontos de divisio
regular circunscrito de n la dos-fﬂrmam um poligono
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Seja a circunferéncia de centro O (fig. 39), dividida em
seis (n = 6) arcos iguais, por exemplo. Temos:

e i I T
AB=BC=CD=DE =EF =FA

H\ AB , BC, CD, DE, EF, FA siocordas
MN, NP, PQ, QR, RS, SM sio seg. de tangentes

7 { ABCDETF pol. regular inserito.
MNPQRS pol. regular circunserito.

Demonstragao :

1. Unindo os pontos de di-
visdo, obteremos o poli-
gono inscrito ABCDE,
que é regular porque o0s
lados sio todos iguais
(como cordas subtendidas
por arcos iguais) e tam-
bém os, fingulos sdo todos
iguais (porque sfio inscri-
tos em arcos iguais: cada
um déles vale, na fig. 39,

e 60 _ 190,

2. Pelos pontos de divisio, tragando as tangentes, obtemos
o poligono circunscrito M NPQRS, que é regular, pois,
gsendo AAMB = ABNC = ACPD = ... (caso

ALA), temos:
M= N = P = ... (ingulos iguais)
e AM = MB = BN = ... (n.° 37)
ou seja

... (lados iguais)
c.q.d.

MN =NP=PQ =

41. Teorema reciproco. Todo poligono regular pode ser
tnscrito ou circunscrito a um clrculo.
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A  Seja o poligono regular A BCDEF
(fig. 40). Temos:
H { ABCDEF poligono regular

T { ABCDEF 6 inscritivel e cir-
cunseritivel

8

Demonstracio :

1. Tracemos as bissetrizes dos

: ngulos iguais 4 e B. Essas

D bissetrizes encontrar-se-o

FIC. 40 em O e 0o AAOB assim

e formado é is6sceles, pois,

8a0 1guais os fngulos da base (como metade de
fingulos iguais). Logo: 04 = 0B.

2. Unindo 0 com €, obtemos os tridngulos 40B e BOC,
que sdo iguais porque AB = BC (por hip.); OB é
comum e ABO = 0BC. Logo: 0B = OC.

3. Analogamente, demonstrariamos que O é equidistante
de todos os outros vértices do poligono e é portanto,
0 centro do circulo circunscrito ao poligono, que
por sua vez, é circunscritivel. Da mesma forma, o
ponto O ¢ equidistante de todos os lados (porque
880 cordas iguais de um mesmo circulo) e é, portanto,
0 eentro do circulo de raio QM , inserito no poligono,
que, por sua vez, é inscriffvel. d

c.q.d.

OmsERVAGZO: A Inserlcs
; serigio de um polfgono regular de 2% lados (n > 1)
oude 3 X 2" (n > 0) lados, depende da divisio da circunfe:énc?a(rram 2"

partes ou em 3 X 2" partes iguai i :nte
divisdes serdo estudadaspneste cﬁp?iilorespcctlvammtn. SR

42. Elementos Principais de um poligono
cﬁmum das circunferéneiag inscrita e cil'cuxgcritga a um?)o?fc{;lot;g
chama-se ceniro do poligono regular (ponto O na fig. 40). O
;am do circulo cireunserito (0OA na fig. 40) denomit?:lt-se raio
dciaz?oligo%o regulor, e o raio do circulo inscrito (OM na fig. 40),
A tge apotema do poligono regular. O apétema & entdo, a
1stincia do centro g qualquer lado do poligono, ,
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Chama-se dngulo cénlrico ou dngulo central de um poligono
regular ao 4ngulo formado por dois raios consecutivos (A0B
na fig. 40). O valor do ingulo céntrico de um poligono regular
é igual ao arco correspondente subtendido por um lado do

poligono (AOB - §%0—- = 60°) (*). O 4ngulo céntrico de um

poligono de n lados é indicado, geralmenfe, por: w, Dai a
3600 MAa

férmula : g ==

Como a soma dos fingulos internos de um poligono de n
lados é dada pela férmula S; = (n —2)180° (medida em graus),
gegue-se que o valor de um fngulo interno de um poligono
regular, onde todos os Angulos internos sio iguais, é dado por

_ (n—2) 180° A=\
4 n

Para os Angulos ora definidos, temos a seguinte relacio:
o dngulo interno de um poligono regular e o dngulo cénirico
désse poligono sdo suplementares, isto é, w, + a, = 180°. Para
demonstrd-la, basta verificar (fig. 40) que o 4ngulo formado
por dois apétemas consecutivos OM e ON (que é igual ao
angulo céntricn) é o suplemento do fingulo interno.

EXERCICIOS DE APLICACAO

1.°) Calcular, em graus, o fngulo céntrico e o Angulo interno
de um pentigono regular.

Temos :

a) para o dngulo céntrico: w, = -3—659.; = 72°

b) para o Angulo interno: a; = 180° - 72° = 108°

(*) O valor do Angulo cfntrico pode ser dado, tsmbém, pelo valor do Angulo
formado por dois apbtemns nonsecutivos.
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2°) Qual o pois
o 3(1;0?&0110 regular convexo cujo fngulo eéntrico
360°

O 4ngulo procurado ¢ dado pela férmula w, =
onde w, = 36°

e 7 é a incognita, Logo,

3600 H
36° = — donde = 3()00

- Portanto {
\ » 0 poligono procurado ¢ o decdgono regular.

43, Relag¢des métricas entre ol

d S ado, o rai
¢ um poligono regular. Indique iarie.en dpgren

mos por

l o lac.lo do poligono regular ;

£ o raio do circulo circunscri;:()'

'@ 0 apétemsa (raio do circulo in’scrito).

O raio R, o apétema a e o semi-

Nt lado % » de um poligono regular (fig.

a
¥ B 41) formam um trilngulo ret4ngulo,
= g
¢ P J que, pelo teorema de Pitfigoras, nos
_/ Sk B =g 4 &
4
donde sio dedy ida p
FIG. 41 relacdes rm—itricas?;1 as as seguintes

e
R::-z_\f4a2+p

1
TP N L R e

SEMELHANCA

44. Teorema. Dy;
de lados sdo semelhanté?,s poltgonos regulares de mesmo nimero

Sej e
! ejam O e 0’ os (.'.BDt._I'OS de dois pOIngDOS regulales de n
ados (n = 6, f]g 42). Umndo 0 a08 vértices A, B C, D ‘EJ 1
: 3 ¥
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e O’ aos vértices A’, B’, ', D', B, I, decompomos o primeiro
poligeno em seis trifingulos iguais e em seis triingulos iguais
também o segundo. Os AAOB e AA'0'B’, ABOC e AB'O'C,
ete. formam pares de tridngulos semelhantes, pois, sio isésceles
e tém os fngulos
3600
AQB=A@%’=B&?=B@@H=“.=—%—=ﬁm

Concluimos, portanto, que ésses poligonos, sendo compos-
tos de um mesmo nimero de trilngulos, ordenadamente seme-

lhantes (%), sio também semelhantes.

FIG. 42

45. Teorema. O0s lados de dois poligonoes regulares do
mesmo nimere de lados sdo proporcionais aos respectivos apd-
temas.

Consideremos os poligonos regulares ABCDEF e A’B'CY
D'E'F’ (fig. 42). Como os apétemas sio segmentos homélogos,
as suas relagdes sio as de semelhanga, e esta &, precisa-
mente, a mesma relagio de dois lados homélogos dos po-
ligonos.

Ainda, aplicando uma propriedade conhecida das propor-
goes, temos:

Os perimelros de dois poligonos regulares de mesmo
numero de lados sdo proporcionais aos respectivos apdtemas.

(%) Ver MMalemdiics, Curso Ginasial 5. Série, pég. 270, do mesmo autor
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7. ~ 4 .
§ Rtil(?ioes métricas nos poligonos regulares
o vexos em funcfo do raio R. Construcao
e poligonos regulares.

QUADRADO INSCRITO

46. 5 .
circulo dc(:: ?:2:::;1‘8!((){' ﬁam inscrever um quadrado num
diculares AC e BD jﬁ' 3), tragamos dois diimetros perpen-
em quatro arcos i uais Cl‘rcuuferencm ficard, assim, dividida
cbntricos iguais é o porque tém em correspondéneia Angulos
a6 Grniats A B gulos retos). Portanto, unindo os pontos
2 i (. C e D, obteremos o quadrado ABCD.
perpenﬂiﬁ?ﬁﬁ";’n’f’““d" dois outros diimetros (MN e PQ na fig. 43),
AC e BD, dividire (:)51 e'qu hlsseq.uQm Os_ﬁﬂ!{lﬂOB retos formados por
: mos & circunferéneia em oito partes jguais. Unindo OB

pontos de divisio, obteremos o oclogono regular AMDPCNBQA. Analo-

gamente, poder i .
= 1) lalzios? emos construir um polfgono regular de 16, 32, 64 ... 2n

FIG. 43

. 47. Célculo do lad -
inscrito ABCD (fig. 44) ?nfliggcgﬁgl;ﬁ?' Seja o quadrado

i .....—
;4 .. —o0 lado do quadrado inscrito
4G vepe — 0 apétema do quadrado inscrito

—ralo do efrculo circunscrito
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Aplicando o teorema de Pitégoras 20 tridngulo retingulo
AOD, temos: e il R o
AD? =40° + 0D"
ou 2 =R +FR?

v, B =2R?

R T PR
donde: 1= RAZ I

Tracado OM LAD, temos :
AB = OM + OM
ou Iy =a1 +0s
TR 14 = 2(1.1:

L
donde as = ..__2*
2
e como Iy = B N2, vem: [ = _fi_;(__.

isto 6, !
o apétema do quadrado inserito é igual @ metade do

lado do quadrado.

HEXAGONO REGULAR INSCRITO

 48. Construgio. Consideremos & circunferéneia de centro
O e raio R (fig. 45). Com centro num ponto qualquer A da
circunferéneia ¢ raio R, marquemos 0 vértice B sdbre a cir-
cunferéncia. Em seguida, com centro em B e raio E, marque-
mos o vértice C, e, assim, sucessivamente, até encontrar 08
demais vértices (D, E, F) do hexfigono. A justifica¢io dessa
construgio, onde o lado do hexdgono é o proprio raio do circulo
ofrcunserito, serd dada a seguir.
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49. Céleulo do lado e do
apétema. Seja AB = I, (fig. 45)
0 Iac?o do hexiigono regular inserito
na circunferéneia. Unindo A e B
tom o centro 0, obtemos o tridn-
gulo AOB, que 6 isésceles. De-
monstremos que ésse tridngulo 6
também equildtero. De fato, o
ﬁpgl]lo céntrico AOB vale 60°, em
virtude da sua medida ser dada
pelo arco AB, que 6 a sexta parte
: : daz mﬁnrcunferéncia (por hipétese).
e 0 a soma dos outros dois
les Existente, )qfe”(g:ggla auéz(:a?sg{?gse’ e

0, i :
LA e%“: OTtrlﬁﬂgUIO A0B ¢ equitingulo, e portanto, serd
ES0e; oM, quer AR @ 00 OB = R ou

T ————

[=x]

sers, Ciiifi‘él:ﬂosigoigoga, oAva_Ior do apétema OM (fig. 45), que
oA PO 6. Aplicando o teorema de Pitdgoras
04% = O7° 4 7 Z*
2 l &
ki)
e sendo /g = R, temos :

R? = g2 B2
+4

ou

(i}
donde
66 = Rp2 _ B% _ 3R2
e, portanto: 4 4
%h
RV3

ag = —
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OnsErvagXo: Divididn uma clreunferéncla (fig. 46) em 6 partes
1g_uu.ig e tracando os difimetros bissetores dos 4ngulos formados_ pelos
dlﬁ.‘mcztmﬂ AD, BE, CF, dividiremos a circunferéneia em 12 partes iguais.
Unindo os pontos de divisio, encontraremos o dodecdgono regular ingcrito.
De modo andlogo, podemos dividir a circunferéneia em 24, 48, 96, ... 3X2"
partes iguais e, unindo os pontos de divisiio obter os respectivos polfgonos

regulares inseritos,

TRIANGULO EQUILATERO INSCRITO

50. Construc¢iio. Dividamos a circunferéneia de centro
O e raio R (fig. 47) em 6 partes iguais (problema anterior) e
unamos os vértices alternados por meio das cordas 4B, BC
e CA. O tridngulo ABC é equildtero, pois, AB = BC = CA
(como cordas de arcos iguais).

\f'“"l?ﬁiﬁ:élcu]o do lado e do ap6tema. Seja Iz = AC

/',-(ﬁg. 47) o lado do tridngulo equildtero inserito no ecirculo de
centro 0 e raio B. Tracemos o diimetro A4D. O tridngulo

ACD ¢ retangulo, pois, é inscrito num semi-circulo e, pelo
teorema de Pitagoras, temos:
AD® = AC* +DC?
Mas AD = 2R (difmetro) e DC' = R (por ser corda que
subtende um arco de 60°) ; portanto:

(2R)? = I5 + R?
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ou lg = 4R2 — R:Z w= 3R2

donde y T
3 =

ABCC?flicgulz;_r;osI\? valor do apélema az = OM do triingulo
il O' . No trifingulo retdngulo OM B, que se obtém
com B, pelo teorema de Pitdgoras, temos:

0B? = 0M* + BM? (onde BM = MC = —IQL)
I \°
% (_2_)

13 i
gl R ls = R V3, vem:

ou i

Wi

a2 - R2 3R2 R2
i %

€, DOI‘tantoz

OBsERVAGZO: S = R
endo ly = I e Gy = —5-, podemos dizer que O ap6-

tema do tnﬁ.ﬂgu]o equ 2 he't‘i ono reg
1]
q dtﬂ! 0 6 a mﬂtﬂdﬁ d(l ]ﬂ,(]ﬁ do B

DECAGONO REGULAR INSCRITO
52. Construci i
raiog i ?};éflz.s)l(?onmderemos o circulo de centro O €
% noogls;r,rl_m:cmos o segmento dureo do raio 04, (jé estudada
: isto ¢, detg_l:mncmos um segmento, OP tal que
OP® = 0A . PA.

Com centre
em
a OP, marquemos OApzrft%mBumK 3be‘3m& de compasso igual
gl . corda
gggﬁ%ﬁ?;oﬁgglar inscrito. Com centro irﬁ éB0 ladonl;ms;g:
: e a me
» determinemos o ponto C, e assim sucessivamente.
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FIG. 48

Unindo os pontos 4, B, €, D, ::: encontraremos 0 de;cdgono
regular tnscrito, cuja construgio gerd adiante justificada.

53. Caleulo do lado ¢ do
apbtema. Seja AB = lo o lado
do decfigono regular inscrito 1o
circulo de centro O e raio R (fig.
49).

Logo: AOB = 30° (valor do
Angulo céntrico).

Como OAB + ABO = 180°~
360 = 144° e os Angulos 0AB e
A BO sio iguais, por ser isésceles
o AAOB, concluimos:

0AB = ABO =72
Tragando & bigsetriz BP do 4ngulo ABO, temos:
to AB = PB = lm

AAPB isésceles € portant
AOPB isé6sceles € portanto opP = PB

Logo: 0P = lm

que OP & o segmento 4ureo de

FIC. 49

Demonstremos, agoTd,
0A = R.
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De fa.to, em Vil‘tude
Dodemoa esereVer:

2_13 s Pd
OB ~ g
Como OB = o4 =EeOP=PB=AB, vem
0P _ py
04 ~op
Donde P 04 . py
isto ¢, op

=110 6 0 g :
demonstrar_ gmento dyreq do raio, como querfamos

Lembrand, que o :
€ dado pely férmuly (CZ?)I.OII‘ &Eué b;égo de um segmento gureo

o (V03
= ‘_‘—-—é—___'a
substituindo G por Be g por [,

temos s

ho = (V5 -1)

» 38OTa, 0 valor 4, apblema aio. Sejn AR — l
8010 regulay Inscrito (fig, 50).] 5 Traéado o apéf
MA, pelo teorema “de Pitégoras, d4:

53%5‘1?1” + 742
(onde AM = MB)
ou R2 o 0120_,_ (-%2 2

donde a2, = Rp2 _ A
4

¢, substituinde L0 pelo seu va-
i lor [-2— (5 - 1)]. vem :
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e
iT.. Ty
2 AV = DINES LOREN5 — 2N 5 I
GEO‘=R2—--——-—R ( 16 ) = k%2 - 16
16R2 - 6R2 + 2V 5 R?

16

ou a3, = (10 4 lzﬁwls)

rRV10+ 275
A 4

donde it

EXERCICIOS DE APLICACAQ

i io igual a
1°) Um quadrado esté inscrito num circulo ded?]gplc%&lgn ¥
6 cm. Calcular o valor do perimetro e

Temos que aplicar as férmulas relativas ao quadrado
inserito
L =RV2 .- |, = 6VZ =846 e o perimetro: 4X8,46=33,84
Gy = % SO P e _8%1§_=4,23
2
Logo, o perimetro é igual a 33,84 ¢cm e o apdten)m é 14,3(3;0::).
= i irculo mede 4m. Calcular: a) o la
P ggézgdlﬁouf?]uﬁg:m; b) o apétema do hexfgono regular,
ambos inscritos nesse circulo. |

Temos:a) &3 =RV3 .". 153 =4 X 1,73 = 6,92 |
RV3 | 692 _ 546 r

e S

b) as = — - -4 3
Logo, i3 = 6,92 m e ag = 3,46 m, sfio os valores procurados. J
£ ¢

3.°) O lado de um hexdgono regular mede 2n(11. g:;lg;loagc;
a) a diagonal do quadrado; b) o lado otzi 808
regular, ambos inseritos no circulo em que es |

o hexdgono regular,



156 Osvaldo Sang:’orgi

Determinemog Primeiramente o raio. Como Iy =R e

O prohlema dado ly = Zm, segue-se que R = 2 m.
ortanto ;

a) d, ==N'2"=13\/'2".V'2“=213.-.d4 =2X2=4

/A -
b) 1 = —2-—(\/5 -1) =1?——(i_32___12_ T T 2,23-1=1,23
Logo, og elementog Procurados valem -
A =AM e Jijoen 1,23 m,

§8. Lado do Poligono regulay convexo de 2n lados
em funcio do de n lados,

" 54. Céleulo gq I2n. Resolvamog 0 seguinte problema :

, conheczdo_o lado AB = L de um Poligono regular convexo de

n lados, inscrit, em um cireulp ge cenlro O ¢ raip R (fig. 51),

caleular o lado AC — L2+ do poligong regular convexo inscrito
de nimero duplo de ladps,
Na figura 51, temos:

AC° = cp . cur
(0 ACAD ¢ retingulo em A)

Como{ D = 21’:3
CM = OC-0M =R-0M

vem : 13, = 2R(R - OM).

Sendo 031 o apétema do
poligono de lade [, = AB, pode-
¥IG. 51 mos substitui-lg pelo seu valor

y (n.e 43), isto é,
OM = — Vapa 33,

ny

€, portantg: B = 2R(R - —21—V 412 lf)
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-‘_-—-—-—-—-
" B, =2R*~RV4R2-1?
S ——— /.‘.
donde | b, = Vore_RVIR® 2 /

EXERCICIO DE APLICACAO

. I convexo
Caleular o valor do lado do octdgono (Is) regula J
serito num cireulo de raio R.

Na férmula

lon="Vor: _RVaRT_ 2
Substituindo l2, por Is e I, por L, obtemos:
s = Vor:-RVar-L.
Como Iy = R+'2, e, portanto, I3 = 2R2, vem:
Is = Vo2 — R VigE ook = \akr- RVAIE = V2R -B*V2
%4, pondo R? em evidéncia:

lsz‘vm

donde : ’lg =rVz-Vz

EXERCICIOS

: m decdgono
1. Caleular, em graus, o ingulo céntrico e o Angulo interno de u
. , »

e lo interno de
2 Qisﬁl:) n\:alor do Angulo cénirico e qual o valor do Angu

hexdgono regular ? 1a 135° Qual
3. 0 z:;ulsxingterno de um polfgono regular convexo 6 igua

0 polfgono ? } e L a s
4 Qunlp:; Ifoll‘gono regular convexo cujo ﬁnglflo. cz’.ﬂ}b; (;odm- s
5- Um quadrado estd inserito num efreulo de raio igua
. la,qd; e a4 (aproximacdo até 0,01).
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28. O lado de um poligono regulan;i m(t;cribo n;ﬁ{;gsg](;cdg%]ﬁ “ff; mesmo
um

R 0 i oe 0 gm i sociler & Moy !l::lcr(:ilirg (iilg Iacjlzlscu(];;rt?ml?o an£clhnnm) inserito num cfrculo de
Interno désse poligono & fgual a 3 Qual o poligono? ’ 36 cm de raio. o inscrito num cfrculo, mede
7. Caleular o perfmetro de um quadrado inserito num efreulo onde tam- 29. 0 lado de um hoxdgono TREUE hcor:ivex:)o, ;ggﬁlur convexo semelhante
[ bém estd inscrito um hexagono r':'gulshu-‘ cujo lado mede 5 cm. ilr?gg::;o ?ﬁfﬁrg};ﬂoﬁgd&gﬂigﬁzi E:IS dm. |
8. O perimetro de um hexdgono regular inserito 6 igual a 36 dm. Calcular 30. O perfmetro de um poligono regular convexo, i.]99ritn n;_lm ]gi;c:d:

o lado do trifingulo equildtero inserito no mesmo cfreulo. dlzz 20 gngodé Ldiﬁmcg'n. % 51,90 dm. Caleular o raio do circu

" 9. Caleular o apétema do hexégono regular inserito num efrculo de
didmetro igual a 16 cm.

10. O lado de um quadrado inserito num cfreulo mede 3 V2 em. Caleular
o raio désse cfreulo. Ruse
OBTAS &
11. Um quadrado tem o ap6tema igual a 5 dm. Caleular o perfmetro désse 1. 36° e 1440 17. 3,04 m
quadrado e o difimetro do efreulo que o ecircunsereve. 2. 60° o 120 RV 2 _,\( 2+ 42
+12. O lado de um quadrado eircunserito a um efreulo mede 10 dm. Caleular . e 12 18, lig =

e smo nimero
estd inscrito um outro polfgono regular tcon:gc?ougle :ItmiUS.SO dm.
de lados que o primeiro e cujo perfmetro ¢ 18

, o perfmetro do hexdgono regular inscrito no mesmo cfrculo. 8. Octégono 19. 30,4 cm
“13. Um trifngulo equildtero estd inscrito num efreulo de raio igual 8 4. Pentdgono 20. 1,02m
14 em. Caleular a altura e o ap6tema do trifingulo. 6. 5,64dm; 8dm e 2,82 dm 21. 3,14m s e
14. O apétema de um quadrado inserito num efrculo vale 5 m. Caleular 6. Pentdgono 22, 5,19m; 5,64 m; 6 m; 0,
o perimetro do quadrado cirennserito a ésse mesmo cfreulo. 7. 28,20 ¢m 6,15 m
15. Caleular o lado do decdgono regular inscrito num cfreulo onde também 8. 10,39 dm 23. 8dm; 2,30dm e 4,61 dm
ge encontra inserito um hexdgono regular de perfmetro igual a 60 dm- 9. 6,92 em 24, 16 dm
16. Detqrminur o perfmetro do decdgono regular inscrito no circulo de 10, 3 cm 925. 5m
raio igual a 6 m.

11. 40dm e 14,10 dm _7; 2(V2 -1
17. Caleular quanto mede o lado do octégono inscrito num efreulo de 8 dm 26. 2- V2; 2(

de difimetro. 12. 30 dm

27. 8dm
18. Celeular a expressiio de ;s em funciio de R, usando a férmula do lzn- }:: %1 gmieset 28. 24cm
19. Caleular o perfmetro do octégono regular convexo, inserito num cfrculo Shog; 40 m 29. 8dm
de 10 em de difmetro. 19::6,15 dm 30. 20 dm

20. Caleular o lado do dodecfigono regular convexo, inscrito num cfreulo 16. 36,9 m

de raio 2 m de raio. (L3 é determinado pela férmula do lz,).
21. Caleular o Iy (icoségono regular), inserito num efreulo de R = 10 dm-

{ - 2 e T
22. Um cfrculo tem 1m de raio. Caleular os perimetros dos seguinted §9 Medicdo da circunferéncia. Céleulo d
poligonos regulares convexos néle insecritos: trifngulo, quadrado, :
hexdgono, octdgono, decdgono.

23. Um tridngulo equildtero tem 24 dm de perfmetro. Caleular os valores CIRCUNF ERENCIA
do lado, do apétema e do raio do cfreulo que o circunsereve. ; - COMPRIMENTO DA S RoE
24. Ligando os pontos-médios consecutivos dos lados de um quadrado . ora, compardmos apen "
inscrito num ecfrculo de 4 dm de raio, encontra-se um novo quadrado- 55. ngernhdadcs- .Atg iﬁ'cos’ de igual raio entre S
Determinar o perfmetro do novo quadrado obtido. mePtOB retilineos entre s, {vel também, comparar arcos de
25. A soma dos lados dos quadrados inscrito e circunserito a um mesmo Adiante veremos que é. possivel, Gion t(,) s retilineos.
circulo é 17,06 m. Quanto mede o raio désse cfreulo? raios desiguais, entre si ou com 5eg

26. A soma da diagonal ¢ do lado de um mesmo quadrado é igual & V2.
Quanto mede a diagonal e quanto mede o lado?

27. Quanto medem as diagonails de um hexdgono regular convexo que
tem 24 dm de perfmetro?
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S . ‘
ob o ponto de vista estritamente intuitivo (experimen-

tal oderi . 2
ﬂei’ivgl q?lrc:amos §°?S‘d°}‘ar a circunferéneia como um fio
se poderia dispor ao longo de uma reta. O seg-

mento assi : Gl i
e repre}:szfll’;gri?‘f) tcl)d:egarm idéia da retificagio da circunferéncia
Todavia, tal m dcoglpmme??to_
cunferéncia ;150 enfo Ot. e coﬂSlqerat‘ o comprimento da cir-
sobre as medidas do ntra, em virtude do que foi estudado
tndioal oot nimin S% segmentos _rctllineos, uma justificativa
deformagio d,gs i lz::mos a_lusao alguma 2 possibilidade de
determinar o comg £NL08 relilineos. Dai a necessidade de
puramente _prlm?nto de uma circunferéncia por vié
geométrica. B o que faremos a seguir.

56. Comprimento de um
arco de circunferéncia. Seja

—
A_E' um arco de ecircunferéncia
(fig. 52). Consideremos a poli-
_gona! convexa ABCDE néle
inscrita, isto €, que tenha 08
seus vértices sbbre o arco, € &
poligonal AMNPQE a éle cir-
cunscrita, ou seja, que tenha
todos os seus lados tangentes
< 20 arco.

O comprimento do arco

FIG. 52 —
com os perimetros dessas d A,E serd dado confrontando-0
comprimento do arco AFE uas poligonais. Tomando para
ABCDE, teremos um wvalo o perimetro da poligonal inscrita
mento do arco. Se, ao imré ap{mmado por falta do comprl-
gonal ecircunserita / AMNP Qsi? omarmos o perimetro da poli-

~ , teremos um valor aproxzimado

por excesso do AL,
i evident
cnLe T b
maior que o da 1;11;;(115 perimetro da poligonal cireunserita é
serita, pois, qualquer poligonal convexa envol-

vente é maior a1 o
ue a
exiremidades. (*3‘? Se dp?l?g"”al convexa envolvida de mesmas
esejarmos obter maior aproximagio do

(*) Ver Tercei
reeiro ano de Matemdtica Cureo Ginpsial, pig. 138, do mesmo gutor-
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~
o AI, basta duplicar sucessivas

verdadeiro comprimento do arc
ada uma dessas poligonals.

mente o ntimero de lados de ¢
De fato, a0 mesmo tempo em que s¢ Vi€ aumentando 0

nimero de lados das poligonais, temos que 08 perfmetros das
inscritas vio crescendo enquanto 0S das circunscritas vao
~

decrescendo, tendendo ambos a se confundirem com 0 arco AL.
Nestas condigoes, a diferenga enire 08 respeclivos perimeiro
pode tornar-se menor que qualquer gquantidade ido pequend
quanto quisermos. Temos, assim, 2 seguinte defini¢do:

o de circunferéncia é 0 limite
smelros de duas linhas
{ra circunscrita,
definidamente.

O comprimento de wm arc
comum para o qual tendem 03 per
poligonais, convexras, uUmMa inscrita e ou
quando o numero de seus lados aumenta in

Opservagio: Ixistem na geometria problemas angdlogos aos jé
que demos do numero

t'ancontmdos _na dlgebra. Realmente, na definigiio
trracional V2 (Cap. I, n.° 2), usamos duas sucessdes de nimeros racionais,
uma por falta e outra por excesso. Agors, pard definir o comprimento de
um arco de circunferéncia, necessitimos, também, de duas sucessdes de
linhas poligonais, umas inscritas e outras circunscritas.

S A M

A 57. Comprimento de uma
circunferéncia. O estudo feito
para a medida do comprimento
de um arco pode ser estendido
para a de uma circunferéncia.
Basta inscrever um poligono R
regular convexo ABCDEF (fig.
53) e ecircunscrever um outro
MNPQRS, também convexo e
regular. A medida que vamos
duplicando o numero de lados Q D
désses poligonos, temos: FIG. 53

P

1.°) os perimetros dos poligonos inseritos vio crescendo.
e consequentemente se aproximando, cada vez mals,

do comprimento da circunferéncia ;
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2.°) os peri
3 erim i i
cfnda e;rt:i) 1dos Pohgonos circunscritos vio decres-
= ;n o dlsequcut\c‘rucnte se aprozimando, cada
; comprimento da circunferéncia ;

3°) a dif
] erenga .
¢a entre os perimetros dos dois poligonos,

o do cir i ;
by ;Tlglls;g;ﬁls o do mscélrlto, pode tornar-se

2 er quantidade, ta s
quanto quisermos. Dai a defii;i(;ﬁ(’). & Peguens

)Ruo .
comprimento de ;
uma circunferénei 2y
para o qual tendem os circunjeréncia é o limite comum
convezos, um inscrit § pertmetros de dois poligonos regulares
de lados désses E{O e ouiro circunscrilo, quando o NUMEr0
poligonos cresce indefinidamente.”

cm 3 X

das dua
s classes de :
cunferéncia). perimetros, por € (comprimento da cir-

Obsery

e-se indefi

! umqgllc?l,i raument-::mdo Zindefinidamente o nimero

i gono regular inscrito, o comprimento do
, 20 mesmo tempo, aproxima-se, cada vez

mais, do compri
primento do raii : .
e ionotsaladha institia raio da circunferéncia em que ©

58. Razad : g
rema: Os COT?Lp(:?m‘;lr;cut:iferenciﬂ para o didimetro. Teo-
CiONais aos comprime tos e duas CETCunfcréncias sio propor-

De fato, dad ot dos_mspectwos didmetros.

(fig. 54), imaéinemas duas circunferéneias de raios R e R’
dois poligonos r 08 que nelas estejam inscritos e circunseritos
egulares convexos de mesmo ntimero de lados.

FIG. 54

S e——
e

Matemdtica W

Jj E?;??S (n° 45) que 08 perimetros de dois poligonos regulares
ap 6temaw nimero de lados sfio proporcionats aos respectivos
e ot 8, € como essh prqposmﬁo & vélida qualquer que seja
tambéer o de lados dos poligonos, podemos supb-la ve’rdadexra,
lados I:llé quando aumentamos mdefmlydamente o nimero de
oton i poligonos. Logo, & relagio p"ermaneceré verda-
% mesmo para 08 elementos de separago das dI’IB.B classes
circll)le?metrgs, isto é, para 08 comprimentos C © ¢’ das duas
Fias I(}erénm,as’ bem como para as posigoes limites dos apdte—
Tem os poligonos, que sii0, respectlvamcnte, os raios B e B
08, assim, que: o R
T
ra?,MUItiplicanclo o numerador € 0 de
zi0 por 2, obtemos:

nominador da segunda

como queriamos demonstrar.
comprimento de uma

_ 59. Conseqiiéncia. A razdo entre 0
circunferéncia e o comprimento de sew didmelro é constante,
er que sejam as circunferéncias.

isto &, sempre G MESM, quaisqu

Com efeito, de _bC_"_ = -:——g—
C (6
tmoe: % = 2R

(AR TR de

o mais as circunferéncias G
i o mesmo

Considerand
R", R ... © seguindo

raiqs, respectivamente,
raciocinio, obteremos:
C Cr CH GHf
— B —— B Ty = —
2R 2R’ oR"” 2R

PR R

que permite ainda escrever: —2%— = constante
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Essa con i
ok gséc;n;;s:;l c?ligtf um Tgmem irracional (*), foi indicada
< a, A ap Cnit! 1
i 7 (lé-se “pi ), e o seu valor aproxi-
§ e primeiros algarismos decimais é:

% = 3,141592653.........:

Logo:

=T

2R

N . -+
L S el B it
3,1416 (a menos de 0;0081).’ 1), ou o aproximado por excesso

60. Ex £
A Xxpre : .
pressio do comprimento de circunferéncia.
0

De &
oR, T

deduzimos C = 2R'm. ou C = 2zR |

férmula ;

clissica que :

: ermi : : 4

desejada, o comprimept cEe determinar, com a aproximagao
nto (C) de uma circunferéncia de raio 2.

Ezemplo: Calcular

et , com ér 1 1 .

mento da circunferéneia de 5 dmnc)leli?;o(r-c 3_,_0?;0114,) 2 BRI
® = y s

T ; i
emos: R ; 5 dm. Aplicando a férmula € = 2=R, vem:
=2 X 3,14 X 5dm = 81,4 dm

B e d6l- Expressio do comprimen-

. ed_l;]m arco de circunferéncia.

& Y medida de um arco de circunfe-
g Yéncia pode ser expressa ou mediante

a medida do dngulo cenlral corres-
pondente (AOB na fig. 55) ou to-

A I;mnaigdg como unidade de medida uma
= o ?3 ; ef;lf&comprimento, por exem-

( o
*) H4 ume distingfio entre o nfimero irracional T
e um nfimero irracional d
a forma

por exemplo 2 .
de T contin 1 DOis, enquanto o quad
ua sendo irracio wadrado da Y2 6 3 :
cendente, para o distingui ssl. st omoime qie seatbii o nimero racional 2 o quadrado
guir dos outros irracionais ui 80 nhmero T deo irracional irans:
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Angulo central denomina-se
m metros, denomina-se com=
plitude de um arco sio
is; e como para a cireun-

2 A medida expressa pelo
plitude do arco, e, expressa €
g;;’t"‘iﬂ:io 0. comprimento e a am
fcré:g; g.ms. diretamente proporcioni
cia, temos:
comprimento (C) = 2R
amplitude (em graus) = 360°

i . 4 .
ndicando por I o comprimenio de wm arco € por n a sua ampli-

tude, vale a seguinte proporgio:

2zl ) 3600

) n®
Donde [ = =R _ 180
180 5 "= IR

alcular, respectivamente, o compri-

rco. Ezemplos:

m arco de amplitude
nferéncia de

férmulas que permitem ¢
mento e a amplitude de um a

1) Caleular o comprimento de u
igual a 45% pertencente a uma cireu

10 em de raio. (Usar ® = 3,14).

Tem H =] ‘]’:R___?E
0s 1 )

314 X 10 X 45 31,4
5 - 180 o
Logo, o comprimento do arco procurado € 7,85 cm.

amplitude de um arco de

2°) Determinar, em graus, a
circulo

3 cm de comprimento, pertencente a um
de 12 em de raio.

1801
b : =
emos: 7 =

180 X I
n 2SS 14,33; e, portanto, n = 14,33° = 14°19748"

=314 X 12

‘.‘-4-& ange
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62. Radiano. O confronto
feito entre os arcos de circunfe-

B8 \
\Td réncia e 0s segmentos de retas
permite eriar mais uma unidade
\\\\\\ ’ de medida para os fngulos: o

radiano. Chama-se radiano a0
ingulo central (fig. 56) que deter-
mina sbbre a circunferéncia um
arco de comprimento igual ao raio.
Indica¢io: rd. Calcula-se o
FIG. 58 ntimero de radianos que uma cir-
; cunferéncia contém, dividindo o
Séu comprimento (C = 2zR) pelo do raio (R), isto é:
C 2zR

—_— f— P

R R T

Logo, qualquer circunferéncia contém gsempre 2% radianos.
4 om um valor aproximado, a menos de 0,01, podemos
1zer, também, que a circunferéneia possui :

2% =2 X 3,14 = 6,28
radianos, isto 6, 0 seu comprimento vale aproximadamente
6,28 vézes o comprimento do raio. Temos, entio:
uma circunferéncia contém. ....... 360° ou 400 gr ou 2= rd
meia circunferdncia contém. .. ... .. 180° ou 200 gr ou wrd

um quarto de eircunferéneia contém. . 90° ou 100 gr ou —;Efd

Para relacionar as trés unidades de medidas de Angulos,
a s&ber_o grau, o grado e o radiano, basta armar as proporgdes
da medida de um mesmo 4ngulo nessas trés unidades. Assim,
o valor de 1rd, em graus, serd dado pela proporgio:

2mrd 360° 360° % 1rd
180 e =it o)y !- donde Eomt -

1
= 2% L 570958 smmipas gy
=

$2°8199"
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O valor de Ird, em grados, por sua vez, serd :
2%rd ——— 400gr _400gr X1rd _ 200gr _ 63,60
1 vd N } donde z = B = ,69g
Ezemplos :

1°) Reduzir a radianos um arco de 135°
180° wrd L 135° X 1rd =3_7: d
1350 - } donde =z T T T

ou, usando = com a aproximagio 3,14, vem:

Temos:

I rd =
Logo, o arco de 135° equivale a 2,355 rd (c/ aprox. 0,001).

2°) Converter em graus, minutos e segundos 0s arcos:

a) %‘Erd; b) 75_1ch- |

3% ?_’_543_:1‘_* rd = 2,355 rd

Temos: a) =rd 180° dmrd o 1500
%5'7': rd z dondez = =, = l44°
b) pode-se, também, substituir diretamente wrd por
180°:
71;1-:1 o X5180° = 128,57 = 198°84'12". |
3.°) Converter em grados o arco de 2,5 rd.
Temos:
1rd 63,69gr 2,5 rd X 63,69gr _ 159,22gr
2,5rd z } dondez = 1rd
CALCULO DE =
63. Generalidades. Sendo = um nimero irracional, nio

é possivel encontrar um valor exato para a sua representlacﬂo
decimal. Désse modo, temos de contentar-nos com valores
aproximados, por jalta ou por excesso.
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Do fato de = ser dado pela relagiio:

C

podemos fixar, arbitririamente, R ou €, e obter, assim, dois
métodos elementares para o seu edleulo.

1°) Dado R, calcular C. fiste é o mélodo dos perime-
tros ou de Arquimedes;

2°) Dado C, calcular RB. Liste é o métodos dos isoperi-
metros ow de Schwab.

Estudaremos sdmente o primeiro método.

64. Método dos perimetros. Tomando, por exemplo,
R = 1, a relagio (1) d4-nos:
e CIRE
2X1 2
isto €, = é 0 nimero que mede o semi-comprimento (%) de uma

®

circunferéncia de raio igual a 1. Logo, obteremos os valores
aprqmmados de =, por falta ou por excesso, calculando os
semi-perimetros dos poligonos regulares inscritos, ou circuns-
eritos, 3 circunferéneia de B = 1.

2 Se, para o comprimento da circunferéncia (C), usarmos 0
perimetro do hexfgono regular inscrito, obteremos 3 como
valor aproximado, por falta, de =, pois:

1=8

] Empregando a férmula que d4 o lado de poligono regular
inserito de ntmero duplo de lados:

l2s = V2R2—R\!4R2—zﬁ

e fazendo B = 1, podemos, agora, calcular o I 12, log, lag, oo vt
e, portanto, os semi-perimetros dos poligonos correspondentes.
theremos, dessa forma, o valor de = com um grau de aprovima-
§ao que serd tanto maior quanto maior 16r o numero de lados
dos poligonos que se inscrevam.

—_— - 2 £, 6
lg = R=1; e, portanto, o semi-perimetro sers :

RS S BN T S——— e et e T
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Foi com é&ste proceder que Arquimedes, partindo dos
hexdgonos regulares, inscrito e circunscrito, e duplicando suces-
sivamente o nimero de seus lados, chegou A expressio que di
o semi-perimetro do poligono de 96 lados, encontrando o valor
de = compreendido entre

3+ ;—(1)- (semi-perimetro do lgg inscrito)

3+ ;—g (semi-perimetro do lgg circunserito)

2
O segundo valor, 3 + ;—g = 277—, por excesso, é exato até

0s centésimos e supera = por menos de 0,01. Atualmente, o
valor de = calculado por Shaules, vem expresso por 707 casas
decimais. Na préitica, porém, sio usados os valt?res 5 3,14
(aproximacio de 0,01 por falta) e 8,1416 (aproximagio de
0,0001 por excesso). -

OBsERVACX0. As vinte primeiras casas de T sfio 3,1415926535897932
3846 ... Os caleuladores de ® estiveram, por longo tempo, com esperanga
de obter um seu valor exato depois de um certo ntimero de algarismos.
Toi Lambert que, em 1770, demonstrou niio ser isso nossf':rel.

A partir de 1947, os compuladéres electronicos, dos diversos Centros
de Matemdtica, da Buropa e dos U.S.A., caleulam = com milhares de
casas, de aproximagio, em alguns segundos.

EXERCICIOS

1. Caleular o comprimento de uma circunferéneia que tem como ralo:
1.°) 5dm; 2° 1m; 3.°) 4cm.

2. Qual o comprimento de um meridiano da Terra, sabendo que o ralo
terrestre é aproximadamente igual a 6 378 km ? :
. Caleular o comprimento de uma circunferéneia de difmetro igual
a 8dm. - |
Quanto vale o ralo de uma circunferéneia cujo comprimento é de
18,84 m? d
5. Quanto mede a diagonal d

31,40 m de comprimento ? : :
6. O apdtema de um trilngulo equildtera mede 5em. Calcular o com

primento da cireunferénela que o clrcunsereve.

3.

-

e um quadrado Inscrito num cfrculo de
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1‘ 180,098 1 49) —— rd = 1,57 rd

7. Quantas voltas deve dar uma roda de 0,80 m de diAmetro para per- | 14' ?2“32'29 2

correr 2512m? : 5. 12m 20, 19 2% il 2005
8. As rodas de um automével tém 0,36 m de raio. Quantas voltas dé | 16. 74-50‘2 s . Ao) =g )

cada roda enquanto o carro percorre 4 521,6 m? 17. 114°38'58 <
9. Determinar o comprimento de um arco de 60° num cfreulo de 12 dm ‘ 18. 57,3 m 2.0) —-rd = 2,35rd

de raio. ]

- .0) — rd = 0,62 rd; o o

10. Num cfreulo de 20 em de raio, determinar o comprimento de um arco J 19. 1) ——rd z 3. )_ wrd = 3,14 rd

de 400, ‘ a 21. 0,77 rd
11. Determinar, em graus, a amplitude de um arco de 10 cm de com- * 2°) —rd = 0,78 rd; 22, 1.°) 108°% 2.°) 40° 3.°) 360°;

primento num efreulo de 18 em de raio. 23. 120° .
12. Calcular o comprimento de um arco de 50° pertencente a uma clr- ‘ G B gl e, 24. 1,09

cunferéneia de 4 dm de raio. 2 . 3:) 3 i1, 0iedy 25. 0,96 rd
13. Quanto mede o arco de 45°30" inscrito num cfrculo de 1 m de raio? |

14, Determinar & amplitude de um arco de 2,5 m de comprimento num | E
efreulo de 3 m de didmetro.

N 15. Caleular o raio de uma circunferénela na qual um arco de 30° tem
6,28 m de comprimento, ‘

% 16. Quanto mede uma circunferfncia na qual um arco de 60° tem 12,42 m |
de comprimento ? ‘

217. Calcular o ntimero de graus de um arco, cujo comprimento é igual 1%
80 dbbro do do raio.

® 18, Numa circunferéncia, o arco do primeiro grau mede 1 m. Qual o ralo
dessa circunferéneia ?

19. Converter em radianos os arcos de: 1.°) 30°; 2.°) 450; 3.0) 60°; I i
4.°) 90°,

20, Idem para os arcos de: 1.°) 120°; 2.) 135°; 3.) 180e. ‘
t 21. Reduzir & rd o arco de 44°32',
+22. Converter em graus os arcos de: 1.9) §-;~'.- rd; 2.9 ?QE rd ; 3.°) 2%rd.

*23. Exprimir em graus um arco de 2,09rd. )
*24. Reduzir 70 grados a radianos.
25. Calcular em radianos o arco de 60,83 gr.

RESPOSTAS ;
1. 1.¢) 31,40 dm 6. 62,80 cm
2.°) 6,28 m; 7. 1000 /
3.°) 25,12 dm 8. 2000 |
2. 40053 km 9. 12,56 dm |
3. 25,12dm 10. 13,95 em |
4 3m 11. 31¢50'49"
5. 10m 12. 3,49dm

.

F



CAPITULO III

Areas das Figuras Planas

§1. Defini¢des e propriedades fundamentais.

3 1. Defini¢fo. Chama-se drea de uma superficie ao
? numero que exprime a sua medida. Na linguagen, corrente,
g confundem-se, ds vézes, as expressdes superficie e drea. A
, palavra superficie estd intimamente ligada & forma da figura,
i enquanto a drea ¢ um numere resultante do confronto de uma
superficie com outra tomada como unidade. A é4rea depende,

} pois, da unidade escolhida.
| A unidade legal de drea é o metro quadrado (m?®) que é a
drea de um quadrado de 1 m de lado. Usam-se, também, seus

multiplos (dam?, hm?, km?) e submultiplos (dm?2, cm?, mm?).

2. Superficies equivalentes. Quando duas superficies,
distintas quanto A forma e medidas com a mesma unidade,
tém a mesma drea, dizemos que elas sio equivalentes. Logo,
duas superficies sio equivalentes quando, medidas com @ mesma
unidade, tém a mesma drea.

g

- —

DOrq:ueo retingulo e o tridngulo da fig. 57 sio gquiv:ﬁ.lentes,
guais q%fn 20;,01’0(10!10 ser decompostos em dois tridngulos
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Devemosg nofar, ainda, que:

1.°) duas Sfiguras equivalentes a umag lerceira sio equivalentes
entre si (propriedade transitiva da equivaléncia) ;

2°) a soma das dreas de vdrias figuras é igual @ soma das
dreas de figuras q elas equivalentes :

3.°) duas figuras iguais sio equivalentes, mas nem tdédas
as figuras equivalentes sip iguazis.

3. Propriedades fundamentais, Asg regras para deter-

minar as dreas dag Superficies dos poligonos decorrem dos
teoremag que se seguem.

& N _~Primeiro teorema. As dreas de dois retGngulos de mesma
base estio entre ST como suas alturas. (¥)

~ Sejam os retingulos ABCD o A’B'C'D' de mesma base b
(fig. 58). Temos ;

% { h altura de ABCpD Y { drea ABCD h

" altura de A’B'C'D’ frea A’B'C'D’ W

D
1
h
}

4

Demonstmg&o 5

Logo:

—

(* Ruferimo-naa 48 medidag das alturas,

* : : ; ¢
(** o teorama aindg é verdadeiro quando h e B’ pfg sHo comensurdveis.
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4 Ah m )
Dividindo, membro a membro, vem : T

i i de medida e
extremidades de cada unidade )
% Peggls)ree }a e h’, tracemos paralelas _:ls respectivas _bases.
Obteremos, assim, retingulos iguais enlf;;re sx,( g)o;
altura (u
m a mesma base (b) e a mesma

Itafrianto retingulos de mesma 4rea. Chamando a

a fdrea de cada um déles, temos:

drea ABCD =m.a
drea A'B'C'D' =n . a

Dividindo, membro a membro, resulta:
drea ABCD -1 My @
4rea A'B'C'D’ n

3. Confrontando (1) e (2), obtemos:
4rea ABCD = L
drea A’B'C'D’ h’ e.q.d.
. i i los
deria ter sido enunciado para retdngu
d NOTA;]tgr?ezlc?oixf\fg;cinnegsra; base, pois, é indiferente considerar
e mesma 3

i Itura ou base.
1 das dimensdes como a :
R wa. As dreas de dois retdngulos quaisquer
: Segum.io te: ::r;)ro.dutos das bases pelas alturas.
il {re 81 com 12 -
esma;;am os retdngulos ABCD e A’B'C'D’ (fig. 59). Temos:

T{ 4drea ABCD bh

imenstes de ABCD =——
a{{ D) G frea ABCD = B

(W', b") dimensdes de A'B'C’'D’

D C

t Cl Dll c L

i’

=g —8 A=—f—~g' A=——F 5
FIG. 89

- e e

J e e T
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Demonstracio :

1. Construamos um terceiro retdngulo A”B”C"D" que
JElenl}.m. a base b do primeiro e a altura &’ do se gundo.
relt)ﬁlggﬁf]oo (i B%‘)Dremillanterior, primeiramente nos

S £ (&) IB!I 7 17 A A :
base (b), obtemos : C"D", que tém a mesma
drea ABCD h

drea A"B"C"D" ~ I (1)

e em seguida nos retingulos A”B"”C"'D" o A'B'C'D’,
que tém a mesma allurg (h), vem :

Area A"BICr

érea A’ B' ¢' ' 2

b
iy 2

2. Multiplicando, membr .
0 a memb ; 1
e (2), temos: embro, as igualdades (1)

drea ABCD drea A”B"C"D"  h b
frea A"B"C"D" “frea A B DT = W XY

ou, simplificando :

_frea ABCD _ bh
frea A'BCD ~ b

§2. Area dos poligonos.

RETANGULO

4. Area do retineul !
tangulo. A drea de ot ual
60 produto das medidag ='de e dz'mensé‘est,‘m retdngulo é ig

Seja o retdngulo ABCD (fig. 60). Temos:

- { b base
h altura 7T!8 =
S Area A bh
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Demonstragdo : D c

1. Seja U o quadrado
de lado u, adotado

== T

como unidade de = &
medida. De actrdo
com o Segundo teo-  p = I -] U
rema (n.° 3), vem: P10 0o
drea ABCD ¥ i x h
drea U U U

2. Como o primeiro membro exprime a medida da super-
ficie do retdngulo A BCD, quando se toma o quadrado

U como unidade, e, os fatdres do segunf_lo membro
representam as medidas de b e h, em relagiio a mesma

unidade, concluimos que:

4drea ABCD =b X h ou S=0bh

QUADRADO

5. Area do quadrado. A drea de um quadrado é igual

da medida do lado. : :
g q%agr?ggo’% quadrado é um retdngulo cujas dimensdes

sfio iguais. Na férmula anterior, fazendo b = h = @, temos:

S=a?

PARALELOGRAMO

6. Area do paralelogramo. A drea de um paralelo-

gramo é igual ao produto da medida de sua base pela de sua

altura. ;
Seja o paralelogramo ABCD (fig. 61). Temos:

b — base
H{ h-—altura T{S =0bh
S — frea
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Demonstragao :

L. Prolonguemos AB e trace-
mos DE 1LAB e CF 1 AB.
Os trifingulos retdngulos
DEA e CFB sio iguais,
lrl)or t(erem .]igual hipote-
¥ ‘ usa (como lados opostos
énpgféfl]elo;gmmo) € um cateto igual (segnfentos
alelas compreendidos entre paralelas).

2. L
?&'oong}%ebgramo ABCD 6 equivalente ao retin-
POI serem eqiiicompostos (compostos

de par icuai
unic?ad;estéﬁuals). Quando medidos com a mesma
» Portanto, a mesma drea, isto é:

3 frea ABCD = drea DEFC
frea ABCD = EF  p-
€ como EF=AB=b. ‘
vem : ,

érea ABCD = bXh ou S = bh
= GRS

c.q.d.
TRIANGULO

7. Area de um tri
ld ridngulo. 4 dreg ge um tridngulo é

tgual & metade :
alfir, produto das medidas de syg base e de sua
D

Seja o tridngulo 4 B¢ (fig. =

62). Temos: A’;

iR

Demonstracio :
FIG. 62

1
Por 4, tracemog ADIBC; e por ¢ CDIAB. Obte-

mos, assim, o paralelogramg ABCD
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2. Bsse paralelogramo & equivalente & soma dos dois
trifngulos ABC e ACD. Como AABC = AACD
(caso LLL), segue-se que a drea do AABC é igual
3 metade da drea do paralelogramo ABCD. Sendo:

4rea do paralelogramo ABCD = bh

temos =
4rea do tridingulo ABC = %é ou S = =
c.q.d.

Nota. No caso do tridngulo ser reidngulo, um dos_ catetos pode ser
conslderado como base e o outro como altura. A drea do tridngulo retingulo
serd, portanto, igual ao semiproduto das medidas dos catelos:

8. Area do tridngulo equildtero em funciio do lado.
A altura h do trifingulo equildtero (fig. 6) em fungdo do lado !
é dada (Cap. II, n.° 9) pela férmula: A = 1V3 . Como a frea

de um triingulo é dada por v 2
5=

vem, substituindo b por I e & pelo valor j& conhecido:

V3 3

3 2
S = 2 = 9
donde S = —12*413—

l'? 9. Area de um tridngulo em funcdo dos lados. Seja
o tridngulo ABC, onde h é altura em relagdo A base AC =0
(fig. 63). O valor de h, em relagio & base b, j4 foi estudado

(Cap. II, n°17) e é expresso, em fungio dos lados @, b e ¢,

pela férmula : 2
h = = Yop(p-a) (p-0) -0
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Sendo a fdrea do AABC dada por

bh
Su-z—

substituindo A pelo valor supra mencionado, temos:

b
S=5 X VoG- G- 70

Simplificando, vem :

S=+Vpp-a) (p-b) (p-¢)

férmula atribuida a Herdo. (*)

Nora. No caso do AABC ser equildtero, isto 6, quandoa = b = ¢ =
ep= —3;-, podemos obter, a partir da férmula de Herio, a drea do triingulo

equildtero em fungfio do lado, j4 encontrada no pardgrafo anterior (n® 8).
De fato, substituindo, obtemos :

e (Y T fau _p i3
& ZINED 2°\ 2 ‘=\/2° 4
B

FIG. 63 FIG. 84

10. Area de um triAngulo em funcio do raio do
circulo inscrito. Seja o AABC (fig. 64), onde r é o 1210
do cireulo inscrito de centro 0. Unindo O aos vértices 4,
B e C, obteremos os tridngulos OBC, OCA e OAB, que tém
por bases, respectivamente, @, b e ¢, todos com a mesma altura

. (® Herio pe ALEXANDRIA - viveu no primeiro séeulo da era erist; Muito conhes
cido pelo geu tratado de Geometria Pritica.
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i io que passs
7 (em virtude da tangente ser perpendlcular ao raio 4 p

do tridngulo ABC é
tacto). Como & area
?gelltgl pb? I}szomgedgznﬁ,rens dos tridngulos componentes, €

ar
4rea AOBC = o=

br
frea AOAC = =5~

cr
grea AOAB = 5~

: oTé
Y o M 0
drea AABC'='"§‘+'§_+ 2 2

3

oatbt
|s=2

que dé a drea de U

férmul m tridngulo em Jungdo do
que é a formula

. ) to. =_§_l.
gt msc:’ tridngulo ser equildtero, 1sto & 03 TS
Nora. No caso do &r¥
temos : 8= —3'3‘“

do do
i ilatero em fungio ¢
A um triangulo equi . B
raiol(}(; 3::1?13 ?:ircunscrito. 8?13.605 )tuﬁngulo 5
no circulo de centro 0 e raio R (fig. bo):

Temos, pelas f6rmulas jé conhecidas:

iy N3 _ 3E
l1=RV3 e h="3 2
1 X h
Como =
s e 3T ol
vem  pYTX5 g2 3
Sz:-——'—'_-_-___—= 4

2
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isto é:
S=3pd7
4
TRAPEZIO

12. Area do trapézio. A drea de um irapézio & igus

agt produto da semi-soma das medidas de suas bases pela de suG
altura.

Seja o trapézio ABCD (fig. 66). Temos:

s AB = b base maior
H CD =}’ base menor

S hrea

B r
T{S=(b+b)h

FIG. 68
Demonstragiio :

1. Tracemos a diagonal DB, que decompde 0 trapézio
nos tridngulos ABD e CDB, os quais, em relago
a8 bases b e b', respectivamente, possuem a altura
igual a h.

2. Como a frea do trapézio é igual & soma das dreas dos
triingulos ABD e CDB, temos:

bh b'h
drea, ABCD = —
rea cD s AL .
PR §= (btb)h
2
c.q.d.
LOSANGO

13. Area do losango. A drea do losan ] J
: . 0 ¢ 0 semsi-
produto das medidas de suas diagonais. e b
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Demonstragdo :

um poltgono regular inscri
de seu perimelro €

Seja o losango ABCD (fig. 67). Temos:

d = DB diagonal menor Al dd’_
H! d = AC diagonal maior 5
S frea

as is respectivas dia-
MNPQ, composto de
dos iguais entre Sl
tencem a0 losango.

tade da drea désse

1. Tragando pelos vértices paralel
gonais, obtemos O retdngulo
oito trifingulos TeUAl :
(caso LLL) e dos quais quatro per

2. Portanto, a 4rea do losango é a me
retingulo; e como ;

<7 % retingulo MNPQ = d X d
X d

gegue-se que: .l
4rea do losango ABOD= =

ob dd’
S=7
c.q.d.

o

B ettt

FIG. 67

POLIGONO REGULAR

oligono regular in
10 ¢ igqual ao semi=pr

7 scrito: A drea de
14. Area de um p oduto das medidas
de scu apdtema. ados (as fig: 68,

Seja o poligono regular ABCDEF de n

n = §), Temos:
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p semi-perimetro
H{ a apbtemas T{8 = pa
S érea
Demonstragdo :
1. Tracemos os raios 04, OB, 0C, ..., que decompdem

o poligono em tantos trifingulos quantos forem 08
lados (n). Rsses triingulos siio todos iguais (caso
LLL) entre si e tém por altura o apGtema a do
poligono.

2. Como a 4rea total do poligono 6 igual & soma das dreas
dos trifingulos que o compdem, temos:

drea de um dos tridngulos (AOB por ex.) = : >; 2
drea dos n trifingulos..........o000vun. =2 X; 2L
Sendo n X I = 2p (perimetro do poligono), vem:
B 2p X a - K
2
; ; o i c.q.d.

15. Area de um poligono
regular circunscrito: A drea de
E C  um poligono regular circunscrito é
igual ao semi-produto das medidas
de sew perimeiro e de seu raz'o.BC
AN 7/ Seja o poligono regular A
A==l DEF de n lados (na fig. 69, n = 6).
FIG. 69 Temos:
P Se{:ni~pe1'imetro
H { R raio do circulo inscrito T{ S = pRE
S 4rea
Demonsiragio :

1. Unindo o centro O aos vértices do poligono, obtemos
geis triingulos iguais tendo por bases, respectiva-

EEeEEEESm——
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r altura o raio

mente, os lados do poligono, € po

R do circulo inserito. ' das 4reas dos
2. Sendo a drea do poligono igual & SOTI2

tridngulos que © compdem, :f;nc;j .R AT :
drea do poligono ABCDEE =~ o5 — ST
W
+ ... = 5

= 2p (perimetro), vem:

Como: AR & BO e

S = M ou S = pR

2 = :

determind
alquer pode et o
Nota. A firea de um poligono qu lquer B tos. No p ragamos
idl .ntemente orpond

pondo-o em trmug_i:u]nS, ;on:ﬁ:‘;ﬂtns vértices, cr;dgﬁ;g?gopeg B agulos

gma dl%lgnnghgfllldtéufliodop que 0 polfgolno resu
essn, 108 § 08.
retdngulos e trapézios também retdngu

a decom-

A0
E APLICACA -
2ea medida da

Determinar &

EXERCICIOS D

4 7,28 m
1°) A érea de um retangulo é de 17, ]
o : 15 da diagonat.

base é 05 % da medida

i retdngulo.
al e as dimensoes do : y
base serd 5%
la relagio:

diagon AL 3

Scja z a diagonal (fig. 70). A

e
pelo teorema de PitAgoras, & expressa P

4z
donde h=--5- n
28 m~,

Como a Area do retangulo é 17,

vem a equagio:
3z 4% _ 17,28
T %5
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1222
— =172

donde 122" = 432; 22=36 ... z=6

Logo: a diagonal mede 6 m e as dimensdes do retingulo
medem, respectivamente :

base = %— X 6m = 3,60m e altura = % X 6m = 4,80m
2°) Dois lados consecutivos de um paralelogramo (fig. 71)

medem 4m e 6m, respectivamente, e formam um 4ngulo
de 60°. Caleular a Area do

o C paralel
paralelogramo.

/-:\‘ Temos ji a base: AB =
Y5h \\ 6m. A altura DH seri dada
,_/ 60% 60N pelo valor da altura h do
A H ‘E B trifingulo equildtero ADE, que,
¢ G_m; . como sabemos (Cap. II, n.° 8),

\ I3

vale ——.

4 X V3 2

Logo: k= ——5 — =2 X 1,73 = 3,46; e frea serfh

S = 6m X 3,46m = 20,76 m?

3.°) Calcular a firea de um triingulo retdngulo issceles inscrito
num circulo de 8dm de raio.

Como a hipotenusa do triingulo

proposto € o difimetro do circulo, (fig. 72) /
isto é, vale 16 dm, segue-se que, indi- 7
cando por z o valor do cateto comum,
pelo teorema de Pitdgoras, temos:

\

16
22 + 22 = 162
ou 22% = 256 e 22 = 128
Sendo a 4rea do tridngulo o semi-
produto das medidas dos catetos, temos : FIG. 72
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H de 64 mzv
Logo, o rea do tritngulo © gular inscrito num

c re
4°) Determinar a frea de um hexdgono s
circulo de 8dm de ralo.

Temos (fig. 73): le = 4 "'"__8
AC=1; =RV3 =873

R
: MB ==
Como:
firea do hexfgono ABCDE‘Z ’:: g:gi
retdngular ACDF + 2 veze
AABC

L i f
5 _ g4V3 +8V3 X
4rea do hexégono ABCDE;;F{E' 64
=64‘,§-+32 : =9' nal a 96
Logo. 4 area do hexdgono € 18
(aprox. 0,01).

\,—3_11'12 ou 166:08 m?

ulares.

souras cire
o o o ctreulo & igual a0 produto

A drea do

A irculo.
16. Area do cle?W " o raio. ‘mite Pard
d elo quadrado da medids feréncia como 0 U7 exo08
; Wl)p f tq considerando & circun lares conv
e fato, :

{ ey odemOS;
0 qual tendem 08 pcrgg?qdos cresce indeﬂmd?_glé;t;-a 1:3 Sl
anscitios GO NITE S a ds; wm circulo c?mo o :-cgulares. Désse
LaIOem, R dgc es MESMOS POhgonosd sido a partir da
tendem as lﬁre!:]sa %rs:a, de um circulo é deduz
modo, o valor

. S = pa . y t,ende a
Ziet tro do poligono regular inserito)
me

nferéncia) %
r inserito) tende &

onde p (semi-peri .
i< (semi-comprimento da circu
2

e a (apétema do poligono regula
da circunferéncia)

raio
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0 )fJCD’.’le .

C
S=_2_R

e como C' = 2zR (n.e° 60), vem :

ou

e aden graus por S

Lembrando (Cap. 1T, n.° 61) quel = —

§ o BEXE

) = 'KR2

|S=7:R2

iy 1'd7. Area do sctor cireular. 4
i p:o:?f? sgtor circular é igual ao
= uto do com riment c
pela ém;d-ada do raz‘oin L
eja o setor circular AOB

: de n

%;?;13 (fig. 74). Como a drea do eir-
5 ((11}(? possui 360°) & dada por
- %?’ drea de um setor circular de

serd, dada pela expressio:

xk2
360

Ll
360

Rn
180 podemos escre-

ver i
a férmula acima do seguinte modo :

ou

S='ﬂ:Rn R
180 "%
§ e IR
2

18. Are
. a do segme .
nto circular: A drea de um segmento

cir cular € igual ao Mi-Pr T
{ semi-p Od’b\’,l‘.O da medida do raio ‘
pcla dfj €
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a corda do

“ ;
enga entre os comprimentos do Greo € da metade d

arco duplo.
4 _S‘fj& o segmento circular ACB (fig. 75) menor que um
£m1-011~91110. Observamos na fig. 75 que 2 irea do segmento

CB 6 igual a diferenga entre as 4reas do setor 0ACB e a do

tridngulo isésceles 0AB. Logo:
4rea do segmento circular
OAB - frea AOAB
Sendo
I comprimento do arco AB
h altura do AOAB (em relagio a 04) e metad
BB’ do arco BB', duplo de AB
S 4rea do segmento circular ACB

temos : SE_I_BE___‘E‘_:M
2 2 2

ou ’S___ﬁ_(_t.zf_!-'—)l

ACB = frea setor circular

e da corda

<D

e

—

=
=

)

\

FIG. 75

circular. Chama-se coro® circular &
tre duas circunferéncias cogcén-
76). Como & facil deduzir, @
a difereng@ entre as gireas
réncias que @ definem.

19. Area da coroa
superficie compreendida en
tricas de raios distintos (fig.
drea de uma corod circular é igual
dos dois circulos limitados pelas circunfe
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Se Re R ’ .
(R > R') siio os raios respectivos dessas circunfe-

réncias, temos:

| ¥11.

12.

\ 13.

14.

S = zR2 - xR'2

S = 1:(R2 % Rra)

EXERCICIOS

Areas do retAngulo, quadrado e paralelogramo

Calcul
ar a frea de um retingulo cujas dimensdes sfio: base = 6,310

e altura = 3,5 m.

Aalt 8
ura deumretfngulo 6 o0s — da base. Esta mede 16 m. Qual 2

firpa/ do retdngulo? 4

. O pert
perfmetro de um retngulo é de 24 m; a base é o dobro da altura.

Calcular a 4rea.

A di
diagonal de um retingulo mede 10 m e um de seus lados tem 8 m.

Calcular a drea.

A dia
gonal de um retAngulo mede 40 m e os lados estiio na razio

5:3. Determinar a frea (aproximagfo: 0,01).

Determi i
rminar as dimensdes de um retingulo de 72 m? de 4rea. Sabendo

que uma das dimensdes é metade da outra.

. Dete i
eterminar as dimensdes de um retingulo de drea igual a 28 m?,

eabendo que essas dimenstes diferem de 3 m

A b i
ase de um retdngulo, inscrito num efreulo de 10 dm de raio, mede

16 dm. Determinar a drea do retfngulo.

Calcular i
a firea de um retAngulo cujo perfmetro vale 28 dme a diagonal

10 dm.

. Quai i o8
Quais as dimensdes de um retAngulo de frea igual a 48 m?, se estas

dimensdes estiio na razio de 1 para 3

Uma, sal
a de aula de 9 m de comprimento por 5§ m de largura deve

Ber gu.vimentada co i
ladrilhos sfo neceegrgﬂ)ir;lhoﬂ quadrados de 15 om de lado. Quantos

Quanto mede a fren
te d
1000 m? de firea e 50 (:nu:i:: ??Egg?! g sforma elugiar SH8 S

Um ret -
pﬁlie%:la;gugiglat:xﬁepor (dimensges 5,5m e 4,5 m. Diminuindo-se &
e e S G metlé) metro, de quanto se precisa aumentar 2

Quanto deve medir 1'16 ngulo obtido seja equivalente o primeiro
fgual & de um oggdo de um quadrado para que a sua frea Eejs

retdngulo de dimenstes jguals 2 4m e 16m?

———ETT
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185.

16.
17,

18.

19,

*20.

PR
22,

23,

=t 2h:
» 26.
27.

28
29.

30.
+731.
32,
33.

. A grea de um tridngul

gea do primelro

é -:J;T Ag dimens
0, gabendo que

A raziio das dreas de dols retdngulos
8fio 6 m e 2m. Achar a altura do segundo retfngul
a sua base mede 9 m.

A altura de um paralelogramo é um
mede 12 m. Caleular a frea. Sem € 8

No paralelogramo ABCD, temos: AB = 14,005 JJ(ljl)]cﬁlm'cls\ drea.
projecio do lado AD sobre AB 6 igual 8 “m'd nf: 12m e 9m

Dois lndos conseccutivos de um pnmlelogmmo mede t;
O fngulo co]nprcnndido entre (sses lados 6 de 60°. Cﬂ.]cu]ﬂ.l‘ a fre:
do paralelogramo.

Num paralelogramo,
vértice ao meio dos lados opostos.
partes assim determinadas. s

Os lados de um paralelogramo medem 8 dm e 9 dm ea
mede, 11 dm. Calcular & drea. A

Calcular a diagonal de um quadrado de 256 m* de AT Ii;m din

Dois lados consecutivos de um paralelogramo ng‘}iﬁm " drea. !
e o fingulo por Eles compreendido & de-30°. L2

térgo do valor de su2 base, que

¢ a altura 1210 ne-se UL

om. U
a base mede 18 m mealde cada uma das

Calcular &
diagonal maior

Area do tridngulo

gabendo que # base mede 12m € a1

Calcular a frea de um tridngulo,

altura 80 dm. Calcular 8
o é de 400 m*. =

S

A altura 6 de 2070
/
base. o iguals & F0 §m
Caleular a érea de um tridngul
e :
Determinar a frea de um tridngulo retdn
0,4m e 0,3 m. ja fred
Det:erminar as medid z?l':;;:odzlﬂfmtgl?ir;g‘éfs;um o
é 94,40 m?, sendo qul.lﬂtero cujo do mede 6 cm.
igua.ls. Determinar © l;f

Determinar a drea de um S
m tridngulo B o i

A base e a altura deqlll“a a drea désse trifngulo é ‘de 20, ik

gulo retingulo culd direa 6 de !

fgual & 10 m.

comum, sabendo
de um tridn
tridngulo retdn

o isdsceles de lado

A
gulo cujos catetos medem

Calcular os catetos

sendo a hipotenusd m. A frea

gulo 6 igual 8 17

A soma dos catetos de um
désse tridngulo 6 de 35 m* Calculs‘nr os ca to:i-w i cfroulo e
Caleular a firea de um tridingulo eqiiildtero inse

mede 16 cm-

raio igual a 10 em- gtero cujs slturs

Caleular a drea de um triAngulo eqiill
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34,
35.

36.
37.
38.

7~ 39.

40.
41,

42,

43,

45.

46.

47.

48,

Qual a érea do tridngulo cujos lados medem 4 cm; 6ecm o 8cm.
Os lados de um tridngulo sio: @ = 12m; b =8me ¢ = 6 m. Tra-
¢ando, de cada um dos vértices, as paralelas respectivas 208 lados
gggﬁiﬂs, obtém-se um novo trilngulo. Caleular a drea do triingulo
Calcular a 4rea de um triingulo de perfmetro igual a 12 m ¢ que circuns-
creve um cfrculo de 3 m de raio.
A éirlea de um trifingulo eqiiilitero inscrito 6 igual a 12 V3 m?
ncu.lnr a drea do quadrado inserito no mesmo circulo.
Dcte:;lmm:;r a firea de um triingulo, sabendo que dois de seus lados
a medem /Ameb5,6m, e que o ingulo por ¢les compreendido mede 60°.
1;11r1dtrlﬁngulo retngulo, as projeges dos catetos sdbre a hipotenusa
edem 4 m ¢ 6 m, respectivamente. Calcular a drea do trifingulo.

Area do losango

Num losango de lado i i i {
gual & 10 dm, a d 6 dm.
A ey , a diagonal maior mede 1
Determinar a drea do losango ja di
h 8 ue tem 3 onal
oL A go q 4 m de lado e cuja diag
A s?{ilég.n(;?s diagonais de um losango € igual a 8,4 m. Sabe-se que &8
s 8o proporcionais, respectivam il 3e
Calcular a drea do ]osango.’ AR, R g
A ((]I_llﬂgona]l maior de um losango mede 4 m. Caleular o valor da outra
mgor‘l_.'} , sabendo que a 4drea do losango ¢é equivalente 4 drea de
um trifingulo que possui 3,4 m de base ¢ 2,6 m de altura.

Area do trapézio

As b ;
su:‘i;.ieggf um trapézio medem 12m e 8 m e a altura 5 m. Qual &
Determinar a drea de um tra
pézio is6sceles, sabendo que as base?
d i | fr
:c]::n;ﬁ %1(1) ?11;01.8 56 dm, respectivamente, e que os lados niio paralelos
Num trapézio isdsceles, a so i
0 8, ma das medidas das bases é 14cm € 8
alﬂai‘]i.;;:: é ]gll)ml a 28 em?, Calcular as bases, a altura, os lados nio
AI:; 3, sabendo que o perimetro do trapézio é de 24 em.
b;:gs deugn; :;‘Eapé?.lo isésceles 6 igual a 330 m?. As medidas das
e, g 2 ii az:és.na razio 5:6, somadas valem 55 m. Calcular 8
Caleular a 4rea de um tra
3 pézio retangular cujas base 324 m
e 572 m, respectivamente, e a diag%ma.l mfi?r T%S;?nfnedcm
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49,

50.

62,

53.

54.

56.
57.
58.

50.

. As diagonais de um qt

. Determinar a frea de

37 m e 20 m,
As bases de um trapézio valem 801 € 29dm eugﬂa]ﬁgajegao L0
respectivamente. Calcular a drea, anbserrln oq
lado sbbre a maior base 6 igual 8 3100 'dm g
Um ézio is6sceles tem por bases 100
40 t(f:;lp mCOa),l:ulsuc: a drea dos quatro triingulos de

ponto de encontro das diagonaid.

dm e por altura
by terminados pelo

¢ ~ I
Poligonos quaisque
: edem 10 cm € 15 cm

{l4tero convexo, que ! drildtero
interceptam-se em ﬂlr?gd‘:]lo reto. Caleular & ér(ﬁ; ﬁ:;z ?:::aia e 08
Num quadrildtero ABCD, 0 lados AB, BC © “o5.” Culeular: 1)
Angulos A e B medem, rCSPCUt'Yamcnf:’ medida_dos lados jguais) ;
as diagonais AC e BD em furlG%?_‘go) g firea do quadrildtero em

2.9) os ingulos do tridngulo BDC; 7
S onos constantes das figs- 77-A e

Calcular a 4rea dos polfg .cons cm.
as medidas dos segmentos 80 expressos em

7-B, onde

.
Poligonos regulares € cireulo

iAmetro €
(reulo de 30 ¢mM de di -
e fsse cfreulo (Usar ™ = 3, R X

° tes a N
de 75° pertencen i 8 circular, cuis circu

cia que limita um

a do setor eircular

124 m. cﬁ‘culﬂ de 4rea

Qual o comprimento da circunferén
jgual a 50,26 m*
Qual o raio de um Ee

lo cor=
tor circular de 45,40 m? de drea, B€ o dngulo
r ]
to num cfrculo de ralo {gual

respondente mede 36°
Determinar a frea do qua

a b cm.
Caleular a drea de um tridngulo eqiiilitero in

de 28 mm de difimetro.

drado {nseri
gerito em um cfrculo
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60.
61.
62.
63.
64.

65.

66.

+ 67.
68.

69.

70,

Determlnar a drea de um hexdgono regular inscrito num cfrculo de
rafo igual a 4 dm.

Qual a frea do octégono regular inserito no cfrculo de 6,4 dm de
didmetro ?

Num cfrculo de 10 m de raio, calcular a 4rea de um setor circular cujo
arco mede 5m,

Deteterminar a drea do segmento circular limitado pelo arco de 60°
e pela corda que o subentende num efrculo de 4 m de dlﬂ.metl"?-

Dois cfrculos concéntrico tbm raios que medem 6m e 4 m, respecti-
vamente. Caleular a drea da coroa por éles determinada. :

A drea de uma coroa determinada por dois cfreulos concéutrmosté
de 28,26 m*. A diferenga dos raios désses dois cfreulos 6 1 m. Quanto
mede cada um dos raios?

Caleular o raio de um cfreulo, sabendo que éste raio, aumentando de
10 mm, faz com que a frea do efrculo aumente de 1 m?.

Calcular a drea de um hexdgono regular, inscrito num cfreulo de 12 cm
de diAmetro.

Calcular a drea de um segmento ¢'reular de 120° num cfrculo de 9 m
de ralo.

Caleular a drea de um setor circular de 60°, inscrito num cfrculo de
6 m de didmetro.

Qual a relagio entre a 4rea de um tridngulo eqiiilitero e a de um
hexfgono regular, inscritos num mesmo cfreulo 7

REsPOsTAS ;
1. 22,05 m? 17. 36 cm?
2. 192 m? 18. 93,42 m?
3. 32m! 19. 54 m? 108 m?, 54 m?
4. 48 m? 20. 36,64 dm?
5. 705,1396 m1 21. 22,56 m
6. 6me 12m 22, 90 m?
7. Tme 4m 23. 48 m?
8. 192 dm? 24, 40 m
9. 48 dm? 25. 17,88 m?
10. 4me 12m 26. 0,06 m?
11. 2000 27. 10,86 m e 17,376 m
12, 20 m 28, 15,57 cm?
13. 0,45 m 29. 6,4m
14, 8 m 30. 6m e 8m
15. 4m 3. I0m e 7m
16. 48 m? 32. 129,75 cm?
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a? \3)
83. 147,60 cm? 39 @+
34. 11 61 em? . 232 Cm’
: 330 cm?® e

85. 85,32 m: gj' 706,50 cm? © 147,18 o’
36. 18 m? 55, 1223,58 m?
37. 32 m3 o 2513m
38. 8,234 m? N

57. 12m
39. 2445 m? %

58. 50 cm
40. 96 dm? 59, 84,77 mm?
g o) 60. 41,52 dm’
42. 8,64 m® 61' 98,95 m*
43. 227 m g ;

62. 26m
44, 50 m? :

63. 36dm
45. 400 dm? SR
46. 4cm; 10 cm; 4cm; 5em 64. 62, "
47. 12m, 25m e 30m 65. 4m ©
48. 192 192 m? 66. 1591 m :
49. 654 cm? ; 67. 93,42 c“:
60. 1250 dm?, 450 dm? e 750 dm 68, 49,75 n:
61. 75 cm? g9, 4,71 m
52. 1,0) AC = ¢ ﬁ; BD = a e 70. 1:2

29D = C = 75° DBC = 30
as Areas das figuras

» = e 1 a=
§4. Relacdes métricas e%t;'s de figuras equiy
Construg
planas.

lentes.

RELACOES IVIE‘TRICiS rema: A8 dreas

- :
semcltlr]iﬁr.le:;; siecomo os quadrados
. warsquer-

ABC e A'B'C’ (fig: 78).

20. Em tridingulos
de dois tridngulos ‘Semelha;:tjiéiagas .
das medidas de dois lados 0

Sejam os tridngulos gemelhantes
— 2
Temos: : L
BICE = —3
A%BC ;efAdf AAB(? . T{ 5 " AB
3 8’ frea do AA'B'C
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C
| 2
! i
i \ N
1 |
A 1 8 , A! | B|
FIG. 78
Demonstragio :

1. Tracem altur

. os as al 4 i
VeI uras h e I/, dos tridingulos ABC e
A'B'C , respectivamente; as suas 4reas serfio:

,s:A_BzX_h o AR
2
2. « = qae
Dl:ég;rfdo’ membro a membro, as igualdades acima,
S AB X h

=
S A'B" X R
e ‘.A -~
e]ec(mx?c os tridngulos sio semelhantes vale, entre
mentos homdlogos, a relagio:

AB h

AR T W
que, substituida na anterior, permite escrever:
S0 4B o WR

S A'B’ A'B’

ou 5 T
c.q.d.

s S el e 4
- : es estio enlre st c
das medidas de dois lados homdélogos quaisquz?o e ugeS

Sejam os poligonos ABCDE e A’B'C'D'E’ (fig. 79). Temos :
- pol. ABCDE ~ pol. A'B'C'D'E’ ——3
S érea do pol. ABCDE 80 AR
S’ 4drea do pol. A’B'C'D'E’ NN
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c ¢!

E EL T g

Demonstragiio :
1. Tracadas as diagonai
Il e B' por exemplo, 08 P
nos tridngulos S1, 52, 53 © I’uaizs’ =
mente semelhantes, (¥) para 0s q

: - s i
anterior, isto o G
Ss

S AB° 2 =_.--—-—-—.___.__BC.!"‘T" 7>
g = DRGSR GiD

2. Pelo fato dos tridngulos serem semelhantes,
escrever : AB BC _ CD’
A AT AR
ou também
e R T
AB_ BOT D ==
a'B° BC” c'D” S 2
donde, aplicando 2 p;‘opriedade con?ecxda das
porgoes (a de composigao); OIE;EIZIOS. i
- 2
Qi ooSs SN pe M
SrFts 4B EC oD’
Como 8 = S 4+ 8z + S5
finalmente :
——

FIG. 79

g de dois vértices hom6logos,

g ficam decompostos
o, S's ordenada-

Hi
ale o teorema

podemos

pro-

e.q.d.

do mesmo autor.

(*) Ver Matemdtica, Curéo Ginasial, 8.* Série, pig. 202,
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22. Teorema de Pi
valentes) : e Pitdgoras (com relaga igur: i
tridngulg regngzﬁflrgdo cpnstruz‘do sdbre a%z‘?u?te%ﬁ?ii: q::::;
: e
truidos sdbre os caietos,q uivalente @ soma dos quadrados cons-

Qi .
eja o tridngulo retingulo ABC (fig. 80), onde A é reto

Temos:
- g(cf‘?g quadrado de lado a
ol quadrado de lado b
e N quadrado de lado ¢
rea BCDE = érea ABMN -+ drea ACFG
N

>

i/
{ e

—_—r -
/

~
.,J'
4

03]
.
4~.
aE
o

-

Demonstragio : FIG. 80

1. Do vérti
Boérigce 1{1] tracemos a altura AH, relativa & base
BC, e’pl;o? onguemo-la até o ponto T sébre ED
quadrado Boéllg)uﬂfmo-la até o ponto T sbbre ED 0
gulos BHTE o Jé:(cjou, assim, decomposto nos retén-
o retingulo BHTE DT. Devemos demonstrar que
o s io methmpa] é equivalente ao quadrado ABMN
ACFQG, gulo HCDT 6 equivalente ao quadrado

2. Un i
oa{;ilit()iséspi.irg g.so, A com E e M com C. Os tridngulos
e MBC sdo iguais (caéo LAL), %u‘)is‘
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o quadrado ABMN)
valem 90° mais B)
do quadrado BCDE)
isto é

AB = MB (lados d
ABE = MBC (ambos
BC = BE (lados

Logo, ésses tridngulos tém

a mesma dred,
4rea AABE = 4rea AMBC
ura do AABE

ou

io a BE
BE X BH _ MBXAB  sndo) 4B afﬁrfzelggaﬁ BC
: em relagioa MB

2 2
donde BE X BH = MB X AB
Como o primeiro membro desta igual
a frea do retingulo BHTE e o S€g
quadrado ABMN, temos:
4rea retangulo BH TE = frea quadrado ABMN (1)

3. Da mesma forma pro
4rea retangulo HCDT = 4rea quadrado AcF@ @

e somando (1) com (2), obtemos, finalmente :
4rea retdngulo BHTE + 4rea retdngulo HCDT =
= #rea quadrado ABMN —+ 4rea quadrado ACFG

dade representd
ando a frea do

variamos queé

ou [ 3ron BCDE — firea ABMN + frea ACFG | qd.

EXERCICIOS DE APLICACAO
1°) Dado um tridngulo ABC (fig. 81) de altu
determinar a queé distdncia o
do vértice 4 se deve tragar
a paralela DE A base BC,
de modo que © triangulo
dado fique dividido em
duas partes equivalentes- D E

Seja h, altura do trifingulo
ADE, a disténcia procurada. Cono B
o AADE deve &er equivalente

ra AH = 12 cm,

FIG. 81
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ao trapézio BCED
conclui
T AABC’,' 5 pori:;ll(;(s)‘que o AADE equivale &

drea AADE 1
(1)

Frea BABC 2

Sendo semelh
entre si com antes éstes trifingul
0 0s quadrados de dots Zadogsuhgfrztdg)sgzo?(as g?ie;asLestfio
n.e 21). Logo:

Area. AADE B2 B2
ea AABC ~ AH? 144 2

De (1) e (2), temos:

h? 1
donde Bt o
2 h? =72

h = 8,48

Resposta :
o Umpcirc:.l D;E deve ser tragada 8,48 m de A
ulo io i ' :
Aid e ut:aearzdill? igual a 10 dm (fig. 82) deve s divi
partes eqmvalencgl nferéncia, de mesmo centre s
feréncia. es. Determinar o raio 3:1 m?irc?x?ls
Indicand b
; 0 por R :
circunferénei o raio do circul
i te;aaprocu_rada, e por S e g dado, por 7 0 raio da
seguinte relacio métricla -as respectivas 4reas,

Sy
2

TR2

‘ oL Tr? =

R
T2 = . J RE
L I
& 2

FIG. 82 ey
Portanto:; r = \/iqg b3
2 =YV50 = 7,07

Respo
STA { i
7,07 m. O raio da circunferénei
ia procurads med
ede

e ———————————————
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GURAS EQUIVALENTES

C

ONSTRUCOES DE FI

23. Probl ¢ .

retdngHFO Cq??iz:a?;::g‘;_ I: Transformar Um fridngulo em UM

L, Seja ABC o tridngulo dado (ig: 83).
4n

gulo BMND de base BM = %— e de alturd

que estas
e fato:

Construindo 0
NM =k

alt :
u}llé‘?l dé trlﬁggulo), resulta
guras sio equivalentes. D

frén do AABC = BEXE
2

dres
ea do retdngulo

BMND = BM X I = 2o
2

ist
0 &, &s ‘Arens do AABGIe do

retine
*‘mgulo BMND sio iguals.
24. Problem?2 11: Trans-

ormar UMt retdngulo €™ wm

eja AB

guadmdo eqm’valente.

¢D (fig. 84) 0 Angulo dado.

Com 0O lado maior ¢D, como

didmetro, construamos a

circunferéncid g
DA, e por

tomemos D

rea quadrada DEFQ =

ualenltl‘ez.go, o retangulo ABCD € © a

nadrado DE
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25. Problema III: Transformar um poligono em oulro
equivalente que tenha menos um lado.

Seja o poligono ABCDEF, de 6 lados (fig. 85). Trans-
formemos ésse poligono n’outro de 5 lados, que lhe sejd
equivalente. Para isso, consideremos trés vértices consecutivos
quaisquer, A, B e C por exemplo, e usamos os dois nio con-
secutivos 4 e C.

Pelo vértice remanescente B, tracemos a paralela @ AC,
que encontrard o prolongamento de CD em D’ com 4, obtere-
mos o poligono AD'DEF, de 5 lados, equivalente ao poligono
ABCDEF. Com efeito, &sses poligonos sido compostos de
partes equivalentes, a saber: a parte ACDEF, comum 208
dois poligonos, e, os dois tridngulos ABC e AD'C, que tm
a mesma base (AC) e a mesma altura (h).

Dt

FIG. 86

26. Problema IV: Transformar um poligono em um tridn-
gulo equivalente. 3

Seja o poligono ABCDE (fig. 86). Aplicando, sucessl-
vamente, o processo usado no problema anterior, transfor-
mamos, primeiramente, o poligono ABCDE no poligono equi~
valente AMDE, com um lado menos; e, a seguir, o poligono
AMDE no triingulo MND, que é a solugdo procurada.

OpsErvAGAO: Com @sses problemas, notamos a possibilidade de
transformar um poligono dado num quadrado equivalente, pois, o polfgon®
geria transformado num trifingulo equivalente; éste, por sua vesz, Serf

transformado num retdngulo eqiiivalente, o qual, finalmente, se transfor-
maria niim quadrado eqiiivalente.

27. Problema V: Construir um circulo equivalente a soma
outros de dois circulos, de raios Ry e Ra, respectivamente.

208
ica — Série
< Matemdtica — Quarta
Representando o raio do circulo pqdid({
Por R, (fig. 87) devemos ter, pelo enunciado: .
9 2 2 Rz \
"TR" =9 'TR'
ou 'TIBI + TiL2 {F—Rr"l
R? = Ri+ R:
ilﬁ_to &, 0 rajo do circulo procurado serd a
clpotenusa do trifingulo retingulo cujos FIG. 87
Atetos sdo os raios dos dois circulos dados.
EXERCICIOS
Relagdes métricas soilais02
ue bR
L. A altury de um tridngulo ABC 6 igual & loéiévn'dé\m%do que o triz
vértice 4 se deve tragar a paralels & back e i'iivalenm? Jar
o+ 8ulo dado fiquo dividido em duas partes €TH G gy, - Calolel
UM tridngulo tem por base 20m e & Sl a base, queé diyi
QUanto mede o sggmento de reta, paralelo s
3. t'1'1“:"11*.=.'lll() em duas partes eqiiivalentes. purs. ngan_do uque
™M trifngulo tem 48 m de base € 16 m de ‘; o8MO Véf““& S
Aralela A bage, obtemos novo tridngulo tice 8€ deve trag
M 54m? do grea. A que distancia do 2 r outrs
4. Paralely 9 o 86 deve tm?ﬁvsle nte

; : . tic
O problemg anterior, a que disténcia do ‘I'Iil;_ o tridingulo, €4

Paralela 3 base, a fim de determinar ©
808 = do trifingulo primitivo?

; 7 m e
Um trapézio tem as bases medindo 12 mrn‘laelo ﬁf” bases 9
Caleular o comprimento do segmento D

tes. : ito e U
© trapézio dado em duas partes eqﬁ;ﬁ%tgno regular HIS
Sterminar o razfio das Areas de um %

exdgono regular circunserito 80 mes

3 # crito.
M para os quadrados inscrito c-lwm::::rito- ¢. Caloulsr
®M para os triingulos inscrito @ circunt tridng :
Nem-s¢ 08 meios 1. E, F dos lados de uglE Ky
10, 1+ T2zll0 entre as dreas dos tridngY i sua &
8o um quadrilgtero ABCD, compartt & g, prime
m quando se tragam pelos VErtic
Suas diagonats,

m.
e 8 alturndigl i

m

L R
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Construgdes geométricas

11. Dado um hexégono regular de lado a, construir um tridngulo eqiil-
litero que lhe seja eqiiivalente. (Nota: o I é média geométrica
enfre 2a e 3n).

12. Dado um hexfgono regular de lado a, construir um quadrado que lhe

seja equivalente. (Nota: o l; 6 média geométrica entre I;_a ea V3)

13. Transformar um paralelogramo ABCD em um trifngulo eqiivalente.
(Nota: prolonga-se a base AB de um comprimento BE = AB;
todos os tridngulos de base AL e cujo vértice M se encontra sdbre
CD, ou sébre o seu prolongamento, siio equivalentes ao paralelo-
gramo dado).

14. Dividir um tridngulo em trés partes eqiiivalentes por meio de semi-
retas que partam de um mesmo vértice. (Nota: basta dividir_ a
base em trés partes iguais e unir os pontos de divisio ao vértice
oposto). ]

15. Dividir um tridlngulo em trés partea proporcionais aos comprimentos
dados m, n, p, por meio de semi-retas que partam de um mesmo
vértice. (Nota: basta dividir a base em trés segmentos proporcio-
nais aos comprimentos m, n, p e unir 08 pontos de divisio ao vértice

oposto).
RESPOSTAS ;

1. 7,05dm 6. %

2. 14,142 4

. 14, m 7. =

2

1

3. 6m s

8. n

4. 12m 1

9. 1

5. 9,823 m 10. _;.

i

- O

APENDICE
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I — Sistemas simples do segundo grau.

1. Grau de um sistema de equacdes algébricas racio-
nais inteiras. O grau de um sistema de equagdes é dado
pelo produto dos graus das diversas equagdes que o compdem,
Assim, por exemplo, o sistema:

22 4+ y? 4 4z - 6y = 13
3z—-2y =1

é do sequndo grau, pois, a primeira equacio é dosegundo grau (2),
a segunda é do primeiro grau(l) e portanto o produto (2 X 1)
é do segundo grau.

Um sistema de n equagdes (n 2 2) com n incégnitas
do segundo graw quando uma, e sdmente uma, das equacoes &
do segundo grau e as outras » — 1 do primeiro. Exemplo: O
sistema

322 4 9y2 -3z =y—-3z+ z+ 1 (grau 2)
b +z=1y—2 (grau 1)
z-3y=z+1 (grau 1)

¢ do segundo grau.

2. Resoluciio de sistemas simples do segundo grau.
A resolugdo désses sistemas, via de regra, é feita usando-se o
mélodo da substitui¢do, j& estudado na 2.* série ginasial. Resol-
vamos, para esclarecer, o sistema:

{m2+y2+4x—6y = 13
3r—2y =1

Tirando o valor de = na segunda equagio: z = S
e substituindo na primeira, vem
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2
(52 4 (152) -

3
1 2
oo ok s 4y9+ st +y2+——~4";8y—6y =13

1352 - 26y — 104 = 0 O (:13)
y2—2y—8 = 0
2+ VIT32 _ 246 _ {y' =-2

ou

onde: Y=
. 2 2 s d
S 1+2
Substituindo os valores de y na equagio « = s Y,
obtemos:

1-4 =3
para y = — 2, T =—
3
1

I

I

I
i

para y = 4, T =

As solugdes do sistema dado sio:

= -] Ixz=‘3
1.={“’1 2.
Yyr=-2

Segundo exemplo; Resolver o sistema do segundo grau (*)

{7:1: + 5y = 41 (grau 1)
Ty = 12 (grau 2)

Da primeira equagiio vem:
bl 41 -7z
5
Substituindo na segunda .y = 12 vem:

41 -7z
:c( 5 )= 12

ou 41z - 72?2 = 60

(*) Exemplo estudado no Institute "Peixoto Gomide", Itapetininga — Estado de
8o Paulo (Aula do prof. Jodo C. Balém) o
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! z =3
e 72?2 —4lz + 60 =0 onde iy 20
(@ =5
Dai as solugdes:
20
ry =3 To = ?
e
1
i yl = 4 yz sz E'

Qutros exemplos: Para sistemas especiais do segundo grau,
isto &, para Aqueles onde é possivel aplicar-se resultados j4
conhecidos, a resolugio é bastante rdpida. Vejamos alguns
z+y= 7
T .y =12

Como j4 foi visto a solucio désse sistema poderia ser
obtida pelo método da substituigio. Lembrando, porém
(pdg. 44) que conhecidas a soma e o produto de duas quanti-
dades é sempre possivel determiné-las como rafzes de uma
equagio do segundo grau, podemos resolver o sistema proposto
determinando as rafzes da equagio do segundo grau em z
(incégnita auxiliar):

1.°) Resolver o sistema do segundo grau

22-T2z24+12=0 (Soma: 7; Produto: 12)

Donde as rafzes

’ = 4: - 5
. {:n — g ¢© portanto as solugdes: {yi

[

[

Ty =3
Y2 = 4

Nora: Mesmo no exemplo j& estudado

1 {7x+5y=4l
T.y =12

podemos, com simples artiffcio, resolvé-lo pelo processo anterior. De
| fato o sisterna em causa & equivalente ao sistema:

‘ {7:E+5y==41 {7x+5y= 41
'

Tz . by = 3512 O 7z . 5y = 420
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Logo, a e a j
» & equagdo resultante do segundo grau, em z, cuja
soma das rafzes (2’ = T2z % o |

420, ser4:
22 —41z 4+ 420 = 0
Resolvendo, temos:

2 =21 ou =21, 3, =3
{z"=20 ou 5y=20.'.yi=4

Oou sengo:
20
73:‘20.', p = —
o 7
21
5y=21.',y2=—5

solugdes, alids, j4 encontradas,

2.°) Resolver o sistema do sequndo grau
{$+y=8
22 4 42 = 34
dmdi?a:leva-se ambos 0s membros da primeira equacgdo ao qua-
2% 4+ 42 + 22y = 64

e substitui-se na equagio resultante z2 g :
a e T 4 (da 2.
quagdo), obtendo a equagio: + % por 34 (

34 - 2zy = 64
ou 2:cy=30.'.:cy==15
Basta agora resolver o sistema equivalente:

zy = 15

de solugéio j4 conhecidg:
z2—82+15=-0, onde {z’ e

2’ =3

e portanto { Ty =5 - Ty = 3
Yy = 3 Yg = 5

" = 5y) é 41 e cujo produto é

Matemdtica — Quarta Série A A

3. Sistemas redutiveis ao segundo grau. Seja o sis-
tema do quarto grau:

z2 4+ y2 =29
z.y = 10

(grau 2)
(grau 2)

J4 temos o produte xzy = 10. A soma é obtida multipli-
cando-se a segunda equacgiio por 2 (a fim de aparecer o térmo
“duas vézes o primeiro pelo segundo”) e somando, membro
a mebro, com a primeira. Em partes, temos:

{a:2+y2=29

2zy = 20 e somando: 2 4 2zy + % = 49

ou (z+ y)?2 =49
Ly = 2

Encontramos assim os dois sistemas do segundo grau
(caso anterior):

2y =19 . {1:-}-1/:—7
zy = 10 zy = 10

cujas respectivas solucdes sio:

{31=5 I:Ez'==2 {.'173='—5 {$4=’—2
71 = 2 \y2=05 T3 = —2 ys =—95

Segundo exemplo: Resolver o sistema do quarto grau:

422 4 9y2 = 180
oy = 12

Somando, membro a membro, depois de multiplicar a
segunda equagio por 12, obtemos:

422 4 12zy + 992 = 324
ou (22 4 3y)? = 324
2r + 3y = + 18
Resulta daf os sistemas do segundo grau:

{23:+3y=18 5 2x + 3y = — 18
xy = 12 Yy = 12

e, portanto:
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ou os seus equivalentes:

2z + 3y = 18 5 2z 4+ 3y = - 18
2x . 3y =72 2¢ . 3y =72

que sio resolvidos por processo j& conhecido, mediante as
equagoes:
22-1824+72=0 ¢ 24 18t + 72 = 0

As rafzes dessas equacies s
tema dado; sio elas:

{xl=3 {$2=U T3 = -3 z4=—0
=4 Y2 =2 Ys = —4 Ya=—2

a0 as solugdes (quatro) do sis-

EXERCiCIOS

Resolver os seguintes sistemas de cquacdes:

[a2-2y =5 a2 4 % = 29
Lo ¥ et 50 LL, {x fy =7
2. {3x+4y=39 19 522 4 452 = 41
zy = 30 * 2z 43y = 11
f3z-2y =11 o Jady=17
2 il zy = 10 13, \ ay = 42
T—2y =5 x4y=-8
4.»; oy 14. {my:]z
5 ry =3 5
P \38z=5 $+U=F
5 {2z+3y=18 15. y
! zy = 12 3y = —
z_4 P
e T 16 {‘“"‘1’—“
zy = 3 7 =10
. T—y=25
8. {22152:.3; 1. {:ry=84
e [224y=a
22 + 42 = 25 18. V52 < B
9. z_—!_?,’:% {5 {mz + 92 = 40 (4.0 grau)
z+y * \ay =12
3z-2 =5 422 + 932 = 180 (4.° grau)
10. {z2—3xy+2y2—3y=-7 = {:;;;:12
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RESPOSTAS:
1. —=5e 10; 9 e 38 13. 14 e3; 3 eld
2. 8e154; 5e6 14, —6e—2; —2e—-06
3. 5e2 —43e—152 15. Y e 1/3; 13 e 14
4. Tel; -2 -7/2 Va2 — 4b
5. 1e3; —-1e -3 16. E—'é—— (az—4b 2 0)
B 362 Bl 17. 12 e 7; =7 0 —12
b Bt 18. 2+ Vi—2a ¥ b
3‘2235322—3 a—4 +2Vi-2a+b
10. 96115 3 0 2 (4-2a+03 0)
11. 5e2"2e5 19. 6c2; 2e0; —2,-6;—6e—2

! 9. 2 o A e -

12. 1 e 3; 115/61 e 147/61 20. 6e2; 3ed; —6e—2; —3e—4

IT — Representacdes graficas. Sistemas de coor-
denadas cartesianas (Na reta e no plano).

1. Coordenadas ecartesianas mna reta. Consideremos

uma reta 7 (fig. 1) e sébre ela um ponto 0, ao qual chamaremos
origem,

Fic. 1

Escolhido como positivo o sentido que vai da esquerda
bara a direita e como unidade de comprimento o seg-nlento
OU (que pode ser o ¢m, por exemplo) podemos dar a posi¢do de
Qualquer ponto da reta r: 4, B, €, . ... A’, B, .. ..
efetuando a medida algébrica dos segmentos 04, 0B, 0C, : «
v 5 04 OB .., , .

Temos assim:

y

04 =+2¢ dizemos que ao ponto A corresponde o numero =+ 2
-(ﬁ~= +3, i n w Dponto B - » nimero 43
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— )

04" = - 2 e dizemos que a0 ponto A’ corresponde o nidmero —2
!

OB' = -3, " »w »n ponlo B'

.

. ,» mimero —3

S ;
l E e‘ndente’ que se um segmento OX tiver por medida
algébrica um nimero menor que a unidade considerada, 20

ponio X corresponderd um nadmero fraciondrio relativo ( + £l
na fig. 1). A origem corresponde o ntimero 0 (zero).

Indicagio:
A+2) ; Af(-2) ; X(+§) ; UG+ D
B(+3) ; B(-3) ; 00 ; u(-1)

_ Os nameros reais (*) relativos obtidos em correspondén-
cla aos pontos de uma reta orientada (pelo fato de ter sido
escolhido um sentido positivo de percurso) sio denominados
coordenadas abscissas ou abscissas dbsses pontos.

.. Convém notar que a correspondéneia 6 verdadeira par-
tindo agora dos numeros, isto é, a cada ntimero real relativo
corresponde um e um 86 ponto de uma reta orientada. Por
] essa razio a correspondéncia
entre oos numeros reais rela-
tivos e os pontos de uma reta
orientada é denominada biu-
sl nivoca.

2. Coordenadas carte-
sianas no plano. A posi¢do
de um ponto sdbre um plano

L
b
b
T
o s

.- (ou numa superficie qualquer)
pode ser dada de diversas
maneiras, por intermédio dos

Fic. 2 sistemas de coordenadas. Jé €

(*) Ntmeros reais (rolativos) { racionais { {htelros .
irracionais

|
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conhecida de todos os estudantes a representagiio d? L
ponto na superficie do globo terrestre mediante os dois na-
meros: lalitude e longitude, que constituem as coordenadas
geogrdficas désse ponto.

Para os pontos de um plano usamos o sistema de coog’de-
nadas cartesianas(*) que é constituido por duas retas orien-
tadas, também chamada eizos, que se interceptam em um
ponto 0, denominado origem do sistema (fig. 2).

De preferéncia os eixos sdo tomados perpendiculares entre
si ¢ nesse caso o sistema diz-se cartesiano ortogonal. O eixo Oz
¢ denominado eizo das abscissas e o eixo Oy, das ordenadas.

Qualquer ponto P do plano 20y, determinado por ésses
eixos, é representado por dois mimeros a e b, que indicam,
respectivamente, as medidas algébricas dos segmentos 04 e
OB (geralmente em relagio a mesma unidade), qt_lando se
tragam por P as respectivas paralelas aos eixos (fig. 2). 0
primeiro nimero (o) é a abscissa e o segundo (b) € a ordenada
do ponto P. Ambos dizem-se coordenadas cartesianas do
do ponto P, e a correspondéncia entre os pontos de um plano
e um par ordenado de niumeros reais relativos (onde o primeiro
representa a abscissa e o segundo a ordenada) também é
biunfvoca. Indicacio: P(a, b).

Os eixos coordenados dividem o plano em quatro qua-
drantes (fig. 3) tais que:

J abscissa positiva abscissa nega_t.iya.
IQte, 1 ordcnadappoait.iva II Qte. | ordenada positiva

absecissa negativa abscissa positiva
TII Qte. { ordenada negativa IV Qte. { ordenada negativa

Os pontos de ordenadas nulas estio sdbre o eixo das
abscissas (0z) e os de abscissas nulas sébre o ecixo das orde-
nadas (Oy). A origem tem as coordenadas nulas: 0(0,0).

a fig. 3 temos representados 0s pontos:

(*) O nome cartesiana é em homenagem ao grande matemdtico e filésofo francts do
sfculo XVII: René Descartes (Cartesius, em Latim).

/4

T S
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Qi-4,,

"l!.i‘j‘-------- el

P(+2,+3) {absc: 'I‘ 2

orden,: 4 3

absc.: -3
(-3, -2) {orden.:—z

abse.: -+ 4
A+ 4,0) {ordcn.: 0

3. Nocdes de geome
ticos Descartes e Fermat, foi inj

abundédncia em todog 08 ra
metria (*) que dois pontos
Nestas condigdes, 0s pontog

reta (r na fig, 4) e portanto quem ‘‘yg”
B(3,1) estard “vendo” a reta r,

(*) Ver Goometria Dedutiva, 3.8

Amac e mmnannc,;.
‘

abse.: —4
orden.: + 2

abse.: + 5
orden.: — 3

Q- 4, + 2) {
T+ 5, - 3) {
B0, —1) {

orden.: — 1

mpregado com
Sabemos da Geo-
bastam para determinar uma rela.
A(-22) e B(3,4) determinam uma
0s pontos A(-2,2) e

Série — phg. 87, do mesmo autor!

I | 1?
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Fic. 4

i imos no
4. Representagdes grafica das fun‘}‘ées- ié"j ‘?IJD;.E 50)
estudo da variacio do trinémio do segul;l Oasgva,riéveis h
que tdda correspondéncia entre valores de du
Y define uma jungao. S
Da mesma forma a equagiio do primeiro grau

y+2x=6
define a fungao y=06-2r

ibui iversos a .
que variard a medida que atribuirmos Yalogftri“;e(também
ara se ter uma idéia da variagio nume&ric? o e
chamada varidpel independente) e y (varidve dazl SR Y
Mos organizar uma tabela em que se correspon
ssim, para

e serd A(0,6)
=0, temos yy =6 — 2(0) =6 e o ponto correspondente serd A(

4 B(1,4
=1, temos y =6 — 2(1) =4 e o ponto correspondente serd B(1,4)

i C(2,2)
©=2, temos y=6-2(2) =2 ¢ o ponto correspondente serd C(

.

Marcando, num sistema de coordenadas cn.rte)smggg],ng:
Pontos correspondentes aos valores de cada Pﬂ;(x: yorpuia oy
ter uma idéia da variagio da fungio y = 6 — 2z, p
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métrica, unindo os pontos obtidos. Obteremos, entfio, a ma-
gem geomélirica ou grdfico da funcio:

Yy=6-2z ou equagio y -4 2z = 6
que é uma refg (fig. 5)

S ro=-\B(4)

£ L S S

Fic. 5
A tabela das variacses algébrica e geométrica da funcio
acima ser:
z Y Ponto
a6 (B4 (0:6)
L | 4 | BOa)
2 | 2 | c@2)

Nora: Deixaremos para ocasiio
fato: a representagio grifica de wma
incdgnitas é uma reta (no plano).

mais oportuna a demonstragio déste
equagdo do primeiro graw com duas

bri 219
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Oulros exemplos: . iy

1.9) Tracar o grifico da equagdo: ¥ =d is pontos DAra

Como se trata de uma reta, l?astamt Ofé,ceis de serem
determing-la. Escolhemos entdo dois pon gzta intercepta 08
representados, isto €, aqueles em que & or terem uma das
eixos coordenados e que se caracterizam p dox = 0, temos:
coordenadas nulas. Assim, fazendo-se na eqlgjti(inos: 0=3z—6
Y =30)~6=-6 e fazendo-se y =0, 0
ou r = 2, 50:

A tabela e o gréfico (fig. 6) correspondentes sao

x I Y ’ Ponto
0
2

—

-6
0

A0~ 6)
B(2,0)

Fic. 6
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2.°) Tragar o gréfico da equagio: 3z 4 2y = 4
A tabela e o grifico (fig. 7) correspondentes sfo:
2 i Ponto

0 2 | A4(0,2)

1 1
14| o 3(1330)

a(0,2)

8 {1%.0)

vl .2 Iy x

Fic. 7

5. Representacfo gréfica de um sistema de equagdes.
Seja o sistemas:
3z + 2y = 12
T — 3y = -7

Indiquemos as refas representativas (fig. 8) désse sistema,
respectivamente por r ¢ g, Temos:

3z + 2y = 12 (veta r) z -3y = — 7 (reta s)
z ¥ | Ponto z y Ponto
0 | 6 |40, 0f2!|cfozl
3 ¥ B
4 0 | B(4,0) =71 0 |D(-17,0)

Matemdtica — (Ma_g_{n_r__-__________

iy

Fic. 8

onto P

Observamos agora que as retas se encm?tt mcrgrn:lgrgbus as
de coordenadas (2, 3). Esse ponto, por perten do algébrica-
Tetas, tém as suas coordenadas 2 e 3 Sﬂt’SfazeI.]ma T
mente as equagdes que compdem o sistema acl + qualquer

Ora, resolvendo algdbricamente o sistema, fome%te para
dos processos jé conhecidos (*) AnCOnIETEIOR J 46 rf:ienadas do
8olugio: 2 = 2, y = 3 que constituem as €00
bonto P de encontro das retas r e s.

tor.
(%) Ver Matemdtica, Curso ginasial, 2.4 Série, pdg. 164. do mesmo 84
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Encontramos assim mais um resultado da Geometria
Analitica: quem “v&” duas equagies do primeiro grau a duas
incdognitas, poderd estar “vendo’” um ponto. I essa, alids, a
a razio de se chamar de linear a um sistema do primeiro grau
com duas incégnitas.

A discussio algébrica feita para os sistemas se traduzird
graficamente no seguinte (fig. 9): '
Sistema possivel e determinado: as retas se inlerceptam;

as coordenadas do ponto de encontro representa, a solugio
algébrica (fig. 9-a).

Sistema impossfvel: as retas sio paralelas; nio existe
o ponto de encontro (fig. 9-b).
Sistema indeterminado: as retas sio coincidentes; existem

infinitos pontos comuns e o sistema admite infinitas solugoes
(fig.9—c).

y
el A \

37 & b g

= (£ TG B TR SR @

Fic. 9

6. Representaciio gréfica das funcdes do segundo
grau. Parabola. Congideremos o trinémio.

y=ax?+bx+c (1)

que é uma funciio racional inteira do segundo grau e cuja
variagdo algébrica j4 foi estudada (pAg.53). Construindo 08
pontos (z, ¥), tais que as suas coordenadas satisfacam a rela-
¢fio (1), obteremos uma série de pontos que permitirdo ter
uma idéia da variagio geométrica do trinémio.

Assim, unindo-se os pontos assinalados num sistema de
referéncia cartesiano, encontraremos o grdfico de uma fungio

b
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——

do sep T va obtida, que é de segunda ordem,
denorgl}:;:ﬁ:e g;z‘:;gbﬁl; u(Fig. 10) e o seu estudo completo serd
feito no curso colegial. Exemplos: P,

1.°) Representar o gréfico (pardbola) da fungdo (trindmio
do segundo grau):

y=z2-z-2 (fig. 10)

T Y ponto

A0~ 2)
B(1-2) y
C(2,0)
D(3,4)

s O

~ ~,
~, ™ M
™~ B :
b ~ & \-. <
bt S
i N e —

I
[ ]
« OBRO

A’(=1,0)
B'(-2,4)
C'(-3.10)

2.°) Representar o
grifico da fungio:

Y=2x2-2¢ (fig.11)

T Y Ponto
———

0 0 [ 0(0,0)

1] -1 (1,—- 1)

2 0 (2,0)

3 3 (3,3)

4 8 (4,8)
=L |~ g5
i 8 (- 2,8)

Fic. 10




224 Osvaldo Sangiorgi

A B SRR £ S ST

Fic. 11

Com a introdugiio do grifico de uma funcio do segundo
grau ji é possivel dar uma interpretacio geométrica ao valor
mdximo ou ao valor minimo de um trinémio do segundo grau.

O ponto em que a funcio atinge o méximo ou minimo €
denominado wértice da pardbola (V nas figs. 11, 12,) que
reparte a curva em duas partes denominadas ramos da pari-
bola. A reta que passa pelo vértice V e é paralela ao eixo das
ordenadas é chamada eizo da pardbola (*).

Os pontos, quando existem, em que a parébola intercepta
o eixo dos z, tém as suas abscissas iguais as rafzes do trinémio
e as ordenadas nulas.

(*) O cixo da parébola 6 um eizo de simetria.

Séri 225
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O vértice da pardbola tem as suas coordenadas BXP?SSBE
Pelos valores algébricos que determinam © mdzimo
minimo (pag. 60) do trinémio. Logo:

-b

iR e

2a

- A
VY= "4a

V(z, y) onde

. : . ortamento

3 Nos exemplos seguintes iremos descrever 0 cs‘:ﬁzr o vértice

& paribola em relagio aos eixos, bem como Ies e posigOes

que é o ponto maximo ou minimo da c‘fl;va‘entc (fig. 12):
08 Vértices para ambos os casos sfio, respectivam

<

]
Q. i ik e
= e

]
!
I
I
|
A
nips
1
!
7
1
1
l

Fic. 12

Bxemplos: % fn &
1.°) Estudar a variagdo do trin0mio: ylt—;d::)s ,
interpretando graficamente 08 result . £
. s 1S1V0
Convém lembrar que o sinal do coeficiente atfngiig um
Para se saber o se trinémio y = ax® + b"v-JSc'g atinge um
Méximo valor ou mfnimo; se a > 0 o B n1163
minimo e se a < O, atingil‘ﬁ um mAaximo (pag. .
No exemplo em causa, temos: ron |
a = + 1, portanto a curva atinge um mnAO;

te rafzes reais e_dzs—
4 o eixo das abscissas
trinémio € que Sao:

. A =36-20=16> 0, logo admi
tintas ¢ g pardbola (fig. 13), interceptar
008 pontos correspondentes ds raizes do

xl ==1 e x" = 5
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O vértice V sera:

-b 6
T TP =B
¥ ou V(3, —4)
F e | IR
o A e “AT"

significando ésse fato que para z = 3 o trindmio y assume o
minimo valor (—4) entre todos os valores que pode ter.

z| y | Ponto

0| 5](0,5) (auxiliar)
1 0 (110) (raiz)
21-=3 (2, —3)
3|—4|@, —4) (vértice)
4| -3 |(4, -3)

5/ 0[5, 00 (raiz)

6| 58, 5)

Nora: O ponto que se obtém fazendo z = 0, isto 6, (0,5) representa
0 ponto em que a parfbola intercepta o eixo das ordenadas (ponto auxiliar).

e N
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Matemdtica — Quarta Série

2 —

2.°) O mesmo estudo para 0 trindmio: ¥ = "25? '1?3" 8

a = -2, logo a parfbola passa por um ”‘dx‘“"w' o

A = 64— 64 = 0, portanto as raizes 51{,)0 ';Se:;s Ifocgonto
dentes e a curva (fig. 14) “toca” o eixo das a fb AT
correspondente a raiz dupla: @ = &' = 2, 1810 &
tangencia o eixo dos z.

Para o vértice, temos:

=" = 8.0 Ny
e ou V(2,0)
¥ T o D
Y =" e =—8
:

Fic. 14
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O mdzimo valor que o trinémio pode assumir é 0 (zero)

e que ¢ obtido para z = 2; para qualquer outro valor de z
o trinbmio y ¢ negativo.

z| y | Ponto

0(-8|(0, -8) (auxiliar)

11-21Q1, -2

21 0| (2,0) (raiz dupla e vértice)
3(-2]|(3, -2)

4|-8((4, -8)

3.°) Idem para o trinémio: y=3x2-2x 41
a=-+3.". mnimo
A=4-12=-8< 0, logo ndo hd rafzes reais e a pard-

bola (fig. 15) ndo intercepta o eixo das abscissas, situando-se
no semi-plano acime désse eixo.

il LT
1 LS Gl © Tk
Vértice { . e, 3 9 ou V(g: 3)
R 4a 12 3
L
ol
N\ !/
LA
o e L R
bl
gl
Fic. 15
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z Yy Ponto

0 10,1 (auxiliar)
1 8 Lri 2) (vértice)
3 2 3’3

2 2 )

P —, 1

3| 1 (3’

1 2| (1,2

2| 9[@&9

1 st
z[+2|(32)

4.°) Idem para o trindémio: y = —3x% (fig. 16)
a=-3." . mdrimo

A:O .'.x'=$”='0

Fic. 16
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T=——=0
vértice: V
z Y Ponto
0] 0 (0,0) (vértice)
t1)-3 | (¢
+2|-12 {E’z,_lﬂz)

Resumo: A pardbola, grdfico do irinémio do segundo,
graw te:ﬂ?z @ sua posigdo, em relagio aos eixos coordenados,
caracterizada pelo par;

a, A

do trinémio y = az? + bz + c.

Asgsim:

para a < 0, o {rinémio passa por um maximo, e, conforme o
sinal do discriminante A teremos em correspondéncia as
seguintes pardbolas (figs. 17).

Matemdtica — Quarta Série
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para a > 0, o lrinémio passa por
correspondentes, uma, para_cada sina

b

Yy
AzQ
A>0
¢

¥Fic. 18

minimo, ¢ as pardbolas

EXERCICIOS

1 de A.serdo (figs. 18):

1. Construir o gréfico (reta) das seguintes fungdes do primeiro grau:

18) y=4 -2z 3% y=23z 52 2y=-6

2" y =z -+3

7.) 8y + 2z = 12
x 1

4,») 3z = 12 6.%) y=:z;+]_ 8.8) y=-2—+.§-

2. Resolver graficamente (sistema de duas retas) os geguintes sistemas:

1.0) {2:G+ y=2

4z — 3y =6
29 {3223
3.9) {zii g:g
) L Ehyze

2 z-2y=~-4
5.) {2:1:—41,1:3: 4

3. Construir o gréfico (pardbola) das seguintes fungdes do segundo grau:

1.8)
2.5)
3.5)
4.5)
5.5)

6.9)

Y= 22 - 8z + 12
y=- 2%+ 2z

y= 213 -8z -+ 8
y =—56z2 42z - 3

y= 2% -8
2
y=‘—-5—:=’

2 y— z=1

6.%) {3y—3x=6

X z4+2y=1

b {2x+4y-=3

. y= z-3

8.%) {3y=3:c—9

78) y= 23— Tz+86
8-“) y= g;2+ 83+15
98) y=-—273+12z- 18
108) y= 224+ 23— 8
118 y= 22— 20+2
128) y= 2+ 4z
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ResrosTas:

1.

1.*) Pontos de intersecgiio com os eixos: (0,4) e ¢ 2,0
2.*) Pontos de intersecgfio com os eixos: 0,3) e (-3,0)

3.%) Reta passando pela origem (é : 5
deberiifiala). gem (¢ necessdrio mais um ponto para

4.") Reta paralela ao eixo dos y pelo ponto (4,0)

5.5) Reta paralela ao eixo dos  pelo ponto (0, —3)
6.") Pontos de intercessiio com os eixos: 0,1) e (-1,0)
7.%) Pontos de intersec¢iio com os eixos: 0,4) e (6,0)

8.®) Pontos de intersecgiio com os eixos: (0, %) e (—- -,2—. 0)

1.°) Retas que se interceptam no ponto (3,2)
2.°) Retas que se interceptam no ponto (- 1,2)
3.°) Retas que se interceptam no ponto (- 1,4)
4.°) Retas que se interceptam no ponto (4,2)
5.°) Retas paralelas.

6.9) Retas paralelas,

7.°) Retas coincidentes.

8.°) Retas coincidentes.

1) VV(4, —4), minimo (a parfibola intercepta os eixos dos )
2:2) V (1, 1), méximo (a pardbola intercepta o eixos dos z)
3.8) ¥V (2,0), minimo (a parébola tangencia o eixo dos z)

1
40 V (E—, 2 %—), méximo (a pardbola se situa no semi-plano abaixo

do eixo dos z)
52) V¥ (0, —8), minimo (a pardbola intercepts o eixo dos z)

6.*) V (0,0), méximo (a pardbola tangencia o eixo dos 2z na origem)

1 1 :
)V (3 ot Z)x mfnimo (2 pardbola intercepta o eixo dos )

8.2) V (-4, 1), minimo (a pardbola intercepta o eixo dos %)
92) V (3, 0), mfximo (a pardbola tangencia o eixo dos )
105 V (-1, -9), minimo (a pardbola intercepta o eixo dos z)

115 V (1, 1), minimo (a pardbola se situa no semi-plano acima do
eixo dos x)

12.%) V (-2, —4), mfnimo (a parébola intercepta o eixo dos z)

HOMENS DE AMANHA!

Explicaciio e Agradecimento

4 mais de trinta e cinco anos que nossa polftica edttor:;tl
vem sendo a de produzir livros de alto valor cultural, c‘n!E e
grande utilidade pritica, a pregos 80 aleance do poder aquisitivo
médio do povo brasileiro.

Recentemente, contudo, a

vem pondo em perigo essa norma ¢ i i
A causa piblica, pois que torna insuficientes nNOSs0S recursos

financeiros préprios. Recorremos, entio, as 1_!1§L1t.m(;603 tio cré;
dito, expondo-lhes, além das garanting materiais que est; vamoo
capacitados a oferecer, a importincia de nossa presenga no terren
cultural brasileiro : acima de cingiienta por cento de_ todos ot’],
livros diddticos adotados no Brasil nos cursos gecunddrio, norma
e comercial, sio langados por nds, além de alta percentagem nas
escolas primdrias.

Quatro désses estabelecimentos de erédito,

marcha incontrolada da in_ﬂnc.a:to
de trabalho e de dedicagiio

Banco Nacional de Minas Gerais S. A.,
Banco da Lavoura de Minas Gerais S. 4.,
Banco Portugués do Brasil S. 4.,

Banco do Estado de Sdo Paulo S. A.,

gragas ao alto espfrito pablico de suas administragdes, contri-
bufram pronta e substancialmente para que niio modificdssemos
nossa polftica de alta qualidade a preco acessivel. A &les, pois,
queremos deixar consignado desta forma pidblica o nosso agra-
decimento sincero. Mais, ainda, queremos que cada estudante,
cada leitor brasileiro saiba que éste livro, com esla apresenta-
cfio moderna e funcional, é frufo também dessa cooperagdo, que
beneficiando as partes diretamente interessadas, beneficia de modo
mais amplo e nido menos profundo tdda a Nagio brasileira.

A DIRETORIA DA
COMPANHIA EDITORA NACIONAL

Sdo Paulo, julhe de 1960.
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