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UMA PALAVRA PARA VOCÊ, 
TERCEIRANISTA DE GINÁSIO . 

Meu caro estudante: 

Neste livro - terceiro da sene do ensino moderno da 
M a temática no Ginásio - você entrará em contacto com uma 
porção de coisas novas. · 

Primeiro, com o conjunto dos números reais que, com 
relação ãs operações-definidas, possui rica estrutura. Os cálculos 
com oSfnúmeros reais propiciarão a você excelente domínio do 
Cálculo Algébrico. 

A seguir, será apresentado um tratamento elementar mo< 
demo de novos entes: os polin6mios. Serão efetuadas operações 
e ressaltada mais uma importante estrutura com ~sses novos 
entes. 

Finalmente, vem ·o "bom,bocado" do livro: o estudo 
da Geometria. Agora, não será mais preciso que voc.ê 
"decore" enfadonhos teoremas e mais teoremas, contra o que, 
erradamente, alguns colegas mais adiantados costumavam 
''.pr~veni,lo". 

Na verdade trata,se de uma das partes da Matemática 
de valor e bele;a reconhecidos . desde ant~s de Cristo, pela 
notável cultura grega . da época. Por quê ? Porq1:e ª? fi~ras 
geométricas· - suas velhas conhecidas desde os pnme1ros anos 
de escola _:_ quando· tratadas "racionalment,e'', const(tuem 
ótimo estímulo para a dedução de certas propriedades comuns 
a elas e que jamais poderiam ser aceitas se apenas as obseruás, 
semos. E, se deduzir é uma das principais qualidades de "ser 
racional'.', o estu.do dà Geometria o fará mais racional ainda! 

"S~ja, pois, mú_ito feliz nesta viagem ao maravilhoso "-país 
da Geometria'', e até a quar_ta série! 

OSVALDO SANGIORGI 
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capítulo 

NÚMEROS REAIS. ESTRUTURA, DE CORPO. 



1.ª Parte: - números racionais 
- números Irracionais 
- números reais 

2.ª Parte: - operações com números reais 
propriedades estruturais do con
junto IR 



1.0 Parte: - números racionais 
- números Irracionais 
- números reais 

1 • Lembrando a representação decimal 
dos números racionais 

Você j á sabe que um mesmo número pode ser re!Jresentado por di, 
versos numerais. De cer ta forma, os numerais decimais são os preferidos 
para conduzirem cálculos com a lguma rapidez, principalmente quando 
se empregam máquinas. 

Assim, por exemplo, entre os numera is que representam o número 
meio destacamos: 

_!_ (fração) e 0,5 (decimal) 
2 

Entre os numerais decimais usados para representar os números ra, 
cionais, fora m encontrados dois tipos(*), conhecidos pelos nomes de: 

decimal exata e decimal peri6dica 

·Exe'mplos: 

1 
- = 05 
2 ' 

.!_! = 1,375 
8 

12 

4 = 3,0 (o mesmo que 3) · 

são números racionais representados por decimal exata 
enquanto que: 

1 . 3 = 0,333 .... 
154 · 
45 = 3,4666 .... 

. 3 
TI = 0,212121 .... 

são números· racionais representados por decimal peri6dica 

(•y Ver Matemática, I - Curso Moderno, pág. 225. 
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Reciprocamente: uma decimal exata ou decimal peri6dica representa 
um número racional. Exemplos: 

0,25 representa o número racional: t! = 
4 

. 3 856 1 928 3,856 representa o número racional: 
1 000 

= ---:SOO = 482 
125 

O 444 Ú · · 1 4 ( ' i d d' . ) , . .. representa o n mero raciona : 9 que e a geratr z a 1z1ma 

25 8,252525 .•.• representa o número racional: 8 
99 

( ... gera triz) 

. 573 - 57 516 ) 0,57333 .... representa o número racional: 
900 

= 
900 

( .. . geratriz 

Então: todo número racional D ( onde O e 6 pÓdem ser substi; 
l:,. 

tuídos por números inteiros, com exceção de O para 6) tem 
uma representação decimal exata ?u _per~6di_ca, e qua}quer 
i:epresentação decimal exata ou . pen6d1ca md1ca um numero 
racional. 

------- LEMBRETE AMiGO 

. O conjunto Q, dos números racionais, e o conjunto cujos 
elementos são representados por numerais decimais (sob forma 
exata ou periódica) são o MESMO. 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 1 

1. . Usando numerais decimais, sob forma exata ou '6d' pen 1ca, represente os seguintes 
números racionais, dados . pela notação ~: 

2 
2.•) 

3 
3.•) 

8 
6.!.! 1.•) 5 

4 3 
4.•) 7 5 .•) 

20 
5 

8.•) 12. 18 6.•) 11 7.•) 
100 6 

9.•) 
74 10.•) 1 265 

. o 
2. Usando o numeral-fração - , represent . 

. • . l::,. e os seguintes números racionais, da.dos por 
numerais dec1ma1s (sob forma exata . . ou pen6d1ca): 

1.•) 0,5 2,o) 0,777 . . . 3.•)·· 1,6 

7.•) 6 8.0
) 5,3422>2 . . . 9.•) 13,42 

4.•) 9,0323232 . . . 

10.•) 1,00111 . . . 
5.0 ) 8,0 

6 

2 O\ m DE. Num O!J irracwnai 

Atente para uma nova questão: Existem números que podem.
6
sed~ re7; . • b a forma exata ou pen ica presentados por numera is decimais sem ser so 

á d d través de exemplos. A resposta , por enquanto, ser a a a . . 
Observe, com atenção, o seguinte numeral dectmal. 

0,52522522252222 · · · · · · · · · · 
" · ., depois de escrito o 5. 

onde aparece sempre escrito um 2 a mais . êl · 
1 d •mal já pode ser feita: e 

_ Uma afirmação sôbre êsse nui:1era _ ec~á sob forma periódica (há 
nao representa número racional, poIS. nao 

5
es ortanto não há período), 

sempre um 2 " a mais" depois de escrito O e, P_ 'r· ") Também: • - "nao tem 1m • nem sob forma exata (pois a representaçao · 

1,01001000100001 .. · · · · · · 
o, 123456789101112 · ·. ·. · · · 
8,34334333433334 . · · · · · · 

0, 10100100010000 , .. • • · · . 

d á construir de forma análoga, 
e outros numerais decimais que você P0 er . a.:~ : 
a • não são racion ..,. 

cusam a exist€ncia de números que . . - estão 
. merais dec1ma1s que nao 

Tais números, representados _por nu . dos IRRACIONAfS. 
sob forma exata nem peri6dica, sao denomina 

Logo: 

os números racfonais sempre"- adem ser.representados por ~ume; 

( 
~) 1 ~ais decimais .sob for_ma exata ou 
1...::. periódica 

os números irracionais nunca / 
1 

L_ 
T. ÓRIÓS - GRUPO 2 

EXERCÍCIOS EXPLORA . 
1 . . · 'inte número irracional: 
· Ol!>serve a representação dec1ma1 do segu 

. o 10100100010000 . . . . . . . ·. 
• · .. a" que permite 

... . bre" fàcitmente a regr . • . de 
que não é exata nem periódica, Você desco escreve um o "a mais' , depois . 
escrever ~ representação: b~sta notar que se · 
escrito o · 1. Continue escrevendo . · · 

7 



----------,:::--"='"=------:-_- --- - - ---e:: _____ -:..,-_::::::.::::-:.::::-:.-:.:::::~::::~.:--.:.--..;-·:-::::::::::.::.--.:.-_-_-_-_-_-_-_-:_-_~_--:_-:_:-_:_:_:: ::::::::::;;~-
pi= 3,141592653589793238462643383279S02884197t6939937s1oss2097494459230781640\2os99s62so348253421170679821480866132s2306647093844609SS05822317253594º812··"" 

2. "Descubra" a regra segundo a qual vem sendo escrita a representação decimal dos 
seguintes números irracionais: 

2,3131131113111 I .. .. . 
0, 123456789101112 .. .. (observe que a parte decimal faz 

dos números naturais .. . ) 
5,01020304050607 . . . .. 

3. CURIOSIDADE! Você vai aprender uma maneira "me
cânica" de escrever quantos números irracionais 
quiser, usando o numeral decimal proveniente d a 
seguinte construção: 

Considere o mostrador de um "re lógio especial" 
dispondo de um só ponteiro tal que, imprimindo-lhe 
um movimento num dado sentido (sempre com 
"impulsos" dife rentes) , indica rá, ao parar, um dos 
números que figura no mostrador. 

/ 

8 

7 

parte do conjunto 

Q 
9 O 1 

ct· 3 
6 

5 
4 Nestas condições, a parte decimal d_o núme~o 

que se pretende escrever será obtida por intermédio 
dos giros do ponteiro: a l.• casa decimal (déci~ os) é ...._ 
indicada na primeira parada; a 2.• casa (centésimos), . . . . 

Q 
na segunda; a 3.• casa (m1les1mos), na terceira parada 
e assim por diante. 

Se, por exemplo; a parte inteira fôr 2 e supondo 
que: 

na !.• parada o p,onteiro indique . . .. ... 4 
na 2.•. parada indique. . . .. . . . . . . . ... .. 7 
rn:i 3.• parada indique ......... ... . .. . .. O 7 ' 3 , 

~ 5 4 I --_ __.....,_... 

na 4.• parada indique . . .... ...... .. . . .. 2 
. . ......... . .... . .... ' ... .. .... . ...... . 

então a representação decimal que vem se~do obtida 
será: • 

2,4702 . ....... . . 

. C om~ ~a "operação" poder!a pro~eguir indefinidamente, ta l representação 
d:cunal nao. e ~at~ e, cq":o o movunento imprimido ao ponteiro é variado, també!Tl 
!1ªº ~erá perwdica, isto é, na~ haverá (provàvelmente ... ) repetição de períodos sempre 
1gua1s. -

Obtenha agora, de. cada um de seus colegas de classe-. • t éd. d "relógio · 1" ' · . · z , por m erm 10 o espec1a , um numero irracwna por a proximação . : . 

3. Os números irracionais conhecidos na Aritmética 
e na Geometria; e~"trutura de ordem 

• .. Em tôda a Matemática que você vem estudando tem ocorrido o 
empr~go d_e números irracionais. Lembra-se da ✓2, cuja extração por 
aprox1maçao revelava uma notação decimal nem exata, nem periódica? 

De fato: · -

✓2 = 1,4142135 .. .. . . 

- . 8 

· · - - parecia nenhum período e por ma is que você aproximasse a extraçao nao a . . 
(no sentido conhecido), nem "tinha fim". O mesmo acontecia com as 
aproximações das extrações de: 

ou 

../3, fs, -./6, 17, .fã, fü, 

É óbvio que, sendo: 

4 = 2 
\19 = 3 

~8 = 2 

(porque 2 X 2 = 4) 
(porque 3 X 3 = 9) 
(porque 2 X 2 X 2 = 8) 

. . . - sendo representados por 
estamos diante de números racionais, pois est_ao . 2 0. 3 o e 2 O). 
numerais decimais sob forma exata (respectivamente. ' ' ' d'.d 

O "d 1 mera! ,r empregado na me 1 a 
. famoso "pi", ma is conheci. 0 P7 ° ~u um' "antigo" número irra, 

d~ circunferência desde a 1.0 Séne Gma~sal,
1 

é _ é exata nem periódica: 
csonal, porque ·a sua représentação decsma nao ' 

,r = 3,141592 . .. · · · 
Ô · conhecem-se mais 

Hoie, com ·1· dos computadores eletr nscos, d . . 
d J aux1 10 _ petem em perío os iguais, 

e lOO 000 casas decimais de ,r, que nao se re 
nem "tem fim"! 

OBSERVAÇÃO IMPORTANTE 
<::.:--- uando nos cálculos, se tomam para o 
~- Q . .' ✓2 as decimais exa tas: 1,4 
~ -·e;::_ Atenção! número 1rrac1o~al , eros racionais/), é porque 

. ~ ~ ou 1,41 (que sao .~mm a a roximaç.ão a fim de 
~- ~ • ? r-2, se está "forçando 

I 
u; da~peração. Com efeito: '\...::E.-J -~ aproveitar-seo resu ta o . 

Xl4 - 196 ;,!2 t ✓2 ;,! 1,4 porque 1,4 ' - 1' 9881 ;,! 2 
J -./2 ;,! 1,41 porque 1,41 X 1,41 = ' 

m O número irracional ,,. 
O mesmo ocor~~scocálculos as aproximações 

quando se tomam 
decimais exatas: 

3,11 ou 3,1416 

~ que são números racionais._ ões· 
. . esultados das operaç . 

Também são números irrac1ona1.s os r 

3 X ✓2 = 3 X 1,41421. · · · · · 
- ,- 7321 + 1 7321. . . ✓ 3 + "> 3 = 1, · · · ' 
5 X,,. = 5 X 3,141592. · · · . d. 

. b forma não-exata ou perió ica. 
e de outras análogas, por serem numerais decimais so 

Quantos números irracionais existem 7 , s i·rracionais é infinito. 
• to dos numero 

Você j á deve ter concluído que o con;wi 
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O estabelecimento da· ordem com os , 
de seus · d . numeros irracionais, por meio 

ê .á m~mera is ecima is, decorre natura lmente do conhecimento que 
voe J tem do emprêgo das relações: 

> (maior), < (menor), = (igua l) e ;z! (diferente) 

nas representações decima is, em geral. Assim, por exemplo: 

1,010010001 .... . < 2,010010001 .. __ . 
1, 7321 . . . . . . . . . . > I 41 2 J 4 I. . . 

Também é fácil ded~zir que 

1,4 < ✓2 < 1,5 

1,41 < ✓2 < 1,42 

l,4 l4 < ✓2· < 1,415 

as duplas desigua ldades: 

2,6 < -./7 < 2,7 

2,64 < V7 < 2,65 

2,645 < ✓1 < 2 646 
• J 

que relacionam números r . . , . 
acionais com numeros irraciona is são verdadeiras. 

1 

LEMBRETE AMIGO w 7 
-

Os números irracionais, ao contrár1·0 dos números racionais, 
nao podem ser escritos sob a form . O . a. 

O nome irracional não signT 6. 
"que não pensa"· mas C . , 1 Ica que se trata de um número 
forma de razão. ' ao.-somente que tJão pode ser pôsto sob a 

EXERCÍCIOS DE APLICAÇA~o 
. 1. 

Dê a lguns exemplos de nú . 
- GRUPO 3 

escrever representações dec~;~: irracio~ais, .. mediante numerais decimais. Basta 
que nao SeJam exata s ou periódicas, tais como: 

4,363663666 
0,020020002 _' ... _' : 28,313113111311 n 

É . . O,l2131415161718i9iô21 .. . . 
2. racional ou irracional o nú 

mero representad 1 . 
. o pe o seguinte numeral decimal: 

É 0,282828 ..... . ? 
racional p · , ois se tfata de uma 

3 . Empreg d representação decimal Periódica. 
an o numeral decim· 1 

vendo pelo menos duas· casaªs•dre~re~ nte os seguintes , 
ectma,s: numeros irracionais, escre, 

✓ 2, VJ, V6, ✓-20, ✓ 1007 

10 

De a lguns dêles j á se conhecem as duas primeiras casas decimais. Dos outros extrai-se, 
com ap roximação centesímal, a ra iz quadrada. Logo: 

fi • 1,41. .... '/6 = 2,44 .. . m3 = 11,95 ... 

✓T = 1,13.... . €o = 4,47 . . . v 1 001 = 31,61. . . 

4 . (N ão se surpreenda .. . ) Dê um exemplo de dois números irracionais cuja soma é 
um número raciona l. _T emos: 

+ o, 10100100010000 .... . . 
o,01011011101111. .... . 
o, 11111111111111 . . .. . . 

(n.0 irracional) 
(n .0 irracional) 
(n.0 racional) 

5. O número 3 + ✓2 é raciona l ou irraciona l ? 

É irracional, pois: J = 3,00000 .. _ .. . 

Y2 = 1,41421. ... . 

3 + fi = 4,41421.. _ .. 

6· "'= 3,1416 é uma sentença verdadeira ou falsa? 

É f alsa, pois .,.. é um número irraciona l e 3, 1416 é racional. 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 4 

1. E ~ eva V ao lado das· sentenças verdadeiras ·e F ao lado das falsas ( Q representa 0 

conJunto dos números racionais). 

1. •-) 2,3333 . . . . E: f) 
-2.•) 2,3333 . .. . f/_ Q 
3.•) 2,313113111. : . . q Q 
4.•) 2,313113111. .. . E: Q 
5.•) V5 E: Q 

6.•) fi é um número irracional 
7.•) {2 é um número racional 
8.•) 0,32 é um número irracional 
9.•) 0,3211111111. .. é um número racional 

10.•) 10,0 é um número irracional 

2. Empregando numeral decimal, represente os seguintes números irracionais, escre, 
vendo pelo menos duas casas decimais: 

✓ 2 000 

3. A f órmula que dá o comprime1:1to de. um~ circunferência de raio r é: 

C = 2 X ..- X r 

Se r fôr um n.0 inteiro, C representa rá um número racional ou irracional ? Por quê 7 

4. Justifique, com exemplos, as seguintes a firmações: 

I.•) o dôbro de um número irracional é um número irracional; 
2.") a têrça parte de um número irracional é um número irracional; 
3.•) se a soma de dois números é um número racional e um dêles é irracional, então 

o segundo número é irracional. 

5. Dê exemplo de dois números irracionais: 

1.0 ) cuja soma seja um número racional; 
2.0 ) cuja díferença seja um número racional. 
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6. Adicione o número irracional: O, 101 001000 .. .. ao número racional: 0,333333333 • · · · 
Ao resultado adicione o número racional: 0,12 12 12 12 .. . 

O resultado obtido é um número racional ou irracional ? Por quê? 

7. 1.0
) (3 + V'l) C C, é V ou F ? 

3.0
) (2 + ✓2) q_ Q é V ou F? 

2.•) ~ TI C C, é V ou F ? 

4.0
) ( 'Í2 + VJ) q. Q é V ou F? 

8. Coloque no lugar de ? o símbolo da re lação de igualdade ou das relações de desigual
dade, a fim de tomar 11erdadeirq cada urna das seguintes sentenças: 

!.•) 1,415 .. .. ? 1,414 . . .. 

3.•) 1, 101001000 .. . ? 1, 1001000 . .. 
2.•) 3, 1234567 .. . ? 8, 1234567 .. .. 

4.•) 0,020020002 ... ? 0,020020002 . . . 

9. Idem : !.•) ✓s 7 ✓3 2.•) V2? V3 3.•) 3 ✓2 7 2 V2 

4.•) V7? ✓1 5.•) ..!_ V3 ? ..!_ V2 6.•) ..!_ ✓2? ..!_ "3 3 . 2 3 . 2 

10. Idem, nas seguintes duplas-desigualdades: 

1,7 ? V3? 1,8 3 ? 11' ? 4 
1,73 ? VJ 7 1,74 3,1 ? 11' ? 3,2 
1,732 ? V3? 1,733 3,14 ? 11' ? 3,15 

4. Números reais 

Até agora você conheceu dois importantes conjuntos de números: 
o conjunto dos números raciónais e o conjunto dos números irracionais. 
A reunião dêsses dois conjuntos constitui o conjunto dos NÚMEROS REA IS • . 
Logo: 

{n.
0

• reais } = [n.0
• racionais} U (n.0 • irracionais} 

e você irá entender por número real qualquer número racional ou irra, cional. 

Exemplos de números reais: 

2 (por ser racional) 

2,010010001 .... (por ser irracional) 
1 

V2 (por ser irracional) 

0,333333 . . . . (por ser racional) 

9 .(por ser racional) 
• '\1/'4 (por ser irracional) 

-ir (por ser irracional) 
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. 1 
3 -

5 (por ser raciona l) 

r-------- L EMBRETE AMIGO 

trabalhou até Todo número que você estudou e com que 
agora é um número real. 

núme ros 
• reais 

OBSERVAÇÃO I MPORTANTE 
\ A consideração 

números reais absoluLOs. . · não) Até aqui foram apresentados os . . • s numerais ·(dec1mms ou . 
de números racionais e de números irra~ion~is{p~t~~ivo) ou - (negativo) enseJa 0 

se apresentarem com o sinal qualificativo . e/ativos cujas propriedades estru-
. • d s nu'mcros reais r • aparecimento do conJunto º. . . . _ 

turais serão estudadas posteriormente.. , os irracionais relativos s~o 
Assim os números racionais relativos e ?s ~umf;smente de números ~cais. 

chamados cÍe números reais relatioos ~u, ;1ª1! s:::;~ra núm; ros reais relauvos) 
O ConjunÍo dos números reais (enten en o,s ' ' 
será indicado por: IR 

Entiio: - 3,2E:: IR +0,010010001 . · ·. E:: IR 

- .:!_C IR 
5 

_4 126C IR - 2,456666 . · · · C IR 

O E:: IR 

- 12C IR 

1r C IR 

(não se escreve 
+o ou -o> 

- ue indicavam o conjunto qu_ando 
Agora podem ser simpli_ficadas as notaçoe:1i representação. Para o conJunJ~ 

incluía números relativos, ~:hspensando,se ºd: agora em diante, a notaçao 
dos números inteiros rclattvos usaremos, · 

B ourbahi: Z . Assim, temos: . be de-se relativos) 
, ·nte1ros (su nten 

Z: conjunto dos numeros 1 . . ( bentende,se relativos) 
~ d , meros rac10na1s su 

G) : conJunto os nu . ( bentende,se rela tivos) 
IR: conjunto dos núme~os reais su 

onde Z C Q C IR 

NOTA: O conjunto 
vado do O, isto é: 

) representa o conjunto R pri, R * (lê,se: "R estrêla' ' 

IR * = IR - (O} 
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EXERCÍCIOS DE APLLCAÇÃO - GRUPO 5 

1. Dado o conjunto: { 0,3; V2; -1,222 . .. ; 8; -0,717717771 . . . ; +} cujos e lementos 

são números reais, destaque o subconjunto de ~,úmeros racionais e o subconjunto 
de números irracionais. 

Temos: subconjunto de números racionais: { 0,3; - J,222 ... ; 8; ·+} 
subconjunto de números irraciona is: ( ✓ 2; -0,717717771. . . ) 

2. Idem, com o conjunto: {- ~ ; 0,99; O} 

Temos: subconjunto de números racionais: {- ~ ; 0,99; O} 

subconjunto de números irracionais: fÕ (vazio) 

3. No conjunto de números reais: {6,12; -3; -4,5 15151 ... ; 1; -,..J destaque O sub-
conjunto de números positivos e o subconjunto de números negativos. 

Temos: subconjunto de números positivos: [6, 12; 1) 

subconjunto de números negativos: [-3; -4,5 1~ 151 . . . ; - ,,.J 

4. Diga quais, dos seguintes numerais, não representam números reais: 

- 2 
l.•) 3 o 

2.•) 5 -5 
3 .•) o 4.0 ) - J,888 .. . 

-5 Não representam números reais os numerais: 
o 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 6 

. 1. Dado o conjunto: { 4; - 3 V2; - ~; 0,1111 ... ; - 6,212112111 ... ; O} destaque 0 

subconjunto de nú~eros racionais e o subconjunto de números irracionais. 

2. Idem, com o conjunto: { ✓ 2, ✓3, ✓s, F[, ~5} 

3. Idem, com o conjunto: {l, - 1, 2, - 2, 0,010010001 . ... ) 

4. No c?njunto de _n_úmeros reais: {2,811 i . . . ; - Vll; O; 13,0) destaque O subconjunto 
de numero~ po~1t1vos e o subconjunto de números negativos. 

5. Diga quais, dos seguintes numerais, não representam 

o 
1.0

) 0,00001 2.0
) O 3.0 ) - ...Js 4.0 )' 2 X ,.. 
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números reais: 

1 
5.•) o 

6. Escreva V ao lado 
- 1 

l.•) 2 €: R 

- l 
2.•) 2 .J. R 

3 .•) 0,7 q. U) 

4.•) 0,7 €: U) 

5.•) 0 €: R * 

6.•) O f/. R • 

das sentenças v 
F ao lado das falsas: 

erdadeiras e 

7.•) {s f/. R 

8.•) - {s €: R 

9.•) - 1,121121112 . · · · f/_ Q 

10.•) - 1, 12112112. · · €: Q 

li .") 1 966 €: R 

12.") J 966f/. R 

MODERNAS - GRUPO 7 
PRÁTICAS ão dos se• e o conju11to-i11_tersecç 

conj11nto-reur1ião 
1. (Exerdcio-modêlo). Determine 0 

guintes conjuntos: 

A = { 4,2; -3,222 .. . ; ✓5; l ~ } 

.,- r::-5. -3 212112111. · .; O) 
B = (" 3; "::,; , 

2 ~- -3 212112111 . ·.; O} 
Temos: A V B = { 4,2; - 3,222 · · .; 

✓5; 15; ' , , 

A nB = l ✓5) ✓2 ✓-:f) - ✓-) B = [ ✓ 5, , 
A = l ✓2, v 3, 5 _,-5) 

2. Idem, com os conjuntos: B = i-2, 3, " 
-3• ../2: 0,666 ... ) 

3. Idem, com os conjuntos: A = (l ; ' ' 

4. Dados os conjuntos: 

A, = {-o,555 ... ; ~ i ✓3; ,r} { 
1 . ✓3: 1 010010001. · · · ·} 

B = 4' ' , 

{
- 1 } E = 1-0,555 . . · .) 

e = {-o,555 ... ; o; ·-~} D = 2 ' ,r 

calcule: 

l.•) AVB 
6 .0 ) BnA 

i .•) Ar\B 
7 .") BnC 

3.º) AUC 
8.") Bn D 

• 4 calcule: D E do exercício , 
5. Usando os conjuntos A, B, C, e ") (A('\B) ('\ (CnD) 

,, (A U B)n D 3· ·ntes 
1 ) (A V B) Vc 2 ) entre os segui 

. º . - d . lusân existente 
rela<ªº e me 

6. (Exercício-modêlo). Determine ª -
· ntos·· 11 · ✓ 5· 8; ,r) 

conJu . ..,,-5 ·) B = {1,2121121 . . .. , ' B segue-se que o 
A = l ; ,.. do conjunto , . 

n ·unto A fazem pa rte 
Como todos os eteme~tos do ccinJunto B e, portanto: 
conjunto A está contido no J A C B 

7: Idem, com os conjuntos: A 
J ✓3; -1 414141 . · .; \ . , 
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8. Escreva V ao lado da _,:;- s sentenças verdadeiras e 
!.•) (3; v 2 · F ao lado das falsas: 

; 0,555 . . . ) ) (3: V2) 
2-•) (3; ,'I O 55 ; , 5 .. . 1 e P; fiJ 
3.•) (3; vi-i 0,555 . . . ) = (3; V2J 
4 .•) ,(3; V2- O 55 ; , 5 . .. ] ~ ('3 ; V2} 

9. Diga qu . d ais as seguintes sentenças são uerd . 
N : conjunto dos , ade1ras, lembrando que 
z. . numeras naturais 

. con;unto dos números inteiros 
G): conjunto dos nú . . (subentende-se relativos) 

R
. . meros rac1ona1s ( be · con1unto dos n, . su ntende-se relativos) 

umeros reais rsube d 
1 •) N C R · nten e-se relativos)· 
· 3.•) Z ) Q . 

2.•) N ) R 4 .•) Z( Q !::~ ~~ : 
10. É verdadeira a senteni;a: 

Por quê? N(Z( Q C R ? 

5. Reta real 

O conjunto IR é re 
s(ôbre a qua l é fixada ui~esei:itado geometricamente 
o cm por exemplo). Is to origem O e escolhida numa reta numerada 

• porque: uma unidade de medida 

✓ a cada número l rea cor-responde 
e\. um único ponto da reta • '\. 

cada ponto da réta , ) 
e o correspondente de , . 

Em outras p 
I 

um unico número real e/' 

a um) ª avras: existe 
entre os números reais e uma correspondência b. os Pontos da reta. iuní!)oca (ou um 

/ 

IR 
/ / / /?fl 

I / , 

•una a h~1&•11•■•••·•• . 

l6 

A ordem entre os números reais reflete-se na ordem entre os pontos 
correspondentes da reta . Ass im, se um número rea l é menor do que um 
âutro, então o ponto correspondente ao primeiro número está à esquerda 

0 ponto correspondente ao segundo. Exemplo: 

1,4 < f2 
{ 

então o ponto correspondente_ a 1,4 está à esquerda 
do ponto correspondente a f 2 

3 1 
- 2 2-\/2 -1 -2 
l i 1 : ' 1 1 1 

- 1.4 -2 
3 

-1,5 
-o .66 .. 

o 
1 

1 
2 

l 
3 

0 .11 •• 

l 
1 

3 
\/2·2 2 
1 11 li 1 

1,4 

(. 1. 5 

OBSERVAÇÃO IMPORTANTE 
O conjunto R é denso isto é escolhidos dois números reais quaisquer, existe · 

sempre um número real entr~ êles. Se a e b estiverem representando dois números 

rea· · · ' 1 ~ 1s quaisquer, sendo. a < b, então existe sempre entre êles o numero rea 2 

(que é a média aritmética entre a e b) . 
Assim, por exemplo, considerados os números reais: 3 e 4, existe entre 

êles o número rea l: 3 i 4 = 3,5 (que é a média aritmética entre 3 e 4) ; depois, 

entre 3 e 3,5 existe o número real: 3 +
2 

3
•
5 = 3,25 (média aritméti~ entre 3 

e 3,5); a seguir, entre 3 e 3,25 exis te o número real: 
3 ~ /•25 

= 3,125 (média 

a ritmética entre 3 e 3,25), e assim, sucessivamente, serão encontrados sempre 
novos números entre 3 e a última ~as médias aritméticas obtidas. 

A melhor maneira de "ver" que R ê denso é por meio da reta real: 
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EXERCÍCIOS EXPLORATÓRIOS - GRUPO 8 

Você já deve ter ouvido falar no famoso T eorema de Pitágoras. Além de famoso 
êle é de muita utilidade, razão por que vai se r " explorado" agora . 

Considere o trillngulo retlln!(ulo, cujos catetos medem, por exemplo: 3cm e 4cm, 
isto é: 

4-

---- 3 -

Você será capaz de dizer quanto mede a hipotenusa dêsse triângulo ? 
Bem, medindo com a régua você encontrará 5cm. Experimente. 
E se você não dispusesse de régua, poderia conhecer a medida da hipotenusa 7 

Sim, e é o Teorema de Pitágoras que responde: a soma dos quadrados dos catetos é igual 
ao quadrado da hipotenusa. Que quer dizer isso? 

Basta quadrar as medidas dos catetos: 3 2 e 4 2 (sem escrever as unidades) , somá,Jas: 
3 ~ + 4 2 = 9 + 16 = 25, e_ o resultado obtido (25) representa o quadrado da medida da 
hipotenusa. Portanto, a hipotenusa _mede: 5cm (lembre-se que 5 é a ra iz quadrada de 
25, isto é: fil = 5). 

Agora voe~ já pode dize r quanto mede a hipotenusa de um triângulo cujos catetos 
medem, respectivamente: 6cm e 8cm. Acompanhe: 

6 2 + 8 2 = 36 + 64 = 100 

Como: VlÕÕ = 10 temos: a hipotenusa mede 10cm. 
_E se os catetos do _triãngulo retângulo medirem 1cm cada um, qual será a medida 

da hipotenusa? Va le ainda o Teorema de Pitágoras: 

e, portanto, a hipotenusa medirá: 
número irracional. 

E: se os ca_tetos medirem: 1cm e 2cm, respectivamente? 
A_ medida da hipotenusa será obtida ainda pelo Teorema de 
Pitágoras: 

}2 + 2 2 = 1 + 4 = 5 

e, portanto, a hipotenusa medirá: -VS, que é também número 
irracional. 
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1 
2 

t 

"2, que é um 

. con ·unto R e os pontos da reta, a cada 
Com a corrcspo11d2ncia estudad a entre O to 

O 
você determinaria, por exemplo, 

número irracional corresponde um ponto da reta. ,-;:- m 
' irracional " 2 ? . o ponto correspondente ao numero . centro do compasso na ongem 

- geométrica· com O med Guarde bem a seguinte construçao d ·Íln ulo retângulo cujos catetos em 
O e a abertura nn extremidade da hipotenu~ 0 tn -~ do arco de circunfer!ncia traçado 
l (ou seja , 1cm), determina-se o ponto de intersecça ondente a .ri. 
com a reta. O ponto encontrado é O ponto corresp 

' ' ' \ 
~<l, 

\ . 

1 ~ 
\ 
\ 
1 
1 L 1 1 

l o 1 1/2 2 
-1 

T E DE ATENÇÃO - GRUPO 9 
TES . 

'd d escolhida a partir de uma ongem 
1 / ( d de 2cm a uni a e ' . 

. Represente na reta rea sen ° seguintes números reais: 
O fixada) os pontos corresP0ndentes aos . 

3.•) -..rz 1.•) -0,333 . . ... 

2.•) 22 4.º) 1,4 
. 10 d (tomando como unidade 

• 1 cujos catetos me em ✓-3 (1 bre,se 
2. Sabendo que no triãngulo_!eta~ 0

• I) a hipotenusa mede em _,-;:-
✓ 2 -v 1 (o mesmo que • • ·0 nal - "3 

o cm) respectivamente: e espondentc ao número irraci 
' ) strua o ponto corr 

do Teorema de Pitágoras , con d t a .f3 
. . 'd ponto correspon en e 

Observe como foi construi O 0 

y; 

. ----
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' ' '--1 
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\ 
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\ 

1 
1 
1 
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J. Observando a construção da ,J5 
número irracional - V5. ' determine na reta real o· ponto correspondente ao 

.s:. 

lfi 

1/i 

4. Se a, b e e são números reais e A B C . 
reta real, e se a < e < b I d ' e os respectivos Pontos corresponden tes na 

, qua as duas sentenças é verdadeira: 

l.•) o ponto B está à esquerda do ponto A 
2-") 0 ponto B está à direita d o ponto A? 

Ainda Pitágoras .. . 

Quanto mede (em cm) a hipotenusa dos 
retângulos? seguintes triângulos 

/ 
3 I\ 

/ 4 - ?- í-
Vi 
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2.ª Parte: - operações com números reala 
propriedades estruturais do con-
Junto R • 

6. Operações no conjunto IR 

Operações fundamentais. No conjunto IR são sempre possíveis 
as operações: 

adição, subtração, multiplicação, divisão (com o divisor ~ O) 

Portanto, IR é fechado para essas operações, cuj as técnicas de cálculo 
para os números racionais você j á conhece. Algumas técnicas para operar 
com os números irraciona is serão conhecidas por meio de exemplos. 

7. NOVIDADE: Cor1>0 dos números reais 

As propriedades estruturais das quatro operações conhecidas em R 
permitem "reduzi; las" a duas fundamentais: 

adição e multiplicação 

De fato, quaisquer que sejam os números reais(*) a e b, existe sempre 

{ 
uma única SOMA: a + b 

um único PRODUTO: a . b 

com as seguintes propriedades: 

(A) ASSOCIATIVA: 

ADIÇÃO 

para quaisquer números reais a, b e c: 

(a + b) + c = a + (b + c) 

(•) Subentendem-se sempre números reais relativos. 
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(N) ELEMENTO NEUTRO: existe o número real O, tal que: 

a + O = a para qualquer número real a 

(1) ELEMENTO INVERSO (aditivo): para qualquer número rea l a, existe 
um únko número rea l (-a), denominado oposto 
de a, tal que: 

(C) COMUTATIVA: 

a+ (-a) = O 

para quaisquer números reais a e b: 

a+b = b+a 

NoTA: Estas propriedades (ANIC) dão ao conjunto R, com relação à operação 
adição, uma estrutura de Grupo Comutativo. 

(A) ASSOCIATIVA: 

Ll 

para quaisquer números reais a, b e c: 

(a . b) . c = a . (b . c) 

(N) ELEMENTO NEUTRO: existe o número real 1, tal que: 

a . 1 = a para qualque·r número real a 

(1) ELEMENTO INVERSO (multiplicativo): para qualquer número rei31 

a, se a ;é O, existe um único número real a' 
denominado inverso de a, tal que: 

(C) CoMUTATIVA: 

1 
a - - = 1 

a 

para quaisquer números reais a e bi 

· a.b=b.a 

NOTA: Estas propriedades (ANIC) dão ao conjunto R* (que é o conjunto R pri, 
vado do O), com relação à operação multiplicação, uma estrutura de Grupo Comu
tativo. 

Relacionando a multiplicação com a adição, em R, vale ainda a 
seguinte propriedade: 

(D) DISTRIBUTIVA: para quaisquer números reais a, b e c: 

a . (b + c) = a . b + a . c 
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adição· ANIC para a multi, 
Estas nove propr!ed_ade~ (ANIC r3r;

0 
ªà adiçã~) dão ao conjunto IR, 

plicação e D da mult1pl~caçao _e~ r; ª~ultiplicação, uma estrutura de 
com relação às operaço~s . adiçao m M atemática. 
"corpo" que é das mais importantes e . IR. 

' P dos números reais • 
É fácil, agora, concluir que no cor o 

d º -o de a com o oposto de 
I .º) a subtração de a e b é entendi?~ como a a iça 

b (que sempre exis te!), ou seJa, 

. a - b=a+ (-b) 

d
.d como a multiplicação de a pelo 

2 ) d . . - d r b ~ O é enten I a . !) . t é· •º a iuisao e a po ~ 0 sempre existe , is o · 
inverso de b (que, por ser ' 

vale a propriedade de anula, 
Além disso no corpo dos mímeros reais 

menta do produto, isto é: 
O b = O 

se a. b = O então a= ou 

· t maneira : 
A ordem em IR é definida da segum e .. . 

. . u' mero real positivo c, 
a é maior do que b se, e somente se, 
tal que : a = b + c. 

existir um n 

Logo: a. > b <==> a = b + c (e > O) 

Se a > b, diz...se então que b < a. 

anl·cO anlc 
♦ X 
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EXERCÍCIOS DE APLICAÇÃO - GRUPO 10 

.Efetue as seguintes operações no con ·unto d , 
·Adicionar J os numeras reais ( IR): 

l.•) 3 2 ( • n .• rac.) com -4 ( n.• rac.) . 
Temos: 3,2 + - 4 "" -o 8 ( , n .0 rac.) 

2.•) 0,010010001 . . .. .. (n .• irrac) com 2 212 
T emos: O 010010001 . ' 212221 .. .. (n .• irrac) ' + 2 2122 .. 

3.•) ✓-
0 

• • • • ' 
12221 · · · = 2,222222222 

2 (n. m ac.) com 5 ( 
Temos· -./2 n.• rac.) . 

· + 5 (n.• irrac.) 

(n .0 rac.). 

N OTA: O resultado (soma) é O • numero real e· ) . . - 2 irrac. indicado por: 

3 (n . º rac.) com ..:;-5 ( . n.• 1rrac.) . 

fi +5. 

Temos: - 2-. -y1-'-3 + 5 (n.u irrac.) 

OeseRvAçÃo· A b número com o o . su tração entre dois nú Posto do segundo. meros é entendida como a adição d o primeiro 

Assim, por exem 1 P 0 , a subtração ent ..:;- - 2 re 5 e 
3 

é conduzida da seguinte maneira: 

v's - e ~) = v's + (+ 32 ) = _./ -5 + 32 v (n.0 irrac.) 

Multiplicar 

l .•) O, 555 . . . . (n.u rac.) por -~ ( 
5 n.• rac.). 

T emos: 0,555 . .. X -~ = 2. - 9 
5 9 X - .,, - 1 ( 

.2.•) V5 ( 
0 

• 5 n .• rac.) 
n . irrfic.) por 100 (n o ) T - • rac .. 

emos: -.J 5 X 100 = 100 ✓-. 5 (n .• irrac.) 

ÜBSER-VAÇÃo· Se fô · de 100, is to é: . sse para diuidir ✓s por 100 b . ' astan a multiplicar ✓s 1 . _ ~om~~ 

-.J 5 : 100 = ✓5 X _ l_ = ✓5 
- 100 100 (n .• irrac.) 

3.•) ✓ 2 (n.0 irrac.) .,-por v 3 (n .• irrac.). 
Temos: ✓2 X ✓T (n .º irrac.) 

NOTA: O resultado ( d de novas técnicas • pro uto) é o n º real e· ) ✓-esse resultado pod . irrac. : 2 X ✓T . e ser reduzido a um num 1; coi:n º. ·conhecimento 
era mais simples. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 11 

Efetue e m R as seguintes operações: 

Adicionar 

l.•) o - 1 ,333 .. : . com 9 
2.•) 2,22222 .. . . com 0,010010001 . . .. 

3.•) _-.JT com '12 
4.•) - ✓T com V2 
5.•) - -./3 com - -./2 

Subtrair 

6-•) ! de 0,333 . ... 

7.•) - fi de -./3 
S.•) 0,010010001 .. . de 2,222222222 . . . 

Multipllcnr 
2 - 2 

9.•) 9 por 9 
1 O.•) O, 111. . . por -o, 111. . . ( . . . em

pregue as geratrizes ... ) 

11.•) 2,3444 . . . por fi 
- 1 

12.•) ..:;5 por 2 

Dividir 

13 ... ) 2,1234567891011 .. .. por 1 

14.•) rs por - .fs 
15.•) ✓2 por 0,001 

POTENCIAÇÃO E RADICIAÇÃO NO CONJUNTO R 

8. Ampliações da idéia de potenciação; 
J,rática com expoente 11egativo 
~o conjunto Q dos números racionais (lembre-se de que estão suben

te,ndtdos os números rela tivos) foi definida a potência tendo por base um 
numero racional relativo e por expoente um número inteiro negativo. Assim, 

por exemplo: 

De um modo geral: 

O expoente 
do cálculo. De 

negativo 
fat_o: 

( 
1 )-l 1 

2 =ar 
1 a-• - : . ] (sendo a ," O e n natural) 

enseja novas técnicas para o desenvolvimento 

1 
se 3- 1 = -

3 
então 

1 
2 X 3- 1 = 2 X T 

Logo: 
2 
3 

= 2 X 3- 1 e, portanto: 
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Também: se 3- 2 = 1 
J:! então 5 X J- 2 = 5 X ...!_ = 5 

3:i J:! 

5 
Logo: , 32 = 5 x 3-2 e, portanto: 

9. Nova amj,liac;tw: />otê11cias i;zdicada., 1/c base real e exj1oc11ll.'. 

racional 

Que são: 
3 

24, 

São exemplos de potências indicadas que possuem por base um número 

real (2, ! e . --.l3) · e por · expoente um número· racional rela tivo 

( ! , . -~ e 2:). É mais uma ampli~ção justificada pela seguinte afir, 
mação: no conjunto IR é sempre possível, para cada número racional rela, 
tivo r, construir um único número real ar, onde a base a é um número real 
não,negativo( *) . . 

d 
O n6mer? realparpé. ddendom~nado ~otência r,ésima de a e são verifi, 

ca as as seguintes ro_ ne_ a es, extensoes das que já foram est b 1 'd 
· no caso de expoente mte1ro: . a e ec1 as 

Pl: ar . a• = ar+• 

P2: ar : a• = .ar~, (a~ O) 
PJ: (a . b)' = ar . b~ 

P4: (ar)• = ar•• 

- LEMBRETE AMIGO 1 
a0 = I (a ~ O) at = a 

l' = I or = O (r ~ O) 

---
(*) r > O, se a = o . . 
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E XERCÍCIOS DE APLICAÇÃO - GRUPO 12 

1. Aplicando P I , P2, P3 e P4, efetue: 

3 1 2..+_!_ ~ 
Pi: !.º) 2• x 2T = 2 ◄ s =2 20 

2.0 ) 'JJX ✓J= ( ✓3)1 X ( ✓3) 1 = 
= (~)2 

P2: 1. •) xP : xª = xP-ª (x ;,! O) 

2 .•) e~ r = < ~ )- 1 = 

= ( ~ y- c- ll = ( ~ r 
P3: 1.0 ) (2 ·x 3) 4 = 24 X 34 

2.0 ) (a X ú)v ~ a1' X bv 

3.•) bº X b-2 = bS+C-ll =- b3 

4.•) (!r1 X (!)1 = (!)"1+'-

= <! r = 1 

3.º) (3 X 6)2 = 32 X ( 'V5)~ 

4 .º) (~ X mrt = (~)-1 X m-t 

3.•) [(~r2rt=(~r2x-1=(~f 

2. Combinando as propriedades PI, P2, PJ e P4, efetue:. 

l.•). {5 2 X ✓2) 3 = 5 ° X ( ✓2) 3 

-1 - 1 

2.•) [((- 3 )2)-1f1 = [(9)- 1)°1 

·1 1 

= 9T = ( JZ,T =3 

3. Efetue: 

T ~mos: 

. . axaxa · 

a X a. X a = (a X a) X a (prop. associativa da multiplicaJo) 

= a 2 X a (prop. PI) 

= a 3 {prop. PI) 
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EXERCÍCIOS DE Fl XAÇA~O G · 
- RUPO 13 

1. Usando expoente neg • 
seguintes sentenças: a tivo para exprimir o produ to, torne verdadeira cada uma das 

2 
1.•) 5= 

3.•) 9 = .. . . 
2· 

5.•) - = 92 
' 

2. Vice-versa: 

I.•) 3 X 4-1 = 

3.•) 2 X 3-2 -= 

5.•) 8 X 1- 1 = 

{ ; =2xs- 1 - modêlo) 

(9 = 9 X 1- 1 - - · modêlo) 

3 
= 4 - modêlo) 

7 ... 4.•) 

6.•) Ili 
TI 

2.•) 5 X 3- 1 .... . . 

4 .•) a . b- 1 = ... . 
6.•) p . q-2 -

3· ·Aplicando as propriedades PI, P2, P3 e P4, efetue: 
1 

I.•) 32 X 34 

2.•) (!)-a X <+r 
3.•) ( '15) a X ( ' '5 )2 

4.•) a"' X ~ 2 (a ;é O) 

5.•) b'" : b- 1 (b ;é O) 

6.•) (~)-2: (~)-3 
8 - 2S 

7.•) ] J : 1 4 

8.•) (3 X 5) 4 

9 •) ( 2 . 1 )2 · - x- 2 
-•. 3 4 

12.•) e ( ~ rJ+ 
13.•) [(-v' 2) 2]2 

14.•') (s2 X ~)-
1 

15.") (b-2)- 1 (b ~ O) 

16.•) [ (~)-'T 
17.•) (3x2y)2 

18.•) 

(b ;é O) 

(q ~ O) 

10.•) (m X n)V 19.•) [ (~)-
2 

x 3-1J2 
·20.•) (a:-2 X a- 4)- a: a, s (a ;é O) 

4. Efetue, usando a . d · ·· 
propne ade associativa da multiplicação e Pl. 

I.•) a X a X a X a 2.•) a2 X a X a X a a . 

5. Com a técnica que v~~ê já deve ter descob~rto r . 
1 º) • . . , e,etue. 

2
·•) a X a X a ~ ~ X a X a X a X a X a X a X a 
. ai 1 X aª e X aH 

3.•) b-16 X b-:- 10 X b- 2a 
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l O. Radiciação no conjunto R 

Que é a raiz quadrada de um número no conjunto IR ? A resposta 
é encontrada resolvendo,se a seguinte equação: 

no Conjunto,Universo IR. 

Fácil é concluir que o Conjunto, Verdade dessa equação é constituíd,o 
dos elementos: +3 e _- 3, pois: 

(+3)2 = 9 e (- 3)2 = 9 

L ogo: V = [+3, -3J e as soluções são +3 e - 3. 

O importante nessa resposta é você observar que basta conhecer o 
!1úmero positivo +3, que satisfaz à equação: x 2 = 9, pa ra ficar conhecendo 
imediatamente o Conjunto,Verdade, cujos elementos serão o número 
Positivo +3 e o seu oposto - 3. 

A existência de um único número positivo, cujo quadrado é 9, permite 
que se continue chamando,o, em R, de raiz quadrada de nove, como j á 
se fazia desde a I.n Série Ginasial. Portanto, por definição(*): 

-V9 = 3 (o mesmo que o número positivo +3) 

O número negativo, cujo quadrado é 9, é representado pelos numerais: 

-3 ou 

Da mesma forma, o Conjunto,Verdade da equação: 

x 2 = 30, U = R 

é V=[+✓ 30, -\IJÕJ e, portanto, as soluções da equação são: + fio, - ✓ 30, 
enquanto que a raiz quadrada de 30 é somente o número positivo +✓ 30. 

o ·a sERVAÇÃO: É comum escreverem-se as soluções da equação: 

x 2 = 9 

na forma "abreviada": . ± ✓9 = ± 3, querendo-se com isso indica r as soluções +3 e - 3. 
M~s guarde bem: a ✓9 é somente ~ número positivo +3, a fim _de se evitar, entre outros 

• (•) Considerar a raiz quadrada de um n.0 ·pos.itivo apenas como um n.º positivo, 
só trará vantagens em todos os estudos da Matemática. 
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fatos, a ambigüidade que surgiria caso se considerasse também -3 como 19, pois se 
✓9 = +J e ✓9 = - 3, então +3 = -3, o que é falso! Logo: 

1) +3 e -3 são números cujo quadrado é 9; 

2) sõmente o número positivo +3 ~ a raiz quadrada de 9, is to é: ..f9 = +3; 

3) são verdadeiras as sentenças: 

e falsa: ✓9 = -3_ 

Que é: a raiz cúbica de um número do conjunto R? 

A resposta está na resolução de uma equação do tipo: 

x 3 = 8, 

onde o único número real do Conjunto--Universo R que a satisfaz é 2 , 
pois: 

23 = 8 

Logo: V = {2) ~ solução: 2 
\ 

NoTA: Observe que agora o número negativo~ -2, não é solução da equação: x 3 = 8, 
porque (-2) 3 = -s ;é 8 e, sim, solução da equaçao: x 3 = -s. . 

De forma análoga poderiam ser formuladas perguntas ·relativas à 
raiz quarta, raiz quinta, raiz sexta, .. . . ... , raiz n,ésima de um número 
no conjunto R. 

Que é a raiz n,ésima de um número real positivo no conjunto R? 

Seja a equação: 

{ 
n é número inteiro positivo 

1. x" = b onde b é número real positivo 
X é variável no conjunto R 

/ 

então: 

se n é par, existem dois números reais: +{1/b e -n, opostos um do outro, 
denominados raiz rvésima de b, que são soluções da equação proposta; 

se n é ímpar, existe um único número real positivo: +-O'b, denominado 
raiz n,ésima . de b, que · é solução da equação proposta. 

NOTA: O Conjunto,Verdade da equação: x 2 = O, é V = (O) e, portanto, a solução 
é o. 

30 

\ 

EXERCÍCIOS DE APLICAÇÃO - GRUPO 14 

Resolva as seguintes equações no Conj unto IR: 

i.") 1 X 2 ~ 16 1 

(2) Portanto existem dois números reais: 
Temos: o expoente é par , 

· ✓T6 = 4 e 

que são soluções da equação. Logo: 

V = [4, - 4) 

y 3 = 64 

, · úmero real· 
Temos: o expoen te é ímpar (3), portanto existe um unico n . 

~ 64 = 4 (porque 4 3 = 64) 

que é solu ção da equação. Logo: 

V = (4) 

3.•) 1 z4 = 21 

é Par (4) portanto existem dois números reais: 
Temos: o expoente • · · 

+ v'Tl e - v'Tl (as extrações não são exatas) 

que são soluções da equação. Logo: 

V = (+v'21, - v'21) 

4.•) 1 xõ = 1 

O expoente é ~mpar (5), portanto existe um único número real: 

v'T = 1 (porque 16 = 1) 

que é solução da equação. Logo: 
V = (1) 

------- LEMBRET ~ AMIGO -------, 

E t · r;;:9 - +3 (a raiz quadrada de um número é um nquan o v 'J - · • · (+J) t 
número positivo), existem dois, números: um pos1t1vo e ou ro 
negativo (-J), cujo quadrado e 9. 

31 



EXERCICIOS DE F IXAÇÃO - GRUPO 15 

1. Resolva as seguintes equações no conjunto IR : 
I.•) x 2 == 15 ( 

expoente par· soluções: + ✓Ts ✓-15) , 111 ) 
2.,) y s == 1 ( ' , - (Exerc1cio, mod.,.o 

1 expoente par; soluções: - 1, +1) (Exercfcio-modêlo) 
3

-•) x
3 

= 27 (expoente ímpar; solução: __!__) (Exerdcio,modêlo) 
4.•) t 2 = 6 5.•) y 6 = 1 3 
7.•) x2 - 4 = 0 

8.•) 2y3 - 2 = o 

6 .•) x◄ = 16 

(o mesmo que a equação: x 2 = 4; por quê ?) 

· (o mesmo _que a equação: y 3 = 1; por quê?) 
9.•) 3z2 - 24 = O 10."J x2 = O 

2
· Qu~is as sentenças verdadeiras e quais as sentenças f alsas? 

I.•) V9 = +3 5.•) ✓}õ - - -./ 30 
2

-•) V9 = - 3 6.•) ✓ 30 = + ✓ 30 
3

.•) ± V9 = ± 3 7.•) ± ✓ 3Q = ± ✓ 30 
4.•) - V9 = -3 .,-

8.•) v 30 ~ 5,47 (aprox. centesima l) 

l l. NOVIDADE: Outro numeral para indicar a raiz n-ési.ma 
de um número 

Atente para a seguinte afirmação: 

Se em -O'a o número real a não é negativo e n é um número inteiro 
positivo ~ 2, então sempre existe o número real b tal que: 

b" = a 

Por quê? Porque basta tomar b = a" e você obterá: 

" 
=a" = at = a 

Então, já se pode escrever: 

Exemplos~ 

1 

-O'a = a-;;- pois ( 
1 )" . 

ª" = a 

J 
porque = 53 = 51 = 5 . 

Também: 

32 

Logo: 

k. 
aq ou 

(P inteiro positivo) 

(q inteiro positivo ~ 2) 

Dêsse modo os radicais podem ser representados por um nô_vo num~ral 
que é uma pot€ncia indicada, cuja base é um número real nao-negat1vo 

(a) e de expoente fracionário ( : ) 

Exemplos: 

Como aplicação dêssenesultado _você pode co~duzir o ~ál~ulo da 
multiplicação de radicais de mesmo radicando, da segumte maneira. 

1 ..!... ..!...+..!... 
✓2 X v2 = 22 X 2 2 = 2 ~ 2 = 21 = 2 

1 1 1 1 5 

~5 X . ✓5 = 53 X 52 = 53 + 2 = 56 = .,.Y 5s 

- ..!... ..!... ..!...+..!... .]_ 
y'3 X -V: 3 = 3 4 X 3 3 = 3 4 3 = 312 = {}'y 

1 1 1 1 1 1 3 

✓ 4 X ✓4 X ✓4 = 42 X 42 X 42 = 42 + 2 + 2 = 42 = ✓ 43 

TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 16 

l. Preencha · as lacunas, a fim de tornar · verdadeiras as seguintes sentenças: 

· 2 ( 2 ) 
7.•) 35 = . .. 35 = ~ (Modêlo) 

. 1 

8.•) 42 = 

3.•) v' 36 = 9.•) ( ~) ! =· ... 

4.•) v'T = 

5.•)_ ~ = 

1 

10.•) 25 2 = 
2 

11.•) 93 = 

(
m int . . positivo ) · 

·6.•) {1/ a"'= .. ·. rr int. positivo ~ 2 
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r 

12.•) a s = (
r '.nt. posi_ti_vo ) 
s mt. pos1t1vo ~ 2 



2. Efetue as seguintes multiplicações de radicais de mesmo radicand o, empregando 
no cálculo potências indicadas de expoente fracionário: 

( 
1 1 1 1 8 u ) 

l.•) '1"4 X T4 43 X fs = 43 + s = 415 = v'45 (Modêlo) 

2.•) V5 X vs J .•) vj X ✓3 4.•) v 2 2 - X ✓ 22 

5.•) Va X Va (a, pos itivo) 7.•) Tb x v'bx v'bx v'b (b, positivo) 

6.•) V2 X V2 X v'2 8.•) v' az X ✓ az X v' a~ (a, positivo) 

12. Restrições da radiciação no conjunto IR ; 

necessidade da criação de novos números 

Que é a raiz quadrada de um número negativo? 

Que· é, por exemplo: ✓ -4? 
É possível adia_ntar que não se trata de número real, pois não existe 

número racional ou número irracional que elevado ao quadrado dê como 
re_sultado O número negativo -4. Se. "'.ocê_ quisesse_ "e_:<perim:,ntar",. por 
exemplo, 0 resultado +2 ou - 2, venf1cana que nao e soluçao, p01s : 

e 

Logo, ✓ -4 não representa número real, isto é: ✓ - 4 E/. IR 

Outrossim, indicações como: 

- -- -- _r=-; . .,y- .,y- .,y- _./- _./- -•1-
✓ -1, ✓ -2, ✓ -3, -v-4, ... , -1, . -2, -3, . .. , V -:-1, V -2, V - J, .. . 

e .de um modo geral raízes expressas por radicais. de índice par e radicando 
negativo não representam números reais. Tais numerais indicam outra 
espécie de números - os chamados NÚMEROS IMAGINÁIHOS - que serão 
estudados no · Curso Colegial. 

------- LEMBRETE AMIGO -------, 

. ~ conhecimento dos números reais (conjunto IR) e de suas 
propriedades estruturais em relação às operações adição e multi-
plicação já lhe proporcionou uma boa visão da Matemática. Quando 
você· cOJ;1hecer outras espécies de números - os IMAGINÁRIOS·, por 
ex,emplo, que pertencem a um conjunto mais amplo (conjunto (C dos 
numeros complexos) - essa visão será ampliada consideràvelmente. 
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TESTE DE ATENÇÃO - G RUPO 17 

Você j á sabe que as raízes quadradas (ou de índice par) de números negativos não 
representam números reais e sim imaginários. E se em vez de raiz quadrada fôr raiz 
cúbica (ou de índice ímpar) de um número negativo, como, por exemplo: 

Sendo (-2)ª = - 8, segue-se que v' - 8 representa um ntímero real (precisamente 
o _-2) . Logo: v'-8 E: R . Também: 

v-=-i, v' -2, v' -J, ... , v'-=i", v1 - 2, v' - J, . . . , v' -~. v' -2, v' -3,. . . ... 

que são raízes expressas por meio de radicais de radica ndo negativo, porém de índice 
ímpar, representam números reais. 

Escreva, agora, V se você achar que a sentença é verdadeira e F se achar que a 
sentença é falsa: 

I.•) v'-1 E/. IR 2.•) -v-1 E: R 

5.•) v'-JE: IR 6.•) v'-3 q. R 

9.•) v'-WÕq. R 10.•) ~E:R 

Para você guardar: 

N 
✓ 

e z 
✓ 

e 

3.•) v=i q_ R 4.•) v=i E:R 

7.•) v'-3 E: IR 8.•) v'=j q. R 

11.•) ~q. R 12.•) v=wôE: R 

e R e e 
',, ',, 

n.os naturais n.o• inteiros n.os racionais n .0 s reais n .os complexos 
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CALCULO ALGÉBRICO. ESTUDO' DOS POLINÔMIOS. 



1.ª Parte: - cálculo literal no conjunto R 
- generalizações; uso dos quanti-

ficadores. 
2.ª Parte: - técnicas de simplificação 

- técnicas de fatoração 
3.ª Parte: - complementação do estudo das 

equações e sistemas de equa
ções simultâneas do primeiro 
grau. 

4.ª Parte: - tratamento elementar moderno 
dos pollnõmlos a urra variável; 
estrutura de anel. · 



1.0 Parte: • cálculo literal no conjunto R 
• generalizações; uso dos quanti-

ficadores. 

I. Expressões literais; operações no conjunto IR 

usad~s ~orne expre:são literal decorre do fato de serem letras os símbolos 
Amani ªf e~pressoes, em vez de "figurinhas", tais como: 3XD, 2X b., . .. 

pu açao com letras torna mais simples o cálculo. Assim, por exemplo: 

3 X a ou 3 . a ou 3a ou a + a + a 

represent M . ª uma expressão algébrica literal. 
númerouita atenção agora: para o cálculo litera l no conjunto IR , qualquer 
modo real pode ocupar o lugar da letra que figura na expressão. Dêsse 
expre;lara cada número real que esteja ocupando o lugar da letra a, na . 

ao Ja, você obterá um número real. 

2· Aval" -iaçao de uma expressão literal; valor numérico 

é igu~f' ~or exemplo, o número 2 ocupar o lugar de a, dizemos que a 
o núm ª e, portanto, 3a passará a representar o produto 3 X 2, ou seja, 
3a, qu:ro~ ~eal 6. Diz~se também que 6 é o valor numérico da expressão 

D 0 1 avaliada para a = 2. 
a mesma forma: 

se 

se 

- 1 
a=-

3 ' 

a = ✓2 

então 

então 

- 1 
3a = 3 X 3 = - 1 

3a = 3 X ✓2 = 3 ✓2 

Logo: 
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Também: x + y , x2 - y 2, 3x 2y - l , são exemplos de expressões 
literais, onde qualquer mímero real pode ocupar o lugar de x e de y. As 
expressões literais: 

3+a 
5a ~ Jb 

b - 2 

(5a + 3b) (b - 2) 

a2 + 2ab - c2 

serão avaliadas, como prática, nos E xercícios de Aplicação seguintes. 

2.•) 

ÉXERC ÍCIOS DE APLICAÇÃO - GRUPO 18 

Diga qual o número real que as seguintes expressões literais estão representando: 

se a= O, 
-7 

a = 2 
a = - 3 

a = ../5 

quando a assume, respectivamente, os valôres: 

o, -3 e 5 

então 3 + a = 3 + O = 3 (n. 0 real) 
-1 - 1 

3 + a = 3 + 2 = 2 (n .0 real) 

3 + a = 3 + -3 = O (n.0 real) 

3 + a = 3 + ✓5 (n.0 real) 

quando { 
a = - 2 e b = O 

a= 3eb=2 

se a =-Z e b = o, então 5ª + Jb = 5 x-2 + 3 X O _ -10 _ b - 2 o- 2 - _ 2 - 5 (n.0 real) 

se a= 3 e b = 2, enCo 5a + 3b 5 X 3 + 3 X 2 • 21 ª b _ 2 = 
2 

_ 
2 

= -Õ (não representa n.0 real!) 

Cu1_oAoo: ~e u_m3: ~xpressão literal contém indicações de divisões, entãÓ devern 
ser resp_e1~ados os prmc1p1os estabelecidos para essa operação (O é elemento impossível 
como d1v1sor!) 

LEMBRETE AMlQO -______ _, 

Uma expressão literal como: 5
ªb ~ 

2
3
b, representa número real, 

desde 9-ue qualquer número real ocupe o lugar de a e qualquer número 
real diferente de 2 ocupe o lugar de b. 
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3.•) 1 a2 + 2ab - ,21 
Temos_: 

quando: a .,. -1 , b "" O e e = 1 

.., o (n.0 real) 

4.•) 

ª 2 +2ab-c2 = (-1)2 + 2(-I) .0 - 12 = 1 + 0 - 1 

1~ 
~I 
Temos: 

quando: x = 4 e y "" -3 

x 3 - y 3 = 4ª - (- 3)3 = 64 + 27 = 91 (n.º real) 
X + y 4 + (-3) 1 

Pergunta importante: para que valôres de x e Y a expressão literal: 

~ 
X+ y 

não representa número real ? 1 
Valores de x e de y que anu am a 

A resposta será dada procurando-se os 
soma: x + Y, isto é: 

x+y c: O 
ou X= - y 

não podem ser opostos (ex.: 
Portanto, os números representados por x e por Y 

2 e - 2· 1 1 ,-::-5 ✓-5 ) , -
3 

e 
3

; v '> e - , etc. . . . • • • · 
5 

1~ · é· a = b = -9 05ª + 3b)(b - 2) quando: a = 0,555 .. .. e b = 0,
555 

· · · • ISCO • 

Temos: 

(5a + 3b)(b - 2) 

= 40 -13 -520 
9 X 9 = 81 (n. 0 real) 

1-~ I quando: a = 4; a= 2; a = -1 

então 

então 

então 

✓ã = ✓4 = 2 

vã= ✓2 
✓ã = ✓ -1 

(número real) 

(número . real) -1 lembre-se: ✓ -1 é 
(não represe~ta !1·º rea i 
um n.• imagmánol) 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 
19 

1. Avalie(•) . _ 1• • . as segumtes expressoes 1tera1s. 1 
1 •) b 5 b = 2,· e = -J·, d = -2 
· a - + e - d quando: 1.0

) a = i 

(•) O . d expressão literal. 
mesmo que calcular o valor numérico ª 
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2.•) a = O; b = - 2; e = 
-3 

4 ' d = 3 

3.•) 1 2 a =- -· b = O; d = 0,5 4 ' e =-· 5 , 

2-•) (8a + 3b)(c - J) 

4.•) a = b =c= d = 2 

quando : I.•) a = - 2; b = ...!.. . e= 3 3 1 

2-º) a = O; b = 2; e = 2 

3.º) a = 3,2; b = 0,333 ... ; e = o 

3.•) x2 - y 2 
a +3 

4.•) a = 3; b = 100; e = J 

quando: I.•) x = l ; y = - 2. a = _!_ 
, 2 

2 5 
2 .u) X = 5i y = 4 i a "" 3 

3.0
) x = O; y = -1 ; a = - 5 

4.•) P ara que va lôres de a a expressão xa
2 ~~2 

não representa n.• real? 

4_•) Sa + 3a 
b - c quando: 1.0 ) a = 4 ; b = - 1; e =~ 

5 
I . ª = 5 ; b = O; e = - 2 

a = 1; b = 8; e= O 
4.º) A expressão: 5ª + 3ª 

b - e sempre representa um número real ? Por quê? 

5_•) a (x - y ) 
a (x + y ) 

2 . Para: 
a b 

quando: I.•) a = 3; x = 2; y = 1 

I 
2.•) a = 2 i x = O; Y = -1 

3.•) a = 2· X = -3 . y - 1 
1 ' - 2 

C X y --'"'-:"-- -
avalie as seguintes expressões: -5 3 2 o 

I.~) 3a + 2b 

2.•) X - y + 2a _ .!!.., 
5 7.•) 5 ✓ a 2 + b2 + 3a 

3.•) (a + a + a) : (a + a + a) 

4 .• ) ( 
I ) ( 8.•) (2a - b) : (x + 3y ) 

-2a + b yx) . 
• 9.•) x 2 (3a - I) 

5.•) x . x . x + x x (2b + I) 
_ . 10.•) (a + b)(x - 2y) . 2c 

3- As expressoes literais 4. 6. 7 • , 
Por quê? · ' · ' · e 9·" do exercício 2 sempre representam um n.• real ? 

44 

3. Expressões equivalentes; generalizações (uso do quantificador 

v ); propriedades estruturais do conjunto ~ 

Sejam as seguintes expressões literais: 

3a + 2a e 5a 

Observe seus valôres numencos quando qualquer número real 'Tx:upa 
0 luga r de a. Assim, por exemplo: 

se a = 2, então: 

3a + 2a = 3 X 2 + 2 X 2 = 6 + 4 · = 10',, 

5a = 5 X 2 = lOl' 
) mesmo n.º real 

se a = - 1, então: 

3a + 2a = 3(- I) + 2(- I) = - 3 + - 2 = ·- 5\. . 
) mesmo n. 0 real 

5a = 5(-I ) = - 5? 

. E colocando outros números reais no lugar de a, será que as expressões 
literais : 3a + 2a e 5a continuarão representando sempre o mesmo número 
real? 

~IM. Uma propriedade estrutural muito importante de· R, que 
relaciona a multiplicação com a adição, garante êsse fato. Trata~se da 
Propriedade distributiva: 

3a + 2a = (3 + 2)a = 5a . 
p .d .nt. 

que permite "demonstrar": para qualquer valor real de a, as expressões 
11!erais 3a + 2a e 5a r~presentam o mesmo número reaJ. Tais expi:essões 
sao denominadas equivalentes e permitem escrever a seguinte sentença 
matemática: 

/ v a, 3a + 2a = 5a { 

onde o qu_antijicador universal v (lê~se: qualquer que seja) está indicando 
uma generalização (ou identidade) . 

Da mesma forma são equivalentes as seguintes expressões: 

45 



De fato: 
x+x=I.x+I.x=(I+I) - 2 

c.n.m.(•) p.d.m. X - X 

Portanto: 
lvx, x + x = 2x l 

2.•) EI e EJ 
De fato: 

ab + abc.:,,_1. ab + I. abp_;:,Y + I)ab = 2ab 

Logo: . L Va, Vb, ab + ab = 2ab / 

. 3.•) 
1 x - x 1 e G 
De fato: x-x = x + (-x) = 0 (x e ·- x são opostos) 

Logo: 
1 Vx, X - x = Q 1 

e 1~ 
De fato: 

5a2 - 2a2 = (5 - 2)a2 = 3a2 
p.d.m. 

Logo: 
[ \ta, 5a' - 2a' - 3a' 1 

,-------
4x2y + 9x2y + V2.x2y e 1 1 

( 13 + V2)x2~ 

De fato: 4x2y + 9x2y + V2 xz _ ( _ 
• ~ -; 01_4 + 9 + v 2)x2y = (13 + V1)x2y 

Logo: 

(*) e.n.m.: 

p.d.m.: 
elemento neutro da multiplicar,.ao. 
propriedade distributiva da multipr -

. •caçao em relação à adição. 
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ATENÇÃO: Seriam equivalentes as expressões: 

5a + 2b e 7ab? 

. N_ão sendo possível usar nenhuma propriedade estrutural, vamos 
atribuir quaisquer valôres às letras a e b. Assim, por exemplo: . 
se a = I e b = 2, temos: 

5a + 2b = 5 X I + 2 X 2 = 5 + 4 = 0 
'\ 

7 ab = 7 X I X 2 = ~ ✓ 
• diferentes 

Portanto, não é V que para va, Vb, 5a + 2b = 7ab, isto é, essas 
expressões não são equivalentes. 

(O l';loTA: Não importa que, para a = b = O, 5a + 2b e 7ab tenham avaliações iguais 
i ~• pois para que duas expressões sejam equivalentes é necessário que tenham avaliações 
g ais para quaisquer valôres de a e b. 

Seriam verdadeiras as sentenças: 

[ 'v'a, Vb, ab + ba = 2ab / e va, 'r/b, ab - ab = O ? 

São, pois: ab + ba = ab + ab = 2ab (Expressão 2.ª) 
p .c.m. 

ab - ab = ab . + (- (ab)) = O (ab e - (ab), elementos opostos) 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 20 

l. D emonstre (usando a p.d.m.) que são verdadeiras as seguintes sentenças matemá ticas: 

l.•) 'lfx, x + x + x + x = 4x 11.•) ':IX, 'lfy, 4xy2 -xy2 + 5xy2 = 8xy2 

2.•) ':la, 5a + 4a = 9a 12.•) 'lfx, vy, vz, - 7xyz + 5xyz = - 2.xyz 

3.•) 'lly, 3y2 -y2 = 2y2 13.•) va, vb, 5a2 b+ "2a2b=(5+ -.Í2)a2 b 

4.•) vp, 6p + ~ = I~p 14.•) vp, vq, p
2
q + ~q = pq 

5.•) 'Ili, t - 21 = - u 15.•) vp, vq, pq - pq = O 

6.•) 'Ili, t + 2t = 31 

7.•) 'lfz, z-z = O 

8.•) \;IX, ~ + ~ = X 

9.•) ':la, 'lfb, 3ab + 2ab + ab = 6ab 

IO.•) ':la, ':fb, 
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16.•) vp, 'lfq, qp - pq = o 
17.•) 'lfx, 'lfy , 'lfz, 3xyz + xyz = 4xyz 

18.•) vx, 'lly, vz, 'Ili, xyzt - yxzt = O 

19.o) va, vb, vc, 

20.•) va, vb, vc, 

abc - 2abc = -abc 

1.abc 3abc b 
-5-+-5- = a e 



2. Seriam equivalentes as seguintes expressões: 

l.•) 3a + 2b e 5ab ? 

2.•) x + x e x 2 ? 

3.•) 1.. (y ~ O) 
y 

e o ? 

4. Têrmos semelhantes; expressões literais; monômios 

O conhecimento de expréssões literais equivalentes permite empregar 
forma simples para desenvolver o cálculo. É o que você faz quando usa 
os numerais mais simples para representar os números. 

Assim, por exemplo, para representar o cinco prefere-se o numeral ; • 
em vez dos numerais: 3 + 2 ou 2 + 2 + l ou l + l + l + l + · 
T ambém, agora, é mais vantajoso empregar a expressão literal 5a do 
que as suas equivalentes: 3a + 2a ou 2a + 2a + Ia ou a + a + a + a + a. 

É comum encontrar-se, dentro do cálculo algébrico tradicional, . pa-
lavras como: parte literal, têrmos semelhantes, coeficientes numéricos, 
têrmos semelhantes, monômio, etc. 

Com isso se quer dizer que: expressões literais , como: 

3a e 2a 

por terem a mesma parte literal (isto é, contêm a mesma letra a) são de~o: 
minadas -têrmos semelhantes, sendo 3 e 2, respectivamente, seus coejtcv 
entes numéricos.- Também são semelhantes os têrmos: 

Sa2 e - 2a2 pois têm a mesma parte literal : a2 (o mesm o que: aa) sendº 
os · seus coeficientes numéricos: 5 e - 2 

- 1 
4x2y, 9x2y e 2 x2y parte literal: ~2y (o mesmo que: xxy) 

X 
4,5x, 

2 
e - x 

,/° . é . 9 - l coe; icientes num ricos: 4, e 2 
parte literal: a 3b2 (o mesmo que: aaabb) 

coeficientes numéricos: 12, 1 e 5. 

pàrte literal: x 
1 

coeficientes numéricos: 4,5; 2 e - 1 

As expressões literais que estão sob forma simples, tais como: 

5a~, 4x2y , 12a3 b2 , 4,5x . 

cuja parte literal indica somente PRODUTOS, recebem também o nome de 
monômios. 
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5. Cálculo coni tênnos semelhantes: rP.duç-ões 
\ 1 

- literal, como: 
Considerada uma expressao 

5x + 6y + 3x - 2y . 
. 1 eduzindo os seus 

uivalente mais simP es, r 
podemos transformá-la numa eq 
têrmos semelhantes: 

5x e 3x 
como também 

da seguinte maneira: 
. 5 + 3x + 6y + -2y 

Sx + 6y + 3x - 2y = x -2) = (5 + 3)x + (6 + · Y 
= Sx + 4y 

6y e - 2y 

d a P.a.a. e p.c.a.) (usan o 
(usando a p.d.m.) 

5x + 6y + 3x - 2y = Bx + 4y 

L~v~x:,_:v~y~,_:_~~_:_- - --~~~=-:=-~ Sx + 4y, são também deno-
. m dois térmos, como: 

Logo: 

NOTA: Expressões )iterais co 
minadas binômios. . dades estruturais, as se-

d · usando propn e · · pies· 
Outros exempl~s: ~e ~~\urras equivalentes mais 

st
m · 

guintes expressões hterais 

T emos: 

3a 
= ~-+2x + 1-X + 4 + 
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+ (2 - l)x + 1 + - = - a + x + -( 2) 5 7 
5 4 . 5 

NOTA: Não esquecer a técnica "elimina r parênteses" empregada em: 

- ( x -
3
4ª - ; ) = -x + 3: + ! , conhecida desde a 2. • Série. 

3.
0

) 3m + 4(5n + m - I) - 2(m - 3n + 8) 

Temos: 

3m+4(5n+m-l)-2(m- 3n+8) =3m+20n+4m- 4-2m+6n-16= 
= (3+4- 2)m+(20+6)n- 4-16= 
=5m+26n-20 

NOTA: Expressões literais de três térmos, como: 5m + 26n - 20, são também deno.
minadas trin6mios. 

4. 0
) 3ab - [5b - (3a + 5b - ab)] 

Temos: 3ab - [5b - (3a + 5b - ab)] = 3ab - [5b - 3a - 5b + ab] = 
. = 3ab - 5b + 3a + 5b - ab = 

= 3ab - ab - 5b + 5b + 3a = 
= 1ab + 3a 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 21 

Usando -técnicas de cálculo j á conhecidas, reduza as seguintes expressões literais 
a expressões literais equivalentes mais simples: 

'-"1 12a +Ja - a +sa 

2.•) 5x2 + Jy2 -3x2 + y2 

3.•) 4ab - 4ba 

4.•) (x + 2) + (3x - 6) - (8x + 1) 
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6.•) ( 8a + • ~ -1) - ( a + ~ + 5) + 

:f- ( -3a --b + ·!) 
7.•) (a + 2x) + (x - a) - 3x 

8.•) -~x - [ (x - 1) - ( 1 + ; ) ] 

a a a a 
9•) -+-+-+-. 4 4 4 4 

X X X 
lO.•) 2 + 2 - 2 + X 

11.•) y - (- 1- (x - y) ]I (
Jy2 y2) 

15.•) - 5 - 4 

12.•) 

13.•) 

14.•) 

(m2_ 2171 +4)-[('.!m:.i + 3)-(8111 + 7) 1 16.•) a2 - e: + 2) + 2 

1 + ~ - [ 2s + 4 (r + : ) + 6 ] 

x + x + x - x - x - x 

17.•) (4x+z) - (y+2z) 7 (x+1y) - (z - ~ 

18.•) Jmn - s[ 2nm - 2( mn - 1) ]+3 

19.•) ( 
Jax 2) - [ 4a2 + Sax __ (3a2 - 7ax + sx2) ] - 3 5a 2 -- +x 4 
4 

20.•) 5 [ 2 ( 1 + ) + _!_ - X - y] 
4 y - X + 3 x + Y - 1 y 1 

TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 22 

. lado o comprimento 
1. No triângulo. isósceles da 8~~~o!º iguais têm, cada . um, 

çla base em metros é a. s 0 . r qual das seguintes 
2m a mais do que a base. izperlmet,; do triângulo: 
expressões literais, representa O e 

1.•) 3a + 12 2.•) 3a + 4 

4.•) 3a + 2 3.•) a+ 12 

S 
- t ·or. a = 1 qunl será o valor; em metros, 2. e na questao ao en -. • - a---' d ·r. ngulo 7 

do perímetro o tna · 
1 

t· 
0 

do retângulo: 
_ 1. 1 0 per me r d ma expressao itera, 3. Representar, por meio e u 

1 
x+3 

4. Idem, do retângulo: 

b ------::::➔-
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Exercíclos-modêlo: 
PftÁTICAS MODERNAS - GRUPO 23 

1. Decida se é V ou F cada uma das seguintes sentenças. No primeiro caso dar uma 
demonstração, por intermédio das propriedades estruturais das operações e, no segundo, um contrevexemplo: 

1.
0

) [ Vx, Bx + 2x = IOx J 
Temos: 

p.d.m. 

7 
✓ Bx + 2x = IOx 

/ 
\, 7 

'\ (8 + 2)x = I0x 

IOx = IOx 

? 

( = significa que estamos escrevendo o sinal 
= ainda " em dúuida" ) 

Logo: [ Vx, Bx + 2x = !Ox é V ] 

2.
0

) [ va, 2a + 3 (a + 5) = 5a + 3 J 
Temos: 

p.d.m. 

p.d.m. 

7 
✓ 2a + 3(a + 5) = 5a + 3 / 

\, 7 

) 2a + 3a + 15 = 5a + 3 
/ 
\, ? 

'\ (2 + 3)a + 15 = 5a + 3 
? 

5a + 15 = 5a + 3 
<· ? 

Então: será que para va, 5a + 15 = 5a + 3-? 

\. NÃo, pois se no luga r de a fôr colocado O, te.remos um contra-exemj,lo: 

5 X O + 15 = 5 X O + 3 

'Logo: [ Va, . 2a + 3 (a + 5) = 5a + 3 é F] 
15 = 3 

3.•) [ Vm, 5(m . 4) = 20m J 

(F) 

Temos: 
? 

✓ 5(m . 4) = 20m 
p.c.m. / 

\, 
? 

) 5(4 . m) = 20m 
p.a.m. / 

\, ? 

' (5 . 4)m = 20m 
20m = 20m 
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, ) 

Logo: Vm, 5(m . 4) = 20m é V / 

4.0
) vx, vy, v a, vb, C -½-xy) . (-l0ab) = 5xy ab 

5.•) 

Temos: ? 
✓ e~ xy) . (- 10t1b) .,, 5xyab 

p.a.m. e p.c.m. / ? 

"', - _.!._ x (-JO . yab) = 5xya/, 
✓ 2 

p.a.m. e p.c.m. / ? 

\.'\ - _.!._ (-IO . x . yab) = 5xyab 
✓ 2 

p.a.m. / ? 

"', - _.!._ . - io (x y ab) = 5xyab 
2 . 

5xyab = 5xyab 

1 
( -

2
1 xy ) - . (- JOab) = 5xyab é V Logo: vx, vy, '<1(1, vb, 

número real e multiplicar a soma obtida por 2, Se você adicionar J a qualqu':[ número escolhido, mais 1. . então o resultado é o dôbro O , 

A sentença matemát ica correspondente e: 

Temos: 

p.d.m. 

p.c.m. 

vx, (x + J) X 2 = 2x + 1 
? 

✓ (x + 3) X 2 = 2x + l 
/ ? 

'\,'- x 2 + 3 2 = 2x + l 
✓ . 

/ ? 

'-, 2 . X + 3 2 "" 2."I: + I 
? 

2.x +6 = 2x+l 

(x + 3) X 2 = 2x + l é F Logo: vx, 

Contra-exemplo: se x = l ~2X l +6=2Xl+I 

2 + 6=2 + 1 

8 = 3 (F) 

• 1 propriedade estrutura os I d números reais que permite afirmar serem 
2. ~~~~dii~:s :s seguintes sentenças: 

J.•) va, vb, a + b = b + a 

) Vx, vy, v z, (x . y) . z = x . (y . z) 
. 2.• ( t + 2) + 5 = t + (2 + 5) 3.•) vt, 

é a p.c.a. 

é a p.a.m. 

é a p.a.a. 
Vm, 111 • (m + l) = (m + 1) . m é a p.c.m. 
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5.•) vp, 
6.•) Vq, 

7.•) Vil, 

8.•) Vx, X ;é 0, 

9.•) Vr, 

10.a.) Vx, 

P+O = p é a e.n.a. 

é a e.n.m. I .q = q 

a+ (-a) = O é . ª e.i.a. (ou existência do oposto) 
I 

X X - = I 
X é a · e.i.m. 

4 . (r + 3) = 4 . r + 4 . 3 é a 
(2x + p.d.m. 

1)(3x + 7) = 2x . (3x + 7) + 1 . (3x + 7) é a p.d.m. 

LEMBRETE AMIGO --..:....----

As seguintes sentenças . . . 
estruturais dos números reais: matemáticas traduzem propriedades 

va, Vb, Vc, (a+b)+c =a+(b+c) 
30, va, 

p.a.a . (A) 

l a+O=a 
va, 3 (-a), 

e.n.a. (N) Grupo 

a+ (-a) = O e.i.a . (1) 
Corou-

va, Vb, a+b=b+a 
t ativo 

p.c.a . (C) 
c 

va, vb, vc, (a. b) . e = a. (b . e) 
o 

31, va, 
p.a.m. (A) 

ª · 1 = a 
R 

e.n.m. (N) Grupo 
va, a~ O, ª· 

1 
p 

- = 1 
Corou, 

a e.i.m. (1) tativo o 
va, Vb, a.b=b.a p.c.m. (C) 

va, Vb, Vc, a.(b+c)=a.b+a.c p.d.m. (D ) 

Tenha sempre presente que: essa . 
conjunto IR uma estrutura de " s propriedades dão ao 

corpo"! 
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EXERCÍCIO DE FIXAÇÃO - GRUPO 24 

1 • Decida se é V o u F cada uma das seguintes sentenças. No primeiro caso dê uma 
demonstração. (por intermédio das propriedades estruturais das operações) e, no se, 

gundo, um contra-exemplo: 

l.•) '<lx, 2x + 3x = 5x 
4 .") '<ta, 3 . (a . 4) = a . 12 
5.") va, a ';é O, 3 . (a . 4) = ·1a 

6.ª) '<IX, '<ly, 3X • 4y = 12xy . 2.•) '<IX, x ;d0, 2x·+3x = 6x 
3.• ) '<la, 3 . (a . 4) = 12 . a 
7.•) '<la, '<lb, 5(3a - 2b)- 2(2a + b) = t la - 12b 

12.•) '<lx, x ~o, '<ly, 2x+3Y - (2x - 4y) = 1 · 1 
8.•) '<lm - m - m = - - m 

' 2 2 
.9.•) '<ly, 8y - 8y = Oy 
10.•) ·w, 12r - 2(3r + 4) = 6r + 8 
11.•) '<tb, (b + 3) X 2 = 2 X (b + 3) 

= 4X + 7y 
13.8). '<IX, '<ty , 2x + 3y - (2x - 4y) = 7y 
14.") vm, vn,n';éO,m -n-(m +n) =2n 
15.") vp, p';éO, '<lq, q~ O, 2P + 3(P + 

+ 2q) = 5p + 5q 

16.•) Se você subtrair 2 de qualquer número real e multiplicar a diferença ob tida 
por 3, então o resultado será o produto de 3 pelo número escolhido, menos 6. 

17 .•) Se você dividir qualquer número real por 2 e a seguir adicionar ~ ao resul, 
tado, então obterá o número escolhido, acrescido de 1. 

18.•) Se você adicionar 4 a qualquer número real e multiplicar a soma por 2, então 
o resultado será o produto de 2 pelo número escoJWdo, mais 4. 

19.•) Se a e b são quaisquer números reais, então: 

3a . (2c) = 6ac 

20.•) Adicionando-se um número real qualquer repetido em três parcelas, obtém-se 

o triplo dêsse número. 

2
- Diga qua l a propriedade estrutural dos números reais que permite afi rmar serem 

verdadeiras as seguintes sentenças: 

!.•) '<tm, m + n = n + m 
5.•) vn, n . (n - I) = (n - 1) . n 

2.•) '<ta, (a + 5) X 2 = 2 X (a + 5) 6.•) v y, (-y) + y = o 

3.•) X • 1 = X 
7.•) vr, vs, vt, r + (s + t) =(r + s) + t 

'<IX, 

4.•) vb, o+b = b 
s.•) v p, - 2(3 . p ) = (-2 . 3)P 

9.•) '<ta, -'<lb, ve, a(b+ e)=a.·b+a.e 

10.•) vx, (4 + 3x)(2x + 5) = 4(2.x + 5) + 3x(2x + 5) 

3 • . Demonstre, usando as propriedades estruturais das operações adição e multiplicaçílo 

no conjunto R, que: . 

t . 0 ) va, vb, • v e, vx, 
Temos: 

ax + bx + ex = (a + b + e)x (Exercício,modêlo) 
ax + bx -1- ex = (a + b)x + ex = (p.d.m.) 

= [(a + b) + c)x = (p.d .m.) 
= (a + b + e)x (p.a.a.) 
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2.•) 'tm, 'tn, '-'P, '-'Y, 

3.•) 'ta, -O:b, 'tx, 'ty, 

4.•) 'ta, 'tb, 'tx, 'ty, 
T emos: 

5.•) 'ta, 'tb, 'tm, 'tn, 
6.•) 'tx, 'ty, 'tz, 'ti, 
7.•) 'ta, '-'b, 'te, 'td, 
8.0

) 'ta, 'tb, 'tx, 'ty, 
Temos : 

9.•) 'ta, 'tb, 'tm, 'tn, 

10.•) 'tx, 'ty, 'tz, 'tt, 

my + ny + py = (m + n + p)y 

ax + bx + ay + by ""' (a + b)(x + y ) 
(ax )(by ) = (ab)(x ) -
( )(b ) 

Y · (Exercício-modêlo) 
ax Y = axby = 

( b) 
(p.a .m.) 

= a X y = ( 
( 

p.a.m.) 
= a bx)y = ( ) r,.c.m. 
= abxy = 

( 
(p.a.m.) 

= ab)(xy) ( 
( )(b ) 

p .a.m.) 
an m = (ab)(mn) 

(xyz)t = (xl)(yz) 

a(bd)c = (ab)(cd) 

(a + x ) + (b + y) = (a + b) + (x + y ) 

(a + x) + (b + y ) ""' a + x + b + y = 
= a + (x + b) + y = 
"" a + (b + x) + y = 
= a+b+x+y = 
= (a + b) + (x + y ) 

(a + m) + (b + n) = (a + b) + (m + n) 

(x + t) + (y + z) = (x + y) + (z + t) 

(Exercício-modêlo) 
(p.a.a .) 
(p.a.a.) 
(p.c.a.) 
(p.a.a.) 
(p.a.a.) 

TESTE DE ATENÇÃO C 
- RUPO 25 

1. A medida em metros da base de um ret!ln 
partes (vide figura). A m"edid~ d;i altur~lº é (a + .2). A base está dividida em duas 

, em metros, a. 

---

---.-- -
1 

-------...,___ a 
. ·;:, E 2 --=> 

Diga quais das , . 

1 
a 

j 
tângulo: seguintes expressões literais representa 

m, em m 2 a área dêsse re-
1.•) a 2 + 2 ' 

2.•) a(a + 2) 
2 Q 3.") a 2 + 2a 

. . uai ~ propriedade estrutural d . 
htera1s que figuram na primei~a~~~=t~~s?fica a equivalência de duas das expressões 

3. Você tem um retâ ngul . 
que a base. Usando u':n cu.1as m~didas são: base: x metr . 
retângulo é dada pela a propnedade estrutural de R ~5

• altura: n metros a mais 
seguinte expressão literal: (x2 + ' )emonstre que a área désse 

xn metros quadrados. 
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2.0 Parte: - técnicas de simplificação 
- técnicas de fatoração 

Técnicas para o cálculo algébrico 

1. Outras técnicas para o cálculo; disposições práticas 

Já foi ressaltada a _importância da presença dos quantificadores · nas 
sentenças que envolvem expressões literais. Agora, serão mostradas a lgumas 
técnicas com disposições práticas que também podem conduzir o cálculo. 

Seja adicionar expressões literais, dadas pelos exemplos: 

l. 0
) 3a + 2b - 8 e 5a - b + l 

Disposição prática: 

3a + 2b - 8 
+ 5a - b + l 

Ba+ b - 7 

1 
2.0

) 2 x2y - y + 3x e 

Disposição prática: 

I ·. 
2 x2y :- I y + Jx 

2 
Ix2y + 5 y - l x - ? 

3' 3 
2 x 2y - 5 y + 2x - 5 

NOTA: Os têrmos semelhantes são co
locados na mesma coluna. 

2 
-x +-y + x2y- 5 

5 

( \ 

l, 
P ára subtrair 4m2 - 3n + 1 de 8m2 + n - 5, temos: 

Disposição prática:n 
- ~' J < 

sm~ ,,+ G - 5 ' • 
4m2 + 3n - 1 _ :-:> 

4m2 + 4n - 6 

) NOTA: Foram trocados os sinais dos 
( . - têrmos que compõem a expressão literal 
•· J subtraendo. 
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Para multiplicar expressões literais, consideremos os exemplos : 

l.0
) - 3a por 5 Temos: -3a X 5 = - J5a 

2. 0
) - 3a2 por 5ab T emos: -Ja2X 5ab = - I5a3b (lembrar que: a2.a=a3) 

3.0
) ! xy2 por 3x3z e o resultado por ~ 

1 . y 
Temos: -xy2 X 3x3z X - = 

2 4 

4.0
) 2a2 por 4a 3 - 5a2 + _!_a - 1 

2 

Temos: 

1a2 X { 4~3
· - 5a2 + ~ a - I) = 8a5 - ~Of + a3 - 2a2 

Disposição prática: 

. 1 
4a3 - 5a2 + -a - 1 

X 2a2 2 

8a5 - 10a4 + a3 - 2a2 

5.0
) 7x + 1 por 3x2 - 5x + 1 

Temos: 

I 

• 
• 

• 

r) 

~ 
(p.d .m.) 

• • 

(7x + 2) . (3x2 
- 5x + 1) = 7x(3x2 - 5x + 1) + 2(3x2 - 5x +I) = (p.d.m.) 

==;. 2 lx3 
- . 35x2 + 7x + 6x2 - lOx + 2 = 

= 2 lx3 - i9x2 - 3x + 1 

Se quiser, você poderá usar a seguinte 

Disposição prática: 

3x2 - 5x + l • • • X 7x + 2 

21x3 - 35x2 + 7x • • 
6x2 

- lOx + 2 • • • • • • 2lx3 
- 29x2 - 3~2 + 2 • • • • 

6.0
) 5a2 - 7a3 + 8 ~ a por -5a + 2a2 - I 

NOTA: Procura-se ordenar as expressões literais seg~ndo a~ ·potências indicadas 
decrescentes (ou crescentes) da letra a, a fim de facilitar o cálculo. 
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;. 

t 

1 

1 

1 

,, 

Usando disposição p rática, temos: 

-7a 3 + 5a2 - a+8 • • • • 
2a2 - 5a - l • • • 

- 14a5 + 10a '1 - 2a 3 + I6a2 

• • • • 35a'1 - 25~~ _+ 5a2 - 40a • • • • 7a3 - 5a2 + â-8 • • • • 
- 14a5 + 45a4 - 20a3 + I6a 2 

- 39a - 8 • • • • •• • 
7.0

) (3x - y) por (x + y) e O resultado por (2x - 5) 

T emos: 
) ( + )] (2x - 5) = (p.a.m.) ) 

(3x - y).(x + y).(2x - 5) = [(3x - y · x Y ( d m ) 
_ [Jx2 + 3xy _ yx - y 2] (2x - 5) = P· · ·

2 
( 

: 6xª +6;2y-1yx2-2xy2- I5x2- 15xy+5yx+5y • 
-- -- 5 2 15 2 = 6xª + 4x2y - 1xy2 - 1 Oxy + y - x 

8. 0 ) 4x- 3y 

Temos: 

Temos: 
- 5 ✓-2 n+m 5a" x ✓ 2 .am= ·ª 

Para diyidir, observemos os exemplos: 

1.º) 4aª por 2a (a ,;z5. O) 
2 (lembrar que: a3 : a = a J -I = ª2

) 
Temos: 4a3 : 2a = 2ª 

4a3 = 2a2 
· 2a ou 

- 1 s por 3xy2 
2 .º) -xzy z 

2 

Temos: 

- 1 - 1 
2xí!y 5z : 3xy2 = 6xyªz 

. 3.º) 6a2b por 2a5 (a ~ O) 

(x ,;z:. O, y ~ Ó) 

( 
-1 . -1 r -1) 

lembrar que: 2 :3 = 2 X 3=· 6 
I 

s 3 - ab (1 b que· a2 : a 5 = a 2- 5 = a-3 ) · Temos: 6a2b: 2a = a . em rar . 
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4.º) ab2 por ab2 (a ;é O, b ;é O) 

Temos: ab2 : ab2 = 1 (por quê?) 

5.º) 5,la3b2 por - 3 

Temos: 5,la3b2 :·- 3 = - I ,7a3b2 

6.0
) (6aª - Ja2 + 4ª) por 2a (a ;é O) 

Temos: (6 a 3 2 a - a +4a):2a=6a3• 2a - Ja2•2 +4 · • a a: 2a = 

?.º) (5x2n + Jxn·_x2) 

3 2 3 a - -a 
2 

por x2 (x . ;,é O) 

+ 2 

Temos: (5x2n + Jxn - x2) : x2 = 5x2n-2 + Jxn- 2 - 1 

Para calcular a potência i d' 
temos: (- Ja2b)ª = - 2?a6bª n icada, oomo, por exemplo: 

Também: (ax-a)2 _ ª 2 -o ( . - X X ;é O) 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO G - RUPO 26 

l. Efetue · a adiçã d . · o as seguintes expressões literais: 

l'.") 2b + 5c - 3a e b - 4c - 2a 

2.•) ~x2y - 4x +y e 2x2y +..!..x-3y + I 
• 2 

3. ) xª-x2+x; 2x -x2 +5xª e 

4.•) b2 + 2bc .+ c2; b2 - 2bc - c2 e 

5 .. ) 3a 3 2a2b . 1 
· 4 - -3-; ª 3 

- 2 a 2b + I e 

2. .Efetue as seg · · U1ntes subtrações: 

2x 2 -x + 5xª 

- b2 + c2 

-: !aª.+5a 2b- ~ · 

1:•) a2 - b2 de . 3a2 + b2 

2.•) 5x2 - 3xy + 2 . de 8 2 2 X + 4xy - 5 

3.•) -
3 

ab + -.i_b de - ..!_ b + 2 
5 3 a 5b 

4 •) 2 i 2 . x y - -3 xy 2 + y 2 d e 5x2;i, + xy2 - 4y2 

(•) p.d.d.: propriedade distributiva da d' . -iv1sao (só nesse sentidci!j . 
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(p.d.d.)( *) 

3. Dadas as expressões literais: 
A = a2 + b2_,2. B = a2 - b2 +c2· 

Calcule: (A - B) '+ (C - D) 

1 

NoTA: (A - B) + (C- D) está indicando, simultâneamente, adições e subtrações, 
isto<:: [(a 2 +b2 - c2) - (a 2 - b2 +c2) ) +((a2 - b2 +c2)-(b2+c2 - a2)] 

4. Sabendo que: X = a 2 + 2ab + b 2 ; Y = a2 - 2ab + b2
; Z = a

2
- b

2 

Calcule: 1.0 ) X+Y+Z; 2.º) X-(Y+Z); 3.0
) X- ( Y - Z) 

5. Sabendo que: 
A .= 4x 3 - 2x 2 + X - 5; B = X 3 + 4x 2 - 3x + 2; e = - 3x 

3 
+ X 

2 
+ X - 3 

Calcule: l.•) A + B + Ç 2.0 ) A + B - C 3.0
) A - (B + C) 4.

0

) A - (- B - C) 

6- Efetue as multiplicações: 

l.•~ -5x2 X 2x3 

- 1 
2.•) 4x2ya X -xªy2 

. 4 

3.•) 2-aab2 X .i.a2 b 3 X Se 
4 . > 

4.•) 0,5a 2 X 2a 3b X 5ab2 

5.•) 3x" X 2xõ 

6.") axm X a2 x n X a3 x 

7.•) 3a2 X ✓2 a X ~ . 3 

8.•) x- 2 X x2 X y- 3 X y 3 

9.•) 3a2 X (2aª - 4a2 + a - 5) 

10.•) 2xz X (1 - 3x4 + _!_x) 
5 · 3 

11.•) ab X (a2 
- b2

) 

13.•) (m 3 - 3m2n +3mn2 - n 3
) X5m

3
n

3 

14.•) (~a2c + _!_bc + ~abc) x~a
2
bc 

5 3 4 7 

15.•) (3x + 1) X (5x2 - x + 4) 

16.•) (5x2 - 7xª + 8 - x) X (- 5': + 2x
2
·- l ) 

17.•) (x2 + ~2 + xy) . (xz + y2 -xy) 

IS.•) (3aL5a3 +2a2 +sa- 1) . (a2-2a+3) 

19.•) (-3a2 +2ab-b2) . (3a2 +2ab-b2
) 

20.•) (a + b - c) (a - b --t- e) . (-a + b + e) 

21.•) (2x - y)(x + 3y) . (4x + y) 

7. Efetue as seguintes dfoisões: 

1.•) 8x3 : - 4x (x ;= O) 

2.•) 3a2 b4 : 5ab2 (a ;= O, b ;= O) 

3.•) -:ZX3y2 :-3 

4 .•) mn : nm ·(n ;= O, m ;= O) 

5.~) 9x" : x!l (x ;= O) · 

11.•) (3a3 b4 + 6a2 b2 - 9ab4): 3abz 

· 12.•) (; x 2y + ! xy2) : ( ~ xy) 

6.•) 4a2 : 3a6 (a ;= O) 

7.•) 2aªbõ : 2a 3b 6 (a ;= O, b ~ O) 

1 1 8.•) 
2

xn+ i : 2 xn (x ;= O) 

9.•) 2a '"+ 3 : 3am+4 (a ;= O) 

10.•) (4x~ - 2xy) : 2x 

(a ;= O, b ;= O) 

(x ;= O, y ·;= O) 

13.•) (25x4 y 3 ~ !x3y 4 +10x2y 2
) =·-5xy (x ;= O, y ;= O) 

14.•) (q2n . b + a2n- 1 . b2 - a2 b2") : ab (a ;= O, b ;= O) 
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8. Calcule as seguintes potências indicadas: 
1.•) (5x2y a)2 

2.•) (-2a~b~c)=l 

3.A) ( ~ a2bx) 
1 

4.A) (3anb"')2 

TESTE DE ATENÇÃO G 
- RUPO 27 

Escreva a expreSSão l"t 1 coloridas: 1 era que representa a área de cada uma d • . 
as seguintes figuras 

I.•) 

2a----==:;:;,,,~ 
3.•) 

------J r---

~ r 
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2.•) 

r 

2. Técnicas usuais na multiplicação; "produtos notáveis" 

Algumas multiplicações de expressões literais - comumente chamadas 
de " produtos notáveis" - são efetuadas mediante técnicas que se guardam 
fàcilmente de memória. São elas: 

l.•) (a+ b)2 = 7· 1 

que 

Temos: (a + b)2 = (a + b) (a + b) ou: a +b 

= a(a + b) + b(a + b) (p.d.m.) a +b 

= a2 + ab + ba + b2 
a2 + ab 

= a 2 + 2ab + b2 

+ ab + b2 

a 2 + 2ab + b2 

Logo: 
1 

va, Vb, (n + b)2 = a2 + 2ab + b2 

.1 

permite dizer: 

-. 
O quadrado da soma Indicada de dois números • 
quaisquer é Igual ao quadrado do primeiro número, 
mais duas vêzes· o produto do primeiro pelo segundo 
número, mais o quadrado do segundo número. 

Exemplos: (5 + 3)2 = 52 + 2 X 5 X 3 + 32 

(x + y ) 2 = x2 + 2 X x X y + y 2 

(; + .3n r · = (;y.·+ 2 X ; · X 3n + (3n)2 = 

m2 
~ 4 + 3mn + 9n2 

(...f3 + ✓2)2 ~ (✓3)2 + 2 X ✓3 X ✓2 + (✓ 2)2 = 3 + 2 X V3 X 

X ✓2 + 2 = 5 + 2 ✓6 
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TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 28 

1. Observe as figuras abaixo: a do lado esquerdo é um quadrado de (a + b) unidades 
de lado e, portanto, a expressão que dá a sua área é (a + b) 2; do outro lado você 
tem ·o mesmo quadrado, porém repartido em dois quadrados de áreas a 2 e b

2
, respec, 

tivamente, e os retângulos de áreas: a X b e b X a. · 

Qual a sentença matemática (generalização) que traduz a igualdade das á reas desses dois quadrados? 

1 ... 
1 , ., t 

aab .., / ~ b2 • 

b , 
b· J t 1---~-' __!_ _ _ ' 1 2 i 1 1 1 J1 

(a+ b) . 

/-
a 

\ a a2 baa ► l t I ~a >~ b - - a >-b -..;:. 

2. Você pode determinar o quadrado de um número qualquer decompondo,o nas suas 
dezenas e unidades. Sabe como ? É fácil. Seja, por exemplo, determinar o quadrado de 37. Temos: · 

37 
2 

= (30 + 7) 2 
• 30 2 + 2 X 30 X 7 + 7 2 = 
= 900 + 420·+ 49 = 
= 1369 

Temos: (a - b)2 = (a - b) (a - b) = 
ou 

Logo: 

= a (a - b) - b (a - b) = 
= a2 

- ab - ba + b2 = 

= a2 -2ab + b2 

Ya, 'tb, (a - b)2 = ·a2 - 2ab + b2 
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a - b 

a-b 

a2 - ab 

ab + b2 

a2 - 2ab + b2 

que permite dizer: 

Indicada de dois números O quadrado da diferença d ado do primeiro número, 
quaisquer é Igual ao q~a t~ do primeiro pelo segundo 
m enos duas vêzes O pro du do do segundo número. número, m ais o qua ra 

E xemplos: (5 - 3)2 = 52 - 2 X 5 X 3 + 32 

2 ( 2)2 

( 3_x2y - ~) 2 = (3x2y)2 - 2 X 3x2y X 5 + 5 = 

12 2 + 4 = 9x'1y 2 
- 5 X y 25 

3.") 1 (a + b)(a - b) = ? / . 

Temos: (a + b)(a - b) = a(a - b) + b(a - b) = 
= a2 - ab + ab - b2 = 
= aª - b2 

ou a + b 

a - b 

aª + ab 
- ab - b2 

a2 

Logo: va, vb, (a+b)(a-b)=a2- b2 
/ 

ou seja: ___ _:___ __ ~~~, 
Indicada pela diferença Indicada de 

o produto da som~ uer é Igual ao quadrado do prl
dols números qua sq quadrado do segundo número. melro número menos o 

Exemplos: (5 + 3)(5 - 3) = 5 2 - 32 

(2x + 3y)(2x - 3y) = (2x)2 - (3y)2 = 4x2 - 9y2 

<✓2 + 1)<✓1- 1) = <v2)2 - 12 = 2 - 1 = i 
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TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 29 

l. Se você subtrair do quadrado cu ·o lad d . 
área) o quadrado de lado b (que Jtem bº, me e a unidades (e, 'Porta nto, tem a' por 
matemática (generalização) que tradu ~~r área) e sendo a > b, qua l a sentença 
S _ z ª 1Jerença entre as áreas d êstes quadrados? ugestao: Observe o que res ta da figu d d. . 
subtrai o quadrado de .área b' ra a 1re1ta (quadrado de área a2), quando se 

r-
1 
1 

1 ª2 l a (a-b) 

a 

a 

t b2 l 
1 J 

2· 
b .i 

b 
b (a-bJ ~ b -e.. __ ~ - -

a 

2. Você pode determinar o produto da soma pela dijeren d d • , 
o lápis e o papel. Suponha por exemplo a muic/ª

1
. er" ois numeros dispensando 

vem : 29 ., 30- 1 
' • P 1ca-o de 31 por 29. Como: 

31 = 30 + 1 e 

31 X 29 = (30 + 1)(30 - 1) = 30' - p ... 900- l = 
899 

cálculo que poderá ser feito "de cabeça". 

1. Efetue as seguintes muftiplicações usando a técnica dos "Produtos notáveis": 

1.•) (3+2) 2 ( '):.? 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO _ GRuPo 
30 

8.4
) 2x3y2 - -

4 
2.--) (2x + 5y)2 9.•) (y - V5)2 
3.•) (3,2 + 1d) 2 -

4.°') (x + VJ) 2 

5.•) ( V5 + V8)2 

6.•) (8- 1)2 

10.~) < vã - ✓'"[;p (a ~ o, b ~ O) 

1 l.•) (4 + 3)(4 - 3) 

12.•) (5x2 + 1) (5.x?. _ 1) 

13.•) e:+ "6) e: -"6) 
14.ª) ( V7 + 1)( V7 - 1) 

15.•) ((m + n) + aJ[(m + n) - a) 
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2. Determine õ quadrado dos seguintes números, decompondo-os nas suas dezenas e 
unidades: 

L•) 32 2.0 ) 43 3.0 ) 15 4.0 ) 24 5.0
) 159 6.0

) 211 

. 3. Qual é o número que se deve somar a 3 2 + 4 2 para se obter o quadrado de (3 + 4) ? 

4. Qual o número que se deve somar a m 2 + n 2 para se obter o quadrado de (m - n) ? 

5. Faça "de ca beça" as seguintes multiplicações: 

I.•) 21 por 19 2.•) 51 por 49 3.•) 201 por 199 

3. Cubos e multiplicações usuais de ·binômios 

Para o cálculo é útil. conhecer,se ainda: 

O cub~ da soma de dois números quaisquer: 

1 va, 'o'b,_ (a + b)3 = a3 + 3a2b + 3ab2 + b3 

pois: 
(a + b)3 = (a + b)2(a + b) = 

= (a2 + 2ab + b2) (a + b) = 

= a 3 + 2a2b + b2a + a2b + 2ab2 + b3 = 
= a 3 + 3~2b + 3ab2 + b3 

O cubo da diferença de dois números quaisquer: 

b (a - b) 3 = a 3 - 3a2b + 3ab2 - b3 'o'a, 'o' ' 

cuja demonstração segue a linha· do caso anterior. 

O produto da soma de dois números quaisquer pela soma de outros dois: 

va, 'o'b, 'o'c, 'o'd, (a + b)(c + d) = ac + ad + bc + bd 

O produto da soma (x + a) pela soma (x + b): 

'o'x, 'o'a, 'o'b, (x + a) (x + b) = x 2 + (a + b)x + ab 

fâcilmente demonstráveis usando,se a propriedade distributiva da multi~ 
plicação em relação à adição. 
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TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 31 

1. A base do retângulo da figura ao lado está 

i 1 dividida em dois segmentos de compri- 1 

mentas a e b unidades, respectivamente. 1 
1 

A altura também está dividida em dois d 1 
1 

segmentos de comprimentos e e d, res- t 1 
1 pectivamente. Pergunta-se: 1 

1 
----- - ------ - - r - -- - ---

!.º) quais as expressões literais que des- 1 
1 crevem os comprimentos da base e 1 da altura; 1 

2.•) idem, da área de cada um dos qua tro e 1 
1 

retângulos que compõem a figura; 1 
1 

3.º) qual a sentença matemática (é uma 1 
1 generalização) que traduz ser a área 

'li 
1 

da figura de dimensões (a + b) e 1 

(c + b'J igual ã soma das áreas dos ~--- a ~ retângulos que a compõem. 

2. Efetue os seguintes cubos, aplicando resultados já conhecidos: 

1.º) (x + y) a 3.º) (; + 1) 3 5.º) ( 3x-; r 
2.º) (2a + 3b) 3 4.º) (x - y) a 6.º) (mn - 1) 3 

3. Efetue as seguinte, ·multiplicações, aplicando resultados conhecidos: 

1.•) (x + y)(m + n) 

2.•) (3a + 2b)(5c + 4d) 

3.•) ( X + ~ ) (y + ~) 
4.•) (x-y)(m-n) 

5.•) (x + m)(x - n) 

6.•) (5a + 3)(5a - 3) 

PRÁTICAS MODERNAS - GRUPO 32 

Exercícios-modêlo 

Demonstre que: 

1. 

1 
va, Vb, Vc, vd, se b ;é o e d ;é o, então· !!_ X ~ = a X e /· 

. b d bXd _ 

a e . 

b ~ 

Temos: b X d = (a X b-1) X (e X d- 1) = a 
(lembrando que - = a .b- 1) (pág. 25) . b 

= a X b- 1 X e X d- 1 = 
= -a X e X b- 1 X d- • = 
= (a X e) X(b-1 Xd- 1) = 
= (a X e) X (b X d)- 1 = 

a X e 
=bXd 
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(p.a.m.) 
(p.c.m.) 
(p.a.m.) 
(P4) (pág. 26) 

2. 

3. 

Aplicações: 
3 5 3 X 5 15 

!.•) 4 X 7 = 4 X 7 = 28 

3a 5a 3a X 5a 15a2 
2·ª) 4b X 7b = 4b X 7b = 28b2 

b2 x x -y b2x(x-y) 
3.•) 3 X 5 X 8a = 3 . 5 . 8a 

b2x2 - b2xy 
120a 

(a ;é O) 

a e ad+bc 
vd, se b ;é O e d ;é O, então: -b + -d = bd va, vb, vc, 

Partindo do segundo membro: 

ad + bc = (ad + bc) . (bd)- 1 .,. 
bd 

= (ad + bc) . (b- 1 : d-1) 

= (ad)(b-1 .d- 1) +(bc)(b- •d- 1) 

= a.d.d- i .b- i + b.b- i .e.d-, = 

= a . l . b- i + 1 . e . d- i 

= ab- 1 + cd- 1 = 

(P4) 

(p.d.m.) 

(p.a.m. e p.c.m.) 

(1 b do que dd-1 - dl-1,..dº=l) em ran . -

(e.n.m.) 

. ,nemb~o. Logo, está demonstrado. obtivemos o primeiro • 

Aplicações: 
3 5 3 X 7 + 4 X 5 = 21 + 20 = 41 

I.•) 4 + 7 = 4 X 7 28 28 

Temos: 

3a 5a Ja X 7b + 4b X 5a = 21ab + 20ab = 4lplÍ = 4la 
4b + 7b = 4b X 7b 28b 2 28b1 28b 

2x -3 I - x _ 6 (2x - 3) + 4 ( 1 - x) = l2x - 18 + 4 -4x = 
-4-+-6-- 4X6 ~ -

8x - 14 ..2'(4x - 7) 4x - 7 
=~= )4 =~ 

va, vb, vc, vd, v e, vj, se b ;é O, d ;é O, j ;é O, então: 

a e e adj + bcf + bde 
b +d +y = bdf 

: + ~ + j- = (: + ;) +; = (p.a.a.) 

_ ad + bc + .!. = 
- bd f 

(resultados anteriores) 
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Aplicações: 

3 2 1 
l.•) - +---4 5 2 

_ (ad + bc)J + bd(e) 

bdj 

• adf + bcf + bde 
bdj 

(idem) 

(p.d.m.) 

Temos: 2+3_ _ _!_ _ 3X5X2+4X2X2 - 4X5X l 
4 5 2 4X5X2 

30 + 16 -20 
40 -

26 13 
- 40 - -20 

(x ;o! 1, X ;o! -1, X ;d 0) 

Temos: _ l _ _ _ l_ + _!_ _ 1 (x - l)x - 1 (x + 1) x + l(x + 1) (x.:.. 1) 
x + 1 x - 1 x (x + 1) (x - 1) x 

=x'-x-x'-x+x2-1 x2 - 2x - l 
(x2-I)x xª - x 

3.•) ~+~+~ 
bc ac ab (a sd O, b ;>d o,· e ;,d O) 

Temos: b ;/ + ~ + ª -b,.. (ac)(ab)(b - c) + (bc)(ab)(c-a) + (bc)(ac)(a-b) 
ac ab (bc)(ac)(ab) -

4.•) 3x -~ 
5 

= (abc) a(b - e) + (abc)b(c a) + (abc)c(a b) 

(abc) . (abc) =-

=.!abe-r- [a(b--c) + b(c- a) + c(a - b) ) 
...(al,er.(abc) . 

= a(b - e) + b(c - a) + c(a - · b) 
abc 

Temos: 3x - ~ =- 5 (Jx) - 1 (y - 2x) 
I .5 1 X 5 "'. 
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EXERCÍC IOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 33 

1. Efetue o cálculo indicado nos seguintes grupos de expressões literais: 

a) I.•) 2a X -3a 
Sb 7b 

2 •) 4x X 1 
. Sy X By X 2 

b) l.•) 3x + 2x _.=_ 
4 3 5 

2. 

2.•) 2x -3 + 1 - x 
4 6 . 

5a a - b 
J.•) 3b-# 

4.•) 2c + d - 3c _ 
4 

Demonstre que: 

l.•) Vm, Vr1, vp, 

2.•) Vx , Vy, V.t, 

Vq, 

v J, 

3 ) n 2 m X n + m 
·· T x4 ~ 

a - b · 
4.•) a + b X a - b 

S.•) X + y + X - y 
X X 

1 1 1 
6.•) - -+--a + 1 a - 1 a 

7_•) _x_+ _ Y_ 
x-y y - x 

J -a 2 a+2 1 
a.•) a2 + °2a- 2 

m + n n 
13.•) m - -2- + 3 

se n ;,,!é O e q ;,,!é O, então: 

se y ;é O e b ;,,!é O, então: 

3x 2 2b 1 
S.•) Sx - 1 X 1 + 3y X 4 

1 
6.•) a + I X a--+ 1 

9_•) y -z + x - y +~ 
yz xy xz 

O )
m + n n-m 

1 . -----. m - n n + m 

6 4 
li.•) !+x-1 -x 

a+ 1 a-1 
12.•) a-:T +a+ 1 

..!!!._ _.P_= mq-np 

n q nq 

x a x xa :· -x-=--
y b y X b 

Simplificação de expressões literais 

4. Que é "fatorar" uma expressão literal?-

fatoração 

No desenvolvimento do cálculo com expressões literais é sempre 
conveniente trabalhar com expressões literais equivalentes, escritas de 
maneira mais simples, isto é, simplificadas. Êste é o objetivo da· Jato-
ração de uma expressão literal, que significa também decompô--la em um 
produto de expressões literais mais simples. . 

· _As técnicas d: fatoração - baseadas no uso das propriedades estru-
tura1s das operaçoes -:-- d:pendem ~º, conjunto de onde os fatôres podem 
ser tomados e da aphcaçao que se ira fazer da expressão fatorada. Tais 
técnicas costumam receber nomes especiais, que serão destacados nos 
exercícios que se seguem: 
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1. Pôr : 'e_m ~vidência": É a aplicação da propriedade distributiva da 
mult1phcaçao em relação ã adição (e subtração). Exemplos: 

3a + 2a = (3 + 2)a = 5a 
ou 3a + 2a = a(3 + 2) = a5 = 5a 

e diz,se que o fator a foi pôsto "em evidência". Da mesma forma: 

5 5 5 
em 7x2 + 7Y2 = 7(x_2 + y:l) 

em b - b3 = b( l - b2) 

em x 2y - xy2 = xy(x - y) 

4. 

o fator ~ foi pôsto "em evidência" 

o fa·tor b foi pôsto "em evidência", e 

os fatôres x e y foram postos "em 
evidência ''. 

Como você "descobriria". o fator que deve ser pôsto "em evi, 
dência" na expressão literal : 8x3 - 6x2 ? 

Numa vista geral você já pode pôr o 2 em evidência, que é um 
fator comum aos têrmos 8x3 e 6x2 • Então: 

8x3 - 6x2 = 2(4x3 - 3x2) 

Pode ser que para a finalidade desejada essa fatoração já satis, 
faça. Caso contrário, você ainda tem em 4x3 - 3x2 fatôres comuns 
(o x2, por ex.). Logo: 

8x3 
- 6x2 = 2x2(4x - 3) 

e a fatoração está completada. Para você conseguir de uma vez os 
fatôres comuns, basta determinar um maior divisor comum dos têrmos 
que compõem a expressão literal, usando a mesma técnica conhecida 
desde a J.n Série ·cinasifll: multiplicam,se os Jat6res comuns afetados 
dos menores expoentes. 

Assim, na fatoração da expressão: 4aªxª - 6a4x2 + l8a5x, os 
fat6res comuns são 2, a3 e x1• Logo: 

4a
3
x

3 
- 6a4x 2 + l8a5x = 2a3x(2x2 - 3ax + 9a2) 

Também: 

x2y xy2 _4 _ _ _ 2_ = _xy (~ - y) 
-2 2 

xm+I - xm = x"'(X - }) 

Agora, dois exemplos nos quais se põem fatôres "e~ evidência" 
por mais de uma vez: 
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l.0
) ax + bx + ay + by 

pondo,se x " em evidência" nos dois primeiros têrmos: x(a + b) 
pondo,se y "em evidência" nos dois últimos têrmos: y(a + b) 

então: ax + bx + ay + by = x(a + b) + y(a + b) 

e pondo (a + b) "em evidência", vem, finalmente: 

ax + bx + ay + by = (a + b)(x + y) 

2.0
) mn - 2n - 6 + 3m 

A com fa tôres comuns e procedendo como agrupando os termos 
no exemplo anterior: 

mn - 2n - 6 + 3m = mn - 2n + Jm - 6 = · 
== n(m - 2) + 3(m - 2) = 
= (m - 2)(n + 3) 

2 de dois quadrados_,,: É a aplicação. do resultado já . ''Diferença 
conhecido: 

Exemplos: 

va vb a2 - b2 = (a + b)(a - b) ' , , 
x2 _ y2 = (x + y)(x - y) 

16a4 - 4b2 = (4a2 + 2b)(4a2 - 2b) 

NOTA IMPORTANT E 

ão de uma expressão depende do conjunto (con~-
Lembre-se de que a fatora\ uai serão tomados os fatôres e da aph, 

derado como Uni':'erso d~ trabal !!) Fa~o':ada. Assim, por exemplo, fatorando 20: 
cação que se deseJa dar a expressao 

20 = 4 X 5 = 22 X 5 no conjunto Z, vem: 

no conjunto Q, vem: 2 = _ _!_ X 40 (por ex.) 
2 . 

no conjunto R, vem: 2 = ✓ 20 ,J 20 (por ex.) 

- s literais. Seja, por ex., fatorar 2x 2 - 1; 
O mesmo ocorre com as expressoe 

sabendo-se que os fatõres pertencem 

. 2x•-l impossível . 
ao conjunto z, vem. ( 1 ) 

. "-•-1 = 2 x• --ao conjunto Q, vem. 1,-Ã 2 

. 1x 2 - I = ( ✓2 . X + 1) ( V2 . X - 1) ao conjunto R, vem. 

rá · vamos supor como nosso Universo de trabalho Salvo informação cont na, 
o conjunto R . 
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Outros exemplos de fatoração da "diferença de dois quadrados": 

(a .+ b)2 - c2 = [(a + b) + c][(a + b) - e] = (a + b + c)(a + b - e) 
100m6 - 50n8 = (10m3 + "5õnt)(IOm3 - -v5Õn4) 

Às vêzes ocorre pôr "em evidência" antes, como, por exemplo: 

ax2 - ay2 = a(x2 - y 2 ) = a(x + y)(x - y) 

3. "Quadrado da soma (ou da .diferença) indicada de dois números": 
É suficiente lembrar os resultados conhecidos: 

ver, vb, (a + b)2 = a2 + 2ab + b2 e va, vb, (a - b)2 = a 2 
- 2ab + b2 

pois as expressões que satisfazem o segundo .. membro .~e cada um~ 
das igualdades acima, podem ser fatoradas, voltando para o pn.-
meiro membro. Assim: 

x2 + 2xy + y2 = (x + y)2 

"' i / . 

e 4a2 - 12ab + 9b2 = (2a - 3b)2 

"' i / 
✓- \ v 
~ ✓ 

X y . 
2 X x X y = 2xy 

v ✓-
\. ✓ 

2a 3b 
2 X 2a X 3b = 12ab 

Contra.-exemplo: 4a2 + l0ab + 9b2 = ? 
"- ' ? / 
✓- i v 
\. 1 ✓ 
2a 3b 

2 X 2a X 3b = 12ab 

4. Expressão da forma: x2 + (a·+ b)x + ab. Como: 

(x + a)(x + b) = x 2 + (a + b)x + ab, 

basta "voltar" do segundo membro e fatorá.-la no produto das ex.
pressões: (x + a)(x + b). Exemplos: 

1.0
) x 2 + 5x + 6 

São procurados dois números (a e b), cuja soma é 5 e o produto, 
6. Lembrando que o ·produto positivo (+6) exige que ambos. ~s 
fatôres sejam positivos ou negativos, temos as seguintes posstbi.
lidades: 

+1 e +6 ou -1 e -6 
+2 e +3 ou -2 e - 3 
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Sendo a so>na (+5) um número positivo, os 
só podem ser: +2 e +J. Logo: 

números procurados 

x2 + 5x + 6 = (x + 2) (x + 3) 

a2 - a - 20 
. f tôres têm sinais dije.-

Temos: produto: -20 (negativo); logo, os a 

-2 e +10 -4 e +5 -1 e +20 
rentes: 

+1 e -20 +2 e -IO +4 e - 5 

, ros só podem ser: +4 e -5 
soma: -1 (negativo); portanto, os nume . 

Logo: a2 - a - 20 = (a + 4)(a - 5) . 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 34 

• expre~s literais: 
j t R fatore as seguintes 

Usando técnicas de Jatoraçao no con un ° • · , 

Grupo A 

l.•) 4x + 3x 

3.•) a+. ax 

5.•) 4ax - 8ay 

1 1 3 3 3 
7.•) 2x2yzª + 4xy~z2 + Bx y z 

9.•) 24a2b11+32a11bo - aa2b2 - 16a2bs 

X 2 ffl X ffl 

ll.•) 3 + 9 
l3.•) (p + q)a - (p + q)b 

· 15.•) 6ax -3bx + 4ay- 2by 

17.•) xª-x2 +x-1 

Grupo B 

7.•) 1 - a' 

2.•) x 2 - l 

5.•) 4x 2 -9Y2 

a.•) t 8 -t' 

2a 2b 
2-•) 5 -5 
4.•) 8x3 - 6x2 

6.•) 1a2b - 14b2 + 2laªbª 
m2 m ª m' 

a.•) T-T +2 
10.•) 2xn - 4xn+1 

12.•) (m + n)x + (m + n)y 

14.•) (x + y)m + (x + y)n 

16.•) mn - x2 + mx - nx 

18.•) a2b - 1 + b - ~2 

3.•) x • -4 
1 

6.•) 9a 2 - 4 
9.•) aº - 10 

10 •) 36:c• _ 9y 2 11.•) (x +y) 2-z• 12.•) (2a• + 1) 2 - a• 

15.•) (n + 1) 2 - (n - 1)' 

18.•) x•n - y•n 

. 81 16 

13.•) 100 - (3x - y ) 2 

16.•) (m + n) • - (m - n) • 

14.•) 0,49 - p• 
17.•) 75a 2 - 16 
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Grupo C 

l.•) a 2 + 2ab + b2 2.•) x 2 - 8x + 16 

4.•) 9a4 + 24a2b2 + 16b4 5.•) 81x 4y 2- 54x3y3+9x2y4 

3.•) 144a º - 24a3 + 1 

6.•) a 2 + a+..!.. 
4 

• 1 2 7. ) -m 2 - - m + 1 ) 9 3 8.• x4 - 2x2y3 + y º 

10.•) 0,8la4 - l ,26a2b + 0,49b2 

Grupo D 

l.•) x 2 + 7x + 12 

4.•) m 2 - 8m + 12 

7.• ) x 2 - 9x - 22 

10.•) y 2 + y - 2 

2.•) y2+y - 20 

5.•) t 2 - t - 2 

8.•) z 2 - 15z + 56 

11.•) x2 +(a+ b)x + ab 

5. Simplificação de expressões literais 

1 1 1 
9.•) 9x2 + 6xy + 16y2 

3.•) a 2 - 4a - 96 
6.•) n-2 + 44n - 45 
9.•) p 2 - 2p - 3 

No caso de as expressões literais indicarem . 
mados frações . ~iterais, a simplificação dos quocientes, também cha ... 
de resultados Ja conhecidos. Exemplos: mesmos decorre do emprêgo 

36a3b4x2 

24a2b6xª 

Temos: 

12a2y 2 - 27b2y2 
2axy + Jbxy 

T emos: 

12a2y2 - 21b2y2 - Jy2(4a2 - 9b2) 
2axy + Jbxy - xy(2a + 3b) = 

a2 - 2ab + b2 
a-b 
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3a 
2b2x 

Temos: 
a2- 2ab + b2 (a - b)ll" = - = a- b 

a-b ~ 

Como foi feito com os números reais, pode,se reduzir as frações li, 
terais a um mesmo denominador comum. Exemplos: 

J.o) X y z 
--- + -
a a a 

(a~ O) 

Nesse caso o denominador comum é a; portanto: 

X y z x - y + z 
- -- + - = 
a a a a 

2.º) I - a2 a+ 2 (a~ O) - -:.i-+-2-a a 
Pode, se usar 2a:i como um múltiplp comum dos denominadores a

2 

e 

2a. Então: 1 

I - a
2 

a + 2 2a( l - a2) + a2(a + 2) _ 2a - 2a
3 + a

3 
+ 2a

2 

_ 

~ + ~ = 1 2a:1 - 2a
3 

-

2a - a3 + 2a2 e(2 - a2 + 2a) 2 - a
2 + 2a 

= = = 2a3 . 2aa- 2a
2 

Porém usando como múltiplo comum dos denominadores a expressão: 
2a

2
, que n~sse caso é um m.m.c., por analogia com o que você fazia com 

os números inteiros não é preciso simplificar a expressão final, pois é 

obtida diretamente.' De fato: 
1 - a

2 
a + 2 2 (1 - a 2) + a(a + 2) _ 2 - 2a

2 + a
2 

+ 2a _ 
~ + ~ = 2a2 - 2a

2 
-

_ 2 - a 2 + 2a 
2a2 

3.º) a - 1 a + 1 (a ~ I e a ~ - 1) 
a + I - a2 - I 

O m.m.c. dos denominadores é: a 2 
- 1 = (a + l )(a - 1). Logo: 

~ a + I (a - l )(a - I ) - I (a + 1) = a2 
- 2a + 1 - a - 1 _ a

2 
- 3a 

a + l - a2 - 1 = a 2 - 1 a
2 

- 1 - a
2 

- 1 
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O mesmo ocorre com as expressões literais que envolvem mul:ipli~ 
cações e divisões combinadas. Exemplos: 

2.º) 

3.º) 

l.•) 

2.•) 

3.•) 

4.•) 

5.•) 

6.•) 

12a 1 x--x-
a +b a-b 

= (a2 
- b2) 12a _ ~.(a.--hr~ = 2 

6a(a + b)(a - b) -~ 

a2 - x2 a-x a2 - x2 3x (a+x)~x a+x 
= X = = 

6ax 3x 6ax a-x ~CJX' 2a 

( 2à ) 
2 

4a = ( ~ ) 2 X X - y ,41iz" ..X-,- a 
x-y :x-y = X-- = 

X -y 4a ( X - y )-Y .,.f',a- x - y 

_1 __ 1 
1 -x 

1 
1- x 

Temos: 

1 
- - - 1 
1 - X 

1 
1 -x 

= 

1 - 1(1 - x) ~%+ X X 

1- x 1-x 1-x ~ X 
= =-- =~X = X 

1 1 1 ...1---r 1 
1 - X 1 - x } - X 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 35 

Simplifique as seguintes expressões literris: 

Grupo A 

15amx 3 b + b2 

13.•) 
28x 3 - 49x 2 + 77x 

19.•) 
8a 3 + 1 

40bmx 
7•)--

64aº - 1 ·· a+ ab 4x 2 - 7x+ll 

18cd• 
8.•) 

2m +m 2 2a 2 + 4ab 4 (a + b) 2 

27c 2d 3 2n + mn 
14.•) 

3ab + 6b2 20.•) 5 (a 2 - b2) 

85a 2b a +ax x2 - 2xy 
21.•) 

a2 - 2a + 1 

5 l b2c 
9.•) 

a-ax 
15.•) 

xy - 2y 2 a 2 - 1 

- 12acx2 mx 2 - m 3 l0x 2 - 2xy · 22.•) 
a ª + 3a2 

26a2c 2x 
10.•) 

nx 2 - m 2n 
16.•) 

15xy-3y 2 a 2 - 9 

84a3b2x mxy - nxy 3a2b - 5ab 2 a2 - 4 

35a•bx 2 
11 .•) 17.•) 

3acd - 5bcd 
23.•) a2 +2a m - n 

38m 3n 4 r 2 35xz - 45yz 4m 2 - 25 24.•) 
2mx - lOX 

57m•n4 r 
12.•) 

1x - 9y 
18.•) 

2m + 5 m2 - 25 

18 

Grupo B 

2x X 1X 
l •) - +---. 3 3 3 

5x - 3 1 - 2x X 
2.•) ----- --

4a 3a 12a 

3.•) X + y + X - Y 
X X 

1 - x 2 x+2 1 
4.•> ~ +~ +z 

1 1 2x 
5.•) - - +----

1 +x 1 - x 1 - x 2 

6.•)3x+ y-2xa 
5a 

9.•) _x_ + 2-. 
x-y y - x 

IO.•) m+n ti - m 4mn 
~+m+n-~ 

Grupo e 

a - b 
2.•) -x--

a+b a - b 

3 •) 15x x 2 -y 2 

. --x--
x-y 5 

m2-n2 
4.•) m - n x---

m2 + mn m 2-mn 

x 2-4x x 2- 7x+10 
S.•) x2-2x X x2 - Sx + 4 

a b 
11.•) a+b +a+b 

a b 2 13.•) b + ã + 

e e b + 1 
14 •) -----. b a a 

8m2 n 2 
15.•) ~-~ 

a+l a-2 
16.•) ~ + 15 

m +n 
17.•) 111 -~ 

b - c , - a a - b 
18•) - +-+7 . bc ac 

a_ b 3ab - b 2 

19.•) Zb -5 + b2 

1 1 
20.') ã=1j + a +b 

3a a 
7.•) 1,: 2 

Sa2 

8 •) - : 4a 
· 2b 

b 
9.•) 4ab : a 
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X 
21.•) X -;:-i 

1 2y 
22.•) x"+Y + x2-y2 

1 1 
23•) --. x-y x+Y 

1 + X 1 - X 
24 •) -+. 1 -X 1 +x 

x2 
25.•) a -x + ãTx 

1 1 
26.•) ---+ 1 + 1 

a -1 a 

a - 1 a+l ~ 
27.•) ã+i+"a-1 - a2 - 1 

a a 2a2 
2s.•) a-1-ã"+l +ãi=! 

2b-x l>-2x 3x(x-b) 
29.•) --+-+b+X2 - b2 

X - b X 

6 4 -~ 
30.•) T+x-T°=x x 2 - 1 

m -~ 
li.•) ;;Tn · n 

) 
x+Y._.!_ 

12.• T-y° ' X - y 

1 1 
13.•) x2 - y 2 = M 

x+Y 
14.•) (x + y) : T-;" 



Grupo D 

2.•) (_!_+~) .· 2y 
X + Y X - y .. x li _ y2 

6_•) a - b a2 _ b2 
~:~ 
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7.•) 
a b 
b+7 

J X - y 

8.•) - ~ 
X +y 
--1 
?' - y 

9.•) (x- 3 + ~ ) 
2x - 6 : (2x - 1 +~) 

x - 3 

10 .•) ( a - b ) ( b â+t; - 1 : 'la~ b + l) 
11.•) ( _!_ _ ...!...) 2 

: (y - x) 2 

X y x 2y 2 

( l +a 1- a) 
---- - .._ 2 
1 - a l +a .a 

3.ª Parte: - complementação do estudo das 
equações e sistemas de equa
ções slmultãneas do primeiro 
grau. 

Equações e inequações 
1 · Equações e inequações com uma variável, 

redutíveis ao primeiro grau 

d O es~udo do cálculo literal no conjunto ~ permite resolver uma série 
e equaçoes e de ineq uações a lgébricas (também chamadas fracionárias) 

~orn uma variável, que se reduzem ao primeiro grau, sendo, portanto, 
e resolução conhecida. 

Os exemplos dos Exercícios de Aplicação esclarecerão tôdas as passa, 
gens. . 

EXERCÍCIOS DE APLICAÇÃO - GRUPO 36 

1. Resolva as seguintes equações no Conjunto-Universo R : 

X+ 5 2 - Jx 
-;-- - ~ = 1 

Neste caso, o O (zero) deve ser exlufdo do Conjunto, 
Universo, pois tal valor anula os denominadores das 
frações. 

Usando como m.m.c. dos denominadores: 2x 2, e aplicando técnica conhecida 
(divide-se 2x 2 pelo denominador x , multiplica-se o quociente obtido (2x) pelo 
num~rador (x + 5), ... ), temos: 

2x(x+5)- 1 .(2 - 3x) = 2x 2 

2x 2 + IO:c - 2 + 3:c = 2x 2 

2x 2 
- 2x 2 + !Ox + 3x = 2 

13x = 2 

2 
X= -

13 

(aplicou-se a p.d.m.) 
(os têrmos em x 2 e em x "passaram" para o 1.0 

membro e o têrmo constante, para o segundo) 
(os têrmos semelhantes foram "reduzidos") 

2 
Como 13 não anula nenhum dos denominadores da equação e a toma verda-

deira, segue-se que pertence ao seu Conjunto-Verdade, isto é, / 1~ / é a so-

lução (raiz) da equação proposta. --
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~ _ _ 2_ .. x + 3 1 Estilo excluídos - 1 e +i do Conjunto-Universo. 
x + 1 x + 1 x - 2 Por que? 

Agora, . o m.m.c. é: (x + l) (x - 2) e, seguindo a ordem anterior, vem: 

(x - 2)(x + 3) - 2(x - 2) ... (x + l)(x + 3) 

x 2 +x-6 - 2x+4 

x 2 
- x2 + x - 2x - 4x 

= x 2 + 4x + 3 

... 6 - 4 + 3 

5 
"" 5 ~X -= - .. - J -5 

Como - 1 anula o denominador (x + 1) da equação, então nao existe valor de 
x que a toma verdadeira. Logo: 

3 X 

10 X+ 4 X+ 2 - -+-----x2-9 x +3 x-3 Excluídos do Conjunto-Universo: - 3 e +3, 

m.m.c.: x 2 
- 9; temos: 1 . (10) + (x - 3)(x + 4) ... (x + 3)(x + 2) 

10 + x 2 + x - 12 = x 2 + 5x .:¼: 6 

x 2 - x 2 + x - 5x = 12 - 10 + 6 

8 - 4,c = 8 ~ X = - -= -2 . -4 

Como -2 não anula nenhum dos denominadores, então - 2 é a soluçao (raiz) da 
equação. 

3xla ""5b 
x+l Excluído do Conjunto-Universo: -1, 

m .m.c.: x + l; temos: 3x - a = 5b(x + 1) 
3x - a = 5bx + 5b 

3x - 5bx = 5b + a 

5b + a x(3 - 5b) = 5b + a ~ x = 
3 

_ Sb 

Se b F ~ - { pois b = ~ anula o denominador da expressão: 

. 5b + a solução (raiz) da equação proposta é: - - -
3 - 5b 
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5b + ª) 
3 - 5b ' 

então a 

. - no Conjunto-Universo R : 2. Resolva as seguintes mequaçoes 

l.•) 3x2 + 1 - 6x2 - 18 > 5x 
2 4 

m.m.c.: 4 
2(Jx2 + 1) - 1(6x2 - 18) > 20.x 

6.x2 + 2 - 6,:2 + 18 > 20.x 

~-~-20.x > -18-2 

-20x > -20 
20 ~x<l 20X < 20 ~ X <20 

é constituído de todos os 
Logo o Conjunto-Verdade d~ :"ei_uação proposta 
núm~ros reais menores que 1, is o . 

V - {n.o• reais menores que l} 

Gráfico: 1 

- 5 o 

• d. ação da seta NOTA: o l nao Jaz parte da m ic 

2.•) 

m.m.c.: 2 
1 - 2x 2 ~ 2x - 2x 2 - 6 

-~+~- 2x ~ -~ 1 
1 

2 

-zx ~ -7 ~ X ~ ; ~ X ~ 32 
" 1) 

( 
Ou i"uais a 3-2 · os reais maiores ,. Portanto: V = n. 

3 

r 
1 

@ 1 1 1 
2 Grdjico: 1 1 - 1 o -4 -3 - 2 

1 
2 

3_!_ Jaz· parte da indicação da seta. 
NoTA: agora o 2 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO G 

R 

- RUPO 37 

esolva as s • egumtes equações e in -9 4 equaçoes no Conjunto,Univcrso R : 

1.•) X 9 - l: -~ 

3.•) !_ + 2. = 2J - X 7 1 
X 3 3 +---X 12 4x 

5.•) 3x + 6 - x2 - 10 3 8 = -- + 2 
X 

7.•) X +3 _ _ 2_ - X +3 
x+l x+l - x - 2 
(cuidado!) 3 x 

9.•) ~+X - 2 - 2x2 - 4X - 7 
X - 2 · X - 3 x2 _ 5.x + 6 

11.•) ]_ + _!_ = 23 - X 1 
X 4.x ~+4 

13.•) 4.:,c2 - 3 4.:,c2 + 9 
-3- - 2x > 3 

15 ) (3x ) 9x2 .• 14 - 1 6x ;é 7 + 13 

X - 4 
4.•) - = 9 

x -8 

6 .•) X + 4 + ~ - X + 2 
X + 3 x 2 - 9 - X - 3 

" x 2 x x 2 
8. ) - +- =--+ X x - 1 2 x - 1 x- 2 

(cuidado!) vx, x ;;.& 1 

10.•) ~-~ X - a 
x - o .x2 - a 2 - x + a 

12.•) 9 - x -S 
x - 4 

x2 ., 8 
14.•) - + 9 >. x - -5 "-5 - - 4x 

16.•) 5x 3 - (2x + IOxJ) 
8 16 < o 

Sistemas de equaço~es simultâneas 

2. Sistema d d e uas equações simult A 

com duas variáveis . , , . aneas do primeiro grau 

M
, , novas tecnicas d 1 
etodo da adição e reso ução: 

. . ':ocê já aprendeu na 2.ª Série e· . 
~~•çao de Variáveis para a resolução J"ª~tal a técnica denominada Subs, 
Ad~çr; aprenderã nova técnica, conh:c\~S<emas de equações simultâneas, o. ª com O nome de método da 

Seja, por exemf5lo, o sistema: 

{ 
2x + 3y = 7 
3x - 5y = 1 

Multiplicam ... se amb cientes d · as as equações por d · , . . a variável que se quer eli . ois numeros tais que os coefi ... 
sinais contrários. No exemplo acim:mar tornem,.se iguais em valor e de 
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) 

) 

e 

multiplica,.se a primeira equação por 3 (coeficiente de x na segunda) 

multiplica ... se a segunda equação por -2 (coeficiente de x na primeira 

com sinal trocado) ' 

isto é: 

{ 
6x + 9y = 21 

-6x + lOy = -2 

Adicionando ... se a seguir, membro a membro, essas equações, obtém ... se 
uma única equação contendo somente a variável y, cujo valor é fàciJ ... 

mente determinado: 

{ 
.-6<+ 9y = 21 

+ -:W+ l0y = -2 
19 

19y = 19 ~ y = 19 = 1 

· Substituindo êsse valor de y na primeira equação, vem: 

2x + 3 X 1 = 7 4 
2x + 3 = 7 ~ 2x = 7 - 3 ~ 2x = 4 ~ x = 2 = 2 

. Logo: se x ~ 2 e y ~ 1, então o par ordenado (2, 1) ê a soluçao do 

ststema proposto(•). 

{ 
X+ y = 10 

Outro exemplo: resolva o sistema 4 x - y= 

Basta adicionar, membro a membro, as equações "como estão", pois 
os coeficientes de uma das variáveis (y) já são iguais e de sinais con,. 

trários ( 1 e - 1). Logo: 

+ { X +3= 10 
X -3= 4 

2x 

14 
= 14 ~X= ""f = 7 

Substituindo êsse valor de x na primeira equação, vem: 

7 + y = 10 ~ y = 10 - 7 = 3 

Portanto, o par ordenado (7, 3) é a solução do sistema proposto. 

(•) A eliminação da variável y poderá ser obt ida de modo análogo àquele empregado 

para a eliminação da variável x. 
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LEMBRETE AMIGO -------, 

A melhor técnica a ser empregada na resolução de um sistema 
de ·equações simultdneas é a sugerida pela própria "forma" com que 
se apresenta o sistema. Assim, por exemplo, para resolver os sis~ 
temas: 

{ 

2x + Sy = 31 

y=x+2 
ou 

{

X = y 

2x - 5y _ 3x + Sy = _56 
3 11 

é "aconselhável" o método da Substituição de Variáveis, pois '! 
valor de uma delas já vem " declarado" numa das equações e pronto 
para ser substituído na outra. Já para os sistemas: 

J 3x + 2y = .i2 

\ -3x + 5y = 9 
ou {

X+ y = 32 

X - y = 4 

é preferível o método da Adição, pela rapidez com que se elimina 
uma das variáveis. 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 38 

Usando a técnica que achar mais conveniente, resolva os seguintes sistemas de 
duas equações simultâneas do primeiro grau com duas variáveis: 

l.º) 
{ y-x+2 7.º) { x=y rx +'' - 9 2x + 5y - 31 x+y=lOOO 4 2 

{X+ y ""32 
12.0 ) 

17y _ 3x = 4 2.º) { x + 8y =- 4 x-y=- 4 8.º) 2 4 
- x - y = -4 

{ y r-, 3.º) 
: = 5~ 

r+y+x-y -5 ---5 

4x

3

+3y = 2x-..!.. 8 6 13.0) 

9.º) 

4.º) 
{ 8x + 5y = 36 x+ y _ x-y=lO 4 4 

4x - 5y = - 12 4 3 f' + 3y = 11 
{ X = 3y-3 {X+ y = 144 

14.0 ) 
5y - 68 = 3 (x - 1) 

5.º) y + 14 10.0 ) 

X - y = 56 X=-- 15.0 ) x=y=200 2 

Ó.º) { 3x + 2y = 12 
2x - 7y = -17 

11.º) 
{ 2y +X= 12 

X= 3y + 2 
16.0

) 

{-Jx + 2y = 12 

3x-y = 2 · 
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3. Sistema de duas equações com duas variáveis, 

redutíveis ao primeiro grau. 
. bé chamados fracionários, no 

Resolva os seguintes Sistemas, tam m 
Conjunto--Universo R: 

x - y 5 0 

0 l
2x -y = ~ 

· 2x + y = 4 X+ 1 
U 

. rso os pares ordenados que 
, d C ·unto-- nive 

Ficam exclmdos o onJ ua ões do sistema(•). -
anulem os denominadores das eq ç d cada uma das equaçoes 

Eliminando--se os deno~ina_d~(:s - y) e o da segunda, (x + 1)), 
(o m.m.c. da primeira equaçao e 
vem: 

{ 
5(2x-y) = S(x- y) 

2x+y = 4(x+l) 

-2x+ y = 4 

ou { 
10x-5y = Sx- Sy ou 

2x+,Y=4x+4 

+ { 2x+3y = O 

- - íil e substituindo em: 
4=4~Y-I~' y -. 

2x + 3(1) - O= 2" ~ -3 = • -1-~ 1 

{ 

10x- 8x- 5y+By=O 

2x- 4x+y = 4 

ix + 3y = o, temos: 

) não anulam os denoµ,ina, 
Os valôres -

2
3 (para x) e l (para y p ordenado e~. 1) 

dores das equações do sistema 
e, portanto, o ar 2 

é a solução procurada. 

f + 2x 1 + 2Y 
2.º) 

X - 3 = 2 

· ll+x +l+Y =l 

y . fi s· Q) (a, a), a E: R e 
ue são excluídos têm as orma . 

(•) Os pares ordenados q 

0 c-1, a), a E: R. 
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2) ( 
Estão excluídos os pares 

a, O), a E:: R. que têm as formas: 

Eliminando O d . 
anterior, temos·. s enominadores e seguind d 0 a or em do exercício 

{ 
(I + 2y)(I + x) + ( I 
x - 3 = 2y + 2x)(I + y) = ( I + 2x)( I + 2y) 

e, efetuando as operações indicadas: 

{ I + x + 2y + 2yx + 1 + y + 2x + 2xy = 
x - 3 = 2y - 1 + 2y + 2x + 4xy 

. Na primeira equação aparecer 
minados ao se reduzirem os ê am têrmos em xy que serão eli, 
tal redução, obtém,se o siste~;~os semelha ntes (4xy - 4xy). Após 

{
X+ y = - J 

X - 2y = J 

cuja resolução já é conhecida: 

X+ y = - I 

-x + 2y = - 3 

3y = - 4 

(multiplicaram,se 

= y -[1] 
os membros por (-J)) 

e, como: X= 2y + J c-4) [I] , temos: x = 2 _ + 3 = -~ 1 
1- 3 3 +3 = - e 

a so uçao do sistema é o par ordena d (-.!.. -4) 3 
0 

3 ' 3 . Por quê ? 

X y 6 

[

..!.+..!. =2 

..!_ - ..!_ = ..!_ Excluídos os pares (O, O). 

X y 6 

Seguindo o curso normal de re I - . . - . 
dores, etc.), obteremos o sistema/º uçao (ehmtnaçao dos denomina, 

{ 
6y + 6x = 5xy 

6y - 6x = xy 

88 

no qua l os têrmos em xy não são eliminados de pronto, como no 
exercício anterior. 

Dêsse modo, pode,se resolver o sistema proposto usando,se de 

uma substituição (nesse caso chamada "artifício de cálculo"): 2. = u 

e ; = v, resultando daí um nóvo sistema, agora nas variáveis: e v: 

Resolvendo,o, pelo método da adição, obtém,se: 

e "voltando" as variáveis x e y: 

Logo, o par ordenado (2, 3), que não anula nenhum dos deno, 
minadores, é a solução do sistema dado. 

NOTA: Se você adicionar m embro a membro as equações propostas, poderá eli
minar imediatamente a variável y, pois obterá: 

1 1 2 - + - = J OU - = 1 ~ X = 2 
X X X 

Substituindo o valor de x numa das equações, encontrará: y = 3. 

{

x~y+x~y = ~ 
I I 1 

x -y-x+y=J 

Excluídos os pares: I) (a, a), a E: R e 2) (a, -a), a E: R. 
Pode,se resolvê-lo de maneira análoga à .do anterior, com as 

substituições: 

1 
-- =U 
x-y 

e 
I 

--=V 
x+y 
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.-

resultando o sistema: 
que, pelo método da Adi{ão, 

1 

fornece: { u ~ : " 1 e vo tando" às variáveis x e y: 
li ==: -

6 

{

X -y::::2 ou 
X+ y = 6 OU 

0 Par ordenado (4, 2). 
{; : ; e a solução do sistema proposto é 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRuPo 39 

Resolva os seguintes sis temas Jraciondriós, no Conjunto-Universo IR: 

{
-=--3 

l.º) y 

; + 2y = 1 

9.º) { Jx ~ 2y - X : 2y = ~ 
3 1 

-+- - = l 
3x - 2y X+ 2y 

( Sugestão: -
1
- = u; -+1 

2 - 11) 
3x - 2y X Y 

lo.º) {; .,. :~bb 
(a~ ± b) 

bx ay I 
ã"""+b + a - b = a - b 
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4. Sistemas de três equações simultdneas do primeiro grau 

com três variáveis; técnicas de resolução 

Pode-se, para resolver um sistema de três equações do primeiró 
grau com três variáveis, empregar os métodos da Substituição, da Adiçãó 
e ainda artif !cios de cálculo que conduzam mais fàcilmente à solução. 

Os exemplos, a seguir, darão uma idéia da resolução de tais sistemas 
com o uso de diferentes métodos. Exemplos: 

I.0
) Resolva o sistema: 

{ 

2x - y + z = - 3 

- x + 5y + 3z = O 

3x - 2y - z = 2 

Aplicando o método da -Substituição de Variáveis: "tira-se" da 
primeira equação ( ou de qualquer outra) ó valor de z ( ou de outra 
variável). Logo: 

z = - J-2x + y 

Substituindo êsse valor nas duas últimas equações, obtém-se o 
sistema: 

· [ z = - 3 - 2x + y 
- x + 5y + 3(-3 - 2x + y) = O 
3x - 2y - c-3 - 2x + y) = 2 

Basta agora resolver o sistema formado pelas duas últimas 
equações (somente nas variáveis x e y), que, reduzidos os têrmos 
semelhantt!s, se apresenta: 

{ 
- 1x _+- By = 9 , 
5x - 3y = -1 

Aplicando qualquer dos métodos conhecidos, obtém-se: x = 1 
e y = 2. 

Substituindo êsses valôres na equação: z = - 3 - 2x + y, vem: 

z = - 3 - 2 X I + 2 . = - 3 - 2 + 2 = -3 

e a solução do sistema ~roposto é _dado pela trinca ordenada ·(l, 2, -3). -
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Faça a verificação. 

NOTA: ·A trinca ordenada / - d · ' 
Conjun V d d . • so Ufªº 0 s istema, é constituída dos únicos elementos do 
d tQ- _ er a e, que é a intersecçao dos três Conjuntos-Verdade relativos a cada uma 

as equaçoes que. compõem o sistema. ' 

2.º) Resolver o sistema: 

A título de exercício você irá resolvê-lo empregando o método 
da Substituição: "tire" o valor de x na segunda equação, o de y 
na terceira e substitua êsses valôres na primeira, que se transformará 
numa equação do primeiro grau na única variável z. 

Com a finalidade de mostrar mais um artifício de cálculo, pode-se 
ta_mbém resolver o sistema proposto procedendo,se da seguinte maneira: 

Adicionemos, membro a membro, as três equações que compõem o 
sistema: 

2x + 2y + 2z = 12 

ou dividindo por 2: 

x+ y+ Z= 6 

Subtraindo desta equação, respectivamente, as equações do sistema 
dado, obtém,se: 

X + y + Z - (X + y) = 6 - 3 OU Z = 3 

x + y + z - (x + z) = 6 - 4 ou y = 2 

X + Y + Z - (y + z) = 6 - 5 OU X = 1 

Portanto, a trinca ordenada (1, 2, 3) é a solução. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 40 

Resolva, aplicando qualquer dos métodos estuda90s, os seguintes sistemas de 
equações, no Conjunto-Universo R : 

{
-sx + 2y + z ,.. 2 

1.0
) 4x - y - Jz = t 

X - 2y - Z == - 6 

{ 

Jx - 2y + z = l 
2.•) X + ]y - Z "" 10 

2x - y + 2z = 3 

{ 

5x - y = 7-z 
3.•) X - Z = 1 - 2y 

3z - 2y = 11 - 3x 

{ 

0,2x + 0,3y + 0,4z = 29 
4.•) 0,3x + 0,4y + 0,5z = 38 

0,4x + 0,5y + 0,7z = 51 

{

y + z - x=m 
5.•) Z + X - y = TI 

x+y-z=P 
(variáveis: x, y e z) 

6.•) 

8.•) 

9.•) 

{

x+y=6 
X+ Z = 22 
y + z = 28 

{

X+ y = 17 

X+ Z = 16 

y + z = 9 

{ 

3x-2y - 6 

4x + z - 21 
5x-6z = -10 

{

X+ y + % ~ 15 
X+ y + t = 16 
X+ Z + t = 18 
y + z + t = 20 

3 2 4 - l 
-; - y - -;= 2 

l 3· 4 -7 
-; - -; + ; = 2 

1 4 3 -13 
-;--;+y= 2 

NOTA: Os sistemas do exercício 9.0 (quatro equações com quatro v~riáveis) e lO.• 
(três equações fracionárias) são resolvidos de maneira análoga aos anteriores, pelo uso 
dos métodos e artifícios de cálculo introduzidos. 

LEMBRETE AMIGO-------, 

A intensa exercitação que até agora você teve no manipular o 
cálculo operat6rio, no conjunto dos números reais (R), o habilita 
a resolver: 

1. qualquer tipo de equação e de inequação do primeiro grau com 
uma variável; 

2. equações e inequações .fracionárias redutíveis ao primeiro grau; 

3. sistemas de equações simultdneas (duas ou mais) do primeiro grau 
e fracionárias, redutíveis ao primeiro grau; 

e, portanto, ... TODOS os PROBLEMAS cujas sentenças matemáticas 
se traduzem nas equações, inequações e sistemas estudados. 
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4 .ª Parte: - tratamento elementar moderno 
dos pollnõmlos a uma varl6vel; 
estrutura de anel. 

Polinômios 

1. Conceito de polinómio em uma variável 

A fim de melhor conhecer as estruturas que integram a Álgebra 
Elementar, é necessário estudar as propriedades de um especial conjunto 
de expressões algébricas, conhecidas pelo nome de polinômios. Tal con-
junto será indicado pela letra P. 

Que é um polinômio? 

Tôda expressão algébrica que pode ser posta sob a Jorma.-padrão: 

onde: 

ao, ai, a2, aa, ....... , an representam números reais 

e 
x é uma variável no conjunto R, 

sendo seus expoentes números inteiros e positivos, é denominada poli" 
nómio na variável x(*). 

dizem.-se têrmQs do polinômio e a0 , ai, a2, . ... , an, seus coeficientes. 

Exemplos: 

1. A expressão: 8 + 3x + 5x2 é um polinômio na variável x, cujos coefi-
cientes são: ao = 8; a1 = 3 e a2 = 5. 

(*). Diz-se também: polin8mio em uma indeterminada. 
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2. A expressão: 
1 

-4x5 + 2x - - + 5x2 
- 9x4 + x3 

2 

também é um polinómio na variável x, pois pode ser escrita sob a 

J orma.-padrão: 

-J.. + 2x + 5x2 + x3 + -9x4 + -4x5 
2 . 

onde: 

2 . a - 5· a3 = I · a4 = -9 e as = -4 ai = I 2 - I I 

. . á d ado segundo as potências 
Nesse caso diz.-se que o pohnõm10 est or en . 

crescentes de x. No caso do polinômio se apresentar sob a forma. 

- 1 
- 4xº + - 9x4 + x3 + 5x2 + 2x + 2 , 

diz.-se que êle está ordenado segundo as potências decrescentes de x. 

Contra.-exemplos: 

l.0
) 3 + 2x- 1 - 5x- 2 

- 'b • , não é polinómio 
é uma expressao alge nca, porem . 
(lembre--se de que os expoentes da variável x devem 
ser inteiros e positivos) 

também não é polinômio ( lembre--se de que ! = x-
1

) 

1 

3 ) 
- ( 0 expoente deve ser in.-· º 4x 2 - 3x2 + x ... não é polinômio ... 

teiro e positivo) 

Indicando por P o conjunto dos polinómios, cada um dos elementos 
dêsse conjunto (que é um polinômio) pod~ se,; indicado por uma letra 
maiúscula latina. Assim, temos: 

A= 8 + 3x + 5x2 

1 
B = -4x5 + 2x - 2 + 5x2 -9x4 + x3 

onde: AE:P e BE:P 

Se 

A = 2 + 5x2 - ✓s. x3 + x5, A é uni polinômio? AE:P? 
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fica/im, pois A pode ser colocado sob a j orma-padrão, como é fácil veri~ 

A = 2 + 0 . x + 5x:? - ✓s.x:i + O.x·' + 1. x r, 

onde 

e a sentença A~ IP é verdadeira. 

Para facilitar o estudo dos polinômios, denomina-se: 

Polinômio nulo, o que poss~i todos os coeficientes iguais a zero. Indicação: 

O =O+ Ox + Ox2 + Ox 3 + .. ... . + Ox" 

Polin_6mi_o co~stante, o que possui somente o primeiro têrmo da forma~ 
padrao, isto e, um número real. Exemplos: 

A = 5 (o mesmo que: A = 5 + Ox + Ox2 + Ox:J + . • · · ·) 
B = - ~ ( o mesmo que: B = - ~ + Ox + Ox2 + Ox3 + . • · · -) 
C = a (o mesmo que: C = a + Ox + Ox2 + Ox3 + .. • · ·) 
D = O (o mesmo que: D = O + Ox + Ox2 + . . . .... • · · · ) 

O polinômio constante que possui a0 = l é denominado polinômio~ 
unidade. Indicação: 

1 = 1 + Ox + Ox2 + Ox3 + . . . . . . . + Ox" 

É comum chamar~se: 

monômio, o polinômio nulo (O) ou o polinômio que possui um único 
coeficiente diferente de zero; exemplos: 

4x3 (o mesmo que: O+ Ox + Ox2 + 4x3 + Ox 4 + • · · · · ·) 
O (o mesmo que: O+ Ox + Ox2 + Oxª + Ox 4 + • • · · · .) 

binômio, o polinômio que possui dois únicos têrmos com coeficientes 
diferentes de zero; exemplo: 
x 2 - 1 (o mesmo que: - J + Ox + Jx 2 + Ox3 + Ox 4 + • · · .) 

trinômio, o polinômio que possui três únicos têrmos com coeficientes 
diferentes de zero; exemplo: 
- Jx2 +7x+2 (o mesmo que: 2+7x+- Jx 2+0xª +Ox4 + . . • · .) 
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TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 41 

1. Assinale quais das seguintes expressões algébricas são polinlJmios: 

1 

1. •) 2 + 3x - 5x 2 2.•) -5x 2 + 3x + 2 3.•) x +x2 

4.•) x-1 + x- 2 + x-3 5.•) 
X 

2 1 1 1 1 1 
7.•) 3 +2xl + 4x5 8.•) - + - x+- x 2 + - xª 

2 2 2 2 

2. Escreva os seguintes polinômios sob jonna-padrão: 

2 
l.•) A = 2 + 5x 2 - 3x4 - x + 3 x 3 

2. 0 ) B = By 2 + 2y o -
1
} (a variável a~ora é y) 

6.•) 8 

3.•) C = a + bx + cx 2 + dx 3 (os coeficientes são: a, b, c e d, respectivamente) 

4.0 ) D = -216 + St4 + ..!.,a - 15,2 - t + 2. (a variável agora é t) 
2 4 

5.0 ) E = _!_ 
2 

6.0
) F = -9za (a variável agora é z) 

3. Escreva os seguintes polinômios segundo as potências decrescentes de x : 

1 
1.0 ) A= 8x 3 - 4 +5x 2 +x• + 2 x 

7.•) B = 1 - 7x + x 2 
- 9x6 

3. 0) C = X 2 - 5x + 6 

4. Assinale se são V ou F, sendo P o conjunto dos polinômios: 

I.•) Se A = x 2 - 5x + 6, então A E:: P 

2.•) Se A = x 2 - 5x + 6, então A ri P 

1 
3.•) Se B = -

X • 

4.•) Se B = ..!.. 
x' 

então B ri P 

então BE:: P 
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2- Igualdade de Polinômios 

Dados dois polinômios: 

e A = ªº + a1x + a2x2 + a3x3 + 

B = bo + b1x + b2x2 + bax3 + 
diz..se que A é igual a B e indic~,se: 

e 

se, e sômente se: 

Assim, por exemplo, os polinômios: 

A = 1 + Bx - 3x2 + 7x3 

B = a + bx + cx2 + dx3 

serão iguais se, e sômente se: 
{

a= 1 
b = 8 
e= - 3 
d=7 

Operações com polinômios 

3. Adição 

Dados os polinômios: 

A = ao+ aix1 + a2 x 2 + aax3 + 
B = bo + b1x1 + b2x2.+ baxª + 

chama,se soma dos polinômios A e B ao polinômio: 

A + B = (ao + bo) + (a1 + b1)x1 + (a2 + b2)x2 + .... + (an + bn)Xn 

Logo:_ 'v'A,_ 'v'B~P,' (A+ !3).E:_P e a operação que determina a soma 
de dois polinômios e denominada adição de polinômios. Exemplos: 
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l.
0

) Efetuar a adição dos polinômios: 

Temos: 

ou 

I 
A= 5-3x + 2 x 2 

B = 4 + 2x - 7x2 

A + B = (5 + 4) + (-3 + 2)x + ( ~ + -7 )x2 

A + B = 9 - x - ~x2 
2 . 

2.º) Idem, com os polinômios: 

C = 8 - X + 10x3 + 5xó 

D = -5x + 3x4 + x 2 

Ordenando os polinômios de acôrdo com a jorma,padrão, temos: 

C = 8 +-Ix + 0x2 + l0x:r+ 0x4 + 5x5 

D = O + -Sx + Ix2 + Ox3 + 3x4 + 0x5 

C + D = 8 + - 6x + lx2 + 10x3 + 3x4 + 5x5 

P ara adicionar três ou mais polinômios, adiciona,se à soma dos dois 
primeiros o terceiro e assim sucessivamente. 

ATENÇÃO: Se a soma de dois polinômios é o polinômio nulo, então os 
polinômios são chamados opostos. Exemplo: 

A = 2 . - 5~ + Bx2 

B = -2 + 5x - Bx2 

A+ B = O+ 0x + 0x2 (polinômio nulo) 

Logo, os polinômios A e B são opostos. O polinômio B também 
é indicado por -A (que é o polinômio oposto aditivo de A ). 

OBSERVAÇÃO: No estudo das prop~edades estruturais da adição de polinômios a 
existência do elemento inverso (1) é garantida pela existêncía do J,olinlJmio oposto aditivo 
a qualquer polinômio dado. Nestas condições está sempre definida a subtração ent~ 
dois polinômios A e B: A- B - A+ (- B) 

Propriedades da adição: VA, V B, VCE:, IP: 

. (A) · (A+ B) + C =A+ (B + C) 
(N) A+ O= A 
(l) A + (- A) = O 

(O polinômio nulo é o elemento 
neutro) · 

(C) _A+B=B+A 
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Verifique você mesmo essas propriedades com os polinômios: 

A = 3 + 5x2 - 4x3 + xs B = 1 + x + x2 e= - 9x + 6x 4 

(_?bserve também que a estrutura do conj unto p de polinômios com 
relaçao à operação de adição é a de Grupo Comutativo (va le ANIC). 

r------ LEMBRETE AMIGO -------, 

. _O conjun~o dos polinómios ( P ), com relação à opera ção de 
adiçao de polinômios, tem a mesma extrutura que o conjunto 
dos números reais relativos ( IR), pois ambos t êm estrutura de Grupo 
Comutativo. Isto significa que os Sistemas Ma temáticos: 

P , + e R, + comportam,se da mesma maneirai 

4. Grau de um polinômio 

Dado o polinômio_: 

A(*) = a0 + a 1x + a2x2 + aax3 + ...... + a,.x" 

se a ,. ~ O, diz,se que o expoente n é o grau do polinômio. Exemplos: 

1 
4 - 2x2 + - x3 

. 5 

3x2 - 6x + 7 

x 3 + 1 - 8x6 + 3x2 + x 

é um polinômio do terceiro grau (3 é o maior 
expoente) 

é um polinômio do segundo grau (2 é o maior 
expoente) 

é um polinômio do quinto grau (5 é o maior 
expoente) 

O BSERVAÇÃO: O gra u do polinômio soma (não-nulo) de dois polinômios A e B 
(também não-nulos) é sempre menor que ou igual ao máximo dos dois g~aus. E xemplos: 

1.0 } Se A - 2 + 3x + 5x2 (grau 2) e B = - 1 + x + 6xª (grau 3) então: A + B = 
= ·1 + 4x + 5x 2 + 6xª (grau 3: igual a o máximo dos graus 2 e 3). 

2.0 ) Se A = 6x 2 - 2x + 3 (grau 2) e B = -6x 2 + 6x - 5 (grau 2) então : A + B "=' 
"". 4x - 2 (gr~u 1: menor que o máximo dos graus, que é 2). 

(*) Suposto não-nulo. 
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EXERCÍCIOS OE FIXAÇÃO - GRUP O 42 

1. Determine a, b e e, a fim de que sejam iguais os polinômios: 

l,o) 2 - 5x + l lx 2 e a+ bx + cx 2 

2.º) 
- 1 - a + bx - 4cx2 
- + V2x-x 2 e 
3 

2 b 
3.º) 3x +-x 2 e a +-x + 3cx2 

5 2 

4.•) 3 
1 + -x - 100x2 

4 
e (a _ 2) + (b + 3)x + (e - l)x

2 

2. Efetue as adições dos seguintes polinômios: 
2 

l.•) A ... 3+2x- 5x2 + x3 B = 5-x+3x2+9xs 

4.•) 

B = -2x6+23x 3- x 2 . 

B = -9+x-Sx3+l2x4 

C 1 D = 3 +x-x2 +x3-x' 
A = 8x2-5+3x4 +!.x B = -4x + l2x 3-9.x.4+ l = x-

3 . . s se undo as potências crescentes ou decres-
( É conveniente ordenar os pohnômio g 
centes de x.) 

3 d d . s seguintes sentenças: 
• Preencha, de modo a tom ar ver a eiras a 

8 
2 5xª é o oposto aditivo do polinômio: - 5 + x - ... .. . 

l .•) 9 polinômio: 5 -x + x - • 
1 2 + a é do . . . . . . grau. 

2.•) O polinômio: 5 + 3x - 2 x x • 

6 3 + Sx é do • • · · · grau. 
3 .•) O polinômio: 6x 2- l +2x -x ' 2 3 e 1 +3x2-5x3 , é 

. d linômios: 2 - 5x + Bx 
4.•) O grau do polin8mw-soma os po 

. .. . . ) de dois polinômios é sempre menor ou . . ... 
5.•) O grau do polinômio-soma (não-nulo 

ao máximo dos dois graus. . """ 2 + x + 1 e 9x2 + !3x - 2, 
6 . . d polinômios: ,,x 

.•) O grau do polinômw-soma os 
é ..... 

4. Verifique: 
. 5 2· B = 1 + X - 4x~ e e= 3 - 4x 

!.•) que a adição dos polinômios: A = 2 + 3x - x ' • · 

é associativa; p dos polinômios, com relação à operação 
2.•) qua l é o elemento neutro, no conj unto 

adição; aso que O polinômio oposto aditivo) 
3 . ( mesmo neste c , .•) qua l é o elemento inverso o 4 ' 

do polinômio: 3 - 9x i + 2x 
3 

- x ; , • 1 º é comutativa. 
. . A e B do exerc1c10 • , 

4.•) que a adição dos poltnôm1os • 
r nômios com relação à operação adição? 

5. Qual é a estrutura do conjunto P , dos po 1 ' 
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5. Multiplicação 

Dados os polinômios : 

..... ... + a nx n 

..... ... + bmx m 

chama,se Produto dos polinômios A e B, ao polin 6mio: 

e 
A = ªº + a1 x 1 + a2x 2 + a3x 3 + 
B = bo + b1x1 + b2x 2 + b3x 3 + 

A · B = aobo + (a ob1 + a 1bo)x + ........ + anbmx n+m 
Logo: 

Produto de 
Exemplo:· 

'r/ ~. 'fl B_E::. P '. (A,. B) E::. IP_ e a operação que d etermina_ 0 
dois pohnôm1os e denominada multiplicação . de polinômios. 

· Efetue a multiplicação d os polinômios : 

A = 5 - 2x e B = 2 + J x - x2 

da s° P:oduto:_ aob~ j- (aob1 .+ a1bo)x + .. ..... pode ser obtido através 
eguinte dispos1çao prá tica, onde figuram sõmente os coeficientes : 

bo 

ou 

2 + Jx - x2 

5 - 2x 

10 + 15x - 5x2 

- 4x - 6x2 + 2x3 

10 + 1 l x - llx2 + 2x3 

Para multiplicar três ou mais polinômios multiplica,se o produto dos d · · · ' 01s primeiros pelo terceiro e assim sucessivamente. . · 

O grau d_o po!inômio,produto de d~is polinômios é igual â soma dos 
graus dos pohnôm1os fa tôres. Assim, no exemplo estudado, temos: 

B = 5 - 2x 

B = 2 + 3x- x2 

A . B = 10 + llx - llx 2 + 2xª 

(graµ: 1) 

(grau: 2) 

(gra u : 3, soma dos graus) 

Propriedades da multiplicação: 'lt A, 'lt B, VCE::P : 

(A) 

(N) 

(C) 

(A . B) . C = A . (B . C) 
A . 1 

A . B 
=A 

= B. A 
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(O elemento neutro é o polin6mio,unidade, 
também chamado elemento,unidade.) 

ATENÇÃO: Não existe propriedade que dig~ r_esp~ito à . existência do el~, 
m enta inverso (I) ou oposto multipltcativo, pois nem todo pol~, 
nômio diferen te de zero, admite inverso. Exemplo: O poh, 
nômio

1 

x não admite in verso, pois a sentença a berta: 

xX A=l 

tem Conj unto,Verdade vazio, por não existir nenhum poli, 
nômio que, multiplicado por x, d ê o polinómio,unidade ( I). 

Lembre,se de que a expressão: ~ , não é polinômio! 

R elacionando a mu ltiplicação e a adição de polinômios, temos ainda 
a Propriedade distributiva : 

(D) A . (B + C) = A . B + A . C 

Verifique você mesmo essas propriedades (A), (N), (C) e \D) com 
os polinômios: A = 2 + Jx - x 2, B = 5 - 2x e C = 1 + x - Jx · 

6. NOVIDADE: Nova estrutura algébrica: Anel Comutativo 

Quando num conjunto est ão definidas 
duas operações: 

adição ( +) com as propriedades ANIC 

multiplicação (X) com as p ropriedades ANC 

e mais a propriedade distributiva (D ) da multi, 
plicação em relação ã adição, diz,se que o 
conjun'to tem uma estrutu~a de A~el 
Comutativo com elemento,umdad~. · Assim, 
por exemplo: 

1. o conjunto z (dos inteiros rela tivos), com relação às operaçõVes ~f1ição 
e multiplicação, tem uma estrutura de Anel Comutativo. en 1que. 

2. O conjunto IP (dos polinômios a uma variável com coeficientes em R ), 
com relação às operações adição e multip licação, tem uma estrutura 
de Anel Comutativo. 

É o que foi ·visto no .item 5. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇA~o e 
- RUPO 43 

I. Efe tue as multiplicações dos se . 
gumtcs polinômios· 

l.•) A = 3 - 5x+2x2 - 8xJ · 
8 = 1 +2.~ + x 2 

2.•) A = 2x4 ~ 5xª + ...!..x 2 + I 
2 B == x - 4 

3.•) A = 3x - x2 + 4xõ 

4.•) A = 7x 2- x + 2 
B 1 +2.~ - x 2 

B = l - 3x 
2. Preencha, de modo a 

C = 3 + 5x 

C =x+ l 

. tornar verdadeiras as seguintes sen tenças : 
I.•) Se? pol_inômio A é do terceiro rrau . . -

polmôm10-produto A B é d 8 e O polinômio B é do segundo grau, entao o 
2.•) o 1 · 0 · · • • • . . . grau· 

_e e1~ento neutro, no conjunto , 
Pltcaçao, é o polinômio IP dos polinômios, com relação i1 operação mult~ .. ... .. . , . 

3. Verifique: 

que a multiplicação dos olinô . 
do exercício J, 4.•); P mios A, B e C é associativa (empregue os polinômios 

que a multiplicação dos oi' ô . 
exercício J 2 º) . P m mios A e B é comutativa (use os polinômios do , . , 

que o Polinômio-unidade ( 1 - 1 O 
conjunto P, com rela - . - .+. x j- Ox 2 + .. . ) é o elemento neutro no 
exercício 1, I.•). çao à multiplicaçao (multiplique-o pelo polinômio A , do 

4. SeA=3x2 - 5x+ 7 ,. B 
= 2x - J e C = X + 2, então: 

e A (B + C) = A . B + A . C 

(B + C) · A = B . A + C . A 
(propriedade distributiva) 

(propriedade dis tributiva) 

5. Qual é_ a _estrutura do conjunto 
e multiplicação? P • dos polinômios, com relação .ls operações adição 

7. Divisão 

Dados os polinômios A B ...., 0 (' B não • p 1. ~ . e ,,... isto quer dizer que o 
C q edo o_inomio nulo), chama,se quociente de A por B ao 

, uan o existe, tal que: 

A = B . C 

polinômio 
polinômio 

. O polin~mio A é denominado dividendo D1z,se ta mbem que: e o polinômio B, divisor. 

o polinômio B divide o polinômio A. 
0 polinômio A é divisível po B 'e 
de A). r e por (que por sua vez são divisores 
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A operação que permite determinar o quociente é denominada divisão 
de Polinómios. Assim, por exemplo, dados os polinômios: 

A = x2 - 5x + 6 e B = x - 3 

o quociente de A por B é o polinômio C = x - 2, pois: 

x2 - 5x + 6 = (x - 3) . (x - 2) (verifique!) 

ATENÇÃO: Nem sempre existe o polinômio C com essa proprie~ade, !sto 
é, dados dois polinômios: A e B ~ O, nem sempre e ~oss1v_el 
determinar o quociente de A por B. Essa mesma s1tuaçao 
você encontrou no conj unto dos números inteiros, onde nem 
sempre era possível determinar o quociente ~e dois núi:neros 
inteiros: a e b ~ O. Surgiu, então, o quociente aproximado 
e o resto, passando a operação a denominar,se divisão aproxi, 
mada. Lembra,se? 

T ambém agora, no conjunto P dos polinômios, dados dois polinômios 
A e B ~ O, é sempre possível determinar dois polinômios: C e R, onde o 
polinômio R é de grau menor que o polinômio B tais que: 

A=B. C+R 

onde C é o quociente (aproximado) e R o resto da divisão aproximada de 
A por B. 

Se R = · O (polinômio nulo), então a divisão é exata (definida simples, 
mente como divisão de polinómios). 

Por enquanto será ensinada uma técnica para se efetuarem as di, 
visões entre polinômios com uma variável. Seja, por exemplo, efetuar a 
divisão do polinômio: 2x3 - 5x2 + x - 8, pelo polinômio: x 2 + Jx - 4. 

Procedemos da seguinte maneira, supondo os polinômios ordenados(*): 

I. Divide,se o primeiro têrmo do dividendo (2x3) pelo primeiro têrmo do 
divisor (x2), obtendo,se, assim, o primeiro têrmo do quociente (2x); 

2. multiplica,se o primeiro têrmo do quociente pelo divisor e subtrai,se 
o produto (-2x3 - 6x2 + 8x) do dividendo (2x3 - 5x2 + x - 8); a dife, 
rença obtida (- J lx2 + 9x - 8) representa um resto, cujo primeiro 
têrmo (- 11x2

), dividido pelo primeiro têrmo do divisor, dará o se, 
gundo têrmo do quociente (- I ! ) ; 

(*) Deve,se, nas divisões de polinômios, ordená-los segundo as potências decret• 
centes (ou crescentes) de x. 
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. . . . btrai ... se 3. mult1phca ... se o segundo têrmo do quociente pe lo d1v1so~ e su té 
o produto do primeiro resto obtido; e assim sucessiva mente ~rn 
que se encontre para resto o polinômio nulo (divisão e~ata! º~êrrno 
polinômio cujo primeiro têrmo não sej a divisível pe lo primeiro 
do divisor (divisão aproximada) . 

Disposição prática: 

2x3 - · 5x2 + x - 8 
- 2x3 - 6x2 + Sx 

x2 + 3x - 4 
2x - 11 - quociente 

(aproximado) - l l x2 + 9x - 8 
+ 1 lx2 + 33x - 44 

42x - 52 -----l 
resto 

Logo: 1 2x3 
- 5x 2 + x - 8 = (x 2 + 3x - 4) . (2x - 11) + 42x - 52 

e a divisão é aproximdda. 

Outros exemplos: 

1.0
) Efetue a divisão de: 15x5 - x4 - 4xª + 5x2 - x por 5x2 + Jx - 1 

Temos: 

15x5 - x4 - 4x3 + 5x 2 - x 
- I5x5 - 9x4 + 3x3 

-IOx 4 - x3 + 5x2 

+ 10x4 + 6x3 - 2x2 

+ 5x .s + 3x2 - x 
- Sx3 - 3x2 + x 

Oxª + Ox2 + O 

(polinômio nulo) 

5x2 + 3x - 1 
3x.s - 2x2 + x - quociente 

(exato) . 

1 
a 5 2 = (5x2 + 3x - 1) . (3x3 - 2x2 + x) 1 Logo: 15x5 - x 4 - 4x + x - x 

e a divisão é exata. 
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2.0 ) Efetue a divisão de.. Jx 4 _ 5xª + 1 por 2x2 
- x. 

T emos: 

7 - - x3 
2 
7 + - x3 
2 

+ 1 

7 2 -x 
4 

2x2 - x 
3 7 ·_ !_ - quociente 
2 x

2 
- 4x 8 (aproximado) 

- 7 
-x + 1 
8 --l 
resto 

Logo: Jx4 ( 
J 2 - !__X - !....) + - 7 X + 1 

5x3 + 1 = (2x2 - x) . 2x 4 8 8 -

ÃO GRUPO 44 EXERCÍCIOS DE F IXAÇ - . 

uintes polinômios: Efetue as divisões entre os seg 

1.•) x2 _ 2x + 1 

2.•) 5x3-8x2 + 2x + 9 
. + 1 3.•) x5 + x4 + x3 + x2 + x 

64 
4.•) 2x3- 5x2 +6x-27 

5.•) 6x4 - 19x s + 3x2 + 19x + 6 

6.•) 2x3 - 10x 2- x +5 
7.•) 3x4 - 2x3 + x2 - 4x - 3 

3+2x2 · 7x - 3 8.•) 4x5 - 2x4 - 9x - s 
2 4 s - 5x' + 3x 9.•) - 6 + 3x + I3x - x 

10.•) 15 - llx - 2x 2 + 6x ª 
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e 

e 

e 

e 

e 

e 

e 

e 

e 

x+ l 

x2 -2x + 3 

x+l 

Jx-2 

Jx2 - 5x -3 

-2x + 5 

4x2-3X + 5 
xs _ Jx - 1 

-z +X+ Jx2 

5 + 3x 



r------LEMBRETE AMIGO 

Os conjuntos: Z (dos números inteiros relativos) e P (dos 
polinômios), "comportam-se" da mesma maneira com relação às 
operações adição e multipl_icação, isto é, êles têm a mesma estrutura : 

de Grupo Comutativo, com relação à adição; 

de Anel Comutativo, com relação à adição e multiplicação. 

PRÁTICAS MODERNAS - GRUPO 45 

Você já sabe que os Sistemas M atemáticos (isto é um conlJ'unto munido de uma. ºau 
· - • mane1r • mais operaçoes) que possuam a MESMA ESTRUTURA, comportam,se da mesma 0 

Nestas condições, se um Sistema Matemático possui, por exemplo, estrutura de GRUP ' 
é sempre possível resolver,se nesse Sistema a equação: 

n "" ou do onde A e B representam, em nossas Práticas, elementos dos conjuntos Z, ~• W' 

conjunto P dos polinômios. De fato, a solução dessa equação é dada por. 

. _ . . . ue se estuda. representando A' o elemento inverso de A e • a operaçao definida no conJunto q 
Exemplo: Resolver as seguintes equações: 

i." ) 8 +X= 12 
no Conjunto,Universo Z (que possui estrutura de GRUPO em 
relação à operação adição) 

A solução é dada por: 

x = 12 + c-s), isto é, 4, sendo (-8) o elemento inverso (aditivo) de 8, pois a 

operação que figura na equação é a adição. 

8 X x = 12 
no Conjunto-Universo () • = () - (OJ (que possui estrutura de 
GRUPO em relação à operação multiplicação) 

A solução é dada por: 

:x = 12 X ! , isto é, ~ , sendo ! o elemento inverso (multiplicativo) · de 8• 

pois a operação que figura na equação é a multiplicaçilo. 
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3.•) 1 A + X = B 1 
P ( Possui estrutura de C:RUPO em 

no Conjunto,Universo. _ que 
relação à operação ad1çao) 

representando A e B os polinômios dados: 

A = -2 + 5x - 3x 2' B = 5 - x + 6x • 
A + X= B. f' de tomar verdadeira a sentença: 

e X o polintJmio que se procura, ª im . tura de GRUPO em relac;ão 
P dos polinômios possui estru 

Como o conjunto 
à adição, segue,se que: 

X= B + (-A), 

sendo 

Logo: 

(-A) o polinómio oposto (ou inverso aditivo) 

X = (5 - X + 6x•) + [- c-2 + 5x - 3x2)) 

X = 5 - x + 6x2 + 2 - 5x + 3x• 

X = 7 - 6x + 9x 2 

e a solução da equação proposta: 

do polinômio A. 

c-2 + 5x - 3x 2) + X = (5 - X + 6x 2) 

é o polinômio: 7 - 6x + 9x 2
• • 

dado Sistema Matemático possm estru, 
Desfrutando a vantagem de saber que ~m. 

tura de GRUPO, resolver as seguintes equaçoes. 

l.•) 

3.•) 

4.') 

5.•) 

6.•) 

7.•) 

8.•) 

9.•) 

5 + X = 12 

9 X X= 18 
-1 

1 X x = 2 

3 

no Conjunto-Universo Z 
no Conjunto-Universo Z 
no Conjunto-Universo 

no Conjunto-Universo 

no Conjunto-Universo R 

2 +x = 5 

3 + 2x = 10 no Conjunto-Universo R . 
2 no Conjunto-Universo 

(3 - 2x + 9x 2) + X = (5 + x - 3x ) 

(x• + 8x) + X = (x• + Bx) 
no Conjunto-Universo 

no Conjunto-Univerm 

p 

p 

p 

(5x) +X=(~ -x+8x 3
) 

( + 2 ) no. ConJ·unto,Universo P 
-4x 3 -x 5 
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ESTUDO DAS FIGURAS GEOMÉTRICAS 



' 

1.8 Parte:-- fazendo Geometria ... 
- figuras geométricas planas: cur-

vas fechadas simples 
- um pouco de Topologia ..• 

2.ª Parte: - relações e operações com con
juntos de pontos no plano 

- semi-reta; segmento de reta; 
semi-plano 

- medida de segmentos; 
segmentos; congruentes 

3.ª Parte: - ângulos; medida de ângulos; 
ângulos congruentes 

- problemas de aplicação 
4.ª Parte: - explorando demonstrações ... 

- ângulos formados por duas retas 
coplanares e uma transversal 



f 

1 

1.0 Parte: - fazendo Geometria . .. 
- figuras geométricas planas: cur

vas fechadas simples 
- um pouco de Topologia •• • 

Fazendo Geometria ... 

l. Objetivos da Geometria 

Até aqui você estudou e trabalhou com conjuntos de números. 
Estabeleceu relações, operações e propriedades, dentro da Matemática 
c?nhecida pelo nome de Aritmética. A seguir estudou sentenças matemá, 
ticas, ressaltando,lhes as estruturas algébricas, na parte conhecida pelo 
norne de Álgebra. 

Agora, ao invés de conjuntos de números, você estudará conjuntos 
de pontos. Estará ainda dentro da Matemática, na parte chamada 
GEOMETRIA. 

Os conjuntos de pontos constituirão as figuras geométricas, para 
as quais também serão estabelecidas relações, operações, propriedades e 
sentenças matemáticqs. 

Se na Aritmética e na Álgebra o Universo de trabalho foi o conju•nto 
~e todos os números (R), na Geometria, o Universo de trabalho será o con, 
~;'~to de todos os pontos, conhecido com o nome de espaço (E), no qual 

,v~vem" as figuras geométricas, tais como as linhas, os planos, as super, 
ficies,.. . que são subconjuntos de E. 

UM POUCO DE HISTÓRIA 

. Há milhares de anos, babilónios e egípcios usaram as primeiras idéias de 
Ge<;>metria para: estudar Astronomia, construir pin1mides, medir seus campos de 
a~rtcultura, etc. Euclides, um famoso grego, escreveu o primeiro livro de Geome
tria há 2 200 anos, numa época em que Geometria significava "medida da Terra". 

Hoje, em plena era do espaço, ~oi.letria tem outros significados. Que é 
espaço 7 Espaço, para nós, é O conjunto de todos os pontos. Em outras pala
vras, 0 espaço "abrange tudo"! 

. Uma viagem para Marte, por exemplo, envolve o nosso espaço. Se uma nave es
Pa:::al p_rete.?desse fazer tal viagem deveria, entre outras coisas, conhecer no e~paço: 
0 caminho que êsse planêta faz ao redor do Sol, sua localização e sua velocidade. 

Pois bem, os estudos ligados principalmente aos caminhos e localização no 
espaço pertencem â Geometria atual. 
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2. Tudo começou com o ponto . . . 

Tôda figura geom' t · , Primária você "d e .~ica ~ um conjunto de pontos. Desde a Escola 
físicos. São p i estnh_~. as figu~,as geométricas associando--as a modelos 

, os, am1 tares os desenhos" que lembram: 

o ponto 

/ 
a reta 

I 
o segmento 

de / º\ 'º 
_l_;_ ~ 

0 triângulo 

o retângulo 

o polfgono a circunferência 

..... -----...... o prisma 

a pirâmide 

o cilindro a esfera 

l';la _Geometria,. a ser estudada, você irá conhecer melhor as figuras 
geomet~icas por meio de Propr_iedades qu_e as caracterizam e que são sempre 
verdadeira~, qualquer que seJa a precisão com que foram desenhadas. 

Para ISSO será necessário conceituá~las, além de desenhá~las. 
Se você quisesse, por exemplo, definir um tridngulo poderia dizer 

9ue se tr~ta de um conjunto de pontos . Porém, tôda fig~ra geométrica 
ed_ um_ c_o~~unto de pontos. Então é necessário mais "alguma coisa" para 

ar a 1de1a do que seja um triângulo. -
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- Dizendo que o triângulo é um conjunto de segmentos de retas, com 
determinadas propriedades, você desejaria saber o que é um segmento 
de reta que, por sua vez, exige saber-se que é u'ma reta, e esta, o que é 
um Pon to! 

Logo, tudo começou com o ponto, que passa a ser, assim, o primeiro 
elemento da Geometria, ou seja, afigura mais si>nples, usada para definir as 
demais. Como antes do ponto "não há nada", êle não vai ser definido 
e por isso é considerado um conceito primitivo. 

A imagem de um ponto pode ser ·obtida pela marca deixada pela 
ponta de um lápis (bem apontado!) numa fôlha de papel ou o "canto" 

onde se . E:ncontram as duas paredes de 
sua sala de aula com o assoalho. 

Mas guarde bem: êstes desenhos 
revelam apenas uma idéia do pont?, 
pois na verdade o ponto da Geometria 
não possui " tamanho" e você sabe 
que não enc~mtra~os nada no mundo 
físico sem d1mensao! 

Você pode, portanto, imaginar um 
ponto, mas não pode "segurá-lo" nem 
"carregá-lo" ... 

Deslocando--se a ponta de um lápis 
pela fôlha de papel, ficará descrita a figura 
geométrica denominada linha ou curva. 

Como é natural, você pode traçar o 
" tipo" de linha que quiser. Não há, porém, 
linha ma is simples do que a linha reta, 
geralmente chamada reta, cuja imagem é 
obtida fazendo-se deslizar a ponta ·de um 
lápis ao longo de uma régi.a, até . • • 
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Na verdade a régua possibilitou 
desenhar "urna parte" da reta, pois 
você pode "imaginá, la" prolonc1ada 
indefinidamente, mesmo além da íôlha 
do desenho ... 

sugerem imagens da figura 
pensado ''ilimitado" em todos 

A superfície do quadro negro, o 
chão determinado pelo pátio do Colégio, 

geométrica denominada plano, que é 
os "sentidos". 

No eStudo que será feito vão ser considerados como "grandes perso.
nagens" da Geometria: 

o ponto a reta e o plano 

dos quais v~cê Já tem idéia formada, apesar de não os ter definido, por 
serem con~eitos Primitivos. Nestas condições, não serão os desenhos bem 
ou mal feitos que os caracterizarão e sim determinadas propriedades que 
êles possuem. 

Para facilitar o reconhecimento de tais propriedades, pode,se empregar 
símbolos para representar os pontos, as retas e os planos. Assim, serão 
representados: . 

os pontos por: A, B, C, D, . . . , P, ... (letras latinas maiúsculas) 

as retas por: a, b, e, d, . . . , r, . .. (letras latinas minúsculas) 

os plános por: a, {3, 'Y, ó, ... (letras gregas minúsculas) 
(alfa) (beta ) (gama) (delta) 
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3. Figuras geométricas que "vivem" no plano 

Vamos considerar o plàno como um conjunto infinito de pontos: 

Neste curso de Geometria O plano será o Universo de t~a~alho, repre, 
sentado de preferência pela fôlha de seu caderno, onde voce Já está acos, 

tumado a desenhar: 

ângulos, triângulos, quadriláteros, circunferências, ... 

V~ 
ºº 

d seus pontos num mesmo pllno, 
Tais figuras, por possuírem t? os º1 as Em linguagem moderna: 

~ão denominadas figuras geométricas P an · 

bc njuntos do plano 
as figuras geométricas planas são su o 

. . amides cilindros, cones, esferas, .. . , 
OBSERVAÇÃO: As figuras geométricas: prismas,, pir - c'hamadas figuras geomé-

. d n mesmo p ano, sao 
CUJOS pontos não pertencem to os a w 
trlcas espaciais. 
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EXERCÍCIOS DE F IXAÇÃO - GRUPO 46 

I. A=5i": c?mo os ~bjetos concretos permitiram a idéia de número, os seguintes desenhos 
dao idéias de figuras geométricas. Dê, de cada uma delas, o nome pelo qual você 
as conhece: 

~____, L ~ 
D cJ ____ /J 

2. Diga que figuras geoméiricas sugerem : 

1.
0

) o conjunto das estrêlas do céu à noite; 
2.0 ) UJll raio de luz; 

.. -----... ........ 

3.º ) a dobra de uma fôlha de caderno em duas partes iguais ; 
4.º ) a superfície da pista de um boliche; 

5.
0

) e! superfície de uma bolinha de pingue-pongue; _ m a 
(a resposta - superfície esférica - é dada para não haver confusao co 
resposta da questão seguinte) 

6.0
) uma bolinha de gude; 

7.0
) uma bola de futebol ; 

8.0
) um dadinlzo de jôgo; 

9.0
) os trilhos de uma estrada de ferro ; 

10.0
) um lápis comum que nunca foi apontado; 

11.0
) ••• e a Pirtlmide de Quéops, do Egito. 

3. Assinale V ou F nas seguintes sentenças: 

I.•) Posso desenhar quantos "modelos" de linhas ou curvas eu desejar. 
2.") L'ma reta é uma linha. 
3.•) Uma linha é sempre uma reta. 
4.•) Uma linha nem sempre é uma re ta. 
5.•) Um plano é uma superfície. 
6.0

) Tôda superfície é um plano (cuidado!). 
7.•) O trülngulo é uma figura geométrica plana. 
8.•) O triângulo é uma figura geométrica espacial. 
9.•) A pir~ide é uma figura geométrica plana. 

10.•) O nôvo Estádio de Belo Horizcnte sugere uma figura geométrica espacial. 

4. Desenhe e dê os respectivos nomes de três figuras geométricas planas e de três figuras 
geométricas espaciais. 

5. O tritlngulo é um subconjunto do plano. É Verdadeira ou Falsa esta sentença? 
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Figuras geométricas planas 

4. Curvas .fechadas simples 

Considere uma fôlha de seu caderno como o "plano" no 
qual serão desenhadas as seguintes figuras: 

f . g métrica plana denominada Cada uma delas representa uma igura eo 
curva fechada simples. t d'e um lápis 

F , , 1 descr-e-vê-la com a pon a ' 
echada, porque e sempre possive " 1, is do papel'' chegar 

a partir de um ponto inicial (P ) :• _se~, le
1
vª ~;ar ~ pª~rcurso já per~orrido. 

ao ponto inicial, não sendo perm1t1do vo ta r pe 
(Experimente!) t 

" - cruza", ou seja, não se intercep a Simples, porque a curva nao se 
a si. mesma. 

As curvas fechadas simples deter
minam no plano ( onde se encontr~m) 
três conjuntos, constituídos respectiva
mente pelos: 

pontos interiores à curva 
pontos da própria curva 
pontos exteriores à curva 

. - ·- ·nterior ou simplesmente interior 
Os pontos interiores cor~poem ª regia? i da curva. Tais regiões estão 

da curva e os pontos exteriores o exterior 
destacadas na figura, onde: 

interior da curva os pontos A e B pertencem ao 
o ponto p pertence à curva 

ao exterior da curva os pontos M e N pertencem 
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ATENÇÃO: As curvas fechadas simples gozam das seguintes importantes propriedades 
que as caracterizam: 

l.•) qualquer linha que une um ponto interior a 
um ponu, exterior intercepta ("encontra") 
a curva pelo menos em um ponto: 

2.•) é sempre possível unir dois pontos quaisquer interiores (ou exteriores) por uma linha 
que não intercepta ("não encontra") a curva: 

a partir de um ponto exterior. (M) qualquer "semi-reta" que i_nte~cep(~) a ~::ue~ 
faz em um número par de pontos· a partir de um ponto mtenor • q . 

' , ! par de pontos. "semi-reta" que intercepta a curva o faz em um numero_ m 

5 e na-o sa-o fechadas nem simples . urvas planas que 

As figuras geométricas planas: 

. . . . is se você começar a descrevê-las 
não sãofechadas, como é fácil_verificar, po p ão voltará mais a êsse 
" "d " tir de um ponto ' n á . " num certo senti o , a par . d 1,, ou use O "sentido contr rio · 
ponto, a menos que "levante o lápis o pape 

Por outro lado, as curvas: 

" Também as figuras: não são simples porque "se cruzam · 

não ·são fechadas nem simples. representam curvas que 
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6. Convexidade 

Têm especial interêsse em nosso curso de Geometria as curvas fe
chadas simples convexas, tais como: 

~ 
onde o_~egr:ient~ de ~eta que une doú pontos qunisqner (A e B nas figuras) 
da regiao mtenor a curva está sempre contido nessa região. 

Já não são convexas as curvas fechadas simples: 

A• - - •a /4 
p 

~ 

porque o segmento de reta que une dois pontos quaisquer interiores nem 
sempre está contido na região interior à curva. 

Qual, das duas seguintes curvas fechadas simples, é convexa? Por 
quê? 
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TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 47 

Dependendo da "fonna" com que se apresenta uma cu rua fechada simples, é pos-
sfvel, com uma simples 9bservação, reconhecer quais são os pontos do plano interiores 
ou exteriores à curva. E o' caso das figuras: 

onde P e Q são pontos interiores e M e N, pontos exteriores às respec~vas curvas. 
Há casos porém em que sem recorrer às propriedades que carac~enzam as curvas 

fechadas simpr:S, é difícil O reconhecimento de pontos interi_ores ou extenores ~ uma d:ia 
curva. Assim, por exemplo, na seguinte curva fechada stmples (embora nao pareç · • 
quais são os pontos interiores e 
quais os exteriores ? 

Basta traçar, pelos pon, 
tos, qualquer semi-reta que 
Intercepte a curva e contar o 
número de pontos da intersec
ção: se f6r par, o ponto é exte
rior; se fõr ímpar, o ponto é 
interior. Então, são interiores 
os pontos B e D, pois as 
semi-retas traçadas por êles 
encontram a curva em um nú
mero {mpar de pontos, e exte
riores A e C, porque as semi-retas encontram a 
curva em um número par de pontos. 

Diga você, agora, quais .os pontos interiores e 
quais os exteriores às seguintes curvas fechadas 
simples: 

4pontos 

NOTA: As semi-retas empregadas não devem passar pelos "vértices" da figura. 
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A famosa Curva de JORDAN: 

t 

O ponto A é interior ou exterior à Curva de Jordan? E O ponto B? 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 48 

I. ,:\s seguintes curvas planas são fechadas simples. Os pontos P e Q pertencem ao 
interior e os pontos A e B ao exterwr da curva. Procure verificar, desenhando, as 
três propriedades que caracterizam as curvas fechadas simples. 

A . 
• B 

•B 

Qual delas é convexa? Por quz? 

A• 

. 
B . 

p 

•Q 

2· Assinale quais, das seguintes figuras geométricas planas, são curvas fechadas simples: 

1 "li 

3. Idem, que não seja curva fechada simples: 
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4. Assinale quais das seguintes curvas 'cc· hadas 
.1• simples são conuexas: 

S. A figura geométrica: 

não é uma curva fechada simples. Por quê 7 

Quantas curvas fechadas simples estão representadas 
nesta figura 7 

6· O contôrno do mapa do Brasil e o tradicional símbolo do IV Centenário do Rio de 
Janeiro representam CUl"llas J ecliadas simples ? Por quê 7 

7. Voe~ deve ter per~bido (ou não 7) que no quadro do exercício 3 consta O ponto entre 
as figuras geométncas desenhadas. O ponto é considerado uma curva simples fechada. 
Por quê? 

1.28 

( 

TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 49 

Observe as t rês figuras desenhadas: 

A ~ triângulo 
B quadrado 
e : circunferência 

e responda: 

I .•) quais os numerais pertencentes ao interior do triílngulo A? do quadrado B ? da 
circunferência C? 

2-º) Quais os numerais pertencentes ao interior do triângulo, porém, não-pertencentes 
ao interior das outras duas figuras 7 . 

J .•) Quais os numerais pertencentes ao interior da figura C e ao exterior da figura A? 

4.•) Ao interior de quais figuras pertence o numeral 3. 
5.•) Quais os numerais pertencentes ao interior de A ou de B (ou de ambas) e ao 

exterior de C? 
6 -º) Ao interior de quais figuras não pertence o nume.ral 2? E o numeral 3? 

7.•) O numeral 7 pertence ao exterior de quais figuras ? 

S.•) Quais os numerais que pertencem ao interior das figuras A e C, mas não ao interior 
de B ? 

9,•) Quais são as duas figuras a cujo interior pertencem os seguintes pares de numerais: 

a) 3 e 6 b) 3 e 4 c) 2 e 3 

10.•) Quais os numerais pertencentes, ao mesmo tempo, ao interior da figura A, figura 
B e figura C? 

B 

6 5 

e 
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NOTA IMPORTANTE 

Um pouco de Topologia .... 

Estudando curvas f echadas simples 
um dos modernos ramos da Matemát", voe~ t?mou contato com a Topologia, 

Na Topologia a f" ica, re acionados com a Geometria . 
Ge • • s iguras geométricas tê · 

om~tna porque podem mudar de taman m mais " liberdade" do que na 
Propriedades (estruturais) que d" _ho e forma , conservando porém outras 

p d . izem respeito a sua estrutura. 
. o e-se apreciar fàcihnente d" . 

ao mvés de uma fôlha de papel, p:~~a «d!~n1ão .. usan~o uma ft3lha de borracha, 
n ar as figuras geomét ricas planas. 

Desenhe, por exemplo, numa f t3lha 
de borradia um retdngulo ABCD com 
um ponto assinalado no seu interi~r. 

Por mais que "se estique" a borra, 
~---B ~ha, . o pon_to permanecerá sempre no 

interior da figura, que vai continuamente 
mudando de forma e de tamanho pois 

ABCD os )~dos do retângulo se transfo'rmain 
(que pode ser percorrido se em lmhas curvas. Todavia, o contôrno 

~:~
0
curvafechada simples, existindo p;rt~~~o ªa curv\se ~ruze_) .continuará sempre 

. rme pode ser apreciado nas figuras abai:o~eg1 es interwr e exterior à curva, 

~ i ·r 
Assim, o retân 1 . - · ~ 

são topologicamente :u ~-e a circunferência, a des eit 
a estrutura delas!) quivalentes, pois ambos sã: 0 de ;erem formas diferentes 

. . , conservando as ProPriedad curvas "echadas simples (esta é 
. es estudadas para essas curvas. 
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Tudo começou com o ponto, . . . continuou com as curvas, . . . com as 
retas, ... com o plano e ficou - na Geometria a ser estudada nesta série - com 
as figuras geométricas planas. Nestas, tem importância fundamental o estudo. das 
curvas f echadas simples, por estar diretamente ligado ao das estruturas topológicas. 

A propósito : as idéias de interior e exterior de uma curva f echada simples 
permitem resolver o histórico problema de um Califa persa que, "desejando" 
selecionar um marido para sua linda filha, usou um problema de Topologia. 
Eram propostas duas situações para um mesmo problema: ligar A a A ', B a 
B', C a C' por linhas que não se cruzem nem interceptem qualquer outra linha 

da figura: 
1.• Disposição 

A A' 

B B' 

e C' 

2.• Disposi{,ão 

A C' A C' 

B 
B' 8 B' 

e A' e A' 

A solução da p rimeira disposição é fácil. Já _na segunda, depois de ligar 
A com A ' B com B' resultará uma curva f echada simples na qual C se ei:icontra 
no interio: e C' no exterior e conseqüentemente, o cammho que os une entthtrará 
a curva. Logo, · não há sol~ção para essa segunda disposição e ... " topolõgica, 
mente" o Califa não quer que sua filha se case , .. 
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2 ° Parte· 1 -· · ·~e açoes e operações com con-
Juntos de pontos no plano 

• semi-reta; segmento de reta; 
semi-plano 

• medida de segmentos; 
segmentos; congruentes 

Relações e operações com 
conjuntos de pontos no plano 

7. Primeiras relações e operações 

Com os Pontos e com as retas serã . 
0 estabelec1das as primeiras relações: 

· · · é igual a ... 
• • - Pertence a ... 

e a operação: intersecção de reta 
Junto~ ~e Pontos. Tais rela õe s, ºnde 1:s retas são pensadas como con
exercictos que se seguem. ç s e operaçao serão "sentidas" através dos 

EXERCÍCIOS EXPLORATÓRIOS G 
J - RUPO 50 
. Com um ldpis (ponta be . 

transparente) m afiada ) e , 
- ' você vai '"explorar" · · · ~ma regua (preferlvelmente de material 

1 • as segumtes questões: 
. ) (esta é para auxiliar ) D 

2.•) 

ponta d lá · • · · · esenhe u 0 pis marque, em r, um po':::
0 

r~a qualquer e indique-a por r. Com a 

p 

se de ~mo O ponto P Pertence à reta r (lembre, 
é um ~kn~e~~ta r é um cor:,junlo d~ pontos e P 
relação empregºa ~êsse ~OnJunt?), mdi~-se tal 

n ° O 51mbolo Já conhecido: E: 
Logo: p €: r 

Desenhe um p to retas on e represente-o 
assin.J~~pode traçar por p ? ~or i-" Quantas 

quatro retas· a b ª igura estão 
· ' ' c e d. Portanto: 

p €: a, 
P(:c, P(:d 

Será que só "p . assam" estas retas por p? 

p €: b, 
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2. Se a e b, como retas, são conjuntos de pontos, então você pode determinar a intersecção 
delas. Ora, as re tas a e b, do exercício anterior, interceptam-se (ou seja, "encontram-se"') 
no ponto P. Sendo a intersecção de dois conjuntos um 
conjunto, segue-se que a intersecção de a e b é o conjunto V 
unitário constituído pelo ponto P. Indicação. 

a 
a n b = (PJ 

Você conclui fàcilmente, examinando a fig. da 2.• questão 
do Exercício I, que também: /1 ~ 
a n c = (P} a n d = . . . b f"'i e = . . . b f"'i d = . . . ,, 1 

3. Sôbre uma tábua fixe dois pregos que a furem em dois "pontos" A e B em posições 
diferentes, isto é, distintos. 

A B 

Passando por A e B dois ou mais fios (bem fininhos) e esticando-os bem, vçcê 
perceberá que os fios se superpõem, dando a impressão que coincidem. Essa expe, 
riência sugere a seguinte ajinnação, que passa a constituir uma propriedade que 
caracteriza a reta: 

Dois pontos distintos determinam uma únka reta 

Para ""testar"' essa ajinnação, marque dois pontos distintos numa fôlha do 
caderno. Represente-os, respectivamente, por A e B: 

Quantas linhas você pode traçar ligando A com B ? Muitas, não é verdade? 
Usando a régua, porém, poderá traçar uma s6 reta, que será indicada por r. 

Agora você já pode indicar uma reta também por dois pontos distintos, precisa
mente os dois pontos que a determinam, da seguinte maneira: 

++ 
r = AB 
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A flecha, com du 1 P a seta nas extremid d 
que traduzem a inif' 'd d a es, procura indicar os do. 'do vez m1 a e da reta T 1s senti s 

que os pontos A e B determina~",:iaz indicar a reta r pur AB ou .,_.. 
Logo: ÂB =- BÀ = r pre a mesma reta. BA, uma 

NOTA' Se A dizer q · == B, isto é A B ue os pontos A B ! . e represen 
com o que foi "explorad~" comcidcm. Neste = ~e mesmo pontó, então costuma-se 

no exercício 1.0 ) , por êl~ pa:;s:ã só um Ponto e, de acôrdo 

4· Considere numa fôlha d 
O 

quantas retas você quiser! 
e desenho os . . 

determinam a - pontos distintos A e B reta AB: · Você já sabe que êles 

A 
Desenhe, a seguir, 8 

um ponto C fora da -reta AB, 

•e 

A 

Em símbolos, temos: C f/. AB. 
o Por sua vez: 
s pontos A e C dete . 

e os pontos B e C d rmm~m a reta Âc 
etermmam a reta BC 

Qual é • 

B 

is to é e ..... ' não pertence a AB: 

É a intersecção das retas ÂB e A-C 7 
o ponto A lnct· 

· 1cação: Â8 n, Ãê .,, (A) 
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- -NOTA : Diz-se também que as retas AB e AC são i11cide11tes ou concorrentes 

no ponto A. 

Responda, agora, às seguintes perguntas: -!.•) Qual é a intersecção das retas AC e CB? Indique com símbolos. 

2.•) Qual é a intersecção das re tas AB e BC? 

3.•) Como se torna verdadeira a sentença: ÂB n BC == [ ••• ) ? 

5. No plano <Y, representado pela sua fôlha de caderno, está desenhada uma reta r: 

r 

Neste caso a reta r (que é um conju11to de pontos) está contida no plano (que também 
é um conjunto de pontos). Tal relação de inclusão é indicada por: 

r e (X 

1 

Por sua vez, ~ plano contém a reta r: 
1 

ex ) r 

6. Preste bem atenção a esta questão: 
Considerados numa fôlha de desenho, a reta ÂB = r e o ponto C, fora de ÂB, será 
que nessa fôÍha você poderia traçar por C alguma reta que não it1terceptasse ("não 

encontrasse") a reta r = AB? 
Com auxilio de um esquadro e uma régua é possível traçar uma reta (indicada 

por s) que não encontrará a reta r: 

º e 
~ ---------l 

s 

r 

A 
B 
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As retas s e r, pertencentes ao mesmo plano, que não se interceptam, são deno, 
minadas paralelas. Indicação: s / / r. 

Então: Duas rttas, situadas no mesmo /Jlano, são PARALELAS quando não se interceptam. 

Na linguagem dos conjuntos êstc fato significa que a intersecção dos conjuntos 
s e r é o conjunl-0 val ia, isto é: 

s f"'\ r =Qf 

Usando símbolos conhecidos pode-se, agora, dar uma def i11i,;ão de retas para, 
/elas, por meio de sentenças matemáticas equivalentes : 

Vs, Vr C a, r ?! s, Is li ri ~ Is /"\ r = f2fl 
7. Considerados os pontos distintos A, B e C da reta r : 

A B e 

tem-se que a reta r pode ser detenninada tanto pelos pontos A e B, como pelos pontos B e C ou A e C. Logo: 

AB =BC= AC 
e diz-se que A, B e C são Pontos colineares ou alinhados. Vale, pois, a definição: 

IA, B, C, colineares] ~ [A, B, C, pertencem à mesma reta) 

OBSERVAÇÃO 
Retas coplanares e retas reversas 

Duas retas são COPLANARES se existir um plano que as contenha e REVERSAS se niio existir um plano que as contenha. 

As retas coplanares se apresentam como: 

- incidentes, quando têm um ponto em 
comum, como é o caso das retas r e s 
da figura ao lado, pois: 

T ('\ s = (A) 

- Paralelas, quando não têm Pont-0 em 
comum. Na figura: 

r 11 t pois r ('\ t = f2f 

Já as retas r e x representam, na figura, retas reuersas, por não existir um plano que as contenha. 
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No plano: 

am infinitas retas 
por um ponto A pass B assa uma única reta 
por dois pontos distintos A e p e num único ponto 
d tas incidentes interceptam-s 

uas re I las não se interceptam duas retas para e 

ÇÃO _ GRUPO 51 EXERCÍCIOS DE FIXA da 

d . pontos distintos p e Q, respon Ih de caderno ois 
1. Depois de desenhar na ·~ua ~c~do-as com constrUções: 

às seguintes perguntas, JUS 

assam por P? 1 • ) Quantas retas P Q? 

2:•) Quantas retas passam p~: p e por Q ? 
3.•) Quantas retas passam P - p ? 

É d · senten,.": PQ "' Q d modo 4.•) uerda eira a ,... . figuras ao lado, e 
1 . as às respecovas 2. Preencha as seguintes sent ' 

a tomá-las 11erdadeiras: 
enças re at1v 

a) a f"'\ b "' ( · · • J 
b) p E: a e P E: · · · 

c) b f"'\ · · · "" {P) 

a) ME: r e M . . . s 

b) r ... s "" (M} 

e) s f"'\ · · · = (M} 

a> MP ('\ NP = e ... i 
.- (N} 

b) MN f"'\ · · · 
.- -N (M} c) PM f"'\ M ... 
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3. Desenhe uma reta ÂB e um ponto C ./. ÂB. A seguir, desenhe: -1.0 ) A reta r que passa por C e intercepta AB em B; _ 

2.•) a reta s que passa por C e não intercepta a reta ÂB, isto é, seja paralela a AB. 

4. Escreva V ou F nas seguintes sentenças: 

l.•) se r li s então r ('\ s = fÕ 
2.•) se r li s então r ('\ s ;é fÕ 
3.•) se r ('\ s = fÕ então r li s 
4.•) se r li s então s li r 
5.•) [P, Q, R, colineares] ~ 
6.•) [P, Q, R, colineares] ~ 

[P, Q, R pertencem à mesma reta] 
[P. Q, R não pertencem à mesma reta] 

5. As retas r e s estão desenhadas no plano a (considerado como um conjunto de pon_to:i~ 
Escreva o símbolo conveniente, a fim de tomar verdadeira cada uma das seguin sentenças: 

1.,.) T • •• a 

2.•) a ... s 

3.•) r ... s .., (PJ 
4.•) p .. . r 

5.•) P ... s 

8. Estrutura de ordem nos pontos de uma reta; 
relação ... estar entre . . . 

(r C a _ modêlo) 

(P E: r _ modêlo) 

Seja a reta r determinada pelos pontos distintos A e B: 

r 
A C B 

e C um ponto "entre" A e B . Deslocando--se da esquerda para a direita 
o ponto B, pode-se dizer que o ponto C continuará sempre "entre" A e B: 

A e B 
Se, em vez de na reta r, os pontos A e B fôssem tomados numa cfr, 

cunjerência, conforme figuram no 
desenho, ainda se poderia dizer 
que C está entre A e B. Porém, 
fa;Zendo--se deslocar o ponto B 
(no sentido horário), será que 
você poderia ainda dizer que C 
está entre A e B ? 

Não, não é? 
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_A,--._c 

e 
e 

e 

. , acterizada da seguinte manei~a: 
Por isso a relação ... estar ~nt_re ... e car dêles está entre os outros dois, 

se A, B e C são três pontos d1_stm~ospe ~:n1cem à mesma reta. Logo: 
então A B e C são colineares, isto e, e 

' > 

• • A B 
. -o nenhum dos pontos 

ê 
está entre 

Se A B e C não são colmeares, enta f . 
os outros' dois. Assim, por exemplo, na igura. 

A · 
.e 

está entre os outros dois. nenhum ponto 

. B b I r com os quatro ode esta e ece Quantas relações eStar entre ... se p ? 
pontos distintos A, B: .. c e D, de uma reta r 

M, 

D A B C 

Temos: B está entre A e C 
B está entre A e D 

e está entre B e D 
C está entre A e D 

1 _ está entre . • · 'd re açoes · · · Estabeleça você to as as d n na reta r. 
N, P, Q e O, dispostos, nesta or e, , 

com os pontos 

semi-plano 
Semi-reta - segmento de reta -

9. Conceito de semi,reta b e se de <4ue a reta 
. t (!em r -d seus pon os O· Considere na reta r um e á representado por · 

P9ssui infinitos ~pontos!), que ser 7 

--➔r" 
O. semi-reta 

r~:...,..._ __ s_e_m.....,...i--re- t:-a------::o:ri;--:gem ' r" cada uma delas 
·- s· r e , duas reg10e . O pontb O reparte a reta r em . , ,, 

denominada semi-reta. Por sua vez. das semi-retas r e r 
. em de cada uma a da outra o ponto O é denominado ong d. em-se opostas um . . 

• , 11 da reta r iz . unitário, - as sem1~retas r e r •s 
O 

conJunto ) 
• . r' e r'' e ma1 . to de pontos . 

Logo: A reunião das ·semH~t~~ta r (que é um conJun 
forrnado pelo ponto O, é a própria 

l_r'_V_{_Ol-_ V-r',:---= ~ 
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Preste atenção, agora, a uma outra conceituação de semi-reta, a 
partir de dois pontos, e que é de muita á/)licação em nossos estudos: 

Seja a reta r determinada pelos pontos distintos A e B: 
--+ 

semi-reta AB 

A 8 e 

Que é semi,reta de origem A e que contenha o ponto B? 

É o conjunto de todos os pontos C da reta AB tais que A não está entre 

B e e. Indicação: AB -Então: AB representa a reta determinada pelos pontos A e B 

AB representa a semi-reta determinada pelos pontos A e B 
(sendo A a origem) 

10. Conceito de segmento de reta 

Considere a reta r determinada pelos dois pontos distintos A e B: 

- A e 
Chama,se segmento AB ao conjunto de pontos de r constituídos por 

A, por B e por todos os pontos que estão entre A e B. Os pontos A ej! 
dizem-se extremos do segmento. Indicação: AB ou BA (porque AB ou BA 
representam o mesmo conjunto de pontos). 

O segmento de reta é uma figura plana simples que apresenta pontos 
internos: são os pontos situados entre A e B, e pontos externos: são os 
pontos da reta r que não pertencem a AB. 

Cuidado com as-novas indicações, pois as sentenças: 

ÃB = BÃ. e AB = BA 

são verdadeiras, enquanto que a sentença : 

--+ -AB = BA é falsa / 

Isto porque dois pontos distintos A e B determinam a reta AB (ou M) e 
o segmento AB (ou BA) ; por outro lado ficam determinadas duas semi-retas : 

AB e BA, que são distintas. 
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AB e das semi-retas 
ÂB é denominada reta suporte do segmento 

- -AB e BA. . _ denominados conse, 
extremo comum sao 

Os segmentos que possuem um 
cutiuos e constam das figuras : 

... 1 
A 

i 
8 e 

f. os segmen t
os consecutivos 

são chamados 

Na primera das iguras M-N 
. . à mesma reta. 

coltneares por pertencerem _ onsecutivos, como 
colineares e nao,c 

_ Dois segmentos podem ser 
e PQ na figura: ---1-

Q 
-

1 
M 

-1 
N 

1 
p 

LEMBRETE AMIGO 

i-segmentoAB--l _______ _ 

------1.---- -t - --~ - - -'A - semi-reta AB-

r- -----1 
--------- semi-reta BA 

AeB -AB 
--+ 

AB 

BA 
ÃB 

-AB 

d los pontos A 
indica a reta determina a pe ontos A e B de origem 

d; minada pelos P · em B 
indica a semi-reta f ter tos A e B d~ on g 
. . d\ minada pelos pon . A e B, 
tndjca a semi-reta eter . do pelos pontos 

ta determma 
indica o segmento de re 
de extremos A e B _, BA 

AB e de AB e 
é a reta suporte de 
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TESTE D E AT ENÇ-
1. Você sabe AO - GRUPO 52 

que com os t rês pontos A B C 
.._.----1-- - • e da figu ra: 

A e B 

são identificados tr' 

Q 

es segm 1 -
uantos se me en os: AB, BC e A 

Ob 

g ntos você ideno·r· C. Responda· 
serve f" 1caria co · a igura: m quatro pontos: 

A, B, C e D? 

A 
(inf cnnação: C D B · · .é um núme , ro multip lo de 3 

2. T ambém na r· e menor do q ue 
1gura: 

1 
A 

\ l 
C B 

você identif" -ica Ires retlingulos: 

1 71~--,.--- t
1
f1caria nas f" 

AC ~ Ul T"' 
3. Examine bem D ª figura: 

A e B D 

Assina i e, agora, com V ou F as seguintes sentenças : 

1.•) C E:: AB 

2.•) C f/. AB 

3.•) e E:: BD 
4.•) B E:: AD 
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5.•) D E:: Ãi3 

6 .•) D f/. AB 

8 ... ) 

\ ] 
E B 

7.•) B E:: CD 

S.•) A fÍ_ BD 

11 · Conceito de semi-plano 
Considere a fôlha de caderno de desenho, que dá idéia da parte de 

p lallO indicado por ex: um - ~~'::? 

. . Uma reta qualquer r do plano o (lembre-se de que o plano contém 
~njm,ws retas!) vai reparti-lo em duas regiõesc o' e o" , cada uma delas 

enommad a semi,plano de origem r. 
d"I Os semi-planos o' e o" de o di« m-se opostos um do outro e a reunião 

e es com a reta origem é o próprio plano ex. Logo: I 

" . NOTAC Obs<cve , ,naJogiac enqu'"'º um P."'º d• um• "" ' «P"" ,m d,,., 
,,,,.,.," •P""'• umo "" d• um p\aM «P""~ ,m d, i, ,.,,,;.pi'"" •P"'°'· 

PRÁTICAS MODERNAS - GRUPO 53 

Operações com conjunto5' ,euniiio e intersecção d• segmentos, semi. 

retas e retas. 

l. Na figura: ◄•------..-11-------l ---+----------
A ~ C 

temos: , 

J.•) AB V BC = AC 

--+ -+ -
3.0 ) BA V BC = AC 

(o segmento AC é o conjunto dos pontos que pertencem 
ao segmento AB ou ao segmento BÇ ou a arnbos) 

(o ponto B é o único elemento comum aos conjuntos 

AB e BC) 

(por quê?) 
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2. ATENÇÃO: -+ -+ agora você pode der . -e BA, pois: como intersecção das semi-retas AB ;1mir o segmento AB . 

--BA --ZSAB-------,.. 
-A B 

-+ -+ 
AB /"'\ BA AB 

3. No caso d da Jigu,:a: os segmentos serem colineares, porém não-consecutivos, como no caso 

~ 1 1 
A B t 1 

D 
;,,, 

então: AB /"'\ CD .., $25, pois AB e CD não têm pontos em comum. 

4. Ná figura: 

A B 

você sabe que: :) lê-se "contém"). Então: 
-+ 

e AB n AB = AB 

-+ 
AB -:) AB (lembre-se· 

-+ • 

ABU AB = AB 

A seguir, torne verdadeira cad a uma das se • _ gumtes sentenças· 

1.•) AB u BA = . 2.•> X.ã n ãÃ = ... 

5· Na figura: 

D 

Tome verdadeira cad a uma das se . - gumtes sentenças· 

1.•) CO U 0D = . 

2 

-+ -+ J.•) .AB n CD= 

.•) OC u 0D = 4 
....... -+ 

.•) AB n CD 
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6· N a figura abaixo as retas suportes dos segmentos · 
n1iD. '"'""pld=~, m~ os ~gm,nlo< 

Tome verdadeira cada uma das seguintes sentenças: 
l.•) ÂB n CD = . . . temos: ÂB n CD = [PJ (modêlo) 
2.•) AB n CD -= • . . temos: AB /"'\ CD = 5Zf (modêlo) 
3.•) MN n CD = . . . 6.•) CP U PD = ... 

- -+ -+ 
4.•) MN n CD = . . . 7.•) PC U PD ,., .. . 

5.•) ÂB n MN = . . . s.•) NM u MP = .. . 
elemento e conjunto) e de inclusão 

( 
Relações de pertinência (entre 

entre conjuntos): 
Usando a linguagem dos conjuntos, traduza quando l: que dois pontos A e B (A ;,6 B) 
~rl•~c<m a um mes= ,em<-PI•"" , qu,ndo é qu, p,,t<n«m • ,on<PI- ,po'1o<• 

ns1dere o plano a, que é dividido pela reta r nos dois sem~planos opostos: a' e a". 
7. 

l.•) Condição para que dois pontos nêlo-situados em r pertençam a um mesmo semi

plano: se A E:. a' /\ B E:. a', então AB n r = 5Zf (lembre-se: /\ lê-se "e") 

isto é, se dois pontos (A e B na figura) pertencem a um mesmo sem~plano, 

=ti!o o 2""'º'° AB na, i,lu«P", "" origem , (<mbo" • ""' ,uporte ÃiÍ 
intercepte!) . 
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2.•) Condição para que dois pontos não-situados em r pertençam a semi-planos opostos: 

se C E: á 1 
/\ D E: a", então CD f1 T - {PJ 

isto é, a condição para que dois pontos (C e D na figura) pertençam n semi, 
planos opostos é que o segmento CD intercepte a reta origem r. 

8. Assinale com . V ou F, onde achar que deva, as seguintes sentenças: 

l.•) se A E: a' /\ B E: a', então AB C a' (lembre-se: C lê-se "contido") 

2.•) se CE: a" /\ D E: a", então CD C a" 

3.•) se CE: á 1 
/\ D E: a", então CD C a 

- . - . ? 9. Se AB li r, isto é: AB f1 r = 525, então A e B pertencem ao mesmo sem1,plano 

10. Se AB f1 r = 525, será que você pode concluir que AB 11 r? (Cuidado!) 

Medida de segmentos - Segmentos congruentes 

12. Conceito de medida de um segmento de reta 

, ~ sempr_e possível associar números a certas partes das figuras geo
metncas, a fim de melhor estudar suas propriedades. Tais números cha• 
mam,se medidas. 

Inicialmente consideremos os pontos A e B da reta r: 

A 8 

Usando ,uma régua graduada em cm, pode-se fazer corresponde_r !º 
ponto A o numero 4, por exemplo, assinalado na régua. Nestas condtçoes 
ao _B c~rrespo~derá, na mesma régua, o número 7. A diferença entre êsses 
d01s numeros (subentende-se o maior menos o menor) é o número 3. 

Agora, fazendo-se a régua deslizar-- ao longo da reta e ao ponto A 
corr~sponder o 5, então ao B corresponderá o 8 e a diferença permanecerá 
o numero 3. 

. O número real 3 diz-se medida do segmento AB, quando se toma por 
unidade o cm. 

E se a régua fôsse graduada em mm? E ntão a medida do segmento 
AB seria 30, como também seria outro número real se a unidade fôsse 
polegada. 

A fim d7 se ficar "à vontade" com relação à unidade, quando se 
fala e~ ,:nedida na Geometria, diz-se simplesmente que é um número 
real, nao importando se a unidade empregada é o cm, mm, polegada, etc ... 
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. . . dida resultará da seguinte corres-
Com essa f mahdade, o conceito de ; e ta e os números reais: 

pondência estabelecida entre pontos a re 

o o uai fazemos corresponder 
Fixa-se numa reta um ponto qualqut, ª c{ual fazemos corresponder 

o número o, a segu ir, fixa-se um outro pon °, ao 
o número J: 

O 1 

. . d s O e 1 foram escolhidos 
. ~ m associa o , d . 

Como os pontos, aos quais ora ·dade sôbre a reta (que po ena 
arbitràriamente, associou-se ~ êles u_m~ un~s pontos correspondentes aos 
ser o cm, dm, ... ) que_ peri:11ce as~ma ar feitamente definida uma corres
restantes números reais. F ica, pois, per u'meros reais e os pontos da 

A • • ( "Til) entre os 11 
Pondencia biunívoca ou um a ... 
reta com qualquer unidade. e o ' ' ' -, -, ~ -3rc ' 

--½ ,f t . é denominado coorde-

0 número real correspondente_ a cdada Pºton ºo ponto correspondente 
b issa o pon · E los· 

nada abscissa ou simplesmente ª. se ssui abscissa nula. xemp · 
ao O é denominado origem do stStema e po 1 

B é o n º real: 1-
, º I · - 2· a abscissa do ponto . 2 

A abscissa do ponto A e o 11. rea · ' 3 
D , 0 real· 3-

a abscissa do ponto e o n. . 4 

B 
3 

5 6 7 

A abscissa do ponto C é o n .º real: 3; 
f
. dos os pontos corres-

ai fora m ixa b . a 
Consideremos, ~gora, a ret~ ri~a ;~tos de r, que tenham por a sciss ' 

pondentes O e 1. SeJam A e B 0
. p e y sendo x < y: 

respectivamente, os números reais x • 6 A A ., 

real não-negativo: 
AB ao número d 1) 

Chama-se medida do segmento . s de B e de A (nessa or em . . 
Y - x, isto é, a diferença entre as abscissa 

Indicação: m(AB) ou AB 

Logo: 

o 

m(AB) = y- x 
[m(AB l é lido: 

·'medida de ÃB''] 

Exemplo: Na figurn: 
e D 

' ' . ' ' -~ =3 - 2 
- 7 -5 -4 

.-.;- ~ - ~--=:..:__::1•1-ê'1-t- ~;--3~· -.i~r~:__.__,_s_~:,-➔-
- , o 

e m(CD) = - 3 - - 5 = - 3 + 5 = 2 
temos: m(AB) = 5 - 2 = J 
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OBSERVAÇÃO· N-AB - . ao se pedirá . = BA (representam o a medida do segmento BA 
a ambos e, portanto b mesmo conjunto de pontos) está '. uma vez que, sendo 

S A . • asta conhecer m(AB). • associada uma única medida 

e = B, isto é Y - x =- O Lo • os pontos A e B sã . . . . go: o annc1denles enC ' ao x = Y e a diferença 

seA=B - -' então m(AB) = O e também -se m(AB) = O, e ntão A = B 

LEMBRETE AMIGO 

A palavra comp . 
mentos. Assim ~imento é, muitas vêz 
sinônimas. ' medida e comprimento de ~~ usada para medir seg, 

O 

segmento são palavras 

utras vêzes q . ' emprega,se 1 
ue equivale a dizer ta b ' a pa avra distdncia ent - , m em, med "d re A e B, 

l Nao se esqueça. co t a do segmento AB 
rea ' então valem . mo a medida de um . números! para as medidas tôd segme·nto é um número 

as as Propriedades dêsses 

EXERCÍCIOS PRÁTICOS 
1. Detenni - GRUPO 54 

ne as medidas d os segmentos indicados: 

e p E 0~ o F 
1 1 

A 
- 1 o 1 1 1 1 

1 2 3 4 

-2¾ 

B 

6 

m(OB) = 5 - O "" 5 
m(AB) .,. 5 _ 2 =- J 

m(CÕ> ... - 4 __ 6 - - 4 + 6 = 2 - 1 m(PQ) - 6 - _ -2 ~ =- 6 1 3 J 2 4 -2 +2-=9-4 4 

m(PF) == 1 - -2 ~ .,. 3 
4 

1 + 2- _ JJ 
4 4 

2. Preencher os claros . ' relativos às medid 
l.•) m(DE) = ~ do segmentos indicados: 

. . . 3 •) ( 
2.•) m(EA) = . m PB) = .. . 5-•) m(OA) 

6.0 ) m{D0) . . . 4.•) m(AQ) .., .. . 
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13· Segmentos congruentes; relação de congruência entre segmentos 

Logo:Todo segmento, como conjunto de pontos, somente é igual a si mesmo. 

AB = AB (porque representa o mesmo conjunto) 

T ambém: 
m(AB) = m(AB) (porque representa o mesmo número real)(*) 

N Todavia, dois segmentos podem ser distintos e terem medidas iguais. 
esse caso os segmentos dizem,se CONGRUENT ES- Assim, por exemplo: 

A B C D 
-s -4 - 3 ""2 - ,-----1~-__._ __ 2._. --';--➔~4--s!-' _ _,-1:i;--=-1 ---

os segmentos AB e CD, que sâo distintos, têm a mesma medida, pois: 

m(CD) = 2 e m(AB ) = 2 
Logo: O segmento AB é congruente ao segmento CD. Indicação: 

[ÃB~cD] 
fre -~ sí~bolo ,...,, indica a importante relação de congruência, usada com 

quenc1a em tôda a Matemática. Portanto: 

Dois segmentos são congruentes se, e sômente se, têm a 
mesma medida 

ou [AB '.::'. CD] ~ [m(AB) = m(CD)] 

, . Quais os segmentos congruentes que você identifica na reta do exer, 

c1c10 I do Grupo 54? 
vat· <?BSERVAÇÃO IMPORTANTE: A .. i:cmgruéncia de segmentos é uma Relação de Equi, 

encia porque goza das seguintes propriedades: 

l.•) R eflexiva: AB ~ AB (todo segmento é congruente a si mesmo) 

2
,•) Simétrica: se AB ~ CD, então CD ~ AB (se um segmento é congruente a um 

outro, êste outro é congruente ao primeiro) 
J .•) Transitiva: se AB ~ CD e CD ~ EF, então AB ~ EF (se ~m seg~ento ~ c~n, 

gruente a um segundo segmento e êste é congruente a um terceiro, encao o primeiro 

é congruente ao terceiro) A B C D E F. ______ _ 

~ justificação destas propriedades decorre do fato de que as medidas dos segmentos 

são numeros reais e para êstes valem tais propriedades. 

(• ) Subentende, .., SRMPRB com rc.Ja,llo :\ ,,.._,ma unidade de medida-
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14. Segmenf.o ... unidade; ponto ... médio de um segmento 

Um segmento AB é denominado segmento,unidade se, e somente se: 
m(AB) = 1. Assim, por exemplo, na figura : 

A B e o 
o 2 3 4 5 6 

os segmentos AB e CD são unidades porque: m(AB) = m(CD) = 1. 

Considerando,se, agora, um segmento qualquer AB e se M €:_AB 
é tal que A.M ,..._, MB, então o ponto M é denominado ponto,médio do 
segmento AB: 

A M B 

Logo: 

[M é ponto,médio de AB] ~ [AM ,..._, MB] (:::::) [m(AM) = m(MB)] 

Qual é o processo prático para você determinar o ponto,médio de 
um segmento? Basta marcar os extremos do segmento com uma "cinta 
de_ papel" e dobrá,la ao meio: o ponto,médio ficará prontamente deter, 
mtnado. 

Para maior precisão, usa,se o compasso. 

15. Relação de ordem para os segmentos 

_ Se~ segmentos AB e CD não são congruentes (AB ~ CD), então 
AB e CD não têm a mesma medida. 

Neste caso, pode,se definir uma relação de ordem(*) para os ~, 
mentos AB e CD, por intermédio das respectivas medidas m(AB) e m(CD) 
que, por serem números reais, já satisfazem uma relação de ordem conhe, 
cida. Assim, diz,se que: 

AB é " maior" que CD e indica,se: AB > CD quando m(AB) > m(CD) 

AB é " menor" que CD e indica,se : AB < CD quando m(AB) < m(CD) 

Logo: 
[AB > CD] ~ [m(AB) > m(CD)] 

[AB < CD) ~ [m(AB) < m(CD)] 

(-l Po~r .. se .. ia, ta~bém, dentro da linguagt rn dos conjuntos, definir que o segmento AB E: maior que 
o segmento CD quando AB contém um segmento congruente a CD. 
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D 

Exemplo: Na figura A , Y3_ , 
-2 -1 º r 2 3 4 s 

-}--..-7- ã,__ __ _ 

-
3 

- _ 3 m(CD) = 2. 
temos: AB > CD porque m(AB) - e ÃB ser um múltiP,'0 

dida do segmento ÃB é um mui, 
Também, no caso. de a ~; diz,se que o segmento 

ou submúltiplo da medida de 'cD Exemplo: 
tiplo ou submúltiplo do segmento · 

D 1 

16. 

Na figura: 8 e .---i- 1 
8 

1 ~ 6 7 
A ' -L- 4 5 . - 2 

-3 -r -1 ~ 1 2 _: 4 é um múltiplo de m(CD) = 
- · m(AB) = 

AB é múltip lo de CD, pois 

de medidas de segmentos; 
Adição e su.btração 

·- de segmentos 
medida da reuniao e E: AB: 

AB e um ponto 

Considere o :~e:g:m:e:n~t:
0
_::~:~- ~- ~ ;-~

4
~ 155-:65--:1,~B~~~ 

-3 -2 -1 o 1 3 AC e CB, que satisfazem a 
. dois segmentos 

O ponto e determina tal· 
seguinte propriedade Jundamen . - \ 

\
-:(Ãé) + m(CB~ 

os segmentos da 
. dade medindo 

Verifique a exatidão dessa propne - = 5 
figura, onde: _ · (CB) = 2 e m(AB) 

m(AC) = 3, m _ 

m(AC) + m(CB) = m(AB) -
e, portanto: é possível escrever: 

_ CB .,, AB, entao 
Como AC U -

OBSERVAÇÃO: _ CB) = m(AB) _ 
m(AC U _ A C) + m (CB) 

- CB) = m( ou m(ACU - _ 2 - _ 5em(BC) - ' 
- (AC)? . ·s sendo: m(AB) -

Que é: m(AB) - m .d . números reais, po1 
dif ça de 01s 

Representa a i eren 2 
_ _ - C) - 5 - 3 = egmento 

entao: m(AB) - m(A - _ . )ou de qualquer 5 

CB (na figura 
. dida do segmento 

resenta a me 
número êsse que rep 
que Jhe seja congruente. 
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TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 55 

1. Duas "tabuinhas" de mesmo comprimento: 

corresponderiam, na linguagem dos segmentos, á dois segmentos i guais ou congruentes 7 

2. Suponha que um carpinteiro queira cortar 6 tabuinhas tôdas do n1esmo tamanllo, 
por exemplo 15cm. Se êle cortar a primeira medindo 15cm, poderá coi:itinuar su: 
tarefa cortando as demais pela primeira? De que .Propriedade geométnca se eSt 

valendo o carpinteiro? 

(Sugestão: lembre-se da Relação de Equivalência ... ) 

3. É possível, tomando uma tabuinha como unidade de comprimento, cortar ~ma 
tabuinha três rêzes maior. Na linguagem dos segmentos o que seria a segunda tabuinha 
da primeira? 

4. Seja o segmento AB e M o seu ponto-médio. Calcule: 

l.0
) o valor da m(AB), tomando como unidade o segmento AM 

2.0
) o valor da míAM), tomando como unidade o segmento AB 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - G RUPO 56 

l. Na reta abaixo figuram alguns segmentos. No conjunto dêsses segmentos selecionar 
alguns dos possíveis pares de segmentos que seja m congruentes: 

A FC B 9 p 

~ i 

1 ' 

~~ 
' 1 1 

-4 -3 · 2 · 1 3 4 7 8 

-s¾ s"i 

2. Preencha os claros de modo a tomar verdadeira cada uma das seguintes sentenças: 

A B e o 

1.•) m(AB) + m(BC) = m( .. . ) 

2.•) m(AC) - m(BC) = m( ... ) 

3.•) m(AB) + m(BC) + m(CD) = m( . . . ) 
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. 0 se= ento ·a mawr que ,. •.. 
clcio 1 cite um que seJ d;terença entre 

3. Entre os segmentos usados no exer • MN A seguir, calcule a 'J' 
- e O se=ento · CD e outro que seja menor qu ,. •.. 

d .d dêsseS segmentos. as respectivas me I as 

B C e D da figura: 
4. Considerados os pontos A, , 

1 
1 
B 

1 
o 

- ... m(CD) = 1, calcule: 
t ais que: m(AB) m(BC) -

C) 
2 º) m(BD) 3.º) m(.AD) 

1.0
) m(A · ·natados: 

·- d segmentos ass1 
a medida das reunioes os 

5. Na seguinte figura, cal~ule 

LEMBRETE 
AMIGO 

é um conjunto de pontos 
segmento de reta é um número real 
medida de um segmento de rec:s que têm a mesma 
segmentos congruen~es são 

-~,~- -

Ir' 
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3.ª Parte: - ângulo . d • s , me Ida de ângulos· 
angulos congruentes • 

- problemas de aplicação 

Ân~ul os 

17. Om.ceito de dngulo 

Sejam as duas semi-retas OA e 08 d . d e me~ma ongem O. A reunião 
e?s~s duas semi-retas é a figura geo, 

m~tnca- chaAmada ângulo. Indicação: 
AOB ou BOA. Logo: 

[Ângulo l <==> [reunião de duas semi,retas 
o de mesma origem] 

vértice 

,q 

e sin:ibolicamente: 

1 AÔB ·= oÃ u õB 1 
·1 

As semi,retas oÃ e 013 - · vértice do ângulo. sao denominadas lados e a origem comum O, 

Casos particulares: 1. oi lados são . semi-retas opostas: 

B o A 

neste caso, o ângulo diz-se raso . 

2. Os lados são · semHetas coincidentes (OÂ = - . 
0B): 

o A B 

neste caso, o· ângulo diz,se nulo. 
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18. Interior e exterior de um ângulo 

con _Os, ângulos determinam no plano (onde se encontram) três conjuntos, 
s tituidos respectivamente pelos: 

- pontos interiores ao ângulo 
pontos do próprio dngulo 

- pontos exteriores ao ângulo 

__ Os pontos interiores compõem a 
~egiao interior ou simplesmente interior 

0 ângulo e os pontos exterióres o 
exterior do ângulo. 
int 1:'la figura, o ponto P pertence ao 
ã · en

1
or e

6
o ponto Q ao exterior do 

ngu o A B. · 

NOTA: Você pode também definir o interior e o exterior de um ângulo da seguinte 

m~ · ~ ~ P eira: A reta OA suporte da semi-reta OA, reparte o plano em dois semi-planos 

0 DSlos. O ponto B pertence a um dêles (assina lado por uma côr). Da mesma forma a 

t ta_ 0B reparte o plano em dois semi-planos opostos, pertencendo o ponto A a um dêles 
dassi_nalado por ou tra côr). o interior do ângulo AÔB é o conjunto dos pontos que resulta 
â ª mtersecção dêsses dois semi-planos (assinalados por côres diferentes). O exterior do 
. ngu)o AÔB é o conjunto de todos os pontos Que não pertencem ao ângulo nem ao seu 

mtenor. 

l 9. Ângulos adjacentes; ângulos opostos pelo vértice 

Dois ângulos (AÔB e BÔC na figura) são denominados adjacentes ..... 

um ao outro, quando : possuem o vértice comum (O), um lado comum (0B) .... .... 
e não contêm pontos interiores comuns. Os lados OA e OC, nesse caso, 
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dizem;se exteriores. Vários ângulos podem ser adjacentes, dois a dois, 
numa certa ordem. Em tal caso são chamados ângulos consecutivos. 

A 

São muito importantes em Geom~tria os ângulos adjac~ntes cujos 
lados exteriores são semi;retas opostas. E o caso dos ângulos AOB e BÔC: 

e o A 

Quando duas retas se interceptam, os ângulos que elas determinam -recebem nomes especiais. Assim, as retas AC e BD, que se interceptam 
em O, determinam os ângulos adjacentes: 

e 
AÔB e BÔC 

BÔC e CÔD 
o 

CÔD e DÔA 

D DÔA 
A 

e AÔB 

Os ângulos como AÔB e CÔD, tais que os lados de um dêles são semi, 
retas opostas dos lados do outro, são denominados dngulos opostos pelo 
vfrtice. Indicação: o.p.v. · 

Os ângulos BÔC e DÔA da figura tambe'm ~o sa o.p.v. 
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EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 57 

fi estudado. 
. . . . ,os or três letras con onne o 

I. D esenhe cinco â ngulos qua1sque1 e indique P 
'-

Modêlo: 

1 
X 

y 
A 

z 

o B 

tendo exatamente um 
. e mostrem uma reta con 

2. Desenhe quatro diferentes figuras qu 
Ponto de um [lngulo. 

Modêlo: 

3. Na figura: 

• R 

• 
N 

o 

• a 

B 

. d pertencem: 
. dos pontos assinala os, 

indique quais, 

. . d ângulo AÔB; t.•) ao interior 0 

2.•'J' ao exterior do ângulo AÔB; 

3.º) ao dngulo AÔB (cuidado!). 
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4. Na figura: 

assinale qu;il o ângulo que possui: 
e 

I.•) 0 . segmento PQ . . no seu m tenor; 

(modêlo: é o ângulo AÔC) 

2·º) 0 segmento PN no seu exterior; 

3 º) . · 0 ponto N no seu interwr; 

4 º) o se -· gmento QN no seu intericr. 

5- Na figura: 

Q p 

e 

R A 
N 

s 
T 

identifi que, aos pares: 

1 º) os â 1 
2

. ngu os adjacentes• 

.") os âng 1 ' u os opoStos pelo vértice. 

PRÁTICAS MODERNAS 
. - GRUPO 58 

1. Indicando por l(AÔB) . . 
com côres diferentes t~i:nt:;;~e~º ª;guio 1ÔB e por E(AÔB) o seu ext . · segm.r, faça 

O 
mesmo . . enor, preencha 

o em. 

A 
B 

M 
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1.0
) I (AÔB) n 1 (AMB) ; 

2.º) I (AMB) n E (AÔB). 

2· Na figura: o 
use côres diferentes em: 

1.0 ) I (A ÔB) n I (AMB): 

2.0 ) E( AÔB) n E(AMB). 

3- Na figura: o preencha com lápis de côr, de cada vez: 

Medida de ângulos 

!.º) J(AÔB); 2.0 ) E(AÔB); 3.0
) I (F/)A); 

4.º) J(AÔB) n I (F/)A) ; 

5.0 ) I (AÔB) n E (FÍJA). 

Ângulos congruentes 

20. Co~êito de · medida de um . dngulo 
• · Assim ·como foi feito para· 9s s~gmentos, é possível. associar a cada 
ani;:ulo um número real não-negativo, que é a sua medida, -puma certa 
unidade. Indicação: m(AÔB) (lê-se: " medida· do â ngulo AOB"). 

_Também, agora, escolhe-se um ângu lo,u~idade para determinar O a 
medida de um ângúlo qualquer. Geralmente e empregado o grau (l ), 

outras vêzes o grado ( lgr), estudados 
na I.n Série Ginasial. O instrumento 
~omumente usad9 para medir â ngulos 
e o transf eridor, aferido em graus 
(9º-180°), que equivale a uma semi, 
~trcl!nferência dividida em 180 pa rtes 
1gua1s e de prática já conhecida. 

r · 
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Logo: Se a unidade fôr o grau, então a medid'l do ângulo AÔB é 
um número rea( não,negativo, maior ou igual a O e menor ou 
igual a 180: 

O ~ m(AÔB) ~ 180 

-+ -+ 

Se OA = OB (dngulo nulo) então m(AÔB) = O e reciprocamente; 

se OÃ e OB são semi,retas opostas (dngu lo raso), então m(AÔB) = 180 
e reclprocamente. 

Ü8SERVAÇÃO IMPORTANTE: 

m(AÔB) =- Oº é uma abreviação de: 

"medida em graus do tlngulo AÔB é o número real O" 

m(AÔB) ,.. 18Qo é uma abreviação de: 

"medida em graus do tlngulo AÔB é o número real 189" 

O mesmo ocorre, por exemplo, com: 

m(MNP) = 36°, que é uma abreviação de: 
A 

"medida em graus do tlngulo MNP é o número real 36" 

NOTA: A medida de um ângulo ou o seu "tamanho", como às vêzes é chamado, 
depende da "abertura" entre os lados registrada pelo transferidor. Por êsse fato ª 
medida de um ângulo é também indicada com um pequeno arco de drcunf crênda dese-
nhado no interior do ângulo. Outras vêzes, a medida do tlngulo é representada por uma 
letra minúscula, para facilitar o cálculo. 

o 

m(AÔB) = a 
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ÁT COS _ GRUPO 59 EXERCÍCIOS PR I . · 
• teS ângulos indicadas 

as medidas em graus dos segum 1. Escreva, onde fõr necessário, 
pelo transferidor: 

H 

7 •) m(AÓG). = .150• 
Ô 15º 5 •) m(AÔE) =.. . . . ÔH) = .. . 

l .•) m (AÓB) = 10• 3.º) m(A D ) = 6:•) m(AÔF) = . . . 8 .•) m(A 
2 .•) m(AÔC) = . . . 4 .º) m(AÔA) = · · · • tes ângulos: 

medida dos segum 2. Determine, usando o transferidor, ª M 

B 

1.0 ) m(AÔB) - , , · 

... 1 
T 

o 

e 
5.0

) m(BêD) .,. · · · 

A 

2.º) m(NMP) 

C\t.----~~:---
R 

A 

4.º) m(SRT) ... • • · 

o 6.•) m(MÔN) = · 
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21. Adição e subtração de medidas de dngulos; 
p_ropriedade fundamentai 

Considere o ângulo AÔB e um ponto C pertencente ao interior dêsse 

ângulo. A semi,reta OC determina dois ângulos: AÔC e CÔB, tais que 
satisfazem à seguinte propriedade fundamental: 

1 m(AÔC) + m(CÔB) ~ m(AÔB) r 

'o 

V erifiq11e esta propriedade medindo 
. os ângulos da figura, pois: 

m(AÔC) = 45°, m(CÔB) = 30º 
e m(AÔ3) = 75° 

e, portanto: 

m(AÔC) + m(CÔ3) = m(AÔB) 

Também como é fácil deduzir: , 

m(AÔB)" - m(AÔC) = m(CÔB) 
ou 75° 45° 30° 

TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 60 

1. Torne 11erdadeira cada uma das seguintes sentenças, rela tivas à figura: 

f3 

A 

. o 
1 ,•) m(AÔB) = . . . (use o transferidor) 2.•) m(BÔC) = ... (idem) 
3.•) m(A~B) + m(BÔC) = m(. .. ) (não Precisa usar o t ransferidor) 
4.•) m(AOC) - m(BÔC) = m(. . .) (idem) 
5.•) m(BÔC) + m(AÔB) = m(. . .) (idem) 
6.•) m(AÔB) + m(. . .) = m(A ÔC) (idem) 
7.•) m( . .. ) - m(AÔB) = m(BÔC) (idem) 
8.•) m(AÔC) - m( . . . ) = m(AÔB) (idem) 
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2. Mesmo problema, com relação à figura: 

t .•) m(AÔB) + m(BôÓ = m(. · .) 

2.•) m(AÔC) - m(BÔC) = m(. · .) 

3.•) m(AÔB) + m(. · .) = m(AÔD) 

+ m(CÔD) = m(BÔP ) 4.•) m( . . . ) 

o 

larão à figura: 3. M esmo problema, com re " 

22. 

8 

o 

B 

e 

E 

, ÔC) + m(CÔD) = m(. · .) 
l .") m(AOB) + m(B 

(CÔD) = m ( .. . ) 2 •) m(AÔD) - 111 

. ÔB) + m(BÔC)I = 111t- · .) 
3.•) m(AÔD) - [m(A 

( ) - m(AÔD) 
4.") m(AÔC) + 111 • • • -

A 

d ângulo obtuso; Ângulo reto, ângulo agu O e 

retas perpendiculares , 
0 

Indicação: • 
dida em graus, e 9 . 

Um ângulo diz,se reto se! suam~ ~ 
É • 1 AOB da figura . o caso do angu 0 

e 

Logo: 
[m(AÔB) = 90º] 

[AÔB é retol ~ 
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,-- ---: . . : 
1 s 
: • • 1 

'--- ---• 

Se duas retas (r e s, na figura ao 
lado) se interceptam de modo que qs 
quatro dngulos formados sejam retos, 
então as retas são denominadas per~ 
pendiculares. 

Indicação: r ..L s 

Logo: 

[r ..L s] ~ [os ângulos formados 
são retos] 

e se AÔB é um dngulo reto, então 
-- -OA ..L 0B(*) 

Observe que a relaçã~ de perpendicularidade entre duas retas é simé~ trica, isto é: 

1 se r ..L s, então s ..L r 

. NOTA: Quando duas retas se interceptam 
e não São perpendiculares (u e t, na figura), 
são chamadas oblíquas. Indicação: u L t. 

Um ângulo (AÔB na figura) que tem sua medida compreendida entre 
O~ e 90~ é denominado agudo. Se a medida do ângulo (MPN na figura) 
é maior que 90° e menor que 180°, então é chamado obtuso. 

Logo: 

N 

p 

[AÔB é agudo] ~ (0° < m(AÔB) < 90°] 

[MPN é obtuso] ~ (90° < m(MPN) < 180°] 

(•) Duas 1<ml--rda• são PtrPendicularq_ quando pertencem a ret11s perpendiculares. 
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TÓRIOS -GRUPO 61 EXERCÍCIOS EXPLORA 

dos ângulos: de você dizer acêrca 
- erpendiculares. Que po 6Q QÔM 7 1. As duas retas da figura sao P MÔN, NÔP, P e 

-- --, i . • 1 

Q 

. . f; rmam ângulos 
2. As duas retas da figuQra O ode você dizer 

cuja medida é 90U. uc P 
acêrca dessas retas? 

3. Com o emprêgo do transferidor e da régua: . etas pelos pontos assinalados; 

d seguintes r 
d . l a cada uma as 1. •) trace a perpen icu ar 

M -_ m 0B um 
AB e que forme co ÂB uma reta oblíqua a 2.•) trace pelo ponto O E:: 

ângulo agudo: 

- ângulo obtuso. 
J.•) idem, que fonne com OB um 

5 

tal que: 

. nstrua a reta • ( 
e desenho. A seg~:ur, co t tal que: t .L s por 4. Desenhe uma reta r em suadieõlrh)a / depois uma terceira reta • · 

5 .L ,. (por qualquer ponto 
qualquer ponto de s). te r? 

Qual é a relaçéio existente entre as retas 

185 



PRÁTICAS MODERNAS - GRUPO 62 

1. O paralelismo entre retas de um plano pode ser considerado uma Relação de Equi, 
valência, desde que seja definido da seguinte maneira: 

[r li s] ~ (r = s ou r Í\ s = .01 

De fato, com essa definição de retas paralelas valem as propriedades: 

!.•) reflexiva: r li r 
2. •) simétrica: se r // s, então s li r 
J .•) transitiva: se r // s e s li t, então r // t 

2. O perpendicularismo entre retas de um plano não ~ uma relação de equivatênd3
, 

pois, com a definição de retas perpendiculares conhecida, temos: 

1.0 ) r .1. r (reflexiva) é falsa 
2.0

) se r .1. s, então s .1. r (simétrica) é verdadeira 
3.0 ) se r .1. s e s l. t, então r .1. t (tra nsitiva) é falsa (pois r li t 1) 

3. Que resultaria da composição da relação paralelismo (//) com a relação pcrper1dicu• 
larismo ( .1.) ? 

* li 
J_ 

/ / J_ 

/ / J_ 

J_ / / 

· ã de A tâbua dessa operação (compos!ç O tâ 
relações), que serâ indicada por •, Jâ es 
construida. 

Alguns dos resultados serão !xplicados; 
os demais calcule você mesmo. Assim: 

//•li-li .1. • .1. = li 
porque: 1 \ 1 porque: r s 

r s t 

li li -- __,,. 
li .1. .1. 

-----li 

OBSERVAÇÃO: O Sistema Matemático constituído pelo conjunto UI, l. ), no plano, 
e da operação • tem estrutura de Grupo Comutativo pois valem as propriedades ANJC. 
Verifique-as. ' 

23. Ângulos congruentes; ~elação de congruência entre dngulos 

Todo ângulo, como conjunto de pontos, somente é igual a si mesmo. 
Logo: 

AÔB = AÔB (porque representa o mesmo conjunto) 

Também: m(AÔB) = m(AÔB) (porque, referida na mesma unidade, 
representa o mesmo número real) 
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Indicação: 

Nesse caso os ângulos 

Portanto: têm a 
e sõmente se, 

11 uentcs se, 
Dois ângulo!! são co~~sm• medida · 

,.. _., [m(AÓB) = m(MNP)] 
[AÔB '.::'. MNP] ...-. a Relação de Equivalência 

• , or sua vez um 
A congruência d~ angul?s e p 

pois valem as propriedades. _ ,,. 
. AÔB ~ AOB N" p ~ AOB ,.. 1.•) Reflexiva: ;-- MNP então M ,.. = _ AÔB~XYZ 

2 ") Simétrica: se AOB '.::'. N"P' MNP ~ XYZ, entao -
· AÔB ~ M e - pode esta~ 

3.~) Transitiva: s~ = , nero real e como se é possível 
â gulo um nw . gue~se que 

Sendo a medida de um n os números reais, se.m com relação aos 
belecer uma relação de orde;F pa;~ra os dngulos. Assi ' 
definir uma relação- de or em N 

ângulos AÔB· e MNP: 

ou 

o 

au como unidade-
. . (culo, subentende-se o gr 

(•) Para facihdade de cA 
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que não são congruentes, temos: 

[AÔB > MNP] ~ [m(AÔB) > m(MNP)] 

e, com relação aos ângulos RST e XYZ: 

y 

s 

temos: A A h A 

[RST < XYZ] ~ [m(RST) < m(X YZ)J 

24. Bissetriz de um dngulo 
-+ 

Seja OC uma semi,reta interior ao ângulo AÔB, tal que: AÔC ~ CÔB. 

o 

e 

A semi,reta OC diz,se BISSETRIZ de AÔB. 
Logo: 

ou 

Bissetriz de um ângulo é a semi-;reta, 
de origem no vértice do ângulo, que o 

divide em dois dngulos congruentes 

[OC é bissetriz de AÔB] ~ [AÔC ,.._, CÔB] 

Guarde bem esta afirmação: 

2 oao dngulo não,nulo admite uma, 
e uma s6, bissetriz 
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A bissetriz de qualquer ângulo pode 
régua e o compasso, em três passagens: 

A 

'd usando--se a ser construi a, 

Como prática, conSt rua voe 
• t ângulos: . . dos segum es ê a bissetriz 

~o GRUPO 63 
TESTE DE ATENÇA -

. marcam três horas. 
l. Os ponteiros de um relógio do ângulo 

d 'd em graus, Qual é a me I a, 
6 

, ? 
. s do rei g10 • determinado pelos ponteiro 

de os ponteiros marcarem, 
2. Idem, para o caso 

4
h!0m (se quiser, 

. . 6h 4h 2h e respectivamente. , , 
pode usar o transferidor ... ) 

169 

10 

9 

11 

6 



4. Quantos ângulos retos pode 
você dispor na fôlha do ca
derno, de modo que tenham 
o mesmo vértice e os lados · 
de cada um coincidam com 
os do ângulo consecutivo? 
Quanto vale, em graus, a 
soma das medidas de todos 
êsses ângulos retos? 

3. Quanto vale, em graus, a 
medida da soma de dois 
ângulos retos e adjacentes? 
Quanto vale, em graus, a 
medida de um ângulo raso? 

--, 
• : -------------·'---'-------

NOTA: Você vai encontrar para essa soma um número de graus maior do que 
tôdas as medidas estudadas até agora. 

5. Que pode você concluir da soma 
das medidas, em graus, dos "ângulos 
consecutivos" formados por todos 
os raios de uma roda de bicicleta, 
em tômo do centro, agora tomado 
como "vértice"? Seria 360°? 

- - -+ 6. Preste atenção: as semi-retas OA, 0B, OC, - -0D e OE determinam quatro ângulos conse-
cutivos congruentes, cuja medida é de 15° 
cada um. Responda: 

1.
0

) Quanto mede o ângulo AÔB? 

2.0
) Quanto mede o ângulo BÔD? 

3.•) A semi-reta OB é bissetriz de AÔC? 

4.•) A semi-reta dB é bissetriz de AÔD? 

5.
0

) A semi-reta OC é bissetriz de AÔE? 

170 

7. Que 
â guio de !•? edida de um n 1 reto é a m fração da medida de um ângu o 

9 

como unidade . de 
Considerando . to a medida 

S. medida o ª'•t~~~•:~o pelos pon• 
do ângulo, l lóegio da figura, é 5. 

•ros do re . 
te1 8 gulos-msnuto, 

Qual é, e~ "10 quando o 
d 'd do angu 

a me 1 ª 4 horas? 
relógio marca 

. do ângulo indicado to a medida 'd angulo ,-e , 
'd de de medi a o . arca 4h ? 9. Considerando como uni ª ndo 

O 
relóg10 m 

1 d 'da do â ngulo qua em Ih é - • Qual a me 1 

3 
ando 6h. 

16 · estiver marc 10. Idem, quando o re gio 

/\IJ ,- l.t\ 

* li 
J_ 

II J_ 

II J_ 

J_ II 
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LEMBRETE AMIGO 

Depois de usar uma vez na figura o transferidor, 

E 

você pode escrever que: 
A 

m(AÔB) + m(BÔC) + m(CÔD) + m(DÔE) + m(EÔF) = 180º 

isto é: "a soma das medidas dos dngulos co secutivos formados num 
mesmo emi,plano, determinado por uma re é igual a 180°" • 

... e depois 
figura: 

o 

... que: 

m(AÔB)+m(BÔC)+m(CÔD)+m( ÕE)+m(EÔF)+m(FÔA) =360° 

ou seja: "a soma das medidas do ângulos consecutivos formados 
em tôrno de um mesmo ponto é igual a 360°". 

172 

l suplementares t s · dngu os 
25. Ângulos comple;nen are ' · ma de suas me, 

ndo a so ...: 
. complementares qua MNP da figura sao Dois ângulos d1zem,se •nr1ulos ABC e 

, emplo os a "' didas é 90°. Assim, por ex ' · 
complementares, pois: 

MNP) = 90º 
m(A.13C) + m( Dêsse 

/emento do outro. d 
é denominado comP º é o ângulo que me e 

Cada um dos ângulos •ngulo que mede 50 1 de 40º. 
modo o complemento de um. a lesmente um ângu o 
40° (isto é, 90° - 50°) ou Slmp 

N 

a de suas medidas 
do a soma t es lementáres quan . são suplemen ar ' 

Dois ângulos dizem,!e ;«fvtNP da figura aba ixo 
é 180º. Os ângulos AÍ3u " p = 180º 

porque: m(AÊC) + m(MN ) suplemento 
Portanto, 0 d outro.• , mado suplemento o 50 

e cada um dêles e cha , ângulo de 13 · 
de um ângulo de 45º e um 

B 

45 • 

N 
. M 

173 



EXERCÍCIOS PRÁTICOS 
1. medida do d 

1 
- GRUPO 64 

. ngu o: 300 9()o 
medida do cnmplemento. 
medida do suplemento: . l~~ 

2. Preencha os claros: 

medida do llngulo. 
medida do compl~nento . 40-
medida do supl . emento: 

74°40' 
164°40' 

65• 

()o 

9()o 135• 

89-15' 
60030' 18" 

decim~~A: Já foi estudada, na 1300 1.ª Série, a prática de -3 C operaçoes com medidas n&Y 

· omplete as se . 
1 ª) gumtes sentenças a f' 
. Se os ângulos AÔB X ,. • im de tomá-las ucrdade. 

2 ª) Se ( B e yz são I iras: 
3.a m A C) + m(NÔP) =- • sup ementares, então m( Ô ,. 

. ) O suplemento de um ân 90 • então o ângulo AbC A B) + m(XYZ) = .. . 
guio raso é 

O 
ângulo . . . . é 

O 
• • • • .• do ângulo NÔP 

PROBLEMA S DE APLICA ~ 
Representand ÇAO - GRUPO 65 

0 por x ª medida • em graus de ' um dngulo qualquer: 

temos em l' • m guagem simb6lica 

do d6bro dêsse â • ngulo 

as seg · uintes representaç-oes para as medidas: 

do triplo dêsse â ngulo 

da metade dêsse _. _ éUJgu(o 

de um têrç, d. 

. ... . . . . . . .. . ... 

. . . . ... . . . . . 

esse ângulo 
do complemento dêsse .. .. . . ...... ... ... . . . 
d ângulo . . .. . 

o suplemenu, dêsse â .. ... . .... . 
do dôbro do ngu(o . . . . . . complemento dêsse • . .. . . .. ... . . ... . 

da metade do suplement • angulo . . .. ... .. . . 

2x 

3x 

X 

2 

X 

3 
90 - x 

180-x 

2(90 - x) 
o desse ãn 1 

que serão apl' d gu o . . . . . 1 ,ca as na resolu - · · · · · · · · · · · 2 (180 - x) 
çao de alguns Problemas: 
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dêsse ,, ª meta e de um ângulo, somada com 200 é igual a 700. Qual a medida l. A medida d d 
.. ngulo? 

Temos: X 
representa a medida do ângulo procurado 

X 

2 
representa a medida da metade dêsse ângulo 

e ª sentença matemática relativa ao problema conduz à equação: 

X 2 + 20 ... 70 

Logo, a medida, em graus, do ângulo pedido é 100, vulgarmente escrita 100"-

2· Calcule a medida de um ângulo sabendo que ela é igual ao dôbro da de seu comple-

ou X+ 40 ,.. 140 ~ X =- 140-40 ~ X""' 100 

mento. . 
representa a medida do ângulo procurado 
representa a medida do complemento dêsse ângulo 

\ 

Temos: X 

90 - x 

e ª equação que traduz o problema: 

ou 

X . = 2(90 - X) 
X =- 180 - 2x ~ 3X = 180 ~ X = 60 

Resposta: a medida do ângulo procurado é 600. 

3
· ~ diferença entre o triplo da medida de um ângulo e a medida de seu suplemento 

122•. Detennine a medida do ângulo. 

É fácil chegar à equação: 3x - (180 - x) = 122 

onde 

Resposta: a medida do ângulo procurado é 75°30'. 

X= 75•30' 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - G~UPO 66 

1. ~epresentando por x a medida, em graus, de um ângulo, escreva em linguagem 

simbólica: 
l.•) o quádruplo da medida dêsse ângulo; 

2.•) três quartos da medida dêsse ângulo; 
3.•) a medida do complemento dêsse ângulo; 
4.

0
) o dôbro da medida do suplemento dêsse ângulo; 

5.
0

) a soma da medida ~êsse ângulo com a metade dessa medida; 
6.

0

) a diferença entre as medidas do suplemento e do complemento dêsse 

ângulo; 7.•) o triplo da medida dêsse ângulo mais a metade da medida de seu comple• 

mento; 
8.

0
) dois terços da medida dêsse ângulo menos 10. 
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2. Resolva os seguintes Problemas: 

1.•) A m«Hda, en, '"'"' • do dôbm de "'" âng"lo meno, 30- é igoal a i
5

0-. Qual a medida desse ânguJo? 

2.o) A "'" Pane da '"«!ida de"'" •n•"' º mai, a m«iida d, ,eu romplemeo<o é igual a 60o. Determine a medida dêsse ângulo. 

3.•) O triplo da m«iida de "'" ângulo é 300,. Qoal o valo, do '"Pl•m•n<o dêsse ângulo? · 

4.•) A m«i,da de "'" â ngulo é a qumra P,tte da de"" comp ,men o. mede êsse ânguJo ? 
. . 1 · t Quanto 

5.o) O triplo da medida do complem,nm d, um ,ngulo é igual â <&ça parte 
da do '"PI""'"'º dê,,, ângulo. Dmnnine a medida do ângulo. 

6.•) med,da de "'" ângulo ê a "'"' Pane da d,"" romp!emen<o. 

A 

. Calcule 
a medida do ângulo. 

7.•) A soma da, medida, de doi, ângulo, é 90-, a dife,ença de,,., m«lld~ é 50•. Quanto mede cada ângulo? 

Mod2!,c O P<oblema condu, ao ,eguint, ,;,1,m, de _,.,,, 

{
x+Y = 9o 
X - y = 50 

que, resolvido, dá como solução o par (70o, 20•). 

8.•) A medida d, um ângulo é igual a 60- a mai, que a m<dlda de um ou

1

"?, 
ângulo. S., junra,, " ' " medida, va/,m 160-, quanto mede cada ângu 

0 9.•)· A dif.,ença '""' a, medida, de doi, • ngulo, é 40-. A m<dida de um d0

1 

es 
é o triplo da do ouuo. O.«nnine a medida de cada um do, â ngu º'· 

10.•) Doi, ·ângulo, '"Pl•m,n..,.., têm a dfferença de sua, m«l/da, Igual a J,0-. 
Calcule a medida de cada um dos ângulos. 

(Suge,1;;,,, Você J>Ode pa,ti, do ""•moc x + y - 180 A x - y - l2JJJ 
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l rando demonstra3~:: ~~tas 4 .ª Parte:: :~:u~os formados P;~nsversal 
coplanares e uma 

Exploran do demonstrações ... 

26. Práticas del'l'l(mS!rativas á cêrca de ;mpor, 

s demonstrações que_ v::::~tafos já conhecidos: tantes Propriedades dos ngu ' Guarde bem, agorad a los usando para LSS 1 

. lados exteriores ad ·acentes CUJOS /ementares Dois dngulos J lares são comp semi--retas perpen icu 

são 

Sejam os ângulos AÔB e BÔC, isto é: . - do enunciado, nas cond1çoes 
-+ -+ 

ou seja: 
OC l. OA, 

m(AÔC) = 9ºº 
j ndamental (já Por uma propriedade u 

estudada) você sabe que: 

6 ) _ m(AÔC) m(AÔB) + m(B C - . 

e sendo m(A = ' Ôc) 90º vem: 

Ô . _ 90° m(AÔB) + m(B C) -
o 

e 

B 

A 

90º então · ê 
1 

ÔB e BÔC é ' Que conclm voe . d "d s dos ângulo~ A demonstrar. 
a das me 

1 ª quenamos .. Ora, s, a ~om /ementam, como tt um "w-
êsses ângulos sa_o co"!P .. _ que representa semp 

os demonstrar d N 
. O "como querjamb ·ado por: e. q. . . OTA. _

0 
_ será a revi numa demon5 ttaça 
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Dois dngulos ad . . 
semi,retas opost 1Ja__centes cujos lados exteriores 

as sao suplementares . 

A figura está obedecendo ãs 

e 

condições do enu . d neta o: 

o 
Como: ( - A m AOB) + m(BÔC) -

são 

e m(AÔC) = 1800 ( --+ - m(AÔC) (resultado conhecido) 
que os ângulos AôGorque OA e OC s ~ . 

e BÔC são suplea::e~;;~~etas opostas), concluímos 

3.•) 
c.q.d. 

Ângulos que 
congruentes possuem complementos congruentes são 

. Sejam os ân 1 6 " ttvamente gu os A B e MN p . . x e y : ' CUJas medid _ as, em graus, são respec, 

o 

Logo, 0 ? 
"lo 

N 

co~plemento de AÔB é· 

complemento de MN" •· p e: 

178 

90°- x 

90°- y 

• O enunciado afirma que os complementos são congruentes, isto é, 

tem a mesma medida: 

ou 

90° - X = 90° - y 

-x=-Y ~ x=Y 

isto é· - · · 6 MN"P _ · sao 1gua1s as medidas dos ângulos A B e e, portanto, 
sao congruentes. c.q.d. 

êles 

Ângulos que possuem suplementos congruentes são 

congruentes 

Demonstre você seguindo caminho análogo ao empregado para de, 
rno ' nstrar a 3.ª Propriedade. 

Ângulos opostos pelo vértice são congruentes 

Sejam os ângulos o.p.v.: AÔB e CÔD, de medidas, respectivamente: 

a e b. 

Você deve provar que a= b 

para concluir que 
05 

ângulos AÔB e CÔD são congruentes. 

Ora: a + x = 180º (resultado conhecido (2.ª Prop.)) 

x + b = 1800 (idem) 

ou a + x = 180º ~ a = 1800 - x "" a = b 
x + b = 180° ~ b = 180° - x ? 

Então, se a = b, os ângulos AÔB e CÔD são congruentes. 
c.q.d. 
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LEMBRETE AMIGO 

As letras mi , 
ângulos: nusculas representam a medida, em graus, dos 

a 

l . +b ~ 9()o l l •+b ~IB0°1 

e d 

180 

1. Complete as seguintes sentenças, a fim de torná-las verdadeiras: 

TESTE DE A TENÇÃO - GRUPO 67 

3.•) a + b + ... = 180° 

l.•) a + b .,. ••. 

4.•) X = ... 

5.•) a · · · b 

7.•) a + 50• ...... 

600 + y = .. . 
y = .. . 
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a 

6.•) X = . , , 

9.ª) 

:e - ••• 
a ::s • • • 

y = . . . 
X + a + Y + 100- = .. . 



a 

b 
12.•) X :, 

2. A figura 
mostra dois ã . 

Pectivas b. ..... nguJos adjacentes 
issetrizes (OE e OD . e sup/ementares (Aôc ô 

). e C B), com as res-

8 

Representando . 
a medida do ,,;, ânguJo AÔC A 

\, Por 4 Oemb -
os resultados qu ânguJo CôB P re-se de que OE é bissetriz li 

e você já or 2y (id -+ -1 

.,_ conhece garantem em, 0D é bissetriz) 
- + 2 que é d ou Y =- I BQo 11er: adeira 

S x + y =- 9 0 
(Por quê?) a sentença: 

ex+y,,,, 9Qo O 
enr 

formado 1 ' ao o ânguJo Eô 
fornuuJc pe as bissetri -. ._. D é rei() 

Pelas bisset . zes OE e 0D . Lembrando ~ .. 
rzzes de deis d ' enuncie um que COD é o â ngulo 

ngulos ad · REsuLTAo 
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'Jacentes e supt o que envolva o tingulo 
ementares. 

Ângulos formados por duas retas coplanares 

27. Conceito 
e uma transversal 

Sejam as retas AB e CD, interceptadas por uma terceira reta Mfv: 

e o 

. A reta MN é denominada transversal e forma com as outras duas Tt~ dngulos, cujàs medidas são, respectivamente: a, b, e,· d, m, n, P _e J· 
ais ângulos recebem denominações especiais, dependendo da posiçao 

que ocupam em relação à transversal. 
Os ângulos da figura cujas medidas são: b. e, m e q, dizem-se internos 

foºr P~rtencerem à região do plano limitada pelas retas AB e CÕ, e os â~~u
s CUJas medidas são: a, d, n e p, externos por não pertencerem a tal reg1ao. 

Êsses ângulos, combinados dois 
a dois, na figura, a través de suas 
medidas, recebem os seguintes nomes: 

1.0
) correspondentes: quando um 

dêles é interno e o outro externo, 
estão•situados no mesmo semi-plano, 
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em relação à transversal, 
e não são adjacentes: 

a e m 

b e n 

e e p 

d e q 



2.
0

) alternos internos: 
quando ambos são internos, não,adjacent:5 : 
situados em semi,planos opostos em relaçao 
transversal : 

b e q 

e e m 

3.
0

) alternos externos: .. . idem, sendo ambos externos: 

a e p 
d e n 

4.•) colate,ais internos: quando ambos são internos e situados nu'f. 

mesmo semi,plano em relação à transversa · 
b e m 
e e q 

5.
0

) colaterais externos: ... idem, sendo ambos externos: 

1. Na figura: 

a e n 

d e p 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRupo 68 
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MN (: a transversal: 
los: escreva aos pares os ângu 

à f ra· 2. Idem, com relação · igu · 

intemos l .º) altemos 

respondentes 2 •) cor 

3.º) alcemos extemos 
. os 

4 º) cola terais intem 
· mos 5.º) colaterais exte . 

pelo vértice 6_•) opostos 

d • ue s dêles. t ln iq ângulos corresponden es. 
. tem 16 pares de 3. Na figura abaixo ex1s 
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4. Dê os nome d s os ângulos . assinalados (considerados aos pares) , nas seguintes figuras: 

).•) 

5.•) 

6.•) 
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EXERCÍCIOS EXPLORATÓRIOS - GRUPO 69 

1. Trace duas retas paraltlas r e s e a tranSIIC!rsal t: 

s 

M~ça os ângulos correspondentes assinalados na figura, isto é, com auxílio do trans-
fendor determine, em graus, os valõres de d e q. Que observou 1 

2· Suponha , agora, que as duas retas r e s não ~jam paralelas: 

q 
s 

Meça os ângulos correspondentes e determine os valõres de d e q. Que observou? 

Repita ~ exercício com as figuras abaixe, na primeira das quais r//s e na segunda, não: 

1.•) 

3. ATENÇÃO: Os resultados obtidos nos exercidos e 2 permitem concluir que: 

9! r // s então d"" q 
se rJl. s então d ~ q 

NoTA: 
O stmbolo '11, indica que r não t paral~la a s. 
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Guarde, pois, a importante propriedade: 

Se duas retas paralelas silo Interceptadas por uma 
transversal, entilo oa AnQulos correspondentes formados 

são conQruentes 

4. Trace as retas paralelas r e s e a transuersal t: 

s 

Meça os ângulos colaterais internos assinalados e determine os valôres de 
q e e. Adicione-os, isto é, determine q + e. 

Quantos graus enccntrou? Será que êsses ângulos são suplementares? 

5. Supondo, agora, as retas r e s não-paralelas, "explore" o mesmo trabalho do exer
cício anterior. Que observou ? 

6. ATENÇÃO: os resultados obtidos nos exercícios 4 e 5 permitem concluir que: 

se r i/ s então q +e= ISO> 
se r'ff...s então q + e ;:é IEO> 

valendo, portando, a propriedade: 

Se duas retas paralelas 1ilo Interceptadas por uma 
transversal, então oa Anaulo1 colaterais Internos são 

suplementares 

7. "Explore" a existência de uma propriedade, análoga à enunciada no exercício 6, 
que envolva os ângulos colaterqís externos. 

8. Trace r li s e t transversal: 

s 
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. ternos· serà que b = q? 
e meça os ângulos alternos in , 

b ..., q 1 lt os internos, 
E, se r'H.s, será que .,,.. . . eito aos ângulos a ern 

. dade que diz resp a transuersal. 
Deduza, então, a proPr::felas interceptadas por um . 

formados por duas retas par . a propriedade que diga 
/ oder enunciar um aralelas interceptadas 

9. Faça "exploração" semeJhant~eJ::ªfo~ados por duas retas P 
respeito aos ângulos alternos ex . • 
por uma transversal. 

10. Tenha sempre presente o seguinte: 

LEMBRETE 
AMIGO 

Se duas retas 
então: 

l 
- o interceptadas por 

parale as sa 

tos· 
1.º) São congruentes os ãngu . 

uma transversal, 

alternos internos 
alternos externos 

correspondentes 

os ângulos: 
2.º) São suplementares 

colaterais internos 

189 

r 
colaterais externos 



EXERCICIOS DE APLICA ~ 
1. Você pode RECONliECE fà . ÇAO - GRUPO 70 

as propriedad R • c1lmente se d dos ân es ora estudadas A . uas retas co lan . -n;,.I gulos º"=" '"'•=• ·, Mom, poc m mplo ~:::n:"" ~• pocolelos , ,ando 
• você conclui que essa ormados por duas r~tas . 

0 
que são iguais as medidas s retas são paralelas: intercep tadas por uma trans, 

logo: r li 5 

s 

O mesmo ocorre ais: os angulos co externos são igu ~uando as medidas d . rrespondentes ou ângulos alternos 

45 • 

T li S 

s 

. D,,.. 
ou amda quando os ân gulas colaterais . t m em os (ou colate . rais exte ) -mos sao suplementares 

► 

t 

T 1/ S 

s 
E u 

120 • 
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2
· ~

0

abenddo •"' , 11 , e qo< 1 , uan•"""I e c0nhecendo a m,did• de ,m· dos ângulos 
rma os por essas retas, determine a medida de cada um dos outros ângulos: 

1.•) 

s 

Temos: a = 500 (porque são medidas de ângulos correspondentes) 

e = 500 (porque: a = e, pois são medidas de ângulos o.p.v.)' 

Como• o+ b ~ 180" (pocs"' ,ão m,dida< de ongulos odi""'"' ,,.p1,mw10ces) 

e a = 500 
vem: b = 180º - 500 = 1300 e também: d = 1300 (por quê?) 

Logo: a = 500, b = 1300, e ':' 500 e d = 130", 

s 

e, portanto: 

qra: 2x - 100 "ó! x + 20" (medidas de ângulos correspondentes) 

OU: 2x - X = 30° ç=::> X = 30" 

Logo: 2x - 100 = 2 (3.00) - 10º = 500 
a = 180" - 50-' = 130" e b = a = 130º 
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ou 

s 

Como: ~ x + x = 1800 (medidas de ângulos colaterais internos) 

· 3x + 1x = 1 2600 ~ lOx = 1 2600 ~ x = 126° 

Logo: a = x = 126° e como: b + x = 1800, vem: b =- 1800 - 126º =- 54º 

3. Uma prática demonstrativa: Demonstre que 

se ÂB li CD e Ãc li BC> 

então a = m 

Sendo: a = b (medidas.de ângulos correspondentes fonnados pelas paralelas 
..... ..... -
AC e BD com a transversal CD) 

e 

b = m (idem . . . pelas paralelas ÂB e êõ com a transversal BD) 
conclui-se que: a = m (pela propriedade transitiva da igualdade) 

c.q.d. 
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FIXAÇÃO - GRUPO 71 
EXERCÍCIOS DE ·nces figuras, onde 

d 
ângulos assinalados nas segui 

as medidas os 
1 Detennine, em graus, . 
· r li s e I ê a transversal. 

s 

2. 

1.•) 

s 

).•) s 

/

? 

. desenhos: 
t 1 . as aos respectivos 

,-as re at1v 
das seguintes senten,. ' 

Torne verdadeira cada uma t 
2.•) 

s 

s 

se a ;,é b então r 'rt--. · · 

se r li s então a '"' · · · 
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s . 

Se a = . . . , e ntão ri/ .. . 
Se r 11 s = (P ), en tão a + b • • · ISOº 

r 

5.•) 

Se a + b -= 180°, então r . .. s 
Se a ~ .. . , en tão r /\ s -= .. . 

--------- - P 
D 

s 
' \ 
' \ 
' \ 

\ 
\ 

' \ ' 
M 

\
"!31 11 ~ ) Se NP li RQ 

PQ li SR 
então m(MNP) = .. . 

1 
ÁB li êõ ) 

Se m(ABC) = 105° 

a= J()u 

então b "' .. . 

194 

J. Práticas demonstratiuas: 

Demonstre, usando os resultados j{1 

conhecidos: 

r li s e I li z 1 

então 1 a ~ b 1 

- - _.D b 'ssetriz de BÂC 1 AD I/ FC e A 1 

1 
''l(BÂC) == 2a então 
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capítulo 

Es,uoo Dos POLIGONOS E DA CIRCUNFERÊNCIA 



1. ª Parte: - polígonos; triângulos - congruência de trlânguloS 

2-' parte, • construção lóglca da Geometria • da necessidade de provas .•. 
• . . . alguns teoremas fundamentais 

3." Parte, - quadrllólero9' paralelogramo• • 
trapézios - teoremas fundamentais 

4.• parte, - circunferê ncia; teor•"'" tuóda• 
mentais - arcos de circunferência; medida 

- ângulos relacionados com arcos; 

medida 



1.ª Parte: - pollgonos; trlãngulos 
- congruência de trlãngulos 

Polígonos 

1. Conceito de polígono; díagonais 

deif · <?s po~ígonos são especiais curvas fechadas siinples. Pode-se, agora, 

inir pohgono como: 
ª figura geométrica plana fechada simples constituída por um conjunto 
de_ segmentos de retas consecutivos, de modo que dois dêles, sucessivos, 

nao sejam colineares. 

São polígonos, por exemplo, as figuras: 

enquanto que as seguintes figuras geométricas planas: 

apesar de "fechadas" , não são polígonos, pois "se cruzam". 
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Nos polígonos, os segmentos são denominados lados e os pontos, onde 
dois lados se unem, vértices. Dois lados que 
posw em um vértice comum são denominados 
consecut ivos e dois vértices que possuem um 
lado comum entre êles chamam-se vértices 
consecutivos. 

D 

e 

' ' ,,,.#v, 

' ' ' '· 
No polígono ABCD, por exemp lo: 

A 8 
os lados AD e DC} 
os vértices A e B são consecutivos 

Diagonal de um polígono é o seg
mento de reta que une dois vértices 
não-consecutivos. O polígono ABCD tem 
as diagonais: AC e BD. O polígono 
ABCDE (figura ao lado) tem cinco 
diagonais: AD, AC, BE, BD e CE. 

2. Polígonos convexos 
A 

_.,, - ,,, - .... : .,,,j;,,, 
✓ 

E ,,', , 

--~º ,,,, ... ;-:-, ... .. ... 
.,,,.~,:. ... ,.,.. ... ... ..... ':: .. ... 

,:::" ... ... :.-- ... 
y -~ 

e 

8 

São aquêles nos quais o segmento que une dois pontos quaisquer d: 
seu interior pertence inteiramente à região interior do polígono. , V~ce 
pode " traduzir" esta propriedade usando como segmento as propnas 
diagonais do polígono. Assim, se tôdas as diagonais que podem ser traçadas 
num polígono pertencem ao seu interior, o polígono é denomina~o con~ 
vexo. Caso contrário é não-convexo. São convexos, pois, os poligonos. 

/ 

/ 
/ 

;,," 

/ 
/ 

' // .,._ 
/ -/ ' 

e não-convexos os polígonos: 
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I \ 
I \ 

I \ 
I \ 

,' 1 -------t--- -\-- ,, 
' I \ /,,,,. ' I 

' , ,._ ,,V 
' ,, 1 

I ' ,, \ 
/ ,,'><, 1 

/ / ', 1 
/,,,,,.✓ ',,, 

Neste curso de Geometria serão estudados sõmente os polígonos 
Í°~,exos. T ais polígonos recebem nomes especiais conforme o núnlero de 

ª os que possuem. Assim: 

n.0 de lados 

3 

4 
5 
6 

7 
8 
9 

10 
11 

nome usual 

trillngulo (ou trilátero) 

quadrilátero 
pentágono 
hexágono 
heptágono 
octógono 
eneágono 
decágono 
undecágono ou hendecágono 

dodecágono 
pentadecágono 12 

15 
20 icoságono 

são 

Um polígono regular cujos lados são todos congruentes e cujos ângulos 

todos congruentes é denominado regular. 

EXERCÍCIOS EXPLORATÓRIOS - GRUPO 72 

1. ::..:enhe .•lg,ns polfgonos conve,os (,~ a ,,..,,, 1'p" e ... Jn,aginação). A ~gufr, 
e 

O 

numero de vértices e o número de lados de cada um dos polígonos desenhados. 

nad Q,al • propriedade •"' você "descobri,·· ach<• do núm,ro d, ~ rl;.,, ,elaci~ 

0 
com o número de lados, de um mesmo polfgono? 

tabela, baseando-se nos polígonos que -deve ter 

2 . Preencha os claros aa :,c::1,u, .. •-

desenhado no exercício anterior: 

n.º de 
n .º de diago, n.º total de 

n.• de 11ais de cada diagonais 

polígono vértices 
lados vértice 

3 
o o 

triângulo .. . . . ... . ... . ..... 
3 l 

z 

quadrilátero . .. .. . .. ..... . . 
4 

. . . 5 
5 

. . . 

pentágono . . ....... . . . ... . 
. . . 

. .. 
. . . 

6 
. .. 14 

4 
hexágono . . .... . . ... ... ... . . . . . . . . . . .. 
heptágono . . .. . . . . . ... . ... 
octógono ...... .. .... . . . . . . 

. .. . . . 
6 

... 

eneágono . ..... . ........ . . 
. . . ... 35 

10 
... 

. . . 
decágono .. .. . . . . . . ... . .. . 
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3. Você seria capaz. de "explorar" uma fórmula que perm1ttsse determinar o mírnero 
total de diagonais de um polígono convexo? 

· Vamos ajudá-lo: considere, por exemplo, um hexágono (6 lados);_ d~ cad: 
vértice você pode traçar tantas diagonais quantos são os lados menos tres, isto · 
6 - 3 = 3, pois de um vértice não se pode traçar diagonal a êle mesmo nem aos 
vértices adjacentes. . . 

Sua primeira impressão talvez. seja de que é possível traçar 6 X (6 - 3) diagona!s. 
se de cada vértice partem 6 - 3 diagonais, de 6 vértices partiriam 6 v~s ma!s. 
Lembre-se, porém, de que êsse produto representa o dôbro do número de diagonais, 
pois cada diagonal foi contada duas vêzcs. 

Representando por d o número de diagonais de um poligono convexo de n 
lados (n > 3), a seguinte f órmula dá o mímcro total de diagonais que se pode traçar 
num polígono convexo: 

d = n X (n - 3) 
2 

Aplicando-a no caso do hexágono: d = 6 X (6 - 3) = 6 X 
3 = 9 (diagonais). 

2 2 

EXERCÍCIOS DE F IXAÇÃO - GRUPO 73 

1. Se ABCDE é um polígono convexo de 5 lados e P um ponto pertencente ao interior 
dêsse pollgono, em quantos triângulos fica decomposto o poligono quando se une 
o ponto P aos vértices do polígono? 

2. Em quantos t riângulos fica decomposto um polígono convéxo de n _ lado~ (n _> ~~ 
quando se unem os seus vértices a um ponto qualquer que pertença ao interior 
polígono? 

3. Unindo-se um dos vértices de um hexágono convexo aos demais vértices dêsse 
pollgono, em quantqs triângulos fica dividido o hexágono? 

4. Em quantos triângulos fica dividido um polígono convexo· de n lados (n > 3), quandº 
se une um de seus vértices aos demais? 

5. Quantas diagonais tem um polígono convexo de 7 lados? 

6. Qual o número total de diagonais de um icoságono convexo? 

7. O triângulo tem diagonais? Por quê? 

8. Qual é o polígono c?nvexo que t!!m tantas diagonais quantos são os lados? 

( Sugestão: como d = n, pode-se resolver 
11 X (n - 3) d1·v1'dindo a equação n = 

2 
n - 3) por n ambos os membros: 1 = -

2
-

9. Quantos lados tem um polígono convexo cujo número total de diagonais é o dóbro 
do número de lados? (Agora: d = 2n) 

10. Qual é o poligono convexo cujo número total de diagonais é o triplo do número de 
lados? (d = 3n) 
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Triân~ulos 

1. Omceito . , d três lados. Usa~d~ 
. • lo é um poltgono e uinte maneira. 

Você J. â sabe que um tnadngu definir triângulo da seg 
. t s po e,se 

a linguagem dos conJun ° ' ~ e B C nao, 
sejam os pontos A, e ê e , 
colineares· a reunião dos tr s s g 

-• - CA , figura 
mentos AB, BC e e ª. ulo. 

o 

geométrica chamada tn~ng 
Indicação: 6 ABC. Logo. 

1 6 ABC= ÃB V BCV CA 1 
--------+---

A 

2. Elementos principais . ente abreviados PºJ Áê !~R; 
A flC BÔ A costumeiram riângulo cada la o elos 

Os ângulos CAB, Av e do '6,ABC- Num t lo interno formado p to 
são chamados ângulos intemos ao ângu dois lados e, po;tagun 10' 

e outros , reice dêsse n . 
também ao ve ABC o lado 

,, · no 6. é •: \ Assim, ulo e eªº V r, 
\ Ã.B é oposto ao t n~djacente e su-

\ tice C. O âng~;: ângulo intern? 
\ plementar de lo extemo ?º tn-

\ chama-se dngulo c!JD da figura). 
: ....... : ....... \ ', e ângulo (oângu (C-H na figura) 
: • : • t d· lar d H M , mento da perpen icu Nesse caso, o la_ o 

Altura de u~ t~iâng~~t: ~u~e;rte do lado op:;:º·ê. dngulo ~o 11;:ai;; 
traçada de um vertice à do triângulo e o ândg a vértice pode se 

- , h do base is de ca e 
oposto (AB) e c ama três alturas, Pº 

U t 'ângulo tem m n l d oposto. 1 ão 
a perpendicular ao ª i iângulo, em ~ç 

Mediana de um , segmento (CM n~ 
a determinado lado, e O édio dêsse lado ª 

. 0 ponto m 
figura) que une V •fique, 
vértice op?5to. 1 m três medianas. r:iva a 

Um tnângu o te triângulo, re ba . setriz 
B • t · de um to da 15 

isse n 7 é O segmen ' dido 
um ângulo interno, • lo c·ompreen 
- . ) dêsse angu 

(CD na figura lado oposto. . inter, 
entre o vértice e o três bissetrizes 

Um triângulo _tem 
nas. Verifique. 

A 
o 
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3. Classificação 

Levando--se em conta os 
diz-se: comprimentos(*) dos lados, um triângulo 

isósceles, qua ndo possui d · I d 
ois ª os de m esmo comprimento; 

eqüilátero, qua ndo possui· t t: 
rc:s lados de mesmo comprimento, e escaleno, 

quando não Possui dois 
lados de mesmo comprimento. 

h Relativamente às medidas dos d l . 
c amado: ngu os rnternos, o triângulo pode ser 

acutdngulo, 

retdngulo, 

o'1tusdngulo, 

quando pos~ui os t A d 
dêsses três· âng I res !1gulo~ ag~dos; caso as medidas 
eqüiângulo; u os se3am iguais, o triângulo d iz-se 

quando possui um á I 
reto é a hipotenusa ngu o reto; o lad? oposto ao ângu lo 

e os outros dois lados, catetos, e 
quando possui um ângulo obtuso. 

unidod~•) Medidos sempre com 
será sempre o grau a rne-.srna unidade (cm 

· ' por exe.mplo); no caso do medida de ~ngulos , 3 
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EXERC ÍCIOS EXPLORATÓRIOS - GRUPO 74 

1. Omstmção de tritliigulos isósceles: Considere um qualquer 
segmento AB como base do triângulo isósceles que voei! 
quer cons truir. Escolhido um comprimento dado pela 
abertura de um compasso, bas ta determinar um dos 
pontos C(•), intersecção das circunferências traçadas 
qua ndo se fixa a ponta do compasso respectivamente 
nos pontos A e B. 

a) Será que existe sempre o ponto C? 

b) Quando é que "não existe" ? 

e) Por que o triângulo obtido é isósceles, quando existe C 7 

2. Um resultado importantíssimo para os tritlngulos isósceles: 

De cada triâ ngulo isósceles que você construiu, meça com o transferidor os 
ângulos da base. Que obse)'Vou ? Se um dos ângulos da base de um triângulo isós
celes mede 40°, por exemplo, quanto medirá o outro ângulo da base ? Será também 
4Qo? "Explore" êsse resultado com outros triângulos isósceles. 

Na certa você irá concluir que em qualquer trillngulo isósceles os ângulos da 
base têm medidas iguais. 

Um enunciado mais geral para os resultados obtidos no exercício 2 é: 

Se dois lados de um triângulo têm o m esmo com
prim ento, então os dngu los opostos a @sses lados têm 

a m esma medida 

ou: se m(AC) = m(BC) então m(b) = m (Â ) 

3. Construção de tritlngulos eqüilateros: Processo análogo ao empregado no exercício 1. 
Construa dois triângulos eqüiláteros, um dêles com 3cm de lado e o outro com 5cm 
de lado. Quantos graus você acha que encontrará para cada um dos ângulos dos 
triângulos construfdos? 

Conclua um resultado que envolva as medidas dos ângulos de um mesmo t riân
gulo eqüilátero. 

4. l.0
) Desenhe qualquer triângulo isósceles. A seguir, suas três alturas. Elas se inter, 

ceptarão num ponto interior ou exterior ao triângulo ? 

2.•) Resolva o mesmo exercício, empregando um triângulo retângulo. 

5. Onde se interceptam as retas suportes das três alturas de um triâ ngulo obtusângulo ? 

6. l.•) Todo triângulo isósceles é eqüilátero. 

2.•) Todo triângulo eqüilátero é isósceles. 

Qual das duas sentenças é verdadeira 7 Por quê? 

(•) Na intersecção das r.ircu~rênclas t roçadas serilo encontrados dois pontos: e e C' (situados em 

semi-planos opostos com rclaçilo" AB); para o obtenção dos resultados desejados, basta "trabalhar" com C 
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7. Um outro resultado para trilingulos isó . . . 
de modo que AB seia a b A . sceles . Desenhe um m â ngulo isósceles ABC, 
alt , ase. seguir con t ê ura, tomando por base AB· 

0 
' • s rua: I.•) ;1 l•issetriz do ângulo ; 2.0

) a 
resultado: • 3. ) a med1ana relativa a • B v · d com o n . eJa se concor a 

Em qualquer trlAngulo 1 6 
vértice, a altura e a med~ sceles a bi.ssctri11 do Angulo do 

'°-rta, relativas à base, coincidem 

8. Resultados importa tí . 
n ss1mos Para qualquer trillngulo : 

I .•) Relacionando os 
e comprimentos dos lados : 

Desenhe um t ·â 
lados (as t ngulo qualquer ABC. Meça os seus 
a, b me idas na figura estão representadas por 

e c, respectiva mente) : 

a) Será que os , 
satisfa numeras que representam as medidas 

zen:i quãlquer uma das relações: 

ª <b+ c ? 
B b < a +e ? 

e < a + b ? 
b) ~as relações também vale 

triângulos desenhados m para os comprimentos dos lados dos 
Desenhe . por seus colegas ? 
- , a seguir, um outro t ·a 1 

sao verdadeiras aquelas 1 _n ngu o MNP e verifique nova mente se 
lados. Agora veja se é re açoes que envolvem os comprimentos dos 
tenham os ~ guintes comcap~z de construir os triângulos cujos lados 

pnmentos: 
a = 4cm, b 3 = cm e C= 2cm 
a = 6cm, . b 3 . = cm e e = 3cm 

Foi possível ? Q 
O . . ue pode você concJu· d . 

seguinte resultado O auxiliará: ir epois dêsses exercícios? 

Ern todo triàngulo o 
é sempre menor q~e :

0
::~ni;:to de q1;1alquer lado 

ou troa dois lad:a comprimentos doa 

2.•) Relacionando 
0 d comprimento e um lado com d 

lingulo oposto: a me ida do 
A 

Construa O 6 ABC . 
dos me , cu Jos la-

çam, respectivamente: 

a =- 6cm 
b =- 5cm 
e "" 3cm 
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se 
se 
se 

Com o t ransferidor, meça com cuidado os ângulos: Â, /) e 6. Relacionando 
o com primento de um lado com a medida do tlngulo que lhe é oposto, diga: 

a) qual das t rês sentenças é verdadeira: 

se a > b então m(Â ) > m(.B) 
se a > b então m(Â ) = m( /)) 
se a > b então m(Â) < m(/)) 

Numa "operação inversa", construa agora um ó,I LH ... , cu jos â ngulos mei;am. 
respectivamente : 

b) 

c) 

m(Â) = 8Qo 

m(B) = 55• 
m(ê) = 45° 

Qua l será o lado de 
maior comprimento ? 

Assinale qual das três 
sentenças é verdadeira: 

A 

m(Â ) > m(.B) então a>b 
m(Â) > m(B) então a =b 
m(Â ) > m(.8) 

B 
então a< b a= ? 

Na certa, o seguinte resultado concordará com o que você "explorou": 

Em todo trlàngulo, se dois lados são desiguais, então 
ao maior lado opõe-se o maior dngulo e, reciprocamente, 

ao maior dngulo opõe-se o maior lado 

3. º) Relacionando as medidas dos tlngulos internos de um t ri811gulo. 
( RELAÇÃO IMPORTANTÍSSIMA!) 

e 

Você, j untamente com todos os colegas de classe, está convidado a 
" explorar" a seguinte questão: 

A 

Quanto vale, em graus, a soma das medidas dos lingulos internos de um 
t rilingulo qualquer ? 

e 

m(Â) + m(E) + m(ê) = ? 

B 
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Usando o transferidor, com muita atenção, voce encontrarã , provàv_~me~~~'. 
resultados que se aproximarão de 1800. Experimente com novos tn ngu d 

Nestas condições, podemos ou uno usar JBO• pura a soma das ,nedidas vs 
ângulos internos de um triângulo? 

Neste curso de Geometria, vamos usar / 80° para essa soma e, com 1~~ 
conhecimentos que voe~ j ã possui, provar o porquê dessa resolução, que envo 
certas " exigências" de paralelismo . . . d:l 

De fato, considere um triâ ngulo qualquer ABC e vamos supor t r3ça 
. - l la 

e pelo vértice C a reta MN para e 

M y N ao lado AB. éA 
Os â ngulos formados (M ' 

A êB, BêN) têm, respectivamente, 
as medidas: 

x , z e y 
~ fj é) 

e os !lngulos internos (A, • 
do f:, ABC, as med idas: 

m(Â), m(/)) e m(ê) 

Sendo: 

Â e MêA ângulos alternos internos, então: 
B e NêB ângulos alternos internos, então: 
ê o mesmo que o â ngulo AêB, então ... : 

m(Â) = X 

m(B) y 

m(ê) z 

e como: x + z + y = 1800 (resultado já conhecido) 
segue,se que: 

m(Â) + m{D) + m(ê ) = 1800 

e você provou, graças " àquela paralela traçada", que: 

(por quê?) 
(por quê?) 
(por quê?) 

A soma das m edidas dos ~!!ulos internos de qualquer 
triângulo ê igual a 180° 

Relacionando medidas de dngulos 

Observe bem o ó ABC. 
Se y representa a medida 
de um ângulo interno e t a 
medida do ângulo externo que 
lhe é adjacente, quanto vale 
a soma: t + y ? 

Fâcil é concluir que: 
t + y = 180°, isto é, são su
plementares o angulo interno 
de um t riângulo e o ângulo 
externo que lhe é adjacente. 

Por outro lado, sendo as 

internos e tlngulos externos. 

e 

A 

medidas dos ângulos números reais e, como: 

e 
X + Z + y = 1800\ ~ 1 t = X + z \ 

t + y = 180° j 
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• 

1 

1 

1 
1 

J 

ou seja: 

de um trH\.n8ulo ê i~ual 
A medida do Qn~ulo e~ter~:1s àn8ulos Internos não
à soma das medidas a:tacentes 

LEMBRETE AM IGO 

revelaram, através das 
, · exploratórios que Insista nos exerc1c10s 

medidas as utilíssimas RELAÇÕES entre: , 

os lados 

os dngulos 
os lados e os ângulos 

de um mesmo tridngulo. 

AÇÃO GRUPO 75 
EXERCÍCIOS D E FIX -

. cada um, que pode você 
· dois lados rnedmdo 3cm . comprimentos 

1. Sabendo que um triâ ngulo possui d esultados que relacionem os 
d" • ? E ncie to os os r 1zer dêsse triângulo• nu I dêsS ' triângulo. 
dos lados e as med :das dos tlngu os " • 

. d s seguintes triângulos voce 
. d lados assinale quais o 

2. Relaciona ndo os comprimentos os • 
pode construir: 

l.•) a = 5cm 

b = 7cm 

2.") a = 10cm 

b = 5cm 

J.•) a = 4cm 

b = 6cm 

e = 6cm 

4.º) a = 3cm 
b = 5cm 

5.") a = 5cm 

b = Sem 

e = 3cm 

e = 8cm c = 4cm 
d ·da do 4ngulo que lhe 

lado com ª me 1 

3. Relacionando o comprimento de 11111 transferidor): 

é oposto, 

no triângulo abaixo, diga (sem usar 
O 

e 

1.0 ) qual é o maior ângulo 

2 .•) q ual é o menor â ngulo 

A
L ----.~:;;;-------B s,o cm 
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4. Par~indo de que a soma das medidas dos dn los 
180 , preencha os claros da seguinte tabelar internos de um tritinRulo é igual a 

!>.ABC m(Â) m(fi) m(f') 

- -is()sceles . ... - . 65u -- .. 50" --- ·· - - ---- -escaleno ------. .. .. ... .. 45u 11Qo30' ---:-------- -----· 
i~'ósceles ( ba_se BCI ----- - --- -

48° .. . . 
isósceles (base AC) 

- __ .. ____ 
-------~- .. 56" 1------eqüiÍátero ....... --- ----.. . . . . 

retângulo .... 90° ·-- -----.. . 
40°20' - -- .. 

retângulo . .. . 36° --------.. .. 54u . . 

5. Se a soma das medidas dos ân ui . . 
porque são verdadeiras as se g_ os internos de um t riângulo é igua l a 180", explique 

. gumtes sentenças: 

l.•) Em qualquer triângulo uin só â ngul d 
2 •) E O po e ser obtuso 
. m _qualquer triângulo a medida de . 

medidas dos out ros dois. cada ângulo é o sup lemento da soma das 

3.•) Nmeudme t6n()o·â.ngulo eqiH4ngulo (todos os â ngulos 
têm medidas igua is) , cada ângulo 

4.•) N ·A um tndngulo re tângulo os ân ui 
5.•) Num triângul 'só I g os agudos são com plementares. 

o i sce es os ângulos da base são agudos. 
6.•) Se ~ois triângulos têm dois ân ulos . 

medida) , os terceiros ângulos _g respectivamente congruentes (de mesma 
sao respectivamente congruentes. 

6. Calcule as medidas, assinaladas por x 
• Y, z e 1, dos â ngulos dos seguintes triângulos: 
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3.•) 

I 
I 
I 
1 

I 
I 
I 
I 

1-,,-.,.._.J
I / \ 

7. Resolva os seguintes problemas: 

1 .o) Os ângulos de um triângulo medem, respectivamente, 3x, 4x e 5x. D etermine 
as medidas dêsses â ngulos . 

(Sugestão: 3x + 4x + 5x = 180° ç:::::) 12x = 180° ç:::::) x = 15•, logo: . .. ) 

2: •) Os três â ngulos de um triângulo medem, respectivamente: x + 36", 2x - 15" e 
3x - 40". Quanto mede cada um? 

3.0 ) Sabendo que num t riângulo isósceles a medida de cada um dos â ngulos da 
base é o dõbro da medida do ângulo do vértice, determine as medidas dos â ngulos 
dêsse triâ ngulo. · 

(Sugestão: se x fõr a medida do ângulo do vértice, a medida de cada ângulo da 
base é 2x e, porta nto, a soma é ... ) 

4.0 ) Dois â ngulos de um t riângulo são tais que a soma de suas medidas é 130° e a 
sua diferença IO•. Quanto mede cada ângulo ? 

(Sugestão: basta resolver o sistema: x + y = IJ()o /\ x - y = J()o) 

5.0
) N um t riângulo ABC a medida do Â é o triplo da do .B e a do B é o dôbro da 

do ê. Calcule essas medidas. _ 

6.•) Num triângulo retâ ngulo, um dos â ngulos agudos mede ~ da medida da soma 

dos outros dóis. Quanto medem os 'ângulos agudos? 

7.0
) Num t riângulo, dois ângulos externos medem 110° e lio•, respectivamente. 

Quanto [Jledem os ângulos in ternos dêsse triângulo? 

8.0
) Num triângulo isósceles, a medida do â ngulo do vértice é igual a / 0 da soma 

das medidas dos ângulos externos à base. Qua nto mede o ângulo do vértice? 

9.•) Calcule as meclídas d2s ângulos internos do l::,. ~BC, sabendo que_ a medida do ê 
excede a medida do A de J()o (ou sej a, tem a mais) e excede a medida do Í:J de 48°. 

10.•) O ângulo do vértice de um tr iângulo isósceles é igual a um quinto da medida do 
ângulo formado pelas bissetrizes dos ângulos da base. Calcule as medidas dos 
ângulos internos dêsse triângulo. 
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Congru'ência de triângulos 

4. Correspondência entre os vértices de dois tridngulos 

Sejam, por exemplo, os triângulos: 
e p 

M 

8 

N 

Os vértices A B c e M N p .• 
em correspondênc;a' b.-' , <' ' dêsses tnangulos podem ser postos • ,univoca ou um a ) d . . 
está sendo assinalada pelas r h l. um e seis maneiras. Uma delas 
pondentes: in as ap icadas em cada dois vértices corres, 

----------..._ ........ 
e,,..- ' 

........... ,.,P 

---✓-- -.... ........ 

aL------ - ~A 
'\. 

'\. 

' N 

'-
' ......... 

........ ...._ ,...._ -------
Indicação: A .... M 

B ...... N 

c ...... P 

(lê,se · "ao · 
· ponto A corresponde o ponto M e o 

ponto M é 0 correspondente do ponto A") 

Abrevia,se a indicação d 
B, C e M, N, P, assim: essa correspondência entre os vértices A, 

ABC - MNP (lê,se· " 
. A, B, C correspondem,se com M, N, P") 
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Outra maneira de fazer os vértices dêsses triângulos se corresponde, 
rem é: 

A M 

B P ~ ABC - MPN 

C ...... N 

e_.------- -----...P 
- - >--- ...... --

As quatro maneiras restantes seriam: 

ABC ...... NMP 

ABC ...... NPM 

ABC ...... 

ABC ...... 

PNM 

PMN 

N 

Você está convidado a assina lá,las, por meio de linhas aplicadas a 
dois vértices correspondentes. 

N OTA: A correspondência ACB - MNP, que você poderia imaginar estabelecer 
entre os vértices A, B, C e M, N, P já está coritada en tre as~seis apresentadas, pois: 

A-M 
C - N pode ser escrita 

B-P 

A-M 
B - P ~ ABC - MPN 

C-N 

Nas correspondências estabelecidas entre os vértices dos t riângulos, 
os lados cujos extremos se correspondem chamam,se lados correspondentes 
e os âIJgulos cujos vértices se correspondem, dngulos correspondentes . 

NOTA: Não confundir a denominação ângulos CORRESPONDENTES, atribuída a 
ângulos que se correspondem numa dada correspondência, com os "tingulos correspondentes" 
denominação tradicional que recebem os ângulos formados por uma transversal co~ 
duas retas coplanares (Cap. IV, n.• 27) . 

Assim, por exemplo, na correspondência: ABC ..... MNP: 

AB MN Â " e e M 
BC NP } são lodos 

Ê N } são dngulos e correspondentes e 
AC e MP ô e 

p correspondentes 
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5 · Congruência de triângulos 

. Qualquer uma das seis correspondências estabelecidas entre os vér, 
~ices 

I
de dois triângulos é chamada congruência quando os lados e os 

ngu os correspondentes são, respectivamente, congruentes. 

Nesse caso os triângulos dizem,se congruentes. 
Os triângulos ABC e MNP: 

são congruentes, pois: 

e --- ---.-- --............. p 

e.> 
(/1 
1\) 
o 
3 

M 

AB '.:::: MN (porque: m(AB) = m(MN) = 
BC"' NP = 2,60cm) Â "' M. (porque: m (Â) = 

e S "" N = m(M) = 60º) 
AC,.., MP 

ê ~ p 

1 b. ABC~ b. MNP 1 

Logo: Dois triângulos são e 
correspondência biunívoca entre ONGRU~N~Es se, e somente se, existir uma 
correspondentes sejam resp t . os seus vertices, tal que os lados e os dngulos 

Indicação: 

' ec ivamente, congruentes. 

ATENÇÃO: Considerados, por 
exemplo, os triângulos : 

z 

~ '1,, "'» 

X 4cm Y 
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e a correspondência: MNP - ZXY, sabe,se que os lados MN e ZX 
são correspondentes (nessa correspondência!) . . Como suas medidas são 
diferentes, pois: m(MN) = 4cm e m(ZX) = 2cm, então MN ~ ZX. 

Será que nestas condições j á se pode concluir que os triângu los 
MNP e ZX Y não são congruentes? 

NÃo, pelo simples fato de existir uma outra correspondência entre 
os vértices (lembre,se de que se pode estabelecer seis correspondências), 
que é uma congruência. Essa correspondência é: 

MNP - XYZ 

Logo, não é a correspondência MNP - ZXY que define a congruência 
entre b. MNP e b,, ZXY e sim a correspondência MNP - XYZ, razão 
por que, ao escrever os vértices, se deve guardar a POSIÇÃO relativa dos 
elementos, respectivamente, congruentes. 

A congruência de triângulos é uma RELAÇÃO DE EQUIVALtNCIA, pois é: 
' 1) rejlexfoa: b. ABC,.._, b. ABC 

2) simétrica: se b. ABC,.._, b. MNP, então b. MNP ,.._, b. ABC 
3) transitiva: se b. ABC,.._, b. MNP e b. MNP ,.._, b. XYZ, então 

b. ABC,.._, b. XYZ 

OBSERVAÇÃO DE ORDEM PRÁTI CA : Como a congruência de dois trintlgulos implica a 
congméncia de seus três lados e tré.s tlngulos respectivos, costuma,se assinalar com pequenos 
segmentos os lados correspondentes congruentes e com pequenos arcos os ângulos corres
pondentes congruentes. Assim, por exemplo: 

A 

s 

1.0 t riângulo: A 
t 

2.• triângulo: S 

B C 
! ! 
T R 

(aqui as letras podem figurar em qualquer ordem) 

(aqui, nao!) 

e como, nessa correspondência : AB ~ ST 
BC ~ TR 'e 
ÃC ~ RS 

então: 1 ô ABC ~ ô STR 1 
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TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 76 

1. Preencha os claros das seguintes sentenças, que dizem respeito a triângulos congruentes: 

e 

!.•) 6 ABC ~ 1::,, •• • 

A-~---tt------_.__=B 

~ ~ 

E 

D 

C' 

F 2,•) 6 · .. ~ 6 SRT 

T 

2. Dois triângulos congruentes podem fazer parte da 
mesma figura. Exemplo: 

onde: { 1 
Logo: 6 AMC ~ 1::,, BMC 
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M C 
t t 

M C 
e 

,--- --, 
: . . : 

M 

Preencha os claros das seguin tes sentenças: 

A~--,n,-----t-------- -~ 
B 

I.•) 1::,, MON ~ 6 ... 

2.•) 6 .. . ~ 1::,, ABC 

EXERCÍCIOS EXPLORATÓRIOS - GRUPO 77 

1. Acêrca de congruência de tritlngulos ... 

Você sabe que, se dois triângulos são congruentes, então seis dos seus elementos 
correspondentes (três lados e três ângulos) são respectivamente congruentes. 

Todavia, é possível saber se dois triângulos são congrt1entes sem verificar se 
todos os lados correspondentes e todos os tlngulos correspondentes são, respectivamente, 
congruentes. Para isso, é suficiente - como será " explorado" nos exercícios que se 
seguirão - verificar se dois triângulos têm, respectivamente congruentes, sõmente 
três dos elementos correspondentes, entre os quais esteja compreendido, necessària
mente, pelo menos um lado. 

Os exercícios que dizem respeito a essa "economia" de e lementos correspon
dentes, para saber se dois triângulos são congruentes, sugerem os chamados Casos 
Clássicos de Congruência de T ridngulos. 

1.° CASO: Você e seus colegas d e classe estão convidados a construir um triângulo 
do qual são conhecidos somente: 

dois lados e o iingulo que êsses lados formam. 
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Sejam os lados AB e AC e o ângulo Â formado por êles, dados respectivamente 
pelas suas medidas: 

m(AB) = 5cm 

m(Â) = 600 

m(AC) = 3cm 

Conhecidos os triis vértices (A, B, C) do triângulo, basta uni-los e o triOngulo 
estará construido: 

A 

e e 

5cm B A 

Será que .o triângulo que você construiu é congruente aos triângulos abaixo, 
construidos pelos seus colegas de classe? 

cr ----~ . 
E 
u 
<') 

B 

B 

Basta medir o terceiro lado BC, bem como os ângulos /j e é de todos os triân
' gulos construídos (em qualquer posição), para verificar que todos êles são congruentes. 
Experimente. 

Surge, assim, o / .° Caso de Congruência de Tritlngulos: 

Se dois trllngulos possuem dois lados e o 8ngulo 
por iles formado respectivamente congruentes, então 

oa trllnaulos são congruentes 
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Indicação : L .A.L. (lê-se: ''lado, Ongulo, lado") 

Como prática, assinale quais os _pares de triângulos que são congruentes: 
4 ,Ocm 

2.") 

, 35º 

G,Ocm 

s.•r 

OBSERVAÇÃO: Dois triâ ngulos retângulos que tenham os catetos respectivamente 
congruentes, são congruentes. 

De fato, sendo reto o ângulo formado pelos catetos, a congruência dos triângulos 
decorre do caso L.A.L . 
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2.° CAso: Todos agora vão construi~ um triílngulo conhecendo somente: 

um lado e dois tlngu los adjacentes a êsse lado. 

Esses elementos são dados por suas medidas: 

m(Â ) = 700 

A 

1 
I 

I 
1 . 

m(AB) = 4cm 

m(B> = 500 

4cm 4cm B 

~s três vértices são determjnados fàcilmente, pois dois dêles (A e B) ~ o 
conhecidos, bem como os ângulos A e B, pelas respectivas medidas. O terceiro vértice 
(C) é determinado pela intersecção dos lados não-comuns dos ângulos Â e /J. 

Também agora os_ triângulos construidos por você e seus colegas são todos 
congruentes, como é ràp1damente verificado medindo-se 05 demais elementos corres, 
pondentes dos triil.ngulos desenhados. 

Temos, então, o 2.0 Caso de Congruência de Tritlngulos: 

Se dois triêngulos possuem tu,l lado e dois 8ngulos 
adjacentes a êsse lado congruentes, então os triângulos 

são congruentes 

1 ndicação: A.L.A. (lê-se: " ângulo, lado, ângulo") 
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Assin;:ile , como p rá tica, quais os pa res de triâ ngulos que são congruentes: 

~ ?O'W 
6cm 

3.° CASO: Todos são convidados a construir um triângulo do qual são conhecidos 
sàmente: 

através de suas medidas: 

m(AB) = 6cm 

m(AC) = 5cm 

m(BC) = 4cm 6cm 

Sem 

4 cm 

os três lados, 

e 

A 6cm B 

Partindo de qualquer lado (AB, por exemplo) , basta usar o compasso duas 
vêzes: a p rimei ra, com centro em A e raio de 5cm, e a segu~da, com centro em B e 
raio de 4c n . O terceiro vértice é um dos pontos (C) de mtersecçào das circun
fcrêndas traçad:is. O ponto C existe porque: 6cm < 5cm + 4cm (resul tado j á 
.:onhccidoi . 

T J mbém agora pode-se verificar que os t riângulos construídos pelos alunos da 
classe são 10dos co11grue11tcs, medindo-se os ângulos correspondentes dos triângulos 
desc"1hados. Daí. temos o J .• Caso de Congruência de Tritlngulos: 

Se dois triângulos possuem os ,,..,s lado.• respectiva
m ente ron~l'Ue ntes, então os triAn~ulos são congruente.• 

223 



Indicação: L.L.L. (lê-se: "lado, lado, lado") 

Assinale, aos pares, quais Siio os triângulos congruentes : 2•)6 
2cm 

5.º) 

7.") 

~ ·:;v,,,,.,-

· 4.• CAso: Pede-se, ainda, a tôda a classe que construa um triâ ngulo do qual são 
conhecidos sõmente: 

um lado, um 8ngulo adjacente a êsse lado e um dngulo oposto a êsse lado, 

por intermédio 
de suas medidas: 

m(AB) = 4cm 

m(Â) = 75° 

m(ê) = 6()<> 

A 4cm 
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e 

8 A 4cm 8 

Ora, sendo 18()<> a soma das medidas_ do~ três ângulos de um triângulo e como 
já são conhecidas as medidas dos â ngulos A e r, a medida do B será: 

Portanto, a intersecção dos lados não-comuns do ângulo Â (que mede 75°) 
e do ângulo B (que mede 45°) detenninará o terceiro vértice C (caso já conhecido: 
A.L.A.) . 

Como todos os triângulos construídos pela classe são congruentes, " nasce" o 
4.° Caso de Congruência de Triti.ngulos: 

Se dois triângulos possuem rLm lado, um llngulo 
adjacente e um 8ngulo oposto a êsse lado, respectiva
mente congrriente.~, então os triângulos são congruentes 

1 ndicação: L .A.Ao (lê,se: "lado, ângulo, ângulo oposto") 

Assinale quais os pares de triângulos que são congruentes: 

~ 110º 

. 4 5° 

S em 

OBSERVAÇÃO: Por êsce caso (L.A.Ao), dois triângul?s retângulos que possua~ 
um cateto (ou hipotenusa) e um ângulo agudo, respecàvamente congruen tes, sao 
congruentes. 
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ATENÇÃO: Muito cuidado na "exploração" da coNGRUftNCIA de dois 
triângulos, pois não basta três elementos quaisq;1er, to
mados como correspondentes, serem congruentes. i:. neces
sário levar em conta a posição dêsses elementos, e que 
um dêles, pelo menos, ~eja lado. 

Por exemplo, não existe o caso A.A.A., pois você pode ter dois 
triângulos com os três ângulos respectivamente congruentes e que nao 
sejam congruentes: 

Também não existe o caso A.L.L. (ou L.L.A.), pois, apesar ~e 
possuírem os elementos correspondentes, congruentes nessa ordem, dois 
triângulos podem não ser congruentes, como os seguintes: 

onde o ângulo congruente (60°) não é o formado pelos lados congruentes. 

"Explore", por intermédio de exemplos, que também não existe 0 
caso A.A.L. (ou L.A.A.). 
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LEMBRETE AMIGO 

Os únicos Casos de Congruência de Triângulos são: 

A.L.A. 

. hecer com enorme "economia" , se dois . .. que lhe permitem recon , 
triângulos são congruentes • • • 
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TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 78 

1. Os seguintes pares de t riângulos são congruentes, de acôrdo com os casos clássicos 
estudados (L.A.L., A.L.A., L.L.L., L.A.A 0 ). Assinale, para cada par, qual o caso 
empregado: 

. 5o• 

2cm 

E~~<'-

~~ 
2 ,0 cm 

li' 
('°? 

50° , 

2cm 

~ , 40' 

~~E 
~~ 

2,0cm 

1,5cm 

4cm 

2. Os seguintes pares de triângulos possuem três de seus elementos principais respecti
vamente congruentes. Os triângulos são congruentes ou não? Por quê? 

l.º) 2.") 

40 

52'· ~ 120° 

~ 

oo• 
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3. J ustifique o "porquê" da Congruência dos triângulos que fazem parte da mesma 

A 

figura. Exemplos-modêlo: 

1 .•) Dados: AC ~ BC 

,n :::a u 

e 

2.0
) Dados: N P ~ PQ 

N~ô. 

Í N ~ Ô. (dado) 

Como: ~ NP ~ PQ (dado) 

l n = m (o.p.v.) 

B 

segue-se que: 6MNP ~ l).RQP 
(caso A.L.A.) 

"prove" que 6 ACD ~ 6 BCD 

Solw;ao: 

Basta empregar um dos casos ?e 
congruência estudados, desde que se dis
ponha de três elementos correspondentes, . 
respectivamente congruentes, guardando a 
mesma posição. 

l 
AC ~ BC (dado) 

Como: ~ = ,_1 _ (dado) 

CD ~ CD (é o mesmo na figura) 

s.·~ue-se que: 6 ACD ~ 6 BCD 
pelo caso L.A.L. 

I 

"prove" que 6 M N P ~ l).RQP 

M------7:--:•:-,N 
'--

m 

Q R 

NOTA: O terceiro elemento (n = m) decorreu de fato já conhecido. 
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3.0
) Dados: m = n 

P=q 

mr-
1 • 

A 

D 

"prove" que 6. BCA ~ 6. BCD 

5.0
) Dados: ÃB ~ CD 

f)~ê 

"prove" que 6. ABC ~ 6. DCB 

7.•) Dados: AC ~ DC 

m = n 

A 

que 6. ABC ~ 6. DEC 

4.0
) Dados: AB ~ CD 
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m = n 

"prove" que 6. ABC~ 6. COA 

6.•) Dados: XZ ~ ZV 

m = n 

"prove" que 6. XYZ ~ 6. VTZ 

8.0
) Dados: AD ~ AC 

BD ~ BC 

"prove" que 6. ABD ~ L:,,. ABC 

2.8 Parte: - construção lógica da Geometria 
- da necessidade de provas . .. 
- ... alguns teoremas fundamentais 

Construção lógica da Geometria 

6. Insuficiência das medidas e das observações para "provar" 

que uma afirmação é. verdadeira 

Até agora você "explotou" diversas situações, verificando, por inter
médio de instrumentos (régua, compasso e transferidor) e de observações, 
algumas propriedades de figuras · g~_ométricas, tais como: 

1) Os ângulos alternos internos formados por duas retas paralelas 
interceptadas por uma transversal são congruentes; 

2) em todo triângulo isósceles os ângulos da base são congruentes; 

3) em todo triângulo o comprimento de qualquer lado é menor 
que a soma dos comprimentos dos outros dois; 

4) os casos de congruência de triângulos (L.A.L., A.L.A., L.L.L., 
LA.Ao). 

_ Todavia, por mais corretamente que sejam efetuadas as construções, 
nao se pode concluir que os resultados obtidos sejam absolutamente certos, 
uma vez que tôdas as medidas estão sujeitas a pequenos erros. 

_Mesmo que as figuras geométricas tenham sido observadas com o 
máximo de atenção, não estamos habilitados a aceitar certos resultados 
pelo fato de os "estarmos vendo". Fôsse assim, você jamais poderia afirmar 
que as milhares de "pequeninas" estrêlas observadas no céu são milhares 
de vêzes maiores que a Terra. Ou que é a Terra que gira ao redor do Sol 
pois a observação diária, que mostra o Sol " levantando-se" de manhã 
no horizonte, pondo-se a pino ao meio-dia e "deitando-se" à tarde faz 
"crer" que é o Sol que gira em tôrno da Terra! ' 

Portanto, usando somente a vista, pode-se tirar conclusões falsas . 
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TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 79 
1. As linhas d 

r e s a figura são retas ou curvas? 

5 

2. Qual é o maior comprimento: a ou b? 

3. Qual• é a sentença verdadeira: 

e 

<ª> 
>,___----=---b --<< 

!.•) m(CT>) < m(AB) ? 

2.•) m(CD) m(AB) ? 

3.•) m(CT>) > m(AB) ? 

A D 8 

ATENÇÃO: Ob 
serve com cuidado a figura da pág. 2 

33 e depois .. . conclua! 

Da necessidade de provas 

7. Necessidade de. um processo dedutivo 

. Suponhamos que você tenha "f' 
dngul~s da base de um tridn ulo . 6 veri ic_ado experimentalmente que os 
propriedade seja verdadeirf is ~.cel_es s~o congruentes. Mesmo que essa 
poderia concluir que ela i:ara mil triângulos isósceles" você J. amais 
• 1 • , continuaria d d · ' • angu os tsosceles" sem · . . ver a eira para "um milhão de trl" 

, que .a verificasse p · 1 
Dai a necessidade d ara um triângulo de cada vez. 

demonstração - que poss: ~e t~r um processo dedutivo - denominado 
JUStt tear plenamente ser verdadeira a citada 
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propriedade para qualquer triângulo isósceles, independente do tamanho 
da figura ou da precisão com que foi desenhada. Êste é o poder da genera
lização de uma demonstração em Matemática, que permite construir lõgi
camente a Geometria. 

· Demonstra-se que a informação expressa numa sentença é verdadeira, 
mediante um processo dedutivo, desenvolvido sucessivamente por inter
médio de definições e de resultados conhecidos, mais elementares, já compro, 
vados ou aceitos como verdadeiros. 

TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 80 

Procure justificar as conclusões que tirar das informações expressas nas seguintes 
sentenças: 

a) (Modé/o) Todo paulista é brasi leiro. 
João é paulista. Logo ... (João é brasileiro) 

NOTA: Se todo paulista é brasileiro, J oão, sendo paulista, está incluído no todo ... 
e quem pode "o mais" pode "o menos"! 

a') (Modélo) Todo paulista é brasileiro. 
João é brasileiro. Logo ... 

NOTA: Nada se pode concluir, pois ser brasileiro não significa ser paulista -
embora não esteja excluído - podendo ser baiano, gaúcho, .. . , e o fato de poder 
"o menos" não implica poder "o mais"! 

b) Se dois ângulos são suplementares, então os ângulos são adjacentes. 

(Sugestão: pode-se raciocinar com contra-exemplos ... ) 

b') Se dois ângulos são adjacentes, tendo como lados exteriores semi-retas opostas, 
então os ângulos são suplementares. 

e) Se chove, a grama fica molhada. 
A grama está molhada, então ... 

c') Se chove, a grãma fica molhada. 
Choveu, então ... 

d) Qualquer triângulo eqüilátero é isósceles. 
O 6. ABC é eqüilátero, logo .. . 

d') Qualquer triângulo eqüilátero é isósceles. 
O 6. ABC é isósceles, logo ... 

e) Tôdas as bruxas voam com vassouras. 
Alcéia e Meméia são bruxas, logo ... 

e') Tôdas as bruxas voam com vassouras. 
Alcéia e Meméia voam com vassouras, logo .. . (cuidado!) 
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POSTULADOS E TEOREMAS DA GEOMETRIA EM ESTUDO 

8. Que é postulado ? Que é teorema ? 

As sentenças ou proposições que são feitas usua lmente no lar, n~ 
escola, dentro da Matemática, etc .. . , apresentam-se sob uma das duas formas. 

1) sentenças que são aceitas como verdadeiras sem prova, deno
minadas postulados (ou axiomas); 

2) sentenças que podem ser provadas como verdadeiras, denomi.-
nadas teoremas. 

Assim, por exemplo, na Geometria, enunciadas as sentenças: 

"Por um ponto passam infinitas retas" 
"A soma das medidas dos dngulos internos de um tridngu lo é igual 
a 180°" 

pode.-se, dada a evidência da primeira, "aceitá.-la" como verdadeira, 
dispensando uma demonstração (que diflcilmente se poderia realizar .. . ). 
Nessas condições essa sentença foi tomada como postulado. 

Já a segunda sentença não pode ser aceita como verdadeira corn 
tanta facilidade (por que a soma não seria · 179° ou 181 ° ?), a menos que 
seja demonstrada, como foi feito à pág. 210. Então, trata.-se de um teo· 
rema dentro da Geometria que se está estudando. 

ÜBSERVAÇÕES: 

l.•) Não estamos proibidos de tomar a segunda sentença t ambém como postulado 
e usá-la depois para demonstrar a verdade de outras sentenças. 

2.•) Pode-se, ainda, construir làgicamente uma Geometria, na qu~I se to~: , 
como postulado a sentença: "A soma das medidas dos ângulos inter.nos _

0 um triângulo é menor (ou maior) que 180°" , isto é, contrariando a _afirmaç~ 
feita na segunda sentença acima. Tudo vai depender da Geometrta que 
quer construir. 

9. Primeiros postulados 

Pode-se agora reunir, sob forma de postulados, as situações en~~n.
t radas em exercícios práticos, principalmente nascidas nos exerc1cios 
exploratórios. Tais postulados serão utilizados para justifica r as demon5" 

trações dos teoremas. 
Então, com os conceitos primitivos (não-definidos), com as definições 

estudadas, com sentenças aceitas como postulados e com outras tomadas 
como teoremas constr6i.-se logicamente uma Geometria. 
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. estudo será fu ndamentada nos seguintes postulados: 
A Geometria em 

Pl: 

P2: 

P3: 

P4: 

N M UMA E SÔMENT E UMA RETA(*) 
DOIS PONTOS DISTINTOS DETERMI A 

A B 

PELO MENOS DOIS PONTOS(**). EXISTEM PELO) 
NUMA RETA EXISTEM _ MESMA RETA (NÃO-COL!NEARES 
MENOS TRÊS PONTOS NAO NUMA 

• e 

A B 

DETERMINAM UM E SÔMENTE UM 
TRÊS PONTOS NÃO-COLINEARES 

PLANO -----------, 

xc 

x B 
AX 

UMA RETA PERTENCEM A UM PLANO, 
S E DOIS P ONTOS DISTINTOS OE PERTENCEM AO PLANO 
ENTÃO TODOS OS PONTOS DA RETA 

A B 

_ A, 8 E e sÃo c oL1NEARES E B 
PS: 

, A E e ENTAO 
SE B ESTA ENTRE e , A 
T AMBÉM ESTÁ ENTRE E 

A B e 

VB) (A ~ B) -+ ((3 1 r) (A E:: r /\ B E:: r )I; o mesma linguagem poder 6 

(•) S imbôlicomentc: (V 1:Jos 
da com 0 5 demais posr« ,' . tente entre os ntímtros reais e os pontos da reta, dai decorTC 

ser usa•• Da da a correspondEnclct b1unluoca ex•s 
( ) 1 ,j"nilos pontos no reta , 

que existem " ' 
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P6: p ARA DOIS PONTOS A E C EX 
- . ISTE, PELO MENOS, 

RETA AC, TAL QUE e ESTÁ ENTRE A E B 
UM PONTO B NA 

A e B 
P7: É -UNl~A A RETA PARALELA À 

PS: 

P9: 

PIO: 

QUE NAO PERTENCE A RETA r, TRAÇADA POR UM PONTO p 
r ~famoso Postulado de Euclides!) 

SE X ESTÁ ENTRE A 
E B, ENTÃO: m(AX) + ~(XB) = m(A B) 

. ---:;A-""tx-----1---
SE P - B 
~ E UMÔ PONTO INTERIOR AO 
ANGULO A B, ENTÃO: o 

m(AÔP) + m(PÔB) = m(AÔB) 

SE COM DOIS TRIÂNGULOS 
LL.L., LA.Ao, ENTÃO 

0
~C~RRE UM _oos CAsos: L.A.L., A.L.A-, 

OIS TRIANGULOS SÃO CONGRUENTES 

NOTA IMPORT ANTE 
A Geometria co t , 

entre • ns ruida de acôrdo 
d ~s quais se encontra O f com os Postulados enunciados, 

enominada geometria Euclidi::~~o postulado de Euclides, é 
Uma Geometri - -

figura ª e nao-euclidiana d 
um que contraria O postul d dquan o _entre seus postulados 

ª 0 e Euclides. 
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10. Primeiros teoremas; forma "se-então" 

Os teoremas, como você já sabe, são sentenças que podem ser pro-
vadas como verdadeiras. Os teoremas compõem-se de duas partes: 

hip6tese (H ): são os fatos dados(*) 

tese (T): é o fato ou os fatos que devem ser provados 

Todo teorema pode ser sempre escrito sob a seguinte forma condi
cional: 

SE ENTÃO 
(H ) (T) 

conhecida pela forma se-então. Exemplos: 

I. 0
) O teorema: " Dois ângulos opostos pelo vértice são congruentes", 

pôsto sob a forma "se-então", fica: 

"sE dois ângulos são opostos pelo vértice, ENTÃO os â ngulos são congruentes" 

H T 

A sentença: dois ângulos são opostos pelo vértice é a hip6tese' 
por conter os jatos dados, enquanto que a sentença: os ângulos 
são congruentes, é a tese, pois contém o fato que deue ser prouado. 

2.0
) O teorema: " Dois ângulos adjacentes, cujos lados exteriores são 

semi-retas opostas, são suplementares", pode ser escrito: 

"sE dois ângulos adjacentes possuem os lados exteriores corno 
semi-retas opostas, ENTÃO os ângulos são suplementares" 

H { 
dois ângu_los adJ. acentes possuem lados exteriores 

onde: como semi-retas opostas 

T { os ângulos são suplementares 

TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 81 

l. Sublinhe com uma linha a hipótese e com duas linhas a tese de cada uma das seguintes 
sentenças: 

Modêlo: Se dois tlngulos adjacentes possuem os lados exteriores como semi-retas Per
pendiculares, então os d11gulos são complementares. 

(•) Suposições. 
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I.•) Se dois ângulos possue 
congruentes. m suplementos congruentes, então os flngulos são 

2-•) Se eu tiver lápis e 1 _ 
pape , entao irei desenhar 

3.•) Se os â ngulos consecutivos são r. d . 
ª soma de suas medidas é • arma os em tôrno de um mesmo ponto, então 

igual a 360°. 
4.•) S e eu escrever um livro d M 
5 •) Se . e a temática, então saberei tõdas as respostas. 

· um tnângul é -56 o J sceles, então os â ngulos da b 

2. Escreva as segu · 
· ase são congruentes. 

mtes sentenças sob 

Modêlo: 
a forma se-e11tão: 

"Dois ângulos que possuem com 
"S d · /l plementos congruentes são congruentes" 

e ois ngulos possuem com 1 
congruentes" P ementas congruentes, então os ângulos são 

I.•) Dois â ngulos adjacentes cu. 
complementares. Jas bissetrizes formam um tlngulo de 45•, são 

Estudando, você será alguém. 2.•) 

3.•) 

4.•) 

5.•) 

Todo triângulo eqüilátero é isósceles. 

Se jogarmos com um b 
om quadro, poderemos ser tricampeões de futebol. 

Duas quantidades iguais a 
uma terceira são iguais entre si. 

3. Desenhe uma figura correspond 
mas da Geometria usando ente aos seguintes teore
hip6tese (os fatos d;dos) e a / eiras para caracterizar a 
devem ser provados): ese (o fato ou os fatos que 

Modêlo: 

Temos: 

~! ubm tri! ngufo é isósceles, 
ase sao congruentes. então os â ngulos 

H < 1:::,. ABC I AC ~ BC(•) 
T{ Â ~ B 

c 

A---------B 
I .•) Se dois ângulos ad • 

opostas - Jacentes possuem s 1 
• entao os â ngulos são suplem eus adus exteriores como semi-retas 

2.•) Se duas re . entares. 
tas se interceptam então A 

3 ) Se ' os dngufos op ·º um triângulo é e .. . 
1
á 0s t0s pelo vértice são congruentes. 

qu1 tero, então o t ·.• 
4.•) ~ dois â ngulos são d. riangulo é eq üiângulo. 

bissetrizes dêsse a Jacentes e suple 
s ângulos é reto. mentares, então o ângulo formado pelas 

5.•) Se os ângulos formad 
consecutivos enc- os num mesmo semi la 

' ao ª soma das medidas dê no determinado por uma reta são 
(•) U-se· sses ângulos é igual a 180•. 

· t::. ABC tal que AC ~ BC. 
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COMO EFETUAR UMA DEMONSTRAÇÃO LOGICAMENTE 

11. Como "enfrentar" um teorema com êxito 

Não há regras rígidas para se demonstrar um teorema. Pode-se, 
todavia, PARTINDO dos fatos dados na hipótese e empregando os conheci
mentos advindos das definições, dos postulados e de teoremas j á conhecidos, 
CHEGAR aos fatos apontados na tese. 

Essa "caminhada" pode ser facilitada por construções auxiliares, e 
procurando: 

1) escrever o teorema sob a forma "se-então" (caso ainda não es
teja); 

2) desenhar uma figura que represente os fatos contidos na hipótese 
e na tese (o uso de letras facilitará essa representação). 

. NOTA: Posteriormente, quando pela prática a hipótese e a tese forem fâcilmente 
identificadas, poderemos dispensar a forma "se~ntão" para os teoremas. 

Exemplo-modêlo: Demonstrar o teorema: 

T. I : Em qualquer tridngulo isósceles os dngulos 
da base são congruentes. 

Temos: SE um tridngulo é isósceles, ENTÃO os 
dngulos da base são congruentes. 

H ( 6 ABC I AC,_ BC 

T {Â ,_ n 

e 

Um plano de demonstração: Para provar que os ângulos Â e n 
são congruentes, basta provar que êsses ângulos participam de figuras 
congruentes (triângulos, por exemplo; você já sabe reconhecer fàcilmente 
se são congruentes). 

Nestas condições, traça-se algum segmento, de propriedades conhecidas 
que decomponha o 6. ABC em dois novos triângulos. Tal segment~ 
poderá ser: 

ou 

ou 

a bissetriz relativa ao ângulo ê 
a mediana relativa à base AB 

a altura relativa à base AB 
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Se fôr a bissetriz, esta irá dividir o ângulo ê em dois ângulos con~;~
entes, isto é, de medidas iguais (m = n), ensejando a form~ação 

13
dos trln~ 

gulas: ACH e CHB, nos quais figuram os dois ângulos A e que · interessam. 

e e 

A•- - - - 'H- ----~s H 

Confrontando êsses triângulos, observa-se que êles possuem: 

AC,...., BC (por hipótese) 

m = n (por construção da bissetrizj 

CH ~ CH (por ser lado comum ) 

e, portanto, são tridngulos congruentes pelo 1.° Caso (L.A.L.). 

~ d 'ângulos Dêsse modo os ângulos A e JJ, çomo correspondentes e tn trar. 
congruentes, são congruentes, isto é: A~ JJ, como queríamos demons 

OBSERVAÇÃO: Se em vez da bissetriz você traçasse a mediana, relativa ã ~:,~g~l~; 
e seguisse o mesmo raciocinio, provaria também que Â ~ B, porque agora os tn 
obtidos seriam congruentes pelo caso L.L.L. Experimente! -

8 Outro "caminho' para provar que A. ~ B é traçar a altura, relativa a suefl'l . • ~ • - base A • 
pois nesse caso os triângulos obtidos seriam congruentes por serem retllngulos que pos 
a hipotenusa e um cateto, respectivamente, congruentes. Sabe por quê? 

Porque é sempre possível "compor" um triângulo isósceles com dois tn n E 'â guloS retângulos que possuam a hipotenusa e um cateto, respectivamente, congruentes. 
tais triângulos são congruentes, nessa "composição" pelo caso L .A.Ao, 

• ' · t tizar as Depois de você se acostumar a êste tipo de raciocínio será possível sm e ns-d 

- d' ' • d demo em~mstraçoes me Jante esquemas que indicam as diversas "passagens' a traçao. 

Co 1 

0 mufl'l, mo exemp o, vamos conduzir a demonstração do T.l usando um esquema c . 
05

: 
onde, à esquerda, figuram as afirmações feitas e, à direita, as justificações respecuv 

SE um triangulo é is6sceles, ENTÃO os angulos da base são congruentes . 

H (6 ABC ! Ãc ~ BC 
T (Â ~ B 

240 

j 

DEMONSTRAÇÃO: 

Ajinnações 

J) CH é bissetriz de f , ou seja, m = n 

2) 6 ACH ~ 6 BCH 

3) Â ~ /j 

Justificações 

1) Todo ángulo admite uma ~ssetriz e, 
portanto, pode-se construir CH. 

[ 
AC~ BC (p/hipótcseJ 

2) Caso L.A.L . m = ~ (p/construção) • 
l CH ~ CH (lado comum)( l 

3) Ângulos que se correspondem em triân-
gulos congruentes d 

c.q .. 

- do teorema por meio de 
Pode-se, também, efetuar-~ d~;o~~~reªr~:cia, onde figuram uma sé~e 

esquemas desenhados(**), colon ~s ( - ) de equivalências ( <==> ) e e 
de deduções a través de cons!ruçoes . ~a hipótese e chegar à tese. 

) permitem sair implicações (==> • que d 
O 

teorema: 
A . exemplo voltan o a 

ss1m, por ' ENTÃO os ângulos da base são congruentes" "sE um triângulo é isósceles, 

tizada da seguinte maneira : sua demonstração será esquema 

. a co np:ruência de Sc)'mentus . . .e 
- 't'(fade rt/lexu;a d d ogista francesa Luc1enne F E.ux. • i CH ~ CH pela propri . 1 matemático < pe ag 

t , • referida pe n , ••) E!-sa é a tecmca P 
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Outras vêzes o teorema pode ser proposto sob forma simplificada , 
como por exemplo: 

Dados 

AM,....,MB r -

Provar 

6. AMP ~ 6. BMQ 
p A J_ AB A ___ ....,._ ______ .&.--_ ___,_•_•-4B 

QB J. AB 

DEMONSTRAÇÃO: 

1) 

2) 

3) 

Afirmações 

Â ~ 13 (retos) 

AM~MB 
,. " 

AMP ~ BMQ 

4) 6. AMP ~ 6. BMQ 

Justificações 

1) PA J_ AB, QB j_ AB 

2) Hipótese 

3) o.p.v. 

4) A.L.A. 

c.q.d. 

LEMBRETE AMIGO 

Não há formas rígidas para você conduzir a demonstração 
de um teorema. As possíveis "regras" iniciais que o vão guiar numa 
demonstração muito se assemelham às usadas no desenvolvimento 
de um jôgo: quanto mais conhecidas, melhor você irá j ogando. 

Também na Geometria, quanto mais . você fôr demonstrando, 
mais irá apurando o seu espírito dedutivo! 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 82 

Demonstre os seguintes teoremas: 

I.•) Se um triângulo é eqüilátero, então o triângulo é eqüiângulo. 

2.0
) Se CH é bissetriz do ângulo do vértice de um triângulo isósceles, então CH é talll' 

bém mediana e altura. 

3.0
) Se ABC é um triângulo, então a soma d as medidas dos ângulos internos do triângulo 

é igual a 180•. 

4.•) Se ABC é um triângulo, então a soma das medidas dos ângulos externos do triâ ngulo 
(um para cada vértice) é igual a 3600. 
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5.0 ) Dados: AC ~ AD 
m = li 

e 

o 

Prove: CB ~ DB 

6.•) Dados: BE ~ CE 
AB ~ CD 

E 

A B 

Prove: D. ABE ~ D. DCE 

7.•) Dados: 

8.") Dados: AB ~ DC 
AC ~ DB 

Prove: m = 11 

B 
E----tt----7 

L-----Hi-----c 
A 

Prove: AC ~ EB 

m = li 

Prove: Í) ~ B 

E 

--------\~--------~243 ~.....;J.~-



10.•) Dados: SC ~ SD; CE ~ DF 

n1 ::z n ; 

p 

A M 

P = q = 900 
Prove: AE 2:'. BF 

8 

8 
F 

OBSERVAÇÃO' M d' I . que se atribui à r~la e ia nz. de um segmento é o nome 
seu ponto médio. Perpendicular a êsse segmento, pelo 

' Como exercício demon t . "Tod a medial · d ' s re. o ponto pertencente 
• riz e um segment é " 'd' desse segmento". 0 equi istante dos extremos 

(Sugestão: Unindo-se p ( , extremos A e B d ~rtencente a mediatriz) aos 
dio, formam-se 

0
~ ~gâ:en~o AJ!M do qual M é ponto mé

pelo caso L .A.L., e daí':. -~s A e PMB, congruentes 

Demonstre outro e i • 
"Se p é eqüidistante de A xe1c cio, - usando a mesma figura : 
do segmento AB. e ' entao P pertence à mediatriz 

12. T eorema recíproco de outro teorema 

d Quando dois teoremas são t . 
r:c~pegundo e a hipótese do segundo:: tisued ª h~pót~se do primeiro é a tese 

t rocos um do outro. e O Primeiro, os teoremas dizem-se 

Formalmente dois t assim: , eoremas recíprocos um do out . ro se apresentariam 

se "isto", então "aquilo" e se "aquilo", então "isto" 

Exemplos: 

( TEOREMA: Se um t .• 
1 base do triângulo ! tangulo é isósceles, então os ângulos da 
<l TE sao congruentes. 

OREMA RECÍPROCO 
de um triângulo são coou RECÍPROCA: Se os ângulos da base 

ngruentes, então o triângulo é isósceles. 
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2.º) l TEÔREMA: Se dois ângulos são opostos pelo vértice, então 
êsses ângulos são congruentes. 
RECÍPROCA'. Se dois ângulos são congruentes, então êsses 
ângulos são opostos pelo vértice. 

OssERVAÇÃO IMPORTANTE: A recíproca de um teorema pode não ser verdadeira. 
Nos exemplos dados a recíproca do \.º Teorema é verdadeira (se os ângulos da base de 
um triângulo são congruentes, é certo que o triângulo é isósceles), enquanto que a r~ 
proca do 2.

0 
Teorema não é verdadeira (dois ângulos podem ser congruentes sem que 

sejam opostos pelo vértice). 
Exercício Prático: Demonstre que se os ângulos da base de um triângulo são con, 

gmcnles, então o triàngulo é isósceles. 
(Sugestão: T race a bissetriz do ângulo do vértice e aplique o caso L.A.An nos dois 

triângulos formados) e 

Quando a hipótese de um teorema contém 
mais de um Jato, então tal teorema admite 
mais de uma recíproca. Exemplo. 

TEOREMA: 

ó. ABC 

CD ..L AB 

CD, bissetriz de ê 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

,--.+---, 
1 e I e 1 

A'----'--
0
~_,_ __ __.B 

NoTA: Demonstre êste teorema como exercido. (Sugestão: Use o caso A.L.A.) 

Um teorema recíproco do teorema proposto: 

l 
t:. ABC 

H AC,..._,BC 

CD, bissetriz de ê (Sugestão para a demonstração: 
Use o caso L .A.L.) 

T [ CD ..L AB 

NOTA: "Se um triângulo é isósceles, então a b issetriz do ângulo do vértice é à 

altura relativa à base", é o enunciado dêste teorema. 

Outro teorema recíproco do teorema proposto: 

J t:. ABC 

H l ~i~!~ 
T ( CD é bissetriz de ê 

(Sugestão para a demonstração: 
Use o caso L.A.A 0) 

Como exercício, enuncie êste teorema. 
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13. Método indireto para se demonstrar um teorema 

As demonstrações estudadas até agora para provar que é verdadeira 
a informação dada por uma sentença da forma: 

se " isto" , então " aqu ilo" 

obedecem ao chamado método direto, por conduzirem "diretamente" ª 
dedução, a partir dos fatos da hipótese, das definições, dos postulados e 
de teoremas j á conhecidos, a té ã tese. 

O método indireto é uma outra maneira de conduzir a demonstração 
de um teorema : consiste em mos trar que a informação dada pelo teorema 
não Pode ser f alsa. Nestas condições, se a informação dada pelo teorema 
não pode ser falsa , então ela será verdadeira. 

Há, pois, uma equivalência lógica entre as sentenças condicionais(*) 

[se " isto" , então " aquilo"] ~ [se " não aquilo", então " não isto" ] 

Exemplo: 

[se choveu, então a grama está molhada J ~ [se a grama não está molhada, 
então não choveu] 

Usualmente, na aplicação do m étodo indireto, diz-se: negando-se a 
tese, deve-se ter como conseqüência a negação da hipótese. 

OBSERVAÇÃO: Quando, ao se n egar a tese de um teorema se tem como conseqü~nci_a 
a negação de u ma verdade já estabeledda, em vez da negação d~ hipótese o método '"ind)i
reto" que conduz a demonstração é denominado: método da r edução 1ao absur do(•• · 

Exemplos: 

1.
0

) T EOREMA - T .2 • . Se os 
dois tingulos de um triângulo 
são desiguais, então ao maior 
dngulo opõe-se o maior lado. 

H r n> ê 
T [ m(AC) > m(AB) 

DEMONSTRAÇÃO (usando o método indireto) : 

Negando-se a tese: (m(A C) > m(Ã B)), temos que: 

m(A C) = m(ÁB) ou m(AC) < nr(ÂB) 
1 

• ) Estas sen tenças sã o deno minados contra,po,itiva uma da outra. 
l ••) Do latim : r,d,4Clio ad ab,urdw n. 
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- 6 ABC é isósceles ===> ÍJ ~ é, que n ega a hipótese Se m(A C) = 111(AB) <===) 

(/) > ê). _ - fj < {: (resultado j á conhecido_: "ao maior lado opõe-se 
Se m(AC) < m(AB) ==tê "ª a hipótese (B > ê). c .q .d . o maior il ngulo") que, tam •m, n e,. 

'· T J . : Se n1,1m pla110 duas retas são p~ralelas a 
2.

0

) T EOREMA - · / / tre SI 
e>lto- <J us duas retas são para e as en . uma terce irt1 , 

H ( r ,f' t 
s ,f' 1 

--....!.._ _________________ _ - - - --~- - - -

-- ---- --.__ 

D EMONSTHAÇÀO (usalldO o m étodo da redução ao absurdo) : 

[p J or serem coplanares. 
De fa to: se r )E;s, entilo r n s = p p estariam passando duas retas paralelas 
Mas isto é um absurdo, pois/;1º J'º r;iclides aceito, em nossa Geometria, como à reta 1, o que contradiz o postu a o e ' 

verdade! 

l.") 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 83 

Sando o mél-Odo indireto, os seguintes teoremas: Demonstre, u d 

• ,i / que são agu os Um tridngulo retdngulo tem dois ngu os e M od€/o -

Querendo, pode,se colocá-lo sob a forma 
,.se--então'1

: 

. S ABC é um triâ ngulo retllnJ ulo, então 
o t::,. ABC tem dois ângulos que sao agudos. 

H (Â, reto 

T [ B e ê, agudos 

--, 
L•:_i'-------- - - s 

A 

• d ) de acontecer que: N egando-se a tese (.B e C, agu os po d 

B é a do e ê não é agu o B não é agudo e ê é agudo; gu 

B não é agudo e ê não é agudo. . . 

ºli . dêsses casos resulta que. • Co de qualque r um 
Como o A é reto, en a rd .

5 
contrad iz o resultado 

ue é um absu o, po1 d 
m(Â) + m(B) + m(ê) > ~ao•, ºu~ + m(ê ) = ISO•. c.q . · 
aceito como verdade: m( A) + m 

dois ângulos retos. 
Um t riângulo não pode ter . 1 • ósceles niio pode ser reto. 

b de um triângu o is 
Um dos ângulos da ase . é maior que qualquer cateto. 

ntão a hipotenusa . ) 
Se um triângulo é retângulo, e_ d m t riângulo opõe-se o maior ângulo . ao maior lado e u (Sugestão: Lembrar que 
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.\ 5.•) Se um triângulo não é isósceles, então a bissetriz do ângulo do vértice não é per, 
pendicular ao lado oposto. 

6.0 ) Se num plano duas re tas são paralelas, então tOda reta coplanar que intercepta uma 
delas intercepta também a outra. 

7.0 ) Se duas retas interceptadas por uma transversa l formam â ngulos alternos internos 
congruentes, então as re tas são paralelas. 

8.•) Traçando-se por um ponto fora de uma reta a perpendicular e uma oblíqua, 
0 

segmento da perpendicular é menor que o segmento d a obliqua. 

LEMBRETE AMIGO 

Guarde bem: 

l. se "isto" , então "aquilo" e se "aquilo", então "isto" 

é a forma com que se apresentam dois teoremas recíprocos 
um do outro; 

2. a seguinte equivalência: 

1 se "isto", então "aquilo"] ~ [se "não aquilo", então 
" não isto" J 

é empregada na demonstração que obedece ao método ~ndireto. 

Alguns teoremas fundamentais 

I - Sôbre TRIÂNGULOS 

T.4 : Teorema do ângulo externo: Se um ângulo é externo de um 
triângulo, então êle é maior que qualquer ângulo interno não-adja-
cente(*) . A _,E 
( AF D, externo 

H ~ Â, Ê, internos 
l não-adjacentes 

J A('D > Â 

T l A;D > R 

,,,,,,..,,,,,.✓ I 

---- / ✓-- / >i\,,...- I 
,,...- I 

I 
/ __ '('( __ ,' 

---- / __....- / D 

a1"""-~----- ---------- __:::w.-'-- ---+---c' • ', 
', F 

h (•) 'fm relação ao ,ingulo interno adjacente, o dngulo extern o nilo es tá subordinado u Y......_, 
~;,°

0 
,,uuma,.redaçõo , pod~ndo ser menor, iRual ou maior, conforme o ângulo interno seja obtusu. ', 

, ,.u. o. respccttvamentc . 
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DEMONSTRAÇÃO: 

Ajinnações 

1) AM ~ MC e BM ~ ME 

2) t:, ABM ~ b. CME 

3) _,{ ~ A('E 

4) A f D > A<'E 

5) A f D > Â 

1) 

2) 

3) 

4) 

5) 

Justificações 

Por construção 

Caso L .A.L. (por quê ?) 
Ângulos correspondentes de triângulos 
congruentes 
m(AêD) > m(AfE) (o ponto E é 
interior ao A r'D) 

A {'E '.::,,! Â 
c.q.d. 

-; B basta considerar o ângulo externo B f F, que 
NOTA: Para provar que A CD > ' ara o lado BC, do que resultará: 

é o.p.v. ao ângulo A é D, ~ repe~r o mesmo processo p 
Bê F > B, ou ainda: A('D > · 

Conseqü ências do T.4 . 
- a todo teorema que é conseq üênc!~ 

É comum cha mar,se coROLARliemas (corolários) que se segue?1. J~ 
imediata de outro teorem~- Os te " m Exercícios Exploraton os. 

f 
'f' dos "experimentalmente e oram ven 1ca 

A 

T .5 : Se dois lados de u m iriâng1~lo 
são desiguais, então ao maior 
lado opõe,se o maior ângulo. 

H {AC > AB 

T {B >F 

DEMONSTRAÇÃO: 

Afinnações _ 

1. Construção, em AC, de AD ~ AB 

2. 6 ABD é isósceles 

3, m = n 

4. 11 > p 

5. m > p 

Q, q > 111 
7. q > p ou 13 > (· 

Justificações 

1. Possível, porque AC > AB (por hip6tese) 

2. A B ~ AD 
Medidas dos ângulos da base de um 6 3. 
isósceles 
T eorema do ângulo externo (T.4) 4. 

5. m = n e n > P 
6. O ponto D pertence ao interior do ABC 

7, Propriedade transitiva (se q>m e m>P, 
então q > P) · 

c.q.d. 
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...,..__, 
T.6 Se ABC é um tridn

gulo, então a medida de 
qualquer lado é menor 
que a soma das medidas 
dos outros dois lados. 

H { BC, maior lado do 
6. ABC 

T ( m(BC) < m(AB) + m(AC) 

I 
DEMÓNSTRAÇÃO: 

Ajinnações 

1) DA ~AB 

2) t:,. ABD é isósceles 

3) p = q 

4) q < m(DfiC) 

5) p < m(DfiC) 

6) m(BC) < m(DC) 

7) m(BC) < m(DA) + m(ÂC) 

8) m(BC) < m(ÃB) + m(AC) 

Justificações 

1) Por construção 

2) DA~ AB 

3) Me.elidas dos ângulos da base de um 6 
isósceles 

· · do oJJC 4) O ponto A pertence ao mtertor 

5) p = q 

6) T.5 

7) m(DC) = m(DA) + m(AC) 

8) DA~ AB 

c.q.d. 

Conseqüência: A medida de qualquer lado de um tridngu lo é maior que 
a diferença das medidas dos outros dois. 

De fa to, como: m(BC) < m(AB) + m(AC) 

então: m(AB) > m(BC) - m(AC) 

UM BOM F.XERcic10 ... : Verifique experimentalmente e depois tente demonstrar que: 

"Se dois trrn.ngulos possuem dois lados respectivamente congruentes e os ângul?s, 
determinados por êsse.s lados, desiguais, então os terceiros lados são desigua is e 

O 
mawr 

dêlts é o que se opõe ao maior dos ângulos." 

Vale a recíproca. Demonstre, usando o método indireto. 

T .7 : A soma das medidas, em graus, dos dngulos internos de um tridn
~ gi:tlo é ~gual a 180°. 

NOTA: Êste teorema já foi provado (pág. 210). Como exercício, vamos demonstrá-lo 
novamente, por intermédio de um esquema-desenho. 
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e -------+----

H 

ABC é 

~ . ) m e a (a lt . mt. 
Pos~~lado ~ 3 lr(C) #' ÃB~ n e b (alt . int.) 

Euclides .lJ. U 

Conseqüência 

m+c+ 
+ n = 1800 

a+b+c=- 1800 -- T 

' A soma das medidas, em grau.s, 
,_T .8_ ,: dos dngu.los externos(*)º de u.m 

triângulo é igual a 360 . 

e = e 

) • ~ .J 

m+n+c = 
= a+b+c 

ª 

c.q.d. 

{ 

11 e p medidas dos 
H ~~gulos ;xternos ~o 6. ABC 
T ( m + n + p = 360 A

1

LJ..
1 
_______ E 

D ONSTRAÇÃO: h L_,,/p 
EM 0 . m +b = 180º (resultado con e- / 

Com . n +e = 180" cido) / 

p+a = -
18

-
0

". +n+p) = 540° - (a+b+c) 
(_m_+_ n_+_P-:--) -;-+7(a=-+~bi:"""+Llc) = 540º <ou> <: +n + p = 540• - 180• (porque: 

ou m+n+P = 360º 

um para cada vtrticc. (•) Subcntendc,se: 
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a+b+c= 1800) 
c.q.d. 



II - Sôbre RETAS PARALELAS 

T .9 : Se uma transversal forma com duas retas coplanares ângulos cor
respondentes congruentes, então as duas retas são paralelas. 

H a= b 

T [ r .f' s 
--- p _,,,..,,,,,,,; 

--::. .. ~-
_______ _._ ___ s _______ _ ---

N 

.DEMONSTRAÇÍ\_0 (método indireto): 

Negando a tese: se r ,f<.s, então r n s = (PJ e no "triângulo" MNP que se formaria 
teríamos: a > b (pelo teorema do ângulo externo), o que viria negar a hipótese (a = b) 

Logo, r e s não se interceptam e, portanto, r ,l's. 
c.q.d. 

NOTA: De forma análoga demonstra-se que os ângulos formados pela transversal 
com as duas retas coplanares são aliemos internos ou alternos externos. 

T .10 (Recíproco do T .9): 
Se duas retas paralelas 
são interceptadas por 
uma transversal, então 
os ângi.los correspon
dentes são congruentes. 

l 
r .f's e t transversal 

H CMA e CNB são 
correspondentes 

T [ CMA _, CNB 

DEMONSTRAÇÃO (método indireto): 

----------

e O u _ _ 

-+--
-----------

A 

s 

B 

Negando a tese: se ,.CMA nã,? é congruente a CNB, então pode-se traçar, por M, 
a reta u, de mod? ~ue CMD ~ CNB. Nestas condições, pelo T.9, a reta u ,l's. Mas êste 
resultado contradiz o postulado de Euclides, pois por M estariam passando duas retas 
paralelas (u e r ) à reta s. Para evitar ta l contradir5o a reta u deve coincidir com a f'eta 

A A A A ~ t 

r e, portanto: CMD ~ CMA ou CMA ~ CNB. 

c.q.d. 

252 

l l l - Sôbre ÂNGU LOS 

Inicialmente: 1 1 ºA e O'A' possuem: duas semi-retas para e as 

' \ 
\ 

o mesmo sentido 

\ 
A ' o--------+----

' ' ' ' A' 
' o•------+---, 

' \ 
' \ 

' 

ou sentidos opostos 
-----+A-'-----\ 

\ 
\ 
' 

semi-plano ou a semi-planos opostos, em 
conforme pertençam ao mesmo 

relação à reta 00'. 
t. ente paralelos, então os 

, T l l ' . Se dois ângulos têm os lados respec ivam 
. • · t ou suplementares. . . ângulos são congruen es 

l.d d quanto ao sentido dos lados: 
Podem ocorrer três possibi I a es 

l .") Os lados são paralelos e de 
mesmo sentido; neste caso 
os ângulos são congruentes. 

f i[: .f' O=A' (mesmo sentido) 

H \ OB .f' O'B' (mesmo sentido) 

T { AÔB '.'.:::'. A 'Ô' B' I 
B' 

I 
I 

DEMONSTRAÇÃO: 
/--, 

De fato : <YA' n ÕB = (PJ 

Como: 

AÔB e A'PB são correspondentes lf1 

relativamente às para!elas ÕA e O' A' 

A'PB e A'Ô'B' são corresp:dent: \ 

relativamente às parale las 0B e O' B' f 

I 

o p 

~ AÔB ~A'PB 
(T .10) 

- > A'PB ~ A'Ô'B' 
(T.10) 
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\ 
B 

\ > AÔB ~ A'Ô'B' 

1 
(propriedade tran-
sitiva da congru-
ência) c.q.d. 



2.º) Os lados são paralelos e de sentidos opostos; ainda neste caso 
os ângulos são congruentes. 

H { ~ ,f' º!' (sentidos 
0B ,f' 0' B' (sentidos 

T { AÔB "'A'Ô'B' 

opostos) 

opostos) 
~~--r 

/A' 
DEMONSTRAÇÃO: 

1 
1 

1 
1 

Seguindo "marcha" análoga ao 1.0 caso: 

07Â' ri 08 = (PJ 

I r-. o,.._......_ _____ p~...__-"!8:--

Como: 

AÔB e A'PB são correspondentes ==> AÔB ~ A 'PB \ 
P,. ô " AÔB ~ A'Ô'B' A' B e A' 'B' são alternos internos ==> A'PB ~ A'Ô'B' f = c.q.d. 

3.
0

) Dois lados paralelos têm o mesmo sentido e dois têm sentidos 
opostos; neste caso os ângulos são supleme1dare!>. 

H { ÕÀ ,,/' 0~' (mesmo sentido) 

ÕB ,f' 078, (sentidos opostos) 

T ( m(AÔB) + m(A'Ô' 13') = 180° B' 

DEMONSTRAÇÃO: 1 
I 
I 

Da mesma forma: 07Â' ri ÔB = [PJ 

Como: 

_..1 
,:,-, 

//' I 
o,'--..1..._ ___ ..u....-:!P::----01::--

e sendo: 

m(AÔB) + m(OPA') = 18Qo (" 1 J -+ -+ 
dngu os co aterais internos relativamente a OA ,I' O' A') 

,. . 
m(OPA') = m(B'Ô'A') (correspondentes) 

vem: 
m(AÔB) + m(A'Ô'B') = 18Qo 

c.q.d. 

T .12 
Se dois dngvlos t€m os lados respectivamente perpendiculares então 
os dngulos são congruentes ou suplementares. ' 

Temos três casos: 
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Os ângulos são ambos agudos 
ou ambos obtusos; neste caso A 

- ~ r os ângulos sao congruentes \ , 
\ 1 
\ +/1/' 

\ t3' i 
-\ 1 

A' 

\ 1 .,,,., 
\ 1 0 ~ 

H 
{ 

oÃ j_ O~' 

OB j_ 01.81 

AÔB e A'Ô'B', agudos 

T [ AÔB"'A'Ô'B' \,JL 10' 
1 

r - -t 
1 e 1 p ____ _l _ _ J 

O A 

DEMONSTRAÇÃO: 

Traçando por O: ()B" ,l'<YB' (lad~s,l's de mesmo AÔB ~ A 'Ô' 
8

, { 
.OA" ,/'O~' } -> A"ÔB" ~ A'Ô' B' l 

senado) ===> -
Como: A"ÔB" e AÔB têm ,, AÔB ~ A"ÔB" 

0 mesmo complemento (A ÔB) . ===> = 

N N so de ambos os ângulos serem obtusos, então a congruência decorrerá 
do fato ;:;~ren~ t':.s ângulos suplementos de ângulos iguais. t 

2 ) U dos ângulos é agudo e o outro é obtuso; 
·º ne~te caso os ângulos são suplementares. 

H l 
OÂ j_ O~' 

ÕB j_ 0'13' 
AÔB, agudo e A'Ô' B', obtuso 

T ( m(AÔB) + m(A'Ô'B') = 180º 

I 

/ 
/ 

I 
I 

/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

1 
+C' 
1 
1 
1 

1 
--j 

,, 10' 

' A' 

0,L..l...--------t-A ____ _ 

DEMONSTRAÇÃO: 

Como: 

e 

então: 

m(A'Ô'B') + m(B'Ô'C') = 18Qo (resultado conhecido) 

B'Ô'C' ~ AÔB {l.0 caso) 

m(AÔB) + m(A'Ô'B') = 18Qo 
c.q.d. 

Ambos os ângulos são retos; neste caso os ângulos são congruentes 
e suplementares. 

A demonstração é imedia ta, pois tendo os ângulos a mesma 
medida (90º) êles são congruentes e suplementares. 
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IV - Sôbre POLÍGONOS CONVEXOS-

T .13 : A soma das medidas, em graus, dos ângulos interr.os de um 
poligono convexo é igual a tantas vêzes 1 80° quantos são os lados 
menos dois. 

soma das medidas 
dos ângulos internos 

n. º de lados do polígono 

T { S , = (n - 2) 180° 

DEMONSTRAÇÃO: 

. Um polígono convexo de n lados decompõe-se, a partir de um vértice, em 11 da! 
tnâ~gulos (no caso de n = 6, como na figura, tem-se 4 triâ ngulos). Como a soma 

I 
s 

~d1das dos ângulos internos de um polígono é igual à soma das medidas dos ~nguu~o 
mtemos de todos _os tridngulos em que êle ficou decomposto e como para cada t~!ân~loS 
a soma das m~d1das dos ângulos internos é 180°, segue-se que para (n - 2) tnang 
resultará a seguinte soma: (n - 2) X 180°. Logo: 

s, = (n-2) 18(}o 1 c.q.d. 

Prática: No caso do hexágono (figura), a soma das medidas, _em graus, 
de seus ângulos internos será: 

S, = (6 - 2)180° = 4 X 180° = 720° 

NOTA: Se o polígono convexo de n lados fôr eqüitlngulo (todos os ângulos iguais), 

então a medida de qualquer dêles é (n - 2) 180º 
n 

T .14 A soma das medidas, em graus, dos 
dngulos externos(*) de um polígono 
convexo é sempre igual a 360°. 

s.: soma das medidas 
dos ângulos externos 

n: n.º de lados do polígono 

T [ s. = 360° 

(*) Subentende-se: un1 para cada vértice. 

256 

\ 
\ 
\ 
\ 
1 

I 
I 

I 
I 

I 
I 

D EMONSTRAÇÃO: 

Cada ângulo externo é o suplemento do ângulo interno adjacente, isto é (na figura): 

para cada vértice do polígono. Como são n vértices, segue-se que a soma total, incluindo 
todos os ângulos internos (S1) e todos os externos em causa (S,) , será: 

s, + s. = 180°11 <==> s. = 180011 - s, 

Substituindo S 1 pelo _seu valor ( (11 - 2) 180•), obtemos para S;: 

S, = 180011 - (n - 2) 1800 = 1800n - 1800n + 3600 

1 s. = 3600 1 c.q.d. 

Prática: No caso . do pentágono (figura), a soma das medidas, em graus, 
de seus ângulos externos é igual a 360°. 

OBSERVAÇÃO: Se O polígono de n lados fôr eqüiângulo, cada ângulo externo mede 

360° 
11 

EXERCÍCIOS PRÁTICOS - GRUPO 84 

1. Preencha os claros da seguinte tabela: 

- -

Polígonos s, s. 

triângulo . . ..... . .. 3600 

, quadrilátero .. - 3600 . .. 

pentágono ..... ... 360° 

hexágono .. .. .. no• . . . 

octógono ...... . . .. 360° 

decágono ...... . . . ... 

dodecágono . . .. 18000- ... 

icoságono . . ... . .. . 360° 
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2. Responda às seguintes perguntas: 

l.•) Quantos lados tem um pol!gono eqüiângulo, onde o s, -= 9000? 

2.•) Quantos lados tem um polfgono eqüiângulo, cujo ângulo exte~o mede 72º 7 

3.•) Quanto vale o S , de um polfgono de 100 lados? 

4.•) Qual é o polígono em que S, vale o dôbro do S,? 

LEMBRETE AMIGO ------i 
Não "decore" demonstração de teorema ! 

Valorize,se, usando qualquer dos métodos apresentados. 

. Dê o ~eu próprio "toque" ao empregar tais métodos e você 
estará reahzando,se em Matemática! 

,lJ. 

• • 
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3.ª Parte: - quadriláteros: paralelogramos e 
trapézios 

- teoremas fundamentais 

Quadriláteros: paralelogramos e trapézios 

QUADRILÁTEROS 

l . Definição o 

Quadrilátero(*) é .º polígono ~e quatro 
lados. Dois lados ou dois ângulos nao,conse, 
cutivos, de um quadrilát~ro, dizem,se opostos. 
Assim, no quadrilátero ABCD (figura), temos: 

lados opostos: AB e CD; AD e BC 
ângulos opostos: Â e 6; B e b 

Você já sabe também que: 

AC e BD são diagonais; S1 = 36()<>; S, = 36{)<> 

Os principais quadriláteros, que serão estudados a seguir, são os 
paralelogramos e os trapézios. 

PARALELOGRAMOS 

2. Definição 
Paralelogramo é o quadrilátero 

-;::º·---------,e 

(•) Subentende-se: conuexo. 
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que possui os dois pares de lados 
opostos respectivamente paralelos. 
No paralelogramo ABCD da figu, 
ra o segmento DH, perpendicular 
ao lado AB, chamà,se altura do 
paralelogramo. Na figura, temos: 
m(DH) = h, e o lado AB é tomado 
como base. 



1 ., 
_ _ J 

Costumam receber nomes especiais os seguintes paralelogramos: 

1. retéingulo: 

2. losango: 

r
i• 

+- quando possui os quatro dngulos internos 
retos 

+- quando possui os quatro lados de mesmo 
comprimento 

.J. quadrado: 

•1 
_J 

r-
1 • 

+- quando possui os quatro lados de mesmo 
comprimento e os quatro ângulos internos 
retos 

Logo: os quadrados são, ao mesmo tempo, 
retângulos e losangos. 

Na linguagem dos conjurytos: 

~s quad~dos constituem O conjunto; 
mtersecçao do conjunto dos retân; 
gulas com o conjunto dos losangos. 
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TEOREMAS FUNDAMENTAIS SÔBRE PARALELOGRAMOS 

T .15 : Se um quadrilátero é um paralelogramo, então: 

1.0 ) os lados opostos são congruentes 

2.0
) os dngulos opostos são congruentes. 

AB,f'.CD 

AD ,l' BC 

AB ,.._, CD, AD ,.._, BC 

Â ,.._, ê, Í3 ,.._, )5 

DEMONSTRAÇÃO: 

Basta traçar uma diagonal (DB, por exemplo) e provar que os triângulos formados 
(.6. ADB e .6. CBD) são congmentes (caso A.L.A., e não se esqueça de que m = n, por 
serem medidas de ângulos alternos internos formados por duas retas paralelas com uma 
transversal . .. ) . 

Segue-se, então, que: AB ~ CD, AD ~ BC e Â ~ ê, B ~ !J . 
c.q.d. 

NoTA: A prova dêste teorema inclui a demonstração de mais os seguintes fatos: 

1) "Um paràlelogramo é dividid~ em dois triângulos congruentes por qualquer de suas 
diagonais" 

2) "Segmentos de retas paralelas compreendidos entre retas paralelas são congruentes" 

Se um quadrilátero é um paralelogramo, então as diagonais in_ter; 
ceptam;se ao meio. 

º"'-'=:--------_,_e 
..... ,............ ,,..,,. ... .,,. 

,....._ M .,,,,, 
........... :11,(,,,,. 

-- .......... ,,,,,,,,,,.,,,,,,,. ..................... 
.,,. -- .... 

A B 

DEMONSTRAÇÃO: 

Basta provar que: .6. AMB ~ 6 DMC (caso A.L.A., usando o T.15). O resto 
você já aprendeu como fazer.. · 
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EXERCÍCIOS PRÁTICOS - GRupo 85 

Enuncie e demonstre as redprocas dos teoremas T.15 e T. 16 

Como modl!lo, tratemos das recíprocas do T.15: 

1. Se um quadrilátero(•) possui os lados opostos congruentes dois a dois, então O qua, 

. 2. 

drilátero é um paralelogramo. · 

(Sugestão para demonstração: Trace a diagonal, . .. use o L.L.L.) 

Se um quadrilátero possui os ângulos opostos congruentes dois a dois, então O qua
drilátero é um paralelogramo. 

A (§ugestão para demonstração: Como m(Â) + m(B} + m(ê) + m(Í)) == 3600 e 
A ~ C bem como /) ~ /), por hipótese, vem: 

2.m(Á) + 2.m(.Ü) = 3600 

ou 

m(Â) + m(,Ü) = 180-, 

isto é, Â e R são suplementares. 

o-~-------,:-7C 

Sendo Â e 1J colaterais internos em relação às retas ÂD e Íié, interceptadas 

pela transversal AB, segue-se que: AD ,!' BC. 

Da mesma forma, prova-se que AB~ CD e, portanto, o quadrilátero ABCD é 
um paralelogramo) 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 86 

1. Demonstre: Os ângulos consecutivos de um paralelogramo são suplementares. 

2. Demonstre: O quadrilátero que possui dois lados opostos congruentes e paralelos 
é um paralelogramo. 

3. Demonstre: Os fegmentos das perpendiculares baixadas dos vértices opostos de urn 
paralelogramo a uma mesma diagonal são congruentes. 

4. Demonstre: As bissetrizes dos ângulos opostos de um paralelogramo são paralelas. 

5. Demonstre: As bissetrizes dos ângulos internos de um paralelogramo formam um 
retângulo. 

6. Os ângulos consecutivos de um paralelogramo medem, respectivamente, 42° e 138º · 
Quanto mede cada um dos outros ângulos ? 

7. Num paralelogramo um ângulo agudo é a quinta parte do ângulo obtuso. Quanto 
medem em graus os ângulos dêsse parale logramo ? 

8. Num paralelogramo o â ngulo obtuso é o dôbro do ângulo agudo. Calcule, em graus, 
as medidas dêsses ângulos. 

(•) Subt<ntende,se: quadrlhltero convexo. 
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T .17 

UMA PROPRIEDADE CARACTER1STICA DO~ RETÂNGULOS 

As diagonais de um retdngulo são congruentes. 

H { Â ,..._, fj ,..._, ê ,..._, [) (retos) 

AC e BD, diagonais 

T { AC,.._, BD 

DEMONSTRAÇÃO: 

" ABC ~ 6, ABD (por quê ?) e dai AC ~ BD. Basta provar que: u. 
(L.A.L .) c.q.d. 

Recíproca do T.17: enuncie e demonstre ( .. . usand~ ~ caso L.L.L. e a 
propriedade dos ângulos colaterais mtemos formados 
por duas paralelas e uma transversal). 

UMA PROPRIEDADE CARACTERÍSTICA DOS LOSANGOS 

T .18 
As diagonais de um losango são .perpendiculares entre si e bisse, 
trizes dos dngulos internos. A 

H { AB ,..._, BC ,..._, CD "' DA 

T { Aa C l.. BD 
=b 

DEMONSTRAÇÃO: 

,.. BOA ~ 6 DOA (por quê ?) e dai 
Basta prc;>var que: u. 

, (L.L .L.) 

tn = n -> AC' .L BD 

a = b 
ÃC, bissetriz que contém a diagonal A C. 

T 18 enuncie e demonstre como exercício. 
Recíproca do · : 
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e 

c.q.d. 



PROPRIEDADES CARACTERÍSTICAS DOS QUADRADOS 

Sendo o quadrado um 1 1 entes e todos os dng I para e ogramo que possui todos os lados congru, 
u os retos, segue,se que o quadrado é ao mesmo tempo: 

retdngulo e losango 

e, portanto, possui t6das as p p . d d 
congruentes perpend' 1 ro ne a es dessas figuras: as diagonais são 

· , ' icu ares entre si e bissetrizes dos â ngulos internos! 
Reciprocamente se nu P l l . 

e perpendiculares e~t . m ara e _ogram~ as diagonais são congruentes 
internos e são congru ret si ou _as diagonais são bissetrizes dos ângulos 

en es, entao o paralelogramo é um quadrado. 

UMA IMPORTANTE APLICAÇÃO NOS TRIÂNGULOS 

T .19 O segmento que u P , . 
ne os ontos medios de dois lados de um triângulo: 

l.º) é Paralelo ao terceiro lado 

2-º) e sua m edida 
é igual à metade da medida(*) do terceiro lado. 

e 

I 
I 

I 
N / -t-----...L.:.~,-------fo 

m(MN) 

DEMONSTRAÇÃO: 

= m(ÃB) 
2 

I 
,,::::::/ 

A.-------------~/ 
/ B 

I 
. / . 

·Traçando-se por B a paralela Ãé . ._ 
ª até interceptar MN em D, obtém-se: 

6 BND ~ 6 CNM (A.L.A., por quê ?) 

I 

Como: AM ~ MC e MC ~ BD - -
e sendo, por construção BD -1' AM ' segu~-se que AM ~ BD (propriedade transitiva) 
2--Grupo 86). Logo: MD -1' AB ' 0 

quadnlát~ ABDM é um paralelogramo (Exercício 
Como também M-N Ne, portanto: MN_/'AB ~L• parte da tese). 

' • ~ D (6 CMN ~ = 6 BND), conclui-se que: 

ou 
m(AB) = m(MD) = 2.m(MN) 

m(MN) - m(ÃB) 
- 2 (2 ... parte da tese) 

(•) Subcntmde,.., 
• como iempr,, em reloçao :\ mt.sma unidade. 

c.q.d. 
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Conseqüência do T.19: O segmento traçado pelo ponto médio de um dos 
lados de um triângulo, paralelamente a um se, 
gundo .lado, divide o terceiro lado ao meio. 

De fato, pelo T.19, o segmento que tem as extremidades nos pontos 
médios de AC e BC (figura acima) é paralelo a AB. Pelo postulado de 
Euclides é única a paralela a AB por M e, portanto, o segmento consi, 
derado coincide com MN. 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 87 

1. Demonstre: Se um paralelogramo tem um ângulo reto, então o paralelogramo é 
retângulo. 

2. Demonstre: São congruentes os segmentos das perpendiculares traçadas dos vértices 
opostos de um retângulo a uma mesma diagonal. 

3. Demonstre: Unindo-se, consecutivamente, os pontos médios dos lados de um retân
gulo, obtém-se um losango. 

4. Demonstre: Os segmentos que unem, ordenadamente, os pontos médios dos lados 
consecutivos de um quadrilátero formam um paralelogramo. (Sugestão: trace as 
diagonais e aplique o T. 19) 

5. Calcule, em graus, as medidas dos ângulos de ·um losango, sabendo que uma de 
suas diagonais forma com um dos lados um ângulo que mede 4Qo. 

6. Num losango o ângulo formado pela bissetriz com um dos lados mede 5Qo. Calcule 
a medida dos demais ângulos. 

7. Quanto mede um ângulo externo de um retângulo? 

8. As diagonais de um losango medem, respectivamente, 5cm e 3cm. Dê um processo 
para construir êsse losango. 

LEMBRETE AMIGO 

Para demonstrar que um quadrilátero convexo é um parale~ 
logramo, basta provar · um dos seguintes fatos: 

I) os lados opostos são paralelos; 

2) os ângulos opostos são congraentes; 

3) os lados opostos são congruentes; 

4) as diagonais se dividem ao meio. 
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TRAPÉZIOS 

3. Definição 

Trapézio é d 1 lados paralelos. 
0 

qua ri átero que Possui dois, e apenas dois, de seus 

dos ~!e~ois ]~dos paralelos são chama, 
D _, maior e menor, e o segmento 

H .i AB, altura do trapézio. 

Os trapézios são denominados: 

is6sceles ~ __ / ----1\ 
retdngulo ~ 

., 
_ _J 

-, 
• • 

quando têm os lados nã0;para, 
leios congruentes 

quando tem dois dngulos retos 

T.20 

TEOREMAS FUNDAMENTAIS SÔBRE TRAPtZIOS 

O segmento que une os Pontos 
um trapézio: médios dos lados não,paralelos de 

l.0
) é Paralelo às bases 

2.0
) tem por 

medida a semi-soma d 
as medidas das bases. 
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H { AM'.::::'.MD 
BN,...,NC 

T { MN ,f' AB 

m(MN) = m(AB) + m(DC) 
2 

D EMONSTRAÇÃO: 

Traça-se DN, tal que: DN n ÃB = [EJ 

Tem-se, assim: 6 DCN ~ 6 EBN (A.L.A., por quê?). Logo: 

DN ~ NE e DC ~ BE 

No 6 DAE vem, pelo T. 19: 

MN ,/' AE ===> MN ,/' AB ( 1.• parte da tese) 
e 

m(AE) m(AB) +m(BE) m(AB) +m(DC) (
2 

d ) m(MN) = ---'-'-- = -"----'e...;_---'--..:.. = --'--':....:_--'--..:.. .• parte a tese 
2 2 2 

c.q.d. 

NOTA: O segmento MN é denominado base média do trapézio. 

T .2(': As diagonais de um trapézio determinam na base média um 
segmento cuja medida é a semidijerença das medidas das bases. 

D 

T { m(PQ) = 

DEMONSTRAÇÃO: 

Com efeito: 

- m(AB) (T 9 .. ê . ) 6 ABD ===> m(MQ) = -
2
- . .1 e consequ nc1a 

- m(DC) 
6 CDA ===> m(MP) = -

2
- (idem) 

Como: m(PQ) =

m(PQ) = 

m(MQ) - m(MP), vem: 

m(ÃB) m(OC} 
2 2 
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m(ÀB) - m(OC) 
2 

e 

c.q.d. 



UMA PROPRIEDADE CARACTERfSTICA DO TRAPÉZIO ISÓSCELES 

T .22 Se um trapézio é . 6 l -
base são congruenti:s. sce es, en tao os dngulos contíguos à mesma 

H 

I 
I , -------' I C 

I 
I 

I 
I 

I 
I 

~"---")~ 

/. 
A___,_-- -~~ --~ 

/ E B 

ABCD é 
trapêzio 

E ~ Ã, . + 
correspon-<=::: 3CE,f'AD 

dentes 

t 
t::, EBC, 
isósceles 

l 

ADCE é pa
ralel1famo 

DA~ CE 

{J, 

,l,:-------c:<----' 
Ã ~ e T 

NOTA: f> ~ ê, como suplementos de ângul os congruentes. 

c.q.d. 

EXERCÍCIOS DE FIXA~ÃO 
1. D ' - GRUPO 88 · . 

emonstre: num trapézio isóscel. . 
2. ~ulm trapézio a soma das med·des as diagonais são congruentes 

e as excede a out d I as de dois â 1 · 3. Num trapé . r~ e 34º. Calcule as med~gu ºJ opostos é igual a 176º e uma 
Calcule a ~~d?J dms ângulos da base ma· as. os ângulos dêsse trapézio. 

4. Num trapé . 1 a do ângulo formado pel~~r ~edem, respectivamente, 36º e 45020'• 
ângulo ret z10Qretângulo, a medida em ssetnzes dos outros dois ângulos. 

o. uai é a dºd ' graus de um d â 5. O ângulo fo d me I a do outro âng' ulo 7 . os ngulos agudos é os 2/5 do 
• rma o pelas b' · · maior de utn tra ézi issetnzes do ângulo ret 

obtuso dêsse tra~ézi~ retângulo mede 920. Calcufe e do ân~ulo consecutivo da base . as medidas dos ângulos agudo e 
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4.ª Parte: - circunferência; teoremas funda
mentais 

- arcos de circunferência; medida 

Circunferência; 

1. Omceito 

- ângulos relacionados com arcos; 
medida 

teoremas fundamentais 
I 

Na sua fôlha de desenho fixe um po~to O e procure determinar, 

nessa fôlha: 
1.0 ) um ponto P que tenha 1,5cm de distdncia de O; 
2.

0
) um ponto A que tenha 1cm de distdncia de O e um ponto B 

que tenha 2cm de distdncia de O; 
3.

0
) mais vinte pontos distintos (em tôda~ as direções da fôlha de dese, 

nho) que satisfaçam a condição de terem 1,5cm de distância de O. 

e,~· /, 

,!=>_,/ ' 
,,✓ 

•A 

/ 1,5cm 
O l(_------------◄P 

' ' ' ', --:;;, e-,,,,, 
' ' ' ' ' ' '•e 

o• 

A 
• 

p 

•B 

Unindo todos os pontos que têm 1,5cm de distância de O, você irá 
identificando uma importante figura geométrica plana que não "passa" 
pelos pontos A e B. Essa figura é a circunferência, a " mais especial" 
das curvas fechadas simples. 

2. Dejinição _ 
Dado, num plano a, um ponto O e um número real positivo r, chama,se 

circunferência de centro O e raio r ao conJunto dos pontos dêsse plano que 

tenham a distância r de O. 
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'<1- Indicação: C(O, r) (lê-se:. ci;, 
cunferência de centro O e rato ) 

Simbôlicamente: 

C(O, r ) = {P E::al m(OP) = r } 

(lê,se: "C(O, r) é o conjunto dos 
pontos P pertencentes~ pla~o ª 

c io.ri tais que a medida de OP é igual 
a r). 

A palavra "raio" também indica qualquer segmento de reta (por 
exemplo, OP na figura), cujos extremos são, respectiva mente, o centro 
e um ponto da circunferência. Assim: 

se M, N, Q e S E:: C(O, r), então m(OM) = m(ON) = m(OQ) = m(OS) = r 

• · unfe, Você já sabe que o instrumento que permi te construir a c1rc 
rência com maior precisão é o compasso. 

3. Regiões determinadas num plano por uma circunferência 

A circunferência C(O, r) permite classificar os pontos do plano (oocle 
se encontra) em três conjuntos: 

1.0
) O constituído pelos pontos da pró, 

Pria circunferência C(O, r); 

2.0
) o constituído pelos pontos perten, 

centes à região interior à C(O, r); 
tal conjunto é denominado disco de 
centro O e raio r; 
Indicação: 1(0 , r) 

3.0
) o constituído pelos pontos perten, 

centes à região exterior à C(O, r); 
Indicação: E (O, r) 

EIO,r) 

A • 

• o .e 

110,r) 

C(O,r) 

Nestas condições há uma relação de ordem nas distdncias dos pontos 
do plano ao centro O. Assim: 

Pc_ C(O, r) <===> m(OP) = r 

AC. I (O, r) <===> m(OA) < r 

Bc_ E (O, r) <===> m(OB) > r 
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. j hado e indica,se por D(O, r), à reunião 
Chama,se círculo ou ~isco fi ec. -; qo r). Logo: 

do disco 1(0, r ) com a c1rcun erenc1 ' 

1 D(O, r) = 1(0, r) V C(O, r) 

M pertence ao cfrculo D(O, r ) 7 Quando é que um ponto 

Simbolicamente, temos: - ~ 

ME:: D(O, r) ~ m(OM) " r 

4. Cordas e diâmetros de uma circunferência . 

ertencem à circunferência 
Todo sP.gmento de reta Ocut)sd;xg;:::~~ !cão assinaladas as cordas: 

é denominado corda. NaMCN(, AB CD e PQ. d 
' ' é o centro é chama a 
A da que cont m -

Q 

cor . AB é qualquer 
didmetro. Fácil é concluir ;u~ !e B são colineares 
didmetro, então os pontos ' 
e, portanto: 

- - (AO) + m(OB) = r + r = 2r m(AB) - m 

- , também diâmetro da C(O, r) 
Como ~D e _

0
_ m(CD) = 2r, também. 

(observe a figura), enta . 

ATENÇÃO _ GRUPO 89 TESTE OE 
va v ou F em cada d figura ao lado, escre 

Relativamente à circun~erênda C(O, r) a s 
uma das seguintes sentenças. 

1.•) p E: C(O, r) 

2.•) p E: E (O, r) 

3.•) p q. I (0, r) 

4.•) MN é diâmetro 

5.•) MO é r.orda 

6.•) MO é raio 

7.•) m(MO) - r 

8.•) N E: / (O, r ) 

9_•) N E: D(O, r) 

10.•) S q. I (O, r) 

11.•) F E: D(O, r) 

12_•) PQ é corda 

13.•) ST é corda 

14.•) m(OF) ... r 

15.•) m(MN) = 2r 

16.•) m(ST) ~ 2r 
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5. Propriedade característica do didmetro 

T.22 · : Em qualquer circunferência a mediatriz 
de qualquer corda passa pelo centro. 

H { AB, corda da C(O, r) 
m, mediatriz de AB 

T ( 0 C m 

DEMONSTRAÇÃO: 

I 

1 
1 
1 
1 
l o ~--/ \ ..... .,._ 

./ 1 ' , ..... 
/ 

I 

Se a corda é diâmetro, o teorema j á está demonstrado. . 

d " n z Em qualquer outro caso, sendo o centro O eqüidistante de A e B, e 111 a me iat 
de AB, segue-se que O E: m (Observação da pág. 244) . c.q.d. 

Conseqüência: Tôda perpendicular traçada do centro a qualquer cota 
de uma circunferência passa pelo ponto médio da cor a. 

6. Omstrução de uma circunjerência por três pontos dados 

T .23 : Por três pontos não;colineares é pos; 
sível construir uma circunferência, 
e uma só, que passa por êles. 

H ( A, B, C, não;colineares 

T { por A, B e C passa C(O, r) 
e ela só 

DEMONSTRAÇÃO: 

e 

m 1, mediatriz de AB } 
Traça-se: ==> m I ri m 2 = {OI 

m2, mediatriz de BC 

Como: 

e 

O E: m, > O é eqüidistante de A e B} C 
==> O é eqüidistante de A, B e O E: m 2 ==> O é eqüidistante de B e C 

Logo, existe uma circunferência de centro O cujo raio é o segmento OA (de med~ 
r), que passa também por B e C. Essa circunferência é única, pois qualquer ou e 
circunferência que passe por A, B e C, devendo ter o seu centro nas mediatrizes m 1 
m 2, tê-lo-á necessàriarnente na intersecção delas, isto é, o próprio ponto O. c.q.d. 
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il 

Conseqüência: 
. centro de uma circunferência, no 

Para determmar:-se o . . , el basta tomar três pontos 
ê ão seJa vis1v , . . 

caso em que s te 11 . . çerência traçar as mediatrizes . A B C da c1rcuni, , -
quaisquer ,_ e _ determinar O ponto de intersecçao 
das cordas AB e BC e 
das mesmas. 

7. Circunferências congruentes 

. e Ancias dizem;se cong Duas c1rcuniere 
ruentes se, e somente se, possuem 

raios iguais. 
Indicação: C(O, r) ,.._, C(O', r'). 

Logo· 0 , ')] ,.,__... (r = r'J . [C(O, r) ,.._, C( ' r ,_,, 

- de Equivalência, . é uma Relaçao ,. ·a de circunferências A Congruenct 
pois é: 

t.o) reflexiva: C(O, r) ~ C(O, r) 

Se C(O, r) ~ C(O', 2. º) simétrica: 
C(O', r') ~ C(O, r ) r') , então 

~ C(O', r') e 
3.º) transitiva: se sco,,,r) -

C(O, r) ,.._, C(O ' r ) 

... . ncéntricas; coroa 8. Circunjerencias co 

C(O', r') ,.._, C(O", r "), então 

. e possuem 0 mesmo centro 
Circunferências q~ t i·cas. 

. d s concen r . 
são denomma a . O( r ') ao conJunto 

Chama;se coroa :1~cular d~pla desigualdade: 
verificam a dos pontos P que 

· r < m(OP) < r ' 
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TESTE DE AT ENÇÃO - GRUPO 90 

1. Trace a circunferência que passa pelos pontos: 
I.º) A• 

A• •B 

. 
SJ 

2. Detennine o centro da . . 
seguinte c,rcunferc:;ncia: 

3. Desenhe a coroa 0(3 S) 
• • tomando Por unidade o cm. o 

PROPRIEDADES DAS CORDAS 
DE LIMA C IRCUNF E RÊNCI A 

T .24 Se duas cord d - as a mesma · • . 
sao congruentes e , - 1 ~1rcul'!ferenc1a( •) 
do centro. ' n ao e as distam igualmente 

H { AB ~ CD na C(O, r) 

OM l. AB e ON l. CD 

T { m(OM) = m(ON) 

DEMONSTRAÇÃO: 

São congruentes . 
tenusa (r . os triângulos retângulos AM . 

3.Jo) e um cateto (AM ~ CN) . O e CNO, porque possuem a h•Pº' 
Logo: ÕM ~ ON ~espect1vamente, congruentes. 

==> m(OM) .,. m(ÕN) 

EXERclcro: Enuncie e d emonstre ª rec!proca do T .24. 

T .25: Se duas cordas de . 
são desiguais, entã~ma circu~Jerência(*) 
centro da circun'er· ~ua~ distdncias ao 

d . . 'J enc1a sao d · . or em inversa. . esiguais em 
- . a maior dista menos . 

H { m(AB) ~ m(CD) na C(O, r) 
OM l. AB e ON l. DC 

T { m(OM) < m(ÓN) 

<•1 Ou de · 
c1rcunf~rfndas congrue-ntrs . 
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A 

p 

c.q .d. 

.. 

DEMONSTRAÇÃO: 

Constrói-se na C(O, r) , a partir de A, uma corda AP, tal que AP ~ CD. 

Se OF .L AP, então, pelo T.24: m(OF) = m(ON). 

Basta, então, provar que m{OM) < m(OF). 

De fato, ÕF ri AB = {E} e OE estâ contido em OF; portanto: 

_ ~ m(OM) < m(OF) ou m(OM) < m(ON) 
m(OE) < m(OF) } · _ 

e como (mOM) < m(OE)( ") c.q.d. 

Exercício. Enuncie e demonstre a reciproca do T .25. 

TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 91 

Na figura, remos: 

m(OM) < m(ON) 

e a corda CD contém pontos interiores à circun
ferência menor. 

É V ou F a sentença: 

m(AB) > m(CD)? 

N 

POSIÇÕES RELATIVAS DE DUAS CIRCUNFER~CIAS 

9. "OJmportamento" de duas circunferências 

Você já deve ter desenhado ou observado circunferências nas posições: 

l.•) Secantes 

( • ) 
0 

comprimento da perpendicular é m,nor que o comprimento da o blíqua t raçada de um mesmo 

Ponto n uma mesma reta. 
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As circunferências que se interceptam em dois pontos são denomi!"ª~J! 
secantes. Se C(O, r) e C(O' , r ') são secantes, a intersecção é conSt1tu• 
pelos pontos P e P' , is to é: 

C(O, r) n C(O' , r') = {P, P '} 1 

Se m(OP) = r, m(O'P ') = r' e m(OO') = d, com r ~ r' e d > O'. 
então as circunferências C(O, r) e C(O', r') são ~ecantes se, e sómente se. 

1 r - r' < d < r + r' 1 

que é a dupla desigualdade válida para o 6 OPO' da figura. 

2.ª) Tangentes 

As circunferências que se " tocam" sómente num ponto (P) são deno.-
minadas tangentes exteriores ( 1." figura) ou interiores (2.11 figura). . 

Nesse caso a intersecção dos conjuntos C(O, r ) e C(O', r ') é conStl ... 
tuída pelo único ponto P : 

1 C(O, , ) f'\ C(O', ,') ~ [PJ 1 
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p 

Duas - ntes se, e sõmente se: 
circunferências sao tange l 

1 
d = r - r' ( r > r') 

1 d= r + r' ou 

3.•) Exteriores 

o o 
(figuras acima) são - têm ponto em comum ti •ncias que nao t 

As circun ere . ou não,secantes. C(O' r') é 
O 

conjun o 
denominadas exteriores - dos conjuntos C(O, r) e ' 

Nesse caso a intersecçao 

vazio, isto é: , ') fZf 1 
1 C(O, r ) n c(O , r -

O+---r 

. es se e somente se: . são exterior ' 
Duas . circunferênc1as l ------, 'I ( > ') 

~ d < r - r r r [ d> r + rj ou 
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TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 92 
1. Preencha os claros: 

J.•) 

• p • 
A 

C(P, r) {") C(Q, s) = . . . 
C(A, r) '1 C(B, s) = ( .. . , ... J 

. 
a 

H 
C{Q, r) '1 C(T, s) 

C(M, r) '1 C(N r) -
C(M, r) " C(P' r) - .. . 

2- (Modê/o) Col . C(N, r ) " C(P: r) : 
fi onr nas figu d ormados. ras o exercício 1-3 º a r ·-. ' euniao e a intcrsecçao dos discos 

D<A, r ) V D(B, s): 
D(A, r) '1 D(B, s) : 

3- Colorir na figura d o exercido 1_2_0 : 

D(M, r) V D(N ) 
D(N, r) V D(P,' ~ g~t• r ) V D(N, r) V D(P r) 

4. A reuniao dos discos dos • . ' r) '1 D(N, r) r-. D(P'. r) 
exerc1c1os ante • nores é co nvexa 7 E a intersecção ? 
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POSIÇÕES RELATIVAS DA RETA E CIRCUNFERÊNCIA 

1 O. "Compo, lamento" de uma reta com wna circunferência 

Desenhadas, numa fôlha de caderno, uma reta l e uma circunferência 
C(O, r), podem ocorrer três casos: 

I.0 ) A reta é secante à circunferência: 

ln C(O, r) = {P, Q} ~ [a reta l é secante à 
C(O, r )] 

P e Q são os pontos de intersecção 

2.0 ) A re ta é tungente à circunferência: 

p 

• o 

l r, C(O, r) = {P} ~ .(a reta l é tangente à 

C(O, r)] 
• o P é o ponto de contato ou de tangência 

3.0 ) A reta é exterior à circunferência: 

l n C(O, r) = f2f ~ [a retal é exterior à C(O, r) l 

A reta l diz-se também não-secarite â C(O, r) 
. 
o 

Dadas urna reta / e uma circunferência C(O, r ), como se poderia 
provar que a reta l "toca" a circunferência em um ponto? Intercepta a 
circunferência em dois pontos? Intercepta em nenhum ponto? 
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\ 

Basta confrontar os números rea is d e r, onde: 

Temos: 

d representa a medida do segmento OA J_ l 
r representa a medida do raio 

Se d > r, então l é "completamente" exterior à circunferêndª·; 
o ponto A da reta, o mais próximo do centro O, é exterior a 
C(O, r),. isto é, A E: E(O, r) ; 

t à 2.0 ) Se d = r então a reta l é tangen e 
J , o 

C(O, r) ; o ponto de contato A e • 
mais próximo do centro e pertence a 
cirçunferência, sendo os demais pont_os 
(B) de l exteriores à circunferênc.ia, 

pois m(OB) > r. Logo: 

\ se I é tangente à C(O, ,), então 1 .l õÃ \ 

Esta é a propr.iedade característica da tangente à circun-
ferência: ser perpendicular ao raio no ponto de contato. 

Se d < r, então a reta l é secante à circunferência; o ponto A 
da reta l é interior à circunferência, isto é: A E: 1(0, r). 

Como a reta l possui infinitos 
pontos, devem existir pontos (C) 
exteriores à circunferência. Assu.
mindo como postulado que: 
Tôda reta que passa por um ponto 
interno a uma circunferência inter-
cepta.-a em dois pontos, segue.-se 
que l intercepta C(O, r) nos 
pontos· P e Q. 
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o 
i' r 

d' ', 
1 ' ~ ._ _ _,.,_ __ ___ 

;,~ ú e 

Conclusão: 
) se, e somente s~, d < r 

\ 

l n C(O, r) = {P, Q se, e sômente se, d = r 
l n C(O, r) = {A) se, e sõmente se, d > r 

.. I_~, ~n~C~(~O~, ~r)~_:0~ _ _=:__------
TESTE OE ATENÇÃO - GRUPO 93 

1 ~~-~N __ _ 
Preencha os claros: 

X 

1 ('\C(O, r ) = .. · 
y('\C(O, r) =, · · 

3.º) C(-A, r)hl =. · · 
C(B, s) ('\I = · · · 

M 

X 

5.º) y ('\C(A, r) = · · · 
y ('\C(B, r ) = · · · 

· x ('\C(O, r ) =. · · 
y('\x=, .. 

AP .. . x 

BP .1. · · · 

x('\C(A, r ) 

AB .1. .. · 

X 

1 ('\C(O, r) = · · · 
x ('\C(O, r ) = · · · 

OP .1. · · · 

X ~ N 

,QAfJ 
A 

4.") OA .1.. · · x('\C(O, r) =. : . 
O' A' .1.. • . y('\C(O' , r') = . . . 
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C(O, r ) ('\ C(O', r') = · · · 

X 

6.•) C(A, r) ('\C(O; s) = · · · 
x ('\C(A, r) =, • • 
y ('\C(B , r ) = .. . 
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\ 
1 

Arcos de circunferência; medida 

11. Angulo central; arco menor a ,co m ior 

o u 
âi 

Seja a circunferência C(O, r). 
Um dngulo central de C(O, r) é qual, 

quer ângulo cujo vértice é o centro O. 
Se A e B são os pontos onde os lados 

do ângulo interceptam, respectivai:nen ... 
te, a circunferência, então: o con;unto 
constituído por A e B e de todos os 
pontos da circunferência pertencent~s ao 
interior do dngulo AÔB é denominado 
arco rnen.or AIJ de extremos A e B e 
centro O. 

Existe um outro arco de circunferência, de extremos A e B, que é 0 

conjunto de pontos constituídos por A e B e de todos os pontos da circunfe"' 
rência pertencentes ao exterior do dngulo AÔB, denominado arco maior 
AB de centro O. ~ . 

semi • circun f orcnc 10 
Se A e B são extremos de um diâmetro, 

então existem dois arcos AB, constituídos por A 
e B e por todos os pontos da circunferência 
pertencentes a um mesmo semi ... plano em relação -à reta AB e denominados semi,circunferências. A --Indicações: Indicando um arco por AB, tal 
notação poderá ser ambígua, porque sempre 

o 

semi - ci rcunf e rêncio 

e 

existem dois arcos tendo A e B por extremos. 
Nestas condições, costuma ... se tomar outro ponto 
qualquer da circunferência para caracterizar o arco que se deseja . Quaodº --não há referência, entende ... se por AB o arco menor. Assim, nas figuras: 

A 

e 

N --AB é o arco menor \ 
......--... ,,,-..... . 
AMB e ANB são sem~circunferêne1as ..--... 

AXB é o arco maior 
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12. Medida de um arco 
X 

e 

o 

d.d de um arco é o número real 
'd d o grau a me i a 

Tomando por uni ª _e . ' 
b 'd d guinte maneira. o t1 o a se 'd , edida do corres ... 

- t - o sua medi a e a m 
1) Se AB é um arco menor, :º a '. 

pondente dngulo central, isto e. 

\ m(AB) = m(AÔB) 

,,,--. um arco maior, então: 
2) Se AXB é 

1 m(ÁXB) ~ 360 - m(~I 
,,,--... semi ... circunferência, então: 

3) Se AXB é uma 

\ m(Âxil) ~ 180 1 

f Os PRÁTICOS - GRUPO 94 
EXERC CI 

. . - assinaladas em graus: 
1. As medidas dos arcos estao 

--- - c1,.C"o 

o 
(l) 
N .. 
"O 

o 
u 
lo 
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O'"& 
Oo 

arco de t80° 

arco de 180° 



2. Preencha os claros: 

X 
B 

o X 

X 

,,....,_ 
I .") m(AB) = JJo, ,,....,_ 

2.u) m(AB) = ... --..... 
,..-,._ -m(AXB) 

m(AXB) = 283"30' 
3.") m(AB) = 150° --..... 

m(AXB) = . . . 

13. Arcos congruentes 

Do~ arcos, na mesma circunfe ê . . . 
entes, sao denominados congr•tentes r neta ~u em c1rcunferênc1as congru, 
d 'd A . ·,,....,_ se, e somente se, têm a mesma me, 

i a. ss1m, por exemplo se AB e CD -
A
,,....,_B ,,....,_ ' sao a rcos da mesma circunferência e e PQ -

sao arcos de circunferências 

temos: 

congruentes: 

A~o -r~ 
B~C 

,,....,_ ,..-,._ 
AB ""CD, ,,....,_ ,..-,._ 
AB""PQ, 

pois 

pois 

,..-,._ ,..-,._ 
m(AB) = m(CD) = 60° 

,..-,._ ,..-,._ 
m(AB) = m(PQ) = 60º 

ATENÇÃO· Do· 
não serem cong · 1 is a~cos podem ter a mesma medida e 
à mesma circu~~!; es;_ as~a ê~s arcos não pertencerem 
como mostra f' ência ou a circunferências congruentes, a igura· ,..-,._ ,..-,._ . 

- AB e CD, apesar de terem a mesma medida não sao arcos congruentes 
rências congruentes. • por não pertencerem a circunfe, 

ou 

,..-,._ ,..-,._ 
Se AB e CD , 

a circunferência pertencem a mesma circunferência ou 
s congruentes entã~o· ,..-,._ , . 

AB ,..-,._ ,..-,._ ,..-,._ 
,..-,._ > ;:!2_ <=:> m(AB) > m(CD) 

AB < CD <=) m(Af3) < m(CD) 
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PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS ENTRE ARCOS E CORDAS 

14. Propriedade fundamental entre arcos 
,--.., ,--.., 

Se AB e BC são arcos da mesma circunferência, tendo sõmente o ,,....,_ 
Ponto B em comum , então a reunião dêsses arcos é o a rco AC, tal que: 

--- ,--.., -m(AB) + m(BC) = m(ABC) 
e 

----.-- 6'0. 

Na figura, temos: 
,--.., ,,,.--... 

m(AB) = 70°, mCBC) = 60° 

Logo: -70° + 60° 130° = m(ABC) 

15. Propriedade Jundamentnl entre arcos e cardas correspondentes 
,--.., 

Se AB é um arco menor, diz-se que a corda AB é a corda correspon, ,,....,_ 
dente ao arco AB, que por sua vez é o arco correspondente à corda AB. 
No caso de o arco ser a semi,circunferência, a corda correspondente é o 
diâmetro de mesmos extremos que o arco. 

T.26 : S e duas cordas de uma mesma circunje, 
rência(*) são congruentes, então os arcos 
correspondentes são congruentes. 

H [ AB ,..._, CD na C(O, r ) 
,,,.--... ,,,.--... 

T [ AB ,..._, CD 

DEMONSTRAÇÃO: 

o 

Traçados os rai~ OA, 0B, OC e OD, formam-se os triângulos AOB e COD, que 
são congruentes, pelo caso L.L.,L. (por quê ?). Logo: 

. ,,....,_ ,--.., ,..-,._ ,..-,._ 
AÔB ~ CÔD ~ m(AB) = m(CD) < > AB ~ CD 

EXERcfc 10: Enuncie e demonstre a recíproca do T.26. c.q.d. 

(*) Ou de clrcunfe r~ncins con//rucntes. 
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TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 95 

1. Preencha os claros: 

,..--.,_ 
m(AB) 

,..--.,_ ,..--.,_ 
Sabendo que: m(AB) + m(BC) = 150 .. 

2. N as circunferências: 

1.") 

- ,..--.,_ se m(X YZ) =215° e m(TX) =80•, _..._ 
qua1 é a m(ZT) ? 

2.•) 

,...._,. 
m(CDB) 

m(AÔC) 

D 

. _..._ _..._ -- -- -se m(AB) =m(BC) = m(CD) =m(DE) = m(EA), --qual é a m(AB) ? 
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Ângulos relacionados com arcos; medidas 

16. Angulo inscrito num dado arco 
......-.. 

Um ângulo (ABC na figura) diz,se inscrito num dado arco (ABC 
na figura) se: 

B 

A 

1.0 ) os extremos do arco pertencem aos lados do ângulo; 

2.0 ) o vértice do â ngulo é um ponto do arco, distinto dos extremos. 

N a primeira figura o ângulo AÍ3C está inscrito num arco maior e, 
na segunda, num arco menor. 

17. A ngulo de segmento 

No caso especial de o ângulo ter o vértice na circunferência, um dos 
lados contido numa secante e o outro numa tangente, ~que passa pelo 
vértice, êle é denominado élngulo de segmento. Assim, BAC é um ângulo 
de segmento nas figuras: 

e 

A B 
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18. Angulos que interceptam arcos 

Um ângulo, cujo vértice pertence ã C(O, r) ou ao seu exterior, inter..
cepta um arco se: 

I.0
) os extremos do arco pertencem aos lados do ângulo; 

2.º) exceto os seus extremos, o arco pertence ao interior do ângulo. 

Exemplos: 

B 

ABC intercepta --0 arco AC 

ABC intercepta os -- --... arcos MN e AC 

2.•·) 

AB.c intercepta --0 arco AC 

A !JC intercepta os . 
--... ,,--.... 

arcos AC e MC 

ABC intercepta 
,.-.... 

o arco BC 

ABC intercepta os - ,,.--.... arcos AMC e ANC 

A 

a 

NOTA: Os lados do ângulo A!JC pertencem ambos a secantes à C(O r) (como nos 
exemplos 1.

0
, 2.•, 4.º) ou um à secante e outro à tangente (como nos exe~p!os 3.0 e 5.º) 

ou ambos a tangentes à C(O, r) (como no exemplo 6.•). 
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19. Medida deJtY!) ângulo inscrito 

T.27 .: A medida de um ângulo inscrito num dado arco da C(O, r) é igual 
à metade da m edida do arco interceptado pelos seus lados. 

Consideremos os três casos possíveis: 

1. 0 caso: Um dos lados do ângulo BÂC 
passa pelo centro O. 

H { BÂC, ângu lo inscrito, 
passando um dos lados por O · 

1 ,.-.... 
T .[ m (BÂC) = 2 m(BC) 

A 

DEMONSTRAÇÃO: 

Traçado OB, o . t::,, ABO é isósceles, pois m(OA) = 111(OB) = r e, portanto: p = q 
Como: · m(BÔC) = p + q (teorema do â ngulo externo), vem: 

1 -m(BÔC) = p + q = 2p < > p = 2 m(BOC) 
1 '-v-' 

L 1 ! r--.. 
ou m(BAC) = 2 m(BC) c.q.d . 

2. 0 caso: O centro O pertence ao interior do ângulo. 

H { BÂC, ângulo inscrito 
O pertence ao inter_ior 

A 1 ,,--.... 
T m (BAC) = 2 m(BC) 

DEMONSTRAÇÃO: 

de BÂC 

Sabendo que: m(BÂC) = m(BÂD) + m(DÂC) e - -- --. e m(BDC) = m(BD) + m(DC) 

temos, pelo 1.0 caso: 

m(BÂC) 
l . ,,--.... l ,,--.... 
2. m(BD) = 2 m(D C} 

A 

D 

ou m(BÂC) l ,,--.... -., l -., 
2 lm(BD) + m(DC)] < > m(BÂC) = 

2 
m(BC) 

3.0 caso: O ceµtro O pertence ao exterior do ângulo. 
Demonstre como exercício. 
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c.q.d. 



EXERCÍCIOS PRÁTICOS - GRUPO 96 

1. Na C(O, r) , das figuras, ca lcule: 

1.0 ) O va_Ior do a ngulo inscrito BÁC, 
que intercepta um a rco de l()()o. 

2.u) O valor do arco interceptado pelo 
a ngulo inscrito de 600. 

' ....... 

A 

' ~1000 _ __.,. 

Temos: m(BÁC) 

ou m(BÂC) 

2. Preencha os claros: 

e 
~ 

\ 

A 

'&_,.. 
......... __ •e 

4.º ) 

' \ 
' 
' ' 

,.-... 
m(BC) = 65° 

m(BÁC) = ... 
A 

-
__ .,,.,,,.., 

? -

m(BÂC) = 120° ..--.. 
m(BC) 

1---.. 
2 m(BC) Temos: m(BÂC) = 6()o 
1 
2 X 1000 = 500 Como: m(BC) =2 X m(8ÁC) =2X600 =- 120º 

e 

1 
M 

,,.-.._ 
m(BC) ,,. ... 

m(BÁC) = 8()o 

I 

,' 
1 

6 / , ,,, 
,,.-.._ 

m(AB) = . . . 
A 

m(APC) = ... 

?<>" 
/ ,_ ___ D / 

-?---~;.,--m(AB) = ... 
,.--.. 

m(CD) - . . . 
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20. M edida de um ângulo de segmento 

T.28 : A medida de um ângulo de segmento 
metade da medida do arco interceptado 
pelos seus lados. 

H { BÂC, â ngulo (agudo) de 
segmento na C(O, r) 

A I ---.. 
T [ m (BAC) = 2 m(AC) 

DEMONSTRAÇÃO: 

Tracemos o diâmetro AD. 

Como: m(BÂC) = m(BÂD) - m(CÂD) 

de uma C(O, r) é igual à 

A B 

então: 
1 ---.. 

m(BÂC) = 90° - - m(DC) 
2 

1 ---.. 
(pois BÂD é reto e m(CÂD) = - m(DC) 

2 

ou m(BÂC) 

ou m(BÁC) 

porque CÂD é â ngulo inscrito) 
,,.-.._ 

180° - m(DC) 
2 

,.-... 
m(AC) 

2 

1 ,,.-.._ 

2 m(AC) 

c.q.d. 

EXERcfc 10: Demonstre o T .28 no caso de o <ingulo de segmento BÂC ser obtuso. 

Exemplos: 

,.-... 
se AC = 130° 
A 1 

então m(BAC) = 2 X 130° = 65• 

,,.-.._ 
se A C = 22<:r 

- (B A 1 entao m AC) = 2 X 220• = 110• 
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21 . Conseqüência do T. 28 

ou 

l.11
) O ângulo inscrito numa semi-cir

cunferência é reto. 

A demonstração é imediata, 
porque tal ângulo intercepta uma 
semi-circunferência, a qual mede 
180°. 

Logo: 

~ 1 ,..-..... l 
m(BAC) = 2 m(BXC) = 2 X 180° = 90° 

X 

2.") Ângulos i nscritos num mesmo arco são congruentes. 

N De fato: 
. . 

m(BMC) = m(BNC) = m(BPC) == 

" 1 ,,--... = m~BQG) = -- m(BCJ 
2 

3.-·) Se duas cordas AB e CD se intercepta m em Q então o ângulo 
AQD (ou BQC) tem por medida : ' 

" 1 ,..--.... ,..--.... 
m(AQD) = 2 [m(AD) + m(BC)]. 

Com efeito, construindo-se BD 
temos os ângulos inscritos AÊD e CDB'. 
Então, do 6 QBD, vem: 

A 

m(AQD) = m(A.BD) + m(CDB) (teorema do ângulo ex terno) 

" 1 ,..--.... 1 ,,----..., 1 ,,-. ;.-. 
m(AQD) = -2- m(AD) + - m(BC) = -- [m(AD) + m(BC)] 

2 2 
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NOTA: ~ mesmo resultado pode ser apli
cado no· caso de se querer determinar a medida 
de um ângulo 'formado por duas retas seca_ntes. a 
uma circunferência que se interceptam no interior 
da circunferência. 

e 

,,........._ ,,__ 
m(AQB) = 2 [m(AB) + m(CD)) 

Exemplos: 

B '1-

/\ 1 
m(APB) = 2 (70>+50>) 

,.. 1 . 
m(APB) = - X 1200 = 60° 

2 

\ 
\ 
\ 
70° 

1 
I 
I 

A" 

" 1 m(BPD) =2 x 1800 = 90• 

_,,e 
/ 

/ 
/ o 
~ 

1 

\ 
\ 
\ 

~A 

e 

" 1 ,,-.... ,,__ 
m(APB) = 2 [m(AB) +m(CD)) 

80>= ~ 1120>+m<CD) l 

,--..... -.. 
160° = 120>+m(CD) ~ m(CD) =40° 

4, 0
) A medida de um ângulo formado por duas retas secantes a uma 

circunferência, que se interceptam no exterior da circunferência, 
é igual à metade da diferença das medidas dos arcos interceptados: 

De fato, traçando-se a corda AD e 
P relacionando os ângulos internos com ' 

o externo do triângulo P AD, vem: 

m (CÂD) = m(A.DB) + m(APB) 

1 ,,-.... 1 ,,-.... ... 
ou 2 m(CD) = 2 m(AB) + m(APB) 

" 1 -.. ,,-.... 
ou m(APB) = 2 [m.CCD) - m(AB)] 

·c.q.d. 
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5.ª) Também: a medida de um â ngulo formado por uma s~cante 
e uma tangente ou duas tangentes à circunfe rência , que se tnt_e r, 
ceptam no exterior da circunferência, é igua l à metade da d~(e, 
rença das medidas dos arcos interceptados. 

p 

p 

A ,,-..., ,,-..., 

m(APB) = 
2 

lm(BCl - m(AB) I A 

mtAPB> = ,,--.., ----lm(A X B) - 111(ABl l 
2 

)( 

Verifique você mesmo êsses resultados. 

E xemplos: 

A 1 1 
mtAPB) = 2 [ 102• - 4001 = 2 X62• = J 1° 

p 

35° "' ..!_ 1115" - m/Af3)) 
2 

_..._ ,.-.., 45" 70•- 115° - m(AB) <==> m(AB) = 115" - 70U = 
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p 

A 1 1 
m(APB)., - [176° - 84•! - - X 92• -46• 

2 2 
p 

1. Na figura: 

', ----- __ ,,, ---,00"--
2. Idem, com as figuras: e 

--.. 
m(AB) ~ 7 

p 

A 1 1 
m(APB) - - (22Qo - 14001 -- - X 800 - 40° 2 2 

,.-.., 
NOTA: se m(AB) = 1400, então 

,,--.., 
m(AXB) = 3600 - 1400 - 22Qo 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 97 

Calcule: 

m(CÂD) = . . . 
'A 

m(APB) - ... 

m(C.9D) = . . . 
A 

m(CMD) = . . . 

M 

m(CÂF) = 7 m(F~ D) = 7 m(M ê D) = 7 



3. Demonstre: se dois ângulos inscritos na mesma ci rcunferência são congruentes, 
então as cordas dos arcos interceptados são congruentes. ,,,--... ,,--.. 

4. Demonstre: · se corda A B ,,f' corda CD e m(A B) = m(CD), então m(AC) = m(BD) · 

--- r--.. 5. O arco AC excede o arco BD de JQo. Calcule a medida dêsses arcos, sabendo,se que 
o ângulo formado pelas cordas AB e CD mede 80-·. ,,,--... . 

6. Seja AB o diâme tro de uma circunferência e C um ponto tal que o a rco BC ~Jª 
igual a 32°. Traçando-se a corda BC, calcule a medida dos â ngulos A8C e AC:

8
· 

POLÍGONOS INSCRITOS E CIRCUNSCRITOS A UMA 
CIRCUNFERÊNCIA 

22. Definição 

Se os lados de um polígono são cordas de uma circunferência, 0 polí~ 
gono é denominado inscrito na circunferência . Esta, por sua vez, é den~ 
minada circunscrita ao polígono. 

Na figura, o quadrilátero ABCD é inscrito na circunferência C(O, r) 
e esta é circunscrita ao quadrilátero. . 

Um polígono cujos lados são todos tangentes à mesma circunferê~cia 
é denominado circunscrito à circunferência. Esta, por sua vez, diz~se 
inscrita no polígono. 

e · 

Na figura, o triângulo ABC é circunscrito à circunferência C(O, r) 
e esta é inscrita no triângulo. 
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TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 98 

1. 

1.º) O t:, ABC está . . . .. . . .. . . . .. . C(O, r). 

2.0 ) A C(O, r ) está .... . .. . . . . .. . . . t:, ABC. 

o 

2. 

1.•) A C(O, r) está . .. .. . .. . quadrilátero ABCD. 

2.º) · O quadrilátero ABCD está . . .. .. ... . . C(O, r). 

A 
e 

B 

EXERCÍCIOS DE FIXAÇÃO - GRUPO 99 

Demonstre: 
l .º) Se um dos lados de um triángulo inscrito numa circunferência é diâmetro 

então o triângulo é retângulo. 

2.º) 
Os arcos determinados pelos lados de um triângulo eqüilátero inscrito numa 
circunferência são congruentes. 

Se um quadrilátero é inscrito numa circunferência, então os ângulos opostos 

são suplementares. 

S m quadrilát~ro ABCD inscrito numa ci~cunferência se traçam as diago-
e ~ • B 

nais AC e BD, então os ângulos DAC e D · C são congruentes. 

297 



apêndice 

TRANSFORMAÇÕES GEOMÉTRICAS PLANAS 

- Grupo . das translações; grupo 
das rotações; simetrias 



TRANSFORMAÇÕES GEO!dÉTRICAS PLANAS 
Grupo das translações; grupo das rotações ; simetria 

GRUPO DAS TRANSLAÇÕES 

l. Segmento orientado; medida algébrica 

S ~ja o segmento AA', determinado pelos pontos A e A' da reta r: 

A - --~ ---A 

O segmento AA' diz,se orientado quando se fixa um dos dois sentidos 
com qu~ se pode percorrê,lo: de A para A', ou o seu oposto: de A' para A. 

Tais sentidos serão assinalados por setas e o segmento orientado de 

A para A' terá a seguinte indicação : ÃA'. 
Assim como a cada segmento foi associada uma medida - que é 

• um número real não,negativo -, a cada segmento orientado associa,se 
um número real relativo, denominado medida algébrica (m0 ) do segmento 
orien tado, da seguinte maneira: 

Se a medida do segmento AA' , numa certa unidade, é 3, então: 

e 

Serão consideradas positivas as medidas algébricas dos segmentos 
paralelos entre si e orientados num certo sent_ido e negativas as medidas 
a lgébricas dos segmentos orientados em sentido oposto. 

2. Segmentos eqüipolentes; verificação pelos paralelogramos 

Seja o paralelogramo: 

.L=-.-A' 

Os segmentos M' e BB' dizem~se eqüipolentes porque são: 

l.0
) orientados no mesmo sentido; 

2.0
) paralelos e congruentes. 
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Considere, agora O s . . 
' egumte con;unto de paralelogramos: 

H' 
.---,,►---

Os segmentos: A-A' B-B', -+- - -+ 

P l t ' CC', DD', EE- ', F-+F- ', G~G·' e H--H' sa-o eqiii~ o en es entre si porque: 

1 º) são · . orientados no mesmo sentido. , 
2.º) são paralelos e congruentes. 

3. Translação no plano 

Considere no plano um se . -+- • 
numa certa unidade , , gmento orientado AA', cuja medida algébr~~• 

l 
-+- ~ e O numero real a e um conjunto de segmentos eq1,W 

Poentes a AA'· BB' C-+C-, D-D, -· • , , EE', 

A correspondência que a cad 
faz corresponder um ponto A' ( ªj,0 nto A (ou B, ou C, ou D, ou E, ... ) 

ou , ou C', ou D', ou E', ... ), extremidade 
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do segmento orientado AA' (ou BE', ou CC', ou DD', ou EE', ... ) chama,se 

TRANSLAÇÃO no plano, de segmento orientado AA'. -Indicação: Ta (a é a medida algébrica do segmento AA') 

A translação T
0 

também é chamada uma transformação dos pontos 
do plano, porque "transforma" um ponto A num ponto A', mediante o -segmento orientado AA': 

O ponto A' diz,se, por sua vez, "transformado" de A pela translação 
Tª. 

_ Se o segmento orientado tem medida algébrica nula, isto é, a = O, 
entao o ponto A é transformado nêle mesmo e a translação é chamada 
neutra ou identidade: 

Indicação: To 

-+-

A translação inversa ·de T0 é a translação de segmento orientado A ' A 
que transforma A' no ponto A. 

Indicação: T-a 
-+-

(a é a medida algébrica do segmento AA') 

4. Translação de f iguras planas 

B' 

-·--

Como você efetuaria a tra~slação .Ta, 
de segmento orientado XX', de um tri, 
ângulo ABC? 

Ba~ta traçar pelos seus vértic~s. 
respectivamente, os segmentos paralelos 
e congruentes ao segmento orientado XX'. 

Os segmentos traçados são eqü.ipo, 
lentes entre si e suas extremidades 
respectivas A ', B' e C', determinam 
o .6A'B'C', que é o transformado do 
.6 ABC pela translação T0 • 
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Você conclui fàcilrnente que A ) De l...\ ABC "' 6 A' B'C' (caso L.L.L- · 
monstre, como exercício, que: 

Por uma translação no pi 
gono congruente. ano um Polígono é tra11sjormado num polí--

(SugestãQ: basta d translaç~ ã emonstrar que os I d ela ao, s o respectivamente ª os dos poligonos, correspondentes P 
congruentes, bem como os ;)ngulos.) 

5. Adição de translaço~es,· estrutura 

Corno você determinaria _,-A, - a soma de dois segmentos orientados A 
e BB' ? 

A 

A' .,·~ 
/ ~ "' .. 

P@i1------------"4P2 . 
-+- -+- . 
AA' + BB' 

Basta por um ponto ual _,_ 
eqü ·p 

1 
-+- q quer p do plano traçar o segmento PP 1 

i o ente a AA' e p 1 Polente a B-+-B' e a extremidad~..P1·-traçar o segmento P~2 e~--
. O segmento · d - A' - orienta o PP2 representa a soma de A 

com BB', isto é: 

AA' + BB' 
Vamos ago d . · . ' ra, etermmar a 
S~Jam as translações Ta e Tb, 

segmentos orientados AA' e BB'· 

soma de duas translações. 
caracterizadas, respectivamente, pelos 

·~ ~ 
B' ~ Pa 

A' 

A 
p p Ta+ Tb 

e um ponto qualquer d 1 . 
se transforma em p . ~ P ªfº· Aplicando: a transiação T em p ês te 

1 ' ª rans ação T b em P 1, êste se transf; rma e~ P 2 • 
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--+- -

Nestas condições, a trarislação T ., de segmento orientado: AA' + BB' 
que aplicada em P o transforma no ponto P2, é denominada soma das 
tra nslações Ta e. T h. lndicação: T , = Ta + Tb. 

A operação que produz essa soma é a adição(*) de translações. 

Qual é a estrutura do Sistema Ma temático const ituído: 

{ 

pelo conj unto da~ ~ranslações no ! /ano? 
pela operação adiçao de translaçoes ? 

Você pode verificar, como exercício, que valem as seguintes propr~-
dades, para qua isquer translações . Ta, Tb e T ,: 

(A) - A ssocia tiva: 
(Ta + T b) + T , = Ta + (Tb + T ,) (observe na figura) 

(N) - Elemento Neutro: 3To I Ta+ To =· Ta 
(Translação neutra ou Identidade) 

(1) - Elemento Inverso: 'vT0 , 3T- a .1 Ta + T-a = To 

(Translação inversá) 

Logo, o conjunto das transl'ações no plano, com relação à operação 
adição de translações, tem estrutura de GRU P O COMUT ATIVO. 

•) Tamb~ chamada t omposiçilo de t ranslações. 
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GRUPO DAS ROTAÇÕES 

6. Rotações no plano em to"rno de 
um ponto; arcos orientados 

Quando a um arco Pf'' . 
..-_ se associa um sentido de percurso, diz-se 

que o arco p P' está orientado. 

O sentido Positivo ou t. h ,,.-.... 
an 1

- orário do arco ·orientado PP' é aquêle 

----✓ ------or.::. ..... ~i 
"'· 1 w ',l_, 

..... 
................. 

............ 

P' âonslderado contrário ao percorrido pelos ponteiros 
e um relógio. 

Seja O um ponto fixo no plano A um ponto 
qualquer, P dêsse plano façamos c~rresponder um 
ponto P , tal que: 

OP ~ OP' e m(PP') = w 
p r--

sendo w a m d 'd PP' Ch e i a, em graus, do arco orientado · ama-se ROTAÇÃO de ~ 
que a qualquer ponto p d cjntro O e amplitude w, a tôda transjormaçao 

_ _ ..-._ 
0 Pano faz corresponder um ponto P', tal que: 

OP ~ OP' e m(PP') = w P' 

sendo: 
Üº ~ W ~ 360o. 

Indicação: R,. / 

,, 
/ ,,,,,, 

,,,.,.,. ....,.,,..-.,.,,,, .,, ...... N ,,,,,,,,, __ ........ ..-
d a fig_ura estão representadas / ............ 

R
uas rotaçoes de centro O· R o~ ~-

1' . 60o e ..... , ...... -----
30-, ap icadas respectivamente ',, ---z- ----- a 

aos pontos p e Q do plano. ....., 
............ 

. 9uando w = Üº ou w = 360º ~ , P 
identidade, pois por essa rot ã ' a rotaçao e denominada neutra ou 
formado nile mesmo. aç O um ponto qualquer do plano é trans-

Indicação: Ro 

Se a rotação R,. transforma P em P' , 
ª rotação inversa de R é a rotação, de 
amplitude. ,. 

w' = 360- w, 
que transforma P' em P. Indicação: · Rw1 

Na figura, observa-se que: 

~
60

• transforma P em P' e a sua inversa 
(60•)' == Rlooo transforma P' em P. 
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7. Rotação de uma figura em t6rno de um ponto 

Que é t ransformar, por uma 
ro!ação R ,., o triângulo ABC no 
triângulo A' B'C'? 

É efetuar a rotação, de centro O 
e, ª '?1Plitude w, que transforma os 
vert1ces A, B e C, respectivamente, 
nos vértices A', B' e C'. 

Na figura, o 6. A' B'C' é o trans
formado do 6. ABC pela rotação R w, 
de centro O e amplitude w. 

B' 
.............. 

e 

8. Arcos to~terminais; . aplicações nas rotações 

...... 

' ' 

A 

' " '\ 
"\ 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
1 
1 
1 

B 

/ 

/ 
/ 

/ 
/ 

o @-____ _ _ 

p 

Suponha um ponto P "descrevendo" 
uma circunferência, de centro O e raio OP. 
O ponto P pode, caminhando no sentido 
anti-horário, "passar" uma vez por P', 
continuar descrevendo a circunferência e 
somente "parar" em P', depois de dar um 
número qualquer de voltas. 

Obteremos, assim, ·arcos orientados, -de mesmas extremidades que o arco PP', 
isto é, todos terão "origem" em P e "tér
mino" em P'. Tais arcos são denominados 
co-terminais. 

Como, para cada volta dada, a medida do arco orientado fica acres-
cida de 360°, é sinal de que agora vamos encontrar arcos de medidas 
superiores a 360°. · 

Nestas condições, pode-se estender o conceito de Rotação a arcos 
orientados, de medidas superiores a 360°, mediante os respectivos· arcos 
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c~,terminais. Bas ta operar com a me, 
d1da do menor arco co,terminal (que é 
sempre menor que 360°) a um arco dado. 

Exemplo: são co,term faais do arco ,.---. 
PP' os arcos que medem, respectiva, 
mente: 

60° 

60° + I X 360° = 420° 

60° + 2 X 360° = 780º 

60° + 3 X 360° I 140º 

Então, em vez de se 780º 
basta trabalhar ?Perar, por exemplo, com um arco de ' 
pois: com ª medida de seu menor arco co,terminal, que é 60º, 

780° 

- 6{)o 
360° 
2 

ou 780° = 2 X 360° + 6{)o 

i 

9. Adição de rotações no plano; estrutura 

Agora já podemos "fech " · - · · · d 
soma de duas rot - d ar ª adiçao de duas rotações, defmm O a 

açoes e centro O da seguinte maneira: 
se R ' w1 e a rotação que transforma p em p 

R , i (na fig., w 1 = 30º) 

(na fig., w2 = 40°), e ••• e a rotação que transforma P1 em P2 

então soma · de R com R , _ 
R d . '"' w, e a rotaçao 
p w~m e ;mp( htu~e w 1 + w2, que transforma 

2 na fig., w = <wi + W2 = 70º) 

A operação que produz essa soma é 
chamada adição(*) de rotações. 

Indicação: R w = R + R 
W1 W 1 

ÜBSERVAÇÃO: se W1 + W2 < 360º 

então w = Wi + w: (figura) 

se W1 + W2 ;:: 36()o, 
então w = (w1 + w 2) -36()o 

(*) Também denominada co,nposi{ão de rota -,oes. 
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/ 

/ 
/ 

/ 

/
( Oº \,._ ---o®'.:--r:--

'..z ªºº 
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PROPRIEDADES: 

(A) - A ssociativa: 

(Rw1 + R ... ) + R,v, = Rw. + (Rw, + R, •• ) 

(N) - Elemento Neutro: 3Ro I R,o + Ro = R w 

(Rotação neutra· ou Identidade) 

(1) - Elemento Inverso: VRw, 3R.,,, 1 R w + R .. 1 = Ro 

(Rotação inversa) 

(C) - Comutativa: Rw, + Rw, = Rw, + Rw, 

3 

p 

Logo, também o conjunto das rotações no plano em tôrno de um ponto, 
com relação à operação de adição de rotações, tem estrutura de GRUPO 

COMUTATIVO. 

LEMBRETE AMIGO 

A unidade da Matemática continua presente nas transformações 
geométricas planas. O fato de as translações e as rotações estudadas 
terem a M~SMA ESTRUTURA, em relação às operações de adição defi, 
nidas, pei-míte dizer que elas pertencem.ao GRUPO das transformações 
geométricas planas. 
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SIMETRIAS 

10. Simetria axial 

Consideremos, no plano de sua fôlha de 
p 

desenho, uma reta r: 

O ponto P' é de-
nominado simétrico de 
um ponto P, com re-
lação à reta r, se 05 

pontos P e P': 

;-1 
r 

• 1 
_J 

P' 

1.º ) 

2.º) 

3.º) 

estão situados em 
sem i.-p la nos o postº~ 
em relação à reta r' 

a reta PP' é per-
pendicular à reta r; 

A distdncia de p 
a r ê igual à dis-
tdncia de P' a r. 

A reta ré denom· d · 
do eixo de simetria ~~a ª ei~oéde_simetria dos pontos P e P'. Todo ponto 

A 
z-.se sim trico de si mesmo 

transformação no pi · u 
simétrico com rela - ano que a cada ponto faz corresponder o se 

Na f
'. çao a uma reta, é denominada SIMETRIA· AXIAL, 
1gura: 

M 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

N 

P' 

N' 

B 

r 

B' 

temos: o quadrilátero MNPQ e seu simétrico 
M,'J\f'~'Q'; o triângulo ABC e seu simétrico . 
A B C , com relação ao eixo de simetria r. 

310 

11. Simetria central 

Um ponto P' é simétrico de um ponto P, com relação a um ponto fixo 
O, se O é o ponto,médio do segmento PP'. 

P' o p 
O ponto O, denominado centro de 

simetria, é simétrico de si mesmo. Dois 
pontos P e P' de um plano têm sõmente um centro de simetria: o 
ponto médio do segmento PP'. 

A transformação no plano que a cada ponto faz corresponder o seu 
simétrico, com relação a um centro fixo O, é denominada SIMETRIA CENTRAL. 

· Na figura: 

M B 

N/'\.'\. / A 

....... ' / / ............ ..... '\. / / 
............ ' ! / 

...... ..._ '\. o/,,- ------..:::;;.;.~---- .- -;, ..,.. "" ...... 
e• .-- ,,, / '- ........... -- / / " ............. 

/ / / ' .................... 

I '-'\_ /' N' I '-
A' '-. 

B' M' 

temos: o segmento MN 
e seu simétrico M ' N'; o 
triângulo ABC e seu simé.
trico A' B'C', -com relação 
ao centro de simetria O. 

NOTA: A simetria central é uma rotação especial (Riso-) em t6mo do centro O. 
Verifique você mesmo êsse fato. 

Uma aplicação prática da simetria axial: 

Qual é o menor caminho 
· que uma bolinha A tem de 
percorrer para bater numa bo-
linha B, tocando uma só vez 
num dos lados de uma mesa, 
como mostra a figura? Basta: 

1.0 ) construir A' simétrico de A 
em relação ao lado l da mesa 

2.0) determinar a intersecção 
de A' B com l, isto é: 

A'Br'll=(CJ 

A 

1 / 
1 / ' v 
A' 

•ª 

e 

O ponto C, no lado l da mesa, é onde a bolinha deve tocar para, 
a seguir, bater em B, percorrendo o menor caminho. 
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TESTE DE ATENÇÃO - GRUPO 100 

Acêrca de translações: 

1. Na traris/nr- T - -...,ao a , de ampli lude XX' - -' onde m a(XX' ) = 4cm, 
efetue a translação d as seguintes figuras 1 1.ª ) Modêlo: Panas: 

X 

• • 
• 

X' 

---

---~-----r-----------~ ----• • • 
• 

------ -__ :,--~-----, ---

2.") 

2. Represente a translação inuersa de 
t.•) Modêlo: cada uma das seguintes translações: 

2.•) 3.•) 

Q 
o 

3. Efetue a soma de cada um d . 
l.•) Modêlo . os segumtes pares de segmentos orientados: 

~- ,V/ 
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4. Con~idere na reta um conjunto de translações: 

•) • ) e) • > • ) 

O Sistema Matemático constituido pelo conjunto de translações numa reta em relação 
à operação adição de transla~·ões, tem estrutura de GRUPO COMUTATIVO ? 

Acêrca de translações e rotações: 

5. Fixado O como centro e sendo m(OP) = 3cm, determine os respectivos transformados 
de P pelas seguintes rotações: 

1.•) RJOo 

4.•) R cJO•!' 

2.•) R 120o 

5."\ R (60•) 

3 .•) Ro 

6.•) RcO)' 

6. Efetue no 6 ABC:, desenhado na sua fôlha de desenho uma rotação R60•, de centro 

O e, a seguir, uma translação Ta, de a mplitude XX' (fixada na fôlha), onde m4 (XX') 
= 4cm (Modê1o) 

X • 

B 

A 

. 7. Idem, . no quadrado ABCD, efetue: T a, onde 
--+-

m(XX') = 2cm e, a seguir, Rso•, de centro O. 
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Acêrca de limttria&: 

8. Determine os simétrlros das seguintes figures: 

1.•) com releç.ão à reta r: 

•P 

M 

2.•) com relação ao centro O: 

eo 

e 

9. Qual é o menor caminho que a bolinha A deve percorrer para bater na 
tocando uma só vez num dos lados da mesa? 

Ae 

eB 

t,olinhª B, 

10. Idem, tocando uma vez em cada um dos dois lados consecutivos da mesa? 

• A 
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• B 
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