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RESUMO

Na primeira parte deste trabalho, propomos e estudamos as propriedades de três dis-
tintos algoritmos para obter soluções aproximadas estáveis para sistemas de equações
mal postas modeladas por operadores lineares atuando entre espaços de Hilbert. De-
senvolvemos uma versão inexata do método de Tikhonov de um passo penalizado com
funcional uniformemente convexo, bem como uma versão inexata para os métodos de
Tikhonov iterado. Para o caso de métodos de um passo, propomos dois algoritmos
distintos, um baseado em escolha a priori e outro baseado na escolha a posteriori
do parâmetro de regularização. As propriedades de convergência e estabilidade são
provadas, bem como taxas ótimas de convergência (sob condição de fonte apropriada).
Estabelecemos ainda uma variante do método de Tikhonov iterado com a escolha a
posteriori da sequência dos parâmetros de penalização. Para este algoritmo, provamos
estabilidade para dados com ruídos e a propriedade de regularização.

Na segunda parte deste trabalho propomos e analisamos um método tipo Tikhonov
Iterado Kaczmarz relaxado não estacionário (TIKr). Generalizamos para o TIKr crité-
rios propostos em [6] para o método iterado de Tikhonov (iT). O objetivo é obter uma
estratégia eficiente para a escolha dos multiplicadores de Lagrange neste método. Es-
tabelecemos para o método TIKr estabilidade e regularização. Apresentamos modelos
de aplicações para duas aplicações, a saber: um problema de desfoque de imagem e
o problema do potencial inverso. Os resultados numéricos obtidos validam a eficiência
do método proposto.

Palavras-chave: Problemas mal postos. Método de Tikhonov Iterado. Minimização
inexata. Otimização Convexa. Distância de Bregman. Método Kaczmarz.



ABSTRACT

In the first part of this work, we propose and study the properties of three distinct algo-
rithms to obtain stable approximate solutions for ill-posed equations modeled by linear
operators acting between Hilbert spaces. We have developed an inexact version of the
Tikhonov method penalized by an uniformly convex functional, as well as an inexact
version for the iterated Tikhonov method. For one-step methods, we propose two dis-
tinct algorithms, one based on a priori choice and another based on a posteriori choice
of the regularization parameters. Convergence and stability properties are established,
as well as optimal convergence rates (under appropriate source conditions). We also
established a variant of the iterated Tikhonov method with a posteriori choice of the
sequence of regularization parameters. For this last algorithm, we prove stability for
noisy data and the regularization property.

In the second part of this work we propose and analyze a Kaczmarz version of the
relaxed nonstationary iterated-Tikhonov method (TIKr). We generalized for TIKr the cri-
teria proposed in [6] for the iterated Tikhonov (iT) method. The goal is obtain an efficient
strategy for choosing Lagrange multipliers in this method. We established for the TIKr
method stability and regularization properties. We present application models for two
applications, namely: an image blurring problem and the inverse potential problem. The
numerical results obtained validate the efficiency of the proposed method.

Keywords: Ill-posed problems. Iterated-Tikhonov method. Inexact minimization. Con-
vex optimization. Bregman distances. Kaczmarz method.
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1 INTRODUÇÃO

Nesse trabalho apresentamos quatro métodos: dois métodos Tikhonov de um
passo com minimização inexata, o método Tikhonov iterado com minimização inexata
e uma versão relaxada do método de Tikhonov iterado Kaczmarz.

Começamos esta seção apresentando alguns exemplos básicos de problemas
inversos, para mais detalhes e exemplos veja [17]. Em seguida, estabeleceremos
quando um problema inverso é mal posto e, por fim, discutiremos um pouco sobre os
métodos presentes neste trabalho.

Exemplo 1. Encontrar um polinômio p de grau n com raízes x1, . . . , xn. Esse é um pro-
blema inverso do problema direto: Encontrar as raízes x1, . . . , xn de um certo polinômio
p. Esse problema inverso admite infinita soluções.

Exemplo 2. Dada uma matriz real e simétrica An×n e n números reais λ1, . . . , λn

encontre uma matriz Dn×n tal que A + D tenha autovalores λ1, . . . , λn. Esse é um
problema inverso do problema direto: Computar os autovalores da matriz A + D.

Segundo Hadamard [64], um problema é bem posto quando:

1. O problema admite uma solução (existência);

2. O problema admite no máximo uma solução (unicidade);

3. A solução depende continuamente dos dados (estabilidade).

A existência e a unicidade dependem apenas da natureza algébrica dos espaços
e do operador envolvido, i.e, se é injetivo ou sobrejetivo, enquanto que a estabilidade
depende da topologia dos espaços, i.e, se o inverso do operador é contínuo. Os pro-
blemas inversos para os quais pelo menos um dos itens acima não acontece são
chamados de mal postos.

O problema que desejamos resolver consiste em determinar um ponto desco-
nhecido x ∈ X a partir de um dado b ∈ Y , onde X e Y são espaços de Hilbert. Vamos
assumir que os dados são obtidos por uma medida indireta descrita por uma equação
mal posta, a saber

Ax = b, (1)

onde A : X → Y é um operador linear limitado, sendo que a inversa A–1 : R(A) → X
não existe ou, caso exista, é descontínua. Vamos assumir ainda que na prática não
seja conhecido o valor exato de b e sim apenas uma aproximação bδ ∈ Y , satisfazendo

‖b – bδ‖ ≤ δ, (2)

onde δ > 0, o nível de ruído (erro cometido nas medidas) é conhecido.
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A principal dificuldade em resolver o problema (1) está em obter para cada
parâmetro α > 0 um operador linear e limitado Rα : Y → X de forma que o operador
RαA convirja pontualmente para a identidade quando α→ 0.

Uma maneira de se obter esses operadores é a regularização de Tikhonov, uma
ferramenta bastante conhecida para produzir soluções estáveis do problema inverso
usando (2). A formulação mais clássica do método de Tikhonov para resolver (1)
consiste em encontrar um minimizador xα ∈ X do funcional convexo

Tα (x) =
1
2
‖Ax – bδ‖2 + α

1
2
‖x‖2 , (3)

onde o parâmetro α > 0 é responsável por controlar o nível de regularização. Este
parâmetro deve ser escolhido em função do nível de ruído δ, i.e, α = α (δ). Neste caso,
dizemos que a escolha do parâmetro é a priori ; se, além disso, α depende também de
bδ então dizemos que a escolha do parâmetro é a posteriori.

Uma estratégia a priori dos parâmetros, por exemplo, consiste em escolher
α = α(δ) de modo que

α→ 0 e
δ2

α
→ 0 quando δ→ 0. (4)

Com essa regra, é possível provar (veja seção 2.3 e [9]) a propriedade de regularização

xα(δ) → x† quando δ→ 0, (5)

onde x† ∈ s (b) := {x ∈ X : Ax = b} é chamado de solução de norma mínima, caracteri-
zado por

‖x†‖ ≤ ‖x‖, para todo x ∈ s (b) .

Além disso, sob a condição de fonte x† ∈ R (A∗) e escolhendo α = α (δ) é
possível obter a taxa de convergência

‖xα(δ) – x†‖ = O
(
δ1/2

)
. (6)

Sob a condição de fonte x† ∈ R(A∗) a taxa de convergência dada em (6) é
considerada ótima, segundo a Definição 3.17 de [9]. Não menos importante, uma
escolha a posteriori dos parâmetros pode ser feita de modo que

c1δ ≤ ‖Axα(δ) – bδ‖ ≤ c2δ, (7)

com 1 < c1 ≤ c2 constantes fixadas. A escolha a posteriori implica em (5), veja a
seção 2.3 e [17]. E ainda, sob a condição de fonte x† ∈ R (A∗) , obtemos a taxa de
convergência (6) .

Nas últimas décadas, a teoria da regularização de Tikhonov tem sido bastante
aprimorada. Entre as modificações mais importantes estão a substituição do funcional
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de penalização P (x) = 1
2 ‖x‖

2 em (3) por um funcional convexo mais geral P : X → R.
Essa é uma teoria bem desenvolvida e a maioria dos resultados são bem conhecidos,
consulte a seção 2.3. Outra variação consiste no uso de regras para a escolha do
parâmetro α, veja [10, 27, 17]. Para resultados sobre a troca dos espaços de Hilbert X
e Y por espaços de Banach e aplicações em problemas inversos não lineares consulte
[58].

Os métodos do tipo Tikhonov apresentados acima são conhecidos como méto-
dos de um passo, isso porque o minimizador xα do funcional (3) é usado como uma
aproximação de uma solução do problema inverso (1). Em contrapartida o método de
Tikhonov iterado, na sua formulação mais clássica, é definido pelo procedimento de
minimizar sucessivamente os funcionais de Tikhonov dados por

Tk (x) =
1
2
‖Ax – bδ‖2 + αk

1
2
‖x – xk‖2, (8)

em que a iteração do método é dada por xk+1 := arg minx∈X Tk (x), começando a partir
de um ponto inicial x0 ∈ X . A iteração deste método termina num índice kδ ∈ N. O
mais importante nos métodos de Tikhonov é a propriedade de regularização (5), que
pode ser provada sob condições exigidas na sequência de parâmetros αk .

A escolha da sequência de parâmetros αk é de grande importância na perfor-
mance do método de Tikhonov iterado. Por exemplo, para um cenário a priori podemos
escolher a sequência constante αk = c (método Tikhonov iterado estacionário), a
sequência geométrica αk = α0rk , com 0 < r < 1 (método Tikhonov iterado geomé-

trico) ou uma sequência αk satisfazendo
∞∑

k=0

α–1
k = ∞, veja [28, 27, 12, 7, 13]. O

desempenho deste método melhora significativamente se uma escolha a posteriori da
sequência αk é usada, como feito em [6, 19, 21], onde αk é computado a posteriori de
forma que

(1 – η0) δ + η0‖Axk – bδ‖ ≤ ‖Axk+1 – bδ‖ ≤ (1 – η1) δ + η1‖Axk – bδ‖, (9)

com 0 ≤ η0 ≤ η1 ≤ 1.
Métodos onde o αk é computado inspirado em (9) são chamados de métodos

com critério de intervalo relaxado (range-relaxed). Esse critério foi introduzido em [6] e
cada passo do método é calculado projetando a iteração anterior sobre um conjunto
convexo fechado apropriado. Convergência fraca foi provada em [6] no caso de dados
sem ruídos, δ = 0. Extensões de [6] para operadores lineares em espaços de Banach
podem ser encontradas em [19], incluindo convergência forte no caso sem ruídos e
também a propriedade de regularização no caso de dados com ruídos. A análise do
problema não linear sob o critério intervalo relaxado é abordada em [20]. O critério de
intervalo relaxado será usado nos métodos iterativos deste trabalho, veja Capítulos 4
e 5.
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Na tentativa de diminuir o esforço computacional no cálculo do minimizador
exato do funcional de Tikhonov, propomos, nesse trabalho, a adaptação de quatro
métodos de regularização. Os três primeiros métodos consistem em versões inexatas
do método de Tikhonov de um passo (com escolha dos parâmetros dados a priori por
(4) e a posteriori por (7)) e Tikhonov iterado com a estratégia do intervalo relaxado (9).
Todos esses métodos geram aproximações estáveis para o problema (1). O artigo que
contém a análise desses métodos citados anteriormente, [1], foi publicado na revista
Inverse Problems. A vantagem está no esforço exigido em computar, em cada passo,
apenas uma aproximação do minimizador ao invés de calcular o próprio minimizador
exato. A precisão das aproximações dos minimizadores deve ser cuidadosamente
controlada, a fim de manter a convergência desejada e resultados de estabilidade do
método original de Tikhonov. Em nossa análise, exigimos apenas uma propriedade
genérica do método usado na iteração interna, o qual aproxima o minimizador exato.

No quarto e último método deste trabalho estudamos um método tipo Tikho-
nov Iterado Kaczmarz relaxado não estacionário (TIKr) para obter aproximações de
soluções regularizadas de sistemas de equações lineares mal postas, o mesmo foi
realizado em colaboração com A. Leitão, R. Boiger e R. Filippozzi, [2]. Este é um
método do tipo Kaczmarz [54], que tem como objetivo resolver um problema tipo (1),
porém, para N blocos, com N ≥ 1. Cada passo é definido como no método de Tikhonov
iterado [37, Sec. 1.2] que é aplicado de maneira cíclica. O multiplicador de Lagrange
é escolhido de forma que a próxima iteração tenha resíduo em um certo intervalo,
similarmente ao que foi feito em [6].

Nesse cenário o problema inverso que nos interessa consiste em descobrir um
quantidade x ∈ X a partir de um conjunto de dados (b0, . . . , bN–1) ∈ Y N , onde X e Y
são espaços de Hilbert e N ≥ 1. Na prática conhecemos apenas bδi ∈ Y satisfazendo

‖bδi – bi‖ ≤ δi , i = 0, . . . , N – 1 , (10)

onde δi > 0 é o nível de ruído (conhecido). Os dados disponíveis bδi são obtidos através
de medidas indiretas no parâmetro x . Dessa forma o processo é descrito pelo sistema
de equações mal postas

Ai x = bi , i = 0, . . . , N – 1 , (11)

onde Ai : X → Y é um operador linear limitado, cuja inversa A–1
i : R(Ai ) → X não

existe ou é descontínua. Existe uma vasta literatura que trata do problema (11), por
exemplo [46, 52, 34, 56, 57, 33, 17, 9, 60, 16].

As principais contribuições deste trabalho são:

• Propor e analisar versões inexatas do método de Tikhonov de um passo com
critérios a priori e a posteriori, bem como estabelecer taxas de convergência
segundo condições de fonte apropriadas, veja Capítulo 3.
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• Propor e analisar uma versão inexata do método de Tikhonov iterado com cri-
tério intervalo relaxado, provando estabilidade e regularização do método, veja
Capítulo 4.

• Propor e analisar uma versão do método Tikhonov iterado Kaczmarz com critério
intervalo relaxado, provando convergência para dados exatos (δ = 0), estabilidade
e regularização do método no caso de dados com ruídos, veja Capítulo 5.

Vale ressaltar que os resultados apresentados neste trabalho, frutos de [1] e
[2], são originais e que os mesmos foram aceitos para publicação na revista Inverse
Problems.

Este trabalho está organizado da seguinte maneira: no Capítulo 2 apresenta-
remos definições e resultados básicos que darão suporte a este trabalho, bem como
resultados já conhecidos na literatura sobre Métodos de Tikhonov de um passo. No
Capítulo 3 apresentaremos nossa variante do Método de Tikhonov de um passo, a sa-
ber o Método de Tikhonov de um passo com minimização inexata. Fazemos a análise
de convergência e estabelecemos ainda, sob condições adequadas, taxas de conver-
gência tanto para a escolha a priori dos parâmetros de regularização quanto para a
escolha a posteriori. No Capítulo 4 além de apresentar uma variante para o Método
de Tikhonov iterado, estabelecemos a análise de convergência do método proposto
e citamos exemplos que se encaixam na estrutura do nosso algoritmo. No Capítulo 5
abordaremos uma variante do Método Kaczmarz, nele vamos estabelecer um critério
relaxado para a escolha dos multiplicadores de Lagrange, bem como a análise de
convergência do método. Em seguida no Capítulo 6, estabelecemos as conclusões
e citamos possíveis extensões dos métodos analisados neste trabalhos. Por fim, no
Apêndice A fornecemos o modelo de duas aplicações (o problema de imagem des-
focada e o problema do potencial inverso) para o método apresentado no Capítulo
5.
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2 DEFINIÇÕES E RESULTADOS BÁSICOS

Nesta seção, apresentamos alguns resultados básicos já existentes na literatura
que darão suporte teórico a este trabalho. Vamos apresentar resultados de análise
convexa (veja [5]) e falar um pouco sobre o método híbrido extragradiente proximal
(HPE), introduzido por [30], método este que serviu de piloto nas análises teóricas
deste trabalho.

2.1 CONVEXIDADE E DISTÂNCIA DE BREGMAN

Neste trabalho X denota um espaço de Hilbert real com produto interno 〈· , · 〉.
A norma associada vamos denotar por ‖· ‖. Seja f : X → R := R ∪ {∞} uma função, o
domínio efetivo de f é o conjunto dom(f ) = {x ∈ X : f (x) <∞}. A função f é dita própria
se dom(f ) 6= ∅.

Definição 2.1.1. Seja f : X → R uma função própria. Então f é uniformemente convexa
se existe uma função contínua e estritamente crescente ϕ : [0,∞) → [0,∞) tal que
ϕ(0) = 0 e

f (λx + (1 – λ)y ) + λ(1 – λ)ϕ(||x – y ||) ≤ λf (x) + (1 – λ)f (y ), (12)

para todo λ ∈ (0, 1) e para todo x , y ∈ dom(f ). A função ϕ é chamada módulo de
convexidade de f .

Se na Definição 2.1.1, ϕ é identicamente nula então f é dita convexa. Se ϕ(·) =
(β/2) (·)2 para algum β > 0, então f é dita fortemente convexa com constante β. Note
ainda que f uniformemente convexa implica que f é estritamente convexa (quando
em (12) ϕ ≡ 0 e a desigualdade é estrita) que por sua vez implica que f é convexa.
Dizemos que f é semicontínua inferiormente (s.c.i) se para alguma sequência xk em X
tal que xk → x , a desigualdade

f (x) ≤ lim inf f (xk ),

é verificada. Além disso, f é dita fracamente semicontínua inferiormente (f.s.c.i) se a
propriedade acima é verdade quando trocamos xk → x , por xk ⇀ x . Essa duas noções
de semicontinuidade são equivalentes para funções convexas, veja [5, Teorema 9.1].

Definição 2.1.2. Seja f : X → R uma função própria. O subdiferencial de f é um
operador ponto conjunto ∂f : X → 2X definido por

∂f (x) := {u ∈ X : f (x) + 〈u, y – x〉 ≤ f (y ), para todo y ∈ X }.

O domínio efetivo do ∂f é o conjunto dom(∂f ) := {x ∈ X : ∂f (x) 6= ∅}.
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Quando ∂f (x) 6= ∅, f é dita subdiferenciável em x . Podemos ver ainda que
dom(∂f ) ⊂ dom(f ), pois como f é própria f (x) =∞ implica que ∂f (x) = ∅. Segue ainda
da definição de subdiferencial a condição necessária e suficiente de minimalidade

0 ∈ ∂f (x)⇐⇒ f (x) ≤ f (y ), para todo y ∈ X . (13)

Se f , g : X → R são duas funções convexas, próprias e s.c.i e existe um
elemento x ∈ dom(f ) ∩ dom(g) de forma que f ou g seja contínua em x , então

∂(f + g)(x) = ∂f (x) + ∂g(x), para todo x ∈ X .

Para funções reais, no caso em que f é diferenciável, ∂f (x) = {∇f (x)}. Além do
mais, ∂f é contínuo se f é Fréchet diferenciável.

Definição 2.1.3. Sejam f : X → R uma função convexa, própria e s.c.i, x , y ∈ X com
y ∈ dom(∂f ) e ν ∈ ∂f (y ). Com relação a f vamos definir a distância de Bregman entre
x e y na direção de ν como sendo

Dν(x , y ) := f (x) – f (y ) – 〈ν, x – y〉.

Segue direto da definição de subdiferencial que Dν(x , y ) ≥ 0. A função Dν(·, y )
é convexa, e se f é estritamente convexa a funçãoDν(·, y) também é estritamente
convexa. Se x ∈ dom(∂f ) e f é s.c.i, então Dν(·, y) é sempre subdiferenciável neste
ponto e

∂Dν(·, y )(x) = ∂f (x) – ν. (14)

O lema a seguir traz a chamada identidade dos três pontos, sua prova não é
difícil e será de grande valor na análise do nosso método.

Lema 2.1.4. Sejam f : X → R convexa, x ∈ X, x1, x2 ∈ dom(∂f ), ξ1 ∈ ∂f (x1) e
ξ2 ∈ ∂f (x2). Então

Dξ1(x , x1) – Dξ2(x , x2) = –Dξ2(x1, x2) + 〈ξ1 – ξ2, x1 – x〉, (15)

Demonstração. Veja [21].

Proposição 2.1.5. Suponha que f : X → R seja própria e uniformemente convexa
com módulo ϕ. Para cada x ∈ X, y ∈ intdom(f ) e ν ∈ ∂f (y ) temos que

Dν(x , y ) ≥ ϕ(||x – y ||). (16)

Demonstração. Da definição de ∂f , dado ν ∈ ∂f (y), para todo x ∈ X e para todo
λ ∈ (0, 1) segue que,

f (λx + (1 – λ)y ) ≥ f (y ) + 〈ν, (λx + (1 – λ)y ) – y〉 = f (y ) + λ〈ν, x – y〉. (17)
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Sendo f uniformemente convexa com módulo ϕ, temos que,

f (λx +(1–λ)y )+λ(1–λ)ϕ(||x –y ||) ≤ λf (x)+ (1–λ)f (y ). Essa última desigualdade
juntamente com (17) nos dá

f (y ) + λ〈ν, x – y〉 + λ(1 – λ)ϕ(||x – y ||) ≤ λf (x) + (1 – λ)f (y )

Assim, (1 – λ)ϕ(||x – y ||) ≤ f (x) – f (y) – 〈ν, x – y〉 = Dν(x , y). Fazendo λ → 0+,
temos que Dν(x , y ) ≥ ϕ(||x – y ||).

Lema 2.1.6. Suponha que f : X → R seja própria e uniformemente convexa com
módulo ϕ. Então, para todo ξ ∈ ∂f (x) e ν ∈ ∂f (y ), temos que

〈ξ – ν, x – y〉 ≥ 2ϕ(||x – y ||). (18)

Consequentemente, 〈ξ – ν, x – y〉 ≥ 0, para todo ξ ∈ ∂f (x) e ν ∈ ∂f (y ).

Demonstração. Segue da proposição 2.1.5 que Dν(x , y) ≥ ϕ(||x – y ||) assim como
Dξ(y , x) ≥ ϕ(||x – y ||). Somando essas duas últimas desigualdades temos (18).

Observação 2.1.7. Se f é fortemente convexa, i.e, ϕ(·) = (β/2) (·)2 então, a desigual-
dade (16) se torna Dν(x , y) ≥ (β/2)||x – y ||2 e em vez de (18) temos 〈ξ – ν, x – y〉 ≥
β||x – y ||2, para todo ξ ∈ ∂f (x) e ν ∈ ∂f (y ).

Dizemos que uma função f : X → R tem a propriedade de Kadec se para toda
sequência xk em X tal que xk ⇀ x e f (xk ) → f (x) então xk → x . O próximo Teorema
mostra que toda função própria, uniformemente convexa e s.c.i satisfaz tal propriedade.

Teorema 2.1.8 (Kadec). Seja f :→ R própria, uniformemente convexa e s.c.i. Se qual-
quer sequência xn é tal que xn ⇀ x e f (xn)→ f (x) <∞, então xn → x .

Demonstração. Suponha que xn 9 x , assim a menos de uma subsequência existe
ε > 0 tal que ‖xn – x‖ ≥ ε, para todo n. Sendo f uniformemente convexa, temos

f
(

xn + x
2

)
+ µ ≤ f (xn) + f (x)

2
, (19)

onde 0 < µ := 1
4ϕ(ε) ≤ 1

4ϕ(‖xn–x‖). Note que
xn + x

2
⇀ x . Uma vez que f (xn)→

f (x) e f é s.c.i, por (19) temos que f (x) ≤ lim inf f
(

xn + x
2

)
≤ lim sup f

(
xn + x

2

)
≤

f (x) – µ. O que leva a uma contradição.
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2.2 O MÉTODO HÍBRIDO PROXIMAL EXTRAGRADIENTE

Vamos aqui discutir um pouco sobre o método híbrido proximal extragradiente
(HPE) apresentado por [30]. Este método é uma poderosa ferramenta que conjuga
etapas do algoritmo do ponto proximal com o método extragradiente para encontrar
x ∈ X tal que

0 ∈ T (x), (20)

onde T : X → X é um operador monótono maximal. Nesse método um alargamento no
operador T é usado, o que permite um relaxamento na tolerância. Cada passo interno
consiste em, para cada x ∈ X resolver o subproblema

0 ∈ T (·) + (· – x). (21)

Em 1997 a definição de alargamento de um operador foi introduzida por [32].

Definição 2.2.1. Um operador T : X → 2X é dito monótono se

〈x – y , u – y〉 ≥ 0, ∀ (x , u), (y , v ) ∈ G(T ),

onde G(T ) = {(x , s) ; s ∈ T (x)} é o gráfico de T .

Definição 2.2.2. Um operador T : X → 2X é monótono maximal se não existe um
operador monótono B : X → 2X tal que G(B) contenha o G(T ), i.e para todo (x , u) ∈
X × X,

(x , u) ∈ G(T )⇔ 〈x – y , u – y〉 ≥ 0, ∀ (y , v ) ∈ G(T ).

Definição 2.2.3. Seja T um operador monótono maximal. Dado ε ≥ 0, o alargamento
de T é o operador T ε : X → 2X definido por

T ε(x) = {v ∈ X ; 〈w – v , z – x〉 ≥ –ε, ∀(z, w) ∈ G(T )}.

Definição 2.2.4. Dados x ∈ X, c > 0 e σ ∈ [0, 1). Dizemos que o par (y , v ) ∈ X × X é
uma solução aproximada com erro de tolerância σ do problema 0 ∈ T (·) + (· – x), se
para cada ε ≥ 0 tivermos que,

v ∈ T ε(y ) e ||cv + y – x ||2 + 2cε ≤ σ2||y – x ||2.

Lema 2.2.5. Sejam x ∈ X, c > 0. Suponha que (y , v ) é uma solução aproximada com
erro de tolerância σ do problema (21). Suponha que z é uma solução exata de (21),
então ||z – y || ≤ σ||y – x ||.

Demonstração. Veja [30].
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Lema 2.2.6. Sejam x ∈ X, c > 0 e 0 ∈ T (x∗). Suponha que (y , v ) é uma solução
aproximada com erro de tolerância σ do problema (21). Se x+ = x – cv, então

||x∗ – x ||2 – ||x∗ – x+||2 ≥ (1 – σ2)||y – x ||2.

Demonstração. Veja [30].

No que segue apresentamos o algoritmo híbrido extragradiente proximal (HPE).

0] inicie com x0 ∈ X e σ ∈ [0, 1);
1] Escolha ck > 0 e encontre (yk , vk , εk ) ∈ X × X × R+ tal que
vk ∈ T εk (yk ) e ||ckvk + yk – xk ||2 + 2ckεk ≤ σ2||yk – xk ||2

2] Defina xk+1 = xk – ckvk .

Algoritmo 1 – Algoritmo HPE.

A fim de assegurar a convergência do Algoritmo HPE duas condição são neces-
sárias, uma é que o problema (20) tenha solução e outra é que a sequência ck seja
limitada longe do zero.

Observação 2.2.7. Os Lemas 2.2.5 e 2.2.6 podem ser adaptados para receberem as
sequências envolvidas no Algoritmo 1, para isso basta fazer

x ← xk , y ← yk and x+ ← xk+1.

Portanto pelo Lema (2.2.6) temos que (1–σ2)||yk –xk ||2 ≤ ||x∗–xk ||2–||x∗–xk+1||2,

isso implica que (1–σ2)
l∑

k=0

||yk –xk ||2 ≤ ||x∗–x0||2 –||x∗–xl+1||2 ≤ ||x∗–x0||2. Portanto

∞∑
k=0

||yk – xk ||2 <∞, consequentemente ||yk – xk ||→ 0 quando k →∞.

Sobre a hipótese de limitação inferior na sequência de escalares ck e que
T –1(0) 6= ∅, i.e, existe algum x ∈ X tal que 0 ∈ T (x), Solodov e Svaiter mostraram
que a sequência gerada pela iteração acima converge fracamente para uma solução
de (20). Se além dessas hipóteses supormos ainda que T –1 é Lipschitz contínuo em
torno de 0, então temos convergência linear.

Teorema 2.2.8. Suponha que ck ≥ c > 0 para todo k ≥ 0 e que T –1(0) 6= ∅. Então
a sequência xk gerada pelo Algoritmo 1 converge fracamente para um elemento de
T –1(0).

Demonstração. Veja [30].

Teorema 2.2.9. Suponha as hipóteses do Teorema 2.2.8. Se T –1 é Lipschitz contínuo
em torno de 0 então a sequência xk converge linearmente para um elemento de T –1(0).
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Demonstração. Seja zk uma solução do subproblema 0 ∈ T (·) + (· – xk ), então uk :=
–1
ck

(zk – xk ) ∈ T (zk ).
Segue do Lema 2.2.5 que ||zk – yk || ≤ σ||yk – xk ||. Consequentemente,

||zk – xk || ≤ ||zk – yk || + ||yk – xk || ≤ (1 + σ)||yk – xk ||.

Assim, segue da Observação 2.2.7 que, ||uk || =
1
ck

||zk –xk || ≤ 1
c

(1+σ)||yk –xk ||,

dessa forma ||uk ||→ 0 quando k →∞,
Seja L a constante de Lipschitz de T –1 e defina κ := L/c, assim, temos que

||zk – x∗|| ≤ L||uk || ≤ κ(1 + σ)||yk – xk ||. Por outro lado,
||xk – x∗|| ≤ ||xk – zk || + ||zk – x∗|| ≤ (1 + σ)||yk – xk || + κ(1 + σ)||yk – xk || =

(1 + κ)(1 + σ)||yk – xk ||. Portanto segue do Lema 2.2.6 que

||xk+1 – x∗||2 ≤ ||xk – x∗||2 – (1 – σ2)||yk – xk ||2

≤ ||xk – x∗||2 –
1 – σ2

(1 + κ)2(1 + σ)2
||xk – x∗||2

=

(
1 –

1 – σ2

(1 + κ)2(1 + σ)2

)
||xk – x∗||2.

2.3 RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capítulo apresentamos alguns dos resultados que podem ser encontrados
na clássica teoria da regularização no contexto de métodos tipo Tikhonov. A penali-
zação com norma Euclidiana dada em (3) é substituída por uma função mais geral
P : X → [0, +∞] de modo que P seja própria, s.c.i e uniformemente convexa com
módulo ϕ onde lim

t→∞
ϕ(t) = ∞. Numa situação comum por exemplo, se P(· ) = ‖· ‖2

seu módulo de convexidade satisfaz essas propriedades. Os resultados apresentados
nesta seção não são novos e versões semelhantes (ou até mais gerais) podem ser
encontradas na literatura. Apresentamos todas as provas para comodidade do leitor
e também porque queremos usar essas estratégias para apresentar os resultados do
Capítulo 3 de modo mais claro.

No que segue, vamos assumir que X e Y sejam espaços de Hilbert reais, A :
X → Y é um operador linear e limitado, b ∈ R (A) é um vetor fixado e bδ ∈ Y é um vetor
satisfazendo (2). Para cada α > 0 vamos definir o funcional de Tikhonov Tα : X → R
como sendo

Tα (x) =
1
2
‖Ax – bδ‖2 + αP (x) . (22)

Lema 2.3.1. Para cada α > 0, existe um único minimizador do funcional de Tikhonov
Tα definido em (22).

Demonstração. Fixe α > 0 e seja xk uma sequência em X tal que Tα (xk )→ inf Tα (x).
Então a sequência Tα (xk ) é limitada em k . Agora usando f = P, λ = 1/2, x = xk e y = 0
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em (12), obtemos

P
(

1
2

xk

)
+

1
4
ϕ (‖xk‖) ≤

1
2

P (xk ) +
1
2

P (0) . (23)

Uma vez que P
(

1
2xk

)
≥ 0, segue que

‖xk‖ ≤ ϕ–1
(

2
α

Tα (xk ) + 2P (0)
)

,

pois lim
t→∞

ϕ(t) = ∞. Com isso provamos que xk é limitada. Consequentemente, essa

sequência admite uma subsequência fracamente convergente, digamos, xkj
⇀ x ∈ X .

Agora, como P é f.s.c.i., a desigualdade P (x) ≤ lim inf P
(

xkj

)
é verdadeira. Analoga-

mente, ‖Ax – bδ‖2 ≤ lim inf ‖Axkj
– bδ‖2, e portanto

Tα (x) ≤ lim inf Tα
(

xkj

)
= lim Tα

(
xkj

)
= inf

x∈X
Tα (x) .

Dessa forma x é um minimizador de Tα. A unicidade do minimizador segue da conve-
xidade estrita de P.

Observação 2.3.2. O Lema 2.3.1 garante, em particular, a existência de um único mini-
mizador de (50), pois a distância de Bregman Dξδk (·, xδk ) define uma função estritamente
convexa.

Vamos denotar o único minimizador de Tα por xα. Segue de (13) que

A∗Axα + α∂P(xα) 3 A∗bδ. (24)

Agora, definimos s (b) := {x ∈ X : Ax = b} como o conjunto de todas as soluções
do problema inverso (1).

Lema 2.3.3. Existe uma única P–solução mínima (P-SM), definida como sendo o único
vetor x† ∈ s (b) satisfazendo

P(x†) ≤ P (x) , para todo x ∈ s (b) . (25)

Demonstração. Uma vez que P é própria e uniformemente convexa e o conjunto s (b)
é não vazio, fechado e convexo, o problema de minimizar P (x) sujeito a x ∈ s (b)
possui solução única x†, que satisfaz (25). A prova segue a direção do que fizemos na
prova do Lema 2.3.1.

Uma estimativa que usaremos mais tarde é a seguinte,

α
(

P(xα) – P(x†)
)
≤ Tα(xα) – αP(x†) ≤ Tα(x†) – αP(x†) (26)

=
1
2
‖b – bδ‖2 ≤ 1

2
δ2.

O que implica, P(xα) – P(x†) ≤ δ2/2α.
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Proposição 2.3.4. Assuma que a escolha a priori dos parâmetros de regularização (4)
é realizada. Então, xα(δ) → x† quando δ → 0, onde x† é a P-SM. Adicionalmente, se
α = o(δ) e vale a condição de fonte ∂P(x†) ∩ R (A∗) 6= ∅ então

Dξ
(

xα(δ), x†
)

= O (δ) , (27)

onde ξ ∈ ∂P(x†) ∩ R (A∗). Além do mais, se P fortemente convexa, então

‖xα(δ) – x†‖ = O
(
δ1/2

)
, (28)

a qual é a taxa de convergência ótima sob a condição de fonte assumida.

Demonstração. Primeiro vamos mostrar o resultado de convergência. Considere δn

uma sequência de números positivos convergindo para zero. Vamos fixar uma sub-
sequência de δn, a qual será denotada novamente por δn. Defina αn := α(δn), bn := bδn

e xn := xαn . Segue do Lema 2.3.1 que xn é o único minimizador de Tn, onde

Tn(x) =
1
2

||Ax – bn||2 + αnP(x).

De modo análogo a (26) , obtemos

P(xn) ≤ δ2
n

2αn
+ P(x†), (29)

assim segue de (4) que P(xn) é limitada. Como feito na prova do Lema 2.3.1, obtemos
uma subsequência fracamente convergente xnk ⇀ x ∈ X . Além disso,

||Axnk – b|| ≤ ||b – bnk || + ||Axnk – bnk || ≤ δnk +
√

2Tnk (xnk ) (30)

≤ δnk +
√

2Tnk (x†) ≤ δnk +
√
δ2

nk
+ 2αnk P(x†)→ 0,

quando k →∞. Então Axnk → b, como Axnk ⇀ Ax , concluímos que Ax = b. Sendo P
f.s.c.i, segue de (29) e de (4) que

P(x) ≤ lim inf P(xnk ) ≤ lim sup P(xnk ) ≤ P(x†).

Isso prova que x = x†, e também implica que P(xnk ) → P(x†) < ∞. Como P é unifor-
memente convexa, P satisfaz a propriedade de Kadec, e como xnk ⇀ x†, segue que
xnk → x† quando k →∞.

O raciocínio acima mostra que qualquer subsequência de δn tem ela própria
uma subsequência δnk tal que xnk → x†. Isso mostra que xn → x†. Finalmente, como
δn → 0 é arbitrária, segue que xα(δ) → x† quando δ→ 0.

Agora vamos provar as taxas (27) e (28) . Assuma a condição de fonte ∂P(x†)∩
R(A∗) 6= ∅ bem como α = o(δ). Assim existe um ξ ∈ ∂P(x†) satisfazendo ξ = A∗w tal
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que ‖w‖ ≤ E . Observe que

0 ∈ A∗(Axα – bδ) + α∂P(xα)

0 = A∗(Ax† – b),

de onde temos que

A∗A(xα – x†) ∈ A∗(bδ – b) – α∂P(xα), (31)

multiplicando (31) por xα – x†, nós obtemos

||A(xα – x†)||2 = 〈bδ – b, A(xα – x†)〉 – α〈yα, xα – x†〉,

para um elemento adequado yα ∈ ∂P(xα). Como ξ ∈ ∂P(x†), segue a partir do Lema
2.1.6 que,

||A(xα – x†)||2 = 〈bδ – b, A(xα – x†)〉 – α〈yα – ξ, xα – x†〉 + α〈ξ, x† – xα〉

≤ ||bδ – b||.||A(xα – x†)|| + 0 + α〈w , A(x† – xα)〉

≤ δ||A(xα – x†)|| + αE ||A(x† – xα)||.

Então,
||A(xα – x†)|| ≤ δ + αE , (32)

e por (26) temos que

Dξ(xα, x†) = P(xα) – P(x†) – 〈ξ, xα – x†〉 ≤ δ2

2α
+ 〈ξ, x† – xα〉

≤ δ2

2α
+ E ||A(x† – xα)||.

Portanto, como α = o(δ), obtemos de (32) que Dξ
(

xα(δ), x†
)

= O(δ). Finalmente,
(28) segue da Observação 2.1.7.

A fim de obter resultados semelhantes para a escolha a posteriori dos parâme-
tros (7) , vamos precisar provar primeiro que essa regra está bem definida. Observe
que podemos assumir que

∥∥∥bδ
∥∥∥ > δ para todo δ > 0. Caso contrário, uma solução

trivial do problema inverso (1) seria x = 0, porque nesse caso, o vetor b = Ax = 0
satisfaz ‖bδ – b‖ = ‖bδ‖ ≤ δ. Note que, a desigualdade ‖bδ‖ > δ implica a partir de (2)
que b 6= 0.

Lema 2.3.5. Considere 1 < c1 ≤ c2 constantes fixadas. Então, para qualquer δ > 0
suficientemente pequeno, existe α > 0 tal que (7) é satisfeito.
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Demonstração. Fixe δ > 0. Primeiro vamos mostrar que a função g : (0,∞) → X ,
α 7−→ xα, é contínua. De fato, observe que

αP(xα) ≤ Tα(xα) ≤ Tα(0) = ||bδ||2 + αP(0). (33)

Escolha 0 < γ 6= α. Agora use (24) para α e γ, em seguida subtraia as duas
inclusões e multiplique tudo por xα – xγ. Isso vai nos dar

||A(xα – xγ)||2 + α〈ξα – ξγ, xα – xγ〉 + (α – γ)〈ξγ, xα – xγ〉 = 0, (34)

onde ξα ∈ ∂P(xα) e ξγ ∈ ∂P(xγ). Tendo em vista o Lema 2.1.6, segue que

2αϕ
(
||xα – xγ||

)
≤ α〈ξα – ξγ, xα – xγ〉 ≤ (γ – α)〈ξγ, xα – xγ〉.

Agora, se α < γ, de (33) e da definição de subdiferencial, temos

2αϕ
(
||xα – xγ||

)
≤ (γ – α)

(
P (xα) – P

(
xγ
))
≤ (γ – α) P (xα) ≤

γ – α
α

(
||bδ||2 + αP(0)

)
.

Por outro lado, se γ < α, podemos proceder de modo similar para obter

2γϕ
(
||xα – xγ||

)
≤ (α – γ)〈ξα, xγ – xα〉 ≤ (α – γ)P

(
xγ
)
≤ α – γ

γ

(
||bδ||2 + γP(0)

)
.

Portanto, em qualquer dos casos temos

ϕ
(
||xα – xγ||

)
≤

[
||bδ||2

2 min
{
α2,γ2

} +
P(0)

2 min {α,γ}

] ∣∣γ – α
∣∣ ,

isso implica que lim
γ→α

||xα – xγ|| = 0. Consequentemente g é contínua em α. Isso por

sua vez mostra que a função α 7→ ||Axα – bδ|| é contínua.
A ideia que usaremos abaixo já conhecida na literatura pode ser encontrada em

[22, Lema 30]. Note que

lim
α→0
‖Axα – bδ‖ = inf

x∈X
‖Ax – bδ‖ ≤ ‖Ax† – bδ‖ ≤ δ < c2δ, (35)

e
lim
α→∞

‖Axα – bδ‖ = ‖bδ‖.

‖bδ‖ → ‖b‖ > 0 quando δ→ 0, consequentemente

lim
δ→0+

‖bδ‖
δ

=∞,

e portanto,
lim
α→∞

‖Axα – bδ‖ > c1δ (36)

para todo δ > 0 suficientemente pequeno. O fato de (7) ser satisfeito segue de (35) ,
(36) e da continuidade da função α 7→ ||Axα – bδ||.
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Proposição 2.3.6. Se vale a escolha a posteriori parâmetros (7), então, xα(δ) → x†

quando δ→ 0, onde x† é uma P-SM. Adicionalmente, se a condição de fonte ∂P(x†) ∩
R (A∗) 6= ∅ é satisfeita, então (27) também vale. Além disso, se P é fortemente convexa,
então (28) vale.

Demonstração. Primeiro vamos mostrar que xα(δ) → x† quando δ→ 0. De (7) segue
que

αP(xα) +
1
2
δ2 ≤ αP(xα) +

1
2

c2
1δ

2 ≤ Tα(xα) ≤ Tα(x†) ≤ αP(x†) +
1
2
δ2,

isso implica que
P(xα) ≤ P(x†), (37)

para todo δ > 0. Escolha δn → 0 e defina αn := α(δn), bn := bδn e xn := xαn . Como P(xn)
é limitada, a sequência xn também é (veja a prova do Lema 2.3.1). A partir daqui a
prova segue os passos da prova que fizemos na Proposição 2.3.4. A única modificação
vem em (30) , que passa a ser

||Axnk – b|| ≤ ||b – bnk || + ||Axnk – bnk || ≤ δnk + c2δnk → 0,

quando k →∞.
Agora assumindo que ∂P(x†) ∩ R (A∗) 6= ∅ vamos provar (27). Seja ξ ∈ ∂P(x†) ∩

R(A∗). Assim, ξ = A∗w , para algum w ∈ Y tal que ||w || ≤ E , onde E > 0. Usando (37)
obtemos

Dξ(xα, x†) = P(xα) – P(x†) – 〈ξ, xα – x†〉

≤ 〈ξ, x† – xα〉 = 〈w , b – Axα〉

= 〈w , b – bδ〉 + 〈w , bδ – Axα〉 ≤ E(1 + c2)δ.

Portanto, Dξ(xα, x†) = O(δ). A taxa de convergência dada por (28) segue da Observa-
ção 2.1.7.
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3 MÉTODOS DE TIKHONOV DE UM PASSO COM MINIMIZAÇÃO INEXATA

Neste capítulo vamos apresentar um método iterativo para produzir iterações in-
ternas a fim de obter uma aproximação para xα. A seguir vamos apresentar condições
suficientes para obter resultados de convergência como em (5) e de taxa de conver-
gência dado em (6). Vamos fazer isso tanto para o caso a priori, com a escolha dos
parâmetro de regularização feita em (4), quanto para o caso a posteriori com a escolha
dos parâmetros realizada em (7). Nesse caso o minimizador exato xα do funcional Tα
é substituído por uma aproximação.

Vamos considerar o funcional de Tikhonov Tα como foi definido em (22) e P :
X → [0,∞] e uma função própria, s.c.i. e uniformemente convexa com módulo de
convexidade ϕ. Para cada α > 0, o funcional Tα tem um único minimizador (veja Lema
2.3.1) que será denotado por xα. Os chamados Métodos de Tikhonov de um passo
são aqueles métodos onde o minimizador xα aproxima a solução do problema inverso
(1). O parâmetro de regularização α depende do nível de ruído δ e pode ser escolhido
a priori (independente de bδ) ou a posteriori (dependendo de bδ).

Vamos dar início a nossa análise exigindo uma condição sobre a sequência xk
gerada na iteração interna.

Hipótese 3.0.1. Assuma que para cada α > 0, e x0 ∈ X , uma sequência xk satisfa-
zendo

‖xk – xα‖ ≤ Λα‖xk–1 – xα‖, para todo k ∈ N (38)

é conhecida, onde 0 < Λα < 1.

Observação 3.0.2. A Hipótese 3.0.1 é bastante geral. Na seção 4.3, nós apresentamos
uma lista de métodos iterativos em otimização que podem ser aplicados ao funcional de
Tikhonov (22) a fim de gerar uma sequência satisfazendo (38) . Essa lista de métodos
inclui os conhecidos ADMM, Método do ponto proximal, o Método Forward-Backward,
entre outros, veja a seção 4.3.

A partir de (38) , temos que

‖xk – xα‖ ≤ Λα ‖xk–1 – xα‖ ≤ Λ2
α ‖xk–2 – xα‖ ≤ ... ≤ Λk

α ‖x0 – xα‖ .

Portanto,
lim

k→∞
‖xk – xα‖ ≤ ‖x0 – xα‖ lim

k→∞
Λk
α = 0,

o que significa que a sequência (xk ) gerada pelas iterações internas converge para o
minimizador exato de Tα quando k →∞.

Primeiro vamos analisar o método de Tikhonov combinando minimização ine-
xata com a estratégia de escolha a priori do parâmetro de regularização (4) .
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3.1 REGRA A PRIORI DA ESCOLHA DOS PARÂMETROS DE REGULARIZAÇÃO

Inicialmente escolhemos um critério apropriado para encerrar a iteração interna
do nosso método, a saber

kδ :=
⌊
logΛα (f (δ))

⌋
, (39)

onde f : (0,∞)→ (0, 1) é uma função tal que

lim
δ→0+

f (δ) = 0. (40)

Aqui bxc denota o menor inteiro maior ou igual do que x, para cada x ∈ R.

Teorema 3.1.1. Suponha que a Hipótese 3.0.1 acontece e que a escolha a priori
dos parâmetros de regularização (4) é usada. Se a iteração interna termina com kδ
definido em (39) , então a convergência dada em (5) vale com xkδ no lugar de xα(δ),
isto é, xkδ → x† quando δ→ 0.

Demonstração. Fixe um elemento x0 ∈ X . Da definição de kδ segue que kδ ≥ logΛα (f (δ))
onde 0 < Λα < 1. Consequentemente Λkδ

α ≤ f (δ) . Portanto,

‖xkδ – x†‖ ≤ ‖xkδ – xα‖ + ‖xα – x†‖

≤ Λkδ
α ‖x0 – xα‖ + ‖xα – x†‖

≤ f (δ) ‖x0 – xα‖ + ‖xα – x†‖

≤ f (δ) ‖x0 – x†‖ + 2‖xα – x†‖.

A conclusão agora é clara tendo em vista que xα → x† quando δ → 0 (veja a
Proposição 2.3.4) e que f (δ)→ 0 quando δ→ 0.

Teorema 3.1.2. Assuma todas as hipóteses do Teorema 3.1.1, além disso que P
seja fortemente convexa. Escolha f (δ) = O

(√
δ
)

e α = o(δ). Se a condição de fonte

∂P(x†) ∩ R (A∗) 6= ∅ vale, então a taxa de convergência

‖xkδ – x†‖ = O(
√
δ)

é alcançada.

Demonstração. Segue da Proposição 2.3.4 que ||xα – x†|| = O(
√
δ). Agora, pelo Teo-

rema 3.1.1, temos que ||xkδ – x†|| ≤ f (δ)||x0 – x†|| + 2||xα – x†||, assim o resultado vem
da escolha de f (δ) = O(

√
δ).

3.2 REGRA A POSTERIORI DA ESCOLHA DOS PARÂMETROS DE REGULARIZA-
ÇÃO

Nesse momento vamos analisar o método de Tikhonov de um passo com minimi-
zação inexata combinado com a escolha a posteriori dos parâmetros de regularização
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(7). Porém, nesse caso testar (7) se torna bem mais complicada do que para o caso
do minimizador exato. Pois, o que temos é apenas uma aproximação do minimizador
exato, uma vez que se trata de minimização inexata. Dessa forma, a condição (7) deve
ser substituída por

c3δ ≤ ‖Axkδ – bδ‖ ≤ c4δ, (41)

onde c3 e c4 são constantes positivas conhecidas. Neste caso, o número de parada
das iterações internas kδ ∈ N passa a ser definido por

kδ :=
⌊
logΛα (min {1,α} f (δ))

⌋
, (42)

onde f : (0,∞)→ (0, 1) satisfaz (40).
O próximo resultado nos permite concluir que o critério (41) é satisfeito para

qualquer δ > 0 pequeno suficiente.

Lema 3.2.1. Considere as constantes 1 < c3 < c1 ≤ c2 < c4. Então existe δ0 > 0 tal
que, para cada 0 < δ ≤ δ0, existe um parâmetro α (δ) > 0 com xα(δ) satisfazendo (7).
Além disso, a família xα(δ) com 0 < δ ≤ δ0 é limitada. Fixe x0 ∈ X, assuma a Hipótese
3.0.1 e que a função f em (42) satisfaz f (δ) ≤ c5δ, para todo 0 < δ ≤ δ0, com

c5 =
min

{
c1 – c3, c4 – c2

}
C ‖A‖

> 0, (43)

e C > 0 uma cota superior para ‖x0 – xα(δ)‖. Então, para cada 0 < δ ≤ δ0, deve existir
α > 0 de modo que (41) é satisfeito.

Demonstração. Pelo Lema 2.3.5, existe δ0 > 0 tal que, para cada 0 < δ ≤ δ0, existe
um parâmetro α (δ) > 0 com xα(δ) satisfazendo (7) . Segue da Proposição 2.3.6, que
a família xα(δ) com 0 < δ ≤ δ0 é convergente, e portanto é limitada. Fixe 0 < δ ≤ δ0.
Então, ∣∣∣‖Axkδ – bδ‖ – ‖Axα(δ) – bδ‖

∣∣∣ ≤ ‖A‖ ‖xkδ – xα(δ)‖

≤ ‖A‖Λkδ
α ‖x0 – xα(δ)‖

≤ C ‖A‖ f (δ) ≤ min
{

c1 – c3, c4 – c2
}
δ,

tendo em vista que vale (7), as desigualdades c3 < c1 ≤ c2 < c4 implicam (41).

No Lema 3.2.1 provamos essencialmente que, sob condições adequadas,

‖Axα(δ) – bδ‖ = o (δ) =⇒ ‖Axkδ – bδ‖ = o (δ) , (44)

isso é suficiente para provar que a regra (41) está bem definida. Nosso objetivo principal
agora é provar que xkδ → x† quando δ→ 0, e para isso é necessário provar a recíproca
de (44) . Note que não temos conhecimento de que xkδ com 0 < δ ≤ δ0 é limitada.
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dessa forma, a demonstração não deve seguir os passos do que fizemos no Lema
3.2.1.

Suponha que P seja fortemente convexa com constante β > 0. Sejam x ∈ X
o minimizador de P em X e α > 0 fixado. A existência de x é garantida com base no
Lema 2.3.3. Considere δ > 0. Se δ < ‖Axα – bδ‖, então

αP (xα) +
1
2
δ2 < Tα(xα) ≤ Tα(x†) ≤ +αP(x†) +

1
2
δ2,

o que implica P (xα) ≤ P
(

x†
)

. Consequentemente, ‖xα‖ ≤ 2
√

1
β

(
P(x†) + P (0)

)
:= ω,

veja (23) . Logo temos que ‖xα – x‖ ≤ ω + ‖x‖. Por outro lado, se ‖Axα – bδ‖ ≤ δ,
segue da definição de xα que ξα = – 1

αA∗(Axα – bδ) ∈ ∂P (xα) , e pela Observação 2.1.7
temos

β

2
‖x – xα‖2 ≤ Dξα (x , xα) = P (x) – P (xα) – 〈ξα, x – xα〉

≤ 〈ξα, xα – x〉 = –
1
α

〈
Axα – bδ, A (xα – x)

〉
≤ ‖A‖

α
‖Axα – bδ‖ ‖xα – x‖ ≤ ‖A‖

α
δ ‖xα – x‖ .

Assim, ‖xα – x‖ ≤ 2‖A‖βα δ. Em todo caso teremos,

‖A‖Λkδ
α ‖xα – x‖ ≤ max

{
f (δ) ‖A‖ (ω + ‖x‖), 2αf (δ)

‖A‖2

βα
δ

}
.

Fixe ε > 0. Uma vez que f (δ)→ 0 quando δ→ 0, podemos obter 2f (δ) ‖A‖
2

β < ε
2 ,

para δ > 0 suficientemente pequeno. Por outro lado, se f (δ) ≤ ε
2‖A‖(ω+‖x‖)δ, temos que

‖A‖Λkδ
α ‖xα – x‖ ≤ max

{ε
2
δ,
ε

2
δ
}

=
ε

2
δ. (45)

Dessa forma, definindo

c6 = min
{

ε

2 ‖A‖ (ω + ‖x‖)
,

ε

2 ‖A‖ ‖x0 – x‖

}
> 0, (46)

para cada δ > 0 suficientemente pequeno e f (δ) ≤ c6δ, temos que∣∣∣‖Axkδ – bδ‖ – ‖Axα – bδ‖
∣∣∣ ≤ ‖A‖∥∥xkδ – xα

∥∥ ≤ ‖A‖Λkδ
α (‖x0 – x‖ + ‖xα – x‖) (47)

≤ f (δ) ‖A‖ ‖x0 – x‖ + ‖A‖Λkδ
α ‖xα – x‖ ≤ εδ.

Teorema 3.2.2. Suponha que a Hipótese 3.0.1 e que P seja fortemente convexa. Fixe
x0 ∈ X, 1 < c3 < c4 e defina kδ como em (42). Então existe uma constante ĉ > 0 tal
que, se f (δ) ≤ ĉδ para todo δ > 0 suficientemente pequeno, a escolha a posteriori do
parâmetro de regularização, como em (41), está bem definida e além disso

lim
δ→0

xkδ = x†.
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Demonstração. Defina ε = min
{

c3 – 1, c4 – c3
}

/2 > 0. Com isso podemos definir
c1 = c3 + ε e c2 = c4 – ε, o que implica 1 < c3 < c1 ≤ c2 < c4. Pelo Lema 3.2.1, se
f (δ) ≤ c5δ, com c5 como em (43) , então deve existir δ0 > 0 de modo que a regra (41)
está bem definida para todo 0 < δ ≤ δ0.

Fixe 0 < δ ≤ δ0 e seja α > 0 dado de modo que (41) valha. Defina ĉ =
min

{
c5, c6

}
> 0, onde c6 é definido como em (46). Agora vamos provar que vale

a recíproca de (44). Para ser mais claro, vamos mostrar que se δ0 é pequeno o sufici-
ente e f (δ) ≤ ĉδ para todo 0 < δ ≤ δ0, o minimizador exato de Tα, xα, satisfaz

c7δ ≤ ‖Axα – bδ‖ ≤ c8δ, (48)

onde c7 = c3 – ε e c8 = c4 + ε.1 De fato, a partir de (47) segue que∣∣∣‖Axkδ – bδ‖ – ‖Axα – bδ‖
∣∣∣ ≤ εδ = min

{
c3 – c7, c8 – c4

}
δ,

sempre que δ0 > 0 é suficientemente pequeno. Isso junto com (41) , implica (48) .
Agora, da Proposição 2.3.6 concluímos que xα → x† quando δ → 0. Em parti-

cular, xα é limitada. De (40) temos que,

||xkδ – xα|| ≤ Λkδ
α ||x0 – xα|| ≤ f (δ) ‖x0 – xα‖ → 0, (49)

quando δ→ 0. Portanto, xkδ → x† quando δ→ 0, o que encerra a prova.

Teorema 3.2.3. Suponha que a Hipótese 3.0.1 e que P seja fortemente convexa. Fixe
x0 ∈ X, 1 < c3 < c4 e defina kδ como em (42) , com f satisfazendo f (δ) ≤ ĉδ para
todo δ > 0 suficientemente pequeno onde ĉ > 0 é a constante do Teorema 3.2.2. Se
a condição de fonte ∂P(x†) ∩ R (A∗) 6= ∅ é satisfeita, então temos a taxa ótima de
convergência

‖xkδ – x†‖ = O
(√
δ
)

.

Demonstração. Das desigualdades (48) , da condição de fonte ∂P(x†)∩R (A∗) 6= ∅ e da
Proposição 2.3.6 obtemos ‖xα – x†‖ = O

(√
δ
)

. Esse fato, junto com (49) e f (δ) ≤ ĉδ,
nos permite concluir o resultado a partir de uma desigualdade triangular.

1 Observe que 1 < c7 ≤ c8.
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4 MÉTODO DE TIKHONOV ITERADO COM MINIMIZAÇÃO INEXATA

Neste Capítulo vamos apresentar uma versão adaptada do algoritmo apresen-
tado em [6], este por sua vez é uma versão modificada do método de Tikhonov iterado.
Em [19] é feito uma generalização para espaços de Banach do algoritmo apresentado
em [6]. Em [6] é proposto um método iterativo baseado no método iterativo não estacio-
nário de Tikhonov para resolver problemas inversos lineares com a escolha a posteriori
dos parâmetros de regularização.

4.1 APRESENTAÇÃO DO MÉTODO

Seja P : X → R uma função uniformemente convexa. A (k + 1)-ésima iteração
do método apresentado em [19] consiste em computar o parâmetro de regularização
αδk de modo que o único minimizador (veja a Observação 2.3.2) xαδk do funcional de
Tikhonov

T δ
αδk

(x) =
1
2

||Ax – bδ||2 + αδkDξδk (x , xδk ), (50)

satisfaça

(1 – η0)δ + η0||Axδk – bδ|| ≤ ||Axαδk – bδ|| ≤ (1 – η1)δ + η1||Axδk – bδ||. (51)

Aqui, 0 < η0 < η1 < 1 são constantes fixadas, ξδk ∈ ∂P(xδk ) e Dξδk (·, xδk ) é a

distância de Bregman associada a P. O passo seguinte é dado por xδk+1 := xαδk . Em
[19] é provado que sob condições adequadas, esse algoritmo gera um método de
regularização. A iteração desse método acaba após kδ passos, onde

kδ := min {k ∈ N : ||Axk – bδ|| ≤ τδ, para algum τ > 1}. (52)

O critério de parada acima é chamado de princípio da discrepância. Esse al-
goritmo tem se mostrado eficiente, sem falar que (51) nos fornece um decaimento
geométrico do resíduo. Mais precisamente, enquanto o princípio da discrepância não
for atingido, temos

||Axδk – bδ|| – δ ≤ ηk
1

(
||Axδ0 – bδ|| – δ

)
. (53)

A dificuldade maior na implementação do método em [19] está no fato de que
a sequência dos parâmetros de regularização αδk dado em (51) é definida de forma
implícita. Esse fato nos leva a duas situações; Uma é que o cálculo dos parâmetros
αδk pode exigir a minimização de muitos funcionais em (50), se tornando caro compu-
tacionalmente, a outra é que devemos assumir que a minimização de (50) seja feita
de forma exata, o que se torna impossível na prática. O primeiro problema ainda pode
ser remediado por estratégias apresentadas em [19]. O segundo fato gerado pela mi-
nimização inexata é mais sério, porque aqui ao testarmos a desigualdade (51) com
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um minimizador aproximado, as chances de termos imprecisão no cálculo de αδk são
grandes.

Nesta seção vamos apresentar uma adaptação do algoritmo estudado em [6].
Aqui o minimizador do funcional de Tikhonov (50) é computado de forma inexata em
cada iteração. Para fazer isso, vamos recorrer a uma iteração interna para cada etapa
do método de Tikhonov iterado a fim de aproximar o minimizador de (50) .

Vamos definir
x̃δk+1 := arg min

x∈X
T δ
αδk

(x) , (54)

como o minimizador exato do funcional dado em (50). Vamos também precisar de uma
versão modificada da Hipótese 3.0.1.

Hipótese 4.1.1. Assuma que para cada xδk ∈ X , cada número real αδk > 0 e cada
zδk ,0 ∈ X , uma sequência zδk ,n satisfazendo∥∥∥zδk ,n – x̃δk+1

∥∥∥ ≤ Λk

∥∥∥zδk ,n–1 – x̃δk+1

∥∥∥ , para todo n ∈ N,

é conhecida, onde 0 < Λk < 1.

Nosso algoritmo vai funcionar com uma iteração externa e uma interna: A itera-
ção externa representa a versão inexata do método de Tikhonov iterado não estacioná-
rio, onde xδk+1 é o minimizador inexato de (50). Já a iteração interna consiste em gerar
a sequência zδk ,n (que fornece os minimizadores inexatos) satisfazendo a Hipótese
4.1.1 normalmente através de um método de otimização convexa (veja a Seção 4.3).

O algoritmo vai começar com xδ0 ∈ X . Assumindo que a k–ésima iteração
externa xδk é conhecida, escolhemos ξδk ∈ ∂P(xδk ) e então a partir de zδk ,0 := xδk
começamos a iteração interna gerando a sequência zδk ,n satisfazendo a Hipótese 4.1.1.
O critério de parada da iteração interna será dado por

nδk :=
⌊
logΛk

(
min{1,αδk }f (δ)

)⌋
, (55)

onde f é como em (40). A atualização da iteração externa vem dada por xδk+1 := zδk ,nδk
.

A sequência dos parâmetros de regularização αδk é escolhida de forma similar
a estratégia a posteriori (51): fixe 0 < η < η < 1 e escolha αδk > 0 de modo que a
desigualdade

(1 – η)δ + η||Axδk – bδ|| ≤ ||Azδk ,nδk
– bδ|| ≤ (1 – η)δ + η||Axδk – bδ|| (56)

seja satisfeita. Por fim a iteração externa termina com kδ estabelecido em (52). Dessa
forma, xδkδ aproxima a solução do problema inverso (1).

Segundo a Definição 2.1.2, observe que, fixada a iteração xδk com k < kδ, existe,
em geral, mais de uma opção para se escolher ξδk ∈ ∂P(xδk ). Em certos algoritmos ξδk
é escolhido a partir de uma regra específica, veja [19]. No passo [2d] do Algoritmo 2
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abaixo, ξδk é escolhido de forma aleatória. A partir do Teorema 4.2.7 assumimos que P
é Fréchet diferenciável e nesse caso ξδk se torna unicamente definido.

Nossa estratégia do método de Tikhonov com minimização inexata está repre-
sentada pelo algoritmo abaixo.

INPUT: 0 < η < η < 1, τ > 1, xδ0 ∈ X , ξδ0 ∈ ∂P(xδ0), δ > 0 e bδ como em (2) .

OUTPUT: xδk satisfazendo ||Axδk – bδ|| ≤ τδ.

[1] k = 0;
[2] Enquanto ||Axδk – bδ|| > τδ, faça

[2a] zδk ,0 = xδk ;

[2b] Encontre αδk > 0 tal que (56) seja satisfeito;

[2c] xδk+1 = zδk ,nδk
;

[2d] Escolha ξδk+1 ∈ ∂P(xδk+1);
[2e] k = k + 1.

Algoritmo 2 – Método de Tikhonov Iterado com Minimização Inexata

4.2 ANÁLISE DE CONVERGÊNCIA

Nosso primeiro desafio para estabelecer a análise de convergência passa por
mostrar que o método está bem definido e que o mesmo acaba após um número finito
de passos. Vamos inicialmente provar que a iteração interna está bem definida, o que
é equivalente a provar que se o princípio da discrepância não for atingindo no passo k,
então existe um parâmetro αδk > 0 tal que zδk ,nδk

satisfaz (56) . No decorrer da análise

vamos sempre assumir que o ponto inicial xδ0 = x0 e o vetor ξδ0 = ξ0 são sempre os
mesmos independente do nível de ruídos δ > 0. Além disso, vamos também assumir
que P é fortemente convexa com módulo β.

Lema 4.2.1. Fixe as constantes η < η0 ≤ η1 < η. Se a função f em (55) satisfaz
f (δ) ≤ ĉ, para todo δ > 0, onde

ĉ =
β
(

1 – 1
τ

)
||A||2

min
{
η0 – η,η – η1

}
, (57)

e τ dado em (52), então o passo [2b] do Algoritmo 2 está bem definido.

Demonstração. Suponha que o princípio da discrepância não tenha sido atingido até
a iteração k . Então,

∥∥∥Axδk – bδ
∥∥∥ > τδ > δ. Uma vez que 0 < η0 ≤ η1 < 1, segue que o

intervalo [
(1 – η0)δ + η0||Axδk – bδ||, (1 – η1)δ + η1||Axδk – bδ||

]
(58)
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é não vazio. Segue de [19, Lema 3.2], que existe αδk > 0 tal que o minimizador exato
x̃δk+1 de (50) tem resíduo ||Ax̃δk+1 – bδ|| pertencente ao intervalo (58). Agora, a partir de
(54) e de (50) temos

0 = A∗(Ax̃δk+1 – bδ) + αδk (ξ̃δk+1 – ξδk ), (59)

onde ξ̃δk+1 ∈ ∂P(x̃δk+1). Multiplicando essa última igualdade por xδk – x̃δk+1 e usando a
Observação 2.1.7, temos

αδkβ||xδk – x̃δk+1||2 ≤ αδk 〈ξ
δ
k – ξ̃δk+1, xδk – x̃δk+1〉 = 〈A∗

(
Ax̃δk+1 – bδ

)
, xδk – x̃δk+1〉

≤ ‖A‖‖Ax̃δk+1 – bδ‖‖xδk – x̃δk+1‖ ≤ ‖A‖‖Axδk – bδ‖‖xδk – x̃δk+1‖,

a última desigualdade acima segue do fato de T δ
αδk

(x̃δk+1) ≤ T δ
αδk

(xδk ). Então,

||xδk – x̃δk+1|| ≤ ‖A‖
βαδk

(
‖Axδk – bδ‖
‖Axδk – bδ‖ – δ

)(
‖Axδk – bδ‖ – δ

)
≤ ‖A‖

β
(

1 – 1
τ

)
αδk

(
‖Axδk – bδ‖ – δ

)
,

a última desigualdade acima é devido a δ < 1
τ‖Axδk – bδ‖. Dessa forma, tendo em vista

a Hipótese 4.1.1, (55) e (57), segue que∣∣∣‖Azδk ,nδk
– bδ‖ – ‖Ax̃δk+1 – bδ‖

∣∣∣ ≤ ‖A‖‖zδk ,nδk
– x̃δk+1‖ ≤ ‖A‖Λ

nδk
k ‖z

δ
k ,0 – x̃δk+1‖

≤ ‖A‖αδk f (δ) ‖xδk – x̃δk+1‖

≤ f (δ)
‖A‖2

β
(

1 – 1
τ

) (‖Axδk – bδ‖ – δ
)

≤ min
{
η0 – η,η – η1

}(
‖Axδk – bδ‖ – δ

)
.

Uma vez que ‖Ax̃δk+1 – bδ‖ pertence ao intervalo (58), a norma ‖Azδk ,nδk
– bδ‖

pertence ao intervalo[
(1 – η)δ + η

∥∥∥Axδk – bδ
∥∥∥ , (1 – η)δ + η

∥∥∥Axδk – bδ
∥∥∥] ,

e isso completa a prova.

Observação 4.2.2. Uma vez que f em (55) satisfaz (40), a condição f (δ) ≤ ĉ do Lema
4.2.1 é satisfeita para qualquer δ > 0 pequeno o suficiente. Note também que em (55)
podemos trocar f por min

{
f (δ) , ĉ

}
, assim ainda teremos f (δ) ≤ ĉ, para todo δ > 0.

O próximo resultado nos diz que o Algoritmo 2 termina após um número finito
de iterações.
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Proposição 4.2.3. O índice de parada kδ definido em (52) é finito para todo δ > 0
suficientemente pequeno.

Demonstração. De fato, fixe δ > 0. Segue do passo [2b] do Algoritmo 2 que

||Axδk+1 – bδ|| – δ = ||Azδk ,nδk
– bδ|| – δ ≤ η

(
||Axδk – bδ|| – δ

)
para 0 ≤ k < kδ. Assim,

||Axδk – bδ|| – δ ≤ ηk
(

||Ax0 – bδ|| – δ
)

, para todo k ≤ kδ. (60)

Por outro lado, ηk
(

||Ax0 – bδ|| – δ
)
≤ (τ – 1) δ para k grande o bastante, por-

tanto ||Axδ
k

– bδ|| ≤ τδ.

Corolário 4.2.4. Seja xδk a sequência gerada pelo Algoritmo 2 com δ > 0 suficiente-
mente pequeno. Então,

kδ ≤ | lnη|–1 ln

(
||Ax0 – bδ|| – δ

(τ – 1)δ

)
+ 1, (61)

para k = 0, . . . , kδ.

Demonstração. A partir de (52) segue que τδ < ||Axδk –bδ||, para k = 0, . . . , kδ –1. Essa
desigualdade (para k = kδ – 1), junto com a desigualdade (60) na Proposição 4.2.3 nos
dá

(τ – 1)δ < ||Axδkδ–1 – bδ|| – δ ≤ ηkδ–1(||Axδ0 – bδ|| – δ),

isso implica (61) .

Vamos agora nos encaminhar para o estudo da propriedade de estabilidade
da sequência gerada pelo Algoritmo 2. Como observado anteriormente, dentre as
possibilidades para se escolher o passo seguinte, xδk+1, vamos chamar de sucessor de
xδk qualquer uma dessas possibilidades.

Vamos introduzir o conceito de sequência sem ruídos no sentido apresentado
em [19, Teorema 4.6]. Para o caso de dados exatos (δ = 0) a minimização do funcional
(50) no Algoritmo 2 é realizada de forma exata (nk = ∞), nesse caso possivelmente
teremos kδ =∞.

Definição 4.2.5. Uma sequência sem ruídos é uma sequência xk em X tal que

1. x0 = xδ0 e ξ0 = ξδ0;

2. para cada k ∈ N, existe um número αk > 0, tal que o minimizador exato, xαk , do
funcional de Tikhonov

Tαk (x) =
1
2

||Ax – b||2 + αkDξk (x , xk ), (62)
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satisfaz a desigualdade

η2||Axk – b|| ≤ ||Axαk – b|| ≤ η3||Axk – b||, (63)

onde 0 < η2 ≤ η3 < 1 são constantes pré-fixadas.

3. xk+1 = xαk e ξk+1 = ξk – 1
αk

A∗ (Axk+1 – b) , para todo k ∈ N.

Observação 4.2.6. Se (xk ) é uma sequência sem ruídos, vamos chamar xk+1 do
sucessor de xk para cada k ≥ 0. Note que esse conceito de sequência sem ruídos
coincide com a sequência analisada em [19, Teorema 4.6]. Uma consequência desse
teorema é que Dξk

(
x†, xk

)
→ 0 quando k → ∞, onde x† é a única solução do

problema inverso (1) satisfazendo

Dξ0(x†, x0) ≤ Dξ0(x∗, x0), para todo x∗ solução de (1) .

Em [19, Lema 4.5 ], é provado a existência e unicidade de x†. Observe que, uma
vez que P é uniformemente convexa, teremos xk → x†, quando k →∞.

Na última Definição 4.2.5, o vetor xk+1 é o minimizador exato de (62). Portanto,
segue que

0 ∈ ∂Tαk (xk+1) = A∗ (Axk+1 – b) + αk (∂P (xk+1) – ξk ) ,

consequentemente, ξk+1 = ξk – 1
αk

A∗ (Axk+1 – b) ∈ ∂P (xk+1).
No próximo teorema, fixado k ∈ N vamos observar o comportamento da família(

xδk
)
δ>0

para δ suficientemente pequeno.

Teorema 4.2.7 (Estabilidade). Seja δj uma sequência de números reais positivos con-

vergindo para zero e assuma que as sequências xδj
k estão fixadas para cada j ∈ N com

0 ≤ k ≤ kδj onde xδj
k+1 é o sucessor de xδj

k para k = 0, . . . , kδj – 1. Além disso, assuma
que P é Fréchet diferenciável e as constantes η0 e η1 no Lema 4.2.1 sejam dadas por

η0 = η + ε0 e η1 = η – ε1,

onde 0 < ε0 < min {η,η – η} /2 e 0 < ε1 < min {1 – η,η – η} /2. Se x0 não é solução de
(1), então vai existir uma sequência sem ruídos xk , e constantes η2 e η3 na Definição
4.2.5 dadas por

η2 = η – ε0 e η3 = η + ε1, (64)

tal que, para todo k ∈ N fixado, existe uma subsequência δjm (dependendo de k) de δj
satisfazendo

xδjm
` → x`, e ξ

δjm
` → ξ`, quando m→∞, para ` = 0, . . . , k .
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Demonstração. Note que, de acordo com as definições de ε0 e ε1, temos

(η0,η1) ⊂ (η,η) ⊂ (η2,η3) ⊂ (0, 1) .

Vamos usar um argumento de indução: uma vez que xδ0 = x0 e ξδ0 = ξ0 para cada δ > 0,
o resultado é óbvio para k = 0. O argumento consiste na escolha sucessiva de uma
subsequência da atual subsequência, vamos aqui denotar qualquer subsequência de
δj também por δj . Suponha que o resultado seja válido para algum k ∈ N. Então, existe
uma subsequência δj satisfazendo

xδj
` → x`, e ξ

δj
` → ξ`, quando j →∞, para ` = 0, . . . , k , (65)

onde x` é o sucessor de x`–1 e ξ` = ξ`–1 – 1
α`–1

A∗ (Ax` – b) , para ` = 1, ..., k .
Agora vamos construir um sucessor de xk , i.e., vamos encontrar αk > 0, definir

xk+1 = arg min Tαk (x) (veja (62)) e mostrar que (63) é satisfeito para xαk = xk+1. Em
seguida, vamos provar que para alguma subsequência temos que xδj

k+1 → xk+1, e isso
encerrá a prova.

Seja
αk := lim inf

j→∞
α
δj
k , (66)

vamos provar que αk > 0. De fato, suponha que αk = 0. Segue de (65) que Dξδk (x†, xδj
k )

é limitada em j , assim existe uma constante M > 0 tal que Dξδk (x†, xδj
k ) ≤ M, para todo

j ∈ N. Agora, observe que

0 ≤ T δj

α
δj
k

(x̃δj
k+1) ≤ T δj

α
δj
k

(x†) ≤ δ2
j + αδj

k Dξδk (x†, xδj
k ) ≤ δ2

j + αδj
k M,

isso implica

lim inf
j→∞

||Ax̃δj
k+1 – bδj || ≤ lim inf

j→∞

√
2T δj

α
δj
k

(x̃δj
k+1) = 0. (67)

Provaremos a seguir que

η2(||Axδj
k – bδj || – δj ) ≤ ||Ax̃δj

k+1 – bδj || – δj , (68)

para cada j ∈ N. Conforme a prova do Lema 4.2.1,∣∣∣‖Axδj
k+1 – bδj‖ – ‖Ax̃δj

k+1 – bδj‖
∣∣∣ ≤ min

{
η0 – η,η – η1

}(
||Axδj

k – bδj || – δj

)
(69)

= min
{
ε0, ε1

}(
||Axδj

k – bδj || – δj

)
= min

{
η – η2,η3 – η

}(
||Axδj

k – bδj || – δj

)
.

Agora, a norma
∥∥∥Axδj

k+1 – bδj

∥∥∥ pertence ao intervalo[
(1 – η)δj + η||Axδj

k – bδj ||, (1 – η)δj + η||Axδj
k – bδj ||

]
,
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pois xδj
k+1 é um sucessor de xδj

k . Então, tendo em vista (69), obtemos

(1 – η2)δj + η2||Axδj
k – bδj || ≤ ||Ax̃δj

k+1 – bδj || ≤ (1 – η3)δj + η3||Axδj
k – bδj ||. (70)

Isso prova (68).
Segue do passo [2b] do Algoritmo 2 que

ηk
(
‖Axδj

0 – bδj‖ – δj

)
≤ ‖Axδj

k – bδj‖ – δj . (71)

Agora (68) junto com (71) contradiz o fato de x0 não ser solução de (1), pois

0 ≤ η2η
k‖Ax0 – b‖ = η2 lim inf

j→∞
ηk
(
‖Axδj

0 – bδj‖ – δj

)
(72)

≤ η2 lim inf
j→∞

(
‖Axδj

k – bδj‖ – δj

)
≤ lim inf

j→∞

(
‖Ax̃δj

k+1 – bδj‖ – δj

) (67)
= 0,

e isso implica que ||Ax0 – b|| = 0. Assim, temos αk > 0. Escolhendo uma subsequência
se necessário, podemos assumir que limj→∞ α

δj
k = αk . Isso nos permite definir xk+1 :=

arg min
x∈X

Tαk (x).

Em seguida vamos provar que

x̃δj
k+1 → xk+1, quando j →∞. (73)

De fato, uma vez que x̃δj
k+1 e xk+1 são os minimizadores de (50) e (62) respectivamente,

temos
0 = A∗(Ax̃δj

k+1 – bδj ) + αδj
k (ξ̃δj

k+1 – ξδj
k ) (74)

e
0 = A∗(Axk+1 – b) + αk (ξk+1 – ξk ), (75)

com ξ̃
δj
k+1 o único elemento de ∂P

(
x̃δj

k+1

)
(pois P é Fréchet diferenciável). Subtraindo

a equação (75) de (74) obtemos

0 = A∗A(x̃δj
k+1 – xk+1) + A∗(b – bδj ) + αδj

k (ξ̃δj
k+1 – ξk+1) + ξk+1(αδj

k – αk ) (76)

+ αkξk – αδj
k ξ
δj
k .

Agora, multiplicando (76) por x̃δj
k+1 – xk+1 segue,

α
δj
k 〈ξ̃

δj
k+1 – ξk+1, x̃δj

k+1 – xk+1〉 = –‖A(x̃δj
k+1 – xk+1)‖2 + 〈bδj – b, A(x̃δj

k+1 – xk+1)〉

+ (αk – αδj
k )〈ξk+1, x̃δj

k+1 – xk+1〉 + 〈αδj
k ξ
δj
k – αkξk , x̃δj

k+1 – xk+1〉.

Segue da Observação 2.1.7 que,

α
δj
k β||x̃δj

k+1 – xk+1||2 ≤ αδj
k 〈ξ̃

δj
k+1 – ξk+1, x̃δj

k+1 – xk+1〉 ≤ δj‖A‖‖x̃
δj
k+1 – xk+1‖

+ |αδj
k – αk |‖ξk+1‖‖x̃

δj
k+1 – xk+1‖ + ‖αδj

k ξ
δj
k – αkξk‖‖x̃

δj
k+1 – xk+1‖,
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isso implica,

‖x̃δj
k+1 – xk+1‖ ≤

1

βα
δj
k

[
δj ||A|| + |αδj

k – αk |‖ξk+1‖ + ‖αδj
k ξ
δj
k – αkξk‖

]
,

a partir dessa última desigualdade, de (65) e (66) segue (73) .
De (73) , (70) e de (65), segue que

η2||Axk – b|| ≤ ||Axk+1 – b|| ≤ η3||Axk – b||,

isso prova que xk+1 é um sucessor de xk . Por fim vamos provar que xδj
k+1 → xk+1 e

ξ
δj
k+1 → ξk+1, quando j →∞. Aos passos da prova do Lema 4.2.1, segue que

‖xδj
k+1 – x̃δj

k+1‖ = ‖zδj

k ,n
δj
k

– x̃δj
k+1‖ ≤ Λ

n
δj
k

k ‖x
δj
k – x̃δk+1‖

≤ αδj
k f (δj )

‖A‖

βα
δj
k

‖Axδj
k – bδj‖ → 0,

quando j → ∞. Portanto, isso junto com (73), nos permite concluir que xδj
k+1 → xk+1,

quando j → ∞. Finalmente, como P é Fréchet diferenciável, ξδj
k+1 = ∂P(xδj

k+1) →
∂P (xk+1) = ξk+1, quando j →∞.

Como consequência do Teorema 4.2.7 obtemos o seguinte resultado.

Corolário 4.2.8. Seja δj uma sequência positiva convergindo para zero e assuma que

as sequências xδj
k estão fixadas para cada j ∈ N, com 0 ≤ k ≤ kδj onde xδj

k+1 é um

sucessor de xδj
k para k = 0, . . . , kδj – 1.

Além disso, assuma que kδj →∞, quando j →∞. Então existe uma sequência
sem ruídos xk e uma subsequência δjm tal que∥∥∥xδjm

k – xk

∥∥∥ ≤ 1
k

, ∀ k ∈ N, ∀ m ≥ k . (77)

Demonstração. Considere xk a sequência sem ruídos construída no Teorema 4.2.7.
Usaremos indução para provar (77). Pelo Teorema 4.2.7, existe uma subsequência,
denota apenas por δj , tal que xδj

1 → x1, quando j →∞. Escolha j1 ∈ N de modo que

j ≥ j1 =⇒
∥∥∥xδj

1 – x1

∥∥∥ ≤ 1.

Agora, uma vez que a subsequência corrente é positiva e converge a zero, aplicando
o Teorema 4.2.7 novamente, podemos extrair outra subsequência, também denotada
por δj tal que xδj

2 → x2, quando j →∞. Fixe j2 > j1 de modo que

j ≥ j2 =⇒
∥∥∥xδj

2 – x2

∥∥∥ ≤ 1
2

.

Procedendo dessa maneira obtemos uma sequência j1 < j2 < . . . < jm < . . . , tal
que (77) acontece.
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Observação 4.2.9. A partir do Corolário 4.2.8, podemos obter uma subsequência δjm

tal que a sequência xδjm
k é uniformemente limitada em k e m. Isso é verdade pois, para

a sequência sem ruídos xk do Corolário 4.2.8 temos que xk → x†, quando k → ∞,
veja a Observação 4.2.6. Assim, existe C > 0 tal que ‖xk – x†‖ ≤ C, para todo k ∈ N.
Então, para a subsequência δjm dada no Corolário 4.2.8, temos

‖xδjm
k – x†‖ ≤ ‖xδjm

k – xk‖ + ‖xk – x†‖ ≤ 1
k

+ C ≤ 1 + C,

para todo k ∈ N e para m ≥ k . Com isso, limm→∞ ‖x
δjm
k – x†‖ ≤ 1 + C, para todo k ∈ N.

Então, existe N ∈ N tal que m ≥ N implica que ‖xδjm
k – x†‖ ≤ 2 + C, para

todo k ∈ N. Considerando a nova subsequência δjm , a partir de m = N, temos que

‖xδjm
k – x†‖ ≤ 2 + C, para todo k , m ∈ N.

Proposição 4.2.10 (Monotonia). Suponha que P é Fréchet diferenciável com gradiente
L-Lipschitz. Assume que a função f em (55) satisfaz f (δ) ≤ Ĉδ, para cada δ > 0
suficientemente pequeno, onde

Ĉ :=
βη2(1 – 1/τ)

L‖A‖c
> 0, (78)

com η2 como em (64) e c > 0 uma cota superior para ‖xδk – x†‖ (garantida na Obser-
vação 4.2.9). Então, para cada δ > 0 suficientemente pequeno,

Dξδk+1
(x†, xδk+1) ≤ Dξδk (x†, xδk ), para todo k < kδ. (79)

Demonstração. Seja ξ̃δk+1 = ∇P
(

x̃δk+1

)
. Assim, uma vez que x̃δk+1 satisfaz (70) , e

tendo em vista que δ < 1
τ‖Axδk – bδ‖ para k < kδ, segue que

〈ξ̃δk+1 – ξδk , x̃δk+1 – x†〉 =
1
αδk
〈A∗(bδ – Ax̃δk+1), x̃δk+1 – x†〉 =

1
αδk
〈bδ – Ax̃δk+1, Ax̃δk+1 – b〉

=
1
αδk

[〈
bδ – Ax̃δk+1, Ax̃δk+1 – bδ

〉
+
〈

bδ – Ax̃δk+1, bδ – b
〉]

≤ –
1
αδk
‖Ax̃δk+1 – bδ‖

(
‖Ax̃δk+1 – bδ‖ – δ

)
≤ –

η2
αδk
‖Ax̃δk+1 – bδ‖

(
‖Axδk – bδ‖ – δ

)

≤ –
η2

(
1 – 1

τ

)
αδk

‖Ax̃δk+1 – bδ‖‖Axδk – bδ‖.

A partir da identidade dos três pontos (15), temos

D
ξ̃δk+1

(x†, x̃δk+1) – Dξδk (x†, xδk ) = –Dξδk (x̃δk+1, xδk ) + 〈ξ̃δk+1 – ξδk , x̃δk+1 – x†〉

≤ –
η2

(
1 – 1

τ

)
αδk

‖Ax̃δk+1 – bδ‖‖Axδk – bδ‖. (80)
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Novamente usando (15) e aplicando a técnica usada no Lema 4.2.1, segue que

Dξδk+1
(x†, xδk+1) – D

ξ̃δk+1
(x†, x̃δk+1) = –D

ξ̃δk+1
(xδk+1, x̃δk+1, ) + 〈ξδk+1 – ξ̃δk+1, xδk+1 – x†〉

≤ ‖ξδk+1 – ξ̃δk+1‖‖x
δ
k+1 – x†‖ ≤ L‖xδk+1 – x̃δk+1‖‖x

δ
k+1 – x†‖

≤ L ‖A‖
βαδk

f (δ)‖Axδk – bδ‖‖xδk+1 – x†‖ ≤ c0
αδk

f (δ)‖Axδk – bδ‖,

onde c0 = L‖A‖c
β > 0. De (80) temos,

Dξδk+1
(x†, xδk+1) – Dξδk (x†, xδk ) = Dξδk+1

(x†, xδk+1) – D
ξ̃δk+1

(x†, x̃δk+1)

+ D
ξ̃δk+1

(x†, x̃δk+1) – Dξδk (x†, xδk )

≤ c0
αδk
‖Axδk – bδ‖

f (δ) –
η2

(
1 – 1

τ

)
c0

‖Ax̃δk+1 – bδ‖

 .

Agora, segue de (70) que

‖Ax̃δk+1 – bδ‖ ≥ (1 – η2)δ + η2‖Axδk – bδ‖ ≥ (1 – η2)δ + η2δ = δ,

e portanto, Dξδk+1
(x†, xδk+1) – Dξδk (x†, xδk ) ≤ c0

αδk
‖Axδk – bδ‖

[
f (δ) – Ĉδ

]
≤ 0.

Observação 4.2.11. A Proposição 4.2.10 vale não apenas para o x† mas para qual-
quer x∗ solução de (1).

Observação 4.2.12. Em particular, quando P (x) = 1
2 ‖x‖

2 temos ‖∇P (x) –∇P (y )‖ =
‖x – y‖, e portanto P tem gradiente L–Lipschitz com L = 1.

Teorema 4.2.13 (Regularização). Assuma que P é Fréchet diferenciável com gradiente
L-Lipschitz. Seja δj uma sequência de números positivos convergindo para zero e

assuma que as sequências xδj
k estão fixadas para cada j ∈ N, com 0 ≤ k ≤ kδj onde

xδj
k+1 é um sucessor de xδj

k , para k = 0, . . . kδj – 1. Além disso, suponha que f (δ) ≤ Ĉδ

para δ > 0 pequeno o suficiente, com Ĉ > 0 definido com em (78). Se x0 não é solução
do problema Ax = b, então

lim
j→∞

xδj
kδj

= x†. (81)

Demonstração. Primeiro vamos mostrar que a sequência kδj não possui subsequência
convergente. De fato, se para a subsequência δjm de δj for verdade que kδjm

→ n
quando m → ∞, então como kδjm

∈ N para todo m ∈ N, temos que kδjm
= n para m

grande o suficiente. Segue do Teorema 4.2.7, que a subsequência xδjm
n tem ela própria

uma subsequência (denota também por xδjm
n ) convergindo para xn. Dessa forma,

lim
m→∞

xδjm
kδjm

= lim
m→∞

xδjm
n = xn.
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Mas isso contradiz o fato de x0 não ser solução de Ax = b, pois

0 ≤ ηn‖Ax0 – b‖ = lim
m→∞

ηn
(
‖Ax0 – bδjm‖ – δjm

)
≤ lim

m→∞

(
‖Axδjm

n – bδjm‖ – δjm

)
= lim

m→∞

(
‖Axδjm

kδjm
– bδjm‖ – δjm

)
≤ lim

m→∞
(τ – 1)δjm = 0.

Portanto devemos ter kδj →∞, quando j →∞.

Vamos agora provar que cada subsequência de xδj
kδj

tem ela própria uma sub-

sequência convergindo para x†. Observe que, cada subsequência de δj é ela própria
uma sequência positiva convergindo para zero. Por isso, é suficiente para provar que
xδj

kδj
tem uma subsequência convergindo para x†. Com isso temos (81).

Considere a sequência sem ruídos xk e a subsequência δjm construídas no
Corolário 4.2.8. Fixe ε > 0. Uma vez que xk é uma sequência sem ruídos, temos que
Dξk

(
x†, xk

)
→ 0 e ‖xk – x†‖ → 0, quando k →∞. Então, existe uma número natural

N ≥
√

3L
ε , tal que,

DξN

(
x†, xN

)
<
ε

3
e ‖xN – x†‖ <

√
ε

3L
. (82)

A partir do Corolário 4.2.8, temos

‖xδjm
N – xN‖ ≤

1
N

, para todo m ≥ N.

Agora, como kδjm
→ ∞, quando m → ∞, existe um número M1 ∈ N tal que

kδjm
≥ N para todo m ≥ M1. Segue da Proposição 4.2.10 que existe M2 ∈ N de modo

que a monotonia (79) é válida para todo m ≥ M2. Isso junto com a identidade dos três
pontos (15) implica que para m ≥ max {N, M1, M2} temos

D
ξ
δjm
kδjm

(
x†, xδjm

kδjm

)
≤ D

ξ
δjm
N

(
x†, xδjm

N

)
≤ DξN

(
x†, xN

)
– DξN

(
xδjm

N , xN

)
+ ‖ξδjm

N – ξN‖‖x
δjm
N – x†‖

≤ DξN

(
x†, xN

)
+ L‖xδjm

N – xN‖
(
‖xδjm

N – xN‖ + ‖xN – x†‖
)

< ε.

Isso implica que D
ξ
δj
kδj

(
x†, xδj

kδj

)
→ 0, quando j → ∞. Consequentemente,

pela Observação 2.1.7 temos que ‖xδj
kδj

– x†‖ → 0, quando j → ∞. Portanto (81)

acontece.

4.3 OPÇÕES DE MÉTODOS PARA A ITERAÇÃO INTERNA

Nesta seção vamos apresentar alguns métodos iterativos de otimização, méto-
dos esses que podem ser usados para aplicar as iterações internas do Algoritmo 2
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ou dos métodos de um passo apresentados no Capítulo 3. Cada um desses métodos,
quando empregados para aproximar o minimizador do funcional de Tikhonov (22) (resp.
(50)), gera uma sequência satisfazendo a Hipótese 3.0.1 (resp. a Hipótese 4.1.1), e
portanto, pode ser usado na implementação dos algoritmos apresentados no Capítulo
3 (resp. na iteração interna do Algoritmo 2). A ideia inicial para se fazer as iterações
internas foi usar o HPE, introduzido em [30] e também discutido em [24]. Como mos-
trado no Teorema 2.2.9 a sequência gerada pelo HPE satisfaz a Hipótese 3.0.1 e a
Hipótese 4.1.1 com

0 < ΛL =
(

1 –
1 – σ

(1 + L/c)2(1 + σ)

)1/2
< 1,

onde c > 0 e σ ∈ (0, 1) são apresentados na Seção 2.2. O próximo resultado deixa
claro que os operadores a serem usados no nosso método são L-Lipschitz contínuo,
se encaixando assim na teoria feita por [30].

Teorema 4.3.1. Seja Tα : X → R o funcional de Tikhonov definido em (22) , onde
P : X → R é uma função fortemente convexa com constante β > 0. Então (∂Tα)–1 é
L-Lipschitz contínuo em torno da origem, com constante L = 1

βα .

Demonstração. Considere w ∈ (∂Tα)–1(x) e s ∈ (∂Tα)–1(y ). Então,

x ∈ ∂Tα(w) = A∗(Aw – bδ) + α∂P(w) e y ∈ ∂Tα(s) = A∗(As – bδ) + α∂P(s).

Assim, existem vetores u ∈ ∂P(w) e v ∈ ∂P(s) tais que,

x = A∗(Aw – bδ) + αu e y = A∗(As – bδ) + αv .

Com isso obtemos

〈x – y , w – s〉 = 〈A∗A(w – s) + α(u – v ), w – s〉 = ||A(w – s)||2 + α〈u – v , w – s〉

≥ α〈u – v , w – s〉 ≥ αβ||w – s||2,

onde a última desigualdade acima segue da Observação 2.1.7. Agora, usando a desi-
gualdade de Cauchy-Schwarz temos

||w – s|| ≤ 1
βα

||x – y ||.

Finalmente, uma vez que w ∈ (∂Tα)–1(x) e s ∈ (∂Tα)–1(y ) são arbitrários, temos

||(∂Tα)–1(x) – (∂Tα)–1(y )|| ≤ L||x – y ||,

onde L = 1
βα .

Observação 4.3.2. Com uma prova similar, podemos mostrar que
(
∂T δ
αδk

)–1
(onde

T δ
αδk

definido em (50)) é L-Lipschitz contínuo em torno da origem, com L = 1
βαδk

.
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Pelo Teorema 4.3.1 (resp. Observação 4.3.2), concluímos que o HPE, quando
aplicado para encontrar o zero do subdiferencial do funcional de Tikhonov Tα, definido
em (22) (resp. T δ

αδk
, definido em (50)), gera uma sequência satisfazendo a Hipótese

3.0.1 (resp. a Hipótese 4.1.1).
Na literatura existe uma classe ampla de métodos iterativos que, ou se encai-

xam na estrutura HPE ou a sequência gerada satisfaz a hipótese necessária para o
passo interno do nosso algoritmo. Em particular o método forward-backward splitting
modificado e o método tipo-Newton Regularizado ambos podem ser encontrados em
[30]. Outros métodos iterativos que satisfazem nossos propósitos são: O Método do
Ponto Proximal, o Método Forward-Backward de Tseng, o Método Extragradiente de
Korpelevich, o Método de Múltiplas Direções Alternadas (ADMM) e o Método Douglas-
Rachford. [30, 24, 26, 31, 25, 11, 26, 8, 18]. O resultado também é válido para diferen-
tes tipos de métodos de gradiente, o Método das Inversas Parciais de Spingarn [3, 4]
e algumas variações como os métodos inexatos e métodos splitting, veja [25, 24, 4].
Sob certas restrições no funcional de penalização P, também podemos usar o Método
de Newton extragradiente [24], entre outros.
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5 MÉTODO DE TIKHONOV ITERADO KACZMARZ

Vamos apresentar neste capítulo um método tipo Kaczmarz iterado, inspirado
em [54], onde cada passo é definido como no método de Tikhonov iterado [37, Sec. 1.2].
Aqui o multiplicador de Lagrange é escolhido de forma que a próxima iteração tenha
resíduo não apenas igual a uma certa quantidade como em [7, 42], mas sim que esse
resíduo esteja em um certo intervalo, assim como feito em [6] e no capítulo anterior,
essa é uma das principais funcionalidades computacionais desta estratégia.

Depois de escrever as equações (11) de forma única, i.e, Ax = b, onde A =
(A0, . . . , AN–1) : X → Y N e bδ = (bδ0, . . . , bδN–1), o método clássico de Tikhonov Iterado
(TI) para resolver o problema mal posto (11) sujeito a (10), é definido pela iteração

xδk+1 = arg minx∈X
{
λk‖Ax – bδ‖2 + ‖x – xδk‖

2} (83)

ou, de forma equivalente, por

xδk+1 = xδk – λk
(
I + λkA

∗A
)–1

A∗
(
Axδk – bδ

)
=
(
λ–1

k I + A∗A
)–1[

λ–1
k xδk + A∗bδ

]
,

(84)

onde A∗ : Y N → X é o operador adjunto de A. O parâmetro λk > 0 representa o
multiplicador de Lagrange para o problema de projetar xδk sobre os conjunto de níveis
de ‖Ax – bδ‖2. Se na iteração (84) a sequência {λk = λ} é constante, o método é
dito Tikhonov iterado estacionário [56, 46, 55], caso contrário é chamado de Tikhonov
iterado não estacionário [44, 12, 37].

5.1 APRESENTAÇÃO DO MÉTODO

Nesta seção vamos apresentar o método Tikhonov Iterado Kaczmarz relaxado
(TIKr). Este método que visa resolver o problema mal posto (10), (11) é definido em
cada passo como o método TI em (84) e a escolha do multiplicador de Lagrange é
adotada similar a [6]. A iteração do método é definida por

xδk+1 = xδk + hk , (85)

onde

hk =

{
λk (I + λkA∗[k ]A[k ])–1A∗[k ]

(
bδ[k ] – A[k ]xδk

)
, se ‖A[k ]xδk – bδ[k ]‖ > τδ[k ]

0 , caso contrário
(86)

e

λk =

{
escolhido como no Algoritmo 3, se ‖A[k ]xδk – bδ[k ]‖ > τδ[k ]

0 , caso contrário
(87)

Aqui [k ] = (k mod N) ∈ {0, 1, . . . , N – 1}, xδ0 = x0 ∈ X é o ponto inicial e τ > 1 é uma
constante fixada.
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O termo hk ∈ X em (86) é inspirado no passo iterativo proposto por [6] para
a [k ]-ésima equação A[k ]x = b[k ] de (11), com bδ[k ] dado como em (10). Note que, se
‖A[k ]xδk – bδ[k ]‖ ≤ τδ[k ] então definimos λk = 0, hk = 0 e xδk+1 = xδk .

Em algoritmos tipo Kaczmarz, um grupo de N passos subsequentes (come-
çando em algum múltiplo de N) é chamado de ciclo, dito de outra forma, é o grupo das
N equações Aix = bi , em cada ciclo a equação Aix = bi pode ser usada ou não. As
iterações (85), (86) e (87) terminam quando pela primeira vez todos os xδk são iguais
dentro de um ciclo. Dessa forma, paramos a iteração em k∗ = k∗

(
{δi }i , {bδi }i

)
, onde

k∗ := min
{

lN : l ∈ N e xδlN = xδlN+1 = · · · = xδlN+N
}

. (88)

Em outras palavras, k∗ ∈ N é o menor múltiplo de N tal que xδk∗ = xδk∗+1 = · · · = xδk∗+N
ou, equivalentemente, λk∗ = λk∗+1 = · · · = λk∗+N = 0.

Para o restante deste capítulo, vamos chamar i = [k] e supor que as seguintes
afirmações sejam verdadeiras:

(A1) Existe x? ∈ X tal que Aix? = bi , onde bi ∈ R(Ai ), i = 0, . . . , N –1, corresponde
ao dado exato.

(A2) Os operadores Ai : X → Y são lineares, limitados e mal postos, i.e., caso o
operador A–1

i : R(Ai )→ X exista, é descontínuo.

A partir de (A2) segue a existência de C > 0 com maxi ‖Ai‖ ≤ C.
Conforme já discutido na introdução, a etapa iterativa do método TIKr é análogo

a que propõe [6], mais precisamente, dado k ∈ N, vamos definir para cada µ > 0 os
conjuntos de níveis Ωi

µ := {x ∈ X ; ‖Aix – bδi ‖ ≤ µ} da função residual x 7→ ‖Aix – bδi ‖
da i-ésima equação do sistema (11). Se a iteração xδk não pertence a Ωi

δi
, a próxima

iteração xδk+1 é computada resolvendo o problema de projeção relaxado minx ‖x – xδk‖
2

s.t . ‖Aix – bδi ‖
2 ≤ µ2, Φ̄(‖Aixδk – bδi ‖, δi ) ≤ µ ≤ ¯̄Φ(‖Aixδk – bδi ‖, δi )

(89)

para (x ,µ) ∈ X ×R, onde Φ̄(u, v ) = ηu + (1 – η)v e ¯̄Φ(u, v ) = η̄u + (1 – η̄)v, ∀u, v ∈ R,
com 0 < η < η̄ < 1. O intervalo

[
Φ̄(‖Aixδk –bδi ‖, δi ),

¯̄Φ(‖Aixδk –bδi ‖, δi )
]

é não degenerado

sempre que ‖Aixδk – bδi ‖ > δi . Se (x ′,µ′) é uma solução de (89), temos xδk+1 = x ′ e
‖Aixδk+1 – bδi ‖ = µ′ (veja o Lema 5.1.1). Assim como em [6], xδk+1 é gerado projetando
xδk em um dos conjuntos convexos (Ωi

µ)
Φ̄≤µ≤ ¯̄Φ

.
Uma vez que não temos unicidade da solução de (89), existe mais de uma

maneira de escolher xδk+1. O próximo lema, que contém uma prova simples, aborda
essa questão.

Lema 5.1.1. Suponha que ‖Aixδk – bδi ‖ > δi . As seguintes afirmações são equivalentes:
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1. x ′ = PΩµ(xδk ) e Φ̄(‖Aixδk – bδi ‖, δi ) ≤ µ′ ≤ ¯̄Φ(‖Aixδk – bδi ‖, δi );

2. (x ′,µ′) ∈ X × R é solução do problema de projeção relaxado (89);

3. x ′ = xδk – λ(I + λA∗i Ai )–1A∗i (Aixδk – bδi ), para algum λ > 0,

Φ̄(‖Aix
δ
k – bδi ‖, δi ) ≤ ‖Aix

′ – bδi ‖ ≤
¯̄Φ(‖Aix

δ
k – bδi ‖, δi ) ,

e µ′ = ‖Aix ′ – bδi ‖;

(aqui PΩ(x) representa a projeção ortogonal de x sobre o conjunto convexo Ω).

Demonstração. Veja [6, Lema 2.3].

Segue direto do Lema 5.1.1 que resolvendo o problema de projeção relaxado
em (89) temos Φ̄(‖Aixδk – bδi ‖, δi ) ≤ ‖Aix ′ – bδi ‖ ≤

¯̄Φ(‖Aixδk – bδi ‖, δi ), onde x ′ =
xδk – λ(I + λA∗i Ai )–1A∗i (Aixδk – bδi ) e µ′ = ‖Aix ′ – bδi ‖.

A seguir vamos nos inspirar no Lema 5.1.1 para propor o método TIKr.

[1] Escolha x0 ∈ X e λmax > 0; defina k := 0;
[2] Escolha τ > 1, e 0 < η < η̄ < 1;
[3] Faça

[3.1] i = [k ];
[3.2] Se

[
‖Ai xδk – bδi ‖ > τδi

]
então

compute (λk , hk ) ∈ R+ × X tal que hk = –λk
(
I + λkA∗i Ai

)–1A∗i
(
Ai xδk – bδi

)
η‖Aixδk – bδi ‖ + (1 – η)δi ≤ ‖Ai (xδk + hk ) – bδi ‖ ≤ η̄‖Aixδk – bδi ‖ + (1 – η̄)δi

Se
[
λk > λmax

]
então

λk = λmax; hk = –λmax
(
I + λmaxA∗i Ai

)–1A∗i
(
Ai xδk – bδi

)
caso contrário
λk = 0; hk = 0;

[3.3] xδk+1 = xδk + hk ;
[3.4] k = k + 1;
até

[
([k ] = 0) e (λk–1 = λk–2 = · · · = λk–N = 0)

]
;

[4] k∗ = k – N;

Algoritmo 3 – Método Tikhonov Iterado Kaczmarz relaxado (TIKr).

Observação 5.1.2 (Sobre a limitação dos multiplicadores de Lagrange no Algoritmo 3).

• No Algoritmo 3 os multiplicadores de Lagrange λk são acotados superiormente por
λmax > 0. Isso é necessário para provar os resultados sobre convergência para dados
exatos (veja Teoremas 5.2.2 e 5.2.5).
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• É importante notar que no caso de dados com ruídos (δ > 0, fixo), essa suposição
não tem influência, nesse caso λmax pode ser escolhido arbitrariamente grande, pois
o Algoritmo 3 sempre para após um número finito de passos (veja Corolário 5.1.8).
Portanto o Algoritmo 3 pode ser implementado sem limitar os multiplicadores.
• Nos casos em que λk < λmax e λk = λmax a desigualdade η‖Aixδk – bδi ‖ + (1 – η)δi ≤
‖Ai (xδk +hk )–bδi ‖ é sempre válida (adaptando [61, Lema 2.3 itens 2 e 4]), i.e, o resíduo é
decrescente. Porém não podemos garantir que ‖Ai (xδk +hk )–bδi ‖ ≤ η̄‖Aixδk –bδi ‖+(1–η̄)δi
quando λk = λmax .
• No caso particular N = 1, o sistema (11) reduz a uma única equação e os resultados
similares podem ser provados sem a limitação dos multiplicadores. Neste caso os
resultados são um caso particular de [58] para equações de operadores não lineares.

Vamos agora dar início a uma sequência de resultados que serão importantes
para nossa análise de convergência. O primeiro resultado é sobre a etapa iterativa do
Algoritmo 3.

Para simplificar a notação vamos usar dδk := bδi – Aixδk+1 = bδi – Aihk – Aixδk .

Lema 5.1.3. Assuma que (A1) e (A2) sejam verdade e sejam xδk , hk , λk definidos em
(85), (86) e (87) respectivamente. No caso de dados com ruídos, as afirmações

1. Ai xδk+1 – bδi = (I + λkAi A∗i )–1(Ai xδk – bδi );

2. hk = λkA∗i
(
bδi – Ai xδk+1

)
;

3. η‖Ai xδk – bδi ‖ ≤ ‖Ai xδk+1 – bδi ‖ ≤ ‖Ai xδk – bδi ‖;

valem para 0 ≤ k < k∗.

No caso de dados exatos 1. e 2. continuam válidos. Além disso,

4. η‖Ai xk – bi‖ ≤ ‖Ai xk+1 – bi‖ ≤ η̄‖Ai xk – bi‖, sempre que λk < λmax;

5. η‖Ai xk – bi‖ ≤ ‖Ai xk+1 – bi‖ ≤ ‖Ai xk – bi‖, sempre que λk = λmax.

Demonstração. A condição de otimalidade aplicado em (83) (com Ai ) nos fornece
λkA∗i (Aixδk+1 –bδi )+xδk+1 –xδk = 0, isso implica λkAiA∗i (Aixδk+1 –bδi )+Ai (xδk+1 –xδk ) = 0. So-
mando Aixδk+1–bδi em ambos os lados dessa última igualdade temos (I+λkAiA∗i )(Aixδk+1–
bδi ) = Aixδk – bδi , o que prova 1., a afirmação 2. segue diretamente dessa condição de
otimalidade. Para provar 3. note que no caso λk < λmax a afirmação segue do passo
[3.2] do Algoritmo 3. Se λk = λmax a primeira desigualdade segue da Observação 5.1.2
e a segunda desigualdade segue de (83). O item 4. segue do passo [3.2] do Algoritmo
3 com δi = 0. Quanto ao item 5. a primeira desigualdade segue da Observação 5.1.2 e
a segunda desigualdade segue de (83).
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Proposição 5.1.4. Assuma que (A1) e (A2) valem e sejam xδk , hk , λk definidos por
(85), (86) e (87) respectivamente. Então

‖xδk+1 – x?‖2 – ‖xδk – x?‖2 ≤ 2η λk ‖dδk‖(δi – ‖Aix
δ
k – bδi ‖) – ‖xδk+1 – xδk‖

2, (90)

para k = 0, . . . , k∗ – 1. Em particular no caso de dados exatos (bδi = bi ) temos

‖xk+1 – x?‖2 – ‖xk – x?‖2 ≤ –2η2 λk‖Ai xk – bi‖2 – ‖xk+1 – xk‖2, (91)

para k = 0, . . .

Demonstração. Primeiro vamos analisar o caso δi > 0. Se ‖Ai xδk – bδi ‖ ≤ τδi , então
λk = 0 e xδk+1 = xδk . Assim, (90) é trivial. Caso contrário, duas situações podem ocorrer.
Podemos ter λk < λmax, nesse caso segue a partir do Lema 5.1.3 item 2. que

‖xδk+1 – x?‖2 – ‖xδk – x?‖2

= 2 〈xδk+1 – xδk , xδk+1 – x∗〉 – ‖xδk+1 – xδk‖
2

= 2λk 〈bδi – Aix
δ
k+1, Ai (x

δ
k+1 – x?)〉 – ‖xδk+1 – xδk‖

2

= 2λk 〈bδi – Aix
δ
k+1, Aix

δ
k+1 – bδi + bδi – Aix

?〉 – ‖xδk+1 – xδk‖
2

≤ 2λk
[

– ‖dδk‖
2 + ‖dδk‖ δi

]
– ‖xδk+1 – xδk‖

2. (92)

Segue do Passo [3.2] do Algoritmo 3 que Φ̄(‖Aixδk – bδi ‖, δi ) = η‖Aixδk – bδi ‖ + (1 –
η)δi ≤ ‖dδk‖. Consequentemente –‖dδk‖

2 +‖dδk‖δi = ‖dδk‖(δi –‖dδk‖) ≤ η‖d
δ
k‖(δi –‖Aixδk –

bδi ‖), assim (90) é verificado. O segundo caso é quando λk = λmax, nesse caso segue
da Observação 5.1.2 que também vale η‖Aixδk – bδi ‖ + (1 – η)δi ≤ ‖dδk‖, implicando que
vale (90).

No caso de dados exatos, segue a partir do Lema 5.1.3 itens 4. e 5. (quando
λk < λmax e λk = λmax) que –‖dk‖2 ≤ –η2‖Aixk – bi‖2, assim (92) (com δi = 0) implica
em (91).

O próximo corolário nos diz que a cada passo do Algoritmo 3, a sequência
gerada se aproxima de uma solução do problema (11).

Corolário 5.1.5. Assuma que (A1) e (A2) valem e sejam xδk , hk , λk definidos em (85),
(86) e (87) respectivamente. Então

‖xδk+1 – x?‖2 ≤ ‖xδk – x?‖2 , k = 0, . . . , k∗ – 1 . (93)

Adicionalmente, no caso de dados exatos temos ‖xk+1 – x?‖2 ≤ ‖xk – x?‖2, para
k = 0, 1, . . .

Demonstração. Os dois casos seguem diretamente de (90) e (91) respectivamente.
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Corolário 5.1.6. Assuma que (A1) e (A2) valem e sejam xδk , hk , λk definidos em (85),
(86) e (87) respectivamente. Então

λk ≥ min

{(
‖Aixδk – bδi ‖ – ‖dδk‖

)
‖Aixδk – bδi ‖

‖A∗i (Aixδk – bδi )‖2
, λmax

}
, k = 0, . . . , k∗ – 1 . (94)

Além disso, se ‖Ai xδk – bδi ‖ > τδi (para algum 0 ≤ k ≤ k∗ – 1) então

λk > min
{

C–2(1 – η̄)(1 – 1/τ), λmax
}

=: θ, com C > 0 definido anteriormente.

Adicionalmente, no caso de dados exatos temos λk ≥ min{λmax, C–2(1–η̄)} para
k ≥ 0.

Demonstração. Seja 0 ≤ k < k∗. Se λk = λmax, então não há o que provar. Caso
contrário, se λk < λmax duas situações podem ocorrer. Primeiro, se ‖Aixδk – bδi ‖ ≤ τδi
então λk = 0 e xδk+1 = xδk . Assim, (94) é trivial. A outra situação é ‖Aixδk – bδi ‖ > τδi ,
neste caso a prova de (94) é conforme em [6, Corolário 2.5].

Para provar a segunda afirmação, ou λk = λmax (nada há fazer) ou λk < λmax

e vale que ‖dδk‖ ≤ η̄‖Aixδk – bδi ‖ + (1 – η̄)δ. Consequentemente, ‖Aixδk – bδi ‖ – ‖dδk‖ ≥
(1 – η̄)(‖Aixδk – bδi ‖ – δi ). Assim, segue a partir de (94) que

λk ≥ C–2‖Aixδk – bδi ‖ – ‖dδk‖
‖Aixδk – bδi ‖

≥ C–2(1 – η̄)
(

1 –
δi

‖Aixk – bi‖

)
> C–2(1 – η̄)(1 – 1/τ).

No caso de dados exatos, dado k ∈ N, temos λk < λmax e ‖dk‖ ≤ η̄‖Aixk – bi‖
(veja Lema 5.1.3 2.) ou λk = λmax (nesse caso não há o que provar). No primeiro caso,
segue de (94) que

λk ≥ C–2
(

1 –
‖dk‖

‖Aixk – bi‖

)
≥ C–2(1 – η̄).

Consequentemente, λk ≥ min{λmax, C–2(1 – η̄)}.

Corolário 5.1.7. Assuma que (A1) e (A2) valem e sejam xk , hk , λk definidos em (85),
(86) e (87) no caso de dados exatos (i.e. bδi = bi , i = 0, . . . , N – 1). Então as séries

∞∑
k=0

‖xk+1 – xk‖2 ,
∞∑

k=0

λk ‖A[k ]xk – b[k ]‖2 ,
∞∑

k=0

λk ‖dk‖2 e
∞∑

k=0

‖A[k ]xk – b[k ]‖2

convergem.

Demonstração. A convergência da primeira e da segunda série segue de (91), usando
o argumento de soma telecópica. A terceira soma segue da convergência da segunda
série e do Lema 5.1.3 itens 4. e 5. . A última segue da segunda soma e do Corolá-
rio 5.1.6.
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Corolário 5.1.8. Assuma que (A1) e (A2) valem e sejam xδk , hk , λk definidos em (85),
(86) e (87) respectivamente. Então o índice de parada k∗ definido em (88) é finito e

k∗ ≤ N
(

1 + ‖x0 – x?‖2
[
2η2θτδ2

min(τ – 1)
]–1
)

, (95)

onde δmin = min{δi }, com i ∈ {0, . . . , N – 1}.

Demonstração. Assuma por contradição que k∗ não seja finito, i.e., em cada ciclo
{lN, . . . , lN +N –1}, l ∈ N, do Algoritmo 3, existe pelo menos um índice j(l) ∈ {0, . . . , N –1}
tal que ‖Aj(l) xlN+j(l)–bδj(l)‖ ≥ τδj(l). De (90) e do fato de ‖A[k ]xδk –bδ[k ]‖ ≥ τδ[k ] ou λk = 0,
obtemos para todo l ∈ N

‖x0 – x∗‖2 ≥ 2η
lN∑

k=0

λk‖dδk‖
(
‖Aix

δ
k – bδi ‖ – δi

)
≥ 2η2

lN∑
k=0

λk‖Ai xδk – bδi ‖
(
‖Ai xδk – bδi ‖ – δi

)
≥ 2η2

l∑
s=0

λsN+j(s)‖Aj(s) xδsN+j(s) – bδj(s)‖
(
‖Aj(s) xδsN+j(s) – bδj(s)‖ – δj(s)

)

≥ 2η2
l∑

s=0

λsN+j(s)τδ
2
j(s)(τ – 1) ≥ l 2η2θτ δ2

min(τ – 1) , (96)

(a última desigualdade segue do Corolário 5.1.6). Uma vez que o lado direito de (96)
se torna ilimitado quando l → ∞ isso gera uma contradição, e portanto k∗ é finito. A
estimativa (95) segue substituindo l = (k∗ – N)/N em (96).

5.2 ANÁLISE DE CONVERGÊNCIA

Nesta seção vamos apresentar os principais resultado de convergência do mé-
todo TIKr, começando com o teorema para dados sem ruídos, δi = 0, i = 0, . . . , N – 1.
Note que no caso de dados exatos, λk = 0 e hk = xk+1 – xk = 0 se, e somente se,
‖Aixk – bi‖ = 0 para i = 0, . . . , N – 1 (veja o Passo [3.2] do Algoritmo 3).

Definição 5.2.1. Vamos chamar de solução x0-mínima do problema (11), o elemento
x† tal que ‖x† – x0‖ = inf{ ‖x – x0‖; Ax = b }. A existência de x† é assegurada pelo
Lema 2.3.3 . Além disso, x† é a única solução de (11) com essa propriedade.

Teorema 5.2.2 (Convergência para dados exatos). Assuma que (A1) e (A2) valem e
sejam xk , hk , λk definidos em (85), (86) e (87) respectivamente em caso de dados
exatos (i.e. bδi = bi , i = 0, . . . , N –1). Então xk termina após um número finito de passos
com uma solução de (11) ou xk → x†, quando k →∞, onde x† é a solução x0-mínima
de (11).
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Demonstração. Se após um número k de iterações, os resíduos de todas as equações
são iguais a zero, então o algoritmo termina e xk é uma solução de (11). Caso contrário,
defina ek := x? – xk . Segue do Corolário 5.1.5 que ‖ek‖ é monótona não crescente.
Então, ‖ek‖ converge para algum ε ≥ 0. Vamos mostrar que ek é uma sequência de
Cauchy.

Para mostrar que ek é uma sequência de Cauchy é suficiente provar que
|〈en –ek , en〉|→ 0, |〈en –el , en〉|→ 0 quando k , l →∞ com k ≤ l para algum k ≤ n ≤ l
[50, Teorema 2.3]. Sejam k ≤ l arbitrários e escreva k = k0N + k1, l = l0N + l1, com k1,
l1 ∈ {0, . . . , N – 1}. Seja n0 ∈ {k0, . . . , l0} um índice tal que para todo j0 ∈ {k0, . . . , l0}

N–1∑
s=0

λn0N+s ‖As xn0N+s – bs‖ ≤
N–1∑
s=0

λj0N+s ‖As xj0N+s – bs‖ , (97)

e seja n = n0N + N – 1. Usando a notação j = j0N + j1 temos

|〈en – ek , en〉| =
∣∣∣ n–1∑

j=k

〈(xj+1 – xj ), (xn – x?)〉
∣∣∣ =

∣∣∣ n–1∑
j=k

λj〈A[j ] xj+1 – b[j ], A[j ] xn – A[j ] x?〉
∣∣∣

≤
n0∑

j0=k0

N–1∑
j1=0

λj‖Aj1 xj+1 – bj1‖ ‖Aj1 xn – bj1‖

≤
n0∑

j0=k0

N–1∑
j1=0

λj‖dj‖ ‖Aj1 xn – bj1‖. (98)

O último termo do lado direito de (98) pode ser estimado por

‖Aj1 xn – bj1‖ = ‖Aj1 xn0N+N–1 – bj1‖

≤ ‖Aj1 xn0N+i1+1 – bj1‖ +
N–2∑

s=j1+1

‖Aj1 xn0N+s+1 – Aj1 xn0N+s‖

≤ ‖Aj1 xn0N+j1+1 – bj1‖ +
N–2∑

s=j1+1

C‖xn0N+s+1 – xn0N+s‖

≤ ‖Aj1 xn0N+j1+1 – bj1‖ +
N–2∑

s=j1+1

Cλn0N+s‖A∗s(bs – Asxn0N+s)‖

≤ ‖Aj1 xn0N+j1+1 – bj1‖ +
N–1∑
s=0

C2λn0N+s‖Asxn0N+s – bs‖

≤
N–1∑
s=0

(1 + C2λn0N+s)‖Asxn0N+s – bs‖

≤ (λ–1
min + C2)

N–1∑
s=0

λn0N+s‖Asxn0N+s – bs‖.
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(com λmin = min{λmax, C–2(1 – η̄)}, veja Corolário 5.1.6). Dessa forma, segue de (97)

que ‖Aj1xn – bj1‖ ≤ (λ–1
min + C2)

N–1∑
s=0

λj0N+s‖Asxj0N+s – bs‖, para todo j0 ∈ {k0, . . . , l0}.

Dessa última desigualdade junto com (98) obtemos

|〈en – ek , en〉| ≤ (λ–1
min + C2)

n0∑
j0=k0

[N–1∑
j1=0

λj‖dj‖
] [N–1∑

s=0

λj0N+s‖Asxj0N+s – bs‖
]

= (λ–1
min + C2)

n0∑
j0=k0

[N–1∑
j1=0

λj‖dj‖
] [N–1∑

j1=0

λj‖Aj1xj – bj1‖
]

≤ (λ–1
min + C2)

Nλmax
2

n0∑
i0=k0

[N–1∑
i1=0

λi‖di‖2 +
N–1∑
i1=0

λi‖Ai1xi – bi1‖
2
]
.(99)

Segue do Corolário 5.1.7 que o lado direito de (99) tende a zero quando k , l → ∞.
Analogamente mostra-se que |〈en – el , en〉|→ 0 quando k , l →∞.

Portando, ek é uma sequência de Cauchy e xk converge para algum x+ ∈ X .
Uma vez que ‖A[k ] xk – b[k ]‖ → 0 quando k → ∞ (veja Corolário 5.1.7), x+ é uma
solução de (11).

Segue do Lema 5.1.3 2. que xk+1 – xk ∈ R(A∗i ) ⊂ N (Ai )⊥ ⊂ N (A)⊥. Conse-
quentemente x+ ∈ x0 +N (A)⊥, pela Definição 5.2.1 x† é a única solução x0-mínima de
(11), com isso o Teorema está provado.

Definição 5.2.3. Para k < k∗, um vetor z ∈ X é chamado sucessor de xδk se existe um
par (λk ≥ 0, hk ∈ X) definido no Passo [3.2] do Algoritmo 3, tal que z = xδk + hk .

Definição 5.2.4. Uma sequência sem ruídos é uma sequência xk ⊂ X gerada pelo
Algoritmo 3 com δi = 0, i = 0, . . . , N – 1. Note que

1. xk+1 é um sucessor de xk para todo k ∈ N;

2. xk+1 = arg minx Tk ,λk
(x), onde Tk ,λk

(x) := λk‖Aix – bi‖2 + ‖x – xk‖2 e λk ≥ 0 é
definido no Passo [3.2] do Algoritmo 3;

3. hk = xk+1 – xk = 0 se, e somente se Aixk = bi (veja o Passo [3.2] do Algoritmo 3);
nesse caso, o único sucessor de xk é z = xk , ele mesmo.

Teorema 5.2.5 (Estabilidade). Assuma (A1) e (A2). Sejam δj := (δj
0, . . . , δj

N–1) uma

sequência de números reais positivos convergindo a zero e bδ
j

= (bδ
j

0 , . . . , bδ
j

N–1) a
sequência de dados com ruídos satisfazendo (10). Para cada j ∈ N, seja xδ

j

k+1 um
sucessor de xδ

j

k para 0 ≤ k ≤ k∗(δj ,bδ
j
). Então, existe uma sequência sem ruídos xk

tal que, para cada k ∈ N fixado, existe uma subsequência δjm (dependendo de k) de
δj , satisfazendo

xδ
jm

l → xl , quando m→∞, para l = 0, . . . , k .
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Demonstração. Vamos usar indução. Uma vez que xδ0 = x0 para todo δ ≥ 0, a afir-
mação é válida para k = 0. O argumento consiste em escolher repetidamente uma
subsequência da subsequência corrente. Por simplicidade, vamos chamar uma sub-
sequência de δj também de δj . Suponha por indução que a afirmação valha para algum
k ∈ N, i.e., que existe uma subsequência δj e xl satisfazendo

xδ
j

l → xl , quando j →∞, para l = 0, . . . , k , (100)

com xl+1 um sucessor de xl para l = 0, . . . , k – 1.1

Desde que xδ
j

k+1 é um sucessor de xδ
j

k (para cada δj ) existe um número positivo

λδ
j

k tal que xδ
j

k+1 = xδ
j

k – λδ
j

k
(
I + λδ

j

k A∗i Ai
)–1A∗i

(
Ai xδ

j

k – bδ
j

i
)
. Depois disso vamos provar a

existência de um sucessor xk+1 de xk e de uma subsequência δj da atual subsequên-
cia tal que xδ

j

k+1 → xk+1 quando j → ∞, completando assim o argumento de indução.
Vamos dividir essa prova em três passos:

Passo 1. Vamos definir o elemento xk+1 ∈ X .

Passo 2. Vamos provar que

xδ
j

k+1 → xk+1, quando j →∞. (101)

Passo 3. Vamos mostrar que xk+1 é um sucessor de xk .

Prova do Passo 1. Segue a partir do Algoritmo 3 que λδ
j

k ≤ λmax para cada k ∈ N
fixado (veja Observação 5.1.2). Consequentemente, para alguma subsequência δj

existe um λk > 0 satisfazendo

λk := lim
j→∞

λδ
j

k <∞. (102)

Agora definimos xk+1 := arg minx∈X Tk ,λk
(x), com xk+1 = xk + hk e Tk ,λk

como na
Definição 5.2.4 item 2.
Prova do Passo 2. Da definição de xδ

j

k+1 e de xk+1 segue que

λδ
j

k A∗i (Aix
δj

k+1 – bδ
j

i ) + xδ
j

k+1 – xδ
j

k = 0 = λkA∗i (Aixk+1 – bi ) + xk+1 – xk ,

com isso obtemos

0 = λδ
j

k A∗i Ai (x
δj

k+1 – xk+1) + xδ
j

k+1 – xk+1 + (λδ
j

k – λk )A∗i Aixk+1 + λkbi – λδ
j
bδ

j

i – xδ
j

k + xk .

1 Note que k∗(δj ,bδ
j
) ≥ k para j grande o suficiente.
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Multiplicando essa última expressão por xδ
j

k+1 – xk+1 temos

‖xδ
j

k+1 – xk+1‖2 ≤ λδ
j

k ‖Ai (x
δj

k+1 – xk+1)‖2 + ‖xδ
j

k+1 – xk+1‖2

= |λk – λδ
j

k |〈A∗i Aixk+1, (xδ
j

k+1 – xk+1)〉 + 〈xk – xδ
j

k , xδ
j

k+1 – xk+1〉

+ 〈λδ
j

k bδ
j

i – λkbi , xδ
j

k+1 – xk+1〉

≤ C2|λk – λδ
j

k | ‖xk+1‖ ‖xδ
j

k+1 – xk+1‖ + ‖xk – xδ
j

k ‖ ‖x
δj

k+1 – xk+1‖

+ ‖λkbi – λδ
j

k bδ
j

i ‖ ‖x
δj

k+1 – xk+1‖.

Consequentemente ‖xδj

k+1 – xk+1‖ ≤ C2|λk – λδ
j

k | ‖xk+1‖ + ‖xk – xδ
j

k ‖ + ‖λkbi – λδ
j

k bδ
j

i ‖.
Portanto (101) segue de (10), (100) e (102).
Prova do Passo 3. Vamos dividir em dois casos: Primeiro caso, ‖Aixk –bi‖ = 0 : nesse
caso devemos concluir que xk+1 = xk . Se hk = 0, temos que xk+1 = xk , caso contrário
segue da definição de xk+1 que 0 = λkA∗i (Ai (xk+1 – xk ) + Aixk – bi ) + xk+1 – xk =
(λkA∗i Ai + I)(xk+1 – xk ), isso implica xk+1 = xk .

Segundo caso, ‖Aixk – bi‖ > 0: Se λδ
j

k < λmax segue de (10) e (100) que

lim
j→∞

‖Aix
δj

k – bδ
j

i ‖ = ‖Aixk – bi‖ > 0. (103)

Do passo [3.2] do Algoritmo 3 temos que
‖Aix

δj
k+1 – bδj

i ‖ ∈
[
Φ̄(‖Aix

δj
k – bδj

i ‖, δ
j
i ),

¯̄Φ(‖Aix
δj
k – bδj

i ‖, δ
j
i )
]
. Fazendo j →∞ e conside-

rando (100) e (102) segue que ‖Aixk+1 –bi‖ ∈
[
Φ̄(‖Aixk –bi‖, 0), ¯̄Φ(‖Aixk –bi‖, 0)

]
, por-

tanto xk+1 é um successor de xk . Agora se λδ
j

k = λmax, segue de (103) que existe J ∈ N
tal que ‖Aixδ

j

k – bδ
j

i ‖ > τδj
i para j > J. Defina o conjunto J := {j > J ; λδ

j

k < λmax}. Se

]J <∞, a menos de uma subsequência temos λδ
j

k = λmax. Então λk = lim
j→∞

λδ
j

k = λmax.

Além do mais Φ̄(‖Aix
δj
k – bδj

i ‖, δ
j
i ) ≤ ‖Aix

δj
k+1 – bδj

i ‖, fazendo j → ∞ concluímos que
Φ̄(‖Aixk – bi‖, 0) ≤ ‖Aixk+1 – bi‖, portanto xk+1 é um successor de xk .

No próximo resultado vamos tirar proveito dos Teoremas 5.2.2 e 5.2.5 para
mostrar que xδk∗(δ) converge para uma solução de (11) quando δ→ 0, onde k∗(δ) = k∗
é definido em (88).

Teorema 5.2.6 (Regularização). Assuma (A1) e (A2). Seja δj := (δj
0, . . . , δj

N–1)j∈N uma

sequência de números reais positivos convergindo para zero e bδ
j
= (bδ

j

0 , . . . , bδ
j

N–1)j∈N
a sequência de dados com ruídos satisfazendo (10). Para cada j ∈ N, seja xδ

j

k+1 um

sucessor de xδ
j

k para 0 ≤ k ≤ k j
∗ = k∗(δj ,bδ

j
). Então, toda subsequência de xδ

j

k j
∗

tem
ela própria uma subsequência convergindo para uma solução de (11). Além disso, se
k j
∗ →∞ quando j →∞, então xδ

j

k j
∗
→ x†.

Demonstração. Fixe uma subsequência qualquer de δj e denote novamente por δj .
Devemos considerar dois casos: Primeiro, assuma que a sequência k j

∗ é limitada. Então
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esta tem um ponto de acumulação finito. Nesse caso, devemos mostrar que existe uma
subsequencia δj tal que xδ

j

k j
∗

converge para uma solução do problema inverso. Agora,

uma vez que k j
∗ ∈ N, para todo j , podemos extrair um subsequência δjm de δj tal que

k jm
∗ = n para algum n ∈ N, e para todo m. Segue do Teorema 5.2.5, que a menos de

uma subsequência
lim

m→∞
xδ

jm

k jm
∗

= lim
m→∞

xδ
jm

n = xn.

Note que xn é uma solução de (11). De fato, para i ∈ {0, . . . , N – 1} temos

‖Aixn – bi‖ = lim
m→∞

‖Aix
δjm

k jm
∗

– bi‖ ≤ lim
m→∞

(
‖Aix

δjm

k jm
∗

– bδ
jm

i ‖ + ‖bδ
jm

i – bi‖
)

≤ lim
m→∞

(τ + 1)δjm = 0.

No segundo caso assuma que k j
∗ não é limitada. Assim existe uma subsequência

crescente de k j
∗, denotada também por k j

∗, tal que k j
∗ → ∞ quando j → ∞. Vamos

provar agora que xδ
j

k j
∗

tem uma subsequencia convergindo para x†. Isso provará que

toda subsequência de xδ
j

k j
∗

tem ela própria uma subsequência convergente para x†, o
que provará o resultado.

Fixe ε > 0 e seja xk a sequência sem ruídos construída no Teorema 5.2.5. Segue
do Teorema 5.2.2 que xk → x†, onde x† é uma solução x0-mínima de (11). Então existe
um índice L = L(ε) ∈ N tal que,

‖xk – x†‖ <
ε

2
, k ≥ L. (104)

Além disso, como k j
∗ →∞ quando j →∞, existe J ∈ tal que k j

∗ ≥ L, para todo
j ≥ J. Com isso, segue do Corolário 5.1.5 que

j ≥ J =⇒ ‖xδ
j

k j
∗

– x†‖ ≤ ‖xδ
j

L – x†‖,

e a partir do Teorema 5.2.5 segue a existência de uma subsequência δjm (dependendo
de L(ε) e de M ∈ N) tal que

m ≥ M =⇒ ‖xδ
jm

L – xL‖ <
ε

2
.

Dessa forma, para m ≥ max{J, M} (o que implica jm ≥ max{J, M}) temos

‖xδ
jm

k jm
∗

– x†‖ ≤ ‖xδ
jm

L – x†‖ ≤ ‖xδ
jm

L – xL‖ + ‖xL – x†‖ < ε. (105)

Note que a subsequência δjm depende de ε. Vamos construir uma subsequência
independente: escolha ε = 1, então podemos encontrar uma subsequência δj e um
número j1 ∈ N tal que

‖xδ
j1

k j1
∗

– x†‖ < 1. (106)
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Como a subsequência atual δj é uma sequência de números reais positivos
convergindo a zero, a ideia anterior pode ser aplicada para ε = 1

2 usando uma sub-
sequência da sequência atual. Podemos escolher j2 ≥ j1 tal que

‖xδ
j2

k j2
∗

– x†‖ <
1
2

. (107)

Usando indução, é possível construir uma subsequência δjm com a propriedade

‖xδ
jm

k jm
∗

– x†‖ <
1
m

, para todo m ∈ N, (108)

isso implica que ‖xδjm

k jm
∗

– x†‖ → 0, quando m→∞.
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6 CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

Na primeira parte deste trabalho nós analisamos versões inexatas de métodos
tipo Tikhonov, usados como técnicas de regularização para resolver problemas line-
ares mal postos. Os minimizadores dos funcionais de Tikhonov são computados de
forma inexata usando uma iteração interna. O método a ser usado na iteração interna
deve satisfazer a Hipótese 3.0.1 (no caso do método de Tikhonov de um passo) ou a
Hipótese 4.1.1 (no caso de métodos de Tikhonov iterado). A iteração interna termina
conforme a regra (39) (no caso de métodos de Tikhonov de um passo) ou (55) (no caso
de métodos de Tikhonov iterado). Muitos métodos conhecidos de otimização convexa,
satisfazem as hipóteses necessárias e portanto podem usados na iteração interna para
aproximar os minimizadores, veja a Seção 4.3. No Capítulo 3 analisamos uma versão
do método de Tikhonov de um passo penalizado por uma função uniformemente con-
vexa. Neste capítulo consideramos ainda as regras a priori (4) e a posteriori (7) para
computar os parâmetros de regularização. Para essa versão do método de Tikhonov
de um passo, obtemos os seguintes resultados:

• Boa definição do método, Lema 3.2.1;

• Propriedades de regularização, Teoremas 3.1.1 e 3.2.2;

• Taxas de convergência ótima (sob a hipótese de condição de fonte), Teoremas
3.1.2 e 3.2.3.

No Capítulo 4 analisamos uma versão inexata do método Tikhonov Iterado
penalizado com a distância de Bregman induzida por um funcional fortemente convexo.
A sequência dos parâmetros de regularização é escolhida a posteriori, conforme (56).
Para esse caso obtemos os seguintes resultados:

• Boa definição do método, o índice de parada do método é finito e a monotonia
da iteração, Lema 4.2.1, Proposição 4.2.3 e Corolário 4.2.4 e Proposição 4.2.10;

• Estabilidade do método, Teorema 4.2.7;

• Regularização do método, Teorema 4.2.13.

Na segunda parte deste trabalho, investigamos uma versão de Kaczmarz do
método de Tikhonov iterado não estacionário usado para computar soluções aproxima-
das estáveis de sistemas de equações lineares mal postos, veja Capítulo 5. A maior
vantagem deste algoritmo está na estratégia usada para escolher os multiplicadores
de Lagrange, a qual nos permite provar convergência do método para dados exatos de
uma maneira diferente como foi feito em [6], veja Teorema 5.2.2. Além disso, provamos
os seguintes resultados:
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• O índice de parada do método é finito, Corolário 5.1.8;

• Convergência para dados exatos (δ = 0), Teorema 5.2.2;

• Estabilidade do método, Teorema 5.2.5;

• Regularização do método, Teorema 5.2.6.

Algumas possíveis extensões deste trabalho são:

• Estudar uma versão não linear do método Tikhonov iterado com minimização
inexata;

• Estudar e analisar uma versão não linear do método TIKr;

• Estudar e analisar uma versão randômica do método TIKr;

• Estudar e analisar uma versão randômica não linear do método TIKr.



Apêndices
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APÊNDICE A – APLICAÇÕES

Vamos apresentar dois modelos de aplicações para o Algoritmo 3 (TIKr) anali-
sado no Capítulo 5, a saber: O problema de desfoque de imagem (deblurring), [36] e
o Problema do Potencial Inverso, [51]. Em [2] é feito uma análise qualitativa e quanti-
tativa da performance do algoritmo 3 aplicado a esses dois modelos. Neste Apêndice
apresentaremos apenas a análise quantitativa, para mais detalhes sobre tais aplica-
ções bem como figuras mostrando o número de iterações por ciclo e o erro relativo
‖x? – xδk‖/‖x

?‖, veja [2]. O cálculo de nossos experimentos numéricos foi conduzido
usando o MATLAB 2012a.

A performance do método TIKr é comparada com outros três métodos tipo
Kaczmarz, a saber: O Tikhonov iterado geométrico Kaczmarz (giTK) com λk = 2k , o
método Tikhonov iterado estacionário Kaczmarz (siTK) com λk = 2 e o Landweber
Kaczmarz (LWK). A iteração do (LWK) usando a notação i = bkc é dada por

xδk+1 = xδk + A∗i (bδi – Aix
δ
k ), para cada k ∈ N.

A.1 DESFOQUE DE IMAGEM

Esses são problemas de dimensão finita modelados em geral, por sistemas
lineares Ax = b de alta dimensão. Aqui o vetor x ∈ X = Rn representa os valores
de pixel de uma imagem verdadeira desconhecida, enquanto o vetor b ∈ Y = Rn

representa os valores de pixel da imagem observada (desfocada). O operador A :
Rn → Rn descreve o fenômeno de desfoque (discretizado) [35, 36].

Na configuração contínua, o processo de desfoque é representado por um ope-
rador integral do tipo convolução. Assim, o modelo matemático corresponde a uma
equação integral de primeiro tipo, veja [9]. Na configuração discreta, depois de incorpo-
rar as condições de contorno adequadas no modelo, a convolução discreta deve ainda
ser avaliada de um algoritmo apropriado.

Em nossos experimentos de remoção de borrão, veja [2], consideramos a se-
guinte configuração:

• A imagem verdadeira x ∈ Rn, n = 2562 (Cameraman 256× 256);

• A função de propagação de pontos (point spread function) é rotacionalmente
simétrico ao filtro gaussiano de tamanho [256×256] e desvio padrão σ = 4;

• Os dados exatos b = Ax ∈ Rn (imagem desfocada).

Os operadores lineares Ai : R16 → R16 em (11) correspondem aos blocos de
linhas do operador desfoque A (i.e., N = 16 blocos com 32 linhas cada), enquanto os
dados bi são definidos adequadamente de modo que Aix = bi . Observe que cada ciclo
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consiste em 16 etapas iterativas. Na implementação do método TIKr para o problema
em questão usamos os valores η = 0.1 e η̄ = 0.5.

Nos experimentos comparamos o método TIKr com os métodos LWK, siTK com
λk = 2 e giTK com λk = 2k usando o nível de ruído δi = 1%. As tabelas a seguir
representam o erro relativo ‖x? – xδk‖/‖x

?‖ (calculado ao final do ciclo apresentado na
primeira coluna da tabela) e número de equações resolvidas (calculadas ao final do
ciclo apresentado na primeira coluna da tabela) respectivamente:

Ciclo TIKr LWK siTK giTK
10 0.05 0.22 0.055 0.05
30 – 0.20 0.055 0.045
50 – 0.17 0.052 0.045

Tabela 1 – Erro relativo para o nível de ruídos δi = 1%.

Ciclo TIKr LWK siTK giTK
10 7 16 14 14
30 – 16 14 10
50 – 16 14 7

Tabela 2 – O número de equações resolvidas por ciclos.

O método TIKr atinge o critério de parada no ciclo 24. Ele mostrou bom desem-
penho em relação aos métodos LWK, siTK e giTK quando comparado o erro relativo e
número de equações resolvidas por ciclo.

No próximo experimento usamos ruído relativo ‖bi – bδi ‖/‖bi‖ de três níveis
distintos, a saber 0.1%, 1% e 10%. Esses números representam o quão desfocada
está a imagem a ser melhorada, dito de outra forma, representam o quão "distante"
está a imagem desfocada da imagem verdadeira. A tabela 3 abaixo compara o método
TIKr com o giTK, onde o número de ciclos computados para cada método é mostrado,
bem como o número de iterações realizadas. Vale ressaltar que os métodos LWK e
siTK não atingiram os critérios de parada para os níveis de ruídos analisados (esses
métodos foram interrompidos após 104 ciclos e os resultados obtidos foram omitidos).

δ TIKr giTK
10% 15 (124) 111 (850)
1% 24 (212) 116 (939)

0.1% 29 (262) 119 (1023)

Tabela 3 – Imagem desfocada: Primeiro o número de ciclos computados; entre parênteses o
número de iterações computadas.
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Reiteramos que nos experimentos o parâmetro λmax não desempenha papel
tendo em vista a Observação 5.1.2. No método TIKr os multiplicadores de Lagrange
foram calculados de forma similar a estratégia apresentada em [6].

A.2 PROBLEMA DO POTENCIAL INVERSO

O problema do Potencial Inverso (IPP) é um problema de identificação de parâ-
metros para EDP’s elípticas [45, 39, 51, 62]. Generalizações deste problema inverso
aparecem em muitas aplicações relevantes incluindo Gravimetria Inversa [53, 62], ele-
troencefalografia (EEG) [43] e eletromiográfico (EMG) [63].

O problema direto consiste em resolver num domínio Lipschitz Ω ⊂ Rd , para
uma determinada função de fonte x ∈ L2(Ω), o problema de contorno

–∆u = x , em Ω , u = 0 em ∂Ω . (109)

O problema inverso correspondente é chamado de problema do Potencial In-
verso (IPP), que consiste em recuperar uma função x em L2, a partir da medida dos
dados de Neumann do seu potencial correspondente u ∈ H1 na fronteira de Ω, i.e.,
b := uν|∂Ω ∈ L2(∂Ω).

O IPP é modelado pelo operador linear A : L2(Ω)→ L2(∂Ω) definido por Ax :=
uν|∂Ω onde u ∈ H1

0 (Ω) é a única solução de (109), veja [51]. Usando essa notação, o
IPP pode ser escrito na forma abreviada Ax = b

Nossos experimentos são inspirados em [6]. Na configuração experimental es-
colhemos Ω = (0, 1)× (0, 1) e assumindo que o parâmetro procurado x? é uma função
H1. A função x? é mostrada na figura abaixo, bem como o iterado xδ72 e o erro de
iteração ‖x? – xδ72‖ para o nível de ruído δ = 0.1% , obtidos utilizando o algoritmo TIKr
com as configurações descritas abaixo.
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Figura 1 – IPP: Cenário com ruídos δ = 0.1%. (a) Solução exata x?; (b) Solução aproximada

xδ72 (método TIKr); (c) Erro de iteração ‖x? – xδ72‖ (erro absoluto em termos de
pixels).

Na configuração discreta, a solução dos problemas de valor de contorno elípti-
cos envolvidos é calculada usando diferenças finitas em uma malha uniforme com 502

nós. Assim o operador A é aproximado por uma matriz Ad : R2500 → R192, a fronteira
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deΩ é dividida em N = 12 segmentos, i.e. ∂Ω = ∪11
i=0Γi , e cada Γi é discretizado usando

fronteiras com 16 nós.
Dessa forma, os operadores lineares em (11) são definidos por Ai := γi ◦ Ad ,

onde γi : R192 → R16 é a discretização correspondente do operador de projeção em
∂Ω para Γi . O dado de fronteira (discretizado) γi (b) = bi são definidos de forma ainda
que Aix = bi .

Os dados perturbados bδi são gerados adicionando aos dados de Neumann
exatos bi um ruído normalmente distribuído com média zero e variância adequada
para alcançar um nível de ruído relativo prescrito. Nas implementações numéricas que
definimos η = 0.1, η̄ = 0.5, τ = 2 e o ponto inicial x0 ≡ 1.5 (a função constante em Ω).

Assim como na Seção A.1, três cenários distintos são considerados para os
métodos TIKr, giTK, siTK e LWK onde o nível de ruído relativo ‖b–bδ‖/‖b‖ corresponde
a 1%, 0.1% e 0.025% respectivamente. Os resultados são resumidos na Tabela 4
abaixo.

δ TIKr giTK siTK LWK
1% 2 (10) 3 (21) 6 (32) 10 (56)

0.1% 6 (43) 5 (55) 20 (165) 35 (298)
0.025% 7 (64) 7 (73) 44 (358) 88 (669)

Tabela 4 – IPP: Primeiro o número de ciclos computados; entre parênteses o número de
iterações computadas.

Note que o TIKr é um método com o cálculo dos multiplicadores dado a posteriori
enquanto que giTK, siTK e LWK são todos a priori. Portanto, possivelmente precisamos
minimizar mais de um funcional por iteração no TIKr, já os demais exigem apenas
uma minimização por iteração. Mesmo tendo que minimizar, em geral, mais de um
funcional por iteração o TIKr computa (veja Tabela 4) uma quantidade de ciclo/iteração
compatível ao giTK, que é um método de escolha a priori dos multiplicadores. Levando
em consideração o esforço computacional por iteração e número de ciclos/iterações
computadas o TIKr apresentou uma performance satisfatória quando comparado com
os métodos giTK, siTK e LWK.

No próximo experimento comparamos o método TIKr com os métodos LWK,
siTK λk = 2 e giTK λk = 2k no cenário com ruídos δ = 0.1%. As tabelas a seguir
apresentam o erro relativo ‖x? – xδk‖/‖x

?‖ (calculado ao final do ciclo apresentado na
primeira coluna da tabela) e número de equações resolvidas (calculadas ao final do
ciclo apresentado na primeira coluna da tabela) respectivamente:
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Ciclo TIKr LWK siTK giTK
4 0.1 0.22 0.16 0.1
12 – 0.18 0.11 –
20 – 0.11 0.1 –

Tabela 5 – Erro de iteração para o nível de ruídos δi = 0.1%.

Ciclo TIKr LWK siTK giTK
4 3 12 12 6
12 – 12 8 –
20 – – – –

Tabela 6 – O número de equações resolvidas por ciclos.

Nesse modelo, o método TIKr atinge o critério de parada no ciclo 6 e o giTK
no ciclo 5. O problema direto e o problema inverso foram resolvidos usando diferentes
níveis de discretização. Para o problema de potencial inverso, em todos os cenários
de ruídos, ambos TIKr e giTK requerem número semelhante de ciclos para atingir os
mesmos critérios de parada. Por outro lado, para o problema de imagem desfocada
o TIKr usa menos ciclos do que o giTK. É importante notar que para ambos os pro-
blemas inversos o TIKr computa menos passos do que o giTK (compare os números
entre parênteses nas Tabelas 3 e 4), desse ponto de vista o TIKr demonstra maior
desempenho do que o giTK.

Nas implementações numéricas do Algoritmo 3 para ambos os problemas inver-
sos acima, é possível verificar que as desigualdades no passo [3.2] são satisfeitas, veja
[2], assim como podemos contar quantas iterações foram efetivamente computadas
(ou seja, hk 6= 0) em cada um dos ciclos do método TIKr.
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