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RESUMO

Na primeira parte deste trabalho, propomos e estudamos as propriedades de trés dis-
tintos algoritmos para obter solu¢des aproximadas estaveis para sistemas de equacoes
mal postas modeladas por operadores lineares atuando entre espacgos de Hilbert. De-
senvolvemos uma versao inexata do método de Tikhonov de um passo penalizado com
funcional uniformemente convexo, bem como uma versao inexata para os métodos de
Tikhonov iterado. Para o caso de métodos de um passo, propomos dois algoritmos
distintos, um baseado em escolha a priori e outro baseado na escolha a posteriori
do parametro de regularizacdo. As propriedades de convergéncia e estabilidade sao
provadas, bem como taxas 6timas de convergéncia (sob condi¢do de fonte apropriada).
Estabelecemos ainda uma variante do método de Tikhonov iterado com a escolha a
posteriori da sequéncia dos parametros de penalizacdo. Para este algoritmo, provamos
estabilidade para dados com ruidos e a propriedade de regularizacao.

Na segunda parte deste trabalho propomos e analisamos um método tipo Tikhonov
lterado Kaczmarz relaxado ndo estacionario (TIKr). Generalizamos para o TIKr crité-
rios propostos em [6] para o método iterado de Tikhonov (iT). O objetivo € obter uma
estratégia eficiente para a escolha dos multiplicadores de Lagrange neste método. Es-
tabelecemos para o método TIKr estabilidade e regularizacdo. Apresentamos modelos
de aplicacdes para duas aplicagdes, a saber: um problema de desfoque de imagem e
o problema do potencial inverso. Os resultados numéricos obtidos validam a eficiéncia
do método proposto.

Palavras-chave: Problemas mal postos. Método de Tikhonov lterado. Minimizacéo
inexata. Otimizacdo Convexa. Distancia de Bregman. Método Kaczmarz.



ABSTRACT

In the first part of this work, we propose and study the properties of three distinct algo-
rithms to obtain stable approximate solutions for ill-posed equations modeled by linear
operators acting between Hilbert spaces. We have developed an inexact version of the
Tikhonov method penalized by an uniformly convex functional, as well as an inexact
version for the iterated Tikhonov method. For one-step methods, we propose two dis-
tinct algorithms, one based on a priori choice and another based on a posteriori choice
of the regularization parameters. Convergence and stability properties are established,
as well as optimal convergence rates (under appropriate source conditions). We also
established a variant of the iterated Tikhonov method with a posteriori choice of the
sequence of regularization parameters. For this last algorithm, we prove stability for
noisy data and the regularization property.

In the second part of this work we propose and analyze a Kaczmarz version of the
relaxed nonstationary iterated-Tikhonov method (TIKr). We generalized for TIKr the cri-
teria proposed in [6] for the iterated Tikhonov (iT) method. The goal is obtain an efficient
strategy for choosing Lagrange multipliers in this method. We established for the TIKr
method stability and regularization properties. We present application models for two
applications, namely: an image blurring problem and the inverse potential problem. The
numerical results obtained validate the efficiency of the proposed method.

Keywords: lll-posed problems. lterated-Tikhonov method. Inexact minimization. Con-
vex optimization. Bregman distances. Kaczmarz method.
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1 INTRODUGAO

Nesse trabalho apresentamos quatro métodos: dois métodos Tikhonov de um
passo com minimizagao inexata, o método Tikhonov iterado com minimizagéo inexata
e uma versao relaxada do método de Tikhonov iterado Kaczmarz.

Comecamos esta secao apresentando alguns exemplos basicos de problemas
inversos, para mais detalhes e exemplos veja [17]. Em seguida, estabeleceremos
quando um problema inverso € mal posto e, por fim, discutiremos um pouco sobre os
métodos presentes neste trabalho.

Exemplo 1. Encontrar um polinémio p de grau n com raizes X1, . .., Xn. Esse é um pro-
blema inverso do problema direto: Encontrar as raizes xy, . . . , Xn de um certo polinémio
p. Esse problema inverso admite infinita solugées.

Exemplo 2. Dada uma matriz real e simétrica Anxn € n numeros reais A\q,...,An
encontre uma matriz Dpxn tal que A + D tenha autovalores \q,...,An. Esse é um
problema inverso do problema direto: Computar os autovalores da matriz A + D.

Segundo Hadamard [64], um problema é bem posto quando:
1. O problema admite uma solugéo (existéncia);
2. O problema admite no maximo uma solucao (unicidade);
3. A solugcao depende continuamente dos dados (estabilidade).

A existéncia e a unicidade dependem apenas da natureza algébrica dos espacos
e do operador envolvido, i.e, se é injetivo ou sobrejetivo, enquanto que a estabilidade
depende da topologia dos espacos, i.e, se o inverso do operador é continuo. Os pro-
blemas inversos para os quais pelo menos um dos itens acima ndo acontece séao
chamados de mal postos.

O problema que desejamos resolver consiste em determinar um ponto desco-
nhecido x € X a partir de um dado b € Y, onde X e Y sao espacos de Hilbert. Vamos
assumir que os dados sdo obtidos por uma medida indireta descrita por uma equagao
mal posta, a saber

Ax = b, (1)

onde A: X — Y é um operador linear limitado, sendo que a inversa A1 : R(A) — X
nao existe ou, caso exista, & descontinua. Vamos assumir ainda que na pratica nao
seja conhecido o valor exato de b e sim apenas uma aproximagao b° € Y, satisfazendo

Ib—b°| <3, )

onde & > 0, o nivel de ruido (erro cometido nas medidas) € conhecido.
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A principal dificuldade em resolver o problema (1) esta em obter para cada
parametro o« > 0 um operador linear e limitado Ry : Y — X de forma que o operador
R« A convirja pontualmente para a identidade quando « — 0.

Uma maneira de se obter esses operadores € a regularizacdo de Tikhonov, uma
ferramenta bastante conhecida para produzir solugées estaveis do problema inverso
usando (2). A formulagdo mais classica do método de Tikhonov para resolver (1)
consiste em encontrar um minimizador x, € X do funcional convexo

1 1
T (x) = 5 1Ax = %2 + oz 1], (3)

onde o parametro « > 0 é responsavel por controlar o nivel de regularizagdo. Este
parametro deve ser escolhido em fungao do nivel de ruido 9, i.e, x = « (). Neste caso,
dizemos que a escolha do parametro € a priori; se, além disso, « depende também de
b® entdo dizemos que a escolha do parametro é a posteriori.

Uma estratégia a priori dos parametros, por exemplo, consiste em escolher
« = «(d) de modo que

2
oc—>0e%—>0quand06—>0. (4)

Com essa regra, € possivel provar (veja secao 2.3 e [9]) a propriedade de regularizacao

Xo(5) = x' quando 5 — 0, (5)

onde x' € s(b) := {x € X : Ax = b} é chamado de solugcdo de norma minima, caracteri-
zado por
IxT|| < |||, paratodo x € s(b).

Além disso, sob a condicdo de fonte x' € R(A*) e escolhendo « = «(8) é
possivel obter a taxa de convergéncia

o) = X111 = O (8"2). (6)

Sob a condigdo de fonte x! € R(A*) a taxa de convergéncia dada em (6) é
considerada 6tima, segundo a Definicdo 3.17 de [9]. Nao menos importante, uma
escolha a posteriori dos parametros pode ser feita de modo que

€18 < || Axg(s) — b°ll < €28, (7)

com 1 < ¢y < co constantes fixadas. A escolha a posteriori implica em (5), veja a
secdo 2.3 e [17]. E ainda, sob a condicdo de fonte x' € R(A*), obtemos a taxa de
convergéncia (6) .

Nas ultimas décadas, a teoria da regularizacao de Tikhonov tem sido bastante
aprimorada. Entre as modificagcbes mais importantes estao a substituicao do funcional
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de penalizacéo P (x) = % HxH2 em (3) por um funcional convexo mais geral P : X — R.
Essa é uma teoria bem desenvolvida e a maioria dos resultados sdo bem conhecidos,
consulte a secao 2.3. Outra variagdo consiste no uso de regras para a escolha do
parametro «, veja [10, 27, 17]. Para resultados sobre a troca dos espacgos de Hilbert X
e Y por espacos de Banach e aplicagbes em problemas inversos nao lineares consulte
[58].

Os métodos do tipo Tikhonov apresentados acima séo conhecidos como méto-
dos de um passo, isso porque 0 minimizador xx do funcional (3) € usado como uma
aproximacao de uma solugao do problema inverso (1). Em contrapartida o método de
Tikhonov iterado, na sua formulacdo mais classica, € definido pelo procedimento de
minimizar sucessivamente os funcionais de Tikhonov dados por

1 1
Tie (%) = 5 1A% = b°)1% + o5 |1 = 12, ®)

em que a iteragdo do método é dada por Xy, 1 = argmin,x Tx (x), comegando a partir
de um ponto inicial xg € X. A iteracdo deste método termina num indice k5 € N. O
mais importante nos métodos de Tikhonov € a propriedade de regularizacao (5), que
pode ser provada sob condi¢des exigidas na sequéncia de parametros o.

A escolha da sequéncia de parametros o« é de grande importancia na perfor-
mance do método de Tikhonov iterado. Por exemplo, para um cenério a priori podemos
escolher a sequéncia constante oy, = ¢ (método Tikhonov iterado estacionario), a
sequéncia geometrica o = ocork, com 0 < r < 1 (método Tikhonov iterado geomé-

o0
trico) ou uma sequéncia «y satisfazendo z:oc;1 = oo, veja [28, 27, 12, 7, 13]. O

k=0
desempenho deste método melhora significativamente se uma escolha a posteriori da

sequéncia oy € usada, como feito em [6, 19, 21], onde «, é computado a posteriori de
forma que

(1="0) & + ol Axx — b°|| < [|Axky1 —b°|| < (1 =m1) 8 +nq]|Axc — B, (9)

com0<ng<ng <1,

Métodos onde o «y é computado inspirado em (9) sdo chamados de métodos
com critério de intervalo relaxado (range-relaxed). Esse critério foi introduzido em [6] e
cada passo do método é calculado projetando a iteracao anterior sobre um conjunto
convexo fechado apropriado. Convergéncia fraca foi provada em [6] no caso de dados
sem ruidos, & = 0. Extensdes de [6] para operadores lineares em espacos de Banach
podem ser encontradas em [19], incluindo convergéncia forte no caso sem ruidos e
também a propriedade de regularizagdo no caso de dados com ruidos. A analise do
problema n&o linear sob o critério intervalo relaxado é abordada em [20]. O critério de
intervalo relaxado sera usado nos métodos iterativos deste trabalho, veja Capitulos 4
e 5.
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Na tentativa de diminuir o esforco computacional no calculo do minimizador
exato do funcional de Tikhonov, propomos, nesse trabalho, a adaptagdo de quatro
métodos de regularizagédo. Os trés primeiros métodos consistem em versdes inexatas
do método de Tikhonov de um passo (com escolha dos parametros dados a priori por
(4) e a posteriori por (7)) e Tikhonov iterado com a estratégia do intervalo relaxado (9).
Todos esses métodos geram aproximagdes estaveis para o problema (1). O artigo que
contém a andlise desses métodos citados anteriormente, [1], foi publicado na revista
Inverse Problems. A vantagem esta no esforco exigido em computar, em cada passo,
apenas uma aproximagao do minimizador ao invés de calcular o proprio minimizador
exato. A precisdo das aproximacgdes dos minimizadores deve ser cuidadosamente
controlada, a fim de manter a convergéncia desejada e resultados de estabilidade do
método original de Tikhonov. Em nossa analise, exigimos apenas uma propriedade
genérica do método usado na iteragcdo interna, o qual aproxima o minimizador exato.

No quarto e ultimo método deste trabalho estudamos um método tipo Tikho-
nov lterado Kaczmarz relaxado nao estacionario (TIKr) para obter aproximacodes de
solugdes regularizadas de sistemas de equagdes lineares mal postas, o0 mesmo foi
realizado em colaboragdo com A. Leitdo, R. Boiger e R. Filippozzi, [2]. Este € um
método do tipo Kaczmarz [54], que tem como objetivo resolver um problema tipo (1),
porém, para N blocos, com N > 1. Cada passo é definido como no método de Tikhonov
iterado [37, Sec. 1.2] que é aplicado de maneira ciclica. O multiplicador de Lagrange
€ escolhido de forma que a préxima iteracao tenha residuo em um certo intervalo,
similarmente ao que foi feito em [6].

Nesse cenario o problema inverso que nos interessa consiste em descobrir um
quantidade x € X a partir de um conjunto de dados (b, ..., bn_1) € YN onde Xe Y
séo espacos de Hilbert e N > 1. Na pratica conhecemos apenas bf’ € Y satisfazendo

I6) = byl < 8;,i=0,...,N=1, (10)

onde §; > 0 € o nivel de ruido (conhecido). Os dados disponiveis bj-S sao obtidos através
de medidas indiretas no parametro x. Dessa forma o processo é descrito pelo sistema
de equacgdes mal postas

Aix = b, i=0,...,N-1, (11)

onde A; : X — Y € um operador linear limitado, cuja inversa Al-‘1 : R(A;)) — X néo
existe ou é descontinua. Existe uma vasta literatura que trata do problema (11), por
exemplo [46, 52, 34, 56, 57, 33, 17, 9, 60, 16].

As principais contribuigbées deste trabalho s&o:

e Propor e analisar versdes inexatas do método de Tikhonov de um passo com
critérios a priori e a posteriori, bem como estabelecer taxas de convergéncia
segundo condi¢cdes de fonte apropriadas, veja Capitulo 3.
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e Propor e analisar uma versao inexata do método de Tikhonov iterado com cri-
tério intervalo relaxado, provando estabilidade e regularizacao do método, veja
Capitulo 4.

e Propor e analisar uma versao do método Tikhonov iterado Kaczmarz com critério
intervalo relaxado, provando convergéncia para dados exatos (5 = 0), estabilidade
e regularizacdo do método no caso de dados com ruidos, veja Capitulo 5.

Vale ressaltar que os resultados apresentados neste trabalho, frutos de [1] e
[2], s&o originais e que os mesmos foram aceitos para publicacao na revista Inverse
Problems.

Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: no Capitulo 2 apresenta-
remos definicdes e resultados basicos que darao suporte a este trabalho, bem como
resultados ja conhecidos na literatura sobre Métodos de Tikhonov de um passo. No
Capitulo 3 apresentaremos nossa variante do Método de Tikhonov de um passo, a sa-
ber o Método de Tikhonov de um passo com minimizagao inexata. Fazemos a analise
de convergéncia e estabelecemos ainda, sob condi¢cdes adequadas, taxas de conver-
géncia tanto para a escolha a priori dos parametros de regularizacao quanto para a
escolha a posteriori. No Capitulo 4 além de apresentar uma variante para o Método
de Tikhonov iterado, estabelecemos a analise de convergéncia do método proposto
e citamos exemplos que se encaixam na estrutura do nosso algoritmo. No Capitulo 5
abordaremos uma variante do Método Kaczmarz, nele vamos estabelecer um critério
relaxado para a escolha dos multiplicadores de Lagrange, bem como a analise de
convergéncia do método. Em seguida no Capitulo 6, estabelecemos as conclusdes
e citamos possiveis extensdes dos métodos analisados neste trabalhos. Por fim, no
Apéndice A fornecemos o modelo de duas aplicacdes (o problema de imagem des-
focada e o problema do potencial inverso) para o método apresentado no Capitulo
5.
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2 DEFINICOES E RESULTADOS BASICOS

Nesta secdo, apresentamos alguns resultados basicos ja existentes na literatura
que dardo suporte tedrico a este trabalho. Vamos apresentar resultados de analise
convexa (veja [5]) e falar um pouco sobre o método hibrido extragradiente proximal
(HPE), introduzido por [30], método este que serviu de piloto nas analises tedricas
deste trabalho.

2.1 CONVEXIDADE E DISTANCIA DE BREGMAN

Neste trabalho X denota um espago de Hilbert real com produto interno (-, - ).
A norma associada vamos denotar por ||- ||. Seja f : X — R := R U {co} uma fungéo, o
dominio efetivo de f é o conjunto dom(f) = {x € X : f(x) < oc}. A funcé@o f é dita propria
se dom(f) # .

Defini¢do 2.1.1. Sejaf : X — R uma fungdo prépria. Entéo f é uniformemente convexa
se existe uma fungcdo continua e estritamente crescente ¢ : [0,0) — [0, 00) tal que
¢(0)=0e

fAX+ (1 =A)y) + A1 =Neo(l[x = yll) < Af(x) + (1 =N)f(y), (12)

para todo A € (0,1) e para todo x,y € dom(f). A fungdo ¢ € chamada moédulo de
convexidade de f.

Se na Definicdo 2.1.1, ¢ é identicamente nula entéo f é dita convexa. Se ¢(-) =
(B/2) (-)2 para algum £ > 0, entéo f é dita fortemente convexa com constante (3. Note
ainda que f uniformemente convexa implica que f € estritamente convexa (quando
em (12) ¢ = 0 e a desigualdade € estrita) que por sua vez implica que f é convexa.
Dizemos que f é semicontinua inferiormente (s.c.i) se para alguma sequéncia x; em X
tal que x, — x, a desigualdade

f(x) < liminf f(x),

é verificada. Além disso, f € dita fracamente semicontinua inferiormente (f.s.c.i) se a
propriedade acima é verdade quando trocamos X, — X, por x, — X. Essa duas nogdes
de semicontinuidade s&o equivalentes para fun¢des convexas, veja [5, Teorema 9.1].

Definicdo 2.1.2. Seja f : X — R uma funcdo prépria. O subdiferencial de f é um
operador ponto conjunto of : X — 2X definido por

of(x) :={ue X :f(x)+(u,y—x) < f(y), para todo y € X}.

O dominio efetivo do df é o conjunto dom(df) := {x € X : of (x) # 0}.
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Quando 0of(x) # 0, f é dita subdiferenciavel em x. Podemos ver ainda que
dom(af) c dom(f), pois como f é propria f(x) = co implica que 0f(x) = (). Segue ainda
da definicdo de subdiferencial a condicdo necessaéria e suficiente de minimalidade

0 € 0f(x) < f(x) < f(y), paratodo y € X. (13)

Se f,g : X — R sdo duas fungdes convexas, proprias e s.c.i e existe um
elemento x € dom(f) N dom(g) de forma que f ou g seja continua em x, entdo

o(f + 9)(x) = of(x) + 0g(x), paratodo x € X.

Para funcdes reais, no caso em que f é diferenciavel, of(x) = {Vf (x)}. Além do
mais, of é continuo se f é Fréchet diferenciavel.

Definicdo 2.1.3. Sejam f : X — R uma fungdo convexa, propria e s.c.i, x,y € X com
y € dom(of) e v € of(y). Com relagdo a f vamos definir a distancia de Bregman entre
X ey na diregdo de v como sendo

Dv(x,y) =f(x)=f{y) = (v, x=y).

Segue direto da definicdo de subdiferencial que Dy (x, y) > 0. A funcéo Dy (-, y)
€ convexa, e se f é estritamente convexa a funcaoDy (-, y) também é estritamente
convexa. Se x € dom(of) e f é s.c.i, entdo Dy (-, y) € sempre subdiferenciavel neste
ponto e

0Dy (-, y)(x) = 9f(x) —v. (14)

O lema a seguir traz a chamada identidade dos trés pontos, sua prova nao é
dificil e sera de grande valor na andlise do nosso método.

Lema 2.1.4. Sejam f : X — R convexa, x € X, xy,xo € dom(df), &1 € 9f(xq) e
&o € 0f(x0). Entdo

Dz, (X, X1) = Dg,(x, Xp) = =Dz, (X1, Xo) + (&1 — &2, Xy — X)), (15)
Demonstracao. Veja [21]. O

Proposicdo 2.1.5. Suponha que f : X — R seja propria e uniformemente convexa
com modulo ¢. Para cada x € X, y € intdom(f) e v € of(y) temos que

Dv(x,y) = o(llx = yl))- (16)

Demonstracdo. Da definicdo de dof, dado v € 9f(y), para todo x € X e para todo
A € (0,1) segue que,

FAx +(1=N)y) 2 f(y) + (v, Ax + (1 =A)y) = y) = {(y) + Ay, x = y). (17)



Capitulo 2. Definicées e Resultados Basicos 16

Sendo f uniformemente convexa com médulo ¢, temos que,

FAX+(1=A)y)+ A1 =N o(||x=y]]) < Af(x)+(1-A)f(y). Essa ultima desigualdade
juntamente com (17) nos da

f(y) + Av, x=y) + A1 =N o(lIx = yll) < Af(x) + (1 = A)f(y)
Assim, (1 =N o(||x —yl|) < f(x)—f(y)—(v,x—y) = Dy(x, y). Fazendo A — 07,
temos que Dv(x, y) = @(|[x = yl). u

Lema 2.1.6. Suponha que f : X — R seja prdpria e uniformemente convexa com
maodulo ¢. Ento, para todo & € 9f(x) e v € 0f(y), temos que

(E=v,x=Y) = 20¢(|Ix = yl)). (18)
Consequentemente, (§—v,x—y) > 0, para todo & € 0f(x) e v € 9f(y).

Demonstracdo. Segue da proposicao 2.1.5 que Dy(x,y) > o(||x — y||) assim como
Ds(y, x) > o(||x = y|l). Somando essas duas Ultimas desigualdades temos (18). O

Observacao 2.1.7. Se f é fortemente convexa, i.e, ¢(-) = (B/2) (-)2 entao, a desigual-
dade (16) se torna Dy(x, y) > (B/2)||x — y||? e em vez de (18) temos (E=v,x—y) >
B||Ix — y||2, para todo & € df(x) e v € df(y).

Dizemos que uma fungéo f : X — R tem a propriedade de Kadec se para toda
sequéncia x, em X tal que x, — x e f(xx) — f(x) entdo x, — x. O proximo Teorema
mostra que toda funcao propria, uniformemente convexa e s.c.i satisfaz tal propriedade.

Teorema 2.1.8 (Kadec). Seja f :— R propria, uniformemente convexa e s.c.i. Se qual-
quer sequéncia xn é tal que xn — X e f(xp) — f(X) < 0o, entdo xn — X.

Demonstracdo. Suponha que xn - X, assim a menos de uma subsequéncia existe
¢ >0 tal que || xn—X]|| > ¢, para todo n. Sendo f uniformemente convexa, temos

Xn+ % F(xn) + F(X)
f( ; )+HST, (19)

Xn+7

onde0 < u:= %(p(e) < %@(\|Xn—7||). Note que — x. Umavez que f(xp) —

IN

f(x) e f é s.c.i, por (19) temos que f(x) < liminf f <Xn2+X> < limsup f (Xn2+X>

f(X) —n. O que leva a uma contradicao.
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2.2 O METODO HIBRIDO PROXIMAL EXTRAGRADIENTE

Vamos aqui discutir um pouco sobre o método hibrido proximal extragradiente
(HPE) apresentado por [30]. Este método € uma poderosa ferramenta que conjuga
etapas do algoritmo do ponto proximal com o método extragradiente para encontrar
x € X tal que

0 € T(x), (20)

onde T : X — X é um operador mono6tono maximal. Nesse método um alargamento no
operador T é usado, o que permite um relaxamento na tolerancia. Cada passo interno
consiste em, para cada x € X resolver o subproblema

0eT()+(-—x). (21)
Em 1997 a definicdo de alargamento de um operador foi introduzida por [32].

Defini¢do 2.2.1. Um operador T : X — 2X é dito monétono se
(X—y,u—y) > O, v(xau)a(yl V) € G(T),
onde G(T) ={(x,s); s€ T(x)} éograficode T.

Defini¢do 2.2.2. Um operador T : X — 2X é mondtono maximal se ndo existe um
operador mondtono B : X — 2X tal que G(B) contenha o G(T), i.e para todo (x, u) €
X x X,

(x,u) e G(T) & (x—y,u—-y) >0, VY(y,v)e G(T).

Defini¢ao 2.2.3. Seja T um operador mondtono maximal. Dado ¢ > 0, o alargamento
de T é o operador T¢ : X — 2X definido por
Té(x)={ve X;iw-v,z=x) > —¢, V(z,w) € G(T)}.

Definicao 2.2.4. Dados x € X, ¢c>0 e o €[0,1). Dizemos que o par (y,v) € X x X é
uma solugcdo aproximada com erro de tolerancia o do problema 0 € T(-) + (- — x), se
para cada ¢ > 0 tivermos que,

veTEy) e llev+y—x|?+2ce < o?||y — x|

Lema 2.2.5. Sejam x € X, ¢ > 0. Suponha que (y, v) é uma solugcao aproximada com
erro de tolerdncia o do problema (21). Suponha que z é uma solucdo exata de (21),
entéo ||z—-y|| < ofly — x]|.

Demonstragao. Veja [30]. ]
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Lema 2.2.6. Segjam x € X, c > 0 e 0 € T(x*). Suponha que (y,v) é uma solucao
aproximada com erro de tolerancia o do problema (21). Se x* = x —cv, entdo

lIx* = x|[2 = ||x* = x*|12 > (1 = 6?)|ly — x|
Demonstragéo. Veja [30]. O

No que segue apresentamos o algoritmo hibrido extragradiente proximal (HPE).

0] inicie com xg € X e 0 € [0, 1);

1] Escolha ¢, > 0 e encontre (y, Vk, k) € X x X x R; tal que
Vi € T (yk) e llekVic+ Yk = Xkl[® + 2ckek < o2llyi = xkllP
2] Defina xy,.1 = X) — Ck V-

Algoritmo 1 — Algoritmo HPE.

A fim de assegurar a convergéncia do Algoritmo HPE duas condi¢cdo sdo neces-
sarias, uma é que o problema (20) tenha solugdo e outra € que a sequéncia ¢ seja
limitada longe do zero.

Observacao 2.2.7. Os Lemas 2.2.5 e 2.2.6 podem ser adaptados para receberem as
sequéncias envolvidas no Algoritmo 1, para isso basta fazer

X < X, Y < Y and x¥ < Xy,q.

Portanto pelo Lema (2.2.6) temos que (1-=02)||yi—Xk||? < [1x* =Xk |12—||x* =Xk 11112,
/

isso implica que (1-062) > [lyk—=XklI? < [Ix*=XollP=Ix*=x1,1]1? < |Ix*=Xo|12. Portanto
k=0

(0]
Z Ik — X||? < oo, consequentemente |y — x|l — 0 quando k — co.
k=0

Sobre a hipotese de limitagéo inferior na sequéncia de escalares c, e que
T-1(0) # 0, i.e, existe algum x € X tal que 0 € T(x), Solodov e Svaiter mostraram
que a sequéncia gerada pela iteracdo acima converge fracamente para uma solucao
de (20). Se além dessas hipéteses supormos ainda que T~ é Lipschitz continuo em
torno de 0, entdo temos convergéncia linear.

Teorema 2.2.8. Suponha que ¢, > ¢ > 0 para todo k > 0 e que 71 (0) # 0. Entao
a sequéncia xy gerada pelo Algoritmo 1 converge fracamente para um elemento de
7-1(0).

Demonstracgo. Veja [30]. O

Teorema 2.2.9. Suponha as hipéteses do Teorema 2.2.8. Se T~ é Lipschitz continuo
em torno de 0 entdo a sequéncia xy converge linearmente para um elemento de T-1(0).
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Demonstragéo. Seja z; uma solu¢do do subproblema 0 € T(-) + (- — xx), entdo uy :=
(2K —xx) € T(24).

Segue do Lema 2.2.5 que ||zx — yk|| < ollyx — xk||. Consequentemente,
zk = Xkl < 112 = Yiell + [y = Xicll < (1 + 0)l|yie — Xkl 1

, - 1
Assim, segue da Observagéo 2.2.7 que, ||ukl|| = C—||zk—xk|| < 6(1 +0) || VK — Xkl
k

dessa forma ||uk|| — 0 quando k — oo,

Seja L a constante de Lipschitz de T-! e defina « := L/c, assim, temos que
1z — x*|| < L||uk]| < (1 + 0)||yx — Xkl|- Por outro lado,

Xk = x*|I < lIxk = 2kl + l1zx = x*|| < (1 + 0)|lyk — Xkl + (1 + 0)|[yx — Xkl =
(1 +x)(1 + 0)||ykx — xk||. Portanto segue do Lema 2.2.6 que

2 2 2 2
IXies1 = XFN1 < HIxie = X717 = (1 = %)y — Xl
2

1-0
%12
S =Xl = i+ o

1 — 02 N
(1 S (1+2(1+ cr)2> =1

2
S lIxe = x|

2.3 RESULTADOS PRELIMINARES

Neste capitulo apresentamos alguns dos resultados que podem ser encontrados
na classica teoria da regularizagdo no contexto de métodos tipo Tikhonov. A penali-
zagcdo com norma Euclidiana dada em (3) é substituida por uma fungcdo mais geral
P : X — [0,+x] de modo que P seja propria, s.c.i e uniformemente convexa com
modulo ¢ onde tlrgo ©(t) = co. Numa situagdo comum por exemplo, se P(-) = || ||
seu modulo de convexidade satisfaz essas propriedades. Os resultados apresentados
nesta secdo ndo sgo novos e versées semelhantes (ou até mais gerais) podem ser
encontradas na literatura. Apresentamos todas as provas para comodidade do leitor
e também porque queremos usar essas estratégias para apresentar os resultados do
Capitulo 3 de modo mais claro.

No que segue, vamos assumir que X e Y sejam espacos de Hilbert reais, A :
X — Y é um operador linear e limitado, b € R (A) é um vetor fixado e b® € Y é um vetor
satisfazendo (2). Para cada « > 0 vamos definir o funcional de Tikhonov Ty : X — R
como sendo

To (X) = %]|Ax—b5\|2+cxP(x). (22)

Lema 2.3.1. Para cada « > 0, existe um unico minimizador do funcional de Tikhonov
Ty definido em (22).

Demonstragdo. Fixe o« > 0 e seja x, uma sequéncia em X tal que Ty (Xx) — inf Ty (X).
Entdo a sequéncia Ty (xk) € limitada em k. Agorausando f = P,A=1/2, x=x, ey =0
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m (12), obtemos
P (3) + 30 (hl) < 3P (0 + 5P(0). (23)

Uma vez que P <%xk) > 0, segue que

Il < 07" (2700 +2P0).

pois tILngO ¢@(t) = co. Com isso provamos que xj € limitada. Consequentemente, essa
sequéncia admite uma subsequéncia fracamente convergente, digamos, X — X € X.
Agora, como P é f.s.c.i., a desigualdade P (x) < liminf P (ij> é verdadeira. Analoga-
mente, [|AX — b°||% < liminf[|Ax, — b2, e portanto

T (%) < liminf Ty (xkl.) — lim Ty (xk/.) = inf Ta (x).
Dessa forma x € um minimizador de T. A unicidade do minimizador segue da conve-
xidade estrita de P. O

Observacao 2.3.2. O Lema 2.3.1 garante, em particular, a existéncia de um unico mini-
mizador de (50), pois a distancia de Bregman Dai (-, x,?) define uma fung4o estritamente
convexa.

Vamos denotar o unico minimizador de T, por xy. Segue de (13) que
A*Axy + 0dP(xy) 2 A*BP. (24)

Agora, definimos s (b) := {x € X : Ax = b} como o conjunto de todas as solugbes
do problema inverso (1).

Lema 2.3.3. Existe uma unica P-solugcdo minima (P-SM), definida como sendo o unico
vetor x' € s (b) satisfazendo

P(x") < P(x), para todo x € s(b). (25)

Demonstragdo. Uma vez que P é prépria e uniformemente convexa e o conjunto s (b)
€ nao vazio, fechado e convexo, o problema de minimizar P (x) sujeito a x € s(b)
possui solucdo Unica xT, que satisfaz (25). A prova segue a dire¢do do que fizemos na
prova do Lema 2.3.1. H

Uma estimativa que usaremos mais tarde é a seguinte,

& (/D(X(X)—/D(xT )) < Talxe) — aP(xT) < To(x") = aP(x1) (26)
1 s 1o

O que implica, P(xy) — P(xT) < 82/2a.
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Proposicao 2.3.4. Assuma que a escolha a priori dos parametros de regularizacao (4)
é realizada. Entao, x5y — X' quando 5 — 0, onde x' é a P-SM. Adicionalmente, se
« = 0(8) e vale a condicdo de fonte dP(x") N R (A*) ) entdo

Ds (Xage) xt) = 0 (), (27)
onde & € 0P(x") N R (A*). Além do mais, se P fortemente convexa, entéo
oy = X111 = 0 (8"2), (28)

a qual é a taxa de convergéncia otima sob a condi¢cdo de fonte assumida.

Demonstrag&o. Primeiro vamos mostrar o resultado de convergéncia. Considere 6
uma sequéncia de numeros positivos convergindo para zero. Vamos fixar uma sub-
sequéncia de 6p, a qual sera denotada novamente por 6. Defina oy := «(dp), bn = bon
€ Xp = Xx,- Segue do Lema 2.3.1 que xp € 0 Unico minimizador de Tp, onde

1
Ta(X) = 511AX = bal  + otnP(x).

De modo anélogo a (26) , obtemos
62
P(Xn) < 5=+ P(xT), (29)

Xn

assim segue de (4) que P(xp) é limitada. Como feito na prova do Lema 2.3.1, obtemos
uma subsequéncia fracamente convergente x,, — X € X. Além disso,

|AXpy = bl < [[6=bny | + ||AXny = b || < dny +1/2Tny(Xn,) (30)

< 8y +1/2Tn, (x1) < S, + /8, + 200, P(x1) — 0,

quando k — oo. Entdo Axn, — b, como Axp, — AX, concluimos que Ax = b. Sendo P
f.s.c.i, segue de (29) e de (4) que

P(X) < liminf P(xn,) < limsup P(xn,) < P(x").

Isso prova que X = x', e também implica que P(xn,) — P(x") < c0. Como P é unifor-
memente convexa, P satisfaz a propriedade de Kadec, e como xp, — xT, segue que
Xn, — x' quando k — oo,

O raciocinio acima mostra que qualquer subsequéncia de &, tem ela prépria
uma subsequéncia 5, tal que xn, — x'. Isso mostra que x, — x'. Finalmente, como
5n — 0 é arbitraria, segue que X, ;) — xT quando 5 — 0.

Agora vamos provar as taxas (27) e (28). Assuma a condi¢do de fonte dP(xT) N
R(A*) # 0 bem como « = 0(8). Assim existe um & € dP(x') satisfazendo & = A*w tal
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que ||w| < E. Observe que

0 € A*(AXxo — b®) + %0 P(X)
0= A*(Ax' = b),

de onde temos que

A*Axs — xT) € A*(B® = b) — xd P(X4), (31)

multiplicando (31) por x« — xT, nds obtemos

A= xN)|[Z = (6% = b, A(xe = xT)) = (Y, Xo = XT),

para um elemento adequado Yy € dP(xy). Como & € dP(xT), segue a partir do Lema
2.1.6 que,

A= xN)|[Z = (8% = b, A(xe = xT)) = (Yo — & Xoc = XT) + (&, XT = xo)
< [16% = bI[||A(xx = xT)[| + 0 + a(w, A(xT = xa))
< 8| Ao — x| + <E[JAXT = Xq)]].

Entao,
|A(Xe = XT)|] < & + «E, (32)

e por (26) temos que

2
Ds (Xa, xT) = P(xa) = P(x") = (&, X0 = xT) < g—a + (&, xT = xq)

< £+E||A(XT—X )|
- 2x s

Portanto, como « = 0(5), obtemos de (32) que Dg (x(x(é), XT) = O(d). Finalmente,
(28) segue da Observacao 2.1.7. O

A fim de obter resultados semelhantes para a escolha a posteriori dos parame-
tros (7), vamos precisar provar primeiro que essa regra esta bem definida. Observe
que podemos assumir que Hb5H > & para todo 6 > 0. Caso contrario, uma solucao
trivial do problema inverso (1) seria x = 0, porque nesse caso, o vetor b = Ax = 0
satisfaz |b® — b|| = ||b%|| < 6. Note que, a desigualdade ||b®| > & implica a partir de (2)
que b #0.

Lema 2.3.5. Considere 1 < ¢y < co constantes fixadas. Entdo, para qualquer 6 > 0
suficientemente pequeno, existe « > 0 tal que (7) é satisfeito.
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Demonstragdo. Fixe 6 > 0. Primeiro vamos mostrar que a funcédo g : (0,00) — X,
x — Xy, € continua. De fato, observe que

xP(xa) < Ta(Xa) < Ta(0) = [[6°][% + xP(0). (33)

Escolha 0 < v # «. Agora use (24) para « e y, em seguida subtraia as duas
inclusdes e multiplique tudo por x« — Xy . Isso vai nos dar

[1AG = X911 + (= By, Xoc= Xy) + (6= V) {Ey, Xoc = Xy) = O, (34)
onde £y € 0P(x«) € &y € 0P(xy). Tendo em vista o Lema 2.1.6, segue que
200 (|IXo = Xyl]) < (& — &y X = Xy) < (¥ — X)(Ey, X — Xy ).
Agora, se « <y, de (33) e da definicao de subdiferencial, temos
200 ([l = xyll) < (v = @) (P (xa) = P (3y)) < (v =) Pxa) < 7= (1I6%I12 + P(0))
Por outro lado, se vy < «, podemos proceder de modo similar para obter
270 (Il =3l) < (= V)8 ¥y = Xa) < (@=1)P () < = (6712 +¥P(0)) .
Portanto, em qualquer dos casos temos

16°]]2 N P(0) y—af
2min {a?,v2}  2min{e, v} ’

@ (IIXe—xyll) <

isso implica que Ii_r)n || X — Xy|| = 0. Consequentemente g € continua em «. Isso por
Yo

sua vez mostra que a funcdo « — ||Axx — b®|| é continua.
A ideia que usaremos abaixo ja conhecida na literatura pode ser encontrada em
[22, Lema 30]. Note que

lim || Axq — b%|| = inf [|Ax = b%|| < ||AxT = b%|| < & < cp8, (35)
a—0 xeX

, IR
lim [ Axg ~ b = |67

1b%|| — ||b|| > 0 quando & — 0, consequentemente

5—0+ O ’
e portanto,
; _ RO
im || Axe = b > €15 (36)

para todo & > 0 suficientemente pequeno. O fato de (7) ser satisfeito segue de (35),
(36) e da continuidade da fungdo o +— ||Axx — bo||. O
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Proposicao 2.3.6. Se vale a escolha a posteriori parametros (7), entao, Xy ;) — xt
quando & — 0, onde x' é uma P-SM. Adicionalmente, se a condicdo de fonte dP(x') N
R (A*) # () é satisfeita, entdo (27) também vale. Além disso, se P é fortemente convexa,
entdo (28) vale.

Demonstraggdo. Primeiro vamos mostrar que X, ) — xT quando & — 0. De (7) segue
que

oP(Xx) + %62 < aP(Xq) + %c?éz < Talxa) < TaxT) < aP(xT) + %52,

isso implica que

P(xa) < P(xT), (37)
para todo & > 0. Escolha 6, — 0 e defina an = «(6p), bn = b®1 e xp = Xx,- COmo P(xp)
é limitada, a sequéncia x, também ¢é (veja a prova do Lema 2.3.1). A partir daqui a

prova segue 0s passos da prova que fizemos na Proposicao 2.3.4. A Unica modificacao
vem em (30), que passa a ser

||AXn, = bl| < [|b—=bn,|| + [|AXn, = b, || < dn, + C26n, — O,

quando k — oc.

Agora assumindo que dP(x) N R (A*) # 0 vamos provar (27). Seja & € dP(x") N
R(A*). Assim, & = A*w, para algum w € Y tal que ||w|| < E, onde E > 0. Usando (37)
obtemos

Ds (Xa, XT) = P(xa)) = P(xT) = (&, Xo — xT)
< (§, xt — Xx) = (W, b— AXx)
= (W, b—b%) + (W, b® — Axy) < E(1 + C5)b.

Portanto, D; (X«, xT) = O(8). A taxa de convergéncia dada por (28) segue da Observa-
¢ao 2.1.7. ]
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3 METODOS DE TIKHONOV DE UM PASSO COM MINIMIZACAO INEXATA

Neste capitulo vamos apresentar um método iterativo para produzir iteragées in-
ternas a fim de obter uma aproximacdo para xy. A seguir vamos apresentar condi¢cées
suficientes para obter resultados de convergéncia como em (5) e de taxa de conver-
géncia dado em (6). Vamos fazer isso tanto para o caso a priori, com a escolha dos
pardmetro de regularizagdo feita em (4), quanto para o caso a posteriori com a escolha
dos pardmetros realizada em (7). Nesse caso o minimizador exato x do funcional Ty
é substituido por uma aproximacao.

Vamos considerar o funcional de Tikhonov T, como foi definido em (22) e P :
X — [0,00] € uma fungéo propria, s.c.i. e uniformemente convexa com maodulo de
convexidade . Para cada o > 0, o funcional T, tem um tnico minimizador (veja Lema
2.3.1) que sera denotado por xx. Os chamados Métodos de Tikhonov de um passo
s&do aqueles métodos onde o minimizador Xy aproxima a solugdo do problema inverso
(1). O parametro de regularizagdo « depende do nivel de ruido & e pode ser escolhido
a priori (independente de b%) ou a posteriori (dependendo de b®).

Vamos dar inicio a nossa analise exigindo uma condi¢cdo sobre a sequéncia x
gerada na iterac4o interna.

Hipotese 3.0.1. Assuma que para cada « > 0, e xg € X, uma sequéncia x; satisfa-
zendo
Xk = Xa|| < Axl[Xk—1 — Xall, para todo k € N (38)

é conhecida, onde 0 < Ay < 1.

Observacao 3.0.2. A Hipotese 3.0.1 é bastante geral. Na se¢do 4.3, nés apresentamos
uma lista de métodos iterativos em otimizagcao que podem ser aplicados ao funcional de
Tikhonov (22) a fim de gerar uma sequéncia satisfazendo (38) . Essa lista de métodos
inclui os conhecidos ADMM, Método do ponto proximal, o Método Forward-Backward,
entre outros, veja a seg¢do 4.3.

A partir de (38) , temos que

2 k
Xk = Xael| < A X1 = Xarl| < A [IXg—2 = Xacl| < -0 < A [[ X0 = Xal| -

Portanto,
lim || xx — Xa|| < [IX0 — Xl lim AKX =0,
k—oo k—o0

0 que significa que a sequéncia (xy) gerada pelas iteragées internas converge para o
minimizador exato de T, quando k — .

Primeiro vamos analisar o método de Tikhonov combinando minimizagdo ine-
xata com a estratégia de escolha a priori do pardmetro de regularizacdo (4).



Capitulo 3. Métodos de Tikhonov de um Passo com Minimizagdo Inexata 26

3.1 REGRA A PRIORI DA ESCOLHA DOS PARAMETROS DE REGULARIZAGAO

Inicialmente escolhemos um critério apropriado para encerrar a iteragao interna
do nosso método, a saber

ks = [logn, (F(6))] (39)

onde f : (0,00) — (0,1) € uma fung&o tal que

Jim £(5) = . (40)

Aqui | x| denota o menor inteiro maior ou igual do que x, para cada x € R.

Teorema 3.1.1. Suponha que a Hipotese 3.0.1 acontece e que a escolha a priori
dos parametros de regularizagdo (4) € usada. Se a iteragcdo interna termina com ks
definido em (39), entao a convergéncia dada em (5) vale com Xy, no lugar de Xy,
isto &, xx, — x' quando 5 — 0.

Demonstragao. Fixe um elemento xg € X. Da definicao de ks segue que ks > log, _ (f(5))
onde 0 < Ay < 1. Consequentemente /\ffc6 < f (). Portanto,

Xk = XTIl < 11Xy = Xeall + [ %0 = XT]]
< A&|IX0 = Xaell + X = x|
< £ (8) [|X0 = Xadl| + | Xa = xT]|
< £(8) [Ix0 = xT || + 2]l xa = xT]].

A conclusdo agora é clara tendo em vista que x4 — x' quando 5 — 0 (veja a
Proposicao 2.3.4) e que f(6) — 0 quando & — 0. O

Teorema 3.1.2. Assuma todas as hipoteses do Teorema 3.1.1, além disso que P
seja fortemente convexa. Escolha f (8) = O (\/5> e «x = 0(d). Se a condicao de fonte
dP(x") N R (A*) # 0 vale, entdo a taxa de convergéncia

Ixs = x| = O(V3)
é alcancada.

Demonstragdo. Segue da Proposicdo 2.3.4 que ||xx — xT|| = O(/3). Agora, pelo Teo-
rema 3.1.1, temos que ||x, — xT|| < £(8)lIxg — xT|| + 2||xo — XT||, assim o resultado vem
da escolha de f(5) = O(/5). O

3.2 REGRA A POSTERIORI DA ESCOLHA DOS PARAMETROS DE REGULARIZA-
GAO

Nesse momento vamos analisar o método de Tikhonov de um passo com minimi-
zacdo inexata combinado com a escolha a posteriori dos pardmetros de reqularizacao
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(7). Porém, nesse caso testar (7) se torna bem mais complicada do que para o caso
do minimizador exato. Pois, 0 que temos é apenas uma aproximagdo do minimizador
exato, uma vez que se trata de minimizagao inexata. Dessa forma, a condicdo (7) deve
ser substituida por

€38 < [|Axy, —b°|| < 4, (41)

onde c3 e ¢4 Sdo constantes positivas conhecidas. Neste caso, o numero de parada
das iteragées internas ks € N passa a ser definido por

ks = |logx, (min{1,a}f ()], (42)

onde f : (0,00) — (0, 1) satisfaz (40).
O préximo resultado nos permite concluir que o critério (41) é satisfeito para
qualquer & > 0 pequeno suficiente.

Lema 3.2.1. Considere as constantes 1 < ¢3 < ¢1 < Cp < ¢4. Entéo existe gy > 0 tal
que, para cada 0 < 6 < &g, existe um pardmetro « (8) > 0 com Xo(5) Satisfazendo (7).
Além disso, a familia x5 com 0 < & < 8¢ € limitada. Fixe xo € X, assuma a Hipotese
3.0.1 e que a funcdo f em (42) satisfaz f (8) < ¢gd, para todo 0 < 6 < &g, com

3 min {01 —C3, C4—C2}

Cs = CIAl >0, (43)

e C > 0 uma cota superior para || Xp — Xys)||l- Entéo, para cada 0 < & < 8¢, deve existir
o« > 0 de modo que (41) ¢ satisfeito.

Demonstrag&o. Pelo Lema 2.3.5, existe 8y > 0 tal que, para cada 0 < & < §, existe
um parametro «(8) > 0 com Xy(5) satisfazendo (7). Segue da Proposicao 2.3.6, que
a familia x5y com 0 < & < 3 é convergente, e portanto € limitada. Fixe 0 < & < 8.
Entéo,
1Axs = b°[| = | Ay () = DOl | < 1A (1%, = Xos)
k
< AT AR (1 X0 = Xas)l
< C|A||f(8) <min{ci—c3,c4—Co} 8,

tendo em vista que vale (7), as desigualdades c3 < ¢ < ¢o < ¢4 implicam (41). O

No Lema 3.2.1 provamos essencialmente que, sob condicées adequadas,
| Axy(s) = B°l = 0(8) = [|Ax, = b°|| = 0(5), (44)

isso é suficiente para provar que a regra (41) esta bem definida. Nosso objetivo principal
agora e provar que Xy, — x quando & — 0, e para isso é necessario provar a reciproca
de (44) . Note que nao temos conhecimento de que xx, com 0 < & < §p € limitada.
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dessa forma, a demonstracdo ndo deve sequir 0s passos do que fizemos no Lema
3.2.1.

Suponha que P seja fortemente convexa com constante 3 > 0. Sejam x € X
o0 minimizador de P em X e « > 0 fixado. A existéncia de X é garantida com base no
Lema 2.3.3. Considere 5 > 0. Se 5 < || Axq — b°||, entéo

o que implica P (xx) < P <xT> Consequentemente, || xx|| < 2\/ 8 P(x) + P (0 ) = w,
veja (23). Logo temos que ||xo—X|| < w + ||X||. Por outro lado, se ||Axy — b®|| < 5,
segue da definicdo de xy que &« = —&A*(Axoc—bé) € 0P (xy), e pela Observacéao 2.1.7
temos

g HY_X‘XHz < Dg, (X, Xa) = P(X) = P (Xa) = (Ets X — Xx)

_ 1 _
< &y X — X) = “x <AXoc—b6,A(Xoc—X)>
A _ A _
< WALy ax — 081 = %1 < 105 = 3
(0.8 (0.8

Assim, || xq—X|| < 2”5—1'(‘5. Em todo caso teremos,

- B Al12
IA|| AR || o= X|| < max {f(é) 1A (w + [X]]), 20 (8) HB(!C 6} _

Fixe e > 0. Uma vez que f (6) — 0 quando 6 — 0, podemos obter 2f () ”AH <5,

para b > 0 suficientemente pequeno. Por outro lado, se f (8) < mé, temos que
Ks —x|| < €
LA AKS [1x6 = || < max {25 25} 58. (45)

Dessa forma, definindo

€ €
Cg = Min —, — » >0, (46)
° {2||A\|(w+HXH) 2||Al HXo—XH}

para cada & > 0 suficientemente pequeno e f (d) < cgd, temos que
k — —
| Ax, = b°|| = | Axa— bf’H\ < Al | X = Xecl| < NAI AL (X0 =X + X = X[I)  (47)
— k —
8) [|All[xo = XI| + |All Ae [IXe = X]| < €.
Teorema 3.2.2. Suponha que a Hipdtese 3.0.1 e que P seja fortemente convexa. Fixe
Xg € X, 1 < c3 < ¢4 € defina ks como em (42). Entdo existe uma constante ¢ > 0 tal

que, se f(8) < ¢b para todo & > 0 suficientemente pequeno, a escolha a posteriori do
pardmetro de regularizagdo, como em (41), esta bem definida e além disso

lim X, = = x'.
5—0
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Demonstragdo. Defina e = min{c3—1,c4—c3}/2 > 0. Com isso podemos definir
Ci=C3+€e€€Cr=Cq4—¢€,0queimplical <cz <cy < o< cy. Pelolema3.2.1, se
f(d) < c56, com c5 como em (43), entdo deve existir 5 > 0 de modo que a regra (41)
esta bem definida para todo 0 < & < 9.

Fixe 0 < & < 8y e seja « > 0 dado de modo que (41) valha. Defina ¢ =
min {cs,cg} > 0, onde ¢z é definido como em (46). Agora vamos provar que vale
a reciproca de (44). Para ser mais claro, vamos mostrar que se 5 € pequeno o sufici-
ente e f(8) < ¢6 para todo 0 < & < 8, 0 minimizador exato de Ty, X, satisfaz

c78 < || Axa— b°|| < cg8, (48)
ondecy=Cc3—€ecCcg=Cy+ e.! De fato, a partir de (47) segue que
| Axk, — B%|| = || Axq = B°||| < €8 = min {c3—c7,08 4} 3,

sempre que g > 0 é suficientemente pequeno. Isso junto com (41), implica (48) .
Agora, da Proposicao 2.3.6 concluimos que xo — X' quando & — 0. Em parti-
cular, x4 € limitada. De (40) temos que,

K
[IXi, — Xacll < A [1X0 = Xacl| < F(8) [ X0 — Xl | = O, (49)
quando 6 — 0. Portanto, x,, — xT quando & — 0, o que encerra a prova. O

Teorema 3.2.3. Suponha que a Hipdtese 3.0.1 e que P seja fortemente convexa. Fixe
Xo € X, 1 < ¢3 < ¢4 e defina ks como em (42), com f satisfazendo f (5) < ¢ para
todo & > 0 suficientemente pequeno onde ¢ > 0 é a constante do Teorema 3.2.2. Se
a condigdo de fonte dP(x") N R(A*) # 0 é satisfeita, entdo temos a taxa 6tima de
convergéncia

| Xk, —XT|| =0 (\@) :

Demonstracdo. Das desigualdades (48), da condi¢do de fonte dP(xT) R (A*) # 0 e da
Proposicdo 2.3.6 obtemos || xo— xT|| = © <\/3> . Esse fato, junto com (49) e f () < ¢9,
nos permite concluir o resultado a partir de uma desigualdade triangular. O

' Observe que 1 < ¢; < cs.
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4 METODO DE TIKHONOV ITERADO COM MINIMIZACAO INEXATA

Neste Capitulo vamos apresentar uma versao adaptada do algoritmo apresen-
tado em [6], este por sua vez é uma versdo modificada do método de Tikhonov iterado.
Em [19] e feito uma generalizagdo para espagos de Banach do algoritmo apresentado
em [6]. Em [6] é proposto um método iterativo baseado no método iterativo ndo estacio-
nario de Tikhonov para resolver problemas inversos lineares com a escolha a posteriori
dos pardmetros de reqularizac&o.

41 APRESENTACAO DO METODO

Seja P : X — R uma fungdo uniformemente convexa. A (k + 1)-ésima iteracdo
do método apresentado em [19] consiste em computar o pardmetro de regularizacao
ocf( de modo que o unico minimizador (veja a Observagéo 2.3.2) Xod do funcional de
Tikhonov

1
Tgi (%) = llAx - BP + “iDag (x, x), (50)
satisfaca
(1-110)8 + 1ol lAxg = B°I| < [|Ax,s = bl < (1 =mq)8 +m[lAxg = bOIL. (51)

Aqui, 0 < ng < My < 1 sdo constantes fixadas, £} € dP(x}) e Des (x}) é a
distancia de Bregman associada a P. O passo seguinte é dado por x,f A= Xa Em
[19] é provado que sob condigcdes adequadas, esse algoritmo gera um método de
regularizagéo. A iteragdo desse método acaba apos ks passos, onde

ks := min {k € N : ||Ax, — b%|| < 6, para algum > 1}. (52)

O critério de parada acima é chamado de principio da discrepancia. Esse al-
goritmo tem se mostrado eficiente, sem falar que (51) nos fornece um decaimento
geométrico do residuo. Mais precisamente, enquanto o principio da discrepancia nao
for atingido, temos

1Axg = %11 & < mf (11Ax§ - b%l| -3 (53)

A dificuldade maior na implementagcdo do método em [19] esta no fato de que
a sequéncia dos pardmetros de regularizacao oci dado em (51) é definida de forma
implicita. Esse fato nos leva a duas situacées; Uma é que o calculo dos parametros
ocf( pode exigir a minimizagdo de muitos funcionais em (50), se tornando caro compu-
tacionalmente, a outra é que devemos assumir que a minimizacdo de (50) seja feita
de forma exata, o que se torna impossivel na pratica. O primeiro problema ainda pode
ser remediado por estratégias apresentadas em [19]. O segundo fato gerado pela mi-
nimizagdo inexata € mais sério, porque aqui ao testarmos a desigualdade (51) com
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um minimizador aproximado, as chances de termos imprecisdo no calculo de oci séo
grandes.

Nesta secdo vamos apresentar uma adaptacdo do algoritmo estudado em [6].
Aqui o minimizador do funcional de Tikhonov (50) é computado de forma inexata em
cada iteracdo. Para fazer isso, vamos recorrer a uma iteragao interna para cada etapa
do método de Tikhonov iterado a fim de aproximar o minimizador de (50) .

Vamos definir

Xp,1 =argmin T, (x), (54)
xeX k

como o minimizador exato do funcional dado em (50). Vamos também precisar de uma
versdo modificada da Hipdtese 3.0.1.

Hipotese 4.1.1. Assuma que para cada x,f € X, cada numero real oc;s( > 0 e cada
zﬁ o € X, uma sequéncia Z;é , satisfazendo

, paratodon e N,

5 5
‘ = Ak sz,n—1 ~ X4

5 _ 30
sz,n ~ Xk+1
é conhecida, onde 0 < Ay < 1.

Nosso algoritmo vai funcionar com uma iteragdo externa e uma interna: A itera-
cao externa representa a versao inexata do meétodo de Tikhonov iterado ndo estaciona-
rio, onde x,é .1 € 0 minimizador inexato de (50). Ja a iteragdo interna consiste em gerar
a sequéncia z,é ., (que fornece os minimizadores inexatos) satisfazendo a Hipdtese
4.1.1 norma/me,nte através de um método de otimizacdo convexa (veja a Secdo 4.3).

O algoritmo vai comegar com xg € X. Assumindo que a k—ésima iteracao
externa x{ é conhecida, escolhemos &} € 3P(x}) e entdo a partir de 2}210 = X
comecgamos a iterac4o interna gerando a sequéncia 22 , satisfazendo a Hipotese 4.1.1.
O critério de parada da iteracao interna sera dado por,

n = Llog A <min{1 , ai}f(é))J , (55)

onde f é como em (40). A atualizacao da iteracdo externa vem dada por x,§+1 = zlf o

Ik

A sequéncia dos parametros de regularizagdo ocf( é escolhida de forma similar

a estratégia a posteriori (51): fixe 0 < <1 < 1 e escolha ocf( > 0 de modo que a
desigualdade

(1-m)8 +l|Axg = b°l| < [|Azy; o = bI| < (1 =5 + 7]l Axg — b (56)

seja satisfeita. Por fim a iteracdo externa termina com ks estabelecido em (52). Dessa
forma, xﬁé aproxima a solugdo do problema inverso (1).

Segundo a Definicdo 2.1.2, observe que, fixada a iteracdo x,§ com k < kg, existe,
em geral, mais de uma opg¢do para se escolher Ef( € ’c)P(x,f). Em certos algoritmos Ef(
é escolhido a partir de uma regra especifica, veja [19]. No passo [2d] do Algoritmo 2



Capitulo 4. Meétodo de Tikhonov lterado com Minimizagdo Inexata 32

abaixo, Ef( é escolhido de forma aleatdria. A partir do Teorema 4.2.7 assumimos que P
é Fréchet diferenciavel e nesse caso ‘52 se torna unicamente definido.

Nossa estratégia do méetodo de Tikhonov com minimizagdo inexata esta repre-
sentada pelo algoritmo abaixo.

INPUT: 0 <m<fi<1,71>1, x5 € X, £ € P(x]), 5> 0 e b° como em (2).
OUTPUT: x{ satisfazendo ||Ax — b%|| < 8.
[1] k=0;
[2] Enquanto ||Ax? — b%|| > 5, faca

[2a] 22’0 = xﬁ;

[2b] Encontre ocf( > 0 tal que (56) seja satisfeito;

[2c] x/§+1 = Zlé,nﬁ;
[2d] Escolha &8, € 0P(xE, ,);
[2e] k = k + 1.

Algoritmo 2 — Método de Tikhonov Iterado com Minimizag&o Inexata

4.2 ANALISE DE CONVERGENCIA

Nosso primeiro desafio para estabelecer a analise de convergéncia passa por
mostrar que o método esta bem definido e que o mesmo acaba apds um numero finito
de passos. Vamos inicialmente provar que a iteracao interna esta bem definida, o que
€ equivalente a provar que se o principio da discrepancia ndo for atingindo no passo k,

entdo existe um pardmetro ol > 0 tal que z° , satisfaz (56). No decorrer da andlise
k k,ng

vamos sempre assumir que o ponto inicial xg = Xy e o vetor £2 = & sdo sempre 0s
mesmos independente do nivel de ruidos & > 0. Além disso, vamos também assumir
que P é fortemente convexa com mdodulo 3.

Lema 4.2.1. Fixe as constantes < ng < ny < 1. Se a funcdo f em (55) satisfaz
f(8) < ¢, para todo & > 0, onde

¢=
1412

min {ng—m,-n4}, (57)
e T dado em (52), entdo o passo [2b] do Algoritmo 2 esta bem definido.

Demonstracdo. Suponha que o principio da discrepancia nao tenha sido atingido até
a iteracao k. Entao, Axﬁ —bf’H > 16> 08. Umavezque 0 <ng <ny <1, segue que o
intervalo

(1=mg)8 + nollAx = Bl (1 =ny)8 +nyllAx - b°| (58)
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€ nao vazio. Segue de [19, Lema 3.2], que existe oci > 0 tal que 0 minimizador exato
X2, 1 de (50) tem residuo ||Ax?, , — b®|| pertencente ao intervalo (58). Agora, a partir de
(54) e de (50) temos

onde &, € dP(X?_ ;). Multiplicando essa Ultima igualdade por x{ —X¢, ; e usando a
Observacgao 2.1.7, temos

5 allvd o5 12— 8,55 5 o5 _ o8 v (258 5\ 5 o
o BlIXg = X 17 < o (€ = Efgy15 X — Xipq) = (A (AXk+1 —b>,Xk—Xk+1>

0 S o _ 3o 5 > d_ 3%
< [|Al[l[Axg 1 = B [lIxie = Xk 1 [| < [1A[1] Axg = 07 [} |xi = X1

a Ultima desigualdade acima segue do fato de T%(x2, ;) < T%,(x}). Entéo,
CXk + CXk

5 _ pd
5_ o5 < JAlL[_lAXe =0 5 _ 1ol _
||Xk Xk+1|| > B“i HAXI(?_bBH_é <||AXk b H 5)

A
“(1-1)of

a ultima desigualdade acima é devido a 6 < %HAX;‘E — b°||. Dessa forma, tendo em vista
a Hipotese 4.1.1, (55) e (57), segue que

(IlAx; -] ~3),

- - nd -
142} =07 = ARG g = B°1| < IAII1ZE s = %ol < IAIAGE 12 o = %o
< || Allok  (8) [IX§ — Xg o1
A2
< (5) Al (||Ax,§-b5|\-5)

< min {no—n,m—n1} (A —6° -5).

Uma vez que [|AX}, , — b°|| pertence ao intervalo (58), a norma [|Az}  — b°||
Mg
pertence ao intervalo
(1 =m+n |[Axg = b%||, (1 =ms +71 || Axk - b |
e isso completa a prova. O

Observacao 4.2.2. Uma vez que f em (55) satisfaz (40), a condicao f (5) < ¢ do Lema
4.2.1 é satisfeita para qualquer 6 > 0 pequeno o suficiente. Note também que em (55)
podemos trocar f por min {f (), ¢}, assim ainda teremos f (5) < ¢, para todo & > 0.

O préximo resultado nos diz que o Algoritmo 2 termina apds um numero finito
de iteracoes.
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Proposicao 4.2.3. O indice de parada ks definido em (52) é finito para todo & > 0
suficientemente pequeno.

Demonstracdo. De fato, fixe 6 > 0. Segue do passo [2b] do Algoritmo 2 que

|Axg, 1 —b°ll =8 = |AZ,

b s~ bPlI=8 <7 (11Axg - %11 -5)
para 0 < k < Ks. Assim,
|m¢—bM—5gﬁk@Am—bm—5)pmmumokg&. (60)
Por outro lado, ﬁR <||Ax0 - B3| - 6) < (t—1)5 para k grande o bastante, por-
tanto ||Ax£— bP|| < 6. O

Corolario 4.2.4. Seja x,é a sequéncia gerada pelo Algoritmo 2 com 6 > 0 suficiente-
mente pequeno. Entéao,

1, [ IAxg—b%|| =5
< 1
ks <|InT| In( EEEI: +1, (61)

parak =0,...,Kks.

Demonstragdo. A partir de (52) segue que T8 < ||Ax2—b%||, para k = 0,..., ky—1. Essa
desigualdade (para k = ks —1), junto com a desigualdade (60) na Proposicao 4.2.3 nos
da

(t=1)8 < [|AX} 4 = b°|| =8 <77 (|| Ax§ - b°l| ),

isso implica (61) . O

Vamos agora nos encaminhar para o estudo da propriedade de estabilidade
da sequéncia gerada pelo Algoritmo 2. Como observado anteriormente, dentre as
possibilidades para se escolher o passo seguinte, xfz .1, vamos chamar de sucessor de
x,f qualquer uma dessas possibilidades.

Vamos introduzir o conceito de sequéncia sem ruidos no sentido apresentado
em [19, Teorema 4.6]. Para o caso de dados exatos (6 = 0) a minimizagc&o do funcional
(50) no Algoritmo 2 é realizada de forma exata (n, = c0), nesse caso possivelmente
teremos kg = co.

Definicao 4.2.5. Uma sequéncia sem ruidos é uma sequéncia x,, em X tal que
1. Xxo=xy &g =E;

2. para cada k € N, existe um numero oy > 0, tal que o minimizador exato, Xy, , do
funcional de Tikhonov

1
T (X) = 5|1Ax = b|[? + oy Dg (X, Xk ), (62)
2
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satisfaz a desigualdade
n2llAxk — bl| < ||[Axo, — bl < n3l|Axk — bll, (63)
onde 0 < 1o < mng3 < 1 sdo constantes pré-fixadas.
3. Xist = Xay € Efeat = £k — o= A" (AXjey1 — b) , para todo k € N.

Observacao 4.2.6. Se (xx) € uma sequéncia sem ruidos, vamos chamar x4 do
sucessor de xy para cada k > 0. Note que esse conceito de sequéncia sem ruidos
coincide com a sequéncia analisada em [19, Teorema 4.6]. Uma consequéncia desse
teorema é que Dg, (xT,xk> — 0 quando k — oo, onde x' é a tnica solucdo do
problema inverso (1) satisfazendo

DEO(XT, Xp) < Ds (X", Xp), para todo x* solugdo de (1).

Em[19, Lema 4.5 ], é provado a existéncia e unicidade de xt. Observe que, uma
vez que P é uniformemente convexa, teremos x; — xT, quando k — oc.

Na dltima Definicdo 4.2.5, o vetor x,.,1 € 0 minimizador exato de (62). Portanto,
segue que
0 € 3 Toy (Xks1) = A" (AXip1 — D) + ot (OP (Xip1) — Ek)
consequentemente, &1 = &k — (xlkA* (AXky1 —b) € OP (Xky1)-
No proximo teorema, fixado k € N vamos observar o comportamento da familia
<x,§> 520 para b suficientemente pequeno.

Teorema 4.2.7 (Estabilidade). Seja 5; uma sequéncia de numeros reais positivos con-
vergindo para zero e assuma que as sequéncias xi" estao fixadas para cada j € N com
0 < k < ks; onde x,fﬁr , € 0 sucessor de XE" parak =0,...,ks,—1. Além disso, assuma
que P ¢e Fréchet diferenciavel e as constantesng emny no Lema 4.2.1 sejam dadas por

Np=M+¢€peny =nN—¢€q,

onde0 < eg <min{n,n—-m}/2e0 < eq <min{l —7m,1—nm}/2. Se xy ndo é solugdo de
(1), entdo vai existir uma sequéncia sem ruidos x, e constantes no e n3 na Definicdo
4.2.5 dadas por

Na=T—€pEenNg="+E€q, (64)

tal que, para todo k € N fixado, existe uma subsequéncia §; (dependendo de k) de §;
satisfazendo

5 Y
ngm — Xy, € &e”" — &, quando m — oo, para L=0,...,k.
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Demonstragéo. Note que, de acordo com as definigoes de €g e €1, temos

(Mo>M1) C (N,M) C (M2,n3) € (0,1).

Vamos usar um argumento de indugao: uma vez que xg =Xp € &8 = &g paracada d > 0,
o resultado € ébvio para k = 0. O argumento consiste na escolha sucessiva de uma
subsequéncia da atual subsequéncia, vamos aqui denotar qualquer subsequéncia de
6; também por &;. Suponha que o resultado seja valido para algum k € N. Entao, existe
uma subsequéncia §; satisfazendo

xf’ X, e gﬁf — &, quando j — oo, para £=0,...,k, (65)

onde x; € o sucessorde xp_q € & =§&p_1 — WA* (Axg—b),parat=1,.., k.

Agora vamos construir um sucessor de xg, i.e., vamos encontrar o« > 0, definir
Xk41 = argmin Ty, (x) (veja (62)) e mostrar que (63) € satisfeito para xx, = Xk,.1- Em
seguida, vamos provar que para alguma subsequéncia temos que x,éﬂr1 — Xk41, € 1SS0
encerra a prova.

Seja

oy = liminf ock, (66)
j—>oo

vamos provar que o, > 0. De fato, suponha que o = 0. Segue de (65) que Da,é (xT, xif)
€ limitada em j, assim existe uma constante M > 0 tal que D&ﬁ (xt, x,i’) < M, para todo
j € N. Agora, observe que

5 5 5 5;
0<TY g (xk )< Tafij(xf) < 5j? + o‘kIDéi(XTst/) < 5j? + o) M,

I|m|nf||Axk1—b6/||<l|m|nf JoT% (”2/1) 0. (67)
O‘k

Provaremos a seguir que

isso implica

~0; )
nz(IIAX - b%)| - 5)) < [|AX,) , — bY|| -5}, (68)
para cada j € N. Conforme a prova do Lema 4.2.1,
5 ~5 , . _ 5 .
1A%,y = 6% = | A%,y = b l| < min {no—n,7—ny} (114X =% -5;)  (69)
= min {eg, €1} <||Ax,§f—b5/|| _5j)

=min {n—-np,nz -7} (||AX/§j_b6j” _61) :

5 . :
Agora, a norma HAxk’+1 — bdi|| pertence ao intervalo

d; ; — — 5 .
[(1=m)8; +nllAx] - b1, (1 -7, +llAx — b1,
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pois X/iiq € um sucessor de xi’. Entao, tendo em vista (69), obtemos
5 _ psj ol 5 5 _ psi
(1—=m2)d; +n2l|Ax, = bY|| < [|AX, 4 — bY|| < (1 —n3)d; +ngl|Ax, - bY|[.  (70)

Isso prova (68).
Segue do passo [2b] do Algoritmo 2 que

5 . 5; .
nk (1Axy - 6% = 87) < | Ax = b= ;. (71)
Agora (68) junto com (71) contradiz o fato de xy néo ser solugéo de (1), pois
0 < ngn¥|Axg - bl =nz liminfn (|| Axg! - 6% - &) (72)
J—o0

o dj Iy . ~d; Iy (67)
Snglljrgér;f(HAxk’—b/||—6j) gnjrgégf(||Axkf+1-bf||-5j) )

e isso implica que ||Axg—b|| = 0. Assim, temos « > 0. Escolhendo uma subsequéncia
se necessario, podemos assumir que lim;_, ., ot/ = ot Isso nos permite definir x4 =
argmin Ty, (X).
xeX )
Em seguida vamos provar que
-8 .
X\ 4 = Xk+1, Quando j — oo. (73)

De fato, uma vez que }ifﬂ e Xx,1 Sao os minimizadores de (50) e (62) respectivamente,
temos
w, A0; , 8 ,=5; 5
0=A*(AX)  —bY%) + o) (E) - &) (74)

0 = A"(AXky1 — b) + otg(Eit — Ek)s (75)

com Ef(jn 0 Unico elemento de 0P (},21) (pois P é Fréchet diferenciavel). Subtraindo
a equacao (75) de (74) obtemos

~d; . dj 70 8
0= A" ARy, = Xkat) + A (b= b%) + o/ (E)) 1 = Egert) + Epern () — o) (76)
5 .
+ o — oy &

Agora, multiplicando (76) por )~(£’+1 — X,1 Segue,

O; ,=d; ~d; ~d; 2 Iy ~d;
O‘kj<£kj+1 - £k+1 ] ij+1 _Xk+1> = _HA(XKJ_H _Xk+1)|| + <b /= b, A(ij_‘_*] _Xk+1)>
5 ~5; §; . 5; ~5;
+ (o = 00 ) (Ekats Xp g = Xka1) + (0 &) = ok &pe, X4 — Xk )-
Segue da Observacéao 2.1.7 que,
8; 1 1~0; 2 8,26 Ny Yy
o BlIXe 1 = Xt 1€ < o (&) 1 = Ekats Xpg = Xkae1) < lIANIX 4 — Xkt

5; 5 5 .5 -5
+ oo = ocpell[ &kt X g = Xt 1+ o & — ok &l IX 4 = Xk [l
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isso implica,

-5 1 5 8.8
IXicr = Xkat I = ——5 | §l1AIl + loge = ouelllEnsall + lloge & — o]
(0.4
k
a partir dessa ultima desigualdade, de (65) e (66) segue (73).
De (73), (70) e de (65), segue que

n2|lAxk = bl| < [|Axk.1 = bl| < ngl|Axx — bl

. . . 5
isso prova que Xk,4 € um sucessor de x. Por fim vamos provar que x,/ ; — Xk,1
5 .
&1 — Ek+1, quando j — oco. Aos passos da prova do Lema 4.2.1, segue que
Y 5 0 ndy 8 _ o
1Xkh1 = Xpchq I = ||Zk 5T Xkt < AR IX = Xigaa
i

Soc

K “ H ||A bé/H =0,
l3

k
. . . , : 5
quando j — oo. Portanto, isso junto com (73), nos permite concluir que X,/ ; — Xk,1,

quando j — oo. Finalmente, como P €& Fréchet diferenciavel, Ef(fﬂ = aP(xiﬂr1) —
0P (Xk41) = Ek41, Quando j — oo. O]

Como consequéncia do Teorema 4.2.7 obtemos o seguinte resultado.
Corolario 4.2.8. Seja 8; uma sequéncia positiva convergindo para zero e assuma que

A 5 < . & <
as sequéncias xk’ estao fixadas para cadaj € N, com0 < k < k5/. onde xk’+ ; eum

6.
sucessor de x, parak =0,..., ks, —1.
Além disso, assuma que kg,j — 00, quando j — oo. Entdo existe uma sequéncia
sem ruidos x; e uma subsequéncia §; tal que

Hxi"’”—ka < % VkeN, Vm> k. (77)

Demonstragdo. Considere x; a sequéncia sem ruidos construida no Teorema 4.2.7.

Usaremos inducao para provar (77). Pelo Teorema 4.2.7, existe uma subsequéncia,
8 . .

denota apenas por d;, tal que x;* — x1, quando j — co. Escolha j; € N de modo que

. O
j>j = Hx1’—X1H <.

Agora, uma vez que a subsequéncia corrente € positiva e converge a zero, aplicando

o Teorema 4.2.7 novamente, podemos extrair outra subsequéncia, também denotada
5 . o

por 5; tal que x2/ — X, quando j — oo. Fixe j> > j{ de modo que

JZ = ngj‘sz <1
2
Procedendo dessa maneira obtemos uma sequéncia ji <o <...<jm<..., tal
que (77) acontece. O
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Observacao 4.2.9. A partir do Corolario 4.2.8, podemos obter uma subsequéncia §;

tal que a sequéncia xif"’ é uniformemente limitada em k e m. Isso € verdade pois, para
a sequéncia sem ruidos x, do Corolério 4.2.8 temos que X, — x', quando k — oo,
veja a Observagdo 4.2.6. Assim, existe C > 0 tal que ||x, — x'|| < C, para todo k € N.
Entdo, para a subsequéncia §;  dada no Corolério 4.2.8, temos

I = X111 < X = sl + = xT | < £+ C <1+,

para todo k € N e param > k. Com isso, limm_c ||x,§/m —x'|| <1+C, paratodok € N.

Entdo, existe N € N tal que m > N implica que ||x2/m — x| < 2+ C, para
todo k € N. Considerando a nova subsequéncia o; , a partir de m = N, temos que
Hxi”" —x'|| <2+ C, para todo k,m € N.

Proposicao 4.2.10 (Monotonia). Suponha que P é Fréchet diferenciavel com gradiente
L-Lipschitz. Assume que a funcdo f em (55) satisfaz f(6) < C9, para cada & > 0
suficientemente pequeno, onde

. Bnp(1-1/1)
C:=
L||Alle
com mo como em (64) e ¢ > 0 uma cota superior para ||x,§ — x1|| (garantida na Obser-
vacao 4.2.9). Entao, para cada 6 > 0 suficientemente pequeno,

>0, (78)

Dy (x,xg,1) < Des(xT, x}), para todo k < k. (79)

Demonstragéo. Seja £ ., = VP ()?I§+1> . Assim, uma vez que X}, satisfaz (70), e
tendo em vista que § < 1||Ax® — b%|| para k < ks, segue que

~ - 1 - - 1 - -
<‘z~?(+1 _‘ii’xléﬂ _XT> = §<A*(b6 _AX/§+1)’X2+1 _XT> = §<b5 _AXI§+1’AXI§+1 - b)
k k

1 5 ash -5 5 5 A 1b
=— [(B°=AXx.,{,AX, +—=Db° )+ (b°—A ,b°—b
(xi [< k+1 k+1 > < k+1 >}
1 N N
<—|AXS = B (|AXS., — BO|| =5
<= 1A% =0 (I1axg, 1 = 6%l =)
N2 1 asd 5 5 16
< ——<||Ax. . s —Db Ax, —b°|| -5
< 1A% =2l (I14xg - 6% -5)

1
n2(1-z)
< —%H/\xisﬂ = 0°[[[Ax = &)l
k
A partir da identidade dos trés pontos (15), temos

ng+1(XTa)?/§+1)_Dai(XT’XIE) = _D£2(5(1§+1=X/§)+<éi+1—5i=’~(/§+1—XT>
1
m2(1-z)
< —%M ket ~BUlIA =%l (80)

k
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Novamente usando (15) e aplicando a técnica usada no Lema 4.2.1, segue que

; X 5 5d 5§ _F5 b
D‘ifm (XT’ Xket) = Déin (XT’ Xis1) = _D£2+1 (Xiea1s Xt ) + (€t = Ekyts Xyt — XT)
5 _ 36 5 5 - 5
Hak+1 _Ek+1 H||Xk+1 _XTH < LHXk+1 — X 11 |H|Xk+1 —XTH

LA
1AL 51858 = B311x8, 1 - xT | < D #(5))1Ax - b))
o‘k O‘k

IN

IN

LIIAIIC

onde ¢y = > 0. De (80) temos,

DE.B

k+1(XT,X/§+1) DEB(XT Xk) DEB (X]L Xk+1) Déin(XT,)?;zH)
1
+Dé;§+1(XT’Xk+1)_Da[é((XT,Xk)
11
Co 5 10 T]2< T) 30 d
—||Axg = b°|| | f(8)— ——=||Axp, 1 —b
“iH =% | £(3) oo et =0l

Agora, segue de (70) que
|A%e 1 = °ll = (1=112)8 + o | Axg = B[] = (1 =m2)8 +7128 = &,
e portanto, Ds (xT,x2, ;) - Daz—,(xT ) <& HAX5 Bo|| [ Cé} <0. O

Observacdo 4.2.11. A Proposicdo 4.2.10 vale ndo apenas para o x! mas para qual-
quer x* solugao de (1).

Observacao 4.2.12. Em particular, quando P (x) = % HXH2 temos ||[VP (x)=VP(y)| =
|x—y||, e portanto P tem gradiente L—Lipschitz com L = 1.

Teorema 4.2.13 (Regularizacéo). Assuma que P é Fréchet diferenciavel com gradiente
L-Lipschitz. Seja 5j uma sequéncia de numeros positivos convergindo para zero e

assuma que as sequéncias x,f’ estao fixadas paracadaj e N, com0 < k < k()j onde
x,z1 é um sucessor de xi’ ,parak =0,...ks,—1. Além disso, suponha que f () < Cs
para d > 0 pequeno o suficiente, com C > 0 definido com em (78). Se xo ndo é solugdo

do problema Ax = b, entdo

d _ yf
jl_|>nc”>|oxké =x!. (81)

Demonstragcdo. Primeiro vamos mostrar que a sequéncia kgl, nao possui subsequéncia
convergente. De fato, se para a subsequéncia §; de §; for verdade que kéjm —n
quando m — oo, entdo como k5jm € N para todo m € N, temos que k5jm = npara m

grande o suficiente. Segue do Teorema 4.2.7, que a subsequéncia x,” tem ela prépria
A ) 5; :
uma subsequéncia (denota também por x,™) convergindo para xp. Dessa forma,

. Y 5
im x,7 = lim x/’”=x,-,.

m—oo 7%, m—00
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Mas isso contradiz o fato de xy n&o ser solugao de Ax = b, pois
<n"|Axg—b| = i n( _éfm_.>< i ( 5fm_6fm_.>
0 <n"||Axo—bll = lim n" (|| Axo—b%m|=3; ) < lim (|l Ax;" b -3,

— i Sjm — Poimll — K. i _ . =
= lim_ (||Axk5jm BBim | 6,m) < lim (t=1)5; =0.

m—o0

Portanto devemos ter ks, — oo, quando j — oco.
A 5 .
Vamos agora provar que cada subsequéncia de xk; tem ela prépria uma sub-
j
sequéncia convergindo para x'. Observe que, cada subsequéncia de 5; € ela propria

uma sequéncia positiva convergindo para zero. Por isso, € suficiente para provar que
5 A . .
xké tem uma subsequéncia convergindo para x'. Com isso temos (81).
j

Considere a sequéncia sem ruidos xx e a subsequéncia §; construidas no
Coroléario 4.2.8. Fixe ¢ > 0. Uma vez que x, é uma sequéncia sem ruidos, temos que
Ds, (xT, xk> — 0 e ||xx—xT|| = 0, quando k — cc. Ent&o, existe uma nimero natural

€ €
Ds (xT,xN> <3 © HXN—XTH <\3[- (82)

A par’[il’ do Corolario 428, temos
||X J —XN” < —1 para todo m> N.
N N’

Agora, como kg)jm — o0, quando m — oo, existe um numero M; € N tal que
k5].m > N para todo m > M. Segue da Proposicao 4.2.10 que existe M> € N de modo
gue a monotonia (79) € valida para todo m > Ms. Isso junto com a identidade dos trés
pontos (15) implica que para m > max{N, My, Mo} temos

5; 5;
D s, (XT,X”") <D, XT,X/m
g N i) (- xi)
6‘m 6‘m Ojm
< Dy, (xtxn) = De, (X xw) + 1857 = Edllixpg = 1|
Sjm Sjm
< De,, (xtoxw) + L = xull (I = xull + ey =x11) <
Isso implica que Daaj (xtxié) — 0, quando j — oo. Consequentemente,
ks . j
]
pela Observagcao 2.1.7 temos que ||x,2 — x'|| = 0, quando j — co. Portanto (81)
acontece. : O

4.3 OPCOES DE METODOS PARA A ITERAGAO INTERNA

Nesta secdo vamos apresentar alguns métodos iterativos de otimizagcdo, méto-
dos esses que podem ser usados para aplicar as iteragées internas do Algoritmo 2
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ou dos métodos de um passo apresentados no Capitulo 3. Cada um desses métodos,
quando empregados para aproximar o minimizador do funcional de Tikhonov (22) (resp.
(50)), gera uma sequéncia satisfazendo a Hipotese 3.0.1 (resp. a Hipotese 4.1.1), e
portanto, pode ser usado na implementacao dos algoritmos apresentados no Capitulo
3 (resp. na iteragdo interna do Algoritmo 2). A ideia inicial para se fazer as iteragbes
internas foi usar o HPE, introduzido em [30] e também discutido em [24]. Como mos-
trado no Teorema 2.2.9 a sequéncia gerada pelo HPE satisfaz a Hipdtese 3.0.1 e a
Hipdtese 4.1.1 com

-6 1/2
O</\L=(1— > <1,
(1 +L/5)2(1 +0)

onde¢ >0 e o € (0,1) sdo apresentados na Secdo 2.2. O proximo resultado deixa
claro que os operadores a serem usados no nosso método sdo L-Lipschitz continuo,
se encaixando assim na teoria feita por [30].

Teorema 4.3.1. Segja T, : X — R o funcional de Tikhonov definido em (22), onde
P : X — R é uma fungao fortemente convexa com constante 3 > 0. Ent&o (d T(X)‘1 é
L-Lipschitz continuo em torno da origem, com constante L = [31—0(

Demonstracdo. Considere w € (0Ty)~'(x) e s € (3Tx)~"(y). Entao,
X € 0Tu(w) = A" (AW —b%) + xdP(W) € y € 0Tx(S) = A*(As—b®) + xdP(s).
Assim, existem vetores u € 0P(w) e v € 0P(s) tais que,
x=AAW=-Db)+au e y=A"(As—b’)+av.
Com isso obtemos
5

(x—y,w=8)=(A*A(w-5)+ x(u—Vv),w—35) = ||A(Ww=39)||* + x(u— Vv, w—5)

>x(U—Vv,w—-38) > oc[3||W—S||2,

onde a ultima desigualdade acima segue da Observagao 2.1.7. Agora, usando a desi-
gualdade de Cauchy-Schwarz temos

lw=sll < - Ix—yli
= Ba Yl
Finalmente, umavez que w € (3 Ty) 1 (x) e s € (3 T)~ 1 (y) sdo arbitrarios, temos

10T () = @ T W)l < LlIx =y,

1
onde L = Ba O

—1
Observacao 4.3.2. Com uma prova similar, podemos mostrar que (a Tié) (onde
k
1

Ti s definido em (50)) é L-Lipschitz continuo em torno da origem, com L = Boc
k

X o
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Pelo Teorema 4.3.1 (resp. Observagao 4.3.2), concluimos que o HPE, quando
aplicado para encontrar o zero do subdiferencial do funcional de Tikhonov T, definido
em (22) (resp. Tig, definido em (50)), gera uma sequéncia satisfazendo a Hipotese
3.0.1 (resp. a Hipotese 4.1.1).

Na literatura existe uma classe ampla de métodos iterativos que, ou se encai-
xam na estrutura HPE ou a sequéncia gerada satisfaz a hipotese necessaria para o
passo interno do nosso algoritmo. Em particular o método forward-backward splitting
modificado e o método tipo-Newton Regularizado ambos podem ser encontrados em
[30]. Outros métodos iterativos que satisfazem nossos propositos sdo: O Método do
Ponto Proximal, o Método Forward-Backward de Tseng, o Método Extragradiente de
Korpelevich, o Método de Muiltiplas Direcées Alternadas (ADMM) e o Método Douglas-
Rachford. [30, 24, 26, 31, 25, 11, 26, 8, 18]. O resultado também é valido para diferen-
tes tipos de métodos de gradiente, o Método das Inversas Parciais de Spingarn [3, 4]
e algumas variagbes como os métodos inexatos e métodos splitting, veja [25, 24, 4].
Sob certas restricées no funcional de penalizacdo P, também podemos usar o Método
de Newton extragradiente [24], entre outros.
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5 METODO DE TIKHONOV ITERADO KACZMARZ

Vamos apresentar neste capitulo um método tipo Kaczmarz iterado, inspirado
em [54], onde cada passo é definido como no método de Tikhonov iterado [37, Sec. 1.2].
Aqui o multiplicador de Lagrange é escolhido de forma que a proxima iteracao tenha
residuo ndo apenas igual a uma certa quantidade como em [7, 42], mas sim que esse
residuo esteja em um certo intervalo, assim como feito em [6] e no capitulo anterior,
essa é uma das principais funcionalidades computacionais desta estratégia.

Depois de escrever as equacgdes (11) de forma unica, i.e, Ax = b, onde A =
(Ag, ..., An—1) : X — YN eb® = (b5, ..., B},_;), 0 método cldssico de Tikhonov lterado
(Tl) para resolver o problema mal posto (11) sujeito a (10), € definido pela iteragdo

X1 = argmin,cx {Ak|Ax —b|% +[|x - x2| 2} (83)

ou, de forma equivalente, por

X1 = X0 =M1+ A A*A) TA* (AxE —bP) = (A 1+ A*A) TN + ABY,
(84)

onde A* : YN — X é o operador adjunto de A. O pardmetro Ak > 0 representa o
multiplicador de Lagrange para o problema de projetar x,§ sobre 0s conjunto de niveis
de ||Ax — b5\|2. Se na iteragédo (84) a sequéncia {Ax = A} é constante, o método é
dito Tikhonov iterado estacionario [56, 46, 55], caso contrario é chamado de Tikhonov
iterado ndo estacionario [44, 12, 37].

5.1 APRESENTACAO DO METODO

Nesta se¢cdo vamos apresentar o método Tikhonov Iterado Kaczmarz relaxado
(TIKr). Este método que visa resolver o problema mal posto (10), (11) é definido em
cada passo como o método Tl em (84) e a escolha do multiplicador de Lagrange é
adotada similar a [6]. A iteracdo do método é definida por

x4 = X0+ hy, (85)
onde
—1 N & 5 _ po
hk _ 7\k(/ + }\kAEkk]A[k]) Aikk] (b[k] _A[k]xk)’ se HA[k]Xk - b[k]” > T(S[k] (86)
0 , caso contrario
© 5 _ pd
. { escolhido como no Algoritmo 3, se | A xg — b.[k]|| > TO[k] (87)
0 , caso contrario
Aqui [K] = (k mod N) € {0,1,...,N—-1}, xg = Xg € X é o ponto inicial e t > 1 é uma

constante fixada.
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O termo hy, € X em (86) é inspirado no passo iterativo proposto por [6] para
a [k]-ésima equagdo Ay x = byy) de (11), com b[5k] dado como em (10). Note que, se
1Ak XR — bf’k]H < by entdo definimos Ay =0, h =0 e x¢,, = xp.

Em algoritmos tipo Kaczmarz, um grupo de N passos subsequentes (come-
cando em algum mdltiplo de N) é chamado de ciclo, dito de outra forma, é o grupo das
N equacgédes Ajx = bj, em cada ciclo a equacdo Ajx = b; pode ser usada ou nio. As
iteracdes (85), (86) e (87) terminam quando pela primeira vez todos 0s x,§ sdo iguais
dentro de um ciclo. Dessa forma, paramos a iteragdo em k. = ki ({6 itis {b?} ,~), onde

ke == min{IN : leNe x)=x\,1="=X\.nN}- (88)
Em outras palavras, k. € N é o menor muitiplo de N tal que x,é* = Xlé*+1 —...= xﬁ* N
ou, equivalentemente, Ay = Ax 4 =--- =N N =0.

Para o restante deste capitulo, vamos chamar i = [k] e supor que as seguintes
afirmagébes sejam verdadeiras:

(A1) Existe x* € X tal que A;x* = b;, onde b; € R(A;), i =0, ..., N—1, corresponde
ao dado exato.

(A2) Os operadores A; : X — Y séo lineares, limitados e mal postos, i.e., caso o
operador AIT1 : R(A;) — X exista, € descontinuo.

A partir de (A2) segue a existéncia de C > 0 com max; ||A;|| < C.

Conforme ja discutido na introdugéo, a etapa iterativa do método TIKr é analogo
a que propée [6], mais precisamente, dado k € N, vamos definir para cada i > 0 os
conjuntos de niveis Ql, = {x € X; | Ajx—b®|| < u} da fungo residual x + ||Ax — b ||
da i-ésima equacéo do sistema (11). Se a iteracdo xﬁ nao pertence a Ql s a proxima
iteracdo x,f .1 € computada resolvendo o problema de projegdo relaxado

miny |[x —x2||2
. _ (89)
st Ax—b|2 <p2,  O(AXE-BY.5) < p< D(AXE-BY.5))

para (x,1) € X x R, onde ®(u,v)=nu+(1-n)v e O(u,v) =fu+(1-7)v, Yu,v € R,
com0 <n <1 < 1. O intervalo [cb(HA,-x,i-bf 1,8, D(|Axd b, 5,-)] é ndo degenerado
sempre que ||Aix® — bY|| > 5. Se (X', 1) é uma solugdo de (89), temos x%,, = X' e
|Ax2, = b%|| = W' (veja o Lema 5.1.1). Assim como em [6], x£, , € gerado projetando
x,f em um dos conjuntos convexos (Qlu) D<p<d’

Uma vez que ndo temos unicidade da solucdo de (89), existe mais de uma
maneira de escolher x;? +1- O proximo lema, que contém uma prova simples, aborda

essa questao.

Lema 5.1.1. Suponha que ||Aix} —bP|| > 5;. As seguintes afirmagbes s&o equivalentes:
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1. X' = Po, (x}) e O(|Apg - b2, 8) < 1/ < B A - bY, 5));
2. (X',1) e X xR é solugdo do problema de proje¢do relaxado (89);
3. X' = x2 = A(I + MATA) AT (AixE — bY), para algum A > 0,
(| Axg = b1, 5)) < [|Aix = by || < (|| Aixg = b7 . 57),
e ' = |Ax = b3|;
(aqui P (x) representa a projecdo ortogonal de x sobre o conjunto convexo Q).
Demonstraco. Veja [6, Lema 2.3]. O

Segue direto do Lema 5.1.1 que resolvendo o problema de projecao relaxado
em (89) temos ®(|Aix5 — b%||,5;) < [[Aix' = bY|| < D(|AxE - bBY|,5;), onde X' =
X2 =N+ AATA) A (AXS - BY) e 1 = [|AiX' = bP||.

A seguir vamos nos inspirar no Lema 5.1.1 para propor o método TIKr.

[1] Escolha xg € X € Amax > 0; defina k :=0;
[2] Escolhat>1, e0<n<n<1;
[3] Faca
[3.1] 7 = [K];
[3.21Se [[Aix2—bP|| > t5;] entdo
compute (Mg, hy) € Ry x X tal que
B = Ak (1+ A ATA) T A% (A xE = bY)
nllAxE = b2 + (1-m)8; < [|Ai(xE + he) —b2|| < Al AixE —b|| + (1 =7)3;
Se [Ax > Amax | entdo
Ak = Amax; Mk = —Amax (1 +AmaxATA;) T A7 (A x2 - b?)
caso contrario
A =0; he=0;
[3.3] x2,; = X2+ hy;
[3.4] k = k+1;
até [([k]=0) e A\k—t =Ag2="---=Nn=0)];
[4] kv = k—N;

Algoritmo 3 — Método Tikhonov lterado Kaczmarz relaxado (TIKr).

Observacao 5.1.2 (Sobre a limitagdo dos multiplicadores de Lagrange no Algoritmo 3).

e No Algoritmo 3 os multiplicadores de Lagrange A\, sdo acotados superiormente por
Amax > 0. Isso é necessario para provar os resultados sobre convergéncia para dados
exatos (veja Teoremas 5.2.2 e 5.2.5).
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e E importante notar que no caso de dados com ruidos (5 > 0, fixo), essa suposicao
ndo tem influéncia, nesse caso Amax pode ser escolhido arbitrariamente grande, pois
o Algoritmo 3 sempre para apos um numero finito de passos (veja Corolario 5.1.8).
Portanto o Algoritmo 3 pode ser implementado sem limitar os multiplicadores.

e Nos casos em que A < Amax € Ak = Amax @ desigualdaden||A,-x,§ - bf?|| +(1-m)d; <
]|A,-(x,§ + hk)—bff’ | € sempre valida (adaptando [61, Lema 2.3 itens 2 e 4]), i.e, o residuo é
decrescente. Porém ndo podemos garantir que || Aj(xg+hy)—-bP || < || AixE—bP||+(1-1)3;
quando Ay = Amax-

e No caso particular N = 1, o sistema (11) reduz a uma unica equacao e os resultados
similares podem ser provados sem a limitacdo dos multiplicadores. Neste caso os
resultados sdo um caso particular de [58] para equagbes de operadores nao lineares.

Vamos agora dar inicio a uma sequéncia de resultados que serao importantes
para nossa analise de convergéncia. O primeiro resultado é sobre a etapa iterativa do
Algoritmo 3.

i lifi 5 S 1o & 5 &

Para simplificar a notagdo vamos usar dy = by — Ajxp 4 = bj — Ajhg — Ajxg.

Lema 5.1.3. Assuma que (A1) e (A2) sejam verdade e sejam xﬁ, hy, A definidos em
(85), (86) e (87) respectivamente. No caso de dados com ruidos, as afirmacdes

1. AixR = bY = (14 \A; AT A xR = BD);

1
2. h = MNAF (B =Ai X2 4);

3. AR =Bl < A xg,q = BRIl < [[Aixg = b2 I;
valem para 0 < k < k.

No caso de dados exatos 1. e 2. continuam validos. Além disso,
4. n||Aj Xk = bil| < ||Aj Xke1 = bjll < 1[|Aj Xk — bjl|, sempre que A < Amax;
5. n||Aj xx = bil| < [|Aj Xk41 = bjll < [|Aj Xk — bjll, sempre que A = Amax-

Demonstrag&o. A condigdo de otimalidade aplicado em (83) (com A;) nos fornece
AAT(AXS, 1 —b0) + X2 —xP = 0, isso implica A  AjAT (Aix?, ; —b2) + Ai(x2, {—xP) = 0. So-
mando A,-x,f+1 —b? em ambos os lados dessa Ultima igualdade temos (I+)\,(A,-A;.*)(A,-x,§+1 —
b?) = Aix2 — b®, 0 que prova 1., a afirmag&o 2. segue diretamente dessa condigéo de
otimalidade. Para provar 3. note que no caso Ay < Amax a afirmagao segue do passo
[3.2] do Algoritmo 3. Se Ak = Amax a primeira desigualdade segue da Observacao 5.1.2
e a segunda desigualdade segue de (83). O item 4. segue do passo [3.2] do Algoritmo
3 com §; = 0. Quanto ao item 5. a primeira desigualdade segue da Observagéo 5.1.2 e

a segunda desigualdade segue de (83).
0
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Proposicao 5.1.4. Assuma que (A1) e (A2) valem e sejam x,‘z, hx, Ay definidos por
(85), (86) e (87) respectivamente. Entdo

xR 1 = X2 = [1x§ = x*|2 < 2n A [|aflI(8; = |Axg = b 1) = xR, —xgl2 (90)
parak =0,...,k.—1. Em particular no caso de dados exatos (bf-" = b;) temos
Ixks1 = X*12 = IIxk = x*[17 < =202 AgcllA; xc = Bill? = [ X1 — XklI?, (91)
parak =0,...

Demonstragdo. Primeiro vamos analisar o caso §; > 0. Se ||A; x2 — b?|| < 75;, entéo
Ac=0e x,§+1 = xﬁ. Assim, (90) é trivial. Caso contrario, duas situagdes podem ocorrer.
Podemos ter Ay < Amax, Nesse caso segue a partir do Lema 5.1.3 item 2. que

X4 = X*[12 = lIxg — x*||7

= 2 <Xl§+1 _Xlé’ X/§+1 _X*> - HX/§+1 _X/(EHZ

= 2\ <b;5 _AI'XI§+1’ AI'(XI§+1 _X*)> - ”XI§+1 _XI§||2

= 20 (B2 —AixE, 1, AixS .y — B2 + B2 — Apx*) = |Ix2, 4 — x|I?

2hk [—[IGRIIZ + [laRl 8] = 15,4 = XRIIZ. (92)

IN

Segue do Passo [3.2] do Algoritmo 3 que @([|Ajx2 —b?|[,5;) =n||AixS — b2 + (1 -
n)8; < ||dg||. Consequentemente —[ B [+ d2 [5; = [|d |(8;—|ag ) < nllaI|(8;— | Aixg—
be), assim (90) é verificado. O segundo caso € quando A = Amax, NESSe caso segue
da Observagao 5.1.2 que também vale n[|A;ix2 — b?|| + (1 —n)8; < [|dZ||, implicando que
vale (90).

No caso de dados exatos, segue a partir do Lema 5.1.3 itens 4. e 5. (quando
Ak < Amax € Ak = Amax) que —||dk||% < —?||A;x, — b;||2, assim (92) (com &; = 0) implica
em (91). H

O proximo corolario nos diz que a cada passo do Algoritmo 3, a sequéncia
gerada se aproxima de uma solugdo do problema (11).

Corolario 5.1.5. Assuma que (A1) e (A2) valem e sejam x,?, hy, Ak definidos em (85),
(86) e (87) respectivamente. Entao

X241 =x*12 < | -x*?, k=0,... , ki—1. (93)

Adicionalmente, no caso de dados exatos temos || X1 — x*|2 < ||xx — x*||2, para
k=0,1,...

Demonstragcdo. Os dois casos seguem diretamente de (90) e (91) respectivamente.
0
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Corolario 5.1.6. Assuma que (A1) e (A2) valem e sejam x,‘z, hy, Ak definidos em (85),
(86) e (87) respectivamente. Entao

N> mi {(HA,-x,é—b?u—nd,én)||A,-x£—b,-5||

min ,}\max ,k=0,...,k*—1. (94)
|A%(AixE — b?)|12 }

Além disso, se || A; x — b|| > T8; (para algum 0 < k < k, —1) ent&o

Ak > min {02(1 —f)(1 = 1/7), Amax} —: 0, com C > 0 definido anteriormente.
Adicionalmente, no caso de dados exatos temos A, > min{Amax, C2(1-1)} para

k > 0.

Demonstragcéo. Seja 0 < k < Kki. Se Ay = Amax, entdo néo ha o que provar. Caso
contrario, se Ay < Amax duas situagées podem ocorrer. Primeiro, se ||A,-x,§ - bf’H < 1d;
entdo A, = 0 e x2_; = x°. Assim, (94) é trivial. A outra situagao é ||A;x2 — b > T,
neste caso a prova de (94) é conforme em [6, Corolario 2.5].

Para provar a segunda afirmagéo, ou Ak = Amax (nada ha fazer) ou Ay < Amax
e vale que [|d}|| < 7||Aix2 — b?|| + (1 —1)5. Consequentemente, [|Aix2 — b2|| —||dS|| >
(1=7)(||Aix2 — b2|| — ;). Assim, segue a partir de (94) que

Xg = b7l = Il
1Axg = b

5; P
—HA'XKI_ b-||> > C2(1 —j)(1 = /7).
I ]

A.

Ak > c2lA > C2(1 —ﬁ)<1 -

No caso de dados exatos, dado k € N, temos Ag < Amax € ||dk|| < 11]|Ajxk — bl

(veja Lema 5.1.3 2.) ou Ay = Amax (nesse caso néao ha o que provar). No primeiro caso,
segue de (94) que

- d|| Y
A2021—H—k > C™4(1-7).
oz HAiXk—biH)
Consequentemente, A, > min{Amax, C2(1 =)} O

Corolario 5.1.7. Assuma que (A1) e (A2) valem e sejam xy, hy, A definidos em (85),
(86) e (87) no caso de dados exatos (i.e. bf =b;,i=0,... ,N—=1). Entdo as séries

0 (o] o0 (o]
D %kt = xkll? 2> M IApgxi = brigll? . > Ak lldkl® e > [l Apgxi — byigll®
k=0 k=0 k=0 k=0

convergem.

Demonstracdo. A convergéncia da primeira e da segunda série segue de (91), usando
o argumento de soma telecépica. A terceira soma segue da convergéncia da segunda
série e do Lema 5.1.3 itens 4. e 5.. A ultima segue da segunda soma e do Corola-
rio 5.1.6. m
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Corolario 5.1.8. Assuma que (A1) e (A2) valem e sejam x,‘z, hy, Ak definidos em (85),
(86) e (87) respectivamente. Entdo o indice de parada k. definido em (88) é finito e

—1
ke < N<1+Hx0—x*||2 n20ts2, (- 1)] ) (95)

onde b min = min{d;}, comie{0,...,N—1}.

Demonstragdo. Assuma por contradicao que ki nao seja finito, i.e., em cada ciclo
{IN,...,IN+N—-1}, | € N, do Algoritmo 3, existe pelo menos um indice j(/) € {0, ..., N-1}
tal que [|Aj( Xinj() —b pll = 78y De (90) e do fato de 1Ak Xg =Dl || = TO[k) Ou Ak =0,
obtemos para todo / e N

IN
Ixo = x*[12 > 2n > Akl dRIl (1 Aixg — b7l - )
k=0
IN
212> Akl A xE = BY | (| A x§ = BY || - 5))
k=0
/
2 ) ) ) )
202 Y Asnisjs) 1 Aj(s) Xshvajis) ~ Bjis)| (llAj(s> Xshj(s) ~ js)ll — 6/(3))
s=0

v

v

/
> 217 Agnaj(s) Wi (T—1) > 1207085, (t—1), (96)
s=0
(a ultima desigualdade segue do Corolario 5.1.6). Uma vez que o lado direito de (96)
se torna ilimitado quando / — ~o isso gera uma contradigédo, e portanto k. é finito. A
estimativa (95) segue substituindo / = (k. — N)/N em (96). O

5.2 ANALISE DE CONVERGENCIA

Nesta secdo vamos apresentar os principais resultado de convergéncia do mé-
todo TIKr, comegando com o teorema para dados sem ruidos, ;=0,i=0,...,N—1.
Note que no caso de dados exatos, A\, = 0 e hy = x,1 — xx = 0 se, e somente se,
|Ajxx —bj|| =0parai=0,...,N—1 (veja o Passo [3.2] do Algoritmo 3).

Definicao 5.2.1. Vamos chamar de solugdo xp-minima do problema (11), o elemento
x' tal que ||xt = xg|| = inf{ || x = x||; Ax = b}. A existéncia de x' é assegurada pelo
Lema 2.3.3. Além disso, x' é a tnica solugdo de (11) com essa propriedade.

Teorema 5.2.2 (Convergéncia para dados exatos). Assuma que (A1) e (A2) valem e
sejam xi, hy, A\ definidos em (85), (86) e (87) respectivamente em caso de dados
exatos (i.e. bf? =b;,i=0,... ,N=1). Entdo xy termina apos um numero finito de passos
com uma solugdo de (11) ou x; — x', quando k — o, onde x' é a solugdo xy-minima
de (11).
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Demonstracdo. Se ap6s um numero k de iteragcdes, os residuos de todas as equacdes
sdo iguais a zero, entdo o algoritmo termina e x; € uma solugéo de (11). Caso contrario,
defina e = x* — x;. Segue do Corolario 5.1.5 que ||ex|| € monbtona néo crescente.
Entao, ||e|| converge para algum e > 0. Vamos mostrar que e, € uma sequéncia de
Cauchy.

Para mostrar que e, € uma sequéncia de Cauchy é suficiente provar que
|(en—ex, en)| — 0, |{(en—ey, en)| — 0 quando k,/ — cocom k < /paraalgumk <n </
[50, Teorema 2.3]. Sejam k < [ arbitrarios e escreva k = keyN + ky, I = lZN+1;, com kq,
lh €{0,...,N—=1}. Seja ng € {kp, ..., lp} um indice tal que para todo jy € {kp, .- ., lp}

N—1 N-1
> Anohirs |1As Xngnes = bsll < D Agnas 1As Xpnas = bl » (97)
s=0 s=0

e sejan=ngN + N—1. Usando a notacdo j = jyN + j; temos

n—1 n—1

[(en—ex, en)| = ’Z((Xjn_xj),(xn—)(*))‘ = ‘27\]<A[/’]Xj+1_b[j],A[j]Xn—A[j]X*>
j=k j=k

no N-1

> D MlIA; X1 = by 1A xn— by, |

Jo=ko j1=0

ng N-1

< D Do NIGIA; xn byl (98)

Jo=ko j1=0

IN

O ultimo termo do lado direito de (98) pode ser estimado por

[Aj Xn=bj, || = [|Aj; Xpgnen—1 = by, |
N-2
S ”A_/1 Xn0N+i1+1 - b_[1 H + Z ”A_/1 Xn0N+s+1 _Aj1 Xn0N+s||
S=ji+1
N-2
< HAj1 Xn0N+j1+1 _bj1 H + Z C“Xn0N+s+1 _Xn0N+sH
S=f1+1
N-2
< A, XnoNajye1 = Bl + D ChponiasllA(bs — AsXponas) |
S=ji+1
N—-1
2
S ||Aj1 Xn0N+j1+1 _bj1 || + Z C )\noN+S||AanoN+S_ bs”
s=0
N-1
2
< 2(1 + CAnyNas) | AsXpgNas — Ds||
s=0
N-1

IN

Amin + €2 " AponssllAsXnones — bs|l-
s=0
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(com Amin = Min{Amax, C2(1 ﬁ)}, veja Corolario 5.1.6). Dessa forma, segue de (97)
N-1

que [|[Ajxn—b; || < A\ + C?) Z oN+sllAsXoNes — bsll, para todo jo € {ko, ..., lo}-

Dessa ultima desigualdade 1unto com (98) obtemos

No N-1 N-1
{en=exenll < Oin+C2 > | 2 Nllgjl] [ZA;ON+S||Asx,-ON+s—bsH}
Jo=kKo 11 =0 S=

No N—-1 N-1

(i + €2 > [ZMIdHHZMI b, ||

Jo=Ko

Mo

_ NA
< O+ CO=52 Y [ZMId|I2+Z7\|IA,1Xl b I] (99

Io k() I1

Segue do Corolario 5.1.7 que o lado direito de (99) tende a zero quando k, | — ~c.
Analogamente mostra-se que |(en— ¢}, en)| — 0 quando k, | — cc.

Portando, e, é uma sequéncia de Cauchy e x, converge para algum x* € X.
Uma vez que [[Ajx Xk — bkl — 0 quando k — oo (veja Corolario 5.1.7), x* € uma
solucao de (11).

Segue do Lema 5.1.3 2. que xk,1 — Xk € R(A?) C N(A)+ C N(A)*. Conse-
quentemente x* € xg +N(A)L, pela Definigdo 5.2.1 xT é a Unica solugao Xp-minima de
(11), com isso o Teorema esté provado. O

Definicao 5.2.3. Para k < k., um vetor z € X é chamado sucessor de xfg se existe um
par (A, > 0, h, € X) definido no Passo [3.2] do Algoritmo 3, tal que z = x,f + hy.

Definicao 5.2.4. Uma sequéncia sem ruidos € uma sequéncia x,, C X gerada pelo
Algoritmo 3com §;=0,i=0,...,N—1. Note que

1. Xk,1 € um sucessor de xj para todo k € N;

2. Xyq1 = argming Ty, (x), onde Ty, (X) = Ac[|Aix = bjl? + [ x — x| e A > 0 é
definido no Passo [3.2] do Algoritmo 3;

3. hy = x4 — Xk = 0 se, e somente se Ajxy = bj (veja o Passo [3.2] do Algoritmo 3);
nesse caso, o Unico sucessor de xy € z = xy, ele mesmo.

Teorema 5.2.5 (Estabilidade). Assuma (A1) e (A2). Sejam & : (6/ . 6/,'\,_1) uma
sequéncia de numeros reais positivos convergindo a zero e bY = (b5’ ce b%_1) a
sequéncia de dados com ruidos sat/sfazendo (10). Para cada j € N, seja x,§’+1 um
sucessor de x,§j para0 < k < k*(éf ,b¥ ). Entdo, existe uma sequéncia sem ruidos x
tal que, para cada k < N fixado, existe uma subsequéncia 8 (dependendo de k) de
&/, satisfazendo

x> = x;, quando m — oo, para 1=0,...,k.



Capitulo 5. Meétodo de Tikhonov lterado Kaczmarz 53

Demonstragdo. Vamos usar inducdo. Uma vez que xg = Xp para todo & > 0, a afir-
magcdao € valida para kK = 0. O argumento consiste em escolher repetidamente uma
subsequéncia da subsequéncia corrente. Por simplicidade, vamos chamar uma sub-
sequéncia de &/ também de &/. Suponha por indugéo que a afirmacéo valha para algum
k € N, i.e., que existe uma subsequéncia & e x; satisfazendo

xfj — X;, quando j — oo, para /=0,...,Kk, (100)

com x;,1 um sucessor de x; para [=0,...,k—1. 1

Desde que x,?’ 1 € um sucessor de xk (para cada &/) existe um niimero positivo
A tal que x,, = x¥ =AY (1+ AV AT A; N At (A x¥ - bY). Depois disso vamos provar a
existéncia de um sucessor X, 1 de Xy € de uma subsequéncia & da atual subsequén-
cia tal que x,fiq — Xk4+1 Quando j — oo, completando assim o argumento de indugéo.
Vamos dividir essa prova em trés passos:

Passo 1. Vamos definir o elemento x,,1 € X.

Passo 2. Vamos provar que
xﬁjﬂ — Xk41, Quando j — oc. (101)

Passo 3. Vamos mostrar que x,,.1 € um sucessor de xj.

Prova do Passo 1. Segue a partir do Algoritmo 3 que ?\f(j < Amax para cada k € N
fixado (veja Observacdo 5.1.2). Consequentemente, para alguma subsequéncia &
existe um A, > 0 satisfazendo

A = Jim AY < oo (102)

j—>OO

Agora definimos Xy, = argminycx Tg ), (X), cOM Xy, 1 = Xk + h € Tx,, como na
Definicdo 5.2.4 item 2.
Prova do Passo 2. Da definicao de x,§’+1 e de xi,1 segue que

& & o
N AL (AXR 1 = BY) + Xy = X8 = 0 = MAT(AiXieat = by) + Xt = Xk
com isso obtemos

0 =AY A A, s = Xiat) + X g = Xiear + (A = N)ATA X1 + Acbi =AY BY —x¥ 4 i

' Note que k. (&, b¥ ) > k para j grande o suficiente.
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Multiplicando essa Ultima expressao por x,§’+1 — Xk41 temos

I =kt I? < AR AR =X )IP + X =kt 2

Ak = ?\k|<A*AXk+1 (XBot = Xkat)) + (X = XR » X1 = Xk 1)
N BY — by, X5, = Xk 1)

G2k = A Xt 1131 = Xt I+ s =6 | 1R = Xkor |
sy = AR b7 1|11 = Xicon .

IN

+

Consequentemente ||xk+1 X1 || < CP|Ay — A5’| Xkat || + [1xk = x5 I+ | Akbi - Afbé’n
Portanto (101) segue de (10), (100) e (102).
Prova do Passo 3. Vamos dividir em dois casos: Primeiro caso, ||Ajx,—bj|| = 0 : nesse
caso devemos concluir que Xx.1 = X. Se hy = 0, temos que Xx,1 = Xk, caso contrario
segue da definicdo de Xy, que 0 = AgAT (Aj(Xky1 — Xk) + AiXk — b)) + Xk — Xk =
(AKATA; + 1) (Xk11 — Xk), isso implica X1 = Xk.

Segundo caso, ||A;jxx — bj|| > 0: Se 7\2’ < Amax segue de (10) e (100) que

lim [|AixY = b || = || Aix - bil| > 0. (103)
j—o0

Do passo [3.2] do Algoritmo 3 temos que '
|Aix = b € [@(HA,X;? —b[|, &), (|| AxY - b, 5{.)} . Fazendo j — oo e conside-
rando (100) e (102) segue que ||A;jxk.1—bj| € [CTD(HA,-xk—b,-H,O),CT)(||A,-xk—b,-H,O) , por-
tanto x4 € um successor de x,. Agora se Ai’ = Amax, Segue de (103) que existe J € N
tal que [|Aix} — b¥ || > & para j > J. Defina o conjunto J = {j > J ; Ay < Amax}. Se

1J < 0o, a menos de uma subsequéncia temos ?\k = Amax- Entdo Ag = lim 7\k = Amax.
j—>oo

Além do mais <i)(||A,-xk/ - b,jll, 6/, < ||A; Xk 1= -/||, fazendo j — oo concluimos que
O(||Aixx — bjll, 0) < ||AiXk.1 — bjll, portanto x,,1 € um successor de x.
[

No proximo resultado vamos tirar proveito dos Teoremas 5.2.2 e 5.2.5 para
mostrar que x,f (5) COnverge para uma solugdo de (11) quando & — 0, onde k. (d) = K«
é definido em (88).

Teorema 5.2.6 (Regularizacdo). Assuma (A1) e (A2). Seja &/ = (5f ey 6/,'\,_1 )jen uma
sequéncia de numeros reais positivos convergindo para zero e b = (b8’ ..., bY _1)jeN
a sequéncia de dados com ruidos satisfazendo (10). Para cada j € N, seja xk’ 4 um
sucessor de xﬁj para0 < k < kl = k.(8/,b¥). Entdo, toda subsequéncia de x6 tem
ela propria uma subsequéncia convergindo para uma solugao de (11). Além d/sso se
K — 0o quando j — oo, entéo XE — xT.

*

Demonstragdo. Fixe uma subsequéncia qualquer de & e denote novamente por &.
Devemos considerar dois casos: Primeiro, assuma que a sequéncia k.. é limitada. Entao
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esta tem um ponto de acumulacéo finito. Nesse caso, devemos mostrar que existe uma

. / ~ .
subsequencia §; tal que xij converge para uma solucao do problema inverso. Agora,

uma vez que k{; € N, para todo j, podemos extrair um subsequéncia §im de &/ tal que
kim = n para algum n € N, e para todo m. Segue do Teorema 5.2.5, que a menos de

uma subsequéncia

. im . &im

lim x¥" = lim x%7 = x,.
m—oo KM~ mSoo N n

Note que xp € uma solucao de (11). De fato, parai € {0,..., N—1} temos

. &im . &im &im §im
|Axn=byll = lim_[|AxST = byl < lim ([ AxSn b2+ 162" - byl
< lim (t+1)8m =0.
m—oo

No segundo caso assuma que k. ndo é limitada. Assim existe uma subsequéncia

crescente de k., denotada também por K/, tal que ki — oo quando j — co. Vamos
5] . . I

provar agora que X tem uma subsequencia convergindo para x'. Isso provara que

toda subsequéncia de xz tem ela prépria uma subsequéncia convergente para x', o
que provara o resultado.

Fixe ¢ > 0 e seja xj a sequéncia sem ruidos construida no Teorema 5.2.5. Segue
do Teorema 5.2.2 que x, — xT, onde x' é uma solugéo Xp-minima de (11). Ent&o existe
um indice L = L(¢) € N tal que,

HXK_XTH<%, k> L. (104)

Além disso, como ki — oo quando j — oo, existe J € tal que ki > L, para todo
j > J. Com isso, segue do Corolario 5.1.5 que

, & &
jzd = lxg=x" < Ix = x1],

e a partir do Teorema 5.2.5 segue a existéncia de uma subsequéncia §lm (dependendo
de L(¢) e de M € N) tal que

i £
m>M — |x}" -x|| < 5

Dessa forma, para m > max{J, M} (o que implica j;m > max{J, M}) temos
im im Jm
m =X < I =X < ™ =+ Hlxe = x| < e (105)

Note que a subsequéncia §lm depende de ¢. Vamos construir uma subsequéncia
independente: escolha ¢ = 1, entdo podemos encontrar uma subsequéncia & e um
numero j; € N tal que

x5

k/-1—XTH<1. (106)
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Como a subsequéncia atual & é uma sequéncia de niimeros reais positivos

convergindo a zero, a ideia anterior pode ser aplicada para ¢ = % usando uma sub-

sequéncia da sequéncia atual. Podemos escolher j> > j; tal que
1% — x| < > (107)

Usando indugéo, é possivel construir uma subsequéncia &m com a propriedade

im 1
||XZ —xT| < —. paratodo meN, (108)

isso implica que Hxﬁf: —x'|| =0, quando m — oo. O
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6 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Na primeira parte deste trabalho nés analisamos versées inexatas de métodos
tipo Tikhonov, usados como técnicas de reqularizagdo para resolver problemas line-
ares mal postos. Os minimizadores dos funcionais de Tikhonov sdo computados de
forma inexata usando uma iteragc&o interna. O método a ser usado na iteragcao interna
deve satisfazer a Hipdtese 3.0.1 (no caso do método de Tikhonov de um passo) ou a
Hipotese 4.1.1 (no caso de métodos de Tikhonov iterado). A iterag&o interna termina
conforme a regra (39) (no caso de métodos de Tikhonov de um passo) ou (55) (no caso
de métodos de Tikhonov iterado). Muitos métodos conhecidos de otimizagdo convexa,
satisfazem as hipoteses necessarias e portanto podem usados na iteracdo interna para
aproximar os minimizadores, veja a Secdo 4.3. No Capitulo 3 analisamos uma versao
do método de Tikhonov de um passo penalizado por uma fun¢do uniformemente con-
vexa. Neste capitulo consideramos ainda as regras a priori (4) e a posteriori (7) para
computar os pardmetros de regularizacao. Para essa versao do método de Tikhonov
de um passo, obtemos o0s sequintes resultados:

e Boa definicdo do método, Lema 3.2.1;
e Propriedades de regularizagdo, Teoremas 3.1.1 € 3.2.2;

e Taxas de convergéncia dtima (sob a hipdotese de condicao de fonte), Teoremas
3.1.2e 3.2.5.

No Capitulo 4 analisamos uma verséo inexata do método Tikhonov Iterado
penalizado com a distancia de Bregman induzida por um funcional fortemente convexo.
A sequéncia dos parametros de regularizagdo € escolhida a posteriori, conforme (56).
Para esse caso obtemos 0s seguintes resultados:

e Boa definicdo do método, o indice de parada do método é finito e a monotonia
da iteracdo, Lema 4.2.1, Proposicdo 4.2.3 e Corolario 4.2.4 e Proposicao 4.2.10;

e Estabilidade do método, Teorema 4.2.7;

e Reqularizacdo do método, Teorema 4.2.13.

Na segunda parte deste trabalho, investigamos uma versdo de Kaczmarz do
método de Tikhonov iterado ndo estacionario usado para computar solugdes aproxima-
das estaveis de sistemas de equacgdes lineares mal postos, veja Capitulo 5. A maior
vantagem deste algoritmo esta na estratégia usada para escolher os multiplicadores
de Lagrange, a qual nos permite provar convergéncia do método para dados exatos de
uma maneira diferente como foi feito em [6], veja Teorema 5.2.2. Além disso, provamos
0s seguintes resultados:
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O indice de parada do método é finito, Corolario 5.1.8;
Convergéncia para dados exatos (6 = 0), Teorema 5.2.2;
Estabilidade do meétodo, Teorema 5.2.5;

Regularizacdo do método, Teorema 5.2.6.

Algumas possiveis extensées deste trabalho s&o:

Estudar uma versao nao linear do método Tikhonov iterado com minimizacdo
inexata;

Estudar e analisar uma versao nao linear do método TIKr;
Estudar e analisar uma versao randémica do método TIKr;

Estudar e analisar uma versao randémica néo linear do método TIKr.



Apéndices
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APENDICE A — APLICACOES

Vamos apresentar dois modelos de aplicagcbées para o Algoritmo 3 (TIKr) anali-
sado no Capitulo 5, a saber: O problema de desfoque de imagem (deblurring), [36] e
o Problema do Potencial Inverso, [51]. Em [2] é feito uma analise qualitativa e quanti-
tativa da performance do algoritmo 3 aplicado a esses dois modelos. Neste Apéndice
apresentaremos apenas a analise quantitativa, para mais detalhes sobre tais aplica-
cbes bem como figuras mostrando o numero de iteragdes por ciclo e o erro relativo
| x* — xﬁH/ |x*]|, veja [2]. O calculo de nossos experimentos numéricos foi conduzido
usando o MATLAB 2012a.

A performance do método TIKr é comparada com outros trés métodos tipo
Kaczmarz, a saber: O Tikhonov iterado geométrico Kaczmarz (9iTK) com Ay = 2k o
meétodo Tikhonov iterado estacionario Kaczmarz (siTK) com A, = 2 e o Landweber
Kaczmarz (LWK). A iteragdo do (LWK) usando a notagdo i = | k| é dada por

X2 =xp + Al(bY —Aixp), paracada k € N.

A.1 DESFOQUE DE IMAGEM

Esses sdo problemas de dimenséo finita modelados em geral, por sistemas
lineares Ax = b de alta dimensao. Aqui o vetor x ¢ X = R" representa os valores
de pixel de uma imagem verdadeira desconhecida, enquanto o vetor b ¢ Y = R"
representa os valores de pixel da imagem observada (desfocada). O operador A
R" — R" descreve o fenémeno de desfoque (discretizado) [35, 36].

Na configuragdo continua, o processo de desfoque é representado por um ope-
rador integral do tipo convolugdo. Assim, o modelo matematico corresponde a uma
equacdio integral de primeiro tipo, veja [9]. Na configuracdo discreta, depois de incorpo-
rar as condi¢cbes de contorno adequadas no modelo, a convolug&o discreta deve ainda
ser avaliada de um algoritmo apropriado.

Em nossos experimentos de remog&o de borréo, veja [2], consideramos a se-
guinte configuracdo:

e Aimagem verdadeirax ¢ R", n= 2562 (Cameraman 256 x 256);

e A funcdo de propagacao de pontos (point spread function) é rotacionalmente
simétrico ao filtro gaussiano de tamanho [256x 256] e desvio padrédo o = 4;

e Os dados exatos b = Ax € R (imagem desfocada).

Os operadores lineares A; : R'® — R1® em (11) correspondem aos blocos de
linhas do operador desfoque A (i.e., N = 16 blocos com 32 linhas cada), enquanto os
dados b; sdo definidos adequadamente de modo que A;x = b;. Observe que cada ciclo
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consiste em 16 etapas iterativas. Na implementacdo do método TIKr para o problema
em questao usamos os valoresn = 0.1 en = 0.5.

Nos experimentos comparamos o método TIKr com os métodos LWK, siTK com
Ak = 2 e giTK com A, = 2K usando o nivel de ruido 5; = 1%. As tabelas a seguir
representam o erro relativo || x* — x,f Il/|lIx*|| (calculado ao final do ciclo apresentado na
primeira coluna da tabela) e numero de equacgées resolvidas (calculadas ao final do
ciclo apresentado na primeira coluna da tabela) respectivamente:

Ciclo TIKr LWK siTK giTK
10 0.05 0.22 0.055 0.05
30 — 0.20 0.055 0.045
50 - 0.17 0.052 0.045

Tabela 1 — Erro relativo para o nivel de ruidos §; = 1%.

Ciclo TIKr LWK siTK g@iTK

10 7 16 14 14
30 - 16 14 10
50 - 16 14 7

Tabela 2 — O nimero de equagdes resolvidas por ciclos.

O método TIKr atinge o critério de parada no ciclo 24. Ele mostrou bom desem-
penho em relacdo aos métodos LWK;, siTK e giTK quando comparado o erro relativo e
numero de equacgdes resolvidas por ciclo.

No préximo experimento usamos ruido relativo ||b; — b?H/ |bj|| de trés niveis
distintos, a saber 0.1%, 1% e 10%. Esses numeros representam o quao desfocada
esta a imagem a ser melhorada, dito de outra forma, representam o quéao "distante”
esta a imagem desfocada da imagem verdadeira. A tabela 3 abaixo compara o méetodo
TIKr com o giTK, onde o numero de ciclos computados para cada método é mostrado,
bem como o numero de iteracées realizadas. Vale ressaltar que os métodos LWK e
SiTK ndo atingiram os critérios de parada para os niveis de ruidos analisados (esses
métodos foram interrompidos apds 10 ciclos e os resultados obtidos foram omitidos).

5 TIKr 9iTK
10% 15 (124) 111 (850)
1% 24 (212) 116 (939)
0.1% 29 (262) 119 (1023)

Tabela 3 — Imagem desfocada: Primeiro o nimero de ciclos computados; entre parénteses o
numero de iteragbes computadas.
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Reiteramos que nos experimentos o pardmetro Amax ndo desempenha papel
tendo em vista a Observacdo 5.1.2. No método TIKr os multiplicadores de Lagrange
foram calculados de forma similar a estratégia apresentada em [6].

A.2 PROBLEMA DO POTENCIAL INVERSO

O problema do Potencial Inverso (IPP) é um problema de identificacdo de para-
metros para EDP’s elipticas [45, 39, 51, 62]. Generalizagbes deste problema inverso
aparecem em muitas aplicacées relevantes incluindo Gravimetria Inversa [53, 62], ele-
troencefalografia (EEG) [43] e eletromiografico (EMG) [63].

O problema direto consiste em resolver num dominio Lipschitz QO c R9, para
uma determinada fungéo de fonte x € L»(Q), o problema de contorno

-Au = x,emQ, u=0emadQ. (109)

O problema inverso correspondente é chamado de problema do Potencial In-
verso (IPP), que consiste em recuperar uma fungdo x em Lo, a partir da medida dos
dados de Neumann do seu potencial correspondente u € H' na fronteira de Q, i.e.,
b = uy|yn € Lo(0Q)).

O IPP é modelado pelo operador linear A : Lo(Q) — Lo(0Q) definido por Ax =
Uy|yo onde u € Ha (Q) é a unica solucédo de (109), veja [51]. Usando essa notacéo, o
IPP pode ser escrito na forma abreviada Ax = b

Nossos experimentos s&do inspirados em [6]. Na configuracdo experimental es-
colhemos Q) = (0,1) x (0, 1) e assumindo que o pardmetro procurado x* é uma fun¢cao
H'. A funcdo x* é mostrada na figura abaixo, bem como o iterado x§’2 e o erro de
iteragdo || x* — x§2|| para o nivel de ruido 6 = 0.1% , obtidos utilizando o algoritmo TIKr
com as configuragbes descritas abaixo.

0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50

(a) (b) (c)
Figura 1 — IPP: Cenario com ruidos & = 0.1%. (a) Solugdo exata x*; (b) Solugao aproximada

x%, (método TIKr); (c) Erro de iteragéo ||x* — x%| (erro absoluto em termos de
pixels).

Na configuracéo discreta, a solugdo dos problemas de valor de contorno elipti-
cos envolvidos é calculada usando diferencas finitas em uma malha uniforme com 502
nés. Assim o operador A é aproximado por uma matriz Ay : R2°00 — R192 4 fronteira
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de Q é divididaem N = 12 segmentos, i.e. 0Q) = U/Eo I, e cadaT; é discretizado usando
fronteiras com 16 nos.

Dessa forma, os operadores lineares em (11) s&o definidos por A; = yj o Aqg,
ondevy; : R192 — R16 & a discretizagdo correspondente do operador de projegcdo em
0Q) paraTj. O dado de fronteira (discretizado) y;(b) = b; sdo definidos de forma ainda
que Ajx = b;.

Os dados perturbados bf’ sdo gerados adicionando aos dados de Neumann
exatos b; um ruido normalmente distribuido com média zero e varidncia adequada
para alcancar um nivel de ruido relativo prescrito. Nas implementacées numéricas que
definimosm = 0.1,7 = 0.5, T = 2 e 0 ponto inicial xo = 1.5 (a fungdo constante em Q).

Assim como na Secdo A.1, trés cenarios distintos sdo considerados para os
métodos TIKr, giTK, siTK e LWK onde o nivel de ruido relativo ||b—b®||/||b|| corresponde
a 1%, 0.1% e 0.025% respectivamente. Os resultados sdo resumidos na Tabela 4
abaixo.

5 TIKr giTK stk LWK
1% 2(10) 3(21) 6(32) 10 (56)
0.1%  6(43) 5(55) 20 (165) 35 (298)
0.025%  7(64) 7(73) 44 (358) 88 (669)

Tabela 4 — IPP: Primeiro o nimero de ciclos computados; entre parénteses o nimero de
iteracbes computadas.

Note que o TIKr é um método com o calculo dos multiplicadores dado a posteriori
enquanto que giTK, siTK e LWK sdo todos a priori. Portanto, possivelmente precisamos
minimizar mais de um funcional por iteracdo no TIKr, ja 0os demais exigem apenas
uma minimizagdo por iteragdo. Mesmo tendo que minimizar, em geral, mais de um
funcional por iteragcdo o TIKr computa (veja Tabela 4) uma quantidade de ciclo/iteracao
compativel ao giTK, que é um método de escolha a priori dos multiplicadores. Levando
em consideracdo o esforco computacional por iteragdo e numero de ciclos/iteracbes
computadas o TIKr apresentou uma performance satisfatoria quando comparado com
0s meétodos giTK, siTK e LWK.

No préximo experimento comparamos o método TIKr com os métodos LWK,
SITK A = 2 e giTK A\, = 2K no cendrio com ruidos & = 0.1%. As tabelas a seguir
apresentam o erro relativo || x* — x,§ |/||x*|| (calculado ao final do ciclo apresentado na
primeira coluna da tabela) e numero de equagées resolvidas (calculadas ao final do
ciclo apresentado na primeira coluna da tabela) respectivamente:
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Ciclo TIKr LWK siTK giTK
4 01 022 0.16 0.1
12 - 018 011 -
20 - 011 01 -

Tabela 5 — Erro de iteragéo para o nivel de ruidos &; = 0.1%.

Ciclo TIKr LWK siTK giTK

4 3 12 12 6
12 - 12 8 -
20 - - - -

Tabela 6 — O numero de equagdes resolvidas por ciclos.

Nesse modelo, 0 método TIKr atinge o critério de parada no ciclo 6 e o giTK
no ciclo 5. O problema direto e o problema inverso foram resolvidos usando diferentes
niveis de discretizacdo. Para o problema de potencial inverso, em todos os cenarios
de ruidos, ambos TIKr e giTK requerem numero semelhante de ciclos para atingir os
mesmos critérios de parada. Por outro lado, para o problema de imagem desfocada
o TIKr usa menos ciclos do que o giTK. E importante notar que para ambos o0s pro-
blemas inversos o TIKr computa menos passos do que o giTK (compare 0s numeros
entre parénteses nas Tabelas 3 e 4), desse ponto de vista o TIKr demonstra maior
desempenho do que o giTK.

Nas implementacdes numéricas do Algoritmo 3 para ambos os problemas inver-
sos acima, é possivel verificar que as desigualdades no passo [3.2] sdo satisfeitas, veja
[2], assim como podemos contar quantas iteracdes foram efetivamente computadas
(ou seja, hy # 0) em cada um dos ciclos do método TIKr.
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