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RESUMO

O Teorema da Incompletude de Goédel surge para quebrar paradigmas
relacionados com a matematica. Paradigmas, estes, que serdo abordados
através do contexto histdrico de seu surgimento no final do século XIX e
no século XX que estavam relacionados intimamente com o projeto
formalista de Hilbert. Esta quebra de paradigmas traz consigo nao
somente uma mudanga nas concepc¢des acerca da matematica, mas nas
indagacOes e fal4dcias sobre a mesma, utilizando o Teorema da
Incompletude como argumento. Além da revolucdo na filosofia da
matematica que Kurt Godel trouxe, surgiram impactos na prépria forma
como concebemos esta ciéncia e, mais ainda, como a ensinamos. Com
isso, este trabalho busca compreender o contexto histérico, as ideias
inovadoras na demonstracdo desse teorema e relaciona-lo brevemente
com os trabalhos de Alfred Tarski em sua concep¢do semantica da
verdade. Também, por ser importante, desmistificaremos as fal&cias que
o0 circundam para que, por fim, para que seja possivel ensinar com foco
naquilo que esse teorema realmente trata e o que ele implica
filosoficamente no que se entende por matematica. Realizamos algumas
sugestfes de como esse teorema pode ser abordado em diferentes
disciplinas no curso de licenciatura em mateméatica da UFSC de
Blumenau a partir de seu projeto pedagégico de 2017.

Palavras-chave: Filosofia da Matemética. Kurt Godel. Teorema da
Incompletude. Formacéo de Professores






ABSTRACT

Godel's Incompleteness Theorem arises to break paradigms related to
mathematics. These paradigms, which will be addressed through the
historical context of its emergence at the end of the nineteenth and at the
twentieth century, were closely related to Hilbert's formalist project. This
breaking of concepts brings with it not only a change in the conceptions
about mathematics, but inquiries and fallacies about it, using the
Incompleteness Theorem as an argument. Besides the revolution in
philosophy of mathematics that Kurt Goédel brought, there was also an
impact on the very way we conceive this science and, even more, how we
teach it. So, this paper seeks to understand the historical context, the
innovative ideas in the demonstration of this theorem, and to relate it
briefly to the works of Alfred Tarski in his semantic conception of truth.
Also, because it is important, we will demystify the fallacies that surround
it so that, finally, so that it is possible to teach with a focus on what this
theorem really deals with and what it implies philosophically in what is
meant by mathematics. We made some suggestions on how this theorem
can be approached in different disciplines in the mathematics degree
course at UFSC in Blumenau from its 2017 pedagogical project.

Keywords: Philosophy of Mathematics. Kurt Gddel. Imcompleteness
Theorem. Teacher Training.
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1 INTRODUCAO

Kurt Godel, conhecido como “Sr. Por qué”, devido a tantas
indagacOes que fazia e por ser extremamente curioso, surge com uma
resposta arrebatadora para 0s sistemas matematicos axiomatizados,
consistentes e dotados minimamente de soma e multiplicacdo. O
problema consiste em considerar a suficiéncia destes sistemas em
expressar todas as sentencas que afirmam algo a respeito dele proprio.
Entretanto, a resposta de Godel, afirma que qualquer sistema consistente
e capaz de expressar a aritmética basica é incompleto e, mais ainda, se um
sistema capaz de expressar a aritmética bésica é consistente, sua
consisténcia ndo pode ser provada a partir de seus axiomas.

A partir disso, surgem espantos naturais. O que o levou a afirmar
com tanta certeza que tais sistemas sdo insuficientes? Isto é, como ele
pdde demonstrar tal afirmacdo? Até onde isso perturbou os matematicos?
Ha alguma relacdo inerente com a mente humana e esse teorema? E, ele,
uma prova da limitacdo de nossas capacidades cognitivas e matematicas?
Qual a sua importancia para o ensino e aprendizagem da matematica?

Dessa forma, o objetivo desse trabalho é compreender o contexto
relacionado com o Teorema da Incompletude de Gddel, sua demonstracdo
e implicacdes filoséficas, afim de responder tais questionamentos. O foco
do trabalho, também, é a possibilidade de pensar, através desse teorema,
como um meio de alavancar a forma como pensamos a formacdo de
professores de matematica em relacdo a forma como concebem a
matematica. Em vista disso, o presente trabalho estd subdividido em
quatro secdes, salvo o resumo, a introducdo, consideracBes finais e
referéncia.

O primeiro, trata brevemente sobre o contexto do surgimento do
Teorema da Incompletude através das ideias de Thomas Kuhn sobre
paradigmas, ou seja, nele € enfatizado que esse teorema causa uma quebra
de paradigma na matematica.

O segundo, discute substancialmente a ideia principal da
demonstragao do resultado de Godel. E visto uma ideia de paradoxos, da
numeracdo Gddeliana e, por fim, uma relagdo com os resultados de Alfred
Tarski no que diz respeito aos conceitos de verdade e demonstrabilidade
de Teorema da Incompletude.

O terceiro, 0 mais curto das sec¢des, porém de suma importancia
para este trabalho, aborda uma entrevista ficticia de um jornalista e Kurt
Godel. Nessa entrevista, sdo ditas falacias sobre o trabalho de Goédel e,
evidentemente, o “préprio” ird desmentir todas elas. Também, como esta
explicado inicialmente nesse capitulo, algumas falas de Godel na



entrevista sdo realmente verdades, ou seja, sdo citacbes do préprio que
foram encontradas em um artigo escrito por ele.

O quarto e Ultima secdo do desenvolvimento, trata-se de uma
possivel abordagem desse teorema no curso de matematica da UFSC-
BLUMENAU baseado nas ideias da tese de doutorado O Teorema da
Incompletude de Godel em cursos de Licenciatura em Matematica da
professora Rosemeire de Fatima Batistela e do proprio Projeto
Pedagogico do Curso (PPC) de matematica da UFSC-BLUMENAU.



2 UM CONTEXTO PARADIGMATICO

Pode-se afirmar que, em razdo do processo evolutivo da sociedade
no qual vivemos, o pensamento filos6fico em diversas areas do
conhecimento tornou-se essencial no momento em que 0s argumentos
construidos em volta do mesmo abalaram a comunidade cientifica vigente
e, posteriormente, todo o0 &mbito cultural. Reflexdes estas que encadearam
um avango prolifero na forma como enxergamos o mundo. Em particular,
as denominadas Ciéncias Exatas foram amplamente desenvolvidas a
partir de respostas a problematicas que surgiram ao longo da historia e,
também, deixam perguntas cuja solugéo ainda é imprevisivel®.

Todas essas questdes envolveram, de certa forma, o que Thomas
Kuhn define como “paradigmas” j& na introducéo de seu livro A estrutura
das revolucBes cientificas. “Paradigmas sdo as realizagdes cientificas
universalmente reconhecidas que, durante algum tempo, fornecem
problemas e solu¢Bes modelares para uma comunidade de praticantes de
uma ciéncia” (1997, p. 13).

Em outras palavras, paradigmas sdo teorias cientificas que
passaram por um processo de convencimento sobre os cientistas de uma
época. Isto €, uma teoria que estd em préatica ha anos, acaba sofrendo uma
critica, uma “quebra” ou uma evolugdo em seus fundamentos. Com isso,
é preciso uma série de argumentos tedricos e cientificos para que essa
teoria seja alterada?.

Uma teoria, no caso da matematica, € a puramente l6gica e
abstrata, e ndo depende da confirmacdo de argumentos empiricos. Ou
seja, em Ultima analise, ndo ha vinculos com a experiéncia sensorial
humana e, dessa forma, as afirmacgdes presentes nela ndo sdo escolhidas
porgue concordam com a observacéo, mas com a deducéo. Logo, trata-se
do conhecido método axiomatico.?

! Para saciar a curiosidade do leitor, deixo como sugestdo o artigo de Steve Smale (1998)
intitulado Mathematical Problems for the Next Century onde é apresentado alguns
problemas em aberto na matematica. Pode ser encontrado em
https://www.cityu.edu.hk/ma/doc/people/smales/pap104.pdf. Data de acesso: 20/05/2021

2 Da mesma forma como Rafael Bombelli investigou a formula geral que solucionava equagdes
do terceiro grau, de Nicol6 Fontana (Tartaglia), quebrou a concepgdo de que ndo existiam
solucdes envolvendo raizes de nimeros negativos e, posteriormente, emergiu uma nova teoria
sobre 0s conjuntos numéricos: o conjunto dos nimeros complexos.

3 De acordo com Ernest Nagel (2007), “o método axiomatico consiste em aceitar sem prova
certas proposicdes como axiomas ou postulados e depois derivar dos axiomas todas as
proposicdes do sistema como teoremas. Os axiomas constituem os “fundamentos” do sistema;
0s teoremas sao a “superestrutura” e sao obtidos a partir dos axiomas com a ajuda exclusiva
dos principios da l6gica”. A servir de exemplo, considere os axiomas de Dedekind-Peano. Por
sua vez, trata-se de uma teoria que visa explicar, de forma l6gica, afirmagdes que se referem



https://www.cityu.edu.hk/ma/doc/people/smales/pap104.pdf

Evidentemente, todas essas teorias ndo surgem do nada. Elas sdo
fragmentos reconstruidos de outras teorias, estas por sua vez, deixam de
explicar fendmenos que passam a ser percebidos pelas novas
investigacdes que suscitam a necessidade de novos conceitos*. Por
exemplo, o conceito de nimero, em nosso momento histérico de
interesse, passa a ter uma relevancia que antes era inexistente: precisamos
defini-lo para investigar nossas bases.

Os paradigmas, portanto, sdo um conjunto de conhecimentos que
garantem a realizagcdo de uma pesquisa cientifica por uma comunidade. O
paradigma determina até onde se pode pensar, uma vez que dados e
teorias, sempre que aplicados a uma pesquisa, irdo confirmar a existéncia
desse paradigma®.

Em confluéncia com a histéria da matematica e sob a mesma
perspectiva acima, alguns paradigmas tornaram-se influentes no
surgimento do Teorema da Incompletude de Kurt Goédel. Havia a vetusta
concepcao de que a matematica era a ciéncia detentora das certezas onde,
qualquer problema proposto, teria uma solucdo. O artigo de Godel
mostrou o contrario e, essencialmente, significa que jamais havera um
método regrado para demonstrar sentencas da matematica sem usufruir
da intuicdo.

Apesar da mudanca gue os problemas inquietantes da matematica
causaram para 0 pensamento matematico (como a demonstragdo da
impossibilidade da trisseccdo de um angulo por meio de régua e compasso
ou demonstracdes por reducdo ao absurdo) os paradigmas que
permeavam 0 pensamento na época de Gddel estavam, portanto, voltados
aos fundamentos da matematica®.

aos numeros naturais. Esta, parte de cinco afirmacdes importantes (axiomas) que desenrolam
uma série de conexdes légicas que compde consideragdes sobre esse conjunto numérico.
Consideragdes estas que podem serem denominadas de teoremas; tal como o Teorema
Fundamental da Aritmética: todo ndmero inteiro positivo maior que um podem ser
decompostos de forma Gnica num produto de nimeros primos.

4 Ao contrario da impressdo predominante, a maioria das novas descobertas e teorias na ciéncia
ndo é um mero incremento ao estoque acumulado de conhecimento cientifico. Para assimila-
las, o cientista comumente tem de rearranjar o equipamento intelectual e manipulativo em que
confiava, descartando alguns elementos de sua crenca e de suas préticas anteriores e, a0 mesmo
tempo, encontrando novos significados e novas relagdes em outros (KUHN, 2011, p. 243).

5 (BARTELMEBS, 2012, p. 353)

% Os projetos de fundamentos da Matematica visavam estudar os conceitos matematicos mais
basicos (nimero, figura geométrica, conjunto, fungdo, por exemplo) e buscavam entender
como se formam hierarquias das estruturas e dos conceitos mais complexos, especialmente as
estruturas fundamentalmente importantes que formam a linguagem da Matematica (formulas,
teorias e seus modelos que ddo um significado as formulas, definicdes, provas, algoritmos, ...).
Esses conceitos também sdo chamados de conceitos metamatematicos, quando se os olha da
perspectiva dos aspectos filoséficos e da perspectiva da unidade da Matematica. A busca pelos



Como qualquer paradigma, sua promessa de sucesso, bem como
0S argumentos propensos a ele, pode convencer diversos cientistas a
participarem desse novo pensamento tedrico. A promessa que circulava
com maior forga no tempo de Gddel era de livrar a ciéncia das garras da
metafisica. Ou seja, 0 mundo poderia ser representado pela linguagem e
nela seriam explicados todos os fendmenos, ndo havendo, assim,
problemas sem solugéo.

Quanto deve a ciéncia ao erro? Quanto deve ao
malogro? Néo foram experiéncias malogradas que
se tornaram a génese de novas e importantes
descobertas? Que nos mostra a astronomia sendo
uma série de equilibrios e desequilibrios
motivadores de toda a gama de corpos que povoam
0 espago? Como existiriam astros sem antes terem
existido nebulosas? E que sdo as nebulosas sendo
grandes campos de choque diversos, de equilibrios
e desequilibrios das mais variadas formas?
(SANTOS. 2018, p.239)

Um “malogro” nesse sentido, significa a falta de sucesso que a
ciéncia obteve na explicacdo de alguns fendmenos a partir de uma dada
teoria. Isso ndo significa que a ciéncia em si é falha, mas que o método
cientifico utilizado ndo foi suficiente para que a teoria chegasse num
ponto alto de confianca’. Onde aquilo que fora almejado, foi posto em
xeque por uma falta de prova ou um argumento maior. Assim, novas
formas de pensar cientificamente contribuiram para o surgimento de
novos métodos cientificos e, consequentemente, novos paradigmas que
facam com que a comunidade cientifica incorpore tal ponto de confianca.
A comunidade ao qual Gddel inspirava diariamente discussdes filosoficas
e tedricas sobre diversas areas residia em Viena, na Austria®.

fundamentos da Matemética é uma questdo central da Filosofia da Matematica, visto que a
abstracéo que constitui a Matematica apresenta desafios filosdficos especiais. Pensava-se que
ao sistematizar e hierarquizar os conceitos pudesse juntar essa parte da Matematica ao restante
do conhecimento humano e que dessa forma também seria possivel investigar uma linguagem
que representasse o infinito (BATISTELA, 2017, p. 21).

" E comum escutarmos sobre a genialidade nas descobertas e/ou criagdes de algumas pessoas no
decorrer da histéria. O problema esta, néo na invencgao de algo, mas em quais argumentos sao
utilizados para convencer a comunidade cientifica sobre o que foi feito. Um exemplo disso
esta na demonstracdo “impenetravel” que esta no link da primeira nota de rodapé.

8Tratava-se de uma cidade cujos pensadores pareciam se conhecer, ao menos ligeiramente,
influenciando o pensamento uns dos outros através das diversas disciplinas, de modo que
matematicos, fisicos, historiadores, filésofos, romancistas, poetas, musicos, arquitetos e
artistas estavam envolvidos, em certo sentido, na mesma conversa. O tema geral: a morte e



Contudo, as discussGes que permeavam 0s grupos dos principais
cientistas dessa cidade, ndo se limitavam totalmente as questdes
metodoldgicas de uma teoria, mas pelo problema do significado que os
termos tedricos possuem, como os empiristas l6gicos trataram no famoso
Circulo de Viena, pois, como veremos abaixo, era de longe o grupo mais
importante da cidade liderado pelo filésofo Moritz Schlic que, um pouco
mais tarde, convidou Kurt Godel para participar das reunifes semanais e
aderir aos ideais do circulo.

No manifesto “A concepcdo cientifica do mundo”
(wissenschaftliche Weltauffassung) escrito por Hans Han, Otto Neurath e
Rudolf Carnap no ano de 1929, em prol do Circulo de Viena, € enfatizado
o verdadeiro propdsito dessa organizacédo e sua opinido referente a outros
ideais.®

Essa “reforma cientifica” ocorrida no século XX por fildsofos e
cientistas de todas as areas, tinha como objetivo abolir conceitos como os
de “metafisica” e “psicologismo”, oriundos do século passado, isto é, “um
simbolismo liberto das impurezas das linguagens historicas”. Conceitos
estes que ndo estavam sendo bem vistos para a época, uma vez que, nesse
periodo, surgiu a necessidade de usufruir de um rigor jamais visto,
desencadeando uma série de concatenacfes que desmembrassem o
mundo da filosofia em algo solido: uma teoria cientifica segura,
analitica’®.

Evidentemente, o Circulo de Viena tornou-se o coragdo pulsante
de todos esses ideais. O seu significado para a contemporaneidade

decadéncia moral e intelectual de tudo que viera antes, e a necessidade de construir
metodologias, formas e fundamentos inteiramente novos. (GOLDSTEIN, 2008, p.58)

°A concepgdo cientifica do mundo ndo se caracteriza tanto por teses proprias, porém, muito
mais, por sua atitude fundamental, seus pontos-de-vista e sua orientacéo de pesquisa. Tem por
objetivo a ciéncia unificada. [...] Dai se origina a busca de um sistema de férmulas neutro, um
simbolismo liberto das impurezas das linguagens histéricas, bem como a busca de um sistema
total de conceitos. Aspira-se a limpeza e a clareza, recusam-se distancias obscuras e
profundezas insondaveis. Na ciéncia ndo ha “profundezas”; a superficie esta em toda parte:
tudo o que é vivenciado forma uma rede complexa, nem sempre passivel de uma visao
panoramica e frequentemente apenas apreensivel por partes. Tudo é acessivel ao homem; e o
homem é a medida de todas as coisas. Aqui se mostra afinidade com os sofistas e ndo com os
platénicos; com os epicuristas e ndo com os pitagoricos, com todos os que defendem o ser
mundano e a imanéncia. A concepcéo cientifica do mundo desconhece enigmas insoluveis.
(HAHN, NEURATH, CARNAP, 1929, p. 10)

OEste espirito de uma concepgdo cientifica do mundo esté presente no trabalho de pesquisa de
todos os ramos da ciéncia empirica. [...] Encontramos esforgos antimetafisicos sobretudo na
Inglaterra, onde a tradi¢do dos grandes empiristas ainda se mantém viva. As investigacdes de
Russell e Whitehead em légica e na anélise da realidade alcancaram significacéo internacional.
Nos EUA tais esforgos crescem nas mais diferentes formas. A nova RUssia busca com
determinagao uma concepgéo cientifica do mundo [...] (HAHN, NEURATH, CARNAP, 1929,
p. 10)



translucidou quando renomados filésofos da linguagem como Ludwig
Wittgenstein, e ldgicos-matematicos, como Kurt Godel, realizaram
trabalhos que regem nosso pensamento até os tempos atuais. “Foi a partir
desse grupo de pensadores que o influente movimento conhecido como
“positivismo 16gico” em grande parte se disseminou. As prescri¢des
reformadoras do grupo mudaram a atitude de cientistas da natureza,
cientistas sociais, psicologos e humanistas, levando-os a reformular as
questdes de seus respectivos campos” (GOLDSTEIN, 2008, p.62).

Apesar disso, Godel ndo compactuou plenamente com os ideais
positivas do Circulo, visto que ele ja seguia os ideais platénicos!! um ano
antes de aderir ao grupo, em 1925. Ademais, vale enfatizar ainda que o
positivismo légico tinha um projeto da reestruturacdo das ciéncias em
geral e ndo apenas das ciéncias naturais e da matematica®?.

De forma paralela, ja havia grandes esforcos para reestruturar 0s
fundamentos da matematica. A Geometria e a aritmética eram alvos fixos
para o oficio. A geometria j& possuia seus pontapés iniciais para tantas
demonstracBes ja feitas, basta olhar os Elementos de Euclides e uma
inovacao através das investigacdes de Gauss, Bolyai, e Lobachevsky no
surgimento das geometrias ndo-euclidianas. Também, na efervescéncia
da fundamentacdo da matematica estava em marcha o trabalho de David
Hilbert que foi sua axiomatizacdo da Geometria, teorizando um novo
paradigma para a comunidade matematica. A aritmética estava sendo
investigada fortemente através das teorias de conjuntos que envolviam o
conceito de numero desde Leibniz, ao qual, continha a ideia de “dominar”
a realidade mediante um simbolismo légico, contendo leis e regras de
inferéncias.

Por ser de relevancia em nosso contexto histérico, no campo sobre
0 debate da aritmética, o trabalho de conceituar “nimero”, de forma
I6gica, aconteceu devido a velhas concepgbes duvidosas sobre ele que,
para o atual momento que respirava o positivismo ldgico, ndo estavam de
acordo com os ideais antimetafisicos.

Os mesopotamicos e egipcios usufruiam da matematica de forma
empirica. Utilizavam os nimeros para descrever guantidades, ordem e
grandezas. Os gregos também tinham essa concep¢ao sobre a matematica,
ao menos até pitagoricos, para quem 0s numeros seriam estritamente

11Sera tratado sobre esses ideais no decorrer dessa secdo.

120 positivismo ldgico foi, acima de tudo, um movimento que falava em nome da preciséo e do
progresso associados as ciéncias. Procurou apropriar-se de metodologia que tdo bem servira
as ciéncias, destilar a esséncia dessa metodologia, ndo apenas para depurar a propria ciéncia
de suas tendéncias mais misticamente vagas e metafisicas, mas também para depurar todas as
areas intelectuais (GOLDSTEIN, R. 2008, p.64).



ligados a uma cosmovisdo segundo a qual tudo que existe é regido por
nimeros. Para Platdo, influenciado pelos ideais pitagéricos, 0s nimeros
abrangem a perfeicdo numa “realidade ideal”®® e, esta, é compreendida
pelo ser humano através do raciocinio. Ja Aristoteles, tem consigo que os
nUmeros ndo existem num mundo das ideias, mas sim sobre aspectos de
objetos e colecBes de objetos reais, isto é, notas caracteristicas desses
objetos cuja existéncia depende da existéncia dos proprios objetos.4

Ap0s os trabalhos relevantes de Cauchy na aritmetizacao da analise
e na construgdo dos nUmeros reais a partir dos racionais e,
consequentemente, dos numeros inteiros, tornou-se possivel uma
investigacdo ldgica e aprofundada sobre a ferramenta mais preciosa dos
matematicos: o nimero.

Essas investigacOes, além de todos os pensadores citados até
entdo, contribuiram fundamentalmente para o surgimento do Teorema da
Incompletude de Kurt Godel que emerge a partir dos trabalhos de Gottlob
Frege, Bertrand Russel, Richard Dedekind, Giuseppe Peano e George
Cantor onde, os cinco abordavam um método axiomatico para definir seus
conceitos e, consequentemente, desenrolar toda a sua teoria, inclusive
uma definicdo prépria de nimero®®,

O trabalho de Frege ficou conhecido através das investigacdes de
Bertrand Russel junto com seu orientador, Alfred North Whitehead, no
Principia Mathematica. Um livro de trés volumes que foi publicado de
1911 a 1913, totalizando 1865 paginas que tratam desde os primoérdios da
Idgica e teoria dos conjuntos, com demonstracdes, definicdes e axiomas
com uma linguagem exclusivamente deles até nocdes de
comensurabilidade em matematica. Os trabalhos de Richard Dedekind e
Giuseppe Peano ficaram conhecidos como os axiomas de Dedekind-

18As formas, os objetos matematicos por exceléncia, habitam, um lugar celeste fora deste mundo
imperfeito, fora do espago e do tempo, e assim imunes a geragdo e a degradacéo. Preexistem,
portanto, a atividade matematica; a qual cabe apenas “ascender” até eles e estuda-los. Ou seja,
tanto os objetos quanto as verdades matematicas tém, segundo Platdo, existéncia independente
de nos. [...] As verdades matematicas, em particular, expressam simplesmente, para Platéo,
relacOes universais e imutaveis entre as formas matematicas. Nos as conhecemos, ou podemos
conhecer, a priori, isto ¢, independentemente dos sentidos, por meio do entendimento. E
mesmo as verdades que desconhecemos no momento estardo sempre a disposi¢do do nosso
intelecto com seu valor de verdade inalterado. (SILVA, 2007, p.42)

H4(SILVA, 2007, p.43).

15 para ndo prolongar demais a escrita desse texto e falar sobre algo que ja foi estudado, sugiro
acessar o artigo de Fabricio Oliveira Silva (2020) intitulado Uma investigacéo sobre a ideia
do ndmero, trata dessas investigacdes com maior rigor e aprofundamento sobre todos os
pensadores citados até o momento. Caso seja de seu interesse, estd disponivel em:
https://repositorio.bc.ufg.br/tede/handle/tede/11126. Data de acesso: 26/04/2021



https://repositorio.bc.ufg.br/tede/handle/tede/11126

Peano que trata de uma axiomatizacdo para 0s nimeros naturais, como
escrito no decorrer desse texto.

Além do conceito de nimero, 0 mais problematico dos conceitos
matematicos era o infinito. Gragas & Teoria dos Conjuntos e as conclusdes
de Georg Cantor sobre 0s conjuntos infinitos esse problema esteve em seu
auge no final do século XIX. Entretanto, as dificuldades encontradas na
teoria dos conjuntos, tornaram-se evidentes ao serem encontradas
antinomias que estavam presentes nele. O famoso paradoxo de Russel foi
um dos principais.

Nesta tentativa de superacdo da crise de
fundamentos da aritmética (e da teoria dos
conjuntos), permaneceram, todavia, subsistindo
certas dificuldades que até o presente nédo
encontraram solucdo satisfatoria e definitiva.
Atualmente trés orientacGes diferentes defrontam-
se neste dominio. Além do “logicismo” de Russel
e Whitehead, encontra-se o “formalismo” de
Hilbert, que concebe a aritmética como um jogo de
férmulas com regras determinadas, e o
“intuicionismo” de Brower, segundo o qual os
conhecimentos aritméticos repousam em uma
intuicdo irredutivel de dualidade-unidade. (HAHN,
NEURATH, CARNAP, 1929, p. 14)

O problema é que essas orientagcdes/vertentes filosoficas da
matematica enfrentavam dificuldades extremas. Ancoradas numa
definicdo propria de matematica, cada qual, buscava responder questdes
referentes ao pensamento matematico. Sera este um conjunto de ideias
dotadas de intuicdo do ser humano? Serd a matematica detentora da
realidade ou é natural das pessoas pensarem em matematica? Afinal, o
gue é matematica? A depender da interpretacdo e reflexdo sobre a
realidade, cada pergunta poderia ser respondida conforme o barco de cada
vertente navegava. Em todo caso, as respostas consistem em permanecer
na estrutura légica no conceito de nimero.

A saber, a ideia logicista iniciada por Gottlob Frege (1884) néo foi
bem aceita na época devido a dificuldade'® em transcrever logicamente

8Apesar da compreens3o que se deva ter dessas trés vertentes serem importantes para o contexto
do Teorema da Incompletude, as definicdes e dificuldades encontradas em cada uma néo seréo
escritas nesse trabalho e podem ser entendidas perfeitamente na tese de doutorado da
professora Rosemeire de Fatima Batistela, O Teorema da Incompletude de Gddel em cursos
de licenciatura em Matematica, ja no primeiro capitulo.
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alguns axiomas; eles deveriam mostrar concretamente que todas as
proposi¢cdes matematicas poderiam ser expressas na terminologia I6gica
e que todas as proposi¢des matematicas verdadeiras sdo as expressdes
verdadeiras para a logica (MACHADO, 1991). O impasse principal da
sua teoria foi ao tentar definir o conceito de ndmero, ao qual, Frege
acreditava que sdo objetos existentes independente da espécie humana.
Isto €, tratava-se de entidades ndo reais e, menos ainda, produtos da nossa
mente. Ele considerava trés pontos principais para sua tese. A saber, (i)
nimeros ndo sdo propriedades de objetos externos; (ii) nimeros ndo séo
subjetivos ou psicolégicos e (iii) numeros sdo propriedades de
conceitos?’.

Para exemplificar esses pontos, em (i), considere uma moto. Frege
entende que “ter duas rodas” ndo é uma propriedade desse objeto, uma
vez que existem outras referéncias contendo essa caracteristica, como
uma bicicleta. Da mesma forma, em (ii), se nimeros fossem subjetivos
ou psicolégicos, poderiamos constituir uma moto através de outras formas
de interpretacdo como “duas metades de uma moto” ou “trés tercos de
uma moto”. Percebe-se entdo, que cada pessoa poderia decidir
arbitrariamente quantos nimeros o objeto tem a partir desse pressuposto.
Logo, se deve negar essa situacdo e concordar que um objeto possui um
certo numero, interligado com uma descri¢do envolvendo um conceito
extra; de que se trata a sua terceira observacgdo acima.

Evidentemente, sem esses conceitos ndo seria possivel identificar
0 que e onde contar; eles servem como se fosse uma “ligacdo” entre 0s
objetos e quantidades; ou seja, eles ndo séo entidades subjetivas e nem
psicologicas. Por exemplo, “todas as motos fazem barulho” é um
enunciado totalmente objetivo e ndo psicologico sobre os dois conceitos:
moto e barulho. E uma independéncia que ele reclama para 0 nimero;
implicando que, 0 mesmo, ndo signifique que um numeral designe algo
fora do contexto de uma proposi¢do, mas que pretende com isto apenas
excluir o seu uso como predicado ou atributo, o que alteraria algo em seu
significado.'® Para tal, é necessaria uma extensdo de conceitos para
definir o que € um namero. Conforme Shapiro (2016),

A extensdo de um conceito € a classe (colecdo) de
todos os objetos a que o conceito se aplica. Por
exemplo, a extensdo de ‘cadeira’ é a classe de todas

YGottlob Frege em seu livro Logica e Filosofia da Linguagem traduzido pela USP em 1978,
explicita que o seu entendimento sobre o “conceito de algo” é predicativo, uma referéncia de
um predicado gramatical; isto é, tudo aquilo que se pode declarar sobre esse “algo”.

¥(FREGE, G. 1983, p. 245).
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as cadeiras. Frege definiu os nimeros naturais em
termos de conceitos e as suas extensdes: O nimero
gue pertence ao conceito P é a extensao do conceito
equinumérico ao conceito P. O nimero dois, por
exemplo, é a extensdo (ou colegcdo) que contém
todos os conceitos que sdo satisfeitos exatamente
por dois objetos. (apud SILVA, 2020, p. 45).

Para ficar claro, a ideia de ser “equinumérico” esta intimamente
ligada na relagdo biunivoca entre dois conceitos ou classes; ou seja, dois
conjuntos sdo equinuméricos quando possuem a mesma cardinalidade.
Dessa forma, o nimero zero, por exemplo, pertence ao conceito “nédo
idéntico a si mesmo®®” e a extensdo desse conceito seria 0 préprio
conjunto vazio.

Um objeto cair ou ndo sob determinado conceito significa, na gama
de possibilidades existentes, que esse conceito pode obter ou ndo um
referencial. Por exemplo, o conceito de “maior nimero primo” ndo
envolverd uma referéncia, bem como “ndmero primo menor que 50”
havera alguns referenciais e, portanto, ndo haveria um Unico objeto caindo
sobre estes conceitos.

Frege estava convencido de que sua obra estava fundamentada e
completa. Em seu livro intitulado Leis basicas da Aritmética em 1893, ele
enfatiza o quanto seu trabalho tem peso para a humanidade e que
dificilmente (se ndo impossivel) alguém podera contradizé-lo?

1%0 é 0 nimero que convém ao conceito "diferente de si proprio”. Talvez se estranhe que eu fale
aqui de conceito. Objetar-se-a talvez que ele contém uma contradicéo e faz lembrar os velhos
conhecidos ferro de madeira e circulo quadrado. Ora, julgo que eles ndo sejam tdo maus quanto
se imagina. De fato, Uteis a bem dizer nunca serdo; mas tampouco podem trazer algum mal,
desde que ndo se pressuponha que algo caia sob eles; e para isso ndo é suficiente o simples uso
dos conceitos. Que um conceito contenha uma contradicdo, nem sempre é tdo evidente que
dispense investigagdo; para investiga-lo é preciso antes possui-lo e trata-lo logicamente como
outro qualquer. Tudo o que, do ponto de vista da légica e no que concerne ao rigor da
demonstracéo, se pode exigir de um conceito é sua delimitacéo precisa, que fique determinado,
para cada objeto, se cai ou ndo sob ele. Ora, esta exigéncia é estritamente satisfeita por
conceitos que contém contradigdo. como "diferente de si proprio”; pois, sabe-se, a respeito de
todo objeto, que ele ndo cai sob este conceito. (FREGE, G. 1983, p. 262)

PIsso pode ser suficiente para colocar meu ponto de vista logico em uma luz mais clara pelo
contraste. A distancia da l6gica psicolégica me parece tao grande quanto o céu, tanto de modo
que nao ha perspectiva de que meu livro tenha um efeito imediato sobre ele. Minhas
impressdes € de que a arvore que plantei tem que carregar uma carga incrivel de pedra para
criar espago e luz para si. Ainda assim, ndo vou desistir de toda esperanca de que meu livro
vai, eventualmente, ajudar a derrubar a légica psicolédgica. Para tornar os proponentes de mais
tarde chegar a um acordo com meu livro, algum reconhecimento dos matematicos ndo fara
mal. E, de fato, acredito que posso esperar algum apoio deste trimestre, uma vez que 0s
matematicos acabaram por fazer uma causa comum contra os l6gicos psicoldgicos. Assim que
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Apesar de tamanha confianca, Bertrand Russel como citado acima,
investigou essa obra de Frege e encontrou, depois de todo esse trabalho,
um problema gravissimo na Lei basica V: as extensdes de dois conceitos
sao idénticas se, e sO se, esses conceitos se aplicam as mesmas coisas.
Silva (2007) explica?! com detalhes esse problema no sistema légico de
Frege. Em meio a isso, surgiram outros paradoxos além do Russel, como
o de Jules Richard?? (1905), por exemplo. De acordo com Silva (2007), o
paradoxo de Russel foi uma das estrelas de uma quase “estacdo de
paradoxos” que se instalou por essa época. Eles pipocavam por todos os
lados e instauraram a chamada “crise dos fundamentos”.

Contudo, ja em 1889, a axiomatizacdo da aritmética por Giuseppe
Peano?? estava sendo a mais aceita pelos matematicos da época pela
clareza e facilidade na construcdo dos teoremas e proposi¢des. Como o
préprio Kurt Godel afirma,

Frege estava essencialmente interessado na analise
do pensamento e usou 0 seu calculo para derivar a

este ultimo se dignar a se envolver com meu livro a sério, mesmo que seja apenas para refutéa-
lo, considerarei que venci. Para todo, a parte Il é realmente um teste de minhas convicgoes
l6gicas. E improvavel que tal construcdo poderia ser construida em uma base insegura e
defeituosa. Mas, se alguém tiver convicgbes diferentes, deixe-o tentar construir uma
construcdo semelhante sobre elas e ele ird descobrir, creio eu, que néo funciona, ou pelo menos
que nao funciona tdo bem. Eu s6 poderia reconhecer isso como uma refutacdo se alguém
realmente mostrasse que algo melhor ou que um edificio mais duradouro pode ser erguido com
base em diferentes convicgdes bésicas, ou se alguém me provou que meus principios bésicos
levam a conclusdes manifestamente falsas. Mas nao tera alguém com sucesso em fazé-lo. E
assim pode este livro, mesmo que tardiamente, contribuir para um renascimento da léogica.
(FREGE, 2013, p. 25-26, traducéo prdpria).

ZDefinamos agora, escreveu Russel, o conceito R “extensio que ndo contém a si propria”; como
extensdes sdo objetos, isso parece fazer sentido. O problema comega agora: a extensdo desse
conceito pertence ou ndo a si propria? Seja a uma extensao de R, como vimos acima, a € a ©
R(a) & a ¢ a, um absurdo. Como todo o argumento de Russel pode ser rigorosamente
formalizado na ldgica de Frege, o paradoxo de Russel (pois é assim que esse argumento ficou
conhecido) demonstra que essa ldgica é inconsistente, isto é, ela demonstra assergdes
contraditérias, sendo assim tdo boa quanto nada. Tirada a base, o programa logicista de Frege
desmorona. (SILVA, 2007, p. 133).

22Em Filosofias da Matematica de Jairo José da Silva (2007), o paradoxo ¢ interpretado dessa
maneira; considere o conjunto de todos os nimeros naturais definiveis com menos de 100
palavras. Esse conjunto é finito, logo, existe um nimero natural ndo definivel com menos de
100 palavras. Mas, esse nimero estd definido pela sentenca anterior tendo menos de cem
palavras, o que é um absurdo.

BEm virtude de fugir do escopo deste trabalho investigar todas as ideias da definigio de nimero
por matematicos e filésofos entre o século XIX e XX, recomendo novamente ao leitor (a)
acessar a dissertacdo do Fabricio Oliveira Silva (2020), intitulado “Uma investigacdo sobre a
ideia de nimero”. O mesmo, é abordado através de um embasamento histérico, filosofico e
l6gico sobre essa investigagdo. Esta, por sua vez, encontra-se acessivel ao publico e esta
presente nas referéncias deste trabalho.
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aritmética da légica pura. Peano, por outro lado,
estava mais interessado nas suas aplicagGes dentro
da matematica e criou um simbolismo elegante e
flexivel que permite exprimir os teoremas
matematicos mais complicados de uma maneira
perfeitamente precisa e muitas vezes muito concisa
por meio de formulas. E nesta linha de pensamento
de Frege e de Peano que se inscreve a obra de
Russel. Frege, por causa da sua laboriosa analise
das demonstracbes, ndo passou além das
propriedades mais elementares da sucessdo de
inteiros, enquanto que Peano conseguiu uma
grande colec¢do de teoremas expressos no seu NOVO
simbolismo, mas sem as demonstracGes. Foi s nos
Principia Mathematica que se fez um uso
extensivo deste novo método para derivar
realmente grandes partes da matemaética de um
nimero muito pequeno de conceitos légicos e

axiomas. (GODEL, 2009 p. 853)

Além disso, entende-se que o logicismo estava interligado com os
ideais do Circulo de Viena, uma vez que o proprio Russell era um
representante oficial da Concepcéo Cientifica do Mundo. Mas, em
direcGes opostas, o intuicionismo de Brouwer citado por Hahn, Neurath e
Carnap (1929), seguia uma ideia diferente de Frege?*.

No mesmo sentido, Hilbert se op8e a teoria logicista, ndo
desejando reduzir a matematica a logica e também segue contrério a tese
intuicionista ao estruturar a matematica através do método axiomatico.
Dessa forma, ele entende que o matematico poderia trabalhar em qualquer
sistema metédico como tal (desde que sua consisténcia fosse
demonstrada) dotado de simbolos com significados podendo originar
outras teorias partindo desses axiomas que, por sua vez, seriam originadas
a partir de modelos da base axiomatica da teoria “maior”, digamos. Os
axiomas de Peano-Dedekind-Dedekind referente aos niimeros naturais,
podem originar um modelo para 0s nimeros pares, por exemplo.
Tratando, assim, de uma subteoria dos nUmeros naturais.

Assim,

24 |6gica, para Brouwer, ndo é o fundamento da matematica, segundo prendem os logicistas.
Da-se precisamente o oposto: as leis l6gicas (aplicaveis no dominio matemético) derivam-se
da matematica, ou, melhor da linguagem matematica. E como Brouwer acha que a atividade
matematica independe da linguagem, isto é, da maneira pela qual expressamos as verdades
dessa ciéncia, conclui ele, singularmente, que as leis l6gicas ndo constituem fendmeno
matematico e, sim, fendmeno etnografico. (COSTA, NEWTON D. 1992, p. 38)
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O analista alemo edificou, entdo, uma nova
ciéncia — a metamatematica, ou teoria da
demonstragdo -, cuja finalidade basica seria
demonstrar a consisténcia das diversas teorias
matematicas. Tais demonstragdes far-se-iam, de
modo geral, em trés etapas sucessivas e que Sao:

a) Axiomatizacdo: axiomatizam-se as diversas
teorias l6gico-matematicas

b) Formalizagdo: formalizam-se as axiomaticas
obtidas, isto significando que em cada uma delas os
conceitos primitivos, os postulados e os conectivos,
relagdes e principios logicos sdo substituidos por
simbolos e arranjos simbolicos sujeitos a regras
bem definidas, analogas as de um jogo.

c) Demonstracdo da consisténcia das axiomaticas
formalizadas: para cada axiomatica formalizada,
mediante  investigagdo de sua  estrutura
grafomecénica, procura-se provar sua consisténcia,
evidenciando que ndo se podera jamais chegar a
arranjos simbdélicos contraditérios, operando-se de
acordo com as regras estabelecidas. (COSTA,
1992, p. 53-54)

Com isso, entende-se que a axiomatizacdo daria o ponta pé inicial
para a formulacdo de uma teoria. A formalizacdo, diferente da
axiomatizacdo, teria o objetivo de aplicar meios de conduzi-la. A
consisténcia, por fim, implicaria a ndo contradi¢do dessa mesma teoria.
De acordo com BATISTELA (2017, p.28),

Dessa forma, acreditavam os formalistas que ao
formalizar as teorias mateméticas livrariam a
Matemética de contradigdes, bem como de
possiveis paradoxos, pois seriam eliminados pelo
processo de reescrita da mesma com
demonstragdes rigorosas em um sistema formal.
Assim, na teoria formalizada ndo existiria sentencga
para a qual se tivesse uma prova de verdade e de
falsidade, simultaneamente. Logo, pensavam,
provariam que as teorias matematicas sdo
completas e consistentes dentro da sua prépria
axiomatica.
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Em outras palavras, o desejo de Hilbert era que a matematica fosse
reduzida a um nmero finito de axiomas que relacionem, intrinsicamente,
a consisténcia, completude e decidibilidade desse sistema. Isto é, o
sistema ndo poderia haver contradicdo, toda formula matematica
verdadeira tinha que derivar dos axiomas e qualquer problema existente
dentro dessa teoria deveria haver ou ndo uma solugéo, respectivamente.

Em conformidade com a ideia de completude, David Hilbert
e Wilhem Ackermann deixam em aberto a questdo de que se todas as
regras aceitas para manipular a linguagem através de conectivos légicos
e quantificadores relacionadas aos axiomas do sistema, permitem ou
ndo a deducdo de todas as formulas de uma teoria. A partir dessa
pergunta, Kurt Godel comega a ganhar grande prestigio na comunidade
cientifica da época devido a sua resposta afirmativa nasua tese de
doutorado em 1930.

Um sistema ldgico é completo se todas suas
féormulas vélidas sdo derivaveis no sistema. Na
realidade o trabalho de Gddel demonstrava que a
l6gica desenvolvida até essa época era adequada
para prover argumentos para qualquer coisa que
fosse verdadeira a partir de um dado conjunto de
axiomas. Foi isto o que proporcionou grande
prestigio inicial a Godel. (D'ALKAINE, C.V.
2006, p. 526)

Embora esse teorema seja de suma importancia para a logica
axiomatica, ainda ha uma questdo intrinseca na matematica quanto a seus
elementos. Inclusive, essa tese de doutorado de Gddel, ndo ird preocupar
Hilbert quanto ao seu projeto formalista. E em 1932, no congresso dos
matematicos, que Gddel apresenta seus argumentos que derrubaram o
programa de Hilbert e com a posterior publicacdo de seus dois teoremas.

Primeiro Teorema da Incompletude: Qualquer sistema consistente e
capaz de expressar a aritmética basica é incompleto.

Com isso, 0 sistema ser consistente implica a existéncia de uma
proposicdo P e ~P dentro dele onde, pelo menos uma delas, deva ser
verdadeira. Dessa forma, necessariamente, haverd uma sentenca dentro
do sistema que assume o valor de verdade, porém, ndo € demonstravel
dentro dele. De acordo com Newton da Costa (1992, p. 56), o presente
teorema de Godel significa, portanto, que existem proposi¢des
aritméticas tais que nem elas, nem suas negacdes sdo demonstraveis na
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axiomatica da aritmética que se adotar. Essas proposi¢fes sao
chamadas indecidiveis?® na axiomatica considerada. Logo, em qualquer
axiomética consistente da aritmética existem indecidiveis.

Segundo Teorema da Incompletude: Se um sistema capaz de expressar
a aritmética béasica é consistente, sua consisténcia ndo pode ser provada a
partir de seus axiomas.

Saliente-se ainda que, além da indecidibilidade que o primeiro
teorema diz acerca das proposi¢des, ndo € possivel, partindo do interior
de um sistema axiomatico, mostrar sua consisténcia, sua veracidade.
Portanto, é necessario algo externo e maior que utilize uma linguagem
mais sofisticada que verse sobre todo o sistema afim de demonstrar toda
sua consisténcia. Ou seja, ¢ impossivel formalizar uma prova de
consisténcia de qualquer axiomatica da aritmética, tendo por base téo
somente essa axiomatica. (COSTA, 1992, p. 57)

Por fim, demonstra-se claramente a importancia de todo o contexto
do surgimento e o impacto notorio desses teoremas. Ndo era somente
Hilbert que havia o sonho de provar que a matematica néo
havia um ignorabimus, ou seja, qualquer problema da
matematica haveria uma solucdo, bastava encontra-la.

A comunidade cientificade Viena estava a todo momento
trabalhando arduamente para reestruturar 0 pensamento cientifico. O
manifesto do Circulo de Viena, citado acima, nos mostra os embates
filosoficos e divergéncias de pensamento cientifico da época. Tinham em
mente uma reestruturacdo que seria capaz de encadear todos os termos
filosoficos de forma ordenada e conceituada. Seria possivel reduzir o
significado de uma palavra através de uma estrutura puramente légica.
Eram problemas nos fundamentos da Fisica, Matematica, Biologia,
Psicologia e Ciéncias Sociais. Isto €, uma comunidade inteira de cientistas
de diversas areas acreditando num paradigma contendo uma promessa
tentadora: uma estruturacdo ldgica.

20 resultado de Godel no diz respeito sobre qual é a afirmagao que ndo pode ser demonstrada
ou refutada. Mas existem algumas afirmac6es que ndo podem ser demonstradas ou refutadas
hoje em dia como, por exemplo, a Hipo6tese do Continuum sobre o sistema axiomatico de
Zermello Frankel Choice (ZFC). Esta, por sua vez, afirma que ndo existe nenhum conjunto
com cardinalidade maior que a do conjunto dos nimeros inteiros e menor que a do conjunto
dos nimeros reais. Em 1940, Gddel provou que essa afirmacéo era consistente sobre ZFC, ou
seja, a negagao dessa afirmacéo ndo pode ser provada. Mas, em 1963, Paul Cohen provou que
a negacdo da Hipotese do Continuum era consistente e, portanto, sua afirmacéo ndo poderia
ser demonstrada. Dai, sua indecidibilidade.
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Além de Gddel ter acabado com o sonho de Hilbert, ele provou um
teorema que diverge dos ideais do Circulo de Viena. O
préprio Godel demonstra seu carater platdnico que contradiz os ideais
deste ultimo.

E verdade que meu interesse pelos fundamentos da
matematica foi despertado pelo “Circulo de
Viena”, mas as consequéncias filoséficas de meus
resultados, bem como os principios heuristicos que
levaram a eles, ndo sdo nem um pouco positivistas
ou empiristas. Fui um realista conceitual e
matematico desde cerca de 1925. Nunca sustentei a
visdo de que a matematica € sintaxe da linguagem.
Pelo contrario, essa visao, entendida em qualquer
sentido razoavel, pode ser refutada por meus
resultados (apud GOLDSTEIN, R.2008, p. 94)
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3 UMA IDEIA PARADOXAL

Nesse capitulo, sera abordado a ideia central da demonstracdo de
Kurt Godel do Teorema da Incompletude sem grandes rigores l6gicos
como o0 mesmo aborda em seu artigo, salvo algumas defini¢bes e
compreens@es que julguemos ser importante para o capitulo final desse
trabalho como o Teorema Fundamental da Aritmética e os nimeros de
Godel. A saber, o Teorema da Incompletude é subdividido em:

e Qualquer sistema axiomatico capaz de expressar a
aritmética basica é incompleto

e Se um sistema como o Principia Mathematica é
consistente, entdo sua consisténcia ndo pode ser
provada a partir dos seus axiomas.

Salvo essas consideracdes, prosseguimos.
3.1 Um curioso paradoxo

O Teorema da Incompletude de Gddel aborda o conceito de
verdade em matematica através de um dilema, que busca analisar a
consisténcia da mesma, e que consiste em ser uma verdade demonstravel
ou ndo. Nesse sentido, o teorema nos alerta sobre uma probabilidade real
de uma sentenca ser indecidivel, ou seja, ndo sermos capazes de confirmar
sua veracidade ou falsidade.

E através de uma construgéo logica a partir de regras ou axiomas
de um dado sistema que podemos chegar a veracidade (ou falsidade) de
uma sentenca, ou seja, a demonstrabilidade de tal sentenca. Uma
demonstracdo em matematica é uma cadeia de afirmacfes com oracoes
afirmativas na qual aparecem formulas e consideragdes logicas. Um
sistema suficientemente grande capaz de conter a aritmética dos numeros
inteiros — assim como o teorema de Godel sugere — possui sentengas
indecidiveis.

Um exemplo de sentenga demonstravel é o Teorema Fundamental
da Aritmética - que afirma que todo nimero inteiro pode ser decomposto
em fatores primos de forma Unica - que pode ser provado por meio das
conexdes logicas a partir dos axiomas dos ndmeros naturais. Uma vez
feito isso, ninguém duvidara da autenticidade dessa relacéo e considerara
esta sentenca, de fato, um teorema da matematica.
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Dai a importancia acerca dos indecidiveis. O Teorema da
Incompletude é como se fosse um “bicho papdo” dos sistemas formais
adequados (capazes de conter 0s numeros inteiros) pois, ao criar
determinado sistema, é certo que haverd questfes sem respostas. Mas
como é feita a demonstracdo de algo que diz respeito a sentengas que néo
sédo verdadeiras nem falsas?

Através de uma analogia, suponha como verdade que um dos dois
sujeitos abaixo quebrou um copo da cozinha, porém, ambos inventam
uma sacada paradoxal.
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Paradoxo - Quem quebrou o copo?

Figura 1

do fui eu!l!
Romulo dird

Néo fui eu!
i Remo é um
mentiroso!!!!

s )
Imagem de autoria prdpria com usufruto das ferramentas gratuitas do site
https://www.storyboardthat.com. Data de acesso: 27/04/2021
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Por um ponto de vista formal, entende-se, neste caso, por
“verdade” uma coisa, fato ou evento real e “mentira” como um engano,
falsidade, fraude.

Nesse contexto, é sabido que qualquer um dos dois sabe a verdade.
O julgamento desse simples e comum caso familiar terminaria assim que
um dos dois dissesse “Eu quebrei o0 copo”. Mas a esperteza de ambos em
utilizar um paradoxo para ndo sofrer as consequéncias, tornou esse
problema interessante.

Considere os dois casos abaixo que séo lidos da forma “se p entdo
q”. Por exemplo, se “Remo diz a verdade” entdo “Rémulo ndo quebrou o
copo”, e assim, por diante.

- Remo diza
Figura 2 x verdade
Remo é Remo nao
mentiroso CICLO 1 quebrou o copo

Rémulo ndo Rémulo diz a
quebrou o copo verdade

Remo é

Figura 3

mentiroso

Remo diz a Remo quebrou
verdade CICLO 2 0 Copo

Romulo é Romulo

mentiroso

também
quebrou o copo
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A opcdo “ninguém quebrou o copo” esta descartada, pois, supomos
inicialmente que um dos dois o fez. Porém, para o responsavel descobrir
qual foi o culpado tera de optar por um caminho mais indireto: barganha,
conversar, psicologismo, investigar, etc. A descoberta sera efetuada
através de uma construcdo que se dara através do tempo. Nesse caso, a
verdade é como um limite, uma sucessdo de evidéncias através de
hipoteses provisorias retiradas tanto do Remo quanto do Rémulo.

A partir disso, surge um problema natural: a demonstracdo formal
é realmente um procedimento adequado para a obtencdo da verdade?
Quais os limites desse procedimento? Godel (2009) aponta que a resposta
se mostra negativa?®.

3.2 Uma linguagem para outra linguagem

Quando é demonstrado algo em matematica significa que foi
escrita uma série de afirmacBes (ou formulas) partindo de axiomas
combinando-se logicamente entre si para chegar no que chamamos de
teorema. Em outras palavras, uma férmula é uma sucessdo finita de
termos primitivos e uma demonstracdo € uma sucessdo finita de
formulas?’. Ou seja, o teorema sera a Ultima formula da demonstracéo.
Mas, ao dizer que um teorema G é demonstravel, é falado “sobre” ou “de”
matematica?

Para exemplificar, considere o Teorema de Fermat e observe a
sutileza que ha entre os itens 1 e 2 abaixo.

1) Se n é um ndmero inteiro maior que 2, entdo ndo existem
inteiros positivos X, y e z que satisfacam a igualdade:
x™ + yn = zn

2) O teorema “Se n é um numero inteiro maior que 2, entdo
ndo existem inteiros positivos X, y e z que satisfacam a
igualdade: x™ + y™ = z™” é demonstravel.

Perceba, o primeiro item estabelece uma relagdo entre os nimeros
e, por este motivo, estamos falando de matemaética; jA o segundo,
estabelece uma afirmacéo sobre ela. Isso significa que em (1) estamos
falando de dentro do conjunto e em (2) acerca dele. Veja outro exemplo:

% Sera feito uma observagio extra pontuando Tarski nesse debate juntamente com o famoso
paradoxo do Mentiroso em Godel, Tarski e 0 Mentiroso.
2 (GODEL, 2009, p. 6)
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e Existem infinitos nimeros primos
e A proposi¢do “Existem infinitos nimeros primos” é
demonstravel.

Existir nimeros primos é uma afirmacdo de matemaética e, ser
demonstravel que existem infinitos nimeros primos, é uma afirmacéao
sobre a matematica. Entretanto, cumpre observar que tais enunciados
significativos sobre um sistema matematico ndo pertencem eles proprios
ao referido sistema. Eles pertencem ao que Hilbert chamou de
“metamatematica”, a linguagem que versa sobre a matematica®.

A linguagem matematica est4, em principio, construida para falar
sobre 0s numeros e podendo se referir também as operagfes existentes
entre eles (pode decidir que 25 é um multiplo de 5 ou que 10 é um divisor
de 100). Uma ideia que é central na demonstragdo de Godel é usufruir de
uma linguagem que fale, ao mesmo tempo, de e sobre matematica. Com
isso, serd possivel decidir se certa formula serd demonstravel ou ndo. Mas
como Godel fez com que a matematica falasse sobre si mesma? Podemos
identificar isso través de uma analogia social.

Faz pouco tempo que 0s caixas automaticos nos supermercados
surgiram. O cliente pega seus produtos e 0s passa na maquina apontando
0s respectivos valores de cada um e, por fim, aparece o total da conta a se
pagar. O engracado € que, mesmo com uma pessoa vendada te atendendo
no caixa, ela saberd de todos os produtos que vocé escolheu apenas
olhando a nota fiscal que o computador Ihe dard e, ainda, sabera do pre¢o
total e quanto cada item custou apds ter sido possivel ela voltar a enxergar
de forma clara.

Isso significa que cada produto é catalogado dentro de um sistema
de dados através do que é chamado “codigo de barras” que esta ligado
diretamente a uma sequéncia de nimeros naturais. Com isso, assim que o
objeto é passado no leitor, automaticamente, sabera das propriedades do
produto de acordo com o que foi colocado dentro do sistema e isso pode
ser sobre o peso, valor, nome, preco, etc. Por exemplo, a sequéncia
<56481328379> pode se referir a uma determinada Erva de Chimarréo e
<256481327803> de um pacote de Café.

O que sucede no supermercado sucede na
metamatematica. Cada enunciado metamatematico
é representado por uma Unica férmula dentro da

% (NAGEL, ERNEST. 2007)
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aritmética e as relagGes de dependéncia Idgica entre
enunciados  metaméatematicos se  refletem
plenamente nas relagGes numéricas de dependéncia
entre suas correspondentes formulas aritméticas.
Uma vez mais, o mapeamento facilita a
investigacdo da estrutura. A exploracdo de
questdes metamatematicas pode ser desenvolvida
mediante a investigacdo das propriedades
aritméticas e relagdes de certos inteiros. (NAGEL,;
NEWMAN, 2007, p. 68)

3.3 O codigo

Para compreendermos melhor essa numeracdo, foi ajustado um
pouco a tabela apresentada por Nagel e Newman (2007) afim de que os
exemplos citados aqui fagam sentido juntamente com a numeragéo de
Godel?®. Dessa forma, os simbolos, cddigos e significados ganhardo uma
nova rela¢do, mas que ndo interfere na ideia por tras da numeracédo de
Gadel.

2 Deixando claro que, independentemente dessa modificagao, a ideia por tras é valida desde que
mantenha as propriedades l6gicas de Godel. A alteragdo se da em editar o simbolo " > " com
o significado de “Se..entdo...” para 0 ” — ", pois, estd sendo mais utilizado nos dias atuais.
Também, é acrescentado o simbolo "+ " de adicdo e “ ~ “, como uma condigdo. As
modificacdes se ddo para compreendermos a humeragdo de Godel de uma forma simples e
intuitiva. Uma abordagem mais rigorosa e detalhada do Teorema da Incompletude pode ser
encontrada no livro O Teorema de Godel e a Hip6tese do Continuo — Acerca de proposi¢des
indecidiveis de sistemas matematicos formais e relacionados — onde é visto a demonstracdo
original do proprio GODEL.
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Tabela 1
Simbolos Cédigo Significado
~ 1 Né&o e/ou Negacdo
2 Ou
3 Se.... entdo....
4 Existe um
5 E igual
6 Zero
7 Sucessor imediato de
8 Marca de pontuacédo
9 Marca de pontuacéao
10 Para todo
11 Adicéo
12 E
Marca de pontuacéao

>S4+ <v~no | w| <

[ERN
w

Ainda, salvo algumas alteracdes em vista da tabela acima, Nagel e
Newman (2007) definem:

e Asvariaveis numéricas como X, y, z sdo simbolizadas
por nimeros primos maiores ou iguais a 17.

e Asvariaveis sentenciais (p, g, r) que representam uma
declaracdo afirmativa sdo simbolizadas como
quadrados de primos maiores ou iguais a 17

e Os predicados (P, Q, R) que denotam uma relacdo
entre 0s conjuntos numéricos sdo simbolizados como
cubos de primos maiores ou iguais a 17.

Com isso, é evidente que se pode criar simbolos para cada uma das
expressfes de uma linguagem formal, até porque, a ideia é identificar
através desses codigos uma afirmagdo ou até mesmo uma sentenga que
n&do possua uma demonstragao.

Por exemplo, a conjectura de Goldach afirma que todo ndmero par
maior que dois é a soma de dois nimeros primos. Através do que foi visto
acima, poderiamos definir, de forma légica, dois predicados; um P(x) para
numero “par” e outro, Q(x), para nimero “primo”; dessa maneira:
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P(x):
Ay(x = SS0y)

Q(x):
~x=S0AN~x=0AVYyVz(yz=x->(y=xAz=S0)V(=S0A=x)

Assim, o enunciado de Goldbach, ficaria:
Vx(P(x) A~(x=SS0) » Vyvz(Q(¥) AQ(2) Ax =y + 2))
Por fim, sequenciando através da tabela anterior:

1017817212181757769310191023
81931219%1217519112399

Mas note, é citado um exemplo particular da tabela que foi
proposta apenas para fixarmos a nocdo que ha entre a ligagdo de um
simbolo, um nUmero e uma expressdo. Isto €, foram definidos os
predicados P(x) e Q(x) apenas para fins ilustrativos; uma vez que, para
fazer o processo inverso (partir da sequéncia para os simbolos) os
predicados existentes no sistema devem estar totalmente explicitos para
compreender do que a numeracao se trata. Ja adiantando, a sequéncia de
nimeros acima ndo indica uma verdade ou falsidade da sentenga, ela
apenas faz uma ligaco injetora (1-1) entre simbolos e nimeros inteiros
positivos.

A titulo de curiosidade, Kurt Godel® define os termos primitivos
do sistema formal escolhido para efetuar sua demonstracdo da seguinte
maneira:

Constantes: ~ (ndo), V (ou), [] (paratodo), 0 (zero), f (o sucessor
de), (, ) (paréntesis).

Variaveis do Primeiro Tipo (para individuos, i. e., nimeros naturais
incluindo 0): x4, y4, z4, ...

Variaveis do Segundo Tipo (para classes de individuos): x,, v, Z3, ....
Variaveis do Terceiro Tipo (classes de classes de individuos):

X3,Y3,Z3, o

Essencialmente, denomina-se esse sistema como sendo P, onde, se
obtém construindo através da ldgica do Principia Mathematica (PM) de

» (GODEL, 2009, p. 10)
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Russel-Whitehead, adicionando o0s axiomas de Dedekind-Peano.
Entretanto, a adicdo dos axiomas de Peano-Dedekind, tal como todas as
outras modificagdes no sistema inclusas no PM, servem apenas para
simplificar a demonstracéo e sdo teoricamente dispensaveis®!, uma vez
gue, numa demonstracdo como esta, sao definidas as proprias ferramentas
de trabalho contendo um significado impar para cada funcéo do oficio.

Mais ainda, Godel3? simboliza os axiomas de Dedekind-Peano
através das definicdes acima. A saber, um deles: x,(0) . x[](x(x;) 2
X, (fxl)) 2 x4[] (x2 (x1))- Este, por sua vez, pode ser interpretado como:
se uma classe de individuos contém o nimero 0 e é valido que para todo
nimero e seu sucessor pertencam a essa mesma classe, entdo todo
nimero estad nessa classe. A pesar de se referir a mesma coisa, na
linguagem atual, pode ser exposto como: se um conjunto N de nimeros
contém o 0 e também o sucessor de todo nimero de N, entdo todo nimero
estaem N.

Apesar disso, a complexidade que é abordada em sua
demonstragao vai além disso. E em vista disso que Ernest Nagel e James
Newman e outros pensadores como John Barkley Rosser dedicaram seu
tempo para facilitar a compreensdo desse gigante da matematica nao
excluindo rigores essenciais para uma demonstracdo informal do
Teorema da Incompletude.

3.4 Codificando o cédigo

A principal ideia da unicidade das sequéncias de nimeros esta no
usufruto de um teorema da matemaética. Veja, temos até entdo que
qualquer sucessdo finita de simbolos primitivos (e por isso a qualquer
férmula) corresponde 1 — 1 a uma sucessao finita de inteiros positivos.
Mas como torna-la Gnica afim de que possamos relaciona-la a somente
um ndmero inteiro positivo? Godel explica.

Definiremos agora uma injecdo das sucessdes
finitas de inteiros positivos (que é de novo 1 — 1)
nos ndmeros naturais, fazendo o nimero 2™ x
R p,'j" corresponder a sucessdo
Ny, Ny, ... , N €M que p, designa o nimero primo
de ordem K, (por ordem de grandeza). Assim, ndo
s6 a qualquer simbolo primitivo como também a

3 (GODEL, 2009, p.10)
32 (GODEL, 2009, p. 13)
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qualquer sucessdo finita de simbolos primitivos
esta associada 1 — 1 um nimero natural. (GODEL.
2009, p. 16)

Por exemplo, poderiamos pegar a sentenca ((~p) - p) = ~p que
tem como sucessdo de inteiros 881172931729 3 172 e codifica-la
para um Gnico nimero: 28 38 % 5% 717% % 119 x 133 % 1717" 199 «
233 %292,

Esse valor inteiro positivo é denotado por NUmero de Godel. 1sso
significa que qualquer valor inteiro positivo € um nimero de Goédel? Néo.
Observe, a definicdo que Godel utiliza, é baseada na unicidade de que
todo namero inteiro positivo tem ao ser fatorado por ndmeros primos;
este, é conhecido como o Teorema Fundamental da Aritmética. Os
numeros de Godel sdo necessariamente pares, pois 0 nimero 2 é um fator
dele e, mais ainda, ¢ um produto de primos sucessivos comegando pelo 2.

Ou seja, nem sempre é possivel operar meramente com os simbolos
(ou numeros) afim de encontrar um nimero de Gédel que diga respeito
a alguma propriedade matemaética, vai depender totalmente das escolhas
que serao feitas para compor as poténcias dos fatores primos. Caso seja
pego aleatoriamente 0s nimeros da tabela acima, vocé pode chegar a
conclusdes precipitadas como 0 = SSO; o que nao ¢ verdade. Logo, todo
nimero de Gédel pode ser construido e identificado (basta fatorar), mas
nem todo ndmero de Gddel é uma afirmacao matematica.

Entretanto, essa codificacdo Unica, ndo se limita apenas aos
simbolos, mas a férmulas e demonstracdes.

Uma formula é uma sucesséo finita de termos
primitivos e uma demonstracdo € uma sucessao
finita de férmulas. A cada férmula faremos
corresponder o inteiro que corresponde a sucessao
de inteiros que correspondem aos seus simbolos; e
a cada demonstragdo, faremos corresponder o
inteiro que corresponde a sucessdo de inteiros que
correspondem as formulas que a constituem. Entéo
determinamos assim uma correspondéncia 1-1
entre as formulas (demonstracbes) e um
subconjunto do conjunto dos inteiros positivos.
(GODEL. 2009, p. 78)

Com isso, Godel engenhosamente faz com que os enunciados
metamatematicos sobre as propriedades estruturais das expressdes
matematicas se espelham dentro do préprio célculo.
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Os conceitos (proposigdes) metamatematicos
tornam-se conceitos (proposi¢des) sobre nimeros
naturais ou sucessdes destes e por isso sdo (pelo
menos parcialmente) exprimiveis eles préprios no
simbolismo do sistema P M. Em particular, pode-
se mostrar que os conceitos formula, figura de uma
demonstragdo, férmula  demonstravel  sdo
definiveis no sistema P M., i. e., pode-se apresentar
uma férmula F(v) de P M com uma variavel livre v
(do tipo de uma sucessao de nimeros) tal que F(v),
quando intuitivamente interpretada, diz o seguinte:
v é uma formula demonstravel. Agora, podemos
obter uma proposicao indecidivel no sistema P M,
i. €., uma proposi¢do A para a qual nem A nem néo-
A ¢é demonstravel. (GODEL, 2009, p. 7)

Essa proposi¢do indecidivel a qual Godel se refere é o apice final
desse texto. Este, parte do seguinte enunciado metamatematico: a
sequéncia de formulas com o nimero Goédel x € uma prova (no P M) da
férmula com o nimero Godel z. Essa relagdo, é escrita como a férmula
Dem(x, z) e, a partir dai, tendo estabelecido essa relagdo, uma férmula
aritmética G é construida representando a proposi¢do metamatematica “A
formula G néo é demonstravel no P M”. E nessa formula aritmética G,
autorreferencial, que entra um paradoxo similar ao do copo quebrado: o
paradoxo do mentiroso.

Dessa forma, como Godel partiu do pressuposto de que o P M é
consistente, ndo deveria haver contradi¢des. Se supormos que a férmula
“G = A formula G néo é demonstravel no P M” é uma prova dentro do
sistema, teriamos uma contradicdo; pois, a mesma diz que ndo é
demonstravel e, mais ainda, teriamos uma demonstracéo de uma férmula
falsa.

Da mesma forma, se supormos a negacdo de G, isto ¢, ~G = A
férmula G é demonstravel no P M” também teriamos um absurdo.
Note, se existir uma prova para ~ G, consequentemente, existird uma
prova para G, pois o sistema em questdo € dito ser consistente. Logo,
tanto G quanto ~ G seriam demonstraveis, 0 que € impossivel e, portanto,
teriamos uma proposi¢éo que afirma a sua prépria indemonstrabilidade.

Entdo, deriva-se a conclusdo metamatematica de que ha formulas
verdadeiras dentro desse sistema, mas que ndo sdo demonstraveis nele e,
dessa forma, um sistema axiomatico da aritmética ndo é completo mesmo
colocando essa fdrmula G como um axioma, pois, pelo procedimento
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orquestrado por Godel, se poderia encontrar uma outra férmula
autorreferencial G’ que voltasse para G. Mas, veja, ao contrario do que
pareca, essa proposicdo ndo € circular, porque afirma a
indemonstrabilidade de uma formula especificamente definida e, além
disso, sé posteriormente se verifica que esta formula é exatamente aquela
que exprime a proposicdo (GODEL, 2009, p.9).

A vista disso, temos que qualquer sistema axiomatico capaz de
expressar a aritmética basica é incompleto (primeiro Teorema da
Incompletude). Desta afirmacdo, surge que se um sistema como P M é
consistente, entdo sua consisténcia ndo pode ser provada a partir dos
seus axiomas (segundo Teorema da Incompletude). Como explica
Batistela®?,

Godel descreve como construir uma férmula
aritmética A, que representa a proposicao
metamatematica: “A aritmética é consistente”,
e ele mostrou que A —» G € um teorema, bem
como, A ndo é teorema. Assim, a consisténcia
da aritmética ndo pode ser estabelecida por
um argumento que possa ser representado no
calculo aritmético formal.

Por fim, vale ressaltar que,

Este imponente resultado da analise de Godel nao
deve ser mal compreendido: ndo exclui a prova
metamatemética da consisténcia da aritmética.
Exclui sim uma prova de consisténcia que pode ser
espelhada pelas dedugdes formais da aritmética. As
provas metamatematicas da consisténcia da
aritmética [...] sdo de grande significacdo ldgica,
entre outras razdes porque propde novas formas de
construges metamatematicas e porque ajuda por
este meio a esclarecer como a classe de regras de
inferéncia precisa ser ampliada, se é que se
pretende estabelecer a consisténcia da aritmética.
(NAGEL, 2007, p. 84)

(2017, p. 41)
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3.5 Godel, Tarski e o Mentiroso

O paradoxo do copo quebrado n&o surge & toa. E uma introdugéo
metafdrica sobre contradicbes que surgem em linguagens cotidianas
como, essencialmente, a antinomia do mentiroso atribuida ao filésofo
Eubulides, que viveu na Grécia por volta do século IV a.C. Tal
contradicdo logica foi debatida por vérios filosofos e l6gicos durante os
séculos seguintes e ninguém sabe, ao certo, se foi ele mesmo quem disse
a primeira vez a sentenca: um homem que se refere a si mesmo como
mentiroso, é verdadeiro ou falso?

De qualquer forma, esse paradoxo tem importdncia na
contemporaneidade devido ao “espanto” em que fildsofos obtiveram ao
encontra-lo em linguagens corriqueiras sem grandes formalidades. Em
particular, Alfred Tarski3* constr6i uma forma rigorosa para excluir esse
paradoxo de dentro dos sistemas formalizados, isto é, um sistema em que
a estrutura de sua linguagem é especificada e os teoremas séo as Unicas
sentencas que podem ser ditas como afirmagdes incontestaveis.3®

Para obter essa antinomia sem grandes rigores ldgicos ou
historicos e irmos direto ao ponto, considere o paradoxo do copo
guebrado. Rémulo faz uma afirmacdo sobre si mesmo e, a0 mesmo
tempo, afirma algo sobre Remo; a saber, que o préprio diz a verdade. Em
seguida, Remo parte para 0 mesmo caminho afirmando algo sobre si
mesmo, mas afirma que R6mulo é mentiroso. Veja, ndo ha nada de errado
no que Rdmulo e Remo dizem, mas sdo as circunstancias que provocaram
ciclos entre as sentengas e, consequentemente, ndo havendo consisténcia
na fala dos dois. Portanto, ndo ha como saber quem diz a verdade, apesar
de sabermos que um dos dois (hipétese) quebrou o copo.

3 Torna-se relevante falar sobre Alfred Tarski nesse capitulo por causa da sua contribuigdo em
definir o conceito de verdade a partir de sua frustracdo com o paradoxo do mentiroso e,
também, na implicancia que este conceito junto com o de demonstrabilidade, exerce sobre
sistemas formalizados como os da matemética que, consequentemente, se obtém um resultado
similar (como veremos) ao de GODEL. Portanto, essa énfase sobre Tarski nesse capitulo ndo
é tomada de forma arbitréria.

35 Assim, para especificar a estrutura de uma linguagem, devemos indicar todas as palavras que
decidimos usar sem definicéo, e que sdo chamados “termos ndo definidos (ou primitivos), e
apresentar as chamadas regras de defini¢do para introduzir termos definidos ou novos. Além
disso, devemos estabelecer os critérios para distinguir, na classe de expressoes, aquelas que
denominaremos “sentengas”. Finalmente, devemos formular as condicdes sob as quais uma
sentenca pode ser afirmada; em particular, devemos indicar todos os axiomas (ou sentengas
primitivas), isso é, as sentencas que decidimos afirma sem prova. E devemos fornecer as
chamas regras de inferéncia (ou regras de demonstragdo) por meio das quais podemos deduzir
novas sentencas, afirmadas a partir de outras sentengas previamente afirmadas. Os axiomas,
assim como as sentengas dele deduzidas por meio das regras de inferéncia, sdo chamados
“teoremas” ou “sentencas demonstraveis”. (TARSKI, 2006, p. 165-166)
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E um fato que estamos aqui na presenca de um
absurdo, que fomos levados a afirmar uma sentenca
falsa. Se tomarmos nosso trabalho a sério, ndo
podemos aceitar esse fato. Devemos descobrir sua
causa, isto €, devemos analisar as premissas nas
quais a antinomia é baseada. Devemos, entao,
rejeitar pelo menos uma dessas premissas, €
investigar as consequéncias que isso traz para todo
0 dominio de nossa pesquisa. Enfatizemos que as
antinomias desempenharam um proeminente papel
no estabelecimento dos fundamentos das ciéncias
dedutivas modernas. E, assim como as antinomias
da teoria das classes, e em particular a antinomia de
Russel (da classe de todas as classes que ndo sdo
membros de si mesmas), foram o ponto de partida
para as tentativas bem-sucedidas de uma
formalizag&o consistente da I6gica e da matematica
(TARSKI, 2006, p.168)

Dentre esta e outras antinomias, surgem questdes inquietantes. O
que significa “verdade” afinal? Como podemos conceitua-la sem cairmos
em paradoxos autorreferenciais? Como é demonstrado que algo é
verdadeiro? “Demonstrar” e “verdade”, tratam-se da mesma coisa ou sao
diferentes? Caso forem esta Ultima, o conjunto de sentencas
demonstraveis tem a mesma quantidade do conjunto das sentencas
verdadeiras? Ciente dessas indaga¢es, continuemos.

O problema da definigéo da verdade ganha um significado preciso
e pode ser resolvido de maneira rigorosa apenas para aquelas linguagens
cuja estrutura foi especificada com exatiddo®. Tarski, dessa maneira,
suscinta que as linguagens semanticamente fechadas que contém as leis
bésicas da légica, sdo inconsistentes por natureza. Isto &, linguagens que
contém a definicdo de verdade inclusas nelas proprias referindo-se a
sentencas da mesma, usufruindo de leis da logica classica, contém
facilmente um paradoxo do mentiroso. Dessa forma, Tarski faz uma
amputacdo: rejeita-se linguagens semanticamente fechadas e mantém as
leis da légica basica em funcionamento.®’

% (TARSKI, 2006, p.166)

57 Tal restricdo seria, € claro, inaceitavel para aqueles que, por razdes que ndo me sdo claras,
acreditam que ha apenas uma linguagem “genuina” (ou pelo menos que todas as linguagens
“genuinas” sdo mutuamente traduziveis). Contudo, essa restricdo ndo afeta as necessidades ou
interesses da ciéncia de nenhuma forma essencial. As linguagens (ou as formalizadas, ou — 0
que é mais frequentemente o caso — as porgdes da linguagem cotidiana) que séo usadas no
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Uma vez feito isso, esse processo cirlrgico é anestesiado através
de uma definicdo de verdade denotada por T: “p” é verdadeira se e
somente se p. Onde “p” deve ser substituido, em ambos os lados, pela
sentenca ao qual se constr6i uma definicdo; mais ainda, para evitar
contradigbes em que “p” assume a palavra “verdadeiro” como parte
sintatica da sentenca, se deve formular duas linguagens semanticamente
abertas: a linguagem-objeto e a metalinguagem. A primeira, é a
linguagem “a cujo respeito se fala” e a definicdo de verdade se aplicara a
sentencas dessa linguagem. A segunda, € a linguagem que fala sobre a
primeira; isto €, onde definiremos o termo “verdade”. Nesse caso, “p”
deve ser substituido (em ambos os lados da equivaléncia) por uma
sentenca qualquer pertencente a linguagem-objeto e, tendo que essas
consequéncias sejam formuladas na metalinguagem, conclui-se dai que a
primeira deve ser uma sentenca da segunda. Essencialmente, ambas néo
podem coincidir em tamanho nem ser nela traduzivel, se excluindo a
possibilidade de sentencas autorreferenciais®® e, consequentemente, surge
0 que Tarski define como hierarquia de linguagens:

Devemos observar que esses termos, “linguagem-
objeto” e “metalinguagem”, tém um sentido apenas
relativo. Se, por exemplo, ficamos interessados na
noc¢éo de verdade que se aplique a sentencas ndo de
nossa linguagem-objeto original, mas de sua
metalinguagem, esta Gltima torna-se
automaticamente a linguagem-objeto de nossa
discussdo. E, para definir a verdade para esta
linguagem, temos de ir para uma nova
metalinguagem — por assim dizer, para uma
metalinguagem de nivel superior. Desse modo,
chegamos a toda uma hierarquia de linguagens.
(TARSKI, 2006, p. 170)

Ou seja, tomando como exemplo uma linguagem-objeto L,
contendo um discurso formalizado, nela ndo podera haver predicados
semanticos aplicaveis a uma propria sentenca dessa linguagem. Em outras
palavras, ndo poderad haver uma sentenca autorreferencial que afirmara
sua propria negacao. Assim, se quisermos dizer algo a respeito de L, com

discurso cientifico ndo tem de ser semanticamente fechadas. Isso é 6bvio no caso em que
fendmenos linguisticos, e em particular as noges semanticas, ndo entram de modo algum na
consideragdo de uma ciéncia. Pois, em tal caso, a linguagem dessa ciéncia néo precisa ser
dotada de termo semantico algum. (TARSKI, 2006, p. 169)

% (TARSKI, 2006, p.220)



35

base em predicados sentenciais, teremos que subir para uma linguagem
L, essencialmente mais rica contendo nédo s6 o predicado T, mas toda a
linguagem L, e, mais ainda, termos que denotam nomes para as sentengas
e outras expressdes, bem como as relagdes entre si. Todavia, para obter
um predicado T para L, se deve subir mais um grau hierarquico L, sendo,
esta, uma metalinguagem para L, e assim sucessivamente.

Dessa forma, segundo a concepcdo Tarskiana, o paradoxo do
mentiroso e suas variantes ndo serdo mais um problema, pois, basta
atribuir na metalinguagem uma afirmagdo sobre uma sentenca
autorreferencial de uma linguagem-objeto que expresse uma propriedade
semantica através de um predicado. Isto €, invés de considerarmos a
sentenca “esta afirmacédo é falsa”, basta afirmar “esta afirmacédo é falsa
em L, e, assim, havera um predicado sentencial em L, que acuse uma
propriedade semantica sobre expressdes de L, até porgue, a segunda
sentenca ndo estd, ela propria, definida em L, e simem L, ;.

Apesar da construgdo feita por Tarski, ele enfatiza ainda que
independente do que “consigamos ao construir uma definicdo adequada
de verdade para uma linguagem cientifica, um fato parece certo: a
defini¢do ndo traz consigo um critério operativo que possa decidir quando
sentencas particulares dessa linguagem séo verdadeiras ou falsas (e, de
fato, a definicdo ndo é projetada com esse propésito)3°”.

Isto diz respeito em como a definicdo de demonstrabilidade (ou
demonstragdo) possui um papel importante em teorias formalizadas.
Apenas investigacGes profundamente rigorosas poderdo comprovar de
forma clara se o0 que a sentenca diz é, de fato, uma verdade. A definicéo
de demonstracdo ao qual Tarski aborda é equivalente ao que estamos
habituados a fazer#.

A nocdo de demonstracdo refere-se justamente a
um procedimento para determinar a verdade de
sentengas empregado primordialmente nas ciéncias
dedutivas. Tal procedimento é elemento essencial
do que é conhecido por método axiomatico,
atualmente o Gnico método usado para desenvolver
as disciplinas matematicas. [...] O primeiro passo
em dire¢do a suplementar uma teoria matematica

¥(TARSKI, 2006, p. 221)

40 Uma demonstracdo formal de uma sentenca dada consiste em construir uma sequéncia finita
de sentencas tal que (1) a primeira sentenca na sequéncia é um axioma, (2) cada uma das
sentencas seguintes ou é um axioma ou, entdo, é derivavel diretamente de algumas sentengas
que a precedem na sequéncia através de uma das regras de demonstragdo. E (3) a dltima
sentenca na sequéncia é aquela que deve ser demonstrada. (TARSKI, 2006, p.226)
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com a nogdo de demonstracdo formal €é a
formalizacdo da linguagem da teoria, no sentido
previamente discutido, quando abordamos a
definicdo de verdade. [...] Uma teoria axiomatica
cuja linguagem tenha sido formaliza e para a qual
tenha sido fornecida a nocdo de demonstracdo
formal é chamada teoria formalizada (TARSKI,
2006, p. 222 - 226)

E em virtude desses apontamentos de Tarski que a relagdo entre
verdade e demonstracdo nos remete ao Teorema da Incompletude de
Godel. Afinal de contas, tal procedimento objetiva a obtencdo de
sentencas verdadeiras e, consequentemente, como sabemos, nem todas
essas sentencas serdo demonstraveis.

Em particular, usando a descricdo de sentenca
fornecida pelas regras sintaticas da linguagem-
objeto, é facil arranjar todas as sentencas (das mais
simples as cada vez mais complexas) em uma
sequéncia infinita, numerando-as
consecutivamente. Dessa forma, relacionamos toda
sentenga a um ndmero natural de tal forma que dois
nimeros relacionados com duas sentengas
diferentes sejam sempre diferentes. Em outras
palavras, estabelecemos uma correspondéncia um
para um ente sentengas e numeros. Esse
procedimento, por seu turno, leva-nos a uma
correspondéncia similar entre conjuntos de
sentencas e conjuntos de nimeros ou relagdes entre
sentengas e relagbes entre nimeros. Em particular,
podemos considerar 0s nimeros das sentengas
demonstraveis e 0s numeros das sentencas
verdadeiras, aos quais chamaremos,
abreviadamente, nUmeros demonstraveis e
nimeros verdadeiros. Nosso problema principal
fica, entdo, reduzido a seguinte questdo: sao
idénticos os conjuntos dos nimeros demonstraveis
e dos nuameros verdadeiros? (TARSKI, 2006,
p.229)

Note, Tarski usufrui da numeragdo de Godel para estabelecer as
correspondéncias entre os conjuntos (ou relagdes) de sentencas e nimeros
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de forma Unica*! e, com base nisso e na sua definicdo de verdade ele
conclui que a definicdo de demonstrabilidade pode ser definida dentro do
sistema em questdo, mas a de verdade, nao.

Confirmamos essa conjectura mostrando que se 0
conjunto dos ndmeros verdadeiros pudesse ser
definido na linguagem da aritmética, a antinomia
do mentiroso poderia ser realmente reconstruida
nessa linguagem. Uma vez, entretanto, que estamos
agora lidando com uma linguagem formalizada
restrita, a antinomia assumiria uma forma mais
complexa e sofisticada. [...] Assim, o conjunto dos
nimeros demonstraveis ndo coincide com o
conjunto dos nudmeros verdadeiros, ja que 0
primeiro é definivel na linguagem da aritmética,
enquanto o segundo ndo o é. Consequentemente,
também, ndo coincidem o conjunto das sentencas
demonstraveis e o das sentencas verdadeiras. Por
outro lado, usando a definicdo de verdade,
facilmente demonstramos que todos os axiomas da
aritmética sdo verdadeiros e que todas as regras de
demonstragdo sdo infaliveis. Logo, todas as
sentencas demonstraveis sdo verdadeiras e, por
conseguinte, a conversa ndo pode valer. Dessa
forma, nossa concluséo final é: existem sentencas
formuladas na linguagem da aritmética que sdo
verdadeiras, mas ndo podem ser demonstradas com
base nos axiomas e nas regras de demonstragdo
aceitos na aritmética. (TARSKI, 2006, p.230-231)

Para concluir, convém enfatizar que esse resultado de Tarski
complementa ainda mais o de Godel a respeito das teorias matematicas.
Por um lado, o Teorema da Incompletude diz respeito da existéncia de
sentencas indemonstraveis dentro de um sistema suficientemente capaz
de conter o minimo de aritmética basica, soma e multiplica¢do, bem como
apontam gue sua consisténcia ndo pode ser provada por artificios que

“Devemos 0 método aqui usado a Godel, que o empregou para outros propésitos em seu trabalho
recentemente publicado. Esse artigo, extremamente importante e interessante, ndo esta
diretamente relacionado com o tema de nosso trabalho — ele trata de problemas estritamente
metodolégicos: a consisténcia e a completude de sistemas dedutivos; contudo, poderemos
utilizar os métodos e, em parte, também os resultados das investigagdes de Gddel para o0 nosso
proposito. (TARSKI, 2006, p.117)
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residem dentro dessa teoria independentemente do acréscimo de axiomas.
Isto é, qualquer forma de contornar o problema, havera sentencas
indecidiveis da mesma forma e, no caso de provar a consisténcia é
preciso, portanto, uma teoria axiomatizada essencialmente mais rica para
que isso ocorra. Por outro lado,

O resultado mostra que, na verdade, em nenhum
dominio da mateméatica a nogdo de
demonstrabilidade é um substituto perfeito para a
nocdo de verdade. A crenca em que uma
demonstragdo  formal pode servir como
instrumento adequado para estabelecer a verdade
de todos os enunciados matematicos mostrou-se
desprovida de fundamento. [..] A nocdo de
sentenga verdadeira atua, assim, como um limite
ideal que nunca pode ser atingido, mas do qual
tentamos nos aproximar através da ampliagdo
gradual do conjunto de sentengas demonstraveis.
N&o existe conflito entre as nogdes de verdade e de
demonstragdo no desenvolvimento da matematica:
as duas ndo estdo em guerra e, sim, coexistem
pacificamente. (TARSKI, 2006, p. 232-233)
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4 FAKE NEWS: O JORNAL DA VERDADE

O presente capitulo aborda uma entrevista ficticia entre um
jornalista chamado Sr. Bok Bertha Liar e o ilustre convidado, Sr. Kurt
Godel. As perguntas do jornalista estardo intimamente ligadas sobre o
Teorema da Incompletude e seus impactos filosoficos. Apesar disso,
nenhuma pergunta serd consistente com o real significado desse teorema,
isto é, serdo baseadas em falacias comumente ligadas a este célebre artigo.
Também, a maioria das perguntas foram retiradas, traduzidas e
modificadas do livro espanhol Goédel v (para todos) de Guilhermo
Martinez e Gustavo Ernesto Pifieiro, para que fosse possivel compor esse
capitulo.

Além disso, existem citagdes do proprio Godel que foram retiradas
do seu artigo Alguns Teoremas basicos sobre os fundamentos da
matematica e suas implicacOes que esta disponivel na segunda edicao da
obra O teorema de Godel e a Hip6tese do Continuum do ano de 2009.
Com isso, para simplificar a compreensdo e manter a estética do texto,
todas as fontes que estdo em Arial sdo citagdes diretas do Godel. Também,
a referéncia contendo a pagina do livro citado estara como nota de rodapé.

Portanto, as falas que ndo estdo em Arial, ndo se referem a uma
citacdo do préprio, mas sim numa interpretacdo intima do Teorema da
Incompletude. Logo, o objetivo principal é desmentir falacias sobre o
trabalho de Godel e suscitar questdes filoséficas que circundam a
matematica.
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Narnia, sexta-feira, 01 de abril de 1980
THE FAKENEWS

A ENTREVISTA

Boka Bert Laier: A matematica esta sofrendo as maiores mudancas
ja vistas em tdo pouco tempo desde o século XVII. O que ela cresceu
nesses Ultimos 200 anos é um absurdo comparado a todos 0s anos que ela
existiu. Em seu caso, € uma revolugdo através dos nimeros e da Idgica o
que o senhor fez, caro Godel! Os matematicos, como bem sabemos
atualmente, vivem em situagdes opostas no que se refere os fundamentos
desta ciéncia. De um lado, ha quem diga que foi criada e, de outro, ha
guem diga que foi descoberta! O que o Sr. pensa sobre isso0?

Kurt Godel: Primeiramente boa noite, Sr. Boka Bert. Espero que
voceé esteja bem! Meu caro, penso em muitas coisas. Mas, sendo direto,
em meados de 1926 tive o prazer de ter aulas com o professor Heinrich
Gomperz e foi através dele que me apaixonei durante a universidade. O
platonismo ascendeu uma chama em minha alma e no meu coracdo que
eu nunca sentia antes! Foi através disso que fez eu descobrir cada vez
mais matematica ao meu redor. Mas o que penso, € uma dificuldade
intrinseca ligada a estas perguntas. Quem argumenta ser descoberta, tem
0 trabalho arduo de explicar como a acessamos e, do outro lado, a
dificuldade estd em responder como ela se aplica tdio bem em nossa
realidade. Eu contemplei o Belo ao qual Platdo se referial

Boka Bert Laier: Entdo o Sr. terd uma dificuldade notavel para
tentar explicar esse mundo das ideias, pois, uma implicacdo direta do seu
famoso teorema esta intimamente relacionada com a limitacdo da razdo
humana! Como pode, dessa forma, explicar tal contemplacdo se somos
insuficientes racionalmente?

Kurt Godel: Nein! Nein! Nein! Meu teorema néo diz respeito em
nada sobre uma possivel limitagdo da razao humana! Sr. Laier, vocé esta
sendo presuncoso com tal afirmacgdo. Pode haver uma limitagdo inerente
a humanidade, mas meu teorema ndo estd sendo aplicado em uma
modelacdo completa do pensamento humano, se que haja tal facanha.
Meu caro, os sistemas ao qual me refiro, sdo essencialmente dotados do
minimo de aritmética possivel, isto &, devem conter substancialmente as
operaces de soma e multiplicacdo. E nesse tipo de sistema formal que
meu teorema se aplica e, mais ainda, estes devem ser consistentes!

Kurt Godel: Mas veja, a incapacidade do homem em
compreender a si proprio pode aparecer para vocé, erradamente,
como sendo a ilimitagdo ou a inexaustibilidade da mente humana.
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Mas repare, por favor, que se fosse assim, isso de modo algum
seria derrogatério para a incompletabilidade da matematica
objetiva*?2. Pelo contrario, torna-la-ia apenas particularmente
notoéria. Porque se a mente humana fosse equivalente a uma
maquina finita, entdo a matematica objetiva seria ndo soé
incompletavel no sentido de ndo estar contida em qualquer
sistema axiomatico bem definido, mas mais do que isso, existiriam
problemas absolutamente insoliveis, em que o0 epiteto
“absolutamente” significa que seriam indecidiveis ndo apenas
dentro de um sistema axiomatico particular, mas por qualquer
demonstracdo matematica que a mente humana possa
conceber.*3

Boka Bert Laier: De igual modo, Sr. Gddel. A consisténcia de um
sistema implica, profundamente, em ndo haver contradi¢des. O primeiro
Teorema da Incompletude nos diz, portanto, que nenhuma verdade pode
ser estabelecida de forma definitiva, ja& que existe pelo menos uma
sentenca que ndo é demonstravel bem como sua prépria negacdo. Como
vocé avalia esse raciocinio?

Kurt Godel: Avalio através da definicdo de Aristoteles sobre o
conceito de verdade. “Dizer do que é que nado &, ou do que ndo é que €, é
falso, enquanto que dizer do que é que é, ou do que ndo é que nao &, é
verdadeiro”.

Boka Bert Laier: O senhor pode ser um pouco mais direto?

Kurt Godel: For God’s sake! Ser consistente implica sim em nao
haver contradi¢Bes, mas minha demonstragdo ndo exibe um teorema sobre
a verdade propriamente dita. E sim sobre uma insuficiéncia que os
sistemas axiomaticos, dotados de aritmética, possuem para explicitar a
totalidade de enunciados verdadeiros. Sr. Boka Bert, ¢ como pensarmos
na limitacdo que um sistema judiciario tem em analisar dois suspeitos que
estavam no local de um crime, onde, ambos sabem quem cometeu tal
delito, entretanto, os dois alegam que ndo foram nenhum deles. Nesse
caso, a verdade esta guardada na mente de cada um deles e o sistema
judiciario terd que buscar outros meios para demonstrar que um deles
certamente é o infrator.

Boka Bert Laier: A verdade, nesse caso, € encontrada através de
uma série de demonstragBes através de vestigios do crime.

Kurt Godel: Logicamente!

“2 GODEL se refere em matematica objetiva como a matematica stricto sensu, onde, se entende
ser o sistema de todas as proposices matematicas demonstraveis. (2009, p.895)
43 (GODEL, 2009, p.896)
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Boka Bert Laier: O segundo Teorema da Incompletude afirma que
um sistema, como o senhor diz, dotado de aritmética, é incapaz de provar
sua prépria consisténcia. 1sso significa que ndo existe uma certeza
absoluta, mesmo no dominio da matematica?

Kurt Godel: De forma alguma, excelentissimo Boka Bert. Como
eu disse agora ha pouco, ambos os teoremas, nesse caso, se referem a uma
insuficiéncia dos sistemas axiomaticos. Ndo fiz absolutamente nada
contra o que ja foi feito de matematica até os dias atuais. Nao invalidei
nenhum teorema, corolério ou aplicagBes imediatas na realidade. Tudo o
que foi feito até 0 momento, uma vez demonstrado a partir de um sistema
axiomatizado, é certamente verdadeiro. Dois mais Dois sempre sera
quatro, bem como o Teorema de Pitdgoras sempre serd aplicavel num
tridngulo retangulo.

Boka Bert Laier: E o Teorema da Incompletude que impede de
haver teorias completas e consistentes?

Kurt Godel: Que falacia, Sr. Laier. Hoje é o dia da mentira mesmo!
Ora, a palavra “completa” ao qual vocé se refere, suponho eu, é devido
ao termo de completude. Esta Gltima, expressa uma propriedade do
sistema. Isto &, significa que se uma férmula encontrada semanticamente
atraves de outras formulas, é aplicavel dentro desse sistema, entdo existe
uma deducdo ldgica e rigorosa através dos axiomas que chegara nessa
férmula e, portanto, serd um teorema do sistema. A consisténcia, como
disse anteriormente, implica em ndo haver contradi¢des dentro do
sistema. Dessa forma, meu teorema ndo implica diretamente em teorias
“completas” e consistentes. Veja, o calculo de predicados e o calculo
proposicional sdo ambas teorias consistentes e completas.

Kurt Godel: Ora, mais ainda, o teorema diz que para
qualquer sistema bem definido de axiomas e regras, em particular
a proposi¢do que afirma a sua consisténcia, é indemonstravel a
partir dos axiomas e das regras, desde que estes axiomas e regras
sejam consistentes e suficientes para derivar um certo fragmento
da aritmética finitista dos inteiros como os axiomas de Peano-
Dedekind, por exemplo. E isso que torna a incompletabilidade da
matematica particularmente evidente. Porque torna impossivel
que alguém formule um certo sistema bem definido de axiomas e
regras e que faca consistentemente acerca dele a seguinte
afirmacéo: tenho (com uma certeza matematica) a percepcao de
que todos estes axiomas e regras sdo corretos e além disso
acredito que contém toda a matematica.**

4 (GODEL, 2009, p. 894)
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Boka Bert Laier: Obrigado pela entrevista, Sr. Godel. O pessoal
estava euforico aqui com tantos questionamentos e duvidas referente ao
seu trabalho. Haviam pessoas que confundiam seu teorema da completude
com o da incompletude e que um contradiz o outro, mas ndo se trata nada
disso, certo?

Kurt Godel: Perfeitamente, Sr. Laier. O teorema da completude
trata-se de uma afirmacéo sobre a logica da primeira ordem e, posso
afirmar com toda certeza, 0 Teorema da Incompletude trata-se de um
teorema metamatematico acerca dos sistemas formais capazes de conter
a aritmética e, por isso, excedem sistemas de primeira ordem. Até porque,
0 argumento principal da minha demonstrac&o, o paradoxo, sé é possivel
pela consisténcia da numeragdo Unica que criei. Ou seja, novamente, sdo
sistemas particulares contendo fragmentos matematicos ao qual o teorema
se aplica.

Boka Bert Laier: Agradeco a paciéncia Sr. Godel! A entrevista esta
encerrada.
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5 APRENDENDO COM GODEL

No presente capitulo, serdo abordadas sugestdes para o curso de
licenciatura em Matemética da UFSC-BNU tendo em vista a formacéo
inicial do estudante. Essas sugestdes, serdo baseadas através da tese de
doutorado da professora Rosemeire de Fatima Batistela (2017) intitulada
O Teorema da Incompletude de Godel em cursos de licenciatura em
matematica em conjunto com o proprio Projeto Pedagdgico do Curso
(PPC) de Licenciatura em Matemaética da UFSC-BNU (2016), bem como
0s objetivos de cada disciplina que foram escolhidas para um possivel
tratamento desse teorema com base nos conteldos que sdo estudados
nessas matérias. Dessa forma, para deixar o texto limpo, subentende-se
que todas as citacfes abaixo referem-se aos trabalhos citados acima. Caso
haja alguma citacdo exterior, esta totalmente referenciado.

5.1 A justificativa

Desde as épocas mais remotas da histéria humana as pessoas que
construiram a matematica ndo tinham, inicialmente, o objetivo de
compreender o mundo. Era puramente uma questdo organizacional dentre
as sociedades em prol do desenvolvimento humano da época. N&o
sabemos como e onde comegou a surgir esse pensamento, mas entende-
se que diferentes grupos e culturas convergiam para esse modo de pensar.
O pensar, nesse aspecto, refere-se ao préprio ato de reflexdo, meditacéo,
observacao, anlise e relagdo entre todos os sentidos do Homem enquanto
espécie.

Com efeito, as diferentes formas de se pensar matematicamente
se deu através da relevancia social que este campo do conhecimento
obteve no passar dos anos. A compreensao sobre 0 mundo e a vida foram
temas centrais desta ciéncia enquanto desenvolvimento humano. Esse
trabalho pode ser visto através de todas as tecnologias que usufruimos
hoje, presentes desde os meios de locomocéo até as melhores formas de
interpretacdo social por meio de uma rede de informacdes socialmente
relevantes. Dados, gréficos, tabelas, computadores, formas de
organizagdo, fazem parte do conhecimento matematico e permitem uma
andlise critica da sociedade dentre tantas outras coisas.

A matematica est enraizada em nossa historia moldando nossa
forma de enxergar o mundo até os tempos atuais. Esta ciéncia, portanto,
é imprescindivel para a formacdo humana ndo sé em vista a sua historia,
mas 0 que ela significa para o pensamento humano. Conforme aponta
Batistela:
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A época do aparecimento do TIG (Teorema da
Incompletude de Godel) reinava a concepgdo que
trazia o entendimento de que ndo havia
ignorabimus, isto é, de que ndo haveria problema
bem colocado que com o devido empenho dos
matematicos ndo tivesse solugdo. Apos Godel, essa
concepgdo ndo se sustenta mais. O encontro de
Godel com o indecidivel em seu TIG confere a esta
ciéncia uma visdo de que nela ha sentengas
matematicamente bem formuladas e verdadeiras
gue ndo podem ser formalmente expressas como
tal.

Desse modo, pode-se afirmar que o teorema de Godel estad
exclusivamente ligado a forma como concebemos a matematica hoje. Sua
demonstracdo ndo somente quebrou o paradigma do pensamento de
Hilbert, mas nos convenceu de que a intuicdo é uma caracteristica
fundamental em rela¢do ao modo de se fazer Matematica.

Dada a importancia desse teorema, principalmente
no que se refere a sua relevancia cultural para a
Matematica, entendemos que a apresentacdo do
resultado do fendmeno Gddeliano é uma
informacdo imprescindivel que deve estar presente
entre 0s conteldos elencados para serem
trabalhados em cursos de licenciatura em
Matematica. Apoiamos que este tratamento seja
realizado de forma intelectualmente honesta de
modo que oportunize ao graduando em Matematica
conhece-lo, vivenciando o resultado desde o
primeiro ano do curso. [..] para que estes
professores em forma/agdo tomem contato com o
TIG, o qual diz das possibilidades de ser da prépria
Matematica e da distingdo entre verdade
matematica e demonstrabilidade matematica. As
principais ideias que permeiam o resultado podem
aparecer em diferentes oportunidades no decorrer
do curso.

Com isso, os futuros professores de matematica ndo devem
concebé-la como exata e incontestdvel, mas uma ciéncia que foi
construida através de uma abstra¢do contendo um rigor l6gico que, por
mais forte que seja, havera problemas em que se pode cogitar sua
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indecidibilidade e possivelmente demonstra-la. Cogitar, nesse sentido,
refere-se a uma questdo de pura intuicdo e pensamento; pois, através dos
trabalhos de Alonzo Church (1936) e Alan Turing (1937) compreende-se
que ndo ha& nenhum algoritmo para decidir relagbes de verdade ou
falsidade onde as operacfes de soma e multiplicacdo ocorram, mas isso
ndo significa, segundo Godel (1964), que isso estabeleca limites aos
poderes da razdo humana, mas uma implicac&o direta no formalismo puro
da matemética. Dessa forma, ao depararmos com uma conjectura
matematica, ndo sera possivel aplicar um algoritmo de decidibilidade para
verificar sua veracidade ou falsidade; entretanto, ainda é possivel
demonstrar que tal conjectura seja indecidivel.

Como esse teorema reflete na desconstrucdo da matematica ser
exata e incontestavel e na compreensdo do pensamento humano, mostra-
se claro a relevancia que ha em trabalha-lo no decorrer do curso de
Licenciatura em Matematica da UFSC, uma vez que, entra em
confluéncia com as ideias escritas em seu PPC*:

Assim, a formagdo dos futuros professores de
matematica deve passar por um conhecimento dos
problemas internos da Matematica, mas ndo pode
se restringir a eles. Conhecer e dominar a
abstracéo, o rigor légico e as aplicagdes devem ser
0s passos iniciais para a compreensdo da
importancia desta ciéncia, entretanto, uma
formac&o que vise uma andlise critica da sociedade
precisa ir além: desconstruir os mitos em torno das
dificuldades de aprendizado desta ciéncia;
descontruir a visdo do matematico como alguém
excéntrico; desenvolver uma compreensdo da
Matematica enquanto criagdo humana por meio do
estudo de sua historia; e compreender o papel
ideoldgico da Matematica na atual sociedade da
informacao.

Também, em consonancia com o proprio contexto do surgimento
do Teorema da Incompletude, a participa¢do da historia na Educacéao
Matematica teria um papel impar em problematizar a forma como ela foi
desenvolvida até o século XX e a quebra de conceitos/paradigmas
relacionado a mesma, durante a onda do positivismo 16gico em Viena.
Visto que, nesse mesmo documento (PPC), é enfatizado a importancia da

4 Este trabalho pode ser encontrado em https://mtmblu.paginas.ufsc.br/files/2014/05/ppc-
20171.pdf. Data de acesso: 06/05/2021


https://mtmblu.paginas.ufsc.br/files/2014/05/ppc-20171.pdf
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historia dessa ciéncia no processo de ensino e aprendizagem do discente
de matematica.

A participacao da historia na Educacdo Matematica
procura problematizar como a matematica foi
desenvolvida em diferentes periodos e contextos
histéricos, além de propor formas de insergdo de
atividades didaticas de conteidos matematicos
baseadas em um dialogo com a histéria de maneira
a desconstruir a ideia de uma matematica pronta e
acabada que é apenas descoberta por poucos génios
e mostrar, entdo, que a matematica como qualquer
outra préatica sociocultural, se desenvolve por meio
de avangos e retrocessos, disputas e
condicionamentos de outras praticas
socioculturais. Essa tendéncia da Educacdo
Matematica tem um importante papel na formagdo
critica do futuro professor de matematica
possibilitando uma desmistificagdo da matematica.

Ainda, as competéncias relacionadas ao dominio dos conteldos
matematicos, seus significados e interdisciplinaridade para que o egresso
seja capaz de relaciona-los invocam, implicitamente, o fenémeno
Godeliano como um assunto impar a ser tratado durante o curso. Algumas
dessas competéncias concretizam ainda mais esse argumento. A saber,

Compreender como ocorre o inter-relacionamento
da matematica com outros saberes modelando
fendmenos e percebendo suas aplicagdes, inclusive
como recursos que colaboram para o0
desenvolvimento da Matemética, enquanto ciéncia;
compreender 0s aspectos histdricos relacionados
ao desenvolvimento da Matematica; compreender
0s aspectos logico-formais relacionados ao
desenvolvimento da Mateméatica com sua
coeréncia interna e os limites de suas verdades.

Assimilar o inter-relacionamento com outros saberes, 0s aspectos
historicos e logico-formais do desenvolvimento da matematica, “podem
ser abordados através de ocasifes oportunas em que se mostre a
Matemaética como uma realizacdo historico-cultural humana, sujeita as
caracteristicas de seu modo de producdo, 0 método axiomatico, e como
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uma ciéncia viva em acontecimento, ainda sujeita a duvidas”, conforme
enfatiza Batistela. Também, nesse mesmo paragrafo, ela considera:

Nesse momento, seria plausivel apresentar a
incompletude da Mateméatica como uma
impossibilidade, mas também como abertura para
essa ciéncia, ja que permite um revigoramento e
surgimento de outras teorias. Também seria
apropriado evidenciar mudangas no modo pelo
qual na Matematica sdo encarados os problemas
apos o TIG, pois esse teorema afirma que ha um
conjunto de problemas indemonstraveis que
independe do ideal cognitivo dos matematicos e do
empenho destinado as suas provas. Estes, embora
indemonstraveis, trazem ao conhecimento a
natureza revigorante da Matematica que nao
permite se circunscrever, ou seja, ter os limites de
suas teorias bem determinados e circunscritos a
elas.

Portanto, da mesma forma como é colocado que um dos objetivos
do curso € “desenvolver conhecimentos matematicos que propiciem ao
futuro professor uma sélida formacdo matematica que sirva para a
ampliacdo de sua cultura matemética geral e que, a0 mesmo tempo,
auxilie em suas praticas de ensino”, é imprescindivel que fenbmenos
histéricos como o Godel seja trabalhado, estudado e problematizado
durante o curso. Uma vez que, ndo se trata apenas de matematica, mas
também de pensar sobre ela. Conceitos como “metamatematica”, nesse
aspecto, poderiam ser abordados em disciplinas que visam 0s
fundamentos desta ciéncia e, consequentemente, propiciariam ao discente
uma melhor compreenséo dos conhecimentos matematicos e uma maior
ampliacdo cultural e cientifica, como consta no objetivo citado“®.

5.2 As disciplinas
Abaixo, sera exposto trés disciplinas encontradas na grade

curricular do curso de Licenciatura em Matematica da UFSC-BNU
incluidas no PPC contendo algumas observacgdes gerais sobre a ementa e

“Isso ndo significa que nossa sugestdo implique diretamente em alguma alteragdo no PPC,
gerando todo um processo burocratico que envolve o nicleo docente estruturante, o colegiado
do curso e a Pré-Reitoria de Graduacdo, mas a inser¢do de uma abordagem que potencialize
as discussoes que ja sao pretendidas nas disciplinas e, de forma geral, no curso.



50

alguns conteudos a serem trabalhados no decorrer da disciplina. Estas, por
sua vez, foram escolhidas de tal maneira que haja a possibilidade de
trabalhar os conceitos, reflexdes e aplicagbes do Teorema da
Incompletude de Godel com base nas observacOes que a Batistela (2017)
fez em seu trabalho nas disciplinas de um curso de Matematica de outra
instituicdo similares as deste curso.

Com base nisso, far-se-4 uma apresentacdo contendo alguns
conteldos e objetivos que constam na ementa dessas disciplinas que seréo
sugeridas, para que as sugestdes sobre a inclusdo do Teorema da
Incompletude de Gddel, como um conhecimento essencial para a
formagdo do estudante egresso do nosso curso de Licenciatura em
Matemaética, ganhem destaque através dos argumentos que se basearam
pela ementa e importancia do fenémeno Godeliano.

As disciplinas elencadas fazem parte de dois Nucleos de estudo
para uma formacdo geral; a saber, o Nicleo de Matematica e o de
Educacdo Matematica. O primeiro, contém disciplinas da Educagéo
Bésica e do Ensino Superior para que o estudante desenvolva uma
profundidade no estudo da matematica.

A organizacdo das disciplinas do Nucleo de
Matemética estd planejada de forma a contemplar
topicos de Matematica Elementar e de Matematica
Superior. Os conteidos de Matematica Elementar
permitem ao licenciando: identificar e desenvolver
com maior profundidade os saberes matematicos
que ensinard no Ensino Basico, articular estes
saberes entre si e ter bases matematicas para
assimilar os contetidos de Matematica Superior.

Nesse contexto, as disciplinas sugeridas para a insercao do TIG
serdo Elementos de Aritmética e Algebra e Fundamentos da Matematica.
Uma por dar enfoque nos conjuntos numéricos, tendo como objetivos
claros fazer com que o estudante compreenda as operacdes e propriedades
elementares da matematica, ampliar sua nogdo de conjuntos numéricos e
propiciar ferramentas que permitam o estudante modelar problemas
matematicos. A outra, por suscitar reflexdes no cerne da matematica:

Em particular, a disciplina de Fundamentos de
Matemética tem o objetivo de introduzir as bases
da Matematica: Logica Matematica e a Teoria dos
Conjuntos, apresentando ao estudante, ja na
primeira fase, o pensamento matematico. Essa
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disciplina sera o elo entre todos os conhecimentos
que serdo desenvolvidos no Nucleo de Matematica

Ja no Nucleo de Educacdo Matematica, como consta no PPC, as
disciplinas foram organizadas de forma a dar condigbes para que o
licenciando desenvolva competéncias necessarias ao Ensino de
Matemaética. A disciplina como sugestéo, nesse caso, seria a de Historia e
Filosofia da Matematica, pois, ela tem como objetivo a desconstrucéo de
saberes equivocados que estdo relacionados a Matematica:

Com a disciplina Histéria e Filosofia da
Matematica o licenciando podera desconstruir a
visao hegemdnica da Matematica como disciplina
que se desenvolveu desconectada de outros campos
de atividade humana, a0 mesmo tempo em que
poderd problematizar as diferentes concepgdes
filosdficas desta disciplina.

Convém enfatizar, as disciplinas escolhidas, como se pode notar,
operam nos fundamentos da matematica tanto na construgdo (como base)
guanto no sentido figurado da palavra “fundamento”. Isto é, principios,
razdes, causas, justificativas, evidéncias, argumentos, etc. Todas estas
moldam a forma de compreensdo sobre o que é a Matemaética e, 0
Teorema de Godel, com toda sua relevancia, possui um papel
insubstituivel nessa reflexao.

5.3 As sugestdes

A forma como o Teorema da Incompletude apresenta uma
caracteristica impar no que diz respeito ao cerne da matematica, isso
implica diretamente na relevancia que 0 mesmo possui na formacéo dos
professores desta ciéncia. Em acordo com Batistela, “o TIG confirma a
existéncia de uma caracteristica fundamental em relagcdo ao modo de se
fazer matematica, e nossa visao é que por isso ele é um resultado cultural
que se relaciona diretamente ao modo como se compreende Matematica
e por conseguinte, a que ensinamos”. Ciente dessa significancia,
prosseguimos.

Na disciplina de Elementos de Aritmética e Algebra, como visto
acima, estabelece a importancia que ha para o estudante compreender os
conceitos que envolvam os conjuntos numeéricos e suas propriedades,
visando sua formacdo enquanto docente de matematica. Tendo isso em
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mente, 0 conteldo encontrado no programa de ensino desta disciplina,
detém de assuntos associados a aritmética classica.

1.NUmeros naturais: axiomas de Peano-Dedekind,
operagOes em N; propriedades das operagdes em N;
operagOes em outras bases. 2. NUmeros inteiros:
construgdo de Z a partir de N; operagbes em Z;
propriedades das operacbes em Z; relacdo de
ordem em Z. 3. Algoritmo da divisdo em Z e
Teorema Fundamental da Aritmética: algoritmo da
divisdo; maltiplos e divisores; critérios de
divisibilidade;  nGmeros  primos;  Teorema
Fundamental da Aritmética;, MDC e MMC;
nimeros  relativamente  primos;  equagdes
diofantinas; congruéncias. 4. Nameros racionais e
5. NUmeros reais

Segundo Batistela, em sua analise referente a disciplina Teoria
dos NUmeros que, por sua vez, assemelha-se aos conteldos da disciplina
em questdo, sugere:

Observamos um ponto de tangéncia entre os
conteldos dessa disciplina com a prova da
incompletude, qual seja, o teorema fundamental da
aritmética que ¢é utilizada no processo de
numeracdo de Godel. Assim, sugerimos que ao se
trabalhar com este teorema se apresente 0 processo
de atribuicdo univoca dos nimeros de Godel que é
garantida por este resultado.

Nessa perspectiva, ser possivel, ao mesmo tempo, mencionar a
existéncia desse fendbmeno mesmo que nao esteja presente na sua ementa,
expondo um aspecto do TIG: o de que ha na aritmética formulas
verdadeiras e que ndo é possivel prova-las formalmente, conforme
enfatiza a autora. Também, os axiomas de Peano-Dedekind como consta
na ementa, servirdo como um exemplo particular deste feito; uma vez que
se trata de um sistema matematico formal dotado de simbolos juntamente
com regras para O Seu emprego e, consequentemente, possibilitara
suscitar problemas da teoria dos nimeros que estdo em aberto ha muitos
anos como sendo uma possibilidade de ser um problema indecidivel.
Entretanto, se deve argumentar que “ser uma possibilidade” é diferente
de “demonstrar ser indecidivel”.
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E possivel, portanto, trabalhar das mais variadas formas com o
teorema de Godel nessa disciplina, visando ndo somente algumas
formalidades e aspectos rigorosos quanto a sua demonstragcdo, mas
implicacBes sobre o seu significado na matematica.

Em paralelo, a disciplina de Fundamentos da Matematica
também é oferecida no primeiro semestre do curso. Como observado
anteriormente, a palavra “Fundamento” possui diversas interpretacdes e
sinbnimos a depender do contexto da sua escrita ou fala. Em nosso
aspecto, trata-se de conhecer, operar e refletir no cerne da Matematica.
Em outras palavras, uma investigacdo de e sobre sua construcdo que
apresentara ao estudante como pensar matematicamente.

Assim, o programa da disciplina elenca seus objetivos em
conhecer as no¢des basicas do calculo proposicional; fazer demonstractes
simples; conhecer as nog¢des béasicas de teoria dos conjuntos e entender o
processo de indugdo matematica. Dessa forma, os conteldos a serem
trabalhados se resumem a:

1. Logica Matematica: conectivos: negagdo,
conjuncdo, disjungdo, disjungdo  exclusiva,
condicionais e bicondicionais; quantificadores:
universal, existencial; regras de inferéncia: modus
ponens, modus tollens, disjuncdo aditiva,
silogismo  disjuntivo, silogismo  hipotético;
estratégias de demonstracdo. 2. Nogdes de teoria
dos conjuntos. 3. Demonstracdo por inducao.

Evidentemente, por se tratar de uma disciplina introdutéria para
0 curso de matematica, ndo convém estudar afundo termos complexos
como completude, consisténcia e seus antdnimos durante essa disciplina,
mas é possivel trabalhar com suas defini¢des sem grandes dificuldades;
uma vez que todos os contetdos a serem vistos nessa disciplina envolvem
a nogdo de conjunto desde o comeg¢o, da mesma maneira, é trabalhada a
I6gica de primeira ordem com os estudantes em I6gica matematica.

Em vista disso, ndo somente o TIG poderia ser dialogado com 0s
estudantes, mas o Teorema da Completude de Gddel também poderia ser
uma ferramenta para trabalhar o conceito de férmula, demonstracéo e
verdade em prol do pensamento matematico. Pois, em acordo com
D’Alkaine (2006), “o teorema da completude de Godel estabelece que
todos os teoremas que derivam dos axiomas podem ser provados, no
entanto, se algumas afirmacdes fossem verdadeiras sobre os objetos
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matematicos estudados e caso ndo derivassem dos axiomas, ndo poderiam
ser provadas.”

Assim sendo, ap6s uma breve explicacdo dos termos necessarios
para uma mera interpretacdo do Teorema da Incompletude, os estudantes
seriam capazes, supondo a mediacdo do docente, de compreender o que
ambos os teoremas (completude e incompletude) significam e que um néao
é a refutacdo do outro. Ou seja, o primeiro, nesse caso, refere-se
substancialmente a l6gica de primeira ordem e ndo diz respeito a nada
guanto a afirmaces relacionadas aos nimeros naturais axiomatizados por
Peano; dado que o principio da inducdo finita diz respeito as propriedades
dos numeros em si e, portanto, constitui uma légica de segunda ordem. Ja
0 segundo, expde uma caracteristica sobre os sistemas formais dotados de
aritmética e que, mais ainda, independentemente da quantidade de
axiomas acrescentados nesses sistemas, sempre haverd sentencas
indecidiveis.

Com essa linha de raciocinio, no que tange a disciplina Histéria
e Filosofia da Matematica, tem-se como finalidade prevista:

Compreender o desenvolvimento da Matematica
em diferentes contextos e periodos histéricos;
desconstruir a visao linear do desenvolvimento da
Matemética ao longo da Histéria; compreender o
contexto de desenvolvimento dos principais
conceitos da matematica escolar; problematizar as
conexfes da Matematica com outros campos de
atividade humana; problematizar as diferentes
perspectivas filosoficas da matematica e suas
implicagdes na educacédo matematica;
compreender o desenvolvimento da educacédo
matematica no Brasil; desenvolver atividades de
ensino de Matematica por meio do dialogo com a
Histéria e a Filosofia.

Por sua vez, os conteudos elencados em sua ementa explicitam o
trabalho com a matemaética até o século XIX, a saber: Estudo da Histéria
e Filosofia da Matematica e da Educacdo Matematica. Histdria da
Matemaética na Mesopotamia e antigo Egito, na Antiguidade Classica, na
Idade Média, no periodo da Revolucéo Cientifica e até o século X1X, com
enfoque especial para os contelidos da Educacdo Basica.

Olhando para a historia da matematica contendo o século XX,
Batistela entende ser possivel trabalhar o TIG abrangendo perspectivas de
seu desenvolvimento na atualidade. Isto é, por ser um progresso interno a
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Matematica e, evidentemente, um importante episddio do século XX que
foi responsavel pelo amadurecimento da compreensdo sobre as
caracteristicas das teorias matematicas que contenham a aritmética de
Peano em sua formalizacdo. Culminando, assim, numa abrangéncia e
ligagdes historicas entre episddios que desenvolveram a forma de como
se pensar em Matemaética e quebrando paradigmas ou, uma frustragéo de
expectativa; como enfatiza Batistela:

1)A crise dos incomensuraveis, historiada
modernamente ressalte-se, que se enreda por
apresentar a superagao, na propria Matematica, de
uma frustracdo de expectativa. A “crise” teria
aberto caminhos para a construcdo dos ndmeros
irracionais; 2) a duvida e as tentativas de provar o
quinto postulado de Euclides, o que desencadeou
no surgimento das geometrias ndo-euclidianas, e
que ndo invalida a geometria euclidiana; 3) a
questdo da decifracdo do infinito pelos
matematicos, cuja culminancia se da na teoria de
nameros transfinitos de Cantor, que trata da parte
matematizavel do infinito. Porém, ele se vé diante
de um paradoxo que envolvia a ideia de conjunto
de todos os conjuntos. N&o se pode negar que essa
questdo esta longe de ser uma crise para a
Matemética, sendo matriz propulsionadora do
desenvolvimento da Matematica desde tempos
remotos.

Assim, no que tange ao estudo da Filosofia da Matematica,
subentende-se que trabalhar as linhas de pensamento como Logicismo,
Construtivismo e Formalismo sejam necessarias para a composi¢do deste
contelido e, portanto, inevitavelmente o Teorema da Incompletude
surgiria nessas discussfes quanto ao pensamento Formalista. Dessa
forma, Batistela enfatiza novamente a relevancia que ha em trabalhar com
Kurt Gddel como um sujeito impar na historia. Uma vez que, o TIG,

[...] abre horizonte para uma Matematica que se
deu conta dessa caracteristica da incompletude de
grande parte de suas teorias, evidenciando que de
forma alguma invalidou a Matematica ja construida
ou impossibilitou que ela continuasse sendo feita.
Além disso, mostra a Matematica como uma
producdo humana de homens de tempos diferentes,
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com necessidades e anseios de compreensdo
conectados as questdes de sua época e de seu lugar;
reconhecendo um fazer matematico caracteristico e
direcionado ao alcance de solugdes abstratas que
sejam universais e neutras.

Por fim, convém enfatizar que este capitulo apresenta sugestdes
e ndo implicam diretamente numa mudanga sobre a ementa, conteldo e
objetivos das disciplinas elencadas acima. Logo, é mais um incentivo para
complementar o ensino dos estudantes e, consequentemente, de futuros
professores e, em concordancia com Batistela:

Nossa expectativa é, sobretudo, dar ao futuro
professor a possibilidade de discutir questdes de
filosofia da Matematica referentes a ela propria.
Por sua vez, a Matematica é produzida por homens
e mulheres e 0 anseio pelo conhecimento do seu
alcance conjuntamente com a vontade de
compreendé-la esta na origem de grandes avangos
tecnoldgicos e de outras ciéncias.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

No decorrer do desenvolvimento de todos os capitulos deste
trabalho, foi possivel dialogar e aprender nas areas da Filosofia, Historia
e Matematica. Todos 0s termos técnicos que a filosofia nos prop&e para
compreender 0s mais profundos e diversos pensamentos foram essenciais
para uma reflexdo rigorosa sobre as implicacbes do Teorema da
Incompletude. O entendimento histérico, ndo s6 da vida de Godel, mas
de todo o &mbito cientifico e cultural da época, teve um papel impar em
responder espantos iniciais sobre o Teorema da Incompletude, aos quais,
foram destacados na introdugdo deste trabalho. O envolvimento com a
matematica, evidentemente, é indispensavel em todo o desenvolvimento
do estudo aplicado em cima do Teorema da Incompletude.

Compreender que determinados sistemas axiomatizados possuem
uma insuficiéncia em explicar toda a Matematica, impactou intimamente
em meu modo de pensar sobre essa ciéncia. Como o préprio Kurt Godel
diz, ele ndo falseou nenhum resultado j& afirmado por ela, mas afirmou
gue existem sentencas indecidiveis e, mais ainda, é incapaz de provar sua
propria consisténcia. E preciso algo essencialmente mais rico para tal
argumento.

A dificuldade inicial baseava-se numa interpretacdo completa do
teorema afim de que investigasse algumas conclusdes precipitadas acerca
dele. Para contornar as pedras no meio do caminho, foi necessario estudar
o significado de consisténcia, completude, incompletude, l6gica de
primeira ordem, de segunda ordem, sistemas formais, conceito de verdade
e de demonstracdo, isto €, uma gama de conteldos essenciais foram
necessarios nao sé para a devida compreensdo do TIG, mas em qual
impacto esse resultado tem na matematica e na formagéo de professores
de matematica e, consequentemente, na visao sobre a matematica que os
estudantes de ensino basico obterdo ao saberem que existem tais
dificuldades na matematica.

Conclui-se deste trabalho que uma reflexdo filoséfica acerca da
matematica é tdo importante quanto o teorema de Godel. Isto é, a
matematica ndo é somente regida por formulas, demonstracdes, teoremas,
propriedades, mas substancialmente por reflexdes filoséficas sobre os
seus fundamentos e, inerentemente, ndo se escapa da intuicdo para
resolver problemas matematicos, isto &, ndo ha algoritmos que resolvam
passo a passo qualquer conjectura acerca dos nimeros.

Além disso, é de suma importancia enfatizar a técnica Godeliana
para mapear sentencas matematicas usufruindo do Teorema Fundamental
da Aritmética para afirmar a unicidade desse mapeamento. Godel
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elaborou uma ponte dimensional entre a matematica e metamatematica de
forma inédita e totalmente inovadora entre nimeros e sentencas
matematicas que, inclusive, esse procedimento foi usado, como citado no
decorrer do trabalho, por Alfred Tarski em sua concepcdo seméntica da
verdade.

Contudo, apesar de seu trabalho ter causado tanto impacto na
matematica, ainda ha pessoas que ndo compreendem do que 0 mesmo se
trata. Assim, através das falacias que foram trabalhadas, esse trabalho
finaliza um dos objetivos principais que era desmistificar o Teorema da
Incompletude de Godel.

Por fim, a compreensdo completa do teorema com todos os termos
essenciais para comp6-lo e a forma como foram tratadas as fal&cias acerca
do mesmo bem como as diferencas ligadas entre os termos
“demonstragdo” e “verdade” compde ainda mais a esséncia da se¢éo cinco
deste trabalho e, consequentemente, o objetivo principal foi alcancado.
Isto é, sugerir meios alternativos para que, num curso de licenciatura em
matematica, seja possivel dialogar entre os estudantes sobre o Teorema
da Incompletude e seus resultados. Assim, fornecera meios para futuros
professores desmistificar mitos e falacias sobre a matematica com seus
estudantes.
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