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Resumo

Este trabalho investiga o uso de processos gaussianos para a resolucao de problemas de apren-
dizado supervisionado, método que vem aumentando em popularidade nos tltimos anos na
area de aprendizado de maquinas e vem se mostrando uma estratégia competitiva e viavel.
Primeiramente, tais processos sao definidos e suas propriedades estudadas, com um enfoque
no papel de suas funcoes de covariancia. Com isso, seguindo uma abordagem Bayesiana, esse
processos sao aplicados para a resolugao de problemas de regressao e classificagao. Infelizmente,
na maioria dos casos, a distribuicao posterior obtida esta computacionalmente indisponivel,
o que leva ao estudo de métodos de aproximagao para tal distribui¢ao. Alguns métodos sao
discutidos, sendo esses o método de expectation propagation, o método de aproximacao de
Laplace e o uso de Markov chain Monte Carlo. Um enfoque maior é dado para o método de
expectation propagation. Sao apresentados algoritmos para a implementagao de tais métodos,
com destaque para o nested expectation propagation como um algoritmo para classificacao por
processos gaussianos seguindo o método de expectation propagation. As estratégias, métodos
e algoritmos apresentados sao entao testados e os resultados obtidos apontam para o uso de
processos gaussianos para a resolucao de problemas de aprendizagem supervisionada ser uma

estratégia vidvel e com bom desempenho.

Palavras-chaves: Processos gaussianos, aprendizado supervisionado, funcao de covariancia,

expectation propagation, nested expectation propagation.






Abstract

In this work, we investigate the use of Gaussian processes for supervised learning problems, a
method that has been increasing in popularity in recent years in the area of machine learning
and has proven to be a competitive and viable strategy. First, such processes are defined and
their properties studied, with a focus on the role of their covariance functions. Thus, following
a Bayesian approach, these processes are used to model regression and classification problems.
Unfortunately, in most cases, the posterior distribution obtained is computationally unavailable,
which leads to the study of approximation methods for such distribution. Some methods are
discussed, these being the expectation propagation method, Laplace approximation method and
the use of Markov chain Monte Carlo. A greater focus is given to the expectation propagation
method. Algorithms are presented for the implementation of such methods, with emphasis on the
nested expectation propagation as an algorithm for classification by Gaussian processes following
the expectation propagation method. The strategies, methods and algorithms presented are
then tested and the results obtained point towards the use of Gaussian processes for supervised

learning problems as a viable strategy with good performance.

Keywords: Gaussian process, supervised learning, covariance function, expectation propagation,

nested expectation propagation






Lista de abreviaturas e siglas

pdf Funcao densidade de probabilidade, do inglés Probability density function;
pmf Funcao massa de probabilidade, do inglés Probability mass function;

cdf Fungao distribui¢ao acumulada, do inglés Cumulative distribution function;






var(X)

cov(X,Y)

tr(X)

Cholesky(X)

Lista de simbolos

Representagao genérica para o nimero de inputs em um dataset;
Representacao genérica para a dimensao do espaco dos inputs;
Fungao logaritmica de base e (caso nenhuma base seja especificada);
Funcao exponencial de base e¢;

Norma euclidiana;

Produto interno euclidiano;

Valor esperado;

Valor esperado de acordo com a distribuicao F;

Variancia da varidvel aleatoria X ou matriz de covariancia do vetor aleatorio

X

Covariancia entre a variavel aleatéria X e Y

Distribuido de acordo com;

Proporcional a;

Medida de probabilidade;

Convergéncia quase certa em relacao a medida de probabilidade;
Distribuicao gaussiana com valor esperado p e matriz de covariancia X3;

Densidade de uma distribuigao gaussiana com valor esperado p e matriz de

covariancia X;

Fungdo distribuigdo acumulada de N (u, X);

Funcao distribui¢ao acumulada de N (0, 1);

Matriz diagonal com as entradas do vetor x na diagonal;
Produto de Kronecker;

Traco da matrix X;

Matrix triangular inferior L da fatoracdo Cholesky de X (X = LLT);
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1 Introducao

Temos como objetivo aqui apresentar o uso de processos gaussianos para a resolucao de
problemas de aprendizado supervisionado, técnica que vem aumentando em popularidade nos
ultimos anos na area de aprendizado de méquinas gragas ao trabalho de Rasmussen e Williams
em “Gaussian Processes for Machine Learning” (WILLIAMS; RASMUSSEN] [2006) e vem se
mostrando uma estratégia competitiva e viavel.

Como (HASTIE; TIBSHIRANI; FRIEDMAN| 2009) define, em um problema de aprendizado
supervisionado temos um conjunto de dados (x;, ;)" , onde os pontos (x;) ; sdo chamados
de inputs (do inglés para “valores de entrada”) e (y;)"_, de outputs (do inglés para “valores de
saida”), e assumimos que cada x; esta relacionado com y; de alguma forma. Nosso objetivo é
definir um modelo para prever o output y* dado um novo input x* com base nos dados presentes,
assim “aprendendo” a relacao entre as duas variaveis. Chamamos de “supervisionado” por causa
da presenca dos outputs, que guiam o processo de aprendizagem. Os problemas de aprendizagem
supervisionados sao divididos em classificacao, quando os outputs sao dados de uma forma
discreta, por exemplo, y; € {1,2,...,C}, e em regressao, onde os outputs sao dados de uma
forma continua, por exemplo, ; € RC.

De um ponto de vista estatistico, uma possivel modelagem para o problema de aprendizagem
supervisionado seria assumirmos inicialmente que cada y; ¢ uma observacao de um vetor aleatorio
Y (x;). Nosso objetivo se resumiria em inferir um processo estocastico {Y (z)},cx, onde X é
o conjunto de possiveis inputs, do nosso conjunto de dados de forma que cada Y (z*) modela
a distribui¢ao dos possiveis outputs do input x*. Essa é uma ideia central para resolver um
problema de aprendizagem supervisionado por processos gaussianos. De uma forma mais geral,
abordamos rapidamente topicos de inferéncia estatistica no capitulo

Por outro lado, chamamos de um processo gaussiano qualquer processo estocastico { f(z)}zex,
indexado por X, onde qualquer cole¢ao finita dos vetores aleatérios (com C' entradas) f(x)
segue uma distribuicao conjunta gaussiana. De forma similar as distribuicoes gaussianas, a
distribuicdo de um processo gaussiano ¢ definida pela sua funcao de valor médio m : X — R e

pela sua funcdo de covariancia k : X x X — R¢*¢:

k(z,y) = cou(f(2), f(y)) = E[(f(x) — m(2))(f(y) — m(y))"].
Abordamos mais profundamente os processos gaussianos no capitulo [3]

As funcoes de covariancia sao de grande importancia para a estrutura de tais processos e
ditam vérias propriedades e, por isso, uma discussao mais aprofundada delas é interessante,
assim como uma biblioteca de tais fungoes e operacgoes que podem ser usadas para criar novas.
Essas discussoes sao feitas também no capitulo [3]

Assim como qualquer processo estocastico, podemos entender essa familia de vetores aleatérios

como uma funcao aleatéria de X para RC. E interessante observar que nio ha restricdo para X,
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o que resulta em nao limitarmos a forma que os inputs x; podem tomar quando utilizamos um
método por processos gaussianos para problemas de aprendizagem supervisionado.

Os métodos por processos gaussianos englobam a versao probabilistica de alguns dos métodos
mais conhecidos (mais especificamente, a versao Bayesiana com priors normais) como, por
exemplo, a regressao linear (ou método dos minimos quadrados), splines e, sob algumas condigoes,
redes neurais, como discute (NEAL] 1996 quando mostra que algumas redes neurais convergem
para um processo gaussiano conforme o nimero de nos de suas camadas tende a infinito. Além
disso, eles estao relacionados com outros métodos importantes, como, por exemplo, métodos
por maquina de vetores de suporte (ou SVM, do inglés “support vector machine”). Ainda
mais, alguns desses métodos podem ser mais facilmente manipulados e interpretados quando
trabalhados como processos gaussianos, como no caso das redes neurais.

Trabalhando dentro de um paradigma Bayesiano, que por si s6 ja traz uma série de vantagens
em termo de inferéncia estatistica, como, por exemplo, para a selecao de modelos e para a regula-
rizacao de parametros, temos como resultado um modelo probabilistico para os possiveis outputs
de um novo input, que carrega muito mais informagao do que um resultado “deterministico”,
como normalmente os algoritmos para aprendizado de méquina sao apresentados. Entretanto,
em alguns casos, a implementacao computacional de tais métodos pode nao ser tao simples e
métodos para uma aproximacao da distribuicao posterior sao necessarios. Apresentamos alguns
desses métodos, dando mais enfoque para o método de expectation propagation, onde discutimos
em detalhes e apresentamos o algoritmo nested expectation propagation para classificacao por
processos gaussianos no caso onde temos mais de duas classes, desenvolvido por (RITHIMAKI:
JYLANKI; VEHTARI, 2013), no capitulo . Outros métodos de aproximagao sao apresentados
no capitulo [5]

Por fim, no capitulo [0} realizamos experimentos numéricos com os diferentes métodos
apresentados por processos gaussianos e diferentes fungoes de covariancia e parametros para
avaliar e estudar o desempenho de tais métodos e a acao das diferentes escolhas possiveis.

Para a realizacao de tal trabalho, assumimos como ja conhecidos os conceitos de analise
matematica como apresentados em “Curso de Andlise, vol.1” (LIMA] 2017) e “Curso de Andlise,
vol.2” (LIMA| 2015)), conceitos de &lgebra linear, como os apresentados em “Linear Algebra
and Its Applications” (STRANG, |1988]), conceitos de algebra linear computacional, como os
apresentados em “Matriz Computations” (GOLUB; LOAN]| 2013)) e conceitos de probabilidade,
como os apresentados em “Probability with martingales” (WILLIAMS| |1991)).
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2 Paradigmas de Inferéncia Estatistica

Nessa secao vamos abordar rapidamente e um pouco informalmente dois grandes paradigmas
para inferéncia estatistica: Maximum likelihood e inferéncia Bayesiana. Apesar da inferéncia
Bayesiana ser mais abrangente e nao sofrer de problemas que a maximum likelihood sofre, a
inferéncia por maximum likelihood exibe resultados equivalentes sob certas condigoes (como,
por exemplo, regularizagao) e provém uma outra interpretacao, além de, algumas vezes, requerer
menos poder computacional. Em algumas modelagens, ambos os paradigmas sao aplicados em
partes diferentes da mesma.

Vamos usar como exemplo o uso desses paradigmas para estimar parametros de um modelo
paramétrico. Todavia, esses paradigmas sao mais abrangentes e podem ser usados em diversos
outros cenarios, como sele¢ao de modelos e de varidveis, entre outros. No caso da anélise
Bayesiana, fazemos uma breve discussao sobre uma abordagem para selecao de modelos neste
paradigma na secao [2.2.3]

Historicamente, inferéncia por maximum likelihood era a ferramenta dominante na estatistica
da primeira metade do século XIX, e s6 pela década 60, com o acesso aos computadores, que
tivemos poder o suficiente para métodos mais computacionalmente intensos serem atrativos,
como métodos Bayesianos mais sofisticados. Cada um desses panoramas esta relacionado com
uma linha de pensamento estatistico para a interpretacao da probabilidade. Maximum likelihood
estd mais ligado com um pensamento frequentista, que interpretava a probabilidade como
uma chance ou frequéncia e que experimentos para coleta de novos dados podem ser repetidos
quantas vezes necessarios, assim sempre tendo uma quantidade suficiente de dados. A inferéncia
Bayesiana por sua vez, como aponta o nome, esta ligado a um pensamento Bayesiano, que
interpreta a probabilidade como uma medida de incerteza que pode ser alterada, ou atualizada,

sob a luz de novas informagoes.

2.1 Inferéncia por Maximum Likelihood

Tome 2z, 29,...,2, como observacoes independentes de uma variavel aleatéria Z. Para
comegar nossa modelagem, vamos supor que Z tem uma pdf/pmf dada por pz(z). Definimos a

fungao likelihood como

La(Z) = [ pz(20)-

=1

E importante também definir a funcdo log-likelihood como
(n(2) =log Ln(Z) = > logpz(2)-
i=1

Para questoes de formalismo matemético, assumiremos que L, e ¢, estao bem definidas e

sao tao bem comportadas quanto queremos durante todo o resto dessa segao.
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No caso onde Z é uma variavel discreta (e, portanto, pz(z) = P(Z = z) é uma pmf),
temos que L,(Z) é a probabilidade de observarmos o conjunto de dados em analise. Essa é
uma interpretacao intuitiva no caso de Z ser uma variavel absolutamente continua, ja que
formalmente a probabilidade de observarmos um ponto em especifico é zero para qualquer ponto
neste caso, i.e., L,(Z) nao é formalmente a probabilidade de observarmos os dados neste caso.

Essa interpretacao intuitiva ajuda a mostrar que o objetivo da inferéncia por maximum
likelihood é achar uma pdf/pmf que maximize o valor de ¢,(Z). Os termos “maximum” e
“maximizar” foram usados aqui de uma forma solta e ficarao mais claros ao longo dessa secao.

Para dar uma ideia da validade deste método e explorar mais suas propriedades, precisamos
falar de uma ferramente importante para inferéncia estatistica e teoria da informacao: A

divergéncia de Kullback-Leibler.

2.1.1 Divergéncia de Kullback-Leibler

Definigao 1. Seja P e ) duas distribuigoes com pdf (ou pmf) dadas por p e ¢ respectivamente.
A divergéncia de Kullback-Leibler (para variaveis aleatorias absolutamente continuas ou discretas)

de () para P é definida como

st = o (52)] - [ (25

= Ep[log(p(z))] — Epllog(g(x))]

Propriedades. Algumas propriedades da divergéncia de Kullback-Leibler:
L Dgr(P|Q) =0+ P=0Q;
2. Drr(P|Q) >0, VP, Q;
3. A divergéncia de Kullback-Leibler é invariante a transformacoes de coordenadas em .

A demostragao dessas propriedades pode ser vista em (KULLBACK] 1997, pg. 14).

Mesmo a divergéncia nao sendo uma métrica, ja que nao é simétrica e nao respeita a
desigualdade triangular, uma interpretacao de Dy (P||@) é ser a “distancia”’ da distribui¢ao @
para a distribuicao P do ponto de vista de P. Na teoria da informacao, essa divergéncia também
é conhecida como entropia relativa e também tem a interpretacao de quantificar a informacao
de P relativo a () (um pouco mais desse ponto de vista é abordado no apéndice .

Assuma agora que Z ~ Fp, i.e., que I é a verdadeira distribuicao de Z. Seja também F), a
distribui¢ao provinda de uma pdf/pmf da forma pz(z) como apresentado anteriormente. Desta

forma,

D (Fo||lFy) = Ep, [log(po(2))] — Ep, [log(pz(2))]-

Observe que Eg, [log(po(2))] € constante em relagdo a p e portanto minimizar a divergéncia

do nosso modelo a distribuigao verdadeira é equivalente a maximizar Eg, [log(pz(2))].
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Temos entdo, pela lei forte dos grandes ntimeros, para (z;)5°, uma sequéncia de observagoes

independentes de Z, que

Eplog(pz(z))] = lim = Zlog pz(2)) P-as.

= lim —En( ) P-as..

n—oo M,

Assim, assintoticamente, maximizar a funcao log-likelihood é minimizar a divergéncia, isto
é, para um numero suficientemente grande de pontos, maximizar a funcao log-likelihood é

aproximar o nosso modelo da distribuicao real.

2.1.2 Estimativa por Maximum Likelihood

Assuma agora que nosso modelo da distribuicao de Z segue um modelo paramétrico, i.e.,
a pdf/pmf de Z ¢ da forma p,(z) = pzp(z|0) com 6 € R%, i.e., a pdf/pmf de Z depende de d
parametros. Esses parametros sao inicialmente desconhecidos e nosso objetivo é estimé-los.

Neste caso, escrevemos a func¢ao likelihood como

L.(0|Z) = szw 2]0),

e a funcao log-likelihood como
(n(6]2) = log Ly (0] 2) = Zlogpzw (26),

0 que sao vistas como uma funcao em 6 dado um conjunto de dados e o modelo para pzp(2|0).
O método de estimativa por mazimum likelihood consiste em estimar o valor dos parametros
em 6 que melhor explicam os dados maximizando a funcao de log-likelihood, isto €, assumindo
que /(0| Z) tem um tnico maximador global, temos que o estimado de 6 por maximum likelihood
¢ dado por
O = arg;naxén(mZ).

O estimador de maximum likelihood possui algumas propriedades importantes. Uma delas
é o fato de 0,y ser consistente, i.e., Oy — 0% em probabilidade quando n — oo, onde #*
sao os parametros que melhor aproximam nosso modelo da distribuigao real, i.e., minimiza a
divergéncia. Isso também mostra que var(éML) — 0 em probabilidade quando n — oo e que
0,71 ¢ assintoticamente unbiased, i.e., Bz’as(éML) = E[éML — 6*] — 0 em probabilidade quando
n — oo. Temos também que Onrr, € equivariente em relacao a transformacoes nos dados.

Outra propriedade é que, pela cota de Cramér-Rao (veja (COX, 2006, pg. 100, pg. 164)), o
estimador por maximum likelihood tem aproximadamente a menor variancia entre estimadores
unbiased para valores grandes o suficientes de n.

Perceba que todas as explicagoes e propriedades apresentadas sao dependentes de termos
um nimero grande de dados disponivel. Este é o principal problema do método de maximum
likelihood: para valores pequenos de n o método tende a dar overfitting nos dados. Para corrigir
isso, inclui-se um termo de regularizacao a funcao log-likelihood antes de maximizéa-la. Técnicas

desse tipo sao conhecidas como penalized mazimum likelihood.
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2.1.3 Fisher Information

A funcao likelihood pode nos informar mais do que apenas uma estimativa pontual. Por
enquanto, o método de maximum likelihood nos dé apenas um ponto, mas nao nos informa nada
sobre a distribui¢ao deste (uma vez que, assumindo que calculamos ele a partir de observagoes
de uma variavel aleatoria, o mesmo também é estocéstico). Para isso, definimos a observed

Fisher information como
Tn(0) = _82€n 0|12)
062 '

Com isso, pode-se aproximar a distribuicao de 0,1, assintoticamente como
Orir, ~ N (0", [Tn(Orr)] 7).

Uma demostragao pode ser encontrado em principles of statistical inference (COX|, [2006], pg.
100).

Com isso, podemos, numa vizinhanca de Onr 1, analisar sua distribuicao. Um exemplo do que
se pode ser feito é construir intervalos de confianca para o estimador. Observe mais uma vez a

importancia de um grande nimero de dados para esta estimativa.

2.1.4 Observacgoes nao-independentes

No caso mais mais geral onde 21, 25, . . ., 2, sao observagoes nao independentes de 721, Zs, ..., Z,,

temos que a fungao likelihood é

Ln(Z) = pzl,ZQ,.,.,Zn(zl, 22y ... ,Zn),

onde o termo a direita da igualdade é a pdf/pmf conjunta de 7, Zs, ..., Z,. As definigdes para
a funcao log-likelihood seguem da mesma forma.

Seja {pn(z1,...,2,]0)}>2, uma familia de pdf/pmf dependente dos parametros 6 com o
intuito de modelar as distribuigoes conjuntas de Z;, Zs, .. ., no sentido que p,, modela pz, 7, . z,.
Neste cenario, temos £,(0|Z) = log(Ln(0]Z)) = 1og(pn(z1, - - ., 20]0)) € O1s1, ¢ definido da mesma
forma.

Essa forma mais generalizada da estimativa por maximum likelihood mantém todas as

propriedades e resultados apresentados para o caso independente, como discutido em (COX|
20006)).

2.1.5 Exemplo: Distribuicao Normal

Suponha que temos um conjunto de observagoes unidimensionais (z;)?_; que assumimos serem
independentes e seguir uma distribuigao normal N(u,¢?) com valor médio p € R e variancia
0% > 0 desconhecidos. Nosso objetivo aqui é achar o estimador por maximum likelihood para

estes parametros.



2.1. Inferéncia por Mazimum Likelihood 21

Temos que a funcao log-likelihood para esse modelo ¢é

Ti—p 2
Cn(p,0%1X) ZIOg (i|p, 0 Zlog( - )

27r(f2
= > S l0a(2r) — Llog(0%) — s (e —
=1 20°
1 n
= —= log(27r) - = log ~ 5,2 Z
=1

Para acharmos os estimadores por maximum likelihood, temos que maximizar essa fungao
Cn (i, 02|X ). Para isso, vamos investigar os seus pontos criticos. Observe que

n

ol, 9 1 — 1 n
%(Naff | X) = 272;2(%—,&) = ;in_ﬁu

i=1

e
oe, 9 n 1 &
zmn X)= —— 4+
Portanto,
by, 5 1 « —
— X)=0=pu=— i =X
3yt 120710 u n;x
e
ol ) .
zmn X) = i _
ao 1) =0 0 =3 a
Assim,
_ 1 — —
Vi (p,0%X) = 0= g = X; 02y = — i—X)2
(1, 07|X) ML ; 0°ML nzz1<x )
Observe também que
n —
; (0_2)2 (X - ,LL)

V(0| X) = | o _
O A e D

E portanto temos que a observed Fisher information para nosso candidato a estimador é

n

~ 5
Tn(iinrr, o2a) = | é\“ n ;
2(02 1)

o que é uma matriz definida positiva (ja que é diagonal com entradas positivas), mostrando que

ﬂML:%ZIxi:7§
UAQML:%;@ - X

sao, de fato, os estimadores por maximum likelihood para o valor esperado e variancia para

uma distribuigao normal.
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2.2 Inferéncia Bayesiana

De um ponto de vista Bayesiano, uma distribuicao de probabilidade representa a nossa
incerteza perante os possiveis acontecimentos. Desta forma, se inicialmente acreditavamos
que um evento segue uma distribui¢ao Py (y), podemos reajustar nossa crenga a luz de novas
observagoes D relacionadas a esse evento. Esse reajuste se dé pela formula de Bayes:

Ppy (Dly)Py (y)
Pp (D)

PYID(?AD) =

Essa é a base para inferéncia Bayesiana. Primeiro, assumimos uma distribuicao a priori
Py (y) (normalmente chamada de prior na literatura) do evento em analise, e a likelihood

Py (Dly), que representa a nossa incerteza de observar os dados D dado o evento y. Com isso,
temos a marginal likelihood Pp(D) = Ep, [Ppy (D|y)| = /PD|Y(D|y) dPy e podemos calcular a
distribuigao a posteriori Py p(y|D) (normalmente chamada de posterior). Esse passo é conhecido
como atualizagao Bayesiana ou update Bayesiano e podemos representa-lo pelo diagrama

Likelihood x Prior
Marginal likelihood

Posterior =

Observe que esse panorama é mais abrangente do que o apresentado anteriormente, uma vez
que nao assumimos nada sobre nossas escolhas de prior e likelihood e nem independéncia nos
dados. A escolha de um prior nao nos limita e vamos comentar mais tarde o porqué e abordar
quais vantagens ele nos traz. Paro o caso onde temos uma pdf ou pmf para cada uma desses

distribuicoes, fazemos a atualizagao diretamente com estas:

- PD\Y(DW)PY(?J)
pY|D(y’D) — pD(D) :

A atualizagdo Bayesiana segue o principio de minima informagao (ou principio de mdxima

entropia), isto é, dada uma distribuigao prior Py, a distribui¢ao P apropriada para representar o
novo estado de informagao minimiza Dy, (P||Fp) respeitando as novas evidéncias apresentadas.
A interpretacao desse principio é que a nova distribuicao é o mais parecido possivel com a
distribuicao inicial levando em consideragao os novos dados apresentados, assim introduzindo
apenas as informacoes que nao podem ser descartadas sob a luz das novas informacoes. Uma
analise um pouco mais aprofundada sobre esse principio pode ser encontrada em Bayesian

conditionalisation and the principle of minimum information (WILLIAMS| 1980).

2.2.1 Estimadores Bayesianos

Voltamos agora para o caso onde temos z1, 29, . . ., 2, observacoes de uma variavel aleatoria
7 que assumimos seguir um modelo com parametros § € R? para sua pdf/pmf p(z|0). Definimos
também uma distribuigao prior p(#) para os parametros 6. Com isso, estimamos a distribuigao

posterior

p(0|Z) = :
/p(zl, oy 2Zn|0)p(6) db
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A distribuicao posterior inteira é nosso estimado, e podemos usar ela de diversas maneiras
para escolher um estimador pontual para 6.

Uma estratégia para escolher um estimador pontual é definir inicialmente uma func¢ao de
perda L(6, é) que mede o quanto se perde se escolhemos 6 no caso de 6 ser o valor verdadeiro.
Definimos entdo a funcio risco como R(f) = Eg 2 [L(0, 0)] e escolhemos nosso estimador de forma
a minimizar a funcao risco. Chamamos de estimador Bayesiano qualquer estimador que possa
ser formulado dessa forma.

Por exemplo, Uma funcdo de perda comum é um erro quadratico £(6,0) = || — 0])2, o que

nos dé como funcao risco conhecida como mean squared error:

MSE(0) = Eoiz[|l0 — 011*] = Eojz[l| (0 — Eq2[6]) — (0 — Eoy2[6])|1’]
= EQ‘Z[||9—E9|Z[9}U2]+ ||E9|Z[0_0]”2
= tr(var(9|2)) + (|0 — Eg 2[0]||

Que é minimizada pelo valor esperado. Portanto, temos que o estimador por minimum mean

squared error é:
éposterior = E0|Z[0] = /‘9]7(0|Z) do. (21)

Aqui podemos enfrentar um dos principais problemas quando usando métodos Bayesianos:
Expectativas e integrais analiticamente indisponiveis. Isso pode acontecer ji com a marginal
likelihood p(Z) = [ p(Z|0)p(8) db, o que faria a distribui¢do posterior analiticamente indisponivel,
e consequentemente [ 0p(0|Z) df também. Para isso, existem, por exemplo, os chamados prior
conjugados de uma likelihood, que proporcionam que a distribuicao posteior seja da mesma
familia que o prior, apenas alterando os parametros, mantendo assim a atualizacao analiticamente
computavel. Nos casos onde isso nao acontece, precisamos recorrer a técnicas para integracao
numérica ou métodos de Monte Carlo. Atualmente, o uso de técnicas sofisticadas de Markov
chain Monte Carlo (MCMC) tem se mostrado essencial para o funcionamento e desempenho de

métodos por inferéncia Bayesiana.

2.2.2 Estimador MAP e ligacao com o método de maximum likelihood

Ainda no cenario de estimacao de paradmetros, outro estimador que podemos escolher é
conhecido por estimador mazimum a posterior (MAP), que nada mais é do que uma moda da
distribui¢do posterior, i.e., um maximizador da pdf/pmf posterior. Intuitivamente, estamos

escolhendo o parametro com maior “chance” de ser. Nesse caso,
Orrap € arg max {p(6]2)}
Observe que
log p(017) = log(p(Z16)) + log(p(6)) — log ( | viziowo) d@) — 0,(017) + N0]2),

o que mostra que o estimador MAP é equivalente a um estimador por penalised maximum

likelihood com uma funcao de penalizacao A, e que no caso onde p(f) é constante (e portanto
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nosso prior é uniforme) temos o estimador por maximum likelihood de volta. Isso mostra que
podemos ver a estimativa por maximum likelihood como um caso especial desse estimador.
Geralmente, estimadores MAP nao sao estimadores Bayesianos (isto é, ndo minimizam uma
fungao de risco como definida anteriormente), sendo assim, eles ndo representa nenhum papel

de destaque numa analise Bayesiana.

2.2.3 Fator de Bayes

Suponha que temos modelos My, Ms, ..., M, para a distribuicao dos dados de um dataset
D e queremos eleger um desses como o melhor modelo que descreve os dados. Para isso, definimos

uma distribuigao prior P(M;) sobre os modelos. Com isso, temos, pela atualizacdo Bayesiana,

M)P(M;
P(M,|D) S p(DIM,) P(M,)

P(M,|D) ~ EEALFGG) — B(DIM,) P(M,)’
isto é, a razao entre as probabilidades posterior de dois modelos é proporcional a razao entre
suas probabilidades prior, e o fator de proporcionalidade é dado pela razao entre as marginal
likelihoods de D em cada um dos modelos. Definimos o fator de Bayes entre os modelos M; e
M como esse fator, isto ¢,
BM,. M,) = %.
j

Observe que B(M;, M;) > 1 pode ter a interpretacao que os dados em D dao mais suporte
para a hipotese que o modelo M; descreve melhor a distribuicao destes do que para a hipdtese
que M; descreve melhor, e o oposto para quando B(M;, M;) < 1. Desta forma estamos
quantificando o quanto o dataset D favorece escolhermos um modelo em contraste a outro. Esse
argumento pode ser usado para justificar escolher o modelo M; que recebe o maior “suporte”
de D em relagao a cada outro modelo individualmente, isto é, o modelo com a maior marginal
likelihood P(D|M;).

E interessante notar que no cenario onde escolhemos uma distribuicdo prior P(M;) uniforme
entre os modelos considerados (como no caso onde nao queremos favorecer nenhum modelo em
relagao aos outros), temos que o fator de Bayes ¢ igual a razao entre as probabilidades posterior

entre os modelos, o que nos da ainda mais suporte para a escolha do modelo M;.

2.2.4 Exemplo: Likelihood Normal

Suponha que temos um conjunto de observagoes unidimensionais e independentes (x;)?_; que
assumimos seguir uma distribui¢ao normal N (u,0?) com valor médio p € R e variancia o > 0.
Faremos trés anélises sobre esse caso: A primeira assumiremos que o valor de u é desconhecido,
mas o valor de o2 ¢ conhecido; A segunda assumiremos que o valor de o2 é desconhecido, mas
o valor de p é conhecido; A terceira assumiremos que ambos os valores sao desconhecidos e
usaremos os dois casos anteriores para construir um modelo. Observe como a escolha de um
prior faz parte do modelo e os paralelos que podemos tracar com os estimadores encontrados

aqui e os estimadores por maximum likelihood.
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Assumimos agora que o valor de y é desconhecido, mas o valor de o2 é conhecido. Tomamos
como prior pu ~ N (,&pm-or, "—;) com flprior € R e m > 0 real fixo. Chamamos esse modelo de
modelo Normal-Normal para deixar claro que atribuimos uma likelihood normal e um prior
conjugado normal para o valor médio.

Observe que, pela atualizagao Bayesiana, sendo ¢(z|u, 0%) a densidade da distribui¢ao normal

definida no apéndice [A.T] temos que

p(pulX) o< p(X|u)p(p)

n 2
(H ¢(xz|/~L7 U2)> ' d) <:u /lprior; E)
x exp | — (1 — ﬂprior)Q . Z (z; — M>2>

Q

2%2 =1 20-2
(m +n)p? — 2(nX + Mfiprior )1t + Ml ior + D iy T5
x exp | —
202
n_ v _m_ 5 2
x exp | — (M (m+n 2m—i—n'up”w)) )
2ma+n

Definindo \ =

, temos que a distribuicao posterior é
m

2
X ~ N </\u + (1= Njiare, m: n) .

Veja que aqui nao precisamos calcular a constante de normalizagao pois ela é unicamente
definida pela fungao proporcional a pdf posterior. Perceba também que aqui fiposterior ¢ Uma
combinacao convexa do nosso prior com o estimador por maximum likelihood, e que quando
n — 00, temos que A — 0 e recuperamos jiy;;, com todas as suas propriedades assintoticas.

No caso de valor médio conhecido e variancia desconhecida, temos o modelo Inverse-gamma-
Normal que assume uma likelihood normal N(u,0?) e um prior conjugado inverse-gamma
o?~IG(E+1,%0 pmor) param >0 e 0/—\2prior > 0.

Uma distribui¢ao inverse-gamma IG(a, ), a > 0 e § > 0, tem como pdf
A

x e’ﬁ
I'(a) ’

pre(r|a, B) =

o
onde I'(z) = / e " dr é a funcdo gamma. Temos também que o valor esperado para a
0

se o > 1.

distribuicao inverse-gamma é

Dessa forma, temos pela atua]izagéo Bayesiana,
p(0?|X) o p(x|u,o?)p(c?)
- m
(H ¢<xz|,u7 02)) s Piag <U2 ‘ + 1 9 U przor)
i=1
2\ -2 2\ —(Z41)—1 . prwr .
x (0%)7F(0?) exp( Z 52 )

m_o -
_/m4n _ 5 0 prior + U ML
o (0?)"(F2 )"l exp (—2 L : )
g
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~ 1 —
Onde o2y, = — g (z; — )% O que nos da como distribuicdo posterior
n
i=1

9 m—+n m - n -~
X ~IG 1, =02 rior + =02 )
g ‘ ( 9 + 5 5 o P + 5 O°M L)
Definindo A\ = ey temos novamente, calculando o valor esperado para nossa distribuicao
m+n
posterior,

U2postem'or = )\O-zpm'or + (1 - )\)0-2ML~
Os mesmos comentérios feitos para o estimador do caso anterior podem ser feitos aqui.
Agora, para o caso onde tanto o valor médio quanto a variancia sao desconhecidos, podemos
: 2 " o 2 s s 5 ~ -
definir que p|(m,o?) ~ N (,uprm, E) e’ ~ IG(541, 502 i) PATA flprior € R € 020, m, 5 >

0, o que nos d4 como prior de (u,0?) uma distribuigao Normal-inverse-gamma

NIG (/lpriom m, g + ]-7 goi\gprior> )

que tem densidade

2
~ g 2 S S =~
Hprior, E) bic (U ’5 + 1, Eazprior> .

pnic(p, %) = ¢ (M

E portanto vamos ter como distribuicao posterior

+ 1 O prior + _O-ZML +

s+n s4n - n -~ mn (fnrn — fprior)?
2 2 2 m+n 2 ’

(,LL, 0'2)|X ~ NIG (,apostem'or) m+n,

~ 1 <& —9
2 __E: L i
onde o2, = n 2 (xl X) . Assim,

N m +(1 m N
Hposterior = Hprior - HALs
P n+m'? m ’

~ S m N ~
) UQML + (1 - ) (,UML — Np'rior)z-

2 ot (1
O posterior — O prior -
P P n+s/ m+n

n+s n+s

Apesar de ﬂpostemr ter se mantido o mesmo, UonsteMm’ agora tem um termo extra que se parece
com alguma forma de residuo entre fi,.ior € 0 estimador por maximum likelihood. Entretanto,
observe que ainda temos que quando n — 00 temos (fiposterior, 02 posterior) — (far, 02nr) € todas

as propriedades assintoticas.
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3 Processos Gaussianos

3.1 Definicao

Nessa se¢ao apresentaremos as definicoes e os fundamentos para processos gaussianos e seus
usos em problemas de regressao e classificacao. Uma das grandes referéncias na area ¢ Gaussian
processes for machine learning (WILLIAMS; RASMUSSEN] 2006), o qual trouxe o uso de tais
técnicas para o cenario convencional do aprendizado de méaquina como um método viavel e
eficiente, e formando uma base para os estudos seguintes sobre o tema.

Vamos comegar com uma definigao central:

Definigao 2. Um processo gaussiano (unidimensional) é uma familia de variaveis aleatorias
{f(2)}sex, indexada pelo conjunto X, tal que qualquer colecao finita de tais tem uma distribui¢ao

conjunta gaussiana.

Como uma distribui¢ao gaussiana é unicamente definida pelo seu valor esperado e variancia,
um processo gaussiano é definido especificando todos os valores esperados e variancias, i.e., a
funcao de valor médio m : X — R e a func¢ao de covariincia k : X x X — R definidas a seguir

caracterizam completamente a distribuicao de tais processos:

m(z) = E[f(2)];
k(a, o) = cov(f(x), f(2')) = E[(f(x) = m(z))(f(2) = m(a’))].

Portanto, podemos representar um processo gaussiano pela notacao
f~GP(m, k).

A existéncia de tais processos é garantida pelo teorema da extensao de Kolmogorov (ver
(TAO, 2011, pg. 235)), o qual a propriedade de marginalizacao das distribuigdes gaussianas (ver
identidade do apéndice ¢ suficiente para satisfazer as condigoes do teorema.

Mesmo que processos estocésticos sejam comumente indexados por “tempo” (i.e., por {0,
1,2,3, ...} ou[0,00) ), isso ndo é o caso aqui. Na maioria das aplicagdes em aprendizado de
méquinas, o nosso conjunto de indices serd o mesmo que o espaco de inputs no nosso dataset
(geralmente RP ). Com essa notagao, pode-se interpretar um processo estocastico como uma
funcao aleatéria de X para R. Essa é uma ideia central para o uso de tais objetos em nossa
modelagem.

E importante observar que a funcio de covariancia k, diferente de m, néo pode ser
qualquer. k precisa ser simétrica positiva semidefinida, onde a simetria é definida como
k(x,y) = k(y,x), Vo,y € X, e ser positiva semidefinida é definido como, para qualquer cole-
gao finita de pontos X de X, a matriz K (X, X) (definida em (3.2))) ser positiva semidefinida.

Discutimos mais sobre as fungoes de covariancia na segao 3.4
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Um exemplo comum e muito usado de k, conhecida como exponencial quadrdtica (squared

exponential ou SE), pode ser definida como

D
1 . .
kSE(xv y|0'27 l17 R lD) - 02 eXp <_§ §1 li_z(xl - y2)2> ) (31)

onde 02, 1,...,lp sdao chamados de hiperpardmetros da funcdo de covariancia, neste caso
tendo a restricao de serem reais e positivos, e !, y’ representam a i-ésima entrada de x e y

respectivamente.

Para um processo gaussiano f ~ GP(m, k) e X = (z;)1, e Y = (y;)"; colegoes finitas de

pontos de X', definimos

E(xi,y) k(ri,ye) - k(@1 Ym)
O 32
k(xmyl) k(l‘n,yz) k(xnvym)

como a matriz de covariancia entre f(X) = [f(x;)]", e f(Y) = [f(y:)]™,. Definimos também

m(X) e m(Y) de maneira similar. Teriamos entao, por definigao, que

NN<

Entretanto, em muitas ocasioes, apenas uma dimensao nao é o suficiente para nossos objetivos,

f(X)
fY)

m(X)
m(Y)

Y

o que nos leva a expandir a nossa defini¢ao.

Definicao 3. Um processo gaussiano C-dimensional é uma familia de vetores aleatorios com C'
entradas {f(z)}.cx, indexada pelo conjunto X, tal que qualquer colegdo finita de tais tem uma

distribuicao conjunta gaussiana.

Essa definigdo nos da que f(x), para qualquer x € X, tem uma distribui¢do normal C-
dimensional, o que implica em cada entrada f;(z) seguir uma distribui¢ao normal unidimensional,

isto é, cada fi, fo,..., fo ser um processo gaussiano (unidimensional) distinto.

Com base nisso e no intuito de caracterizar melhor esses processos, considere que f; ~

gp<m17k1,1)7 f2 ~ gP(mQ,k}Q’Q), ) fC ~ gp(m07kC,C) € que X - (xi)zn:D Y - (yz)?;l Sao
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colegoes finitas de pontos de X'. Definimos

f1($1)
fi(w2)

fi(zn)
fo(z1)

fa(n)

fC(xl)

fo(zn)

Definimos também m® : X — R® por

mi (l‘l)

C(xl) _ m2<ml)

me(x;)

e mY(X) de maneira similar a f(X). Temos também k¢ : X x X — RE*¢ definido por

_k1,1($z‘> yi) kip(xi,y;) oo kel yg)
1{7 Tiy Yj k} Tiy Y, ]C Ti, Y,

K (i) = 2,1(: Yj) 2,2(: Y5) ) 2,0(: Y5) |
ke (@i, y5)  keamiy;) o0 keo(ws,y;)

e —

Ki1(X)Y) Kio(X)Y) -+ KicoX)Y)
Kot (X)Y) Kpo(X,Y) -+ Kyo(X,Y

KO(X,y) = |20 Raal i) e el Y)
_Kc,l(X, Y) keoX)Y) - Kee(X,Y)

onde kg (2, y;) = cov(fa(x:), fr(yj)) € Kap(X,Y) segue a definigao (3.2) com k,jp no lugar de

k. Dessa forma, temos que

K (2, y) = cov(f(2), f(y)) = El(f(2) = m®(2))(f(y) —m" ()"].

Observe novamente que k¢ tem que ser simétrica positiva semidefinida, onde simetria é
definido como k% (z,y) = [k (y,z)]T, Vo,y € X, e ser positiva semidefinida é definido como,
para qualquer colecdo finita de pontos Z de X, a matriz K“(Z, Z) é positiva semidefinida.

Com isso, usamos a notagao

f ~ gPC<mCJ kc)
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para denotar um processo gaussiano C-dimensional. Neste cenario, temos que, para uma colecao

finita genérica X de pontos,
F(X) ~ N(m®(X), K°(X, X)). (3.4)

Escolher uma fungao de valor médio m® e, principalmente, as fungoes k,; para a # b tal que
k¢ seja positiva semidefinida pode nao ser intuitivo. Nos usos que daremos para esse processos,
nao hé motivos a priori que nos impecam ou que apresente uma desvantagem em assumirmos
que as funcoes componentes de f sao independentes entre si, isto €, k, € a funcao nula se a # b.
Sob essa hipétese, podemos representar k¢ apenas como uma lista de funcoes de covariancia
[k1, ks, ..., k¢, as fungoes de covariancia de cada fungao componente de f. Para o problema de
classificagao, cabe ainda poder tomar a priori m® como a funcao nula. Para nao sobrecarregar a
notacio, denotaremos m®, k¢ e K¢(X, X) apenas por m, k e K(X, X) daqui em diante, ji que

nossas defini¢oes sao consistentes para o caso unidimensional e para o caso mais geral.

3.2 Fundamentos para Regressao por Processos (Gaussia-

nos

Considere, para essa se¢ao, que (x;,y;)"; é um dataset com espago de inputs X qualquer e
espaco de outputs RC e que nao existem inputs repetidos. Interpretaremos esses pares como
resultados de alguma relagao entre os dois espacos. Estimar tal relagao é nosso objetivo aqui.
Tome também X como a cole¢ao de pontos com os inputs, Y como o vetor com os outputs
(rearranjando as entradas para seguir o mesmo estilo de indexagao de (3.3)) e X* como uma
colecao finita qualquer de pontos de X na qual pretendemos estimar os valores relacionados Y*.

Comecamos nossa modelagem assumindo que cada output y; pode ser visto como uma
observacao com ruido de uma funcao f: X — R aplicada em z;. Seguindo uma abordagem
Bayesiana para estimar tal funcao, precisamos definir um prior para a distribuicao dos possiveis
valores de f(x) e uma likelihood p(y(z)|f(z)), que modela a distribui¢do desse ruido, para cada
x no espago de inputs. Observe que aqui X’ é um conjunto qualquer, e utilizando f ~ GPs(m, k)
como prior para f, com fungoes m e k apropriadas, trazemos nosso problema de um conjunto
abstrato para um espaco euclidiano.

Escolhemos também uma likelihood gaussiana (possivelmente degenerada) y(x)|f(z) =
ylf,x ~ N(f(z),X), onde ¥ é uma matriz semidefinida positiva e conhecida. Essas escolhas sdo

equivalentes a assumir um modelo

y(x) = f(2) + €,

onde €, sao identicamente distribuidos por N(0,Y) e sdo independente de f. Assumiremos
também que €, sao independentes entre si.
Encaixando o dataset neste modelo, temos Y = f(X) + €x, onde ex é o vetor com os erros

arranjados de forma correspondente a Y. Observe que, pela maneira que arrumamos os erros e
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pela independéncia entre ele, temos
ex ~ N0, X®1),
onde [ é a matriz identidade (neste caso, n X n) e ® é o produto de Kronecker. Lembrando que
F(X) ~ N(m(X), K (X, X)),
temos, por causa da independéncia entre ex e f, que a marginal likelihood é dada por
YIX ~Nm(X),K(X,X)+ (X®1)). (3.5)

Como discutido na se¢ao m, podemos utilizar a marginal likelihood (calculada aqui como a
likelihood dos outputs seguindo essa distribuigao (3.5])) para definir possiveis hiperparametros
do nosso modelo.

Aproveitando a estrutura gaussiana da marginal likelihood e de f(X*), podemos achar a
distribuigao de f(X™*) condicionado por Y|X usando a formula apresentada no apéndice (A.3)),

observando que, pela independéncia entre f e ey, temos
cov(Y, f(X7)) = cov(f(X), f(X7)) = K(X, X7).
Assim,

FXNY, X~ Nim(X*) + KX X)[K(X, X) + (Z@ D)]7H(Y = m(X)),

K(X*, X*) - K(X*, X)[K(X,X) + (Z® )] TK(X, X*)). (3.6)

Essa ¢ uma equagao central para regressao por processos gaussianos, ja que é a distribuicao
posterior para f(X*). Com ela, podemos calcular a distribuigao e estimadores para Y* =
f(X™*) + ex+, onde ex« é o vetor de erros correspondente . No caso do estimador por minimum
mean squared error (2.1, apresentado na secao anterior, temos

Y/*

posterior

= Ey+yx[Y*] = m(X*) + K(X*, X)[K(X,X)+ (1) "(Y —m(X))

Observe que a escolha de uma likelihood gaussiana proporcionou acharmos uma expressao
analitica para a distribuigao posterior. Para likelihoods mais gerais isso pode nao ser o caso.
Nestes cenérios, é preciso seguir uma metodologia semelhante a que apresentaremos para

problemas de classificagao na secao [3.3]

3.2.1 Exemplo de Regressao por Processos Gaussianos

Para ilustrar a regressao por processos gaussianos, vamos considerar o exemplo artificial do
dataset
(X,Y)={(1,-1),(3,0.6),(4,0)} .

Assumimos aqui que cada par é da forma (z, f(z)) para uma funcdo f : [0,5] — R, i.e., nao

temos ruido nesse caso (X = 0). Nosso objetivo ¢ estimar tal fun¢ao.
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Esses pontos foram definidos como amostras da fungao

1

flz) = 1—5:U(x —2)(z — 4)(z — 6).

Como temos uma quantidade muito pequena de pontos (apenas 3), ndo é sensato esperar
conseguir uma aproximagao para ela no intervalo [0, 5]. Vamos aqui aplicar a teoria e observar o
papel de cada parte que temos no modelo, nao nos importando com a qualidade da previsao da

distribuigao posterior. Entretanto, apresentamos o grafico da fungao f na figura[I}

0.50

0.25

0.00

-0.25

—0.50

-0.75

-1.00

o 1 2 3 4 5

Figura 1 — Grafico da funcao f.

Para comecar nossa modelagem, precisamos definir nosso prior, i.e., definir a funcao de valor
esperado m e a funcdo de covariancia k do processo gaussiano GP(m, k). Para k, vamos usar a
fungao de covariancia exponencial quadratica (definida em (3.1])) com hiperparametros o = 1 e
Iy =1,

ksg(x,y) = ksp(z,y|1,1) = exp (—@) .

Para esse exemplo, escolhemos a fungéo de valor esperado como a fungao nula m(z) = 0,. Para
ser consistente com o apresentado, tomamos a matriz ¥ da likelihood do modelo como a matriz
nula, i.e., X = 0.

Com isso, temos, por que a distribui¢ao posterior dos valores de f(z), com x € [0,5] e
definindo K = K(X, X) e k*(z) = K(X,z), é

F@IY, X ~ N (@)K, ksp(e,2) — k*(2)T K~ (2)).

Para fins de esclarecer as defini¢oes, observe que

ksp(1,1) ksp(1,3) ksp(1,4) 1 el ez
K=K(X,X)= |ksp(3,1) ksu(3,3) ksp(3,4)| =|e' 1 ez2],
ksp(4,1) ksp(4,3) ksp(4,4) ez ez 1
(§]
_(a=1)?
k‘SE(l,ZE) € 2

F () = K(X,z) = |ksp(3,2)| = |e7 2~
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Portanto, a fungao de valor esperado da distribuicao posterior é da forma

1 el e2 -1
_@-1?2 @=3)? (a—4)? 1 _1
m|y7X(x): e 2 e 2 e 2 (& 1 e 2 0.6
e e 1 1 0
(z=1)2 (z—3)2 (z—4)2
mly.x(z) ~ —141le" "2 +1.468¢ 2 —0.575e =

T
2 L b
P . 10
& A
f' \\
— e, 05
1 “'—‘-‘ ‘h\ r’-‘o’;’ h\“\ \" -
S —— ™a X =
) \’I i N - I__“._ R 0o
0 VAN AN 05
7 Fi d * A3 = —
s /r ‘I}"\\ ‘—“h” ""‘-‘t‘ =~
st FEamT N X -10
-1 _o:. ‘-- ” 'J' '\\‘ ”; \\‘
- -,h‘--_‘r ’!’f - LS a5
| ’
A
21 N, S -20
: - : : : — 25 . : : : :
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(a) Distribuigao prior. (b) Distribuigao posterior.

Figura 2 — Grafico da funcao de valor esperado da distribuigao (a) prior (b) posterior (linhas
continuas) com as regides sombreadas representando os intervalos de confianga
simétricos de 95% para cada valor f(x) ao redor do valor esperado, com (a) 5 (b) 3
fungoes amostrais (linhas segmentadas).

Na figura [2] ilustramos a distribui¢do prior e posterior. Observe na figura [2b] como a
incerteza do valor de f(z) em cada input que temos colapsa para o output que temos (ja que
assumimos que nao ha ruido) e como a distribuigao se adapta com essa informagao. As fungoes
amostrais foram geradas discretizando o intervalo e coletando amostras da distribuigao normal
multivariacional obtida por essa discretizacao seguindo o processo gaussiano considerado em
cada caso.

As regioes sombreadas representam os intervalos de confianca de 95% ao redor do valor
esperado de cada f(z), para x € [0, 5], i.e., temos que a probabilidade do valor de f(z) estar
nessa regiao ¢ de 95%. Veja que o quanto mais distante de um dos dados, mais largo é o
intervalo de confianga, representando como o quanto mais longe dos dados, menos certeza temos
do comportamento da fungao na regiao. Esse efeito fica ainda mais evidente nos extremos do
intervalo [0, 5].

Para ilustrar a importancia da escolha dos hiperparametros, apresentamos na figura (3| os
graficos que ilustram a distribuigao posterior de trés modelos usando a fungao de covariancia
exponencial quadratica e com o hiperparametro o = 1, mas variando [; sobre os valores 1
(figura[3a)), 0.5 (figuraBb) e 0.1 (figura Bd). Observe, pelas fungoes amostradas, que o valor de
I regula a frequéncia em que a funcao oscila, quanto menor o valor de [, mais frequentemente
a funcao oscila. Nao mostramos aqui, mas se pode observar da propria forma da funcao de
covariancia que o hiperparametro o2 regula a amplitude dos possiveis valores de f(z), quanto

maior o valor de o2, maior o intervalo dos provaveis valores.
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Figura 3 — Gréfico da fungao de valor esperado da distribuigao posterior com hiperparametros

o?=1e(a)ly =1 ()l =05 (c) Iy = 0.1 (linhas continuas) com as regioes
sombreadas representando os intervalos de confianca simétricos de 95% para cada
valor f(z) ao redor do valor esperado, com (a) 3 (b) 3 (c¢) 1 exemplo(s) de fungoes
amostrais (linhas segmentadas).
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Figura 4 — Grafico da funcao de valor esperado da distribui¢ao posterior com maior marginal

likelihood, com hiperparametros o2 = 0.45 e [; = 0.54, (linha continua) com a regido
sombreada representando os intervalos de confianca simétricos de 95% para cada
valor f(x) ao redor do valor esperado, com 2 fungoes amostrais (linhas segmentadas).
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Como discutido, podemos utilizar a equagao (3.5 para calcular a marginal likelihood do
modelo e escolher hiperparametros de modo a maximizar tal likelihood. Neste caso, um dos pares
de hiperparametros que maximizam a marginal likelihood (com apenas duas casas decimais) sao

0?2 = 0.45 e [} = 0.54. Tlustramos a distribuicio posterior utilizando tais parametros na figura [4]

3.3 Fundamentos para Classificacao por Processos Gaussi-

anos

Considere, agora, que (z;,y;)!; ¢ um dataset com espago de inputs X para o espago de
outputs {1,2,...,C}, isto &, cada z; esta relacionado com uma classe indicada pelo rotulo y;.
Tome X como a colecao de pontos com os inputs, Y o vetor com os rétulos e z* um ponto
qualquer de X' o qual pretendemos estimar em qual classe pertence.

Nossa abordagem nao vai ser estimar diretamente um rétulo y* para um ponto z*, mas
sim estimar a probabilidade de z* pertencer a cada uma das C classes. Se pensarmos na
probabilidade de y* = j, para algum j € {1,2,...,C}, como uma funcao de z*, i.e., m;(2*) =
P(y* = j|r*), entdo nosso objetivo passa a ser uma regressao de X para R® no intuito de estimar
a fungao m(z) = (m(z), ma(x), ..., mc(x))T, com as restrigoes de Z;’;l mi(z) =1,Vr € X e
0<m <1,Vje{l,2,...,C}, uma vez que estamos trabalhando com uma distribui¢ao discreta.

A ideia aqui é usar os processos gaussianos como uma funcao latente para essa predicgao.
Primeiro, passarfamos do espaco dos inputs X para RY, levando z* em f* = f(2*) e, depois,
com ajuda de uma funcao ¢ com dominio em R e que respeita as restricoes impostas no
paragrafo anterior, calculariamos 7(z*) = o(f(z*)). Como nao temos informagoes sobre f(z*)
dado x*, nos realizamos uma regressao por processos gaussianos para estimar uma distribuicao
para tais valores e depois calculamos a média entre todos os possiveis valores de f* para estimar
7(x*). Podemos justificar a escolha de um processo gaussiano com o fato de que as distribuigoes
normais tém a maior entropia entre distribui¢oes absolutamente continuas com primeiro e
segundo momento finitos, assim introduzindo a menor quantidade de informag¢ao ao nosso
modelo, como discutido no apéndice [A.5]

E interessante observar novamente que, gragas aos processos gaussianos, transformamos nosso
problema de classificar pontos de X em C' classes, i.e., estimar uma fungaon : X — {1,2,...,CY},
para um problema de regressao em espacos euclidianos.

Para melhor visualizar este procedimento, observe primeiramente que
%) = B = gl) = [ =0\l d = [ oGl

onde p(f*|z*) é a pdf de f(x*), e P(y* = j|f*, =) = p(j|f*) é a likelihood de y* dado f* para

a classe 7. Em nosso modelo, a primeira distribui¢cao vai ser modelada por uma regressao por

processos gaussianos, explicada em mais detalhes mais a diante, e p(j|f*) é modelada por o;.
Tais funcoes que se encaixam na descricao de o sao chamadas de response function. Exemplos

comuns para tais func¢oes sao a funcao softmazx, a generalizacao multivariacional da funcao
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logistica, dada por

p(ilf) = =2Ui)

Z exp( fx)

e a funcao multinomial probit, dada por

p(1f) = Ewenon [ [T ow+s- f@] - /m[ [T o+ f— | sulo,1)du, (3.7)

k=1,k#j 0 Lk=1k#j
onde o valor esperado ¢ calculado em relagao a variavel auxiliar u que segue uma distribuicao
normal padrao, i.e., com valor esperado zero e varidncia 1, e ®(z) é a fungao distribuigao
acumulada de uma distribuicao normal padrao.

Com isso, dividimos a inferéncia nos seguintes passos: primeiro, calculamos a distribuicao

posterior de f*|X,Y por, onde f(z*) = f*e f(X) = fx,

p(f1X, Y, a") = / (1% Fp(fx| XY ) df

onde f*| X, z*, fx segue a equacao com Y igual a matriz nula e Y = fx, ja que se pode
ver isto como uma regressao por processos gaussianos sem ruido, e depois “integramos fora” fx
(que nao temos informagoes sobre) calculando a média entre os possiveis valores de fx segundo
sua distribui¢ao posterior.

Observe também que, pela regra de Bayes e assumindo os outputs independentes,

_ p(Y’fX7 ) (leX p -

onde, j& que assumimos um prior GP(m, k) para f, temos que f(X) segue (3.4)), p(vi|f(z;)) € a
likelihood definida pela response function e p(Y|X) é a marginal likelihood resultante do nosso
modelo.

Com isso, passamos para o proximo passo onde usamos essa distribui¢cao posterior para

calcular um estimador para m;(x*). Assim, por argumentos expostos anteriormente, temos

#y(a") = / PG )p(f X, Y, ") df

Dessa forma, calculamos a probabilidade de x* pertencer em cada classe. Com isso, podemos
escolher a classe mais provavel como estimativa para o rétulo de xz*, mas podemos também
analisar o quao confiante estamos nessa escolha. Por exemplo, no caso onde as duas classes mais
provaveis tem suas probabilidades muito préximas, podemos interpretar que nosso modelo nao
esta certo entre qual das duas eleger.

Por fim, podemos resumir a estratégia geral para resolver problemas de classificagao por
processos gaussianos, com funcao de valor médio m, fungao de covariancia k e likelihood p(j]f)

definidas, nos seguintes passo:

1. Calcular a densidade posterior de fx seguindo:

p(Yfx, X)p(fx|X) )

p(fxlX,¥) = P s s,
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2. Calcular a densidade posterior de f* seguindo:
PP Yiot) = [ (X, Fep( X Y)
3. Calcular o estimador de m;(z*), para cada j € {1,2,...,C}, seguindo:
e = [ BUlF (XY

Infelizmente, uma escolha adequada para a likelihood geralmente nos impossibilitara de
conseguir uma expressao analitica para essas integrais. Para isso, técnicas de integracao
numeéricas e algoritmos para aproximacoes sao essenciais para o uso viavel de tais modelos. Por
esse motivo, apresentaremos no capitulo |4 um destes métodos de aproximagao em mais detalhes

e outros serao discutidos mais brevemente no capitulo 5

3.4 Funcoes de covariancia

Para um processo gaussiano f ~ GPc(m, k), a fungao de covariancia k : X x X — R*C

definida como

k(z,y) = cov(f(2), f(y)) = E[(f(z) — m(2))(f(y) — m(y))"],

tem uma importancia significativa nas propriedades das funcoes amostrais que podem ser
observadas desse processo, e por isso exercem um papel importante na modelagem de problemas
quando usamos processos gaussianos.

Apresentaremos na se¢ao[3.4.1] algumas dessas propriedades regidas pela funcao de covariancia,
como, por exemplo, a continuidade e diferenciabilidade de f(x). Na segao apresentaremos
exemplos de classes de fungoes de covaridncia que temos na literatura, tendo assim uma biblioteca
de opgoes iniciais para a fungao de covariancia que pretendemos usar para modelar um problema,
por exemplo. Além disso, na secao [3.4.3] apresentaremos formas de obter novas funcoes de
covariancia a partir de outras ja pré-conhecidas, possibilitando a criagao e adaptacao de novas
fungoes de covariancia para diferentes situagoes. Finalmente, na secao temos um exemplo
do uso do apresentado aqui para modelar um problema. O material apresentado nas segoes
e foi retirado em sua maior parte do livro Gaussian processes for machine learning
(WILLIAMS; RASMUSSEN] 2006, cap. 4), que aborda ainda em mais detalhes o presente aqui.

3.4.1 Continuidade e diferenciabilidade

Como apresentado na segao , para uma funcao k : X x X — R*% ser uma funcao de
covariancia valida ela tem que ser simétrica positiva semidefinida, onde simetria é definido
como k%(z,y) = [k°(y,2)]T, Vz,y € X, e ser positiva semidefinida ¢ definido como, para
qualquer colecdo finita de pontos Z de X, a matriz K¢(Z, Z) é positiva semidefinida. Essa

caraterizacao nao é unica para processos gaussianos e pode-se estendé-la para a funcao de
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covariancia de qualquer processo estocéstico (definida de maneira analoga ao apresentado,
assumindo que as covaridncias sempre existem), como apontado em (ADLER] [1981)). Discussoes
para outras defini¢oes, propriedades e proposi¢coes nao demonstradas citadas nessa secao podem
ser encontradas na mesma referéncia.

Como queremos estudar propriedades como continuidade e diferenciabilidade das possiveis
fungoes amostrais de f, precisamos primeiramente que tais conceitos facam sentido em X. Para
isso, vamos tomar X como um subconjunto de R pelo resto dessa secao, mas o mesmo vale
para X sendo um subconjunto qualquer de outro espaco vetorial euclidiano. Como estamos

trabalhando com processos estocésticos, precisamos fazer algumas defini¢oes antes.

Definigao 4. Seja (2, F,P) um espaco de probabilidade, {X; : Q — R}, uma sequéncia de

vetores aleatorios e X : Q — R um vetor aleatorio.

(i) Dizemos que a sequéncia {X;}°, converge para X quase certamente quando

]P’{wEQ

lim X;(w) — X(w)} ~ 1.

1—00

Neste caso, dizemos que X; — X P-a.s. quando i — oo (abreviagdo do inglés “almost
surely”).

(ii) Dizemos que a sequéncia {X;}2, converge para X em média quadratica quando

lim E[|| X; — X|[*] = 0.
11— 00

Neste caso, dizemos que X; =5 X quando i — oo (abreviacdo do inglés “mean square 7).
(iii) Dizemos que a sequéncia {X;}°, converge para X em probabilidade quando, Ve > 0,

lim P{[|X; — X|| > ¢} = 0.
1—00

. P :
Neste caso, dizemos que X; — X quando i — co.

Isso nos leva as seguintes defini¢oes de continuidade para processos estocésticos com conjunto
de indices X C RP.

Definigao 5. Seja f = {f(7)},cx um processo estocastico C-dimensional com X C R? | i.e.,

cada f(x) é um vetor aleatério com C entradas, para cada z € X C RP.

(i) Dizemos que o processo f é continuo quase certamente em x € X C R? se, para toda

sequéncia {x;}22; C X tal que limx; = x, temos
1—00

f(z;) = f(z)P-a.s. quando i — oc.

Dizemos que f é continuo quase certamente em A C X se f é continuo quase certamente
emz, Ve € ACX.
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(ii) Dizemos que o processo f é continuo em média quadréitica em x € X C R? se, para toda

sequéncia {x;}22; C X tal que limx; = x, temos
1—r 00

f(z) ™ f(z) quando i — oo.

Dizemos que f é continuo em média quadratica em A C X se f é continuo em média

quadratica em x, Vr € A C X.

(iii) Dizemos que o processo f ¢ continuo em probabilidade em x € X C R? se, para toda
sequéncia {x;}22; C X tal que limx; = x, temos
i—

o

f(z) 5 f(x) quando i — oo.

Dizemos que f é continuo em probabilidade em A C X se f é continuo em probabilidade
emzr, Vr € ACX.

Vamos discutir quais propriedades e interpretacoes cada tipo de continuidade nos da. E
importante lembrar que como a convergéncia quase certa de uma sequéncia de vetores aleatorios
implica em convergéncia em probabilidade da mesma sequéncia e que a convergéncia em média
quadratica também implica na convergéncia em probabilidade, temos que se um processo
é continuo quase certamente ou continuo em média quadratica, ele também é continuo em
probabilidade, tendo assim suas propriedades e interpretagoes também. Entretanto, convergéncia
em média quadratica nao implica em convergéncia quase certa, e a reciproca também nao é
valida.

No caso de um processo f ser continuo quase certamente, temos que qualquer fungao amostral
tem probabilidade 1 de ser continua em z, Yz € X. E importante ressaltar a diferenca entre

essa condicao e f ter probabilidade 1 de ser continua em X, ja que

{f continua em X} = ﬂ {f continua em z},
TeEX

e como X pode ser nao-enumerével, nao temos garantia nem de que esse conjunto seja mensurével.
Mesmo assim, a continuidade quase certamente é o tipo mais forte de continuidade para processos
estocasticos entre os apresentados aqui no sentido de ser o que chega mais perto de garantir
continuidade das fungoes amostrais. No caso dos processos gaussianos, apresentaremos no
teorema [2| um critério para garantir que fung¢oes amostrais de f tém probabilidade 1 de ser
continuas em blocos compactos.

No caso de um processo f continuo em média quadratica, temos que a convergéncia em
média quadratica implica em

lim E[f(s)] = E[f(2)],Vz € &,

S—T

isto é, a funcao de valor médio é continua. Além disso, no caso onde seguimos uma abordagem

Bayesiana para encaixar o dataset (z;,y;)"; em um modelo da forma g(f(z)) = Y (x), onde g
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¢ uma fungado deterministica e cada y; ¢ uma observagoes de Y (z;), que por sua vez tém sua
densidade definida pela likelihood p(y|f(z)) que assumimos ser limitada e continua em f(x)
quando fixamos um valor para y, temos

lim E[f (s)[{g(f (2:)) = yi}im] = EIf (2){g(f (i) = wi}isi],

S—T

i.e.; a funcao de valor médio da distribuigao posterior de f é continua.

Para um processo f continuo em probabilidade, temos que a convergéncia em probabilidade
implica em toda sequéncia {f(z,)}°°,; com x, — = quando n — oo ter uma subsequéncia
que converge quase certamente para f(x), para qualquer z € X fixo, i.e., para toda fungao
amostral f, tem-se que qualquer sequéncia { f (x,)}02, com x, — = quando n — oo tem, com
probabilidade 1, uma subsequéncia que converge para f (z). E interessante observar que essa
propriedade é valida para cada z individualmente e nao necessariamente vale para todos os
pontos de X simultaneamente pela mesma justificativa feita no caso onde f é continuo quase
certamente.

Pelos resultados a seguir, vamos relacionar esses tipos de continuidade com propriedades da

funcao de covariancia.

Teorema 1. Um processo estocastico f é continuo em média quadrética em x € X se, e somente
se, sua funcao de valor médio, m, é continua em z e o trago da func¢do de covariancia, tr(k), é

continuo em (x,x).

A demonstracao desse teorema estd no apéndice [A.2]

Para o caso especifico de um processo gaussiano, temos um critério para verificar a possivel
D

continuidade das fungoes amostrais em blocos compactos da forma I = H[ai, by, a; < b; € R.
i=1

Teorema 2. Seja f ~ GPc(m, k) definido em um bloco compacto I C R? com fungao de valor

esperado m e funcao de covariancia £ ambas continuas em [I. Se existem ¢ > 0 e E > 0 tal que

9 E
tr (k(s,s) + k(t, t) — 2k(s,t)) + ||m(s) — m(t)]|” < Tog [[s — ¢ [’

para qualquer s,t € I, entao as fungoes amostrais de f sao continuas em / com probabilidade 1.

Esse teorema é um coroléario direto do teorema 3.4.1 de (ADLER/ 1981} pg. 60) junto a
observagoes feitas no apéndice [A.2]
Voltando a atengao agora para a diferenciabilidade de um processo estocéstico, vamos

apresentar a definicao de um tipo de diferenciabilidade.

Definigao 6. Seja f = {f(x)}sex um processo estocéstico C-dimensional com X C R aberto.

Dizemos que f tem uma derivada parcial na coordenada i em média quadrética em x se existe

um vetor aleatorio (x) tal que, para toda sequéncia {h,}2>; C R tal que lim h,, = 0, temos
n—oo

%

[+ hpei) = f(x) ms Of

(x) quando i — oo.
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Dizemos que [ é diferenciavel em média quadratica em A C X se f tem uma derivada parcial
na coordenada i em média quadratica que é continua em média quadratica em z, Ve € A C X
eVie{1,2,...,D}.

.0 . D .
Pode-se provar que qualquer vetor aleatério a—f(:c) que se encaixe na defini¢ao é idéntico
Z;
quase certamente, o que implica que todos compartilham uma tnica distribuicao, e temos

também que qualquer processo que siga essa distribuicao também vai satisfazer a definicao. Por
. . .. of .
causa disso, quando nos referirmos ao vetor aleatorio a—(:c), estamos nos referindo a qualquer
T
vetor aleatério que segue essa Unica distribuicao.
Podemos entao relacionar a diferenciabilidade de uma processo com sua funcao de valor

esperado e sua funcao de covariancia pelo seguinte teorema.

Teorema 3. Seja f = {f(x)},cx um processo estocéstico C-dimensional com X C R aberto

e com funcao de valor médio m e funcao de covariancia k.
2

Se as derivadas (x,y) existem e sdo continuas em X x X para cada i € {1,2,...,D}

0x;0y;

e m é continuamente diferenciavel em X', entao f é diferenciavel em média quadréatica em X.

0 m
Além disso, cada processo —— tem sua funcao de valor médio dada por a—(:v) e a sua funcao

0%k

de covariancia dada por ——— (z, ).
p axiayi( y)

E no caso especifico de processos gaussianos, temos o seguinte teorema.

’k
Teorema 4. Seja [ ~ GPc(m, k) definido em X C R aberto tal que as derivadas ———(z,y)

Jz;0y;
existem e sao continuas em X’ x X’ para cada i € {1,2,..., D} e m é continuamente diferenciével
em X. Assim, f é diferenciavel em média quadrada e cada —— também é um processo gaussiano

81’1‘
dado por

of om 0%k
oL gpe (22 ).

A demostracao de ambos teoremas pode ser encontrada no apéndice [A.2] Uma implica¢ao
direta é que se a funcao de covariancia for 2N vezes continuamente diferenciavel e a fungao de
valor médio é N vezes continuamente diferenciavel, entao f vai ser N vezes diferenciavel em

média quadratica.

3.4.2 Exemplos de Funcoes de Covariancia

Montamos nessa secao uma biblioteca de fungoes de covariancia. Em sua maioria, apresenta-
mos familias de funcoes, indexadas por parametros reais, onde o espaco de inputs é RP. Mais
ainda, na sec¢ao [3.4.3] apresentamos formas de utilizar as fungoes aqui apresentadas para criar
novas fungoes de covariancia para outros espagos de inputs e/ou adapté-las para outras situagoes.
Todas as fungoes apresentadas aqui tém como contradominio R, por causa das observacoes

apresentadas ao final da secao [3.1]
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Dizemos que uma fungao de covariancia k(z,y) é estaciondria quando é uma funcdo de
x — y. Funcoes de covariancia estacionarias sao invariantes a translagoes no espacgo dos inputs e
acabam por assumir que a funcdo f(z) tem a mesma suavidade e varia na mesma velocidade
por todo o seu dominio, como aponta (PACIOREK; SCHERVISH] 2003)). Essas propriedades
podem ou nao ser desejadas e devem ser consideradas em uma modelagem. Dizemos ainda
que uma fungao de covariancia k(z,y) é isotrépica quando é uma fungao de ||z — y||, sendo
uma propriedade mais forte que a anterior, ji que temos agora a fungao de covariancia nao so6
invariante a translagoes, como a rotagoes e reflexdes também.

Como apontaremos na secao [3.4.3] qualquer funcao de covariancia pode ser multiplicada por
uma constante positiva ou somada a uma constante positiva e continuar sendo uma func¢ao de
covariancia valida. Muitas vezes, tais constantes sao encaradas como parametros de tais fungoes.
Decidimos aqui omitir essas constantes das expressoes apresentadas.

Caso nao mencionadas, as demonstracoes que tais fungoes sao de fato fungoes de covariancias
validas podem ser encontradas em (WILLIAMS; RASMUSSEN]| 2006, cap. 4).

Funcgoes de covariancia exponencial quadratica:

Essa familia de funcoes de covariancia isotrépicas tem como espaco de inputs R? e tem um

parametro real [ > 0. E dada pela expressao

1
o) = exp (= e = o).

Uma versao estacionaria dessa familia, parametrizada agora por uma matriz simétrica

positiva definida ¥, é dada por
1 _
bo9) = exp (5o =) ).

E interessante observar que quando ¥ ¢ diagonal, recuperamos a definicio (3.1]).

E importante observar que essa funcio é infinitamente diferenciéavel em ambas as coordenadas.
Pode-se mostrar também que existem constantes tais que o enunciado do teorema [2| da segao
3.4.1| é satisfeito independente do pardmetro escolhido, i.e., um processo com uma dessas fungoes
de covariancia e uma funcao de valor médio nula tem suas fun¢oes amostrais continuas com

probabilidade 1 em um dominio compacto.

Temos ainda uma versdo nao-estacionaria. Sejam Iy (z),ls(x),...,Ip(x) fungoes reais e
positivas, i.e., [;(z) > 0 para qualquer x e i = 1,2,..., D. Temos entdo a expressao
2la(z)la(y) Ta = Ya)*
k — :
= H (7)™ le 0

Funcgoes de covariancia de Matérn:
Essa familia de funcoes de covariancia isotropicas tem como espaco de inputs R? e tem dois

parametros reais positivos, [ > 0 e v > 0. E dada pela expressao

2 (Ve -y . (Ve -y
=5 () ()
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onde I'(z) = / 2 e " dx é a funcdo gama e K, é a funcio modificada de Bessel de parametro

0
v (ABRAMOWITZ; STEGUN| 1964, sec¢ao 9.6).

Pode-se mostrar que quando v — oo, recuperamos a funcao de covariancia exponencial
quadratica isotropica com parametro [. Temos também que um processo f com uma dessas

funcoes de covariancia é k-vezes diferenciavel em média quadrada se, e s6 se, k < v. Para valores

1 3 5.

especificos de v, ressaltamos v = 3, 35, 3:

k/iy:%(l‘, y) = exXp (—Hxl;yu :

V3 V3

V5 NG 5
kg (@,y) = exp | === [lo — ]| 1+7llm—y||+ﬁ||m—y||2 :

Funcgoes de covariancia y-exponencial:
Essa familia de funcoes de covariancia isotrépicas tem como espaco de inputs R e tem dois

parametros reais positivos, [ > 0 e 0 < v < 2. E dada pela expressao

o - oo (1271)).

E interessante observar que um processo f com uma dessas funcoes de covariancia ndo é
diferenciavel em média quadrada, a nao ser no caso onde v = 2, onde recuperamos a fungao de
covariancia exponencial quadratica com parametro %

Funcgoes de covariancia racional quadratica:

Essa familia de funcoes de covariancia isotrépicas tem como espaco de inputs R” e tem dois

parametros reais positivos, [ > 0 e o > 0. E dada pela expressao

2\ —
r—1Y

E interessante observar que temos uma funcio infinitamente diferenciavel e que quando o — o0,
recuperamos a fun¢ao de covariancia exponencial quadratica com parametro [.

Funcgoes de covariancia de rede neural:

Essa familia de funcoes de covariancia nao estaciondria tem como espaco de inputs R” e tem

um parametro, uma matriz (D + 1) x (D + 1) semipositiva definida ¥. E dada pela expressao

2 ., 27Ty
k(z,y) = —sin —— — |,
™ V(1 +28T57) (1 + 257 59)

onde 77 = [1 xT} . E interessante observar que temos uma funcéo infinitamente diferenciével.
O nome de tal funcao de covariancia vem do fato de que uma rede neural Bayesiana com
funcao de ativacao da forma h(z) = erf(ug +u’x), onde ug € R, u € RP e erf(z) = \/%7 I e dt,

converge em distribuicao para um processo gaussiano com essa fungao de covariancia conforme
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o numero de nés cresce para infinito, como discute (NEAL; |1996) de forma mais geral e como
mostra (WILLIAMS)| [1998)).

Funcgoes de covariancia polinomial:

Essa familia de funcoes de covariancia nao estacionéria tem como espaco de inputs R” e
tem trés parametros, uma matriz simétrica semipositiva definida 3, 02 > 0ep € {1,2,3,...}.
E dada pela expressao

k(z,y) = (z" Sy + ag)p.

Como caso particular, podemos escolher ¥ = 0, tornado k& constante.

Segundo (WILLIAMS; RASMUSSEN| 2006, pg. 90), tais fun¢oes se mostraram eficientes
para problemas de classificagao em dimensoes grandes quando os dados tem cada uma de suas
entradas em [—1,1].

E interessante observar que para o caso onde realizamos uma regressao por processos
gaussianos segundo com m identicamente nula e utilizando essa fun¢ao de covariancia com
os hiperparametros p =1 e 3 = ) , temos que a fun¢ao de valor médio posterior é uma funcao

polinomial de primeiro grau, ja que

Mposterior () = K (z., X)[K(X, X) + (S @ 1) 7Y

= Zaz T, Tj) = <Z aZQxl> + (i: 030%) )
i=1

= xfﬁ + 607

onde o; ¢ a i—ésima entrada de [K(X, X) + (X ® I))]"'Y. Em outras palavras, obtemos uma
regressao linear para o dataset seguindo uma abordagem Bayesiana ao escolher essa funcao de
covariancia com p = 1.

Funcgoes de covariancia polinomial por partes com suporte compacto:

Essa familia de funces de covariancia isotrépicas tem como espaco de inputs R” e um

parametro ¢ € {0,1,2,3,...}. Apontamos a expressao para alguns casos:

kq—o(@,y) = max((1 — ||lz — yl])7, 0);
kg=1(z,y) = max((1 — [lz — y[)’*,0)((j + 1) [lx — y[| + 1);
Fg=a(w,y) = max((1 = ||lz — y[))7*2,0) (2 + 45 + 3) & — y|* + (35 + 6) | — y]| + 3);
Fgms(w,y) = max((1 = |lz — y[))7*%,0) ((7* + 957 + 23] + 15) [lz — y||” + (65> + 36j + 45) ||z — y||”
+(155 +45) [z — y[| + 15);
onde j = {EJ + g + 1 (observe a dependéncia da dimensao D do espago de inputs). Pode-se

achar as fungoes para os demais valores de ¢ em (WENDLANDI 2004, pg. 128). Um processo f
com uma dessas func¢oes de covariancia é g—vezes diferenciavel em média quadrada.

A propriedade mais relevante aqui é o suporte compacto da fungao de covariancia, ja que esta
gera matrizes de covariancia esparsas, o que pode trazer vantagens computacionais consideraveis.
Isso é relevante, por exemplo, para o caso de datasets com um ntumero exorbitante de dados.

Funcgao de covariancia trigonométrica com suporte compacto:
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Essa funcdo de covariancia isotropica tem como espaco de inputs R” e é dada pela expressao

2 4 cos(2m ||z — yl|)
k(x,y) = 3

I .
(1= llz = yll) + 5—sin@r [l —yl), se llo—yll <1
0, se ||z —yl| > 1.

Um processo f com uma dessas fungoes de covariancia é duas vezes diferencidvel em média
quadrada. Importante observar que apesar do nome que damos aqui para essa fungao, ela nao é
uma funcao de covariancia periddica. A demonstragao que essa é uma funcao de covariancia
valida e sua derivagao pode ser vista em (MELKUMYAN:; RAMOS, 2009)).

Assim como na fungao anterior, o suporte compacto é de grande relevancia, ja que gera
matrizes de covaridncia esparsas, o que traz vantagens computacionais quando considerado na
implementagao. Isso é importante, por exemplo, para a inferéncia em datasets muito grandes.

Funcgoes de covariancia periédicas:

Essa familia de fungoes de covariancia isotrépicas tem como espaco de inputs R e tem um

parametro [ > 0. E dada pela expressao
2sin? (%Y
k(z,y) = exp (—%) :

E interessante observar que temos uma funcéo infinitamente diferenciavel e que é periodica com
um periodo de 27 quando observada como uma func¢ao de r = =z — y.

Funcao de covariancia de Cauchy:

Essa funcao de covariancia ndo estacionaria tem como espago de inputs (0, 00 e é dada pela

expressao
1

k(z,y) = ot

A justificativa que essa é uma fungao de covariancia vélida pode ser encontrada em (FIEDLER]
2010).

Funcao de covariancia do processo de Wiener:

O processo de Wiener, também conhecido como movimento browniano, é um dos processos
gaussianos mais conhecidos. Tendo como funcao de valor médio a funcao nula e uma fungao de

covariancia nao estacionéria para z,y € [0, 00) dada por
k(z,y) = min(z, y).

Pelo teorema [2] da secao [3.4.1] temos com probabilidade 1 que as fungdes amostrais do
processo de Wiener sdo continuas, pois podemos tomar ¢ = 1, £ = 1 e [ = [n,n + 1] para
cada n € {0,1,2,...}. Entretanto, temos que essa fungao de covariancia nao é diferenciavel, e
portanto nossa teoria nao se aplica aqui. Excepcionalmente, um resultado muito conhecido é
que para qualquer x € [0, 00), as fungdes amostrais do processo de Wiener tém probabilidade
1 de nao serem diferencidveis em x. Para uma discussao mais detalhada sobre esse processo,

apontamos para (KARATZAS; SHREVE] 2014).
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3.4.3 Operagoes com Fungoes de Covariancia

Nessa secao apresentaremos jeitos de utilizar as fungoes de covariancia apresentadas na segao
anterior para criar novas fungoes de covariancia, introduzir parametros ou outras modificagdes que
podem ser feitas para adaptar os exemplos apresentados para diversas situagoes. Consideramos o
contradominio de todas as fungoes consideradas como R. Caso nao mencionadas, demonstracoes
para essas propriedades podem ser vistas em (WILLIAMS; RASMUSSEN, 2006, pg. 95).

Soma:

Sejam ky(z,y) e kao(z,y) fungdes de covariancia, entao k(x,y) = ki(z,y) + ka2(x,y) é uma
funcao de covariancia vélida.

Como um caso particular, podemos adicionar uma constante a qualquer funcao de covariancia.
Tal constante normalmente é interpretada como um parametro da nova funcao de covariancia.

Produto:

Sejam ki (x,y) e ko(z,y) fungdes de covariancia, entao k(x,y) = ki (z, y)ke(z, y) ¢ uma fungao
de covariancia valida. Sejam também k;(z,y) uma funcdo de covariancia e a(z) uma fungao
qualquer, entao k(x,y) = a(x)k(z,y)a(y) é uma fungao de covariancia valida.

Como casos particulares, temos que se k(x,y) ¢ uma func¢do de covariancia, entdo (k(z,y))?
¢ uma funcdo de covariancia valida para qualquer p € N*. Temos também que se a(z) = a é
constante, entao a’k(x,y) ¢ uma funcgao de covariancia valida, i.e., podemos multiplicar uma
fungao de covariancia por qualquer constante positiva (normalmente encaramos essa constante
como um parametro da nova func¢ao). Por fim, assumindo que k;(z, z) # 0 para todo x, podemos

tomar a(z) = (ky(z, )2, ¢ assim

k(x,y) kl(xay)

ki 2)ka(y, )

¢ uma fungao de covariancia valida. Observe que dessa forma temos k(z,x) = 1, Vz.

Convolugao:

Sejam kq(z,y) uma funcdo de covariancia e h(z,y) uma fun¢do com mesmo dominio que k;.
Entao k(z,y) = [ h(z,u)ki(u,v)h(y,v) dudv é uma fun¢ao de covariancia valida.

Diferenciacgao:

Seja k(z,y) uma fungao de covariancia com espago de inputs X C R e duas vezes continua-
0’k

0x;0y;

mente diferencidvel. Pelo teorema 4| da se¢ao [3.4.1] temos que (x,y) é uma fungao de

covariancia valida.
Soma direta e produto cartesiano:
Seja ki (x,y) uma fungdo de covariancia para um espacgo de inputs X} e ko(z, y) uma funcdo de
covariancia para um espago de inputs Xy. Entao k(x4 xe, y1 +2) = ki(x1, y1) + ko (22, y2) é uma
fungao de covariancia vélida para a soma direta X; & X,. Também temos que k((x1, 22), (y1,v2)) =
ki(x1,y1)ka(x2,y2) é uma fungao de covariancia valida para o produto cartesiano X; x As.
Como caso particular, podemos criar uma funcao de covariancia com dominio em RP”

escolhendo fungoes de covariancia kq,ks,...,kp com dominio em R e definindo k(z,y) =
D

H ki(x;,y;), onde x; e y; sdo as i—ésimas coordenadas de = e y respectivamente.
i=1
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Warping:

Sejam kj(z,y) uma fungao de covariancia para um espago de inputs X} e a : Xy — X} uma
fungao qualquer. Entao k(z,y) = ki(a(x), a(y)) é uma fun¢do de covariancia valida para Xj.

Como um caso particular, tomamos «a(z) = /;:(x, x), onde k ¢ uma funcio de covariancia tal

que l;:(x, x) # 0. Escolhemos k;(z,y) como a func¢ao de covariancia de Cauchy. Assim,

1
k(x,y) = = <
(®3) k(x,z) + k(y,y)

¢ uma funcao de covariancia valida. Utilizando as propriedades de produtos apresentados
anteriormente, temos que
2k(z,y)
k(x,y) = = <
k(z,z) + k(y,y)

¢ uma fungao de covariancia valida. Observe que novamente temos k(z,x) = 1, Vz.

Transformando uma fungao isotrépica em uma nao estacionaria:
Seja kr(z,y) uma fungdo de covariancia isotropica com z,y € RP. Neste caso, existe
kr: R — R tal que ki(x,y) = k(r), onde r = |l — y||. Seja E(x) uma funcao tal que, para

cada x € RP, ¥(z) é uma matriz D x D positiva definida. Entao

p det (S(a)) det (S(w))* ;- (Vi)
det (Z(2) + 5(y))

Qr,y) = (v —y) (w) (z —y),

¢ uma fungao de covariancia valida e, se 3(z) nao for constante, ndo estacionaria.
No caso onde temos X(x) = X constante, entdo k(z,y) = k; <\/(93 —y)X Nz — y)> ¢ uma

funcao de covariancia vélida e estacionaria.

k(r,y) =2

A demonstragao para essa afirmagao pode ser vista em (PACIOREK] |2003).

3.4.4 Exemplo: SSIM como uma funcao de covariancia

Nessa secao vamos utilizar o apresentado na secao para mostrar que a funcao SSIM
usada na area de processamento de imagens é uma fungao de covariancia véalida e uma candidata
em modelagens que os inputs sao imagens. Ressaltamos que nao temos conhecimento de tal
desenvolvimento atualmente na literatura e isso pode ter consequéncias para o uso de métodos
por processos gaussianos na area de processamentos de imagens.

SSIM é um acroénimo para structural similarity index, foi originalmente proposto como um
indice para medir a similaridade entre duas imagens em (WANG et al., 2004) e vem apresentando
bons resultados na prética desde entao.

Tomando duas imagens de mesmas resolugoes = e y na forma de vetores com N entradas
nao negativas, (WANG et al., 2004) define o SSIM entre x e y como

(2papty + C1)(204y + Co)

SSIM(z, y) = ,
0) = G2+ 12 + O (o2 + 02 4 C)
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onde

N
Hze = E w;xq,
i=1

N
Oy = Z wz(xz - ,u:v)(yl - ,u/y)v
=1

~ . N .
02 = 04y, C1,Cy > 0 sdo constantes e os pesos w; tais que Y ., w; =1 e w; > 0,Vi.
Vamos reescrever tais expressoes. Para isso, considere w como o vetor de pesos, i.e., o vetor

onde, para cada i, a i—ésima entrada é w;. Assim,

frafty =z wwmy;

N N N N N
Ozy = Z U)z<l’z - M:v)(yz - ,UJy) = szxzyz — Uy Z W;iY; — [y Z W;T; + Z W [ Ly
=l i=1 i=1 i=1 i=1

= o' diag(w)y — frafly — Hatly + potly = ¢" diag(w)y — z"ww’y
= 27 (diag(w) — ww?) y.

Note que ambas as matrizes ww? e diag(w) — ww’ sdo simétricas. Além disso, elas sdo

semipositivas definidas, ja que se z € RY, entdao temos
0 < (zTw)? = 2Tww’z,

e, pela desigualdade de Jensen,

N 2 N
ww’z = E wizi | < E w;z? = 2" diag(w)z
=1 i=1

=0 < 2" (diag(w) — ww?) 2.
Com isso, temos que as fungoes

R C C
ki(x,y) = papty + 71 =zTww’y + 71

~ C: , C
ko(z,y) = 04y + 72 =7 (diag(w) — wa) Y+ 71
sdo fungoes de covariancia polinomiais com parametros ¥ = ww?, 02 = %, p=1ledX =
diag(w) — ww?, o2 = %, p = 1 respectivamente. Observe que como Cp,Cy > 0, entao
ki(z,x) # 0 e ko(z,z) # 0. Assim, pelo caso particular discutido na propriedade de warping da

segao [3.4.3] temos que

]fl(l' y) _ 2]%1(15,@}) _ (Q,leuy + Cl)
’ ky(z,x) + ka(y,y) (3 + g+ Ch)
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ko (2, ) = 2k (z,y) _ (204, + Cs)
’ ko(a, ) + kaly,y) (02 + 05+ Ca)

sao funcoes de covariancia vélidas.

Por fim, como o produto de fungoes de covariancia é uma funcao de covariancia, temos que
SSIM(ﬁa y) = kl(xv y)k’g(ZC, y)

é uma funcao de covariancia valida.
Ainda mais, se desejado, devido as propriedades de soma e produto apresentados, podemos
introduzir mais dois parametros: a > 0, que controla a amplitude da fungao, e § > 0, que

modela a incerteza sobre os dados observados. Tendo assim
k:SSIM<x> y‘aa 67 017 OQa ’lU) =Q- SSIM(Ia y|01a 027 ’LU) + 5

como uma possivel escolha de funcao de covariancia.

Em aplicagoes praticas, é comum utilizar a SSIM em subsecoes equivalentes das imagens x
e y, chamadas aqui de janelas, e fazer uma média desses valores. Veja que para uma escolha
apropriada de pesos w, temos que a SSIM entre duas janelas equivalentes é uma funcao de
covaridncia valida. Dessa forma, escolhendo M pares de janelas equivalentes de x e y, denotadas

por (zM yM), .. (™) y*)) temos que

M
kussi (. vl {CP} G} () = g+ 3~ 8810, 4|, €, w)

j=1

¢ uma fungao de covariancia valida, onde @ € RM*! oy > 0 e ay, ij), Céj) >0 e w® éum vetor
de pesos adequados para as janelas (27), y()) conforme definido anteriormente, Vj € {1,..., M}.

A forma apresentada de kj;s5rps tem um grande ntimero de parametros e escolhas que se
pode tomar. Na pratica, costuma-se escolher as janelas como todos os sub-blocos m x m entorno
de cada pixel correspondente entre as imagens e tomar C7, C5 e os pesos w iguais para todas
as janelas (talvez adaptando w para os blocos que estdo nas bordas). Uma estratégia razoavel
seria fixar C, C5 e as escolhas de w e deixar «, o vetor de pesos (ndo normalizado) dos pares
de janelas, livre para ser escolhido de forma a maximizar a marginal likelihood do modelo.

No caso de termos diferentes escolhas de distribuicoes de pesos w, podemos usar o discutido
na secao [2.2.3| para justificar a comparagao das marginal likelihoods de cada modelo com
distribuicoes de pesos distintas, com « de cada modelo ja escolhido de forma a maximizar a

marginal likelihood correspondente, e escolher o que apresenta a maior marginal likelihood.
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4 Expectation Propagation para Classifi-

cacao por Processos (Gaussianos

4.1 Meétodo Geral

O método de expectation propagation (MINKA|[2001b) como uma ferramenta para aproxima-
¢oes de distribuicoes é mais geral, e aqui mostraremos um uso especifico deste para classificacao
pOr processos gaussianos.

O modelo que seguiremos toma como prior f ~ GPc(0, [k, ..., kc]), isto é, tomamos a
funcao de valor médio como a funcao nula e que cada funcao componente é a priori independente
das outras, como discutido anteriormente. Mudancgas nessas escolhas de fungoes podem ser
adaptadas do exposto aqui. Para a likelihood, por hora tome qualquer p(j|f) apropriada. Daqui
em diante, denotaremos f(X) apenas por f e f(z;) for f;.

Nosso objetivo com esse método é achar uma aproximagao normal ¢(f|X,Y’) para a densidade
posterior p(f|X,Y). Escolhemos aproximar por uma distribui¢gdo normal pois, como visto no
caso apresentado na se¢ao sobre principios para regressao por processos gaussianos, conseguimos
achar uma expressao analitica para a distribui¢ao posterior.

Precisamos de um critério para definir tal aproximagao. Um critério apresentado ante-
riormente seria minimizar a divergéncia de Kullback-Leibler de Q(f|X,Y) para P(f|X,Y),
Drr(P(fIX,Y)||Q(f|X,Y)), onde estas sao as distribui¢oes com pdf ¢(f|X,Y) e p(f|X,Y)
respectivamente (em contrapartida, métodos que visam minimizar Dy (Q(f| X, Y)||P(f|X.Y))
sao conhecidos por Variational Bayesian). Infelizmente, minimizar tal divergéncia pode ser
inviavel ou ter um custo proibitivo. Por isso, no intuito de se aproximar desse minimo, o método

de expectation propagation propoe aproveitar a forma da distribui¢do posterior p(f|X,Y):

(1%, y) = B Tt

i=1

e alcangar ¢(f|X,Y") fazendo aproximagoes locais ¢; de cada likelihood p(y;|f;) em fungao de f;

por meio de distribuicoes gaussianas nao-normalizadas com parametros locais Z;, fi;, 3;
p(yil fi) = ti(fil Zi, i, 5) = Zio(fil s, ),

onde ¢(filfi;, ©i) ¢ a pdf de N(fi;, ).

O parametro Z; seria uma aproximacio de [ p(yi| fi) df;, uma vez que, como uma fungao
de fi, p(y;|fi) ndo tem necessariamente integral igual a um. Para f; e 3, o método de
expectation propagation propoem um processo iterativo atualizando os parametros locais
sequencialmente, onde, em cada passo, os parametros locais eleitos sao atualizados de forma
a minimizar uma divergéncia entre distribui¢oes marginais para f; envolvendo o prior p(f|X),
as outras aproximagoes locais e a likelihood exata p(y;|f;), até a convergéncia de todos os

parametros para um ponto fixo.
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Para explicar em mais detalhes estes passos, precisamos primeiramente fazer algumas
construgoes.

Para comegar, montamos o produto das aproximagoes locais (independentes entre si) como

11t:(f1Z: i ) = o(f1i2, S H
=1 =1

onde fi é o vetor contendo os fi; arranjados de acordo com eX = Z?:l(f]i ® e;el), onde e;
é o i-ésimo vetor da base candnica de R" e ® é o produto de Kronecker, devido a como f esta
arranjado.

Portanto, nossa aproximacao normal para a distribuicao posterior é

n

(1Y) = 70 [T 22 = 06105 [T 2= o713, ()

onde Zgp ¢ a aproximagao deste algoritmo para a marginal likelihood (desenvolvemos mais sobre
isso na secao[L.4). Com o auxilio do apéndice (A.4)), e lembrando que f|X ~ N(0, K (X, X) = K),
temos que p e Y devem seguir

Y=(K'4+XH e p=3x"1a (4.2)

Com isso, definimos a distribuigdo marginal para f; de ¢(f|X,Y’) por

o HIXY) = [ atrxY) ) TT df, = ol 50, (4.3)
J=Llj#i
onde u; e X; sao o subvetor e a submatriz correspondentes de i e X para f; respectivamente,
como mostrado em ({A.2)).
Definimos agora a distribuicao cavity q_;(f;) para f;, que exclui a aproximagao local para a
likelihood de f; e fixa todas as outras, como se deixasse um “buraco” no lugar onde devia estar

a likelihood de f;, dai o nome cavity (do inglés para cavidade):

a5y [ o010 T] 12,5 dr (4.4)

=1,

Juntando as equagoes (4.3)) e (4.4)), temos que
q-i(f)ti(fil Zi, i, 3) o< q(fi| X, Y). (4.5)

O que nos da, novamente pelo apéndice (A.4]), que
¢i(fi) = o(filp—i, X)), com Ty= (7 =577 e py = N8 s — B ). (4.6)

No intuito de dar um passo no método proposto e caminhar para a convergéncia, construimos
agora uma nova aproximagao normal ndo-normalizada §;(f;) para aproximar o produto dessa

distribuigao cavity com a likelihood exata p(y;|f;) da seguinte forma:

Gi(fi) = Zid(fui, 30) = q_i(£:)p(yil f2)-
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O parametro Z: & novamente escolhido como uma aproximacao da constante de normalizacao
Z; = [q=i(fi)p(yilfi) df;.  Ja os parametros fi; e 3); sdo escolhidos de forma a minimizar
Dir(Q_iP||N (i1, %;)), onde Q_; P, é um distribuicdo sobre f; com pdf igual a Ziq,z(fl)p(yllfl)
Como demostrado no apéndice a divergéncia é minimizada ao igualarmos o primeiro e
segundo momento da aproximacao normal com os de ()_;F;, isto é, temos que os valores ideais

que minimizam a divergéncia sao

~

2 = UarQ—iPi(fi) e [l = ]EQ—iPi [fZ] (47)

Estes momentos podem ser calculados com mais facilidade devido a g_; ser a pdf de uma

distribuicao normal. Por exemplo, podemos reescrever

Eo_.nlf)] = / Facs(Fpllf) df, = / T F)S( s ) dfs = Exu oo Lfip(wil )]

e o calculo de valores esperados com respeito a distribuigoes normais pode ser manuseado com
mais facilidade, visto que ha diversos métodos para lidar com tais na literatura (discutimos
mais sobre tais métodos na secao . O mesmo pode ser feito para Z; e para varg_,p (fi)-

Como incorporamos a likelihood exata p(y;|f;) em ¢;, podemos considerar essa como uma
aproximacao melhor para a distribui¢ao marginal posterior exata de f; do que a ¢q(f;|X,Y)
usada. Por isso, atualizamos os parametros locais de t; de forma a satisfazer a seguinte versao
modificada da equagao :

a-i(f)ti(fil Zs, i 23) o< G5 f2). (4.8)

O que, novamente pelo apéndice ((A.4]), nos da as equagoes
~ ~ -1 ~ ~
Y, = (2;1 - 21) e [l =2 (Zflﬂi - Ejﬂ—i) : (4.9)
i 5 c fad % 1 ~\T fnd -1 ~

Portanto, podemos separar o algoritmo iterativo proposto pelo método de expectation

propagation neste caso nos seguintes passos:
1. Fixar um i € {1,2,...,n};
2. Calcule os parametros de ¢_;(f;) segundo ;
3. Calcule os parametros de ¢;(f;) segundo (4.7));
4. Atualize os parametros locais de t; segundo (4.9));
5. Atualize os parametros de ¢(f|X,Y’) segundo ;

6. Fixe um novo valor para ¢ e repita os passos de 2 a 5 até a convergéncia de todos os

parametros locais para um ponto fixo.
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Apesar de nao especificado, o ideal seria escolher o valor de i de forma sequencial, passando
por todos os outros valores possiveis antes de repetir um. Os parametros Z;, Z; e Zgp nao
precisam ser atualizados em cada iteracao e podem ser deixados para serem calculados apoés a

convergéncia do método, se desejados.

4.2 Convergéncia

No caso onde procuramos uma aproximagao normal de p(f|X,Y’), como estamos aqui, é
garantida a existéncia de pelo menos um ponto fixo para o algoritmo apresentado (veja (MINKA|
2001a)). Mas essa existéncia nao é garantia de unicidade nem de convergéncia global do
algoritmo. As escolhas de valores iniciais para os parametros locais, de func¢ao de covariancia (e
seus possiveis hiperparametros) e de likelihood tém um papel importante na convergéncia.

Uma observagao relevante é que precisamos que as likelihoods p(y;|f;) e a distribuigao
posterior p(f|X,Y) possam ser bem aproximadas por distribuigoes gaussianas. Para demonstrar

isso e avaliar o que estamos alcangando com este método, observe que

%HP(%U&
DKL(P(fIX,Y)IIQ(fIX,Y))=/log e p(fIX,Y) df

p(f1X) A
gy L1705

- Z/ o ( fAZ%Z),zZ))p UIX,X)f + log (p(iEl;))

C.
n —i(fi)p(yi‘fz‘) —p—i(f)p(yil f)
= Z/log é 1 Zi N N ;Q—i(fi)P(yi|fi)p<Y1|X) dfi
A - Z;
t E i(foti(fil Zs, s 20) ZQ—i(fi)p(yi\fi)

+%<Yw)

onde p_;(fi) o / (f1X) H p(yi| fi) dfj e C; é a constante de normalizagao de p_;.
=1,
Supondo que estamos em um ponto fixo do método e que ele aproxima bem a distribuigao

posterior, temos que %Pﬁ(ﬁ)p(%‘fi) ~ Z%.Q—i(fi)p(yi’fi)a p(Y|X) ~ Zpp e Z; = Z;, e
portanto

D (P(fIX, Y)QUFIX.Y)) = Z D1 (Q-iPi|IN (i, %))

i=1
Como estamos em um ponto fixo, todos os parametros locais satisfazem as equagao (4.7))
simultaneamente, e consequentemente todas as divergéncias Dy, (Q_; P;|| N (f1;,%;)) sao simul-

taneamente minimizadas. Portanto, estamos aproximadamente minimizando a divergéncia
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de Q(f|X,Y) para P(f|X,Y) ao usar o ponto fixo conquistado convergindo o método de
expectation propagation.
No caso de multiplos pontos fixos, pode-se encarar cada um como um modelo distinto e usar

alguma estratégia para selecao de modelos para eleger um.

4.3 Estimando Outputs de Novos Dados

Considere agora que queremos estimar o output de um input novo z*. Pelo apresentado na
se¢do [3.3] queremos ter a distribuicao de f*|X,Y, z*. Pelas propriedades (A.2) e (A.4)), temos

que se f|X,Y segue uma distribui¢ao normal, entdo f*|X,Y, z* também segue uma distribui¢ao
normal. Para isso, utilizamos a aproximagao normal p(f|X,Y) =~ q¢(f|X,Y) = o(f|u, 2).

Observe que para um caso genérico de classificagido por processos gaussianos temos, denotando
k. = K(X,z%),

Epeixve /] = Epixy [Epeixae s 7] = Epxy (KL KU f]

= k. K™ Epxy[f];

vargx,yer (f") = Bpxy[varpxae s (f)] + varpxy (Epxae 7]
= k(z*,2*) — k] K "k, 4+ varyxy (KL K71 f)
= k(2*,2*) — kI K 'k + kLT K var x v (F) K™k,

lembrando que Epx - ¢[f*] = kT K71 f e varp« x ¢ (f*) = k(z*,2*) — kT K~ 'k, pela equacdo

B9).

Aplicando a aproximagao ¢(f|X,Y’), temos, usando a igualdade (A.5]), que

Epopxyar ] = kTK p = KKK 4+ 5707187

=k, (K +X)'4,

varpxye (f*) = k(a*,2*) —kL(K™' = KK + S Kk,
= k(z*, 2%) — kT (K + )7 k..

Concluimos entao que utilizando a aproximacao normal encontrada pelo método de expecta-

tion propagation temos
p(f1X, Y, 2%) = q(f*|X, Y, %) = (f*|k] (K + )i, k(2 2%) — kI (K +X)7'k.).

Essa distribuicao é usada para calcular estimadores para m;(z*) que, como discutido no

final da se¢do [3.3] interpretamos como a probabilidade da z* pertencer a classe j. Estes
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estimadores sao entao usados como critério para classificar z*. Calculamos os estimadores

1 (x*), o (2*), ..., o (z*) segundo

) = [ pU1F YY) (4.11)

Essa integral por sua vez pode ser calculado por alguma técnica de integracao numérica ou
integracao de Monte Carlo, caso ndo possua uma expressao analitica (discutimos mais sobre
essas técnicas na secao 4.5.1]).

4.4 Marginal Likelihood

Como ja comentado, temos que Zgp é a aproximagao da marginal likelihood p(Y|X). Essa
aproximacao pode ser 1til, ja que a marginal likelihood tem usos na anélise Bayesiana, a principal
que vamos usar aqui sendo para a selecao de modelos usando o fator de Bayes, como apresentado
na secao [2.2.3] Esse pensamento nos leva também a desejar escolher os hiperparametros da
funcao de covariancia tal que a marginal likelihood seja maximizada. Para isso, apresentamos
também uma féormula para as derivadas parciais de marginal log-likelihood em relacao a esses
hiperparametros.

Para uma expressao para Zgp, lembre primeiramente que pela igualdade (4.1)) temos

1 - -
q(f1X,Y) :%p(ﬂX)Hti(fHZiaﬁuEi)
i=1

1 Z T
:Z—m¢(f‘OaK f|M7 H = o(flp, Z—H

onde Z ¢, pela propriedade (A.4]), dado por

Z = (21)"%F det (K + i>_é exp (—% b <K + 2) - ﬂ) . (4.12)
Como q(f|X,Y) e ¢(f|u, ) sao distribuigoes, temos que ambas tém integral igual a um,

portanto .

J o= [z 1140

Zpp =Z ﬁ Z;
i=1
log Zpp = —%log det <K + i) — %/lT (K + i)_l i — % log(27) + ilog Z;. (4.13)
i=1

Utilizando a equagao (4.10]) para Z;, temos que

1 - 1 -\ 1 1« -
log Zup = — log det (K+E> - (K+E) it > logdet (2_i+zi)
=1

n

1 -1 _ = .
+2 (E_ﬁZ) (M—i_ﬂi)+;bgz@'-
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Pelas igualdades ([1.2), (4.6), podemos aplicar o lema[3] do apéndice [A.3] assim reescrevendo

a expressao para log Zgp como

| 1 1 ~ ~ 1 -
log Zpp = ) aTY i+ §,uT2_1u — §log det <E_%KE_% + I) - §logdet(2)
1 -
5 Z <log det(3_;) + logdet(3;) — log det(Zi)>

1 - .
+5 Z (7S i+ pT b — IS ) + 3 log 2
=1

Como X é a matriz bloco diagonal com blocos ¥; permutada de forma simétrica, com /i
sendo os valores de cada ji; ordenados de forma Correspondente e tambem que ¥ e cada %; ¢
positiva definida, temos que TS 1 = Z f; E i1; e log det Z log det . Lembrando

=1
também que p = XX 711, chegamos na forma final para a expressao da aproximacao da marginal

log-likelihood pelo método de expectation propagation aqui apresentado:

n

1 ~ 1 ~ 1 ~ 1 1
log Zpp = EuTZ_l,& — 5 log det <Z’§KZ’§ + I) - 5 Z (15,27 i + log det (3_;))

=1

—% Z (1] 27 i + log det (%)) + Z log Z;,
= (4.14)
como apontado em (RITHIMAKI; JYLANKI; VEHTARI, [2013).

No caso de a fungao de covariancia ter hiperparametros, o trabalho de (SEEGER) 2005
mostra que apenas termos diretamente dependentes dos hiperparametros sao relevantes para
as derivadas parciais em relagao a tais (neste caso, o termo Z definido em (4.12)), ja que as
contribuigoes indiretas dos outros termos se cancelam (em outra palavras, podemos considerar
os parametros locais Z; como constantes), supondo que estamos em um ponto fixo do método
de expectation propagation. Neste caso, para o j—ésimo hiperparametro 6;, temos, usando a
igualdade (4.13)),

Jllog Zgp| 0

5 :(37]_[—%1ogdet(K+i)—%MT(K+i>14

onde £ = (K—ki)i [L.

Essas derivadas parciais podem ser usadas para achar hiperparametros que maximizam
localmente a marginal log-likelihood do modelo por meio de algum método de otimizacao, como
por exemplo um método de descida de gradiente ou gradiente conjugado (NOCEDAL; WRIGHT,
2006)).
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4.5 Algoritmo Nested Expectation Propagation

Nessa secao, apresentaremos um algoritmo para classificagao por processos gaussianos
usando o método de expectation propagation com uma likelihood predeterminada. O algoritmo
apresentado aqui é oriundo do artigo Nested Ezxpectation Propagation for Gaussian Process
Classification with a Multinomial Probit Likelihood (RIITHIMAKI; JYLANKI; VEHTARI, 2013).
Pode-se também entender esse algoritmo como uma generalizagao para o caso multi-classes
do algoritmo para classificacao binéaria por expectation propagation apresentado em Gaussian
processes for machine learning (WILLIAMS; RASMUSSEN| 2006, pg. 52).

Na secao foi discutido o procedimento geral para o método de expectation propagation
com uma likelihood qualquer. Definiremos agora uma likelihood especifica e apresentaremos
métodos para o célculo dos parametros 3; e i1; dada essa likelihood. Apresentaremos também
detalhes de implementacao e reuniremos tudo em pseudo-codigos mais adiante. O mesmo sera
feito nas segoes e [£.5.2] onde apresentaremos as especifidades do método com a likelihood
escolhida e detalhes de implementagao para a inferéncia de novos outputs e o calculo da marginal
likelihood, como discutido nas segoes e respectivamente.

O modelo que seguiremos toma, além do prior f ~ GPc(0, [k1, . .., kc]), a fungdo multinomial
probit, definida em (3.7)), como modelo para a likelihood p(j| f). A escolha de tal funcdo para a
likelihood deve-se ao seu formato em especifico, que é aproveitado para a implementacao do
algoritmo aqui apresentado, como ficara evidente ao decorrer dessa secao.

Para aplicar o método, precisamos conseguir estimar os parametros de ¢;(f;) segundo (4.7)).

Para isso, observe a forma da pdf de ()_; P; neste caso:

c
%qz‘(fi)l?(yﬂfi) = i<Z5(J”1'|/Lz‘a Ei)Euno) [ I @@+ -5

Zi

c
:/%¢(fi|ﬂ—i,2—i)¢<u|07l) H O(u+ f' — fl) du

k=1,k#y;
(1 fil| {p=i| |X= O < vi ok
S ) foer-oe

onde fzj representa a j-ésima entrada de f; e ®(z) é a fungao de distribuigdo acumulada de
uma distribui¢ao normal padrao. Denominando w; = [f; U]T e bjr = ecq1 +e; — e, temos que

podemos reescrever a distribuicao estendida que montamos dentro da integral como

c
1
qwi<wi) = ?¢(wi|ﬂwm sz‘) H @(w;rbyi,k)- (4‘15)
i
Observe que se g, seguisse a forma de uma densidade gaussiana, poderiamos integrar sobre
u usando a propriedade de marginalizagao (A.2)), onde conseguiriamos outra distribuigdo normal
e obterfamos seus momentos de forma direta, o qual é o nosso objetivo aqui. Isso nos motiva a

achar uma aproximacao normal para g,,.

qwi = ¢(wl|/l'ww iwz) ~ Qu, (wl)
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Para alcancar tal aproximagao, utilizamos algoritmo por expectation propagation apresentado
em (WILLIAMS; RASMUSSEN, 2006, pg. 52) com as alteracdes apresentadas em (RITHIMAKI;
JYLANKI; VEHTARI, |2013).

Comegamos usando a transformacio g; = B} w;, onde B; = [byi,k]kczl,k; 2y;» Obtendo

c-1
1
49.(9:) = 5 &(0i| B s, B S, B:) [ [ 2(g).
t k=1

Nessa forma, podemos aplicar o algoritmo considerando ¢(g;| B ji.,, Bl ¥, B;) como prior e
a funcdo probit ®(g¥) como likelihood. Neste caso, conseguimos uma férmula fechada para
calcular os parametros (WILLIAMS; RASMUSSEN] 2006} pg. 52). Para obter melhores
resultados numeéricos e simplificar as equagoes, reparametrizamos as aproximagoes locais de

P (gF) usando os pardmetros naturais da distribuicao normal (ver [A.1)), i.e.,
q)(gf) ~ tzkz(Qﬂsza Bik, ig) = szqﬁ(gﬂa;klﬁlk, Oéi_,;i)

com «;, sendo a precisao e f;; sendo a locacao. Portanto, temos que os passos para estimar
essa aproximacdo, usando formulas derivadas em (RITHIMAKI; JYLANKI; VEHTARIL 2013) e
em (WILLIAMS; RASMUSSEN]| 2006, pg. 58) para atualizar os parametros nos passos 4 e 6,

sao:
1. Fixar k € {1,2,...,C} com k # y;;
2. Calcular os parametros da distribuicio marginal de g¥,
Uik = b;i,kiwibyi,k € Uik = bﬁ,kﬂwi;
3. Calcular os parametros da distribuicao cavity,
U%i,k = ((Uik)fl —ip) e pegg = Uzi,k((az?,k)ilﬂi,k — Bik);

4. Calcular os parametros (4.7)),

X 0%, 1 0(2ik]0,1) 9 ,  (0%0)0(2k0,1) é(z:x0, 1)\
lui,k? - M—Z7k+ (§ O-ZJC - U—i,k}_ (b 1 D) ; + _ ;
O(zin)y/1+ 0%, (i) (14025 )

Zik
@(Zu&
H—ik

\/ 1 +‘73i,k

5. Atualizar os parametros locais,

onde z; = . Temos também que Z; , = ©(2;4);

new ~2 \—1

Q5 g :(Ui,k) ? )717 e B

— (02 ik = (‘AT?,k)fl/li,k - (Uzi,k)illufi,k?

calculando também Aq; ), = it — iy e ABiy = e — Bik;
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6. Atualizar os parametros de Gy, (w;),

. |
)
Sus — |

~
new
2o,

~

onde 8; ; = Xy, by, ki

Aﬁi,k - Aaz‘,kﬂi,k
1+ A%‘,kaik

Si ks

7. Repetir os passos de 1 a 6 até a convergéncia de todos os parametros locais para um ponto

fixo.

Com isso podemos montar um pseudo-codigo para o loop interno (quando estamos estimando

Gu; (w;)) do algoritmo Nested Expectation Propagation, exposto no Algoritmo , alterando

algumas féormulas para atualizar os parametros de forma mais eficiente e introduzindo variaveis

de suporte para aproveitar valores que se repetem entre as formulas.

Algoritmo 1: Nested Expectation Propagation - Loop interno

N 0 A W =

10
11
12
13

14

15

16
17

Input: y; e Valores iniciais para ¥, flw,, &, B

repita
para k € {1,2,...C}, k # y;, faga
Sendo b, ;, definido como para (4.15))
2 _ 3T ¥ _ T 5
Oik = byi,kzwibyi7k7 ik = byi,k:uwi
(2 V-1
Toip = (050) 7 — Qi
V_ik
supp o 2,
Ti’]g - \/Tfl,k(]‘ + T*’i,k)? ’Zl,k - supp
ik
~1
A~ —1 2 Zi, kP ~
Tie = | Toik — — “supp y Vik =
ik
Aai,k =Tik — T—ik — Ok, Qi =Tk —
ABik = Vi — V—i — Bik, Bix = Vi —
Sik = Ewibyivk
A A Aq; k
Sui = B — | ———— | sins
! ! 1+ Aai,k(jgk S

até «a;, (5; convergirem
retorna «;, 5;

V_ik = (Uzk)_lﬂi,k — Bik

¢(zix|0, 1)

T Oz

T—ik
V_ik

. ABi g — Aay; i i
= fw; T 2
14 Aa@kai,k

Haw; Sisk

Novamente, para obter resultados numéricos melhores e simplificar as equagoes, reparametri-

zamos as aproximagoes locais ¢;( fi\z, i f]l) usando os parametros naturais para as distribuigoes
normais (ver D de forma que temos tZ(fZ|Z,7 i, 7;) = Zi¢(fi|7~;_117i, 7;_1) daqui em diante.
O trabalho de (RITHIMAKI; JYLANKI; VEHTARI, 2013) também apresenta férmulas para

atualizar os parametros 7; e 7; diretamente dos valores atualizados de «;, §;, presentes no

Algoritmo 2| Ele também argumenta que experimentalmente se observa uma convergéncia mais

rapida se incorporados os valores de «;x e (;x da itera¢do anterior do loop externo (quando
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estamos estimando ¢(f|X,Y’)) como valores iniciais para a loop interno. Para isso, os valores

iniciais de X, e fi,, tém que estar de acordo com os valores de X, ftw,, %k € Bir segundo,

pela propriedade (A.4)),
Sy = (S51 + Bidiag(@) BY) ™ e iy = S, (E;}uwi n Bi@-) , (4.16)

onde &; e 3; sao vetores com C — 1 entradas contendo os valores «; j e ;) ordenados em ordem
crescente dos indices k € {1,2,...,C}, k # y;. Definimos também «; e f5; como vetores com C'
ko k _ yi _ yi _
entradas onde of = o, e 5 = By, para k #y;, e ) =1e /" =0.
Utilizando o lema de inversao de matrizes (A.5|), reescrevemos a equagao (4.16]) como

S, = S, — S, Bi(BI'Sy, B; + diag(@;) ") "' BI'S,,

)"
S — S, B; ( BI S, B + diag (4, %) diag (&, 1)) BTS,,

=¥,
A _1 1 1 1\ 1
S = S, — <d1ag & 2) (dlag ( 3) BTS, Bdiag ( az) + I) diag <a 2)) BTS,,

1
S = s — S Bdl&g( )J 1d1ag( 2\ BT,

k3 l
onde
1 1
J= (dl&g( ) B'S, Bdlag< ) +I> .
Fatoramos diag(&;) para conseguir .J, uma matriz simétrica positiva definida com os autova-
lores limitados inferiormente por um, o que garante estabilidade numérica da férmula e permite

usarmos a fatoragao Cholesky de tal matriz para aproveitar a simetria da expressao e diminuir

o custo computacional, como utilizado no algoritmo [2| Para fi,,, temos
1
fl, = fws — S Bidiag (&;) Jdiag ( ) BY 1, + S, Bif:.

Precisamos agora de alguma forma de atualizar > de forma mais eficiente depois de atualizar
os parametros locais 7;. A equacio (4.2) nos informa que
Y= (K1+7'>_1,
onde T = 3" (T; @ e;el) (equivalentemente vale que 7 = X~1). Infelizmente, K geralmente é
mal condicionada e portanto inverter ela nao é numericamente estével e algo a ser evitado. Por

isso, usamos o lema de inversdao de matrizes (A.5)) para obter
N
S=K-K(K+T") K

Reescrevemos

=

~ -1 ~ 1 [ ~1 ~ 1 ~ -1 ~1 [ ~1 ~ 1 -1 .,
(K+77) = (T3 (TRTi+1)T3) =T (TiRTH+1) T4,
onde T2 é a matriz simétrica positiva definida tal que seu quadrado ¢ 7. Desta forma temos

novamente uma matriz simétrica positiva definida com os autovalores limitados inferiormente

por um, o que garante novamente a estabilidade numérica e permite usar o fator Cholesky
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L = Cholesky (f%K T241 ) para aproveitar a simetria da expressao e diminuir o custo

computacional na forma de
N1 1/ . -1 . . 1~
K (K + T‘1> K=KT7} (T%KT% n 1) THK = KT% (LLT) ' THK
~1 -N\T ;1451 _14L T —14L
= KTH(L) LT K = (L' THK) (17 THK)),

., . L . . 141
j& que assim s6 é preciso calcular uma vez a matriz (L T2 K )

Portanto, temos que nossa equacao para a atualizacao de X é
141 T 141
per = K - (LTRK) (L' THK).
Para 1, temos, pela equagao (4.2)), que atualizamos esse parametro pela equagao
Mnew — Znewﬂ

Como essas atualizagoes sao muito custosa computacionalmente, optamos por atualizar os
valores de p e X depois de percorrer todos os pontos do dataset.
Finalmente, para os parametros da distribuicao cavity , temos, novamente usando ((A.5]),
que
D=5 = S8 — TS = 8 - S(Ts - 1) TS,

fimi = g — Si(TiS — 1) o — St

E importante observar que 7T;%; — I nao é simétrica e ndo é necessariamente positiva
definida. Inclusive, nao podemos selguir O mesmo modelolapreslentado nas equagcoes anteriores
pois néo podemos garantir que 7,2%;7,2 — I ou I — 7,2%;7,? sejam positivas definidas. A
opc¢ao que escolhemos seguir é de resolver os sistemas lineares (7[21 - X = 7; para obter
X = (TS — DT

Introduzindo variaveis de suporte para aproveitar aproveitar expressoes repetidas nas férmulas
apresentadas, reunimos todos os passos e montamos um pseudo-codigo para o algoritmo Nested
Expectation Propagation no Algoritmo [2|

Nos casos testados ao longo deste trabalho se mostrou benéfico adicionar uma constante
de regularizagao a cada 7; cada vez que os atualizamos, por exemplo algo como Al com A\
pequeno (algo como A = 1071%), aumentando a estabilidade numérica. E importante ter em
mente que essa constante precisa que ser uma matriz simétrica positiva definida para manter as

propriedades de 7;.

4.5.1 Estimando Outputs

A secao 4.3l apresenta como estimar outputs de novos inputs com a aproximacao normal calcu-
lada pelo método. Para a implementacao das equagoes apresentadas, é importante primeiramente
observar novamente que é mais benéfico numericamente reescrevermos

-1

M = <K+i)_1: (K+T‘1> =73 (7’5K7~'5+I>_17~‘§7
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Algoritmo 2: Nested Expectation Propagation

Input: K (matriz de covariancia), Y (outputs do dataset), likelihood =Falso (Definir

como verdeiro caso o calculo da log-marginal likelihood seja desejado)

17=0,T,=0,Y=K, p=0,0,=0,3=0,Vie{1,2,...,n}
2 iy, =1,Vi€{1,2,...,n}

3 repita
parai € {1,2,...,n} faga

4
5
6
7
8

9
10
11
12

13
14

15
16

17
18

19
20
21

22
23
24
25
26
27
28

29

30

V=S(Ts - I)7'T;

pi = p; — Vg — X0

Montar %, € i, de acordo com (4.15)) e B;, &; e B; como definido para (4.16))
1

B,, = B;diag (o?f)

L = Cholesky (I + Bz;,EwiBai)

V=L"(B’%,)

Yy = B, — VIV

ﬂwi = Mw; — VT (LilBg;Mwl) + Ewleﬁz

[a;, 3i] =Loop interno(yi, Su,, fiw,, i, i) (Algoritmo |

T; = diag (o;) — (sum(e;)) tayal

7

5 sum( ;) o
sum( ;)
Montar T = 37" (T; ® e;el), onde e; é 0 i—ésimo vetor da base canonica de R”
L = Cholesky (féz o 1)
V=L"T3%
L= -VVv
= Xr

até v, T; convergirem, ¥i € {1,2,...,n}

se likelihood=Verdadeiro entao

log Zgp—=Log-marginal likelihood(K, ¥, ju, 7, T;, ci, 8, ¥i € {1,...,n}) (Algoritmo
retorna log Zgp, v, T;, Vi € {1,2,...,n}

retorna v, T;, Vi € {1,2,...,n}
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pois assim temos uma matriz positiva definida com os autovalores limitados inferiormente
por um, o que garante estabilidade numérica e permite usarmos o fator Cholesky L =
Cholesky (7'% KTz +1 ) para aproveitar a simetria da expressao e diminuir o custo computaci-

onal. Assim temos

M o=TH(TIRT 41) =T

() (7

Com isso, no caso da variancia de f*|X,Y, z*, escrevemos ela como

[N
[N

(LLT) ' T2 = T2 (LY LT

S = varpxyas (ff) = k(z*,2*) — kIl Mk.,

o que ¢ computacionalmente barato para cada x* considerando que j& calculamos previamente a
matriz M. )
Ja para F = (K + f]) fi, podemos reescrever-lo, com ajuda da identidade (A.5)), como

(k45) i = (k7)o (T-7 (524 7) ) 7
== (KT I)_lﬂ — - (K+7"1)_1 K
—p— (L-lﬂ)T (L—l’r%) Kb=i— MKp,
o que pode ser obtido de forma direta considerando que ja temos K e M calculadas. Neste caso,

temos que o valor esperado de f*|X,Y,z* toma a forma de
(= Epixya ] = k'E.

Para estimar 7;(2*) (4.11)), utilizaremos um método de integracao de Monte Carlo por causa
da dimensao do dominio de integracdo, uma vez que no caso onde temos trés classes (o menor
niamero de classes para o qual o algoritmo apresentado aqui é relevante) temos que o dominio

de integragao tem dimensao quatro, ja que

7i(27) / I S

//// ( 1 otw+si- fk))¢(f*|ﬂ*72*)¢(U|071)dudfidf3dff,

k=1,k#j

onde f¥ é a k-ésima entrada de f*. Nestes casos, métodos de Monte Carlo se apresentam
mais atrativos que métodos de integracao numérica por quadratura, até mesmo em relagao a
quadraturas especificas para valores esperados de distribui¢goes normais, como a quadratura de
Gauss—Hermite, uma vez que se precisa de malhas com muitos pontos para conseguir uma boa
aproximacao, o que é computacionalmente muito custoso ou até mesmo inviavel em dimensoes
maiores.

O método de integracao de Monte Carlo na sua formulagao mais basica para estimar
0 = Ep[f(X)] consiste em gerar um conjunto de ng amostras independentes {z;}°; igualmente

distribuidas de acordo com P e definir

] &
en = 7
: no;f(w)
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como o estimador de §. E interessante observar que éno — 6 P-a.s. quando ny — oo pela lei

- X
forte dos grandes nimeros, e que temos também que varp(6,,) = M
o
mais detalhada do método e demostragoes para resultados apresentados podem ser encontradas
em (RIZZO, 2019, pg. 119).

Para diminuir a variancia do método e conseguir uma melhor aproximagao com o mesmo

. Uma discussao

numero de pontos, utilizaremos variaveis de controle. Essa técnica consiste em escolher funcgoes

g1, -, gc e constantes [y, ..., (. tal que conseguimos (ou é mais conveniente) calcular Ep|[g;(X)]
para cada i = 1,...,c. Com isso, reescrevemos # como
0 =Ep[f(X)] =Ep BO—Zﬁka +ﬁo+25kgk ]

=Ep | f(X)—Bo— Zﬁkgk(X)] + Bo + ZﬁkEP[9k<X)]-

E, dessa forma, temos que o estimador 6,, para um conjunto de ny amostras independentes

{z;}°, igualmente distribuidas de acordo com P tem a forma de

— _Z ( — By — Zﬂkgk T > +ﬁo+25kEP[9k(X)]-

Para alcancar o objetivo de diminuir a variancia de 6,,,, queremos escolher g;,...,¢g. €
Bo, - - ., B tal que

varp <f(X) — Bo — Zﬁkgk(X)> <warp (f(X)).
k=1

Para tentar alcancar isso, escolhemos definir fy, ..., 3. como os coeficientes da regressao
linear com os inputs {(g1(z;),. .., ge(x:))}i2, e os outputs {f(z;)}r2,.
Para fy, ..., 5. definidos dessa forma, temos

no

Z (f(%) —Bo— Zﬁkgk(xz)) =0,

i=1
e portanto nosso estimador simplifica para
O = o+ > BEp[ge(X)).
k=1

Temos também que
RSS

no(ng —1—1c¢)’

varp(Bn,) ~
onde )
RSS = Z ( — Bo — Zﬁkgk (i ) -

Uma discussao mais detalhada de tal técnica e demostragoes para resultados apresentados
podem ser encontrados em (RIZZO)| 2019, pg. 132).
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Para 7;(x*), utilizaremos como variaveis de controle as fungdes gi(f*,u) = ®(u + fI — f¥),
k=1,...,C, k # j. Fazemos essa escolha pela rela¢ao entre essas fungoes e p(j|f*), o que nos faz
esperar um valor baixo para RSS, e porque, como demonstrado em (WILLIAMS; RASMUSSEN]|
2006, pg. 74), temos uma férmula fechada para o valor esperado de ®(u + fJ — f¥), dado por

Enuwe g, 23) 2w+ f = F)] = Bavwriug,me) (PO 507)] = By (geyr s o7, 00, ) [2(97)]

T %
bj,k/j“w

=0
\/1 + (bjT,kEfubj,k)

onde w* = TS , X = e g = bl w*.
[U Hoy 0 w 0 1 g 7.k

E interessante observar que estamos usando C' — 1 variaveis de controle, e portanto, quando

definimos (i, k= 0,...,C, k # j, como discutido anteriormente, temos que

RSS
no(no — 0) '

A

Vary s (75(27)) ~

Nos casos testados ao longo deste trabalho, o uso dessas variaveis de controle com [y,
k=0,...,C, k # j, definidos como discutido se mostrou, no geral, efetivo em diminuir
suficientemente a varidncia de maneira que é atrativo usar as variaveis de controle, mesmo
com o custo computacional de quando utilizamos ng amostras ser consideravelmente maior em
comparagao a quando nao as utilizamos.

Reunimos o discutido nessa se¢ao no algoritmo [3] onde apresentamos um algoritmo para

estimar cada uma das probabilidades 7;(z*) (4.11]) de =* pertencer a classe j em nosso modelo.

4.5.2 Estimando a Marginal Likelihood

Na secao [4.4] foi apresentado o panorama geral para a aproximagao da marginal likelihood
e seu gradiente em relacao aos hiperparametros da fungao de covariancia, que entao pode ser
usado para achar hiperparametros que maximizam a marginal likelihood.

Para implementarmos o célculo da marginal likelihood do nosso algoritmo, precisamos do
valor de Z;. Como estamos usando o método de expactation propagation para aproximar as
likelihoods, temos que Zi segue a mesma linha de pensamento apresentada na segao e
portanto, como apontado por (RITHIMAKI; JYLANKI; VEHTARI, 2013), temos

c
. 1., 1 - 1 1
log Z; = 5/)512;3,&% +3 log det(X,,) — éugiE;iluwi -3 log det(X,,) + Z log ®(z; 1)
k:17k7£y1
1 1
+§ Z ((Uzi,k>7lﬂ2—i,k + IOg(U%i,k)) 3 Z ((Uzk)flﬂik + 10g(0i2,k)) .

k=1,k#y; k=1,k#y;
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Algoritmo 3: Nested Expectation Propagation - Estimando outputs

Input: X* (conjunto de novos inputs), k (fungoes de covariancia), K (matriz de

covariancia), X (inputs do dataset), v, T;, Vi € {1,2,...,n} (parametros locais),

no (namero de amostras para a integragao de Monte Carlo)
Montar 7 = 31" (T; ® e;el), onde ¢; é 0 i—ésimo vetor da base canénica de R®

=

2 L = Cholesky (T?KTz + I)
3V =L1T3

a M=VTVy

5 E=v—MKv

6 para z* € X* faca

7 k. = K(X,z*)

8 | X*=k(z* %) — kI Mk,
9 pt=kl'E

10 Gerar amostras {f;}1°; de N(u*, ¥*) e {u;}°, de N(0,1)
11 para j € {1,2,...,0} faga

c no
12 Fj:{ H <I>(ui+fij_fik)}

k=1,k+#j i1
13 para k € {1,2,...,C},k # j faga
14 Gy = A{P(us + f] = [}
15 Sendo b; j, definido como para
16 kaMw

\/ L+ (07, 55b4)
(b Znbir) ¢(254)

L Egj kT ka/“Lw

B (Z;k)\/l + (bszfubj,k)
18 Definir {f;}{ o ; como os coeficientes da regressio linear entre {Gj4}i 1y €

F;
19 = Po + Z BrEg;

k=1,k#j]
2
20 RSS = Z ( i — Bo — Z 5kG],m>
k=1,k#j
o RSS
21 var(m;(z")) = ————~
| ( j( )) no(no—C)

22 retorna (;(z*))5_,, (var(7;(x*)))5,, Va* € X~
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Observando que p2 S 1, = p= 57 e det (3,,) = det (X_;), a expressao para log Zgp
(4.14) apresenta na segao quando adicionada a expressao para log Z; simplifica para

1 1 - 1 — . .
log Zup = 5T — ; logdet (T%KT% + I) 50 (ﬂﬁp;}ﬂw +log det(Ewi)>

i=

n n B C
1 1
—5 2 (% 1ui+10gdet(2i))+z< > 5 (@20t log(02,))
i—1 i=1 \k=1k4y:
1 C C
33 (b s+ Y et
k=1,k#y; k=1,k%y;

Com isso, escrevemos o algoritmo {| para calcular log Zgp. Devido as formulas apresentadas,
o melhor lugar para esse algoritmo é apos a convergéncia dos parametros locais no algoritmo 2]
e por isso incluimos ele como um output opcional. Aproveitamos também o fato que %;, f)wi e
T2KT: + I sio matrizes positivas definidas para calcular do logaritmo de seus determinantes,
como apresentado.

Para a implementagao do célculo do gradiente de log Zgp apresentado na se¢ao [4.4] temos
as mesmos consideracoes feitas no comeco da secao para o calculo de cada parte. Como
comentado anteriormente, esse gradiente podem ser usado para achar hiperparametros que
maximizam localmente a marginal log-likelihood do modelo por meio de algum método de

otimizagao, como por exemplo um método de descida de gradiente ou gradiente conjugado
(NOCEDAL; WRIGHT], |2006).
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Algoritmo 4: Nested Expectation Propagation - Log-marginal likelihood

Input: K (matriz de covariancia), ¥, u (parametros da aproximagao normal), v, T;
(parametros locais), oy, f; (parametros locais do loop interno), Vi € {1,2,...,n}

log Zpp =0

parai € {1,2,...,n} faga

V =S(TS - I)7'T;

Y= -Vy

pi = pi — Vi — N0

Montar X, e jt,, de acordo com (4.15)) e B;, &; e BZ como definido para (4.16)

7 B,, = B;diag (d;)

8 L = Cholesky (I + BL %, Ba,)

9 V=L"1 (BgiZwi)

10 f]wi =3, — VIV

11 flw; = Pow; — v (L_lBgi“wi) + iwiBiBi

(=B B NV

12
13 para k € {1,2,...C}, k # y;, faga
14 Sendo b, ;, definido como para (4.15))
15 Uzz,k = b;,kgwibyukv Mik = b;,kﬂwi
16
_ -1 _
17 Uzi,k = ((Uzzk;) ' Oéi,k) y o M—ik = O-zz',k:((ai%k) 1Mi,k — Bik)
18
H—i ke

19 Zip = ————x

\/ (1+ Uzi,k)
20 log Zpp = log Zgp + % ((Uzi,k;)_l/ﬂ—i,k + IOg(UL,k) - (Uﬁk)_lﬂik - 1Og(0z‘2,k))
21 log Zgp = log Zgp + log (2 1)

22 M = Cholesky (¥;); N = Cholesky <2w1>

1 R . R - n
28 | logZpp =logZpp + 5 (Mgizﬁjﬂwi — 1% 1Mi> + Z log(n;,;) —log(m;;)

L j=1
24 Montar 7 = "7 (T; ® e;el), onde ¢; é 0 i—ésimo vetor da base canonica de R®
25 [ = Cholesky (715 K72+ [)

26 log Zpp = log Zpp + %MTD - Z log(l;7)
=i
27 retorna log Zgp







71

5 Outras Métodos de Aproximacao para
Regressao e Classificacao por Proces-

sos (Gaussianos

Como mencionado no capitulo [3, vamos discutir agora outros métodos para conseguir
aproximagoes das distribuigoes posteriores em problemas de regressao e classificagao por processos
Gaussianos. Em contraposi¢cao ao método de expectation propagation, entraremos em menos

detalhes dos métodos, mas apresentaremos pseudos-codigos para tais.

De forma geral, em relagao ao desempenho dos dois métodos que serao apresentados nessa
segao e do método de expectation propagation apresentado no capitulo [l ¢ esperado que
a aproximacao feita pelo método de expectation propagation é mais proxima a distribuicao
posterior exata do que a do método de aproximagao de Laplace, entretanto o algoritmo da
aproximacao de Laplace é esperado que seja computacionalmente mais rapido do que o do
expectation propagation. Por outro lado, temos que o método Markov Chain Monte Carlo
(MCMC) converge para a distribui¢ao posterior exata, mas em contrapartida ¢ esperado ser o

mais computacionalmente lento entre os métodos apresentados. Tais comportamentos podem
ser observados em trabalhos como (RIITHIMAKI; JYLANKI; VEHTARI, 2013) e (WILLIAMS:
RASMUSSEN] [2006).

5.1 Aproximacao de Laplace

O objetivo aqui é conseguir uma aproximagao normal ¢(f|X,Y’) por meio de uma expansao
de Taylor de segunda ordem de log p(f|X,Y’) em um ponto de maximo.

Seja f = arg maxy p(f|X,Y). Entao, f também ¢ um ponto de méximo de log p(f|X,Y).
Como mostra (NOCEDAL; WRIGHT] 2006, pg. 15), temos entao que Vylogp(f|X,Y)=0¢e a
matriz hessiana V? log p(f|X,Y) é negativa definida (assumindo f maximizador local estrito),

olhando log p(f|X,Y) como uma fungao de f.

Com isso, podemos fazer a seguinte expansao de Taylor

ogp(1X.¥) = Togpf1X,Y) + (Vs logplfIX. V(7 = )
+5(f = DI (Vilogp(fIX, V))(f = ) + R(f)
= logpl(IX, V) = 50 = N1 (=3 logp(FIX, YT = ) + RUS)

Assim, se tomarmos

QUIX,Y) = N(f|f, (~=Vilogp(fIX,Y))™)
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temos
p(fIX)Y) = exp(logp(f[X,Y))
~ oxp (logp(7IX.¥) = (= /" (-Vlogp(FLX. V) - 1))

o exp (=3 = T -VHog /XY - )
o« q(f|X,)Y)

Observando log p(f| X, Y') mais detalhadamente e derivando em relagao a f, temos, lembrando
que f|X ~ N(0, K),

logp(f|X,Y) =logp(Y|f) +logp(f|X) —logp(Y|X)
= logp(V|f) ~ "5 log(2r) — S logdet(K) — 5 TK 1] ~logp(Y|X)
= Vilogp(f|X,Y) =V, logp(Y|f)— K~ 'f
= Vilogp(f|IX,Y) =Vilogp(Y|f) =K' =-W(f)-K!

onde W(f) = (=V7logp(Y|f)). Observe também que como

logp(Y]f) =Y _logp(uil fi),
i=1

temos
n

W(f) = Z(—Vi log p(yil fi) © e:ef),

i=1

i.e., podemos montar a matriz W (f) assumindo que temos acesso as hessianas V7, log p(yi f:), i €
{1,2,...,n}.

Para f, podemos utilizar o método de Newton (NOCEDAL; WRIGHT], 2006, pg. 44) com

tamanho de passo igual a 1 para minimizar — log p(f|X,Y’), o que nos da a iteracao

frev == (Vilogp(fIX.Y)) " (Vslogp(f|X,Y))
=f+W(f)+ K1) Y VyilogpY|f)— K~1f)
= (W(f)+ K )" (Vilogp(Y|f) + (W(f) + K1) f — K 'f)
= (W(f) + K1) (Vylogp(Y|f) + W(f)])-

Caso p(f|X,Y) seja uma fungao log-concava, temos a garantia de convergéncia global do método
de Newton para o tinico méximo global (caso exista). Para o caso geral, (NOCEDAL; WRIGHT,
2006, pg. 48) apresenta uma proposta de modificagdo para o método de Newton para obter uma
convergéncia global.

Com essa aproximagao normal, por argumentos similares aos apresentados na segao [£.3]

temos que a aproximacao para a distribuicao posterior de f* é da forma
QU IX,Y,2™) ~ N(f7 Ik (Vlogp(Y[f)), k(z® ") = kI (K + W()™) k), (5.1)

jaque Epsx v [f*] = kLK 'Efx v [f], e, como f é um méximo local, temos V¢ log p(f|X,Y) =
Vlog p(Y|f) — K~'f = 0. Com essa aproximacio, podemos estimar os valores de 7j(x*), para

cada classe j, de um novo input z* da mesma forma que (4.11)).
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Finalmente, (WILLIAMS; RASMUSSEN| 2006, pg. 48) apresenta uma expressao para a

aproximacao da marginal likelihood pelo método de aproximacao de Laplace:

N[

logp(Y'|X) ~ log q(Y|X) = —%fTK‘lf +logp(Y|f) — %log det (1 +W())2KW(f) ) :

A utilizacao do método de Newton da a aproximagao de Laplace uma garantia de convergéncia
local com uma velocidade de convergéncia quadratica, sobre as hipoteses necessarias. Todavia,
nao temos estimativas para a qualidade dessa aproximacao. Para efeitos de comparacao,
(RITHIMAKI; JYLANKI; VEHTARI, 2013) conclui de seus experimentos que as aproximacoes
geradas pelo algoritmo nested expectation propagation se mostraram mais precisas que as
aproximagoes de Laplace em aproximar a distribuigdo posterior p(f|X,Y’), mas ambos os

métodos tiveram resultados similares em relagao a acuréacia das classes estimadas.

5.1.1 Algoritmo Aproximacao de Laplace para Classificacao

Nessa secao, apresentamos um algoritmo utilizando o método de aproximacao de Laplace
para problemas de classificagao por processos gaussianos com duas ou mais classes, desenvolvido
por (WILLIAMS; RASMUSSEN] 2006], pg. 48). Escolhemos aqui a fun¢ao likelihood como a

funcao softmazx, dada por

exp () |
> exp (ff)
k=1

p(ilfi) =l =

Observe que nesse caso temos

9 4
a5 log p(yil fi)] = 05y, — 7

2

ofiofk

log p(y;| f:)] = —m] 6k + w7k,

onde dy; = 1sej=kedy =0sej#k.

Definindo y e m como vetores com mesma dimensao que f com as entradas correspondentes

a f} sendo dj,, em y e w em 7, m; sendo o subvetor com C' entradas de 7 correspondente a f; e
7/ 0 subvetor com n entradas de 7 contendo apenas os valores correspondentes a classe j. Com

isso, temos, pelo apresentado anteriormente, que

Vilogp(Y[f)=y—m

v?% logp(y:| fi) = —diag(m;) + mym} .
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Observe que, sendo u; o k—ésimo vetor da base canonica de R e e; o i—ésimo vetor da base

canodnica de R",

n n

Z(ﬂﬂr? ®e¢eiT) = Z(Wﬂ?iT ®6i€;7rej€;"r)

i=1 i,j=1
n

c
kL, T T, T
g E mm (U @ ege; eje; )

i,j=1k,l=1
n C T
= <21:; uk®7r €;€; ) <Z;IZ; Ul@ﬂ'e] j )
ZC | CJ | T
= (Z(u] ® diag(ﬁj))) <Z(u] ® diag(ﬁj))) -

c
Assim, denotando IT = Z(uj ®diag(n’)), i.e., I1 & a matriz nC x n com as matrizes diag(7?)

j=1
empilhadas, temos

n

W(f) = Z (—V% log p(vi| fi) ® eﬁ?) = diag(m) — 1.

=1

Portanto

Vilogp(fIX,Y)=-K 'f+y—m (5.2)

Vilogp(f|X,Y)=—-K'=W(f)=—-K"' — diag(m) + IIIT". (5.3)

E interessante observar que —Vfﬁ, log p(y;| f;) é semipositiva definida, Vi, pelo ja demonstrado na
se¢ao [3.4.4] e portanto W (f) ¢ semipositiva definida também. Assim, p(f|X,Y") é log-concava
e temos a garantia de todas as propriedades para o método de Newton comentadas na secao
anterior. Temos também que f = K (y — 7(f)).

Em particular para a iteragdo do método de Newton, temos, como mostra (WILLIAMS;:

RASMUSSEN] 2006, pg. 52),
(K + W) =K -KE+W()") 'K,

onde (K + W(f)™')~! ¢ uma notacao (ja que neste caso temos W (f) singular) para a matriz

o -1
(K+W(f)y )Y '=E—-ER (Z Ej> R'E,
j=i
e B = (K +diag(m)!)! = diag(m)2 (I + diag(r)2 K diag(r)2 )~ 'diag(n)2 é uma matriz diagonal
por blocos, Z]C:Z E; é a soma desses blocos de FE e R = diag(m) 'II ¢ a matriz nC' X n com I,

empilhada C' vezes.
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Por fim, para o calculo da marginal likelihood, temos, usando as identidades e e
definindo D = diag(n),
det (1 + W(f)%KW(f>%) det (I + KW (f)) = det (K (K~ + W(f))
= det(K) det (K~* + D — IIII")
= det(K) det(K ' + D) det(I)det(I + 1T (K~ + D)~'1I)
=det(I + KD)det(I — 1T (D' — DY K + D~Y)~1D=11I)
— det(I + D2 KDz)det(I — 1" D~'I1 + RTER)

C
— det (1 + DEKD?) det (Z Ej>
j=i

Juntando o apresentado nessa se¢ao, montamos um pseudo-codigo do algoritmo para estimar
f e a marginal likelihood do método de aproximacao de Laplace com a likelihood softmax para
problemas de classificagao no algoritmo 5 Montamos também no algoritmo [6] um pseudo-codigo
para o algoritmo que vai estimar os valores de 7;(z*), para cada classe j, de um novo input
x* como definido em (4.11]) usando . Optamos por utilizar a formulacao mais basica do
método de integragao de Monte Carlo, como discutido na segao para aproximar .

Algoritmo 5: Aproximagao de Laplace para Classificacao

Input: K (matriz de covariancia), Y (outputs do dataset), likelihood =Falso (Definir
como verdeiro caso o calculo da log-marginal likelihood seja desejado)

1 Montar y como definido para (5.2)

2 f=0

3 repita

4 Calcular 7 e II em fungao de f como definido para e

5 para j € {1,2,...,C} faga

6 L= Cholesky([ + diag(n?)2 K dlag(ﬂj)%)

7 E; = diag(n?)z (L~T(L ' diag(n)z))

8 Zj = Z?:l IOg l“

M = C’holesky(zjcz1 E;)

10 | b= (diag(nr) - f+y—7

©

11 c=FEKb
12 | a=b—c+ERMT(MR"c))
13 f=Ka

14 até f convergir
15 se likelihood = Verdadeiro entao

logq(Y|X) = _1 Tf+y"f - Zl 1 log (ZJ 1 exp(f’)) chzl Zj = Z?:l log m;
retorna f,log q(Y|X)

18 retorna f

1

=]

17

5.2 Markov Chaitn Monte Carlo

Os métodos anteriormente apresentados tém o propodsito de aproximar a distribui¢ao posterior

por uma distribuicao normal e os algoritmos apresentados fixam uma funcao likelihood pré-
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Algoritmo 6: Aproximacao de Laplace para Classificacao - Estimando Outputs

Input: X* (conjunto de novos inputs), k (fungoes de covariancia), K (matriz de
covariancia), X (inputs do dataset), Y (outputs do dataset), f (Moda de
P(f|Y, X)), nyp (nimero de amostras para a integragdo de Monte Carlo)
1 Calcular 7, IT e y em funcao de f como definido para e
2 para j € {1,2,...,C} faga
s | L= Cholesky(I + diag(n’)2 K diag(7)2)
4 | B;=diag(n?)z (LT (L 'diag(n?)2))

5 M = Cholesky(3. , E;)
6 V=MYRTE)

S =FE-VTV

8 L= (y—)

9 para z* € X* faga

10 k. = K(X,x*)

|t =k
13 Gerar amostras {f;}1°, de N(u*,X*)
14 para j € {1,2,...,C} faga

15 L j(2*) = niozp(ﬂfz)

16 retorna (7;(z*))%,, Va* € X*

escolhida. Entretanto, gostariamos de ter a opgao de uma aproximagao da distribuicao posterior
exata com uma fungao de likelihood qualquer. Para isso, apresentamos o método de aproximacao
Markov Chain Monte Carlo (MCMC).

Ja discutimos um pouco sobre métodos de Monte Carlo na segao [4.5.1] Se conseguissemos
gerar observagoes independentes de p(f|X,Y’), poderiamos estimar p(f*|X,Y, z*) e por sua vez
7;(x*). Entretanto, como gerar essas observagoes? Como queremos apresentar um tnico método
que cubra qualquer escolha de likelihood, apresentamos o método MCMC, que consiste em usar
uma cadeia de Markov para gerar observacoes da distribuicoes desejada e usar essas para o
método de Monte Carlo.

Uma cadeia de Markov em tempo discreto é um processo estocastico {X,,}22, tal que
P{X, 1 € Al Xg=0,... X =2} =P{X,,11 € A|X,, =2,} = P(x,, A,;n),

onde A C F, xg,...,2,11 € E e E é chamado de conjunto de estados da cadeia, isto é, a
distribuicao de X, depende apenas do passo anterior X,, da cadeia. Dizemos que a cadeia ¢é
homogénea se ela nao depende do tempo n, i.e., P(xz, A,n) = P(x, A,0) = P(z, A) para qualquer

A e x. Neste caso, temos que, de forma recursiva,
PLX, € Al =) = [ PP ay)Ply, A)dy = P2, )
E

Por fim, para uma distribuicao 7 em FE, dizemos que 7 ¢ a distribui¢ao estacionaria, ou
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distribuicao invariante, de uma cadeia homogénea se, VA C E,

/A dr — /E P(x, A) dr.

Como apontam os resultados mostrados em (GILKS; RICHARDSON; SPIEGELHALTER)
1995, Cap. 4), temos que se { X, }22 , ¢ uma cadeia de Markov homogénea, irredutivel, aperiodica
(essas definigoes podem ser vista em (GILKS; RICHARDSON; SPIEGELHALTER] |1995, pg.

62,65)) e com uma distribui¢ao estacionaria 7, entdo

lim P"(z, A) = 7(A),

n—oo

para todo A C F e P,—quase todo .
E mais ainda, se temos uma cadeia de Markov homogénea, irredutivel e com uma distribuicao

estacionaria w e f : E — R é uma fungao tal que E.[|f(x)|] < oo, entdo
Pz, {fo "= Ec[f(2)]}) = 1,

para P, —quase todo x, onde

_ 1 n
fn:n+1;f(Xi)‘

Desses resultados temos que se temos uma sequéncia {z,}>° , de observagao dos estados da
cadeia de Markov { X}, i.e., z,, é uma observacao de X, entdo essas amostras dependentes
(e por isso a teoria anteriormente apresentada para o método de Monte Carlo nao se aplica
diretamente) sao tais que, para valores suficientemente grande de n, x,, sdo aproximadamente
amostras de w. Além disso, temos, sob as hipoteses colocada, a garantia de convergéncia do
método MCMC para o valor verdadeiro, diferenciando este dos outros métodos apresentados.

O método MCMC para estimar § = Ep[f(x)] se resume em criar uma cadeia de Markov tal
que se encaixe nas hipoteses dos resultados referenciados e que a distribuicao P é a distribuicao
estacionaria desta. Entao reunimos as amostras {z,}>°, de forma que z, é o estado observado

de X,, e calculamos o estimador

. 1 "
- n=m i_Zm;Llf(Xi)

para o valor esperado desejado. m é conhecido como o periodo de burn-in, isto é, descartamos os
primeiros m estados observados da cadeia. A ideia por tras desse periodo é esperar a distribuicao
da cadeia se aproximar da distribuicao estacionaria para calcular # utilizando amostras de uma

distribuicao mais proxima da desejada.

5.2.1 Algoritmo de Metropolis—Hastings

Como descrito na segao anterior, queremos estimar § = Ep[f(z)] pelo método MCMC. Como
mostra (GILKS; RICHARDSON; SPIEGELHALTER), 1995, pg. 5), um dos métodos mais
usados para criar uma cadeia de Makov com distribuicao estacionaria P, com densidade p, é

conhecido com algoritmo de Metropolis—Hastings.
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Para iniciar o algoritmo, precisamos de uma distribui¢ao de proposta Q|Y (condicionada a
Y'), com densidade ¢(z|y). Um exemplo seria tomar QY ~ N(Y, %), i.e., Q|Y é uma distribuigao
normal com valor médio Y e uma variancia constante Y. Com Q|Y e um ponto inicial Xy = xy,

o algoritmo segue os seguintes passos
1. Gerar uma amostra y de Q|X,;

2. Calcular

I

a(z,,y) = min (1,

p()q(znly) )

p(n)q(y|T,)

3. Gerar uma amostra u de U(0, 1) (distribuigdo uniforme no intervalo (0,1));
4. Se u < a(xy,,y), entdo X, 11 = y. Caso contrario, X, 11 = Zy;
5. Voltar ao passo 1 e repetir até ter o nimero desejado de amostras.

Uma demonstragao que P ¢ a distribuicao estacionéria da cadeia gerada pode ser vista em
(GILKS; RICHARDSON:; SPIEGELHALTER, |1995, pg. 7).

E interessante observar que ndo precisamos da constante de normalizacdo de P (nem de Q|Y)
para calcular a(z,y), ja que, por exemplo, se p é proporcional a f, temos que p(z) = % e,
portanto, % = %

Veja a importancia da escolha de distribui¢ao de proposta Q|Y . Precisamos escolher tal que
conseguimos gerar amostras dela, mas, ao mesmo tempo, queremos Q|Y parecida com P, ja
que assim esperamos valores maiores para «(z,,y) e portanto mais pontos serdo aceitos, o que
esperamos gerar uma convergéncia mais rapida das distribuigoes.

Existem diversas estratégias para escolher a distribuicao de proposta, como apresentado
em (GILKS; RICHARDSON; SPIEGELHALTER, |1995, Cap. 1), mas vamos apenas discutir

uma delas aqui. O algoritmo de Metropolis consiste em tomar a distribui¢ao de proposta com

densidade simétrica no sentido de que ¢(x|y) = q(y|z), para qualquer z e y. Neste caso, temos

ol ) = min (1,221,

p(z)
Como exemplo, temos novamente Q|Y ~ N(Y,X), ja que q(z|y) = ¢(z]y,X) = o(y|z, X) =
q(ylz).

5.2.2 Algoritmo MCMUC para Classificacao por Processos Gaussianos

Vamos agora aplicar o método MCMC para o problema de Classificacao por Processos
Gaussianos apresentado na secao [3.3|

Primeiro iremos aplicar o método para gerar amostras { ﬁ fi“o de f aproximadamente
distribuidas de acordo com a distribuigdo posterior, conforme apresentado no algoritmo [7]
Escolhemos a distribuigdo de proposta como Q|Y ~ N(Y,X), onde deixamos > como um input
do algoritmo. Uma recomendagao para o algoritmo [7| seria utilizar o método de aproximacao de

Laplace ou expectation propagation antes e escolher > como um miiltiplo da aproximagao da
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matriz de covariancia posterior encontrada (possivelmente com uma constante de normalizagao)
e utilizar a aproximacao do valor esperado como ponto inicial.

Por fim, lembrando que

Y X X)
p(f1x.v) = 2 ;{;ﬁ’%' ) ;’g% [1ptwilso).

temos, para o calculo de o do algoritmo de Metropolis, que

p(fa’X,Y) fa‘OK pyz|fa pyl|fa « (1 T—1p T -1 )
p(f1X,Y) o]0, K) < yz‘fb) ( yZ’fb>ep 2(fbK fo— [ K fa) ,

i.e., ndo precisamos do valor da marginal likelihood p(Y|X) (que a principio nao temos acesso)

para gera tais amostras.

Com essa amostras, podemos aproximar a distribui¢ao posterior f|X, Y, estimando sua cdf,
quantis e outras propriedades e medidas que podem ser usadas para avaliar a qualidade das
aproximagoes de f|X,Y geradas pelos outros métodos apresentados.

Pode-se aplicar o método novamente, ja que com as amostras geradas podemos estimar

P(f7IX, Y, ") = / (1,2, p(fIX,Y) df = Epy p(f1X. 2", f)]

por
No

i=m-+1

e com isso gerar amostras de f* para estimar
) = [ PULFIPEIX Yo dF = Bpra 1))
lembrando que, por e tomando Y como um multiplo da identidade,
p(f*I1X, 2", f) = o(f* |k (K + AT, k(2" 2%) — kg (K + M) 7' ky),

onde a constante de regularizacao A é escolhida de forma a melhorar o condicionamento de K,
€aso necessario.

Entretanto, essa estratégia requer muitos pontos para conseguirmos boas aproximacoes de
7;(z*), ja que as amostrar de f* dependem de termos boas aproximagoes de p(f*|X,Y,z"),
que por sua vez € estimado a partir de amostras de dimensao nC. As grandes dimensoes dos
suportes das distribuicoes que estamos amostrando e o fato do erro de uma aproximagao ser
carregado para a proxima sao fatores importantes para evidenciar a necessidade de um ntmero
consideravelmente grande de amostras que precisam ser geradas e, consequentemente, o grande
custo computacional de realizar toda a inferéncia por esse método.

Por causa disso, restringiremos o uso do método MCMC apenas para a comparagao das
aproximacoes da distribuicao posterior de f pelos outros métodos apresentados com a distribuicao
posterior exata no experimento computacional relevante do capitulo [0} Isto é, ndo usaremos
o método MCMC para classificar novos inputs, mas sim para avaliar os outros métodos de

aproximacao apresentados.
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Algoritmo 7: Aproximagao MCMC para Classificagdo - Amostrando

Input: K (matriz de covariancia), Y (outputs do dataset), p(j|f) (funcao likelihood), z¢
(ponto inicial para a cadeia de Markov), ¥ (matriz de variancia da distribui¢ao
de proposta), N (nimero de amostras desejadas), A (constante de regularizagao)

L = Cholesky(%)

M = Cholesky(K + A ,,¢)

Gerar {v;}Y ! amostras de N (0, I,,¢)

Gerar {u;}~ ;" amostras de U(0, 1)

lo = [ [ p(y;lo)
j=1

N

ot

6 so =Mtz
7 parai € {0,1,...,N — 1} faga
8 v = Lv; + x;
n
o | I =]]pwlv)
j=1
10 | sf= M1y
l* 1
11 a(vi,x;) = (i> exp <— (s?si — (sf)Ts;")>
l; 2
12 se u; < a(v}, ;) entao
13 Tit1 = U
14 li—l—l = l,zk
15 Sit1 = S;
16 senao
17 Tip1 = Ty
18 lig1=1;
19 Si+1 = S;

20 retorna {z;}Y,
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6 Experimentos Numéricos

Aplicaremos os métodos discutidos nos capitulos anteriores em problemas de classificacao e
regressao. Todos os experimentos foram realizados em Python.

Primeiramente, temos um problema de regressao criado artificialmente na se¢ao [6.1] Nosso
objetivo aqui é observar o impacto de diferentes escolhas de funcao de covariancia na distribuicao
posterior e na qualidade da predi¢ao para a regressao.

J& na secao temos um problema de classificagao classico utilizando o dataset Iris. Nosso
objetivo é comparar o desempenho dos algoritmos apresentados para classificagao por processos

gaussianos.

6.1 Problema Teste

O primeiro problema que vamos discutir € um exemplo artificial que construimos amostrando

f(z) = sin (1 ;Tegg) (6.1)

a funcao

em n = 11 pontos igualmente espagados no intervalo [2.5, 5], com 21 = 2.5 e z1; = 5. Adicionamos
entao um ruido aleatério € ~ N(0,1073) em cada f(x;). Apresentamos o grafico da fungao f e o
grafico dos pares de dados (z;,y;) na figura . O objetivo aqui é estimar a funcao f a partir do
conjunto de dados gerado utilizando a regressao por processos gaussianos discutida na secao |3.2]

Apresentamos o dataset completo no apéndice [A.6.1]

100

075

0.50

0.25

0.00

-0.25
—0.50

-0.75

—-1.00

25 30 i5 40 45 50

Figura 5 — Grafico da fungao da fungao f definida em (6.1)) (linha continua) e o grafico dos
pares de dados (z;,%;) do problema (circulos).

Usaremos a féormula ([3.6)) com a funcao de valor médio m nula e ¥ = 10731. Escolhemos
esse valor para ¥ pois sabemos qual é a distribuicao do erro, esse é um cenario semelhante ao de

termos os outputs como resultados de medigoes onde sabemos a precisao de tais. Vamos avaliar
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o uso de quatro funcoes de covaridncia distintas: a funcao de covariancia exponencial quadratica

N2
hseoylt.o?) = o7 exp (<00,

com £,0? > 0. A funcao de covariancia de rede neural

200 + 2012y
T Y

202
knn(z,ylog, 01,0%) = — sin™!
(@, yloo, 01,0%) V(1 + 200 + 20122)(1 + 200 + 2019?)

com 0o, 01,02 > 0. A funcao de covariancia polinomial com p = 1
2 2 2 2
kLIN(x7 y|0' 700> =0y + 00
com % > 0 e o2 > 0. Por fim, a fungao de covariancia trigonométrica de suporte compacto

2 + cos (QWM

¢ ) |z —y a® . [z — |
2 2
kest(z,yll,07) = 3 (1 7 o+ o sin QW—E

™

se v —y|<le
kost(z,yll,0%) =0

se |z —y| > ¢, com {,0? > 0.
Para os hiperparametros de cada fungao de covariancia, escolhemos tais de forma a maximizar

a marginal likelihood de cada modelo. Lembre que, por (3.5]), temos neste caso que
1 _
log p(Y|X) = —3 (log det (K +107°1) +y" (K +107°1) 'y + nlog(27r)> ,

onde y é o vetor com os outputs y; em suas entradas. De maneira semelhante ao feito na secao
, podemos calcular o gradiente de log p(Y|X) em relagao aos hiperparametros, ja que cada
funcao de covariancia apresentada é diferenciavel em relagao a cada um de seus hiperparametros.
Usamos o discutido e a funcao minimize do pacote scipy.optimize no Python para determinar
os hiperparametros. Apresentamos os valores encontrados na figura [6] com cinco casas decimais
de precisao.

Devido a estarmos trabalhando com um dataset pequeno e todas as fungoes de covariancia
apresentadas terem tempos computacionais para uma avaliacao semelhantes, decidimos nao
discutir o tempo computacional de cada escolha neste problema.

Apresentamos na figura [6] graficos que ilustram as distribuigoes posteriores obtidas para
cada func¢ao de covariancia considerada, onde os graficos sao construidos como discutido na
secao |3.2.1f com a adicao do gréafico de f para comparacao.

Montamos também a tabela [I, onde na primeira linha temos a distancia entre a fungao
f e a funcao de valor médio da distribuigao posterior mypsierior d0 modelo com a funcao de
covariancia correspondente a coluna (onde os hiperparametros sao os apresentados na figura @

Essa distancia ¢ dada por

5
If — mposteriornz = \//25 (f(x) — mpostem’or(l’))2 dx. (6.2)
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Como nosso objetivo ¢ estimar a fungao f e estamos tomando Myosterior COMO 0 estimador
pontual para o problema de regressao, podemos entender ||f — mpostm,,THQ como uma medida
do erro do nosso estimador. Ja na segunda linha da tabela[I] temos o valor da log-marginal
likelihood log p(Y'|X') do modelo com a fungao de covariancia correspondente a coluna.

Como discutido na secao [3.4.2] sobre as fungoes de covaridncia polinomiais, quando tomamos
o hiperparametro p = 1, temos que a funcao de valor médio posterior mypesierior € linear. Por
causa disso, temos que o modelo onde utilizamos a funcao kj;y fornece uma regressao linear
para o problema. E interessante observar que a regido de confianca da imagem [6c|ilustra a regido
de confianga da regressao linear em si, e nao para os valores da f verdadeira, ja que escolher
krrn como funcao de covariancia é de certo modo equivalente a implicitamente “assumir” que a
funcao f é linear. Isso explica a discrepancia da log-marginal likelihood desse modelo para a
dos demais casos. Como a regiao de confianga é relativamente pequena, podemos interpretar
que o método esta relativamente confiante que mposierior ¢ a melhor funcao linear que descreve
os dados segundo o modelo proposto.

Observando a tabela [I] vemos que o modelo utilizando kyy obteve o menor erro. Esse
resultado era esperado, uma vez que tanto ksg e kogr sao funcoes de covaridncia estacionarias,
e por isso kyy, uma funcao de covariancia nao estacionaria, consegue capturar melhor como a
funcao f varia ao longo do intervalo.

Por outro lado, o modelo utilizando kgg obteve a maior marginal likelihood. Uma possivel
interpretagao para o que observamos é que o modelo utilizando kyy esta sendo penalizado por
ser mais complexo (ter uma fungao de covariancia nao estacionaria com mais parametros que os
outros), e por isso esse critério estd preferindo um modelo menos complexo mas com resultados
nao tao distantes do 6timo encontrado.

Por fim, observamos que os modelos utilizando kgg e kogr obtiveram resultados semelhantes
tanto em ambos os critérios apresentados quanto visualmente no apresentado na figura [0l Esse
é um resultado interessante, pois temos que kcogr pode performar de forma relativamente
semelhante a kgg e ainda aproveitar do fato de ser uma funcgao de covaridncia com suporte
compacto, o que gera matrizes de covariancia esparsas e de banda, propriedades que podem ser

aproveitadas em dataset maiores.

6.2 Iris Dataset

Nessa secao vamos utilizar o dataset classico Iris. Nele temos trés classes diferentes de
plantas iris: iris-Setosa, iris-Versicolor e iris-Virginica. Nosso objetivo é classificar cada espécime
de acordo com quatro atributos: comprimento da sépala, largura da sépala, comprimento da
pétala e largura da pétala. Os dados utilizados foram retirado do repositorio UCI Machine
Learning (DUA; GRAFF, 2017)).

O dataset contém 150 pares de inputs e outputs. Separamos 20% (30 pares) para um
conjunto de teste, e os restantes n = 120 pares compoem o conjunto de treinamento que vamos

aplicar os métodos para classificagao por processos gaussianos apresentados. Para mais detalhes
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Figura 6 — Grafico da funcao de valor esperado da distribuicao posterior com fungao de covari-
ancia (a) ksg (b) knn (¢) krry (d) kesr (linhas continuas) com os hiperparametros
indicados, onde as regides sombreadas representando os intervalos de confianga simé-
tricos de 95% para cada valor f(x) ao redor do valor esperado, e o grafico da funcao
f definida em (linha segmentada e pontilhada).

’ H kSE ‘ kNN ‘ kLIN ‘ kCST ‘
1 = Mposterior|l, || 0.11468 | 0.06906 | 0.91885 | 0.11025
logp(Y|X) || -9.75609 | -19.65281 | -1591.79324 | -9.80073

Tabela 1 — Tabela com as distancias entre f e as funcoes de valor esperado posterior Mmyosteriors
como definido em (6.2), na primeira linha e a log-marginal likelihood log p(Y|X)
na segunda linha, onde cada coluna indica a funcao de covariancia usada para a
regressao (com os hiperparametros apresentados na figura @
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dessa divisao, consulte o apéndice [A.6.2]
Para ambos os modelos considerados, vamos escolher [ksg(z,y|l1), kse(z,y|l2), kse(x, y|l3)]

como o conjunto das fungoes de covariancia de cada classe, onde

_ |z —yl*
kse(z,yll) = exp < Ve ;

i.e., cada classe tem ksg como funcao de covariancia com um hiperparametro ¢ distinto,
totalizando trés hiperparametros em cada um dos modelos.

Dois dos algoritmos apresentados serao utilizados: o algoritmo nested expectation propagation
(NEP), apresentado na segao e o algoritmo de aproximacgao de Laplace (LA) utilizando a
likelihood softmax, apresentado na secao [5.1.1]

Em ambos os casos, os hiperparametros foram escolhidos de forma a maximizar a marginal
likelihood de cada método. Assim como na se¢ao anterior, utilizamos a funcao minimize do
pacote scipy.optimize no Python para determinar os hiperparametros. Algo para se observar é
que nao temos a garantia de convergéncia para o algoritmo NEP, e, por causa disso, podem
existir conjuntos de parametros onde o algoritmo falha em achar um ponto fixo. Isso pode ser um
empecilho para determinar os hiperparametros. Um comportamento interessante observado é a
convergéncia do algoritmo para um par de pontos de modo a alternar entre tais a cada iteracao,
ficando “preso” nesse ciclo. Apesar disso, fomos bem-sucedidos em determinar hiperparametros
da forma a maximizar a marginal likelihood em ambos os modelos neste caso. Os hiperparametros
utilizados foram (¢, ¢3,¢3) = (1.06086403,1.71082538,1.73546152) para o algoritmo NEP e
(01, 05,03) = (1.01290655, 1.66673504, 1.34826497) para o algoritmo LA.

Na tabela [2| se encontra o niimero de erros de classificacao do conjunto de teste de cada
método, onde o algoritmo |3 foi usado para estimar as probabilidades de cada input do conjunto
de teste pertencer a cada uma das classes para o modelo usando o algoritmo NEP e o algoritmo
[6] para o modelo usando o algoritmo LA. A partir destas probabilidades, definimos a classe de
maior probabilidade como o output estimado. Temos também a aproximagao da log-marginal
likelihood log ¢(Y'|X') de cada algoritmo (calculada usando o algoritmo {| para o algoritmo NEP
e o algoritmo [5| para o algoritmo LA), assim como a aproximacao da log-marginal likelihood
exata log p(Y|X) de cada modelo. Foi utilizado a formula¢ao mais simples do método de Monte

Carlo, apresentada na segao [4.5.1} para o calculo das aproximagoes log p(Y'|X), ja que

p(YX) = / p(Y | )p(IX) df = Epono (Y £

Por fim, apresentamos os tempos computacionais médios dos algoritmos que estimam a
aproximacao posterior de cada modelo, i.e., do algoritmo [2] para NEP e o algoritmo [5| para LA.
A tolerancia escolhida para o algoritmo [2] foi de 107° e para o algoritmo [5|foi de 1078, e o tempo
apresentado ¢ a média do tempo computacional de sete execugoes do codigo. Como ambos
os métodos seguem os mesmos principios para a classificacao, escolhemos por nao comparar
tais tempos computacionais. Entretanto, apontamos que o uso das variaveis de controle, como
feito no algoritmo 3] foi bem-sucedido em diminuir a variancia dos estimados, necessitando

assim de um nimero consideravelmente menor de amostras e reduzindo o tempo computacional
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significativamente. Como tal método nao foi implementado no algoritmo [0, temos que uma

comparacao direta dos tempos computacionais de cada algoritmo para classificagao seria injusta.

| | NEP | LA |
Numero de erros de classificacao 0 0
log ¢(YX) -38.46614 | -45.01823
log p(Y]X) -54.16229 | -55.51399
Tempo computacional médio 7.22 s 0.856 s

Tabela 2 — Tabela com o ntmero de erros de classificacao do conjunto de teste de cada modelo
na primeira linha, a aproximacao da log-marginal likelihood log ¢(Y'|X') de cada algo-
ritmo na segunda linha, a aproximagao da log-marginal likelihood exata log p(Y'|X)
de cada modelo na terceira linha e os tempos computacionais médios referentes aos
algoritmos [2| e [o| medidos em segundos na quarta linha.

Analisando a tabela [2] vamos que ambos os métodos foram bem-sucedidos em classificar
corretamente todos os inputs do conjunto de teste. Vemos também que tanto o algoritmo
NEP quanto o modelo utilizando a likelihood multinomial probit apresentam uma marginal
likelihood maior que o obtido para o algoritmo LA e para o modelo usando a likelihood softmaz.
Entretanto, temos que as marginal likelihoods exatas de cada modelo sao proximas e que a
aproximacao da marginal likelihood do algoritmo LA est4 mais perto do valor exato do que a
aproximacao do algoritmo NEP.

Mais importante ainda, temos que o algoritmo LA foi consideravelmente computacionalmente
mais rapido do que o algoritmo NEP. Portanto, se as métricas mais relevantes sao o nimero de
classifica¢oes corretas e o tempo computacional, o algoritmo LA apresentou um desempenho
melhor que o do algoritmo NEP.

Com o intuito de avaliar a qualidade da aproximacao gerada por cada algoritmo, utilizamos
o método MCMC, discutido na sec¢ao para gerar amostras da distribui¢ao posterior de cada
modelo utilizando o algoritmo [7]

Com essas amostras, queremos estimar inicialmente o desvio do valor esperado das aproxi-

magoes, f = Eq(f1x,v)[f], do valor esperado exato:

bias(f Hf Eps1x,v) [ f] ”

Queremos estimar também o mean squared error (MSE) de f que, como discutido na segao

2.2.1} é dado por:

MSE(f) = Ep(six.y) U

1 = tr(varp(sx,v)(f|X,Y)) + (bias(f))*.

Com isso, estimamos também tr(varpsx,y)(f|X,Y)) e comparamos com o valor obtido pelas
aproximagoes, tr(i]) com ¥ = varg(six,v)(f). Os valores de tais aproximagoes podem ser

encontrados na tabela Bl
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| [ NEP | LA |
bias(f) 1.31149 | 1.98801
MSE(f) 195.53224 | 216.96302
tr(varp(sxyy () || 193.81222 | 213.01081
tr(3) 189.99493 | 206.66086

Tabela 3 — Tabela com os valores aproximados de bias e MSE do valor esperado da cada
método f = Eq(sx,v)[f], assim como as aproximagoes para o traco da matriz de
covariancia exata varp(sx,y)(f|X,Y) e o traco da matriz de covariancia de cada

método 3 = vargsx.y)(f)-

Com essas amostras, geramos também as imagens presentes nas figuras [7] e [§] que mostram
a sobreposicao das curvas de nivel do histograma das amostras das variaveis latentes corres-
pondentes ao primeiro input do conjunto de treinamento (f, fZ e f3) e das curvas de nivel da
densidade da aproximacao obtida.

Observe que os valores aproximados pelos algoritmos na tabela |3| sao razoavelmente proximos
as aproximagoes dos valores exatos. Ainda mais, temos que ambos os métodos apresentaram
uma performance semelhante nas medidas apresentadas. O mesmo se aplica para as curvas de
nivel apresentadas nas figuras[7] e

Em conclusao, ambos os algoritmos foram bem-sucedidos em resolver o problema de classifi-
cacao e em gerar aproximacoes aceitaveis da distribuicao posterior. Em contrapartida, apenas
este experimento com as métricas apresentadas nao é o suficiente para averiguar a qualidade da
aproximacao da distribuicao posterior gerada pelos métodos de uma forma mais geral. Mais

experimentos precisariam ser realizados nessa direcao.
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(c) Varidveis latente f7 e f3.

Figura 7 — Sobreposi¢ao das curvas de nivel do histograma das amostras das variaveis latentes
indicadas geradas pelo algoritmo El utilizando a likelihood softmaz (linhas segmenta-
das) e das curvas de nivel da densidade da aproximacao obtida pelo algoritmo LA

(linhas continuas).
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Figura 8 — Sobreposigao das curvas de nivel do histograma das amostras das variaveis latentes
indicadas geradas pelo algoritmo [7| utilizando a likelihood multinomial probit (linhas
segmentadas) e das curvas de nivel da densidade da aproximagao obtida pelo algoritmo

NEP (linhas continuas).
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7 Conclusao

Como podemos ver nos experimentos realizados na secao [0, os métodos apresentados por
processos gaussianos se mostraram viaveis e foram bem-sucedidos em resolver os problemas de
aprendizado supervisionado, trazendo todos os beneficios de trabalhar dentro de uma abordagem
Bayesiana e sua interpretabilidade.

Como pode-se observar na secao e pelo discutido na secao [3.4] temos que as fungoes
de covariancia dos processos gaussianos nao s6 ditam propriedades dos processos em si como
também sao de grande relevancia para a modelagem quando seguindo métodos por processos
gaussianos. Por isso, a biblioteca de func¢oes de covariancia apresentada na secao [3.4.2] e as
operacgoes com funcoes de covariancia apresentadas na secao sao ferramentas de grande
utilidade para tais modelagens. Temos também que, para certas fungoes de covariancia, pode-se
ver relagoes com os métodos por processos gaussianos e outros métodos conhecidos na literatura,
como, por exemplo, o discutido para as fungoes de covariancia polinomial e para as func¢oes de
covariancia de rede neural na segao [3.4.2]

Tanto o método de aproximagao expectation propagation, discutido na capitulo [4] quanto o
método de aproximagao de Laplace, discutido na capitulo [5 se mostraram viaveis e capazes de
gerar aproximagoes da distribui¢ao posterior suficientemente boas para a resolucao de problemas
de classificagao. Entretanto, mais experimentos precisariam ser realizados para averiguar a
qualidade de tais aproximacgoes. Investigar tal aspecto desses métodos é relevante por causa
que podemos, futuramente, aplicd-los para problemas de regressao com outras funcoes para a
likelihood, como, por exemplo, com um erro seguindo uma distribui¢ao exponencial ou t-student.
Outro ponto a ser estudado é se hd maneiras mais eficientes de se implementar o método de
expectation propagation, reduzindo o tempo computacional.

Um ponto nao abordado, mas nao menos relevante, é como adaptar os métodos e estratégias
apresentadas para os chamados problemas de big data, problemas onde o dataset tem um
numero exorbitante de pontos. Em alguns momentos do texto apontamos para o possivel uso de
fungoes de covariancia com suporte compacto para obter uma matriz de covariancia esparsa,
aproveitando essa estrutura para adaptar os métodos propostos. Esta é apenas uma proposta de
estratégia para atacar tais problemas. Varios outras estratégias sao apresentadas e discutidas
em (WILLIAMS; RASMUSSEN| 2006, Cap. 8). Ainda nao temos resultados definitivos sobre
esse tema, esta é uma area ativa de pesquisa.

Por fim, além de estudar o uso de diferentes funcoes para a likelihood, podemos estudar o uso
de diferentes processos, seguindo diferentes distribuigoes. Isso é interessante para a modelagem
de problemas onde outras distribuigoes seriam mais “adequadas” ou mais “precisas” naquele
cenario.

Em Conclusao, os métodos por processos gaussianos se mostraram tteis e atrativos, uma

area em desenvolvimento com muito potencial.
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A Apéndice

A.1 Distribuicoes Gaussianas

Um vetor aleatério X € RY segue uma distribui¢do gaussiana (ou normal) se sua distribuicao

tem uma densidade e esta é da forma
1
o(z|p, X) = (27r)_g det(Z)_% exp (—5(33 —)'S N w — u)) , (A.1)

onde 1 € R? é chamado de vetor de valor esperado e ¥ é uma matriz d x d simétrica positiva
definida chamada de matriz de covariancia. Denotamos N (u,Y) como a distribui¢do induzida
por essa densidade, e portanto falamos que X ~ N(u,X). Definimos também ®(z|u, ¥) como a
cdf de N(p, X).

Outra parametrizagao para as distribui¢oes normais ¢ definir 7 = 7! (chamada de precisao)
e v = X'y (chamada de locacao). Esses sdo conhecidos como os parametros naturais da
distribuicao normal.

Considere agora X e Y vetores aleatorios tais que,

(L )
Mty 7 (EXY)T Xy .

A propriedade de marginalizacao de distribui¢bes gaussianas nos da que

X
Y

X ~ N(px,Ex), (A.2)
e a propriedade de condicionamento de distribui¢oes gaussianas nos da que
XY ~ N (g +Exy(Sy) 1Y —py), Ty — Zxy (Sy) ' (Exyv)") . (A.3)

Temos também que o produto de duas densidades gaussianas é proporcional a outra densidade

gaussiana, seguindo

¢($|G,A)gf)(l’|b, B) = Z¢($|C, C),
onde C = (A1 + B ™)™t ¢c=C(Aa+ B™'), (A.4)

Z

(27) 72 det(A + B) "2 exp (—(a — b)T(A+ B)(a — b)).

Como referéncia para distribui¢oes normais multivariadas, veja (TONG, [1990).

A.1.1 Distribuicoes Gaussianas Degeneradas

Para uma distribui¢ao normal unidimensional N(u,0?) com p € R e 0% > 0, temos que

quando o? tende a zero, N(u,0?) tende a distribui¢ao de Dirac d,,, i.e., uma distribui¢do com
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pmf p(pu) = P(X = pu) = 1 e p(z) = 0 para qualquer outro valor real. Por isso, definimos a
distribuigao gaussiana degenerada unidimensional como N (x,0) ~ 6,,.

Considere agora X ~ N(u,X), com p € R? e ¥ matriz d x d simétrica positiva definida.
Tome a decomposicao em valores singulares de ¥ = USU?T e defina a transformacao U7X =Y,
assimY ~ N(UTp, S) = Hle N(Y;|py,, si), onde s; € o i-ésimo valor singular de 3, Y; é a i-ésima
entrada de Y e p,, é a i-ésima estrada de U’ p. Observe que, como Y é uma transformagao
ortogonal de X, temos que P(X € A) = P(Y € UT(A)), para qualquer conjunto mensuravel A
de R%.

A generalizagao para o caso degenerado onde Y é uma matriz semipositiva definida de rank
r é direta. Definimos a distribui¢ao de X ~ N(u, X)) como seguindo, para qualquer conjunto

mensuravel A de R? e seguindo a notacao do pardgrafo anterior,

P(X € A)= /T(A) H D(Yil by, s:) dyn - 'dyrdfsuywl (Yrs1) - doy,, (Ya)-
U

i=1

A.2 Relacoes entre a funcao de covariancia e propriedades

de um processos estocastico

Vamos aqui demonstrar os teoremas que foram deixados em aberto na secao Relem-
bre que para um processo estocastico C-dimensional f = {f(z)}.cx, definimos a fungao de

covariancia k : X x X — R¢*C como

k(z,y) = cov(f (), f(y)) = E[(f(z) — E[f(@)])(/(y) — E[f)])"].

Teorema. Um processo estocastico f é continuo em média quadratica em x € X' se, e somente
se, sua funcao de valor médio, m, é continua em z e o trago da funcdo de covariancia, tr(k), é

continuo em (x, z).

Demostragao: Primeiramente, vamos assumir que E[f(z)] = 0,Vz € X. Nesse caso,

observe que

E[If(@)II"] =E [f(2)"f(2)] =E [tr (f(2)f(2)7)] = tr (B [f () f(2)T]) = tx (k(z,2)),

e que f ser continuo em média quadratica em x € X pela definicao dada é equivalente a

lm E [||f(z +h) = f(2)]°] =0,

e ainda mais, vale que

Jim B[/ +h) = fa+ )] =0.

Assuma agora que f é continuo em média quadratica em x € X. Pela desigualdade de
Minkowski (WILLIAMS| 1991} pg. 69), temos, para qualquer h tal que z + h € X,

Vel =0l = |yE e+ 0] - Vel

> 0.
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Assim

lim \/E [If(z + W)I] = VE [l @)’]
= I E[|f @+ 0I"] = E [Il/(@))]
= lim tr (k(z + b,z + h)) = tr (k(z, 7).

Por outro lado, veja que, para qualquer h e s tal que x + h,x + s € X,
E[|lf(@+h) = flz+s)°] =E [l f@+)|*+ 1 f(@+9)|* =2 < flz+h), fz+35)>]

=E[If@+ 0] +E[lIf(z +5)|*] = 2E [f(z + 1) f(z + 5)]
=tr(k(x+h,x+h)+tr(k(z+sz+s) =2t (E[f(z+h)f(z+3)"])
=tr(k(x+ h,xz+h)) +tr(k(x+ s,z +s)) —2tr (k(x + h,z+s)).

Fazendo (h,s) — 0, temos

0=2tr(k(z,z)) —2 lim tr(k(zx+h,z+s))
(h,s)—0

lim tr(k(z+h,x+s)) =tr(k(z,z)).
(h,s)—0

i.e., tr (k) é continuo (x, ).
Por outro lado, assuma que tr(k) é continuo em (z,x). Pelo demostrado anteriormente,

temos
}lLiLI(l)E[Hf(SL’ +h)— f@)|] = ;136 tr (k(z + h,z + h)) + tr (k(z,z)) — 2tr (k(x + h,x))

= 2tr (k(z,z)) — 2tr (k(z,x)) = 0,

i.e., f é continuo em média quadrada em .
Vamos para o caso geral com funcio de valor médio m qualquer. Defina f(x) = f(z) —

m(z),Vr € X, e veja que E[f(z)] =0,V € X, e

cov(f(2), f(y) =E [f(2)f(»)"] = E[(f(2) —m(2))(f(y) — m(y)"] = k(z,y),

i.e.,, f e ftem a mesma funcao de covariancia.
Assuma primeiramente que f é continua em média quadrada em z. Portanto, analogamente

ao feito no caso anterior, temos
. 21 2
lim B [||f(z + h)[I") = E [ f(2)II]

= lmE[f(z +h)] =E[f(z)]

h—0

= lim m(x + h) = m(z),
h—0

i.e., a funcao de valor médio é continua em x.

Veja também que

E [ f+h) ~ F@)|] =E [+ h) = f(@) = (n(o+ ) = m(@))|]
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=E[[|f(z+h) = f(@)|* + [|m(z + h) —m(@)|* = 2 < (f(x +h) = f(x)), (m(z + h) = m(z)) >]
2 2
=E[|f(z+h) = f@)|"] = [Im(z + h) = m(z)|]°,
e portanto, como m é continua em x e f é continuo em média quadratica em x, temos que f
também ¢é continua em média quadratica em z. Como f e f tém a mesma funcio de covariancia,
temos pelo caso anterior que tr(k) é continua em (x, z).

Finalmente, suponha que m é continua em z e tr(k) é continua em (z,z). Pelos casos

anteriores, temos que f é continua em média quadrética em x e que vale

E|||£(x+b) = f@)|°] + i@+ h) = m(@)|* = E [l +h) = f)7]
e portanto f é continua em média quadratica em zx. ]

Teorema. Secja f = {f(z)}.ex um processo estocastico C-dimensional com X C R” aberto e

com func¢ao de valor médio m e funcao de covariancia k.
2

&”Uiayi

e m é continuamente diferenciavel em X', entao f é diferenciavel em média quadratica em X.

Se as derivadas (x,y) existem e sdo continuas em X x X para cada i € {1,2,...,D}

(x) e a sua fungao
a2k’t (2
95,00, (2, ).

de covariancia dada por

2

Demostragao: Como a derivada (x,y) existe em X x X parai € {1,2,..., D}, entao

0z;0Yy;
9%k 1 ok ok

temos que

1
= lim — [k(x + se;,y + he;) — k(x,y + he;) — k(x + se;, y) + k(x,y)],
(s,h)—0sh

o que nos leva a

o oo (K800 = 1) [y = 1)

(s,h)—0 s ’ h

= lim = feou( (o + se0), Sy + hed)) — con((2), Jly+ her)) —cov(f(a +se0), F(y)

(s,h)—0S8
+cov(f(z), f(y))]
0%k
Sy DY)

1
= lim — [k(x + se;,y + he;) — k(z,y + he;) — k(x + se;, y) + k(x,y)] =
(s,h)—08h

Para compactar a notagao, vamos definir, para x € X qualquer e h > 0,

iy = Tt e = 10

m(z + he;) — m(x)

ma(h) = :

Assim, temos

E [[If2(h) = fa($)I"] = E [I(fo(h) = ma(R)) = (fo(s) = ma(s)) + (ma(h) — mu(s))|]
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=E [[Ife(h) = ma(W|* + 1 fo(s) = ma()I” =2 < (fulh) = ma(R), (fuls) = ma(s)) >]
+ [lma(h) = ma(s)|

= tr(cov(fo(h), fa(R)) + cov(fu(h), fo(h)) = 2c0v(fa(h), fu(5))) + l[ma(R) — ma(s)]|”

Como temos que m ¢é diferenciavel, temos ( %n . |[ma(h) — mq(s)||> = 0 e, portanto,
s,h)—

lim E (|l f.(h) — fo(s)"] = tx

-2
(s,h)—0 (7,)

axiayi (x, I) * 3%‘6% 3%6%‘ (x, x)) =0

( 0k 0%k 0k

Esse limite nos mostra que para qualquer sequéncia {h,}>%, com nh_}lgo h, = 0, temos que
a sequéncia { f,(h,)}22, é de Cauchy em L?, o espago das classes de equivaléncia de vetores
aleatorio com E [ g||2} < oo e idénticos quase certamente. Para uma defini¢ao mais precisa e
mais propriedades, apontamos a referéncia (WILLIAMS| 1991 cap. 6). Precisamos apenas do

fato que esse espago é completo (WILLIAMS| |1991] pg. 65) para concluir que existe um vetor

aleatorio 5 (x) tal que

)

[+ hei) = f(x) ms OF

(x) quando i — oc.

Veja que esse vetor ndo é tnico, ja que, pela construcio de L2, {f,(h,)}52, vai convergir para

um vetor aleatorio se, e somente se, ele é idéntico quase sempre a

5 (x). Isso vai implicar em
i

todos compartilharem uma tnica distribuicao, e temos também que qualquer processo que siga

essa distribuicao também vai satisfazer a definicao. Por causa disso, quando nos referirmos ao

vetor aleatorio

P (:1:), estamos nos referindo a qualquer vetor aleatoério que segue essa tnica
X

distribuicao.

Finalmente, pela definicao de diferenciabilidade em média quadratica, temos que

. om

B | 32 (0)] = lime £, (h)

o, (x).

E também que

0 0 0*k
cov (ai (), ai (y)) = (S%Iiocov (fa(s), fy(R)) = m(x’y)

]

2
Teorema. Seja f ~ GPc(m, k) definido em X C R” aberto tal que as derivadas o (z,y)
Z;0Y;

existem e sdo continuas em X x X para cadai € {1,2,..., D} e m é continuamente diferenciavel

em X. Assim, f é diferenciavel em média quadrada e cada também é um processo gaussiano

al’i
dado por

of
8@-

2
ngc(am 0%k )

a_SUz" 0x,;0y;
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Demostracao: Pelo teorema anterior, ja temos que f é diferenciavel em média quadratica

e que 5 tem sua funcao de valor médio dada por 3 (x) e a sua funcdo de covariancia dada
ZT; Ty
Ok af . -
por (x,y). Basta provar agora que é um processo gaussiano.
0
Pelas observacoes feitas na demostracao anterior em relacao a unicidade de a—f(a:), temos que
L
0
se mostrarmos que um desses processos é gaussiano, entao qualquer processo 5 é gaussiano.
T
Para isso, observe primeiro que, para x € X e i € {1,2,..., D} e seguindo a notagao
apresentada para f,(h) e m,(h), temos
fa(h) ~ N (mqg(h), cov(f(h), f2(h))) -
Como a pdf de uma distribuicao normal é continua, temos que
om 0%k
lim ¢(s|my(h), cov(f.(h), fz(h))) = s |=—(z), ———(z,z) | ,Vs € RP.
ing (s, (1), con( £ ). (1)) = 6 (5| S0 5 o) )

Como cada pdf é limitada com seu ponto de maxima sendo m,(h), temos também a convergéncia
das cdf,

om 0%k
8_a:i(x)’ —81:,-8% (z,2)

Por outro lado, a convergéncia em média quadratica implica na convergéncia em distribuicao,

lim (sl (), cov(fo (1) (1)) = @ (\ ) vs e

0
isto é, se Fy,,(s|x) é a cdf de ——(z), entao

ox;
lim & (s (), cov(fu(h), fo(h))) = Fou,(s]x), Vs € RC.

om 0%k
B (z), m(%m)

Portanto Fy,,(s|z) = ® (s

) ,Vs € RC.

Isso prova que
af om 0%k
Loy v (G0 (o).

Como ja sabemos a fungao de covariancia de

EIe temos, portanto, pelas propriedades das
x.
distribui¢oes gaussianas, que '
of
(%UZ-

2
ngc(am 0’k )

a_xi’ 0,;0y;

A.3 Identidades para Matrizes

Lema 1 (Lema de inversao de matrizes). Considere as matrizes Z, n X n e invertivel, W, m x m

e invertivel, U e V', ambas n x m. Neste caso, temos que
(Z+UwvhH=t =zt —z7'vwt +viz7lu)“tvtz7 (A.5)

Essa identidade também é conhecida como féormula de Woodbury, Sherman e Morrison

(PRESS et al., 2007, pg.80).
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Demostragao: Observe que
(Z+Uuwvhyz7' - z7luw vzl vTZz T =
= -UWr+Viz\)y" Wizt owvTz —uwvTzluw T + vTZz o)ty Tzt
=1+ UW(WrWwWr+viztoy 1 -vizivw "+ viztuyhyvtz!
=I+UWI - Wty vizZtoyw +viztoy-Hhvtz!
=1
Isso é suficiente para provar a igualdade. O

Lema 2. Sob as mesmas hipdteses do lema anterior, temos também uma identidade para

determinantes, dada por
det (Z + UWVT) = det(Z) det(W)det (W' +VTZ7'U). (A.6)

Demostragao: Primeiramente, considere U e V matrizes n X m qualquer. Entao, observe

que

L, O||L+UVT U|| L 0
vl I, 0 Il |=vT .|
I,+UVT U I, 0
v +vTuvT I, +VTU| |-VT I,
I, +UvT —yyT U
v L vTyv? —vT —yTyyT 1.+ VTU
I, U
0 I,+VTU|

Dessa igualdade vemos que det(I, + UV7T) = det(I,, + VTU).

Para o caso geral, usando a igualdade que acabamos de provar, temos que

det(Z + UWVT) =det(Z(I + (Z7'U)(WVT)))
— det(Z) det(I + (Z-'U)(WVT))
= det(Z) det(I + (WVT)(Z7'U))
= det(Z) det(W) det(W =1 + VT Z71U).

Provando a igualdade.
O

Lema 3. Suponha que A, B e C sao matrizes n X n simétricas positivas definidas e a, b e ¢

vetores em R” tal que as igualdades

Cl=A"4pB"! (A7)

Cle=A"a+ B (A.8)
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sao respeitadas. Entao

a—bTA+B) Y a=b=a"Ala+b"B b - O ¢
(

log det (A + B) = logdet (A) + log det (B) — logdet (C) .

Demostragao: Inicialmente, observe que por (A.5)) e pelas hipoteses (A.7)) e (A.8)) temos
que

(A+B)'=B'=B A" +B ) 'B'=B"'-B'CB,
e que
B a-b)=Bta—B'h=(C"'-ANa—(Cl'c—A"a)=C""a—c),
e também que
(a—c)fCHa—c¢) =cCle+a’Cla—a"Cle—c"Cla
=cl'Cle+a" (A + B Ha—a'(Aa+ B7) — (aTA' + "B )a
=cIClce—a’A'a+a’B~a —a" B0 — bT B La.
Finalmente, temos
(a=b)"(A+B) " (a=b) = (a—10)
= (a—0)"C(B~(a—1b))
a—b) = (C(a =) C(Ca— )
= B a—b)—(a—c)T'C a—¢)
= B %+a"Bla—a’B70 - b"Ba
—(c'C7lce—a'A'a+a’ B 'a— a’B71b — b B~ ta)
= alAla+b"B7 - cT'C e

Provando a primeira igualdade.
Para a segunda igualdade, utilizando (A.6]) e (A.7)) temos

logdet(A + B) = log(det(A)det(B)det(A~! + B~1))
= log det(A) + log det(B) + log det(C~1)
= log det(A) + log det(B) — log det(C).

Provando a segunda igualdade. O]

A.4 Minimizando a Divergéncia de Kullback-Leibler para

uma Aproximacgao Normal

Queremos achar parametros u € R% e 3, matriz d x d simétrica positiva definida, de forma

a minimizar Dy (P||N(u,Y)), onde P é uma distribui¢ao absolutamente continua com pdf
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p(z) e tal qual seu primeiro e segundo momento existem e sao finitos. Assumimos também que
varp(X) é nao-singular.

Observe primeiramente que

log(¢(x|p, 7)) = —%(d log(2m) + log(det (%)) + (z — p)" X7 (2 — )

1
= —5(dlog(2m) + log(det(%)) + 2"S e = 2uTY e 4 TS ).

Portanto, podemos expandir a divergéncia como

2D (PN (1, 5)) = 2 / log(p(a))p(z) di — 2 / log (6 (x|, 2))p(z) da

= O +log(det(X)) + pu' 7 — 2 SEp[X] + / oY ep() du,

onde C' ¢ uma constante em relagao a p e X.

Derivando em funcao de p, temos
Vu2Dxcs (PN (1, 3))] = 25 — 25 Ep[X],

e portanto temos como ponto estacionario p = Ep[X]. Derivando o gradiente para obter a
matriz hessiana, como ¥ ~! tem que ser positiva definida, temos que esse é um ponto de minimo
da fungao objetivo para qualquer ¥ fixo dentro da restricao imposta.

Aplicando esse ponto a divergéncia, temos

2D (P||IN(Ep[X], %)) = C + log(det(X)) + /(x —Ep[X])'E 2 — Ep[X))p(z) do
_ C + tr(log(R)) + / tr (5 (z - Ep[X])(z — Ep[X])p(z)) da

= C + tr(log(X)) + tr (El /(x —Ep[X))(z — Ep[X]) p(x) dx)

= O + tr(log(%)) + tr(X  varp(X)).

Derivando agora em relacao a ¥, temos
Vs[2Dgr(P||IN(Ep[X],2))] = 27! — S warp(X)8
Igualando a zero a procura de pontos estacionarios, temos
0=3" =Y warp(X)X " = varp(X)S ! =1

Y =wvarp(X).

Desta forma, temos que a distribui¢ao normal N(Ep[X], varp(X)) minimiza a divergéncia.



104 Apéndice A. Apéndice

A.5 Entropia

Definimos a entropia de uma distribui¢ao P com pdf/pmf p(x) como

H(P) = Ep|—log(p(z))] = / ~log(p(x)) dP.

No caso de uma variavel discreta, temos que a entropia é minimizada e igual a zero para
uma variavel “deterministica” (quando existe um x tal que P(X = z) = 1) e maximizada para
distribuigoes uniformes (quando todos os eventos sdo igualmente provavel). Esse é s6 um exemplo
de como esse valor pode ser entendido como uma medida de quanta “incerteza”’ esti presente
em uma distribuicao, ou o quanto nao informativa ela é. Esse conceito foi introduzido por C.
E. Shannon em A Mathematical Theory of Communication (SHANNON| 1948)), onde se pode
achar uma discussao mais intensa sobre a motivacao dessa defini¢ao, resultados e aplicagoes em
topicos de teoria da informacao.

Podemos definir também a entropia cruzada de @ (com pdf/pmf ¢(x)) em relacdo a P como

Hp(@) = Erl-log(a(w)] = [ ~logla(w)) aP

Com isso, podemos decompor a divergéncia de Kullback-Leibler de ) para P, conhecida também
por entropia relativa de P em relagao a (), como
_ p(x) _
Dir(P||Q) = [ log @) dP = Hp(Q) — H(P),

o que deixa ainda mais evidente a nao simetria e o papel em que cada distribuicao assume,
i.e., que a divergéncia mede o quao “distante” () esta de P do ponto de vista de P, ou quanta
informacao se perde a escolher a distribuigao @) no lugar de P (como quando escolhemos () para
aproximar uma distribuigao rela P).

Como exemplo, observe a féormula da entropia de uma distribuicao normal d-dimensional
H(N(1,9)) = [ ~log(6(elp, £)6(alu, 2) do
1 1 _
= 5 log (Cr)det()) + 5 [ (0= " @ — p)oalp, %) da
1 1
=5 log ((2m)* det (X)) + 5 tr (El /(:c — )z — )l o(z|p, %) dx)
1 d 1 i 1 d d
=3 log ((2m)* det(X)) + Etr(E Y) = §log ((2m)" det (X)) + 3

= %log ((2me)? det(X)) .

Por outro lado, observe que na segao demostramos que para uma distribuicao P
absolutamente continua e com primeiro e segundo momento finitos, digamos p = Ep[X] e
Y = varp(X), a entropia relativa de P em relagdo a uma distribuigdo normal é minimizada
igualando o valor esperado e matriz de covariancia. Assim, seguindo do apresentado na secao
’

Dgr(P||N (1, %)) = = (log ((2m)?) + log(det(X)) + tr(X varp(X))) — H(P)

N | —
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e como a divergéncia é nao-negativa, temos
D (P||IN(u, %)) = H(N(u, %)) — H(P) = 0

= H(N(u, X)) = H(P),

isto ¢, a distribui¢ao normal tem a maior entropia entre as distribuicoes absolutamente continuas
com primeiro e segundo momento finitos. Entendendo a entropia como uma medida de o quao
nao informativa uma distribui¢ao é, pode-se usar esse fato para justificar a escolha de um prior
gaussiano em modelos Bayesiano com essas restrigcoes para o prior, ja que assim introduzimos a

menor quantidade de informagao a mais possivel no sistema antes de introduzir os dados.

A.6 Mais Informacoes dos Datasets Usadas

A.6.1 Problema Teste

Os inputs utilizados foram
X =1[2.5,2.75,3, 3.25,3.5, 3.75, 4, 4.25, 4.5, 4.75, 5]
e os outputs foram, com 16 casas decimais,

Y = [0.7644575612952016, 0.8446143587765195, 0.986221976378661, 0.9700513454438474,
0.8442823528773645, 0.4114259081377641, —0.4089374446370663, —0.9544157861580462,
—0.5216629218071086, 0.8797014079024436, —0.16003857209092667]

A.6.2 Iris Dataset

Os dados utilizados foram retirado do repositorio UCI Machine Learning (DUA; GRAFF)
2017), onde o dataset pode ser encontrado pelo nome [ris. Utilizamos o vetor de indices shuffle

para reordenar os dados (os dados estao indexados de 0 a 149).

shuffle = [19,131,37,22,18,89, 46,41, 123, 111,97, 144, 92, 31, 109, 7, 49, 102, 61, 121, 16,
27,147,141, 48, 35,88, 50, 72, 52, 91, 43, 59, 26, 149, 23,9, 136, 33, 57, 4, 82, 99, 24,
36,64, 125, 146, 12, 62, 38, 128, 63, 53, 75, 86, 107, 60, 119, 44, 51, 126, 90, 110, 100,
93,45,115, 113, 143,87, 10,21, 98, 1, 56, 13, 106, 84, 124, 120, 77, 108, 116, 127, 130,
28,69, 11,138, 70, 3,79, 32, 71,96, 139, 39, 145, 104, 85, 65, 135, 40, 134, 2, 132, 15,
140, 78,129, 122, 25, 74, 5, 148, 14, 47, 66,83, 114, 81, 118, 117, 29, 137, 80, 55, 103,
20, 54, 34,42, 142, 112, 17,94, 8,133, 73, 76, 6, 58, 68, 101, 105, 67, 30, 95, 0]

Os primeiros 120 pontos compoem o conjunto de treinamento, enquanto os ultimos 30

formam o conjunto de teste.
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