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Resumo

Problemas de controle usualmente contém restricdes fisicas e de segu-
ranca nas variaveis de estado e de controle, além dos sinais externos de refe-
réncia e perturbacao serem, em geral, limitados em amplitude. Neste trabalho,
consideram-se as propriedades de invariancia positiva e A-invariancia de conjun-
tos poliédricos para garantir que estas restricoes sejam respeitadas e assegurar
a estabilidade local do sistema em malha fechada. Tal escolha se justifica pelo
fato dos conjuntos poliédricos disporem do formato mais adaptado aos limites em
amplitude encontrados na pratica. Além disto, a abordagem considerada permite
tratar a) leis de controle por realimentacdo de saida, estatica ou dinamica; b)
€ capaz de levar em conta restricdes nao simétricas; e c¢) lidar com compensa-
dores dindmicos de ordem reduzidas. Ao longo dos problemas tratados nesta
dissertacao, considera-se a sintese conjunta de um controlador e de um conjunto
poliédrico invariante associado, a qual pode ser realizada utilizando-se o solver
de otimizacédo nao linear KNITRO para encontrar a solucdo dos problemas de
programagcao bilinear propostos.

Inicialmente, a propriedade de A-invariancia de conjuntos convexos, usada
especificamente na presenca de perturbacoes externas persistentes, € aplicada
para projetar leis de controle por realimentagdo dinamica de saida em tempo
discreto e calcular, conjuntamente, um conjunto poliédrico A-invariante com um
conjunto ultimamente limitado associado. Na sequéncia, projetos de leis de con-
trole por realimentacao de saida, estética e dindmica, sdo propostos em tempo
continuo e discreto, com o objetivo de garantir a estabilidade assintotica local e
o respeito das restricdes para toda condigao inicial pertencente a um conjunto
pré-especificado. Por ultimo, aborda-se o rastreamento do degrau de referéncia
para sistemas monovariaveis sujeitos a restricbes, por meio da lei de controle
Proporcional-Integral com um termo feed-forward. Determinam-se limites de am-
plitude para o degrau de referéncia, de modo que o Principio do Modelo Interno
permaneca valido na regiao poliédrica, baseado nas propriedades de invariancia
positiva e A-invariancia. Em cada um destes casos, diferentes fungdes objetivos
sao consideradas para a sintese de solugdes via programacéo bilinear. Ademais,
exemplos numéricos sdo apresentados a fim de mostrar a eficacia e o potencial
das propostas.

Palavras-chave: Controle sob restricoes. Realimentagdo de Saida. Invariancia
positiva. A-invariancia. Contratividade. Conjuntos poliédricos. Programagéao bili-
near.



Abstract

Control problems often contain physical and safety constraints on the state
and control variables and external and disturbance signals that are generally lim-
ited in amplitude. Because the format of polyhedral sets is adaptable based on
the amplitude limits found in practice, we consider the positive invariance and
A-invariance properties of polyhedral sets to guarantee that the constraints are
respected and ensure the closed-loop system’s local stability. Furthermore, the
considered approach can a) address control laws using output feedback, static or
dynamic, b) handle non-symmetrical constraints, and c) deal with reduced-order
dynamic compensators. The problems presented in this work consider the joint
synthesis of a controller and an associated invariant polyhedral set. The nonlinear
optimization solver KNITRO is used to solve the proposed bilinear programming
problems.

Initially, the property of A-invariance convex set, used in the presence of
persistent external perturbations, is applied to design control laws by discrete-time
dynamic output feedback and to calculate a A-invariant polyhedral set with an
ultimately bounded set associated. Next, designs for static and dynamic output
feedback control laws are presented in continuous and discrete-time to guarantee
local asymptotic stability and respect constraints for all initial conditions belonging
to a pre-specified set. Finally, it addresses the tracking of the reference step for
monovariable systems subject to constraints through the Proportional-Integral con-
trol law with a feed-forward term. Amplitude limits are determined for the reference
step, based on the positive invariance and A-invariance properties, to maintain
the Internal Model Principle valid in the polyhedral region. In each case, distinct
objective functions are considered for solution synthesis via bilinear programming.
Furthermore, numerical examples are presented to show the effectiveness and
potential of the proposals.

Keywords: Constrained Control. Output Feedback. Positive invariance. A-
invariance. Contractivity. Polyhedral sets. Bilinear programming.
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1 Introducao

Em sistemas de controle praticos € comum a presenca de perturbacdes ex-
ternas, incertezas ou variagbes no modelo utilizado, dentre outros fenémenos, cu-
jos efeitos detrimentais devem ser considerados no projeto de controladores. Além
disto, as restricoes de segurancga sobre as variaveis de estado do sistema, ou de
limites fisicos sobre as variaveis de controle, devem ser respeitadas ao longo do
funcionamento do sistema em malha fechada (BLANCHINI; MIANI, 2015).

Devido a estas razdes, muitas pesquisas foram desenvolvidas no campo de
sistemas de controle sob restricées, nos quais a teoria de estabilidade de Lyapu-
nov e os conceitos relacionados de Invaridncia e Contratividade foram aplicados.
Especialmente, pelo fato dos conjuntos invariantes e contrativos garantirem a
estabilidade ou desempenho local em malha fechada, respeitando as restricbes
inclusive na presenca de perturbacdes e ruidos limitados em amplitude; veja, por
exemplo, Tarbouriech et al. (2011) e Blanchini e Miani (2015) e referéncias ali
contidas.

Em geral, a utilizag&o de conjuntos invariantes de natureza elipsoidal asso-
ciados a fun¢des de Lyapunov quadraticas ou compostas, popularizou-se devido
a aplicacao de métodos baseados na utilizacao de Desigualdades Matriciais Li-
neares (LMls, do inglés Linear Matrix Inequalities), que podem ser resolvidas por
métodos de Programacédo Convexa (TARBOURIECH et al., 2011). Contudo, os
conjuntos poliédricos invariantes tém a forma mais adaptada aos limites em am-
plitude encontrados na pratica, permitindo, especialmente, considerar restricdes
e perturbacgdes limitadas ndo simétricas.

Todavia, as relacdes algébricas que descrevem a invariancia de conjuntos
poliedrais sdo, por natureza, bilineares em termos das variaveis matriciais envol-
vidas na determinagao de um conjunto invariante que seja desconhecido a priori
(BLANCHINI; MIANI, 2015; BRIAO et al., 2018). Entretanto, como mostrado em
Brido et al. (2018) e explorado nesta dissertacao, essas relacdes algébricas de
invaridncia podem ser utilizadas para tratar de forma eficiente numericamente,
por otimizadores ndo lineares, leis de controle sob restricées por realimentacao
de saida, estatica ou dinamica e, também, lidar com compensadores dindmicos
de ordem reduzidas.
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1.1 Controle sob Restricoes e Invariancia Positiva

A invariancia positiva € uma propriedade que caracteriza alguma fungéo de
tempo gerado por um sistema dinamico: qualquer trajetoria dessa funcédo come-
cando em uma regiao do espaco sempre permanece naquela regido ao longo da
evolucao do sistema (HENNET, J. C., 1995). Uma classe importante de conjuntos
positivamente invariantes € a de conjuntos contrativos, em que as trajetérias do
sistema convergem continuamente para um conjunto interno de mesma forma
(homotético). Deste modo, a existéncia de um conjunto positivamente invariante
contrativo associado ao sistema garante a estabilidade assintética (local) das
trajetérias (DOREA; HENNET, J., 1999).

Na tese de doutorado de Brido (2019), observam-se estratégias utiliza-
das para lidar com a estabilizacao de sistemas lineares discretos invariantes no
tempo (LDIT) por Realimentacao de Estado (StF, em inglés, State Feedback) e
por Realimentacao Estatica de Saida (SOF, em inglés, Static Output Feedback)
via conjuntos positivamente invariantes poliédricos. Para isto, duas técnicas base-
adas no conceito de invariancia positiva de dominios poliedrais foram propostas
e, a elas, foram aplicadas duas formulacdes distintas de problema de otimizacéo
para o projeto das leis de controle.

Em ambos os casos, partem-se das relagdes algébricas que descrevem
a propriedade de invariancia positiva ou A-invariancia, nas quais as matrizes de
ganho aparecem de forma explicita na formulacdo. Estas relacbes algébricas
contém, na sua esséncia, produtos bilineares entre variaveis matriciais. Assim,
numa primeira proposta, as relacdes algébricas sédo reescritas sob uma forma
que, particularmente, permite encontrar a matriz de ganhos que estabiliza o sis-
tema em malha fechada a partir de um problema de otimizagcao com restrigcéo
de posto. Neste caso, o conjunto invariante € determinado a posteriori e, desta
forma, a técnica de projeto nao permite considerar as restricbes sobre os estados
e controle no problema de otimizagao.

Por outro lado, a natureza bilinear das relacdes de invariancia € também
intrinseca ao problema de controle por realimentacédo estatica de saida. Desta
maneira, estas relagdes podem ser utilizadas como restricdes de problemas de
otimizacao, formulados sob a forma de problemas de programacéo bilinear, para
tratar a estabilizagdo local e global de sistemas lineares, como explorados em
Brido (2019). Esses problemas de programacao bilinear podem ser resolvidos por
solvers nao lineares, como o KNITRO via a linguagem de programac¢ao AMPL.

Em particular, o Capitulo 5 de Brido (2019) (Estabilizacdo sob restricdes de
sistemas LDIT com perturbacdes via programacao bilinear) aborda a estabilizacdo
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sob restricdes, por realimentagéo estatica de saidas de sistemas LDIT sujeitos a
perturbagdes persistentes via programacao bilinear. O célculo de SOF, e também
de StF, é tratado mediante a propriedade de A-invariancia. Tal propriedade ga-
rante que qualquer trajetéria iniciando no poliedro A-invariante permaneca nele e
convirja, em tempo finito, para outro poliedro em torno da origem, onde a trajetéria
fica confinada. Vale ressaltar que, na auséncia de perturbacdes, a A-invariancia
reduz-se a propriedade classica de invariancia positiva, que garante a conver-
géncia para a origem quando o conjunto relacionado é contrativo ao longo das
trajetérias do sistema (HENNET, J. C., 1995; BLANCHINI, 1999).

A viabilidade desta abordagem de controle sob restricbes para o calculo
conjunto de controladores estaticos, SOF e StF, e de um conjunto A-invariante foi
atestada na tese referida, e seu estudo foi aprofundado no manuscrito de Brido et
al. (2018), atualmente em revisao para publicacdo em periédico. Notou-se, ainda,
que esta abordagem recém-descrita teria potencialidades para extensdes de
interesse tedrico, computacional e pratico, alguns deles motivadores do presente
trabalho, como sera descrito mais adiante. Antes disso, apresentam-se a seguir
alguns elementos sobre a programacao bilinear, de interesse no desenvolvimento
do presente trabalho.

1.2 Programacao Bilinear

Devido as bilinearidades inerentes as relagdes de invariancia, como tam-
bém as relacbes algébricas que descrevem as condigcdes de inclusao entre alguns
conjuntos e a admissibilidade da lei de controle, problemas de otimizagao bilinear
sao formulados no presente trabalho, similarmente aos propostos em Brido (2019)
e Brido et al. (2018) para resolver os problemas de controle sob restricao consi-
derados nesta dissertagao.

Um programa bilinear (PB) € um tipo de problema de programacéo nao
linear (PNL) em que alguns dos termos nao lineares consistem em produtos de
duas variaveis. Nesta linha, a partir de uma estimativa inicial, os algoritmos locais
podem tirar proveito das derivadas para chegar a uma solugéo 6tima local, porém
a dependéncia da estimativa inicial pode comprometer a qualidade e, até mesmo,
a viabilidade da solucédo de teste do algoritmo local. Em contrapartida, pode-
se explorar os solvers de propoésito geral e especializados, particularmente, em
procedimentos de limite inferior, que processam relaxamentos de programagao
linear e inteira-mista. Nesta linha, os solvers IPOPT! e Gurobi?, foram aplicados

' https://coin-or.github.io/Ipopt/
2 https://www.gurobi.com/products/gurobi-optimizer/
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em instancias representativas dos problemas tratados em Brido (2019) e Brido
et al. (2018), sem sucesso ou resultados viaveis dentro de um tempo razoavel.

Portanto, a par destas dificuldades, este trabalho também segue uma es-
tratégia de otimizagdo que esta a meio caminho entre algoritmos locais e globais,
que consiste na aplicacao de um solver local de multiplos inicios denominado
KNITRO, onde solucbes étimas globais nao sao garantidas, no entanto, minimos
locais sdo encontrados por convergéncia (BYRD et al., 2006). Além disto, em
problema de otimizacao bilinear, cujas restricbes sdo formuladas sob a forma ma-
tricial, permite ser expresso na forma elemento a elemento, que é mais adequada
para a linguagem AMPL (FOURER et al., 2003) utilizada pelo KNITRO.

1.3 Objetivos

No contexto de controle sob restrigdes delineados anteriormente, os objeti-
vos desta dissertagdo sao colocados a seguir.

Objetivo Geral

O objetivo geral é utilizar as propriedades de invariancia positiva, contrati-
vidade e A-invaridncia de conjuntos poliédricos para garantir a estabilizagao ou
seguimento de referéncia num contexto local, respeitando-se as restricdes sobre
estados e entradas, via leis de controle por realimentacédo de saida, estatica e
dinémica.

Objetivos Especificos

1. Estender os resultados de realimentacao estatica de saidas desenvolvidos
por Brido (2019) para a sintese conjunta de uma lei de controle por re-
alimentagao dindmica de saida e de um conjunto poliédrico A-invariante,
com um conjunto associado ultimamente limitado (UB, do inglés Ultimately
Bounded);

2. Desenvolver e apresentar de forma unificada, em tempo continuo e dis-
creto, uma abordagem para sintese de leis de controle por realimentacao
de saida, estatica e dindmica, usando a propriedade de invariancia positiva
de conjuntos poliédricos para a estabilizagao local do sistema de controle
sob restrigdes;
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3.

1.4

Elaborar uma nova abordagem de projeto para uma lei de controle do tipo
Proporcional-Integral (Pl) acrescida de um termo feed-forward, via invarian-
cia positiva ou A-invariancia de conjuntos poliédrico;

Utilizar a linguagem AMPL e o solver nao linear KNITRO na programacéao
e na solucao dos problemas de otimiza¢ao bilinear propostos e mostrar a
viabilidade das propostas por exemplos numéricos, comparagdes e simula-
coes.

Organizacao
Esta dissertacao de mestrado esta organizada da seguinte forma:

O Capitulo 2 fornece os principais conceitos e informagdes matematicas
sobre conjuntos poliédricos invariantes e sua relacdo com o controle de
sistemas lineares sujeitos a restrigdes.

O Capitulo 3 descreve a sintese conjunta de uma lei de controle por Reali-
mentacao Dindmica de Saida (DOF, do inglés, Dynamic Output Feedback)
e de um conjunto poliédrico A-invariante, com um conjunto-UB associado,
gue garantem a estabilidade assintética local das trajetorias, respeitando as
restricbes impostas sobre as variaveis de estado e controle, na presenca de
perturbacdes externas persistentes.

O Capitulo 4 apresenta condicbes de sintese para controladores por reali-
mentacao de saida, estatica e dinamica, usando a propriedade de invarian-
cia positiva de conjuntos poliédricos. Além disto, tais condi¢gdes garantem
que restricoes de estado e controle impostas sobre o sistema em tempo
continuo e discreto sejam respeitadas.

O Capitulo 5 aborda um problema de rastreamento de referéncia para sis-
temas lineares monovariaveis sujeitos a restricbes de estado e controle,
através do conceito de invariancia positiva, ou A-invariancia, de conjun-
tos poliédricos para lidar com as restricdes, garantindo que o Principio do
Modelo Interno (PMI) seja util para rastrear um degrau de referéncias per-
tencentes a um intervalo limitado.

O Capitulo 6 apresenta as conclusdes desta dissertacdo e consideragcdes
para possiveis trabalhos futuros nesta area.



2 Invariancia de Conjuntos Poliédricos

O problema de manter a trajetéria de um sistema linear dentro de um deter-
minado conjunto poliédrico, tanto em tempo continuo como em tempo discreto, €
abordado usando a teoria da invariancia de conjuntos. Para isto, sdo introduzidos
conceitos basicos sobre convexidade e conjuntos poliédricos, € o lema de Farkas
estendido, o qual permite caracterizar a inclusdo de conjuntos poliédricos. Con-
dicoes necessarias e suficientes sob as quais um poliedro convexo é invariante
em relagdo a um sistema dinamico linear e invariante no tempo, na auséncia ou
presenga de perturbacdes limitadas em amplitude, sdo entao estabelecidas sob
a forma de relacbes matriciais.

2.1 Resultados Preliminares

Os resultados apresentados a seguir sao baseados em J. C. Hennet (1995),
derivados de alguns resultados basicos de Algebra Linear (AL) e Programacéo
Linear (PL), para os quais uma breve revisdo dos principais conceitos € fornecida.

Definicdo 1 (Conjunto Convexo) Um conjunto S c R é convexo se para qual-
quer s1, So € S e qualquer escalar 3, com0 < 3 <1, tem-se sy +(1—p)so € S.

Definicao 2 (Conjunto Poliédrico) Qualquer conjunto poliédrico convexo R" pode
ser caracterizado por uma matriz Q € R™" e um vetor & € R, r e n sendo
numeros inteiros positivos, definido por:

RIQ, d] = {x € R": Qx < ¢}. (2.1)
Além disto,

* R[Q,¢] contém a origem de R" no seu interior, se ¢ > 0;

* R[Q,] é compacto (fechado e limitado), se e somente, posto(Q) =ner > n.

A visualizagdo geométrica de um conjunto poliédrico R[Q,$] no R2 pode
ser observada na Figura 1, em que o poliedro € formado pela intersecao das
regides definidas por cada uma das linhas da inequacao Qx < ¢.
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Figura 1 — Poliedro R[Q,$] no R?
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Fonte — Elaborado pela Autora

Lema1 (Lema de Farkas Estendido (LFE)) O sistema de inequagébes lineares
Px < 1 é satisfeito para qualquer ponto do conjunto poliédrico convexo nao
vazio definido em (2.1) se, e somente se, existe uma matriz (dual) ndo negativa
V € RPX! tal que:

VQ = P, (2.2a)
Vo < 1. (2.2b)

A extensao do lema de Farkas fornece um conjunto de condi¢des neces-
sarias e suficientes sob as quais:

R[Q,¢] C R[P, V],
ou, de forma equivalente,
x € R[Q,0] = x € R[P,V].

Geometricamente, um conjunto poliédrico R[Q,¢] incluso no poliedro
R[P,] é ilustrado na Figura 2. Semelhante ao caso anterior, o poliedro R[P,]
€ formado pela intersecao das regides definidas por cada uma das linhas da
inequacao Px < 1. A matriz Q e o vetor ¢ sdo os mesmos definido na Figura 1.
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Figura 2 — Poliedro R[Q,¢] incluso no po-
liedro R[P,\] no R2

! -1 0
| I—
0.8  — o] 1 0
0.6 P= €R4X2,
0 -1
0.4t
0.2 _0 1
T9 oM )
0.2H 1
-0.4 H 1
4
06 V= ’ € R".
_0‘8_
1

Fonte — Elaborado pela Autora

A partir do Lema 1, a invariancia de conjuntos poliédricos no espaco de
estados de sistemas dinamicos lineares e, também, de sistemas lineares com
parametros variantes (LPV) ou quase-LPV, pode ser analisada e caracterizada
como um caso especial de inclusao de conjuntos poliédricos. As condigdes deste
lema podem ser verificadas através da solucdo de um problema padréo de Pro-
gramagcao Linear (HENNET, J. C., 1995).

Observacao 1 Sem perda de generalidade, qualquer poliedro convexo R[Q,}]
em (2.1) que contenha a origem no seu interior, portanto com ¢ > 0, pode ser
normalizado e representado na forma:

RIQ,d]={x cR": Qx < 1/}, (2.3)
T
em que Q «+— diag{d} 'Qe1, = [1 1 ... 1] € R

2.2 Dominios Invariantes de Sistemas Lineares

No contexto geral, considere um sistema Linear e Invariante no Tempo

(LIT), dado por:
p[x(1)] = Ax(t) + Ed(t), (2.4)
em que t € R, se o sistema & em tempo continuo ou t € N no caso em tempo

discreto, com: o
X (t
=l seteR,,
olx(t)] = at " (2.5)
x(t+1), seteN,
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em que x € R é o vetor de estado, d € R é um sinal vetorial exdgeno persis-
tente, Ac R"™Me E ¢ R™M,

2.2.1 Invariancia Positiva

Primeiro consideramos o caso de um sistema autébnomo (i.e., d =0, Vt €
R4 ou N), como segue:
plx(8)] = Ax(1). (2.6)

Definicao 3 (Conjunto Positivamente Invariante) (HENNET, J. C., 1995; BLAN-
CHINI; MIANI, 2015; TARBOURIECH et al., 2011) Um conjunto convexo L € R"
€ um conjunto positivamente invariante do sistema (2.6), se cada trajetdria co-
mecgando em L permanece em L para todo t > 0. Além disto, L é contrativo se
Vx(t) € 3(5L), com0 < & < 1, tem-se que x(t + 1) € int(5L), ¥t > 01.

Portanto, se £ é compacto (limitado e fechado) e contém a origem no seu
interior, a contratividade garante estabilidade assintética local para a origem de
todas as trajetérias do sistema (2.6) que comegcam em L.

A definicao acima pode ser aplicada a conjuntos convexos com diferentes
formas, como elipsoidais e a composicao de tais conjuntos; veja, por exemplo, a
Figura 3 e 4, em que as trajetérias iniciadas no conjunto £ pertencem aos conjun-
tos homotéticos internos, representados pelos poliedros tracejados, convergindo
para a origem. Nesta dissertacdo, considera-se conjuntos poliédricos compactos
gue contém a origem em seu interior, representados como,

L={x:Lx <o}, (2.7)

emque L € R™*" r > n, posto(L) = ne ¢ € R", com os elementos ¢; > 0,
Vi=1,...r.
T O simbolo 9 denota a fronteira do conjunto £ (TARBOURIECH et al., 2011).




Capitulo 2. Invaridncia de Conjuntos Poliédricos 10

Figura 3 — Poliedro £ invariante e contrativo, cujas trajetorias (- -) e (- -)
convergem para a origem

Fonte — Elaborado pela Autora

Figura 4 — Elipse L invariante e contrativo, cujas trajetérias (- -) e (- -) convergem
para a origem
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Teorema1 (HENNET, J. C., 1995; CASTELAN; HENNET, J. C., 1993; BLAN-
CHINI; MIANI, 2015) Um poliedro L, (2.7), € um conjunto positivamente invariante
do sistema (2.6), com fator de contratividadey; € R se, e somente se, IH € R™*",
tal que:

HL = LA, (2.8a)

Hp < vid,

em que:

i) Caso continuo no tempo: set € Ry, entdo y; = —e € (0,—) e H é uma
matriz de tipo Metzler (também dita essencialmente ndo negativa), ou seja,

hyj > 0,¥i 4], (2.9)

ii) Caso discreto no tempo: set € N, entdoy; = A € [0,1) e H é uma matriz
ndo negativa, ou seja,

hj =0,V iej. (2.10)

No caso discreto no tempo, por definicdo, £ é positivamente invariante com
fator de contratividade A € [0, 1), se:

x(t+1) e AL, Vx(t) € L,
ou, equivalentemente,
Lx(t) <d = Lx(t+1)=LAx(t) < Ad. (2.11)

Logo, aplicando o Lema 1 em (2.11), obtém-se as relacdes algébricas de
invariancia (2.8a) e (2.8b), com a matriz ndo negativa H satisfazendo (2.10).

Para a demonstragcao no caso continuo, aplica-se a ideia de que, estando
sobre uma das faces do poliedro, 0 campo vetorial deve tender ao seu interior,
como pode ser verificada na demonstracao da Proposicao 1 do artigo de Castelan
e J. C. Hennet (1993), na qual se utiliza uma versao mais apropriada do Lema 1,
ou pelo Teorema 4.33 do livro de Blanchini e Miani (2015).

Observacao 2 A igualdade (2.8a) pode ser interpretada como uma transforma-
cdo de similaridade generalizada que relaciona os conjuntos espectrais de A e H,
dados por o(A) = {u;,i=1...nf eoc(H) ={&;,i =1,...,r}, respectivamente. Assim,
no caso em que posto(L) = n < r, temos o(A) C o(H). Além disto, a condigcao
(2.8b) implica nas seguintes propriedades da matriz H, que permitem concluir
sobre a estabilidade dos autovalores de A:
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i) set e Ry, amatrizH é de tipo Metzler e os elementos do conjunto o(H) s&o
tais que Re(&)) < & < —e, em que & é obrigatoriamente um autovalor real
pertencente ao conjunto espectral o(H) (CASTELAN; HENNET, J. C., 1993).
Logo, no caso continuo no tempo, Re(;) < —e e, portanto, A € Hurwitz se
e>0;

i) sete N, amatrizH é nao negativa, e o seu conjunto espectral pertence ao
circulo |&| < & < A, no interior do circulo unitario, em que & é um autovalor
real e positivo igual ao raio espectral da matriz H (BERMAN; PLEMMONS,
1994a; HENNET, J. C., 1995). Portanto, no caso discreto no tempo, |u;| < A
e, assim, A é Schur estavel se A < 1.

Adiante, apresentam-se os critérios de localizagcdo das raizes caracteris-
ticas e estabilidade do sistema em tempo continuo e discreto nas Figura 5 e 6,
respectivamente. Note que os autovalores da matriz A na Figura 5 sédo representa-
dos por A e, na Figura 6, por y. Nestas figuras, consideram-se 0s casos em que 0s
autovalores sobre o eixo imaginario ou sobre o circulo unitario, respectivamente,
estao associados a blocos de Jordan distintos e de ordem 1.

Figura 5 — Localizacao das raizes caracteristicas e estabilidade do sistema em
tempo continuo

Imagindrio
ReA <0 ReA =0
0 Real —
Estivel Instivel
Marginalmente estivel — | « Instdvel se

se raizes simples raizes multiplas

Fonte — Livro “Sinais e Sistemas Lineares” - Lathi (2006), pg. 196
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Figura 6 — Localizacdo das raizes caracteristicas e estabilidade do sistema em
tempo discreto

hn [nstavel

Marginalmente estivel

Estivel

Fonte — Livro “Sinais e Sistemas Lineares” - Lathi (2006), pg. 284

2.2.2 A-invariancia

Considere agora o sistema (2.4) sujeito a perturbacdes exdgenas persis-
tentes (limitadas em amplitude) pertencentes ao conjunto poliédrico:

A ={d(t): Dd(t) < 1, )}, com D € Rl*™M, (2.12)

Definicao 4 (Conjunto A-invariante) Um conjunto £ € um conjunto A-invariante
do sistema (2.4), se para qualquer condigdo inicial xo € L e para qualquer sinal
exogeno persistente d(t) € A, a trajetoria correspondente permanece limitada
dentrode L,V t > 0.

As condicbes algébricas necessarias e suficientes para A-invariancia de
um poliedro £ séo as seguintes (veja Milani e Dérea (1996) e Milani et al. (1996)).

Teorema 2 O poliedro L, (2.7), é um conjunto A-invariante do sistema (2.4) se,

e somente se, existir uma matriz H € R™*" que satisfaga as condi¢des i) e ii) no

Teorema 1 e W € R™ ! ngo negativa, de modo que as relacées a seguir séo
verdadeiras:

HL = LA, (2.13a)

WD = LE, (2.13b)

Hb+ W1, < vid. (2.13c)
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Além das relagdes de A-invariancia acima, também podemos considerar
(2.8b) para garantir que a matriz A seja Hurwitz, no caso de sistemas em tempo
continuo, ou Schur, no caso de sistemas em tempo discreto. Nos casos em que 0s
autovalores de A garantem a estabilidade, toda trajetéria que emana do conjunto
A-invariante £ converge para um conjunto ao redor da origem, para qualquer
perturbacgdo limitada em A, em um tempo finito t > 0 e ali permanece para todo
t > t, como mostrado na Figura 7. Diz-se, entéo, que as trajetdrias permanecem
ultimamente limitadas nesse conjunto em torno da origem (KHALIL; GRIZZLE,
2002).

Figura 7 — Poliedro £ A-invariante e contrativo, cuja trajetoria (—) converge para o
conjunto-UB ao redor da origem
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Fonte — Elaborado pela Autora

2.2.3 A-invariancia com Conjunto-UB Associado

No caso do sistema (2.4) ser discreto no tempo, ou seja,
x(t+1) = Ax(t) + Ed(t), t € N*, (2.14)
pode-se caracterizar a A-invariancia de um conjunto convexo externo Ly e a

convergéncia em tempo finito para um conjunto associado L, como segue
baseado em Brido (2019). Diremos, entéo, que o conjunto L, € um conjunto-UB.
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Definicao 5 Um conjunto poliédrico Ly é um conjunto A-invariante contrativo
para o sistema (2.14), com o conjunto-UB L~, C L Se, para qualquer condi¢do
inicial xo € Lo\Lx € para qualquer dj € A, a trajetoria dos estados correspon-
dente permanece em L, converge para L., no tempo finito k > 0, e mantém-se
em L, para todo k > k.

Considere, entdo, o conjunto (normalizado) £y e o conjunto associado L,
definidos como:

Lo={x:1Lx <1/} (2.15a)
Loo ={Xx : Lx < p}, (2.15b)

emque L € R™" parar > n, posto(L) = n, 0 < p = p1, para algum escalar
real p € (0, 1], que garante a inclusdo L, C Ly. Observe que Ly e L podem
ter algumas restricbes redundantes. Assim, consideramos que r, que é um limite
superior para o humero maximo de faces desses conjuntos poliédricos, define
sua complexidade.

Teorema 3 O poliedro L, (2.15a), € um conjunto A-invariante do sistema (2.14),
com o conjunto-UB L, associado dado por (2.15b) se, para A € [0, 1), existe:
um escalar r > n, um e € R, suficientemente pequeno, um vetor ndo negativo
p < 1,, uma matriz ndo negativa H € R™*", que satisfagam as condicées i) eii) no
Teorema 1 e as matrizes L € R™" e G € R™*ld, tais que as seguintes condicées
sdo verificadas:

HL = LA, (2.16a)
GD = LE, (2.16b)
H1 +G1, < AT, (2.16¢)
Hp+ G1,, < (1-¢€)p. (2.16d)

Uma primeira parte da demonstragao deste resultado pode ser obtida do
Teorema 2, na sua versao em tempo discreto. Assim, neste Teorema 3, as rela-
¢cbes (2.16a)-(2.16c) sao condigdes necessarias e suficientes para a A-Invariancia
com contratividade do poliedro L. Ja a relagdo (2.16d) em conjunto com (2.16a)
e (2.16b), garante a A-invariancia de L. Ja a demonstragdo de convergéncia
em tempo finito das trajetorias que partem de Ly\Ls para o conjunto-UB infinito
pode ser realizada como na demonstracao do Proposi¢cdo 7 em Brido (2019).
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2.3 Conclusao

Neste capitulo foram apresentados os resultados basicos no caso conti-
nuo e discreto no tempo, sobre invaridncia positiva e A-invariancia de conjuntos
poliedrais, necessarios para o desenvolvimento dos capitulos posteriores.
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3 Estabilizacao por Realimentacao de Saida de Sis-
temas LITD com Perturbacoes Persistentes

O intuito neste capitulo é estender os resultados propostos no capitulo
5 da tese de Brido (2019) (Estabilizac&o sob restricdes de sistemas LDIT com
perturbagdes via programacéo bilinear) e em Brido et al. (2020), no contexto de
controle por Realimentagao Estatica de Saida (SOF), para o caso de leis de con-
trole por Realimentacado Dinamica de Saida (DOF). Deste modo, para sistemas
lineares sujeitos a perturbagdes persistentes e restricdes sobre estados e con-
trole, busca-se calcular, conjuntamente, a lei de controle DOF estabilizadora e um
conjunto poliédrico A-invariante, com um conjunto-UB associado, para garantir
o respeito as restricbes existentes sobre as variaveis de estado e controle. Os
resultados deste capitulo séo restritos ao caso de sistemas em tempo discreto e
foram reportados, inicialmente, em Santos e Castelan (2020).

Assim, na sec¢ao seguinte, coloca-se o problema de controle e apresenta-
se a formulacgéo utilizada para tratar o problema no espaco de estado aumentado
do sistema em malha fechada. Em seguida, a secéo é dedicada a apresentacao
das extensdes propostas, tanto em termos da caracterizacao algébrica da proprie-
dade de A-invariancia, quanto da abordagem de projeto por programacao bilinear
e otimizacao. Por sua vez, na secao 3.4 é apresentado um exemplo numérico
para mostrar algumas caracteristicas da ferramenta de projeto. Finalmente, na
ultima sec¢éao, as conclusdes deste estudo sao apresentadas.

3.1 Apresentacao do Problema

Inicialmente, considere que o processo a ser controlado seja represen-
tado pelo seguinte sistema Linear Invariante no Tempo Discreto (LITD), sujeito a
perturbacdes persistentes:

ApXk + BpUk + Eppk, (31 a)
CpXk + NpT]k,

Xk+1
Yk

em que k € N representa o indice de tempo, x, € R o vetor de estado, v, € R™
as entradas de controle, y, € RP as saidas mensuradas, px € RS e n, € RY
sdo as perturbagdes. As matrizes do sistema tém as dimensdes apropriadas e o0s
pares (Ap, Bp) e (Ap, Cp) séo controlavel e observavel, respectivamente.

Além disto, as entradas de estado e controle sdo limitadas a evoluir dentro
de alguns conjuntos poliédricos e as perturbagdes exdgenas sao consideradas
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persistentes (ou seja, com amplitude limitada). Assim, sem perda de generalidade,
estas restricdes sdo representados pelos seguintes conjuntos poliédricos:

X = {X: Xpx < 1.}, com Xp € Rk, (3.2a)
k - ApXk Iy P

U = {ug:Upug < 1.}, com Up € R, (3.2b)

P = {pk:Pppk < 1,p}, com Pp € Rb*s, (3.2¢)

N = fng:Ronk < 1.}, com Rp e R4, (3.2d)
k*hpng =1y p

Considere uma lei de controle de tipo DOF descrita pelo sistema LITD:

(Ac +In,)Xg + Beyk (3.3a)
CCX/? + DCyk’ (33b)

C
XK+ 1
Uy

em que xg € R é o vetor de estado, uf = y,x € RP a entrada do controlador e
y,f = uy € R é a saida que gera a agdo de controle desejada. As matrizes do
sistema tém as dimensdes Ac € R*c. B, ¢ R"*P C, € RM<c @ D, € RM*P,

O sistema em malha fechada composto pela planta (3.1) e o controlador
DOF (3.3), pode ser representado como segue por um sistema aumentado a
controlar:

o

X Ao O X B, O u E
K+1 _ P k + P _k + P P,
| Xki1 0 In, | | X¢ 0 In, | | Uk 0
{ (3.4)
V4% C 0 Xk N
’ _ P + P Nk,
Rz 0 Ip, Xg 0

e realimentado por uma lei de controle SOF aumentada sob a forma:

gl

Bc Ac }7k
Definindo-se os vetores:

X,
Xg = [xlé
K

Uy

Uy

Pk
Nk

c R,

n, a _
e R, uk—[

eRMa, yd= [ Yk
Yk

ERpa, dk=[

em que Uk e y, sao vetores ficticios de controle e saida, respectivamente, e
Na=nN+nNg, Mg=M+Ng, Pa=pP+Ncely=35+q, resulta no sistema aumentado
em malha fechada:

Xg.1 = (A+BKC)x7+Dd, (3.6)
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em que (A + BKC) deve ser Schur estavel, D = [E | BKN] € RMaxld g, por
construgao, tem-se:

a0 s[Bi0] o[G0 ]
0 ‘an 0 j]InC 0 j]InC
oo | Ep! BpDcNp. _ | DeiCe |
0 CNp BCjAC

Nota-se que, em geral, o problema de controle por DOF pode ser reescrito
sob a forma de um problema por SOF para um sistema aumentado por n¢ integra-
dores e, portanto, de ordem n + n¢. Vale salientar que o sistema aumentado por
integradores, ao invés de n¢ atrasos puros como delineado em Brido et al. (2020),
€ a alternativa prioritariamente utilizada por projetistas de sistemas de controle
(FRANKLIN et al., 2015).

Entao, para tratar o problema de controle sob restricoes, faz-se necessario
descrever as restricoes (3.2) para o sistema aumentado e adaptar a abordagem
de projeto SOF para o caso DOF. Logo, reescreve-se (3.2a) e (3.2b) como segue:

Xp 1 0
Xa = {xg:Xx@ <1}, comX= CRLT | e R a (8.7a)
|
U Up ' 0
Ug = {Uf:Tug <1}, com U= S 2 2P| e Rluxma, (3.7b)
Ug 0 jU

emque X € RxX"e U ¢ Re*™ |y = |y + Iy e Iy = Iy + Iy, s&o matrizes
auxiliares que permitem, em particular, impor limites sobre as variaveis de estado
do controlador. Além disto, as perturbacdes exégenas persistente, pertencentes
aos conjuntos (3.2c) e (3.2d), sdo reformuladas como pertencentes ao conjunto
poliédrico a seguir:

A = {dy : Tidy < 1; },com IT = diag{Pp, Rp} € Ri~*la, (3.8)

com Iy = Ip+/r. Também, a restricdo do vetor de controle (3.2b), pode ser reescrita
de modo que o seu dominio sejam os estados x,f e as perturbagdes 1. Entao,
considerando (3.4), (3.5) e (3.7b), tem-se o seguinte poliedro definido a partir da
limitacdo do controle i/:

2 N
ya = J|% ~P0 (39
7 Al o) o

Pode-se, entao, formular o problema de controle sob restricdes por DOF
como segue, estendendo-se assim o problema SOF inicialmente formulado por
Brido (2019) e Brido et al. (2020).

a
Xk

Nk

UK [C N

§1,U},comN=
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Problema 1 Encontre uma matriz DOF linear estabilizadora, K em (3.5), um
conjunto “grande” L§ C (Xa N U}) e um conjunto ‘pequeno” L5, C L, de modo
que para qualquer condig¢&o inicial xy € Lg\/;go e para qualquer perturbacéo
persistente dj € A, a trajetoria associada ndo sai de X2 NUg, converge para L&,
em tempo finito k, e ndo sai de £2, para todo k > k.

Em fung&o do problema colocado, busca-se determinar uma solugéo re-
presentada pela tripla (K,Lg,ﬁgo), composta por uma matriz SOF aumentada,
um conjunto poliédrico A-invariante e um conjunto UB-associado, semelhante ao
cenario ilustrado na Figura 7 do capitulo anterior.

3.2 Resultados Principais

A partir da formulagéo anterior, a proposi¢éo a seguir resume as solugoes
consideradas para o Problema 1, que serao definidas por um conjunto de condi-
coes iniciais A-invariante (58) e um conjunto-UB associado (£& ), como segue:

L8 = {xg:LxZ <1}, (3.10a)
L2 {x2 :Lx2 < p}, (3.10b)

comL € R™Ma r > ny posto(l) = nge 0 < p = ply, para algum escalar real
p € (0,1], 0 que garante L3, C L§.

Proposicao1 O Problema 1 tem uma solucdo formada pelos poliedros A-
invariante (3.10a), com conjunto-UB associado (3.10b), se, para A € [0, 1), existe
um escalar r > ng e um ¢ € R, suficientemente pequeno, matrizes K, L e V,
um vetor ndo negativo p < 1, e matrizes ndo negativas H € R, G € R/,
T € RX* @ € Rvxr e Q, € Rk, tais que as seguintes condicbes sdo
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verificadas:

HL = L(A +BKC), (3.11a)

GIT = LD, (3.11b)

H1+G1,_ < Aty (3.11¢)

Hp+G1,_ < (1-¢)p, (3.11d)

TL = X, (3.11e)

T1, < 1, (3.111)

Q1L = U4KC, (3.119)

Q@R = U4KN, (3.11h)

Q11r+Q21;, < 1y, (3.11i)

VL = Ip,. (3.11j)

Prova: Pode ser realizada seguindo os passos delineados apos o Teorema 3.
Desta forma, usando a extensédo do Lema de Farkas, apresentada em J. C. Hen-
net (1995), mostra-se que: i) as relagdes (3.11a)-(3.11d) sdo equivalentes a A-
Invariancia de (3.10a), com o conjunto-UB associado (3.10b), com convergéncia
em tempo finito das trajet6rias partindo de £L§\L5, para o conjunto £Z; ii) as re-
lacbes (3.11e)-(3.11f) e (3.119)-(3.11i) sdo equivalentes a inclusao Eg CXgea
admissibilidade de £§ em relagéo a U/}, para todo x7 € L§ e ny € N, respectiva-
mente; e iii) posto(IL) = ng < r se, e somente se, L. admite a pseudo-inversa (a
esquerda) V € R"2*" como (3.11j).

0

Observacao 3 A estabilidade de Schur de (A + BKC) também pode ser mostrada
a partir das condicées algébricas na Proposicdo 1. Para isto, primeiro lembre-se
que, por hipdtese, r > ng e posto(LL) = ng. Entdo, a partir da igualdade (3.11a),
o(A + BKC) C o(H), onde H é necessariamente ndo negativa, o que garante
que o(H) pertence ao interior do circulo unitario. Além disso, define-se um au-
tovalor real positivo, denominado w, que é igual ao seu raio espectral e satisfaz
L < (1 —¢€) (BERMAN; PLEMMONS, 1994b; HENNET, J. C., 1995). Portanto,
(A + BKC) é necessariamente Schur estavel. Mais especificamente, para qual-
quer u € o(A + BKC), isso mostra que |u| < L.
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3.3 Estratégia de Projeto por Otimizacao Bilinear

Na solugcdo proposta para o Problema 1, as equacgdes (3.11a), (??),
(8.11e), (3.11g), (3.11h) e (3.11j) possuem produtos entre variaveis matriciais,
incluindo o ganho de controle K, e os termos bilineares Hop e Wp nas desi-
gualdades (3.11c) e (3.11d), respectivamente. Porém, estes produtos bilineares
podem ser apropriadamente considerados como restricdes de projeto e técnicas
de otimizacao nao linear adaptadas, podendo ser usadas para encontrar solugdes
do Problema 1, como sera discutido a sequir.

Da forma similar a proposta de Brido et al. (2020), propde-se realizar um
compromisso entre ampliar o tamanho do conjunto de condi¢des iniciais admis-
siveis L& ao longo de algumas diregbes em R"= (TARBOURIECH et al., 2011), e
reduzir o tamanho relativo do conjunto-UB £& . Define-se o conjunto de diregdes:

V = {YtVt,f=1,...,t}, (3.12)

em que v; € R sdo vetores dados e y; € R* sdo fatores de escala a serem
otimizados, de modo que a inclusao V C £8 seja satisfeita ou, equivalentemente:

LYtVt§1r,t=1,...,t. (313)

Em seguida, considere uma variavel escalar p € (0,1] definindo um limite
para o tamanho relativo do conjunto-UB L2 C L‘g. Portanto, considerando que
r>ng Ve A< 1sao escolhidos a priori, propde-se o seguinte problema basico
de otimizacao bilinear para encontrar solugbes para o projeto do Problema 1:

maxilmizar D(v4,0) = d(vt) — «p,

sujeitoa  (3.11)—(8.13), (3.14)
0

A <A,
fi(:) < @y, e=1,... i,

IN
IN

com I = (K, L, Hy, Ho, T, Q1, Qo, G, Z, W, A, v¢, p), €m que:

i) através da escolha do fator de ponderacdo « € R, a fungao objetivo pro-
posta @(y;, p) permite ponderar a maximizagdo do conjunto externo Cg
atraves dos fatores de escala associados as diregoes em V), considerando
d(yy) = Z§=1 vt, € 0 tamanho relativo de um conjunto interno £, represen-
tado por p.

ii) as restricdes adicionais, representadas por f(-) < ¢, podem ser imposta as
variaveis de decisao para diferentes fins, incluindo os numéricos discutidos
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em Brido et al. (2018) e Brido (2019) e, também, brevemente relatados
posteriormente nesta secao.

Note que, para diferentes escolhas do parametro de ponderacao «, o pro-
grama de otimizacéao (3.14) pode fornecer solugcdes diferentes para o Problema
1, dependendo também das opgdes de A, V e r.

Observacao 4 Entre as possiveis opgbes para o conjunto V, (3.12), o proje-
tista pode escolher, por exemplo, um conjunto de direcbées definidas a partir dos
vértices de X, ou um conjunto de direcbes normalizadas, possivelmente igual-
mente espacados no espago de estados, cuja escolha de t permite cobrir uma
quantidade significativa de dire¢cbes para o processo de otimizagao.

Observacao 5 Ademais, o problema de otimizacdo néo linear (3.14), cujas res-
tricbes sdo formuladas por matrizes e vetores, pode ser reescrito no formato
elemento a elemento, sendo mais adequado para a linguagem AMPL empregada
pelo KNITRO. Portanto, esta reformulacdo se encaixa bem na abordagem da
otimizac&o bilinear e para fins de projeto de controle (BRIAO et al., 2018). Por fim,
considera-sev € {1,...,ryeve€{1,...,pa} as restrigées fy(-) < @, estabelecidas,
para determinar os limites inferior e superior aos elementos de K, L e V:

k<ks<k I<lj<lev<v<V,

emaquek, k, 1,1, v,V e R. Aimposicdo destes limites é uma estratégia importante
em programagdo matematica para tratar problemas néo lineares ou ndo convexos,
para reduzir o espago de busca, promovendo assim uma busca mais eficiente de
solugbes para o problema considerado. Assim, alem da escolha dos parametros
de projeto de controle, a experiéncia do usuario na escolha dos limites superior e
inferior mencionados também afeta a busca computacional e o tempo para obter
solugbes de forma eficiente.

Vale ressaltar que algumas variaveis de decisdo do problema de otimizacao
(3.14) sao limitadas por definicdo ou por construgdo. Por exemplo, os elementos
das matrizes T, Q, W s&o todos ndo negativos, por definicdo e da matriz H séao
ndo negativos ou essencialmente ndo negativos. Da mesma forma, as variaveis
escalares envolvidas ¢(v¢), x e p devem ser ndo negativas. Aléem disso, as ampli-
tudes de restricdo de estado e controle fornecidas podem orientar o projetista na
escolha de limites compativeis para L. e, consequentemente, V.
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3.4 Exemplo Numérico

No exemplo numérico adiante, os seguintes limites inferiores e superiores
foram atribuidos aos elementos de K, Le V: k =/ =v =-1000, k = [ = v = 1000.
Além disto, a partir das desigualdades que envolvem as matrizes ndao negativas
Hy, Hy, W, G e Z, seus elementos sdo superiormente limitados por hy = hy =
w =g =2Z=1.Ainda, os escalares nao negativos y e A sdo delimitados por Ys =
0,000001, ¥ = 1000 e A = 0,99999. O estabelecimento destes limites é realizado,
via as restrigdes f;(-) < ¢, do programa bilinear (3.14), para delimitar o espaco
de busca de solucdes.

Considere, entao, o sistema (3.6) representado pelas seguintes matrizes
adaptadas de Gupta e Falcone (2019):

1 10 210 w 1
! ! 1 0:/0 1
A=10 1. 0|, B= 0|,C=|----+--|, N=|--|,e E=|1],
o= St 0 01 0 -
0 01 01 ‘ 0

cujas pertubacdes admissiveis e restricdes de estados sdo dadas por:

‘0 10-1 00071 110
| |

P=R= ] -l01 0 =10 0 eU=|-10
ST T N g

00 0 01 —1 010

Note que os dados acima representam uma planta monovariavel de 22-
ordem, conforme (3.1) a ser controlada por um compensador dinamico de 12-
ordem. Além das restricOes sobre os estados da planta, |xq 5| < 1, a matriz X
também permite representar uma restricao sobre os estados do controlador sob
aforma |xc| < 1.

Diferentes projetos de controladores dindmicos podem ser obtidos usando
o solver KNITRO (BYRD et al., 2006) para resolver (3.14). Em particular, para
t = 16 diregbes igualmente espagadas no espago de estado da planta, com
inicio no ponto [1,0], diferentes valores do fator de ponderacédo « e para r =
2ng = 6 e r = 3ng = 9, os resultados obtidos estdo resumidos na Tabela 1 e
2, respectivamente. Nestas tabelas, na segunda e terceira colunas, mostra-se o
volume de cada conjunto Eg € R3 e area da secdo de cada £8 sobre 0 espaco
de estados da planta. Nas colunas seguintes, tem-se os resultados numéricos
obtidos para os fatores p e A e 0s parametros que compdem o controlador DOF.
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Tabela 1 — Projetos DOF comr=6¢et=16

« || Volume | Area D A K = gc 22
-0,6995 0,0000
3 0,7072 | 2,2236 | 0,8386 | 0,9979 0,0000 —1,0008
-0,7382 0,0000
6 0,6409 | 2,0234 | 0,6415 | 0,9943 ~0.0052 —0.9995
-0,7614  0,0000
10 || 0,6041 | 1,8837 | 0,5791 | 0,9934 0.0000 —0.9999
—-0,7982 0,8848
20 || 0,4796 | 1,5891 | 0,4798 | 0,9899 ~0.0302 —1.1325

Fonte — Elaborado pela Autora

Verifica-se que, quanto menor o fator de ponderagcado «, maior sdo os va-
lores do parametro p, o volume de ,Cg e a area de cada secgdo de L&, visto que
prioriza-se ampliar as diregdes v; € R, Especificamente, os valores do parame-
tro p diminuem a medida que aumenta-se o valor de «, tendo em vista o peso
maior dado para a minimizagao do tamanho relativo do conjunto-UB interno. Isto
mostra que a func¢ao objetivo foi efetiva para tratar o compromisso existente entre
os tamanhos relativos dos conjuntos ﬁg e £& . Observa-se, também, que os va-
lores dos ganhos do controlador e do coeficiente A variam em cada caso. Além
disto, vale ressaltar que valores maiores que os agora relatados foram obtidos
para r =9, como mostra a Tabela 2 a seguir.

Tabela 2 — Projetos DOF comr=9et =16

« || Volume | Area P A K= gﬁ 22
—0,6343 0,2185
3 || 09261 | 2,6101 | 0,8448 | 09983 | | "' 00
-0,6687 0,0298
6 | 1.0749 | 24281 | 0,7071 | 09983 | | "')r 'gcs
~0,7071 —0,5897
10 || 0,7070 | 2,2426 | 0,5828 | 0,9961 —0,0629 —0,7940
~0,7524  0,0000
20 | 06358 | 1,9012 | 0,4962 | 0,9924 | | 3’5300 _1 0000

Fonte — Elaborado pela Autora

Na Figura 8, pode-se visualizar graficamente a solugdo obtida para « =
6, na qual representa-se os conjuntos £2, £ < R3, e na Figura 9 os seus
cortes no espaco de estado R2 da planta. A trajetéria dos estados, representada



Capitulo 3. Estabilizacdo por Realimentagao de Saida de Sistemas LITD com Perturbacbes
Persistentes 26

em preto, partem de um vértice de £&, evoluem no seu interior e permanecem
confinadas no conjunto-UB, £& , conforme esperado. Os conjuntos £&, L& € R3
séo determinados pela matriz:

0,4972 1,0276 -0,0220 1.0000

L = | -1,4972 —1,2330 -0,0788 0,0000

0,0000 3,3419 0,7282 0,0000
-1,0000 -0,0005 1,0276 -0,5040 -1,0000
0,0000 1,0005 -1,2330 11,4938 1,2468
0,0000 0,0000 -6,8903 0,08900 0,0222

Na Figura 11, apresenta-se a agdo de controle uy associada a trajetoria
tracada na Figura 8, bem como a evolugédo do estado do controlador dinamico,
x,f, que variam em torno da origem. Ainda, na Figura 10, mostra-se a evolucao
dos estados xy € xo da planta controlada, os quais também convergem para
um entorno da origem devido a aplicacdo das perturbagdes persistentes. Isto
também pode ser observado nas projecdes ortogonais sobre o espaco de estado
da planta, conforme a Figura 9.

Figura 8 — Poliedros A-invariante e UBpara x =6,r=9et =16

 I—
0.6 I P
B Cut o, =0

Fonte — Elaborado pela Autora
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Figura 9 — Projecdes ortogonais para o« =6,r=9e t =16

1 T T T
1 Proj(L5)

08 | B3 Proj(cs)
B Cut z. =0

0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

Fonte — Elaborado pela Autora

Figura 10 — Estados do sistema parax=6,r=9et =16

—
0.8 —F T2 | 7
0.6 i
0.4 .

| T Tﬂ? T o 719 _
| BRI Ut

-0.6 | .

-0.8 .

-1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

t

Fonte — Elaborado pela Autora
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Figura 11 — Agéo de controle para x =6,r=9et =16

0.6 4

-0.8 .

_1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

t

Fonte — Elaborado pela Autora

3.5 Conclusao

Neste capitulo foi descrito um estudo inicial desenvolvido no decorrer do
mestrado, consistindo de uma extensao do Capitulo 5 da Tese de Doutorado de
Stephanie Loi Brido, defendida no PPGEAS (BRIAO, 2019; BRIAO et al., 2020).
Assim, apresentou-se uma abordagem baseada em programacao bilinear para
a sintese conjunta de uma lei de controle por DOF e de um conjunto poliédrico
A-invariante, com um conjunto-UB associado, que garantem a estabilidade assin-
tética local das trajetérias, respeitando as restricoes impostas sobre as variaveis
de estado e controle, na presenca de perturbacdes externas persistentes. Atra-
vés da escolha do parametro de projeto «, a funcao objetivo considerada permite
ponderar a maximiza¢ao do conjunto A-invariante em determinadas diregdes, e
um limite superior para o tamanho relativo do conjunto-UB interno. As solucdes
6timas locais para o problema de otimizacao proposto foram obtidas de forma
eficiente pelo solver KNITRO. Ainda, com a abordagem bilinear proposta, pode-se
tratar restricbes ndo simétricas e considerar compensadores de ordem reduzida,
0 que nao é um recurso frequentemente encontrado em outras abordagens, como
as baseadas em LMIs (TARBOURIECH et al., 2011).
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4 Estabilizacao por Realimentacao de Saida de Sis-
temas LIT sob Restricoes

Uma nova abordagem baseada em programacao bilinear é apresentada
de forma unificada para a sintese de leis de controle por Realimentacao Estatica’
e Dinamica® de Saida, para sistemas lineares invariantes em tempo continuo
e discreto. Mais especificamente, considera-se que o sistema esta sujeito as
restricbes sobre os estados e as varidaveis de controle, ndo necessariamente
simétricas em relacéo a origem, e deseja-se sintetizar uma lei de controle e um
conjunto poliédrico positivamente invariante que contenha um dado conjunto de
estados iniciais admissiveis de interesse para o projeto. O problema de otimizacao
proposto tem como restricoes as condi¢des algébricas necessarias e suficientes,
que descrevem a invariancia do conjunto a ser determinado. Além disto, a funcao
objetivo em questao, inspirada em Milani et al. (1996) e Brido et al. (2018), permite
ponderar a velocidade de convergéncia das trajetérias para a origem e o esforco
de controle.

Vale ressaltar que os resultados a seguir foram publicados no Congresso
Brasileiro de Automatica (SANTOS et al., 2020) e, nesse capitulo, alguns dife-
rencias sao acrescentados, a fim de obter melhores resultados no caso DOF
em tempo discreto. A organizacao deste capitulo € estruturada como segue. Na
primeira se¢éo, € apresentado o problema discutido e, na sequéncia, as leis de
controle SOF e DOF sao desenvolvidas nas sec¢des 3.2 e 3.3, respectivamente,
nas quais sao expressas tanto as caracterizagdes algébricas da propriedade de
invariancia positiva, como também os problemas de otimizacao bilinear. Ainda, na
secao 3.4, exemplos numéricos referentes a abordagem proposta sao ilustrados
em tempo discreto e continuo e, também, um exemplo comparativo relacionado
a um projeto via LMI. Por fim, na ultima se¢ao, as concluses dos resultados
obtidos sdo apresentadas.

4.1 Apresentacao do Problema

Considere a planta a ser controlada representada por um sistema LIT em
malha aberta, dado por:

o[xp(1)]
Yp(t)

' do inglés, Static Output Feedback (SOF)
2 do inglés, Dynamic Outout Feedback (DOF)

Apo(t) + BpUp(t), (413)
Cpo(t), (41b)
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em que t € R, se o sistema € em tempo continuo ou t € N no caso de tempo
discreto, com:

dxp(t)
==, seteRy,
olxp(t)] = at ' (4.2)
Xp(t+1), seteN,

em que Xxp(f) € R é o vetor de estado, up(t) € R™ a entrada de controle
e yp(t) € RP» a saida mensurada. Além disto, Ap € R™*"», B, € R™*M ¢
Cp € RP»*"r e os pares (Ap, Bp) e (Ap, Cp) séo controlavel e observavel, respec-
tivamente.

O sistema possui as seguintes restricdes sobre as variaveis de estado e
controle, as quais séo limitadas a evoluir no interior de conjuntos poliédricos na
forma:

X = {xp(t) : Xpxp(t) < 1,,}, com Xp € Rk*", (4.3a)
U = {Up(t) . UpUp(t) < 1Iu}’ com U,D c R/Uxmp,

emquel, =[11...1]7 ¢ Rk,
Adicionalmente, considera-se um conjunto de condigdes iniciais admissi-
veis de interesse para o sistema em malha fechada, dado por:

D = {xp(0) : Dxp(0) < 1.}, com D & R, (4.4)

Este conjunto é de escolha do projetista e deve ser compativel com as restricdes
impostas sobre os estados, ou seja, D C X (TARBOURIECH et al., 2011).

Neste cenario, sera considerado o problema de estabilizacao local do sis-
tema (4.17) sujeito a restricbes (4.3a), (4.3b) e (4.4), utilizando leis de controle
por realimentacao de saida, estatica e dindmica, definidas como segue:

» Realimentacgéao estatica de saida (SOF):

Up(t) = prp(t), Kp S Rmpxpp, (45)

» Realimentagéo dindmica de saida (DOF):

(AC + /Z\)Xc(t) + chp(t), (463.)
Cexc(t) + Deyp(t), (4.6b)

plxc(t)]
Up(t)

em que 0 < n¢ € a ordem do controlador dindmico e x¢(t) € R é o vetor

de estado associado, com A¢ € RMe*c B, € R™*Po, C, € RMp>Me D, €

RMp>Pr g,

_ 0, seteR,,

A=
Ooulp,, seteN.
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O problema especifico a cada uma das leis de controle e os resultados
correspondentes serdo apresentados nas duas sec¢des seguintes.

4.2 Realimentacao Estatica de Saida

Aplicando-se a lei de controle SOF (4.5) ao sistema (4.17), obtém-se o
sistema em malha fechada:

cujas trajetérias que iniciam em (4.4) devem evoluir no interior de (4.3a) e con-
vergir assintoticamente para a origem sob a aplicagcao de entradas de controle
restritas a (4.3b).

Trata-se, entdo, de um problema de estabilizag&o local do sistema (4.7),
gue pode ser tratado utilizando-se o conceito de invariancia positiva de conjuntos
convexos (veja, por exemplo, J. C. Hennet (1995) e Blanchini e Miani (2015)).

Assim, baseado na Definicdo 3, é considerado um conjunto poliédrico
compacto com a origem no seu interior, representado como:

L = {xp(t) : Lxp(t) < 14}, (4.8)

emque L € R™", r > np e posto(L) = np. Mais especificamente, considera-se o
problema de controle SOF sob restricbes como segue.

Problema 2 Dado um sistema (4.17) sujeito a restricbes (4.3a) e (4.3b), e con-
siderando um conjunto de condigées iniciais (4.4), encontrar uma lei de controle
(4.5) e determinar um conjunto poliédrico positivamente invariante, L em (4.8),
contrativo ao longo das trajetorias do sistema (4.7) e que satisfacaD C L C X,
tais que as entradas de controle correspondentes sejam admissiveis, up(t) € U.

4.2.1 Condicoes Algébricas para Invaridncia e Inclusoes

Com vista a resolucao do Problema 2, além da invariancia positiva e con-
tratividade do poliedro £ e das inclusées D C L e £ C X, sera também imposta
ainclusdo £ C Uy, que garante a admissibilidade da lei de controle e, além disto,
evita a saturacéao (ver, por exemplo, Tarbouriech et al. (2011)), em que:

€ obtido pelo mapeamento do conjunto U, (4.3b), no espago de estados pela
aplicacéo de (4.5).
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A seguir, apresentam-se de forma unificada (tempo continuo e discreto)
as condicoes algébricas necessarias e suficientes para a invariancia positiva
e contratividade de um conjunto poliédrico (veja, por exemplo, Castelan e J. C.
Hennet (1993), J. C. Hennet (1995) e Blanchini e Miani (2015)). Ainda, mostram-se
as condicdes algébricas necessarias e suficientes para a obtencao das inclusées
entre os conjuntos poliedrais envolvidos no Problema 2, as quais podem ser
obtidas pela aplicagdo do Lema 1:

« Invariancia positiva e contratividade de £ «—= 3 H € R™*" nao negativa
(hj > 0,Vi,j) ou essencialmente nao negativa (h;; > 0, Vi # j):

« L C X < 3T € R9*" ndo negativa, tal que:
L = X, (4.11a)
T, < 1. (4.11b)

* L CUy < 3Q € R ndo negativa, tal que:
QL = UprCp, (4123.)
Q1 < 1. (4.120)

« D C L« 3W e Rl ngo negativa, tal que:
WD = L, (4.13a)

w1, < 1. (4.13b)

Além disto, é importante salientar que a matriz L € R™*", com r > np,
tem posto coluna completo se, e somente se, admite uma pseudo-inversa (a
esquerda) V € R"*" de modo que:

VL = Ip,. (4.14)

Em consequéncia dos resultados anteriores, a proposicao a seguir resume
as solugdes consideradas para o Problema 2.

Proposicao 2 O Problema 2 tem solugdo formada por uma matriz de ganhos
SOF e um poliedro L que garante a admissibilidade de up(t) via a inclusdo L C Uy
se, e somente se, existem escalares r > np e yt, e matrizes Kp, L, U, H, T, Q e
W, que verificam as condigées (4.10)-(4.14).



Capitulo 4. Estabilizacdo por Realimentacao de Saida de Sistemas LIT sob Restricoes 33

4.2.2 Problema de Otimizacao Bilinear

A utilizacao da Proposicéo 2 na sintese de solugdes para o Problema 2
carrega alguns produtos entre pares de matrizes que sao variaveis de decisao,
incluindo a matriz SOF K, e a matriz L que define o conjunto £. Mais especifica-
mente, os produtos bilineares envolvem as matrizes: i) H e L no lado esquerdo da
equacao (4.10a), assim como L e K no seu lado direito; i) Q e Lem (4.12a); iii) T
e Lem (4.13a); e vi) V e L em (4.14). Entretanto, estes produtos bilineares podem
ser considerados como restricoes de projeto do programa de otimizagéo proposto
na sequéncia. Assim, técnicas de otimizacdo nao linear apropriadas podem ser
utilizadas para encontrar solu¢des para o Problema 2, como o solver nao linear
KNITRO (BRIAO et al., 2018; BRIAO, 2019).

A seguir, com vista a formulagdo de um problema de otimizacao a partir
da solucao proposta anteriormente, serdao considerados dois critérios relativos ao
desempenho do sistema em malha fechada (4.7):

a) Velocidade de convergéncia (exponencial) da resposta dos estados, asso-
ciada ao coeficiente y;, conforme itens i) e ij) em (4.10b) e na Observacao
2;

b) Esforco de controle, associado a restricao em norma infinito:
IKpCplloo < &, & € Ry (4.15)

Isto implica na relagédo seguinte, em que ¢ representa um limitante superior
para as agdes de controle ao longo da trajetdria da trajetéria do sistema:

lup(D)loo = [|KpCpx(B)l[oc < d[X(D)]]o-

Deste modo, define-se o problema de otimizagao bilinear seguinte, consi-
derando que r > n, e os limitantes escalares Yp Ve € ¢ sdo escolhidos a priori:

minirrnizar DO(vt,d) = vt + ad,

sujeitoa (4.10)—(4.15),
O<vy,<vt<vn
0<¢ <9,
fi() < @
coml=(Kp, L, Up, H, T, Q, W,vi, d)etl=1,... L

(4.16)
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Pela escolha de «, a funcdo objetivo linear ®(y;,¢$) permite ponderar a
velocidade de convergéncia das trajetérias, representada pelo coeficiente de con-
tratividade v, e o esfor¢co de controle, representado por ¢. Logo, a escolha de
diferentes valores para o parametro « permite ao projetista testar e comparar
diferentes solugcdes com desempenhos temporais distintos. Ja as restricdes adici-
onais, representadas por f;(-) < @y, podem ser impostas as varidveis de decisao
para diferentes fins, incluindo os numéricos discutidos em Brido et al. (2018) e
Brido (2019).

E interessante relembrar que:

i) no caso continuo no tempo, y; = —e, com € € [, €], em que € > 0 € um valor
suficientemente pequeno para garantir a convergéncia das trajetérias para
a origem e o limitante € < co. Logo, a minimiza¢ao do termo y; corresponde
a maximizacao da velocidade de convergéncia representada pela abscissa
espectral —e.

i) no caso discreto no tempo, y; = A € [A,A], em que pode-se considerar
A = 0, e deve-se escolher A < 1. Neste caso, a minimizagdo do termo vy;
corresponde a minimizagao do coeficiente de contratividade A.

Conforme discutido na Observacao 5 na secao anterior, os resultados
adiante serao gerados via solver nao linear KNITRO, a fim de lidar com a robustez
presente no problema bilinear em (4.16) e, ainda, sera aplicada a estratégia
baseada na reducao do espaco de busca através da imposicao de limites, com o
intuito de obter solugdes mais eficientes.

4.3 Realimentacao Dinamica de Saida

Considere, novamente, o sistema LIT em malha aberta,

o[xp(t)]
Yp(t)

Apo(t) + BpUp(t), (4178.)

e a lei de realimentacao dinamica de saida:

(AC + A)X(;(t) + chp(t), (41 8a)
CcXC(t) + Dcyp(t), (41 8b)

plxc(t)]
Up(t)

O sistema em malha fechada, devido a realimentacao do sistema (4.17) com a lei
de controle DOF (4.18), pode ser reformulado como um sistema aumentado LTI a
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controlar formulado a seguir, em que considera-se variaveis ficticias de controle
e saida de forma classica dado por up(t) = p[xc(t)] € yp(t) = xc(1).

'pa Xo(t) | o] x| [Bo 0| |
xc(t) 0 Al | x(t) 0 In, | | Gp(t) |

wt | _[co o] %0
| 7o(t) 0 In, | | xe(t) |

e reescrito de forma simplificada como um sistema de ordem ng = np + ne,

palXa(f)] Axa(t) + Bua(t), (4.19a)
ya(t) = Cxalt), (4.19b)

CoOm Mg = Mp + N¢ € Pa = Pp + Ne, tal que, por construcéo,

xalt) = PO c R, xq0) = [P0 € R, wa(t) = [P € mme
Xc(t) 0 Up(t)
A B
ya(t) = }fp(t) erpa, A= | O p_ (B O oo Co 0}
yp(t) 0 A 0 ]Inc 0 ]Inc
Ainda, a lei de controle SOF aumentada pode ser reescrita como:
up(t) _ Dc Cc| |yp(t) _ DcCp Cc| | xp(t)
Up(f) Bec Ac| |yp(t) BcCp Ac| | Xc(t) ,
ou, ainda,
D
ua(t) = Kya(t) = KCxa(t), comK= | ¢ Cel (4.20)
B: Ac
Obtém-se, entao, o sistema aumentado em malha fechada,
P Xp(t) _ _Ap 0 Xp(t) Bp 0 Dccp CC Xp(t)
a Xc(t) i 0 ;4 Xc(t) 0 an Bccp AC Xc(t) ’
_ [ Ap + BpDCcp BpCC Xp(t)
- i Bccp A+AC Xc(t) ’

ou, simplesmente,

palxa(t)] = (A +BKC)xa(1). (4.21)
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Além disto, visando adaptar a abordagem de projeto apresentada na se¢ao
anterior ao projeto DOF sob restrigdes, considera-se o conjunto X5 C R formado
a partir das restricdes originais sobre os estados do sistema, além de adaptar-
se a restricdo sobre o vetor de controle e o conjunto de condigdes iniciais a
representacao aumentada, como segue:

Xa = {xa(t) : Xxa(t) <1,}, com X = )(()p f(] (4.22)
| Up 0

Ug = {Ua(t) . UUa(t) < 1/U}’ com U= 0 U ) (423)
D 0

Da = {xal0) : Dxa(0) < 1} comD= | © . (4.24)

nas quais X € Rk*e (J ¢ Rl*Me ¢ D € Rla*"e sao matrizes auxiliares escolhidas
pelo projetista, e Iy = Ix + Iz, Iy = lu + Iy € Ip = Iy + Ig. Em particular, X é utilizada
para impor limites & variavel de estado do controlador, U pode ser escolhida como
uma matriz nula, e D pode ter valores suficientemente grandes de tal forma que as
condigdes iniciais dos estados do controlador sejam consideradas praticamente
nulas, ou seja, x¢(0) — 0.

Ainda, para redefinir o problema de controle sob restricdes associado ao
caso DOF e obter solugdes apropriadas para este problema, considera-se um
conjunto poliédrico L5 € R, tal que:

La = {Xa(f) :Lxa(t) < 1/}, (4.25)

emquelL € R™*Ma r>ny; e posto(L) = ng.

Pode-se, entao, definir o problema a seguir, adaptado a partir do Problema
2, que visa o célculo de um controlador DOF em (4.18) que garanta o respeito das
restricoes (4.3a) e (4.3b) a partir das condicdes iniciais admissiveis de interesse
em (4.4).

Problema 3 Dado um sistema (4.19) sujeito as restricbes (4.22) e (4.23), e con-
siderando um conjunto de condigées iniciais (4.24), encontrar uma lei de con-
trole SOF aumentada (4.20) e determinar um conjunto positivamente invariante
La, (4.25), contrativo ao longo das trajetdrias do sistema (4.21) e que satisfaca
Da C L C Xy, tais que as entradas de controle correspondentes sejam admissi-
veis, ou seja, ug(t) € Ua.
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Neste caso DOF, o conjunto que garante a admissibilidade da acao de
controle, U} € R", ¢ definido a partir de (4.18b), (4.20) e (4.23) como:

Uz = {xa(t) : [Hm o} UKCxa(t) < 1m}, (4.26)

ou, entao,

4.3.1 Condicoes Algébricas e Problema de Otimizacao Bili-
near

Em funcao da reformulacao anterior, a Proposi¢do 2 pode ser utilizada
para solucionar o Problema 3 ao utilizar-se as seguintes substituicoes:

A-AB+B C+C, XX, U+~UD<+D K<+ K, L+~LeV<«V.

Proposicao 3 O Problema 3 tem solucao formada por um controlador DOF em
(4.18) e um poliedro L 5 € R que garante a admissibilidade de u(t) via a inclusdo
La C u;‘* se, e somente se, existem escalares r > nga, y¢, matrizes K, L tais que
as condicées (4.27)-(4.31) seguintes sdo verificadas:

« Invaridncia positiva e contratividade de L5 < 3 H € R™" ndo negativa
(hjj > 0,Vi,j) ou essencialmente nao negativa (hj > 0,Vi # j):

HL = L(A+BKC), (4.27a)

e L2C Xa< 3T € RX*! ndo negativa:
TL = X, (4.28a)
T1, < 1. (4.28b)
*LacUl=3TQEe R/UXT ngo negativa:
QL = UKC, (4.29a)
Q1 < 1, (4.29D)
e Dy C Lg< IW e R*¥b ngo negativa:

WD (4.30a)
W1, < 1. (4.30b)

[
.
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e Posto(L) =r > ng < 3V € RMa*T;

VL = Ip,. (4.31)

De forma similar ao caso SOF, sera definido agora o problema de otimiza-
cao bilinear referente ao sistema aumentado (4.21). Note que além do esforco de
controle, para efeito de obtencao de resultados numéricos melhor condicionados,
também se leva em conta o vetor de estado do controlador através da expressao:

IKCl[oo < b, & € Ry (4.32)

Logo, o problema de otimizacao bilinear a seguir, considerando que r > na,
e os limitantes escalares Yp Yt € ¢, sdo escolhidos a priori:

minirrnizar O(vt,d) = vt + ad,

sujeitoa (4.27)—(4.32),

0<vy,<vt<Vt (4.33)

0< ¢ <o,
fi(-) < @y,

coml=(K,L, U HT,Q W,y d)el=1,... L

Como anteriormente, no problema (4.33) pode-se ponderar através de « a
velocidade de convergéncia das trajetérias, associada ao coeficiente de contrativi-
dade ¢, e 0 esforgo de controle associado a ¢. Além disto, com as substituicdes
devidas, o programa computacional que implementa o problema de otimizacao
(4.16) pode ser adaptado e utilizado para implementar (4.33).

4.4 Exemplos Numéricos

Nos exemplos numéricos mostrados nesta secéo, os seguintes limites infe-
riores e superiores foram atribuidos aos elementosde L, Ve K: / = v = -1000, | =
v =1000, k =—-10 e k = 10. Além disto, a partir das desigualdades que envolvem
as matrizes ndo negativas ou essencialmente ndo negativas H, seus elementos
sdo superiormente limitados por h = 100. Ainda, os escalares ndo negativos y; e
¢ sdo delimitados por A = 0,99999, € = 100 e ¢ = 10. Os resultados numéricos
séo obtidos usando o solver KNITRO (BYRD et al., 2006).
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Exemplo 1: Sistema em Tempo Discreto

Considere o sistema (4.17) discreto no tempo, adaptado de Gupta e Fal-
cone (2019), representado pelas seguintes matrizes:

Ap = [; 1] Bp = H Co=1 0|,

cujas restricoes nao simétricas sobre os estados, X, e o controle, U/, sdo definidas
a partir das matrizes:

T
08 0 -1 0 1
X=|" e U= .
o 1 0 -1 -1,25
O conjunto de condicdes iniciais admissiveis de interesse, D, é definido
como um poligono hexagonal circunscrito em um circulo de raio 0,75, com:

;
p_ |15 15 15 -15 3 -3
|3 -3 3 -3 0 of

A - Projeto por Realimentacao Estatica de Saida

Os resultados obtidos a partir do problema de otimizagao (4.16) para di-
ferentes opgdes do parametro de otimizacdo « com espagamento de 0,1 no
intervalo [0, 1], considerando A = 0,9999 e r = 2n = 4, estao resumidos na Tabela
3 e, comr=23n=6, na Tabela 4.

Tabela 3 — Projetos SOF com r = 4

x| A [ ¢ | K | o(A + BKC) |
0| 0,9999 | 7,5098 | [-0,6666] | {0,3333 4+ 0,47141}
10,9999 | 0,6666 | [-0,6666] | {0,3333 + 0,4714/}

Tabela 4 — Projetos SOF com r =6

x| A | ¢ | K | oA+BKC) |
0 108571 | 7,6072 | [-0,5714] | {0,4286 £ 0,49497}
0.1 10,8571 | 05714 | [-0,5714] | {0,4286 £ 049497}
0,2 | 0,8660 | 0,5000 | [-0,5000] | {0,5000 + 0,50001/}
}
}
}

0,4 | 0,8660 | 0,5000 | [-0,5000] | {0,5000 + 0,5000i

0,9 | 0,9580 | 0,3880 | [-0,3880] | {0,6119 + 0,4873/

1 10,9999 | 0,3450 | [-0,3450] | {0,6550 + 0,4754i
Fonte — Elaborado pela Autora
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Neste exemplo, obtiveram-se resultados restritivos para r = 4, com valores
fixos em A = 0,9999. Contudo, para r = 6, 0s valores numéricos foram maiores,
sem mudancas consideraveis em comparacao aos resultados obtidos com r = 8.
Note que, na Tabela 4 para « € [0,3; 0,8], os resultados foram iguais aos valores
obtidos para « = 0,4.

Assim, visando mostrar a eficiéncia da funcao objetivo ®(A,$) escolhida
no problema de otimizacao, pode-se observar que com o aumento do fator de
ponderacao «: i) o valor do coeficiente de contratividade aumenta, o que implica
no aumento de magnitude dos autovalores de (Ap + BpKpCp) €, consequente,
diminuicdo da velocidade de convergéncia das trajetérias; e ii) tem-se valores
menores do coeficientes ¢ e, portanto, da magnitude do ganho proporcional Kp.

Na Figura 12, pode-se visualizar e comparar graficamente as solugdes
obtidas para « = 0,1 e « = 0,9 em termos do conjunto invariante £ e das trajetérias
de estado partindo de um dos vértices do conjunto D. Nota-se que, em ambos
0S casos, as trajetorias evoluem no interior de £, mas tendem de forma diferente
para a origem, refletindo os coeficientes de contratividade distintos obtidos nos
dois casos. As matrizes L obtidas para « = 0,1 e «x = 0,9 sao:

[ 0,7499 —1,1666] [ 0,3682 —1,3333]
1,0404 —0,2290 0,2577 0,9372
0,0079 1,0235 ~1,0000 0,0000

Lo = eLog =
0,1666 —1,1666 —0,2336 —1,0437
—0,6990 1,2262 —0,4795 1,3333
—1,0000  0,0000 | 1,0632 -0,4549|

As acgdes de controle correspondentes as trajetérias citadas sdo mostradas
na Figura 13, na qual se verifica que um menor coeficiente de contratividade
foi obtido em detrimento de uma acao de controle com amplitude maior nas
amostras iniciais. A energia correspondente aos dois sinais de controle, cujo valor
é aproximado por ||u(t)|l¢, ~ £25,u(t)?, é: ||ug 1l¢, = 0,3516 € ||ug gll¢, = 0,3197.
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Figura 12 — Projeto SOF para « = 0,1 e x =0,9,com r =6

e
=2}
T

e
=9
T

o
N
T

B

Fonte — Elaborado pela Autora

Figura 13 — Acao de controle para x =0,1 e x =0,9, comr =6

0-5 T T T T

—k U

* —0O Uy
04 -

0.2 r J

0.1

-01
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0 5 10 15 20 25

Fonte — Elaborado pela Autora
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B - Projeto por Realimentacao Dinamica de Saida

Os projetos de controladores dindmicos por DOF de ordem reduzida, n¢ =
1, sdo reformulados como um sistema aumentado de ordem ng = 3. Para tanto, o
sistema (4.21) é representado pelas seguintes matrizes aumentadas:

1 1:0 210 ‘

A=lo10]|,B=|10 ,(c:[10+°]_
SR e 0 01
0A 01 |

Atribuindo-se X = [1 —1]7, ou seja, |xc(f)] < 1 e U = 0, as restricdes de
estado e controle nos espagos aumentados sao definidas por:

' T
080 -1 0:0 O
|

X=1 0 1 0 -1:0 0 e U=

Ainda, para aproximar o conjunto de formato hexagonal, D € R2, no espaco
aumentado, considerou-se D = [d —d], com d = 104, obtendo-se:

‘ T
15 156 15 15 3 -3: 0 0

I - Experimento com A=0

Os resultados obtidos a partir de (4.33) considerando A = 0 (atraso puro),
estdo resumidos na Tabela 5, seguindo os mesmos parametros de otimizacao «
anteriores, e para r = 3n, = 9. E interessante observar que, comparativamente
ao projeto SOF anterior, a utilizagdo do controlador DOF permitiu obter coefici-
entes de contratividade menores (portanto, autovalores com magnitudes também
menores) quando se pondera menos o esfor¢co de controle («x = 0; 0,1 e 0,2). Por
outro lado, para os valores de « = 0,9 e 1, foram obtidos valores menores para
o limitante ¢ da agao de controle, o que mostra a coeréncia da funcao objetivo
considerada em relacdo a ponderagao entre o coeficiente de contratividade e o
esforco de controle.
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Tabela 5 — Projetos DOFcomr=9e A=0

Dc  Cc
Be Ac
-0,5704 -0,1412
-0,4281 0,0472
-0,5703 -0,1316 0,4895 + 0,4639/,
—-0,4592 -0,2417 -0,3612

e

—0,5602 0,0852 {0 4980i04522'}
] oo
el
g
P

o4 A o) K= o(A + BKC)

0,4989 + 0,4375/,

0 | 0,8027 | 9,4471 00912

0,1 0,8028 | 0,7018

02108121 10,6454 | | §5ons 0 0229 0,1394

-0,5000 -0,0000 0,5000 + 0,5000/,
-0,0280 -0,0444 —0,0444
-0,3333 0,0000 0,6661 +0,4714,
0,0125 -0,0361 —0,0361
-0,3333 0,0000 0,6667 + 0,47141,
0,0078 -0,0990 —0,0990
Fonte — Elaborado pela Autora

0,4 | 0,8660 | 0,5000

0,9 | 0,9999 | 0,3333

1 10,9999 | 0,3333

Na Figura 14 pode-se visualizar graficamente a solugéo obtida para « =
0,1, cujo conjunto £ € R3 é determinado pela matriz:

-1,0000 1,1245 0,1751 1,1219
L = 0,0000 -0,4057 -1,2455 -0,4223
0,0000 0,0083 0,3277 1,7494

-0,8872 -0,6666 —1,0775 0,6666 -0,2627
0,8907 1,3333 0,5109 -1,3333 11,3332
0,8221 -0,0089 -2,0166 0,0480 -0,4098

Observa-se, em particular, que a trajetéria dos estados evolui agora no
espaco de estados aumentado, muito embora tenha iniciado no interior do con-
junto D definido originariamente no espaco de estados do sistema a controlar. Na
Figura 15, apresenta-se a agdo de controle up(t) associada a trajetéria tragada
na Figura 14, bem como a evolugéo do estado do controlador dindmico, x¢(t). A
energia deste sinal de controle associado ao coeficiente de contratividade Appf =
0,8028, ¢ aproximado por ||up(t)|le, ~ Z2°,up(t)? = 0,7568, a qual é maior do que
o valor ||ug 1|l¢, = 0,3516 obtido no caso SOF, com Agpr = 0,8571.
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Figura 14 — Projeto DOF para « =0,1,r=9e A=0

Fonte — Elaborado pela Autora

Figura 15 — Ag&o de controle e estado do controlador para «=0,1,r=9e A=0
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Fonte — Elaborado pela Autora
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Il - Experimento com A = 1

Agora, um experimento é realizado com A = 1, em que novamente 0s mes-
mos parametros de otimizacado « sao estipulados para r = 9 e os resultados estao
resumidos na Tabela 6. Em vias de comparagdo com o caso anterior, destaca-se
que para A = 0 obtém-se menores coeficientes de contratividade e, consequente-
mente, menores o0s autovalores de magnitudes; ja para A = 1 foram encontrados
menores esfor¢cos de controle. Portanto, cada um dos experimentos explorados
podem ser considerados com base nos objetivos delineados pelo projetista.

Tabela 6 — Projetos DOF comr=9e A= 1

Dc Cc
Be Ac
-0,5703 0,1905
0,3172 —1,2927
-0,5175 0,0687 0,4719 + 0,4690/,
0,2459 -0,3403 0,6808 }

-0,5000 0,0000 {0,5000 + O,SOOOI,}

x A b K = o(A + BKC)

0 | 0,8027 | 9,4550

0,4876 + 0,4669/,
—-0,4087

0,1 | 0,8507 | 0,5862

02| 0,8660 | 05000 | (“’oiee ¢ ro0 0,5210

-0,5000 -0,0000 0,5000 + O,SOOOI,}

0.4 | 0,8660 | 05000 | (“’0oto ~0su7e 0,5525

-0,3881 0,0000
—0,0090 -0,3566
-0,3333 0,0000
-0,0147 -0,3175

Fonte — Elaborado pela Autora

0,9 | 0,9580 | 0,3880 056119i0,4873/,}

0,6434
0,6667 + 0,4714/,
0,6825

1 10,9999 | 0,3333

Na Figura 16 pode-se visualizar graficamente a solucao obtida para « =
0,1, cujo conjunto £ € R3 é determinado pela matriz:

0,0412 -0,2774 -1,0000 0,0933
L = | -1,1755 -0,5282 0,0000 1,0409
-0,1616 -0,1228 0,0000 0,0782

0,3734 -0,6190 -0,4660 0,9437 0,6667

-1,1447 1,3333 1,3330 -0,0331 -1,3333
-2,0445 0,0959 2,2471 0,1915 -0,2136
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Figura 16 — Projeto DOF para x = 0,1, r=9e A= 1

Fonte — Elaborado pela Autora

Figura 17 — Ac&o de controle e estado do controlador para = 0,1, r=9e A= 1
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Fonte — Elaborado pela Autora
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Semelhante ao caso anterior, na Figura 17 apresenta-se a agédo de con-
trole up(f) associada a trajetéria tragada na Figura 16, bem como a evolugao
do estado do controlador dinamico, xc(t). A energia deste sinal de controle
associado ao coeficiente de contratividade A,_; = 0,8507, € aproximado por
lup(t)|le, =~ £25,up(t)? = 0,5366, a qual € menor do que o valor ||ug 1 ||¢, = 0,7568
obtido no caso DOF com A4_, = 0,8028.

Exemplo 2: Sistema em Tempo Continuo

Considera-se o sistema continuo no tempo (4.17), definido pelas seguintes
matrizes adaptadas de Blanchini e Miani (2015):

MR

T
para o qual U = [ 0,125 —0,125] determina as restricdes simétricas de controle
U, e as de estados, X, sdo definidas pela matriz:

T
10,3333 0 -0,3333 -0,3333 0 0,3333
~ | 025 025 -0,0833 -0,25 -025 0,0833|

O conjunto de condic¢des iniciais admissiveis de interesse, D, € definido
como um poligono retangular, com:

1 -1 0 O !
D= :
[0 0 1 —1]
A - Projeto por Realimentacao Estatica de Estados

A lei de controle considerada neste caso € do tipo realimentagéo estatica
de estados, u(t) = Kx(t), com K € R1*2. Os resultados obtidos a partir de (4.16)
sao expostos na Tabela 7, com parametros de otimizacéo espacados de 0,1 no
intervalo [0, 0,4], —e = (—100, —0,00001) e r = 6. Também pode-se observar o
compromisso devido a escolha do fator «, entre a velocidade de convergéncia das
trajetérias para a origem através do coeficiente €, e da agao de controle através
de ¢. Ademais, neste exemplo em tempo continuo, obtém-se um dos autovalores
igual, ou bem préximo, a abscissa espectral —e.
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Tabela 7 — Projetos de K € R'*2 com r = 6

x| e | ¢ | K \ o(A+ BKC) |
0 | 1,4127 | 9,3986 | [-3,8571 -4,1429] | {-1,4127,-2,7302}
0.1 | 1,3273 | 7,1061 | [-3,2958 -3.8104] | {(—1,3273,—2.4831}
0,2 | 0,9999 | 4,3333 | [-1,6667 -2,6667] | {—1,0000,—1,6667}
{- }

{- }

0,3 | 0,2368 | 1,2287 | [-0,1900 -1,0388] 0,2369,-0,8019
0,4 | 0,0001 | 0,5002 | [-0,0001 -0,5002] 0,0001,-0,5001
Fonte — Elaborado pela Autora

Nas Figuras 18 e 19, pode-se comparar graficamente as solu¢des obtidas
para trés valores de «, em termos do conjunto invariante £ e das trajetorias de
estado partindo de um dos vértices do conjunto D. Nestas figuras, tem-se: o =
0,1 com trajetorias pontilhadas (- - -); « = 0,2 com trajetérias continuas (—); e « =
0,3 com trajetérias tracejadas (- -).

Na Figura 18, observe nos trés casos que as trajetdrias evoluem no interior
de L correspondente, porém convergem para a origem de formas distintas, com
base nos coeficientes de contratividade associados.

Figura 18 — Projeto StF para « = 0,1, 0,2 e 0,3
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Fonte — Elaborado pela Autora
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As matrizes L obtidas para « = 0,1, 0,2 e 0,3 s&o:

Lo =

Loz =

—0,7128 —0,2871]
0,0156  0,0333

~0,4014 —-0,5524

—0,0520  0,0002
0,4010  0,5521
0,7128 0,2871

, Lopo

[—0,1181
0,2055
0,4450

~0,1944

~0,4450

—0,3210

[ 0,2508
—0,4346
—0,6249

0,6249
—0,3103
—0,1749

—-0,0033
—-0,4559
0,5549
0,5027
—-0,5549
-0,1352

0,5008|
~0,2339
—0,3750
0,3750
~0,5603
0,0146 |

Figura 19 — Acao de controle para « = 0,1, 0,2 e 0,3

-------
.........
o

Fonte — Elaborado pela Autora
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A energia correspondente aos sinais de controle, cujo valor € aproximado
1 -
por [[u(t)|z, ~ ft=% u(t)2dt, sdo: |Uo 1llz, = 223,5862, ||ug 2z, = 91,0360 e
”U0’3HL'2 = 7,8576.

Exemplo 3 - Comparacao com Projeto via LMI

Considere o sistema a seguir adaptado de Tarbouriech et al. (2011):

0 1 0 10
Ap = , Bp = e Cp= ,

-
para o qual U = [ 0,2 —0,2} determina as restricbes simétricas de controle U,
e as de estados, X, sdo definidas como |x{| < 6 e |xo| < 4,5, dado pela matriz:

;
X 0 0 0,2222 —0,2222
~ 10,1666 -0,1666 O 0 '

O conjunto de condicdes iniciais admissiveis de interesse, D, é definido
como um poligono retangular, com:

1 -1 0 O T
D= .
[O 0 1 —1]
Neste caso, sera realizada uma comparagdo com a técnica baseada em
LMI para o projeto de realimentacdo de estados sob restricées, apresentada
no Apéndice A. Este projeto via LMI, permite minimizar um limitante superior
para a energia do sinal de controle, sob a forma ||u(t)||., < ¢, para um valor
pré-especificado do fator €, também garantindo o respeito de restricoes via um
conjunto positivamente invariante elipsoidal. Entao, para efeito de comparacéo,
considera-se no problema de otimizacao bilinear (4.16) que o fator e também é
dado e objetiva-se somente minimizar o limitante superior para ||K||~, através da
minimizacao da fung¢ao objetivo ®(¢) = ¢.
Os resultados obtidos via a técnica de projeto LMI sdo expostos na Tabela
8 para diferentes valores pré-estabelecidos para €. Nesta tabela, 95 e 94 repre-
sentam, respectivamente, o limitante para ||u(t)||., obtido via o problema (A.8)
para sintese da realimentacéo de estados, e o valor corrigido via o problema de
analise (A.14).
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Tabela 8 — Projetos por LMI

e [1Kllo | 9s | 92 | K [ o(A+BKC) |
10~ | 3,8788 | 8,4370 | 8,4370 | [2,0087 1,8701] | {~0,9350 + 0,36671}
0,5 | 3,8965 | 8,4370 | 8,4370 | [2,0083 1,8883] | {-0,9441 + 0,3420}
1| 4,2079 | 8,8526 | 8,5053 | [2,2078 2,0001] | {~1,0000 + 0,4558}

Fonte — Elaborado pela Autora

O mesmo cenario de valores pré-especificados para € é considerado para
realizar o projeto via invariancia positiva de poliedros, utilizando-se r = 4. Estes
resultados sdo resumidos na Tabela 9. Observe que os valores encontrados

> 2
de ¢ corresponderam a ||K||co = max;_q Z/=1 |Kjjl, € que os valores 95 foram
encontrados via o problema de anadlise (A.14).

Tabela 9 — Projetos por invariancia positiva com r = 4

e | & | 92 | K \ o(A + BKC) |
104 12859 | - | [1,0000 0,2859] | {~0,0001,-0,2858}
05 | 2.8927 | 9.7719 | [1,4643 1,4285] | {~0,5000,—0,9285

1 8,7413 | 8,8099 | [2,5000 2,5000] | {—1,0000,—-1,5000}

Fonte — Elaborado pela Autora

Em ambas as abordagens, as variaveis ¢ e 95 limitam o esforco de controle
de modo que, quanto maior o fator de contratividade e, maiores s&o os valores
limitantes ¢ e ¥s. Contudo, por invariancia positiva, o esforco de controle do sinal
u(t) é associado a norma infinito e, por LMI, é representado pela norma L».

Deste modo, através do projeto de analise por LMI utilizando os valores de
K obtidos por invariancia positiva, as variaveis 95 sdo comparaveis entre si, como
também os valores obtidos por ||K||- € ¢. Em relacdo aos valores das variaveis
¥4, melhores resultados sao obtidos via LMI, visto que o objetivo € minimizar a
energia de controle. No entanto, ao comparar os valores de ||K||- € ¢, quanto
menor o fator e, melhores resultados s&o obtidos via invariancia positiva.

A sequir, para o fator de contratividade e = 0,5, sdo ilustradas as duas
abordagens discutidas nesta se¢cao, com as mesmas restricoes de estados X' e
condicoes iniciais admissiveis de interesse D, em que 0s conjuntos £(Ps), £(P3)
e L, cujas trajetorias permanecem contidas em seu interior, sdo representados
nas Figuras 20 e 21, respectivamente. Em particular, na Figura 21, observa-se
que os dois conjuntos invariantes e contrativos £(P3) € £ contém o conjunto D,
0 que garante o atendimento dos critérios relacionado a agao de controle para
todas as condicodes iniciais de interesse.
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Figura 20 — Projeto de sintese e analise por LMI para € = 0,5

Figura 21 — Projeto por invariancia positiva e analise por LMI para

-6

Fonte — Elaborado pela Autora
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Na Figura 22, apresentam-se as agbes de controle u(t) associadas as
trajetérias nas figuras anteriores, referentes as abordagens por LMI e invariancia
positiva, cujos valores iniciais estdo diretamente associados a medida || K ||, pois

T
Xy = [1 O].
Figura 22 — Agbes de controle para € = 0,5
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Fonte — Elaborado pela Autora

4.5 Conclusao

Uma abordagem baseada em programacao bilinear foi proposta para a
sintese de leis de controle por realimentagdo de saidas em tempo continuo e
discreto. O intuito foi determinar um conjunto poliédrico positivamente invariante,
que garante a estabilidade assintética local das trajetorias partindo de um dado
conjunto de condi¢des iniciais, respeitando as restricdes impostas sobre as va-
riaveis de estado e controle. Através da escolha do parametro de projeto «, a
funcdo objetivo considerada permite ponderar os critérios de desempenho da
velocidade de convergéncia das trajetérias e do esfor¢co de controle. A proposta
possui capacidade de lidar com os trés controladores classicos fundamentais (StF,
SOF e DOF) e, em especial, de tratar restricbes ndao simétricas e de considerar
compensadores de ordem reduzida, o que nao € um recurso frequentemente
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encontrado em outras abordagens como as baseadas em LMIs (TARBOURIECH
et al., 2011). Por esta razdo, uma comparacao entre essas duas abordagens foi
realizada via exemplo numérico com restricdes simétricas sobre os estados e
controle. Entretanto, a partir deste exemplo e da comparacéao realizada, nao é
possivel generalizar sobre as vantagens da abordagem poliédrica sobre a via
LMI.
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5 Projeto do Controlador Pl para Sistemas Restri-
tos

Uma nova abordagem de projeto de otimizacao bilinear é elaborada neste
capitulo, para uma lei de controle semelhante a Pl com um termo feed-forward,
via conjuntos poliédricos por invariancia positiva ou A-invariancia, cujo projeto
garante a estabilidade local e o respeito as restricoes de estado e controle. Em
particular, na abordagem via invariancia positiva, integra-se o modelo de sinal do
degrau de referéncia com espaco de estado em malha fechada, que ja obedece
ao Principio do Modelo Interno, permitindo descrever o sistema de malha fechada
como um sistema autdbnomo estendido.

Destaca-se que os resultados a seguir foram publicados no XXIV Con-
gresso da Associagédo Chilena de Controle Automatico (IEEE ICA-ACCA) (SAN-
TOS et al., 2021). Na secdo adiante é apresentado o problema em questdo. Na
secao dos resultados principais, aplica-se a propriedade de invariancia positiva
para propor um conjunto personalizado de condi¢oes algébricas, que resolvem o
problema de rastreamento de referéncia restrito considerado, sem a necessidade
de realizar as mudancas de variaveis impostas em Tarbouriech et al. (2000) e
Flores et al. (2008). No mesmo aspecto, um conjunto de condi¢des numerica-
mente menos complexo do que o primeiro é obtido, considerando que o degrau
de referéncia pertence a classe de sinais exégenos persistentes (limitados em am-
plitude) e o conceito de A-invariancia relacionado. Na secao 5.3 sédo elaboradas
combinagdes de problemas de otimizagéo, de acordo com cada objetivo previsto.
Na secdo seguinte, exemplos numéricos e simulagdes sdo descritas em tempo
continuo e discreto. Finalmente, as conclusdes destes resultados sdo apontados
na ultima secéo.

5.1 Apresentacao do Problema

Considere a planta a ser controlada representada por um sistema monova-
riavel LIT em malha aberta, dado por:

yp(t) Cpo(t), (51b)

em que t € R, se o sistema € em tempo continuo ou t € N no caso de tempo
discreto, com:
dxp(t)

_) T& seteR,
olxp(1)] { Xp(t+1), seteN, 52)
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em que xp(f) € R é o vetor de estado, up(t) € R™ a entrada de controle e
Yp(t) € RPr a saida mensurada. Além disto, Ap € R™**"», B, c R e C,, c R™ e
0s pares (Ap, Bp) e (Ap, Cp) sé@o controlaveis e observaveis, respectivamente.

Os estados da planta e as entradas de controle s&o restritos para evoluir
dentro de conjuntos poliédricos, dado por,

Xp = {xplt) : Xoxp(t) <1}, Xp € Rbe™", (5.32)
Up = {up(t): Upup(t) <11}, Up € RY, (5.3b)
emquel; =[11...1]7 ¢ Rk,

Uma lei de controle considerada é do tipo proporcional e integral (Pl) com
um termo de feed-forward associado a referéncia, conforme a Figura 23, tal que,

Up(f) = Kpyp(t) + Kixi(f) + Kryr(t), (5.4)

com (Kp,K), Kr) € R, onde o sinal yr(t) € R representa um degrau de referéncia,
e(f) = yr(t) — yp(t) € R define o erro de referéncia e x(t) € R € a integral do erro
de referéncia,

fé e(t)dt, seTeR,,

5.5
26_1 e(t), seteN. 59

Figura 23 — Controlador Pl com termo feed-forward
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Fonte — Elaborado pela Autora

Considera-se adiante que o estado do integrador também deva ser limitado,
Xpo= () Xpx(t) <13, ), X € RA <, (5.6)

Observe que, devido as restricdes de controle e estados, a propriedade
de estabilidade e rastreamento que, a partir do Principio do Modelo Interno (PMI)
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(FRANKLIN et al., 2015; FADALI; VISIOLI, 2013; CHEN; SHAFAI, 1999), sao
inerentes a qualquer lei de controle Pl semelhante a (5.4), sera valida apenas
localmente. Assim, considera-se que o sinal de referéncia degrau, yr(t) = ry, Vt >
0, tem sua amplitude limitada no intervalo simétrico ry € [-p,p], para algum
escalar positivo real p, ou, equivalentemente,

1],ep=H. 57)
-1 D

A partir da apresentacao acima, o interesse principal estd em sintetizar os
ganhos de controle (Kp, K}, Kr) em (5.4) e determinar o limite p em (5.7), de modo
gue as restricdes de estado e controle sejam cumpridas e o degrau de referéncia
yr(t) seja rastreado assintoticamente para qualquer condi¢ao inicial pertencente
a uma regiao a ser definida posteriormente.

O sistema dinamico escalar cuja solucéo é dada por (5.5), € um sistema
integrador sob a forma:

R={f01Rfo§p},R=

0, seteR,,
olx)(H)] = Ayx(t) + e(t), com A, = (5.8)
1, seteN.

Entao, a partir de (5.1), (5.4) e (5.8), considera-se o sistema em malha fechada,
dado por 1:

olxg(t)] = Agxg(t) + Bgyr(t), (5.9)

Xp

em que X = [X/ eR™, ny=np+1, Ay € RN e By € R, tal que,

Ap + BpK, BpK BpK,
AC/=[p+ pKoCp  BpK; eBC/=[pr

—Cp A/ 1

Para lidar com as restricbes de estado definidos no espaco de estado

em malha fechada, de (5.3a) e (5.6), pode-se determinar o seguinte conjunto
aumentado,

Xp 0O

KXo = {XC/ : XC/XC/ < 1/)(} , XC/ = [ 0 X S Rlxc/xnd, IXc/ = /Xp + IX/- (5.10)
/

Além disto, para garantir a satisfacdo da restricdo de controle, a seguinte
condi¢&o obtida de (5.3b) e (5.4) deve ser vdlida Vry € R,

Uy = { [’;Z’] Up |[KoCp Kj K| [Xc’] <1 ,u}. (5.11)

o
' Daqui em diante, sempre que possivel, a dependéncia do tempo t sera omitida.
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Problema 4 Dado o sistema (5.1), encontrar os ganhos de controle Kp, K; e Ky
em (5.4), determinar o limite de referéncia p em R, (5.7), e um conjunto Ly € R
tal que, para qualquer condigéo inicial Xy o € Lo, a trajetoria correspondente do
sistema de malha fechada (5.9) converge assintoticamente para qualquer degrau
de referéncia com amplitude ry € R, respeitando as restricbes de estados Xy,
(5.10), e controle Uy, (5.11).

As solucbes propostas para o Problema 4 baseiam-se, sobretudo, no clas-
sico Principio do Modelo Interno (PMI) e na propriedade de invariancia positiva
de conjuntos poliédricos. Observe que, a partir do cumprimento das restricoes,
evita-se a saturagao do controle, 0 que nos permite aplicar o PMI ao modelo linear
de malha fechada (5.9).

5.2 Resultados Principais

Nesta sec¢do, utilizam-se as propriedades de invariancia de conjuntos po-
liédricos para propor duas solugdes distintas para o Problema 4.

5.2.1 Solucao Baseada em A-Invariancia

Inicialmente, propdem-se condi¢des para resolver o Problema 4, conside-
rando que o degrau de referéncia como um sinal exdgeno persistente limitado, e
aplica-se o Teorema 2 ao modelo de malha fechada ndo auténomo (5.9). As con-
di¢cdes propostas possuem um grau de conservadorismo inerente ao considerar
um conjunto de sinais que contém o degrau como um caso particular, mas podem
produzir boas solucdes para o Problema 4, como sera verificado posteriormente.

Proposicao 4 O Problema 4 tem uma solugdo formada pelas matrizes de ganho
(Ko, K|, Kr), limites £p, e um conjunto poliédrico de condigdes iniciais,

se para algum inteiro r > n, existe: as matrizes Ly € R™*"d e Vy € RMa*; as
matrizes positivas Ty € RFa*" Qy € RXT H, € RM*F Qp € Rk uma matriz
Hg € R™" e um escalar y; que satisfaga as condigées i) e ii) no Teorema 1, de
modo que as seguinte condi¢cbes sdo verdadeiras,
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Heiler = LeiAcs (5.13a)
HR = LyByg, (5.13b)
Hodr+ Hrp < o4y, (5.13c)
Helr < vilr, (5.13d)
Teiler = Xeos (5.13e)
Telr < 1, (5.13f)
QoL = Up|KpCp K. (5.13)
QR = UpK, (5.13h)
Qulr+Qp < 1, (5.13i)
Vogle = Ing, (5.13))

—v, comvecR,seteR,,

em que oy =
a f {w, comwe[0,1)seteN.

Prova: Suponha que as relagdes (5.13a)-(5.13j) sejam verdadeiras. Assim, a
aplicacao dos resultados da Secao 2.2.2 ao sistema nao auténomo (5.9) permite
concluir que:

1. A existéncia de V em (5.13)) € equivalente a posto(L,) = ng visto que,
por hipdtese, r > n, 0 que significa que V. é a matriz pseudo-inversa a
esquerda de L. Como posto(R) = 1, isto implica que posto(L) = n=ng + 1,
deste modo o poliedro associado L, (5.12), € compacto e contém a origem
em seu interior.

2. As relacdes (5.13a)-(5.13c) podem ser reescritas equivalentemente sob a
forma (2.13a)-(2.13c), considerando-se as substituigbes H < H,, L +
Lepy A<= At W < Hr, E < By, & <= 1,1, < p, e utilizando-se a variavel
o¢. Assim, do Teorema 2, £ é um conjunto A-invariante do sistema (5.9).
Além disto, as relagbes (5.13a) e (5.13d) garantem que A, é Hurwitz em
tempo continuo, ou Schur em tempo discreto. Portanto, no primeiro caso,
seus autovalores tém partes reais negativas menores ou iguais a —e €, no
segundo caso, 0 modulo dos seus autovalores € menor ou igual a A.

3. As relagbes (5.13e)-(5.13f) garantem L, C X,. Da mesma forma, as rela-
coes (5.139)-(5.13i) garantem L, C U, onde U € dado por (5.11).

Dos pontos 1) a 3) acima, podemos concluir que para cada ry € R e qualquer
condigao inicial x o € Ly, as trajetérias de malha fechada correspondentes se
comportam linearmente seguindo a dindmica de (5.9), permanecem dentro de L,
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e respeitam as restricées de estado e controle (evitando a saturacao de controle).
Além disto, por construgéo, A, € Hurwitz em tempo continuo, ou Schur em tempo
discreto. Portanto, o PMI permanece valido dentro de L, e as trajetérias sao tais

que lime_,oo ¥(1) = 1o.

5.2.2 Solucao Baseada em Invariancia Positiva

Para considerar explicitamente o degrau de referéncia no procedimento de
projeto, considere o seguinte sistema autbnomo:

0 [);C/] — XC/] , com [XC/(O)] — [XC/,OI , (514)

Yr yr(0) o
em que, por definigdo, o vetor de estado estendido x = [ch
n=ng+1.

Observe que o subsistema escalar p[yr] = A;.yr, com yr(0) = ry, € 0 modelo
dindmico para o degrau de referéncia yr = ry, Vt > 0, que deve estar dentro
do intervalo [—5 5}. Consequentemente, o sistema auténomo (5.14), também
obtido a partir de (5.9) é, por definicdo, Lyapunov estavel, muito embora a matriz
do sistema de malha fechada A, deva ser Hurwitz em tempo continuo ou Schur
em tempo discreto para garantir que o PMI seja verdadeiro.

Agora, podemos afirmar o seguinte resultado que se baseia substancial-
mente na propriedade de invariancia positiva descrita na Secéo 2.2.1.

A N Ber

OjA;

.
yr} € R", com

Proposicao 5 O Problema 4 tem uma solugao formada pelas matrizes de ganho
(Kp, K}, Kr), limites +p, e um conjunto poliédrico de condigbes iniciais L, se para
algum inteiro r > n, existem as matrizes (L), Leq) € R™ ", Vi € R*" - um
vetor L, € R'; matrizes positivas Ty € Rx*", Qy € Rv*I H, € R T, €
Rhxk @ € Rv*l, uma matriz Hy € R™" e um escalar v; que satisfaca as
condigcbes i) e ii) no Teorema 1, de modo que as seqguintes condi¢cbes sejam
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verdadeiras,
Heiller = LeiAcl, (5.15a)
Holr+ HR = LgyBg + LrA), (5.15b)
Hy1r+ Hrp < o041, (5.15¢)
Ho1r < vy, (5.15d)
Tolg = Xy (5.15e)
ToLlr+ TR = 0, (5.15f)
TeTr+Trp < 1, (5.159)
Qule = Up [Kpcp K,], (5.15h)
Qelr+QrR = UpK, (5.15i)
Qutr+Qp < 1, (5.15])
Leg(Ag—6In,) = —Lg, (5.15k)
+(LegBg +Lr)p < 1r, (5.15l)
Veole = Ing. (5.15m)
—v, comv € R, seteR,, 0, seteR,,
emquecft={ w, comwe[0,1)seteN, © 6={ 1, seteN.

Prova: Suponha que as relagdes (5.15a)-(5.15l) sejam verdadeiras, e considere
as seguintes defini¢cdes para aplicar alguns dos resultados da Sec¢éo 2.2.1,

Az | Ao Ba | Lo by Ha e A
0 A ’ 0 'R ’ 0 6l ’ o |’
X1 0 T T
X = 7707/%77, = 79/4757 eo: Q \Q
AT B eeslasial]

Assim, temos que:

1. Como na prova anterior, a existéncia de V, em (5.15l) é equivalente a
posto(L.) = ng, 0 que significa que o poliedro associado L, (2.7), € com-
pacto e contém a origem em seu interior.

2. As relagbes (5.15a)-(5.15¢) podem ser reescritas equivalentemente sob a
forma (2.8a)-(2.8b), considerando-se as substituicées estipuladas acima.
Deste modo, do Teorema 1, £ € um conjunto positivamente invariante
do sistema (5.14). Além disto, as relagdes (5.15a) e (5.15d) garantem que



Capitulo 5. Projeto do Controlador Pl para Sistemas Restritos 62

A¢ € Hurwitz, em tempo continuo, ou Schur, em tempo discreto. Portanto,
no primeiro caso, seus autovalores tém partes reais negativas menores ou
iguais a —e e, no segundo caso, 0 mddulo dos seus autovalores € menor ou
iguala A < 1.

3. As relacdes (5.15e)-(5.15g) garantem que L, C X. Da mesma forma, as
relagdes (5.15e)-(5.15g) garantem L C Uyy.

4. De (5.15K), Leq = —(Ag — Olp,,) "' Ly. Assim, (5.15) resulta, +(—Lg(Ag —
0L, ) "By + Lr)p < 1,. Por convexidade, isto € equivalente a

T
[LC/ Lr} [XCC,e fo] <1y, \V/f() S [—E_) ) E)], onde Xcle = _(AC/ - G]Incl)‘1 BC/rO
2. Isto também significa que os estados de equilibrio correspondentes do
sistema (5.14) pertencem ao conjunto positivamente invariante L.

Dos pontos 1) a 4) acima, podemos concluir que para cada ry € R e condi¢cdo
inicial compativel x¢, o tal que:

Lo Lr| [x]o rO}T <1, (5.16)

as trajetérias em malha fechada correspondentes se comportam linearmente, se-
guindo a dindmica de (5.14), permanecem dentro de L e respeitam as restricbes
de estado e controle (evitando a saturagao de controle). Além disto, por constru-
cao, A é Hurwitz em tempo continuo, ou Schur em tempo discreto, e os estados
de equilibrio correspondentes necessariamente pertencem a L. Portanto, o PMI
permanece valido dentro de L e as trajetorias sdo tais que lim;_., y(t) = ry. Isto
completa a prova.

O

Observacao 6 A partir de (5.16), o conjunto Ly que caracteriza as condi¢cbes
iniciais admissiveis para x, depende da amplitude do degrau ry, e pode ser
escrito:

Lo(rg) = {Xcl tLerxer < 5("0)} , com &(rg) = 1r —Lrry.

Por definigdo, a origem de R, x, = 0, pertence a Ly(ry), para qualquer ry € R,
que permite que o sistema e o controlador sejam inicializados em repouso.

Xa1e €, por definicdo, o ponto de equilibrio do sistema (5.9).
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5.3 Abordagem de Projeto por Otimizacao Bilinear

O uso das Proposicdes 4 e 5 para sintetizar solugdes para o Problema 4,
carrega alguns produtos entre pares de variaveis de decisdo e matrizes, como
Kp, K| e Kr e a matriz L ou, entdo, as matrizes L e Hg, entre outras.

Contudo, como em Brido et al. (2018), Brido (2019) e Santos et al. (2020),
estes produtos bilineares podem ser considerados como restrigcbes de projeto dos
programas de otimizacao propostos a seguir. Portanto, técnicas de otimizacao nao
linear adequadas podem ser usadas para encontrar solugdes para o Problema 4.

Tabela 10 — Problemas de Otimizacao

’ [ H Dado ‘ q),' ‘ /\i(-) ‘ C,' ‘
T ) | (5.13a)—(5.13))
2| P Yt (), Leq | (5.15a) — (5.151)
3 _ ) | (5.13a)—(5.13))
i M P IT(), Leg | (5.15a)— (5.15])
5 _ r(), | (5.13a)—(5.13))
6| * |PTMIT(), Leg | (5.15a) - (5.15l)

Fonte — Elaborado pela Autora

Assim, definem-se os seguintes problemas de otimizacao bilinear:3
maxir(nizar D;,
(-

sujeitoa  Cj, (5.17)

fg(~)§(pg, €=1,...,€,

em que a funcao objetivo @, as variaveis de decisdo A}, e as restricées C; podem
tomar as seis combinagdes diferentes na Tabela 10, com I'(-) = (Kp, K}, Kr, L¢y, Ly,
He, Hp, Ty, Th, Qg Qy, V). As restriges adicionais, representadas por fi(-) < @y,
podem ser usadas, por exemplo, para impor limites sobre as variaveis de decisao
nao limitadas, reduzindo assim o espaco de busca e melhorando o desempenho
numeérico da otimizagdo nédo linear usada, como exposto na Observacao 5.

Nos dois primeiros problemas de otimizacao, o intervalo [-p, p] € dado,
e a taxa de convergéncia, representada por y;, € otimizada. Os proximos dois
problemas consideram que y; é fixado de forma complementar e os limites de
intervalo de R sdo maximizados. Nos dois ultimos problemas, o escalar « é

um parametro de projeto adicional, que permite tratar um compromisso entre p
3

Veja no Apéndice B detalhes de implementagéo do problema (5.17) para o caso i = 5 na Tabela
10 em linguagem AMPL
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e v;. Observe que considera-se a Proposigéo 5 e 4, que produz os conjuntos
correspondentes A; e C;.

5.4 Exemplos Numéricos e Simulacoes

No exemplo numérico abaixo, os seguintes limites superior e inferior foram
determinados nos elementos de Kp, K|, Kr, L), Ly, Leg € Vyy: Kp =kj=k,=1y=
Iy =1lgqg=—100, kp = K;=Kr, Iy= Ir = leqg =100 e v = —10,000, v = 10,000.
Além disto, a partir das desigualdades envolvendo as matrizes nao negativas
Hg, Hr, Ty, Tr, Qg, Qr, seus elementos tém limites superiores dado por h, =
hr =ty = tr = Gy = G, = 100. Ainda, os escalares ndo negativos p, oy, € v;
sao delimitados por p = o = y; = 0,0000001. O estabelecimento de limites
é realizado, através das restrigdes fiy(-) < ¢, do programa bilinear (5.17), para
delimitar o espacgo de busca de solugdes.

Exemplo 1: Projeto em Tempo Continuo

Considere uma planta instavel de primeira ordem (5.1), dada pelas seguin-
tes matrizes,

Ao=[02], Bp=[1] e Co=[1], (5.18)

com restricoes de estado e controle dados por XpT = [0,3 —0,3], X,T =

03 -03]eul=[1 ]

Inicialmente, considera-se r = 6 referente ao numero maximo de faces do
poliedro L. A Tabela 11 mostra os resultados obtidos do problema de otimizagéo
(5.17), a esquerda para i = 1,2, e a direita para i = 3,4. Na tabela a esquerda,
o0 parametro p é dado, e minimiza-se —e, isto é, maximiza-se e. Neste caso,
quanto menor os valores de p, maior sao os resultados de e obtidos por ambas
as abordagens, baseadas na invariancia positiva (P-inv) e A-invariancia (A-inv),
respectivamente.

Em contraste, na tabela a direita sdo definidos diferentes valores para € e
maximiza-se os valores de p. Neste caso, quanto menor e, maior sao os valores
de p, novamente para ambas as abordagens. Os resultados das duas tabelas
mostram uma dualidade existente entre os problemas de otimizacdo i = 1,2 e
i = 3,4. Além disto, observa-se que os melhores desempenhos sao obtidos por A-
invariancia, em ambas as tabelas, exceto na primeira linha da tabela da esquerda,
para p = 0,1).



Capitulo 5. Projeto do Controlador Pl para Sistemas Restritos 65

Tabela 11 — Exemplo para i = 1,2 (esquerda), i = 3, 4,(direita) e r = 6 em tempo
continuo

i P-inv 1 \ A-inv 2 i P-inv 3 \ A-inv 4

P € € P
0,1 0,9881 0,9871 10~ || 0,9998 1,3420
0,5 || 0,8000 0,9000 0,3 0,8441 1,1719
0,7 | 0,5142 0,6142 0,5 0,7142 0,8333
0,8 | 0,3781 0,5250 0,7 0,5555 0,6250
1 0,0037 0,3581 0,9 0,4545 0,5000
Fonte — Elaborado pela Autora

Na Tabela 12, mostram-se os resultados obtidos do problema de otimiza-
cao (5.17), para i = 5, 6. Neste caso, o parametro de projeto « é dado, e procura-
se p e e que maximizam a fungéo objetivo ponderada, p + xe. Observe que, para
ambos os problemas de otimizacdo, quanto maior for o valor de «, maior sera
o coeficiente de contratividade e. Por outro lado, quanto menor «, maior sao os
limites +p. Isto mostra que a funcéo objetivo proposta permite um compromisso
do tamanho do degrau de referéncia com a velocidade de convergéncia. Nota-se,
no entanto, que a sensibilidade das solucdes devido ao parametro de projeto «
difere nas duas abordagens (invariancia positiva e A-invariancia).

Tabela 12 — Exemplo para i = 5,6 e r = 6 em tempo continuo

T P-inv 5 [ Ainv 6 |
o P+ xe € p p+ xe € p
0 | 1,0441 | 0,0000 | 1,0441 || 1,3420 | 0,0000 | 1,3420
0,5 | 0,9148 | 0,9881 | 0,4208 | 1,3443 | 0,0891 | 1,2997
0,7 || 1,1125 | 0,9881 | 0,4208 | 1,3734 | 0,3405 | 1,1350
1 1,4089 | 0,9881 | 0,4208 || 1,4423 | 0,9788 | 0,4634
Fonte — Elaborado pela Autora

As duas figuras a seguir estao relacionadas ao projeto Pl obtido usando
a abordagem de A-invariancia para « = 0,5, que resulta em Kp = —1,3851, K| =
0,3511, e Kr = 0,2847. A Figura 24 mostra o conjunto £ € R”, n = 2, composto
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pela matriz:

[ 0,8808 —0,0484
2,1986 —0,5573
24834 1,2272
1,4807 —0,8774
—2,1986 0,5573
—1,4808 0,8774

As trajetorias desenhadas referem-se ao comportamento de rastreamento
do degrau de referéncias com ry = +£1,2997, que é aproximadamente igual a
+p, e com a planta e o controlador em repouso, X o = 0. Como esperado, as
duas trajetorias evoluem no conjunto L., que pode ser observado na Figura
24. As respostas de tempo correspondentes na Figura 25, mostram que a saida
y(t) = x(t) rastreia o degrau de referéncia yr, e 0 estado integrador x,(t) atinge
o valor associado ao estado estacionario. Além disto, mostra que as ac¢des de
controle estdo dentro dos limites permitidos.

Figura 24 — Conjunto L via A-invariancia com o« = 0,5 e r = 6 em tempo continuo

z,

Fonte — Elaborado pela Autora
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Figura 25 — Resposta de tempo via A-invariancia com « = 0,5 e r = 6 em tempo
continuo

Fonte — Elaborado pela Autora

Exemplo 2: Projeto em Tempo Discreto

Considere o sistema em tempo discreto adaptado de Martins et al. (2020)
dado pelas matrizes:

Ap=[10304 ], Bo=] 00345 ], e Cp=[1],

sujeito as mesmas restricbes dadas por XpT = [0,8333 —0,8333}, X,T = [1 —1}
e U = [2 —2} .

De maneira similar ao exemplo anterior, na Tabela 13 mostra-se os resulta-
dos obtidos do problema de otimizagéo (5.17) com r = 6, a esquerda parai= 1,2,
e a direita para i = 3, 4. Na tabela a esquerda, o parametro p é dado, e minimiza-
se A. Neste caso, quanto maior os valores de p, maior s&o os resultados de A
para ambas as abordagens.

Por sua vez, na tabela a direita sdo definidos diferentes valores para A e
maximiza-se os valores de p. Neste caso, quanto maior A, maior sdo os valores
de p, para ambos 0s casos, ressaltando mais uma vez a dualidade entre os
problemas de otimizagéo / = 1,2 e i = 3,4. Ainda, observa-se que os melhores
desempenhos sao obtidos por A-invaridncia, em ambas as tabelas.
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Tabela 13 — Exemplo para i = 1,2 (esquerda), i = 3, 4,(direita) e r = 6 em tempo

discreto

i P-inv1 | A-inv2 i P-inv3 | A-inv4

p A A p
0,1 0,2691 0,2539 1074 || 0,0000 0,0000
0,15 | 0,5229 0,5077 0,2 0,0916 0,0933
0,2 0,7455 0,5934 0,5 0,1435 0,1477
0,25 | 0,9920 0,6639 0,7 0,1960 0,2631
0,3 0,9999 0,9061 0,9 0,2226 0,2991

Fonte — Elaborado pela Autora

Na Tabela 14, mostram-se os resultados obtidos do problema de otimiza-
cao (5.17), para i = 5, 6. Neste caso, o parametro de projeto « é dado, e procura-
se p e A que maximizam a fungéo objetivo ponderada, p — aA. Para ambos os
problemas de otimizagdo, quanto maior o valor de «, menor sera o coeficiente
de contratividade A e os limites +p. Mais uma vez, nota-se que a funcao objetivo
proposta permite um compromisso do tamanho do degrau de referéncia com a
velocidade de convergéncia. No entanto, a sensibilidade das solugbdes devido
ao parametro de projeto « difere nas duas abordagens (invariancia positiva e
A-invariancia).

Tabela 14 — Exemplo para i = 5,6 e r = 6 em tempo discreto

L P-inv 5 | A-inv 6 |
x p— A A P p— A A p
0 0,2611 | 0,9999 | 0,2611 | 0,3118 | 0,9999 | 0,3118
0,5 || 0,0469 | 0,0635 | 0,0787 || 0,0304 | 0,1066 | 0,0837
1 0,0152 | 0,0635 | 0,0787 | 0,0224 | 0,1005 | 0,0780

Fonte — Elaborado pela Autora

As figuras a seguir séo relacionadas ao projeto Pl obtido usando a abor-
dagem de A-invariancia para « = 0,5, que resulta em Kp = —6,3178, K; = 2,9339,
e Kr = 2,9339. A Figura 26 mostra o conjunto £, € R", n = 2, composto pela
matriz:

[ 29,4736 15,6683 |
—62,1497 66,0525

L - —100,0000  100,0000
31,2839 —17,2856

100,0000 —100,0000

| 26,8306  —30,9163 |
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As trajetorias desenhadas referem-se ao comportamento de rastreamento
do degrau de referéncias com ry = + 0,0837, que € aproximadamente igual a
+p, e com a planta e o controlador em repouso, x¢ o = 0. Como esperado, as
duas trajetérias evoluem no conjunto L./, que pode ser observado na Figura 26.
As respostas ao longo do tempo correspondentes na Figura 27, mostram que a
saida y(t) = x(t) rastreia o degrau de referéncia y, e o estado integrador x(t)
atinge o valor associado ao estado estacionario. Também, mostra que as acoes
de controle estdo dentro dos limites permitidos.

Em relacao as consideracdes no trabalho de Martins et al. (2020), em que
os valores de p sado limitados no intervalo de [-1, 1], os resultados obtidos neste
exemplo sdo conservadores, visto que o maximo obtido para p é aproximada-
mente 0,3. Uma possivel causa deste conservadorismo pode estar relacionado a
definicdo do sistema integrador em tempo discreto como x;(f + 1) = x;(f) + e(t) =
x(1) = X5 e(1), ao invés de xj(t + 1) = x(t) + e(t + 1) = x(t) = 3} e(t). Even-
tualmente, diferentes espacos de busca podem ser estabelecidos utilizando-se
outros limitantes superiores e inferiores e, também, definindo valores maior para
r, que define a complexidade de £ (numero maximo de linhas da matriz L).

Figura 26 — Conjunto L via A-invariancia com « = 0,5 e r = 6 em tempo discreto

0.1}

0.08 [

0.06

0.04

0.02

-0.02

-0.04

-0.06

‘0.1_ L | L L | L 1 L 1
-0.08 -0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06 0.08

z,

Fonte — Elaborado pela Autora
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Figura 27 — Resposta de tempo via A-invariancia com « = 0,5 e r = 6 em tempo

discreto
01 ________ T I T T
Yo / ]
N
_01 ....h.:.—......_......._I_.._.__.._.__.._.r_.._.__.._.__..'_.__.._.__.._.__r._.__.._.__.._._
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t
0.1 T
s 0 / |
N
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t
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up ok >
05 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
t

Fonte — Elaborado pela Autora
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5.5 Conclusao

Nesta sec¢édo foi abordado o rastreamento do degrau de referéncia para sis-
temas monovariaveis sujeitos a restricoes de estado e controle por meio de uma
lei de controle Pl com um termo feed-forward. Foram aplicadas as propriedades
de invariancia e contratividade de conjuntos poliédricos, determinando os limites
de amplitude para o degrau de referéncia, que garantem a estabilidade em malha
fechada local e o cumprimento das restricdes, de modo que o Principio do Modelo
Interno permaneca valido na regiao poliédrica. O primeiro resultado principal foi
baseado na propriedade de invariancia positiva aplicada a uma representagéo de
espaco de estado estendida, que leva em conta o modelo de referéncia, conside-
rando condigdes mais complexas do que aquelas baseadas na propriedade de
A-invariancia. Com base nestes dois resultados complementares, um conjunto
de problemas de otimizacao bilinear foi proposto para encontrar solu¢des para o
problema de rastreamento restrito associado.
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6 Consideracoes Finais e Trabalhos Futuros

Nesta dissertacao, utilizaram-se as propriedades de invariancia positiva,
contratividade e A-invariancia de conjuntos poliédricos para garantir a estabili-
zacao ou seguimento de referéncia num contexto local de sistemas dinamicos
lineares. Deste modo, foram respeitadas as restricoes sobre estados e entradas,
via leis de controle por realimentacdo de saida, estatica (SOF) e dindmica (DOF).

Inicialmente, como uma extensao dos resultados do Capitulo 5 de Brido
(2019) (Estabilizagao sob restricoes de sistemas LDIT com perturbagdes via pro-
gramagcao bilinear), foi descrita uma abordagem para sintese de leis de controle
por DOF e de um conjunto poliédrico A-invariante, com um conjunto-UB asso-
ciado, garantindo a estabilidade assintotica local das trajetérias e respeitando
as restricoes impostas sobre as variaveis de estado e controle na presenca de
perturbacdes externas persistentes.

Assim, como em Brido (2019) e Briao et al. (2018), as relacdes algébricas
que descrevem a A-invariancia em malha fechada do poliedro a calcular, e as
condi¢des de inclusao que garantem a inclusao deste poliedro nos poliedros de
restricdes, sdo utilizadas na formulagédo de um problema de programagéo bilinear,
para a sintese do controlador e dos conjuntos invariantes. Neste caso, a funcao
objetivo considerada, proposta em Brido et al. (2018), permite ponderar tanto
a maximizacao do conjunto A-invariante em determinadas dire¢cdes, quanto um
limite superior para o tamanho relativo do conjunto-UB interno. Este primeiro
estudo foi desenvolvido para o caso de sistemas lineares discretos no tempo.

De maneira similar a abordagem anterior, foi proposta uma abordagem ba-
seada em otimizacéo bilinear para a sintese de leis de controle por realimentacéo
de saida. O intuito foi determinar um conjunto poliédrico positivamente invariante,
gue garante a estabilidade assintética local das trajetorias partindo de um dado
conjunto de condig¢es iniciais, respeitando as restricdes impostas sobre as varia-
veis de estado e controle. Neste estudo, os resultados foram desenvolvidos de
forma unificada para sistemas lineares em tempo continuo e discreto no tempo.
Como anteriormente, as relagdes de invariancia e de inclusdo dos poliedros sao
utilizadas na formulacédo de um problema de programacao bilinear, para a sin-
tese do controlador e dos conjuntos invariantes. Neste caso, através da escolha
do parametro de projeto «, a funcao objetivo considerada permite ponderar a
velocidade de convergéncia das trajetérias e o esforco de controle.

Por fim, um problema de rastreamento de referéncia foi definido para siste-
mas lineares monovariaveis sujeitos a restricdes de estado e controle. A metodo-
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logia proposta para projetar um controlador semelhante a Pl aplica o conceito de
invariancia positiva, ou A-invariancia, de conjuntos poliédricos para lidar com as
restrigdes, garantindo que o Principio do Modelo Interno seja Gtil para rastrear o
degrau de referéncias pertencentes a um determinado intervalo. Ainda, um con-
junto de problemas de otimizagao bilinear é proposto para encontrar solu¢des que
minimizam a taxa de convergéncia vy, ou que maximizem os limites de intervalo
de R, representados por p ou, ainda, para maximizar um Compromisso entre p e
¢, através de um parametro de projeto adicional «.

Portanto, pode-se inferir algumas vantagens das abordagens propostas
em relacdo a outras disponiveis na literatura, como as baseadas em LMI, visto
gue estas permitem o tratamento das bilinearidades inerentes as leis de controle
por realimentacao de saida e, também, lidar com restricdes assimétricas, além de
considerar compensadores de ordem reduzida. Para mostrar que os problemas
de otimizagcado propostos podem ser aplicados de forma eficiente, utilizou-se a
linguagem AMPL e o solver nao linear KNITRO para tratar os problemas de
programacao bilinear definidos. A eficacia destas propostas foram ilustradas por
meio de exemplos numeéricos disponiveis na literatura.

6.1 Publicacoes
Os seguintes artigos de Congresso foram publicados durante o mestrado:

« SANTOS, G. A. F; ERNESTO, J. G.; CASTELAN, E. B. Controle sob Res-
tricdes de Sistemas Lineares - Projeto de Realimentacdo de Saidas via
Programacéo Bilinear. XXIII Congresso Brasileiro de Automatica, 2020.

« SANTOS, G. A. F; CASTELAN, E. B.; ERNESTO, J. G. Pl-controller de-
sign for constrained linear systems using positive invariance and bilinear
programming. In: IEEE. 2021 IEEE International Conference on Automa-

tion/XXIV Congress of the Chilean Association of Automatic Control (ICA-
ACCA). [S.l.:s.n.], 2021.

« ERNESTO, J. G.; CASTELAN, E. B.; SANTOS, G. A. F.; CAMPONOGARA,
E. Incremental output feedback design approach for discrete-timeparameter-
varying systems with amplitude and rate control constraints. In: IEEE. 2021
IEEE International Conference on Automation/XXIV Congress of the Chilean
Association of Automatic Control (ICA-ACCA). [S.l.:s.n.], 2021.
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Este ultimo artigo foi uma colaboragdo como co-autora no trabalho desen-

volvido pelo doutorando Jackson G. Ernesto. Ainda, o artigo a seguir foi publicado
e apresentado em um evento de carater regional:

6.2

« SANTOS, G. A. F; CASTELAN, E. B. Controle sob Restricbes por Reali-

mentacdo Dindmica de Saida de Sistemas Lineares sujeitos a Perturbagdes
Persistentes. Agora Matematica - Universidade Estadual do Parana, v. 4,
2020. ISSN 2674-8282.

Trabalhos Futuros
Finalmente, seguem sugestdes para trabalhos futuros:

Do ponto de vista da implementacdo dos programas bilineares e da re-
solucédo por otimizagdo nao linear, sugere-se explorar outras linguagens
de programagcao, como a linguagem denominada JULIA!, e comparar com
as solucdes obtidas via KNITRO com outros solvers nao lineares que se
adaptem a formulacao bilinear. Neste sentido, a composi¢géo dos conjuntos
invariantes a partir das restricbes dos estados, de controle e de restricbes
adicionais?, tem-se demonstrado mais eficiente do ponto de vista numérico
e as propostas aqui apresentadas também podem ser adaptadas a esta
estruturacao.

Do ponto de vista de utilizacdo das abordagens descritas, faz-se necessario
dar continuidade a verificacdo de sua utilidade em outros exemplos mais
complexos, como de maior ordem, multivariaveis ou que demandem utilizar
leis de controle descentralizadas, sem perder de vista comparagdées com
outras abordagens existentes na literatura e a aplicagao pratica no controle
de processos fisicos.

No caso especifico do projeto de controlador Pl sob restricdes, os seguintes
pontos podem ser salientados:

- No caso discreto, verificar a utilizacdo de um outro modelo para o
sistema integrador, dado por x,(t + 1) = x;(f) + e(t + 1) (LOPES, 2017), com
o intuito de obter resultados menos conservadores do que 0s mostrados no
Capitulo 5.

' https://julialang.org/
2 Trata-se de pesquisa em desenvolvimento no trabalho de doutorado de Jackson G. Ernesto.
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- A proposta pode ser adaptada para também considerar a presenca de
perturbacdes persistentes ou de tipo degrau, outros objetivos de controle e
lidar com outras estruturas de controle, ou, ainda, tratar sistemas incertos e
com parametros variaveis (DOREA et al., 2020; ERNESTO et al., 2021).
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APENDICE A - Analise e Projeto LMl com
Minimizacao da Energia de Controle

A fim de comparar a proposta de projeto desenvolvida no Capitulo 4 com
um método baseado em LMIs, desenvolve-se a seguir um conjunto de LMIs que
garantem a minimizagao da energia de controle na presencga de restricoes nas
variaveis de estado e controle, e considerando-se o conjunto de condigdes iniciais;
veja, por exemplo, Boyd et al. (1994) e Castelan et al. (2004).

A.1 Analise

Seja K € R™ yma matriz de realimentacao de estados dada. Considere,
uma fung¢édo quadratica de Lyapunov:

V(x(t)) = x(t) Px(t), com 0 < P' = P ¢ R™", (A1)
e o0 conjunto de nivel associado, definido pelo dominio elipsoidal,
L=E(P) £ {x(t) : x(t) Px(t) < 1}. (A.2)

Considere, também, que V(x(t)) verifica a funcéo custo dada por:

J(t) = V(x(1)) + %u(t)Tu(t) <0,

com o escalar 9 > 0.
Como V(x(t)) >0, Vx(t)#0,

t . 1 t T
/0 V(x(t))dt + 5/0 u(t)Tu(t)dt < 0,
de modo que, para t — oo,
V(x(t)) - V(x(0)) + %IIU(l‘)H,c2 <0 < [lu(®)llz, <dV(x(0)). (A.3)

Logo, o escalar 9 > 0 representa um limite superior para a energia do sinal de
controle, em funcao da distancia relativa da condigao inicial x(0) em relacao a
origem, medida a partir de fungdo de Lyapunov quadratica (A.1). Em particular,
para todo x(0) € £(P), tem-se |lu(t)||z, <.

Ademais, a relacao (A.3) é equivalente a,

(A+BK)P+P(A+BK) + %K’K <0,
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a qual pode ser reescrita sob a forma de uma LMI em relacdo as variaveis P =
P’ > 0 e d, como segue,

(A+BKYP+P(A+BK) K ] o A4

K —m

Ainda, com vistas a compara¢ao com a abordagem via invariancia positiva
do Capitulo 3, considera-se as inclusdes seguintes e suas representacoes sob a
forma de LMls:

« &Py e X, com X ={x(t) : g/ x(t) <1, Vi=1,---,Ig}:

i

—-P q;
X'(gigi—-P)x <0 +— [g, 94] =0, Vi, (A.5)
=
* E(P) € Uy, comUy = {x(t) : 2T Kx(t) <1, Vj =1, Iz} :
I / , -P K/Zj .
x (K zjzjK— P)x <0,Vi «~— Z;K i <0,V); (A.6)
* De&(P),comD=span{Vvr; vy, r=1,---,ny}:
_ /
Py <1es | VP 2o (A7)
PVr -P

Assim, dada qualquer matriz K de realimentacao de estados que estabiliza
(assintoticamente) o sistema em malha-fechada e um conjunto de condi¢des
iniciais D, pode-se verificar a existéncia do limitante superior & para a energia do
sinal de controle sob restrigoes, de tal forma que D C £(P) C (X NUy), através
do problema seguinte de Programacao Convexa com restricdes LMI:

minimizar 9,
P
sujeitoa (A.4),(A.5),(A.6)e (A.7).

A.2 Sintese com «x-estabilidade

Com o objetivo de calcular uma realimentacdo de estados K que garanta a
minimizagao do limitante superior de energia de controle sob restricdes, conforme
colocado anteriormente e, adicionalmente, admita uma margem de estabilidade
representada pelo e, pode-se proceder como segue.
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De forma classica (BOYD et al., 1994), define-se a matriz definida-positiva

Q = @ = P! e considera-se a substituicdo de variaveis KQ = Y. Entdo pré
P—‘I

e pés-multiplicando a matriz [ ] por (A.4), chega-se a LMI na variaveis

Im

0<QeR"YecR™Ned>0:

A/ ! D/ !
[o +AQ+Y'B +BY Y ]50. A9)

Y —0m

Adicionalmente, para garantir uma taxa de decaimento exponencial € > 0,
considera-se a LMI seguinte, equivalente a (A+ BK)'P + P(A+ BK) +2eP <0 :

QA + AQ+Y'B '+ BY +2eQ < 0. (A.10)

Para que as condigbes D C £(P) C X e £(P) C Uy sejam garantidas,
define-se D da seguinte forma:

D = {x(t) : Dx(t) < 1},
cujo conjunto de vértices de D é dado como:
D = span{vy, Vo, -, Vn}.
Para a primeira parte da inclusdo D C £(P), tem-se:
viQ v, <1, Wy, r=1,--- n.

onde, novamente, aplica-se o complemento de Schur,

_ /
[ 1 V’] <0, vr. (A.11)
Vr -Q

Ja a segunda parte da incluséo £(P) C X, com:
X = {x,Gx() <1y ={x(t): g/ x(t) <1, Vi=1,-- g},

com gj € R™1. Logo,

_0-1 /
X(gigi- Q@ x <0,Vi < [ Q 94] <0,

g9 -

. . . Qo
pré e pés multiplicando pela matriz 0 tem-se,
n
— 1
@ 99l <o (A.12)

g,Q -1 |
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Por fim, para a inclusdo £(P) C Uy, em que:
Uy = {x, ZKx(t) < 1} = {x(t) :z,-TKx(t) <1,Vj=1,--- 17},
semelhante ao desenvolvimento anterior,

-Q Y/Z,'

=<0, Vj, comY = KQ. (A.13)
Z,'Y -1

Assim, formula-se o seguinte problema de otimizacdo:

minimizar 9,
r (A.14)
sujeitoa (A.9),(A.10),(A.11),(A.12) e (A.13).
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APENDICE B - Cédigo AMPL

Na sequéncia, apresenta-se o coddigo desenvolvido para o quinto problema
de otimizagdo bilinear (5.17) em tempo continuo, utilizando a linguagem de pro-
gramagao AMPL e o solver KNITRO.

B.1 Arquivo .mod

—_

O © 0o N o o A W0 N

param n;
param m;

param p;

param q;

param r;

param 1x;

param lu;

param lp;

param 1lr;

param ncl;

B o o o o e
set N = 1..n;

set M = 1..m;

set P = 1..p;

set R = 1..r;

set Q = 1..q;

set Lx = 1..1x;

set Lu = 1..1u;

set Lp = 1..1p;

set Lr = 1..1r;

set Ncl = 1..ncl;

B oo o
param A {i in N, j in N};

param B {i in N, j in M};

param C {i in M, j in N};

param Xp {i in Lx, j in N};

param Xcl {i in Lx, j in Ncl};

param U {i in Lu,j in M};

param I {i in R, j in R}; #identidade
param Rr {i in Lr, j in M};

param a;

param uniR{i in R};

param unilu{i in Lu};
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param unilLx{i in Lx};

B oo o o
var eps >= 0.0000001, <=3.3333;

var rho >= 0.0000001, <=3.3333;

var gamma >= 0.0000001, <=3.3333;

var h {i in R} >=0, <=1;

var LLcl {i in R, j in Necl} >= -100, <= 100;

var Hcl {i in R, j in R} >=0, <=100; # tipo Mezler
var Hr {i in R, j in Lr}>=0, <=100;

var Tcl {i in Lx, j in R} >= 0, <= 100;

var Qcl {i in Lu, j in R}>=0, <=100;

var Qr {i in Lu, j in Lr}>=0, <=100;

var V {i in Ncl, j in R}>=-10000, <=10000;

var Kp {i in M, j in M} >=-100, <=100;

var Ki {i in M, j in M} >=-100, <=100;

var Kr {i in M, j in M} >=-100, <=100;

var Kk {i in M, j in Ncl}; # Kk= [KpC Kil
var Acl {i in Ncl, j in Ncl};

var Bcl {i in Ncl, j in M};

var HI {i in R, j in R}; # HI = hxI

B oo o e

# Funcao objetivo

maximize obj: rho + a*eps ;

B oo o el
# Realimentacao de saida

# Matriz Acl

subject to Acll {i in N, j in N}Z}:

Afi,jl+ sum{k in M, 1 in M} B[i,k]*Kp[k,11*C[1,j] = Acll[i,j];

in M}:
Acl[i,j+n];

subject to Acl2 {i in N, j
sum{k in M}B[i,k]*Ki[k,j] =

subject to Acl3 {i in
-C[i,j] = Acll[i+mn,j];

M, j in N}:

subject to Acld {i in in M}:

0 =

M, j

Acl[i+n, j+nl;

# Matriz Bcl

subject to Bcll {i in N, j in M}:
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sum{k in M}B[i,k]*Kr([k,j] = Bcll[i,j];
subject to Bcl2 {i in M, j in M}:
1 = Bcl[i+n,jl;
# Kk= [KpC Ki]
subject to Kkl {i in M, j in N}:
sum{k in M} Kpl[i,k]*C[k,jl = Kk[i,jl;
subject to Kk2 {i in M, j in M}:
Kil[i,j]l = Kk[i,j+n];
B oo o oo
# Matriz diagonal
subject to hdiag {i in R,j in R}:
h[il*I[i,j] = HI[i,jl;
B oo o oo
# Delta invariancia com Hcl tipo Metzler
subject to hcl_cst{i in R, j in Ncl}:
sum{k in R} Hcl[i,k]*LLcl[k,jl-sum{k in R}HI[i,k]*LLcl [k, j]
sum{k in Ncl} LLcl[i,kI*Acl([k,jl;
subject to h12_cst{i in R, j in M}:
sum{k in Lr} Hr[i,k]*Rr([k,jl] = sum{k in Ncl} LLcl[i,k]*Bcl([k,jl;

subject to h_rho_cst{i in R, j in M}:
sum{k in R} Hcl[i,k]*uniR[k]-sum{k in R}IHI[i,k]*uniR [k]

+ sum{l in Lr} Hr[i,l]l*rho <= -gamma*uniR[i];

subject to hxi_eps_cst{i in R}:

sum{k in R} Hcl[i,k]*uniR[k]-sum{k in R}HI[i,k]*uniR [k]
<= -eps*uniR[i];

# Inclusao nas restricoes de estados

subject to txi_cst{i in Lx, j in Ncl}:
sum{k in R} Tcl[i,k]*LLcl[k,j] = Xcl[i,jl;

subject to Inf_normT_cst{i in Lx}:

sum{j in R} Tcl[i,jl*uniR[j] <= unilx[i];
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# Inclusao nas restricoes de controle

subject to gqxi_csti1{i in Lu, j in Ncl}:
sum{k in R} Qcl[i,k]*LLcl[k,j] = sum{k in M} U[i,k]*Kk[k,jl;

subject to qO_cst{i in Lu, j in M}:
sum{k in Lr} Qr[i,k]*Rr[k,jl] = sum{k in M} U[i,k]*Kr([k,j];

subject to Inf_normQ_cst{i in Lu, j in NZ}:
sum{k in R} Qcl[i,k]*uniR[k] + sum{l in Lr} Qrl[i,l]l*rho

<= unilul[i];

# Matriz inversa

subject to 1ltil_cst{i in Ncl, j in Ncl}:
sum{k in R} V[i,k]*LLcl[k,j] = I[i,j];

B.2 Arquivo .run

Para executar o arquivo .mod utiliza-se o arquivo .run, em que diferentes
valores de « foram definidos manualmente, como visto a seguir.

# Escolha do Solver KNITRO e suas configuracoes
option solver knitro;
option knitro_options "ms_enable=1 ms_maxsolves=1000 outlev=1

par_numthreads=20 alg = 5 maxit=1000 infeastol=1.0e-10"

# Carregamento dos arquivos da otimizacao
model ex.mod; # arquivo .mod

data exl.dat; # arquivo .dat

param maxiteration := 1;

param time;

set niterations = 1..maxiteration;

param objec {iteration in niterations};

param best_obj; let best_obj := 999999; #Initial Best 0Objective
param best_LLcl {i in R, j in Ncl};

param best_Kp {i in M, j in M};

param best_Ki {i in M, j in M};

param best_Kr {i in M, j in M};

param best_Hcl {i in R, j in R};
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param best_Hr {i in R, j in Lr};
param best_Tcl {i in Lx, j in R};
param best_Qcl {i in Lu, j in R};
param best_Qr {i in Lu, j in Lr};
param best_V {i in Ncl, j in R};
param best_h {i in R};

param best_rhoo {i in Lr};

param best_eps;

param best_gamma;

param best_Rho;

param best_rho;

param best_a;

param best_r;

param best_iteration;

param best_Acl {i in Ncl, j in Ncl};
param best_Bcl {i in Ncl, j in M};

# Selecao de opcoes do Solver

for {k in 2..2} {
if k == 2 then {

option knitro_options "ms_enable=1 ms_maxsolves=200 outlev=1

par_numthreads=10 alg = 2 maxit=1000 infeastol=1.0e-10"

}
B e
#Escolha manual do valor de alpha
for {rhos in 1..12 }{
if rhos == 1 then {
let a:= 0;
}
if rhos == 2 then {
let a:= 0.001;
}
if rhos == 3 then {
let a:= 0.1;
}
if rhos == 4 then {
let a:= 0.2;
}
if rhos == 5 then {

let a:= 0.3;

B
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89

}
if rhos == 6 then {
let a:= 0.4;
}
if rhos == 7 then {
let a:= 0.5;
}
if rhos == 8 then {
let a:= 0.6;
}
if rhos == 9 then {
let a:= 0.7;
}
if rhos == 10 then {
let a:= 0.8;
}
if rhos == 11 then {
let a:= 0.9;
}
if rhos == 12 then {
let a:= 1;
}
H o o oo
#Solving
for {iteration in niterations } {
solve;
let objec [iteration] := obj;
Printf ("N\m NI kskokokskokskokok ok kokok ok kokok ok ok ok ok okkokok ok kokok ok ok kokokkokkokokkk ok \n\n

")
display iteration;
display objec;
Printf ("N\m NI kskoskokskokskokok ok okok ok kokok ok kokok Rk kok ok ok kokok ok ok kkokk ok kokokkkx \n\n

\ll);

#Salvando a melhor solucao

if best_obj > objec[iteration] then {
let best_obj

objec[iteration];

let best_r := r;
let best_eps := eps;
let best_rho := rho;
let best_a := a;

let best_gamma := gamma;
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107 let {i in R} best_h[i] := h[il;

108 let {i in R, j in Ncl} best_LLcl[i,j] := LLcll[i,j];
109 let {i in M, j in M} best_Kpl[i,jl := Kpli,jl;

110 let {i in M, j in M} best_Kil[i,jl := Kili,jl;

111 let {i in M, j in M} best_Kr[i,j] := Kr([i,jl;

112 let {i in Ncl, j in R} best_VI[i,jl := V[i,j];

113 let {i in R, j in Lr} best_Hr[i,j] := Hr([i,j];

114 let {i in R, j in R} best_Hcl[i,j] := Hcll[i,jl;

115 let {i in Lx, j in R} best_Tcl[i,j] := Tcll[i,j]l;

116 let {i in Lu, j in R} best_Qcl[i,j]l := Qcl[i,j];

117 let {i in Lu, j in Lr} best_Qr[i,j] := Qrl[i,j]l;

118 let {i in Ncl, j in Ncl} best_Acll[i,j] := Acll[i,j];
119 let {i in Ncl, j in M} best_Bcll[i,j] := Bcll[i,jl;

120 let best_iteration := iteration;

121 let time := _solve_time;

122 } #If saving best solutions

128 # o -
124 } #For solving iterations

125

126 #ommmmmmmmm e e e - -

127 # Display dos resultados

128

129 printf ("N\Nm NI #kskoskokskokdokok ok kokok ok ok ok ok kokok ok ok kokok ok okkokok ok ok kokkokxkokk ok \n\n
\")>solutions.out;

130 printf ("Best Solution \n")>solutions.out;

131

132 printf ("\n Solver Setup =")>solutions.out ;

133 printf " %2.0f", k>solutions.out ;

134 printf (" \n \n")>solutions.out;

135 display time>solutions.out;

136 display best_iteration>solutions.out;

137

138 display best_r>solutions.out;

139 display best_obj>solutions.out;

140 display best_eps>solutions.out;

141 display best_rho>solutions.out;

142 display best_gamma>solutions.out;

143 display best_a>solutions.out;

144

145 #

146

147 printf "\n\nKp = [\n">solutions.out;

148 for{i in M} {

149 for{j in M} {

150 printf " %14.12f",best_Kp[i,jl>solutions.out;
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}
printf ";\n">solutions.out;
}

printf "J];\n\n">solutions.out;

printf "\n\nkKi = [\n">solutions.out;
for{i in M} {
for{j in M} {
printf " %14.12f",best_Ki[i,jl>solutions.out;
+
printf ";\n">solutions.out;
}

printf "J];\n\n">solutions.out;

printf "\n\nKr = [\n">solutions.out;
for{i in M} {
for{j in M} {
printf " %14.12f",best_Kr[i,jl>solutions.out;
+
printf ";\n">solutions.out;
}

printf "J];\n\n">solutions.out;

printf "\n\nLLcl = [\n">solutions.out;
for{i in R} {
for{j in Nel} {
printf " %14.12f", best_LLcl[i,j]l>solutions.out;
+
printf ";\n">solutions.out;
}

printf "J];\n\n">solutions.out;

printf "\n\n Xcl = [\n">solutions.out;
for{i in Lx} {
for{j in Nel} {
printf " %14.12f", Xcl[i,jl>solutions.out;
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printf ";\n">solutions.out;

}
printf "];\n\n">solutions.out;
#
printf "\n\nh = [\n">solutions.out;
for{i in R} {
printf " %14.12f" ,best_h[i]l>solutions.out;
}
printf "];\n\n">solutions.out;
#
printf "\n\nHcl = [\n">solutions.out;

for{i in R} {
for{j in R} {
printf " %14.12f",best_Hcl[i,jl>solutions.out;
¥
printf ";\n">solutions.out;
}

printf "];\n\n">solutions.out;

printf "\n\nAcl = [\n">solutions.out;
for{i in Ncl} {
for{j in Ncl} {
printf " %14.12f", Acl[i,j]l>solutions.out;
¥
printf ";\n">solutions.out;
}

printf "];\n\n">solutions.out;

printf "\n\nBcl = [\n">solutions.out;
for{i in Ncl} {
for{j in M} {
printf " %14.12f",Bcl[i,jl>solutions.out;
}
printf ";\n">solutions.out;
}

printf "];\n\n">solutions.out;
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printf "\n\nA
for{i in N} {
for{j in N}

printf
X

= [\n">solutions.out;

{
%14 .12f" A[i,jl>solutions.out;

printf ";\n">solutions.out;

3

printf "J];\n\n">solutions.out;

printf "\n\nB
for{i in N} {
for{j in M}

printf
X

[\n">solutions.out;

{
%14 .12f" ,B[i, jl>solutions.out;

printf ";\n">solutions.out;

3

printf "J];\n\n">solutions.out;

printf "\n\nC
for{i in M} {
for{j in N}

printf
X

= [\n">solutions.out;

{
%14 .12f" ,C[i,jl>solutions.out;

printf ";\n">solutions.out;

3

printf "J];\n\n">solutions.out;

printf "\n\nV
for{i in Ncl}
for{j in R}

printf
X

= [\n">solutions.out;

{

{

%14.12f" ,best_V[i,jl>solutions.out;

printf ";\n">solutions.out;

3

printf "J];\n\n">solutions.out;
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printf "\n\nHr = [\n">solutions.out;
for{i in R} {
for{j in Lr} {
printf " %14.12f" ,best_Hr[i,jl>solutions.out;
}
printf ";\n">solutions.out;
}
printf "J];\n\n">solutions.out;
#
printf "\n\nTcl = [\n">solutions.out;

for{i in Lx} {
for{j in R} {
printf " %14.12f" ,best_Tcl[i,jl>solutions.out;
}
printf ";\n">solutions.out;
}

printf "];\n\n">solutions.out;

printf "\n\nQcl = [\n">solutions.out;
for{i in Lu} {
for{j in R} {
printf " %14.12f" ,best_Qcl[i,jl>solutions.out;
}
printf ";\n">solutions.out;
}

printf "];\n\n">solutions.out;

printf "\n\nQr = [\n">solutions.out;
for{i in Lu} {
for{j in Lr} {
printf " %14.12f" ,best_Qr[i,jl>solutions.out;
}
printf ";\n">solutions.out;
}

printf "];\n\n">solutions.out;
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331 printf "\n\nRr = [\n">solutions.out;

332 for{i in Lr} {

333 for{j in M} {

334 printf " %14.12f" ,Rr[i,jl>solutions.out;

335 }

336 printf ";\n">solutions.out;

337 }

338 printf "J];\n\n">solutions.out;

339

340 #

341

342 printf "\n\nKk = [\n">solutions.out;

343 for{i in M} {

344 for{j in Necl} {

345 printf " %14.12f" ,Kk[i,jl>solutions.out;

346 }

347 printf ";\n">solutions.out;

348 }

349 printf "J];\n\n">solutions.out;

350

351 #

352

353 printf "\n\nU = [\n">solutions.out;

354 for{i in Lu} {

355  for{j in M} {

356 printf " %14.12f",U[i,jl>solutions.out;

357 }

358 printf ";\n">solutions.out;

359 }

360 printf "J];\n\n">solutions.out;

361

362 #

363

364 display objec>solutions.out;

365

366 printf ("N\m NI sskokskskokkoskok kskok ok skok ok okok ok kR okok koo R okok R kokkkokkkokkkokkkokx ok \n\n
\")>solutions.out;

367

368 let best_obj := 99999; #Reseting obj

369 } #For rhos selection

370 } #For solver options
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B.3 Arquivo .dat

Os dados utilizados abaixo s&o baseados no Exemplo 1 do Capitulo 5.

param n := 1; # linhas de A
param m := 1; # colunas de B
param p := 1; # linhas de C
param r := 6; # linhas de L
param lu := 2; # linhas de U
param 1lr := 2; # linhas de R
param 1lx := 4; # linhas de X
param ncl := 2; # n+p
param a; #alpha
#Matrizes do sistema
param A :=

11 0.2
param B :=

11 1;
param C :=

11 1;
# Restricoes de estado e controle

param Xcl :=

11 0.3

12 0

21 -0.3

22 0

31

3 2 0.3

4 1

4 2 -0.3;
param U :=

11 1

21 -1

# Vetores de ordem 1%
param uniR:=
1

1
1
1
1

a S W N
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43 6 1

44 71

45 8 1

46 91

47 10 1

48 11 1

49 12 1;

50

51 param unilx:=
52 11

53 21

54 31

55 4 1,

56

57 param unilLu :=
58 11

59 2 1;

60

61 param Rr :=
62

63 111

64 21 -1,
65

66 # Matriz identidade
67 for{i in R} {
68 for{j in R} {

69 if( i==j ) then let I[i,j] := 1;
70 else let I[i,j] := 0;
71 }

72 }
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