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RESUMO

Neste trabalho é feito um estudo das teorias de cohomologia de Tate e de Farrell. No
contexto do trabalho, a teoria de Farrell é apresentada como uma extensão para a teoria
de cohomologia de Tate sobre a classe dos grupos com dimensão cohomológica virtual
finita. Para tanto, são apresentados resultados clássicos da teoria de cohomologia ordinária
de grupos, tais como: módulos induzidos e coinduzidos, mudança de dimensão, morfismo
transfer e produto cup. Além disso, é realizado um estudo das sequências espectrais e das
condições de finitude de grupos.

Palavras-chave: Cohomologia de Tate. Cohomologia de Farrell. Dimensão cohomológica
virtual. Sequências espectrais. Condições de finitude.



ABSTRACT

In this work a study of the Tate and Farrell cohomology theories is done. In the context
of the work, Farrell’s theory is presented as an extension of Tate cohomology theory to
the class of groups with finite virtual cohomological dimension. For this purpose, classical
objects and results of the ordinary cohomology of groups are presented, such as : induced
and coinduced modules, dimension shifting, transfer map and cup product. In addition, a
study of spectral sequences and finiteness conditions for groups is carried out.

Keywords: Tate cohomology. Farrell cohomology. Virtual cohomological dimension. Spec-
tral sequences. Finiteness conditions.
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1 INTRODUÇÃO

A teoria de cohomologia de grupos é desenvolvida na “fronteira” da topologia com a

álgebra abstrata. É atualmente um campo de pesquisa com bastante ascensão que relaciona

diversas áreas da matemática, tais como teoria de grupos, teoria de homotopia, teoria dos

números e geometria algébrica. Topologicamente, a cohomologia de um grupo G, denotada

por H∗(G), é a cohomologia de um CW -complexo do tipo K(G, 1)1. Equivalentemente, a

cohomologia de G pode ser definida em função de uma resolução projetiva de Z sobre ZG.

É esta descrição, puramente algébrica, que utilizamos na maior parte do trabalho.

No capítulo 2, dado um grupo G, definimos os grupos de homologia e cohomolo-

gia de G com coeficientes em um ZG-módulo M , isto é, H∗(G,M) := H∗(F ⊗G M) e

H∗(G,M) := H∗(HomG(F,M)), respectivamente, onde F → Z é uma resolução projetiva

de Z sobre ZG. Posteriormente, apresentamos os módulos induzidos e coinduzidos e dentre

outros resultados, enunciamos e demonstramos o Lema de Shapiro, que por diversas vezes

utilizamos no transcorrer do trabalho. Ainda neste capítulo, apresentamos H∗ e H∗ como

funtores de duas variáveis, a técnica de mudança de dimensão, o morfismo transfer e a

construção do produto cup, que nos permite tomar H∗(G,Z) como anel graduado. Para

encerrar o capítulo, damos uma interpretação topológica para H∗(G,M) e H∗(G,M) com

M um ZG-módulo trivial.

No capítulo 3, tratamos das sequências espectrais. Dentre outras coisas, demons-

tramos que as sequências espectrais associadas às filtrações por linha e por coluna de

um complexo duplo de primeiro quadrante são convergentes. Este resultado é utilizado

posteriormente, também neste capítulo, quando tratamos da homologia de um grupo as-

sociada a um complexo de cadeia. Dentre outros resultados deste capítulo, apresentamos

a sequência espectral de Hochschild–Serre e a sequência espectral de Cartan–Leray.

No capítulo 4, dado um grupo G, apresentamos essencialmente algumas condições

de finitude para G. Como a homologia e a cohomologia de G são definidas via a escolha

de uma resolução projetiva arbitrária de Z sobre ZG, é conveniente, quando possível,

tomarmos esta resolução a mais simples possível. Escolhendo a “menor” resolução dentre as

resoluções projetivas (quando possível), o cálculo da homologia e cohomologia se restringe

a apenas uma quantidade finita (quando for possível tomar uma resolução finita), neste

sentido, definimos a dimensão cohomológica de G, denotada por cd G, que será finita

quando for possível tomar uma resolução projetiva de comprimento finito e infinita caso

contrário. De encontro a escolha das resoluções, apresentamos os grupos do tipo FPn,

FP∞, FP e FL. Ao fim do capítulo, tratamos dos grupos de dualidade e apresentamos

algumas noções virtuais.

No capítulo 5, primeiramente, expomos alguns resultados de álgebra homológica

relativa e de resoluções completas. Posteriormente, definimos a cohomologia de Tate e
1 Um CW -complexo conexo X é do tipo K(G, 1) se π1(X) = G e πn(X) = 0 para todo n ≥ 2.



Capítulo 1. Introdução 10

evidenciamos como esta teoria unifica o estudo da homologia e cohomologia de grupos

finitos. Prosseguindo no capítulo, definimos a cohomologia de Farrell, que apresenta uma

extensão natural para a teoria de cohomologia de Tate sobre a classe dos grupos com

dimensão cohomológica virtual finita. Tal como feito no contexto da cohomologia ordinária,

damos algumas propriedades análogas para cohomologia de Tate e de Farrell. Além disso,

verificamos que a cohomologia de Farrell é uma obstrução para os grupos de dualidade

virtual. Apresentamos, brevemente, alguns resultados de cohomologia equivariante de

Farrell, de grupos com cohomologia periódica e encerramos o capítulo tratando de ações

livres e propriamente descontínuas em 2n-esferas de homotopia.

Ao final do trabalho, encontram-se dois apêndices, o primeiro versa sobre alguns

resultados de álgebra homológica e o segundo trata dos espaços de Eilenberg-MacLane.
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2 HOMOLOGIA E COHOMOLOGIA DE GRUPOS

Neste capítulo, definimos a (co)homologia de um grupo G com coeficientes em um

ZG-módulo M via resoluções projetivas e apresentamos alguns resultados clássicos da

teoria. Ao final do capítulo é dada uma interpretação topológica para a (co)homologia

de G com coeficientes em um ZG-módulo trivial M . A menos de menção contrária, ao

longo deste e dos demais capítulos, H é um subgrupo de G e R é um anel comutativo com

unidade.

2.1 HOMOLOGIA E COHOMOLOGIA COM COEFICIENTES

Sejam M e N dois ZG-módulos à esquerda. Tomando M como ZG-módulo à

direita via ação mg := g−1m, podemos considerar o produto tensorial M ⊗ZGN , denotado

também por M ⊗G N . Dado que M ⊗G N é obtido de M ⊗N ao introduzirmos a relação

g−1m ⊗ n = m ⊗ gn, obtemos a relação m ⊗ n = gm ⊗ gn ao trocar m por gm. A ação

diagonal de G em M⊗N é dada por g · (m⊗n) := gm⊗gn. Disto, M⊗GN = (M⊗N)G.

Donde segue que M ⊗G N = (M ⊗N)G ≈ (N ⊗M)G = N ⊗G M .

Se M e N são ZG-módulos à esquerda, então a ação de G em M e N induz a

ação diagonal de G em Hom(M,N) dada por (gu)(m) := g · u(g−1m) para g ∈ G, u ∈

Hom(M,N) e m ∈ M (é acrescentado g−1 na ação de G por conta da contravariância

do funtor Hom(−, N)). Haja vista que u ∈ HomZG(M,N) se, e somente se, gu = u para

todo g ∈ G, obtemos que HomG(M,N) = Hom(M,N)G.

Definição 2.1. Sejam F uma resolução projetiva de Z sobre ZG e M um ZG-módulo. A

homologia de G com coeficientes em M é definida por

H∗(G,M) = H∗(F ⊗G M)

e a cohomologia de G com coeficientes em M é definida por

H∗(G,M) = H∗(HomG(F,M)),

onde M é tomado como complexo de cadeia concentrado na dimensão 0.

Sejam F : ZG-mod → Z-mod um funtor aditivo e f, g : (C, d) → (C ′, d′) homo-

morfismos de cadeia homotópicos por uma homotopia h. Como F é aditivo, decorre que

F (fn) − F (gn) = F (fn − gn) = F (hn−1dn + d′
n+1hn) = F (hn−1)F (dn) + F (d′

n+1)F (hn)

para todo n ∈ Z, logo F (h) é uma homotopia entre F (f) e F (g). Dadas duas resoluções

projetivas F e F ′ de Z sobre ZG, pelo Lema Fundamental da Álgebra Homológica (Lema

A.36), existe uma única (a menos de homotopia) equivalência homotópica f : F → F ′.

Ora, como − ⊗ZG M e HomZG(−,M) são funtores aditivos, f induz uma equivalência

homotópica entre os complexos F ⊗ZGM e F ′ ⊗ZGM , e, HomZG(F,M) e HomZG(F ′,M).

Por conseguinte, H∗(F ⊗GM) ≈ H∗(F ′ ⊗GM) e H∗(HomG(F,M)) ≈ H∗(HomG(F ′,M)).

Portanto, H∗(G,M) e H∗(G,M) são invariantes pela resolução projetiva escolhida.
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Exemplo 2.2. Se F é uma resolução projetiva de Z sobre ZG, então, 0 →

HomZG(Z,M) → HomZG(F0,M) → HomZG(F1,M) é uma sequência exata, pois

HomZG(−,M) é contravariante e exato à esquerda. Portanto, H0(G,M)= HomZG(Z,M) ≈

MG. Similarmente, F1 ⊗ZG M → F0 ⊗ZG M → Z ⊗ZG M → 0 é uma sequência exata,

pois − ⊗ZG M é covariante e exato à direita. Portanto, H0(G,M)= Z ⊗ZG M ≈ MG.

Exemplo 2.3. Seja G = 〈t〉 ≈ Z. Pelo Exemplo A.31, 0 → ZG
t−1
→ ZG

ε
→ Z → 0

é uma resolução projetiva de Z sobre ZG. Logo, H∗(G,M) é a homologia do complexo

0 → M
t−1
→ M → 0 e H∗(G,M) é a cohomologia do complexo 0 → M

t−1
→ M → 0.

Dado que ker (t− 1) = MG e im (t− 1) = 〈gm − m | g ∈ G e m ∈ M〉, decorre que

H0(G,M) = MG = H1(G,M), H0(G,M) = MG = H1(G,M) e Hi(G,M) = H i(G,M) =

0 para i > 1.

Exemplo 2.4. Seja G = 〈t | tn = 1〉 ≈ Zn. Como · · · → ZG
t−1
→ ZG

N
→ ZG

t−1
→ ZG

ε
→

Z → 0 é uma resolução projetiva de Z sobre ZG, onde N = 1+t+· · ·+tn−1 (Exemplo A.32),

decorre que H∗(G,M) é a homologia do complexo · · · → M
t−1
→ M

N
→ M

t−1
→ M → 0. Por-

tanto, H2i−1(G,M) = ker (t− 1)/im N = MG/NM e H2i(G,M) = ker N/im (t− 1) =

ker N/(t− 1)M com i 6= 0. Similarmente, H∗(G,M) é a cohomologia do complexo

0 → M
t−1
→ M

N
→ M

t−1
→ M → · · · . Portanto, H2i−1(G,M) = ker N/im (t− 1) =

ker N/(t− 1)M e H2i(G,M) = ker (t− 1)/im N = MG/NM com i 6= 0.

2.1.1 TOR E EXT

Definição 2.5. Sejam ε : F → M e η : P → N resoluções projetivas dos ZG-módulos M

e N . Definimos:

TorG
∗ (M,N) := H∗(F ⊗G N) = H∗(F ⊗G P ) = H∗(M ⊗G P ).

Similarmente, sejam ε : F → M uma resolução projetiva do ZG-módulo M e η : N → Q

uma resolução injetiva do ZG-módulo N . Definimos:

Ext∗G(M,N) := H∗(HomG(F,N)) = H∗(HomG(F,Q)) = H∗(HomG(M,Q)).

Como H∗(G,−) = TorG
∗ (Z,−) e H∗(G,−) = Ext∗G(Z,−), obtemos TorG

∗ (−,−) e

Ext∗G(−,−) como uma generalização para H∗(G,−) e H∗(G.−).

Proposição 2.6 ((BROWN, 1982), Proposição 2.2, p. 61). Sejam M e N dois

ZG-módulos. Se M é Z-livre de torção, então TorG
∗ (M,N) ≈ H∗(G,M ⊗ N),

onde G atua diagonalmente em M ⊗ N . Além disso, se M é Z-livre, então

Ext∗G(M,N) ≈ H∗(G,Hom(M,N)), onde G atua diagonalmente em Hom(M,N).
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2.2 MÓDULOS INDUZIDOS E COINDUZIDOS

2.2.1 EXTENSÃO E COEXTENSÃO DE ESCALARES

Seja α : R → S um homomorfismo de anéis. Se M é um S-módulo (à esquerda),

então M é um R-módulo (à esquerda) por meio da ação r · m := α(r)m. Isso descreve

um funtor da categoria dos S-módulos (à esquerda) para a categoria dos R-módulos (à

esquerda), chamado restrição de escalares.

No sentido contrário, se M é um R-módulo (à esquerda), então S ⊗R M é um

S-módulo à esquerda por meio da ação s · (s′ ⊗ m) := ss′ ⊗ m, onde S é tomado como

R-módulo (à direita) por restrição de escalares via ação s · r := sα(r). Nesse caso, dizemos

que o S-módulo S ⊗R M é obtido de M por extensão de escalares de R para S.

Similarmente, HomR(S,M) é um S-módulo (à esquerda) por meio da ação s · f(s′) =

f(s′s), onde S é tomado como R-módulo (à esquerda) por restrição de escalares via ação

r · s := α(r)s. Nesse caso, dizemos que o S-módulo HomR(S,M) é obtido de M por

coextensão de escalares de R para S.

Exemplo 2.7. Se ε : ZG → Z é o homomorfismo de aumento, então, pela Proposição

A.29, o funtor de extensão é dado por M 7→ MG e o funtor de coextensão é dado por

M 7→ MG.

Tomando S ⊗R M como R-módulo obtido por restrição de escalares, existe o

R-homomorfismo natural i : M → S ⊗R M dado por i(m) = 1 ⊗ m, pois i(rm) =

1 ⊗ rm = α(r) ⊗ m = α(r)(1 ⊗ m) = α(r)i(m). Além disso, vale a seguinte propriedade

universal:

Proposição 2.8 (Propriedade universal). Sejam N um S-módulo e f : M → N um

R-homomorfismo. Então, existe um único S-homomorfismo g : S ⊗R M → N dado por

g(s⊗m) = s · f(m), tal que gi = f . Disso, HomS(S ⊗R M,N) ≈ HomR(M,N).

Tomando HomR(S,M) como R-módulo obtido por restrição de escalares, existe o

R-homomorfismo natural π : HomR(S,M) → M dado por π(f) = f(1), pois π(α(r)f) =

(α(r)f)(1) = f(α(r)1) = rf(1) = rπ(f). Além disso, vale a seguinte propriedade universal:

Proposição 2.9 (Propriedade universal). Sejam N um S-módulo e f : M → N um

R-homomorfismo. Então, existe um único S-homomorfismo g : N → HomR(S,M) dado

por g(n)(s) = f(sn), tal que πg = f . Disso, HomS(N,HomR(S,M)) ≈ HomR(N,M).

2.2.2 MÓDULOS INDUZIDOS E COINDUZIDOS

Definição 2.10. Sejam H ⊆ G, ZH ↪→ ZG o homomorfismo de inclusão e M um

ZH-módulo. O ZG-módulo ZG⊗ZH M é chamado de indução de H para G e denotado

por IndG
HM . O ZG-módulo HomZH(ZG,M) é chamado de coindução de H para G e
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denotado por CoindG
HM . Em particular, IndG

{1}M é chamado de módulo induzido e

CoindG
{1}M é chamado de módulo coinduzido.

Dado que a ação de translação à direita de H em G é livre, decorre, pela Proposição

A.23, que ZG é um ZH-módulo livre e admite a decomposição ZG ≈
⊕

g∈E g(ZH),

onde E é um sistema de representantes para as classes laterais à esquerda de H em G,

logo, como grupo abeliano, ZG ⊗ZH M ≈
⊕

g∈E g ⊗ M , onde g ⊗ M = {g ⊗ m | m ∈

M} ≈ M . Consideremos 1 como representante da classe lateral que o contém. Como

o ZH-homomorfismo i : M → ZG ⊗ZH M aplica M isomorficamente em 1 ⊗ M ≈ M ,

decorre que IndG
HM contém M como ZH-módulo. Mais geralmente, o somando direto

g ⊗M é a transformação de M pela ação de g, pois g(1 ⊗m) = g ⊗m. Portanto:

IndG
HM ≈

⊕

g∈G/H

gM, (1)

pois M é aplicado em si próprio pela ação de H e o subgrupo gM de IndG
HM depende

apenas da classe de g em G/H.

Proposição 2.11 ((BROWN, 1982), Proposição 5.3, p. 68). Seja N um ZG-módulo cujo

grupo abeliano subjacente decompõe-se como
⊕

i∈I Mi, onde I é um G-conjunto homogêneo

tal que gMi = Mgi para todo g ∈ G e todo i ∈ I. Então, se M = Mi e H = Stab(i), M é

um ZH-módulo e N ≈ IndG
HM .

Demonstração: Dado que H = Stab(i) ⊆ G, N é um ZH-módulo, logo M é

um ZH-módulo. Pela Proposição 2.8, a inclusão M ↪→ N estende-se a um único

ZG-homomorfismo ϕ : IndG
HM → N . Ora, como ϕ aplica cada gM isomorficamente em

Mgi e G/H ≈ G(i) = I, decorre que ϕ : IndG
HM → N é um isomorfismo.

Corolário 2.12 ((BROWN, 1982), Corolário 5.4, p. 68). Seja N um ZG-módulo cujo

grupo abeliano subjacente decompõe-se como
⊕

i∈I Mi, tal que a G-ação permuta os soman-

dos diretos de acordo com alguma ação de G em I. Sejam Gi = Stab(i) e E um conjunto

de representantes para I/G. Então, Mi é um ZGi-módulo e existe um ZG-isomorfismo

N ≈
⊕

i∈E Ind
G
Gi
Mi.

Demonstração: Dado que I =
•⋃

i∈E

G(i), temos N =
⊕

i∈I Mi =
⊕

i∈E(
⊕

j∈G(i) Mj). Ora,

cada Mi é um ZGi-módulo e
⊕

j∈G(i) Mj ≈ IndG
Gi
Mi. Portanto, N ≈

⊕
i∈E Ind

G
Gi
Mi.

Exemplo 2.13. IndG
HZ ≈

⊕
g∈G/H gZ ≈ Z[G/H].

Exemplo 2.14. Seja X um G-complexo. Consideremos o ZG-módulo Cn(X) ≈
⊕

σ∈Xn
(Z)σ, onde Xn é o conjunto das n-células de X. Pelo Corolário 2.12,

Cn(X) ≈
⊕

σ∈Σn
IndG

Gσ
Zσ, onde Σn é um conjunto de representantes para as G-órbitas

de Xn, Gσ = Stab(σ) e Zσ é o módulo orientado associado a σ, isto é, Zσ é um grupo
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cíclico infinito cujos dois geradores correspondem as duas orientações de σ . Um elemento

g ∈ Gσ atua em Zσ como a multiplicação por +1 se g preserva a orientação de σ e por

−1 caso contrário.

Sejam π1 : N → M1 e π2 : N → M2 sobrejeções de grupos abelianos. Escrevemos

π1 ∼ π2 para indicar que existe um isomorfismo h : M1 → M2 tal que hπ1 = π2, ou

equivalentemente, que ker π1 = ker π2. Se π : N → M é uma sobrejeção e N é um

ZG-módulo, então πg : N → M dada por πg(n) = π(gn) também é uma sobrejeção. Uma

decomposição em produto direto de N é uma família de sobrejeções (πi : N → Mi)i∈I

tal que o morfismo correspondente N →
∏

i∈I Mi é um isomorfismo. Tal como para

módulos de indução, o grupo abeliano subjacente de CoindG
HM possui uma decomposição

em produto direto (πg)g∈G/H , onde π : CoindG
HM → M é o ZH-homomorfismo canônico.

Proposição 2.15 ((BROWN, 1982), Proposição 5.8, p. 70). Seja N um ZG-módulo cujo

grupo abeliano subjacente admite uma decomposição em produto direto (πi : N → Mi)i∈I ,

onde I é um G-conjunto homogêneo tal que πig ∼ πig para todo g ∈ I e todo i ∈ I. Sejam

π : N → M uma das πi e H = Stab(i) ⊆ G. Então, M herda a estrutura de ZH-módulo

de M e N ≈ CoindG
HM .

Demonstração: Se g ∈ H, então πg = πig ∼ πig = πi = π. Podemos definir uma

H-ação em M por considerar g · m = π(gn), onde π(n) = m, g ∈ H e m ∈ M . Se

π(n) = π(n′) = m, então π(gn) = π(gn′), pois n−n′ ∈ ker π = ker πg, logo a H-ação está

bem definida. Pela Proposição 2.9, π : N → M estende-se a um único ZG-homomorfismo

Ψ : N → CoindG
HM . Ora, como Ψ aplica cada fator πig de N isomorficamente em πg de

CoindG
HM e G/H ≈ G(i) = I, decorre que Ψ : N → CoindG

HM é um isomorfismo.

Corolário 2.16. Seja N um ZG-módulo cujo grupo abeliano subjacente admite uma

decomposição em produto direto (πi : N → Mi)i∈I , tal que a G-ação permuta os fatores

diretos de acordo com alguma ação de G em I. Sejam Gi = Stab(i) e E um conjunto

de representantes para I/G. Então, Mi é um ZGi-módulo e existe um ZG-isomorfismo

N ≈
∏

i∈E Coind
G
Gi
Mi.

Demonstração: Dado que I =
•⋃

i∈E

G(i), temos N ≈
∏

i∈I Mi =
∏

i∈E(
∏

j∈G(i) Mj). Ora,

cada Mi é um ZGi-módulo e
∏

j∈G(i) Mj ≈ CoindG
Gi
Mi. Portanto, N ≈

∏
i∈E Coind

G
Gi
Mi.

Proposição 2.17 ((BROWN, 1982), Proposição 5.9, p. 70). Se (G : H) < ∞, então

IndG
HM ≈ CoindG

HM .

Demonstração: Seja ϕ0 : M → HomZH(ZG,M) o ZH-morfismo dado por:

ϕ0(m)(g) =




gm, g ∈ H,

0, g /∈ H.
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Pela Proposição 2.8, existe um único ZG-morfismo ϕ : ZG⊗ZH M → HomZH(ZG,M) tal

que ϕi = ϕ0. Seja E um sistema de representantes para as classes laterais de H em G.

Tomando ZG⊗ZH M (resp. HomZH(ZG,M)) como uma soma (resp. produto) de cópias

de M , podemos identificar ϕ com a inclusão da soma direta no produto direto e desde

que (G : H) < ∞, decorre que IndG
HM ≈ CoindG

HM .

Proposição 2.18 (Lema de Shapiro, (BROWN, 1982), Proposição 6.2, p. 73). Se

H ⊆ G e M é um ZH-módulo, então H∗(H,M) ≈ H∗(G, Ind
G
HM) e H∗(H,M) ≈

H∗(G,CoindG
HM).

Demonstração: Se F é uma resolução projetiva de Z sobre ZG, então F é uma resolução

projetiva de Z sobre ZH, logo H∗(H,M) = H∗(F ⊗H M) ≈ H∗(F ⊗G (ZG ⊗ZH M)) =

H∗(F ⊗G IndG
HM) = H∗(G, Ind

G
HM). Similarmente, H∗(H,M) = H∗(HomH(F,M)) =

H∗(HomH(F,M)) ≈ H∗(HomG(F,HomZH(ZG,M))) = H∗(HomG(F,CoindG
HM)) =

H∗(G,CoindG
HM).

Corolário 2.19 ((BROWN, 1982), Corolário 6.6, p. 73). Se A é um grupo abeliano, então

Hn(G, IndG
{1}A) = 0 e Hn(G,CoindG

{1}A) = 0 para todo n > 0.

Demonstração: Se n > 0, então, pelo Lema de Shapiro, Hn(G, IndG
{1}A) ≈ Hn({1}, A) =

0 e Hn(G,CoindG
{1}A) ≈ Hn({1}, A) = 0.

Mais geralmente, dizemos que um ZG-módulo M é H∗-acíclico se Hn(G,M) =

0 para todo n > 0. Similarmente, dizemos que um ZG-módulo N é H
∗-acíclico se

Hn(G,N) = 0 para todo n > 0.

Exemplo 2.20. H∗(H,Z) ≈ H∗(G, Ind
G
HZ) ≈ H∗(G,Z[G/H]).

Exemplo 2.21. Se (G : H) < ∞, então H∗(H,Z) ≈ H∗(G,CoindG
HZ) ≈ H∗(G, IndG

HZ)

≈ H∗(G,Z[G/H]) e H∗(H,ZH) ≈ H∗(G,CoindG
HZH) ≈ H∗(G, IndG

HZH) ≈ H∗(G,ZG).

Proposição 2.22 ((BROWN, 1982), Proposição 5.6, p. 69). Se M é um ZG-módulo,

então IndG
HRes

G
HM ≈ Z[G/H] ⊗M (com a G-ação diagonal).

2.3 MUDANÇA DE DIMENSÃO (DIMENSION-SHIFTING)

Dado um ZG-módulo M , consideremos o morfismo injetor ϕ : M := ZG⊗M → M

dado por ϕ(α⊗m) = αm e K = ker ϕ. Tomando a sequência exata curta 0 → K → M →

M → 0, obtemos a sequência exata longa em homologia · · · → Hn(G,M) → Hn(G,M)
∂

→

Hn−1(G,K) → Hn−1(G,M) → · · · . Como Hi(G,M) = 0 para todo n > 0 ((BROWN,

1982), Corolário 6.6, p. 73), obtemos que:

Hn(G,M) ≈




Hn−1(G,K), n > 1

ker {H0(G,K) → H0(G,M)}, n = 1.
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Portanto, desde que estejamos dispostos a alterar o módulo dos coeficientes, uma questão

em Hn pode ser reduzida indutivamente a uma questão em H0. De maneira similar,

podemos considerar o morfismo sobrejetor Ψ : M → M := Hom(ZG,M) dado por

Ψ(m)(α) = αm e C = coker Ψ. Então, obtemos que:

Hn(G,M) ≈




Hn−1(G,C), n > 1

coker {H0(G,C) → H0(G,M)}, n = 1.

2.4 H∗ E H∗ COMO FUNTORES DE DUAS VARIÁVEIS

Consideremos a categoria C onde os objetos são pares (G,M) com G grupo e

M ZG-módulo e os morfismos são da forma (α, f) : (G,M) → (G′,M ′) com α : G →

G′ morfismo de grupos e f : M → M ′ morfismo de ZG-módulos (tomando M ′ como

ZG-módulo via α). Sejam (α, f) : (G,M) → (G′,M ′) um morfismo de C , F (resp. F ′)

uma resolução projetiva de Z sobre ZG (resp. ZG′) e τ : F → F ′ um homomorfismo de

cadeia compatível com α, isto é, com τ(gx) = α(g)τ(x) para g ∈ G e x ∈ F . Considerando

(α, f)∗ := (τ ⊗ f)∗ : H∗(G,M) → H∗(G
′,M ′) a aplicação em homologia induzida do

homomorfismo de cadeia τ⊗f : F ⊗GM → F ′ ⊗G′M ′, obtemos H∗ como funtor covariante

da categoria C para a categoria dos grupos abelianos. Em particular, se M = M ′ e f =

idM ′ , temos que α∗ := (α, f)∗ : H∗(G,M ′) → H∗(G′,M ′) fornece a seguinte decomposição:

H∗(G,M)
H∗(G,f)
−→ H∗(G,M

′)
α∗−→ H∗(G

′,M ′).

Exemplo 2.23. Sejam H ⊆ G, M um ZG-módulo, g ∈ G e c(g) : (H,M) → (gHg−1,M)

o isomorfismo em C dado por (h 7→ ghg−1,m 7→ gm), chamado de morfismo de conju-

gação. Dada F uma resolução projetiva de Z sobre ZG (que também será uma resolução

projetiva de Z sobre ZH e sobre ZgHg−1) e τ : F → F o homomorfismo de cadeia dado

por τ(x) = gx, obtemos c(g)∗ como a aplicação induzida por F ⊗H M → F ⊗gHg−1 M ,

dada por x⊗m 7→ gx⊗ gm, isto é, c(g)∗ é a ação diagonal de g em F ⊗M pela passagem

dos quocientes.

Para cada z ∈ H∗(H,M), definimos gz = c(g)∗z ∈ H∗(gHg
−1,M) e obtemos os

seguintes resultados:

Proposição 2.24 ((BROWN, 1982), Proposição 8.1, p. 79). Se h ∈ H e z ∈ H∗(H,M),

então hz = z.

Demonstração: Se h ∈ H, então c(h)∗ é induzida por F ⊗H M → F ⊗H M dada

por x ⊗ m 7→ hx ⊗ hm = xh−1 ⊗ hm = x ⊗ m, isto é, c(h)∗ = idH∗(H,M). Portanto,

hz = c(h)∗z = z.

Corolário 2.25 ((BROWN, 1982), Corolário 8.2, p. 79). Se HCG e M é um ZG-módulo,

então a ação de conjugação de G em (H,M) induz uma ação de G/H em H∗(H,M).
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Demonstração: Se g, g′ ∈ G são tais que gH = g′H, então g−1g′ ∈ H, logo g−1g′z = z,

isto é, gz = g′z para todo z ∈ H∗(H,M).

Consideremos D a categoria cujos objetos são os mesmos de C e os morfismos

são da forma (α, f) : (G,M) → (G′,M ′) com α : G → G′ morfismo de grupos e f :

M ′ → M morfismo de ZG-módulos (tomando M ′ como ZG-módulo via α). Sejam (α, f) :

(G,M) → (G′,M ′) um morfismo de D , F (resp. F ′) uma resolução projetiva de Z sobre ZG

(resp. ZG′) e τ : F → F ′ um homomorfismo de cadeia compatível com α. Considerando

(α, f)∗ : H∗(G′,M ′) → H∗(G,M) a aplicação em cohomologia induzida do homomorfismo

de cocadeia Hom (τ, f) : HomG′(F ′,M ′) → HomG(F,M), obtemos H∗ como funtor

contravariante da categoria D para a categoria dos grupos abelianos. Em particular, se

M = M ′ e f = idM , temos que α∗ := (α, f)∗ : H∗(G′,M ′) → H∗(G,M ′) fornece a seguinte

decomposição:

H∗(G′,M ′)
α∗

−→ H∗(G,M ′)
H∗(G,f)
−→ H∗(G,M).

Se (α, f) : (G,M) → (G′,M ′) é um morfismo de C com f : M → M ′ bijeção, então

(α, f−1) : (G,M) → (G′,M ′) é um morfismo de D . Consideremos C0 a subcategoria de C

que possui os mesmos objetos de C e morfismos (α, f) com f bijeção. Deste modo, C0 é

isomorfa a uma subcategoria de D . Haja vista que o morfismo de conjugação c(g) está em

C0, obtemos um isomorfismo c(g)∗ : H∗(gHg−1,M) → H∗(H,M) para cada H ⊆ G, g ∈ G

e ZG-módulo M . Definimos gz = (c(g)∗)−1z ∈ H∗(gHg−1,M).

Proposição 2.26 ((BROWN, 1982), Proposição 8.3, p. 80). Se h ∈ H e z ∈ H∗(H,M),

então hz = z.

Corolário 2.27 ((BROWN, 1982), Corolário 8.4, p. 80). Se HCG e M é um ZG-módulo,

então a ação de conjugação de G em (H,M) induz uma ação de G/H em H∗(H,M).

2.5 O MORFISMO TRANSFER

De acordo com a Seção 2.4, dados um ZG-módulo M e α : H ↪→ G, existem

α∗ : H∗(H,M) → H∗(G,M) e α∗ : H∗(G,M) → H∗(H,M). Dizemos que α∗ é o morfismo

de correstrição e o denotamos por corG
H . Similarmente, dizemos que α∗ é o morfismo

de restrição e o denotamos por resG
H . Nesta seção, veremos que se (G : H) < ∞, então

existem morfismos na direção contrária, chamados de morfismos transfer .

Sejam M um ZG-módulo e H ⊆ G. Pela Proposição 2.8, existe o morfismo (injetor)

de ZG-módulos:

ZG⊗ZH M → M (2)

e pela Proposição 2.9, existe o morfismo (sobrejetor) de ZG-módulos:

M → HomZH(ZG,M). (3)

Estes morfismos são chamados, respectivamente, de injeção canônica e sobrejeção

canônica. Aplicando H∗(G,−) em (2), obtemos, pelo Lema de Shapiro, o morfismo
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α∗ : H∗(H,M) → H∗(G,M). Similarmente, aplicando H∗(G,−) em (3) e utilizando o

Lema de Shapiro, obtemos o morfismo α∗ : H∗(G,M) → H∗(H,M). Se (G : H) < ∞,

então, pela Proposição 2.17, ZG ⊗ZH M ≈ HomZH(ZG,M), por conseguinte, aplicando

H∗(G,−) em (2) e H∗(G,−) em (3), obtemos os morfismos transfer :

corG
H : H∗(H,M) → H∗(G,M)

e

resG
H : H∗(G,M) → H∗(H,M).

Em nível zero, corG
H : MH → MG é dado por corG

Hz =
∑

g∈G/H gz e resG
H : MG → MH é

dado por resG
Hz =

∑
g∈G/H gz onde z (resp. z) denota a imagem de z em MG (resp. MH).

Quando estiver evidente o contexto podemos utilizar apenas trH
G para denotar o morfismo

de correstrição/restrição. Existem outras maneiras equivalentes de definir o morfismo

transfer que podem ser encontradas com detalhes em ((BROWN, 1982), p. 81-82).

Proposição 2.28 ((BROWN, 1982), Proposição 9.5, p. 82). (i) Dados K ⊆ H ⊆ G com

(G : K) < ∞,

corG
K = corG

H ◦ corH
K e resG

K = resH
K ◦ resG

H ;

(ii) Dados H ⊆ G com (G : H) < ∞ e z ∈ H∗(G,M), corG
Hres

G
Hz = (G : H)z.

Demonstração: (i): Imediato. (ii): Para o caso cohomológico, em nível zero, resG
H :

H0(G,M) ≈ MG ↪→ MH ≈ H0(H,M) e corG
Hz =

∑
g∈G/H gz, logo, dado z ∈ MG,

corG
Hres

G
Hz =

∑
g∈G/H gz =

∑
g∈G/H z = (G : H)z. Suponhamos que corG

Hres
G
Hz = (G :

H)z para todo z ∈ Hn(G,M). Por mudança de dimensão Hn+1(G,M)
θ
≈ Hn(G,C)

onde C = coker Ψ : M → M = Hom(ZG,M), por conseguinte, dado z ∈ Hn+1(G,M),

corG
Hres

G
Hz = θ−1corG

Hres
G
Hθz = θ−1((G : H)θz) = (G : H)z. O caso homológico é análogo.

2.6 PRODUTO CUP EM COHOMOLOGIA

Sejam M um ZG-módulo (à esquerda) e M ′ um ZG′-módulo (à esquerda). Então,

M⊗M ′ é um Z[G×G′]-módulo (à esquerda) por meio da ação (g, g′)·(m⊗m′) = gm⊗g′m′.

Além disso, se M é projetivo sobre ZG e M ′ é projetivo sobre ZG′, então M⊗M ′ é projetivo

sobre Z[G×G′]. De fato, é suficiente verificar o caso em que M = ZG e M ′ = ZG′, mas

neste caso a afirmação decorre diretamente do isomorfismo ZG⊗ ZG′ ≈ Z[G×G′].

Proposição 2.29 ((BROWN, 1982), Proposição 1.1, p. 107). Se ε : P → Z e ε′ : P ′ → Z

são resoluções projetivas de Z sobre ZG e ZG′, respectivamente, então ε⊗ ε′ : P ⊗P ′ → Z

é uma resolução projetiva de Z sobre Z[G×G′].
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Demonstração: Como P ⊗P ′ é um complexo de cadeia de Z[G×G′]-módulos projetivos,

é suficiente verificar que P ⊗ P ′ é exato. Seja h : P → P uma homotopia de contração,

então H : P ⊗P ′ → P ⊗P ′, dada por H(x⊗y) = h(x)⊗y, é uma homotopia de contração.

(∂H +H∂)(x⊗ y) = ∂(h(x) ⊗ y) +H(dx⊗ y + (−1)deg xx⊗ d′y)

= dh(x) ⊗ y + (−1)deg h(x)h(x) ⊗ d′y + h(dx) ⊗ y + (−1)deg xh(x) ⊗ d′y

= (dh(x) + h(dx)) ⊗ y

= (dh+ hd)x⊗ y

= idP ⊗P ′(x⊗ y).

Portanto, ε⊗ ε′ : P ⊗ P ′ → Z é uma resolução projetiva de Z sobre Z[G×G′].

Sejam M um ZG-módulo, M ′ um ZG′-módulo, u ∈ HomG(P,M) e

v ∈ HomG′(P ′,M ′). Consideremos u × v ∈ HomG×G′(P ⊗ P ′,M ⊗ M ′), definido

por 〈u× v, x⊗ x′〉 = (−1)deg v·deg x〈u, x〉 ⊗ 〈v, x′〉, isto é, u× v é o produto tensorial entre

u e v. Haja vista que δ(u× v) = δu× v + (−1)deg uu× δv ((BROWN, 1982), Exercício 7,

p. 10) e que P ⊗ P ′ é uma resolução projetiva de Z sobre Z[G × G′] (Proposição 2.29),

obtemos o produto induzido Hp(G,M) ×Hq(G′,M ′) → Hp+q(G×G′,M ⊗M ′), chamado

de produto cross.

Definição 2.30. Sejam u ∈ Hp(G,M) e v ∈ Hq(G,N). O produto cup entre u e v,

denotado por u ^ v, é definido por d∗(u× v), onde d : G → G×G é o morfismo diagonal

e M ⊗N é um ZG-módulo com a G-ação diagonal.

Se ε : P → Z é uma resolução projetiva de Z sobre ZG, então, pela Proposição 2.29,

ε⊗ ε : P ⊗P → Z é uma resolução projetiva de Z sobre ZG em que G age diagonalmente

em P ⊗ P . Pelo Lema Fundamental da Álgebra Homológica (Lema A.36), existe um

único (a menos de homotopia) homomorfismo de cadeia ∆ : P → P ⊗ P que preserva o

aumento (um homomorfismo de cadeia com esta propriedade é chamado de aproximação

da diagonal para a resolução P ), logo, dados u ∈ HomG(P,M) e v ∈ HomG(P,N),

[u] ^ [v] ∈ Hp+q(G,M ⊗N) pode ser tomado como [(u× v) ◦ ∆p,q], onde ∆p,q é dado pela

composição Pp+q
∆p+q

→ (P ⊗ P )p+q
πp,q

→ Pp ⊗ Pq.

Considerando o produto H∗(G,Z) ⊗ H∗(G,Z)
^
→ H∗(G,Z) e observando que o

elemento 1 ∈ H0(G,Z) ≈ Z satisfaz 1 ^ u = u = u ^ 1 para todo u ∈ H∗(G,Z)

(mais geralmente, para todo u ∈ H∗(G,M), qualquer que seja o ZG-módulo M), obtemos

H∗(G,Z) como anel graduado. Estas e outras propriedades do produto cup podem ser

encontradas com detalhes em ((BROWN, 1982), p. 110-112).

Exemplo 2.31. Sejam G = 〈t | tn = 1〉 ≈ Zn e P a resolução projetiva de Z sobre

ZG dada, como no Exemplo 2.4, por · · · → ZG
t−1
→ ZG

N
→ ZG

t−1
→ ZG

ε
→ Z → 0,
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onde N = 1 + t + · · · + tn−1. Por meio desta resolução, obtemos que H0(G,Z) = Z,

H2i−1(G,Z) = 0 e H2i(G,Z) = Zn. Em particular, H2(G,Z) = 〈α〉, onde α = [u] com

u : ZG → Z; 1 7→ 1. De acordo com ((BROWN, 1982), p. 108), existe uma aproximação

da diagonal ∆ : P → P ⊗ P dada em cada componente (p, q) por:

∆p,q =





1 ⊗ 1, se p é par;

1 ⊗ t, se p ímpar e q par;
∑

0≤i,j≤n−1 t
i ⊗ tj, se p ímpar e q ímpar.

Por conseguinte, (u ^ u)(1) = ((u× u) ◦ ∆2,2)(1) = (u× u)(1 ⊗ 1) = u(1) ⊗ u(1) = 1 ⊗ 1.

Portanto, 〈α2〉 = H4(G,Z). Mais geralmente, H2i = 〈αi〉.

2.7 INTERPRETAÇÃO TOPOLÓGICA PARA H∗(G,M) E H∗(G,M)

Nesta seção apresentamos uma maneira alternativa para o cálculo da homologia

(resp. cohomologia) de um grupo G em função da homologia (resp. cohomologia) de um

K(G, 1)-complexo.

Lema 2.32 ((BROWN, 1982), Proposição 2.4, p. 34). Sejam X um G-complexo livre e

X/G o CW -complexo das órbitas de X. Então,
(
C∗(X/G), d

)
≈
(
C∗(X)G, d̄).

Demonstração: Seja p : X → X/G a projeção canônica dada por p(x) = G(x). Para

cada n ≥ 0, p induz o homomorfismo de grupos abelianos pn : Cn(X) → Cn(X/G) definido

por pn(
∑
riσ

n
i ) =

∑
riG(σn

i ). Dado que pn(g ·σ−σ) = pn(g ·σ)−pn(σ) = G(g ·σ)−G(σ) =

G(σ) −G(σ) = 0 para todo g ∈ G e toda n-célula σ ∈ Xn, decorre que In := 〈g · σ − σ |

g ∈ G e σ ∈ Cn(X)〉 ⊆ ker pn. Assim, a aplicação ϕ : Cn(X)G = Cn(X)/In → Cn(X/G)

definida por ϕ([
∑
riσ

n
i ]) = pn(

∑
riσ

n
i ) está bem definida. Observamos que ϕ é sobrejetora,

pois
∑
riG(σi) = ϕ

([∑
riσi

])
. Também, ϕ é injetora, pois se [α] = [β], então α− β ∈ In,

logo ϕ([α]) = ϕ([β]). Portanto Cn(X/G) ≈ Cn(X)G para todo n ≥ 0. Consequentemente,

C∗(X/G) ≈ C∗(X)G como complexos de cadeia, pois ϕ é um homomorfismo de cadeia,

isto é, d ◦ ϕ = ϕ ◦ d̄.

Proposição 2.33 ((BROWN, 1982), Proposição 4.1, p. 36). Sejam X um K(G, 1)-complexo

e M um ZG-módulo trivial. Então, H∗(G,M) ≈ H∗(X,M) e H∗(G,M) ≈ H∗(X,M).

Demonstração: De fato, consideremos o complexo de cadeia celular aumentado do reco-

brimento universal X̃ de X, C(X̃) : · · · −→ C2(X̃) −→ C1(X̃) −→ C0(X̃) −→ Z −→ 0.
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Dado que C(X̃) é uma resolução livre de Z sobre ZG e M é um ZG-módulo trivial,

H∗(G,M) = TorG
∗ (Z,M)

= H∗(C(X̃) ⊗G M)

≈ H∗(C(X̃)G ⊗M)
Lema2.32

≈ H∗(C(X̃/G) ⊗M)

X≈X̃/G
≈ H∗(C(X) ⊗M)

= H∗(X,M).

Similarmente,

H∗(G,M) = Ext∗G(Z,M)

= H∗(HomG(C(X̃),M))

= H∗(HomG(C(X̃),M))

≈ H∗(Hom(C(X̃)G,M))
Lema2.32

≈ H∗(Hom(C(X̃/G),M))

X≈X̃/G
≈ H∗(Hom(C(X),M))

= H∗(X,M).

Corolário 2.34. Se X é um K(G, 1)-complexo, então H∗(G,Z) ≈ H∗(X) e H∗(G,Z) ≈

H∗(X).

Exemplo 2.35. De acordo com o Exemplo B.19, S1 é um K(Z, 1)-complexo. Logo, se M

é um ZG-módulo trivial, então, pela Proposição 2.33 e pelo Exemplo 2.3,

Hn(S1,M) ≈ Hn(Z,M) ≈





MZ = M, se n = 0,

MZ = M, se n = 1,

0, se n ≥ 2.

Exemplo 2.36. De acordo com o Exemplo B.20, X =
∨

i∈I S
1
i é um K(G, 1)-complexo

onde G = F (I). Logo, pela Proposição 2.33,

Hn(X,Z) ≈ Hn(F (I),Z) ≈





Z, se n = 0,
⊕

i∈I Z, se n = 1,

0, se n ≥ 2.
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3 SEQUÊNCIAS ESPECTRAIS

Se C é um complexo de cadeia e C ′ ⊆ C, então 0 → C ′ → C → C/C ′ → 0 é

uma sequência exata curta de complexos de cadeia. Esta sequência induz uma sequência

exata longa em homologia que fornece informações de H∗(C) em termos de H∗(C
′) e

H∗(C/C
′). Mais geralmente, o que faremos neste capítulo é considerar uma sequência de

subcomplexos {FpC}p∈Z com Fp−1C ⊆ FpC de modo a obter informações de H∗(C) em

termos de H∗(FpC/Fp−1C).

3.1 SEQUÊNCIA ESPECTRAL ASSOCIADA A UM COMPLEXO FILTRADO

Definição 3.1. Uma filtração crescente de um R-módulo M é uma sequência (FpM)p∈Z

de R-submódulos de M , tal que FpM ⊆ Fp+1M . Dizemos que a filtração é finita se

FpM = 0 para p suficientemente pequeno e FqM = M para q suficientemente grande.

Definição 3.2. Dada uma filtração (FpM)p∈Z de M , o módulo graduado associado

GrM é definido por GrpM = FpM/Fp−1M .

Lema 3.3 ((BROWN, 1982), Lema 2.1, p. 162). Sejam M e M ′ módulos com filtrações

finitas e f : M → M ′ uma aplicação que preserva filtração, isto é, f(FpM) ⊆ FpM
′. Se

Grf : GrM → GrM ′ (onde Grf é a aplicação induzida por f) é um isomorfismo, então

f é um isomorfismo.

Demonstração: Sejam 0 = FpM ⊆ · · · ⊆ FqM = M e 0 = Fp′M ′ ⊆ · · · ⊆ Fq′M ′ = M ′

filtrações finitas de M e M ′. Afirmamos que p = p′ e q = q′. Se Fp+iM = Fp+i+1M ,

então Fp+iM
′ = Fp+i+1M

′, pois 0 = Grp+i+1M ≈ Grp+i+1M
′. Assumiremos que Fp+iM (

Fp+i+1M e que Fp′+iM
′ ( Fp′+i+1M

′. Se p > p′, então Fp′+1M = 0, pois p ≥ p′ + 1, logo

0 = Grp′+1M ≈ Grp′+1M
′, isto é, Fp′M ′ = Fp′+1M

′, que é um absurdo. Por simetria, p ≮ p′.

Similarmente, se q > q′, então Fq−1M
′ = M ′, pois q − 1 ≥ q′, logo 0 = GrqM

′ ≈ GrqM ,

isto é, Fq−1M = FqM , que é um absurdo. Por simetria, q′ ≮ q. Portanto p = p′ e q = q′.

Consideremos o diagrama:

0

0

Grp+1M Fp+2M Grp+2M

Grp′+1M
′ Fp′+2M

′ Grp′+2M
′

0

0.

Dado que Grp+1M ≈ Grp′+1M
′ e Grp+2M ≈ Grp′+2M

′, decorre que Fp+2M ≈ Fp′+2M
′.

Repetindo este processo até o q-ésimo nível, concluímos que f : M → M ′ é um isomorfismo.

Definição 3.4. Seja M um módulo graduado filtrado com filtração {FpMn} em cada Mn

e com submódulo graduado FpM . O módulo bigraduado associado a M é definido
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por Grp,qM = FpMp+q/Fp−1Mp+q. Dizemos que um elemento em Grp,qM tem grau de

filtração p, grau complementar q e grau total p+ q.

Seja (C, ∂) um complexo de cadeia finitamente filtrado, isto é, com

cada {FpCn}p∈Z filtração finita de Cn. Considerando FpC como um subcom-

plexo de diferencial ∂′
n = ∂n|FpCn

, obtemos uma filtração para Hn(C) dada por

FpHn(C) := im {i∗ : Hn(FpC) → Hn(C)}, onde i∗ é a aplicação induzida pela inclusão

i : FpC ↪→ C. Apresentamos a seguir uma caracterização alternativa para esta filtração.

Proposição 3.5 ((BROWN, 1982), p. 162). FpHn(C) =
FpCn ∩ Z

FpCn ∩B
, onde Z = ker ∂n e

B = im ∂n+1.

Demonstração: Dado que ker ∂′
n = FpCn ∩ Z e ker i∗ = {ω + im ∂′

n+1 | ω ∈ B e ω ∈

FpCn ∩ Z} = (B ∩ (FpCn ∩ Z))/im ∂′
n+1 = FpCn ∩B/im ∂′

n+1 , decorre que:

FpHn(C) = im i∗ ≈
Hn(FpC)

ker i∗
=

FpCn ∩ Z

im ∂′
n+1

FpCn ∩B

im ∂′
n+1

≈
FpCn ∩ Z

FpCn ∩B
.

Proposição 3.6 ((BROWN, 1982), p. 162). Grp,qH(C) ≈
FpCp+q ∩ Z

FpCp+qB + Fp−1Cp+q ∩ Z
.

Demonstração: Pelo Teorema do Isomorfismo de Noether,

Fp−1Hp+q(C) =
Fp−1Cp+q ∩ Z

Fp−1Cp+q ∩B
≈
FpCp+q ∩B + Fp−1Cp+q ∩ Z

FpCp+q ∩B
.

Dado que FpCp+q ∩B ⊆ FpCp+q ∩B + Fp−1Cp+q ∩ Z,

Grp,qH(C) =
FpHp+q(C)

Fp−1Hp+q(C)
≈

FpCp+q ∩ Z

FpCp+q ∩B
FpCp+q ∩B + Fp−1Cp+q ∩ Z

FpCp+q ∩B

≈
FpCp+q ∩ Z

FpCp+q ∩B + Fp−1Cp+q ∩ Z
.

Definição 3.7. Seja (C, ∂) um complexo de cadeia filtrado em que cada Cn é filtrado por

{FpCn}. Consideremos os submódulos Zr
p,q = FpCp+q∩∂−1(Fp−rCp+q−1), Z∞

p,q = FpCp+q∩Z,

Br
p,q = FpCp+q ∩∂(Fp+r−1Cp+q+1) e B∞

p,q = FpCp+q ∩B, onde Z = ker ∂p+q, B = im ∂p+q+1

e r ≥ 0. A sequência espectral associada ao complexo C, denotada por {Er
p,q}, é definida

por:

Er
p,q :=

Zr
p,q

Br
p,q + Zr−1

p−1,q+1

=
Zr

p,q

Br
p,q + Fp−1Cp+q ∩ Zr

p,q

.

Analogamente:

E∞
p,q :=

Z∞
p,q

B∞
p,q + Z∞

p−1,q+1

=
FpCp+q ∩ Z

FpCp+q ∩B + Fp−1Cp+q ∩ Z
≈ Grp,qH(C).
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Observação 3.8. B0
p,q ⊆ B1

p,q ⊆ · · · ⊆ B∞
p,q ⊆ Z∞

p,q ⊆ · · · ⊆ Z1
p,q ⊆ Z0

p,q = FpCp+q.

Definição 3.9. Dizemos que {Er
p,q} é convergente se, para todo par (p, q), existe um r

suficientemente grande tal que Er+i
p,q = E∞

p,q para todo i ≥ 0.

Dado que E∞
p,q ≈ Grp,qH(C), se a sequência espectral converge, então seu limite é

Grp,qH(C). Nos referimos a esta convergência dizendo que a sequência espectral converge

para H(C) e escrevemos Er
p,q ⇒ Hp+q(C) ou simplesmente Er ⇒ H(C). A seguir, mostra-

mos que toda sequência espectral associada a um complexo de cadeia finitamente filtrado

é convergente.

Teorema 3.10. Se (C, ∂) é um complexo de cadeia finitamente filtrado, então a sequência

espectral associada {Er
p,q} é convergente.

Demonstração: Sejam {FmCp+q−1} e {FmCp+q+1} filtrações de Cp+q−1 e Cp+q+1. Existem

m′ e m′′ tais que FmCp+q−1 = 0 para m ≤ m′ e FmCp+q+1 = Cp+q+1 para m ≥ m′′.

Tomando r = max{p−m′,m′′ − p+ 1} e i ≥ 0, obtemos:

Er+i
p,q =

Zr+i
p,q

Br+i
p,q + Fp−1Cp+q ∩ Zr+i

p,q

=
FpCp+q ∩ ∂−1(Fp−r−iCp+q−1)

FpCp+q ∩ ∂(Fp+r+i−1Cp+q+1) + Fp−1Cp+q ∩ (FpCp+q ∩ ∂−1(Fp−r−iCp+q+1))

=
FpCp+q ∩ ∂−1(0)

FpCp+q ∩ ∂(Cp+q+1) + Fp−1Cp+q ∩ (FpCp+q ∩ ∂−1(0))

=
FpCp+q ∩ Z

FpCp+q ∩B + Fp−1Cp+q ∩ (FpCp+q ∩ Z)

=
Z∞

p,q

B∞
p,q + Fp−1Cp+q ∩ Z∞

p,q

= E∞
p,q.

Portanto, {Er
p,q} é convergente.

O operador bordo ∂ de um complexo de cadeia C induz um diferencial dr
p,q em Er

p,q

de bigrau (−r, r − 1), pois:

∂(Zr
p,q) = ∂(FpCp+q ∩ ∂−1(Fp−rCp+q−1))

⊆ Fp−rCp+q−1 ∩ ∂(FpCp+q)

= Br+1
p−r,q+r−1 ⊆ Zr

p−r,q+r−1,

e

∂(Br
p,q + Zr−1

p−1,q+1) = ∂(Br
p,q) + ∂(Zr−1

p−1,q+1)

= ∂(FpCp+q ∩ ∂(Fp+r−1Cp+q+1)) + ∂(Zr−1
p−1,q+1)

⊆ ∂(FpCp+q) ∩ ∂∂(Fp+r−1Cp+q+1) +Br
p−r,q+r−1 = Br

p−r,q+r−1.

Proposição 3.11 ((BROWN, 1982), p. 163). Seja {Er
p,q} a sequência espectral associada

ao complexo de cadeia filtrado (C, ∂). Então, E0
p,q = Grp,qC e E1

p,q ≈ Hp+q(FpC/Fp−1C).
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Demonstração: Dado que ∂−1(FpCp+q−1) = FpCp+q e ∂(Fp−1Cp+q+1) ⊆ Fp−1Cp+q,

E0
p,q =

Z0
p,q

B0
p,q + Fp−1Cp+q ∩ Z0

p,q

=
FpCp+q ∩ ∂−1(FpCp+q−1)

FpCp+q ∩ ∂(Fp−1Cp+q+1) + Fp−1Cp+q ∩ (FpCp+q ∩ ∂−1(FpCp+q−1))

=
FpCp+q

FpCp+q ∩ Fp−1Cp+q

=
FpCp+q

Fp−1Cp+q

= Grp,qC.

Consideremos FpC/Fp−1C com operador bordo d0
p,q : E0

p,q → E0
p,q−1 induzido por ∂.

Dado que ker d0
p,q = FpCp+q ∩ ∂−1(Fp−1Cp+q−1)/Fp−1Cp+q e im d0

p,q+1 = (∂(FpCp+q+1) +

Fp−1Cp+q)/Fp−1Cp+q, obtemos

Hp+q

(
FpC

Fp−1C

)
=

ker d0
p,q

im d0
p,q+1

≈
FpCp+q ∩ ∂−1(Fp−1Cp+q−1)

∂(FpCp+q+1) + Fp−1Cp+q

=
FpCp+q ∩ ∂−1(Fp−1Cp+q−1)

FpCp+q ∩ ∂(FpCp+q+1) + Fp−1Cp+q ∩ (FpCp+q ∩ ∂−1(Fp−1Cp+q−1))

=
Z1

p,q

B1
p,q + Fp−1Cp+qZ1

p,q

= E1
p,q.

Observação 3.12. Para cada p fixo, E1
p,q ≈ Hq(E

0
p,∗).

Observação 3.13. De acordo com a Proposição 3.11, E1
p,q ≈ Hp+q(FpC/Fp−1C) =

Hp+q(E
0). Mais geralmente, Er+1

p,q ≈ Hp+q(E
r).

Teorema 3.14 ((HILTON; WYLIE, 1965), Teorema 10.2.5, p. 402). Er+1
p,q ≈ Hp+q(E

r).

Demonstração:

Hp+q(E
r) =

ker dr
p,q

im dr
p+r,q−r+1

=

Zr
p,q ∩ ∂−1(Br

p−r,q+r−1 + Zr−1
p−r−1,q+r)

Br
p,q + Zr−1

p−1,q+1

∂(Zr
p+r,q−r+1) + (Br

p,q + Zr−1
p−1,q+1)

Br
p,q + Zr−1

p−1,q+1

≈
Zr

p,q ∩ (∂−1Br
p−r,q+r−1 + ∂−1Zr−1

p−r−1,q+r)

Br+1
p,q + (Br

p,q + Zr−1
p−1,q+1)

=
Zr

p,q ∩ (Zr−1
p−1,q+1 + ∂−1Fp−r−1Cp+q−1)

Br+1
p,q + Zr−1

p−1,q+1
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=
Zr−1

p−1,q+1 + Zr+1
p,q

Br+1
p,q + Zr−1

p−1,q+1

≈
Zr+1

p,q

Br+1
p,q + (Zr+1

p,q ∩ Zr−1
p−1,q+1)

=
Zr+1

p,q

Br+1
p,q + Zr

p−1,q+1

= Er+1
p,q .

Proposição 3.15 ((BROWN, 1982), Proposição 2.6, p. 163). Sejam C e C ′ complexos

de cadeia finitamente filtrados e τ : C → C ′ um homomorfismo de cadeia que preserva

filtração. Se a aplicação induzida das sequências espectrais Er(τ) : Er(C) → Er(C ′) é um

isomorfismo para algum r, então H(τ) : H(C) → H(C ′) é um isomorfismo.

Demonstração: Dado que Er(τ) : Er(C) → Er(C ′) é um isomorfismo, decorre que

H(Er(τ)) : H(Er(C)) → H(Er(C ′)) é um isomorfismo, logo, pelo Teorema 3.14, Er+1(τ) :

Er+1(C) → Er+1(C ′) é um isomorfismo. Assim, E∞(C) ≈ GrH(C) ≈ GrH(C ′) ≈

E∞(C ′). Portanto, pelo Lema 3.3, H(τ) : H(C) → H(C ′) é um isomorfismo.

O módulo bigraduado Er pode ser representado por uma página da qual todo

termo Er
p,q é indexado ao par ordenado (p, q) e cada diferencial dr

p,r : Er
p,q → Er

p−r,q+r−1

é representado por um vetor de (p, q) em (p − r, q + r − 1). O conjunto destas páginas

compõe a sequência espectral, que pode ser pensada como um livro. Representamos abaixo

(Figura 1) as páginas E0, E1 e E2.

Figura 1 – Páginas E0, E1 e E2

E0 : ...
...

...

· · · • • • · · ·

· · · • • • · · ·

· · · • • • · · ·

...
...

...

E1 : ...
...

...

· · · • • • · · ·

· · · • • • · · ·

· · · • • • · · ·

...
...

...

E2 : ...
...

...

· · · • • • · · ·

· · · • • • · · ·

· · · • • • · · ·

...
...

...

Fonte: Autor.

Proposição 3.16 ((MACLANE, 1967), p. 320). Se {Er
p,q} é de primeiro quadrante 1,

então, para r > max{p, q + 1}, Er+1
p,q ≈ Er

p,q.

1 A sequência espectral {Er
p,q} é de primeiro quadrante se Er

p,q = 0 para p < 0 ou q < 0, qualquer
que seja r.
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Demonstração: Dado que r > max{p, q + 1}, ker dr
p,q = Er

p,q e im dr
p+r,q−r+1 = 0, logo

Er+1
p,q ≈ Hp+q(E

r) = Er
p,q.

Definição 3.17. Uma filtração F de um módulo graduado M é canonicamente limi-

tada se F−1Mn = 0 e FnMn = Mn para cada Mn.

Proposição 3.18 ((MACLANE, 1967), Teorema 3.3, p. 330). Sejam C um complexo

de cadeia e F uma filtração canonicamente limitada de C. Então, a sequência espectral

associada a F é de primeiro quadrante, a filtração induzida em H∗(C) é canonicamente

limitada e E∞
p,n−p ≈ FpHn(C)/Fp−1Hn(C).

Demonstração: Pela Proposição 3.11, E0
p,q = FpCp+q/Fp−1Cp+q. Se p < 0, então E0

p,q = 0.

Se q < 0, então E0
p,q = 0, pois FpCp+q = Fp−1Cp+q. Logo, pelo Teorema 3.14, Er

p,q =

0. Portanto, {Er
p,q} é de primeiro quadrante. Pela Proposição 3.5, FpHn(C) = FpCn ∩

Z/FpCn ∩B, onde Z = ker ∂n e B = im ∂n+1. Então, F−1Hn(C) = 0 e FnHn(C) = Z/B =

Hn(C). Finalmente, E∞
p,n−p ≈ Grp,n−pH(C) = FpHn(C)/Fp−1Hn(C).

3.2 COMPLEXO DUPLO

Definição 3.19. Um complexo duplo é um módulo bigraduado C = (Cp,q)p,q∈Z com um

diferencial ∂′ de bigrau (−1, 0) e um diferencial ∂′′ de bigrau (0,−1) tal que ∂′∂′′ = ∂′′∂′.

Definição 3.20. Seja C um complexo duplo. O complexo total associado a C, denotado

por TC, é dado por (TC)n =
⊕

p+q=n Cp,q e tem diferencial ∂ dado por ∂|Cp,q
= ∂′ +

(−1)p∂′′.

Exemplo 3.21. Sejam (C, ∂C) e (C ′, ∂C′) dois complexos de cadeia. O produto tensorial

C ⊗ C ′ é o complexo total obtido do complexo duplo C ′′
p,q = Cp ⊗ C ′

q com diferenciais

∂′ = ∂C ⊗ 1 e ∂′′ = (−1)p1 ⊗ ∂C′.

Seja TC o complexo total associado ao complexo duplo C. Filtramos TC por

considerar Fp(TC)n =
⊕

i≤p Ci,n−i, chamada filtração por coluna. Pela Proposição

3.11, E0
p,q = Fp(TC)p+q/Fp−1(TC)p+q = Cp,q, logo d0

p,q = ±∂′′, pois ∂′(Cp,q) ⊆ Cp−1,q ⊆

Fp−1(TC)p+q−1. Dado que E1
p,q ≈ Hp+q(E

0) = ker d0
p,q/im d0

p,q+1 = ker ∂′′/im ∂′′, decorre

que E1
p,q = Hq(Cp,∗), isto é, E1 é a homologia vertical de C. Haja vista que d1

p,q : E1
p,q →

E1
p−1,q é a aplicação induzida por ∂′ : Cp,∗ → Cp−1,∗, pois ∂(ω) = ∂′(ω) + (−1)p∂′′(ω) =

∂′(ω) para todo ω + im ∂′′ ∈ E1
p,q e E2

p,q ≈ Hp+q(E
1), decorre que E2

p,q ≈ Hp(Hq(C)), isto

é, E2 é a homologia horizontal da homologia vertical de C.

Similarmente, obtemos uma filtração de TC considerando F ′
p(TC)n =

⊕
j≤p Cn−j,j,

chamada filtração por linha. Neste caso, E0
p,q = Cq,p e d0

p,q = ∂′, pois ∂′′(Cq,p) ⊆ Cq,p−1 ⊆

F ′
p−1(TC)p+q−1. Então, E1

p,q ≈ Hp+q(E
0) = ker d0

p,q/im d0
p,q+1 = ker ∂′/im ∂′ = Hq(C∗,p),

isto é, E1 é a homologia horizontal de C. Similarmente, o diferencial d1
p,q : E1

p,q → E1
p−1,q
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é a aplicação induzida de ∂′′ : C∗,p → C∗,p−1 (a menos de sinal) e E2 a homologia vertical

da homologia horizontal de C.

Proposição 3.22 ((MC CLEARY, 2001), p. 49). Sejam C um complexo duplo de primeiro

quadrante, isto é, com Cp,q = 0 se p < 0 ou q < 0, e TC o complexo total associado. Então,

as sequências espectrais associadas à filtração por linha e à filtração por coluna de TC

convergem para H∗(TC).

Demonstração: Como C é um complexo de primeiro quadrante, F−1(TC)n =

F ′
−1(TC)n = 0 e Fn(TC)n =

⊕
i≤n Ci,n−i =

⊕
p+q=n Cp,q =

⊕
j≤n Cn−j,j = F ′

n(TC)n, ou

seja, ambas as filtrações são canonicamente limitadas. Pelo Teorema 3.10, as sequências

espectrais convergem para H∗(TC).

Observação 3.23. Pela Proposição 3.18, as sequências espectrais associadas são de pri-

meiro quadrante. Além disso, embora ambas as sequências espectrais tenham o mesmo

limite H∗(TC), em geral não tem o mesmo termo E∞.

3.3 HOMOLOGIA DE UM GRUPO COM COEFICIENTES EM UM COMPLEXO DE CADEIA

Sejam G um grupo, C = (Cn)n≥0 um complexo de cadeia de ZG-módulos e F uma

resolução projetiva de Z sobre ZG. Dado que F ⊗G C é o complexo total do complexo

duplo dos grupos abelianos Cp,q = Fp⊗GCq (que é de primeiro quadrante), pela Proposição

3.22, as sequências espectrais associadas às filtrações por linha e por coluna convergem

para H∗(F ⊗G C) = H∗(G,C), chamada de homologia de G com coeficientes em

C . Se C tem apenas o módulo M na dimensão 0, então H∗(G,C) = H∗(G,M).

Ao considerarmos a sequência espectral associada à filtração por coluna de F ⊗GC,

E0
p,q = Fp ⊗G Cq e E1

p,q ≈ Hq(Fp ⊗G C∗) ≈ Fp ⊗G Hq(C), pois, por Fp ser projetivo,

a sequência 0 → Fp ⊗G im ∂q+1 → Fp ⊗G ker ∂q → Fp ⊗G Hq(C) → 0 é exata, logo

Fp ⊗G Hq(C) ≈ Fp ⊗G ker ∂q/Fp ⊗G im ∂q+1 = Hq(Fp ⊗G C∗). Por conseguinte,

E2
p,q ≈ Hp(Hq(F∗ ⊗G Cq)) = Hp(F∗ ⊗G Hq(C)) = Hp(G,Hq(C)) ⇒ Hp+q(C). (4)

Ao considerarmos a sequência espectral associada a filtração por linha de F ⊗G C,

E0
p,q = Fq ⊗G Cp e

E1
p,q ≈ Hq(F∗ ⊗G Cp) = Hq(G,Cp) ⇒ Hp+q(G,C). (5)

Além disso, E2
p,q é o p-ésimo grupo de homologia do complexo obtido de C via fun-

tor Hq(G,−). Em ambos os casos, as sequências espectrais oferecem aproximações para

H∗(G,C) em termos da homologia ordinária de grupos.

Proposição 3.24 ((BROWN, 1982), Proposição 5.2, p. 169). Se τ : (C, ∂) → (C ′, ∂′)

é uma equivalência fraca de G-complexos de cadeia, então τ induz um isomorfismo

H∗(G,C) ≈ H∗(G,C
′).
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Demonstração: Dado que τ é um homomorfismo de cadeia, decorre que id⊗τ : F⊗GC →

F⊗GC
′ é um homomorfismo de cadeia, pois dx⊗τy+(−1)px⊗τ∂y = dx⊗τy+(−1)px⊗∂′τy

para todo x ⊗ y ∈ Fp ⊗G Cq. Pela Proposição 3.22, as sequências espectrais Er
p,q(C)

e Er
p,q(C

′), obtidas das filtrações dadas na seção anterior, convergem para H∗(G,C) e

H∗(G,C
′). Haja vista que E1(id ⊗ τ) : E1

p,q ≈ Fp ⊗G Hq(C) → E1
p,q ≈ Fp ⊗G Hq(C

′)

é um isomorfismo, pois τ é uma equivalência fraca, decorre, pela Proposição 3.15, que

H(id⊗τ) : H(F⊗GC) → H(F⊗GC
′) é um isomorfismo. Portanto, H∗(G,C) ≈ H∗(G,C ′).

Se G atua trivialmente em C, então F ⊗G C ≈ FG ⊗ C, pois Fp ⊗G Cq ≈ Fp ⊗G

(Z ⊗ Cq) ≈ (Fp ⊗G Z) ⊗ Cq ≈ (Fp)G ⊗ Cq, logo Hp(FG) ≈ Hp(G). Além disso, dado que

Fp é projetivo, existe um ZG-módulo Qp tal que Fp ⊕Qp = ⊕ZG, logo (Fp)G ⊕ (Qp)G ≈

(Fp ⊗G Z) ⊕ (Qp ⊗G Z) ≈ (Fp ⊕ Qp) ⊗G Z = (⊕ZG) ⊗G Z ≈ ⊕(ZG ⊗G Z) ≈ ⊕Z, então

(Fp)G é um Z-módulo livre, pois Z é um domínio de ideais principais. Por ((BROWN,

1982), Proposição 0.8, p.07), existe a Fórmula de Künneth:

0 →
⊕

p+q=n

Hp(G) ⊗Hq(C) → Hn(G,C) →
⊕

p+q=n−1

Tor(Hp(G), Hq(C)) → 0

Observação 3.25. Sejam ε : F → Z uma resolução projetiva de Z sobre ZG e C =

(Cn)n≥0 um complexo de cadeia finitamente filtrado de ZG-módulos H∗-acíclicos. Consi-

deremos a sequência espectral {Er
p,q} associada a filtração por linha do complexo F ⊗G C.

Como cada Cp é H∗-acíclico, decorre que E1
p,q(F ⊗G C) ≈ Hq(G,Cp) = 0 para q > 0 e

E1
p,0(F ⊗G C) ≈ H0(G,Cp) ≈ (Cp)G, isto é, o termo E1 concentra-se na linha q = 0. Haja

vista que E1
p,q(F ⊗G C) ≈ E1

p,q(Z⊗G C), pois E1
p,q(Z⊗G C) ≈ 0 para q > 0 e E1

p,0 ≈ (Cp)G,

decorre da Proposição 3.15 (pois ε ⊗ 1 : F ⊗G C → Z ⊗G C preserva filtração) que

H∗(G,C) = H∗(F ⊗G C) ≈ H∗(Z ⊗G C) = H∗(CG). Além disso, a sequência colapsa 2 em

E2. De fato, E2
p,q(F ⊗G C) ≈ E2

p,q(Z ⊗G C), pois E2
p,q ≈ Hp+q(E

1) (Teorema 3.14). Ora,

E2
p,q(F ⊗GC) = 0 para q > 0 e E2

p,0(F ⊗GC) ≈ E2
p,0(Z⊗GC) = Hp(Z⊗GC) = Z⊗GCp ≈

(Cp)G = E1
p,q. Sucessivamente, E2

p,q ≈ E2+i
p,q .

Proposição 3.26 ((BROWN, 1982), Proposição 5.6, p. 170). Seja C = (Cn)n≥0 um com-

plexo de cadeia de ZG-módulos onde cada Cn é H∗-acíclico. Então, existe uma sequência

espectral da forma E2
p,q = Hp(G,Hq(C)) ⇒ Hp+q(CG).

3.4 SEQUÊNCIA ESPECTRAL DE HOCHSCHILD-SERRE

Sejam 1 → H → G → Q → 1 uma extensão de grupos 3, F uma resolução

projetiva de Z sobre ZG e M um ZG-módulo. Dado que F ⊗G M = (F ⊗ M)G ≈

((F⊗M)H)Q = (F⊗HM)Q ((BROWN, 1982), Exercício 03. p. 35), decorre queH∗(G,M) =

2 A sequência espectral {Er
p,q} colapsa no N -ésimo termo se para todo par (p, q), dr

p,q = 0 para r > N .
3 Uma extensão de um grupo Q por um grupo H é uma sequência exata curta de grupos 1 → H →

G → Q → 1.
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H∗(F⊗GM) = H∗((F⊗HM)Q). Além disso, pelo Corolário 2.25, H∗(F⊗HM) = H∗(H,M)

é um ZQ-módulo.

Lema 3.27. (Fp ⊗M)H é H∗-acíclico.

Demonstração: Sejam F ′ uma resolução projetiva de Z sobre ZQ e Qp tal que Fp ⊕Qp =

⊕ZG. Então, F ′ ⊗Q ((⊕ZG) ⊗H M) ≈ (F ′ ⊗Q (Fp ⊗H M)) ⊕ (F ′ ⊗Q (Qp ⊗H M)), logo

⊕H∗(F ′ ⊗Q (ZG⊗H M)) ≈ H∗(Q, (Fp ⊗M)H) ⊕H∗(F ′ ⊗Q (Qp ⊗H M)). Ora, ZG⊗H M =

(ZG⊗M)H ≈ ZQ⊗G (ZG⊗M) ≈ ZQ⊗M = IndQ
{1}M , ou seja, ZG⊗H M é H∗-acíclico.

Portanto, (Fp ⊗M)H é H∗-acíclico.

Teorema 3.28 (Sequência espectral de Hochschild–Serre, (BROWN, 1982), Teorema 6.3,

p. 171). Sejam 1 → H → G → Q → 1 uma extensão de grupos e M um ZG-módulo. Então,

existe uma sequência espectral {Er
p,q} tal que E2

p,q = Hp(Q,Hq(H,M)) ⇒ Hp+q(G,M).

Demonstração: Dada uma resolução projetiva F de Z sobre ZG, (F ⊗ M)H é um

complexo não negativo de ZQ-módulos H∗-acíclicos. Pela Proposição 3.26, existe uma

sequência espectral Er
p,q tal que E2

p,q = Hp(Q,Hq(H,M)) ⇒ Hp+q(G,M).

Corolário 3.29 ((BROWN, 1982), Corolário 6.4, p. 171). Sob as hipóteses do Teorema

3.28, existe uma sequência exata:

H2(G,M) → H2(Q,MH) → H1(H,M)Q → H1(G,M) → H1(Q,MH) → 0.

Demonstração: Sejam F uma resolução projetiva de Z sobre ZG e TC = F ⊗G M . Fil-

trando TC por considerar Fp(TC)n =
⊕

i≤p Fi ⊗G Mn−i, obtemos que F−1(TC)n = 0

e Fn(TC)n = Fn ⊗G M = (TC)n. Pela Proposição 3.18, {Er
p,q} é de primeiro qua-

drante, H∗(TC) é canonicamente limitada e E∞
p,n−p ≈ FpHn(TC)/Fp−1Hn(TC), em par-

ticular, E∞
0,1 ≈ F0H1(TC)/F−1H1(TC) = F0H1(TC) e E∞

1,0 ≈ F1H1(TC)/F0H1(TC) =

H1(G,M)/E∞
0,1. Ora, pela Proposição 3.16, E∞

1,0 ≈ E2
1,0, então obtemos a sequência exata:

0 → E∞
0,1 → H1(G,M) → E2

1,0 → 0. (6)

Pela Proposição 3.16, E∞
0,1 ≈ E3

0,1 e E∞
2,0 ≈ E3

2,0. Como E∞
0,1 ≈ E3

0,1 = ker d2
0,1/im d2

2,0 =

E2
0,1/im d2

2,0, pois E2
−2,2 = 0, e E∞

2,0 ≈ E3
2,0 = ker d2

2,0/im d2
4,−1 = ker d2

2,0, pois E2
4,−1 = 0,

produzimos a sequência exata:

0 → E∞
2,0 → E2

2,0

d2
2,0

→ E2
0,1 → E∞

0,1 → 0. (7)

De (6) e (7) produzimos a sequência exata:

0 → E∞
2,0 → E2

2,0→E2
0,1 → H1(G,M) → E2

1,0 → 0.

Finalmente, como E∞
2,0 = F2H2(G,M)/F1H2(G,M) e E2

p,q = Hp(Q,Hq(H,M)), obtemos

a sequência exata:

H2(G,M) → H2(Q,MH) → H1(H,M)Q → H1(G,M) → H1(Q,MH) → 0.
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3.5 HOMOLOGIA EQUIVARIANTE

Sejam G um grupo, X um G-complexo, C(X) o complexo de cadeia celular de

X e M um ZG-módulo. A homologia equivariante de G com coeficientes em

M é definida por HG
∗ (X,M) = H∗(G,C(X,M)), onde C(X,M) = C(X) ⊗ M é um

G-complexo com a G-ação diagonal. Similarmente, a cohomologia equivariante de

G com coeficientes em M é definida por H∗
G(X,M) = H∗(G,C∗(X,M)), onde

C∗(X,M) = HomG(C(X),M). Os resultados desta seção são tratados apenas para homo-

logia equivariante, mas podem ser tomados analogamente para cohomologia equivariante.

Como C({pt.}) ≈ Z, HG
∗ ({pt.},M) = H∗(G,Z ⊗G M) = H∗(G,M). Dado um

G-complexo X, existe uma aplicação canônica HG
∗ (X,M) → H∗(G,M), pois existe uma

(única a menos de homotopia) G-aplicação a um ponto.

Proposição 3.30 ((BROWN, 1982), Proposição 7.3, p. 173). Se f : X → Y é uma

aplicação celular4 entre G-complexos tal que f∗ : H∗(X) → H∗(Y ) é um isomorfismo,

então f induz um isomorfismo HG
∗ (X,M) ≈ HG

∗ (Y,M) para todo ZG-módulo M .

Demonstração: Haja vista que f∗ : H∗(X) → H∗(Y ) é um isomorfismo, decorre que

f# ⊗ 1 : C(X,M) → C(Y,M) é uma equivalência fraca, onde f# : C(X) → C(Y ) é o

homomorfismo de cadeia induzido de f . Pela Proposição 3.24, f#⊗1 induz um isomorfismo

HG
∗ (X,M) = H∗(G,C(X,M)) ≈ H∗(G,C(Y,M)) = HG

∗ (Y,M).

Observação 3.31. Se X for um G-complexo acíclico, então HG
∗ (X,M) → H∗(G,M) é

um isomorfismo.

De acordo com (4), ao considerarmos a sequência espectral associada à filtração

por coluna de C(X,M), obtemos que:

E2
p,q ≈ Hp(G,Hq(X,M)) ⇒ HG

p+q(X,M).

Para analisarmos a sequência espectral associada à filtração por linha de C(X,M),

faremos primeiramente algumas considerações. De acordo com o Exemplo 2.14, para cada

p-célula de X, podemos considerar o Gσ-módulo orientado Zσ. Tomando Mσ := Zσ ⊗M ,

observamos que Mσ é um Gσ-módulo aditivamente isomorfo a M com a Gσ-ação “torcida”

por χσ, onde χσ : Gσ → {±1} é a aplicação que leva g em +1 se g preserva a orientação de

σ e em −1 caso contrário, isto é, g ·m = χσ(g)m. Sejam Xp o conjunto das p-células de X

e Σp um sistema de representantes para Xp/G. Haja vista que Cp(X,M) = Cp(X) ⊗M =
⊕

σ∈Xp
Mσ é uma decomposição aditiva de Cp(X,M), obtemos, pelo Corolário 2.12, que

Cp(X,M) ≈
⊕

σ∈Σp
IndG

Gσ
Mσ. Portanto, de acordo com (5):

E1
p,q =

⊕

σ∈Σp

Hq(Gσ,Mσ) ⇒ HG
p+q(X,M), (8)

pois, pelo Lema de Shapiro (Proposição 2.18), Hq(G,Cp(X,M)) ≈
⊕

σ∈Σp
Hq(Gσ,Mσ).

4 Uma aplicação f : X → Y entre CW -complexos é celular se f(Xn) ⊆ Y n para todo n ≥ 0.
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Teorema 3.32 (Sequência espectral de Cartan–Leray, (BROWN, 1982), Teorema 7.9,

p. 173). Se X é um G-complexo livre, então existe uma sequência espectral da forma

E2
p,q = Hp(G,Hq(X)) ⇒ Hp+q(X/G).

Demonstração: Como C(X) é um complexo de ZG-módulos H∗-acíclico (pois X é

um G-complexo livre), pela Proposição 3.26, existe uma sequência espectral da forma

E2
p,q = Hp(G,Hq(C(X))) ⇒ Hp+q(C(X)G)

Lema2.32
≈ Hp+q(C(X/G)).

Observação 3.33. Se X é um G-complexo acíclico (com a G-ação não necessariamente

livre), então, de acordo com (8):

E1
p,q =

⊕

σ∈Σp

Hq(Gσ,Mσ) ⇒ Hp+q(G,M), (9)

pois, pela Observação 3.31, HG
∗ (X,M) ≈ H∗(G,M).

Observação 3.34. De acordo com o Corolário 2.34, se X é um K(G, 1)-complexo, então

H∗(G) ≈ H∗(X). Utilizando a sequência espectral de Cartan-Leray é possível chegar

ao mesmo resultado. Se (X̃, p) é o recobrimento universal de X, então G ≈ π1(X) ≈

Aut(X̃, p) atua livremente em X̃, ou seja, X̃ é um G-complexo livre. Identificando X com

X̃/G via aplicação p(x) 7→ G(p(x)), obtemos, pelo Teorema 3.32, a sequência espectral

E2
p,q = Hp(G,Hq(X̃)) ⇒ Hp+q(X). Ora, como X̃ é contrátil, então, para q > 0, Hq(X) = 0,

logo E2
p,q = 0, por conseguinte E∞

p,q = 0. Em particular, para q = 0, E2
p,0 = Hp(G,H0(X̃)) =

Hp(G,Z) = Hp(G). Tomando a sequência E2
p+2,−1

d2
p+2,−1

−→ E2
p,0

d2
p,0

−→ E2
p−2,1 e observando que

E2
p+2,−1 = 0 (pois a sequência é de primeiro quadrante) e que E2

p−2,1 = 0 (pois 1 > 0),

obtemos que Hp(E2) = E2
p,0. Portanto, Hp(X) ≈ E∞

p,0 ≈ E2
p,0 ≈ Hp(G).
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4 CONDIÇÕES DE FINITUDE

Em nosso contexto, o cálculo da (co)homologia de um grupo G é feito por meio de

uma resolução projetiva arbitrária de Z sobre ZG. Assim sendo, é conveniente, quando

possível, escolhermos resoluções “simples” no sentido de resoluções com comprimento finito

e/ou com um conjunto de gerador finito para cada módulo da resolução. De encontro

a isto, neste capítulo, definimos as condições de finitude do tipo FPn, FP∞, FP e FL.

Além disso, tratamos brevemente dos grupos de dualidade e apresentamos algumas noções

virtuais de grupos.

4.1 DIMENSÃO COHOMOLÓGICA

Nesta seção definimos a dimensão cohomológica de um grupo e apresentamos

algumas de suas propriedades.

Definição 4.1. A dimensão projetiva de um R-módulo M , denotada por proj dimR M ,

é o ínfimo dentre os inteiros n para os quais M admite uma resolução projetiva de com-

primento n:

0 −→ Pn −→ · · · −→ P0 −→ M −→ 0.

Se M não admite nenhuma resolução projetiva de comprimento finito, então

proj dimR M = ∞.

Lema 4.2 ((BROWN, 1982), Lema 2.1, p. 184). proj dimR M ≤ n se, e somente se, toda

sequência exata de R-módulos 0→K→Pn−1 → · · · → P0 → M → 0 com cada Pi projetivo

possui K projetivo.

Demonstração: Sejam

P : · · · Pn+1 Pn Pn−1 · · · P0 M 0

KL

dn+2 dn+1 dn

a resolução projetiva completada de 0→K→Pn−1 → · · · → P0 → M → 0 e N

um R-módulo. Dado qualquer cociclo ϕ ∈ HomR(P,N)n+1, como ϕdn+2 = 0 e

L = ker dn ≈ coker dn+2, decorre, pela Propriedade Universal do coker , que existe um

único R-homomorfismo ψ : L → N , tal que ψπ = ϕ, onde π : Pn+1 → L é a projeção canô-

nica. Afirmamos que ψ pode ser estendido a uma aplicação ψ : Pn → N se, e somente se,

ϕ é um cobordo. De fato, se ψ : Pn → N estende ψ, então ϕ = ψπ = ψ|Lπ = ψiπ = ψdn+1,

onde i : L → Pn é a inclusão, ou seja, ϕ é um cobordo. Por outro lado, se ϕ é um cobordo,

então existe ψ : Pn → N tal que ϕ = ψdn+1, logo ψi = ψ, pois ψiπ = ψdn+1 = ϕ = ψπ.

Como Extn+1
R (M,N) = Hn+1(HomR(P,N)n+1) = 0, todo R-homomorfismo L → N
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estende-se a uma aplicação Pn → N . Em particular, se N = L, então idL estende-se à

uma aplicação Pn → L de modo que a sequência exata

0 L Pn

L

K 0
i

idL

cinde. Portanto, Pn = L⊕K e como Pn é livre, decorre que K é projetivo. A reciproca é

imediata.

Definição 4.3. Sejam R = ZG e M = Z. A dimensão cohomológica de G, denotada

por cd G, é o menor inteiro n para o qual o Lema 4.2 é satisfeito. Caso contrário, cd G =

∞.

Observação 4.4.

cd G = proj dimZG Z

= inf{n | Z admite uma resolução projetiva de comprimento n}

= inf{n | H i(G,−) = 0 para i > n}

= sup{n | Hn(G,M) 6= 0 para algum ZG-módulo M}.

Exemplo 4.5. cd G = 0 se, e somente se, G é trivial. De fato, se cd G = 0, então Z é

um ZG-módulo projetivo, pois existe uma resolução projetiva da forma 0 → P → Z → 0.

Ora, o único grupo para o qual Z é um ZG-módulo projetivo é o trivial (Proposição A.26).

Reciprocamente, se G é o grupo trivial, então, dado qualquer ZG-módulo M , H i(G,M) = 0

para i > 0 e H0(G,Z) = Z, logo cd G = 0.

Definição 4.6. A dimensão geométrica de um grupo G, denotada por geom dim G,

é definida como sendo a menor dimensão de um K(G, 1)-complexo.

Proposição 4.7 ((BROWN, 1982), Proposição 2.2, p. 185). cd G ≤ geom dim G.

Demonstração: Se X é um K(G, 1)-complexo, então C(X̃), o complexo de cadeia celular

aumentado do recobrimento universal X̃ de X, é uma resolução livre de Z sobre ZG (de

comprimento igual a dimensão de X), logo cd G ≤ geom dim G.

Exemplo 4.8. Seja G = 〈t〉 ≈ Z. Pelo Exemplo 2.3, dado qualquer ZG-módulo M ,

H i(G,M) = 0 para i > 1 e H1(G,Z) = Z. Portanto, cd G = 1.

Exemplo 4.9. Seja G = 〈t | tn = 1〉 ≈ Zn. Pelo Exemplo 2.4, H0(G,Z) = Z,

H2i−1(G,Z) = 0 e H2i(G,Z) = Zn. Portanto, cd G = ∞
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Proposição 4.10 ((BROWN, 1982), Proposição 2.4, p. 187). Se H ⊆ G, então cd H ≤

cd G. A igualdade é válida se cd G < ∞ e (G : H) < ∞.

Demonstração: Dado que uma resolução projetiva de Z sobre ZG é também uma re-

solução projetiva de Z sobre ZH, decorre que cd H ≤ cd G. Se cd G = n < ∞, en-

tão Hn(G,F ) 6= 0 para algum ZG-módulo livre F ((BROWN, 1982), Proposição 2.4,

p. 186). Se F ′ é um ZH-módulo livre de mesmo posto que F , então, pela Proposição

2.17, CoindG
HF

′ ≈ IndG
HF

′ = ZG ⊗ZH F ′ ≈ ZG ⊗ZH (
⊕

ZH) ≈
⊕

(ZG ⊗ZH ZH) ≈
⊕

ZG ≈ F . Por conseguinte, pelo Lema de Shapiro (Proposição 2.18), Hn(H,F ′) ≈

Hn(G,CoindG
HF

′) ≈ Hn(G,F ) 6= 0. Portanto, cd H = n = cd G.

Corolário 4.11 ((BROWN, 1982), Corolário 2.5, p. 187). Se cd G < ∞, então G é livre

de torção.

Demonstração: Se existir t ∈ G de ordem finita n, então, pelo Exemplo 4.9, cd H = ∞,

onde H = 〈t〉 ≈ Zn. Por conseguinte, pela Proposição 4.10, cd G = ∞. Portanto, G é livre

de torção.

Lema 4.12 ((BROWN, 1982), Lema 2.7, p. 188). Se P é um R-módulo projetivo, então

existe um R-módulo livre F tal que P ⊕ F ≈ F .

Demonstração: Dado que P é projetivo, existe um R-módulo Q tal que P ⊕ Q é livre.

Seja F a soma direta enumerável (P ⊕Q) ⊕ (P ⊕Q) ⊕ · · · . Como cada parcela P ⊕Q é

livre, decorre que F é livre. Reescrevendo F como (P ⊕P · · · )⊕ (Q⊕Q · · · ) e adicionando

mais uma cópia de P , obtemos que P ⊕ F ≈ F .

Proposição 4.13 ((BROWN, 1982), Proposição 2.6, p. 187). Seja G um grupo. Existe

uma resolução livre de Z sobre ZG de comprimento cd G.

Demonstração: Sejam 0 < cd G = n < ∞ e Fn−1 → · · · → F0 → Z → uma resolução

livre parcial. Pelo Lema 4.2, P := ker {Fn−1 → Fn−2} é um R-módulo projetivo. Pelo

Lema 4.12, existe um R-módulo livre F tal que P ⊕ F ≈ F . Por conseguinte, obtemos a

resolução livre 0 → F → Fn−1 ⊕ F → · · · → F0 → Z → 0.

4.2 RESOLUÇÕES DO TIPO FINITO

Lema 4.14 (Lema de Schanuel, (BROWN, 1982), Lema 4.2, p. 192). Se 0 → K→P
f

→

M → 0 e 0 → K ′→P ′ f ′

→ M → 0 são sequências exatas de R-módulos com P e P ′

projetivos, então P ⊕K ′ ≈ P ′ ⊕K.

Demonstração: Sejam Q o R-módulo dado por Q = {(x, x′) ∈ P ×P ′ | f(x) = f ′(x′)} e

π : Q → P a projeção sobre a primeira coordenada. Como ker (π) = {(0, x′) ∈ Q | f ′(x′) =

0} ≈ ker f ′ ≈ K ′ e P é projetivo, decorre que a sequência exata 0 → K ′ → Q → P → 0

cinde, logo P ⊕K ′ ≈ Q. Similarmente, P ′ ⊕K ≈ Q.



Capítulo 4. Condições de Finitude 37

Proposição 4.15 ((BROWN, 1982), Proposição 4.1, p. 192). Seja M um R-módulo. As

seguintes condições são equivalentes:

(i) Existe uma sequência exata Rm → Rn → M → 0 para certos inteiros m e n;

(ii) Existe uma sequência exata P1 → P0 → M → 0 de R-módulos projetivos e finita-

mente gerados;

(iii) M é finitamente gerado e todo R-epimorfismo ε : P → M onde P é projetivo e

finitamente gerado possui ker ε finitamente gerado.

Demonstração: (i) ⇒ (ii): Rm e Rn são projetivos e finitamente gerados. (ii) ⇒ (iii):

Dado que P0 → M é um R-epimorfismo e P0 é finitamente gerado, decorre que M é

finitamente gerado. Aplicando o Lema 4.14 às sequências 0 → ker {P0 → M} → P0 →

M → 0 e 0 → ker ε → P → M → 0 obtemos que P0 ⊕ ker ε ≈ P ⊕ ker {P0 → M}, logo

ker ε é finitamente gerado, pois P⊕ker {P0 → M} é finitamente gerado. (iii) ⇒ (i): Como

M é finitamente gerado, existe um R-epimorfismo Rn → M . Dado que Rn é projetivo,

decorre da hipótese que ker {Rn → M} é finitamente gerado, então, mais uma vez, existe

um R-epimorfismo Rm → ker {Rn → M}, donde produzimos a sequência exata:

Rm Rn M 0.

ker {Rn → M}.

Definição 4.16. Seja M um R-módulo. Se M satisfaz as condições da Proposição 4.15,

então M é dito finitamente presentado. Neste caso, a sequência Rm → Rn → M → 0

é dita uma presentação finita de M . Uma resolução (ou resolução parcial) P
ε

→ M

é dita do tipo finito se cada Pi é finitamente gerado. Se existe uma resolução parcial

projetiva do tipo finito Pn → · · · → P0 → M → 0, então M é dito do tipo FPn.

Observação 4.17. Se M é do tipo FP0, então M é finitamente gerado. Se M é do tipo

FP1, então M é finitamente presentado.

Lema 4.18 ((BROWN, 1982), Lema 4.4, p. 193). Se

0 → Pn → Pn−1 → · · · → P0 → M → 0

e

0 → P ′
n → P ′

n−1 → · · · → P ′
0 → M → 0
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são sequências exatas com Pi e P ′
i projetivos para todo i ≤ n− 1, então

P0 ⊕ P ′
1 ⊕ P2 ⊕ · · · ≈ P ′

0 ⊕ P1 ⊕ P ′
2 ⊕ · · · .

Demonstração: Provaremos usando indução em n. Para n = 2 o resultado decorre do

Lema 4.14. Sejam K = ker {Pn−2 → Pn−3}, K ′ = ker {P ′
n−2 → P ′

n−3}, Q = P ′
n−2 ⊕Pn−3 ⊕

P ′
n−4 ⊕ · · · e Q′ = Pn−2 ⊕ P ′

n−3 ⊕ Pn−4 ⊕ · · · . Por hipótese de indução K ⊕Q ≈ K ′ ⊕Q′.

Consideremos as sequências exatas

0 → Pn → Pn−1 ⊕Q → K ⊕Q → 0

e

0 → P ′
n → P ′

n−1 ⊕Q′ → K ′ ⊕Q′ → 0.

Como Pn−1 ⊕Q e P ′
n−1 ⊕Q′ são projetivos, obtemos, pelo Lema 4.14, que Pn ⊕P ′

n−1 ⊕Q′ ≈

P ′
n ⊕ Pn−1 ⊕Q.

Proposição 4.19 ((BROWN, 1982), Proposição 4.3, p. 193). Sejam M um R-módulo e

n ≥ 0. As seguintes afirmações são equivalentes:

(i) Existe uma resolução parcial Pn → · · · → P0 → M → 0 com cada Pi livre de posto

finito;

(ii) M é do tipo FPn;

(iii) M é finitamente gerado e toda resolução parcial projetiva do tipo finito Pk → · · · →

P0 → M → 0 com k < n possui ker {Pk → Pk−1} finitamente gerado.

Demonstração: (i) ⇒ (ii): É imediato. (ii) ⇒ (iii): Se M é do tipo FPn, então existe

uma resolução parcial projetiva do tipo finito P ′
k → · · · → P ′

0 → M → 0, com k < n.

Dado que P ′
0 é finitamente gerado e P ′

0 → M é um R-epimorfismo, decorre que M é

finitamente gerado. Como ker {Pk → Pk−1} é finitamente gerado, decorre, pelo Lema 4.18,

que ker {Pk → Pk−1} é finitamente gerado. (iii) ⇒ (i): Se M é finitamente gerado, então

existe um R-epimorfismo ε : P0 → M com P0 livre e finitamente gerado. Como, por

hipótese, ker ε é finitamente gerado, também existe um R-epimorfismo ε1 : P1 → ker ε

com P1 livre e finitamente gerado. Tomando d1 = i◦ε1 e repetindo este processo até o nível

n produzimos a resolução parcial livre do tipo finito Pn → · · · → P1
d1→ P0

ε
→ M → 0.

Definição 4.20. Um R-módulo M é dito do tipo FP∞ se for do tipo FPn para todo

n ≥ 0.

Proposição 4.21 ((BROWN, 1982), Proposição 4.5, p. 195). Seja M R-módulo. As

seguintes afirmações são equivalentes:
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(i) M admite uma resolução livre do tipo finito;

(ii) M admite uma resolução projetiva do tipo finito;

(iii) M é do tipo FPn para todo n ≥ 0.

Demonstração: (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii) trivialmente. (iii) ⇒ (i): Basta estender a todos os

níveis a construção feita na implicação (iii) ⇒ (i) da Proposição 4.19.

Definição 4.22. Dizemos que G é um grupo do tipo FPn (FP∞) se Z como ZG-módulo

é do tipo FPn (FP∞) .

Exemplo 4.23. Como ZG
ε

→ Z → 0 é uma resolução parcial de Z sobre ZG de compri-

mento 0, decorre que todo grupo G é do tipo FP0.

Exemplo 4.24. G é do tipo FP1 se, e somente se, G é finitamente gerado. De fato, se G

é do tipo FP1, então Z como ZG-módulo é finitamente presentado, logo G é finitamente

gerado ((BROWN, 1982), Exercício 1, p. 196). Reciprocamente, se G é finitamente gerado,

então ker ε é finitamente gerado ((BROWN, 1982), Exercício 1, p. 12), logo ker ε →

ZG → Z → 0 é uma presentação finita de Z, então G é do tipo FP1.

Exemplo 4.25. Se G é finitamente presentado, então G é do tipo FP2. De fato, se G é

finitamente presentado, então existe um CW -complexo X de dimensão 2 com π1(X) = G

((BROWN, 1982), p. 44). Como C(X̃), o complexo de cadeia celular celular aumentado

do recobrimento universal X̃ de X, é uma resolução parcial livre do tipo finito de Z sobre

ZG de comprimento 2, decorre que G é do tipo FP2.

Proposição 4.26 ((BROWN, 1982), Proposição 5.1, p. 197). Se H é um subgrupo de G

de índice finito, então G é do tipo FPn se, e somente se, H é do tipo FPn.

Demonstração: Se G é do tipo FPn, então, pela Proposição 4.19, existe uma resolução

parcial P : Pn → · · · → P0 → Z → 0 com cada Pi um ZG-módulo livre de posto

finito ni, por conseguinte, P é uma resolução parcial livre de Z sobre ZH. Como (G :

H) < ∞, decorre que ZG ≈ (ZH)|G/H| é um ZH-módulo finitamente gerado, então

Pi ≈ (ZG)ni ≈ (ZH)ni|G/H| também é um ZH-módulo finitamente gerado, logo H é do

tipo FPn. Reciprocamente, se P : Pk → · · · → P0 → Z → 0 é uma resolução parcial

projetiva do tipo finito de Z sobre ZG de comprimento k < n−1, então P é uma resolução

parcial projetiva do tipo finito de Z sobre ZH também de comprimento k < n− 1. Pela

Proposição 4.19, ker {Pk → Pk−1} é finitamente gerado sobre ZH, então ker {Pk → Pk−1}

é finitamente gerado sobre ZG. Portanto, por esta mesma proposição, G é do tipo FPn.
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4.3 GRUPOS DO TIPO FP E FL

Definição 4.27. Um grupo G é do tipo FP (resp. FL) se Z como ZG-módulo admite

uma resolução projetiva (resp. livre) do tipo finito e de comprimento finito.

Proposição 4.28 ((BROWN, 1982), Proposição 6.1, p. 199). G é do tipo FP se, e

somente se, cd G < ∞ e G é do tipo FP∞.

Demonstração: É imediato que se G é do tipo FP , então cd G < ∞ e G é do tipo

FP∞. Reciprocamente, se cd G = n < ∞ e G é do tipo FP∞, então, pela Proposição 4.21,

existe uma resolução projetiva do tipo finito Pn−1 → · · · → P0 → Z → 0. Considerando

Pn = ker {Pn−1 → Pn−2}, obtemos, pelo Lema 4.2 e pela Proposição 4.19, que Pn é

projetivo e finitamente gerado. Portanto G é do tipo FP .

Exemplo 4.29. Seja G um grupo finitamente presentado com cd G = 2, então, pelo

Exemplo 4.25, G é do tipo FP2, por conseguinte, G é do tipo FP .

Observação 4.30. A priori, se G é um grupo do tipo FP , não necessariamente G é do

tipo FL. Entretanto, se G é do tipo FP , 0 → Pn → Pn−1 → · · · → P0 → Z → 0 é a

resolução do tipo finito em que Pn é projetivo e Pi é livre para cada 0 ≤ i ≤ n− 1 dada na

Proposição 4.28 e F é um módulo livre de posto finito para o qual Pn ⊕ F é livre, então,

pelo Lema 4.18, existe uma resolução livre do tipo finito e de comprimento finito.

4.4 GRUPOS DE DUALIDADE

Se G é um grupo do tipo FP e M é um ZG-módulo, então Hn(G,M) ≈ H0(G,D⊗

M), onde n = cd G, D é o ZG-módulo (à direita) Hn(G,ZG) e D ⊗M é um ZG-módulo

com a G-ação diagonal ((BROWN, 1982), Proposição 6.8, p. 202). Nesta seção, estudare-

mos os grupos G para os quais este isomorfismo pode ser estendido às demais dimensões,

isto é, para os quais H i(G,M) ≈ Hn−i(G,D ⊗M).

Definição 4.31. Um grupo G do tipo FP é um grupo de dualidade se H i(G,M) ≈

Hn−i(G,D ⊗ M) para todo ZG-módulo M e para todo i ∈ Z, onde D = Hn(G,ZG) e

n = cd G. O ZG-módulo D é chamado módulo dualizante de G. Dizemos que G é um

grupo de dualidade de Poincaré se D é isomorfo a Z como grupo abeliano. Neste

caso, dizemos que G é orientável se G atua trivialmente em D e não orientável caso

contrário.

Os grupos de dualidade foram tratados primeiramente em (BIERI; ECKMANN,

1973), que apresenta a seguinte caracterização:

Teorema 4.32 ((BIERI; ECKMANN, 1973)). Seja G um grupo do tipo FP . As seguintes

afirmações são equivalentes:
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(i) Existem um inteiro n e um ZG-módulo D tais que H i(G,M) ≈ Hn−i(G,D ⊗ M)

para todo ZG-módulo M e todo inteiro i;

(ii) Existe um inteiro n tal que H i(G,ZG⊗A) = 0 para todo i 6= n e todo grupo abeliano

A;

(iii) Existe um inteiro n tal que H i(G,ZG) = 0 para todo i 6= n e Hn(G,ZG) é livre de

torção (como grupo abeliano);

(iv) Existem isomorfismos naturais H i(G,−) ≈ Hn−i(G,D ⊗ −), onde n = cd G e

D = Hn(G,ZG).

Demonstração: (i) ⇒ (ii): Se A é um grupo abeliano, então H i(G,ZG ⊗ A) =

H i(G, IndG
{1}A) ≈ Hn−i(G,D ⊗ IndG

{1}A) ≈ Hn−i(G, Ind
G
{1}D ⊗ A) = 0 para i 6= n

(Corolário 2.2.2). (ii) ⇒ (iii): Se A = Z, então H i(G,ZG) = H i(G,ZG ⊗ Z) = 0

para i 6= n. Para mostrar que Hn(G,ZG) é livre de torção, consideremos, para cada

k > 0, a sequência exata curta 0 → ZG
k

→ ZG
l

→ ZG ⊗ Zk → 0, onde k(α) = k · α

e l(α) = α ⊗ 1̄. Observando a parcela da sequência exata longa em cohomologia

0 = Hn−1(G,ZG⊗ Zk)
δ

→ Hn(G,ZG)
k∗

→ Hn(G,ZG), concluímos que k∗ é injetora. Logo,

se [α] ∈ Hn(G,ZG) é tal que 0 = k · [α] = [k · α] = k∗[α], então [α] = 0. Portanto

Hn(G,ZG) é livre de torção. (iii) ⇒ (iv): Como D = Hn(G,ZG) 6= 0 e H i(G,ZG) = 0

para todo i > n, decorre que cd G = n ((BROWN, 1982), Proposição 6.7, p. 202). Seja

P : 0 → Pn → · · · → P0
ε

→ Z → 0 uma resolução projetiva do tipo finito de Z sobre

ZG. Como H i(G,ZG) = H i(HomG(P,ZG)) = 0 para i 6= n e Hn(G,ZG) = D, obtemos

a resolução projetiva do tipo finito 0 → P ∗
0 → · · · → P ∗

n → D → 0 de D sobre ZG,

onde cada P ∗
i = HomZG(Pi,ZG). Esta resolução equivale à suspensão ΣnP ∗ onde cada

(ΣnP ∗)i = P ∗
n−i, isto é, 0 → (ΣnP ∗)n → · · · → (ΣnP ∗)0 → D → 0. Pela Proposição

A.47, (ΣnP ∗)n−i ⊗ZG M ≈ P ∗
i ⊗ZG M ≈ HomZG(Pi,M) para todo ZG-módulo à direita

M . Assim, H i(G,M) = H i(HomG(P,M)) ≈ Hn−i(Σ
nP ∗ ⊗ZG M) = TorG

n−1(D,M). Ora,

como D é por hipótese livre de torção, decorre que TorG
n−1(D,M) ≈ Hn−1(G,D ⊗ M)

(Proposição 2.6). Ou seja, H i(G,M) ≈ Hn−1(G,D ⊗ M) para todo ZG-módulo M .

(iv) ⇒ (i): É imediato.

Exemplo 4.33. Seja G o grupo trivial. Como G é do tipo FP (pois 0 → Z → Z → 0 é

uma resolução projetiva de Z sobre Z), cd G = 0 (Exemplo 4.5), H0(G,ZG) ≈ ZG = Z

e H i(G,ZG) = H i(G,CoindG
GZG) = 0 para i 6= 0 (Corolário 2.2.2), decorre que G é um

grupo de dualidade de Poincaré (orientável).

Exemplo 4.34. Seja G ≈ 〈t〉 ≈ Z. Como G é do tipo FP (pois 0 → ZG → ZG
t−1
→

Z
ε

→ 0 é uma resolução projetiva de Z sobre ZG), cd G = 1 (Exemplo 4.8), H0(G,ZG) ≈

H1(G, Ind
G
{1}Z) ≈ H1({1},Z) = 0, D = H1(G,ZG) ≈ H0(G, Ind

G
{1}Z) ≈ H0({1},Z) = Z



Capítulo 4. Condições de Finitude 42

e H i(G,ZG) = 0 para i > 1 (Exemplo 4.8), decorre que G é um grupo de dualidade de

Poincaré (orientável).

Exemplo 4.35. Seja G = 〈t | tn = 1〉 ≈ Zn não trivial. Como G não é do tipo FP , pois

cd G = ∞ (Lema B.22), decorre que G não é um grupo de dualidade.

4.5 NOÇÕES VIRTUAIS

Se G é um grupo com torção, então, pelo Corolário 4.11, cd G = ∞, logo G não é do

tipo FP (ou FL) e tampouco um grupo de dualidade. Entretanto, mediante a existência

de um subgrupo H livre de torção de índice finito, podemos descrever resultados similares.

Definição 4.36. Um grupo G tem uma propriedade virtualmente se existe um subgrupo

de índice finito com esta propriedade.

Definição 4.37. Seja G um grupo. Dizemos que G é virtualmente livre de torção se existe

um subgrupo H livre de torção e índice finito. A dimensão cohomológica virtual de

G, denotada por vcd G, é a dimensão cohomológica de H.

Sejam H e K subgrupos de G, livres de torção e de índice finito, então H ∩ K é

um subgrupo de índice finito de H e de K, por conseguinte, cd H = cd H ∩K = cd K

((BROWN, 1982), Teorema 3.1, p. 190), ou seja, a dimensão cohomológica virtual está

bem definida.

Exemplo 4.38. Pelo Exemplo 4.5, vcd G = 0 se, e somente se, G é finito.

Definição 4.39. Um grupo G é do tipo VFP (VFL) se existe um subgrupo do tipo FP

(FL) de índice finito.

Sejam G um grupo do tipo V FP e K um subgrupo livre de torção e de índice

finito. Por definição, existe um subgrupo H de G do tipo FP (portanto livre de torção)

de índice finito. Dado que H ∩ K é um subgrupo de índice finito de H, decorre que

H ∩ K é do tipo FP . Ora, como H ∩ K é também um subgrupo de índice finito de K,

decorre que K é do tipo FP ((BROWN, 1982), Proposição 6.6, p. 201). Ou seja, todo

subgrupo livre de torção e de índice finito de G é do tipo FP desde que G seja do tipo

V FP . Haja vista que a correspondência para grupos do tipo V FL ainda é desconhecida,

introduzimos a seguinte condição: G é do tipo WFL se é virtualmente livre de torção e

todo subgrupo livre de torção e índice finito é do tipo FL. Vale a cadeia de implicações:

WFL ⇒ V FL ⇒ V FP ⇒ (vcd < ∞).

Teorema 4.40 ((BROWN, 1982), Teorema 11.1, p. 226). Seja G um grupo virtualmente

livre de torção. Então, vcd G < ∞ se, e somente se, existe um G-complexo finito, próprio1

e contrátil.

1 Um G-complexo é próprio se, para cada σ-célula, Stab(σ) é finito.
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Definição 4.41. Um grupo G é de dualidade virtual se existe um subgrupo de dualidade

de índice finito.

Exemplo 4.42. Sejam G = Z ⊕ Zn e H = Z. Então, vcd G = 1, pois (G : H) = n, Z

é livre de toção e cd Z = 1 (Exemplo 4.8). Também, G é um grupo de dualidade virtual,

pois Z é um grupo de dualidade (Exemplo 4.34).

Proposição 4.43 ((BROWN, 1982), Proposição 11.3, p. 229). G é um grupo de dualidade

virtual se, e somente se, satisfaz as condições:

(i) G é do tipo V FP ;

(ii) Existe um inteiro n tal que H i(G,ZG) = 0 para todo i 6= n e Hn(G,ZG) é livre de

torção.

Demonstração: Se G é um grupo de dualidade virtual, então, por definição, existe

um subgrupo H de dualidade de índice finito, logo G é do tipo V FP . Pelo Teorema

4.32, existe um inteiro n tal que H i(G,ZG) ≈ H i(H,ZH) = 0 para todo i 6= n e

Hn(G,ZG) ≈ Hn(H,ZH) é livre de torção. Reciprocamente, se G é do tipo V FP , existe,

por definição, um subgrupo H do tipo FP de índice finito. Se existe um inteiro n tal que

H i(H,ZH) ≈ H i(G,ZG) = 0 para i 6= n e Hn(H,ZH) ≈ Hn(G,ZG) é livre de torção,

decorre do Teorema 4.32 que H é um grupo de dualidade. Portanto, G é um grupo de

dualidade virtual2.

2 Como (G : H) < ∞, pelo Lema de Shapiro, H∗(G,ZG) ≈ H∗(G, IndG
HZH) ≈ H∗(G, CoindG

HZH) ≈
H∗(H,ZH).
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5 COHOMOLOGIA DE TATE E DE FARRELL

Neste capítulo, tratamos da teoria de cohomologia de Tate, desenvolvida sobre a

classe dos grupos finitos. Posteriormente, apresentamos a teoria de cohomologia de Farrell,

que fornece uma generalização natural para a cohomologia de Tate sobre a classe dos

grupos com dimensão cohomológica virtual finita.

5.1 ÁLGEBRA HOMOLÓGICA RELATIVA

Nesta seção apresentamos alguns resultados de Álgebra Homológica Relativa.

Definição 5.1. Uma injeção i : M ′ → M de ZG-módulos é chamada de admissível se

existe uma aplicação π : M → M ′ de ZH-módulos, tal que π ◦ i = idM ′. Uma sequência

exata M ′ i
→ M

j
→ M ′′ é admissível se im j ↪→ M ′′ é admissível. Um complexo de cadeia

acíclico C é admissível se cada sequência Ci+1 → Ci → Ci−1 é admissível.

Observação 5.2. Um complexo de cadeia C é admissível se, e somente se, é contrátil

como complexo de ZH-módulos (Proposição A.13).

Definição 5.3. Um ZG-módulo Q é relativamente injetivo se satisfaz as seguintes

condições equivalentes:

(i) Todo diagrama de ZG-módulos, como abaixo, com M ′ i
→ M

j
→ M ′′ admissível, pode

ser resolvido.

M ′ M M ′′

Q

i j

0

(ii) Todo diagrama de ZG-módulos, como abaixo, com M ′ i
↪→ M injeção admissível, pode

ser resolvido.

M ′ M

Q

i

(iii) O funtor contravariante HomG(−, Q) leva injeções admissíveis de ZG-módulos em

sobrejeções de grupos abelianos.
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Observação 5.4. Todo módulo injetivo é relativamente injetivo. A recíproca não é ver-

dadeira.

Proposição 5.5 ((BROWN, 1982), Proposição 2.1, p. 130). Se N é um ZH-módulo,

então, CoindG
HN é um ZG-módulo relativamente injetivo.

Demonstração: Pela Propriedade Universal de Coindução (Proposição 2.9),

HomG(−, CoindG
HN) ≈ HomH(ResG

H(−), N).

Dado que HomH(ResG
H(−), N) leva injeções admissíveis de ZG-módulos em sobrejeções

de grupos abelianos, decorre que CoindG
HN é um ZG-módulo relativamente injetivo.

Corolário 5.6 ((BROWN, 1982), Corolário 2.2, p. 130). Se M é um ZG-módulo, então

existem um ZG-módulo M relativamente injetivo e uma injeção admissível canônica M ↪→

M . Além disso, se (G : H) < ∞, então:

(i) Se M é livre (projetivo) como ZH-módulo, então M é livre (projetivo) como

ZG-módulo;

(ii) Se M é finitamente gerado como ZG-módulo, então M é finitamente gerado como

ZG-módulo.

Demonstração: Consideremos, para a primeira parte, M = CoindG
HRes

G
HM e a in-

jeção canônica M ↪→ M . Se (G : H) < ∞, então, pelas Proposições 2.17 e 2.22,

M = CoindG
HRes

G
HM ≈ IndG

HRes
G
HM ≈ Z[G/H] ⊗ M . Portanto, se M é livre (proje-

tivo) como ZH-módulo, então M é livre (projetivo) como ZG-módulo. Finalmente, como

Z[G/H] é finitamente gerado, decorre que M é finitamente gerado sempre que M for

finitamente gerado.

Corolário 5.7 ((BROWN, 1982), Corolário 2.3, p. 130). Se (G : H) < ∞, então todo

ZG-módulo projetivo é relativamente injetivo.

Demonstração: Sejam F um ZG-módulo livre e F ′ um ZH-módulo livre de mesmo

posto que F . Então, F ≈ ZG⊗ZH F ′ = IndG
HF

′ ≈ CoindG
HF

′, ou seja, F é relativamente

injetivo. Haja vista que todo módulo projetivo é somando direto de um módulo livre e

que todo somando direto de um módulo relativamente injetivo é relativamente injetivo,

decorre o resultado.

Proposição 5.8 ((BROWN, 1982), Proposição 2.4, p. 130). Sejam (C, ∂) e (C ′, ∂′) dois

complexos de cadeia de ZG-módulos e r um número inteiro. Se C ′
i é relativamente injetivo

para todo i < r e Ci+1 → Ci → Ci−1 é uma sequência exata admissível para todo i ≤ r.

Então:
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(i) Toda família de morfismos (fi : Ci → C ′
i)i≥r que comuta com os operadores bordo

estende-se a um morfismo de cadeia C → C ′;

(ii) Se f, g : C → C ′ são morfismos de cadeia e (hi : Ci → C ′
i+1)i≥r−1 é uma família de

morfismos tal que ∂′
i+1hi + hi−1∂i = fi − gi para i ≥ r, então, (hi)i≥r−1 estende-se a

uma homotopia de f para g.

Demonstração: (i) Suponhamos que fi esteja bem definida para cada i ≥ n com n ≤ r,

tal que ∂′
i+1fi+1 = fi∂i+1. Haja vista que Cn+1 → Cn → Cn−1 é uma sequência exata

admissível e ∂′
nfn : Cn → C ′

n−1 é tal que ∂′
nfn∂n+1 = ∂′

n∂
′
n+1fn+1 = 0, decorre pelo fato

de C ′
n−1 ser relativamente injetivo que existe fn−1 : Cn−1 → C ′

n−1 tal que fn−1∂n = ∂′
nfn.

(ii) Suponhamos que hi esteja bem definida para cada i ≥ n − 1 com n ≤ r tal que

∂′
i+1hi + hi−1∂i = fi − gi. Seja τi = fi − gi e consideremos a aplicação τn−1 − ∂′

nhn−1 :

Cn−1 → C ′
n−1. Haja vista que (τn−1 − ∂′

nhn−1)∂n = τn−1∂n − ∂′
nhn−1∂n = τn−1∂n − ∂′

n(τn −

∂′
n+1hn) = τn−1∂n − ∂′

nτn = 0, decorre, pelo fato de C ′
n−1 ser relativamente injetivo e

Cn → Cn−1 → Cn−2 ser uma sequência exata admissível, que existe hn−1 : Cn−2 → C ′
n−1

tal que hn−2∂n−1 = τn−1 − ∂′
nhn−1, isto é, hn−2∂n−1 + ∂′

nhn−1 = τn−1 = fn−1 − gn−1.

Definição 5.9. Uma resolução relativamente injetiva de um ZG-módulo M é um

complexo de cocadeia não negativo Q de módulos relativamente injetivos junto com uma

equivalência fraca η : M → Q, tal que o complexo aumentado 0 → M → Q0 → Q1 → · · ·

é admissível.

Observação 5.10. Pelo Corolário 5.6, existe uma resolução relativamente injetiva para

todo ZG-módulo M . Além disso, se η : M → Q e η′ : M → Q′ são duas resoluções

relativamente injetivas, então, pela Proposição 5.8, existem únicos (a menos de homotopia)

morfismos de cocadeia f : Q → Q′ e f ′ : Q′ → Q tais que f0η = η′ e f ′
0η

′ = η, logo,

f ′
0f0η = η e f0f

′
0η

′ = η′, por conseguinte, f ′f ' idQ e ff ′ ' idQ′. Portanto, quaisquer

duas resoluções relativamente injetivas de M são homotopicamente equivalentes.

Proposição 5.11 ((BROWN, 1982), Proposição 2.6, p. 132). Se (G : H) < ∞ e M é

um ZG-módulo que é projetivo (finitamente gerado e projetivo) como ZH-módulo, então

existe uma resolução relativamente injetiva η : M → Q com cada Qn projetivo (finitamente

gerado e projetivo).

Demonstração: Pelo Corolário 5.6, existe uma injeção admissível η : M → Q0 com Q0 :=

M projetivo como ZG-módulo. Haja vista que η cinde como morfismo de ZH-módulos,

decorre que coker η é projetivo (finitamente gerado e projetivo) como ZH-módulo. Logo,

pelo Corolário 5.6, Q1 := coker η é projetivo (finitamente gerado e projetivo) como

ZG-módulo. Repetindo este processo indutivamente obtemos a resolução relativamente

injetiva desejada.
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5.2 RESOLUÇÕES COMPLETAS

Nesta seção assumiremos que vcd G = n < ∞. Apresentaremos a definição de

resolução completa de G e mostraremos que existe uma única (a menos de homotopia)

resolução completa (F, P, ε) de G, tal que F e P coincidem em dimensões maiores que

n− 1.

Definição 5.12. Seja G um grupo com vcd G = n < ∞. Dizemos que (F, P, ε) é uma

resolução completa de G se F é um complexo de cadeia acíclico de ZG-módulos pro-

jetivos, ε : P → Z é uma resolução projetiva de Z sobre ZG e F coincide com P em

dimensões suficientemente altas.

Exemplo 5.13. Se G = 〈t | tn = 1〉 ≈ Zn, então o complexo

F : · · · ZG ZG ZG ZG ZG

Z

· · · ,

ε

Nt− 1N t− 1

é uma resolução completa de G, onde N = 1 + t+ · · · + tn−1.

Lema 5.14 ((BROWN, 1982), Lema 2.2, p. 274). Se cd G = n < ∞, então qualquer

complexo de cadeia acíclico de ZG-módulos projetivos é contrátil.

Demonstração: Sejam M um ZG-módulo que é livre como Z-módulo e P uma resolução

projetiva de Z sobre ZG de comprimento n. Então, P ⊗M (com a G-ação diagonal) é uma

resolução projetiva de M sobre ZG de comprimento n. Portanto, proj dimZG M ≤ cdG =

n. Dado F um complexo de cadeia acíclico de ZG-módulos projetivos, consideremos, para

cada k ∈ Z, a sequência exata 0 → Zk → Fk → · · · → Fk−n+1 → Zk−n → 0. Haja vista

que proj dimZG Zk−n ≤ n, decorre do Lema 4.2 que Zk é projetivo. Logo, a sequência

exata 0 → Zk+1 → Fk+1 → Zk → 0 cinde para todo k ∈ Z. Portanto, F é contrátil

(Proposição A.13).

Proposição 5.15 ((BROWN, 1982), Proposição 2.1, p. 274). (i) Existe uma resolução

completa (F, P, ε) de G tal que F e P coincidem em dimensões ≥ n = vcd G. Se G é do

tipo V FP , então F pode ser considerado do tipo finito.

(ii) Se (F, P, ε) e (F ′, P ′, ε′) são duas resoluções completas de G, então existe uma única

classe de homotopia de aplicações de (F, P, ε) em (F ′, P ′, ε′) e estas aplicações são equiva-

lentes.

Demonstração: (i): Como vcd G = n, existe H ⊆ G tal que (G : H) < ∞ e cd H = n.

Se ε : P → Z é uma resolução projetiva de Z sobre ZG e K := ker {Pn−1 → Pn−2}, então

(Pi)i≥n é uma resolução projetiva de K sobre ZG. Como K é um ZH-módulo projetivo,
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pois cd H = n (Lema 4.2), existe, pela Proposição 5.11, uma resolução relativamente

injetiva η : K → Q onde cada Qn é um ZG-módulo projetivo. Unindo (Pi)i≥n e (Qi)i≥0

obtemos a resolução completa desejada. Se G é do tipo V FP então P e Q podem ser

tomados do tipo finito.

· · · Pn+1 Pn Q0 · · · Qn−1 Qn · · ·

Pn−1 · · · P0 Z 0.
ε

(ii): Se (F, P, ε) é uma resolução completa de G, então, pelo Lema 5.14, F é contrátil

como complexo de ZH-módulos. Logo, pela Observação 5.2, F é um complexo de cadeia

admissível. Além disso, como (G : H) < ∞, pelo Corolário 5.7, cada Fi é relativamente

injetivo. Se (F ′, P ′, ε′) é outra resolução completa de G, podemos construir uma única

(a menos de homotopia) aplicação de cadeia P → P ′ que preserva o homomorfismo de

aumento (Lema A.36). Pela Proposição 5.8, esta aplicação pode ser estendida a uma única

(a menos de homotopia) aplicação de cadeia F → F ′, pois cada Fi é relativamente injetivo

e F é um complexo de cadeia admissível.

Exemplo 5.16. Consideremos G = K × L com cd K = k < ∞ e vcd L = l < ∞. Sejam

ε : P → K uma resolução projetiva de K de comprimento k e (F, P ′, ε′) uma resolução

completa de L. Então, P ⊗ F é um complexo de cadeia acíclico e P ⊗ P ′ é uma resolução

projetiva de Z sobre ZG. Dado que (P ⊗ F )n = (P ⊗ P ′)n para todo n ≥ k + l, decorre

que (P ⊗ F, P ⊗ P ′, ε⊗ ε′) é uma resolução completa de G.

5.3 COHOMOLOGIA DE TATE

Se G é um grupo finito, então vcd G = 0, logo, pela Proposição 5.15, existe uma

resolução completa (F, P, ε) de G, tal que F e P coincidem em todas as dimensões não

negativas. Alternativamente, uma resolução completa de G pode ser definida como um

complexo de cadeia acíclico F de ZG-módulos projetivos juntamente com um epimorfismo

de ZG-módulos ε : F0 → Z, tal que ε : F+ → Z é uma resolução projetiva de Z sobre

ZG, onde F+ := (Fi)i≥0. Segue da definição que ∂ : F0 → F−1 se fatora unicamente como

∂ = ηε, onde η : Z → F−1 é um monomorfismo.

Definição 5.17. Sejam G um grupo finito, F uma resolução completa de G e M um

ZG-módulo. A cohomologia de Tate de G com coeficientes em M é definida por

Ĥ∗(G,M) = H∗(HomG(F,M)).
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Exemplo 5.18. Sejam G = 〈t | tn = 1〉 ≈ Zn e F a resolução completa de G dada no

Exemplo 5.13. Haja vista que HomZG(ZG,Z) ≈ Z, ∂2i = 0 e ∂2i+1 = |G| = n, decorre que

Ĥ2i+1(G,Z) =
ker n

im 0
= 0 e Ĥ2i(G,Z) =

ker 0

im n
=

Z

nZ
= Zn.

Proposição 5.19 ((BROWN, 1982), Proposição 3.5, p. 133). Se ε : P → Z é uma

resolução projetiva do tipo finito de Z sobre ZG, então ε∗ : Z∗ = Z → P é uma resolução

projetiva contrária. A menos de isomorfismo, toda resolução projetiva contrária do tipo

finito é obtida desta forma. Consequentemente, toda resolução completa do tipo finito é

obtida a partir de resoluções projetivas do tipo finito P ′ → Z e P → Z juntando P ′ e ΣP ,

onde ΣP é a suspensão de P .

Observação 5.20. Se G é um grupo finito, então existe uma resolução completa de G do

tipo finito, logo, os grupos Ĥ i(G,M) são finitamente gerados.

Lema 5.21 ((BROWN, 1982), Exemplo 2. p. 58). Sejam G = {1G = g0, . . . , gn−1} um

grupo de ordem n e M um ZG-módulo. Então, a aplicação norma N : MG → MG, induzida

por N(m) =
(∑n−1

i=0 gi

)
m, é um homomorfismo de grupos abelianos.

Demonstração: Para cada g ∈ G, existe uma permutação de G que faz corresponder gi a

gig. Deste modo, N(gm) =
(∑n−1

i=0 gi

)
gm =

(∑n−1
i=0 gig

)
m =

(∑n−1
i=0 gi

)
m = N(m). Logo,

N está bem definida. Como N é um homomorfismo de grupos abelianos, decorre que N é

um homomorfismo de grupos abelianos.

Teorema 5.22 ((BROWN, 1982), p. 134-135). Sejam G um grupo finito e M um

ZG-módulo. Então:

Ĥ i(G,M) =





H i(G,M), i > 0;

coker N, i = 0;

ker N, i = −1;

H−i−1(G,M), i < −1.

Demonstração: Sejam F uma resolução completa de G do tipo finito, F+ = (Fi)i≥0

e F− = (Fi)i<0. Consideremos C+ (respectivamente C−) o complexo Hom ZG(F+,M)

(respectivamente Hom ZG(F−,M)). É imediato que:

Ĥ i(G,M) =




H i(C+), i > 0;

H i(C−), i < −1

e que existe uma sequência exata 0 → Ĥ−1(G,M) → H−1(C−)
δ

→ H0(C+) →

Ĥ0(G,M) → 0, onde δ : H−1(C−) → H0(C+) é induzido por δ : C−1 → C0 via o

diagrama:

C−1 C0

H−1(C−) H0(C+).

δ

δ
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Como ε : F+ → Z é uma resolução projetiva de Z sobre ZG, decorre que H∗(G,M) =

H∗(C+) para i > 0. Pela Proposição 5.19, existe uma resolução projetiva do tipo finito P →

Z de Z sobre ZG, tal que F− = ΣP . Assim, pela Proposição A.47, C− = Hom ZG(F−,M) =

Hom ZG(ΣP ,M) ≈ ΣP ⊗ZG M . Logo, H i(C−) ≈ H−i(ΣP ⊗ZG M) = H−i−1(P ⊗ZG M) =

H−i−1(G,M). Por conseguinte:

Ĥ i(G,M) =




H i(G,M), i > 0;

H−i−1(G,M), i < −1.

e existe uma sequência exata 0 → Ĥ−1(G,M) → H0(G,M)
δ

→ H0(G,M) → Ĥ0(G,M) →

0. Afirmamos que δ é o morfismo norma N : MG → MG. De fato, assumindo que as re-

soluções F+ e P tem ZG na dimensão zero (pois ambas resoluções podem ser tomadas

arbitrariamente como resoluções projetivas do tipo finito) e que ambas tem o homomor-

fismo de aumento canônico, decorre que η = ε∗ : Z → ZG é dado por η(1) =
∑

g∈G g. Ora,

como HomZG(ZG,M) ≈ M , obtemos o diagrama:

M M

H0(G,M) H0(G,M).

N

δ

onde as aplicações verticais são as aplicações canônicas M → MG e MG ↪→ M . Portanto,

Ĥ−1(G,M) = ker N e Ĥ0(G,M) = coker N . O diagrama abaixo simplifica os resultados

desta demonstração.

· · · Ĥ−3 Ĥ−2 Ĥ−1 Ĥ0 Ĥ1 Ĥ2 · · ·

· · · H2 H1 H0

H0 H1 H2 · · ·

N

Similarmente, a homologia de Tate de G com coeficientes em M é definida por

Ĥ∗(G,M) = H∗(F ⊗ZG M) e é inteiramente caracterizada por:

Ĥi(G,M) =





Hi(G,M), i > 0;

ker N, i = 0;

coker N, i = −1;

H−i−1(G,M), i < −1.

Deste modo, obtemos que Ĥi(G,M) = Ĥ−i−1(G,M).
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Exemplo 5.23. Seja G = 〈t | tn = 1〉 ≈ Zn. Dado que a ação de G em Z é trivial,

ZG = Z = ZG e N(z) = nz. Portanto, Ĥ−1(G,Z) = Ĥ0(G,Z) = coker N =
Z

nZ
= Zn e

Ĥ−1(G,Z) = Ĥ0(G,Z) = ker N = 0.

A seguir, apresentamos algumas propriedades da cohomologia de Tate que podem

ser encontradas com detalhes em ((BROWN, 1982), p. 136).

(1) Para qualquer sequência exata 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 de ZG-módulos, existe

uma sequência exata longa

· · ·
δ

→ Ĥ i(G,M ′) → Ĥ i(G,M) → Ĥ i(G,M ′′)
δ

→ Ĥ i+1(G,M ′) → · · · .

(2) Se H ⊆ G, então qualquer resolução completa de G é uma resolução completa de

H. Como G é finito, a indução e a coindução de H para G coincidem. Portanto,

a versão do Lema de Shapiro para cohomologia de Tate é: se H ⊆ G e M é um

ZH-módulo, então Ĥ∗(H,M) ≈ Ĥ∗(G,ZG⊗ZH M).

(3) Como Ĥ∗({1},−) = 0, decorre, pelo item (2), que Ĥ∗(G,ZG ⊗ A) = 0 para todo

grupo abeliano A.

(4) Existe um produto cup Ĥp(G,M)⊗Ĥq(G,N) → Ĥp+q(G,M⊗N) com propriedades

análogas as propriedades do produto cup da cohomologia ordinária.

De acordo com a Seção 2.6, dada uma resolução F , o produto cup na cohomologia

ordinária em nível de cocadeia é o morfismo:

HomG(F,M) ⊗HomG(F,N) → HomG(F ⊗ F,M ⊗N). (10)

Para tanto, utilizamos que F ⊗ F é uma resolução. Além disso, dada uma aproximação

da diagonal ∆ : F → F ⊗ F , o produto cup pode ser tomado, em nível de cocadeia, via

composição do morfismo:

HomG(∆,M ⊗N) : HomG(F ⊗ F,M ⊗N) → HomG(F,M ⊗N) (11)

com o morfismo de (10). Deste modo,

HomG(F,M)p ⊗HomG(F,N)q → HomG(F,M ⊗N)p+q (12)

depende apenas da componente ∆p,q : Pp+q → Pp ⊗ Pq.

O produto cup na cohomologia de Tate não é definido de forma análoga, pois, se

F é uma resolução completa, F ⊗F não é uma resolução completa e tampouco para cada

inteiro n existem únicos inteiros (p, q) tais que p + q = n, inviabilizando a escolha de

uma aproximação da diagonal F → F ⊗ F . O produto cup na cohomologia de Tate é
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definido via o produto tensorial completo1 F ⊗̂F de uma resolução completa F e por uma

aproximação completa da diagonal2 ∆ : F → F ⊗̂F , isto é, que preserva o morfismo de

aumento ε⊗̂ε : F ⊗̂F → Z⊗̂Z = Z. Deste modo, o produto cup em nível de cocadeia

HomG(F,M) ⊗HomG(F,N)
^
→ HomG(F,M ⊗N) (13)

é definido por u ^ v = (u⊗̂v) ◦ ∆ e satisfaz δ(u ^ v) = δu ^ v + (−1)pu ^ δv. Isto

induz o produto Ĥp(G,M) ⊗ Ĥq(G,N) → Ĥp+q(G,M ⊗N).

Observação 5.24. Considerando o produto Ĥ∗(G,Z) ⊗ Ĥ∗(G,Z)
^
→ Ĥ∗(G,Z) e obser-

vando que o elemento 1 ∈ Z/|G|Z = Ĥ0(G,Z) (Exemplo 5.23) satisfaz 1 ^ u = u = u ^ 1

para todo u ∈ Ĥ∗(G,Z), obtemos Ĥ∗(G,Z) como anel graduado.

5.4 COHOMOLOGIA DE FARRELL

A cohomologia de Farrell estende a cohomologia de Tate para a classe dos grupos

com dimensão cohomológica virtual finita e naturalmente apresenta resultados análogos.

Definição 5.25. Sejam G um grupo com vcd G = n < ∞, (F, P, ε) uma resolução

completa de G e M um ZG-módulo. A cohomologia de Farrell de G com coeficientes

em M é definida por:

Ĥ∗(G,M) = H∗(HomG(F,M)).

Observação 5.26. Pela Proposição 5.15, Ĥ∗(G,M) está bem definida. Além disso, dado

que vcd G = 0 se, e somente se, G é finito (Exemplo 4.38), decorre que a cohomologia de

Farrell é consistente com a cohomologia de Tate e apresenta uma generalização para tal.

Exemplo 5.27. Se G é um grupo livre de torção com vcd G = n, então cd G = n

((BROWN, 1982), Teorema 3.1, p. 190), logo, existe uma resolução projetiva de Z sobre

ZG de comprimento n. Tomando F = 0, obtemos que Ĥ∗(G,−) = 0.

Proposição 5.28 (Lema de Shapiro). Sejam G um grupo com vcd G < ∞, H ⊆ G e M

um ZH-módulo. Então, Ĥ∗(H,M) ≈ Ĥ∗(G,CoindG
HM).

Exemplo 5.29. Sejam G um grupo com vcd G < ∞, H um subgrupo livre de torção com

índice finito e M um ZH-módulo. Então, pela Proposição 5.28, Proposição 2.17 e Exemplo

5.27, Ĥ∗(G, IndG
HM) ≈ Ĥ∗(G,CoindG

HM) ≈ Ĥ∗(H,M) = 0.

Assim como o Lema de Shapiro, as propriedades citadas para cohomologia de

Tate também valem para cohomologia de Farrell e podem ser provadas tal como para

a cohomologia de Tate. Além disso, também existe um produto cup na cohomologia de

Farrell definido de maneira análoga ao produto cup na cohomologia de Tate.
1 O produto tensorial completo é definido no Apêndice A (Definição A.44).
2 De acordo com ((BROWN, 1982), p. 140-141), existe uma aproximação completa da diagonal ∆ : F →

F ⊗̂F .
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5.4.1 UMA OBSTRUÇÃO PARA GRUPOS DE DUALIDADE VIRTUAL

Nesta subseção, apresentamos os grupos de cohomologia de Farrell como uma

obstrução para os grupos de dualidade virtual.

Proposição 5.30 ((BROWN, 1982), Proposição 2.5, p. 276). Sejam G um grupo de

dualidade virtual com módulo dualizante D, ε : (P, d) → Z uma resolução projetiva do tipo

finito de Z sobre ZG e η : Q → D uma resolução projetiva do tipo finito de D sobre ZG.

Então, existe uma resolução completa F tal que o complexo dual F = Hom ZG(F,ZG) é o

mapping cone de uma aplicação de cadeia Σ−nQ → P . Em particular, Fi = Pi para i ≥ n

e Fi = (Qn−1−i)
∗ para i ≤ −1.

Demonstração: Seja P = HomG(P,ZG) o complexo dual de P . Dado que P é uma

resolução projetiva do tipo finito, decorre que 0 → P 0 → · · · → P n → coker d∗
n−1 →

0 é uma resolução projetiva de coker d∗
n−1 sobre ZG (Proposição A.47). Como D =

Hn(G,ZG) = ker d∗
n/imd

∗
n−1 ⊆ coker d∗

n−1 e Q é uma resolução projetiva de D sobre

ZG, pelo Lema A.36, existe um único homomorfismo de cadeia (a menos de homotopia)

f : Σ−nQ → P .

· · · 0 P ∗
0 · · · P ∗

−n+1 P ∗
−n 0 · · ·

· · · (Σ−nQ)1 (Σ−nQ)0 · · · (Σ−nQ)−n+1 (Σ−nQ)−n 0 · · ·

P 0 P n−1 P n

Qn+1 Qn Q1 Q0

f1 f0 f−n+1 f−n

Ora, como f é uma equivalência fraca, decorre que o mapping cone C de f é um complexo

acíclico ((BROWN, 1982), Proposição 0.6, p. 6) de módulos projetivos finitamente gerados.

Se F é o complexo dual C, então Fi = (C−i)
∗ = (P−i ⊕ (Σ−nQ)−1−i)

∗ = P ∗∗
i ⊕ (Qn−1−i)

∗ =

Pi ⊕ (Qn−1−i)
∗, por conseguinte, Fi = Pi para i ≥ n e Fi = (Qn−1−i)

∗ para i ≤ −1.

Finalmente, como vcd G < ∞, existe um subgrupo H ⊆ G livre de torção de índice finito,

então F = Hom ZG(C,ZG) ≈ Hom ZH(C,ZH), logo, pelo Lema 5.14, C é ZH-contrátil,

por conseguinte, F também é ZH-contrátil, portanto, acíclico.

Observação 5.31. Se C = F , então C = Σ1−nQ em dimensões ≥ 1, pois, se i ≥ 1, então

F i = F ∗
−i = C∗∗

i = Ci = P ∗
i ⊕ (Σ−nQ)i−1 = Qi−1+n = (Σ1−nQ)i. Portanto, Σn−1C = Q em

dimensões ≥ n, pois, se i ≥ n, então (Σn−1C)i = Ci−n+1 = (Σ1−nQ)i−n+1 = Qi.

Proposição 5.32 ((BROWN, 1982), p. 279). Se G é um grupo de dualidade virtual

com módulo dualizante D = Hn(G,ZG), então Ĥ i(G,−) ≈ Hn−1−i(G,D ⊗ −) para todo

i < −1.
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Demonstração: Sejam F a resolução completa dada pela Proposição 5.30 e E = Σn−1F .

Então, Ĥ i(G,−) = H i(HomG(F,−)) = H−i(F⊗G−) = Hn−1−i(E⊗G−). Pela Observação

5.31, tomando Q a resolução projetiva de D sobre ZG (dada pela Proposição 5.30), existe

uma aplicação de cadeia E → Q que coincide com a identidade em dimensões ≥ n, logo,

para cada j > n, induzimos o isomorfismo Hj(E ⊗G −) → TorG
j (D,−). Ora, como D é

livre de torção (Proposição 4.43), TorG
j (D,−) ≈ Hj(G,D⊗−) (Proposição 2.6). Portanto,

Ĥ i(G,−) ≈ Hn−1−i(E ⊕G −) ≈ TorG
n−1−i(D,−) ≈ Hn−1−i(G,D ⊗ −).

Seja M é um ZG-módulo. A sequência exata 0 → P ⊗G M → F ⊗G M →

Σ−nQ⊗G M → 0, induz a sequência exata longa em homologia:

· · · → Hj(P ⊗G M) → Hj(F ⊗G M) → Hj(Σ
−nQ⊗G M) → Hj−1(P ⊗G M) → · · · (14)

Haja vista que F ⊗G M ≈ HomG(F,M) e P ⊗G M ≈ HomG(P,M) (Proposição A.47),

obtemos de (14) a sequência exata:

· · · → H−j(G,M) → Ĥ−j(G,M) → Hn+j−1(G,D ⊗M) → H−j+1(G,M) → · · · (15)

Tomando j = −i, obtemos de (15) a sequência exata:

· · · → H i(G,M) → Ĥ i(G,M) → Hn−i−1(G,D ⊗M) → H i+1(G,M) → · · · (16)

Denotando Hi(G,D ⊗ −) por H̃i, Ĥ i(G,−) por Ĥ i e H i(G,−) por H i e observando que

H−1 = H̃−1 = 0, obtemos de (16) a sequência exata:

0 → Ĥ−1 → H̃n → H0 → Ĥ0 → H̃n−1 → H1 → · · · → H̃0 → Hn → Ĥn → 0.

O diagrama abaixo apresenta esta sequência e também é possível observar que H i ≈ Ĥn−i

para todo 0 ≤ i ≤ n se, e somente se, Ĥ i = 0 para −1 ≤ i ≤ n, ou seja, a cohomologia de

Farrell é uma obstrução para que esse isomorfismo ocorra.

· · · Ĥ−2 Ĥ−1 Ĥ0 · · · Ĥn−1 Ĥn Ĥn+1 · · ·

· · · H̃n+1 H̃n H̃n−1 · · · H̃0

H0 · · · Hn−1 Hn Hn+1 · · ·

5.5 COHOMOLOGIA EQUIVARIANTE DE FARRELL

Sejam G um grupo com vcd G < ∞, X um G-complexo de dimensão finita, F

uma resolução completa de G e M um ZG-módulo. A cohomologia equivariante de

Farrell de X com coeficientes em M é definida por:

Ĥ∗
G(X,M) = H∗(HomG(F,C∗(X,M))).
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Ao considerarmos o caso particular em que X é um G-complexo próprio e contrátil,

obtemos, pela versão cohomológica da Observação 3.33, a sequência espectral

Ep,q
1 =

∏

σ∈Σp

Ĥq(Gσ,Mσ) ⇒ Ĥp+q(G,M), (17)

onde Σp é um conjunto de representantes para Xp/G. Neste caso, estabelecemos uma

relação entre a cohomologia de Farrell e a cohomologia de Tate dos subgrupos finitos de

G. Além disso, embora a sequência espectral fica compreendida no primeiro e no quarto

quadrante, não há problemas com sua convergência, pois dimX < ∞. Especificamente, a

sequência espectral está delimitada na faixa vertical 0 ≤ p ≤ dimX de modo que Er = E∞

para r > dimX.

Por simplicidade, assumiremos que X é um complexo simplicial3 ordenado cuja

ordem é preservada pela G-ação, por conseguinte, Mσ = M , ou seja, Zσ = Z com a

Gσ-ação trivial para cada simplexo σ. Isso nos permite suprimir M de Ĥ∗(Gσ,M). Além

disso, de acordo com ((BROWN, 1982), Adendo 11.2, p. 227), podemos tomar X de modo

que XH é não vazio e conexo para todo subgrupo finito H ⊆ G.4

Nosso primeiro objetivo é obter uma descrição puramente algébrica para E0,q
2 , para

tanto, precisamos calcular o diferencial d0,q
1 . Relembramos que para todo simplexo σ de

X e todo g ∈ G, obtemos o isomorfismo de conjugação c(g−1)∗ : Ĥ∗(Gσ) → Ĥ∗(Ggσ)

denotado simplesmente por u 7→ gu.

Lema 5.33 ((BROWN, 1982), Lema 4.2, p. 282). Se Xp é o conjunto dos p-simplexos

de X, então Ep,q
1 pode ser identificado com o subgrupo de

∏
σ∈Xp

Ĥq(Gσ) formado pelas

famílias (uσ)σ∈Xp
, tal que guσ = ugσ para todo g ∈ G e todo σ ∈ Xp. Além disso, o

diferencial dp,q
1 é a restrição deste subgrupo com relação a aplicação

d :
∏

σ∈Xp

Ĥq(Gσ) →
∏

τ∈Xp+1

Ĥq(Gτ ),

definida por: para todo τ = (v0, . . . , vp+1) ∈ Xp+1, sejam τi = (v0, . . . , v̂i, . . . , vp+1), com

v0 < · · · < vp+1 e i = 0, . . . , p + 1, e ρi : Ĥq(Gτi
) → Ĥq(Gτ ) o morfismo de restrição.

Então, d é dado por:

(uσ) 7→
(
τ 7→

p+1∑

i=0

(−1)iρi(uτi
)
)
.

Demonstração: Como
∏

σ∈Xp
Ĥq(Gσ) =

∏
σ∈Σp

∏
g∈G/Gσ

Ĥq(Ggσ) e a ação de conjuga-

ção de Gσ em Ĥq(Gσ) é trivial (Proposição 5.42), decorre que a injeção α : Ep,q
1 =

∏
σ∈Σp

Ĥq(Gσ) →
∏

σ∈Xp
Ĥq(Gσ) dada por (uσ)σ∈Σp

7→ (guσ)σ∈Σp,g∈G/Gσ
está bem defi-

nida. Haja vista que a imagem de α compreende o conjunto das famílias (uσ)σ∈Xp
tal que

3 Mais detalhes sobre complexos simpliciais podem ser encontrados em (GEOGHEGAN, 2007).
4 O conjunto XH é definido pelos pontos fixados na ação de H em X. Equivalentemente, XH = {x ∈

X | Stab(x) = H}.
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guσ = ugσ para todo σ ∈ Xp e todo g ∈ G, fica provado a primeira parte do lema. Para a

segunda parte, seja F uma resolução completa de G. Então,

Ep,q
1 = Ĥq(G,Cp(X,M))

= Hq(Hom ZG(F,Hom(Xp,M)))

= Hq(HomG(Xp,Hom Z(F,M))).

Portanto, um elemento u ∈ E1 pode ser representado por uma família (cσ)σ∈Xp
tal que

cσ ∈ Hom Z(F,M) e gcσ = cgσ para todo g ∈ G e todo σ ∈ Xp. Tomando g ∈ Gσ,

decorre que cσ ∈ Hom ZGσ
(F,M). Como cada cσ representa um elemento uσ ∈ Ĥq(Gσ,M),

decorre que α(u) = (ασ)σ∈Xp
. O diferencial d1 é simplesmente o morfismo Ĥq(G, δ) :

Ĥq(G,Cp(X,M)) → Ĥq(G,Cp+1(X,M)) induzido pelo operador de cobordo

δ : Cp(X,M) → Cp+1(X,M).

O lema decorre da definição de δ em temos das aplicações face Xp+1 → Xp e do fato

que a restrição ρi : Ĥq(Gτi
) → Ĥq(Gτ ) é induzida pela inclusão Hom ZGτi

(F,M) ↪→

Hom ZGτ
(F,M).

Em particular, podemos calcular E0,q
2 = ker d0,q

1 de modo a obter:

Lema 5.34 ((BROWN, 1982), Lema 4.3, p. 283). E0,q
2 pode ser identificado com o sub-

grupo de
∏

v∈X0
Ĥq(Gv) formado pelas famílias (uv)v∈X0

, tal que as seguintes condições são

satisfeitas:

(i) guv = ugv para todo g ∈ G e todo v ∈ X0;

(ii) Se e é um 1-simplexo de X com vértices v0 e v1, então uv0
e uv1

são restrições de

um mesmo elemento de Ĥq(Ge).

Mediante a hipótese de que XH é não vazio e conexo para todo subgrupo finito

H ⊆ G, obtemos a seguinte descrição algébrica para E0,q
2 :

Proposição 5.35 ((BROWN, 1982), Proposição 4.4, p. 284). Seja F o conjunto dos

subgrupos finitos de G. Então, E0,q
2 é isomorfo ao subgrupo Gq(G) ⊆

∏
H∈F Ĥ

q(H) formado

pelas famílias (uH)H∈F que satisfazem as seguintes condições:

(i) guH = ugHg−1 para todo g ∈ G e todo H ∈ F;

(ii) Se H ′ ⊆ H, então resH
H′uH = uH′.

Demonstração: Consideremos a descrição de E0,q
2 dada no Lema 5.34. Seja ϕ : Gq(G) →

E0,q
2 a aplicação dada por (uH)H∈F 7→ (uGv

)v∈X0
. Como XH 6= ∅, existe um vértice v

tal que H ⊆ Gv e pelo item (ii) obtemos que ϕ é injetivo. Suponhamos que (uv)v∈X0
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satisfaz as condições do Lema 5.34. Dado H ∈ F, escolhemos um vértice v tal que

H ⊆ Gv e tomamos wH := resGv

H uv. Como XH é conexo, o item (ii) do Lema 5.34 mostra

que wH é independente da escolha de v. Logo, a família (wH)H∈F ∈ Gq(G) é tal que

(wH)H∈F 7→ (uv)v∈X0
. Portanto, Gq(G)

ϕ
≈ E0,q

2 .

É possível introduzirmos uma estrutura multiplicativa à sequência espectral dada

em (17). Para tanto, a fim de simplificar a notação, assumiremos que o módulo dos

coeficientes M é um anel comutativo R com a G-ação trivial. O complexo de cocadeia

C∗(X,R), que por simplificação denotaremos por C∗(X), tem um produto cup

C∗(X) ⊗ C∗(X) → C∗(X)

associativo e comutativo, a menos de homotopia. Sejam F uma resolução completa de G

e ∆ : F → F ⊗̂F uma aproximação da diagonal. Consideremos o seguinte produto cup:

HomG(F,C∗(X))⊗HomG(F,C∗(X)) → HomG(F,C∗(X)⊗C∗(X)) → HomG(F,C∗(X)),

onde o primeiro morfismo é induzido por ∆ e o segundo morfismo é induzido pelo produto

cup em cocadeia. O produto cup acima definido é compatível com as filtrações do complexo

total que determina Ep,q
1 , isto é, tem-se um produto

F pHomG(F,C∗(X)) ⊗ F p′

HomG(F,C∗(X)) → F p+p′

HomG(F,C∗(X) ⊗ C∗(X)).

Portanto, temos um produto cup induzido

Ep,q
r ⊗ Ep′,q′

r
^
→ Ep+p′,q+q′

r ,

para todo r ≥ 1.

Apresentamos a seguir duas proposições. Suas respectivas demostrações podem ser

encontradas em (BROWN, 1982).

Proposição 5.36 ((BROWN, 1982), Proposição 4.5, p. 285). (i) O diferencial dr é uma

derivação com respeito ao produto em Er, isto é, dr(uv) = dr(u) · v + (−1)deg uu · dr(v);

(ii) O produto em Er+1 = H(Er) é obtido do produto em Er pela passagem à homologia;

(iii) O produto em E1 é dado pela composição:

Ĥq(G,Cp(X))⊗Ĥq′

(G,Cp′

(X)) → Ĥq+q′

(G,Cp(X)⊗Cp′

(X)) → Ĥq+q′

(G,Cp+p′

(X)),

onde o primeiro morfismo é o produto cup usual em Ĥ∗(G,−) e o segundo morfismo

é induzido pelo produto cup em C∗(X);

(iv) O produto em Er é associativo para r ≥ 1 e comutativo para r ≥ 2;

(v) O produto em E∞ é compatível com o produto usual em Ĥ∗(G,R) via identificação

de E∞ com GrĤ∗(G,R);
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(vi) O isomorfismo de grupos E0,∗
2 ≈ G∗(G) dado pela Proposição 5.35 é também um

isomorfismo de anéis.

Para cada p primo, podemos considerar o homomorfismo de anéis ρ : Ĥ∗(G,Zp) →

G∗(G,Zp) dado via morfismos de restrição Ĥ∗(G) → Ĥ∗(H) com H ∈ F.

Proposição 5.37 ((BROWN, 1982), Proposição 4.6, p. 286). O morfismo ρ : Ĥ∗(G,Zp) →

G∗(G,Zp) possui as seguintes propriedades:

(i) Todo elemento de ker ρ é nilpotente;

(ii) Se u ∈ G∗(G,Zp), então existe um inteiro k ≥ 0 tal que upk

∈ im ρ.

5.6 GRUPOS COM COHOMOLOGIA PERIÓDICA

Dizemos que um grupo G com vcd G < ∞ tem cohomologia periódica se, para

algum d 6= 0, existe um elemento u ∈ Ĥd(G,Z) invertível no anel Ĥ∗(G,Z). Mediante

a existência de u, obtemos, para cada ZG-módulo M e todo i ∈ Z, um isomorfismo de

periodicidade Ĥ i(G,M) ≈ Ĥ i+d(G,M). Similarmente, dizemos que G tem cohomologia

p-periódica (com p primo) se a componente p-primária Ĥ∗(G,Z)(p) contém um elemento

invertível de grau não nulo d para o qual Ĥ i(G,M)(p) ≈ Ĥ i+d(G,M)(p), para todo i ∈ Z.

Dado que Ĥ∗(G,Z) ≈
∏

p Ĥ
∗(G,Z)(p) é um produto finito de anéis com p variando sobre

os primos com p-torção, decorre que G tem cohomologia periódica se, e somente se, G

tem cohomologia p-periódica.

Por conveniência, podemos utilizar Ĥ∗(G,Zp) em vez de Ĥ∗(G,Z)(p). A fim de

justificar este fato, expomos uma série de lemas de modo a demonstrar a Proposição 5.42,

que trata desta equivalência.

Tomando H(k) := Ĥ∗(G,Zpk) e considerando, para cada par (k, l) de inteiros

positivos, a sequência exata curta 0 → Zpl → Zpk+l → Zpk → 0, obtemos a sequência

exata longa em cohomologia:

· · · → H(l) → H(k + l)
αk+l,k

−→ H(k)
βk,l

−→ H(l) → · · · . (18)

Lema 5.38 ((BROWN, 1982), Lema 6.3, p. 289). Se k ≥ l, então βk,l(uv) = βk,l(u) · u+

(−1)deg uu · βk,l(v).5

Demonstração: Sejam F uma resolução completa e F → F ⊗̂F uma aproximação com-

pleta da diagonal. Dado u ∈ H(k), existe uma cocadeia c ∈ HomG(F,Z) cuja redução

modpk é um cociclo que representa u, por conseguinte, δc é divisível por pk e δc/pk é

um cociclo cuja redução modpl representa βk,l(u). A propriedade de derivação de βk,l é

decorrente da propriedade de derivação do operador de cobordo δ.
5 O lado direito faz sentido porque o produto cup H(H) ⊗ H(l) → H(l) para k ≥ l.
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Lema 5.39 ((BROWN, 1982), Lema 6.4, p.289). Para todo u ∈ H(1) e todo k ≥ 1,

upk

∈ im αk+1,1 = ker β1,k.

Tomando H(∞) := Ĥ∗(G,Z)(p), podemos obter uma sequência exata como em (18),

para isto, consideramos as componentes p-primária da sequência exata em cohomologia

associada à sequência exata curta 0 → Z
pk

→ Z → Zpk → 0 (k < ∞).

Lema 5.40 ((BROWN, 1982), Lema 6.5, p. 289). Existe um k suficientemente grande tal

que im αk+1,1 = im α∞,1.

Demonstração: Haja vista que H(∞) é aniquilado por pk para algum k ((BROWN,

1982), Exercício 2, p. 280), decorre que α∞,k : H(∞) ↪→ H(k) é injetiva, por conseguinte,

ker β1,k = ker β1,∞, pois β1,k = α∞,kβ1,∞. Portanto, im αk+1,1 = ker β1,k = ker β1,∞ =

im α∞,1.

Lema 5.41 ((BROWN, 1982), Lema 6.6, p. 289). A aplicação α := α∞,1 : H(∞) → H(1)

tem as seguintes propriedades:

(i) Todo elemento de ker α é nilpotente;

(ii) Para todo u ∈ H(1), existe um inteiro k tal que upk

∈ im α.

Demonstração: (i): Se u ∈ ker α, então existe v ∈ H(∞) tal que u = pv. Ora, como

H(∞) é aniquilado por pk para k suficientemente grande, decorre que uk = pkvk = 0,

logo, u é nilpotente. (ii): Pelo Lema 5.40, existe um k suficientemente grande tal que

im α = im αk+1,1 e pelo Lema 5.39, upk

∈ im α.

Proposição 5.42 ((BROWN, 1982), Proposição 6.1, p. 288). G tem cohomologia

p-periódica se, e somente se, Ĥ∗(G,Zp) contém um elemento invertível de grau não nulo.

Demonstração: Dado que Ĥ∗(G,Z) → Ĥ∗(G,Zp) é um homomorfismo de anéis que leva

cada componente p-primária em zero, exceto Ĥ∗(G,Z)(p), decorre que α : H(∞) → H(1)

é um homomorfismo de anéis, logo, elementos invertíveis de H(∞) são levados por α em

elementos invertíveis de H(1). Reciprocamente, se u ∈ H(1) é um elemento invertível

de grau não nulo, então, pelo Lema 5.41, existe um inteiro k tal que uk, u−k ∈ im α.

Tomando uk = α(ũ) e u−k = α(ṽ), obtemos que α(ũṽ) = 1, por conseguinte, pelo Lema

5.41, ũṽ = 1 − x com x nilpotente, então 1 − x é invertível com inverso 1 + x+ x2 + · · · ,

logo ũ é invertível. Portanto, G tem cohomologia p-periódica.

Teorema 5.43 ((BROWN, 1982), Teorema 6.7, p. 290). G tem cohomologia p-periódica

se, e somente se, todo subgrupo finito de G tem cohomologia p-periódica.

Demonstração: Se G tem cohomologia p-periódica, então, por definição, existem inteiros

i e d 6= 0 tais que Ĥ i(G,M)(p) ≈ Ĥ i+d(G,M)(p) para todo ZG-módulo M , em particular,
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se H ⊆ G é finito, então, pelo Lema de Shapiro, Ĥ i(H,M)(p) ≈ Ĥ i(G,CoindG
HM)(p) ≈

Ĥ i+d(G,CoindG
HM)(p) ≈ Ĥ i+d(H,M)(p) para todo ZH-módulo M . Portanto, H tem

cohomologia p-periódica (vide versão p-periódica de ((BROWN, 1982), Teorema 9.1,

p. 154)). Reciprocamente, sejam F e G∗(G) com coeficientes em Zp (como na Propo-

sição 5.35). Afirmamos que existe uma família u = (uH)H∈F de elementos invertíveis

uH ∈ Ĥd(H) = Ĥd(H,Zp) tal que u ∈ Gd(G). Seja G′ ⊆ G um subgrupo normal, li-

vre de torção e com índice finito. Dado H ∈ F, como H ∩ G′ = {1G}, decorre que

H ≈ HG′/G′ ⊆ G/G′. Para cada H ∈ F, seja vH ∈ Ĥ∗(H) um elemento invertível de

grau dH 6= 0. Dado que existe apenas uma quantidade finita de graus distintos dH , po-

demos tomar todo dH igual a um único d. Se c : H1 → H2 é um morfismo de grupos

finitos dada pela conjugação de um elemento de G, então vH1
e c∗vH2

são dois gerado-

res de Ĥd(H1) ≈ Ĥ0(H1) com c∗vH2
= λvH1

para algum λ não nulo em Zp. Ora, como

λp−1 = 1, decorre que vp−1
H1

= (c∗vH2
)p−1 = c∗(vp−1

H2
). Tomando uH = vp−1

H , obtemos

u = (uH)H∈F ∈ G∗(G) com inverso (u−1
H )H∈F ∈ G∗(G). Pela Proposição 5.37, existe um

inteiro k ≥ 0 tal que upk

∈ im ρ. Ora, como u é invertível em G(G), decorre que upk

também é invertível em G(G), por conseguinte, vide demonstração análoga à Proposição

5.42, decorre que G tem cohomologia p-periódica.

5.7 AÇÕES LIVRES E PROPRIAMENTE DESCONTÍNUAS EM 2N-ESFERAS DE HOMO-

TOPIA

O único grupo finito não trivial que atua livremente em uma esfera de dimensão par

é o Z2, mais geralmente, de acordo com ((SWAN, 1960), Teorema 4.8, p. 12), este também

é o único grupo finito que atua livremente em uma esfera de homotopia de dimensão

par. Além disso, todo grupo infinito com torção que atua livremente em uma esfera de

homotopia de dimensão par é da forma G0 o Z2 onde G0 é um grupo livre de torção.

Tratamos destes fatos com mais detalhes nesta seção.

Definição 5.44. Uma n-esfera de homotopia é um CW -complexo Σ(n) de dimensão

finita com o mesmo tipo de homotopia de Sn.

Proposição 5.45 ((GOLASIŃSKI; GONÇALVES; JIMENEZ, 2018), Proposição 2.2, p.

309). Seja G× Σ(2n) → Σ(2n) uma ação livre, celular e propriamente descontínua.

(i) Se G é finito e não trivial, então G ≈ Z2 e a ação Z2 → Aut(H2n(Σ(2n),Z)) é não

trivial;

(ii) Se G é infinito, então G é livre de torção ou G ≈ G0 oZ2 para algum G0 ⊆ G livre

de torção.

Demonstração: (i): Dado que G atua livremente em Σ(2n), observamos, primeiramente,

que G induz um homomorfismo G → Aut(H2n(Σ(2n),Z)). Além disso, existe a sequência
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espectral de Cartan-Leray Ep,q
2 = Hp(G,Hq(Σ(2n))) ⇒ Hp+q(Σ(2n)/G) (Teorema 3.32).

Ora, como Σ(2n) possui cohomologia não nula apenas nos níveis 0 e 2n, decorre que na

página E2 as únicas linhas não nulas estão nas alturas 0 e 2n, por conseguinte, para p

suficientemente grande, Hp(G,H2n(Σ(2n)))
d2n+1

≈ Hp+2n+1(G,H0(Σ(2n))). Dado g ∈ G,

〈g〉 ≈ Zk atua livremente em Σ(2n), pois G atua livremente em Σ(2n). Se k é ímpar,

então Z é um Z[Zk]-módulo trivial. Se k é par, então Z pode ser um Z[Zk]-módulo não

trivial via homomorfismo g 7→ −1, neste caso, denotamos Z por Z̃. Observamos que

H2i(Zk, Z̃) = 0 e H2i−1(Zk, Z̃) = Z2. Analisando a página E2 com relação ao grupo

〈g〉, concluímos que H2n(Σ(2n)) é não trivial e dado que para p suficientemente grande,

Hp(〈g〉, H2n(Σ(2n)))
d2n+1

≈ Hp+2n+1(〈g〉, H0(Σ(2n))), decorre que G ≈ Z2.

0 Z2 0 Z2 0 Z2· · ·

Z 0 Zk 0 Zk 0 Zk 0 Zk· · · .

(ii): Se G não é livre de torção, então ρ : G → Aut(H2n(Σ(2n),Z)) ≈ Z2 é sobrejetor,

G0 = ker ρ é livre de torção e a extensão 1 → G0 → G → Z2 → 1 cinde. Portanto,

G ≈ G0 o Z2.

Como (G : G0) = 2, decorre que G0 é um subgrupo normal de G. Além disso,

G é virtualmente livre de torção, pois G0 é livre de torção, por conseguinte, vcd G =

vcd G0 = cd G0. Supondo que cd G0 < ∞, tem sentido considerarmos Ĥ∗(G,Z). Se H é

um subgrupo finito não trivial de G, então H ≈ HG0/G0 ⊆ G/G0 = Z2, ou seja, todo

subgrupo finito não trivial de G é isomorfo à Z2. Ora, como Z2 tem cohomologia periódica

de período dois (Exemplo 5.18 e Exemplo 2.31), decorre, pelo Teorema 5.43, que G tem

cohomologia 2-periódica.
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APÊNDICE A – ÁLGEBRA HOMOLÓGICA

Neste apêndice, apresentamos brevemente alguns resultados de álgebra homológica

que foram utilizados ao longo do trabalho, tais como, de complexos de cadeia (e cocadeia),

de resoluções projetivas e outros que foram usados pontualmente no texto. Utilizamos

como referência (HILTON; STAMMBACH, 1970) e (BROWN, 1982).

A.1 COMPLEXOS DE CADEIA

Definição A.1. Seja R um anel. Um R-módulo graduado é uma sequência C =

(Cn)n∈Z de R-módulos. Dado x ∈ Cn, dizemos que x tem grau n e escrevemos deg x = n.

Um morfismo de grau p de um R-módulo graduado C para um R-módulo graduado

C ′ é uma família f = (fn : Cn → C ′
n+p)n∈Z de R-homomorfismos de módulos tal que

deg (f(x)) = deg (f) + deg (x).

Definição A.2. Um complexo de cadeia sobre um anel R é um par (C, d) onde C

é um R-módulo graduado e d : C → C é um morfismo de grau −1 tal que d2 = 0. O

complexo de cadeia (C, d) pode ser representado por:

C : · · · → Cn+1
dn+1

→ Cn
dn→ Cn−1 → · · · .

Similarmente, um complexo de cocadeia sobre um anel R é um par (C, d) onde C =

(Cn)n∈Z é um R-módulo graduado e d : C → C é um morfismo de grau 1 tal que d2 = 0.

O complexo de cocadeia (C, d) pode ser representado por:

C : · · · → Cn−1 dn−1

→ Cn dn

→ Cn+1 → · · · .

Observação A.3. Essencialmente, não há diferenças entre complexos de cadeia e cocadeia,

uma vez que podemos sempre considerar a conversão Cn = C−n.

Definição A.4. Seja (C, d) um complexo de cadeia (resp. cocadeia). Dizemos que Z(C) :=

ker d é o módulo dos ciclos (resp. cociclos) de C e, similarmente, dizemos que B(C) :=

im d é o módulo dos bordos (resp. cobordos) de C. A homologia (resp. cohomologia)

de C é definida por H∗(C) = Z(C)/B(C) (resp. H∗(C) = Z(C)/B(C)).

Definição A.5. Sejam (C, d) e (C ′, d′) dois complexos de cadeia. Um homomorfismo

de cadeia é um morfismo de módulos graduados f : C → C ′ de grau 0 tal que d′f = fd.

Uma homotopia h entre dois homomorfismos de cadeia f, g : C → C ′ é um morfismo de

módulos graduados de grau 1 tal que d′h+ hd = f − g. Dizemos que f é homotópica a g

se existe uma homotopia entre f e g e escrevemos f ' g.

Proposição A.6 ((HILTON; STAMMBACH, 1970), Lema 3.2, p. 125). A relação de

homotopia “'” é uma relação de equivalência.
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Observação A.7. Se f : C → C ′ é um homomorfismo de cadeia, então f induz o

homomorfismo H(f) : H(C) → H(C ′) dado por H(f)([x]) = [f(x)].

Proposição A.8 ((BROWN, 1982), Proposição 0.1, p. 5). Sejam f, g : C → C ′ dois

homomorfismos de cadeia. Se f ' g, então H(f) = H(g).

Demonstração: Seja h uma homotopia entre f e g. Se [x] ∈ H(C), então (f − g)(x) =

d′h(x)+hd(x) = d′h(x), ou seja, (f−g)(x) ∈ B(C ′), logo H(f)([x]) = H(g)([x]). Portanto

H(f) = H(g).

Definição A.9. Um homomorfismo de cadeia f : C → C ′ é uma equivalência homo-

tópica se existe um homomorfismo de cadeia g : C ′ → C tal que gf ' IdC e fg ' IdC′.

Definição A.10. Seja f : C → C ′ um homomorfismo de cadeia. Dizemos que f é uma

equivalência fraca se H(f) : H(C) → H(C ′) é um isomorfismo.

Proposição A.11. Toda equivalência homotópica é uma equivalência fraca.

Definição A.12. Dizemos que um complexo de cadeia C é contrátil se idC ' 0. Neste

caso, a homotopia entre C e 0 é chamada de homotopia de contração.

Proposição A.13 ((BROWN, 1982), Proposição 0.3, p. 5). Um complexo de cadeia (C, d)

é contrátil se, e somente se, é acíclico, isto é H(C) = 0, e cada sequência exata curta

0 → Zn+1 ↪→ Cn+1
d

→ Zn → 0 cinde, onde d é induzido por d.

Definição A.14. A n-ésima suspensão de um complexo C é definida pelo complexo

(ΣnC,Σnd) com (ΣnC)p = Cp−n e Σnd = (−1)nd.

Definição A.15. Seja f : (C ′, d′) → (C, d) um homomorfismo de cadeia. O mapping

cone de f é definido pelo complexo de cadeia (C ′′, d′′) com C ′′ = C ⊕ ΣC ′ e d′′(c, c′) =

(dc+ fc′,−d′c′).

Teorema A.16 ((HILTON; STAMMBACH, 1970), Teorema 2.1, p. 121). Seja 0 → C ′ g
→

C
f

→ C ′′ → 0 uma sequência exata curta de complexos de cadeia (resp. cocadeia). Então

existe um morfismo de módulos graduados ∂ : H(C ′′) → H(C ′) de grau −1 tal que a

sequência:

· · · → Hn(C ′)
H(g)
→ Hn(C)

H(f)
→ Hn(C ′′)

∂
→ Hn−1(C

′) → · · ·

é exata. Respectivamente, existe um morfismo de módulos graduados δ : H(C ′′) → H(C ′)

de grau 1 tal que a sequência:

· · · → Hn(C ′)
H(g)
→ Hn(C)

H(f)
→ Hn(C ′′)

δ
→ Hn+1 → · · ·

é exata.



APÊNDICE A. Álgebra Homológica 65

A.2 AÇÃO DE GRUPOS

Nesta seção, apresentamos brevemente algumas definições envolvendo ações de

grupos. Utilizamos (HUNGERFORD, 1974) como referência.

Definição A.17. Sejam X 6= ∅ um conjunto e (G, ·) um grupo. Uma G-ação à esquerda

de G em X é uma aplicação · : G×X → X que satisfaz as seguintes condições:

(i) g1 · (g2 · x) = (g1g2) · x, para quaisquer g1, g2 ∈ G;

(ii) 1G · x = x, para todo x ∈ X.

Caso X tenha uma estrutura de grupo, digamos (X,+), exigimos que além destas

condições seja também satisfeita a condição:

(iii) g · (x1 + x2) = g · x1 + g · x2, para todo g ∈ G e para quaisquer x1, x2 ∈ X.

Equivalentemente, uma G-ação em X pode ser definida via um homomorfismo

(G, ·) → (Bij(X), ◦). Em particular, se X for um espaço topológico, uma G-ação em X

pode ser definida via um homomorfismo (G, ·) → (Homeo(X), ◦). Dizemos que X é um

G-conjunto se existe uma G-ação em X. Em particular, se X é um espaço topológico,

dizemos que X é um G-espaço. Similarmente, pode-se definir uma G-ação à direita de

G em X.

Definição A.18. Seja X um G-espaço. Dizemos que a ação de G em X é uma ação

de recobrimento ou propriamente descontínua se para todo x ∈ X existe uma

vizinhança aberta V de x para a qual g · V ∩ V = ∅ para todo g 6= 1G.

Definição A.19. Seja X um G-conjunto. Dizemos que X é um G-conjunto livre se a

ação de G em X é livre, isto é, se g · x = x para algum x ∈ X, então g = 1G. Dizemos

que X é um G-conjunto trivial se a ação de G em X for trivial, isto é, g · x = x para

todo (g, x) ∈ G×X. Dizemos que X é um G-conjunto homogêneo se a ação de G em

X for transitiva, isto é, se para quaisquer x, y ∈ X, existe g ∈ G tal que y = g · x.

Se X for um G-conjunto, podemos definir a seguinte relação de equivalência em

X: x ∼ y se, e somente se, existe g ∈ G tal que y = g · x. Dizemos que o conjunto

G(x) := {g · x | g ∈ G} é a G-órbita de x. Neste caso, X =
•⋃

xi∈E

G(xi) onde E = {xi}i∈I

é um sistema de representantes para as G-órbitas de X. Para cada x ∈ X é possível definir

também o subgrupo Stab(x) = {g ∈ G | g · x = x}, chamado de estabilizador de x ou

de isotropia de x. Existe uma correspondência biunívoca entre o quociente G/Stab(x) e

G(x) ((HUNGERFORD, 1974), Teorema 4.3, p. 89).
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A.3 ANEL DE GRUPO

Nesta seção, apresentamos a definição de anel de grupo. Utilizamos (HILTON;

STAMMBACH, 1970) como referência.

Definição A.20. Seja (G, ·) um grupo. O anel de grupo ZG é o anel das somas formais
∑

g∈G
rgg com rg ∈ Z e g ∈ G, em que rg 6= 0 apenas para uma quantidade finita de índices

g, com as operações de adição e multiplicação dadas respectivamente por:

(∑

g∈G

rgg

)
+

(∑

g∈G

sgg

)
=
∑

g∈G

(rg + sg)g e

(∑

g∈G

rgg

)
·

( ∑

h∈G

shh

)
=

∑

g,h∈G

(rgsh)(gh).

O elemento neutro multiplicativo de ZG é dado por 1ZG := 1Z1G.

Definição A.21. O homomorfismo ε : ZG → Z definido por ε(g) = 1 para todo g ∈ G

é chamado de homomorfismo de aumento. O núcleo de ε é chamado de ideal de

aumento.

Proposição A.22 ((HILTON; STAMMBACH, 1970), Proposição 1.1, p. 186). Sejam

(G, ·) um grupo e R um anel. Se f : G → R é uma função que satisfaz f(1G) = 1R e

f(xy) = f(x)f(y) para quaisquer x, y ∈ G, então existe um único homomorfismo de anéis

f ′ : ZG → R tal que f ′ ◦ i = f , onde i : G ↪→ ZG é a inclusão.

Sejam M um grupo abeliano e σ : G → Aut(M) um homomorfismo. Dado que

Aut(M) ⊆ End(M), pela Proposição A.22, existe um homomorfismo de anéis σ′ : ZG →

End(M). Logo, M é um ZG-módulo. Reciprocamente, supondo que M é um ZG-módulo

e observando que σ′ manda elementos invertíveis de G em elementos invertíveis, obtemos

que G atua em M . Portanto, M é um ZG-módulo se, e somente se, é um Z-módulo com

uma ação de G.

Proposição A.23 ((BROWN, 1982), Proposição 3.1, p. 13). Sejam X um G-conjunto li-

vre e E um sistema de representantes para as G-órbitas de X. Então, ZX é um ZG-módulo

livre1 com base E.

Demonstração: Dado que X é um G-conjunto livre, Stab(x) = {1G} para todo x ∈ X,

logo, G(x) ≈ G/Stab(x) = G para todo x ∈ X. Assim:

ZX = Z

( •⋃

x∈E

G(x)
)

≈
⊕

x∈E

Z
(
G(x)

)
≈
⊕

x∈E

(ZG)x. (19)

Portanto, ZX é um ZG-módulo livre com base E.

Corolário A.24. Se H é subgrupo de G, então ZG é um ZH-módulo livre.

1 ZX é o Z-módulo livre gerado por X.
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Demonstração: Basta observarmos que a multiplicação à esquerda dos elementos de H

por elementos de G descreve uma H-ação livre em G. Portanto, ZG é um ZH-módulo

livre.

Observação A.25. As H-órbitas de G são exatamente as classes laterais à esquerda de

H em G.

Proposição A.26 ((BROWN, 1982), Exercício 1, p. 30). Z é um ZG-módulo projetivo

se, e somente se, G é o grupo trivial.

Demonstração: Se G é o grupo trivial, então ZG ≈ Z é projetivo. Reciprocamente, se Z

é um ZG-módulo projetivo com a G-ação trivial, então a sequência 0 → ker ε → ZG
ε

→

Z → 0 cinde. Seja ϕ : Z → ZG definido por ϕ(1) = x 6= 0 tal que εϕ = idZ. Dado g ∈ G,

x = ϕ(1) = ϕ(g · 1) = g ·ϕ(1) = g ·x, logo (g− 1) ·x = 0, por conseguinte, g = 1. Portanto,

G é o grupo trivial.

A.3.1 GRUPO DE INVARIANTES E COINVARIANTES

Definição A.27. Seja M um ZG-módulo. O grupo de invariantes de M , denotado

por MG, é definido por MG = {m ∈ M | gm = m, ∀g ∈ G}. O grupo de coinvariantes

de M , denotado por MG, é definido pelo quociente M/〈gm−m | g ∈ G e m ∈ M〉.

Observação A.28. MG é o maior quociente de M no qual G atua trivialmente e MG é

o maior submódulo de M em que G atua trivialmente. Além disso, se M é um ZG-módulo

trivial, então MG = M = MG.

Proposição A.29 ((HILTON; STAMMBACH, 1970), Proposição 3.1, p. 191). Se Z é

um ZG-módulo trivial, então MG ≈ Z ⊗ZG M e MG ≈ HomZG(Z,M).

A.4 RESOLUÇÕES PROJETIVAS

Definição A.30. Seja M um R-módulo. Uma resolução projetiva (resp. livre) de M

é um complexo de cadeia (P, d) onde cada R-módulo é projetivo (resp. livre) com Pi = 0

para i < 0, munido de um R-homomorfismo ε : P0 → M tal que a sequência:

· · ·
d2−→ P1

d1−→ P0
ε

−→ M −→ 0

é exata. Denotamos esta resolução por ε : P → M ou simplesmente por P → M .

Exemplo A.31. Seja G = 〈t〉 ≈ Z. Então, 0 → ZG
t−1
→ ZG

ε
→ Z → 0 é uma resolução

projetiva de Z sobre ZG. De fato, (t− 1)
∑
rit

i = 0 se, e somente se,
∑
rit

i =
∑
rit

i+1 =
∑
ri−1t

i, isto é, se ri = ri−1 para cada i ∈ Z, por conseguinte,
∑
rit

i = 0, pois cada

ri = 0. Agora, observamos que ker ε = 〈t − 1〉 como um ideal à esquerda2 de ZG: dado

2 Mais geralmente, se T é um conjunto gerador de G, então ker ε = 〈t − 1 | t ∈ T 〉 como um ideal a
esquerda de ZG.
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∑
rit

i ∈ ker ε,
∑
ri = 0, logo

∑
rit

i =
∑
rit

i−
∑
ri =

∑
ri(t

i−1) =
∑
ri(1+· · ·+ti−1)(t−1).

Portanto, ker ε = 〈t− 1〉 (a inclusão contrária é trivial). Deste modo, como G é cíclico,

decorre que (t − 1)
∑
rit

i =
∑
rit

i(t − 1), logo im (t − 1) = ker ε. Finalmente, como ε é

um epimorfismo, decorre que 0 → ZG
t−1
→ ZG

ε
→ Z → 0 é uma resolução projetiva de Z

sobre ZG.

Exemplo A.32. Se G = 〈t | tn = 1〉 ≈ Zn, então, de maneira similar ao exemplo anterior,

verifica-se que · · · → ZG
t−1
→ ZG

N
→ ZG

t−1
→ ZG

ε
→ Z → 0 é uma resolução projetiva de Z

sobre ZG, onde N = 1 + t+ · · · + tn−1.

Exemplo A.33 (Resolução padrão). Seja G um grupo. Para cada n ≥ 0, consideremos

Xn o conjunto das (n + 1)-uplas (g0, . . . , gn) de elementos de G. Dado que Xn é um

G-conjunto livre obtido pela ação de translação à esquerda de G em Xn, obtemos, pela

Proposição A.23, que Fn := ZXn é um ZG-módulo livre. Definindo d : Fn → Fn−1 por d =
∑n

i=0(−1)idi com di(g0, . . . , gn) = (g0, . . . , ĝi, . . . , gn) e ε : F0 → Z por ε(g0) = 1, obtemos

o complexo de cadeia (F, d) onde F−1 = Z. Afirmamos que (F, d) é uma sequência exata

de grupos abelianos. De fato, existe a homotopia de contração h = (hn : Fn → Fn+1) dada

por h−1(1) = (1) e hn(g0, . . . , gn) = (1, g0, . . . , gn) para todo n ≥ 0. Por conseguinte, (F, d)

é exato. Portanto, (F, d) é uma resolução livre de Z sobre ZG, chamada de resolução

padrão.

Exemplo A.34 (Resolução Bar). Seja (F, d) a resolução livre dada no Exemplo

A.33. Consideremos como representante da G-órbita de (g0, . . . , gn) em Xn o elemento

g−1
0 (̇g0, . . . , gn) = (1, g−1

0 g1, . . . , g
−1
0 gn) = (1, g′

1, g
′
1g

′
2, . . . , g

′
1g

′
2 · · · g′

n) onde g′
i = g−1

i−1gi.

Um elemento de Fn da forma (1, g1, g1g2, . . . , g1g2 · · · gn) será denotado simplesmente

por [g1|g2| · · · |gn]. Esta notação é chamada de notação bar. Deste modo, Fn é um

ZG-módulo livre gerado pelos símbolos [g1|g2| · · · |g2] e o diferencial d : Fn → Fn−1 tem

cada parcela di dada por:

di[g1|g2| · · · |gn] =





[g1|g2| · · · |gn], i = 0,

[g1| · · · |gi−1|gigi+1|gi+2| · · · |gn], 1 ≤ i < n,

[g1| · · · |gn−1], i = n.

Em particular, como F0 é gerado pela 1-upla (1), obtemos pela notação bar que F0 é o

ZG-módulo livre gerado pelo símbolo [ ] ≡ 1. Vide esta mudança de notação, passamos a

chamar a resolução padrão de resolução bar.

Proposição A.35 ((HILTON; STAMMBACH, 1970), Lema 4.2, p. 128). Para todo

R-módulo M existe uma resolução projetiva.

Demonstração: Dado qualquer R-módulo M , exitem um R-módulo livre P0 e um

R-epimorfismo ε : P0 → M . Como o ker ε ⊆ P0 é também um R-módulo, existem

um R-módulo livre P1 e um R-epimorfismo ε1 : P1 → ker ε. Repetindo este processo
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produzimos a resolução livre (logo projetiva) ε : P → M em que Pi = 0 para i < 0 e

di = iεi onde i : ker εi−1 ↪→ Pi−1 é a inclusão.

Lema A.36 (Lema Fundamental da Álgebra Homológica, (BROWN, 1982), Lema 7.4, p.

22). Sejam (C, d) e (C, d′) dois complexos de cadeia e r um inteiro tal que Ci é projetivo

para i > r, Hi(C
′) = 0 para i ≥ r e (fi : Ci → C ′

i)i≤r é uma família de morfismos tais

que d′
ifi = fi−1di para todo i ≤ r. Então, (fi)i≤r estende-se a um único (a menos de

homotopia) homomorfismo de cadeia f : C → C ′.

Demonstração: Vamos supor indutivamente que fn esteja definida para i ≤ n com

n ≥ r tal que d′
ifi = fi−1di para todo i ≤ n. Haja vista que d′

nfndn+1 = fn−1dndn+1 = 0,

decorre que im fndn+1 ⊆ ker d′
n = im d′

n+1 ⊆ Cn, por conseguinte, como Cn+1 é projetivo,

existe um morfismo fn+1 : Cn+1 → C ′
n+1 tal que dn+1fn+1 = fndn+1. Suponhamos que g

estende (fi)i≤r e que hi : Ci → C ′
i+1 tenha sido definida para todo i ≤ n com n ≥ r tal

que d′
i+1hi + hi−1di = fi − gi para todo i ≤ n. Consideremos o homomorfismo de cadeia

τ : C → C ′ definido por τi = fi − gi. Haja vista que d′
n+1hndn+1 = (τn − hn−1dn)dn+1 =

τndn+1 = d′
n+1τn+1, decorre que im (τn+1 − hndn+1) ⊆ ker d′

n+1 = im d′
n+2 ⊆ C ′

n+1, por

conseguinte, como Cn+1 é projetivo, existe um morfismo hn+1 : Cn+1 → C ′
n+2 tal que

d′
n+2hn+1 = τn+1 − hndn+1, isto é, tal que d′

n+2hn+1 − hndn+1 = τn+1 = fn+1 − gn+1.

Observação A.37. Sejam ε : P → M e ε′ : P ′ → M duas resoluções projetivas de

M . Pelo Lema A.36, existem únicos (a menos de homotopia) homomorfismos de cadeia

f : P → P ′ e f ′ : P ′ → P tais que ε′f0 = ε e εf ′
0 = ε′, por conseguinte, f ′f : P → P

é um homomorfismo de cadeia tal que εf ′
0f0 = ε′f0 = ε, logo f ′f ' idP . Analogamente,

ff ' idP ′. Portanto, f é uma equivalência homotópica, ou seja quaisquer duas resoluções

projetivas de M são homotopicamente equivalentes.

A.5 PRODUTO TENSORIAL

Definição A.38. Sejam (C, d) e (C ′, d′) dois complexos de cadeia sobre um anel R. O

complexo de cadeia HomR(C,C ′) é definido em cada n-ésimo nível por HomR(C,C ′)n =
∏

q∈ZHomR(Cq, C
′
q+n), isto é, HomR(C,C ′)n é o conjunto dos morfismos de grau n de

C para C ′. O diferencial Dn : HomR(C,C ′)n → HomR(C,C ′)n−1 em HomR(C,C ′)

é definido por Dn(f) = d′f − (−1)nfd. Em particular, HomR(C,C ′)0 é exatamente o

conjunto de todos os homomorfismos de cadeia de C para C ′.

Observação A.39. Se M é um ZG-módulo e P → Z é uma resolução projetiva de Z

sobre ZG, então HomG(P,M) é o complexo de cadeia em que M é tomado como com-

plexo de cadeia concentrado na dimensão 0. Dado que HomG(P,M)n = HomG(P−n,M),

por conveniência, consideramos HomG(P,M) como complexo de cocadeia via conversão

HomG(P,M)n = HomG(P,M)−n = HomG(Pn,M). Neste caso, HomG(P,M) é o com-
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plexo de cocadeia obtido de P ao aplicarmos o funtor contravariante (exato à esquerda)

HomG(−,M).

Definição A.40. Sejam C e C ′ (resp. E e E ′) complexos de R-módulos à direita (resp. à

esquerda). Dados u ∈ HomR(C,C ′) e v ∈ HomR(E,E ′), definimos o produto tensorial

u ⊗ v ∈ Hom Z(C ⊗R E,C
′ ⊗R E

′) por 〈u ⊗ v, c ⊗ e〉 = (−1)deg v·deg c〈u, c〉 ⊗ 〈v, e〉 para

todo c ∈ C e todo e ∈ E.

Proposição A.41 ((BROWN, 1982), Exercício 7, p. 10). Denotemos por D qualquer

um dos três diferenciais dos complexos Hom da definição anterior. Então, D(u ⊗ v) =

Du⊗ v + (−1)deg uu⊗Dv. Ou seja, o “produto tensorial de morfismos graduados” induz

o morfismo de cadeia:

HomR(C,C ′) ⊗HomR(E,E ′) → Hom Z(C ⊗R E,C
′ ⊗R E

′)

Definição A.42. Seja (C, d) (resp. (C ′, d′)) um complexo de cadeia de R-módulos à

direita (resp. à esquerda). O produto tensorial C ⊗R C ′ é definido em cada n-ésimo

nível por (C ⊗R C
′)n =

⊕
p+q=n Cp ⊗R Cq com operador bordo D definido por D(c⊗ c′) =

dc⊗ c′ + (−1)deg cc⊗ d′c′ para todo c ∈ C e todo c′ ∈ C ′.

Observação A.43. Se M é um ZG-módulo e ε : P → Z é uma resolução projetiva de Z

sobre ZG, então P ⊗G M é o complexo de cadeia em que M é tomado como complexo de

cadeia concentrado na dimensão 0. Neste caso, dado que (P ⊗G M)n = Pn ⊗G M , decorre

que P ⊗G M é o complexo de cadeia obtido de P ao aplicarmos o funtor covariante (exato

à direita) − ⊗G M .

Definição A.44. Sejam C e C ′ módulos graduados. O produto tensorial completo

C⊗̂C ′ é definido por:

(C⊗̂C ′)n =
∏

p+q=n

Cp ⊗ C ′
q.

Proposição A.45 ((BROWN, 1982), p. 137). Se u : C → D e v : C ′ → D′ são morfismos

de módulos graduados de grau r e s, respectivamente, então u⊗̂v : C⊗̂C ′ → D⊗̂D′ definido

por:

(u⊗̂v)n =
∏

p+q=n

(−1)psup ⊗ vq :
∏

p+q=n

Cp ⊗ C ′
q →

∏

p+q=n

Dp+r ⊗D′
q+r

é um morfismo de grau r + s.

Observação A.46. Seja ε : (P, d) → Z uma resolução projetiva de Z sobre ZG. Então,

P ⊗̂P possui “diferenciais parciais” d⊗̂idP e idP ⊗̂d. Ora, como (d⊗̂idP )2 = (idP ⊗̂d)2 = 0,

(d⊗̂idP )(idP ⊗̂d) = d⊗̂d e (idP ⊗̂d)(d⊗̂idP ) = −d⊗̂d, decorre que o “diferencial total”

∂ = d⊗̂idP + idP ⊗̂d tem quadrado igual a zero, por conseguinte P ⊗̂P é um complexo de

cadeia3.

3 A composição de morfismos graduados é dada por (u⊗̂v)(u′⊗̂v′) = (−1)deg v·deg u′

uu′⊗̂vv′.
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Proposição A.47 ((BROWN, 1982), Proposição 8.3, p. 28). Seja P um R-módulo à

esquerda projetivo e finitamente gerado. Então:

(i) P ∗ := HomR(P,R) é um R-módulo à direita projetivo e finitamente gerado;

(ii) Para cada R-módulo à esquerda M , ϕ : P ∗ ⊗R M → HomR(P,M), definido por

ϕ(u⊗m)(x) = u(x) ·m para u ∈ P ∗, m ∈ M e x ∈ P , é um isomorfismo de grupos

abelianos;

(iii) Para cada R-módulo à direita M , ϕ′ : M ⊗R P → HomR(P ∗,M), definido por

ϕ′(m⊗ x)(u) = m · u(x) para m ∈ M , x ∈ P e u ∈ P ∗, é um isomorfismo;

(iv) Existe o isomorfismo ϕ′′ : P → P ∗∗, definido por ϕ′′(x)(u) = u(x) para x ∈ P e

u ∈ P ∗.
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APÊNDICE B – ESPAÇOS DE EILENBERG-MACLANE DO TIPO K(G,1)

Apresentamos, neste apêndice, definições, exemplos e propriedades de

CW -complexos, G-complexos e Espaços de Eilenberg-MacLane do tipo K(G, 1).

Utilizamos estes resultados essencialmente para dar uma interpretação topológica da

homologia e cohomologia de grupos.

B.1 CW-COMPLEXO E G-COMPLEXO

Definição B.1. Seja X um espaço topológico de Hausdorff. Dizemos que X tem uma

estrutura de CW-complexo se existir uma sequência ascendente de fechados X0 ⊂ X1 ⊂

X2 ⊂ . . ., tal que:

(i) X0 tem a topologia discreta;

(ii) Para n ≥ 1, Xn é obtido de Xn−1 pela adjunção de n-células en
α por meio de aplicações

contínuas ϕα : Sn−1 → Xn−1. Neste caso, Xn =
Xn−1∐

α D
n
α

∼
onde x ∼ ϕα(x)

quando x ∈ ∂Dn = Sn−1. Em termos de conjunto, Xn = Xn−1∐
α e

n
α onde en

α é um

n-disco aberto;

(iii) X =
⋃

n X
n. Além disso, se Xn 6= Xn+1 para todo n ∈ N, então X possui a topologia

fraca, isto é: A ⊂ X é aberto (ou fechado) se, e somente se, A ∩ Xn é aberto (ou

fechado) em cada Xn.

O conjunto Xn é chamado de n-esqueleto e os pontos de X0 são chamados de 0-células.

Se X = Xn para algum n, dizemos que X é um CW -complexo finito de dimensão n.

Observação B.2. A cada n-célula en
α é possível associar a aplicação Φα : Dn

α → X,

chamada de função característica, dada pela composição Dn
α ↪→ Xn−1∐

α D
n
α → Xn ↪→

X. Observemos que Φα estende ϕα e Φα aplica Int Dn
α homeomorficamente sobre en

α.

Comumente uma n-célula de X é denotada simplesmente por σn, ou, quando estiver

evidente sua dimensão, simplesmente por σ.

Definição B.3. Um subcomplexo de um CW -complexo X é um subespaço fechado A

de X que é dado como uma união de células de X.

Observação B.4. A condição de A ser um subespaço fechado de X torna-o um

CW -complexo, haja vista que a função característica de cada célula em A terá imagem

em A.

Exemplo B.5. R é um CW -complexo de dimensão 1 em que as 0-células e as 1-células

são dadas, respectivamente, por e1
m = {m} e e2

m = (m,m+ 1), com m ∈ Z.
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Exemplo B.6. R2 é um CW -complexo de dimensão 2 em que as 0-células, as 1-células e

as 2-células são dadas, respectivamente, por e0
(m,n) = {(m,n)}, e1

(m,n)1 = (m,m+ 1) × {n},

e1
(m,n)2 = {m} × (n, n+ 1) e e2

(m,n) = (m,m+ 1) × (n, n+ 1), com (m,n) ∈ Z × Z.

Exemplo B.7. Sn é um CW -complexo de dimensão n com uma 0-célula e uma n-célula,

ou seja, Sn = e0 ∪ en.

Exemplo B.8. O toro T 2 é um CW -complexo de dimensão 2 com uma 0-célula, duas

1-células e uma 2-célula, ou seja, T 2 = e0 ∪ e1
1 ∪ e1

2 ∪ e2. Mais geralmente, a soma conexa

de n toros T 2# · · · #T 2 é um CW -complexo de dimensão 2 com uma 0-célula, 2n células

de dimensão 1 e uma 2-célula, ou seja, T 2# · · · #T 2 = e0 ∪ e1
1 ∪ · · · ∪ e1

2n ∪ e2.

Exemplo B.9. Seja X =
∨

i∈I S
1
i o bouquet de círculos indexado pelo conjunto I. Então,

X é um CW -complexo de dimensão 1 com uma 0-célula e uma 1-célula para cada i ∈ I,

ou seja, X = e0 ∪
(⋃

i∈i e
1
i

)
.

Definição B.10. Um G-complexo é um CW -complexo X munido de uma G-ação que

permuta suas células. Quando a G-ação for livre, dizemos que X é um G-complexo livre.

Observação B.11. Se σ é uma n-célula de X, então g · σ também é uma n-célula de

X, haja vista que a ação de G em X induz o homomorfismo ϕg : X → X, dado por

ϕg(x) = g · x, que aplica σ homeomorficamente sobre g · σ.

Exemplo B.12. Sejam G = 〈t〉 ≈ Z e R com a estrutura de CW -complexo dada pelo

exemplo B.5. Notemos que tm · x := m + x é uma G-ação que permuta as células de R,

pois tm · σ0
n = m + n = e0

m+n e tm · e1
n = (m + n,m + n + 1) = e1

m+n para todo m,n ∈ Z.

Além disso, tm · x = m+ x = x se, e somente se, tm = 1, ou seja, G permuta livremente

as células de R, por conseguinte, R é um Z-complexo livre.

B.2 HOMOLOGIA CELULAR

Sejam X um CW -complexo e Cn(X) := Hn(Xn, Xn−1) o n-ésimo grupo de homolo-

gia singular relativa com coeficientes em Z. Tomando ∂n : Hn(Xn, Xn−1) → Hn−1(Xn−1) o

homomorfismo de conexão do par (Xn, Xn−1) e pn−1∗ : Hn−1(Xn−1) → Hn−1(Xn−1, Xn−2)

o homomorfismo induzido pela projeção pn−1 : Cn−1(X
n−1) → Cn−1(X

n−1, Xn−2), pro-

duzimos o complexo de cadeia (C∗(X), d), onde dn = pn−1∗ ◦ ∂n. De fato, dn ◦ dn+1 =

pn−1∗ ◦ ∂n ◦ pn∗ ◦ ∂n+1 = 0. A este complexo da-se o nome de complexo de cadeia celular

de X. A homologia celular de X, denotada por HCW
∗ (X), é a homologia do complexo

de cadeia (C∗(X), d).

Lema B.13 ((HATCHER, 2001), Lema 2.34, p. 137). Se X é um CW -complexo, então:

(i) Hk(Xn, Xn−1) = 0 se k 6= n e Hn(Xn, Xn−1) ≈
⊕

i∈I Z, onde I é um conjunto de

índices das n-células de X;
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(ii) Hk(Xn) = 0 para k > n;

(iii) A inclusão i : Xn ↪→ X induz um isomorfismo i∗ : Hk(Xn) → Hk(X) se k < n.

Teorema B.14 ((HATCHER, 2001), Teorema 2.35, p.139). Se X é um CW -complexo,

então HCW
n (X) ≈ Hn(X).

Demonstração: Pelo Lema B.13, podemos considerar o seguinte diagrama:

· · · Hn+1(X
n+1, Xn) Hn(Xn, Xn−1) Hn−1(X

n−1, Xn−2) · · ·
dn+1 dn

Hn(Xn)

Hn(Xn+1)

0

0

∂n+1 pn∗

Hn−1(X
n−1)

0

∂n
pn−1∗

≈ Hn(X)

Como pn∗ é injetivo, decorre que im ∂n+1 é aplicado isomorficamente em im pn∗∂n+1 =

im dn+1. Além disso, Hn(Xn) é aplicado isomorficamente em im pn∗ = ker ∂n = ker dn,

pois pn−1∗ é injetivo, por conseguinte Hn(X) ≈ Hn(Xn)/im ∂n+1 ≈ ker dn/im dn+1 =

HCW
n (X).

De acordo com o Lema B.13, Cn(X) = Hn(Xn, Xn−1) é um grupo abeli-

ano livre cuja base está em correspondência biunívoca com o conjunto Xn = {σ |

σ é uma n-célula de X}. Portanto, se X é um CW -complexo de dimensão n < ∞, então

Ci(X) = 0, para todo i > n.

Proposição B.15 ((BROWN, 1982), Proposição 4.1, p. 14). Se X é um G-complexo livre

contrátil, então o complexo de cadeia celular aumentado de X, dado por C(X) : · · · −→

C2(X)
d2−→ C1(X)

d1−→ C0(X)
ε

−→ Z −→ 0, em que ε(σ) = 1 para toda célula σ ∈ X0, é

uma resolução livre de Z sobre ZG.

Demonstração: Pelo Lema B.13, Cn(X) é um grupo abeliano livre cuja base está em

correspondência biunívoca com os elementos de Xn, logo, Cn(X) pode ser identificado

com ZXn. Dado que X é um G-complexo livre, decorre que Xn é um G-conjunto livre,

então, pela Proposição A.23, Cn(X) ≈ ZXn é um ZG-módulo livre. Como X é contrátil,

para i > 0, im di+1 = ker di, pois, para i > 0, HCW
i (X) ≈ Hi(X) = 0. Além disso, como

HCW
0 ≈ H0(X) = Z ≈ C0(X)/im d1, pois ε é um epimorfismo, e im d1 ⊆ Kerε ⊆ C0(X),

decorre que

Z ≈
C0(X)

ker ε
≈

C0(X)

im d1

ker ε

im d1

≈
Z

ker ε

im d1

,
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logo, ker ε = im d1. Portanto, · · · → C2(X)
d2→ C1(X)

d1→ C0(X)
ε

→ Z → 0 é uma

resolução livre de Z sobre ZG.

Exemplo B.16. De acordo com o Exemplo B.12, R é um Z-complexo livre. Dado que R

é contrátil, pela Proposição B.15, o complexo celular aumentado de R, · · · → C2(R)
d2→

C1(R)
d1→ C0(R)

ε
→ Z → 0, é uma resolução livre de Z sobre ZG. Como R não possui

células de dimensão maior que 1, Cn(X) = 0 para todo n > 1. Sejam σ0 = {0} e σ1 = (0, 1).

Haja vista que G(σ0) = {tm · σ0 | m ∈ Z} = {{m} | m ∈ Z} = X0 e G(σ1) = {tm · σ1 |

m ∈ Z} = {(m,m + 1) | m ∈ Z} = X1, decorre que existem apenas uma G-órbita de

0-células e uma G-orbita de 1-células, logo, C0(R) ≈ X0Z ≈ ZG e C1(R) ≈ X1R ≈ ZG.

Portanto, a resolução em questão se resume a 0 → ZG
d1→ ZG

ε
→ Z → 0.

B.3 ESPAÇOS DE EILENBERG-MACLANE DO TIPO K(G, 1)

Primeiramente, faremos algumas observações que podem ser encontradas com

detalhes em (MASSEY, 1977). Se X é um CW -complexo conexo e p : X̃ → X é um

recobrimento de X, então X̃ é um CW -complexo onde as n-células de X̃ são descritas pelas

componentes conexas de p−1(σn). Também, seG = Aut(X̃, p) é o grupo das transformações

de recobrimento, então G atua livremente sobre X̃ permutando suas células. Portanto, X̃

é um G-complexo livre. Se p : X̃ → X é um recobrimento regular, então G = Aut(X̃, p) ≈

π1(X)/p∗(π1(X̃)). Em particular, G ≈ π1(X) se o recobrimento p : X̃ → X for universal.

Se X̃ for contrátil, então, de acordo com a Proposição B.15, o complexo de cadeia celular

aumentado de X̃ será uma resolução livre de Z sobre ZG. Neste sentido, definimos:

Definição B.17. Seja X um CW -complexo. Dizemos que X é um complexo de

Eilenberg-MacLane do tipo K(G,1), ou simplesmente um K(G,1)-complexo, se:

(i) X é conexo;

(ii) π1(X) = G;

(iii) O recobrimento universal X̃ de X é contrátil.

Observação B.18 ((BROWN, 1982), p. 15). A condição (iii) pode ser substituída pela

condição de que Hn(X̃) = 0 para todo n ≥ 2 ou πn(X) = 0 para todo n ≥ 2.

Exemplo B.19. Como S1 é um CW -complexo conexo e seu recobrimento universal R

é contrátil, decorre que S1 é um K(Z, 1)-complexo, pois π1(S
1) = Z. Mais geralmente, o

toro n-dimensional T n = S1 × · · · × S1

︸ ︷︷ ︸
n-vezes

é um K(Z ⊕ · · · ⊕ Z, 1)-complexo.

Exemplo B.20. Sejam G = F (I) o grupo livre gerado pelo conjunto I e X =
∨

i∈I S
1
i .

De acordo com o Exemplo B.9, X é um CW -complexo de dimensão 1. Além disso, X

é conexo e π1(X) = G ((MASSEY, 1977), IV, Exemplo 3.4, p.125). Se p : X̃ → X
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é o recobrimento universal de X, então X̃ é um CW -complexo de dimensão 1, pois

p : X̃ → X é um homomorfismo local, logo, Hn(X̃) = 0 para todo n ≥ 2. Portanto, X é

um K(G, 1)-complexo.

Proposição B.21 ((BROWN, 1982), Proposição 4.2, p. 15). Se X é um K(G, 1)-complexo,

então o complexo de cadeia celular aumentado do recobrimento universal X̃ de X é uma

resolução livre de Z sobre ZG.

Dado que para qualquer grupo G existe um K(G, 1)-complexo ((BROWN, 1982),

Teorema 7.1, p. 205), sempre é possível considerar uma resolução livre de Z sobre ZG tal

como na Proposição B.21.

Lema B.22. Se H ≈ Zn é um grupo cíclico, finito e não trivial, então não existe uma

resolução projetiva de Z sobre ZH de comprimento finito.

Demonstração: De fato, se 0 → Pk → · · · → P0 → Z → 0 é uma resolução projetiva

de Z sobre ZH, então H2k(H,Z) = 0, mas, pelo Exemplo 2.4, H2k(H,Z) ≈ Zn. Portanto,

não exite uma resolução projetiva de comprimento finito de Z sobre ZH.

Proposição B.23. Se G tem torção, então não existe um K(G, 1)-complexo de dimensão

finita.

Demonstração: Se G tem torção, então existe um elemento g ∈ G de ordem finita n ≥ 2.

Seja H = 〈g〉 ≈ Zn. Se supormos por absurdo que existe um K(G, 1)-complexo X de

dimensão m < ∞, então o recobrimento universal X̃ de X tem também dimensão m,

logo, a resolução projetiva de Z sobre ZG dada pela Proposição B.21 se reduz à resolução

0 → Cm(X̃) → · · · → C0(X̃) → Z → 0. Haja vista que esta resolução é também uma

resolução projetiva de Z sobre ZH, obtemos o absurdo, pois, de acordo com o Lema B.22,

não existem resoluções projetivas de comprimento finito de Z sobre ZH. Portanto, não

existe K(G, 1)-complexo de dimensão finita.
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