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RESUMO

Neste trabalho é feito um estudo das teorias de cohomologia de Tate e de Farrell. No
contexto do trabalho, a teoria de Farrell é apresentada como uma extensao para a teoria
de cohomologia de Tate sobre a classe dos grupos com dimensao cohomolégica virtual
finita. Para tanto, sdo apresentados resultados classicos da teoria de cohomologia ordinaria
de grupos, tais como: médulos induzidos e coinduzidos, mudanga de dimensao, morfismo
transfer e produto cup. Além disso, é realizado um estudo das sequéncias espectrais e das
condigoes de finitude de grupos.

Palavras-chave: Cohomologia de Tate. Cohomologia de Farrell. Dimensao cohomoldgica
virtual. Sequéncias espectrais. Condigoes de finitude.



ABSTRACT

In this work a study of the Tate and Farrell cohomology theories is done. In the context
of the work, Farrell’s theory is presented as an extension of Tate cohomology theory to
the class of groups with finite virtual cohomological dimension. For this purpose, classical
objects and results of the ordinary cohomology of groups are presented, such as : induced
and coinduced modules, dimension shifting, transfer map and cup product. In addition, a
study of spectral sequences and finiteness conditions for groups is carried out.

Keywords: Tate cohomology. Farrell cohomology. Virtual cohomological dimension. Spec-
tral sequences. Finiteness conditions.
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1 INTRODUCAO

A teoria de cohomologia de grupos é desenvolvida na “fronteira” da topologia com a
4lgebra abstrata. E atualmente um campo de pesquisa com bastante ascensio que relaciona
diversas areas da matematica, tais como teoria de grupos, teoria de homotopia, teoria dos
numeros e geometria algébrica. Topologicamente, a cohomologia de um grupo G, denotada
por H*(G), é a cohomologia de um C'W-complexo do tipo K(G,1)!. Equivalentemente, a
cohomologia de G pode ser definida em func¢ao de uma resolugao projetiva de Z sobre ZG.
E esta descricao, puramente algébrica, que utilizamos na maior parte do trabalho.

No capitulo 2, dado um grupo G, definimos os grupos de homologia e cohomolo-
gia de G com coeficientes em um ZG-médulo M, isto é, H.(G, M) := H.(F ®c M) ¢
H*(G,M) = H*(%MG(F, M)), respectivamente, onde F' — Z é uma resolugao projetiva
de Z sobre Z(G. Posteriormente, apresentamos os médulos induzidos e coinduzidos e dentre
outros resultados, enunciamos e demonstramos o Lema de Shapiro, que por diversas vezes
utilizamos no transcorrer do trabalho. Ainda neste capitulo, apresentamos H* e H, como
funtores de duas varidveis, a técnica de mudanca de dimensao, o morfismo transfer e a
construgao do produto cup, que nos permite tomar H*(G,Z) como anel graduado. Para
encerrar o capitulo, damos uma interpretacao topoldgica para H,(G, M) e H*(G, M) com
M um ZG-mébdulo trivial.

No capitulo 3, tratamos das sequéncias espectrais. Dentre outras coisas, demons-
tramos que as sequéncias espectrais associadas as filtracdes por linha e por coluna de
um complexo duplo de primeiro quadrante sao convergentes. Este resultado ¢é utilizado
posteriormente, também neste capitulo, quando tratamos da homologia de um grupo as-
sociada a um complexo de cadeia. Dentre outros resultados deste capitulo, apresentamos
a sequéncia espectral de Hochschild—Serre e a sequéncia espectral de Cartan—Leray.

No capitulo 4, dado um grupo G, apresentamos essencialmente algumas condigoes
de finitude para G. Como a homologia e a cohomologia de GG sao definidas via a escolha
de uma resolugao projetiva arbitraria de Z sobre ZG, é conveniente, quando possivel,
tomarmos esta resolucao a mais simples possivel. Escolhendo a “menor” resolucao dentre as
resolugoes projetivas (quando possivel), o cdlculo da homologia e cohomologia se restringe
a apenas uma quantidade finita (quando for possivel tomar uma resolugao finita), neste
sentido, definimos a dimensao cohomolégica de G, denotada por cd G, que sera finita
quando for possivel tomar uma resolugao projetiva de comprimento finito e infinita caso
contrario. De encontro a escolha das resolucoes, apresentamos os grupos do tipo F'P,,
FP,, FP e FL. Ao fim do capitulo, tratamos dos grupos de dualidade e apresentamos
algumas nogoes virtuais.

No capitulo 5, primeiramente, expomos alguns resultados de dlgebra homologica

relativa e de resolugoes completas. Posteriormente, definimos a cohomologia de Tate e

1 Um CW-complexo conexo X é do tipo K(G,1) se m1(X) = G e m,(X) = 0 para todo n > 2.
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evidenciamos como esta teoria unifica o estudo da homologia e cohomologia de grupos
finitos. Prosseguindo no capitulo, definimos a cohomologia de Farrell, que apresenta uma
extensao natural para a teoria de cohomologia de Tate sobre a classe dos grupos com
dimensao cohomoldgica virtual finita. Tal como feito no contexto da cohomologia ordinaria,
damos algumas propriedades andlogas para cohomologia de Tate e de Farrell. Além disso,
verificamos que a cohomologia de Farrell é uma obstrucao para os grupos de dualidade
virtual. Apresentamos, brevemente, alguns resultados de cohomologia equivariante de
Farrell, de grupos com cohomologia periddica e encerramos o capitulo tratando de ac¢oes
livres e propriamente descontinuas em 2n-esferas de homotopia.

Ao final do trabalho, encontram-se dois apéndices, o primeiro versa sobre alguns

resultados de algebra homolodgica e o segundo trata dos espacos de Eilenberg-MacLane.
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2 HOMOLOGIA E COHOMOLOGIA DE GRUPOS

Neste capitulo, definimos a (co)homologia de um grupo G com coeficientes em um
ZG-médulo M via resolucoes projetivas e apresentamos alguns resultados classicos da
teoria. Ao final do capitulo é dada uma interpretagao topoldgica para a (co)homologia
de G com coeficientes em um ZG-modulo trivial M. A menos de menc¢ao contraria, ao
longo deste e dos demais capitulos, H é um subgrupo de G e R é um anel comutativo com

unidade.

2.1 HOMOLOGIA E COHOMOLOGIA COM COEFICIENTES

Sejam M e N dois ZG-modulos a esquerda. Tomando M como ZG-moédulo a
direita via acdo mg := g~ 'm, podemos considerar o produto tensorial M ®zs N, denotado
também por M ®q N. Dado que M ®g N ¢ obtido de M ® N ao introduzirmos a relacao
gL
diagonal de G em M ® N é dada por g-(m®n) := gm® gn. Disto, M @ N = (M @ N)g.
Donde segue que M @ N = (M @ N)g = (N®@ M)g =N ®¢ M.

Se M e N sao ZG-modulos a esquerda, entao a acao de G em M e N induz a

m ®n =m ® gn, obtemos a relacdo m ® n = gm ® gn ao trocar m por gm. A agao

acao diagonal de G em Hom(M, N) dada por (gu)(m) := g - u(g~'m) para g € G,u €
Hom(M,N) e m € M (é acrescentado ¢! na agdo de G por conta da contravaridncia
do funtor Hom(—, N)). Haja vista que u € Homgg(M, N) se, e somente se, gu = u para
todo g € G, obtemos que Homg(M, N) = Hom(M, N)¢.

Definicao 2.1. Sejam F uma resolucao projetiva de 7 sobre ZG e M um Z.G-maodulo. A

homologia de G com coeficientes em M é definida por
H.(G,M)=H.(F ®g M)
e a cohomologia de G com coeficientes em M é definida por
H*(G, M) = H*( Homa(F, M)),
onde M € tomado como complexo de cadeia concentrado na dimensao 0.

Sejam .# : ZG-mod — Z-mod um funtor aditivo e f,g : (C,d) — (C’,d’) homo-
morfismos de cadeia homotdpicos por uma homotopia h. Como .% é aditivo, decorre que
F(fu) = F(g0) = F(fu=gn) = Flhnrdo+ i) = F o) F (d) + F (dy ) F ()
para todo n € Z, logo .# (h) é uma homotopia entre .7 (f) e .% (g). Dadas duas resolugoes
projetivas F' e F’ de Z sobre ZG, pelo Lema Fundamental da Algebra Homoldgica (Lema
A.36), existe uma tnica (a menos de homotopia) equivaléncia homotépica f : F — F’.
Ora, como — ®zg M e Homya(—, M) sao funtores aditivos, f induz uma equivaléncia
homotépica entre os complexos F' ®@zg M e F' Qg M, e, Homzg(F, M) e Homga(F', M).
Por conseguinte, H,(F ®¢ M) ~ H,(F'®@c M) ¢ H*( Homc(F, M)) =~ H*( Homc(F', M)).
Portanto, H.(G, M) e H*(G, M) sao invariantes pela resolugao projetiva escolhida.
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Exemplo 2.2. Se F ¢ wuma resolucio projetiva de 7 sobre ZG, entdo, 0 —
Homyo(Z,M) — Homyq(Fo, M) — Homyg(Fi,M) é uma sequéncia erata, pois
Homgg(—, M) é contravariante e exato a esquerda. Portanto, H*(G, M)= Homzg(Z, M)
M€ . Similarmente, Fy @zc M — Fy ®@z¢ M — 7 @z M — 0 € uma sequéncia exata,
pois — Qzg M € covariante e exato a direita. Portanto, Hyo(G, M)=7 ®z6 M ~ M.

Q

Exemplo 2.3. Seja G = (t) ~ Z. Pelo Exemplo A.31, 0 — ZG =76 57 >0
¢ uma resolugio projetiva de Z sobre ZG. Logo, H.(G, M) é a homologia do complexo
0= M= M —0e H*(G,M) é a cohomologia do complexo 0 — M =M o0
Dado que ker (t —1) = M% eim (t—1) = (gm —m | g € G em € M), decorre que
Ho(G,M) = Mg = H' G, M), H(G,M) = MY = H(G,M) e H}(G,M) = H(G,M) =
0 para i > 1.

Exemplo 2.4. Seja G = (t | t" = 1) ~ Z,. Como --- — ZG = 7ZG 5 726G = 7G 5
Z — 0 é uma resolugio projetiva de Z sobre ZG, onde N = 1+t+---+t""1 (Ezemplo A.32),
decorre que H,.(G, M) é a homologia do complexo --- — M S S MS M0, Por-
tanto, Hy 1(G, M) = ker (t —1)/im N = MY/NM e Ho;(G, M) = ker N/im (t — 1) =
ker N/(t —1)M com i # 0. Similarmente, H*(G, M) é a cohomologia do complexo
0 M= M5 MZ M — ... Portanto, H¥*Y(G,M) = ker N/im (t —1) =
ker N/(t — 1)M e H*(G,M) = ker (t —1)/im N = M®/NM com i # 0.

2.1.1 TORE EXT

Definicao 2.5. Sejame : F'— M en: P — N resolucoes projetivas dos ZG-maodulos M
e N. Definimos:

TorS(M,N) := H,(F ®¢ N) = H,(F ®¢ P) = H,(M ®¢ P).

Similarmente, sejam ¢ : F' — M uma resolugdo projetiva do ZG-modulo M en: N — @

uma resolucao injetiva do ZG-modulo N. Definimos:
Bt (M, N) i= H*( Homa(F,N)) = H( Foma(F,Q)) = H( Horma(M,Q)).

Como H.(G,—)=Tor%(Z,—) e H(G,—) = Eatis(Z, —), obtemos Torf(—, —) e
Eaxtf(—,—) como uma generalizagao para H.(G,—) e H*(G.—).

Proposicao 2.6 ((BROWN, 1982), Proposi¢do 2.2, p. 61). Sejam M e N dois
ZG-médulos. Se M ¢é Z-livre de torg¢ao, entio TorS(M,N) =~ H,(G,M ® N),
onde G atua diagonalmente em M ® N. Além disso, se M ¢é Z-livre, entao

Exty,(M,N) ~ H*(G,Hom(M,N)), onde G atua diagonalmente em Hom(M,N).
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2.2 MODULOS INDUZIDOS E COINDUZIDOS

2.2.1 EXTENSAO E COEXTENSAO DE ESCALARES

Seja o : R — S um homomorfismo de anéis. Se M é um S-médulo (a esquerda),
entdo M é um R-médulo (a esquerda) por meio da agao r - m := «a(r)m. Isso descreve
um funtor da categoria dos S-médulos (a esquerda) para a categoria dos R-mddulos (&
esquerda), chamado restrigdo de escalares.

No sentido contrario, se M é um R-moddulo (& esquerda), entdo S ®p M é um
S-médulo & esquerda por meio da agdo s - (' ® m) := ss’ ® m, onde S é tomado como
R-médulo (a direita) por restricao de escalares via agdo s-r := sa(r). Nesse caso, dizemos
que o S-médulo S ®r M ¢é obtido de M por extensdao de escalares de R para S.
Similarmente, Homg(S, M) é um S-médulo (a esquerda) por meio da acdo s - f(s') =
f(s's), onde S é tomado como R-moédulo (a esquerda) por restrigdo de escalares via a¢ao
r - s := a(r)s. Nesse caso, dizemos que o S-médulo Hompg(S, M) é obtido de M por

coextensao de escalares de R para S.

Exemplo 2.7. Se ¢ : ZG — 7Z € o homomorfismo de aumento, entao, pela Proposicao
A.29, o funtor de extensdo é dado por M +— Mg e o funtor de coextensdo € dado por
M — M.

Tomando S ®zr M como R-médulo obtido por restricio de escalares, existe o
R-homomorfismo natural ¢ : M — S ®g M dado por i(m) = 1 ® m, pois i(rm) =
l@rm=a(r)@m = a(r)(l ®m) = a(r)i(m). Além disso, vale a seguinte propriedade

universal:

Proposigao 2.8 (Propriedade universal). Sejam N um S-mddulo e f : M — N um
R-homomorfismo. Entdo, existe um unico S-homomorfismo g : S ®g M — N dado por
g(s®@m) =s-f(m), tal que gi = f. Disso, Homg(S ®r M,N) ~ Hompg(M, N).

Tomando Hompg(S, M) como R-mddulo obtido por restricao de escalares, existe o
R-homomorfismo natural 7 : Hompg(S, M) — M dado por 7(f) = f(1), pois 7(a(r)f) =
(a(r)f)(1) = f(a(r)l) =rf(1) = rr(f). Além disso, vale a seguinte propriedade universal:

Proposicao 2.9 (Propriedade universal). Sejam N um S-mddulo e f : M — N um
R-homomorfismo. Entdo, existe um unico S-homomorfismo g : N — Homg(S, M) dado

por g(n)(s) = f(sn), tal que mg = f. Disso, Homg(N, Homg(S, M)) =~ Hompg(N, M).

2.2.2 MODULOS INDUZIDOS E COINDUZIDOS

Definicao 2.10. Sejam H C G, ZH — ZG o homomorfismo de inclusio e M um
Z.H-mdédulo. O ZG-médulo ZG Qg M ¢ chamado de induc¢do de H para G e denotado
por Ind%M. O ZG-médulo Homzy (ZG, M) é chamado de coindugdo de H para G e
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denotado por Coind% M. Em particular, 1 ndﬁ}M ¢ chamado de médulo induzido e

C’Oindﬁ}M é chamado de mdédulo coinduzido.

Dado que a acao de translagao a direita de H em G é livre, decorre, pela Proposicao
A.23, que ZG ¢ um ZH-médulo livre e admite a decomposicao ZG ~ @,cp g(ZH),
onde F é um sistema de representantes para as classes laterais a esquerda de H em G,
logo, como grupo abeliano, ZG ®zg M ~ @,cpg ® M, onde g@ M = {g®@m | m €
M} ~ M. Consideremos 1 como representante da classe lateral que o contém. Como
o ZH-homomorfismo i : M — ZG ®zy M aplica M isomorficamente em 1 ® M ~ M,
decorre que Ind$ M contém M como ZH-médulo. Mais geralmente, o somando direto

g ® M é a transformagao de M pela acao de g, pois g(1 ® m) = g ® m. Portanto:

IndGM ~ @ gM, (1)
geG/H
pois M é aplicado em si proprio pela acao de H e o subgrupo gM de [ ndeM depende
apenas da classe de g em G/H.

Proposicao 2.11 ((BROWN, 1982), Proposigao 5.3, p. 68). Seja N um ZG-mddulo cujo
grupo abeliano subjacente decompoe-se como @;cr M;, onde I é um G-conjunto homogéneo
tal que gM; = My; para todo g € G e todo i € I. Entao, se M = M; e H = Stab(i), M é
um ZH-médulo e N ~ Ind%M.

Demonstracdo: Dado que H = Stab(i) € G, N é um ZH-mo6dulo, logo M é
um ZH-moédulo. Pela Proposicao 2.8, a inclusao M — N estende-se a um unico
ZG-homomorfismo ¢ : Ind$M — N. Ora, como ¢ aplica cada gM isomorficamente em
M, e G/H ~ G(i) = I, decorre que ¢ : Ind§M — N é um isomorfismo. |

Corolario 2.12 ((BROWN;, 1982), Corolario 5.4, p. 68). Seja N um ZG-mddulo cujo
grupo abeliano subjacente decompoe-se como @;c;r M;, tal que a G-agdo permuta os soman-
dos diretos de acordo com alguma ag¢io de G em I. Sejam G; = Stab(i) e E um conjunto

de representantes para I/G. Entdo, M; é um ZG;-médulo e existe um ZG-isomorfismo

Demonstragao: Dado que I = | J G(i), temos N = @;c; M; = @jcp(Djecn M;)- Ora,
i€k
cada M; é um ZG;-médulo e @jcquy M; ~ Indg M;. Portanto, N = @,cp Indg M;. ®

Exemplo 2.13. Ind§Z =~ @ycq/n 9Z ~ Z|G/H].

Exemplo 2.14. Seja X um G-complezo. Consideremos o ZG-mddulo Cn(X) =
@Boex,(Z),, onde X, € o conjunto das n-células de X. Pelo Corolario 2.12,
Co(X) = @yex, IndE_Z,, onde 3, é um conjunto de representantes para as G-drbitas

de X, G, = Stab(o) e Z, € 0o mddulo orientado associado a o, isto é, Z, € um grupo
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ciclico infinito cujos dois geradores correspondem as duas orientagoes de o . Um elemento
g € G, atua em Z, como a multiplicacao por +1 se g preserva a orientacao de o e por

—1 caso contrdrio.

Sejam m : N — M; e my : N — M, sobrejecoes de grupos abelianos. Escrevemos
m ~ T para indicar que existe um isomorfismo h : M; — M, tal que hm; = m, ou
equivalentemente, que ker m; = ker my. Se m : N — M ¢é uma sobrejecao e N é um
ZG-mébdulo, entdo mg : N — M dada por mg(n) = w(gn) também é uma sobrejecao. Uma
decomposicdo em produto direto de N é uma familia de sobrejegoes (m; : N — M;);es
tal que o morfismo correspondente N — [[;c; M; é um isomorfismo. Tal como para
médulos de indugdo, o grupo abeliano subjacente de Cooind$ M possui uma decomposicao

em produto direto (7g)scc/m, onde  : Coind% M — M é o ZH-homomorfismo canonico.

Proposicao 2.15 ((BROWN, 1982), Proposicao 5.8, p. 70). Seja N um ZG-mdédulo cujo
grupo abeliano subjacente admite uma decomposicao em produto direto (w; : N — M;)er,
onde I € um G-conjunto homogéneo tal que m;g ~ ;4 para todo g € I e todo i € I. Sejam
7 : N — M uma das m; e H = Stab(i) C G. Entdo, M herda a estrutura de ZH -mddulo
de M e N =~ Coind$ M.

Demonstracao: Se g € H, entao mg = mg ~ my = m; = m. Podemos definir uma
H-acdo em M por considerar g - m = w(gn), onde w(n) = m, g € H em € M. Se
m(n) = n(n') = m, entdo w(gn) = w(gn’), pois n—n' € ker m = ker mg, logo a H-agao esta
bem definida. Pela Proposicao 2.9, w : N — M estende-se a um unico ZG-homomorfismo
U : N — Coind% M. Ora, como ¥ aplica cada fator m;, de N isomorficamente em g de
Coind$M e G/H ~ G(i) = I, decorre que ¥ : N — Coind% M é um isomorfismo. |

Corolario 2.16. Seja N um ZG-mddulo cujo grupo abeliano subjacente admite uma
decomposicao em produto direto (m; : N — M,;)cr, tal que a G-ag¢ao permuta os fatores
diretos de acordo com alguma ag¢ao de G em I. Sejam G; = Stab(i) e E um conjunto
de representantes para I/G. Entdo, M; é um ZG;-médulo e existe um ZG-isomorfismo
N =~ [lice ComdgiMi.

Demonstragao: Dado que I = | J G(i), temos N = [[;c; M; = [Lieg(Iljecu M;). Ora,
i€E
cada M; é um ZG;-mobdulo e [Licau M; =~ C’omdgiMi. Portanto, N =~ [];cg C’omdgiMi.
|

Proposicao 2.17 ((BROWN, 1982), Proposicao 5.9, p. 70). Se (G : H) < oo, entdo
Ind$M =~ Coind$ M.

Demonstragao: Seja ¢g : M — Homyzy(ZG, M) o ZH-morfismo dado por:

gm, g€ H,

wo(m)(g) ={ 0. g¢H
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Pela Proposicao 2.8, existe um tnico ZG-morfismo ¢ : ZG @zy M — Homgzy (ZG, M) tal
que @i = @g. Seja E um sistema de representantes para as classes laterais de H em G.
Tomando ZG @z M (resp. Homyzy(ZG, M)) como uma soma (resp. produto) de cépias
de M, podemos identificar ¢ com a inclusao da soma direta no produto direto e desde
que (G : H) < oo, decorre que Ind%M =~ Coind% M. |

Proposigdao 2.18 (Lema de Shapiro, (BROWN, 1982), Proposi¢do 6.2, p. 73). Se
H C G e M é um ZH-médulo, entio H.(H,M) ~ H.(G,Ind$M) e H*(H,M) =
H*(G, Coind%M).

Demonstracgao: Se F' é uma resolugao projetiva de Z sobre ZG, entao F' é uma resolugao
projetiva de Z sobre ZH, logo H,(H, M) = H.(F @y M) ~ H.(F ®¢ (ZG Qzy M)) =
H,(F ®¢ Ind§M) = H,(G, Ind$M). Similarmente, H*(H, M) = H*( Aoy (F,M)) =
H*(Hompy(F,M)) ~ H*(Homg(F, Homzy(ZG,M))) = H*( Hom(F,Coind$M)) =
H*(G,Coind4M). ]

Corolario 2.19 ((BROWN, 1982), Corolario 6.6, p. 73). Se A é um grupo abeliano, entdio
Hn(G,Indﬁ}A) =0e H"(G, C’oz’ndﬁ}A) = 0 para todo n > 0.

Demonstragao: Se n > 0, entao, pelo Lema de Shapiro, H, (G, Ind{Gl}A) ~ H,{1},A) =
0 e H*(G,Coindfy A) = H" ({1}, A) = 0. u
Mais geralmente, dizemos que um ZG-médulo M é H,-aciclico se H,(G, M) =

0 para todo n > 0. Similarmente, dizemos que um ZG-médulo N é H*-aciclico se
H"(G,N) = 0 para todo n > 0.

Exemplo 2.20. H,(H,7Z) ~ H,(G, Ind$7Z) ~ H,.(G,Z|G/H)).

Exemplo 2.21. Se (G : H) < oo, entdo H*(H,Z) ~ H*(G,Coind%7Z) ~ H*(G, Ind%7)
~ H*(G,Z[G/H]) e H*(H,ZH) ~ H*(G, CoindSZH) ~ H*(G, IndSZH) ~ H*(G,ZG).

Proposicao 2.22 ((BROWN, 1982), Proposicao 5.6, p. 69). Se M é um ZG-mddulo,
entio Ind% ResG M ~ Z[G/H| @ M (com a G-agdo diagonal).

2.3 MUDANCA DE DIMENSAO (DIMENSION-SHIFTING)

Dado um ZG-médulo M, consideremos o morfismo injetor ¢ : M := ZGQ M — M
dado por p(a®@m) = am e K = ker ¢. Tomando a sequéncia exata curta 0 — K — M —
M — 0, obtemos a sequéncia exata longa em homologia - -- — H, (G, M) — H,(G, M) 2
H, (G,K) = H, 1(G,M) — ---. Como H;(G,M) = 0 para todo n > 0 ((BROWN,
1982), Corolario 6.6, p. 73), obtemos que:

H, (G, K), n>1

Hn(G, M) ~ { ker {Ho(G, K) N Ho(G,M)}7 n=1.
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Portanto, desde que estejamos dispostos a alterar o médulo dos coeficientes, uma questao
em H, pode ser reduzida indutivamente a uma questao em Hy. De maneira similar,
podemos considerar o morfismo sobrejetor ¥ : M — M := Hom(ZG, M) dado por

U(m)(a) = am e C = coker V. Entao, obtemos que:

G~ TGO .
T coker {H(G,C) — H°(G, M)}, n=1.

2.4 H, E H* COMO FUNTORES DE DUAS VARIAVEIS

Consideremos a categoria 4 onde os objetos sao pares (G, M) com G grupo e
M ZG-médulo e os morfismos sao da forma (a, f) : (G,M) — (G',M') com a : G —
G’ morfismo de grupos e f : M — M’ morfismo de ZG-mdédulos (tomando M’ como
ZG-médulo via «). Sejam (a, f) : (G, M) — (G', M) um morfismo de €, F' (resp. F")
uma resolucdo projetiva de Z sobre ZG (resp. ZG') e 7 : ' — F’ um homomorfismo de
cadeia compativel com «, isto é, com 7(gz) = a(g)7(z) para g € G e x € F. Considerando
(a, e = (7® f)e : H(G,M) — H,.(G',M’) a aplicagdo em homologia induzida do
homomorfismo de cadeia 7® f : FQqM — F'®q M’, obtemos H, como funtor covariante
da categoria ¢ para a categoria dos grupos abelianos. Em particular, se M = M’ e f =

idys, temos que o, := («, f). : H (G, M) — H.(G', M") fornece a seguinte decomposigao:

H.(G.f

H(G, M) "9 gG M) s J(G M),

Exemplo 2.23. Sejam H C G, M um ZG-mddulo, g € G e c(g) : (H,M) — (gHg™*, M)
o isomorfismo em € dado por (h + ghg™',m — gm), chamado de morfismo de conju-
gagdo. Dada F uma resolugio projetiva de Z sobre ZG (que também serd uma resolugdo
projetiva de Z sobre ZH e sobre ZgHg™) e 7 : F — F o homomorfismo de cadeia dado
por T(x) = gx, obtemos c(g). como a aplicacio induzida por F @y M — F ®gp,-1 M,
dada por x @ m +— gx ® gm, isto €, c¢(g)s € a a¢do diagonal de g em F' @ M pela passagem

dos quocientes.

Para cada z € H,(H, M), definimos gz = c(g).z € H.(9Hg™', M) e obtemos os

seguintes resultados:

Proposicao 2.24 ((BROWN, 1982), Proposicao 8.1, p. 79). Se h € H e z € H.(H, M),

entdo hz = z.

Demonstracido: Se h € H, entdao c¢(h). ¢ induzida por F' @y M — F @y M dada
por £ @ m — hx ® hm = zh™ @ hm = x ® m, isto é, c(h), = idpy, ). Portanto,
hz = c(h).z = z. |

Corolario 2.25 ((BROWN, 1982), Corolario 8.2, p. 79). Se H<1G e M ¢é um ZG-mddulo,
entio a agao de conjugagio de G em (H, M) induz uma agio de G/H em H.(H,M).
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Demonstracao: Se ¢, ¢’ € G sao tais que gH = ¢'H, entdo g '¢' € H, logo ¢ ¢’z = z,
isto é, gz = ¢’z para todo z € H,(H, M). [

Consideremos Z a categoria cujos objetos sdo os mesmos de € e os morfismos
sao da forma (a, f) : (G,M) — (G';M') com a : G — G’ morfismo de grupos e f :
M’ — M morfismo de ZG-médulos (tomando M’ como ZG-mébdulo via «). Sejam («, f) :
(G, M) — (G', M'") um morfismo de &, F' (resp. F”) uma resolucao projetiva de Z sobre ZG
(resp. ZG') e T : F' — F’ um homomorfismo de cadeia compativel com «. Considerando
(o, /)* - H(G', M'") — H*(G, M) a aplicagdo em cohomologia induzida do homomorfismo
de cocadeia Hom (1, f) + Homey(F', M) — nc(F, M), obtemos H* como funtor
contravariante da categoria & para a categoria dos grupos abelianos. Em particular, se
M = M'e f =idyy, temos que o* := (o, f)* : H*(G', M'") — H*(G, M') fornece a seguinte
decomposic¢ao:

(G, M) <5 m(G, M) S e, .

Se (a, ) : (G, M) — (G, M") é um morfismo de € com f : M — M’ bijegdo, entao
(a, f71): (G, M) — (G', M") ¢ um morfismo de 2. Consideremos % a subcategoria de €
que possui os mesmos objetos de € e morfismos («, f) com f bije¢ao. Deste modo, 6 é
isomorfa a uma subcategoria de Z. Haja vista que o morfismo de conjugagao c¢(g) estda em
%0, obtemos um isomorfismo c(g)* : H*(9Hg™', M) — H*(H, M) para cada H C G,g € G
e ZG-médulo M. Definimos gz = (c(g)*) ™'z € H*(gHg™*, M).

Proposicao 2.26 ((BROWN, 1982), Proposigao 8.3, p. 80). Se h€ H e z € H*(H, M),

entdo hz = z.

Corolario 2.27 ((BROWN, 1982), Corolario 8.4, p. 80). Se H<1G e M ¢é um ZG-mddulo,
entdo a agao de conjugacio de G em (H, M) induz uma agao de G/H em H*(H, M).

2.5 O MORFISMO TRANSFER

De acordo com a Se¢ao 2.4, dados um ZG-médulo M e o : H — G, existem
a,: H(H,M) — H.(G,M)ea*: H(G,M) — H*(H, M). Dizemos que o, ¢ o morfismo
de correstri¢do e o denotamos por cor$. Similarmente, dizemos que a* é o morfismo
de restricdo e o denotamos por res$. Nesta secdo, veremos que se (G : H) < oo, entdo
existem morfismos na direcao contraria, chamados de morfismos transfer.
Sejam M um ZG-médulo e H C G. Pela Proposigao 2.8, existe o morfismo (injetor)
de ZG-mobdulos:
ZG @z M — M (2)

e pela Proposigao 2.9, existe o morfismo (sobrejetor) de ZG-mo6dulos:

Estes morfismos sao chamados, respectivamente, de injecdo candnica e sobrejegao

candnica. Aplicando H.(G,—) em (2), obtemos, pelo Lema de Shapiro, o morfismo
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a, : H(H,M) — H,(G, M). Similarmente, aplicando H*(G,—) em (3) e utilizando o
Lema de Shapiro, obtemos o morfismo o* : H*(G,M) — H*(H,M). Se (G : H) < o0,
entdo, pela Proposigao 2.17, ZG ®zy M ~ Homyy(ZG, M), por conseguinte, aplicando
H*(G,—) em (2) e H.(G,—) em (3), obtemos os morfismos transfer:

cor, - H*(H, M) — H*(G, M)

ress . H(G, M) — H,(H,M).

Em nivel zero, cor$ : M — MY ¢ dado por cor$z = > geGc/H 9% € res$ . Mg — My é
dado por res§;z = 3 ,cq/m 9z onde Z (resp. Z) denota a imagem de z em Mg (resp. Mpy).
Quando estiver evidente o contexto podemos utilizar apenas trf para denotar o morfismo
de correstrigao/restricao. Existem outras maneiras equivalentes de definir o morfismo
transfer que podem ser encontradas com detalhes em ((BROWN, 1982), p. 81-82).

Proposicao 2.28 ((BROWN, 1982), Proposigao 9.5, p. 82). (i) Dados K C H C G com
(G:K) < 0,

cor, = cor$ o corl e res§ = rest ores$;

(ii) Dados H C G com (G : H) < o0 e z € H*(G, M), cor§resGz = (G : H)z.

Demonstragao: (i): Imediato. (ii): Para o caso cohomoldgico, em nivel zero, res% :

H'(G,M) =~ M® — M" ~ H(H,M) e corfz = Ygeq/u 9, logo, dado z € MY,
corSresGz = Ygea/n 9% = Ygeq/n 7 = (G H)z. Suponhamos que corSrestz = (G :
H)z para todo z € H"(G,M). Por mudanga de dimensdao H" ™ (G, M) L H"(G,C)
onde C = coker W : M — M = Hom(ZG, M), por conseguinte, dado z € H" (G, M),
corSresGz = 0 LcorGresS0z = 071((G : H)0z) = (G : H)z. O caso homoldgico é andlogo.

2.6 PRODUTO CUP EM COHOMOLOGIA

Sejam M um ZG-modulo (a esquerda) e M' um ZG'-modulo (a esquerda). Entao,
M®@M'éum Z|G x G']-mbdulo (a esquerda) por meio da acao (g, ¢')-(me@m’) = gm®g'm’.
Além disso, se M é projetivo sobre ZG e M’ é projetivo sobre ZG', entdao M @ M’ é projetivo
sobre Z|G x G']. De fato, é suficiente verificar o caso em que M = ZG e M’ = ZG', mas

neste caso a afirmacao decorre diretamente do isomorfismo ZG ® ZG' =~ Z|G x G'].

Proposigao 2.29 ((BROWN, 1982), Proposi¢ao 1.1, p. 107). See: P > Z ee : P' - Z
sao resolugoes projetivas de Z. sobre ZG e ZG', respectivamente, entio e e’ : PQ P — 7

¢ uma resolugao projetiva de Z sobre Z|G x G'].
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Demonstracao: Como P® P’ é um complexo de cadeia de Z[G x G']-mddulos projetivos,
é suficiente verificar que P ® P’ é exato. Seja h : P — P uma homotopia de contragao,

entdo H: P P — P® P', dada por H(z®y) = h(z) ®y, é uma homotopia de contragao.

(OH+ HO)(r®y) = O(h(r)®y)+ H(dz@y+ (—1)™ "z dy)
= dh(z)®@y+ (—1)*9 @) @ dy + h(de) @ y+ (=1)%*9 Th(z) @ d'y
= (dh(z) + h(dz)) @y
= (dh+hd)z®y
= idpgr(r®y).

Portanto, e ® ¢’ : P ® P' — Z é uma resolugao projetiva de Z sobre Z|G x G']. [ |

Sejam M um ZG-médulo, M’ um ZG-médulo, u € %G(P, M) e
v € Homey(P,M'). Consideremos u x v € Hmaxe(P @ P',M @ M'), definido
por (u x v,z @x') = (—1)%9vdeaz(y 1) @ (v,2'), isto é, u X v é o produto tensorial entre
u e v. Haja vista que §(u x v) = du x v + (—1)%9 %y x v (BROWN, 1982), Exercicio 7,
p. 10) e que P ® P’ é uma resolugdo projetiva de Z sobre Z[G x G'] (Proposigao 2.29),
obtemos o produto induzido H?(G, M) x H{(G', M") — HP™1(G x G', M ® M), chamado

de produto cross.

Defini¢ao 2.30. Sejam u € H?(G,M) e v € HY(G,N). O produto cup entre u e v,
denotado por u — v, é definido por d*(u x v), onde d : G — G x G € o morfismo diagonal
e M ® N éum ZG-modulo com a G-acao diagonal.

Se € : P — 7 é uma resolucao projetiva de Z sobre ZG, entao, pela Proposicao 2.29,
e®e: P® P — Z é uma resolucao projetiva de Z sobre ZG em que G age diagonalmente
em P ® P. Pelo Lema Fundamental da Algebra Homoldgica (Lema A.36), existe um
tnico (a menos de homotopia) homomorfismo de cadeia A : P — P ® P que preserva o
aumento (um homomorfismo de cadeia com esta propriedade é chamado de aproximacgao
da diagonal para a resolu¢ao P), logo, dados u € %G(R M)ew € %G(P, N),
[u] — [v] € HPT(G, M ® N) pode ser tomado como [(u X v) oA, ], onde A, , é dado pela
composigao Py, Brga (PRP)pg X P,®F,

Considerando o produto H*(G,Z) ® H*(G,Z) — H*(G,Z) e observando que o
elemento 1 € HY(G,Z) ~ Z satisfaz 1 — v = u = u — 1 para todo v € H*(G,Z)
(mais geralmente, para todo u € H*(G, M), qualquer que seja o ZG-moédulo M), obtemos
H*(G,Z) como anel graduado. Estas e outras propriedades do produto cup podem ser
encontradas com detalhes em ((BROWN, 1982), p. 110-112).

Exemplo 2.31. Sejam G = (t | t" = 1) = Z, e P a resolugio projetiva de 7 sobre
7.G dada, como no Fxemplo 2.4, por --- — ZG ZHze 876 S 16 57 > 0,
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onde N = 1+t + -+ t""'. Por meio desta resolugio, obtemos que H°(G,Z) = Z,
H*"YG,Z) =0 e H*(G,Z) = Z,. Em particular, H*(G,Z) = {a), onde o = [u] com
u:ZG — Z;1 1. De acordo com ((BROWN, 1982), p. 108), existe uma aproximacio
da diagonal A : P — P ® P dada em cada componente (p,q) por:

1®1, sep € par;
Apg=1q 1®1, se p impar e q par;

Yo<ijenat' @, sep impar e q impar.

Por consequinte, (u — u)(1) = ((u x u) 0 Ag2)(1) = (uxu)(1®1) =u(l) ®u(l) =1 1.
Portanto, (o*) = HY(G,Z). Mais geralmente, H* = ().

2.7 INTERPRETACAO TOPOLOGICA PARA H.,(G, M) E H*(G, M)

Nesta secdo apresentamos uma maneira alternativa para o calculo da homologia
(resp. cohomologia) de um grupo G em fungao da homologia (resp. cohomologia) de um
K(G, 1)-complexo.

Lema 2.32 ((BROWN, 1982), Proposicao 2.4, p. 34). Sejam X um G-complexo livre e
X/G o CW-complezo das orbitas de X . Entao, (C*(X/G),d) R~ (C*(X)G,cz).

Demonstragao: Seja p : X — X/G a projecdo canoénica dada por p(x) = G(z). Para
cadan > 0, p induz o homomorfismo de grupos abelianos p,, : C,,(X) — C,,(X/G) definido
por p,(3-ri07') = 3 r;G(07). Dado que py(g-0—0) = pu(g-0) —pa(o) = G(g-0) —G(0) =
G(o) — G(o) = 0 para todo g € G e toda n-célula o € X,,, decorre que I,, :== (g -0 — 0o |
g€ Geo e Cy(X)) C kerp,. Assim, a aplicagio ¢ : Cp(X)g = Cn(X) /I, — C,(X/G)
definida por ¢([>- 107]) = pa(>-1i01) estd bem definida. Observamos que ¢ é sobrejetora,
pois Y r;G(0;) = ¢ ([Zrial}). Também, ¢ é injetora, pois se [a] = [3], entdo a — € I,
logo ¢([a]) = ¢([A]). Portanto C,,(X/G) ~ C,,(X)g para todo n > 0. Consequentemente,
C.(X/G) = C.(X)g como complexos de cadeia, pois ¢ é um homomorfismo de cadeia,

isto é, dop = pod. [ |

Proposicao 2.33 ((BROWN, 1982), Proposigao 4.1, p. 36). Sejam X um K (G, 1)-complexo
e M um ZG-mdédulo trivial. Entao, H.(G, M) ~ H.(X,M) e H*(G, M) ~ H*(X, M).

Demonstracgao: De fato, consideremos o complexo de cadeia celular aumentado do reco-
brimento universal X de X, C(X) : -+ — Co(X) — C1(X) — Cy(X) — Z — 0.
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Dado que C (j(v ) é uma resolugao livre de Z sobre ZG e M é um ZG-mébdulo trivial,

H(G.M) = Torl(Z,M)
= H(C(X)®c M)
~  H(C(X)e® M)
TR H(O(X/G) o M)
L mex) e
=

M)

X, M).

Similarmente,

H*(G, M) Ext,(Z, M)

HY( Hona(C(X), M)

= HY(

~ ( (
Lem%a2.32 H*(HOm C(X/G), M))
Xzé/G ( (

= (

(

(
H*(Hom(C(X), M))

)-

Corolario 2.34. Se X é um K(G,1)-complexo, entio H.(G,7Z) =~ H.(X) e H*(G,Z) ~
H*(X).

Exemplo 2.35. De acordo com o Exemplo B.19, S* é um K(Z,1)-complexo. Logo, se M
¢ um ZG-maodulo trivial, entao, pela Proposicao 2.33 e pelo Exemplo 2.3,

M%Z =M, se n=0,
H"(SY M)~ H"(Z, M) ~{ My =DM, se n=1,
0, se n > 2.

Exemplo 2.36. De acordo com o Exemplo B.20, X = \,c; S} é um K(G,1)-complexo
onde G = F(I). Logo, pela Proposi¢io 2.33,

H,(X,Z)~ H,(F(I),7)

s
D
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»

cm

3

I
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3 SEQUENCIAS ESPECTRAIS

Se C' é um complexo de cadeia e C" C C, entao 0 - C' — C — C/C" — 0 é
uma sequéncia exata curta de complexos de cadeia. Esta sequéncia induz uma sequéncia
exata longa em homologia que fornece informagoes de H,.(C) em termos de H,.(C") e
H.(C/C"). Mais geralmente, o que faremos neste capitulo é considerar uma sequéncia de
subcomplexos {F,C}pez com F,_1C C F,C de modo a obter informagoes de H,(C') em
termos de H,(F,C/F,_1C).

3.1 SEQUENCIA ESPECTRAL ASSOCIADA A UM COMPLEXO FILTRADO

Definigao 3.1. Uma filtragdao crescente de um R-mddulo M é uma sequéncia (F, M ),ez,
de R-submdédulos de M, tal que F,M C F,1M. Dizemos que a filtragio é finita se

F,M = 0 para p suficientemente pequeno e FyM = M para q suficientemente grande.

Definigao 3.2. Dada uma filtragio (F,M),ez de M, o médulo graduado associado
GrM ¢é definido por Gr,M = F,M/F, M.

Lema 3.3 ((BROWN, 1982), Lema 2.1, p. 162). Sejam M e M' mddulos com filtragoes
finitas e f: M — M'" uma aplicagio que preserva filtracao, isto é, f(F,M) C F,M'. Se
Grf :GrM — GrM' (onde Grf é a aplicagio induzida por f) é um isomorfismo, entio

f € um isomorfismo.

Demonstracao: Sejam 0 = F,M C---C M =MeO=F,M C..-.CF,M =M
filtracoes finitas de M e M’'. Afirmamos que p = p' e ¢ = ¢'. Se F,y ;M = F,; 1M,
entdao Fp ;M = F, ;1 M', pois 0 = GrpriiM ~ Gryyip1 M'. Assumiremos que F, ;M C
FopipiM e que Fpyy ;M C FyiaM'. Se p > p', entdao Fy 4 M = 0, pois p > p' + 1, logo
0=GryaM =~ Gry M isto é, FyM' = Fy 1M, que é um absurdo. Por simetria, p £ p'.
Similarmente, se ¢ > ¢/, entdo F, M’ = M’', pois ¢ — 1 > ¢, logo 0 = Gr,M' =~ Gr,M,
isto é, F,_1M = F,M, que é um absurdo. Por simetria, ¢’ £ ¢. Portanto p =p' e ¢ = ¢'.

Consideremos o diagrama:

00— GTp+1M Fp+2M GTP+QM —> 0

J | J

0 —— Grys M ——— FysM' ——— GryaM' — 0.

Dado que Grpy 1M ~ Gry M' e GrpoM ~ Gry oM’ decorre que F, oM ~ Fy oM’
Repetindo este processo até o g-ésimo nivel, concluimos que f : M — M’ é um isomorfismo.
|

Definigao 3.4. Seja M um mddulo graduado filtrado com filtra¢ao {F,M,} em cada M,

e com submédulo graduado F,M. O médulo bigraduado associado a M ¢ definido
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por Grp, M = F,M, ,/F, 1M,.,. Dizemos que um elemento em Gry,,M tem grau de

filtracao p, grau complementar q e grau total p + q.

Seja (C,0) um complexo de cadeia finitamente filtrado, isto é, com
cada {F,Cy}pez filtracdo finita de C),. Considerando F,C' como um subcom-
plexo de diferencial 0, = 0,|pc,, obtemos uma filtracdo para H,(C) dada por
F,H,(C) = im {i, : H,(F,C) — H,(C)}, onde i, é a aplicagdo induzida pela inclusiao
1 : F,C — C. Apresentamos a seguir uma caracterizacao alternativa para esta filtracao.

EC,NZ
Proposigao 3.5 ((BROWN, 1982), p. 162). F,H,(C) = FPCW’ onde Z = ker 0, e
pn

B =im 3n+1.

Demonstracao: Dado que ker 0, = F,C,NZ e keri, = {w+1im0,,, |w € Bew €
F,C.NZ} = (BN (F,C,NZ))/im 0, , = F,C,NB/im ., , decorre que:
F,C.NZ
H,(F,C) im0, _ F,C.NZ
keri,  FC.0B = F,C,NB’

F,H,(C)=1imi, ~

im0y 4y
|
F,CoygNZ
P icdo 3.6 ((BROWN, 1982), p. 162). Gr,,H(C an :
roposicao (( , ), P ). Grp,,H(C) = FCoB+F\CoanZ
Demonstragao: Pelo Teorema do Isomorfismo de Noether,
By H,y. o (C) = p 1Cp N2 FyCp N B+ Fy 10N Z
Fye 1Cp+qu FyCprqN B
Dado que F,CpyqNB C F,CpyqN B+ Fp_1CpigNZ,
F,CpiqNZ
Gr, H(C) = FpHp+q(C) s FyCpigN B FyCprgNZ
pa Fp_al+q(C) F, Cp+q N B + Fp lcp+q N Z FpCp—l—q NnB + Fp—lcp—i—q N Z
F,CprqN B
|

Definigao 3.7. Seja (C,0) um complezo de cadeia filtrado em que cada C,, é filtrado por
{F,Cn}. Consideremos os submédulos Z; , = F,CpiqNO™ (FpyCprg1), 255 = F,CpygNZ,
B;q = chp+qma(Fp+T_1Cp+q+1) € B;Oq = FpOp-i-qu) onde Z = ker ap+q; =1im 8p+q+1
er > 0. A sequéncia espectral associada ao complezo C, denotada por {E] }, ¢ definida

por:
Zya Zpa

ET -
P BT+ZQW1 @ﬁ+@qqﬂmqg

Analogamente:

zZ> ECpiqNZ
E>® .— »,q P~'ptq ~ Gr. H(C).
PO B + 220 4 T F.CpgNB+F, 1CpiynZ pall(C)
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5 0 1 1 0 _
Observacao 3.8. prq - BM c...C B;fjl C Zgz c...C vaq - ZM = F,Cpiy.

Definigao 3.9. Dizemos que {E] ,} € convergente se, para todo par (p,q), exviste um r

o0

suficientemente grande tal que E;:;i = E;5, para todo i > 0.

Dado que £ ~ Gry, H (C), se a sequéncia espectral converge, entao seu limite é
Gr,H(C). Nos referimos a esta convergéncia dizendo que a sequéncia espectral converge
para H(C) e escrevemos E] . = Hy,,,(C) ou simplesmente E" = H(C). A seguir, mostra-
mos que toda sequéncia espectral associada a um complexo de cadeia finitamente filtrado

¢é convergente.

Teorema 3.10. Se (C,0) é um complezo de cadeia finitamente filtrado, entdo a sequéncia

espectral associada {E} } € convergente.

Demonstracao: Sejam {F,,Cpiq-1} € {FnCpigr1} filtragoes de Cpy -1 € Cpigq1. Existem
m’ e m” tais que F,,Cpyq-1 = 0 para m < m' e F,,Cpigr1 = Cpigr1 para m > m’”.

Tomando r = max{p —m/,m"” —p+ 1} e i > 0, obtemos:

) Zr+i
L A : p.q :
P4 Brti+ Fy1Cpyg N Z5E
FpCp+q n 8_1(prrficp+qfl)
chp+q A a(Fp+r+i710p+q+l) + prlcerq A (FpCp+q N ail(Fp*r*iCerqH))
F,Cpig N 071(0)
FpCpig NO(Cpigr1) + Fp1Cpyg N (FpCpig N 071(0))
E,CpyyNZ
F,CpiqN B+ F, 1Cpig N (F,CppgNZ)
ZOO
_ p,q _ 0

B + Fy 1Cprg N Z3 s

Portanto, {E]  } é convergente. |
O operador bordo 9 de um complexo de cadeia C' induz um diferencial dj, , em E7

de bigrau (—r,r — 1), pois:

NZyy) = OFCpig NI (FperCprg)

- prTCerqfl n a(Fppr)
— +1
- B;;r,q+r71 g Z;fr,qurfl?

OBy, + 2071 441)

A(B},,) +9(Zy 71 411)
= a(FpCp+q N a(Fp—i-r—lCp-i—q—&-l)) + 3(Z;:iq+1)
C 8(Fp0p+q) N 68<Fp+r710p+q+1) + Bg—r,q—i-r—l =B,

p=ryqtr—1-

Proposigao 3.11 ((BROWN, 1982), p. 163). Seja {E] ,} a sequéncia espectral associada
ao complexo de cadeia filtrado (C,0). Entao, Eg,q =Gr,,C e E;’q ~ H,,(F,C/F, ,C).
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Demonstragao: Dado que 0~ (F,Cpyy-1) = FpCpig € O(Fp_1Cprgi1) C Fp_1Cpiy,

Zyq
BY, 4 Fy1Cpig N 28,
FCpiq N a_l(FpCerq—l)
FpCp+q N a(prICerqul) + prlcpﬂz N (chp+q N a_1<chp+q71))
FpCpiq
FpCpig N Fp1Cpiq
FpCiq

= = Gr,,C.
prlcpﬂ e

0 _
Ep,q o

Consideremos F,C'/F,_1C' com operador bordo d) , : E)  — E) _, induzido por 0.
Dado que ker d) , = F,Cpig MO (Fpo1Cpigo1)/Fp1Cpiq e im d) 1 = (I(FpCpigi1) +
F,1Cyiy)/ Fp—1Cpiq, obtemos

Hyeo( 225 Ker dy,
F,_.C imdy g4

Fp0p+q N a_1(]:127—1Op+q—1)

8(1{719010+q+1) + Fp-1Cpiq

FpCpiq N 871(Fp—1cp+q—1)

FpOp-l—q A a(FpCpHH-l) + Fp—lcp—l—q N (chp—l—q A a_1(Fjr?—10p-i-q—1))
— Zzaq -

B]%,q + Fp—10p+qZ;%,q -

Q

Observagao 3.12. Para cada p fizo, E, , = Hy(E) ).

Observagao 3.13. De acordo com a Proposigio 3.11, E) =~ Hp(F,C/F,_,C) =
Hpyq(E®). Mais geralmente, Eyt' ~ Hy, ((E").

Teorema 3.14 ((HILTON; WYLIE, 1965), Teorema 10.2.5, p. 402). E;tt ~ H, (E").

Demonstragao:

,
ker dm

Hp+q(Er) =

im d;+r,q—r+1

Zy N0 By, girr Zy vt gir)
Bl o+ 2071 e

N Zpirgrs1) + (Byg + Z;:ll,qul)

B:g,q + Z;;:ll,qul

Zyy N OBy e 0 2570 1 g4r)

Byt + By + 23 1041)

Z;,q N (Z;:ll,q-&-l + a_le—r—ICp—l-q—l)

Byt + 2y 1 n
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Zgillvcﬁ-l + Z;jq_l
B;:Zl + Z;:ll,qﬂ
Zpag.
B+ (23 0 25 )
z;1!
B;,Zl + Z;*Lqﬂ

o r+1
Ep7q '

Q

Proposicao 3.15 ((BROWN, 1982), Proposigao 2.6, p. 163). Sejam C e C' complexos
de cadeia finitamente filtrados e 7 : C' — C' um homomorfismo de cadeia que preserva
filtragao. Se a aplicag¢do induzida das sequéncias espectrais E” (1) : E"(C) — E"(C") € um

isomorfismo para algum r, entdo H(t): H(C) — H(C") é um isomorfismo.

Demonstracido: Dado que E"(7) : E"(C) — E"(C") é um isomorfismo, decorre que
H(E"(1)): H(E"(C)) — H(E"(C")) é um isomorfismo, logo, pelo Teorema 3.14, E™1(7) :
E™(C) — E™(C") é um isomorfismo. Assim, E*(C) ~ GrH(C) ~ GrH(C') ~
E*>(C"). Portanto, pelo Lema 3.3, H(7) : H(C') — H(C") é um isomorfismo. |

O modulo bigraduado E" pode ser representado por uma pagina da qual todo
termo E7 = ¢é indexado ao par ordenado (p,q) e cada diferencial d, : B} — EJ . .
é representado por um vetor de (p,q) em (p —r,q+r — 1). O conjunto destas péaginas
compoe a sequéncia espectral, que pode ser pensada como um livro. Representamos abaixo

(Figura 1) as paginas E° E' e E2.

Figura 1 — Pdginas E°, E' e E?

EO: . . : El: : : : EQ:

e @ — @ — @ <« o ) ) [

D N

c — @ — @ — @ — -

“«— @ — @ «— @ <«—
“«— @ <— @ <— @ <« -
“«— @ — @ «— @ <«—

Fonte: Autor.

Proposigdo 3.16 ((MACLANE, 1967), p. 320). Se {E} .} € de primeiro quadrante v

entdo, para v > max{p,q+ 1}, E}tTt =~ Er .

L A sequéncia espectral {E{,’q} é de primeiro quadrante se Ej , = 0 para p < 0 ou ¢ < 0, qualquer

que seja 7.
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Demonstragao: Dado que r > max{p,q + 1}, ker d, , = E] ;e imd,, . . .., =0, logo
E;fql ~ H, (E") = E;,q. [ |

Definicao 3.17. Uma filtragio F' de um modulo graduado M é canonicamente limi-
tada se ' 1M, =0 e F,M, = M, para cada M,.

Proposicao 3.18 ((MACLANE, 1967), Teorema 3.3, p. 330). Sejam C um complexo
de cadeia e F' uma filtragio canonicamente limitada de C'. Entdao, a sequéncia espectral

associada a F é de primeiro quadrante, a fillra¢ao induzida em H,(C) é canonicamente

limitada e E,_ ~ F,H,(C)/F,_1H,(C).

p,n—p

Demonstragao: Pela Proposicao 3.11, Equ = F,Cpiq/Fp-1Cpiy. Se p < 0, entao qu =0.
Se ¢ < 0, entao E;?,q = 0, pois Fy,Cpyq = Fp_1Cp44. Logo, pelo Teorema 3.14, E} =
0. Portanto, {E] ,} é de primeiro quadrante. Pela Proposicao 3.5, F,,H,(C) = F,C, N
Z/F,C,NB, onde Z = ker 0, ¢ B =1im 0,1,. Entao, F_1H,(C)=0e F,H,(C) =Z/B =
H,(C). Finalmente, £~ Gr,,_,H(C) = F,H,(C)/F,_1H,(C). |

p,n—p

3.2 COMPLEXO DUPLO

Definicao 3.19. Um complexo duplo é um mddulo bigraduado C = (C, 4)p ez com um
diferencial 0" de bigrau (—1,0) e um diferencial 0" de bigrau (0,—1) tal que 9’0" = 0"0'.

Definicao 3.20. Seja C' um complexo duplo. O complexo total associado a C, denotado
por TC, € dado por (TC), = & Cpq € tem diferencial O dado por O|c,, = 0" +
(—=1)r9".

pt+q=n

Exemplo 3.21. Sejam (C,0¢) e (C',0cr) dois complexos de cadeia. O produto tensorial
C ® C" € o complexo total obtido do complexo duplo C) , = C, ® C; com diferenciais
d=0c®1ed =(-1)’1® 0.

Seja T'C' o complexo total associado ao complexo duplo C. Filtramos T'C' por
considerar F,(TC), = @®;<,Cin—i, chamada filtragdo por coluna. Pela Proposicao
3.11, E) , = Fy(TC)psg/Fp1(TC)pyg = Cpg, logo dy) , = 0", pois 0'(Cpq) € Cporq C
Fp 1(TC)pig-1- Dado que E, , =~ Hyyo(E°) = ker d) ,/im d) .., = ker 9" [im 9", decorre
que E) = Hy(C,.), isto é, E' é a homologia vertical de C. Haja vista que d, : E}  —
E}_,, ¢ a aplicacao induzida por 0 : Cp, — Cp_14, pois O(w) = J'(w) + (—1)P0"(w) =
' (w) para todo w+11m 9" € E} e B2 ~ H, (E"), decorre que E?  ~ H,(Hy(C)), isto
é, % ¢ a homologia horizontal da homologia vertical de C.

Similarmente, obtemos uma filtragao de T'C' considerando F)(T'C), = @;<, Cn—j;,
chamada filtragdo por linha. Neste caso, E) = Cqped) = ', pois 0"(Cqp) C Cop1 C
F ((TC)piq—1- Entdo, E! =~ Hy ((E°) = ker d) ,/im d) .., = ker & /im &' = Hy(C.p),

isto é, E' é a homologia horizontal de C. Similarmente, o diferencial d), : E} , — E,
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é a aplica¢ao induzida de 9" : C,, — C.,_1 (a menos de sinal) e E? a homologia vertical

da homologia horizontal de C'

Proposicao 3.22 ((MC CLEARY, 2001), p. 49). Sejam C' um complezo duplo de primeiro
quadrante, isto €, com Cp, =0 sep <0 ouq <0, e T'C o complexo total associado. Entao,
as sequéncias espectrais associadas a filtragao por linha e a filtracdo por coluna de TC

convergem para H,.(TC).

Demonstragdo: Como C' é um complexo de primeiro quadrante, F_;(7C), =
Fl_l(TC)n — O (& Fn(TO)n — ®l§n Ci,n—i — ®p+q:n Op7q — @jSTL C’fl—j,j — FT/L(TC)"“ ou
seja, ambas as filtragdes sao canonicamente limitadas. Pelo Teorema 3.10, as sequéncias

espectrais convergem para H,(TC). [

Observacao 3.23. Pela Proposicio 3.18, as sequéncias espectrais associadas sao de pri-
meiro quadrante. Além disso, embora ambas as sequéncias espectrais tenham o mesmo

limite H,(T'C'), em geral nao tem o mesmo termo E>.

3.3 HOMOLOGIA DE UM GRUPO COM COEFICIENTES EM UM COMPLEXO DE CADEIA

Sejam G um grupo, C' = (C,,),>0 um complexo de cadeia de ZG-mbdulos e F' uma
resolucao projetiva de Z sobre ZG. Dado que F' ®q C' é o complexo total do complexo
duplo dos grupos abelianos C,, , = F,®¢C, (que é de primeiro quadrante), pela Proposicao
3.22, as sequéncias espectrais associadas as filtragoes por linha e por coluna convergem
para H.(F ®¢ C) = H.(G,C), chamada de homologia de G com coeficientes em
C. Se C tem apenas o modulo M na dimensao 0, entao H,(G,C) = H.(G, M).

Ao considerarmos a sequéncia espectral associada a filtragdo por coluna de F'®qg C,
E), = F,0:Cqe E,, ~ H(F, ®c C.) = F, ®z Hy(C), pois, por F, ser projetivo,
a sequéncia 0 — F, @g tm Og41 — F, ®¢g ker 0, — F, ®¢ H,(C) — 0 é exata, logo
F,®q¢ H)(C) = F, ®¢ ker 0,/ F, ®¢ im 0,41 = Hy(F, ®¢ Cy). Por conseguinte,

Ez2>,q ~ Hp(Hq(F* ®a Cq)) = Hp(F* Qa Hq(o)) = Hp(Gv Hq(o)) = Hp+q<c)- (4)

Ao considerarmos a sequéncia espectral associada a filtracao por linha de F' ®¢ C,
qu =F,®cCy,e

B~ Hy(F, ®c Cy) = H,(G,C,) = H,,(G,C). (5)

Além disso, qu é o p-ésimo grupo de homologia do complexo obtido de C via fun-
tor Hy(G,—). Em ambos os casos, as sequéncias espectrais oferecem aproximacoes para

H.(G,C) em termos da homologia ordindria de grupos.

Proposicao 3.24 ((BROWN, 1982), Proposi¢ao 5.2, p. 169). Se 7 : (C,9) — (C',0")
¢ uma equivaléncia fraca de G-complexos de cadeia, entdo T induz um isomorfismo

H.(G,C) ~ H.(G,C").
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Demonstracgao: Dado que 7 é um homomorfismo de cadeia, decorre que id®7 : FRqC —
F®gC" ¢ um homomorfismo de cadeia, pois dz@7y+(—1)Px@70y = dz@Ty+(—1)Px®0'TY
para todo v ® y € F, ®qg C,. Pela Proposicdo 3.22, as sequéncias espectrais £ (C)
e B (C'), obtidas das filtracdes dadas na segao anterior, convergem para H,(G,C) e
H,(G,C"). Haja vista que E*(id @ 7) : E}, = F, ®q Hy(C) = E,, = F, ®q Hy(C")
¢ um isomorfismo, pois 7 é uma equivaléncia fraca, decorre, pela Proposicao 3.15, que
H(id®T): HF®cC) - H(F®gC") é um isomorfismo. Portanto, H.(G,C) ~ H.(G,C").
|
Se G atua trivialmente em C, entao ' ®q C = Fg ® C, pois F, ®q C; = F, ®q
(Z®Cy)) =~ (F,®cZ)®Cy~ (F,)a ® Cy, logo Hy(Fg) ~ H,(G). Além disso, dado que
F, é projetivo, existe um ZG-médulo @), tal que F, & Q, = $ZG, logo (F,)a @ (Qp)a =
(F,®cZ)® (QpRcZ) = (F, ®Qp) Vg L = (BLG) ®¢ L ~ (LG R¢ L) =~ L, entao
(F,)¢ é¢ um Z-médulo livre, pois Z é um dominio de ideais principais. Por ((BROWN,
1982), Proposigao 0.8, p.07), existe a Formula de Kiinneth:

0= @ Hy(G)® H,(C)—= Ho(G,C) = @ Tor(Hy(G), Hy(C)) = 0
pt+g=n p+g=n—1
Observacao 3.25. Sejam ¢ : F' — 7Z uma resolucao projetiva de Z sobre Z.G e C =
(Cr)n>0 um complezo de cadeia finitamente filtrado de ZG-mddulos H,-aciclicos. Consi-
deremos a sequéncia espectral { £} |} associada a filtragdo por linha do complezo F ®¢ C.
Como cada C,, é H,-aciclico, decorre que E;’q(F ®c C) =~ H,(G,C,) =0 para ¢ > 0 e
Elo(F ®¢ C) = Ho(G,C,) = (Cp)a, isto €, o termo E' concentra-se na linha g = 0. Haja
vista, que B} (F®¢C) = E} (Z®¢C), pois E, (Z®qC) =0 para q >0 ¢ E, = (Cp)a,
decorre da Proposicao 3.15 (pois e @ 1 : F ®@¢ C — Z ®q C preserva filtragio) que
H.(G,C)=H,(F®cC)~ H,(Z®qC)= H,(Cg). Além disso, a sequéncia colapsa * em
E?. De fato, E? (F ®¢ C) = E} (Z®¢g C), pois E , =~ Hyo(E") (Teorema 3.14). Ora,
E2 (F®cC)=0paraq>0e LBl (F®cC)~ E(Z®cC)=Hy(Z®cC)=2L®qC, ~

— 1 . 2 244
(Cp)a = E, . Sucessivamente, E.  ~ EXt*.

Proposigao 3.26 ((BROWN, 1982), Proposicao 5.6, p. 170). Seja C' = (Cy,)n>0 um com-
plexo de cadeia de ZG-modulos onde cada C,, é H,-aciclico. Entdo, existe uma sequéncia
espectral da forma E? = H,(G, Hy(C)) = Hy4(Ca).

3.4 SEQUENCIA ESPECTRAL DE HOCHSCHILD-SERRE

Sejam 1 — H — G — @ — 1 uma extensdo de grupos 3, F uma resolucio
projetiva de Z sobre ZG e M um ZG-médulo. Dado que F ®@¢ M = (F @ M)g =~
(FeM)u)g = (FeuM)g (BROWN, 1982), Exercicio 03. p. 35), decorre que H, (G, M) =

2
3

A sequéncia espectral {E]  } colapsa no N-ésimo termo se para todo par (p,q), d;, , = 0 para r > N.

Uma extensao de um grupo @ por um grupo H é uma sequéncia exata curta de grupos 1 — H —
G—Q—1
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H.(F®cM)=H,(F®yM)g). Além disso, pelo Corolario 2.25, H.(F®yg M) = H.(H, M)

é um ZQ)-moéddulo.
Lema 3.27. (F, ® M)y é H,-aciclico.

Demonstracao: Sejam F’ uma resolucao projetiva de Z sobre ZQ) e @, tal que F,&Q, =
®ZG. Entao, F' ¢ (®ZG) @y M) = (F' ®¢ (F, @y M)) ® (F' ®¢g (Qp, @y M)), logo
SH,.(F' @9 (ZG@y M)) = H(Q, (F,@M)p)® H.(F' ®q (Q,y M)). Ora, ZG @y M =
(ZGR M)y =~ 7Q ¢ (ZGRM) =~ ZQ @ M = Ind?l}M, ou seja, ZG @y M ¢é H,-aciclico.
Portanto, (F, ® M)y é H,-aciclico. ]
Teorema 3.28 (Sequéncia espectral de Hochschild—Serre, (BROWN; 1982), Teorema 6.3,
p. 171). Sejam 1 — H — G — Q — 1 uma extensdo de grupos e M um ZG-mddulo. Entado,

existe uma sequéncia espectral {E] |} tal que E? = Hy(Q, Hy(H, M)) = H, (G, M).

Demonstracao: Dada uma resolugao projetiva ' de Z sobre ZG, (F ® M)y é um
complexo nao negativo de ZQ-médulos H,-aciclicos. Pela Proposicao 3.26, existe uma
sequéncia espectral £ tal que E2 = H,(Q, Hy(H, M)) = Hp4(G, M). |

Corolario 3.29 ((BROWN, 1982), Corolario 6.4, p. 171). Sob as hipéteses do Teorema

3.28, existe uma sequéncia exata:
HQ(G, M) — HQ(Q,MH) — Hl(H, M)Q — H1<G, M) — HI(Q7MH) — 0.

Demonstragao: Sejam F uma resolucao projetiva de Z sobre ZG e TC = F ®¢ M. Fil-
trando T'C' por considerar F,(TC), = @,<, Fi ®a M,_;, obtemos que F_(TC), = 0
e F(TC), = F, ® M = (TC),. Pela Proposicio 3.18, {E; } ¢ de primeiro qua-
drante, H,(T'C) é canonicamente limitada e £S5, ~ F,H,(TC)/F, 1H,(TC), em par-

ticular, B8 ~ FyH,(TC)/F_1Hy(TC) = FyHy(TC) ¢ B ~ FH,(TC)/FyHy(TC) =
Hy(G, M)/Eg. Ora, pela Proposicao 3.16, Efg =~ Ef, entao obtemos a sequéncia exata:
0— EgS — Hi(G, M) — Ef, — 0. (6)
Pela Proposicao 3.16, Eg5 ~ Ej, e ESS ~ E3,. Como Eg ~ Ej, = kerdj,/imd;, =
Egyl/z'm d%yo, pois Egm =0,e B3 =~ Eg,o = ker d%,o/im difl = ker d;o, pois EZ,A =0,
produzimos a sequéncia exata:
00 2 d%U 2 e

0— Eyy — E5o — Egy — Egp — 0. (7)

De (6) e (7) produzimos a sequéncia exata:
0 — E5Y — B3 —Ej, — Hi(G,M) — Ef, — 0.

Finalmente, como E5y = FoHy(G, M)/Fi1Hy(G, M) e E> = H,(Q, Hy(H, M)), obtemos

a sequéncia exata:

HQ(G, M) — HQ(Q,MH) — Hl(H, M)Q — H1<G, M) — Hl(Q7MH) — 0.
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3.5 HOMOLOGIA EQUIVARIANTE

Sejam G um grupo, X um G-complexo, C(X) o complexo de cadeia celular de
X e M um ZG-médulo. A homologia equivariante de G com coeficientes em
M ¢ definida por HY(X, M) = H.(G,C(X,M)), onde C(X,M) = C(X) ® M é um
G-complexo com a G-acao diagonal. Similarmente, a cohomologia equivariante de
G com coeficientes em M ¢ definida por Hi(X, M) = H*(G,C*(X,M)), onde
C*(X, M) = Home(C(X), M). Os resultados desta secdo sio tratados apenas para homo-
logia equivariante, mas podem ser tomados analogamente para cohomologia equivariante.

Como C({pt.}) ~ Z, HE({pt.}, M) = H.(G,Z ®@¢ M) = H.(G,M). Dado um
G-complexo X, existe uma aplicacdo candénica HY (X, M) — H,(G, M), pois existe uma

(inica a menos de homotopia) G-aplicacdo a um ponto.

Proposicao 3.30 ((BROWN, 1982), Proposigao 7.3, p. 173). Se f : X — Y ¢ uma
aplicagio celular® entre G-complexos tal que f. : H,(X) — H,(Y) é um isomorfismo,
entdo f induz um isomorfismo HE (X, M) ~ HE(Y, M) para todo ZG-médulo M.

Demonstragao: Haja vista que f, : H.(X) — H,(Y) é um isomorfismo, decorre que
fa®1:C(X,M) — C(Y,M) é uma equivaléncia fraca, onde fy : C(X) — C(Y) é o
homomorfismo de cadeia induzido de f. Pela Proposigao 3.24, f4®1 induz um isomorfismo
HE(X, M) = H.(G,C(X, M)) ~ H,(G,C(Y, M)) = HO(Y, M). n

Observagao 3.31. Se X for um G-complexo aciclico, entdo HS (X, M) — H,(G, M) é

um isomorfismo.

De acordo com (4), ao considerarmos a sequéncia espectral associada a filtragao

por coluna de C'(X, M), obtemos que:

E}, ~ H,(G,Hy (X, M)) = HY

(6, ).

Para analisarmos a sequéncia espectral associada a filtragao por linha de C'(X, M),
faremos primeiramente algumas consideragdes. De acordo com o Exemplo 2.14, para cada
p-célula de X, podemos considerar o GG,-mddulo orientado Z,. Tomando M, = Z, ® M,
observamos que M, é um G,-moddulo aditivamente isomorfo a M com a G,-agao “torcida”
por x,, onde x, : G, — {1} é a aplicagdo que leva g em +1 se g preserva a orientacao de
o ¢ em —1 caso contrério, isto é, g-m = x,(g)m. Sejam X, o conjunto das p-células de X
e X, um sistema de representantes para X,/G. Haja vista que C,,(X, M) = C,(X) @ M =
Doecx, M, ¢ uma decomposigao aditiva de Cyp(X, M), obtemos, pelo Corolario 2.12, que
Cp(X, M) = @, e, Indg M,. Portanto, de acordo com (5):

1 a
E,, = @ H,(G,,M,) = H

p+q
oY)y

pois, pelo Lema de Shapiro (Proposicio 2.18), H,(G, Cp(X, M)) ~ @yex, Hy(Go, My).

4

(X, M), (8)

Uma aplicagdo f: X — Y entre CW-complexos é celular se f(X™) C Y™ para todo n > 0.
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Teorema 3.32 (Sequéncia espectral de Cartan—Leray, (BROWN, 1982), Teorema 7.9,
p. 173). Se X é um G-complexo livre, entdo existe uma sequéncia espectral da forma

Ep g = Hy(G, Hy(X)) = Hpiy(X/G).

Demonstragdo: Como C(X) é um complexo de ZG-mddulos H,.-aciclico (pois X é

um G-complexo livre), pela Proposigao 3.26, existe uma sequéncia espectral da forma
Lema2.32

By, = Hy(G Hy(C(X))) = Hpyy(C(X)g) ~ R Hyyy(C(X/G)). m
Observagao 3.33. Se X € um G-complezo aciclico (com a G-ag¢io nao necessariamente

livre), entao, de acordo com (8):

E;’q = P H,(G,, M,) = Hpy (G, M), (9)

oEY),
pois, pela Observacao 3.51, HY (X, M) ~ H,(G, M).

Observacgao 3.34. De acordo com o Coroldrio 2.34, se X é um K(G,1)-complezxo, entdo
H.(G) =~ H.(X). Utilizando a sequéncia espectral de Cartan-Leray € possivel chegar
ao mesmo resultado. Se (X,p) é o recobrimento universal de X, entio G ~ m(X) ~
Aut(Y, p) atua livremente em X, ou seja, X éum G-complezo livre. Identificando X com
X /G via aplicagio p(x) — G(p(x)), obtemos, pelo Teorema 38.32, a sequéncia espectral
E? = H,(G, Hy(X)) = Hpio(X). Ora, como X € contrdtil, entdo, para q > 0, Hy(X) =0,
logo E;q = 0, por conseguinte 50 = 0. Em particular, para ¢ = 0, Ez,O = H,(G, HO(B(V)) =

2., d
H,(G,Z) = Hy(G). Tomando a sequéncia E} 5 e E2, -8 E? e observando que

p

obtemos que Hy(E®) = E . Portanto, H,(X) = Ex4 = E; ~ H,(G).

E2 , 1 =0 (pois a sequéncia é de primeiro quadrante) e que E} 5, = 0 (pois 1 > 0),
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4 CONDICOES DE FINITUDE

Em nosso contexto, o célculo da (co)homologia de um grupo G é feito por meio de
uma resolucao projetiva arbitraria de Z sobre Z(G. Assim sendo, é conveniente, quando
possivel, escolhermos resolugoes “simples” no sentido de resolugdes com comprimento finito
e/ou com um conjunto de gerador finito para cada moédulo da resolugdo. De encontro
a isto, neste capitulo, definimos as condic¢oes de finitude do tipo FP,, FP,, FFP e FL.
Além disso, tratamos brevemente dos grupos de dualidade e apresentamos algumas nocoes

virtuais de grupos.

4.1 DIMENSAO COHOMOLOGICA

Nesta secao definimos a dimensao cohomoldgica de um grupo e apresentamos

algumas de suas propriedades.

Definicao 4.1. A dimensao projetiva de um R-modulo M, denotada por proj dimg M,
¢ o infimo dentre os inteiros n para os quais M admite uma resolucao projetiva de com-
primento n:

0O—F, —-—F —M—0.

Se M ndo admite nenhuma resolugio projetiva de comprimento finito, entao

proj dimg M = oo.

Lema 4.2 ((BROWN, 1982), Lema 2.1, p. 184). proj dimg M < n se, e somente se, toda
sequéncia exata de R-modulos 0—-K—P, 1 — -+ — Py — M — 0 com cada P; projetivo

possut I projetivo.

Demonstragao: Sejam

P: - ;> n+1 il P, P, By M 0
L K
a resolucao projetiva completada de 0—-K—FP, y — -+ — FPp - M — 0 e N

um R-médulo. Dado qualquer cociclo ¢ € Ao r(P,N)"1 como ¢d,o = 0 e
L = ker d, =~ coker d, ., decorre, pela Propriedade Universal do coker , que existe um
unico R-homomorfismo ¢ : L — N, tal que ¥m = ¢, onde 7 : P,,1 — L ¢é a projecao cano-
nica. Afirmamos que 1) pode ser estendido a uma aplicacdo ¢ : P, — N se, e somente se,
¢ é um cobordo. De fato, se ¢ : P, — N estende 9, entdo ¢ = o1 = | 7 = i = d, 41,
onde i : L — P, ¢é a inclusao, ou seja, ¢ é um cobordo. Por outro lado, se ¢ é um cobordo,
entdo existe ¢ : P, — N tal que ¢ = ¢d, 11, logo Vi = 1, pois Yit = ¥d, 1 = @ = Y.
Como Exti™Y(M,N) = H""\(Hmp(P,N)"') = 0, todo R-homomorfismo L — N
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estende-se a uma aplicacao P, — N. Em particular, se N = L, entao id; estende-se a

uma aplicacao P, — L de modo que a sequéncia exata

L
idLh/
L

cinde. Portanto, P, = L @ K e como P, ¢ livre, decorre que K é projetivo. A reciproca é

P, K 0

imediata. [ ]

Definigao 4.3. Sejam R=7G e M =7Z. A dimensdo cohomolodgica de G, denotada
por cd G, é o menor inteiro n para o qual o Lema 4.2 é satisfeito. Caso contrdrio, cd G =

0.

Observacao 4.4.

cdG = projdimgg Z
= inf{n | Z admite uma resolugao projetiva de comprimento n}
= inf{n | H(G,—) = 0 para i > n}
= sup{n | H"(G, M) # 0 para algum ZG-mddulo M}.

Exemplo 4.5. ¢cd G = 0 se, e somente se, G € trivial. De fato, se cd G = 0, entdo 7 ¢
um ZG-mddulo projetivo, pois existe uma resolucao projetiva da forma 0 — P — Z — 0.
Ora, o unico grupo para o qual Z é um ZG-médulo projetivo € o trivial (Proposi¢io A.26).
Reciprocamente, se G é o grupo trivial, entdo, dado qualquer ZG-médulo M, H (G, M) = 0
para i >0 e H(G,Z) = Z, logo cd G = 0.

Definigao 4.6. A dimensdo geométrica de um grupo G, denotada por geom dim G,

¢ definida como sendo a menor dimensdo de um K(G,1)-complexo.

Proposicao 4.7 ((BROWN, 1982), Proposigao 2.2, p. 185). c¢d G < geom dim G.

Demonstracao: Se X é um K (G, 1)-complexo, entdao C'(X), o complexo de cadeia celular
aumentado do recobrimento universal X de X, é uma resolucdo livre de Z sobre ZG (de

comprimento igual a dimensao de X), logo cd G < geom dim G. [ |

Exemplo 4.8. Seja G = (t) ~ Z. Pelo Exemplo 2.3, dado qualquer ZG-mdédulo M,
H{(G,M) =0 parai>1e H(G,Z) = Z. Portanto, cd G = 1.

Exemplo 4.9. Seja G = (t | t" = 1) ~ Z,. Pelo Exemplo 2.4, H°(G,Z) = Z,
H*"YG,Z) =0 e H*(G,Z) = Z,. Portanto, cd G = o0
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Proposicao 4.10 ((BROWN, 1982), Proposicao 2.4, p. 187). Se H C G, entdo cd H <
cd G. A igualdade é vdlida se cd G < 00 e (G : H) < 00.

Demonstracao: Dado que uma resolugao projetiva de Z sobre Z(G é também uma re-
solucao projetiva de Z sobre ZH, decorre que cd H < c¢dG. Se ecdG = n < o0, en-
tao H"(G, F) # 0 para algum ZG-médulo livre F' ((BROWN, 1982), Proposigao 2.4,
p. 186). Se F’ é um ZH-mo6dulo livre de mesmo posto que F, entdo, pela Proposicao
2.17, CoindGF' ~ IndGF = ZG Qzy F' ~ ZG @z (OZH) ~ ®(ZG @z ZH) ~
@D ZG =~ F. Por conseguinte, pelo Lema de Shapiro (Proposicao 2.18), H"(H, F’) ~
H™(G,Coind% F') ~ H"(G, F) # 0. Portanto, cd H = n = cd G. |

Corolario 4.11 ((BROWN, 1982), Corolario 2.5, p. 187). Se ¢d G < oo, entio G € livre

de torcao.

Demonstracao: Se existir t € G de ordem finita n, entao, pelo Exemplo 4.9, c¢d H = oo,
onde H = (t) ~ Z,. Por conseguinte, pela Proposigao 4.10, cd G = oo. Portanto, G é livre
de torgao. [ |

Lema 4.12 ((BROWN, 1982), Lema 2.7, p. 188). Se P é um R-mdédulo projetivo, entdio
existe um R-modulo livre F' tal que P & F ~ F.

Demonstracao: Dado que P é projetivo, existe um R-moédulo ) tal que P & Q € livre.
Seja F' a soma direta enumerdvel (P @ Q) ® (P ® Q) @ ---. Como cada parcela P @ Q é
livre, decorre que F' é livre. Reescrevendo F' como (P@® P -+ )& (Q®Q - --) e adicionando

mais uma copia de P, obtemos que P & F ~ F. [ |

Proposicao 4.13 ((BROWN, 1982), Proposi¢ao 2.6, p. 187). Seja G um grupo. Eziste

uma resolucao livre de 7, sobre ZG de comprimento cd G.

Demonstracao: Sejam 0 < cdG =n < x e F, 1 — --+- — Fy — Z — uma resolucao
livre parcial. Pelo Lema 4.2, P := ker {F,,_1 — F,_2} é um R-médulo projetivo. Pelo
Lema 4.12, existe um R-moédulo livre F' tal que P @ F = F'. Por conseguinte, obtemos a

resolucao livte 0 = FF = F, 1@ F —--- — Fy = Z — 0. [ |

4.2 RESOLUCOES DO TIPO FINITO

Lema 4.14 (Lema de Schanuel, (BROWN, 1982), Lema 4.2, p. 192). Se 0 — K—P %
M —=0e0— K—=P L M = 0 sio sequéncias exatas de R-modulos com P e P’
projetivos, entao P& K'~ P & K.

Demonstracao: Sejam @) o R-médulo dado por @ = {(z,2') € Px P'| f(z) = f'(2')} e
7 : Q — P a projecao sobre a primeira coordenada. Como ker (7) = {(0,2) € Q | f'(2) =
0} = ker f' = K' e P é projetivo, decorre que a sequéncia exata 0 - K' — Q — P — 0
cinde, logo P @ K’ ~ (). Similarmente, P' & K =~ Q. [
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Proposicao 4.15 ((BROWN, 1982), Proposigao 4.1, p. 192). Seja M um R-mddulo. As

sequintes condigoes sao equivalentes:
(i) Existe uma sequéncia exata R™ — R™ — M — 0 para certos inteiros m e n;

(ii) Existe uma sequéncia exata P, — Py — M — 0 de R-mddulos projetivos e finita-

mente gerados;

(iii) M ¢é finitamente gerado e todo R-epimorfismo € : P — M onde P ¢é projetivo e

finitamente gerado possui ker € finitamente gerado.

Demonstracio: (i) = (ii): R™ e R" sao projetivos e finitamente gerados. (i7) = (ii1):
Dado que Py — M é um R-epimorfismo e P é finitamente gerado, decorre que M é
finitamente gerado. Aplicando o Lema 4.14 as sequéncias 0 — ker {Py — M} — Py —
M —0e0— kere — P — M — 0 obtemos que Py @ ker ¢ =~ P @ ker {Py — M}, logo
ker ¢ é finitamente gerado, pois P@ker { Py — M} é finitamente gerado. (iii) = (7): Como
M é finitamente gerado, existe um R-epimorfismo R™ — M. Dado que R™ é projetivo,
decorre da hipdtese que ker {R"™ — M} é finitamente gerado, entdo, mais uma vez, existe

um R-epimorfismo R™ — ker { R" — M}, donde produzimos a sequéncia exata:

ker {R" — M}.

M 0.

Definicao 4.16. Seja M um R-modulo. Se M satisfaz as condigcoes da Proposicao 4.195,
entdo M ¢ dito finitamente presentado. Neste caso, a sequéncia R™ — R"™ — M — 0
¢ dita uma presentagdo finita de M. Uma resolucdo (ou resolucio parcial) P = M
é dita do tipo finito se cada P; € finitamente gerado. Se existe uma resolucao parcial

projetiva do tipo finito P, — --- — Py — M — 0, entdo M ¢é dito do tipo FP,,.

Observacao 4.17. Se M ¢ do tipo F' Py, entio M ¢ finitamente gerado. Se M ¢ do tipo

F Py, entao M € finitamente presentado.

Lema 4.18 ((BROWN, 1982), Lema 4.4, p. 193). Se

O—-+FP,—-FP1——=F—-M=0

0P —P ,—--—=P—M-=0
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sao sequéncias exatas com P; e P! projetivos para todo i < n — 1, entdo

POPoPd  ~PoPoPd: .

Demonstracgao: Provaremos usando indugdao em n. Para n = 2 o resultado decorre do
Lema 4.14. Sejam K = ker {P,—o — P, 3}, K' =ker {P, s — P, ,},Q=P, ;®P, 3@
P, & eQ =P, 2®P 5&PF, 4&---.Porhipdtese de indugdo K & Q ~ K' & Q".

Consideremos as sequéncias exatas

0—>P,—>P,_1Q—>KaQ—0

0—-P =P aQ —-Ka&Q —0.

Como P,_1®Q e P,_, &’ sdo projetivos, obtemos, pelo Lema 4.14, que P, & P, _,®Q' ~
P,,IL EB Pn—l @ Q u

Proposicao 4.19 ((BROWN, 1982), Proposicao 4.3, p. 193). Sejam M um R-mdédulo e

n > 0. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) Existe uma resolucio parcial P, — -+ — Py — M — 0 com cada P; livre de posto
finito;

(i) M € do tipo FP,;

(iii) M € finitamente gerado e toda resolugao parcial projetiva do tipo finito P, — -+ —
Py — M — 0 com k < n possui ker {P, — Py_1} finitamente gerado.

Demonstragéo: (i) = (ii): E imediato. (i7) = (iii): Se M é do tipo FP,, entdo existe
uma resolugao parcial projetiva do tipo finito P, — -+ — P; - M — 0, com k < n.
Dado que P é finitamente gerado e F; — M é um R-epimorfismo, decorre que M é
finitamente gerado. Como ker { P, — Py_1} é finitamente gerado, decorre, pelo Lema 4.18,
que ker { P, — P,_1} ¢é finitamente gerado. (¢ii) = (i): Se M é finitamente gerado, entao
existe um R-epimorfismo € : By — M com F, livre e finitamente gerado. Como, por
hipotese, ker ¢ é finitamente gerado, também existe um R-epimorfismo e, : P, — ker e
com P livre e finitamente gerado. Tomando d; = i0e; e repetindo este processo até o nivel
n produzimos a resolucao parcial livre do tipo finito P, — --- — P, LN Py S M — 0.

|

Definicao 4.20. Um R-mddulo M ¢é dito do tipo FP, se for do tipo F'P, para todo
n > 0.

Proposigao 4.21 ((BROWN, 1982), Proposi¢ao 4.5, p. 195). Seja M R-mdédulo. As

sequintes afirmagcoes sao equivalentes:



Capitulo 4. Condigées de Finitude 39

(i) M admite uma resolugao livre do tipo finito;
(ii) M admite uma resolugdo projetiva do tipo finito;

(i) M ¢é do tipo F'P, para todo n > 0.

Demonstracio: (i) = (i) = (i) trivialmente. (i7i) = (i): Basta estender a todos os

niveis a construgao feita na implicac¢ao (iii) = (i) da Proposigao 4.19. [

Definig¢ao 4.22. Dizemos que G € um grupo do tipo FP, (FPy) seZ como ZG-mddulo
¢ do tipo FP, (FPy) .

Exemplo 4.23. Como ZG = 7Z — 0 é uma resolucdo parcial de 7. sobre Z.G de compri-
mento 0, decorre que todo grupo G € do tipo FF,.

Exemplo 4.24. G ¢ do tipo F'P; se, e somente se, G é finitamente gerado. De fato, se G
¢ do tipo F Py, entdo Z como ZG-modulo é finitamente presentado, logo G € finitamente
gerado ((BROWN, 1982), Ezercicio 1, p. 196). Reciprocamente, se G € finitamente gerado,
entao ker e € finitamente gerado ((BROWN, 1982), Exercicio 1, p. 12), logo ker e —
7G — 7. — 0 € uma presentacao finita de Z, entdio G ¢ do tipo F'P;.

Exemplo 4.25. Se G é finitamente presentado, entdo G € do tipo F P,. De fato, se G é

finitamente presentado, entio existe um CW -complexo X de dimensao 2 com m(X) =G

((BROWN, 1982), p. 44). Como C(X), o complexo de cadeia celular celular aumentado
do recobrimento universal X de X , € uma resolucao parcial livre do tipo finito de 7 sobre

ZG de comprimento 2, decorre que G é do tipo F'Ps.

Proposicao 4.26 ((BROWN, 1982), Proposicao 5.1, p. 197). Se H é um subgrupo de G
de indice finito, entao G € do tipo F'P, se, e somente se, H € do tipo FP,.

Demonstracao: Se GG é do tipo F'P,, entao, pela Proposicao 4.19, existe uma resolucao
parcial P : P, — --- — Py — Z — 0 com cada P, um ZG-mébdulo livre de posto
finito n;, por conseguinte, P é uma resolugao parcial livre de Z sobre ZH. Como (G :
H) < oo, decorre que ZG ~ (ZH)I%/H ¢ um ZH-médulo finitamente gerado, entdo
P, ~ (ZG)" =~ (ZH)™IG/Hl também é um ZH-médulo finitamente gerado, logo H é do
tipo F'P,. Reciprocamente, se P : P, — -+ — Py — Z — 0 é uma resolugao parcial
projetiva do tipo finito de Z sobre ZG de comprimento k < n— 1, entdo P é uma resolucao
parcial projetiva do tipo finito de Z sobre ZH também de comprimento k < n — 1. Pela
Proposigao 4.19, ker { P, — Pj_1} é finitamente gerado sobre ZH , entdo ker { P, — Py_1}

é finitamente gerado sobre Z(G. Portanto, por esta mesma proposicao, G é do tipo F'FP,. &
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4.3 GRUPOS DO TIPO FP E FL

Defini¢ao 4.27. Um grupo G ¢é do tipo FP (resp. FL) se 7 como ZG-mddulo admite

uma resolugao projetiva (resp. livre) do tipo finito e de comprimento finito.

Proposigao 4.28 ((BROWN, 1982), Proposi¢ao 6.1, p. 199). G ¢é do tipo FP se, e
somente se, cd G < 0o e G € do tipo F Py.

Demonstracao: E imediato que se G é do tipo FP, entdo cd G < 0o e G é do tipo
FP,,. Reciprocamente, se cd G =n < co e G é do tipo F'P,,, entao, pela Proposicao 4.21,
existe uma resolugao projetiva do tipo finito P, 1 — --- — Py — Z — 0. Considerando
P, = ker{P,_1 — P,_2}, obtemos, pelo Lema 4.2 e pela Proposigao 4.19, que P, é
projetivo e finitamente gerado. Portanto G é do tipo F'P. [ |

Exemplo 4.29. Seja G um grupo finitamente presentado com cd G = 2, entao, pelo
Exemplo 4.25, G € do tipo F Py, por consequinte, G € do tipo F'P.

Observacao 4.30. A priori, se G € um grupo do tipo F'P, nao necessariamente G € do
tipo F'L. Entretanto, se G ¢ do tipo FP,0 - P, - P,_.1 — -+ = FPh —>7Z — 0 ¢ a
resolucao do tipo finito em que P, € projetivo e P; ¢é livre para cada 0 <1 < n—1 dada na
Proposicao 4.28 e F' é um madulo livre de posto finito para o qual P, & F ¢ livre, entdo,

pelo Lema 4.18, existe uma resolugdo livre do tipo finito e de comprimento finito.

4.4 GRUPOS DE DUALIDADE

Se G é um grupo do tipo F'P e M é um ZG-médulo, entdao H"(G, M) ~ Hy(G, D®
M), onde n = cd G, D é o ZG-mdbdulo (a direita) H"(G,ZG) e D ® M é um ZG-mddulo
com a G-acao diagonal ((BROWN, 1982), Proposigao 6.8, p. 202). Nesta secao, estudare-
mos os grupos GG para os quais este isomorfismo pode ser estendido as demais dimensoes,
isto ¢, para os quais H'(G, M) ~ H,,_;(G,D @ M).

Definigao 4.31. Um grupo G do tipo FP é um grupo de dualidade se H (G, M) ~
H, i(G,D ® M) para todo ZG-médulo M e para todo i € Z, onde D = H"(G,ZG) e
n=cdG. O ZG-médulo D é chamado médulo dualizante de G. Dizemos que G é um
grupo de dualidade de Poincaré se D é isomorfo a Z como grupo abeliano. Neste
caso, dizemos que G € orientdvel se G atua trivialmente em D e ndo orientdvel caso

contrario.

Os grupos de dualidade foram tratados primeiramente em (BIERI; ECKMANN|,

1973), que apresenta a seguinte caracterizagao:

Teorema 4.32 ((BIERI; ECKMANN, 1973)). Seja G um grupo do tipo FP. As sequintes

afirmagoes sao equivalentes:
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(i) Erzistem um inteiro n e um ZG-médulo D tais que H'(G,M) ~ H,_;(G,D @ M)
para todo ZG-maodulo M e todo inteiro i,

(ii) Eziste um inteiro n tal que H'(G,ZG® A) = 0 para todo i # n e todo grupo abeliano
A.

)

(iii) Ewiste um inteiro n tal que H'(G,ZG) = 0 para todo i #n e H"(G,ZG) é livre de

torg¢ao (como grupo abeliano);

(iv) Ezistem isomorfismos naturais H'(G,—) ~ H, ;(G,D ® —), onde n = cdG e
D = H'(G,ZG).

Demonstragao: (i) = (ii): Se A é um grupo abeliano, entao H(G,ZG ® A) =
HY(G, Ind?l}A) ~ H, ,(G,D® Ind?l}A) ~ H, (G, [nd{Gl}D ® A) = 0 para i # n
(Corolario 2.2.2). (it) = (iii): Se A = Z, entao H'(G,ZG) = H'(G,ZG @ Z) = 0
para i # n. Para mostrar que H"(G,ZG) é livre de torgao, consideremos, para cada
k > 0, a sequéncia exata curta 0 — ZG 726 5 72627, — 0, onde k(a) = k- «
e I(a) = a ® 1. Observando a parcela da sequéncia exata longa em cohomologia
0=H"YG,ZG ® L) KN H"(G,ZG) % H™(G,ZG), concluimos que k* ¢ injetora. Logo,
se [a] € H"(G,ZG) é tal que 0 = k- [a] = [k - a] = k*[a], entdo [a] = 0. Portanto
H"(G,ZG@G) é livre de torgao. (iii) = (iv): Como D = H"(G,ZG) # 0 e H'(G,ZG) = 0
para todo ¢ > n, decorre que ¢d G = n ((BROWN, 1982), Proposicao 6.7, p. 202). Seja
P:0— P, — -+ = Py 3 Z — 0 uma resolucdo projetiva do tipo finito de Z sobre
ZG. Como H(G,ZG) = H( Home(P,ZG)) = 0 para i # n e H(G,ZG) = D, obtemos
a resolucao projetiva do tipo finito 0 = F; — --- = P — D — 0 de D sobre ZG,
onde cada P = Homyq(P;, ZG). Esta resolucao equivale a suspensao X" P* onde cada
(X"P*); = Pr_,, isto é, 0 — (X"P*), — --- = (¥"P*)g - D — 0. Pela Proposigao
AAT (X"P*),_ ®za M = P ®z¢ M =~ Homyg(P;, M) para todo ZG-mbdulo a direita
M. Assim, H{(G, M) = H'( Home(P,M)) ~ H,_;(S"P* @z M) = Tor® (D, M). Ora,
como D é por hip6tese livre de torgao, decorre que TorS (D, M) ~ H, (G, D ® M)
(Proposigao 2.6). Ou seja, H(G,M) ~ H,_(G,D ® M) para todo ZG-mbdulo M.
(iv) = (i): E imediato. ]

Exemplo 4.33. Seja G o grupo trivial. Como G € do tipo F'P (pois0 —7Z — 7Z — 0 é
uma resolugio projetiva de Z sobre Z), cd G = 0 (Exemplo 4.5), H*(G,ZG) ~ 7Y% = 7Z
e H(G,ZG) = H(G, Coind3ZG) = 0 para i # 0 (Coroldrio 2.2.2), decorre que G é um

grupo de dualidade de Poincaré (orientdvel).

Exemplo 4.34. Seja G ~ (t) ~ Z. Como G ¢ do tipo FP (pois 0 — ZG — ZG =
Z = 0 é uma resolugdo projetiva de Z sobre ZG ), cd G = 1 (Exemplo 4.8), H(G,ZG) ~
(G, Indf\Z) = H,({1},Z) = 0, D = H'(G,ZG) = Hy(G, Ind,Z) = Hy({1},Z) = Z
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e H(G,ZG) = 0 para i > 1 (Exemplo 4.8), decorre que G é um grupo de dualidade de

Poincaré (orientdvel).

Exemplo 4.35. Seja G = (t | t" = 1) = Z,, nao trivial. Como G ndo é do tipo F P, pois
cd G = oo (Lema B.22), decorre que G nao é um grupo de dualidade.

4.5 NOCOES VIRTUAIS

Se GG é um grupo com torg¢ao, entao, pelo Coroléario 4.11, cd G = 0o, logo G nao é do
tipo F'P (ou F'L) e tampouco um grupo de dualidade. Entretanto, mediante a existéncia

de um subgrupo H livre de torc¢ao de indice finito, podemos descrever resultados similares.

Definicao 4.36. Um grupo G tem uma propriedade virtualmente se existe um subgrupo

de indice finito com esta propriedade.

Definicao 4.37. Seja G um grupo. Dizemos que G € virtualmente livre de torcao se existe
um subgrupo H livre de torcao e indice finito. A dimensdo cohomologica virtual de

G, denotada por ved G, € a dimensao cohomologica de H .

Sejam H e K subgrupos de G, livres de tor¢ao e de indice finito, entao H N K é
um subgrupo de indice finito de H e de K, por conseguinte, cd H = cd HN K = cd K
((BROWN, 1982), Teorema 3.1, p. 190), ou seja, a dimensao cohomoldgica virtual esta
bem definida.

Exemplo 4.38. Pelo Exemplo 4.5, ved G = 0 se, e somente se, G € finito.

Defini¢ao 4.39. Um grupo G € do tipo VFP (VFL) se existe um subgrupo do tipo F'P
(FL) de indice finito.

Sejam G um grupo do tipo VFP e K um subgrupo livre de torcao e de indice
finito. Por definigao, existe um subgrupo H de G do tipo F'P (portanto livre de torgao)
de indice finito. Dado que H N K é um subgrupo de indice finito de H, decorre que
H N K ¢é do tipo FP. Ora, como H N K é também um subgrupo de indice finito de K,
decorre que K é do tipo F'/P ((BROWN, 1982), Proposi¢ao 6.6, p. 201). Ou seja, todo
subgrupo livre de torcao e de indice finito de G é do tipo F'P desde que G seja do tipo
V FP. Haja vista que a correspondéncia para grupos do tipo V F'L ainda ¢ desconhecida,
introduzimos a seguinte condicao: G é do tipo WFL se é virtualmente livre de torcao e
todo subgrupo livre de tor¢ao e indice finito é do tipo F L. Vale a cadeia de implicag¢oes:
WFL=VFL=VFP = (ved < ).

Teorema 4.40 ((BROWN, 1982), Teorema 11.1, p. 226). Seja G um grupo virtualmente
livre de tor¢ao. Entao, ved G < 0o se, e somente se, existe um G-complexo finito, préprio*

e contratil.

1 Um G-complexo é préprio se, para cada o-célula, Stab(c) é finito.
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Definicao 4.41. Um grupo G ¢ de dualidade virtual se existe um subgrupo de dualidade

de indice finito.

Exemplo 4.42. Sejam G = Z ® Z,, e H = 7. Entdo, ved G = 1, pois (G : H) = n, Z
¢ livre de togio e cd Z = 1 (Exemplo 4.8). Também, G é um grupo de dualidade virtual,
pois Z. é um grupo de dualidade (Exemplo 4.34).

Proposicao 4.43 ((BROWN, 1982), Proposicao 11.3, p. 229). G € um grupo de dualidade

virtual se, e somente se, satisfaz as condigoes:
(i) G € do tipo VFP;

(ii) Erziste um inteiro n tal que H'(G,ZG) = 0 para todo i #n e H"(G,ZQG) é livre de

torcao.

Demonstracao: Se G é um grupo de dualidade virtual, entdo, por defini¢ao, existe
um subgrupo H de dualidade de indice finito, logo G é do tipo VFP. Pelo Teorema
4.32, existe um inteiro n tal que H'(G,ZG) ~ H'(H,ZH) = 0 para todo i # n e
H"(G,ZG) ~ H"(H,ZH) ¢ livre de torgao. Reciprocamente, se G ¢ do tipo V F P, existe,
por defini¢do, um subgrupo H do tipo F'P de indice finito. Se existe um inteiro n tal que
H'(H,ZH) ~ H'(G,ZG) = 0 para i # n e H"(H,ZH) ~ H"(G,ZQG) ¢ livre de torgao,
decorre do Teorema 4.32 que H é um grupo de dualidade. Portanto, G é um grupo de

dualidade virtual?. [ ]

2 Como (G : H) < oo, pelo Lema de Shapiro, H*(G,ZG) ~ H*(G, Ind$ZH) ~ H*(G, Coind%ZH) ~
H*(H,ZH).
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5 COHOMOLOGIA DE TATE E DE FARRELL

Neste capitulo, tratamos da teoria de cohomologia de Tate, desenvolvida sobre a
classe dos grupos finitos. Posteriormente, apresentamos a teoria de cohomologia de Farrell,
que fornece uma generalizagao natural para a cohomologia de Tate sobre a classe dos

grupos com dimensao cohomoldgica virtual finita.

5.1 ALGEBRA HOMOLOGICA RELATIVA

Nesta secio apresentamos alguns resultados de Algebra Homoldgica Relativa.

Definicao 5.1. Uma injecao i : M' — M de ZG-mdédulos é chamada de admissivel se
existe uma aplicacao © : M — M’ de ZH-mddulos, tal que wo 1 = idyy. Uma sequéncia

exzata M' = M 2> M" é admissivel se im j < M" é admissivel. Um complezo de cadeia

aciclico C' € admissivel se cada sequéncia C;y — C; — C;_1 é admissivel.

Observacao 5.2. Um complexo de cadeia C' é admissivel se, e somente se, é contratil

como complezxo de Z.H-mddulos (Proposi¢io A.13).

Definicao 5.3. Um ZG-mddulo @) é relativamente injetivo se satisfaz as sequintes

condigoes equivalentes:

(i) Todo diagrama de ZG-mddulos, como abaizo, com M’ XM L M admissivel, pode

ser resolvido.

(ii) Todo diagrama de Z.G-mddulos, como abaixo, com M’ &M injecao admissivel, pode

ser resolvido.

(iii) O funtor contravariante Homg(—, Q) leva injecoes admissiveis de ZG-mdédulos em

sobrejecoes de grupos abelianos.
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Observacao 5.4. Todo modulo injetivo € relativamente injetivo. A reciproca ndao € ver-

dadeira.

Proposicao 5.5 ((BROWN, 1982), Proposicao 2.1, p. 130). Se N é um ZH-mddulo,

entio, Coind% N é um ZG-médulo relativamente injetivo.

Demonstragao: Pela Propriedade Universal de Coindugao (Proposigao 2.9),
Homg(—, Coind$%N) =~ Homp(Res% (=), N).

Dado que Homy(Res%(—), N) leva injegoes admissiveis de ZG-médulos em sobrejecoes

de grupos abelianos, decorre que Coind$ N é um ZG-médulo relativamente injetivo. M

Corolario 5.6 ((BROWN, 1982), Corolario 2.2, p. 130). Se M é um ZG-mddulo, entio
existem um ZG-médulo M relativamente injetivo e uma injecao admissivel canénica M —
M. Além disso, se (G : H) < oo, entio:

(i) Se M ¢é livre (projetivo) como ZH-mddulo, entio M ¢ livre (projetivo) como

Z.G-modulo;

(ii) Se M ¢é finitamente gerado como ZG-médulo, entdo M é finitamente gerado como
Z.G-mdadulo.

Demonstracao: Consideremos, para a primeira parte, M = CoindG Res%M e a in-
jecdo candnica M — M. Se (G : H) < oo, entdo, pelas Proposicoes 2.17 e 2.22,
M = Coind% Res$ M =~ Ind$Res$ M ~ 7Z|G/H] ® M. Portanto, se M é livre (proje-
tivo) como ZH-médulo, entdo M é livre (projetivo) como ZG-m6édulo. Finalmente, como
Z|G/H] é finitamente gerado, decorre que M é finitamente gerado sempre que M for

finitamente gerado. [

Corolario 5.7 ((BROWN, 1982), Corolario 2.3, p. 130). Se (G : H) < oo, entao todo

Z.G-modulo projetivo € relativamente injetivo.

Demonstragao: Sejam F' um ZG-mdédulo livre e F' um ZH-médulo livre de mesmo
posto que F. Entdo, F ~ ZG Qzy F' = Ind$ F' ~ Coind% F’, ou seja, F é relativamente
injetivo. Haja vista que todo médulo projetivo é somando direto de um méddulo livre e
que todo somando direto de um modulo relativamente injetivo é relativamente injetivo,

decorre o resultado. [ ]

Proposigao 5.8 ((BROWN, 1982), Proposicao 2.4, p. 130). Sejam (C,0) e (C',0') dois
complexos de cadeia de ZG-mddulos e r um nimero inteiro. Se C] é relativamente injetivo
para todo i < r e Cip1 — C; — Ci_1 é uma sequéncia exata admissivel para todo i < r.
Entao:
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(i) Toda familia de morfismos (f; : C; — C!)i>, que comuta com os operadores bordo

estende-se a um morfismo de cadeia C — C';

(it) Se f,g: C — C" sao morfismos de cadeia e (h; : C; = Cl,1)i>r—1 € uma familia de
morfismos tal que 0;, 1 h; + h;_10; = f; — g; para i > r, entdo, (h;)i>,—1 estende-se a

uma homotopia de f para g.

Demonstragao: (i) Suponhamos que f; esteja bem definida para cada i > n com n < r,
tal que 0/, fiy1 = [fi0;+1. Haja vista que Cpy1 — C,, — C,_1 é uma sequéncia exata
admissivel e 0, f, : C,, = C},_; é tal que 0, f,0p+1 = 0,,0,, 1 fnt1 = 0, decorre pelo fato
de C! _, ser relativamente injetivo que existe f,_1 : C,,—1 — C/,_; tal que f,_10,, = 0., fn.
(#4) Suponhamos que h; esteja bem definida para cada i > n — 1 com n < r tal que

i ihi + hi10; = fi — gi- Seja 7, = fi — g; e consideremos a aplicacdo 7,1 — O hp_1 :
Cy—1 — C!_,. Haja vista que (7,,-1 — 9\, hy—1)0n = Ty—10n — Ophp_105 = Tn—10y — O (0 —

i1hn) = Tao10, — 0,7, = 0, decorre, pelo fato de C),_; ser relativamente injetivo e
Cn — Cp—1 — C,_5 ser uma sequéncia exata admissivel, que existe h,_1 : C,,_o — C/

tal que hn728n71 = Tpn—-1 — aéhnfla isto é) hananfl + a;lhnfl = Thn—1 — fnfl — On—1- u

Definicao 5.9. Uma resolucdao relativamente injetiva de um ZG-modulo M é um
complexo de cocadeia nao negativo Q) de modulos relativamente injetivos junto com uma
equivaléncia fraca n: M — Q, tal que o complezo aumentado 0 — M — Q° — Q' — - -+

€ admaissivel.

Observacao 5.10. Pelo Coroldrio 5.6, existe uma resolucao relativamente injetiva para
todo ZG-mddulo M. Além disso, sen : M — Q en' : M — Q' sio duas resolugoes
relativamente injetivas, entdo, pela Proposicao 5.8, existem inicos (a menos de homotopia)
morfismos de cocadeia f : Q — Q' e f' : Q — Q tais que fon = 1" e fin' = n, logo,
fofon =n e fofin' =1n', por consequinte, f'f ~ idg e ff' ~ idgy. Portanto, quaisquer
duas resolucoes relativamente injetivas de M sao homotopicamente equivalentes.

Proposicao 5.11 ((BROWN, 1982), Proposicao 2.6, p. 132). Se (G : H) < oo e M ¢é
um ZG-mddulo que € projetivo (finitamente gerado e projetivo) como ZH -mddulo, entdo
existe uma resolugao relativamente injetiva n : M — Q) com cada Q™ projetivo (finitamente

gerado e projetivo).

Demonstracao: Pelo Corolario 5.6, existe uma injecao admissivel  : M — QY com Q° :=
M projetivo como ZG-médulo. Haja vista que 1 cinde como morfismo de ZH-md6dulos,
decorre que coker n é projetivo (finitamente gerado e projetivo) como ZH-mo6dulo. Logo,
pelo Corolério 5.6, Q' := cokern é projetivo (finitamente gerado e projetivo) como
ZG-modulo. Repetindo este processo indutivamente obtemos a resolucao relativamente

injetiva desejada. [ |
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5.2 RESOLUCOES COMPLETAS

Nesta secao assumiremos que ved G = n < oo. Apresentaremos a definicdo de
resolucdo completa de G e mostraremos que existe uma tnica (a menos de homotopia)
resolugdo completa (F, P,¢) de G, tal que F' e P coincidem em dimensbes maiores que

n — 1.

Definigao 5.12. Seja G um grupo com ved G = n < oo. Dizemos que (F, P,e) é uma
resolugcao completa de G se F' é um complexo de cadeia aciclico de Z.G-maodulos pro-
jetivos, € : P — 7Z € uma resolucao projetiva de Z, sobre ZG e F coincide com P em

dimensoes suficientemente altas.

Exemplo 5.13. Se G = (t | t" = 1) = Z,,, entdo o complexo

t—1 t—1
F:.o.. 7.G N 7.G 7G N 7G 7.G T

RN

Z

¢ uma resolugio completa de G, onde N =1+t + -+t L,

Lema 5.14 ((BROWN, 1982), Lema 2.2, p. 274). Se cd G = n < o0, entdo qualquer

complezo de cadeia aciclico de ZG-maodulos projetivos é contratil.

Demonstracgao: Sejam M um ZG-mddulo que é livre como Z-médulo e P uma resolugao
projetiva de Z sobre ZG de comprimento n. Entao, P® M (com a G-agao diagonal) é uma
resolugao projetiva de M sobre ZG de comprimento n. Portanto, proj dimzq M < cdG =
n. Dado F' um complexo de cadeia aciclico de ZG-mdbdulos projetivos, consideremos, para
cada k € Z, a sequéncia exata 0 — 2, — F — -+ — Fy_n11 — Zi_, — 0. Haja vista
que proj dimzg Zi_, < n, decorre do Lema 4.2 que Z; ¢é projetivo. Logo, a sequéncia
exata 0 — Zyiy — Fpy1 — Zr — 0 cinde para todo k£ € Z. Portanto, F' é contratil
(Proposicao A.13). [

Proposicao 5.15 ((BROWN, 1982), Proposicao 2.1, p. 274). (i) Existe uma resolugdo
completa (F, P,e) de G tal que F e P coincidem em dimensées > n = ved G. Se G é do
tipo VF P, entdao F pode ser considerado do tipo finito.

(17) Se (F, P,e) e (F', P',¢") sao duas resolugoes completas de G, entdo existe uma unica
classe de homotopia de aplicagoes de (F, P,e) em (F', P',¢') e estas aplicagoes sdo equiva-

lentes.

Demonstragao: (i): Como ved G = n, existe H C G tal que (G : H) < 0o e cd H = n.
Se € : P — Z é uma resolugao projetiva de Z sobre ZG e K := ker {P,_1 — P,_5}, entdo

(P;)i>n ¢ uma resolucao projetiva de K sobre ZG. Como K é um ZH-médulo projetivo,
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pois cd H = n (Lema 4.2), existe, pela Proposi¢do 5.11, uma resolucao relativamente
injetiva  : K — @Q onde cada Q™ é um ZG-mdbdulo projetivo. Unindo (P;)i>n € (Q%)i>o
obtemos a resolucdo completa desejada. Se G é do tipo VFP entao P e () podem ser

tomados do tipo finito.

Pn+1 Pn QO o o anl Qn

Poa EE Py Z 0.

(17): Se (F, P,e) é uma resolugdo completa de G, entdo, pelo Lema 5.14, F' é contratil
como complexo de ZH-mobdulos. Logo, pela Observacao 5.2, F' é um complexo de cadeia
admissivel. Além disso, como (G : H) < oo, pelo Coroléario 5.7, cada F; é relativamente
injetivo. Se (F', P’ ¢’) é outra resolugao completa de GG, podemos construir uma unica
(a menos de homotopia) aplicacdo de cadeia P — P’ que preserva o homomorfismo de
aumento (Lema A.36). Pela Proposicao 5.8, esta aplicagao pode ser estendida a uma tnica,
(a menos de homotopia) aplicagdo de cadeia F' — F’, pois cada F; é relativamente injetivo

e F' é um complexo de cadeia admissivel. [ |

Exemplo 5.16. Consideremos G = K x L com cd K =k < 00 eved L =1 < 00. Sejam
e: P — K uma resolugio projetiva de K de comprimento k e (F, P’ e") uma resolugio
completa de L. Entao, P ® F é um complexo de cadeia aciclico e P ® P' € uma resolucao
projetiva de Z sobre ZG. Dado que (P ® F),, = (P ® P'),, para todo n > k + [, decorre
que (P®@ F,P® P' e ®@¢') € uma resolugao completa de G.

5.3 COHOMOLOGIA DE TATE

Se G é um grupo finito, entao ved G = 0, logo, pela Proposicao 5.15, existe uma
resolucao completa (F, P,¢) de G, tal que F' e P coincidem em todas as dimensoes nao
negativas. Alternativamente, uma resolu¢ao completa de G pode ser definida como um
complexo de cadeia aciclico F' de ZG-mddulos projetivos juntamente com um epimorfismo
de ZG-médulos € : Fy — Z, tal que € : Fy — Z ¢é uma resolugao projetiva de Z sobre
ZG, onde F, := (F});>o. Segue da definigdo que 0 : Fy — F_; se fatora unicamente como

0 =ne, onde n : Z — F_; é um monomorfismo.

Definicao 5.17. Sejam G um grupo finito, F' uma resolugio completa de G e M um
Z.G-maodulo. A cohomologia de Tate de G com coeficientes em M € definida por

H (G, M) = H*( Home(F, M)).
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Exemplo 5.18. Sejam G = (t | t" = 1) = Z,, e F' a resolugao completa de G dada no
Ezemplo 5.13. Haja vista que Homyg(ZG,Z) = Z, O3 = 0 e 0911 = |G| = n, decorre que

.y k .y ker'0 7
H* (G, 7) = ergzoeHQ’(G,Z): ol Zn.

mn nz

Proposicao 5.19 ((BROWN, 1982), Proposigao 3.5, p. 133). Se ¢ : P — 7Z ¢é uma
resolugdo projetiva do tipo finito de Z sobre ZG, entdo €* : Z* = 7 — P ¢é uma resolugdo
projetiva contraria. A menos de isomorfismo, toda resolugcdo projetiva contrdria do tipo
finito € obtida desta forma. Consequentemente, toda resolucio completa do tipo finito é
obtida a partir de resolugdes projetivas do tipo finito P’ — Z e P — Z juntando P' e ¥ P,

onde X P € a suspensdo de P.

Observacao 5.20. Se G é um grupo finito, entao existe uma resolu¢io completa de G do

tipo finito, logo, os grupos f-]\i(G, M) sao finitamente gerados.

Lema 5.21 ((BROWN, 1982), Exemplo 2. p. 58). Sejam G = {1¢ = go,...,Gn-1} um
grupo de ordemn e M um ZG-mddulo. Entdo, a aplicacio norma N : Mg — M€, induzida

por N(m) = (Z?:_ol gi)m, ¢ um homomorfismo de grupos abelianos.

Demonstracao: Para cada g € G, existe uma permutacao de G que faz corresponder g; a
g:g- Deste modo, N(gm) = (Z?:_(]l gi)gm = (Z?:_ol gig>m = (Z;-L_Ol gi)m = N(m). Logo,
N estd bem definida. Como N é um homomorfismo de grupos abelianos, decorre que N é

um homomorfismo de grupos abelianos. [ |

Teorema 5.22 ((BROWN, 1982), p. 134-135). Sejam G wum grupo finito e M um
Z.G-modulo. Entao: A

H'(G, M), 1> 0;

coker N, i=0;

ker N, 1= —1;

H , 1(G,M), i<-1.

H(G,M) =

Demonstragao: Sejam F' uma resolucdo completa de G do tipo finito, Fy = (F});>o
e F_ = (F});«o. Consideremos C* (respectivamente C~) o complexo Homya(Fy, M)
(respectivamente Anzc(F-, M)). E imediato que:
= H'(CT), i>0;
m(e.an = 2100 =0
H(C7), i<-1
e que existe uma sequéncia exata 0 — H Y(G,M) — H Y(C") 3, HY(CT) —
HY(G,M) — 0, onde § : H(C~) — H(C") é induzido por § : C' — C° via o

diagrama:
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Como ¢ : F — 7Z é uma resolugao projetiva de Z sobre ZG, decorre que H*(G, M) =
H*(C*) parai > 0. Pela Proposigio 5.19, existe uma resolugao projetiva do tipo finito P —
7 de Z sobre ZG, tal que F_ = X P. Assim, pela Proposicao A.47, C~ = %ﬂZG(F_, M) =
oy (BP, M) = %P Q¢ M. Logo, H(C™) ~ H_j(XP Q6 M) = H_;_1(P Q¢ M) =
H_;, 1(G,M). Por conseguinte:

56, M) = { H(G, M), > 0;

H_, «(G,M), i<—1
e existe uma sequéncia exata 0 — H (G, M) — Hy(G, M) 3, HY(G,M) — H°(G, M) —
0. Afirmamos que § é o morfismo norma N : Mg — M%. De fato, assumindo que as re-
solugbes F, e P tem ZG na dimensao zero (pois ambas resolugoes podem ser tomadas
arbitrariamente como resolucoes projetivas do tipo finito) e que ambas tem o homomor-
fismo de aumento candnico, decorre que n = ¢* : Z — ZG é dado por n(1) = >gec 9- Ora,

como Homyq(ZG, M) ~ M, obtemos o diagrama:

N
M M

N

Ho(G, M) - HO(G, M).

onde as aplicacoes verticais sdo as aplicacdes canonicas M — Mg e M“ < M. Portanto,
HYG,M) = ker N e H'(G, M) = coker N. O diagrama abaixo simplifica os resultados

desta demonstracao.

H° H! H?
IR 7E R N
“e. H73 H72 Hfl HO Hl H2 e
- Hy H, Hy

|
Similarmente, a homologia de Tate de G com coeficientes em M ¢ definida por
H,(G,M) = H,(F ®z¢ M) e é inteiramente caracterizada por:

Hi(G, M),  i>0;
ker N, i=0;
coker N, i = —1;
H"YG,M), i< —1.

H;(G, M) =

Deste modo, obtemos que H;(G, M) = H~"Y(G, M).
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Exemplo 5.23. Seja G = (t | t" = 1) =~ Z,. Dado que a a¢io de G em Z ¢é trivial,
— _ Z
Zg =7 =17 e N(z) = nz. Portanto, H 1(G,Z) = H°(G,Z) = coker N = = Ly, €
n
HYG,Z) = Hy(G,Z) = ker N = 0.

A seguir, apresentamos algumas propriedades da cohomologia de Tate que podem
ser encontradas com detalhes em ((BROWN, 1982), p. 136).

(1) Para qualquer sequéncia exata 0 — M’ — M — M"” — 0 de ZG-mddulos, existe

uma sequéncia exata longa

S H(G, M) — H(G,M) = H(G,M") > H™ (G, M) — - - .

(2) Se H C G, entdao qualquer resolugdo completa de G é uma resolugdo completa de
H. Como G ¢é finito, a inducao e a coinducdo de H para G coincidem. Portanto,
a versao do Lema de Shapiro para cohomologia de Tate é: se H C G e M ¢é um
ZH-médulo, entdo H*(H, M) ~ H*(G,ZG @y M).

(3) Como H*({1},—) = 0, decorre, pelo item (2), que H*(G,ZG ® A) = 0 para todo

grupo abeliano A.

(4) Existe um produto cup H?(G, M)® HY(G, N) — H**9(G, M ® N) com propriedades

analogas as propriedades do produto cup da cohomologia ordinaria.

De acordo com a Se¢ao 2.6, dada uma resolugao F', o produto cup na cohomologia

ordinaria em nivel de cocadeia é o morfismo:
Homc(F, M) @ Homa(F,N) = Homa(F @ F,M ® N). (10)

Para tanto, utilizamos que F ® F é uma resolu¢ao. Além disso, dada uma aproximacao
da diagonal A : FF — F' ® F, o produto cup pode ser tomado, em nivel de cocadeia, via

composi¢ao do morfismo:
Homc(D, M@ N) : Homa(FQF,M&N) = Hema(F,M @ N) (11)
com o morfismo de (10). Deste modo,
Hom(F, M) @ Hom(F, N)! = Home(F, M ©@ NP (12)

depende apenas da componente A, , : Py, — P, ® F,.

O produto cup na cohomologia de Tate nao é definido de forma analoga, pois, se
F' é uma resolucao completa, F'® F' nao é uma resolugao completa e tampouco para cada
inteiro n existem unicos inteiros (p,q) tais que p + ¢ = n, inviabilizando a escolha de

uma aproximacao da diagonal F' — F ® F. O produto cup na cohomologia de Tate é
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definido via o produto tensorial completo! F&F de uma resolucido completa F e por uma
aproximacdo completa da diagonal®? A : F — F®F, isto é, que preserva o morfismo de

aumento e®e : FQF — Z®Z = 7. Deste modo, o produto cup em nivel de cocadeia
Hom(F, M) Q@ Homc(F,N) = Home(F,M @ N) (13)

é definido por v — v = (u®v) o A e satisfaz (u — v) = du — v + (—=1)Pu — dv. Isto
induz o produto H?(G, M) @ H(G,N) — H?™(G, M @ N).

Observagéo 5.24. Considerando o produto H*(G,Z) ® H*(G,Z) = H*(G,Z) e obser-
vando que o elemento 1 € Z)|G|Z = H(G, Z) (Exemplo 5.23) satisfaz1 — u=u = u — 1
para todo w € H*(G,7Z), obtemos H*(G,Z) como anel graduado.

5.4 COHOMOLOGIA DE FARRELL

A cohomologia de Farrell estende a cohomologia de Tate para a classe dos grupos

com dimensao cohomoldgica virtual finita e naturalmente apresenta resultados analogos.

Definigao 5.25. Sejam G um grupo com ved G = n < oo, (F,P,e) uma resolugdo
completa de G e M um ZG-mdédulo. A cohomologia de Farrell de G com coeficientes
em M € definida por:

H*(G, M) = H*( Homa(F,M)).

Observagao 5.26. Pela Proposi¢io 5.15, I/LI\*(G, M) estd bem definida. Além disso, dado
que ved G = 0 se, e somente se, G ¢ finito (Exemplo 4.38), decorre que a cohomologia de

Farrell é consistente com a cohomologia de Tate e apresenta uma generalizagcdo para tal.

Exemplo 5.27. Se G ¢ um grupo livre de tor¢io com ved G = n, entdo cdG = n
((BROWN, 1982), Teorema 3.1, p. 190), logo, existe uma resolucao projetiva de Z sobre
7.G de comprimento n. Tomando F' = 0, obtemos que j{\*(G, —)=0.

Proposicao 5.28 (Lema de Shapiro). Sejam G um grupo com ved G < 0o, H C G e M
wm ZH-médulo. Entio, H*(H, M) ~ H*(G, Coind$,M).

Exemplo 5.29. Sejam G um grupo com ved G < co, H um subgrupo livre de tor¢io com
indice finito e M um ZH-mddulo. Entao, pela Proposicio 5.28, Proposicao 2.17 e Exemplo
5.27, H*(G, Ind$ M) ~ H*(G, Coind$,M) ~ H*(H, M) = 0.

Assim como o Lema de Shapiro, as propriedades citadas para cohomologia de
Tate também valem para cohomologia de Farrell e podem ser provadas tal como para
a cohomologia de Tate. Além disso, também existe um produto cup na cohomologia de

Farrell definido de maneira analoga ao produto cup na cohomologia de Tate.

O produto tensorial completo é definido no Apéndice A (Definigdo A.44).
De acordo com ((BROWN, 1982), p. 140-141), existe uma aproximacao completa da diagonal A : F' —
FQF.
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5.4.1 UMA OBSTRUCAO PARA GRUPOS DE DUALIDADE VIRTUAL

Nesta subsec¢do, apresentamos os grupos de cohomologia de Farrell como uma

obstrucao para os grupos de dualidade virtual.

Proposicao 5.30 ((BROWN, 1982), Proposicao 2.5, p. 276). Sejam G um grupo de
dualidade virtual com méddulo dualizante D, ¢ : (P,d) — Z uma resolugao projetiva do tipo
finito de Z sobre ZG e n: Q) — D uwma resolugao projetiva do tipo finito de D sobre ZG.
Entdo, existe uma resolucio completa F' tal que o complezo dual F = %ng(F, ZG) é o
mapping cone de uma aplicagio de cadeia X™"Q — P. Em particular, F; = P; para i > n
e F; = (Qu-1-:)* para 1 < —1.

Demonstragio: Seja P = %G(R ZG) o complexo dual de P. Dado que P é uma
resolucio projetiva do tipo finito, decorre que 0 — Py — --- — P, — coker d_, —
0 é uma resolucao projetiva de coker d_, sobre ZG (Proposicao A.47). Como D =
H"(G,ZG) = kerd;/imd!_, C cokerd} _, e ) é uma resolugdo projetiva de D sobre

ZG, pelo Lema A.36, existe um tinico homomorfismo de cadeia (a menos de homotopia)
f:¥7"Q — P.

Qn+1 Qn Ql QO
i I ! !
QU (EQh > (ETQ) i~ (5@ 0
Al b Fan  f]
0 Py .. P* P*, 0
I I !
PO Fn—l ?n

Ora, como f é uma equivaléncia fraca, decorre que o mapping cone C' de f é um complexo
aciclico ((BROWN, 1982), Proposicao 0.6, p. 6) de médulos projetivos finitamente gerados.
Se F' é o complexo dual C, entao F; = (C_;)* = (P_;®(X27"Q) 1) = PP (Qn_1-4)" =
P, ® (Qn_1-:)%, por conseguinte, F; = P, para i > n e F; = (Q,_1_;)" para i < —1.
Finalmente, como ved G < 00, existe um subgrupo H C G livre de torc¢ao de indice finito,
entdo F = Homya(C,LG) ~ Homyu(C,ZH), logo, pelo Lema 5.14, C' é ZH-contratil,

por conseguinte, F' também é ZH-contratil, portanto, aciclico. [ |

Observacio 5.31. Se C = F, entdo C = X'""Q em dimensdes > 1, pois, sei > 1, entdo
F=F=C=C=P'd(X7"Q)i.1 = Qi_11n = (X"Q);. Portanto, X" 'C =Q em

dimensoes > n, pois, se i > n, entdo (X" 1C); = Ci_pi1 = (Z7"Q)i_ns1 = Qs

Proposicao 5.32 ((BROWN, 1982), p. 279). Se G é um grupo de dualidade virtual
com médulo dualizante D = H™(G, ZG), entio H(G, =) ~ H,_1_;(G,D ® —) para todo
1< —1.
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Demonstracao: Sejam F a resolucao completa dada pela Proposicao 5.30 e £ = X" 1F.
Entdo, H (G, =) = H( Homa(F,=)) = H_;(FRg—) = Hy_1_;(E®g—). Pela Observacao
5.31, tomando @ a resolugdo projetiva de D sobre ZG (dada pela Proposicao 5.30), existe
uma aplicagao de cadeia £ — () que coincide com a identidade em dimensoes > n, logo,
para cada j > n, induzimos o isomorfismo H;(E ®¢ —) — Tor§ (D, —). Ora, como D é
livre de tor¢ao (Proposicio 4.43), Tor$ (D, —) ~ H;(G, D® —) (Proposi¢io 2.6). Portanto,
Hi{(G, =)~ Hy_y_i(E®g—)~Tor¢ | (D,—)~ Hy_y_i(G,D®—). m

Seja M é um ZG-moédulo. A sequéncia exata 0 — P ®c M — F @¢ M —

X" ®ag M — 0, induz a sequéncia exata longa em homologia:

Haja vista que F Qg M ~ Homc(F,M) e P @g M ~ Home(P, M) (Proposicio A.A47),

obtemos de (14) a sequéncia exata:

o H (G, M) — H(G,M) = Hpyj_1(G,D® M) — HI*YG, M) — -~ (15)
Tomando j = —i, obtemos de (15) a sequéncia exata:
oo = H(G,M) — H(G,M) — H,_;_1(G,D® M) — H*'(G,M) —---  (16)

Denotando H;(G, D ® —) por H;, H(G,—) por H' e H'(G, =) por H' e observando que

H~' = H_, =0, obtemos de (16) a sequéncia exata:
0-H'>H,sH - H - H,, >H - - > Hy— H"— H"— 0.

O diagrama abaixo apresenta esta sequéncia e também ¢é possivel observar que H* ~ H,,_;
para todo 0 < i < n se, e somente se, H' = 0 para —1 < i < n, ou seja, a cohomologia de

Farrell é uma obstrugao para que esse isomorfismo ocorra.

HO e Hn—l Hn Hn-l—l e
T2 -1 O N n-t o gl e
ﬁn+l En f[:[/nfl o ﬁo

5.5 COHOMOLOGIA EQUIVARIANTE DE FARRELL

Sejam G um grupo com ved G < oo, X um G-complexo de dimensao finita, F
uma resolucao completa de G e M um ZG-médulo. A cohomologia equivariante de

Farrell de X com coeficientes em M ¢ definida por:

H5(X, M) = H( Homa(F,C*(X, M))).
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Ao considerarmos o caso particular em que X é um G-complexo préprio e contratil,

obtemos, pela versao cohomoldgica da Observacao 3.33, a sequéncia espectral

EP = H Hq (G, M,) = Hp+q(G M), (17)
oS,

onde ¥, é um conjunto de representantes para X,/G. Neste caso, estabelecemos uma
relacao entre a cohomologia de Farrell e a cohomologia de Tate dos subgrupos finitos de
GG. Além disso, embora a sequéncia espectral fica compreendida no primeiro e no quarto
quadrante, ndo ha problemas com sua convergéncia, pois dimX < oco. Especificamente, a
sequéncia espectral esta delimitada na faixa vertical 0 < p < dimX de modo que E, = F,
para r > dimX.

Por simplicidade, assumiremos que X ¢ um complexo simplicial® ordenado cuja
ordem ¢é preservada pela G-agao, por conseguinte, M, = M, ou seja, Z, = 7Z com a
G,-acao trivial para cada simplexo o. Isso nos permite suprimir M de H “(Gy, M). Além
disso, de acordo com ((BROWN, 1982), Adendo 11.2, p. 227), podemos tomar X de modo
que X é ndo vazio e conexo para todo subgrupo finito H C G.4

Nosso primeiro objetivo é obter uma descricao puramente algébrica para Eg 1 para
tanto, precisamos calcular o diferencial d(l)’q. Relembramos que para todo simplexo o de
X e todo g € G, obtemos o isomorfismo de conjugacio c(g~!)* : H*(G,) — H\*(Ggg)

denotado simplesmente por u — gu.

Lema 5.33 ((BROWN, 1982), Lema 4.2, p. 282). Se X, € o conjunto dos p-simplexos
de X, entdio EY? pode ser identificado com o subgrupo de [lrex, f—_l\‘l(Go) formado pelas
familias (uq)sex,, tal que gu, = w4y para todo g € G e todo o € X,. Além disso, o
diferencial d"? é a restrigio deste subgrupo com relag¢io a aplicagdo
d: [[ HY(G,) —» [ HYG
oeXy TEXpt1

definida por: para todo T = (vg, ..., Vpt1) € Xpt1, sejam 7, = (Vo, ..., Viy ..., Vpt1), COM
Vo < - < ppr ei=0,...,p+1, ep; : HI(G,) — HYG,) o morfismo de restrigio.
Entao, d € dado por:

(Ug) > (TH% m%)

Demonstragao: Como [[,ey, HY(G,) = [loes, yeqa, H%(Gy,) e a acio de conjuga-
¢ao de G, em f{\q(Gg) é trivial (Proposicao 5.42), decorre que a injegdo « : EpY =
[oes, HY(G,) — loex, HY(G,) dada por (ug)ses, = (9Uo)oes, ge/c, estd bem defi-

nida. Haja vista que a imagem de a compreende o conjunto das familias (u,),cx, tal que

3
4

Mais detalhes sobre complexos simpliciais podem ser encontrados em (GEOGHEGAN, 2007).
O conjunto X* é definido pelos pontos fixados na acio de H em X. Equivalentemente, X = {x €
X | Stab(x) = H}.
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Ju, = Uy, para todo o € X, e todo g € G, fica provado a primeira parte do lema. Para a

segunda parte, seja F' uma resolucdo completa de G. Entao,

B = HY(G,CP(X, M)
= Hq<%MZG<F7H0m(Xp7M>>>
= HY(Homg(X,, Homy(F,M))).

Portanto, um elemento u € E; pode ser representado por uma familia (¢,)sex, tal que
¢, € %Z(F, M) e gc, = ¢4 para todo g € G e todo 0 € X,. Tomando g € G,
decorre que ¢, € %ZGG (F, M). Como cada ¢, representa um elemento u, € H 1Gy, M),

decorre que a(u) = (ao)sex,. O diferencial d; é simplesmente o morfismo HY(G,0) :
H(G,CP(X, M)) — HY(G,C*™ (X, M)) induzido pelo operador de cobordo

5 CP(X, M) = CPH (X, M).

O lema decorre da definicao de 6 em temos das aplicagoes face X,;1 — X, e do fato
que a restricio p; : HY(G,,) — HYG,) é induzida pela inclusio %MZGTZ_(F, M) —
Homya, (F, M). -

Em particular, podemos calcular E5? = ker d? de modo a obter:

Lema 5.34 ((BROWN, 1982), Lema 4.3, p. 283). EY pode ser identificado com o sub-
grupo de [T,ex, HY(G,) formado pelas familias (u,)vex,, tal que as sequintes condiges sio

satisfeitas:
(1) gu, = ugy, para todo g € G e todo v € Xy;
(ii) Se e é um 1-simplexo de X com vértices vy € vy, entao Uy, € U, sao restricoes de
um mesmo elemento de f—]\q(Ge).
Mediante a hipétese de que X é ndo vazio e conexo para todo subgrupo finito

H C G, obtemos a seguinte descricio algébrica para Ey?:

Proposicao 5.35 ((BROWN, 1982), Proposicao 4.4, p. 284). Seja § o conjunto dos
subgrupos finitos de G. Entio, EY? é isomorfo ao subgrupo &4(G) C [res f{\q(H) formado

pelas familias (uy)pez que satisfazem as sequintes condigoes:
(1) gug = ugpg—1 para todo g € G e todo H € §;
(ii) Se H' C H, entdo resth,upg = ug.
Demonstracio: Consideremos a descricao de EY? dada no Lema 5.34. Seja ¢ : $9(G) —

Ey? a aplicacio dada por (ug)pes — (ug,)vex,. Como XH # ) existe um vértice v

tal que H C G, e pelo item (ii) obtemos que ¢ é injetivo. Suponhamos que (u,)yex,
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satisfaz as condi¢oes do Lema 5.34. Dado H € §, escolhemos um vértice v tal que
H C G, e tomamos wy := resy’u,. Como X ¢é conexo, o item (ii) do Lema 5.34 mostra
que wy é independente da escolha de v. Logo, a familia (wy)yez € B(G) é tal que
(wi) ez — (Uo)vex,. Portanto, ®4(G) & EY1, m

E possivel introduzirmos uma estrutura multiplicativa & sequéncia espectral dada
em (17). Para tanto, a fim de simplificar a notacdo, assumiremos que o médulo dos
coeficientes M é um anel comutativo R com a G-acao trivial. O complexo de cocadeia

C*(X, R), que por simplificacao denotaremos por C*(X), tem um produto cup
C*(X)® C*"(X) — C*(X)

associativo e comutativo, a menos de homotopia. Sejam F' uma resolugao completa de GG

e A: F — F®F uma aproximacio da diagonal. Consideremos o seguinte produto cup:
o s(F, CH(X))® Hom(F, CH(X)) = Homa(F,C*(X)QC* (X)) = Homa(F,C*(X)),

onde o primeiro morfismo é induzido por A e o segundo morfismo é induzido pelo produto
cup em cocadeia. O produto cup acima definido é compativel com as filtragdes do complexo

total que determina EP?, isto é, tem-se um produto
F? Homn(F,C*(X)) @ F¥ Home(F,C*(X)) = FP* Hoppo(F,C*(X) @ C*(X)).
Portanto, temos um produto cup induzido
EP @ EP9d 5 priviatd

para todo r > 1.
Apresentamos a seguir duas proposigoes. Suas respectivas demostragoes podem ser
encontradas em (BROWN;, 1982).

Proposicao 5.36 ((BROWN, 1982), Proposigao 4.5, p. 285). (i) O diferencial d, é uma

derivagio com respeito ao produto em E,, isto é, d.(uv) = d,(u) - v + (=1)%9 “y - d,.(v);
(ii) O produto em E,,; = H(FE,) é obtido do produto em E, pela passagem d homologia;
(7ii) O produto em E; € dado pela composi¢io:

HYG,CP(X))®HY (G,C" (X)) — H™ (G, CP(X)QCY (X)) — H™ (G, CP* (X)),

onde o primeiro morfismo é o produto cup usual em H*(G,—) e o seqgundo morfismo

¢ induzido pelo produto cup em C*(X);
(iv) O produto em E, é associativo para v > 1 e comutativo para r > 2;

(v) O produto em E., é compativel com o produto usual em j:l\*(G, R) via identificagao

de Ey com GrH*(G, R);
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(vi) O isomorfismo de grupos ES* ~ &*(G) dado pela Proposicao 5.35 é também um

isomorfismo de anéis.

Para cada p primo, podemos considerar o homomorfismo de anéis p : H “G,Z,) —
&*(G, Z,) dado via morfismos de restricio H*(G) — H*(H) com H € §.

Proposicao 5.37 ((BROWN;, 1982), Proposigao 4.6, p. 286). O morfismo p : ﬁ*(G, L) —

&*(G, Z,) possui as sequintes propriedades:
(i) Todo elemento de ker p é nilpotente;

(i) Seu e &*(G,Zy,), entio existe um inteiro k > 0 tal que u?" € im p.

5.6 GRUPOS COM COHOMOLOGIA PERIODICA

Dizemos que um grupo G com ved G < oo tem cohomologia periddica se, para
algum d # 0, existe um elemento u € H%(G,Z) invertivel no anel H*(G,Z). Mediante
a existéncia de u, obtemos, para cada ZG-modulo M e todo ¢ € Z, um isomorfismo de
periodicidade H (G, M) ~ H™ (G, M). Similarmente, dizemos que G tem cohomologia
p-periddica (com p primo) se a componente p-primaria H *(G,Z)p) contém um elemento
invertivel de grau nao nulo d para o qual H'(G, M)y ~ H*(@, M)y, para todo i € Z.
Dado que H “G,Z) =11, H *(G,Z) () é¢ um produto finito de anéis com p variando sobre
os primos com p-tor¢ao, decorre que G tem cohomologia periddica se, e somente se, G
tem cohomologia p-periddica.

Por conveniéncia, podemos utilizar H*(G,Z,) em vez de H “(G,Z)p. A fim de
justificar este fato, expomos uma série de lemas de modo a demonstrar a Proposicao 5.42,
que trata desta equivaléncia.

Tomando H(k) := H*(G, Z,:) e considerando, para cada par (k,[) de inteiros
positivos, a sequéncia exata curta 0 — Z, — Zpr+w — Z,» — 0, obtemos a sequéncia

exata longa em cohomologia:
gyl k Br,i
o= H() = H(k+1) — H(k) — H() = ---. (18)

Lema 5.38 ((BROWN, 1982), Lema 6.3, p. 289). Se k > [, entdo By (uv) = Bii(u) - u +
(_1>deg Uy - 5k,l(v)'5

Demonstracio: Sejam F uma resolucdo completa e F' — F®F uma aproximacio com-
pleta da diagonal. Dado u € H(k), existe uma cocadeia ¢ € Hom(F,7Z) cuja reducio
modp® é um cociclo que representa u, por conseguinte, dc é divisivel por p* e dc/pF é
um cociclo cuja reducio modp' representa Sy ;(u). A propriedade de derivacdo de By ¢

decorrente da propriedade de derivacao do operador de cobordo 9. [ |

® 0 lado direito faz sentido porque o produto cup H(H) ® H(l) — H(l) para k > I.
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Lema 5.39 ((BROWN, 1982), Lema 6.4, p.289). Para todo u € H(1) e todo k > 1,

k .
uP € im agpr1 = ker .

Tomando H(co) := H*(G, Z) (), podemos obter uma sequéncia exata como em (18),
para isto, consideramos as componentes p-primaria da sequéncia exata em cohomologia

k
associada & sequéncia exata curta 0 — Z % Z — Zx — 0 (k < 00).

Lema 5.40 ((BROWN, 1982), Lema 6.5, p. 289). Existe um k suficientemente grande tal

que UM Qgq1,1 = UM Olog 1 -

Demonstragao: Haja vista que H(co) é aniquilado por p* para algum & ((BROWN,
1982), Exercicio 2, p. 280), decorre que ao i, : H(0c0) — H(k) é injetiva, por conseguinte,
ker B = ker Bi, POIS 1k = Qoo kBi1,00- Portanto, im 11 = ker Bip = ker fi oo =

m Oeo,1- |

Lema 5.41 ((BROWN, 1982), Lema 6.6, p. 289). A aplica¢io o 1= i1 : H(0c0) — H(1)

tem as sequintes propriedades:
(i) Todo elemento de ker « € nilpotente;

(ii) Para todo w € H(1), existe um inteiro k tal que u?* € im a.

Demonstragao: (i): Se u € ker a, entao existe v € H(o0) tal que u = pv. Ora, como
H(0o) é aniquilado por p* para k suficientemente grande, decorre que u* = pFo* = 0,
logo, u é nilpotente. (ii): Pelo Lema 5.40, existe um k suficientemente grande tal que

im o = 1m a1, € pelo Lema 5.39, v? € im «. [ |

Proposicdao 5.42 ((BROWN, 1982), Proposi¢do 6.1, p. 288). G tem cohomologia

p-periddica se, e somente se, H*(G, Z,) contém um elemento invertivel de grau nao nulo.

Demonstragédo: Dado que H*(G,Z) — H*(G, Z,) ¢ um homomorfismo de anéis que leva
cada componente p-primaria em zero, exceto H *(G,Z)(p), decorre que o : H(oco) — H(1)
é um homomorfismo de anéis, logo, elementos invertiveis de H(oo) sao levados por a em
elementos invertiveis de H(1). Reciprocamente, se u € H(1) é um elemento invertivel

FuF € ima.

de grau nao nulo, entao, pelo Lema 5.41, existe um inteiro k tal que u
Tomando u* = a(u) e u=* = a(v), obtemos que a(uv) = 1, por conseguinte, pelo Lema
5.41, w0 = 1 — 2 com z nilpotente, entdo 1 — x ¢é invertivel com inverso 1 +x + 22 + - - -,

logo u ¢ invertivel. Portanto, G tem cohomologia p-periédica. [ |

Teorema 5.43 ((BROWN, 1982), Teorema 6.7, p. 290). G tem cohomologia p-periddica

se, e somente se, todo subgrupo finito de G tem cohomologia p-periddica.

Demonstracgao: Se GG tem cohomologia p-periddica, entao, por defini¢ao, existem inteiros
ied# 0 tais que H (G, M)y ~ H*(G, M), para todo ZG-médulo M, em particular,
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se H C G é finito, entdo, pelo Lema de Shapiro, H(H, M)y ~ Hi(G, Coind§ M) ) =
H* (G, CoindZ M), = H(H, M) para todo ZH-moédulo M. Portanto, H tem
cohomologia p-periddica (vide versdo p-periédica de ((BROWN, 1982), Teorema 9.1,
p. 154)). Reciprocamente, sejam § e &*(G) com coeficientes em Z, (como na Propo-
sicao 5.35). Afirmamos que existe uma familia © = (uy)pgez de elementos invertiveis
uy € HY(H) = H(H, Z,) tal que u € B%G). Seja G’ C G um subgrupo normal, li-
vre de tor¢ao e com indice finito. Dado H € §, como H N G' = {lg}, decorre que
H ~ HG'/G' C G/G'. Para cada H € §, seja vy € fl\*(H) um elemento invertivel de
grau dy # 0. Dado que existe apenas uma quantidade finita de graus distintos dg, po-
demos tomar todo dy igual a um tnico d. Se ¢ : H; — Hy é um morfismo de grupos
finitos dada pela conjugacao de um elemento de G, entao vy, e c*vy, sao dois gerado-
res de f{\d(Hl) ~ ﬁO(Hl) com c*vg, = A\vg, para algum A nao nulo em Z,. Ora, como
APt = 1, decorre que v, = (ctup,)P"! = c*(vfy,'). Tomando uy = v ', obtemos
u = (up)mez € B*(G) com inverso (ug')gez € &*(G). Pela Proposicio 5.37, existe um
inteiro k > 0 tal que u”* € im p. Ora, como u é invertivel em &(G), decorre que u”"
também é invertivel em &(G), por conseguinte, vide demonstracao andloga & Proposigao

5.42, decorre que G tem cohomologia p-periddica. [ |

5.7 ACOES LIVRES E PROPRIAMENTE DESCONTINUAS EM 2N-ESFERAS DE HOMO-
TOPIA

O tnico grupo finito nao trivial que atua livremente em uma esfera de dimensao par
é 0 Zs, mais geralmente, de acordo com ((SWAN, 1960), Teorema 4.8, p. 12), este também
¢ o unico grupo finito que atua livremente em uma esfera de homotopia de dimensao
par. Além disso, todo grupo infinito com torcao que atua livremente em uma esfera de
homotopia de dimensao par é da forma Gy X Zy onde Gy é um grupo livre de torgao.

Tratamos destes fatos com mais detalhes nesta secao.

Defini¢ao 5.44. Uma n-esfera de homotopia é um CW -complexo ¥(n) de dimensdo

finita com o mesmo tipo de homotopia de S™.

Proposicio 5.45 ((GOLASINSKI; GONCALVES; JIMENEZ, 2018), Proposicao 2.2, p.

309). Seja G x X(2n) — X(2n) uma agao livre, celular e propriamente descontinua.

(i) Se G é finito e ndo trivial, entdo G = Zy € a agio Zy — Aut(H**(X(2n),Z)) é ndo
trivial;
(ii) Se G € infinito, entdo G € livre de tor¢io ou G =~ Gy X Zsy para algum Gy C G livre

de torcao.

Demonstracao: (i): Dado que G atua livremente em ¥(2n), observamos, primeiramente,

que G induz um homomorfismo G — Aut(H?"(X(2n),Z)). Além disso, existe a sequéncia
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espectral de Cartan-Leray FY? = HP(G, H(X(2n))) = HPT(X(2n)/G) (Teorema 3.32).
Ora, como X(2n) possui cohomologia nao nula apenas nos niveis 0 e 2n, decorre que na
pagina FEs as unicas linhas nao nulas estdao nas alturas 0 e 2n, por conseguinte, para p
suficientemente grande, H?(G, H*"(3(2n))) e HP2n (G HO(3(2n))). Dado g € G,
(9) = Zj atua livremente em X(2n), pois G atua livremente em >(2n). Se k é impar,
entdo Z é um Z[Zi])-médulo trivial. Se k é par, entdo Z pode ser um Z[Zi]-médulo ndo
trivial via homomorfismo g +— —1, neste caso, denotamos Z por Z. Observamos que
H?(Zy,7) = 0 e H* Y (Zy,,Z) = Z,. Analisando a pagina E, com relagio ao grupo
(g), concluimos que H?*"(X(2n)) é ndo trivial e dado que para p suficientemente grande,

dan+1

HP((g), H2(3(2n))) " HP241((g), HO(S(2n)), decorre que G ~ Zs.
(i1): Se G nao é livre de torgao, entdo p : G — Aut(H?**(X(2n),Z)) ~ Zy é sobrejetor,
Gy = ker p é livre de torgdo e a extensao 1 — Gy — G — Zy — 1 cinde. Portanto,
G~ Gy X ZLs. [ |

Como (G : Gy) = 2, decorre que Gy é um subgrupo normal de G. Além disso,
G é virtualmente livre de torcao, pois Gy é livre de torcao, por conseguinte, ved G =
ved Gy = cd Gy. Supondo que cd Gy < 0o, tem sentido considerarmos f{\*(G, Z). Se H é
um subgrupo finito ndo trivial de G, entdo H ~ HGy/Gy C G/Gy = Zs, ou seja, todo
subgrupo finito ndo trivial de G é isomorfo & Z,. Ora, como Z, tem cohomologia periddica

de periodo dois (Exemplo 5.18 e Exemplo 2.31), decorre, pelo Teorema 5.43, que G tem

cohomologia 2-periddica.
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APENDICE A - ALGEBRA HOMOLOGICA

Neste apéndice, apresentamos brevemente alguns resultados de algebra homolégica
que foram utilizados ao longo do trabalho, tais como, de complexos de cadeia (e cocadeia),

de resolugoes projetivas e outros que foram usados pontualmente no texto. Utilizamos
como referéncia (HILTON; STAMMBACH, 1970) e (BROWN, 1982).

A.1 COMPLEXOS DE CADEIA

Definicao A.1. Seja R um anel. Um R-mddulo graduado é uma sequéncia C' =
(Cp)nez de R-mddulos. Dado x € C,,, dizemos que x tem graw n e escrevemos deg x = n.
Um morfismo de grau p de um R-mddulo graduado C' para um R-mddulo graduado
C" é uma familia f = (f, : C, — C/

nip)nez de R-homomorfismos de mddulos tal que
deg (f(x)) = deg (f) + deg (z).

Defini¢ao A.2. Um complexo de cadeia sobre um anel R é um par (C,d) onde C
é um R-médulo graduado e d : C — C é um morfismo de grau —1 tal que d*> = 0. O

complezo de cadeia (C,d) pode ser representado por:
CioomCoy ™S C, By =

Similarmente, um complexo de cocadeia sobre um anel R é um par (C,d) onde C =
(C™)pez € um R-médulo graduado e d : C — C é um morfismo de grau 1 tal que d*> = 0.

O complexo de cocadeia (C,d) pode ser representado por:
Cioe o1 on & omtl L

Observagao A.3. Essencialmente, nao ha diferencas entre complexos de cadeia e cocadeia,

uma vez que podemos sempre considerar a conversao C, = C™".

Defini¢ao A.4. Seja (C,d) um complexo de cadeia (resp. cocadeia). Dizemos que Z(C) =
ker d é o mddulo dos ciclos (resp. cociclos) de C' e, similarmente, dizemos que B(C') :=

imd € o modulo dos bordos (resp. cobordos) de C'. A homologia (resp. cohomologia)
de C ¢é definida por H.(C) = Z(C)/B(C) (resp. H*(C) = Z(C)/B(C)).

Definicao A.5. Sejam (C,d) e (C',d') dois complexos de cadeia. Um homomorfismo
de cadeia é um morfismo de mdodulos graduados f : C — C" de grau 0 tal que d'f = fd.
Uma homotopia h entre dois homomorfismos de cadeia f, g : C — C' é um morfismo de
maodulos graduados de grau 1 tal que d'h + hd = f — g. Dizemos que f é homotdpica a g

se existe uma homotopia entre f e g e escrevemos f ~ g.

Proposicao A.6 ((HILTON; STAMMBACH, 1970), Lema 3.2, p. 125). A relagiao de

é@,

homotopia “~7 é uma relacao de equivaléncia.
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Observacao A.7. Se f : C — C' é um homomorfismo de cadeia, entao f induz o
homomorfismo H(f) : H(C) — H(C") dado por H(f)([z]) = [f(x)].

Proposicao A.8 ((BROWN, 1982), Proposi¢ao 0.1, p. 5). Sejam f,g : C — C' dois
homomorfismos de cadeia. Se f ~ g, entdo H(f) = H(g).

Demonstragao: Seja h uma homotopia entre f e g. Se [z] € H(C), entao (f — g)(z) =
d'h(z)+hd(z) = d'h(z), ou seja, (f —g)(x) € B(C"), logo H(f)([z]) = H(g)([z]). Portanto
H(f) = H(g). m

Defini¢ao A.9. Um homomorfismo de cadeia f: C — C' € uma equivaléncia homo-

tépica se existe um homomorfismo de cadeia g : C' — C' tal que gf ~ Idc e fg ~ Idcr.

Definicdo A.10. Seja f: C — C' um homomorfismo de cadeia. Dizemos que f é uma
equivaléncia fraca se H(f): H(C) — H(C") é um isomorfismo.

Proposicao A.11. Toda equivaléncia homotopica € uma equivaléncia fraca.

Definicao A.12. Dizemos que um complexo de cadeia C' é contrdtil se ido ~ 0. Neste

caso, a homotopia entre C' e 0 é chamada de homotopia de contracgado.

Proposicao A.13 ((BROWN, 1982), Proposicao 0.3, p. 5). Um complezo de cadeia (C,d)
¢ contratil se, e somente se, € aciclico, isto é H(C) =0, e cada sequéncia exata curta

0— Zpi1 — Chiq KN Z, — 0 cinde, onde d ¢ induzido por d.

Definicao A.14. A n-ésima suspensdo de um complexo C ¢é definida pelo complexo
(XrC,x"d) com (£"C), = Cp_p, e ¥"d = (—1)"d.

Defini¢ao A.15. Seja [ : (C',d') — (C,d) um homomorfismo de cadeia. O mapping
cone de f é definido pelo complexo de cadeia (C”,d") com C" = C @& XC" e d"(¢,d) =
(de+ fcd,—dc).

Teorema A.16 ((HILTON; STAMMBACH, 1970), Teorema 2.1, p. 121). Seja 0 — C' %
cL o =0 uma sequéncia exata curta de complexos de cadeia (resp. cocadeia). Entdo
existe um morfismo de modulos graduados 0 : H(C") — H(C") de grau —1 tal que a
sequéncia:

o Hy ()" 7)™ 10" S H () -

¢ exata. Respectivamente, existe um morfismo de mddulos graduados § : H(C") — H(C")

de grau 1 tal que a sequéncia:
s N Y ey ™ ey S S

é exata.
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A.2 ACAO DE GRUPOS

Nesta se¢do, apresentamos brevemente algumas defini¢oes envolvendo agdes de
grupos. Utilizamos (HUNGERFORD, 1974) como referéncia.

Definigao A.17. Sejam X # 0 um conjunto e (G, -) um grupo. Uma G-ag¢do d esquerda

de G em X ¢ uma aplicacio - : G x X — X que satisfaz as sequintes condigoes:

(i) g1+ (92 x) = (9192) - @, para quaisquer g1, g2 € G;
(i) 1g -z = x, para todo x € X.

Caso X tenha uma estrutura de grupo, digamos (X,+), exigimos que além destas

condicoes seja também satisfeita a condigdo:
(7ii) g - (x1 +x2) = g-x1 + g - X2, para todo g € G e para quaisquer x1,xs € X.

Equivalentemente, uma G-acao em X pode ser definida via um homomorfismo
(G,-) = (Bij(X),0). Em particular, se X for um espago topolégico, uma G-acao em X
pode ser definida via um homomorfismo (G, -) — (Homeo(X), o). Dizemos que X ¢é um
G-conjunto se existe uma G-acdo em X. Em particular, se X é um espago topoldgico,
dizemos que X é um G-espago. Similarmente, pode-se definir uma G-agao a direita de
G em X.

Definicao A.18. Seja X um G-espago. Dizemos que a ag¢io de G em X € uma agdo
de recobrimento ou propriamente descontinua se para todo x € X existe uma

vizinhanga aberta V- de x para a qual g-V NV = para todo g # 1¢.

Definicao A.19. Seja X um G-conjunto. Dizemos que X é um G-conjunto livre se a
acio de G em X € livre, isto é, se g-x = x para algum x € X, entdo g = 1g. Dizemos
que X € um G-conjunto trivial se a acio de G em X for trivial, isto €, g - x = x para
todo (g,x) € G x X. Dizemos que X é um G-conjunto homogéneo se a agcio de G em

X for transitiva, isto €, se para quaisquer x,y € X, existe g € G tal que y =g - x.

Se X for um G-conjunto, podemos definir a seguinte relagdo de equivaléncia em
X: x ~ y se, e somente se, existe g € G tal que y = ¢ - x. Dizemos que o conjunto
G(z) :={g-x | g € G} ¢ a G-6rbita de z. Neste caso, X = | ) G(z;) onde E = {z;}ics

r,€F
é um sistema de representantes para as G-6rbitas de X. Para cada x € X é possivel definir

também o subgrupo Stab(z) ={g € G | g- = = z}, chamado de estabilizador de = ou
de isotropia de z. Existe uma correspondéncia biunivoca entre o quociente G/Stab(z) e
G(z) (HUNGERFORD, 1974), Teorema 4.3, p. 89).
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A.3 ANEL DE GRUPO

Nesta secao, apresentamos a defini¢do de anel de grupo. Utilizamos (HILTON;
STAMMBACH, 1970) como referéncia.

Definigao A.20. Seja (G, -) um grupo. O anel de grupo ZG é o anel das somas formais

Y. reg comry €Z egec G, em query # 0 apenas para uma quantidade finita de indices
geG

g, com as operacoes de adicao e multiplicacao dadas respectivamente por:

(S + (S o) = St ¢ (S ra) - (T own) = 3 (snitan)

geG geG geG geG heG g,heG

O elemento neutro multiplicativo de ZG € dado por 1z = 1714.

Definigao A.21. O homomorfismo ¢ : ZG — 7Z definido por £(g) = 1 para todo g € G
é chamado de homomorfismo de aumento. O nicleo de ¢ é chamado de ideal de

aumento.

Proposicao A.22 ((HILTON; STAMMBACH, 1970), Proposigao 1.1, p. 186). Sejam
(G,-) um grupo e R um anel. Se f : G — R é uma fungio que satisfaz f(1g) = 1g e
f(zy) = f(z)f(y) para quaisquer x,y € G, entdo existe um unico homomorfismo de anéis

f'ZG — R tal que f'oi = f, onde i : G — ZG € a inclusao.

Sejam M um grupo abeliano e 0 : G — Aut(M) um homomorfismo. Dado que
Aut(M) C End(M), pela Proposicao A.22, existe um homomorfismo de anéis o’ : ZG —
End(M). Logo, M é um ZG-mébdulo. Reciprocamente, supondo que M é um ZG-mdbdulo
e observando que ¢’ manda elementos invertiveis de G em elementos invertiveis, obtemos
que GG atua em M. Portanto, M é um ZG-mdbdulo se, e somente se, ¢ um Z-modulo com

uma acao de G.

Proposicao A.23 ((BROWN, 1982), Proposicao 3.1, p. 13). Sejam X um G-conjunto li-
vre e B um sistema de representantes para as G-orbitas de X . Entao, ZX é um ZG-mddulo

livre' com base E.

Demonstracio: Dado que X é um G-conjunto livre, Stab(z) = {15} para todo z € X,
logo, G(x) ~ G/Stab(z) = G para todo x € X. Assim:

ZX = Z( U G(x)) ~ B Z(G) ~ BZE),. (19)
zeE z€E L))
Portanto, ZX é um ZG-moédulo livre com base F. [ |

Corolario A.24. Se H ¢é subgrupo de G, entao ZG é um ZH-maodulo livre.

1

Z.X é o Z-moédulo livre gerado por X.
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Demonstracgao: Basta observarmos que a multiplicagao a esquerda dos elementos de H
por elementos de G descreve uma H-acao livre em . Portanto, ZG é um ZH-mddulo

livre. [ |

Observacao A.25. As H-orbitas de G sdo exatamente as classes laterais a esquerda de
H em G.

Proposigdao A.26 ((BROWN, 1982), Exercicio 1, p. 30). Z é um ZG-mdédulo projetivo

se, e somente se, G € o grupo trivial.

Demonstracgao: Se G é o grupo trivial, entao ZG =~ Z é projetivo. Reciprocamente, se 7Z
¢ um ZG-médulo projetivo com a G-acdo trivial, entdo a sequéncia 0 — ker ¢ — ZG =
Z — 0 cinde. Seja ¢ : Z — ZG definido por ¢(1) = z # 0 tal que ep = idz. Dado g € G,
r=p(1)=p(g-1)=g-p(1) =g-x,logo (g—1)-x =0, por conseguinte, g = 1. Portanto,
G é o grupo trivial. [ |

A.3.1 GRUPO DE INVARIANTES E COINVARIANTES

Definicao A.27. Seja M um ZG-mddulo. O grupo de invariantes de M, denotado
por M€, ¢ definido por M® = {m € M | gm = m,Vg € G}. O grupo de coinvariantes
de M, denotado por Mg, é definido pelo quociente M /{gm —m | g € G e m € M).

Observacio A.28. Mg é o maior quociente de M no qual G atua trivialmente e MC é

o maior submaodulo de M em que G atua trivialmente. Além disso, se M é um ZG-maodulo
trivial, entdo Mg = M = MEC.

Proposicao A.29 ((HILTON; STAMMBACH, 1970), Proposi¢ao 3.1, p. 191). Se Z ¢
um ZG-mddulo trivial, entdo Mg ~ 7 Qz6 M e M® ~ Homyg(Z, M).

A.4 RESOLUCOES PROJETIVAS

Definigao A.30. Seja M um R-mddulo. Uma resolugdo projetiva (resp. livre) de M
¢ um complexo de cadeia (P,d) onde cada R-médulo é projetivo (resp. livre) com P; =0

para © < 0, munido de um R-homomorfismo € : Py — M tal que a sequéncia:
P S M —0
¢ exata. Denotamos esta resolucao por € : P — M ou simplesmente por P — M.

Exemplo A.31. Seja G = (t) ~ Z. Entio, 0 — ZG = ZG < 7 — 0 é uma resolugio
projetiva de Z sobre ZG. De fato, (t — 1) X rit' = 0 se, e somente se, Y rit' =3 rit'™ =
S riatt, isto é, se r; = ri_1 para cada i € Z, por consequinte, S rit* = 0, pois cada

r; = 0. Agora, observamos que ker e = (t — 1) como um ideal d esquerda® de ZG: dado

2 Mais geralmente, se T é um conjunto gerador de G, entdo ker e = (t — 1|t € T) como um ideal a

esquerda de ZG.
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Sritt € kere, X r; =0, logo X ritt =Y ritt =1, = X ri(tt—1) = X (14 -+ (E-1).
Portanto, ker e = (t — 1) (a inclusdo contrdria € trivial). Deste modo, como G é ciclico,
decorre que (t — 1) S it = S rit'(t — 1), logo im (t — 1) = ker . Finalmente, como ¢ ¢é
um epimorfismo, decorre que 0 — ZG = 7G5 7 — 0 6 uma resolucao projetiva de 7
sobre ZG.

Exemplo A.32. Se G = (t | t" = 1) = Zj, entao, de maneira similar ao exemplo anterior,
verifica-se que - -- — ZG 27265265 2G5 7Z -0 ¢ uma resolucao projetiva de Z
sobre ZG, onde N =1+t 4 -+t L

Exemplo A.33 (Resolugao padrao). Seja G um grupo. Para cada n > 0, consideremos
X, o conjunto das (n + 1)-uplas (go,...,gn) de elementos de G. Dado que X, é um
G-conjunto livre obtido pela acao de translacio a esquerda de G em X,,, obtemos, pela
Proposicio A.23, que F,, := ZX,, ¢ um ZG-mdédulo livre. Definindo d : F,, — F,,_1 por d =

" o(=1)d; com di(go,---,9n) = (Jo,- -+ Gir---,9n) €€ : Fy — Z por (go) = 1, obtemos
o complexo de cadeia (F,d) onde F_y = Z. Afirmamos que (F,d) é uma sequéncia ezata
de grupos abelianos. De fato, existe a homotopia de contragio h = (hy, : F,, — F,11) dada
por h_1(1) = (1) e hyp(go,-- -+ 9n) = (1, 90, - - -, gn) para todo n > 0. Por conseguinte, (F,d)
¢ exato. Portanto, (F,d) é uma resolugdo livre de Z sobre ZG, chamada de resolugdo

padrao.

Exemplo A.34 (Resolugdo Bar). Seja (F,d) a resolugio livre dada no Exemplo

A.33. Consideremos como representante da G-orbita de (go, ..., g,) em X, o elemento

9o (90, 20n) = (L,go "1, 90" 9n) = (1.95,9195,- - gigh---g,) onde g; = gi1gi-
Um elemento de F, da forma (1,91,0192,---,91G2 - gn) Serd denotado simplesmente
por [g1|ga| - - - |gn]. Esta notagao é chamada de motag¢do bar. Deste modo, F, é um
Z.G-mdédulo livre gerado pelos simbolos [g1]ga| - - - |ge] € o diferencial d : F,, — F,_1 tem

cada parcela d; dada por:

[91]92] - - - |gn], 1=0,
dz’[91|92| T |9n] = [91| s |gi—1|gigi+1|gi+2| s |gn]7 1<i<n,
[91] - -~ |gn—1], i =n.

Em particular, como Fy é gerado pela 1-upla (1), obtemos pela notagao bar que Fy € o
Z.G-mddulo livre gerado pelo simbolo | | = 1. Vide esta mudanga de notagdo, passamos a

chamar a resolugdo padrao de resolugcdao bar.

Proposicao A.35 ((HILTON; STAMMBACH, 1970), Lema 4.2, p. 128). Para todo

R-maédulo M existe uma resolugdo projetiva.

Demonstracao: Dado qualquer R-médulo M, exitem um R-moédulo livre Fy e um
R-epimorfismo ¢ : Py — M. Como o kere C Py é também um R-moddulo, existem

um R-moédulo livre P, e um R-epimorfismo ¢; : P, — ker . Repetindo este processo
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produzimos a resolugao livre (logo projetiva) € : P — M em que P, = 0 para i < 0 e

d; = ig; onde i : ker ¢;_1 — P;,_1 é a inclusao. [ |

Lema A.36 (Lema Fundamental da Algebra Homolégica, (BROWN, 1982), Lema 7.4, p.
22). Sejam (C,d) e (C,d') dois complexos de cadeia e r um inteiro tal que C; € projetivo
para i >r, Hi(C') =0 parai >r e (fi: C; — Cl)i<, € uma familia de morfismos tais
que dif; = fi1d; para todo i < r. Entdo, (f;)i<, estende-se a um unico (a menos de

homotopia) homomorfismo de cadeia f: C — C'.

Demonstracao: Vamos supor indutivamente que f,, esteja definida para ¢ < n com
n > r tal que d,f; = fi_1d; para todo ¢ < n. Haja vista que d,, f,dpy1 = fno1dndyni =0,
decorre que im fpd,1 C ker d,, = im d,, C C,, por conseguinte, como C,, 1 é projetivo,
existe um morfismo f, 11 : Cpoy1 — O, tal que dpi1 fri1 = fndngi. Suponhamos que g
estende (f;)i<r € que h; : C; — C7_, tenha sido definida para todo ¢ < n com n > r tal
que d; 1 h; + hi_1d; = f; — g; para todo ¢ < n. Consideremos o homomorfismo de cadeia
7 : C — C' definido por 7; = f; — ¢;. Haja vista que d,, 1 hpdyi1 = (75, — hpo1dy)dpi1 =
Tndny1 = d 1 Toy1, decorre que im (741 — hndpia) C kerd, , = imd, , € C, ., por
conseguinte, como Cp4; é projetivo, existe um morfismo A, : Chy1 — C), 5 tal que

U : A U
dn+2h’n+1 = Tp+1 — hndn+17 1sto e, tal que dn+2hn+1 — hndn+1 = Tpnt+l = fn+1 — gn+1- |

Observagao A.37. Sejam e : P — M e &' : PP — M duas resolucoes projetivas de
M. Pelo Lema A.36, existem unicos (a menos de homotopia) homomorfismos de cadeia
f:P—Pef :P — Ptais que e'fo = € e cf) = €', por consequinte, f'f : P — P
¢ um homomorfismo de cadeia tal que eflfo = €' fo = ¢, logo f'f ~ idp. Analogamente,
ff ~idp. Portanto, f € uma equivaléncia homotopica, ou seja quaisquer duas resolucoes

projetivas de M sdo homotopicamente equivalentes.

A.5 PRODUTO TENSORIAL

Definicao A.38. Sejam (C,d) e (C',d') dois complezos de cadeia sobre um anel R. O
complexo de cadeia Homp(C,C") ¢ definido em cada n-ésimo nivel por Home g(C,C"), =
[lyez Homg(Cy, Cr ), isto ¢, %R(C, C")n € o conjunto dos morfismos de grau n de
C para C'. O diferencial D,, : %R(C, ), — %R(C, C"p1 em %R(C, )
¢ definido por D,(f) = d'f — (=1)"fd. Em particular, Homr(C,C")o é exatamente o

conjunto de todos os homomorfismos de cadeia de C' para C'.

Observacao A.39. Se M é um ZG-mdédulo e P — 7Z ¢é uma resolugcao projetiva de Z
sobre ZG, entao %mG(P, M) € o complexo de cadeia em que M é tomado como com-
plexo de cadeia concentrado na dimensao 0. Dado que %G(P, M), = Homg(P_,, M),
por conveniéncia, consideramos %m@(P, M) como complexo de cocadeia via conversao
o ;(P, M) = Homes(P, M) _,, = Homg(P,, M). Neste caso, Homa(P,M) é o com-
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plezo de cocadeia obtido de P ao aplicarmos o funtor contravariante (exato d esquerda)
Homg(—, M).

Definigao A.40. Sejam C' e C' (resp. E e E') complexos de R-mddulos a direita (resp. d
esquerda). Dados w € Homp(C,C") ev € Homp(E,E'), definimos o produto tensorial
URV E Homy(CQr E,C' Qr E') por (u@v,c®e) = (=1)%*9vdescy ¢y @ (v, e) para
todo c € C e todo e € E.

Proposicao A.41 ((BROWN, 1982), Exercicio 7, p. 10). Denotemos por D qualquer
um dos trés diferenciais dos complexos Ao da defini¢ao anterior. Entdo, D(u ® v) =
Du® v+ (—1)% %y ® Dv. Ou seja, o “produto tensorial de morfismos graduados” induz

o morfismo de cadeia:
o w(C,C"Y @ Homp(E,E") = Homy(C Qr E,C' @ E')

Definicao A.42. Seja (C,d) (resp. (C',d’)) um complexo de cadeia de R-mddulos d
direita (resp. d esquerda). O produto temsorial C @p C' é definido em cada n-ésimo
nivel por (C ®@r C")n = @pyg=n Cp ®r Cyq com operador bordo D definido por D(c® ') =
de®c + (=1)%¢c @ d'd para todo c € C e todo ¢ € C'.

Observacao A.43. Se M é um ZG-modulo e € : P — 7Z € uma resolugcdo projetiva de Z
sobre .G, entdo P ®g M € o complexo de cadeia em que M ¢ tomado como complexo de
cadeia concentrado na dimensao 0. Neste caso, dado que (P @¢ M), = P, ®q M, decorre
que P ®¢ M ¢é o complexo de cadeia obtido de P ao aplicarmos o funtor covariante (exato
a direita) — ¢ M.

Definicdo A.44. Sejam C' e C" médulos graduados. O produto tensorial completo
CRC" é definido por:
Ccec), = [l ¢, ®cC..

ptg=n

Proposicao A.45 ((BROWN, 1982), p. 137). Seu: C — D ev : C' — D' sao morfismos
de médulos graduados de graur e s, respectivamente, entdo u@v : CRC' — DRD' definido
por:

(u@v) = [ (—D)Pu@v,: [[ Co®C,— [ Dprr ® Doy,

pt+g=n ptq=n ptqg=n
¢ um morfismo de grau v + s.

Observagao A.46. Seja ¢ : (P,d) — Z uma resolugao projetiva de Z sobre ZG. Entdo,
P&P possui “diferenciais parciais” d@idp e idp@d. Ora, como (d®idp)? = (idp®@d)? = 0,
(d®idp)(idp®d) = d®d e (idp®d)(dRidp) = —d®d, decorre que o “diferencial total”
0 = d®idp + idp®d tem quadrado igqual a zero, por consequinte PRQP é um complexo de

cadeia’®.

3 A composicio de morfismos graduados é dada por (u@v)(u/@v') = (—1)4es vdeg v’y Qo
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Proposicao A.47 ((BROWN, 1982), Proposicao 8.3, p. 28). Seja P um R-mddulo a

esquerda projetivo e finitamente gerado. Entao:
(i) P*:= Hompg(P,R) é um R-mddulo da direita projetivo e finitamente gerado;

(ii) Para cada R-médulo a esquerda M, ¢ : P* @g M — Hompg(P, M), definido por
olu®@m)(x) =u(z) -m para uw € P*, m € M ex € P, é um isomorfismo de grupos

abelianos;

(iii) Para cada R-mddulo a direita M, ¢' : M @r P — Hompg(P*, M), definido por

' (mz)(u) =m-u(x) param € M, x € P e u € P*, é um isomorfismo;

(iv) Eziste o isomorfismo ¢" : P — P**, definido por ¢"(x)(u) = u(zx) para x € P e
ue Pr.
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APENDICE B - ESPACOS DE EILENBERG-MACLANE DO TIPO K(G,1)

Apresentamos, neste apéndice, definicbes, exemplos e propriedades de
CW-complexos, G-complexos e Espagos de FEilenberg-MacLane do tipo K(G,1).
Utilizamos estes resultados essencialmente para dar uma interpretagao topoldgica da

homologia e cohomologia de grupos.

B.1 CW-COMPLEXO E G-COMPLEXO

Definicao B.1. Seja X um espaco topologico de Hausdorff. Dizemos que X tem uma
estrutura de CW -complexo se existir uma sequéncia ascendente de fechados X° C X' C

X2 C ..., tal que:
(i) X° tem a topologia discreta;

(ii) Paran > 1, X" é obtido de X" pela adjuncdo de n-células e por meio de aplicagoes

anl D
continuas o, : S"' — X" Neste caso, X" = A Ha Do onde x ~ @, (1)
quando x € D™ = S"~L. Em termos de conjunto, X" = X" ], e" onde " é um

n-disco aberto;

(iii) X =, X™. Além disso, se X" # X" para todon € N, entdo X possui a topologia
fraca, isto é: A C X € aberto (ou fechado) se, e somente se, AN X" é aberto (ou
fechado) em cada X™.

O conjunto X™ é chamado de n-esqueleto e os pontos de X° sao chamados de 0-células.

Se X = X" para algum n, dizemos que X é um C'W -complezo finito de dimensdo n.

Observagao B.2. A cada n-célula el é possivel associar a aplicacao @, : DI — X,
chamada de fungdo caracteristica, dada pela composicio D" — X" '[], D" — X" <
X. Observemos que @, estende ¢, e @, aplica Int D! homeomorficamente sobre €.
Comumente uma n-célula de X é denotada simplesmente por o", ou, quando estiver

evidente sua dimensdo, simplesmente por o.

Definicao B.3. Um subcomplexo de um CW -complexo X ¢ um subespago fechado A

de X que é dado como uma unido de células de X.

Observacao B.4. A condigio de A ser um subespago fechado de X torna-o um
CW -complezo, haja vista que a fungdo caracteristica de cada célula em A terd imagem

em A.

Exemplo B.5. R é um CW -complexo de dimensdo 1 em que as 0-células e as 1-células

sio dadas, respectivamente, por el ={m} e e’ = (m,m +1), com m € Z.
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Exemplo B.6. R? é um CW -complexo de dimensdo 2 em que as 0-células, as 1-células e
as 2-células sdo dadas, respectivamente, por e, . = {(m,n)}, e, ;1 = (m,m+1) x {n},

Clmmz = 1M} X (n,n+1) e el = (m,m+1) x (n,n+1), com (m,n) € Z x L.

(m,n

Exemplo B.7. 5" é um CW -complexo de dimensdo n com uma 0-célula e uma n-célula,

ou seja, S™ = e’ U e".

Exemplo B.8. O toro T? é um CW -complexo de dimensdo 2 com uma 0-célula, duas
1-células e uma 2-célula, ou seja, T? = e® Uel Uel Ue?. Mais geralmente, a soma conexa
de n toros T?# - - #T? é um CW -complexo de dimensdo 2 com uma 0-célula, 2n células

de dimensdo 1 e uma 2-célula, ou seja, T*#---#T* = Uel U---Uel, Ue?.

Exemplo B.9. Seja X = \,c; S} o bouquet de circulos indexado pelo conjunto I. Entao,
X é um CW -complexo de dimensao 1 com uma 0-célula e uma 1-célula para cada v € I,
ou seja, X = e’ U (Uiei e}).

Definicao B.10. Um G-complexo é um CW -complexo X munido de uma G-agdo que

permuta suas células. Quando a G-agdo for livre, dizemos que X € um G-complexo livre.

Observacao B.11. Se 0 é uma n-célula de X, entdao g - o também é uma n-célula de
X, haja vista que a ag¢io de G em X induz o homomorfismo ¢, : X — X, dado por

wg(x) = g -z, que aplica ¢ homeomorficamente sobre g - o.

Exemplo B.12. Sejam G = (t) = Z e R com a estrutura de CW -complezo dada pelo

exemplo B.5. Notemos que t™ - x := m + x € uma G-agdo que permuta as células de R,

poist™ - 00 =m+n=cey ., et e, =(m+nm+n+1)=e, ., para todo m,n € Z.
Além disso, t™ -x = m + x = x se, e somente se, t" =1, ou seja, G permuta livremente

as células de R, por consequinte, R é um Z-complezo livre.

B.2 HOMOLOGIA CELULAR

Sejam X um CW-complexo e C,,(X) := H, (X", X" !) 0 n-ésimo grupo de homolo-
gia singular relativa com coeficientes em Z. Tomando 9,, : H,(X", X" ') = H, (X" ') o
homomorfismo de conexao do par (X", X" 1) ep,_ 1, : H, (X"') — H, (X" ! X"2)
o homomorfismo induzido pela projecio p,_1 : Cp_1 (X" 1) — C,_1(X" 1 X"2), pro-
duzimos o complexo de cadeia (C,(X),d), onde d,, = p,_1, o O,. De fato, d, o d,+1 =
Pn—1, © Op © Pn, © Opi1 = 0. A este complexo da-se o nome de complexo de cadeia celular
de X. A homologia celular de X, denotada por H" (X), ¢ a homologia do complexo
de cadeia (Cy(X),d).

Lema B.13 ((HATCHER, 2001), Lema 2.34, p. 137). Se X é um CW -complexo, entdo:

(i) Hy( X", X" 1) =0sek #n e Hy(X", X" ') =~ @,c; Z, onde I é um conjunto de

indices das n-células de X;
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(i) Hp(X™) =0 para k > n;

(iii) A inclusio i : X™ — X induz um isomorfismo i, : Hy(X") — Hp(X) se k <n.
Teorema B.14 ((HATCHER, 2001), Teorema 2.35, p.139). Se X ¢é um CW -complezo,
entdo HSW (X) ~ H,(X).

Demonstracao: Pelo Lema B.13, podemos considerar o seguinte diagrama:

/O

0 H, (X"~ H,(X)

~
an+1 Hn(Xn> pn*
dnJrl \ dn
RN Hn+1(Xn+17Xn) 5 Hn(Xn,Xnil) 7 Hn_l(anlean) S
8,m / Pn—1,4
Hn—l(Xnil)
/

0

Como p,, é injetivo, decorre que im 0,1 é aplicado isomorficamente em im p,,0,11 =
im d,y1. Além disso, H,(X™) é aplicado isomorficamente em im p,, = ker 0, = ker d,,

pois p,_1, € injetivo, por conseguinte H,(X) ~ H,(X")/im Oyy1 =~ ker d,/im d,,1 =

HEW(X). u
De acordo com o Lema B.13, C,(X) = H,(X", X"') é um grupo abeli-
ano livre cuja base estd em correspondéncia biunivoca com o conjunto X, = {o |

o é uma n-célula de X}. Portanto, se X é um CW-complexo de dimensao n < oo, entao

Ci(X) =0, para todo i > n.

Proposicao B.15 ((BROWN, 1982), Proposigao 4.1, p. 14). Se X é um G-complexo livre
contrdtil, entio o complexo de cadeia celular aumentado de X, dado por C(X) : -+ —
Cy(X) 2y C1(X) EEN Co(X) == Z — 0, em que £(o) = 1 para toda célula o € X°, é

uma resolucao livre de 7, sobre Z.G.

Demonstragao: Pelo Lema B.13, C),(X) é um grupo abeliano livre cuja base estd em
correspondéncia biunivoca com os elementos de X,,, logo, C,,(X) pode ser identificado
com ZX,. Dado que X é um G-complexo livre, decorre que X,, é um G-conjunto livre,
entao, pela Proposigao A.23, C,,(X) ~ ZX,, é um ZG-mbdulo livre. Como X é contréatil,
para i > 0, im d;., = ker d;, pois, para i > 0, H'" (X) ~ H;(X) = 0. Além disso, como
HEW ~ Hy(X) =7Z ~ Cy(X)/im dy, pois € é um epimorfismo, e im d; C Kere C Cy(X),

decorre que
Co(X)
7 ~ Co(X) ~ imdy ~ z
ker ker e ker e’

m d1 m d1
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logo, ker e = im d;. Portanto, --- — Cy(X) % C1(X) & Co(X) 5 Z — 0 é uma

resolucao livre de Z sobre ZG. [ |

Exemplo B.16. De acordo com o FExemplo B.12, R é um Z-complezo livre. Dado que R
¢ contrdtil, pela Proposi¢io B.15, o complexo celular aumentado de R, --- — Cy(R) =
C1(R) & Co(R) = Z — 0, é uma resolugio livre de Z sobre ZG. Como R ndo possui
células de dimensdao maior que 1, C,,(X) = 0 para todon > 1. Sejam ¢° = {0} ec! = (0, 1).
Haja vista que G(o®) = {t™ -0 |m € Z} = {{m} | m € Z} = Xy e G(a') = {t™ - o' |
m € Z} = {(m,m+1) | m € Z} = Xy, decorre que existem apenas uma G-drbita de
0-células e uma G-orbita de 1-células, logo, Co(R) =~ XoZ ~ ZG ¢ C1(R) =~ X R ~ ZG.
Portanto, a resolugio em questao se resume a 0 — ZG N 7G5 7 0.

B.3 ESPACOS DE EILENBERG-MACLANE DO TIPO K(G,1)

Primeiramente, faremos algumas observacoes que podem ser encontradas com
detalhes em (MASSEY, 1977). Se X é um CW-complexo conexo e p : X — X éum
recobrimento de X, entao X éum C W-complexo onde as n-células de X sdo descritas pelas
componentes conexas de p~!(¢™). Também, se G = Aut(j(v ,p) é o grupo das transformagoes
de recobrimento, entao G atua livremente sobre X permutando suas células. Portanto, X
é um G-complexo livre. Se p : X — X é um recobrimento regular, entdo G = Aut()? D) &
(X)) /ps(m1(X)). Em particular, G ~ m (X) se o recobrimento p : X — X for universal.
Se X for contratil, entao, de acordo com a Proposi¢ao B.15, o complexo de cadeia celular

aumentado de X serd uma resolucao livre de Z sobre ZG. Neste sentido, definimos:

Definicao B.17. Seja X um CW-complexo. Dizemos que X ¢é um complexo de
Eilenberg-MacLane do tipo K(G, 1), ou simplesmente um K(G,1)-complezo, se:

(i) X é conexo;
(ii) m(X) =G;
(iii) O recobrimento universal X de X ¢ contratil.

Observagao B.18 ((BROWN, 1982), p. 15). A condi¢ao (iii) pode ser substituida pela

condicio de que H,(X) =0 para todo n > 2 ou m,(X) = 0 para todo n > 2.

Exemplo B.19. Como S' é um CW -complezo conexo e seu recobrimento universal R
¢ contrdtil, decorre que S* é um K(Z,1)-complexo, pois m(S') = Z. Mais geralmente, o
toro n-dimensional T" = S* x --- x S* é um K(Z ® --- © Z, 1)-complezo.

—_—

Exemplo B.20. Sejam G = F(I) o grupo livre gerado pelo conjunto I e X = V1 S}
De acordo com o Exemplo B.9, X é um CW -complexo de dimensao 1. Além disso, X
¢ conexo e m(X) = G ((MASSEY, 1977), IV, Exemplo 8.4, p.125). Se p - X — X
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¢ o recobrimento universal de X, entdo X é um CW -complexo de dimensdo 1, pois
p: X = X éum homomorfismo local, logo, Hn(y) = 0 para todo n > 2. Portanto, X é
um K (G, 1)-complezxo.

Proposicao B.21 ((BROWN, 1982), Proposicao 4.2, p. 15). Se X é um K (G, 1)-complezo,
entdo o complexo de cadeia celular aumentado do recobrimento universal X de X é uma

resolugao livre de 7 sobre Z.G.

Dado que para qualquer grupo G existe um K (G, 1)-complexo ((BROWN;, 1982),
Teorema 7.1, p. 205), sempre é possivel considerar uma resolugao livre de Z sobre ZG tal

como na Proposicao B.21.

Lema B.22. Se H ~ Z,, é um grupo ciclico, finito e nao trivial, entdo nao existe uma

resolucao projetiva de Z sobre ZH de comprimento finito.

Demonstracao: De fato, se 0 - P, — --- — Fy — Z — 0 é uma resolucao projetiva
de Z sobre ZH, entao H?**(H,7Z) = 0, mas, pelo Exemplo 2.4, H?**(H,7Z) ~ 7Z,. Portanto,

nao exite uma resolugao projetiva de comprimento finito de Z sobre ZH . [ |

Proposicao B.23. Se G tem tor¢ao, entao nao existe um K(G,1)-complexo de dimensdo
finita.

Demonstracgao: Se GG tem tor¢ao, entao existe um elemento g € G de ordem finita n > 2.
Seja H = (g) ~ Z,. Se supormos por absurdo que existe um K (G, 1)-complexo X de
dimensao m < oo, entao o recobrimento universal X de X tem também dimensao m,
logo, a resolugao projetiva de Z sobre ZG dada pela Proposicao B.21 se reduz a resolugao
0= Cp(X) = --- = Cy(X) = Z — 0. Haja vista que esta resolucio é também uma
resolugao projetiva de Z sobre ZH , obtemos o absurdo, pois, de acordo com o Lema B.22,
nao existem resolugoes projetivas de comprimento finito de Z sobre ZH. Portanto, nao

existe K (G, 1)-complexo de dimensao finita. |



7

INDICE REMISSIVO

anel de grupo, 66
aproximacao da diagonal, 20
acao
de grupo, 65
diagonal, 11
livre, 65
propriamente descontinua, 65
transitiva, 65
trivial, 65

coextensao de escalares, 13
cohomologia
de Farrell, 52
de grupo, 11
de Tate, 48
equivariante, 32
equivariante de Farrell, 54
p-periddica, 58
periodica, 58
complexo
de cadeia, 63
de cadeia celular, 73
de cadeia finitamente filtrado, 24
duplo, 28
duplo de primeiro quadrante, 29
total, 28
CW-complexo, 72

decomposicao em produto direto, 15
dimensao
cohomoldgica, 35
cohomolégica virtual, 42
geométrica, 35

projetiva, 34

equivaléncia
fraca, 64
homotopica, 64

esfera de homotopia, 60

estabilizador, 65

extensao de escalares, 13

filtracao
canonicamente limitada, 28
crescente, 23
finita, 23
por coluna, 28
por linha, 28
formula de Kiinneth, 30

G-complexo, 73
G-conjunto, 65
G-é6rbita, 65
grupo de coinvariantes, 67
grupo de dualidade, 40
de Poincaré, 40
virtual, 43
grupo de invariantes, 67
grupo do tipo
FP (FL), 40
FP, (FPy), 39
VFP (VFL), 42

grupo virtualmente livre de torcao, 42

homologia
celular, 73
com coeficientes em um complexo, 29
de grupo, 11
equivariante, 32
homomorfismo
de aumento, 66
de cadeia, 63
homotopia, 63

homotopia de contracao, 64
injecao
admissivel, 44

injecao canodnica, 18



Indice Remissivo

78

isotropia, 65
K(G, 1)-complexo, 75

lema
de Schanuel, 36
de Shapiro, 16, 51
fundamental da algebra homoldgica,
69

mapping cone, 64

morfismo
transfer, 18
de conjugacao, 17
de correstricao, 18
de restricao, 18

modulo
H*-aciclico, 16
H,-aciclico, 16
bigraduado associado, 23
dualizante, 40
relativamente injetivo, 44
coinduzido, 14
de coinducao, 13
de inducao, 13
finitamente presentado, 37
graduado associado, 23
induzido, 14

orientado, 14

produto
cross, 20
cup, 20, 51

tensorial, 70

tensorial completo, 70

resolucao
completa, 47
do tipo finito, 37
livre, 67
projetiva, 67

relativamente injetiva, 46

bar, 68
padrao, 68

restricao de escalares, 13

sequéncia espectral, 24

de Cartan—Leray, 33

de Hochschild—Serre, 31
sobrejecao canonica, 18

suspensao, 64



	Folha de rosto
	Folha de aprovação
	Agradecimentos
	Resumo
	Abstract
	Sumário
	Introdução
	Homologia e Cohomologia de Grupos
	Homologia e Cohomologia com coeficientes
	Tor e Ext

	Módulos Induzidos e Coinduzidos
	Extensão e Coextensão de Escalares
	Módulos induzidos e coinduzidos

	Mudança de dimensão (dimension-shifting)
	H e H como funtores de duas variáveis
	O morfismo Transfer
	Produto Cup em Cohomologia
	Interpretação Topológica para H(G, M) e H(G, M)

	Sequências Espectrais
	Sequência espectral associada a um complexo filtrado
	Complexo Duplo
	Homologia de um Grupo com Coeficientes em um Complexo de Cadeia
	Sequência espectral de Hochschild-Serre
	Homologia Equivariante

	Condições de Finitude
	Dimensão Cohomológica
	Resoluções do Tipo Finito
	Grupos do Tipo FP e FL
	Grupos de Dualidade
	Noções Virtuais

	Cohomologia de Tate e de Farrell
	Álgebra Homológica Relativa
	Resoluções Completas
	Cohomologia de Tate
	Cohomologia de Farrell
	Uma obstrução para grupos de dualidade virtual

	Cohomologia equivariante de Farrell
	Grupos com Cohomologia Periódica
	Ações Livres e Propriamente Descontínuas em 2n-Esferas de Homotopia

	REFERÊNCIAS
	Álgebra Homológica
	Complexos de Cadeia
	Ação de Grupos
	Anel de Grupo
	Grupo de invariantes e coinvariantes

	Resoluções Projetivas
	Produto Tensorial

	Espaços de Eilenberg-MacLane do Tipo K(G, 1)
	CW-complexo e G-complexo
	Homologia Celular
	Espaços de Eilenberg-MacLane do Tipo K(G, 1)

	Índice Remissivo

		2021-08-16T12:27:16-0300


		2021-08-17T07:19:17-0300




