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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo das chamadas ménadas de Hopf. M6nadas em
geral sdo uma forma conhecida de se generalizar o conceito de uma algebra sobre um
espaco vetorial e tem grande importancia devido a sua relagdo com adjungdes e aplica-
cOes, dentro e fora da matematica. Uma vez notada essa generalizacao, pergunta-se
como generalizar demais estruturas tais como coalgebras, bialgebras e algebras de
Hopf no contexto de funtores. E visto que a generalizagdo de codlgebras so funtores
com uma estrutura opmonoidal. Alguns resultados importantes incluem que biménadas
sdo mbénadas em categorias monoidais nas quais a estrutura monoidal da categoria de
base poder ser levantada para a categoria de Eilenberg-Moore e que ménadas de Hopf
sao biménadas em categorias fechadas nas quais a estrutura fechada da categoria de
base pode ser levantada para a categoria de Eilenberg-Moore. No decorrer do texto
¢é feita uma introducao de pré-requisitos e um estudo das propriedades de mdnadas
e de categorias de Eilenberg-Moore, que é um tipo de categoria de modulos sobre
uma mdnada, incluindo resultados tais como o teorema de comparacao e o teorema
de monadicidade de Beck. O trabalho também conta com um apéndice no qual é dado
o0 basico da teoria de categorias de modo a torna-lo mais acessivel ao leitor sem muita
experiéncia com a area.

Palavras-chave: Monadas. Categorias. Algebra.



ABSTRACT

This work presents the so-called Hopf Monads. Monads are a well-known generalization
of algebras over a vector space, with great importance for their relation with adjunctions
as well as for their applications in and out of mathematics. Once this generalization
is noticed, one can ask how to generalize further structures such as coalgebras, bial-
gebras and Hopf algebras for the functorial context. We see that the generalization of
coalgebras is as functors with an opmonoidal structure. Some important results are
that bimonads are monads on monoidal categories whose underlying category has a
monoidal structure that can be lifted to the Eilenberg-Moore category, and that Hopf
monads are bimonads whose underlying category has a closed structure that can be
lifted to the Eilenberg-Moore category. An introduction to prerequesites is developed
along the text, as well as a study of the properties of monads and Eilenberg-Moore
categories, which are a type of category of modules over monads, including results
such as the comparison functor and Beck’s monadicity theorem. The text also includes
an appendix where the basics of category theory are given to make it more accessible
to readers with little experience in the area.

Keywords: Monads. Categories. Algebra.
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INTRODUCAO

Este trabalho tem como objetivo definir o que é uma ménada de Hopf bem como
dar uma caracterizagdo da mesma. O nosso objetivo € manter o trabalho acessivel ao
maior publico possivel. Durante as demonstragdes, serdo usados diagramas para auxi-
liar o entendimento e, em casos aplicaveis, sera empregado o uso de cores para indicar
quais argumentos sao utilizados em quais equacgdes. Observamos que essas cores
sdo meramente recursos auxiliares e o trabalho é acompanhavel mesmo, digamos, em
uma impressao em tons de cinza.

Como documentado em (ANDRUSKIEWITSCH; FERRER SANTOS, 2008), o
estudo de algebras de Hopf foi fortemente pelo estudo do anel de coomologia H de
uma variedade M munido de uma operagao binaria continua. Tal operagao induz um
homomorfismo H — H ® H que por sua vez torna H no que é hoje chamada de uma
algebra de Hopf. Desde entéo, algebras de Hopf e seus casos particulares vém sido
objeto de estudo e em particular, ménadas de Hopf tem sido estudadas, por exemplo,
como uma forma de unificar no¢ées similares a algebras de Hopf, como pode ser visto
em (BOHM, 2016).

Além do caso mais conhecido de algebras de Hopf sobre espacos vetoriais, ha
também a necessidade de estuda-las em outros contextos tais como no caso do anel
de coomologia. Uma primeira generalizacao do conceito com o objetivo de unificar tais
casos particulares é o de uma algebra de Hopf sobre uma categoria monoidal simétrica,
0 que nao sera estudado nesse trabalho. Podemos considerar ainda outras nocdes de
algebras de Hopf nos contextos de categorias duoidais e algebras de Hopf fracas (ver
(BOHM, 2018)), e uma das generalizacbes possiveis nesse caso é via monadas de
Hopf.

Como mostraremos, a definicdo de uma ménada de Hopf esta intimamente
ligada com o Teorema Fundamental das Algebras de Hopf, aqui separado nos teoremas
5.40 e 5.41, no sentido de que esta € caracterizada através do levantamento de uma
estrutura fechada. O estudo de categorias fechadas por si s, além de uma ferramenta
utilizada nesse trabalho, possui outras aplicagées, como por exemplo possibilitar uma
semantica para a logica linear. O leitor interessado nesse resultado pode encontrar
uma exposicao enfatizando os aspectos algébricos em (MURFET, 2017).

No capitulo 1, introduzimos o conceito de categorias monoidais como uma forma
de generalizar o produto tensorial de espagos vetoriais. Fazemos um breve estudo
das mesmas, apresentando alguns resultados basicos bem como algumas defini¢cdes
que serao indispensaveis para os capitulos seguintes. Em particular, apresentamos
o teorema de estritizacdo como uma forma de facilitar notagdes e demonstracoes de
resultados envolvendo categorias monoidais.

No segundo capitulo falamos de ménadas, nosso objeto de estudo principal. Ao



longo do capitulo, estudamos adjuncdes e sua relacdo com mébnadas e definimos a
categoria de Eilenberg-Moore. Se pensarmos em moénadas como uma interpretacéao
funtorial de uma algebra, a categoria de Eilenberg-Moore é o0 analogo a uma categoria
de modulos e essas sdo objetos finais de uma certa categoria de adjungdes associadas
a mdénada. Vemos brevemente a chamada categoria de Kleisli, que é objeto inicial da
categoria de adjun¢cées mencionada acima.

A seguir, no capitulo 3, fazemos uma digressao para apresentar o teorema de
Beck, caracterizando categorias isomorfas a de Eilenberg-Moore (por um isomorfismo
que preserva a adjuncao) atraveés da criagdo de coequalizadores. Observamos que
esse capitulo ndo sera mencionado no decorrer do texto e portanto nao é pré-requisito
para o entendimento dos capitulos seguintes.

O quarto capitulo apresenta o conceito de levantamento para a categoria de
Eilenberg-Moore, bem como trés teoremas que caracterizam levantamentos de fun-
tores, transformacdes naturais e adjuncdes. Esses teoremas serdo Uteis no ultimo
capitulo, quando caracterizarmos biménadas e monadas de Hopf pela possibilidade de
se levantar, respectivamente, a estrutura monoidal e a estrutura fechada da categoria
de base para a categoria de Eilenberg-Moore.

Damos os exemplos motivadores para as definicdes no capitulo 6 logo antes, no
capitulo 5. O primeiro grande exemplo corresponde as algebras, ou mais geralmente,
aos monoides sobre uma categoria monoidal. Vemos inicialmente como podemos
associar monoides a uma ménada e sob quais condi¢des a reciproca é verdadeira.
Comonoides também s&o considerados, mas nos restringimos a categoria dos espagos
vetoriais a fim de simplificar a discusséo. Coalgebras serao caracterizadas por funtores
com uma estrutura opmonoidal. Bidlgebras e algebras de Hopf também sao dadas,
junto com seus respectivos teoremas fundamentais que serao estudados no caso geral
em seguida.

No capitulo final, falamos sobre bim6nadas e ménadas de Hopf. As definicao
dadas sao motivadas diretamente pelas propriedades estudadas para espagos veto-
riais e também serd dadas equivaléncias analogas aos teoremas fundamentais das
bialgebras e algebras do Hopf nesse caso mais geral.

O trabalho também conta com um apéndice descrevendo as nogdes basicas de
categorias, a fim de torna-lo um pouco mais acessivel ao leitor sem experiéncia com
o tema. Nesse apéndice, definimos 0 que sao categorias, funtores e transformacoes
naturais, apresentamos a no¢cao de um objeto livre e explicamos 0s usos de diagramas
como ferramentas auxiliares na demonstragcéao de teoremas. Além disso, fazemos uma
discussao de equivaléncias categéricas, apresentando diversas formas de ver esse
conceito.



1 CATEGORIAS MONOIDAIS

Comecamos o trabalho estudando categorias monoidais. Usamos como refe-
réncia para esse capitulo o livro (MACLANE, 1971). Intuitivamente, em uma categoria
monoidal C podemos criar objetos que juntam dois ou mais objetos de C em um unico.
Dados objetos X e Y, denotamos esse objeto composto por X ® Y. Além disso, morfis-
mos entre componentes também podem ser combinados de forma independente, isto
é,dados g: X — X' eh:Y — Y’ temos a composicéo

goh: XeY-=>XoVY.

Antes de definirmos formalmente, facamos dois exemplos que motivarao direta-
mente a definicéo.

Exemplo 1.1. Considere a categoria Set dos conjuntos. Dados conjuntos X e Y, po-
demos compor estes em X x Y. Além disso, dadas fungéesg: X — X' eh:Y = Y/,
temos uma fungdo g x h: X x Y — X' x Y' dada por (g x h) (x, y) = (9(x), h(y)) para
quaisquerx c X ey cY.

Observe que na definicdo de g x h, as fungées componentes ndo interagem. A
primeira entrada do resultado depende apenas de g(x) e a segunda apenas de h(y). A
partir disso, podemos provar que o produto cartesiano é um funtor x : Set x Set — Set.
De fato, parax € X ey €Y.

(g x H)o(gx M) (x.y) = (g x ) (g(x), hix)) = (¢'(g(x)), I (h(x)
((g"29) (0. (1o h) () = (" g) x (W o)) (x.y);

(idx x idy) (x, y) = (idx(x), idy(y)) = (X, y) = idx y (X, ).

Exemplo 1.2. Considere a categoria gM de mddulos sobre um anel comutativo R.
Podemos definir o funtor cartesiano em gM, o que consideraremos mais tarde, mas
ndo é essa a estrutura que mais nos interessa no momento. Considere uma funcéo
b:LxM— N, comL, MeN mddulos sobre R.

Obtemos duas familias de fungbes a partir dessa. Para cadam € M el € L
temos as fungées bl(m) = b(l, m) = bm(l). Note que b' : M — N e by : L — N sdo
funcgdes entre mddulos e podemos considerar os casos em que ambas sao morfismos.
Nesse caso, dizemos que b ¢ bilinear. Observamos que b ser bilinear é equivalente as
igualdades b(Al + I',m) = Ab(l, m) + b(I', m) e b(l, A\m + m’) = Ab(l, m) + b(l, M) serem
ambas verdadeiras.

Existe em g M um objeto L ® M que, de certa forma, codifica transformagées
bilineares. Isso significa que cada b : L x M — N bilinear corresponde bijetivamente
aumah:L® M — N linear. Em particular, a fung¢ao linear id; )y deve corresponder
a alguma transformacgé&o bilinear @ : L x M — L ® M, levando cada par (I, m) em um
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elemento que denotaremos por | @ m. Com essas consideracées feitas, comegcaremos
a construgdo do produto tensorial.

Para L e M R-modulos, considere F(L x M) o R-modulo liviemente gerado
por L x M . Esse médulo tem como base os elementos da forma (I, m). Temos uma
inclusdo canénica : L x M — F(L x M) e gostariamos que esta fosse bilinear mas
como poucas identidades existem em
F(L x M), esse médulo ndo é apropriado. Corrigiremos isso utilizando um quociente.

Considere o submodulo Q de F(L x M) gerado por elementos da forma
AL+ 1, m)=X\(I,m)—(I',m) ou da forma (I, \m+ m’)—=X(I, m)— (I, ™). Note que pedir
que esses elementos sejam nulos é essencialmente pedir o minimo possivel para que
L se torne bilinear. Considerando L ® M = F(L x M)/Q, temos a proje¢do candnica
n:F(LxM)— Lo M.

Podemos definir@ : L x M — L ® M por ® = to «. Note que L ® M é gerado
pelas classes da forma [(I, m)], isto &, pelos elementos | ® m. Como  é bilinear e
7t € linear, entdo segue que ® é bilinear. Disso, dadoA € R, | € L e m € M, temos
Aleom) = (A)®@m e portanto, uma combinacgéo linear de elementos da forma m&n pode
ser reduzida a uma soma de elementos dessa forma. Concluimos que tais elementos
geram L ® M ndo s6 como R-modulo mas também como grupo. Agora considere uma
transformac&o bilinear b : L x M — N e defina a fungdo b : F(L x M) — N como a
unica extensdo linear de b. Note que

B (M + ', m)=A(l,m)— (', m)) =b (M +I',m) =Ab(I,m)=b (I, m)
(M +1,m)=Ab(l,m)—b

(A +1',m) - b(?\l+l’ m) = 0;
(I, Am)=Ab(I,m)—b (I, m)
(LAm+m') =Ab(l,m)-b (I, )
(

/?\m+m) (/?\m+m)

b
=b
=b
b ((L,Am+m)=A(l,m)—(I,m')) = b
=b
=b

Como b leva cada gerador de Q em 0, entdo existe uma Unica transformacéo linear
h:L® M — N tal que h(l® m) = homo «(l,m) = bo I, m) = b(l,m). Reciprocamente,
considere h: L ® M — N transformac&o linear. Defina b(l, m) = h(l ® m). Temos que

b(M+1 m)=h((M+I)@m)=h(A(em)+ (' em))
=Ah(I® m)+h (I''® m) = Ab(l,m) + b(I', m).

A outra identidade mostrando que b € bilinear é analoga. Definimos agora o funtor
® g M xgp M —pg M da seguinte forma.

Para L e M médulos, defina @(L, M) = L @ M. Dados morfismos g : L — L' e
h:M — M, considere a fungdo b : L x M — L' x M' dada por b(l, m) = g(I) @ h(m).
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Essa func&o € bilinear pois

b(M + I, m) = g\ + 1) @ h(m) = (Ag(l) + g(!')) © h(m)
= A (g()) ® h(m)) + (g(I') @ h(m)) = Ab(l, m) + b(I', m)

e analogamente para a outra entrada. Disso, b induz uma transformag&o linear
goh:LeoM— Lo M satisfazendo (g ® h) (o m) = g(I)® h(m). Observe novamente
que cada componente se aplica independentemente, fazendo com que o resultado
tenha duas componentes, uma sendo g(l) e a outra h(m).

Provamos que ® é funtor. De fato,

(doh)o(@ah) (leom)= (g oH) (gl h(m)
= (g og(l)) ® (W oh(m)) = ((g'og) ® (Hoh)) (e m)

e ainda,
(idp ® idy) (I @ m) = id) (I) @ idp(m) = 1@ m = idgp(l @ m).

Observacao 1.3. A construcdo dada acima pode ser generalizada para anéis ndo co-
mutativos. Para isso, precisamos considerar bimodulos, ou mais precisamente, dados
anéis R, S e T, consideramos um R, S-bimddulo L e um S, T-bimddulo M. O produto
tensorial balanceado por S sera um R, T-bimodulo denotado por Lo gM. Mais detalhes
disso serdo dados no exemplo 1.26.

Sabemos que na categoria Vectyi dos K-espacos vetoriais, um objeto V é carac-
terizado, a menos de isomorfismo, pela sua dimenséo dim(V), isso é, a cardinalidade
#(B) de qualquer base B. Com isso, podemos provar o teorema a seguir.

Teorema 1.4. Sejam V e W K-espacos vetoriais com respectivas bases By, e Byy.
EntdoB' = {ew €;e € By, € € By} é basede V® W e que a fungdo v : By x By —
B' definida por (e, €') = e ® € é uma bijecdo. Em particular,

dim(V @ W) = #(B') = #(By x Byy) = #(By) - #(Byy) = dim(V) - dim(W).

Demonstragdo. Para provar a primeira afirmagao, provamos que B’ é linearmente
independente e gera V ® W. Suponha que tenhamos uma combinacéo linear nula da
seguinte forma

Y Aece®e =0.
ecBy
e'cBy
Lembramos que todas as combinacdes lineares possuem uma quantidade finita de
coeficientes nao nulos. Considere, para e € By, e € € By, as transformagdes lineares



Capitulo 1. Categorias Monoidais 12

£V —oKetl : W K definidas como abaixo.

E‘e/(e)= 1, &g(§)=0paraée By \{e};
eV (&) =1, Y (?) =0para € € By \{€}.

Como pk : K® K — K definido por pk(x ® y) = xy é linear, obtemos uma transfor-
magao linear Zg ¢ = uk © <E,‘e/ ® ag‘/) - Vo W — K. Observamos que Zg o/ (V ® W) =
L4 (V)Y (w). Aplicando nos elementos de B', para e € By, € € By, € € By \{e} e
e e By\é€:

Em outras palavras, Z¢ ¢/, quando aplicado em B', identifica o elemento e ® €. Agora
aplicamos a funcédo na combinacéo linear acima.

0=Zee0)=Zee | D Al [ =D AjZee (i0l)=Aee (1)
iEB\/ /EBV
I./EBW I'IEBW

Com isso, temos que o coeficiente A o € nulo. Como o par (e, €’) foi arbitrario, segue
que todos os coeficientes da transformacéo linear sdo nulos e portanto B’ é linearmente
independente.

Para mostrar que B’ gera V @ W, considere um elemento Y71 v;o w; de Ve W,
Podemos escrever

Vi = Z K’ée;

ecBy

w; = Z Cie/e/.

ecBy
Dessa forma,

n

n
ZV,‘@W,’=Z Z Klée X Z C’ée’
i=1

i=1 ecBy e’ eBy

Usando a bilinearidade do produto tensorial,

n

n n n
dDview =) > keexlye=> Y kly(exe)= > (Z Kgc’e,> (e®¥)
i=1 i=1 e€By i=1 e€By ecBy \i=1

e’ eBy e’ eBy e'eBy
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Com isso, escrevemos o elemento original como uma combinacao linear dos elementos
de B'. Temos entéo que B gera V & W.

A segunda afirmagao, que t : By, x By, — B’ € bijecéo, sera provada mostrando
gue 1 é injetora e sobrejetora. Que é sobrejetora, é claro pela construgéo de B'. Para
mostrar que é injetora, note que podemos considerar as transformacoes lineares oV:
V 5 Ke OW : W — K definidas por 0Y(e) = 1 e OW(¢') = 1 nos elementos
dabasealémde R: VK - Vel :K® W — W dadas por Rlv @A) = Av e
L(A ® w) = Aw. Dessa forma, temos transformacées lineares 7¥ : Vo W — Ve
W Ve W — Wdadas por 7¥ = Ro (idy ® OW) e n¥ = Lo (OY ®id}y). Observe
que 1V(ew €) = ee W (e ® €) = ¢ para quaisquer elementos e € By e € < By,.
Agora, se e € = e, &) = i,/) =i®i temose=nY(exe)=nY(ioi) =ie
¢ =Wewe)=n(iwi)=1i.Segue que | é injetora. ]

Observe que no caso de Set, dados X, Y e Z podemos obter (X x Y) x Z e
X x (Y x Z). A diferenga entre esses dois conjuntos é que um elemento do primeiro

tem a forma ((x, y), z) e um elemento do segundo tem a forma (x, (y, z)). Podemos
definir uma fungao ay y 7 entre esses dois conjuntos precisamente por

ax,v,z((x,y),2) = (x,(y, 2)).

Afirmamosque a:(_ x_ )x_ = _ x(_ x_)énatural. De fato, considere
fungbes f: X = X', g:Y - Y eh:Z — Z'. Temos

ax,y,z o ((fx g) x ) ((x,¥),2) = ax:, v, z/((f(x), g(¥)), h(2)) = (f(x), (9(y), h(¥)));
(Fx (g x M)oaxy z((x,y),2) = (fx (g x ) (x,(y,2) = (f(x), (9(y), h(2))).

Mais ainda, a € isomorfismo natural com inversa dada por

axy 7%, (v, 2) = ((x, ), 2).

Temos também um analogo ao elemento neutro para o produto cartesiano.
Considere um conjunto unitario / = {x} qualquer. Temos transformacdes naturais
Ix :1@X — Xery : X®I1 — X, dadas por Iy(x,x) = x = ry(x,*) para x € X.
I e r também s&o isomorfismos naturais com inversas dadas por /)‘(1 (X) = (x,x) e
el (x) = (x,%) para x € X.

As mesmas consideragdes podem ser feitas para R-médulos. Nesse caso, / = R
e as transformacgdes naturais com suas respectivas inversas sao definidas por

agun((lem)@n) =1 (me n)
aLMN(/®(m®”) (loem®n
() =1g®x

)
) =
(7\®m) Am = ry(me A)
) =
)=x®1g

(x
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Definicao 1.5. Uma categoria monoidal é uma categoria C munida da seguinte estru-

tura:

Um funtor ® : C x C — C, chamado de produto tensorial;

Um objeto | de C, chamado de objeto identidade;

Um isomorfismonaturala: (__® _)®_ )= (_ ®(__ ® _)), chamado de associador;

Um isomorfismo natural | : | @ __ = ide, chamado de identidade a esquerda;

Um isomorfismo natural r : __ ® | = idp, chamado de identidade a direita.

Essa estrutura deve ser tal que os sequintes diagramas comutam:

ax,y,zQldw

(XoY)oZ)o W = Xe(YeZ)e W
aX®Y,Z,Wl jax,ve@z,w
X Y)o(Zo W) (Y®2Z)o W)

m//ﬁm

@ (Yo (e W)

ax.,.y

(Xehe ®(I®Y)

XY

Observe que ®@ ser funtor implica na chamada lei de intercambio: (g’ o g) ®
(Hoh)= (g ®H)o(g® h) sempre que a expressdo esta definida. Chamamos essa
propriedade de lei de intercambio. Compare com o teorema A.70. Ambos sdo casos
particulares de uma 2-categoria fraca (BAEZ, 1997), mas n&o iremos estudar tal con-

ceito aqui.

Exemplo 1.6. Também podemos usar o produto cartesiano para tornar g M uma

categoria monoidal. A estrutura em si € a mesma de Set entdo basta mostrar que os

produtos cartesianos realmente resultam em modulos e transformacées lineares.
Sabemos que uma estrutura de modulo existe em M x N definindo

A(m, n) = (Am, An).
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Além disso, se g : M — M’ e h: N — N’ sdo transformacgées lineares, entéo

(gxh((mn)y+(m,n))=(@xh(m+m,n+n)=(g(m+m), h(n+n))

g(m) + g(m'), h(n) + h(n')) = (g(m), h(n)) + (g(m'), h(n"))
) (m, n) +(g x h)(m, n);

) (Am, An) = (g(Am), h(An))

Ag(m), Ah(n)) = A (g(m), h(n)) = A (g > h) (m, n).

gxh
(g < h)(A(m, n)) = (g x h

= (
= (
= (
= (
= (
Segue da mesma forma que o associador e as identidades s&o lineares e por-

tanto temos uma categoria monoidal. Chamamos esta de categoria cartesiana de
pM Cart

Definicao 1.7. Uma categoria monoidal estrita € uma categoria monoidal C tal que
valem as identidades

XeY)eZ=X(Y®2);
I X=Xl=X

e 0s isomorfismos naturais a, | e r sdo as identidades em seus respectivos funtores.
Denotamos (X @ V)R Z=X® (Y ®Z)=X® Y ® Z nesse caso.

Observacao 1.8. Note que tomando a, | e r como as transformagées naturais identi-
dade, os diagramas da definicdo de categorial monoidal sempre comutam.

Exemplo 1.9. Considere a categoria End(C) cujos objetos sdo endofuntores de C e 0s
morfismos sdo transformacgées naturais, tal como descrita na definicdo A.64. Podemos
definir uma estrutura de categoria monoidal estrita sobre End(C). Para isso, defina
ToU=ToUen®v=nx*v, acomposicdo horizontal dada na definicdo A.66, isto &,
paran:F = F' ev:G= G temos

(vxn)x = G(nx) o veE(x) = VE(x) © Gx):

Além disso, | € dado pelo funtor identidade id; : C — C. As propriedades dadas na
definicdo de categoria monoidal estrita seguem das propriedades associativas e das
identidades ja conhecidas para funtores e transformagées naturais.

Definicao 1.10. Seja C uma categoria monoidal. Um monoide sobre C é um objeto X
de C munido de morfismos u: X @ X — X en : | — X tais que os seguintes diagramas
comutam:
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& ® ®
X X)X 22%  xgx X
I ry
ax,x,xl
idx®ul n% A%X@n
X & X X X©X

Alternativamente, tal que valem as sequintes equacoes:

po (idy @ w)oax x x = no (u® idy)
wo (idy ®m) =ry, poMm®idy) = Ix

Os morfismos 1 e n sdo chamados, respectivamente, de multiplicacdo e unidade do
monoide.

Em uma categoria monoidal estrita, os diagramas da definigdo de monoide se
reduzem a

XoXeoX P | xox ////X\\\§
idx@m . I X n Xl
X o X X n% ;%x@n

® K X®X

e as equacao se reduzem a

po(dy ®p) =po(n®idy)
po(idy ®@n)=idy =po(n®idy)

Exemplo 1.11. Em Set, um monoide M é um conjunto munido de duas fungbes
w:MxM-—Men :{x} - M. O primeiro diagrama € a associatividade da opera-
cdo (denotando wu(x,y) = xy). Definindo e = n(x), o sequndo diagrama resulta em
ex = X = xe para todo x, isto €, um monoide em Set é simplesmente um monoide.

Exemplo 1.12. Se R é um anel comutativo com unidade, um monoide sobre g M ¢,
de fato, uma R-algebra (associativa e unitaria). De fato, se A € uma R-algebra, temos
que a multiplicacdo é bilinear, logo define uma transformacgéo linearu : AR A — A
tal que para quaisquer a, b € A, w(a® b) = ab. Além disso, a fungdo n(r) = r14 para
r € R também é linear e a comutatividade dos diagramas segue da associatividade
da multiplicacdo e do axioma da unidade. Reciprocamente, se (A, u,n) € um monoide
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sobre g M, entao podemos definir
a-b=plaxb)ely=n(1R).

Em particular, um monoide em AbGrp € um grupo abeliano A munido de uma
operacdo de multiplicacao bilinear, associativa e unitaria. Da bilinearidade segue a
propriedade distributiva, mostrando que A é anel com unidade (mas ndo necessari-
amente comutativo). Reciprocamente, se A € anel com unidade, entdo A é monoide
sobre AbGrp.

Exemplo 1.13. Considere Grp com estrutura monoidal dada pelo produto cartesi-
ano, analoga a construida no exemplo 1.6. Considere um monoide G sobre Grp com
elemento neutro e. Temos uma operacdo - em G, pois G é um grupo, e uma opera-
cdo m que provém de G ser monoide. Como m é morfismo de grupos, m(ab, cd) =
m(a, c)m(b, d) e m(e, ) = e. Ainda, temos uma fungédon : | — G de forma que €' =n(x)
é elemento neutro de m. Observe que

e =m(e,e)=m(ee e€)=m(e,e)m(e €)= ee =e.

A partir disso, m(a, b) = m(ae, eb) = m(a, e)m(e, b) = ab, do que segue que a
operagcdo m necessariamente coincide com a do grupo. Mais ainda,

ab = m(a, b) = m(ea, be) = m(e, bym(a, €) = ba

e portanto G é grupo abeliano. Em outras palavras, monoides na categoria cartesiana
Grp séo grupos abelianos. Esse resultado um caso particular do Teorema de Eckmann-
Hilton (ECKMANN; HILTON, 1962).

Exemplo 1.14. Em End(C), um monoide é um funtor T : C — C com transformacgées
naturais i : T2 = T e : idp = T. Dado um objeto A de C, os diagramas resultam em

nao T(ha) = Hao HT(a)
mao T(na) = idra) = naonr(a

Tais monoides, denominados ménadas, serdo um dos nossos principais objetos de
estudo.

Definicao 1.15. SejaC uma categoria monoidal. Dados monoides (X, uy,nx) € (Y, uy,ny)
sobre C, um morfismo de monoides entre X e Y é um morfismo h : X — Y em C tal
que os sequintes diagramas comutam:

XoX—"h _yvey X x
254 KLy ny h
X y Yy
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Isto é,

pyo(h®h)=hopy
honx =ny.

Exemplo 1.16. Seja R um anel comutativo com unidade. Se A e B sdo R-algebras
(monoides na categoria g M), um morfismo de monoides entre A e B € um homo-
morfismo de algebras no sentido usual. De fato, o primeiro diagrama se traduz para
h(ab) = h(a)h(b) enquanto o segundo significa h(r1,) = r1g. Observando que trans-
formacgées lineares com dominio em R s&o unicamente definidas por seus valores em
1R, podemos equivalentemente considerar a segunda propriedade para A = 1 5. Nesse
caso, ela é equivalente a h(1,4) = 1.

Exemplo 1.17. No caso de conjuntos, um morfismo entre monoides M e N € uma
funcdo h : M — N tal que para todos a,b € M,

h(ab) = h(a)h(b)

h(ey) = hm(+)) =nn(x) = en.
Exemplo 1.18. Em End(C), considere ménadas (T4, 11,n1) € (7o, 1o, no). Um morfismo
de monoides € uma transformagé&o natural h : Ty = T, tal que

hx o myx = pax o (h=h)x = ppx o Talhx) o hr,(x) = Hax © hryx) © T1(hx)

e hx onyx =nax.

Definicao 1.19. SejaC uma categoria monoidal e X um monoide sobre C. Um X-méddulo
(ou modulo sobre X) € um objeto M de C munido de um morfismo « : X @ M — M,
denominado de ac4o, tal que os seguintes diagramas comutam:

p®fdM Tl®/.dM

X X) @M XoM lo M XeM
ax,x,Ml
X @ (X M) o v o
idx®ocl M

XM M

Em termos equacionais,

o (idy ® &) o @y x m = o (u® idy)
xo(M® IdM) = IM'
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Para uma categoria monoidal estrita temos simplesmente

Xo XM xoM Jo M— "% om
nidy & \ /
X® M M M

ou ainda,
oo (idy ® x) = xo (L®idy)
oo (n®idy) =idy.

Defini¢ao 1.20. Sejam C uma categoria monoidal e X um monoide sobre C. Dados M
e N mddulos sobre X com respectivas acbées « e [3, um morfismo de modulos entre M
e N é um morfismo f : M — N em C tal que o seguinte diagrama comuta:

idxy®f

XM XN
o P
M N

Alternativamente,
Bo(idy®f)=Ffoux

Exemplo 1.21. Na categoria Set, considere um monoide M. Um modulo sobre M € um
conjunto S com uma fungédo « : M x S — S (Denotamos «(m, s) = mw s) tal que dados
mne Mese S temos

mn>s=mv(neS)

eps=S.

Ainda mais, considere outro médulo (T, 3), denotando B(m, t) = m' t. Um morfismo
de modulos em Set entre (S, «) e (T, ) é uma funcdo h : S — T tal que

h(mw s) = ho o(m, s) = B o (idy x h)(m, s) = B(m, h(s)) = mv' h(s).

Existe uma correspondéncia biunivoca entre modulos (S, «) e morfismos de
monoides em Hom(M, End(S)) (lembrando que End(S) € um monoide quando munido
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da composicao). Para isso, considere am : S — S dada por am(s) = mrs. Temos uma
funcdo & : M — End(S) definida por «(m) = am. Note que

oamn(S) = (Mn)>s =me (n>s) = am(an(s)) = am o am(s)

xe(S)=ers=s

Disso segue que &(mn) = x(m) o x(n) e x(e) = idg, isto &, & & morfismo de monoides
em Set entre M e End(S). Reciprocamente, considere um monoide M e um conjunto
S com um morfismo ¢ : M — End(S) levando cada m € M em o(m) = om : S — S.
Defina ocp : M x S — S por ao(m, s) = em(s) e denote xy(m, s) = mr> s. Segue de ¢
homomorfismo que (mn)>s=mw (n>Ss) eers =35, logo (S, xy) € modulo sobre M.

No caso em que M é grupo, essa definicdo coincide com as definicdo classica
de acdo de um grupo sobre um conjunto (nesse caso, prova-se que Img(¢) C Aut(S)
POIS @ 10 @m = @mo @1 = Qe = Iid). Ainda mais, a definigdo de morfismo entre
maddulos pode ser escrita como ho am = Bm o h, 0 que também coincide com a no¢do
de homomorfismo de agbes no caso de um grupo.

Exemplo 1.22. Para um anel R visto como monoide em AbGrp, um modulo sobre R
é um grupo abeliano (M, +) com um homomorfismo de grupos « : R M — M tal que
dadosr,sc Reme M,

a(rs®@m) = (r ® a(s ® m))

x(lpg®m)=m.

Um morfismo de M em N (no qual N também é modulo sobre R) € um homomorfismo
de grupos h : M — N tal que h((r® m)) = B(r® h(m)). Podemos denotar «(r@m) = rm
e as propriedades acima s&o escritas como (rs)m = r(sm), 1gm = m e h(rm) = rh(m).
Do fato que « € homomorfismo de grupo, seguem as propriedades (r+S)m = rm+sm e
r(m+n) = rm+ rn. Essas propriedades definem a categoria g M e portanto um modulo
sobre R em AbGrp é um R-moaulo.

Exemplo 1.23. Seja A uma R-algebra, isto é, um monoide na categoria g M. Um
modulo sobre A € um R-modulo M com uma transformacgéo linear « : A M — M
(escrevemos «(a® m) = a> m) tal que dados a,bc Aem e M,

(ab)>m=ar(b>m)

1ppm=m.

Se N também é mddulo sobre A com agédo 3 (e B(a,n) = av’' n), um morfismo de
modulos h: M — N é uma transformacao linear tal que para todosac Aemec M,

h(a> m) = av’ h(m).
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Observacao 1.24. Para provar que h é morfismo de A-mddulos, basta mostrar que
h satisfaz h(m + m’') = h(m) + h(m’) e h(a> m) = av’ h(m) para quaisquer a ¢ A e
m, m € M. De fato,

h(Am) = h(A(1 4> m)) = (M ) > m) = (M 4) & h(m) = A(1 4" h(m)) = Ah(m).

Note que A é um mddulo sobre Acom a acéo arb = ab. A partir disso, podemos
provar o seguinte resultado:

Teorema 1.25. Seja A uma algebra e M um modulo sobre A. Para cada m € M, defina
pm :A— M porpm(a) = ar- m. Entdo pm € morfismo de A-modulos.

Demonstracdo. Temos

pm(@+b) = (a+b)>m = (a>m) +(b>m) = pm(a) + pm(b);

pm(ab) = (ab)>m=ar> (b>m) = av pm(b).
|

Exemplo 1.26. Daremos sem muitos detalhes uma generalizacdo do produto tensorial
de R-moddulos para o caso em que R nao é comutativo. Nesse caso, precisamos de
uma estrutura a mais. Dados anéis R e S, um R, S-bimddulo é formado por um conjunto
M munido simultaneamente de uma estrutura de R-mddulo a esquerda (M,>) e uma
estrutura de S-mddulo a direita (M, <) tal que para quaisquerr ¢ R, me Mes e S,

r-(m<s)=(r-m)<s.

Um morfismo de R, S-bimddulos é, simultaneamente, um morfismo de R-mddulos
a esquerda e S-modulos a direita. Observe que se R é comutativo, entdo todo R-
modulo pode ser visto como um R, R-bimodulo. Denotamos a categoria dos R, S-
bimodulos por gMg.

Considere M um R, S-bimédulo e N um S, T-bimdédulo. De forma analoga ao
exemplo 1.2, podemos definir um produto tensorial balanceado por S. Isso resulta em
um R, T-bimodulo M © g N. Sendo um pouco mais preciso, dado um grupo abeliano
(G, +) dizemos que uma fungcdo b : M x N — G é balanceada quando para todos
mm ecM,nn’ ¢ Nesc S,

1. b(m+m', n) = b(m, n) + b(m', n);
2. bim,n+n')=b(m,n)+b(m,n');

3. b(m<s,n)=b(m,s>n).
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Segue que ®g : M x N - M ®g N é balanceado é que seb: M x N — G é
outra fungdo balanceado, entdo existe um tnico morfismo de grupos h: M&®g N — G
tal que h(m ®g n) = b(m, n) para todos m € M, n € N. Ao menos de isomorfismo, ® g €
a unica fungdo balanceada satisfazendo tal propriedade.

Definimos a estrutura de R, T-bimodulo em M@ gN por r>(m®@gn) = (ro-m)®@gn
e(megnat=meg(nt).

Em particular, se R = S = T, o produto tensorial balanceado define uma estru-
tura monoidal sobre g M g na qual o objeto unidade é dado por R. Se R é comutativo,
as estruturas de R-modulo a esquerda e a direita estdo em bijecdo “comutando” as
acoes, isto é, através da relagdo r > m = m<r e portanto todo R-moédulo a esquerda
(ou a direita) pode ser visto como um R, R-bimddulo. Nesse caso,

>(MRpN)=(r>m@gn=(Mar)@prnN=maeg(r>n).

E possivel mostrar que o produto tensorial de R-mddulos como definido no
exemplo 1.2 coincide com o produto tensorial balanceado ® g para R comutativo.

Definicdo 1.27. Sejam (C,®, /,a,1,r) e (D,X,J,d,I',r'") categorias monoidais. Um
funtor monoidal de C para D é uma terna (F, ¢, ¢g) na qual F : C — D é funtor,

¢@g :J — F() émorfismoemDe o : F(_)XF(_)= F(_ ®_) é transformagédo
natural de forma que para quaisquer objetos X, Y e Z de C os diagramas abaixo
comutam.

<PX,Y®de(Z)
( (X)X F(Y)) X F(2) FIX® Y)X F(2)
(Z)l j‘PX@Y,Z
F(X (F(Y)X F(2)) F(X®Y)®2)
idF(x X(pyzl j’:(ax,v,z)
X)X F(Y ®2) Xz FIX®(Y®Z)
J K F(X) G F(X)
(pogidf:(x) F(/X)
F( X F(X) F(l® X)

P1x
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FX)R J Fo0 F(X)
idr )Xo F(rx)
FIX)R F() —g— F(X @ )

Por outro lado, um funtor op-monoidal € uma terna (F,{, ) naqual F : C — D
é funtor, bg : F() - J é morfsmoemD eV : F(_ ® ) = F( )X F() é
transformacé&o natural de forma que para quaisquer objetos X, Y e Z de C os diagramas
abaixo comutam.

F(ax,y,z)

F(X®Y)®2)

Vxoyv,z FX) Ry 7

FX®Y)XF(Z —= F(X)&F Y)XF(Z)— F(X)X(F(Y)X F(Z2))

x, yXIaE(z) G (X),F(Y),F(2)
F(l o x)— % F(X)
Pi.x lrx)

F() X F(X) J X F(X)

- .
PoXidF(x)

FXol)— ™ Fix)
WPx,i IEx)
F(X) R F (I F(X) R J

ﬁ
idr )Xo

Se um funtor monoidal (F, ¢, @q) € tal que ¢ é isomorfismo natural e @q é
isomorfismo, dizemos que F & um funtor monoidal forte. Mais ainda, (F, ¢, ¢g) sera
dito funtor monoidal estrito quando J = F(l) e F(X) X F(Y) = F(X ® Y) para todos
objetos X, Y € egpe ¢@q forem ambos as identidades em seus respectivos dominios.

Observacao 1.28. Se (F, ¢, ¢g) € funtor monoidal forte, entéo (F, ™", ¢5') & funtor
op-monoidal. Além disso, se (F,\,\Vq) é op-monoidal com\ e\ inversiveis (conhe-
cido como op-monoidal forte), entdo (F, ", 11)61) € monoidal. Isso mostra que ha uma
equivaléncia entre as no¢ées de funtor monoidal forte e funtor op-monoidal forte. Mais
ainda, note que todo funtor monoidal estrito é forte.
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Exemplo 1.29. Seja C uma categoria monoidal. Entdo o funtor identidade em C é
estritamente monoidal. Além disso, considere outras categorias monoidais D e £. Se
F:C—DeG:D — & sdo tais que (F, ¢, ¢g) e (G, ¢, ¢p) sdo funtores monoidais,
entédo (Go F,®, ®g) é funtor monoidal definindo ®y = G(pg) o @ e © por

GF(_)® GF(_) PR AL GIF( Yo F( )=22—GF(__ o ).

:t::t::::::::::::::::::::::::::;;;;;;5?

D

Aqui, (p’F( VEC ) € a transformagdo naturaln definida porny y = (p’F( X).F(Y)" Analo-
gamente, a composicdo de funtores op-monoidais é um funtor op-monoidal.

Definicao 1.30. Sejam (C,®, l,a,l,r) e (D,X,J, d, I, r') categorias monoidais. Dados
dois funtores monoidais (F, ¢, ¢o) e (F', ¢', ¢p) entre C e D, uma transformagéo natural
n : F = F’ é dita monoidal quando os diagramas abaixo comutam.

FIX)R F(Y)—2Y B = F(Y)

J Po F(I)
©x,y (P/x,y x /
F'(1)

FIX®Y) F'(X®Y)

NxeY

Por outro lado, dados funtores op-monoidais (F,, ) e (F', V', ;) entre C e
D, uma transformacgéo naturalm : F = F' é dita op-monoidal quando os diagramas
abaixo comutam.

F(X® Y) XeY  _F(X®Y) F(l) L F'(1)
Y,y X,y Vo A
/ / J
FIX)RF(Y) — = F (X)) F(Y)

1.1 TEOREMA DE ESTRITIZACAO

O teorema de estritizacdo de MacLane diz que toda categoria monoidal C é
equivalente a uma categoria monoidal estrita por um funtor de equivaléncia monoidal
forte. Entendamos intuitivamente o que isso significa. Se essa equivaléncia é dada por
F:C — CE, entao os “tipos” de objetos que encontramos em C e em CE s&o idénticos,
podendo variar apenas a quantidade de cada objetos desses tipos. O fato de F ser
monoidal forte nos garante que F(/) é isomorfo a identidade monoidal de CF e que
F(X®Y)e F(X)® F(Y) sao naturalmente isomorfos, garantindo que essa equivaléncia
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F, além de preservar a estrutura de morfismos dos objetos, também preserva esses
morfismo em cada componente de um produto tensorial.

Explicando a afirmacgéo acima através de um exemplo,se h: X - X' eg:Y —
Y’ sdo morfismos, entdo temos o morfismo (h®g) : X® Y — X' ® Y’'. Apenas sabendo
que F é equivaléncia, tudo que podemos saber € que h® g é associado a um morfismo
F(h ® g). Sabendo que F é monoidal forte, temos ainda que ha uma relagdo entre
F(h® g) e F(h) ® F(g) vinda do isomorfismo natural entre F(__ ® _)e F(_)® F(_).

A partir disso, podemos focar os estudos, quando conveniente, em categorias
monoidais estritas uma vez que no caso geral, as relagdes entre objetos de C, incluindo
a estrutura monoidal, podem ser reduzidas a relagdes em CE entre objetos de tipos cor-
respondentes. Nesse trabalho, frequentemente usaremos esse teorema implicitamente
omitindo os parénteses em produtos tensoriais com trés ou mais termos. Escolhemos
manter as referéncias explicitas a / e r, bem como a forma completa dos objetos X ® /
e | ® X, mas essa escolha é puramente notacional uma vez que em uma categoria
monoidal estrita, X = X @ I=1® X e [y = ry =idy.

Considerando a categoria monoidal estrita End(C), note que para todo objeto
A de C, temos o funtor tensorial T : C — C dado por T(A) = A® X e T(h) =idg ® h.
Queremos criar um funtor (que ainda ndo sera o funtor que precisamos) entre essas
categorias, digamos, @ : C — End(C). Podemos definir ®(A) por (P(A))(X) = A X
e dado um morfismo h : A — B, podemos definir uma transformagao natural ®(h) :
®(A) = @O(B) por ®(h)x = h®idy. Note que

O(hog)x =(hog)®idy = (h®idy) o (g®idy) = @(h)x o O(9)x,

caracterizando ® como funtor.

Se | € o objeto identidade de C, entédo o funtor ®(/) leva cada objeto X em I ® X.
Sabemos que / ® X é isomorfo a X, mais precisamente, a transformagéo natural / nos
da, na componente X, o isomorfismo Iy : | ® X — X. Disso, obtemos um morfismo em
End(C) entre @(/) e 0 id¢, que é o objeto identidade em End(C).

Mais ainda, o funtor ®(A ® B) leva um objeto X em (A® B) ® X enquanto ®(A) o
®(B) leva 0 mesmo objeto em A® (B ® X). Esses sao claramente isomorfos quando
consideramos a;CB,X : (O(A) o d(B))(X) — (DP(A ® B))(X). Lembrando que End(C)
tem transformagdes naturais como morfismos, podemos considerar a transformacao
natural @4 g : ®(A) o ®(B) = ©(A® B) dada por (paB)x = a;jB’X. Segue que @ em
si é natural. Segue ainda de a isomorfismo natural que ¢ o é. Deste modo, podemos
mostrar que @ é um funtor monoidal forte.

Porém, @ ndo é equivaléncia. Deste modo, End(C) ndo é a categoria procurada.
Ainda assim, esses dados nos dardao uma nocéao do que estamos procurando.

Lema 1.31. Seja C uma categoria monoidal. Entdo End,(C), com a estrutura definida
a seguir, é uma categoria monoidal estrita. Os objetos de End(C) sdo pares (T, ¢) nos
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quaisT :C —Céfuntorec:T(_)®__ = T(_ ®_) éisomorfismo natural tal que
0s diagramas abaixo comutam.

Cx,y®idz

(TX)2Y)e<Z : TXoY)eZ
ar(x, Yzl LCX®YZ
TX)® (Y ®2) T(X®Y)®2)
m %
TX®(Y®Z)

T(X®I)

Um morfismo « : (T,c) — (U, d) € uma transformagdo natural o« : T = U tal que o
diagrama abaixo comuta.

axQidy
—_—

TX)®Y UxXyevY
Cx,y dx,y
T(X®Y) UX®Y)

KXY

A composicdo é dada pela composicao vertical de transformagdes naturais e
a1, = idr.

Observe acima que os diagramas na definicdo de objeto de End.(C) séo idén-
ticos aos diagramas que definem uma categoria monoidal quando o funtor ®(A) &
tomado no lugar de T e o isomorfismo natural (CA)X’y = ay x,z € tomado no lugar de
c. Isso significa que (®(A), c?) é objeto de End(C). Mais ainda, observamos que todo
morfismo h : A — B em C da origem a um morfismo h: (D(A), cA) — (DO(B), CB) em
End(C) definido por hy = h® idy.

A partir disso, podemos provar a seguinte afirmacéo, conhecida como o teorema
de estritizacdo de Mac Lane.

Teorema 1.32 (Teorema de Estritizag&o). A categoria C é equivalente a End.(C) pelo
funtor monoidal forte F dado por

F(A) = (©4,¢%);

F(h) = h.
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Omitimos a demonstragao formal nesse trabalho mas o leitor interessado pode
encontra-la em (ANDRADE, 2016). Observamos que nessa referéncia o funtor tensorial
€ dado a direita, isso é, T(X) = X®A. Essa observacao nao afeta a validade do teorema,
necessitando apenas a adaptacéo de alguns dos argumentos.
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2 MONADAS

Nesse capitulo estudaremos ménadas. Ja definimos elas anteriormente como
monoides na categoria End(C) e quase todo o estudo que faremos nesse texto sera
sobre elas. Através do uso de mbnadas podemos generalizar a nogdo de monoides
sobre uma categoria monoidal e estudaremos ménadas sob esse ponto de vista no
capitulo 6. Usamos (BOHM, 2018) como livro de referéncia.

2.1 ADJUNCOES

Antes de estudar monadas iremos falar sobre um conceito relacionado. Adjun-
cdes sao intimamente relacionadas com objetos livres (c.f. definicdo A.55), no sentido
de que essas nos permitem fazer algo semelhante a estender morfismos para o objeto
livre. De fato, objetos livres sdo exemplos de adjungdes.

Definicao 2.1. Sejam C e D categorias. Dados F : D — C e G : C — D funtores,
dizemos que F é adjunto a esquerda de G (ou alternativamente, G é adjunto a direita
de F) se para cada X objeto de C e Y objeto de D existe uma bijecao

O y : Home(F(Y), X) = Homp(Y, G(X))

e estas podem ser escolhidas tais que o diagrama a seguir comute, para quaisquer
g: X — X' ef:Y' — Y morfismos em, respectivamente, C e D.

Hom C(F(Y), X) —*Y_. Hom_D(Y, G(X))

go__oF(f) G(g)o__of

Hom(F(Y'), X")¢ Homp(Y', G(X'))

(DX/,Y/
Nesse caso, dizemos que (F, G, ®) é uma adjungéo.

Observe que a definicdo acima diz que ® é uma transformagao natural, no
contexto de funtores Hom. Expandindo o diagrama, temos que dadauma h: F(Y) — X,
entao

(G(g)o_of)o®yx y(h)=Dx yro(go__o F(f))(h),
isto é,

G(g) o (P x,y(h) o f=Qx: yi(g o hoF(f)). (@)
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Também, podemos obter as seguinte equagdes para i : Y — G(X):

©3 yi o (Glg) o o f)(h) =(go__oF(f))o @y y(h)

©x y((G(g) o 1 o 1)) = g o (@K' y () o F(7) (3)

O teorema a seguir sera usado frequentemente para mostrar que uma @ define
uma adjuncao.

Teorema 2.2. Sejam C e D categoriase F : D — C e G : C — D funtores. Uma familia
{®x v} de fungbes torna (F, G, ®) uma adjungdo se, e somente se, para quaisquer
X, X" objetos deC, Y,Y' objetosdeDeg: X — X', f:Y — Y morfismos, os dois
diagramas a segquir comutam.

Hom(F(Y), X) — %Y Hom(Y, G(X))  Hom(F(Y), X)——*Y_ Hom(Y, G(X))
go__ Glg)o__ __oF(f) __of
Hom(F(Y), X') — Hom(Y, G(X"))  Hom(F(Y"), X) —- Hom(Y’, G(X))

Em equacdes, a comutatividade dos diagramas é representada por

G(g) o @x,y(h) =D/ y(geh)
Dy y(h)of=dy yi(hoF(f))

paratodo h: F(Y) — X.

Demonstragdo. Suponha inicialmente que (F, G, @) seja uma adjuncao. Entao os dia-
gramas que queremos mostrar que comutam seguem da naturalidade de ® tomando
Y = Y/, f = idy para o primeiro diagrama e X = X’, g = idy para o segundo.

Suponha agora que os dois diagramas comutam. Entao para quaisquer g : X —
X'ef:Y — Ytemos

Hom(F(Y), X) —%"__ Hom(Y, G(X))
go__ G(g)o__
/ Dxry /
Hom(F(Y), X') Hom(Y, G(X"))
__oF(f) of

Hom(F(Y"), X') Hom(Y’, G(X"))

Xy!
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Note que o quadrado superior € um dos diagramas que, por hipétese, comutam
enguanto o inferior é o outro diagrama, aplicado em X’ e Y. Disso, concluimos que a
quadrado externo comuta. Além disso, note que

(_oF(f)o(go_)=go__ oF(f)
(G(g)o_)o(_of)=G(g)o__of
Fazendo essas substituicdes, obtemos a naturalidade de @. |

Para introduzir as no¢des de unidade e counidade de uma adjung&o, daremos
um exemplo de adjungao envolvendo objetos livres. Recomendamos a leitura da se¢ao
A.3 do apéndice para as notagées.

Teorema 2.3. Considere categorias C e D com funtor esquecimento U : C — D e funtor
livre F : D — C com componentes da unidadeny : Y — UF(Y) (ver definicdo A.57).
Entdo U é adjunto a direita de F.

Demonstracdo. Dado um morfismo h € Hom(F(Y), X), podemos definir
Dy y(h)=Uh)ony : Y — U(X).

Por outro lado, dado /' € Hom(Y, U(X)), podemos definir Wy y(H') = H, isto é, o Gnico
morfismo satisfazendo U (Wx y(H)) ony = K. E claro que

Oxy (Wx y(H))=UWWx yH)ony="H

e por outro lado, como U(h) ony = @ x y(h) entédo

Yx,y (©x,y(h) = h.

Falta mostrar a naturalidade de @ e para isso usamos o teorema 2.2. Considere
morfismos f: Y — Y,g: X — X' e h: F(Y) — X. Entédo

U(g) o @x,y(h) = U(g) o U(h)omy = U(g o h)omy = D xs y(g o h);
O x yi(ho F(f)) = U(ho F(f)) ony: = U(h) o UF(f) omy:
=U(h)yonyof=0x y(h)of.

Na penultima igualdade é utilizada a naturalidade de n com o morfismo f. |

Daremos outros exemplos em breve. Por hora, notamos que a transformacao
natural n néo é algo especifico de objetos livres. Na verdade, podemos definirn : idp =
GF para qualquer adjungéo (F, G, ®). Podemos também definir outra transformacao
natural, dessa vez ¢ : FG = id..
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Teorema 2.4. Dada uma adjungéo (F, G, @), sejamny : Y — GF(Y) por © g(yy y(idr(y))
e ey : FG(X) — X tais que por @;(1 G( X)(idG( x))- Entdon e e sdo transformagdes natu-
rais. Além disso, os diagramas abaixo comutam.

Demonstragdo. Comegaremos com 1. Queremos mostrar que o seguinte diagrama
comuta para qualquer i : Z — Z':

7 Dr(z),z(idF(z)) GF(2)
i GF(i)
Z' GF(Z))

Qrz1y, 2 (idE(z1))
Equacionando o diagrama, obtemos
GF(i) o 2y z(idF(z)) = ©p(z1), 2/ (idF(z1)) © I. (4)

Mostraremos essa equacao escrevendo cada termo como o termo a esquerda na
equacao 2 e mostrando que o termo a direita correspondente € 0 mesmo nos dois
casos. Considere inicialmente os seguintes parametros:

X=F2), X =F(Z), g=F(i), Y=2,Y' =2, f=idy, h=id
Z F(2)

Observe que, de fato, g : X — X', f: Y — Ye h: F(Y) — X. Dessa forma, a equagéo
2 nos garante que

GF(i) o (Pr(2),2z(idE(2)) = © (21, z(F (D). (5)
Por outro lado, considere os seguintes parametros:
X=FZ), X =F(2), g= idgcyn, Y = Z',Y' =2 f=i h= idF (7).

Novamente, g : X — X', f: Y — Ye h: F(Y) — X e portanto a equagio 2 nos
garante que

(Dr(z1),z(idE(z1))) 0 1 = D (z1) 2/ (F(D)). (6)

Usando as equacdes 5 e 6 obtemos a equacéo 4, isto €, obtemos que n é
transformacao natural. Falta agora mostrar que ¢ € transformacao natural. Usaremos
um argumento similar para isso. O diagrama correspondente é
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q)_M},G(W)(idG(W))

FG(W)
FG(j) j
FG(W') W’

q)l_/l}’,G(W’)(idG(W/))
Isso nos da a seguinte equacao:
J o (@ g daw)) = (P g (idawn)) © FGU). (7)

Agora considere os parametros

X=W, X =W, g=j, Y=GW), Y =GW), f=idguw, H = idgm)
Observandoque g: X — X', f: Y = YeHh :Y — G(X), a equagéo 3 resulta em
O, Gow)(GU)) = © (@, g (idggwy)- (®)
Por outro lado, podemos escolher os parametros
X=W,X =W, g=idy, Y=GW), Y =GW), f=G() H =idgw

Novamente notamos que g : X — X', f: Y — YeH : Y — G(X) e através da
equacao 3, concluimos que

Oy gy (GU) = (O y idg)) © FGU). )

Como antes, as equacoes 8 e 9 resultam na equacao 7, provando que ¢ é transforma-
¢ao natural. Para mostrar que os dois diagramas do enunciado comutam, aplicamos
as transformagdes naturais em objetos Z de C e W de D.
02 FGFR(z
£

F(2) F (2) G(W) — W GFG
\ F(2) \ A)
F( G(W)

Temos do diagrama a esquerda que

)

eF(z)© FNz) = OF 2, ar(2)id6F(2)) © F(OF(2) 2(idF(2))).
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Usando a equacao 3 com parametros
X =F(Z), X' =F(2), g=idr(z), Y =GF(2), Y' = Z, f = Oz 7lidpz), N = idgr(z).
obtemos, notando que séo satisfeitos os requerimentos,
(137:1( 2).6F2)\dGF(z)) © F(PF(z) z(idF (7)) = ®7:1(z), 2(PF(2),z(idE(z))) = IdF (7).
Da mesma forma, temos do diagrama a direita que
Glew) ongw) = G(CD_M},G( w)lldgw))) © @ rgw),aw) IdrG(w))-
Podemos aplicar os parametros abaixo na equacao 2.
X = FG(W), X' = W,g =0y} qm(idgy), Y = GIW), Y = GW), f =idgw), h=idegw).
Com isso, obtemos
G((D_M},G(W)(’UG(W))) o (P rgw),aw)IdrGw))) = CDW,G(W)(@TA},G(W)(/C’G(W))) = idG(w)-
[

Definicao 2.5. Dizemos que as transformagdes naturaisn e ¢ sdo denominados, res-
pectivamente, unidade e counidade da adjungéo.

Exemplo 2.6. Considere categorias C e D com funtor esquecimento U : C — D e
funtor livre F : D — C com componentes da unidadeny : Y — UF(Y). Temos que

Pryyy (idF(Y)> =U (idF(Y)> omMy =ny.

Concluimos que nesse cason é, de fato, a unidade da adjuncdo. No caso da
counidade,

ex = X ) (idU(X)) = idy(x)- (10)
Dessa forma, ¢x é o morfismo satistazendo U(ex) o ny(x) = idyx), que € uma das
propriedades do teorema 2.4.

Exemplo 2.7. Considere a adjunc¢éo (F, U,n, €) dada pelo funtor livre F : Set — Vecty.
Podemos considerar, a menos de isomorfismo, que todo conjunto X € base de F(X)
comny dada pela inclusdo canédnica. Dessa forma, podemos escrever um elemento
de F(X) por

Z AxX,
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no qual uma quantidade finita dos Ax € K sdo ndo-nulos. Dessa forma, FU(V) pode
ser dado por

Z AyV.

Observe que essa combinacdo linear formal ndo respeita as relagées entre elementos
de v. Por exemplo, dado v € V o elemento (v + (—v)) € V satisfazv + (-v) = 0. Ja a
combinacgéo linear formal 1v + 1(—v) € FU(V) ndo corresponde ao zero de FU(V), uma
vez que v e —v sdo ambos elementos da base de FU(V).

Observe que temos uma avaliagdo candnica nesse caso: podemos considerar
a funcgo idy : V — V, e essa se estende unicamente a uma transformacgéo linear
idy : FU(V) — V. Como vimos no exemplo 2.6, tal transformagéo linear corresponde
a componente ¢\, da counidade da adjungéo.

Em termos concretos, ¢\ associa uma combinagdo linear formal de FU(V) a
sua soma. Por exemplo, ey(1v + 1(=v)) = (v+ (-=v)) = 0, ey(lv+1u) = (v+u) e
ey(1v+1(2v)) = (v +2v) = (3v).

Como ¢y, € linear, seu nucleo € um subespacgo de FU(V). Duas combinagbes
lineares formais sdo equivalentes se, e somente se, essas representam o mesmo
elemento de V. Por exemplo, para V = K2, 2(1,0) + (-3)(1,1) +1(2,1) € FU(V) é
equivalente a3(1,0) +(-2)(1,1) +0(2, 1) € FU(V) uma vez que ambas as combinacdes
lineares formais sdo levadas no par (1,-2) € R2.

Dessa forma, ao quocientarmos FU(V) por ¢y, colapsamos todas as combina-
¢obes lineares formais que tem o mesmo significado em V, reobtendo o espaco vetorial
V (a menos de um isomorfismo).

Exemplo 2.8. Considere a adjuncéo (F, U,n, ¢) com F sendo o funtor livre na categoria
dos monoides sobre Set. A interpretagdo de ¢y : FUM) — M é similar ao caso de
espacos vetoriais. FU(M) é o monoide das palavras em M. O morfismo de monoides
e\ opera os elementos de uma palavra, preservando a ordem na qual esses sdo
apresentado.

Por exemplo, seja N, o monoide aditivo dos numeros naturais. Temos que
en,(2,3,4) =2+3+4 =9. Por outro lado, note que se Nx € o monoide multiplicativo
dos numeros naturais, entao ey (2,3,4) =2-3 -4 = 24.

Observe que U(N,) = U(Nx) = N, logo FU(N,) = FU(Nx). Ainda assim, ¢y, #
en,» do que concluimos que ¢ evidencia a diferenga entre os dois monoides com
mesmo conjunto base, dessa forma a counidade da adjuncdo pode ser usada para
recuperar as relagées especiais dos elementos de cada monoide M, perdidas ao se
aplicar o funtor FU. Compare essa afirma¢cdo com o quociente de um espaco vetorial
V por ¢\, no exemplo acima.
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A reciproca do teorema 2.4 também € verdadeira, isto é, se temos transforma-
¢Oes naturais n : Idp = GF e ¢ : FG = Idp tais que os diagramas comutam, podemos
definir uma adjuncao (F, G, ®) como abaixo.

Teorema 2.9. SejamC e D categorias, F : D — Ce G:C — D funtores en : ldp = GF
e ¢ : FG = Idp transformagbes naturais tais que os diagramas abaixo comutam.

F—Tf_ . rgF 6—"% . Grg
F G

Entdo a familia de fungbes ®x y : Hom(F(Y), X) — Hom(Y, G(X)) definidas
por ®x y(h) = G(h) ony s&o tais que (F, G, ®) forma uma adjungdo. Alem disso,
Ny = O ey, ylidr(y)) € ex = Oy 5 (idaex)-

Demonstragao. Defina ¥y y : Hom(Y, G(X)) — Hom(F(Y), X) por
Wy y(H) = ex o F(H).

Afirmamos que Yy y = @3}

Yx v(@x y(h)=Y¥x y(G(h)ony) = ex o FG(h) o F(ny)

Usando a naturalidade de ¢, a expressdo acima € igual a ho eg(y) o F(ny). Mas pelo
diagrama da hipdtese, isso resulta em ¥y y(® x y(h)) = h.

Dx y(Wx y(h)) = Dx y(ex o F(H)) = Gex) o GF(H) omy

Como acima, podemos usar a naturalidade do n seguido do outro diagrama da hipétese.
Nesse caso, obtemos

q)X,Y(WX,Y(h/)) = G(ex) oNG(X) © H=~H.

Agora, mostremos que @ é natural. Isso sera feito em duas partes, de acordo
com o teorema 2.2. Considere f : Y/ — Y e g: X — X'. Entao

G(g) o @x y(h) = G(g) o G(h) ony = G(go h)ony = Dy y(go h)
Oy y(h) o f = G(h)omy o f = G(h) o GF(f)ony: = Dy x(ho F(f))
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Note que na segunda linha usamos a naturalidade de n. Disso, obtemos que ® resulta
em uma adjuncao. Agora, precisamos mostrar as duas igualdades finais.

Dr(y), ylidE(y)) = Glidg(y)) ony =Ty
(D;(1,G(X)(idG(X)) = ex o F(idg(x)) = ex
[ |

Se (F, G, @) é uma adjungao e ny = @ r(y) y(idg(y)), entao da naturalidade de
o,

G(h) omy = G(h) o ®f(y) y(idr(y)) = @x, y(ho idr(y)) = Px, y(h). (11)

Desses fatos, concluimos que hd uma equivaléncia entre adjuncbes e pares (n,¢)
apropriados. No exemplo a seguir, construimos uma adjungéo entre M, e Mg para A
e B R-élgebras e ¢ : A — B morfismo de R-algebras.

Exemplo 2.10. Fixe um anel R, duas R-algebras A e B e um morfismo de R-algebras
@ :A— B. Entdo B é um A, A-bimédulo dado por

aw b= p(a)b;
b 4 a=bo(a).

Dado M um A-mddulo a direita, temos que M ® 4 B € B-modulo a direita com
acdo (m®4 b)<b' = mx 4 (bb’) e deste modo, temos o funtor __ @B : M4 — Mpg. Na
direcdo contraria, podemos definir uma estrutura de A-modulo a direita sobre qualquer
objeto M de Mg através do morfismo ¢, mais especificamente, dados me M e a € A,
defina m € a= m< @(a). Ainda, considere outro B-mddulo a direita M e h: M — M’
um morfismo em Mpg. Entdo

h(m 4 a) = h(m< @(a)) = h(m) < p(a) = h(m) « a.

Segue que h é morfismo em relacdo as acées «. Isso nos da outro funtor
p: Mpg— My. Mostramos que __ ® 4 B é adjunto a esquerda de p. Definany, : M —
p(M®4B) eepn:p(N)®a B — N por

np(m) =maea1p;
en(n®a b)) =nab.

E facil ver queny e e sdo lineares. Mostramos que também sdo morfismos de
modulos.

nu(m<a)=(m<a)®plp=mes(avig)=me4 e(alpg
=m®algp(a) =(Moal1g) «a=ny(m) «a;
en ((n@ab)ab) = ey (n@abb) =nabb = (nab)abl = ey (n@ab)ab.
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Mais ainda, temos que n e ¢ sdo transformacgdes naturais.

M W o(M @4 B) o(N) @4 B—2 N

h h® 4idg Q®AidB g

M oy p(M' @4 B) p(N)®4 B v N’
Temos

npr o h(m) = h(m) @41 = (h®pidg) (M®41g) = (h®4 idg) onp(m);
goen(n®@ab)=g(nab)=g(n)ab=¢epn (g(N) @4 b) =en o (g@aidg) (N@ab).

Finalmente, mostramos as identidades do teorema 2.9.

EMe,B (MR 15 ®4 D)
(Mma1g)>b=m®4 b;

EMx,B° My @4 B) (M®4 D)

plen) ompny(N) =en(n®a 1) =nalg=n.

Em patrticular, dados grupos G e H tal que H é subgrupo de G, entdo temos um
morfismo inclusdo entre os espacos vetoriais KH e KG. Temos uma adjungéo entre os
funtores __ @iy KG e p. Esse resultado é conhecido como Teorema de Reciprocidade
de Frobenius.

2.2 MONADAS

Agora, estudamos as monadas propriamente ditas. Comecamos repetindo a
definicdo que foi mencionada antes.

Definicao 2.11. Seja C uma categoria. Uma ménada sobre C é um monoide sobre
End(C).

Observacao 2.12. Lembramos do exemplo 1.14 que a definicdo acima pode ser equa-
cionada como

ix o (T(1x)) = mux o (Hr(x))
wx o (T(x)) = idr(x) = ux(N7(x))
Daremos um dos exemplos principais que ampliaremos no capitulo 6. Podemos

definir uma ménada a partir de qualquer monoide A sobre uma categoria monoidal C.
Comecamos definindo o funtor T sobre o qual definiremos a ménada.

Teorema 2.13. Segja C uma categoria monoidal e A um objeto deC. Entao T : C — C
definido a seguir € um funtor. T(X) = A® X para todo X objeto deC e T(h) = idy® h
para todo h morfismo de C.
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Demonstracdo. Observe que, de fato, dado um morfismo h: X — Y em C, temos que
T(h) € morfismo de A® X para A® Y. Considere ainda g : Y — Z. Temos, usando a
lei de intercambio,

T(goh)=idg®(goh) =(idgoids) @ (g o h)
=(idg®g)o(idgoh)=T(g)o T(h).
Finalmente, T(idy) =idg ® idx = idggx = idT(X)' |

Agora estamos em condicdes para definir a ménada. Para evitar ambiguidades,
denotaremos a multiplicagdo do monoide por 1t e a unidade por 7. ISS0 sera necessario
pois trabalharemos simultaneamente com ménadas e monoides. Mesmo nao estando
no caso estrito, ndo utilizaremos os associadores. Esse abuso de notagéo ira simplificar
drasticamente as equacdes com as quais iremos trabalhar.

Teorema 2.14. Seja (A, 1t1,n) um monoide sobre C. Entdo podemos definir transfor-
magbes naturais w1 T2 = T en : Id; = T sobre o funtor T = A® __ da seguinte
forma:

1. ux =pQ® idy;
2. nx=Mm®idy)oly.
Além disso, (T, u,m) é uma ménada sobre C.

Demonstragdo. Considere um morfismo h : X — Y. Precisamos mostrar que os
seguintes diagramas comutam:

A Ao X X Ao X X Y A9 X
T2(h) T(h) h T(h)
ARARY o ARY Y Ty ARY

Para p, usamos a lei de intercambio (LI).

T(h) oy = (idg® h) o iy = (idg ® h) o (E® idy)
2 (idaom ® (hoidy) =He h
y o T2(h) = ny o (idg ®ida ® h) = (L@ idx) o (ida @ ida ® h)

< (o (ida®ida)) @ (idy o h) = o h
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Para 1, além da lei de intercambio, utilizamos a naturalidade de /=1 (N).

T(h)omnx = (ida @ h) o (M@ idx) o [y’
2 (idp o) ® (hoidy) o fg' = (M@ h)o Iy
nyoh=(@®idy) o ohE @oidy) o id @ h)oly
2 Aoid) @ (idy o h)o Iy = @& h)o Iy
Uma vez provado que temos transformagdes naturais, iremos mostrar que

(T, u,m) é ménada. Em outras palavras, precisamos provar as identidades o Tpu=pouT
epon=ponT =idy.

KE®idy) o (ﬁ®|dA®|dX)ol_2X)
(po(ﬂ@ldA))@)ldx)O/_( X) = (/A®idx)o/;-zx)

iy o T(nx) = (F®idy) o (idg @ E®idy) = (o (idg ® 1)) ®idx

=(Ho(F®idy)) ®idy = (HE®idx) o (F®idg ®idx)

= (F@idy) o (F®idagx) = (A®idx) o (K@ idT(x)) = kx © LT(X)
nx o Tx) = (A®idx) o (ida ® ([ @ idx) o ")

= (L®@idx) o (dg®@n @idx) o (ida ® Iy')

= (o (idp @ M) @idy) o (idg @ Iy

= (ra®idy) o (r3! @idy) = (raory") @idy = id7(x)
ix oNT(x) = (R@idy) o (1@ id7(x)) o [7{x)

= (

= (

/

= laox © I{x) = Tx) © IT{x) = id7(x)
n

Teorema 2.15. Sejam (A, 1i,7) e (B, /,n') monoides com respectivas ménadas asso-
ciadas (T,u,m) e (T',,n’). Se h: A — B é morfismo de monoides, entdoy : T — T’
dada poryy = h® idy € morfismo de ménadas.

Demonstragcdo. Primeiro, vejamos que y é natural. De fato, considere objetos X e Y de
C e um morfismo g : X — Y. Entdo o diagrama de naturalidade é dado como abaixo.

h®idx

A X B X

idx®g idg®g
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Como (dg® g)o(h®idy) = h® g = (h®idy) o (idy ® g), entdo y é natural. Agora,
mostramos que y € morfismo de algebras de Eilenberg-Moore. Seja X um objeto de C
e note que

(v ¥)x = T'(vx) ovr(x) = T'(h@idx) o (h @ T(X))
=(dg® h®idy) o (h®idg®idyx) =h® h® idy.

Entdo os diagramas representando o fato de y ser morfismo sdo dados como
abaixo.

heheidyx
—_—

T2(X)=A®A® X (TY2(X)=Bo Bo X

H®idx W®idy
_ (XY =
TX)=A® X . T'(X)=B® X
De fato, esse diagrama comuta pois h € morfismo de monoides. |

A seguir iremos discutir as chamadas algebras de Eilenberg-Moore. Estas séo
similares ao conceito de mdédulos sobre ménadas. Se T é uma mbénada em C, um
mddulo sobre T é um funtor M : C — C junto com uma transformagéo natural « : TM —
M tal que determinados diagramas de transformagao natural comutam. Isso significa
gue para cada objeto X de C, temos o objeto M(X) e o morfismo oy : TM(X) — M(X)
satisfazendo certas propriedades. Essas podem ser postas apenas em termos de M(X)
e ay, ndo necessitando de mencao explicita ao funtor M ou a transformagéo natural «.
Uma algebra de Eilenberg-Moore sera um objeto A com um morfismo « : T(A) — A tal
que as propriedades mencionadas séo verdadeiras. Formalmente:

Definicao 2.16. Seja C uma categoria e T uma ménada sobre C. Uma algebra de
Eilenberg-Moore sobre T é um objeto A de C munido de um morfismo « : T(A) — A

em C, denominado acdo de T em A, tal que os seguintes diagramas comutam:

T2(8) — Y T(4) lop(A) —M— T(A)
HA x x
T(A) A A

Em equagbes, xopg=axo T(x) exomng = ida.
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Definimos também o que € um morfismo nesse contexto. A motivacao é a
mesma de antes, se M, N : C — C s&o modulos sobre uma ménada T com acoes
«x:TM = Me B : TN = N, um morfismo de mddulos 7t : M = N é uma transformacéao
natural tal que o o« = 3 o T7t. Aplicando em um objeto X, myx o ay = Bx o T(xx).
Definimos um morfismo entre algebras de Eilenberg-Moore a partir dessa motivagao.

Definicao 2.17. SejaC uma categoria e T uma ménada sobre C. Dadas A e B algebras
de Eilenberg-Moore sobre T com respectivas acées « e [3, um morfismo de algebras
de Eilenberg-Moore entre A e B é um morfismo f : A — B tal que o seguinte diagrama
comuta:

T(A) T(B)
o 8
A B

Em equacédes, fo o = 3 o T(f).

E possivel formar uma categoria cl cujos objetos séo algebras de Eilenberg-
Moore e os morfismos sdo como definidos acima. A composi¢ao e a unidade seréo
dadas da mesma forma que em C. De fato, a associatividade e o axioma da unidade
seguem diretamente das respectivas propriedades em C. Basta mostrar o fechamento
da composicao, isto &, que a composicdo de dois morfismos de CT resulta em um
morfismo de CT. Sejam f : (A,«) — (B,B) e g : (B,B) — (C,v). Temos que em C,
gof:A— C. Além disso,

YoT(gof)=yoT(g)oT(f)=goPfoT(fj=gofon.

Em termos de diagramas:
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/7—(g)—07—(f)\
a0 19 T
04 B Y
A ; B g C
a0 "9 1

YoT(g)=gop

14 [3) Y

A ; B g C
Ta—" 159 10
o [8) Y

BoT(f)=fox
A f\B% C
gof

Disso, segue que go f : (A, &) — (C,v). Observe que um morfismo em C7 é
simplesmente um morfismo em C que preserva a estrutura extra, isto é, as acdes em
seu dominio e contradominio.

Definicao 2.18. Seja C uma categoria e T uma ménada sobre C. Entdo definimos
¢T como a categoria cujos objetos sdo algebras de Eilenberg-Moore (A, x) sobre T e
cujos morfismos sdo morfismos de algebras de Eilenberg-Moore. A composicdo e as
unidades s&o definidas da mesma forma que em C.

Para futuras referéncias, faremos a observacao abaixo, ja mencionada anterior-
mente.

Observacao 2.19. Considere uma ménada (T, u,n) sobre C. Se (A, x) é algebra de
Eilenberg-Moore, ento idip ) = ida.

Uma relagao forte entre ménadas e algebras de Eilenberg-Moore é que pode-
mos definir o que sdo algebras de Eilenberg-Moore livres. Os funtores esquecimento e
livre serao apresentados no teorema abaixo.
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Teorema 2.20. Seja C uma categoria e T uma mébnada em C. Entao U T.cl sce
FT :C — T sdo funtores tais como definidos abaixo.

e Para UT, dado (A, ) objeto de CT, definimos UT (A, «)) = Ae dado f : (A, &) —
(B, B), definimos UT (f) = f: A — B.

« Para FT, dado X objeto de C, definimos FT(X) = (T(X),ux) edadof: X — Y,
definimos FT (f) = T(f) 1 (T(X), ux) — (T(Y), wy).

Demonstracdo. E claro que UT((A, «)) = A é objeto de C e que UT(f) = f € morfismo
em C. Ainda, assumindo que f e g sejam morfismos componiveis em cT,

UT(fog)=fog=UT(foUT(g).

Basta mostrar que UT(id(A,a)) = idyT((A«)- Paraisso, mostraremos inicialmente
que ida : (A, &) — (A, ) é morfismo em C7.

T(A) —* - A
T(ida) ida
T(A) A

De fato, o idy = o = idy(4) o o = T(ida) o &, pois o € morfismo em C e T € funtor.
Agora, usando que ids é morfismo em C' e que id(4,«) € morfismo em C, obtemos
ida = idp o id(a ) = idpq)- Finaimente, UT(ida ) = UT(ida) = ida = idyraq)»
provando que U7 é funtor.

Para FT, precisamos primeiro provar que (T(X), y) é algebra. Sabemos que
wy : T(T(X)) — T(X). Agora, observe os diagramas abaixo.

ToToT—N" 7,7 lp(T) — 2L ToT
uxT 2" \
ToT———T(X)

nrx)

— Ide (T
HT(X) kX \ /

Hx
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Os dois diagramas da primeira linha sao verdadeiros pela definicdo de ménada como
um monoide sobre End(C) (o da esquerda € a associatividade enquanto o da direita
segue do diagrama da unidade). Os dois diagramas da segunda linha s&o obtido
aplicando os da primeira linha na componente X. Disso, segue que (T(X), iLx) € objeto
dec’.

Agora, dado f : X — Y morfismo em C, precisamos mostrar que

FT(f) = T(f): T(X) = T(Y)

é morfismo em CT.

T(T(X)) T(T(Y))
Kx Hy
TX) ——5— T(Y)

O diagrama acima segue da naturalidade de u e prova que T(f) € morfismo de
(T(X), nux) para (Ty, ny). Finalmente, observe que de T funtor segue que

FT(idx) = T(idx) = idr(x) = idr(x)
eque Fe(fog) = T(fog) = T(HoT(g) = FT(f)o FT(g). n

Definicao 2.21. Se T € uma ménada e X € um objeto de C, definimos a algebra de
Eilenberg-Moore livre de X por F(X).

Exemplo 2.22. Sgja (T, iw,n) uma mbénada sobre C e (A, x) uma algebra de Eilenberg-
Moore. Sabemos que « : T(A) — A é morfismo em C e que (T (A), na) também é objeto
de CT. Provaremos que o : (T(A), na) — (A, &), isto é, o« é morfismo em CT. De fato,
o diagrama de morfismos em C T para « (dado abaixo) coincide, nesse caso, com um
dos diagramas de agao para «.

28— 7(4)
HA 04
T(A) A

Teorema 2.23. Seja C uma categoria e (T, 1,n) uma ménada sobre C. Entdo u' é
adjunto & direita de F.
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Demonstragéo. Observe que Ut : ¢T — ¢ é um funtor fiel. Dessa forma, podemos
utilizar o teorema para obter a adjuncéo necessaria desde que se configure a hipbtese
do exemplo.

Considere X um objeto de C. Entdo temos um morfismo ny : X — T(X). Se
(A, x) é algebra de Eilenberg-Moore, entdo dada f : X — A, temos oo T(f) : T(X) — A
e além disso, podemos usar a naturalidade de n no morfismo f para obter

Ulxo T(f))ony =ao T(flony =axongof=F.

~

Se temos outro morfismo f : T(X) — Atal que ?onx = U(f) oy = f, entdo
usando que f é morfismo em €7,

-~

oo T(f)=oo T(fony) =ao T(f)o Tny) =foxo Tny)=1.

Podemos entao aplicar o teorema 2.3 para concluir que u'eé adjunto a direita
de FT. |

Podemos dar a reciproca do teorema 2.23, isto €, mostrar que toda adjuncao da
origem a uma ménada.

Teorema 2.24. Sejam F : D — C e G : C — D funtores. Se (F, G, ®) é uma adjuncao,
entdo T = GF é uma mbnada sobre D com a operacdo 1 = GeF e a unidade n da
moénada dada pela unidade da adjuncéo.

Demonstragcdo. Temos

wx o (T(ux)) = Glep(x)) o TG(ep(x)) = Glep(x)) © GFG(ep(x)) = Glep(x) © FG(eg(x)))-

Usando a naturalidade de ¢, obtemos

iy o (T(knx)) = Glep(x) © €FGF(x)) = GleF(x)) © GleFT(x)) = Hx © 1T (X)-

Isso mostra que p é associativa. Falta mostrar a propriedade da unidade.

mx o T(nx) = Glep(x)) o Tnx) = Glep(x)) © G(F(nx)) = Glep(x) © F(nx))

Usando um dos diagramas do teorema 2.4, temos que EF(X) © Finy) = idF(X), logo
nxo T(nx) = idr x). Faremos agora o outro lado do diagrama. Usando o outro diagrama
do teorema 2.4,

wx onT(x) = GleF(x)) °onGgF(x) = idgF(x) = 1d7(x)-

Segue que (T, u,n) é mbnada. Acabamos de ver que as componentes da ménada
se escrevem em termos da adjuncgdo, isto é, T = GF, u = GeF : GFGF = GF e
n : ld; = GF é a unidade da adjuncao. [
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Uma vez conhecida a equivaléncia entre monadas e adjuncdes, podemos calcu-
lar a counidade da adjunc¢do em termos mais simples na categoria de Eilenberg-Moore.
Notamos inicialmente que €A FU(A, @) = (T(A), ng) — (A, x). Como € e 11 sdo uni-
dade e counidade, podemos utilizar o diagrama da esquerda no 2.4 na componente

FT(na)

FTUTFT(A) = (T?(A), ur(a)

FTA)
FT(A) = (T(A), ua)

Temos que egr(4) 0 FT(na) = idgra) = id7(a). Compondo o : T(A) — A nos
extremos da equacao obtemos « o EFT(A) © FT(nA) = aoidrg) = «. Sabemos que «
€ morfismo de algebras de Eilenberg-Moore (ver exemplo 2.22) e portanto podemos
utilizar a naturalidade de .

FTUT (FT() 4 FT(a
FTUT(0)=FT () o
FTUT(A, «) (A, )

E(Ax)

Temos que ¢4 4 © F () o FT(ng) = ao EFT(A) © FT(n,) e portanto

E(A) = E(Ax) © FT(aoma) = a0 F ()0 FT(na) = a0 epra 0 F(na) = .
Terminamos a sec¢dao revisitando dois exemplos de adjungdes.

Exemplo 2.25. Considere a ménada T associada a adjungdo (F, U,n,¢) de Vecty.
Nesse caso, T(X) = UF(X) se refere ao conjunto das combinagoes lineares formais.
Dado um conjunto X, T2(X) é composto por combinacgdes lineares da forma

Z Ay X.

xeT(X)

Vejamos através de exemplos como .y se comporta. Por definigao, e F(X) é a avaliacao
canénica, levando, por exemplo a combinacéo linear formal (2x + 3y) € T2(X) em
2x + 3y € T(X). Nesse caso,

Hx(2(2x +3y)) = ep(x)(2(2X + 3y)) = 2ep(x) (2% +3y) = 2(2x + 3y) = 4x + 6y.
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Em outras palavras, wy “distribui” os escalares de um elemento de T2(X) em cada
uma de suas respectivas combinagées lineares em T(X), essencialmente eliminando
um grau de abstracao.

Exemplo 2.26. Considere agora a ménada T associada a adjuncao (F,U,n,¢) da
categoria dos monoides em Set. Um elemento de T2(X) é uma palavra (x4, ..., on) tal
que cada o; é uma palavra em X. Dessa maneira, um elemento de T2(X) tem a forma

(X115 X1k )y (K21, - X2 )5 5 (X5 Xk,)-

Uma maneira natural de levar esse elemento em T(X) é eliminando os parénteses
internos, obtendo

(X11,...,X1k1,X2<|,...,X2k2,...,Xn1,...,Xnkn).

De fato, uy € a fungdo definida dessa forma, uma vez que a operagdo do monoide
F(M) é, precisamente, a concatenacdao (c.f. exemplo 2.8).

2.3 FUNTOR COMPARACAO

Seja (T,u1”,n") uma ménada sobre C. Sabemos que existe uma categoria C' e
funtores U™ :CT — ¢, FT :C — CT. Podemos definir e T : FTUT = Idgr por ef | =
e comisso temos que (FT, UT,n7, ¢T) é adjuncdo com mdnada associada T. Podemos
questionar se existem outras adjungées (F, U, n, ¢) tais que sua ménada associada é
T.1sso é equivalente a UF = T,n =1 e u’ = UeF. Sem, por hora, responder a esse
questionamento, estudaremos algumas propriedades de tais adjun¢des. Note que para
essa secao, usaremos (MACLANE, 1971) como referéncia.

Definigdo 2.27. Seja (T,n”,u") uma ménada em C. Uma adjuncéo (F, U,n, ¢) é dita
associada a T quando T, por sua vez, for a ménada associada a essa adjungéao, isto
6 T=UF,ul =UeFen'n.

Definicao 2.28. Sejam (F, U) e (F’, U') adjungées associadas a uma ménada T, di-
gamos, F : C = D e F' : C = D'. Um morfismo de adjuncées associadas a T entre
(F,U) e(F',U") é um funtor K : D = D’ tal que os seguintes diagramas comutam.

D D
U K F K
C D’ C D’

U/ F/



Capitulo 2. Mbnadas 48

KFU —X&—. Kidy,

F'U

F’U/K T ldD’

Istoé, UK =U, KF = F' e Ke = ¢'K.

Observacao 2.29. Para um morfismo K : D — D de adjungbes associadas a T,
frequentemente escrevemos o sequinte diagrama:

Esse deve ser entendido como na definigcdo acima, isto é, UK = U e KF = F'.

Observacao 2.30. Na definicdo anterior pedimos uma compatibilidade de K com F, U
e ¢. Nao foi exigida uma compatibilidade comn pois do fato que ambas as adjungbes
sS40 associadas com a mesma ménada segue que n =n T -y

Exemplo 2.31. Seja (F, U,n, ¢) uma adjuncdo associadaa T com F :C — D. Entao o
funtor identidade de D é um endomorfismo de (F, U,n, €). De fato, Uldp = U, ldpF = F
e /dp& = €/dp.

Queremos definir uma categoria de adjuncdes associadas a uma ménada T
fixa. Ja vimos quais sao os morfismos e a identidade dessa categoria. Uma nocéao de
composicao € dada de forma natural, através da composicao de funtores.

Teorema 2.32. Sgjam (F,U,n,¢), (F,U',v/,&') e (F", U",m", ") adjungbes associadas
aumamoénada T,comF :C - D,F :C -D eF'":C—+D".SeK:D 7D e
L: D' — D" sdo morfismos de adjungées associadas a T, entdo LK também o é.

Demonstrag&o. De fato,

U'LK=UK=U
LKF = LF' = F"
LKe = Le'K = ¢"LK.
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Definicao 2.33. SejaC uma categoria e T uma ménada sobre C. Definimos a categoria
Adj(T) que tem como objetos as adjungdes associadas a ménada T e como morfismos
0s morfismos de adjungcdes associadas a T. A identidade e a composicdo sdo dadas
da forma usual.

Sabemos que a adjuncao da categoria de Eilenberg-Moore € um objeto dessa
categoria (c.f. teorema 2.23 e teorema 2.24). Ao longo dessa sessao, provaremos que
tal adjuncédo € um obijeto final e construiremos um objeto inicial.

Teorema 2.34. Dada uma ménada T, a adjungdo associada a categoria de Eilenberg-
Moore CT é objeto final na categoria Adj(T).

Demonstragdo. Seja (F, U,n, ¢) uma adjung¢ao associadaa T com U : C — D. Cons-
truiremos passo a passo um funtor K : D — CT. Dado X objeto de D, consideremos um
possivel funtor K : D — CT, com K(X) = (Ko(X), oex), que & morfismo de adjungdes as-
sociadas a T. Verificaremos quais propriedades K deve satisfazer para entao obtermos
uma definicdo apropriada. Queremos UTK(X) = U(X), isto &, Kp(X) = U(X). Dessa
forma, oy : TU(X) — U(X). Mas temos que TU(X) = UFU(X). Defina oy = U (ey).
Dessa forma, a defini¢do do funtor é dada por K(X) = (U(X), U(e x)). Mostraremos que
U(ex) é acéo. Temos

ax o T(xy) =U(ex)o TU(ex) = U(ex) o UFU(ex).
Da naturalidade de e no morfismo ex, ex o FU(ex) = ex o ey x)- Temos
ax o T(ax) = Ulex) o Ulery(x)) = Ulex) o my(x) = ax © 1y,
Para o diagrama de identidade, usamos o teorema 2.4:
ax onyx) = Ulex) ony(x) = idx.

Agora precisamos definir o valor de K nos morfismos. Considere h : X — Y
morfismo em D. Precisamos encontrar K(h) = h: (U(X), ex) — (U(Y), ay), isto é,
h: U(X) — U(Y) tal que ho ay = acy o T(h). E natural considerar h = U(h). De fato,

U(h) o ax = U(h) o U(ex) = U(ho ex).

Usando a naturalidade de ¢ no morfismo h, obtemos ho ey = ey o FU(h), logo

U(h) o oy = U(ey) o UFU(h) = U(ey) o TU(h) = acy o TU(h).
Agora provamos as propriedades funtoriais para K. Temos que

K(/dx) = U(/dx) = IdU(X) = Id(U(X)

,0x)?
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do que foi visto na observacao 2.19. Além disso,
K(hog)=U(hog)=U(h)o U(g) = K(h) o K(g),

provando que K é funtor.
Também, K é morfismo em Adj(T). Tome X objeto de D, h morfismo de D, X’
objeto de C e h' morfismo de C. Observando que xp(xny = Uepxn = nx:, temos

UTK(X) = UT(U(X), ax) = U(X)

UTK(h) = UTU(h) = U(h)
KF(X') = (UF(X"), xp(xn) = (T(X), ux) = FT(X')
KF(H) = UF(K) = T(H)=UTFT (W)= FT(H)

Finalmente, temos que provar que K é Unico. Suponha que K’ seja outro funtor
satisfazendo as propriedades desejadas, digamos, K’'(X) = (K6(X), B x). Entao

Ky(X) = UTK'(X) = U(X)
K'(h) = UTK'(h) = U(h) = K(h)

Falta mostrar que B x = oy = U(ex). Para isso, note que da definicdo de morfismo de
algebras de Eilenberg-Moore (e do fato que acées sdo morfismos) temos

Bx o TU(ex) = Ulex) o ny(x)-
Transladando a direita por T(n U(x)) obtemos
Bx o TU(ex) o Ty(x)) = Ulex) o nyxy © TMyx))

Usando que U(ex) o ny(x) = id e Hy(X) © T(ﬂU(X)) = id (respectivamente, teorema 2.4
e observacao 2.12) obtemos B x = U(e x), como desejado. |

Definicao 2.35. Seja T uma ménada sobre C e (F, U,n, ¢) uma adjungcao associada a
T com U : C — D. Chamamos de funtor comparagéo o Unico funtor K : D — CT que é
morfismo em Adf(T).

Agora, construiremos o objeto inicial da categoria Adj(T). Observe o seguinte
diagrama, obtido pelo resultado do teorema anterior.
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O funtor K nao tem a necessidade de ser sobrejetor mas podemos obter algu-
mas informagdes sobre 0s objetos em sua imagem. Dado (A, x) = K(X) objeto de cT,
observe que A = UTK(X) = U(X). Por outro lado, dado A = U(X) objeto de C, temos
A= UTK(X), logo K(X) é da forma (A, «). Concluimos que a imagem (nos objetos) de
K é formada pelos objetos da imagem de U com alguma estrutura. Dentre os possiveis
objetos da imagem de U, temos uma classe distinta deles: os que estdo ainda na ima-
gem da ménada UF. Nesse caso, se A = UF(B) temos que KF(B) = FT(B) =(T(B), up)-
Em particular, A = T(B).

Pensando em K como uma forma de “ver” D dentro de C', os objetos de C7
associados a algum dos de D incluem as &lgebras de Eilenberg-Moore. Surge uma
pergunta natural: é possivel garantir mais algum objeto? Para responder essa pergunta
na negativa (o que faremos), é preciso mostrar algum exemplo concreto no qual apenas
as algebras livres estdo na imagem de K. Para isso, consideramos a categoria formada
apenas por essas algebras.

Definicao 2.36. Seja (T, u,n) uma ménada sobre C. Definimos a categoria das algebras
(de Eilenberg-Moore) livres dessa ménada como a subcategoria cheia de CT formada
pela algebras de Eilenberg-Moore livres. Denotamos essa categoria por C T,

Existe um funtor inclus&o 6bvio, /: CT" — ¢T dado por I(A, «) = (A, «) € I(h) = h.
Além disso, podemos definir uma adjuncao entre C e cl por

UT(T(A), 1a) = UT(T(A), na) = T(A);
FT'(A) = FT(A) = (T(A), u).

Que FT" ¢ adjunto a esquerda de U™ com adjuncéo associada a T segue do fato que
FT 0 é emrelagdo a UT. Observe que

UTIT(A), 1) = UT(T(A), 1g) = UT (T(A), 1a)
e também
FT1(A) = FT"(A) = FT(A).

Segue que a inclus&o / é o funtor comparagao relativo a ¢’ ". Ainda, a imagem de / é
formada por, precisamente, as algebras de Eilenberg-Moore livres. Intuitivamente, se
F :C — D é adjunto a esquerda de U : D — C e essa adjuncao é associada a ménada
T, cada objeto X de D corresponde a um de ¢’ e, em particular, todos as algebras
livres estdo em correspondéncia com algum objeto de D. Ainda em termos intuitivos,
isso significa que podemos associar a cada objeto (7(A), ny) de ¢’ um objeto de
D. Isso pode resultar em um problema: nada garante que a igualdade (T(A), na) =
(T(B), ug) impligue em A = B.
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Para evitar esse problema, definimos uma nova categoria Ct onde cada objeto
represente um (T (A), ng) com a diferengca de que ha distingdo entre os objetos re-
presentando (T(A),na) € (T(B),up), caso A # B. A melhor forma de se fazer isso é
associar os objetos de C7 aos de C de maneira injetora. Melhor ainda, 9 =¢O.

Quanto aos morfismos, note que dado h : (T(A), ua) — (T(B), ug) temos, em
particular, h : T(A) — T(B). Disso, segue que hong : A — T(B). Morfismos desse
tipo sdo0 “especiais” pois como T(B) = UTFT(B), dado g : A — T(B) podemos en-
contrar um morfismo T(g) : T(A) — T2(B). Disso, obtemos pgo T7(g) : T(A) — T(B).
Vemos que ha uma relagéo entre Homg(A, T(B)) e Hoch(FT(A), FT(B)). Iremos de-
finir Hom¢_ (A, B) = Hom¢(A, T(B)). Para tornar a notagdo mais curta, denotaremos
Hom¢, = Homy.

Para motivar a composicéo e a identidade em C7, olharemos para as mesmas
emCT". Aidentidade idr(x) : F(X) — F(X) corresponde a idg(x)onx =ny, 0 que sera
a morfismo identidade de X em relagdo a categoria Cy. A composi¢cao é mais dificil
de motivar,parag: X — T(Y), h: Y — T(Z) morfismos temos os morfismos de cr
associados,

ny o T(g) : T(X) = T(Y);
uzo T(h): T(Y)— T(Z).
Fazendo a composigao, obtemos w7 o T(h) o uy o T(g). Este esta associado a
wzo T(hyopyoT(g)onx=puzoT(h)ouyonyyyeg=pzoT(h)og,
que sera definido como a composicdo em Cy. Damos a defini¢do formalmente abaixo.

Definicao 2.37. (KLEISLI, 1965) Seja (T, 1, ) uma ménada sobre C. Defina a categoria
de Kleisli Ct dessa ménada como segue. Os objetos de Ct sé&o os objetos de C e a
classe de morfismos Home.(A, B) = Homt(A, B) é dada por Hom¢(A, T(B)). ParaA € C,
definimos a identidade em A como nl\_ e parag € Homy(X,Y) e h € Homy(Y, 2),
definimos a composi¢do he g = pl o T(h) o g.

Observamos que a definicao acima é, de fato, uma categoria. Parah: X — Y
temos

nyeh=ujoTmy)oh=h
hon; = “73;0 T(h)on; = pz;on;(y) oh=h.
Alémdisso,se f: X - T(Y),g:Y — T(Z)e h:Z — T(W) sao morfismos,
(heg)ef=(ulyoT(hog)ef=plyoT(ujy)oT3h)oT(g)of.

Segue da associatividade de p” que wl, o T(u]) = uly o u;( w)- Temos

(heg)ef= ua/o “;(W) o T2(H)o T(g)of.
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Da naturalidade de u, “;(W) o T2(h) = T(h)o 1z e temos
(heg)ef=plyoT(houloT(gof=he(boT(g)of)=he(gef).

Isso mostra que a categoria de Kleisli é, de fato, uma categoria.

Mais ainda, dessa essa categoria temos uma adjuncdo associada a ménada
T. Assim, precisamos definir os funtores Fr : C — Cy e Ut : Ct — C. Considere
um objeto A. Lembramos que na categoria de Kleisli A representa intuitivamente, na
verdade, a algebra livre (T(A), pZ). Definimos entdo Ut (A) = T(A). Dado um morfismo
h: A — T(B), precisamos encontrar Uy (h) : T(A) — T(B). Isso ja foi feito, temos que
considerar Ur(h) = n} o T(h).

O funtor F7 é definido com um raciocinio similar. Considere um objeto A em C.
Intuitivamente, esse deve ser levado no representante de (T(A), pg) em Ct, em outras
palavras, Fr(A) = A. Para um morfismo f : A — B, levamos esse no representante de
T(f): T(A) — T(B), isto é, Fr(f) = T(f) onAT : A — T(B). Precisamos provar que essa
estrutura cumpre seu proposito.

Teorema 2.38. Seja (T, u”,n') uma ménada em C. Entdo Fr é adjunto a esquerda
de Ut. Além disso, a ménada dessa adjungdo é T.

Demonstragdo. Considere TIZ t A — T(A) = UrFr(A) eidra) : T(A) — T(A), ob-
servando que idT(A) € Homy(FrU7t(A), A). Essas sdo a unidade e a counidade da
adjungao, como provaremos. Ja sabemos que n' é natural. No caso de id T, quUeremos
mostrar que esta é natural na categoria de Kleisli. Considere h : A — T(B) um mor-
fismo. Temos que mostrar que o seguinte diagrama comuta, no qual as setas onduladas
representam morfismos em Cr.

T(A) e A
T(h) h
T(B)~ i B

Isso é, IdT(B) ° T(h) =he IdT(A) De fato,

idr(g) e T(h) = ng o T(idrg) o T(h) = pfo T(h) = ufo T(h) oidra) = heidra.

Usamos o Teorema 2.9 para mostrar que temos uma adjungao.
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id7E,(a) ® Fr(nj) = id7(a) ® (ﬂ ;(A) OHD
= 1y o T(id7(a) On;(A) °oMA
= ”ZO”;(A) oMy =nj
= T(ida) oy = Fr(ida)
Urlidr(a) o0y () = 1 © TlidT(a) onTia
= 1p oNTa = id7(a
= idy;a) = Ur(ida)
Que U7rF7(A) = T(A) é claro. Se f : A — B é morfismo,
UrFr(fy= Ur(T(f)oma) = ug o T2(f o Tmp) = T(H o np o Tp) = T(f).
Disso, segue o resultado. |

A categoria de Kleisli € o lugar correto para se provar o teorema de comparagao
dual, isto &, a existéncia de um objeto inicial na categoria Adj(T).

Teorema 2.39. Considere categorias C e D, funtores F : C — D e U :D — C e uma
ménada T sobre C de forma que F seja adjunto a esquerda de U e que essa adjun¢éao
seja associada a T. Entdo existe um unico funtor | : Ct — D que é morfismo de
adjuncoes associadas a T.

Demonstragdo. Considere A um objeto de Cy. Entdo A € um objeto de C e logo
F(A) € DO. Defina I(A) = F(A). Ainda, dado um morfismo h € Hom (A, B), isto é,
h: A — T(B) = UF(B), usamos que F é adjunto a esquerda de U para obter um
morfismo /(h) : F(A) — F(B). Lembramos que /(h) = CDT_J(B),A(h) = er(gy© F(h).

Provamos primeiro que / & funtor. De fato, I(na) = er(a) © F(na) = idg(a). Além
disso,dados h: A— T(B)eg: B — T(C), temos

/(go h) = SF(C) o F(g o h) = SF(C) o F(HC) o FT(g) o F(h)

Observe que da naturalidade de ¢ segue que

er(c) © Flue) = er(c) © FU(eF(C)) = eF(c) © eFUF(0):
erur(c) © FT(9) = erur(c) © FUF(9) = F(g) © eF(p)-
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Aplicando isso, obtemos

I(geh)=erc)o F(g)oerp) o F(h)=1(g)oI(h).

Segue que / é funtor. Mostramos entao que / € morfismo de adjungbes associa-
das a T. Nos objetos,

UI(A) = UF(A) = T(A) = Ur(A);
IFT(A) = I(A) = F(A).

Por outro lado, dado um morfismo h: A — T(B),

UI(h) = U(e () o UF(h) = ng o UF(h) = uf o T(h) = Ur(h)

Para o outro lado, considere morfismo f : A — B. Temos
IF7(f) = I(T(f) omp) = epr(g) © FT(f) o Fa) = epr(p) © FUF(f) o F(n ).
Usando a naturalidade de ¢,
IFr(f) = F(f) o ep(ay 0 F(a) = F (7).

Finalmente, precisamos provar a unicidade. Suponha que /' : C+ — D seja outro
morfismo de adjunc¢des associadas a T. Temos

I(A) = F(A) = I'F7(A) = I'(A).

para todo objeto A. Por outro lado, se h: A — B é morfismo temos

I(h) = ep(B) o F(h) = ep(gy o I'Fr(h) = ep(g) o I'(T(h) o).
Da naturalidade de n,
I(h) = epgy o 'n7(m) © h)- (12)

Temos como objetivo mostrar que /'(n 7(B)° h) = F(np) o I'(h). Para isso, note
inicialmente que da naturalidade den, T(ng) ong = N7 °ns logo

T2(mg) o TMg) = Tmrg) © TMg).
Agora,

F(ng)o I'(h) = I'Fr(ng) o I'(h) = I'(Fr(np) * I'(h))
= (ur(g) o T?(ng) o Tmpg) o h) = I'(ur(g) o Ttr(g) o Tg) o h).
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Como urgyo TMr(p) =idr(B) = HT(B) °N72(g), Podemos escrever
Fng) o I'(h) = I'(y(g) o n72(g) © Tng o h).
Segue da naturalidade de n aplicada ao morfismo T(npg) que
T2Mg) on7(g) =N12(8) ° T(MB)-
Isso pode ser substituido na equagao acima para obter
Fng) o I'(h) = I'(urg) ° T?ma) onrgy © ) = (T(ng) e (1(g) M) = (N7 ° h),

pois T(ng) =nr1(B) é a identidade de T(B) em Ct. Provamos entdo que /'(n Ty °h =
F(npg) o I'(h). Substituindo na equacgéo 12,

I(h) = epg) o I'nT(g) © h) = ep(m) © Fng) o I'(h) = I'(h).
Concluimos que / = I' e portanto C1 é objeto inicial. [

Sintetizando os resultados principais dessa sessao, dada uma categoria C, uma
mobnada T sobre C e uma adjuncéo (F, U,n, ¢) associada a T, temos dois morfismos
em Adj(T), representados pelo diagrama abaixo.

Note também que a composi¢éo Kl : Ct — ¢’ é o funtor comparacao de Cr.
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3 COEQUALIZADORES E TEOREMA DE BECK

Faremos uma digressao do assunto atual para provar o teorema de Beck (c.f.
teorema 3.14). Esse teorema caracteriza algebras de Eilenberg-Moore (a menos de iso-
morfismo em Adj(T)) utilizando criagao de coequalizadores especiais. Tomamos como
referéncia (LANDRY; MARQUIS, 2005) mas observamos que 0 mesmo resultado pode
ser encontrado em (MACLANE, 1971), que ja usamos como referéncia anteriormente.

Definicao 3.1. Seja C uma categoria. Dois morfismos g e h s&o ditos paralelos se eles
tem o mesmo dominio e contra-dominio.

Defini¢ao 3.2. Sejam g, h: X — Y morfismos paralelos. Uma forquilha de g e h é um
objeto Z com um morfismoc:Y :— Z talquecog=co h.

X y ¢ .7

Observacao 3.3. Em alguns casos, é conveniente pensar no diagrama da forquilha
como abaixo.

X—9 .y
h c
% Z

Exemplo 3.4. Seja (A, x) uma algebra de Eilenberg-Moore sobre T. Entao (A, «) é
forquilha de 4 e T(x). De fato, o diagrama de associatividade de « é a diagrama de
forquilha acima.

Uma forquilha é formada por um objeto (£) com uma estrutura (c). Podemos
pensar em morfismos entre forquilhas como morfismos entre os objetos base que
preservam essa estrutura. Isso resultara em uma categoria, como veremos mais preci-
samente abaixo.

Teorema 3.5. Sejam g e h morfismos paralelos. Podemos definir uma categoria
Fork(f, g) cujos objetos sdo forquilhas de g e h e dados objetos (Z,¢c) e (Z',c'), um
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morfismo entre esses € um morfismo ¢ : Z — Z' tal que ¢ o ¢ = ¢’. A composicdo e a
unidade séo tais como emC.

Demonstracdo. Note que se (Z,¢), (Z/,c') e (Z”,c") sao forquilhas com ¢ : Z — Z' e
P : Z = Z" morfismos de forquilha temos Ppopoc=19oc op =" o1 o . Disso, a
composicao esta bem definida. Ainda, idy o ¢ = ¢, logo id> é morfismo de forquilhas.
Segue direto das propriedades da composi¢cdo em C a associatividade e que idy é
identidade. [

Definicao 3.6. Sejam g, h: X — Y morfismos paralelos em uma categoria C.

1. Um coequalizador de g e h é um objeto inicial na categoria Fork(g, h).

2. Um coequalizador absoluto de g e h é uma forquilha (K, ¢) tal que para toda
categoria D e todo funtor F : C — D, (F(K), F(c)) é um coequalizador de F(g) e
F(h).

3. Um coequalizador cindido de g e h é uma forquilha (K, ¢) junto com morfismos
i:Y—>Xej:K— Ytaisquegoi=idy, coj=idg e o seguinte diagrama

comuta:
y—— 1 x_ 9 .y
(o] h (o]
K— Y — K

A comutatividade deste diagrama é equivalente as equagées

joc=hoi;

coh=cog.
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Alternativamente, o diagrama abaixo comuta.

idy
% ’/)_(\g* %
(o] h (]
K k\//cf K
idi

Chamamos o par (i, j) de cisdo de (KC, c) em relacdo a g e h.

Exemplo 3.7. A forquilha (A, o) de uma algebra de Eilenberg-Moore é um coequaliza-
dor cindido. De fato, considere i =n1(a) €j=na.

T(A) — 9 24— T(A)
o T(x) o
A e T(A)—— A

Como visto no exemplo 3.4, o quadrado da direita comuta. Por outro lado, o quadrado
da esquerda comuta pela naturalidade de n aplicado no morfismo «.

Teorema 3.8. Todo coequalizador absoluto € um coequalizador. Todo coequalizador
cindido é um coequalizador absoluto.

Demonstragcdo. Seja (KC, ¢) um coequalizador absoluto. Entdo podemos tomar o funtor
Id- e concluir que (I, ¢) € coequalizador.

Seja (K, ¢, i, j) um coequalizador cindido. Mostramos inicialmente que (K, ¢, i, f)
€ um coequalizador. Considere (Z, d) forquilha de g e h.

Defina @ =doj. Temos poc=dojoc=d,logo ¢ é morfismo de forquilhas.
Ainda, se{ : K — Z é morfismo de forquilha, temos { = jocoy = jod = ¢. Concluimos
que (K, ¢) é coequalizador.
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Agora provamos que dado um funtor F : C — D, (F(K), F(c), F(i), F(j)) é coe-
qualizador cindido de F(g) e F(h). De fato,

) = F(
) = Fidk) = idr k)
) = F(ho i) = F(h) o F(i);

Segue dessas propriedades que (I, ¢) é coequalizador absoluto. De fato, como
(F(K), F(c), F(i), F(j)) € coequalizador cindido segue que (F(K), F(c)) é coequalizador.
|

Teorema 3.9. Sejam g, h : X — Y morfismos paralelos em uma categoriaC. Se (IC, c) e
(K', c') sdo coequalizadores de g e h, entdo as seguintes afirmagées sdo verdadeiras:

/

1. Existe um Unico isomorfismo de forquilhas ¢ entre (K, c) e (K, c/).

2. Reciprocamente, se (K, ¢) é isomorfo a uma forquilha (Z, d), entdo (Z, d) é coe-
qualizador.

3. Se (K, c) é absoluto, entdo (K', c’) também o é.
4. Se (i, j) é uma cisdo de (K, c), entdo (i,j o ¢~') é uma cisdo de (K’, c').

Demonstragdo. Os dois primeiros itens seguem da definicdo de coequalizadores como
objetos iniciais de Fork(g, h). Suponha que (I, ¢) seja absoluto.

Dado um funtor F : C — D, temos que F(p) : F(K) — F(K') é isomorfismo
(em D). Mais ainda, F(p) o F(c) = F(p o ¢) = F(c') logo F(p) é isomorfismo em
Fork(F(g), F(h)). Mas (F(K), F(c)) é coequalizador e portanto, do item 2, (F(K'), F(c))
também o é. Como F foi arbitrario, (K’, ¢’) é absoluto, provando o item 3.

Finalmente, segue de que ¢ € isomorfismo de forquilhas que g o i = idy além
de que

do(jopy=¢pocojoe =goe =id;
jop )ocd =jop logoc=joc=hoi
Cloh=(poCoh=(pocog=clog_

Observacao 3.10. Devido a esse teorema, podemos falar em um par de morfismos
paralelos possuir coequalizadores absolutos e cindidos sem necessariamente espe-
cificar qual. Além disso, podemos falar simplesmente “o coequalizador” uma vez que
quaisquer deles sdo isomorfos.
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Teorema 3.11. Sejam C e D categorias, F : C — D um isomorfismo de categorias, g e
h morfismos paralelos em C e (K, ¢) um coequalizador de g e h. Entdo (F(K), F(c)) é
coequalizador de F(g) e F(h). Se (K, ¢) é absoluto, entdo (F(K), F(c)) também o é.

Demonstracdo. Considere (Z, d) uma forquilha de F(g) e F(h). Entao
doF(g)=doF(h)y = F'(d)og=F(d)oh.
Disso, existe um tnico ¢ : K — F~1(Z) morfismo de forquilha. Temos que
poc=F1(d) = F(¢)oF(c)=d,

logo F(¢) é um morfismo de forquilhas. Ainda, se 1V : F(K) — Z é outro morfismo
de forquilha, entdo F~1() : K — F~1(Z) também o é. Como K é coequalizador,
F1(p) = @, isto &, ¥ = F(o).

Agora suponha que (K, ¢) seja absoluto. Entdo dado um funtor G : D — &,
temos que GF : C — £ e por consequéncia, (GF(K), GF(c)) é coequalizador. Segue
que (F(K), F(c)) é absoluto. |

Definicao 3.12. Seja F : C — D um funtor. Dizemos que F cria coequalizadores para
um par paralelo g, h : X — Y quando dado um coequalizador (K, c) de F(g) e F(h),
existe um unico (Z, e) coequalizador de g e h tal que F(Z) = K e F(e) = c.

Teorema 3.13. Seja T uma ménada em C. Entdo of funtor esquecimento UT cria
coequalizadores para todo par g, h : (A, ) — (B, ) de morfismos paralelos tais que g
e h admitem coequalizador absoluto em C.

Demonstragcdo. Considere (I, ¢) um coequalizador absoluto de g e h em C. Precisa-
mos encontrar o objeto Z e o morfismo e : (B,B) — Z satisfazendo UT(Z) = K e
e= UT(e) = . Isso significa encontrar uma acéo « : T(K) — K talque ¢ : B — K seja
morfismo em C’. Considere o seguinte diagrama:

T(K)

|

T(c) l

|

|

T(9) |
T(A) T(B) le

T(h) i

N |

B l

\ i

¢ 4

K

Como c é coequalizador de g e htemos cog = coh e como g e h sao morfismos
emC' temos B o T(g) =goae po T(h)=ho «. Disso,

coffol(g)=cogoa=cohoa=cof3oT(h).
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Mas (K, c) € absoluto entdo (T(K), T(c)) € coequalizador e existe um Unico
k: T(K) — K tal que

ko T(c)=cof. (13)

Agora, provamos que k o ug = k o T(k). Novamente, (I, c) é absoluto logo
<T2(IC), T2(c)) € coequalizador. Temos o seguinte diagrama:

T2(B) Kok | | ko T (k)

cofoT(B)

K

Podemos mostrar a equacgéo desejada mostrando que ambos os termos sdo morfismos
de forquilhas. Primeiro precisamos mostrar que (KC,co 3 o T(p)) é forquilha. Temos

coPoT(B)oT?g)=coBoT(BoT(g)=copoT(goa)=cogoaoT(x)
=cohoaoT(x)=copoT(h)oT(x)=copoT(B)o T?h).

Agora, mostramos que « o g € morfismo de forquilha. Note que da naturali-
dade de px no morfismo ¢ temos px o T2(c) = T(c) o ug e ainda, como B é agao,

Boug=PRoT(B).

1
komgo T2(c) = ko T(c)oug = coBoug=coBoT(B).
Também precisamos mostrar que « o T(k) € morfismo de forquilha.

o T(x) o T2(c) = ko T(ko T(c) "= ko T(cop)

ko T(©)o T(B) = copoT(B).
Como (T2(K), T?(k)) é coequalizador, concluimos que k o g = k o T(k), isto &, k é
acdo. Ainda, a equagdo 13 mostra que ¢ é morfismo em C . Para mostrar a unicidade,
seja «’ outra acdo tal que ¢ é morfismo em C7, isto &, K’ o T(c) = ¢ o . Mas como
(T(K), T(c)) é coequalizador, (K, c o ) é forquilna e ambos « e ' sdo morfismos de
forquilhas concluimos que « = k.
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Falta mostrar que ((K, k), ¢) é coequalizador. Considere uma forquilha ((Z, ), d).

(K. x)
/ I

(A, ) (B, B) 0
d y

(Z.0)

Como (I, c¢) é coequalizador, existe um Unico morfismo ¢ em C comutando o diagrama.
Se mostrarmos que ¢ também é morfismo em c’ provamos o teorema. Para isso
usaremos o diagrama abaixo.

Como (Z, d) é forquilha e g e h sdo morfismos,
doBoT(g)=dogoa=dohoax=dopoT(h).

De (T(K), T(c)) coequalizador, existe um unico morfismo de forquilhas de T(K) para
Z. Por um lado, usando que ¢ é morfismo de forquilhas e que d é morfismo em ¢ T
obtemos

Lo T()oT(c)=CoT(d)=doBp.

Por outro lado, usando que ¢ é morfismo em ¢T e novamente que ¢ é morfismo de
forquilhas,

pokoT(c)=pocof=dof.
Concluimos que (o T(p) = @ o k. [

Teorema 3.14 (Teorema de Beck). Seja T uma ménada e (F, U,n, €) uma adjuncao
associada (digamos, F : C — D) com funtor comparagdo K : D — ¢T. Entdo sdo
equivalentes:

1. K éinversivel (em Adj(T));

2. U cria coequalizadores para todo par g, h : A — B de morfismos paralelos em D
tais que U(g) e U(h) admitem coequalizadores absolutos.
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3. U cria coequalizadores para todo par g, h : A — B de morfismos paralelos em D
tais que U(g) e U(h) admitem coequalizadores cindidos.

Demonstracdo. Suponha que K seja inversivel. Se g e h sdo um par de morfismos
paralelos como os do item 2, suponha que (K, ¢) seja coequalizador absoluto de U(g) =
UTK(g) e U(h) = UTK(h). Do teorema 3.13, existe uma Gnica acdo « : T(K) — K tal
que ¢ seja morfismo em C7 e além disso, (K, k), ¢) & coequalizador de K(g) e K(h).
Denote K = K~1((K, k)). Temos que

UK) = UTK(K) = UT((K, ) = K;
UK '(c) = KK (¢c) = c.

Além disso, se K’ é objeto de D satisfazendo U(K') = K e ¢/ : B — K’ é morfismo
satisfazendo U(c’) = ¢, temos

K =UK)=UTK(K);
c=U(d) = UTK(C).

Da unicidade na definicdo 3.12, K(K') = (K, k) e K(¢) = c. Disso,

K= K7 (K, k) = K;
c =K (o).

Em outras palavras, provamos que existe um unico par (l€ K1 (c)) tal que UKK) = K
e UK (c) = c. Falta mostrar que esse par € um coequalizador de g e h. De fato, do
teorema 3.11, (/E K- (c)) é coequalizador de K=K (g) = g e K~1K(h) = h.

Suponha agora que o item 2 seja verdadeiro. Como todo coequalizador cindido
€ absoluto, segue o item 3.

Finalmente, suponha que o item 3 seja verdadeiro. Precisamos definir um funtor
L:cT = Dinverso de K. Seja (A, x) uma algebra de Eilenberg-Moore. Para definir
(L((A, «)), basta encontrar um coequalizador cindido em C de morfismos da forma U(g)
e U(h). Lembrando do exemplo 3.7, (A, x,n(a),na) € coequalizador cindido de 14 e
T(x). Masde T = UF e u = UeF, temos que (A, x) coequaliza U(ﬁF(A)) e UF(x). Como
este é cindido, existem Unicos A e « tais que U(A) = Ae U(x) = «. Além disso, (A, &)
€ coequalizador de eF(a) © F(o). Defina L((A, x)) = A. Falta definir L nos morfismos.
Seja h: (A, x) — (B, ) um morfismo. Observe que 3 o F(h) € morfismo de F(A) em B.
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Mostraremos que este é uma forquilha.

1%

A
|

|

|

|

|

|

|

|

L(h)

|
F(B) i
\\\.
X
B

Para isso, note que de h morfismo temos ho « = 3 o T(h) e da naturalidade de ¢ em
F(h) temos sF(B) o FT(h) = E,F(B e} FUF(h) = F(h) o) E’F(A)‘

)
BoF(h)oF(x)=PBo (hoo«)—éoF(BoT(h))
h) =

=B o F(B)o FT(h) =B oerg o FT(h) =B o FT(h)oepa.

Como (7\, «) é coequalizador, exite um Gnico morfismo, que definiremos como L(h) :
A — B, tal que L(h) o & = o F(h). Considere h : (A, &) — (B,p) e g: (B,B) — (C,v)
morfismos. Queremos mostrar que L(go h) = L(g) o L(h). Note que L(g o h) € o morfismo
universal do um coequalizador logo, basta mostrar que L(g) o L(h) comuta um diagrama
anélogo.

A
\
F(A) L)\
\
WA \
F(h) B L(goh)
T
|
/
F(B) L(g),’
/
yoF(g) vy,
C

Mais precisamente, L(g o h) € o Unico morfismo satisfazendo L(go h) o & =y o F(g o h).
Mas temos

L(g) o L(h) o & = L(g) o B o F(h) =y o F(g) o F(h) =y o F(g o h).

Segue que L(g) o L(h) = L(g o h). Antes de mostrar que L(ids) = idi\ mostraremos que
KL = Ider e LK = Idp. De fato,
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Temos que U(X) = U(X). Mas da definicao 3.12, o Unico objeto com essa propriedade

o~ o~ L —

é U(X). Concluimos que U(X) = X. Observe também que U(e x) € 0 unico morfismo

satisfazendo U <U(sx)) = U(e x) e portanto, concluimos que U(e x) = € x. Agora consi-
dere h: X — Y morfismo. Temos

hoUlex) = hoex = ey o FU(R) = Uey) o FK(h).
Mas LK (h) é o unico morfismo que satisfaz tal propriedade (definicao de L para morfis-
mos), logo LK (h) = h. Concluimos que LK = ldp.

Para mostrar que KL = ld,7, note que KL((A, «)) = K(A) = (U(Z\), U(e;\)>. Sabe-
mos que U(?\) = A. Basta mostrar que U(si\) = o. Lembrando do teorema 2.4, temos
que U(EZ\) °NyA) = idU(Z\)’ em outras palavras, U(ai\) ong = idy. Aplicando « a direita
em ambos os lados e usando que ng o « = idr4),

U(e

%) =Ulez)omgoa=a.

A

Disso, KL((A, x)) = (A, x). Para morfismos, considere h : (A, x) — (B, ). Lembremos
do seguinte diagrama.

!

|

X !

|

EF(A) |
FT(A) i F(A)\ :L(h)
F(h) |

FB)

N

Este diagrama, que comuta pela definicdo de L, pode ser transladado por U para
obtermos o seguinte diagrama comutativo.

/ A
T2(A) ——=T(A)
@ UL(h)
o
T(B)
N

B
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Como (A, x) € um coequalizador, UL(h) € o unico morfismo satisfazendo UL(h) o & =
B o T(h). Mas da definicdo de morfismo em C, ho a = B o T(h). Concluimos que
h = UL(h) = KL(h). Temos agora que KL = Id,r.

Lembrando que ainda ndo mostramos que L é funtor. Provamos anteriormente
que F(g o h) = F(g) o F(h) e portanto falta apenas mostrar que para todo (A, «x) objeto
dec’, L(/d(A’(X)) = idZ\' De fato, notando que K(?\) = KL ((A, ) = (A, x),

Llidp, o) = Llid) 5) = LK(id) = id;.

@)
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4 LEVANTAMENTO

Voltamos agora a falar de ménadas. Dada uma ménada T sobre C, queremos
transportar conceitos de C para CT de forma que o funtor U' os preserve. O mais
simples é dado um objeto X € C, encontrar um objeto X’ € CT tal que UT(X') = X.
Isso é equivalente a encontrar « : T(X) — X tal que « € acao. De fato, nesse caso,
X' = (X, «). Para outros conceitos a caracterizagio sera mais complicada. O conceito
em CT que é preservado pelo funtor esquecimento é chamado de levantamento do
original. Esse capitulo é dedicado a provar trés desses, um para funtores, um para
transformacgdes naturais e um para adjungdes. No capitulo 6 daremos também o levan-
tamento de uma estrutura monoidal e de uma estrutura fechada. A referéncia utilizada
nesse capitulo é (BOHM, 2018).

Teorema 4.1. Considere ménadas (T4, 11,1n1) Sobre uma categoria C1 € (To, po,M2)
sobre uma categoria Co e G : C1 — Co um funtor. Entdo existe uma correspondéncia
biunivoca entre:

1. Funtores G : C1T1 — (32T 2 tal que o diagrama abaixo comuta.

T, G T
C cg

Ur.

1 ur,

2

C; Cs

2. Transformagbes naturaisy : ToG = GT; tal que os diagramas abaixo comutam.

1262 1,61, X G2

G G . 1.6
& / u2G Guy
GT,

T,G GT,

Y

Demonstragdo. Inicialmente, faremos algumas consideracdes a respeito do primeiro
diagrama. Em termos equacionais temos que Ur, o G = G o Ur,. Aplicando em um
objeto (A, «) de C{ obtemos

Ur, 0 G((A, ) = Go Ur, (A a)) = G(A).

Como CAS((A, «)) é objeto de CZT?, ele é formado por um objeto de Co, com uma &l-
gebra de Eilenberg-Moore sobre T,. Por definicdo de Ur,, esse objeto € U, o G((A, o)),
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isto é, (AS((A, o)) = (G(A), &£a,«) Para alguma agao &4 o - To(G(A)) — G(A). Agora, con-
sidere outro objeto (B, ) de C1T‘ e um morfismo h : A — B que também é morfismo
entre (A, x) e (A, ). Do diagrama, temos

G(h) = Ur, o G(h) = G o Ur,(h) = G(h)

Reciprocamente, se G é um funtor satisfazendo @((A, «)) = (G(A), &£a.«) Para
algum &4 o @ ToG(A) — G(A) e é(h) = G(h), temos que o diagrama comuta. Ainda
supondo a existéncia de é, temos que ¢, é transformacao natural, mais especificamente,
& Tzé = G. Note que de fato &4 o € morfismo em CZT2 pois € uma acgéo (exemplo
2.22). Ainda, dado h : (A, ) — (B, ), temos que G(h) é morfismo, pois G € funtor.
Usando a definicdo de morfismo em CZTZ,

G(h) 9] E’A,(X = E’B,B ¢ TzG(h)

Segue disso que ¢ € natural.

Agora, suponha que tal G tornando o primeiro diagrama comutativo exista.
Dado A objeto de C4, sabemos que (T1(A), 14) € objeto de C1T1, onde 4 é a mul-
tiplicagdo da ménada Ty. Com as notagbes acima, considere kg = &7, (4 isto é,

~

G((T1(A), uq14)) = (GT1(A), k4). Considere os morfismos em C» abaixo.

1A

ka1 ToGTy(A) = GT4(A)
M4 A= T1(A) = ToGn1a) - ToG(A) — ToGT4(A)

Compondo-os obtemos um morfismo y4 = k4 0 ToG(n14) : ToG(A) — GT4(A) e assim,
obtemos uma familia de morfismos y. Mostraremos que v : T,G = GT; é transforma-
cdo natural. Da naturalidade de n1 segue a mesma propriedade para ToG(n1); Além
disso, afirmamos que «k : ToGTy; = GT4 também é natural. De fato, tome h: A — B.
Entdo do teorema 2.20, T1(h) : (T1(A), u14) — (T1(B), uq1B)- Segue da naturalidade de
& que

GTi(h)oka=GT1(h) o &7, (a),1ma = ET1(B)ws © T2GT1(h) = kg o ToGT4(h),

do que segue a afirmacédo. Mas y = k o ToG(n1), logo vy é natural. Seja A objeto de C;.
Entdo da naturalidade de n, e da definicdo de ag&o para k4,

YA °N2G(A) = KA © T2GN14) o N2G(A) = KA 0 N26T,(4) © GM14) = Gy 4)-
Falta mostrar o outro diagrama do enunciado. Temos

G(m14) ° Y1y © To(va)
= G(114) © K7,(4) © T2G(M17,(4) © Ta(xa) © TEG(M10)-
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Usando a naturalidade de k, obtemos

G(r14) oY1y (8) © T2(vA)
= ka0 ToG(114) © T2GM17,(4) © Ta(ka) © TZG(N14).

Do diagrama da unidade na definicdo de ménada e de k4 acao,

Gl14) ©YT,(4) © T2(Ya) = ka0 Ta(xa) 0 TEG(M14)
= K4 ° oGT(4) © T5G(M14).

Finalmente, da naturalidade de p e da definicdo de v,

G(14) o YT, (4) © T2(va) = ka0 ToG(ny 4) © HoG(a)
=YA© H2G(A)-

Reciprocamente, suponha que existay : ToG = GT; tornando os dois diagra-
mas comutativos. Definimos G((A, «)) = (G(A), G(x)oy ) € G(h) = G(h). Das considera-
cOes iniciais, basta mostrar que G é funtor. Primeiro, mostraremos que (G(A), G(x) oy z)
€ objeto de CzTZ. Para isso, mostremos que G(x) oy 4 € agao.

G(x) oy o ToG(ax) o To(yp) = G(a) o GTq(x) oy 7, (a) © T2(v )
G(ex) o G(14) oY 1,8 © T2(vA)
= G(x) o Y4 © HoG(a)

Agora, mostraremos que G(h) é morfismo em 62T2 sempre que h for morfismo
em /", digamos, h: (A, o) — (B, B).

G(B) oypo T2G(h) = G(B) o GT1(h) o ya = G(h) o G(x) o vA

Considerando morfismos h : (A,x) — (B,B) e g : (B,B) — (D,?), temos
G(g o h) = G(g) o G(h). Finalmente, a afirmagéo G(id4, «)) = id(G(A),c4.) S€QUe direto
de id(g g) = idp para todo objeto (B, ), como provaremos abaixo. Note que idg € mor-
fismo em C1T1 , uma vez que idgof3 = Boidg. Disso, segue que idg,g) = idg,p)oidp = idp.

Obtemos assim uma fungéo levando um funtor G em uma transformagéo na-
tural vG = ko T>Gnq e uma fungéo levando uma transformagao natural y em um
funtor GY((A, o)) = (G(A), G(x) oy 4). Para mostrar que os dois itens do enunciado séo
equivalentes, falta mostrar que essas fungdes sao mutualmente inversas.

Primeiro, lembremos que « : T{(A) — A é morfismo em C1T1 e que G(x) = é(oc),
logo G(c) é morfismo em C_;_,TZ.

G"°((A %) = (G(A), Gl °Yga) = (G(A), Glo) o ka0 T2G(14))

= (G(A), £a,q 0 T2G(x) © ToG(14)) = (G(A), EA, &) = G((A, x)).
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Para mostrar a outra identidade, isto &, v = vy, tome GY((A, o)) = (G(A), EAn) €
KA = &ET,(A) 10 Concluimos as seguintes trés identidades preliminares:

aA,oc= G(a)ovp
ka= G(ra) ovr,(a) = (GroyTy)g = x=GuovyTy
(G'1)a=G"(n14) = Gn14) = (Gny)a = Gy = Gny

Com elas, provamos
v&" = ko ThG'ny = GuoyTy o ToG'ny = GuoyTy o ToGny.
Usando a naturalidade de v,
= GuoyTyoTpGny=GuoGTmyoy =Y.
|

Definicao 4.2. Nas notagbes acima, caso exista uma vy, denotamos o funtor G por GY.
Tal funtor é denominado levantamento de G pory.

Exemplo 4.3. Considerando (Ty,11,n1) € (T2, nuo,mo) mbnadas sobre C e o funtor
ide, verifiquemos para quais transformagdes naturais v : Toide = ide T1 a segunda
condig¢do do teorema 4.1 é satisfeita. Nesse caso, temosy : To = T4 e os diagramas
s&o reduzidos aos abaixo.

jdp —"2 . T, 72 2,7, Y0 72
\ / He i
T _ T

Notando queyTq o Toy =y 7y e lembrando que endofuntores e transformagdes
naturais formam uma categoria monoidal End(C), é facil ver que o diagrama comuta se,
e somente se, y € morfismo de monoides nessa categoria. Ainda, o funtor idg é dado
por

o (A, ) = (A, &0y ), id)(h) = h.

Exemplo 4.4. Em particular no exemplo anterior, suponha que T;{ = To = T ey
seja a transformac&o natural identidade idt de T. Como idt € morfismo de algebra
na categoria monoidal End(C), temos que id’CdT e levantamento. Nesse caso, &p « =
xo T(A).
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Exemplo 4.5. Ainda no contexto do exemplo 4.3, seja C uma categoria monoidal.
Dados monoides (A, Ti,7) e (B, /., ), considere os funtores T=A® eT' =B®
com respectivas ménadas (T, u,m) e (T', ', n). Se h : A — B é morfismo de monoides,
considere o morfismo de ménadas~y : T = T’ dado poryyx = h® idy como no teorema
2.15. Entdo o funtor ide admite levantamento id; : CT — CT".

Observamos que como provaremos no teorema 5.8, uma algebra de Eilenberg-
Moore sobre T € um objeto X com uma agdo « : A X — X tornando X um A-modulo
e nesse caso, as nocoes de morfismo de algebras de Eilenberg-Moore e de morfismo
de A moédulos coincidem. Dado um A-mddulo (X, x), idZ(X , o) € da forma (X, & «)
para&p «:B® X — X agdo dadapor&p 4 = xoyyx = oo (h® idy).

Note a semelhanca entre esse exemplo e o exemplo 2.10. De fato, ambos
coincidem no caso da categoria monoidal g M para um anel comutativo R.

Provamos que a composicao de levantamentos é um levantamento.

Teorema 4.6. Considere (T}, 1j,nj) mbénadas emC; (i € {1,2,3}) e funtores G : Ty —
To,H : To — T3. Suponha ainda que esses funtores admitem levantamentos GY e HX.
Entéao podemos definir | = HG : C{ — C3 ep=HyoxG: TsHG = HGT4. Temos que |
admite levantamento por p.

Demonstragéo.
pongl=HyoxGongHG = Hy o HnoG = HGny = 4,

provando que um dos diagramas comuta. Para o outro, note que das definicbes de / e
p

I},L1 o pT1 o T3p = HGLL-I o H’YT1 OXGT-| o T3Hyo T3XG.
Pela naturalidade de ¥,
/|VL-| o pT-| o T3p = HGH-] ¢} H‘YT1 ¢} HTQ’YOXTQGO T3XG

Finalmente, usando o diagrama para y (transladado por H) seguido deste para x
(transladado a direita por G),
luyopTyoTzp=HyoHuGoxToGo T3xG
=HyoxGougG=pougG.

Teorema 4.7. Considere funtores G,H : C{ — C», ménadas (T4, u1q,n1) Sobre C;
e (To, uo,mo) sobre Co e uma transformagao natural w : G = H. Se G¥ e HX séo
levantamentos, entao existe no maximo uma transformagao natural @ : GY = HX tal
que Ur,w = wUr,. Além disso, @ existe se, e somente se, o diagrama abaixo comuta.
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TQG% GT1
Tgw wT1

TzH? HT1

Demonstracdo. Sejam @ e w duas transformacdes naturais satisfazendo a proprie-
dade do enunciado. Entdo para todo objeto (A, «) de C1T1 temos

Un(@(aw) = ©ur (A«) = ©a

Ur,(®(a0) = Wur (Aw) = WA

e portanto, @4 ) = Ur, (W4 ) = UT, (04 «)) = D (4,«)- S€gue que @ = w.

Suponha que w exista. O nosso objetivo é mostrar a comutatividade do diagrama
no enunciado. Faremos isso em etapas. Primeiramente, utilize a naturalidade de w no
morfismo 14 4 para obter

Hya) o wa = wr, 4 © Gy a)- (14)
Além disso, considerando o funtor livre Fr, e lembrando que Fr, (A) = (T1(A), 1a),

seja Kf a agado de GY(Fr,(A)) e K/’Z’ a agéo de GX(Fr,(A)), similar ao que foi feito no

_ , . T
teorema 4.1. Podemos usar que O (4) € morfismo em C,? para obter

Kg o T2(wpr1 (A)) = w/:T1 (A) © KE\;. (15)
Agora, usamos a hipétese. Temos que dada uma algebra de Eilenberg-Moore

(A, «) sobre T4, W4 4 = wp. Disso, obtemos que para qualquer objeto A de C,
OFr, (A) = O(Ty(A)ua) = OT(A)- (16)

Substituindo na equacgéao 15,

K/IZ\’O T2((1)7'1(A))=wT1(A)OKE. (17)
Das equacbes acima e com as notacdes do teorema 4.1,

(17)
WT,(A) ©YA = WT,(A) © kG o T,Ginya) = ko To(wr,(a) © T2G(1 4)

(14)

=" ki 0 ToH(M14) © Tolwp) = x4 © Ta(wp).

Reciprocamente, suponha que o diagrama do enunciado comute. Entao defina @4 ) =
w 4. Precisamos mostrar que wy4 : (G(A), G(x) o ya) — (H(A), H(x) o x4) € morfismo.
De fato,

wp o G(x)oya=H(x)owr g ova=H(x)oxao Ta(wp).
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Finalmente, se h: (A, x) — (B, B) € morfismo, entdo
HX(h) o @4 = H(h) o wpg = wg o G(h) = wg o GY(h).
]

Definicao 4.8. Se as condi¢ées do teorema 4.7 s&o satisfeitas, chamamos a transfor-
macéo natural w de levantamento de w com respeito as transformacées naturaisy e
E.

Teorema 4.9. Sejam Cy e C, categorias e G : C{ — C> e H : Co — Cy funtores
tais que G seja adjunto a esquerda de H com unidade n e counidade ¢. Suponha
ainda que (T, 11,M1) € (T2, uo,Mno) Sejam ménadas sobre Cq e Co respectivamente e
v : ToG = GT; seja transformacgéo natural tal que G admita levantamento por~y. Entdo
v € inversivel se, e somente se, todas as condi¢cdes abaixo sdo satisfeitas.

1. Existe uma transformagéo natural x : T{H = HT, tal que H admite levantamento
porx.

2. m :ide, = HG admite levantamenton com respeito a idr, e Hy o XG.
3. ¢ : GH = idg, admite levantamento & com respeito a Gx o yH e idr,.

4. GY é adjunto a esquerda de HX com unidade e counidade dessa adjuncao sendo,
respectivamente, n € €.

Demonstracdo. Suponha que y seja inversivel. Defina
X =HToeo Hy '"HonT{H : TyH = HT,.
Provaremos que H admite levantamento por .
xoniH=HToeo Hy "HonT{HonH
Usando a naturalidade de n,
xoniH = HTpe o Hy "H o HGn{H onH.

Usando que GY é levantamento (Gny = yono G — v 1o Gn4 = N> G) seguido da
naturalidade de 1o e usando que n e € sdo unidade e counidade,

xoniH = HToe o HnoGH onH = Hno o He onH = Hnpo.
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Falta mostrar o outro diagrama do teorema para provar que H admite levanta-
mento com respeito a x.

T12H —X . T, — X2 72
LL1H HHZ

TyH

GT,

X

Mostraremos duas equacdes auxiliares. A primeira dessas é

XGTiHo TTiH = (Hy™' onTy) Ty H. (18)
Para prova-la, comegamos expandindo .

XGTy{Ho TinTy{H = (HTpe o Hy""HonT{H)GTyH o TN Ty H
= HTpeGTyH o Hy""HGT{H onT{HGTyH o TnT{H
= HT5eGTyH o (Hy THGonT{HG o Tyn)TyH
= HT»eGT{Ho (Hy ' onTy)HG o Tym) T4 H

Observe que aplicando a naturalidade de Hy=1on T4 e n obtemos
(Hy ' onTy)HG o Tym = HT»Gn o (Hy ™' onTy).

Substituindo isso na equagéo anterior,

XGTiHo TynTyH = HToe TyH o (HT5Gn o (Hy ™ onTy)) Ty H
= HToeTyH o HT,GnTyH o Hy™' TyH o nT2H.

E entdo usamos que n e ¢ sdo unidade e counidade, provando a equacéao 18.
XGTiHo TMTy{H = Hy ' TyHonT2H = (Hy™ onTy) Ty H
Agora passamos para a segunda equacéao auxiliar:
Huo o HTy(Toe oy H) = HToe o Hiy ' 0 Gy oy Ty)H (19)
Usamos primeiro a naturalidade de p» e e.
Huo o HTo(Toe oy H) = HToe 0 HuoGH o HToy ' H
Entao, verificamos que de G admitir levantamento com respeito a y, segue

GuioyTio Ty =youpG = v 0 GuyoyTio=pGo Ty ™.
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Aplicando isso,
Huo o HTo(Toe oy H) = HToe 0 Hy ™' o Gy oy Ty)H.
Finalmente, mostramos que o diagrama principal comuta.
Huo oxTo o Tyx = Hup o xTo o Ty (HTae o Hy ' Hon Ty H)
A naturalidade de x e Toe oy~'H obtém
XTo o TyH(Toe oy 'H) = HTo(Toc 0oy H) 0 XGT4 H.
Aplicando isso,
Hugp o xTp 0 Tyx = Hup o HTo(Toe oy T H) o xGTyH o Tym Ty H.
Podemos usar as equacgdes auxiliares 18 e 19 para obter

Hus oxToo Tyx = HTse o H(}/_1 oGuyoyTy)Ho (H’y_1 onT{)T{H
= HTye o H(y™' o Guy)H o T2H.

Usando a naturalidade de n e n,

Hup o xTp o Tyx = HTpe o Hy™'H o HGuyH on T2 H
=HT2£OHV_1HonT1Ho wiH =xouqH.

Com isso, mostramos que H admite levantamento com respeito a x. Para mos-
trar que n também admite levantamento, temos que pela definicao de x,

Hy oxGo Tym = Hy o HT»¢G o Hy 'HG onT{HG o Tym.
Usando a naturalidade de n,
Hy oxGo Tym = Hy o HToeGo Hy 'HG o HGTym o Ty.
Pela naturalidade de y~1,
Hy oxGo Tym = Hy o HT,eGo HT,Gno Hy™ onT;
€ cComo n e ¢ sao unidade e counidade,
HyoxGo Tym=HyoHy ' onTy =nTy.

Similarmente, mostramos que ¢ admite levantamento. Aplicamos a definicao de

¢TooGyxoyH=¢To0GHT,e 0 GHy "Ho GnT{H o yH
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A naturalidade de ¢ resulta em
¢TooGxoyH=ToeoeToGHo GHy 'Ho GnT{H o yH.
Novamente, pela naturalidade de ¢
eTooGxoyH=Toeoy "HoeGTyHo GnT{HoyH.
E pela relacdo entren e ¢
eTpoGxoyH=Toeoy 'HoyH = Tpe.

Para mostrar que 1 e € definem uma adjuncéo, lembremos de alguns resultados
obtidos nos teoremas 4.1 € 4.7. Se h : (A,x) — (B, ) € morfismo de algebras de
Eilenberg-Moore sobre T1, entédo GY((A, x)) = (G(A), G(«) oy 4) € GY(h) = G(h). Afirma-
cOes analogas valem para HX. Além disso, se (A, «) é objeto de C1T1 , entao N4 o) = NA-
Analogamente, para (B, 3) objeto de CTQ, €B,p) = €. lTambém provamos no teorema
4.1 que idgy((A,«)) = idG(a) € © mesmo para HX. Agora, usamos esses para provar a
comutatividade dos diagramas requiridos.

(MHX o HXE)(g g) = TTHx(B,p) © HX(EB,) = T(H(B),H(B)oxs) © H(€B)
=nH(B) © H(eg) = (idy) g = idy(g) = idnx((B,p))
Segue que MHX o HXg = idyx. Por outro lado,

(G"MoeG)an =G MAw) °Eav(Ax) = GMA) © E(G(A),Glx)ova)
= G(na) o ega) = [dga) = idgy((A,x):

provando GYf1 o eGY = idg,. Falta apenas mostrar a reciproca. Suponha que os itens
do enunciado s&o verdadeiros e defina uma transformacao natural 6 : GT1 = ToG
como & = eToGo GxG o GTyn. Temos da naturalidade de ¢ que

Yod=voeloGoGxGo GTim =eGTq o GHy o GxGo GTn
Por hipbtese, 1 é levantamento e portanto
Yobd=¢eGTy0GnTy =idgT,
E por outro lado, da naturalidade de vy,
§oy=eToGoGxGo GTmoy =eToGo GxGoyHG o ToGn.
Finalmente, podemos usar que ¢ é levantamento e obter

5 O’y = T2£GO TZGT] = IdTQG
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Definicao 4.10. Se as condicées do teorema 4.9 s&o satisfeitas, dizemos que (GY, HX, 7, €)
é um levantamento da adjungéo (G, H,n, €) pory.
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5 ALGEBRAS DE HOPF

Nesse capitulo, iremos definir conceitos derivados de algebras. Esses resulta-
dos podem ser encontrados em (DASCALESCU et al., 2000) no ponto de vista algé-
brico e em (BOHM, 2018) no ponto de vista monadico.

Lembramos que uma K-algebra € um monoide na categoria Vecti. Comecare-
mos com um estudo de monoides num ponto de vista funtorial. Para isso, considerare-
mos funtores T = A® __ e mostraremos como podemos relacionar monoides sobre A
e mbdnadas sobre T.

Como monoides foram definidos em termos de diagramas, podemos inverter a
direcao das setas e obter a nogdo dual de um monoide, os chamados comonoides que
serao introduzidos na secao 5.2. Também faremos um estudo do que sao comonoides
na categoria Vecty, as coalgebras, e caracterizaremos essas utilizando funtores da
formaT=C®__.

Podemos também considerar simultaneamente uma estrutura de algebra e uma
de codlgebra sobre o mesmo espaco vetorial. Quando essas forem compativeis te-
remos as chamadas bialgebras. O teorema fundamental das bialgebras nos da uma
forma de caracteriza-las a nivel de funtores, uma estrutura de bidlgebra pode ser defi-
nida sobre uma algebra H simplesmente definindo certas estrutura de médulo sobre
M @ N para H-mo6dulos M e N.

Terminamos o capitulo discutindo algebras de Hopf, bialgebras com uma anti-
poda S. O teorema fundamental das algebras de Hopf nos permite entender quando
uma bialgebra H admite tal antipoda.

5.1 MONOIDES

Considere um objeto A de uma categoria monoidal Ce T = A® __ o funtor
tensorial definido no teorema 2.13. Durante essa sec¢ao, fixaremos o objeto A e o
funtor T = A® __. Denotaremos por A o conjunto de todos os monoides da forma
(A, L, 1), isto é, monoides tendo o objeto A previamente fixado como objeto subjacente,
e por M o conjunto das ménadas sobre C da forma (T = A® _ ,u,n). Lembramos
que denotaremos as operagdes de monoide por i e 1 para ndo confundir-las com a
estrutura de ménada, cujas transformacdes naturais serdo denotadas por p e 1, uma
vez que usaremos ambas no mesmo contexto.

Do teorema 2.14, podemos definir uma fungéo @ : A — M de maneira que a mé-
nada ©(A, i,n) = (T, u,n) tenha multiplicagdo py = H®idy e unidadeny = (M ® idy) o I)‘(1 :

Observe que com a definicao acima, para quaisquer objetos X e Y,

mx ®idy =E®idy ®idy =HE®idxgy = Lxgy-

Um caso particular disso € u; ® idy = s x. Como mostraremos no decorrer dessa
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secao, caso essa condicao particular valha para toda ménada em M, podemos definir
uma funcéo inversa a @. Isso implica que ® € sobrejetora e portanto toda ménada em
M vem de uma algebra. Construiremos esses resultados agora.

Teorema 5.1. A fungéo ® definida acima é injetora.

Demonstracdo. Considere dois monoides (A, 1t, 1) e (A, M, H) e suponha que ®(A, 11, 7)) =
®(A, M, H). Chamando ®(A, M, H) de (T, M, H) temos i®idy = M®idy para qualquer
objeto X. Em particular, considerando X = /, segue da naturalidade de r que

— -1 . —1
H=HoragA0 Mga=rac(H®id))oraga

Similarmente, (f ®id,) o I"! = (H®id)) o I"!. Segue que i ® id; = H ® id, e logo

ﬁ:ﬁor,or,_1 =er(ﬁ®id,)or,_1
=er(ﬁ®id/)orl_1 =ﬁor,or,‘1 =H.

Portanto @ é injetora. [

Teorema 5.2. Dados objetos A, X e Y de C e uma mbnada (T = A® __,u,1n), se
ux ® idy = uxgy, entdony ® idy =nxgy-
Demonstragdo. Sabemos que Lyxgy © NAsXeY = daxxey- Disso, concluimos que

HxeY °MAsXaY © (Mx ®idy) =nx ®idy. Usamos agora a naturalidade de n no objeto
AR X®Y.

X®Y Y Ao X®Y
NxRidy ida@nx®idy

ARXRY ———ARARX®Y

NARX®Y

Concluimos que pygy oNasxey © (Nx ®idy) = uxgy o (ldg @nx ®idy) onxgy-
Utilizando a hipotese 1Ly @ idy = 1y y € a identidade

(ux ®idy) o (idg@nyx ®idy) =idaggxsy

obtemos

ixgpy o (ida@ny @idy)onygy =(ux ®@idy) o (idg @nx @idy) onxgy =nxey-

Segue que Ny ® idy =nxgy- |
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Um caso em que a hipdétese do teorema acima é verdadeira é quando a ménada
T vem de um monoide sobre o objeto A.

Teorema 5.3. Seja A um monoide de C. Entdo a ménada ©(A,1,1) = (T =A® __,u,M)
satisfaz uy ® idy = uxgy para quaisquer objetos X e Y.

Demonstraco. De fato, temos

Hy ®@idy = ®idy ®idy =@ idxgy = Hxgy-
|

Teorema 5.4. Seja A um objetodeC e (T = A®__, u,n) uma ménada tal que 1 ® idy =
Wea- ENtdo L e 1 como definidas abaixo tornam A um monoide.

1. BH=rqou o (idg® rﬂ);
2.MN=rpomny.
Aléem disso, se w ® idy = w5 x para todo X, entdo ®(A,1,n) = (T, u,n).

Demonstragdo. Primeiro note que de fato os morfismos t: AR A — Aen: [/ — A
possuem dominio e contradominio adequados. Provamos agora a associatividade de

(L.

flo(idg @MW) =raopo(ida@ry')olida® (racuo(ida®rz)
=rpopo(idg®ry')o(ida® ra)o(idg® ) o (idg @idg @ ra")
=rpono(ida®p)o(ida®ida®ry')
= a0 (Hag)) o (ida @idg @ 1)
=rpopo(ida@ry)opa =M@ 1a

Mo (ida® la) o (ida® I3") o g

fio(ida® la) o wygac (ida@ida® Iy")

o

o

( )o
( )o
(
(

ra®ida) o (1w ®idg) o (ida ® ry! ®idg)
(raowo(ida@ry')) @idg) = To (L@ idy)

Também provamos que 1 € unidade. A prova é direta para a identidade a direita.

fo(idg®M) =raomoida®@ry')o(ida® (raom))
=rpoo(ida@ry')o(ids® ra)o(ids®my)
=raopo(idg®@ng) =ra

Para a identidade a esquerda, usamos o teorema 5.3 para concluir que n;®id4 =

Nisid, além de lembrar que idp @ 3" = 7l .
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fo(M®ida) =raoporaao((raom) @ida)
=rao ot a0 (ra®idg) o @idg)
=rao ulon;@Ao (idg ®1a) o MynA)
=I‘Aou/or;(1®Aor]Ao/A
raopjoMma@id)ory olg

I’AOI’IZ1 olg=1y
Segue que (A
H @idy = nygx, P(A

) € monoide. Falta mostrar que sob a hipétese adicional de
) = (T, u,m), isto &,

3

T,
ATy

3

Hx =R®idy e
nx =M®idy) ol
Provamos inicialmente para p.
H@idy = (raopjo(ida® rz") ®idy
= (ra®idy) o (1 @idy) o (idg @ idg ® I")
= (ida @ Ix) o (wjgx) o ([da @ida @ Iy')
=y o(idg@idg® Ix) o (idg®ida @ ') = puy

Usando novamente o teorema 5.3, temos que n; ® idx = 15 x para qualquer
objeto X. Podemos entdo provar a afirmagao paran.

M@idy) o fy' = ((raom) ®idy) o Iy = (ra®idx) o (n; @idx) o Iy’
= (idg @ Ix) oMjex o ' = (ida @ Ix) o (ida ® I X) omx =nx

Juntando os dois teoremas anteriores obtemos o teorema a seguir.

Teorema 5.5. Considere um objeto A de C e seja M’ o conjunto das ménadas (T =
A® __,u,m) satisfazendo w; ® idy = wgx para qualquer objeto X. Entdo a funggo
®: A— M’ éuma bijegado. Sua inversaV¥ : M' — A é dada por

Y(T,u,n) = (A, raopyo(idg® I‘Z1),rA on,) .

Corolario 5.6. Se C é uma categoria monoidal tal que para qualquer objeto A de C,
qualquer ménada (T = A® __,u,n) satisfaz w; ® idy = W x para qualquer objeto X,
entdo a funcdo ® : A — M é uma bijecdo. Sua inversaV : M — A é dada por

W(T, 1) = (Araow o lida®rz")raom) .
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Podemos mostrar que a categoria Vecty satisfaz a hipétese do corolario acima.
De fato, dados a, b € A, podemos escrever

n n
ug(@® b 1g) =Y ¢ @Ai=Y A ® k.
i=1 i=1
n
Defina ab = )_ Ajcj e note que
i=1
ug(@® b®@A) =Aug(@®@ b® 1g) =A(ab® 1k) = ab® A.

Além disso, dados um espaco vetorial X e v € X existe uma Unica transformacao
linear L, : K — X tal que Ly(1k) = v. Temos o seguinte diagrama:

A A K —& A K

ida®ida®Ly, ida®L,

ARA® X AR X

Hx

Esse diagrama comuta devido a naturalidade de . Escrevendo em termos de
elementos de X,

(dg® Ly)oug(@a®b®1x) = (ida @ Ly)(@b® 1x) = ab® v
iy o (idg ®ida® Ly)(@® b® 1g) = pux(@® b® v)

Obtemos ab® v = uy(a® b ® v). Podemos aplicar a igualdade para o espago
K ® X e o elemento A ® v. Obtemos que

Hrkex(@@bRARV)=ab@A@ V= pg(@2b®A) @ v.

Como os elementos da forma a® b® A ® v geram A® A ® K ® X, segue que
HkeX = Mg ® X, como queriamos.

Apds isso, podemos fazer a seguinte pergunta: existe alguma categoria monoi-
dal na qual alguma ménada em T (com T(X) = A® X) ndo é associada a um monoide
sobre A? A resposta é sim.

Exemplo 5.7. Seja K um corpo com caracteristica diferente de 2 e considere a estru-
tura cartesiana sobre Vecty, como definida em 1.6. Nesse caso, o produto tensorial &
dado pelo produto cartesiano e | € dado pelo espago nulo {0}. Seja T : Vectiy — Vectx
o funtor dado por T(V) =1 x V e para V espaco vetorial, definapy : I x I xV — [xV
eny:V —1IxVpor
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HV(O’ Oa V) = (O’_V);
ny(v) = (0,-v).

Mostramos que estas s&o lineares. De fato, dados A € K eu,v € V

wy(0,0,Au + v) = (0,—(Au + v)) = A(0,—u) + (0,—Vv) = Any (0,0, u) + 1y (0,0, v)
ny(Au+v) = (0,-(Au +v)) = A(0,—u) + (0,-v) = Any(u) +ny(v)

Ainda, considere L : V — W uma transformacéo linear. Temos que \ e 1 sdo
naturais pois

ww o (I x 1> h)(0,0,v) = uy(0, 0, h(v)) = (0,—h(v))
= (0, h(=v)) = (I x h)(0,=v) = (I x h) o uy(0,0,v),

provando a naturalidade de ., e
nw © h(v) =mpw(h(v)) = (0,=h(v)) = (0, h(=v)) = (I x h)(0,=v) = (I x h) ony(v),

provando a naturalidade den. Podemos provar agora que (T, u,n) € uma ménada. Usa-
remos uma notacdo com o minimo de parénteses (eg. (a, (b,c)) = (a, b, c) = ((a, b), c))
para facilitar os calculos. Observe que —(0, v) = (0,—v). Quanto a associatividade,

Hy © Hyx V(O! 0,0, V) = HV(Oa O’_V) = (HV © (/ X IJ'V)) (Oa 0,0, V)'

A unidade sai de forma similar.

Hy oMyx V(O, V) = uV(Os O!_V) = (Oa V)
(my o (Ix V))(0,v) =pny(0,0,-v) = (0, V)

Para concluir que a ménada nao vem de um monoide sobre |, mostraremos que
WixK # n x K. De fato,

H/xk(0,0,0,1k) = (0,0,-1k) # (0,0, 1) = ny x idk(0,0,0, 1k).

Uma ultima observacéo é que a ménada associada ao unico monoide de | é a
que se esperaria, (0,0, v) = (0,v) eny(v) = (0, V). Isso da outra forma de mostrar
que a ménada acima ndo vem de um monoide.

Uma vez que sabemos a relacao entre monoides e monadas, podemos relacio-
nar modulos com algebras de Eilenberg-Moore.

Teorema 5.8. Seja (T, u,n) uma ménada emC na qual T(X) = A® X. Se essa ménada
esta associada a um monoide (A, 1t,n), entao as categorias C Te AM coincidem.
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Demonstragdo. Seja o« : T(X) — X um morfismo em C. Observe que a comutatividade
de cada um dos dois diagramas na definicdo 2.16 corresponde a uma propriedade de
mddulo. De fato, como no primeiro diagrama,

axoT(x)=aopy < ao(A® a) = xo (LR A)

e 0 segundo diagrama ja é um dos axiomas de mdodulo. Além disso, relacionamos um
morfismo em T com um morfismo em 4 M por

foa=PRoT(f) < foa=pRo(AXI).

Segue dai que cada mdédulo (M, x) é uma algebra de Eilenberg-Moore e vice-
versa, com um morfismo h € Hom(M, N) sendo morfismo em 4 M se, e somente se,
eleoforemc’. n

A partir desses resultados, podemos generalizar definicbes conhecidas sobre
monoides para mbnadas arbitrarias desde que escrevamos essas definicées (ou al-
guma afirmacao equivalente) em termos de T. Nesse caso, propriedades de mddulos
sao escritos em termos da categoria ¢T. Faremos isso no capitulo 6.

Terminamos a se¢do com dois exemplos que serdo usados posteriormente.

Exemplo 5.9. Seja M um monoide em Set com identidade e. Na categoria Vecty,

podemos considerar o K-espaco vetorial livre F(M). Lembramos que podemos consi-

derar F(M) como um espaco vetorial que tem M como base. Nesse caso, lembrando

do que foi provado no teorema 1.4, definimos as fungées u : F(M) @ F(M) — F(M) e

n: K — F(M) nas bases. Temos u(m® n) = mn param,n € M en(A) = Ae para A € K.
Observe que

(ro (ideyy @ W)(m® n® o) = p(m® no) = m(no) = (mn)o
= (MmN ® o) = (1o (L idr)))(M N o).
Temos que as transformacées lineares o (id,:( M@ w e po(u® idF( M)) coincidem

na base de F(M) ® F(M) @ F(M) e disso segue a associatividade de \. Para mostrar
quen é unidade, também usamos a base de F(M) e lembramos quen(1) =1e = e.

(1o (idr () &) o 7y ) (M) = (1o (idr () 2 M) (m e 1)
=u(m® e) = me = m = idg ) (m);
(ko e ide) o FF{py ) (m) = (1o (0@ idpa))(1 & m)
= (e ® m) = em=m = idg ) (m).

Dessas equacoées, segue que n é, de fato, unidade. Chamamos (F(M), u,n) de
algebra do monoide M.
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Exemplo 5.10. Seja K um corpo. Intuitivamente, definimos a K-algebra de Sweedler
como uma K-algebra contendo elementos x e g tais que x2 = 0, g° = 1 e xg = —gx.
Além disso, os elementos 1, x, g e gx formam uma base para tal algebra. Formalmente,
seja H o espaco vetorial livremente gerado pelo conjunto {1, x, g, y} (aqui, y representa
o elemento xg). Definimos uma estrutura de algebra sobre H com unidade 1 e tal que
a multiplicacdo u : H® H — H é dada na base por

1-1=1 1x=x 1g=g 1y=y
x1=x xx=0 xg=y xy=0
gl=g 9gx=-y gg=1 gy=—x
y1=1 yx=0 yg=x yy=0

Fagamos alguma observacdes sobre essa definicdo. E imediato que 1 é a uni-
dade da algebra. Aléem disso, . foi definida de forma consistente com as propriedades
de algebra, levando em conta a “definicao” y = xg. De fato,

* x(xg) = (xx)g =0 = xy;

* 9(xg) = (9x)g = ~(x9)9 = —x(99) = —x = gy,
* (xg)x = x(gx) =-x(xg) = =(xx)g = 0,

* (x9)9 = x(g9) = x;

* (x9)(xg) = (xg)x)g = 0.

Para mostrar a associatividade, basta mostra-la para todas as ternas de elemen-
tos na base. Note que isso é trivial para as ternas contendo o elemento 1. Mostremos
a propriedade para as ternas que ndo contem y. Tal fato pode ser facilmente verificado
caso por caso. E util observar que como xx = yx = xy = 0 e gg = 1, entdo todas as
ternas como duas ou mais ocorréncias de x terdo produto igual a 0.

Segue entdo a associatividade para produtos de x e g com tamanhos arbitrarios
e como podemos expandir y = Xg, segue a associatividade de ternas com ocorréncias
de y. Disso, segue a associatividade de .

5.2 COMONOIDES E COALGEBRAS

Considere uma categoria monoidal C. Sabemos que um monoide sobre C pode
ser visto como um objeto munido de determinados morfismos. Dualizando esse con-
ceito, isto é, olhando para essa definicdo na categoria C°P, obtemos a definicdo de um
comonoide.

Definicao 5.11. Um comonoide sobre uma categoria monoidal C é um objeto C munido
de morfismos A : C — C® C e e : C — | tais que 0s seguintes diagramas comutam.
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C A CeC C
3 w‘
A idc®A C®/ A /®C
C®C _.CeC®C i;c% @:
A@Idc C®C

Devido a comutatividade do primeiro diagrama, dizemos que A é coassociativa.
Devido a comutatividade do segundo diagrama, dizemos que ¢ é counidade de A.

Dados comonoides (C, A, ¢) e (C', A, ¢'), Um morfismo de comonoides é um
morfismo h : C — C’ tal que os seguintes diagramas comutam:

C A .CcecC C h_ ¢
h heh e y

/ / /
C ~ C'®C [

Exemplo 5.12. Seja K um corpo. Uma coalgebra sobre K é um comonoide na ca-
tegoria Vecty. Vejamos como essa definicdo se aplica nesse caso. Dado x € C,
A(x) € C® C. Podemos escrever

n
A(X) = ZX1 i @ Xoj.
i=1

E comum o uso da chamada notacdo de Sweedler, na qual se omitem os indices
ou até mesmo o simbolo de somatdrio. Nesse caso, podemos escrever

n
A(x)=2x1,-®x2,-=2x1 ® Xo = X{ @ Xo.
i=1

E importante lembrar que mesmo com a notagdo A(X) = X{ @ Xo, @ eXpresséo
a direita da igualdade ainda representa, implicitamente, um somatorio. Vejamos en-
tdo como a coassociatividade e a propriedade da counidade se aplicam nesse caso
concreto.

(ide ® A) o A(x) = (idg @ A)(Xy ® X2) = X1 @ Xo1 @ Xoo
(A®idg) o A(x) = (A®idc)(Xg ® X2) = X11 ® X{5 @ Xo
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Da coassociatividade temos que X1 ® Xoq ® Xpo = X11 ® X{o ® Xo.
(id ® €) 0 A(x) = (idg ® £)(X1 @ Xp) = X1 ® £(Xp) = X1(x0) ® 1k = 15 (X12(x))
(e ® idg) 0 Alx) = (e ® fdg) (X1 ® Xp) = £(X1) @ Xp = 14 @ e(x1)%2 = I ((X1) @ Xp)

E da counidade temos xqe(Xo) = X € e(X1)Xo = x. No caso de um morfismo de coalgebra,
temos

(h h)o A(c) = (h® h)(cy ® ¢) = hicy) ® h(cy);
Ao h(c) = A'(h(c)) = h(c); @ h(C)s.

Concluimos que h ser morfismo de coalgebras € equivalente a
h(cq) ® h(co) = h(c)1 @ h(c).
E interessante analisar o conceito visto na categoria Set.

Exemplo 5.13. Seja X um conjunto. Defina A(x) = (x, x) e considerando | = {x}, defina
e(x) = x. Temos que X é comonoide. De fato,

(idy x A) o A(x) = (idy x A)(x, X) = (X, X, X) = (A x idy)(x, X(A x idy) o A(x);

(idy x €) o A(x) = (idy x €)(x, x) = (X, *) = r~1(x);

(e x idg) o A(X) = (e x idg)(X, X) = (%, X) = (x).

Reciprocamente, suponha que C seja comonoide. Entdo claramente, ¢(x) = x, uma
vez que | € unitario. Ainda, escreva A(x) = (X1, Xo).

15 (x) = (idg @ €) 0 A(x) = (idg ® €)(x1, X2) = (X1, %) = 15 (x4)
I (x) = (e @ idg) o A(x) = (€ ® idg)(x1, X2) = (+, X2) = I (x2)
Concluimos que xq = x e X = X, em outras palavras, A(x) = (x, x). Com esse argu-

mento, chegamos a conclusdo que cada conjunto X admite uma unica estrutura de
comonoide.

Exemplo 5.14. Seja V um espaco vetorial e B uma base de V. DefinaA:V — V@ V
porAle)=exeec:V — Kpore(e) =1 para e € B. Observe que nesse caso

(A®idy)oAle) = (AR idy)exe)=erRe® e
= (idy ® A)(e ® e) = (idy @ A) o A(e).

Como (A ® idy) o A(e) e (idyy ® A) o A s&o lineares e B é base de V, segue que vale a
coassociatividade de A.
Por outro lado,

lyo(e®idy)oA(e)=Ilyo(e®idy)e®e)=Ily(c(e)®e)=Iy(1xe)=e¢;
ryo(idy®e)oA(e)=ryo(idy@e)lexe)=r(excee)=rylexl)=e.
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Similarmente ao caso anterior, usamos a linearidade das fungbes envolvidas junto
com o fato de B ser base para concluir que vale a condigdo da counidade. Segue que
(V,A,¢) é coalgebra.

A relacao de comonoides com a teoria apresentada nao serd dada por meio de
ménadas. Seria possivel definir coménadas por comonoides em End(C) a realizar uma
teoria analoga mas usaremos outra abordagem. Precisaremos de uma transformacao
natural especifica na categoria Vecty.

Exemplo 5.15. Defina um funtor X : Vecty x Vecty — Vecty por X(U, V) =V ® U.
Podemos definir uma familia de transformagées lineares. Ty y : U® V — V & U por
Ty, v(U® V) = v ® u. Mostramos que T é transformagdo natural de @ para X.

Primeiro, provamos que T, y esta bem definida. Consideret: U x V — V @ U
na qual t(u, v) = v ® u. Temos

/

tAu+ U, v)=veaAu+d)=Aveu)+ved =At(u,v)+ U, v);

tu,Av+V)=Av+ VYo u=Aveu)+V @u=2Alu,v)+tu, V).
Como t ¢ bilinear, temos a extensdo linearty y : U® V — V ® U satisfazendo

Tx y(U® V) =t(u, V) =v® u, como desejado. Para mostrar que Tt € natural, considere
h:U— U eg:V — V lineares.

UsV—Y _veu
h®g geh
UseV = Ve U

u v/

Temos

T,y o (h® g)uwv) =Tty vi(hu) ® g(v)) = g(v) @ h(u);
(@@ h oty yuev)=(g® h)(v,u)=g(v)® h(u).

Concluimos que T é transformagé&o natural.

Essa transformacéo natural pode ser generalizada para algumas categorias
monoidais. Essas sdo chamadas de categorias monoidais trancadas e T € chamada
de tranca. N&o faremos o estudo de tais categorias nesse trabalho, focando no caso
Vectk.

Considere o funtor T(V) = C ® V na categoria Vecti. A comultiplicacéo de C
nos da um morfismo linear A : C — C ® C. Podemos obter a partir de A um morfismo
eyyv:TU®V)— TU) T(V) por

(pU’V(C®U® V) = Cy ®U®CQ®V=(idC®TC,V®idv)O(A®idu®id\/)(C®U® V).
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Além disso, a counidade ¢ : C — [ resulta em um morfismo ¢g =¢cor;: T(l) — I. Mais
explicitamente, @g(c ® 1) = ¢(c). Observe a semelhanga entre isso e a definicao 1.27.
De fato:

Teorema 5.16. Seja K um corpo, C um objeto de Vecty e T o funtor definido por
T(X) = C® X. Entao existe uma bijecdo entre estruturas opmonoidais sobre o funtor
T e K-coalgebras.

Demonstragcdo. Considere um comonoide (C, A, ¢). Defina

oyyv=(dc®tcy®idy)o(A®idy®idy);
Po=¢c°r

Mostramos que (T, @, @) € opmonoidal.

(Tdy) @ ey,w)oeyvew)couxvew)=(T(dy) @ ey w)(cioUuR o Vvew)
=COUXRC OV Cro QW
(eyv@idp)oouygsywcauevew) = ((eyy@idy)(cit U V® e ® w)
=C{RAURCIoR®VRCORXW

Segue da coassociatividade de A que ¢ satisfaz a propriedade desejada.

(o ®idry) o @py)(c@TK ® V) = (@ @idT(y))(C1 @ TgR® C2® V) =¢€(c) ® RV
=1g@e(C)eoR@Vv=1gRCcR V=
(lohy o (idg @ Iy))(c® 1 @ V)

Segue que (pg ® idT(V)) oy = /5]8\/ o (idg ® ly) e analogamente para o outro
diagrama. Obtemos que (T, ¢, @q) € funtor opmonoidal.

Reciprocamente, suponha que (T, @, @) seja funtor opmonoidal. Observe que
um elemento de um espago vetorial da forma V ® | é escrito como Y V@A = > AV, ®
1k. Isso se da devido a aplicagéo de rj o ry =idyg,. Uma situacdo analoga ocorre
para espacos evolvendo tensorizacao por /.

Em particular, escreva ¢ (c® 1x ® 1x) = > d; ® 1x ® ¢; ® 1. Fazemos uma
adaptagdo da notagdo de Sweedler, obtendo ¢ (c® 1x ® 1K) = ¢t R Ig ® C ® 1k
como abreviacado do somatdrio. Defina

Alc)=c1@co=(rg@ro)(ci®@1g®@ o ®1g) = (rg @ rg) o @ (c ® 1g ® 1k).

Além disso, defina ¢(c) = pg(c® 1). Observaremos o que T ser funtor monoidal
representa nesse caso particular.
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(Th@enoee)c@lg @ 1Tg @ 1k) = (T() @ @ /)(c1 ® Tk ® 2 @ 1g ® 1)
=C®Ig®C WKV Crp ® 1k

(o) @id)) o @iy N(c@ 1K @ 1g ® 1K) = (@ @ id7())(c) @ Tx ® 1K @ €2 ® 1)
=C11R1g®C1oRIx®Co® 1k

Segue que ¢ ® Coq ® Cop = C11 ® C1o ® Co € portanto A € coassociativa. No caso dos
outros dois diagramas,

((po ®@id7(p) o @) )(c® 1k ® 1K) = (9o @ idT())(C1 ® Tk ® C2 ® 1)
=e(C) @ ® 1k
=1Tg ®e(cq)Co ® 1k

((id7(y ® o) o @) (c® 1k ® 1) = (i[d7() ® @o)(c1 ® Tk ® C2 @ 1)
=01 ®1g ® (o)
= C1e(Cp) @ 1g ® 1k

Concluimos que ¢(cq)co = c1e(co) = C. [

Ainda, podemos caracterizar as transformagoes lineares h : C — C’ que sédo
morfismos de coalgebras dentro do contexto funtorial.

Teorema 5.17. Considere coalgebras C e C' com funtores opmonoidais (T = C ®
_L 0,00 e(T'=C'®__, ¢, ¢p) associados. Temos que h : C — C' linear é morfismo
de codlgebras se, e somente se, xyy : C® V — C' ® V dada por «y = h® idy define
uma transformacéo natural opmonoidal oc : T = T'. (definigdo 1.30).

Demonstracdo. Calculamos cada caminho dos diagramas relevantes na definicao
1.30.

/

chVoocU®V(C®u®v oy (()®u®v)=h(c)1®u®h(c)2®V;

) =
(ay@ay)ooyylcrue V)= (xy ®ocv)(c1®u®02®v) h(cy) ® u® h(co) @ v
©g © ar(c® M) = @q(h( )®?\)—€(h(0))®7\;
Po(C®A) =¢(c) ®

Se h é morfismo de coalgebras, entéo fica claro que
h(c)1 ® u® h(c)a @ v = h(cy) ® u® h(co) ® v
e que

e(h(c)) @ A = ¢(c) ® A.
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Segue disso que os diagramas de transformacéao natural opmonoidal na definicao 1.30
comutam.

Reciprocamente, suponha que tais diagramas comutem. Aplicando a comutati-
vidade do quadradoem U=V =K e u=v =1 obtemos

h(c)1 @ 1®h(c)o @1 ="h(c1) ®@1® h(co) ® 1.

Segue disso que h(c)1 ®@h(c)o = h(cq)®h(c,). Por outro lado, ¢(h(c)) @A = e(c)®A segue
da comutatividade do triangulo. Concluimos que h é morfismo de coalgebras. [

5.3 BIALGEBRAS

Se temos um espaco vetorial H munido simultaneamente de uma estrutura
de algebra e uma de coélgebra, podemos fazer a seguinte pergunta: quando essas
estruturas podem ser consideradas compativeis? Para esse fim, damos dois novos
exemplos, um de algebra e um de coalgebra.

Exemplo 5.18. Sejam (A, ua,na) € (B, nug,npg) algebras com unidades 14 =na(1k) €
1g =npg(1k). Definimos uma estrutura de algebra sobre A ® B. A multiplicagéo é dada
por(a® b)(d @ b') = ad ® bb' e definimos a unidade dessa dlgebra por1,® 1.

Note que 1 = (Lg @ 1) o (idg ® T A ® idp). Segue disso que w € transformagéo
linear. Além disso,

[(@a® b)(d@ @ b)] (&' @ b") = (ad @ bb)(d" ® b") = (ad d" @ bb'b")
=(awb)(@dd’ @ bb’)=(awb) (@ @ V)@ = b")],

mostrando que a operacao é associativa. Finalmente,
(a®b)(1A®1B)=a1A®b1B=a®b= 1Aa®13b=(1A®1B)(a®b),
isto é, 14 ® 1g € unidade de A ® B.

Observamos que a definicao de u pode ser utilizada no caso mais geral de cate-
gorias monoidais trancadas, obtendo o resultado analogo nelas. A igualdade também
nos motiva a realizar a definicdo analoga no caso de coélgebras quando considerado
quen=Ma®ng)o r/‘1 . Vale a mesma observacéo feita aqui a respeito de categorias
monoidais trangadas.

Exemplo 5.19. Sejam (C,Aq,ec) e (D, Ap, ep) coalgebras. Entdo podemos definir
uma coalgebra (C ® D, A, €) da sequinte forma:

Alced)=c1®d; ®Co® ds = (idg ® ™D,c® idp) o (Ac ® Ap)(c ® d);
e(c®d) =ec(c)ep(d) = rjo(ec(c) ® ep(d)).
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Temos

(A ® idegp)(Alc ® d) = (A® idegp)(C1 ® dy ® Co ® db)
=C11®d11 ®C1oR®dio®Cr R dbs
=C1 ®d; ®Cr1 ®dry ®Coo @ oo
= (ldcgp ® A)(C1 ® ¢4 ® Co ® do) = (idggp ® A)(A(C ® d)).

Além disso,

e(cy ®@ di)(co @ do) = ec(cq)ep(dy)(ca @ do) = ec(Cq)co ® ep(dy)dz = C® d]
(cy @ dy)e(co @ db) = (01 @ dy)ec(co)ep(da) = crec(Co) ® diep(do) = c® d.

Segue que C ® D é coalgebra.

Suponha agora que (H, 1, n) e (H, A, €) sejam, respectivamente, algebra e coal-
gebra. Temos duas possiveis forma de compatibilizar essas estruturas:

1. u:H® H— Hen :K — H sao morfismos de coalgebra.

2. A:H—- H® He ¢: H— Ksao morfismos de algebra.

Essas duas s&o equivalentes, como mostrado abaixo. Lembramos antes que
em K, temos estruturas naturais de algebra e de coalgebra dadas por

WA ® K) = AK;
nA) = A;
AN = AR 1g =1 ®A;
e(A) = A.

Teorema 5.20. Seja H um espaco vetorial que possui uma estrutura de algebra e uma
de coalgebra. Entdo 1 e n sdo morfismos de coalgebra se, e somente se A e ¢ s4o
morfismos de algebra.

Demonstracdo. Comecamos estudando cada uma das afirmagdes relevantes. u é
morfismo de coalgebra se, e somente se,

A(ab) = A(u(a® b)) = w(A(a) ® A(b)) = u((ay ® ag) @ (by ® bo)) = ayby @ agby; (20)
e(ab) = e(wa® b)) = e(a® b) = ¢(a)e(b). (21)

n é morfismo de codlgebra se, e somente se,

A1) = An(1k)) = (M @n)(A(Tk)) =n(1g) ©n(1k) = 1H @ 14; (22)
e(Th) = en(1k)) = e(Tk) = T (23)
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A é morfismo de algebra se, e somente se,

A(ab) = A(a)A(b) = (a1 ® ap)(by ® bo) = a1by @ agbo; (24)
A(1H)=1H®H=1H®1H' (25)

¢ € morfismo de algebra se, e somente se,

e(ab) = e(a)e(b); (26)
e(1y) = 1k. (27)

Observe que ha uma correspondéncia entre as quatro primeiras e as quatro
ultimas equacgdes. Mais precisamente, (20) < (24), (21) < (26), (22) < (25)
e (23) — (27). [

Definicao 5.21. Uma bialgebra é uma estrutura (H, 1,1, A, €) na qual (H, 1,n) é uma al-
gebra, (H, A, €) € uma coalgebra e valem as condigbes do teorema 5.20. Um morfismo
de bialgebras é uma transformacao linear que é simultaneamente um morfismo de
algebras e de coalgebras.

Exemplo 5.22. Seja M um monoide em Set e considere a algebra do monoide M dada
no exemplo 5.9. Além disso, considere a estrutura de coalgebra sobre F(M) dada pelo
exemplo 5.14 quando fixada a base M de F(M). Mostramos que (F(M), u,n, A, ¢) é
bialgebra. De fato,

logo ¢ € morfismo de algebras. Ainda,
A(mn) = (mn) ® (mn) = (m® m)(n® n) = A(m)A(n).

Falta mostrar que A leva unidade em unidade. De fato, A(e) = e ® e, provando que A é
morfismo de algebras, e logo, F(M) possui estrutura de bialgebra.

Exemplo 5.23. Considere a K-algebra de Sweedler H dada no exemplo 5.10. Defini-
mos uma estrutura da coalgebra sobre H da seguinte forma:

e AN =1®1, (1) = 1g;
*c AlX) = (x® 1)+ (9 ® x), e(x) = Ok,
*cA(Q)=9®g, e(9) =1k,

cAly)=(y®g)+(1®y), ey) =0,
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Observamos que as definicées para1 e y sdo dadas tal que A e ¢ sejam multiplicativas
e levem unidade em unidade, levando em conta que y = xg. Em particular, A(y) =
A(X)A(g), isto e,

Y1 ® Yo = (X1 ®X2)(91 ® go) = (X191) ® (X292)-

Mostramos entdo que A é coassociativa. Fazemos isso mostrando que para cada
ze{1,x,9,y} temos A(z1) ® Zp = 21 ® A(Zp). Isso é trivial paraz =1 e z = g. Para
Z = X temos

AX)@1)+(A(Q)X)=xR1R1)+(@Xx®1)+(@RI®X) =(Xx®A(1)) + (g ® A(x)).

Para y, podemos usar a coassociatividade em x e g junto com a multiplicatividade de
A.

A(y1) ® Yo = (A(X191)) @ (X292) = (A(X1) @ X2)(A(91) @ go)
= (x1 ® A(X2))(g1 ® A(g2)) = (X191) ® (A(X2g2)) = ¥1 ® A(Y2)

Disso tudo, segue que A € coassociativa. Que ¢ é counidade de A segue por um
argumento similar, mostrando que €(z1)zo = z = z1¢(2o) para qualquer z € {1, x, g, y}.
Essa bialgebra é chamada de bialgebra de Sweedler.

No contexto funtorial, seja T(V) = H® V com H bialgebra. Entdo T é uma
ménada e existe uma estrutura opmonoidal sobre T. Encontraremos condigdes sobre
T que sejam equivalentes a compatibilidade. Uma das compatibilidades é que a es-
trutura de algebra seja formada por morfismos de coalgebra. A ideia do teorema a
seguir sera considerar quando a estrutura da ménada respeita a estrutura opmonoidal.
Como uma ménada é formada por transformacdes naturais, é intuitivo considerar que
respeitar a estrutura nesse caso signifique dizer que tais transformacgdes naturais sao
opmonoidais.

Teorema 5.24. Considere uma algebra (H, 1, n), uma coalgebra (H, A, €) e o funtor
T(V)=H® V. Entdo (H, 1,7, A, €) é bialgebra se, e somente se, as transformacgbes
naturaisu: T2 = T en: idr = T da ménada associada a algebra H forem opmonoi-
dais.

Demonstracdo. H € bialgebra se, e somente se, it e 1 sdo morfismos de codlgebra.
Pelo teorema 5.17, isso € equivalente at® V e i1 ® V serem transformagdes naturais
opmonoidais. Mas essas sao precisamente as expressoes das componentes p e n da
ménada, provando o teorema. [

Considere H uma bialgebra e médulos (M, x) e (N, ) sobre H (ou mais correta-
mente, sobre a estrutura de algebra que H possui). Como H é uma coalgebra, existe
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uma transformagé@o natural ¢ : 7(__ ® _ )= T(__) ® T(__) que provem da opmonoida-
lidade de T. Podemos considerar a seguinte funcgdoy : A M@ N - M ® N:

vy(@@men)=al@a ®@m)® p(a ®n) = ((cx® B)O(pM’N) (a® m® n).

Como provaremos abaixo, y resulta em um modulo sobre M& N. Disso, obtemos
que se H é algebra, entdo cada estrutura de coalgebra compativel induz estruturas de
maodulo no produto tensorial e ainda, isso torna M uma categoria monoidal. Veremos
no mesmo teorema que a reciproca também é verdadeira.

Teorema 5.25. Seja H uma algebra. Entao existe uma bijecao entre as estruturas de
coalgebra sobre H compativeis com a estrutura de algebra dada e estruturas monoidais
sobre yM tal que

1. Se (M, «) e (N, B) sdo H-mddulos, entdo (M, x) ® (N, ) tem M & N como espaco
vetorial base;

2. O objeto identidade de yM é da forma (K, e) para alguma agcdoe : H 2 K — K;
3. Para todo H-modulo (M, «), Iy e ryy sdo morfismos de H-modulos;

4. Se L, M e N possuem uma estrutura de H-modulo, entéo a; yy n € morfismo de
H-modulos.

Demonstracdo. Considere uma estrutura de codlgebra sobre H. Podemos definir uma
estrutura monoidal sobre M da seguinte forma. Dados modulos (M, ) e (N, 3), defina

(M, o) @ (N,B) = (N& M, (x®B)ooynN) -

Mostramos que esse produto tensorial esta bem definido provando que o resultado
obtido € um H-modulo. Sejay = (x® ) o @y N © H(X ® ¥y ® m® n). Entéo

Yo (E®idygn) (Xx©y@men) = (x@ B)o oy n(xy ® me n)
= x((xy)1 @ m) @ B ((xy)2 @ n);
Yo(dy®y)(Xx®@y®@man)=y(Xx® aly; ®m o By @ n)
= a(Xq ® oy @ m)) @ B(X2 @ B(y2 @ N))
= x(X1y1 ® M) ® B(Xay2 ® N).

Como A é morfismo de algebras, as duas expressoes sao, de fato, iguais. Ainda,
yo([@®idyen) A@men=y(lgoman=a(lyemep(lyen=man.

Como ® precisa ser um funtor, mostramos que o produto tensorial em Vecty
de morfismos de médulos também é morfismo de médulos. E claro que g ® h é linear.
Para mostrar que é morfismo de médulos,
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(g@h)oy(x@m®n)=(9® h)(x(x; ® M) @ Px © n)
=(goalxy @m)) @ (ho B(xp @ n))

= (o/(xy ® g(m))) ® (B'(x2 ® h(n))) ;
=Y/ (x ® g(m) ® h(n))

o (x1 ® g(m)) ® B'(x @ h(m)).

Y o(idy ® g ® h)(x ® m® n)

A igualdade que precisamos segue de g e h morfismos de médulos. Ainda,
podemos considerar e = ¢ : H® K — K tal como na estrutura opmonoidal de H,
garantida pelo teorema 5.24. Temos que ¢ € agao pois

@0 o (H®Iidg) (X @y @A) = @o(xy @A) = e(Xy)A = e(X)e(¥)A;
@p o (idy @ o) (X @y @A) = @o(X @ e(¥)A) = e(x)e(y)A;
oo M A) (k@A) = @o(k1y @A) =e(k1y)A = KA.

Isso nos da um H-modulo sobre K, que é o objeto identidade em y M. Agora
mostramos que /, r e atem morfismos de H-mddulos como componentes. Temos

x> (m&A)) = ry((xg >m) @ (x2>A)) = ry((xg > m) @ e(x2)A)

=e(Xo)AXy>m=Ax>m=x>(Am)=x>ry(maA)
e analogamente para /y;. Finalmente,

armnx > ((lem)@n)=a; yn((xg>(®@m)) (X n)
=a; MN(((X11>/) @ (x12>m)) @ (X2 > N))
= (X119 > /) @ (X12 > m) @ (X2 > n))
= (x1 1) @ ((x21 > m) ® (X2 > n))
=Xy )@ Xor> (M n)=x>(® (M n))
= x> (a, y.n((l ®@ m) ® n)).

(
(

Reciprocamente, suponha que temos uma estrutura monoidal sobre y M para
alguma algebra H nas condi¢des do enunciado. Em particular, temos um médulo (K, e)
com e : H® K — K. Ainda, como H é um H-mddulo, temos um médulo (H ® H, D) no
qual D: H® H® H— H® H. Defina

A=Do(dy®T@T) o ryhk o1y,

em outras palavras, A(h) = D(h® 1y ® 1) = he (15 ® 14). Ainda, defina e = eo rl,
isto é, ¢(h) = e(h® 1k) = h> 1. Mostramos que H é bialgebra com a estrutura dada.
Como A : H — H ® H é transformacéo linear, usamos uma notacao de Sweedler e
denotamos A(h) = hy ® ho.
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Demonstramos uma propriedade auxiliar: Dados H-mddulos M e N, temos
x> (m®n)=(xq>m)® (Xo>n).
De fato, usamos os morfismo de médulos p dados no teorema 1. Temos p%(x) =X>m
e pN(x) = x> n. Disso,
(x1 > m) @ (x> ) = pi(x1) @ o1y (X2) = (P © P1) (X1 @ X2) = (o ® PR (x> (114 © 14)
= x> ((pm © Pp)(1H © 1h) = x> (pm(1H) © pf (14))
=x>(lg>me(1y>n)=x>(mM n).

Para mostrar que A é coassociativa, usamos que o associador € morfismo de
H-médulos. Lembrando que xq ® Xo = x> (15 ® 1), temos

ay,H,H° (A®idy) (X1 ® X2) = ay H H((X11 @ X12) @ X2)
=agHH((x1>(1g@ 1Y) @ (X2>1p))
=agHHX> (@ 1) @ 1y))
=x>apgHH(TH 1) © 1Y)
=x>c(Ilg(1yx1y)
=X el @ x> 1y ®1g))
= (X1 > 1) @ ((x21 © 1) © (X2 @ 1))
= X1 ® (X1 ® X2p) = (ildy ® A) (X1 ® X2).
Ainda, usando que r e | tem morfismos de H-modulos como componentes,
obtemos 0 axioma da counidade:

e(Xq)Xo = I(e(X1) @ X2) = Iy((x1 > 1) ® (X2 > 1p))
=lyxe(lg@1y)=x>ly(lg@1y) =x>1y = x.
O caso x1e(xo) = x é analogo, utilizando ry. Agora provamos que A € morfismo de
algebras. Para mostrar que A é multiplicativa,

Alxy)=(xy)e (@ 1) =x>(y> (g @1y)) =Xt (Y1 @ Y2) = X1 ¥1 @ Xo)o.
Além disso, A(1y) = 1p>(1g®1y) = 1y®14. Finalmente, mostramos que ¢ € morfismo
de algebras. Por um lado,

e(xy) = (xy)> 1y =xv(y>1g) = x> e(y)
= x> (e(Y)1g) = e(¥)(x > 1) = e(¥)e(x) = e(x)e(y).
Por outro lado, ¢(14) = 14> 1k = 1. Disso, segue que H € bialgebra. [
Observe que os itens no teorema sao equivalentes a dizer que cada componente

da estrutura monoidal de ;M é um levantamento do correspondente em Vecty. Essa
correspondéncia sera dada em mais detalhes quando falarmos de biménadas.
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5.4 CATEGORIAS FECHADAS

Faremos uma digressao para falar sobre categorias fechadas. O motivo dessa
discussao é utilizar tais conceitos para generalizar algebras de Hopf (que definiremos
na sec¢ao 5.5) para um contexto funtorial. Comecaremos a discussdo com alguns
exemplos.

Exemplo 5.26. Considere a categoria monoidal Set dos conjuntos. Dada uma funcao
f: XxY — Z, podemos gerar uma familia fy : Y — Z de fungbes definidas por
fx(y) = f(x, y). Mais ainda, cada familia dessa forma gera uma fung&o f apropriada, isto
é, temos uma bijecdo entre Hom(X x Y,Z) e Hom(X, Hom(Y, Z)). Note que é possivel
escrever o segundo conjunto pois Hom(Y,Z) é um objeto de Set. Fixado Y, denote a
bijegao mencionada anteriormente por ® z x : Hom(X x Y, Z) — Hom(X, Hom(Y, Z)).

Como sugerido pela notacdo, temos uma adjuncao. Para entendé-la, observe
que o funtor cartesiano levando X em X x Y aparece no dominio. Por outro lado, temos
um funtor levando Z em Hom(Y, Z). Denotaremos esse funtor por[Y,__]. Ja sabemos
como esse funtor se comporta nos objetos. Nos morfismos, se h : Z — Z' é uma
fungao, entdo [Y, h] : Hom(Y,Z) — Hom(Y,Z') é definido por[Y, h](f) = ho f para toda
f:Y — Z. Temos entdo que ® 7 x : Hom(X x Y, Z) — Hom(X,[Y, Z]).

Para mostrar a naturalidade, usamos o teorema 2.2. Considere inicialmente uma
funcdog:Z —+2Z' eh: X x Y — Z. Entdo

(@2 .x(goh)) (x) (¥) = ((g o h)x) (¥) = g o h(x, y).

Por outro lado,

(LY. glo @z x(h)) (X)) (¥) = (IY, gl(hx)) (¥) = (g © hx) (¥) = g o h(x, y).

Concluimos entao que um dos diagramas comutam. Para o outro diagrama,
considere f : X' — X. Temos

((@zx:(ho(f x idy)) (x)) () = (ho (f x idy))x(y) = ho (f x idy)(x, y) = h(f(x), ).

Por outro lado,

((@zx(h) o f) (x)) (v) = (Pz,x(F(X) (¥) = hr(x)(¥) = h(F(x), y).

Concluimos que o outro diagrama comuta, nos dando a prova que __ x Y € adjunto a
esquerda de [Y,__]. Observe que as transformagées naturaisny : X — [Y, X x Y] e
ez Y, Z] x Y — Z s§o dadas por

I
>
S

(x (X)) (¥)
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Exemplo 5.27. Considere a categoria M para R anel comutativo com unidade. Lem-
bramos que dados R-moédulos M e N, o conjunto Hom(M, N) possui uma estrutura de
modulo. Considere ainda outro R-moédulo L. Dado h : L ® M — N um morfismo de
maodulos, podemos definir uma familia hy : M — N de morfismos por hx(y) = h(x ® y).
Observe que, de fato,

hx(Avy+y)=h(x@A>y+y))=hAv(x@y)+(x®y))
=A>h(Xx®Y)+h(x®Yy) =A>hx(y) + hx(y).

Por outro lado, considere um morfismo H : L — Hom(M, N) levando x em
um morfismo H(x) = hy : M — N. Definimos um unico morfismo h : L M — N
por h(x ® y) = hx(y). Para mostrar que h esta bem definida, considere a fungdo
H :Lx M — N dada por W (x,y) = hx(y), como no exemplo anterior. Lembramos que
de H morfismo temos H(A > x + x') = A> H(x) + H(x') e portanto, hy.x,x' = A> hx + hy.

WA X+ X, ¥) = Boxax (V) = A hx(y) + he(y) = As H (X, y) + H (X, y)
Hx, Aoy +y)=hx(Asy +yY') = Ao he(y) + he(Y)) = Ao H(x, y) + H (x, ')

Observamos das equagdes acima que h' é morfismo em cada entrada e portanto
h esta bem definida. Assim como antes, temos funtores @ M e [M, __] e uma fun¢éo
®p - Hom(LoM, N) — Hom(L,[M, N]). Também temos (n; (x)) (y) = x®y e en(fRy) =
f(y).

Uma das equivaléncias que provaremos é que uma bidlgebra H é algebra de
Hopf se, e somente se, podemos definir estruturas de modulo sobre Homyect, (M, N).
Isso torna tal conjunto de morfismos um objeto de M. O estudo de ménadas de Hopf,
dado em 6.2, envolve entender como isso se aplica nos casos gerais.

Definicao 5.28. Seja C uma categoria monoidal. Dizemos que C é fechada (a direita)
se, para todo objeto Y de C, o funtor __ ® Y possui adjunto a direita. Nesse caso,
denotamos o adjunto a direitade __ ® Y por[Y,__], a unidade porn Y e a counidade
por ¢Y. Chamamos essas adjungdes (como um todo) de estrutura fechada (a direita)
deC.

Facamos uma discussao intuitiva sobre estruturas fechadas. Similarmente aos
exemplos anteriores, [Y, Z] € um objeto de C que representa Hom(Y, Z) e podemos
separar um morfismo h: X® Y — Z em componentes via ® 7 x(h) : X — [Y, Z]. Ainda,
lembramos que nx = @ x5y x(idxgy) Ou em outras palavras, ny : X — [Y, X ® Y] e
associado a identidade idy,y pelo isomorfismo natural ©.

Em termos intuitivos, n)’g representa, internamente, o ato de levar as componen-
tes X e Y em seu produto tensorial X @ Y. Por outro lado, e}/ Y, ZleY - Zé
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uma avaliagéo, levando um morfismo de Y para Z e um elemento fixado de Y no seu
correspondente em Z.

Podemos perguntar o que significa um funtor F : C — D entre categorias
fechadas preservar a estrutura fechada. Essa estrutura é formada por quatro tipos
de componentes, o produto tensorial (adjunto a esquerda), o objeto que representa
morfismos (adjunto a direita) e os representantes internos da tensorizagéo (unidade) e
da avaliagdo (counidade).

Os dois primeiro sao faceis de lidar por se tratarem de objetos. Basta pedir que
FIX®Y)=F(X)® F(Y)eque F([X,Y]) =[F(X), F(Y)]. Em particular,

F(IX, Y]® X) = [F(X), F(Y)] @ F(X);
F(LY, X ® Y]) =[F(Y), F(X)® F(Y)].

Para a unidade, temos que dados objetos X e Y de C, podemos realizar inter-
namente a tensorizagdo de X e Y bem como a de F(X) e F(Y) via morfismos n}; e
ngg Q Pedimos que esses morfismos sejam associados, isto é, F (1&) = ng&; Simi-
larmente, dados objetos Y e Z, podemos fazer a avaliagdo de morfismos de Y para

Z por e}/ e a de morfismos de F(Y) para F(Z) por EEE;; e pedimos que essas duas

sejam associadas, F (e}/) = ef g)) .

Observamos que mesmo sem exigir que F([X, Y]) = [F(X), F(Y)], podemos en-
contrar um morfismo entre esses desde que tenhamos F(X ® Y) = F(X) ® F(Y). Intuiti-
vamente, aplicamos a tensorizacdo com componentes F([X, Y]) e F(X) e em seguida
fazemos 0 analogo da avaliacdo com essas componentes. Formalmente, F([ X, Y]) é le-
vado em [F(X), F([X, Y]) & F(X)] via ngggg y}) ue por sua vez é levado em [F(X), F(Y)]
por [F(X), F (e)\;)} E natural pensar que se F preserva a estrutura fechada, entdo

(X)

essa fungéo [F(X), F <€)\£>} OnE([X, Y]

cando F([X, Y]) = [F(X), F(Y)].

Veremos no teorema abaixo que nao precisamos exigir tanto pois ha equivalén-
cias que nos permitem provar certas condi¢cdes a partir de outras. Antes do teorema,
notamos que a condicdo F(X ® Y) = F(X) ® F(Y) é bastante similar a encontrada
na definicdo 1.27, mais precisamente, a de um funtor monoidal estrito. Fica faltando
apenas F(I¢) = Ip, condi¢cdo essa que também exigiremos.

) € na verdade a identidade, em particular impli-

Teorema 5.29. Seja F : C — D um funtor monoidal estrito entre categorias fechadas
tal que F([X, Y]c) = [F(X), F(Y)]lp. Entdo sdo equivalentes:

1. [F (Y),F <€)¥)L) O”ig[c, X]) = idr vy, x)) para quaisquer objetos X e Y;

2. F (n}/) = n,’igg para quaisquer objetos Y e Z;
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3. F (s}/> = s,’::g)) para quaisquer objetos Y e Z.

Demonstracdo. Suponha inicialmente que [F(X), F (s}?)] on,’ig[))((), y) = idF([X, Y)- Ob-

serve que podemos aplicar a naturalidade de nF(Y) para o morfismo F (n)’;) 0 que
resulta na comutatividade do diagrama abaixo.

F(Y)
F(X) il [F(Y), F(X) @ F(Y)] (28)
F(y) [F(Y),Fm)®F(Y)]
FIY,X® Y] ) [F(Y), F([Y, X ® Y]) ® F(Y)]
F(Y.X®Y))

Vejamos agora o que o fato de ¥ e ¢¥ serem unidade e counidade significa.

Denotamos temporariamente A= __ ® Y. Temos que

Xy © (X ® V) = fpg 0 A(nX) = idxey.
Notando que F <n)’g ® Y) =F (ﬂ}é) ® F(Y),

[F(Y), F (8§®y)] o [F(Y), Finy) @ F(Y)} =id[F(v), FOXO)2F(Y))-

Note ainda que por hipétese 0 mesmo morfismo [F( Y),F (€§® Yﬂ também é in-

verso a esquerda de ngp XoY])* Compondo esse morfismo no diagrama 28, obtemos

F(Y)
que () = F (1X)-
Provamos agora a reciproca. Suponha que F (n)o = n,’;ggg para quaisquer

objetos X e Y. Em particular, F <n[YY X]) = TI,CE[O x))- Ainda, usando que nYee"

séo
unidade e counidade, segue que [Y ex} OT][YX] idry x) e portanto F ([Y e}ﬂ) o

F (n[Y,X]> = 'dF([Y,X])- Segue que

FONLF (eX)] oney g = [FOOF ()] o F ()
= F([veex]) o F (nivx

Com isso estabelecemos uma equivaléncia entre os itens 1 e 2. Provar que 1 e
3 sdo equivalentes é analogo. [

) ideqy, x)-

Definicao 5.30. Dizemos que um funtor F : C — D entre categorias fechadas preserva
a estrutura fechada (estritamente) quando F € monoidal estrito e satisfaz as condicoes
equivalentes do teorema 5.29.
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5.5 ALGEBRAS DE HOPF

Nessa secao definiremos uma algebra de Hopf como uma biédlgebra H munida
de uma antipoda S : H — H. Para entender o que é essa antipoda construiremos a
algebra de convolugao.

Definicao 5.31. Seja C uma coalgebra e A uma algebra. Definimos a algebra de
convolugdo em Homyeg (C, A) por (fxg)(x) = f(x1)g(x2) com unidadenoe. Chamamos
essa operacdo de convolugio.

Vejamos que a estrutura acima €, de fato, uma algebra. Homyec (C, A) € um
espaco vetorial e ainda

((F+ g) x M) (x) = (f + g)(x1)h(X2) = F(x11)g(x12) h(x2);
(F+ (g * M) (x) = F(x1)(g * h)(X2) = F(x1)g(x21) h(x22).

Como a comultiplicacao é coassociativa, (f x g) * h = f x (g * h). Quanto a unidade,

(F+ (0 ) (x) = f(xy)(n 0 ©)(xa) = FOxyM(e(x2)) = F(x1)ebeIn(Tge) = F(xye(x0)) =
((no &) Hx) = (o e)(x1)f(x) = n(el))f(xa) = e M(1R)F(xp) = f

Suponha agora que H seja uma biélgebra. Temos a algebra de convolucao
HommK(H, H) = End(H). Analisamos como essa operagao se relacionam com a
funcéo identidade. Por um lado, (f % idy)(x) = f(x1)X> € por outro (idy * f)(x) = X1 f(Xo).
Podemos perguntar se existe uma funcdo S: H — Htalque idg « S= Sx*idg =noe,
isto é, S é a inversa de idg por convolugdo. Nesse caso, dizemos que H é uma algebra
de Hopf. Mais formalmente:

Definicao 5.32. Uma algebra de Hopf é uma bialgebra H munida de uma funcao
S : H — H, chamada antipoda, tal que S € a inversa de idy por convolugéo.

Observacao 5.33. Pela definicdo, é claro que se H é uma bialgebra, entao H possui
no maximo uma antipoda, dessa forma, uma bialgebra ser algebra de Hopf pode ser
visto como uma propriedade extra em vez de uma estrutura extra.

Observamos 0 que esses conceitos significam na linguagem de categoria mo-
noidal em Vecty. Temos

(F+ 9)(x) = F(x1)g(x2) = u(f(x1) ® g(x2)) = (no (f © 9)) (X1 © Xp) = (1o (f® g) 0 A)(X).

Podemos definir f x g = wo (f ® g) o A. Além disso, se H é uma algebra de Hopf temos
que S ser antipoda significa Lo (S®idy) oA = po(idy ® S)o A =noe. Em diagramas,
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S®idy

HoH————-H®H
H ‘ K i H
X /
Exemplo 5.34. Considere a bialgebra F(M) como definida no exemplo 5.22. Suponha
que F(M) seja algebra de Hopf. De A(X) = x ® x, segue que a antipoda S satisfaz

S(x)x = xS(x) =noe(x) =n(1) = e,

para todo x € F(M). Disso, seqgue que S(x) é a inversa de x no monoide M e portanto
M é grupo. Reciprocamente, se G é grupo, entao podemos definir S : F(G) — F(QG)
por S(x) = x~1. Segue que S é antipoda e F(G) é dlgebra de Hopf.

Teorema 5.35. A antipoda S é um antimorfismo de algebras, isto é, S é uma transfor-
macé&o linear tal que S(1y) = 14 e S(xy) = S(y)S(x).

Demonstragcdo. Ja sabemos que S é linear. Temos

Tp=noe(ly) = Sxidy(1y) = SO p)idy(1H) = SO p).

Para mostrar a outra propriedade, precisamos mostrar que as funcdées F,G: H® H —
H dadas por

F(x ®y) = S(y)S(x);

G(x @ y) = S(xy)
séo iguais. Note que F = no (S® S) oty y € G = S oy, mostrando que nao sb as
fungdes estdo bem definidas como também as mesmas séo lineares. Lembramos o
seguinte resultado elementar: em um monoide (na categoria Set), se x possui inversa a
esquerda xe € inversa a direita x4, entdo xeg = X4 (€ consequentemente, x é inversivel).

Usamos esse resultado na algebra de convolugdo Hom(H @ H, H), que € um monoide
qguando esquecida a estrutura de espaco vetorial. Observe que i é um elemento dessa.

wx F(x @ y) = 1wxy @ y1)F(Xo ® yo) = X1y1S(¥2)S(X2) = X1 y1e(yo)1 ye(xo) 1y
=x1ye(X)ly =xyly=nyoeygH(X @ Y)
G*ux @ y)=G(x @ y1)ulxe @ yo) = S(X1y1)Xoy2 = S((X¥)1)(XY)2 =MH © eHgH(X @ ¥)
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Das equacébes acima observamos que G € inversa a esquerda de e F é inversa
a direita de u. segue que F = G e portanto, S(xy) = S(y)S(x). [

Exemplo 5.36. Considere a K-bialgebra de Sweedler H dada em 5.23. Mostramos
que H possui antipoda. De fato, defina S : H — H na base por

© S(x) = y;
+ S(g) = g;
+ S(y) = -x

Novamente, notamos que S(1) e S(y) foram definidos de forma a tornar S um
antimorfismo de algebras. Para mostrar que S é antipoda, verificamos que S(z1)zo =
z1S(20) =n(e(2)) paratodo z € {1,x, g, y}. Isso é trivial paraz=1ez=g. Paraz = x
e z =y, o resultado segue de

yx = xy =n(e(x)) =n(e(y)) = 0.

Lembramos que como H possui estrutura de coalgebra, entdo o funtor T(X) =
H& X possui estrutura opmonoidal. Temos morfismos ¢y y : HOU®V — HoUH® V.
Queremos, de alguma forma, relacionar isso com a estrutura de algebra do ponto de
vista funtorial. Para isso, precisamos utilizar a transformagéo natural . : 72 = T. Se
em vez de V tivéssemos H ® V estariamos em uma situagdo na qual py pode ser
aplicada. De fato, podemos definir oy y = (idy ® idy ® py) o oy He V- Observe que «
€ a composicao de duas transformacdes naturais e portanto também é natural. Mais
especificamente, se F : CxC — C é o funtor definido por F(U, V) = Ho U H® V, entdo
« : F = F é transformagao natural. Podemos aplicar oy ,y em um ponto especifico,
obtendo

XY yXRURYRV) =X @UR Xpy @ V.

Um morfismo derivado de «; ; € o chamado morfismo candénicocan: H® H — H® H.
Esse é dado por can(x ® y) = Xy ® Xoy. O teorema abaixo € uma parte do Teorema
Fundamental das Algebras de Hopf. Tal teorema diz que uma bidlgebra admite antipoda
se, e somente se, « é inversivel. Podemos enfraquecer a hipbétese mostrando que « é
inversivel se, e somente se, o morfismo candnico o é.

Lema 5.37. Seja H uma bialgebra. Entdo « é inversivel se, e somente se, 0 morfismo
candnico can o é.

Demonstracdo. Note que

can = (I’H ® fH) owy o (I’;ﬂ & r/j) .
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Se « € inversivel entdo, em particular, «; ; 0 €. Segue que can € composigéo de
isomorfismos e logo can é inversivel.
Reciprocamente, suponha que can seja inversivel. Temos que

ayy = (ldy @ty y®idy)o(can®idy @idy).
Como «y y € a composicédo de isomorfismos, entdo o € isomorfismo natural. B

Teorema 5.38. Seja H uma bialgebra. Entdo H é algebra de Hopf se, e somente se, a
transformacéo natural « definida acima € inversivel.

Demonstracdo. Suponha que H seja algebra de Hopf. Entdo existe uma antipoda
S : H — H. Lembramos que S(xq)Xxo = X1 S(x2) = ¢(x)1 . Em particular

S(X21)Xop = Xo1S(X22) = e(X2)14.

Agora, defina can’(x ® y) = x;y ® S(x»)y. Temos que

canocan’(x ® y) = can(xy ® S(Xo)y) = X11 ® X12S(X2)y
= X1 ® Xo1S(Xo2)y = X1 @ e(X2)y = X1e(X2) @Yy =X ® Y;
can’ o can(x ® y) = can’(xy ® Xo¥) = X11 ® S(X12) X2y
= X1 ® S(X21)X22y = X1 ® e(X2)y = X1e(X2) ® Yy =X ® y.
Temos que can’ = can~! e do lema, « é isomorfismo natural. Por outro lado,
suponha que « seja inversivel. Entdo o morfismo canénico can possui inversa can™.

Intuitivamente, can~!(x @ y) = x; ® S(xo)y, mas lembramos que ainda nao foi definido
S. Usamos essa intuigdo para definir

S(x) =l o (e ®idy)ocan™ (x @ 1p).

Agora mostramos que S é antipoda. De fato, notando que x ® 1y = x ® n(1k),
temos

S=lyo(e®idy) ocan o (dy®mn)o r,fﬂ,
do que segue que S € linear. Mais ainda, note que como
Bo(ly@ H)o(e®idy®idy) =l o (e ®idy) o (idy ® T),
entao
Ho(S®idy) =Tio (ly®idy) o (e @ idy @ idy) o (can-1 ® idH) o (idy ®n ®@idy) o <r,f,1 ® idH)

—lyo(e®idy) o (idy @ 1) o (can—1 ® idH) o (idy ®n @idy) o (r,j ® idH) .
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Além disso, observe que
cano (idy ® 1) = (idy ® ) o (can ® idy)
e portanto
(idy ®T) o (can—1 ® idH> —can~" o (idy © ).
Concluimos disso que
o (S®idy) = lyo (e ®idy) ocan™ o (idy ® ) o (idy ®1 ® idy) o <r,f,1 ® idH)
= Iy o(e®idy) ocan™ o (idy @ ly) (r,j ® idH)
=lyo(e®idy) ocan™ o (ry @ idy) (r,fﬂ ® idH) = lyo (e ®idy) ocan™'.
Agora,
S(x1)x% = (fio (S®idy) o A) (x) = (/H o (e @idy)ocan o A) (X).
Observe também que
AX)=x1 @ x> =can(x @ 1) = (can o(ldy®m)o r,fﬂ) (x)
e portanto
can”! o A = (idy @) o rl.

Finalmente concluimos que

Sta)xe = (I o (e @ idy) o (idy 2T 0 1! ) (x) = he(x) @ (1)) = (k) = T €(x).
Segue de maneira analoga que x1S(xo) =1 o £(x). |

A outra parte do Teorema Fundamental é dada definindo uma estrutura de
médulo sobre Homyect, (M, N) na qual H € algebra de Hopf para quaisquer H-mo6dulos
M e N. Sabemos que HommK(M, N) é espacgo vetorial com a estrutura definida
pontualmente. Podemos definir uma acao sobre Homyect (M, N) da seguinte forma:
Para h: M — N, (x> h)(m) = x4 h(S(xo) > m). Como provaremos abaixo na segunda
parte do Teorema Fundamental das algebras de Hopf, dadas estruturas de mdédulo
sobre os objetos da forma Homyect, (M, N), podemos obter uma antipoda para H. Essa
sera dada por S(x) = x> idy, uma vez que idy € Homyegt, (H, H).

Observacao 5.39. Sejam U e V espacos vetoriais. Como vimos (mais geralmente) no
exemplo 5.27, Vecty é categoria fechada. Para evitar uma notagdo ambigua, denotare-
mos por evy y : Hom(U, V) @ U — V a componente ev (h u) = h(u) da counidade
da adjuncgéo.
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Teorema 5.40. Seja H uma bialgebra. Se H € algebra de Hopf, entao para quaisquer
modulos M e N, Hom@K(M, N) é mdédulo com a agao

(x> h) (m) = x1 & ((S(xp) > m)).
Ainda, uma vez fixado M podemos definir um endofuntor sobre yM

[Ma N] = HOmMK(M, N)a
[M, h] =

Que da uma estrutura fechada para yM. A unidade e a counidade dessa adjungdo
sS40 dadas por

(@) (m) = 10 m;
eM(h@ m) = h(m).

Demonstracdo. Denote Homyect, (M, N) = [M, N]. Suponha que H seja algebra de
Hopf. Observe que a acao descrita acima é dada por

(x> h) (M) =v o (idy ® evy n) o (idH ©idiy N © >) 0 (idH @idpya © S® idM>

o (idH @ TH[M,N] © M) oc(A®idy @ M) (x ® h® m).

Essa equagao pode ser facilmente confirmada fazendo manualmente cada opera-
céo. Disso, obtemos que existe uma transformacgao linear levando x ® h ® m em
x1 > (h(S(xo) > m)). Segue facilmente disso que x> h : M — N é uma transformagéo
linear, bem como que > : H® [M, N] — [M, N] é linear. Falta mostrar que temos, de
fato, uma acdo. Lembramos antes que S € antimorfismo de algebras.

(x> (y>h)(m) =x1 > ((y > h)(S(x2) > m)) = X1 > (yq > (h(S(y2) > (S(x2) > m))))
= X1y1 > (h(S(y2) S(x2) > m)) = X1 y1 > (h(S(x2y2) > m))
= (xy)1 > (h(S((xy)2) > m)) = (xy > h) (m);
(1> h)(m) =1y (h (S y)m) ) = h(m).

De acordo com o exemplo 5.27, Vecty possui estrutura fechada. Disso, segue
que nﬁ/’ e sM séo lineares, naturais e satisfazem as identidades dadas no teorema 2.9.
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A Unica coisa que falta mostrar é que ambas sdo morfismos de médulos. De fato,

(o) (m) = x 0 ((nf() (SOR) > m)) = x1 0 (1@ (Sixp) & m))
= (X11 > /) X (X12 > (S(Xz) > m)) = (X1 > /) X (X21 > (S(X22) > m))
= (x1 > 1) @ (X21S(x22) > M) = (x> 1) @ (e(x2) 114> m)

(10 > ) & (1o m) = (xe @ m= (nfxe 1)) (m);
enl (xe (h@m)) = ef] (x1 > h) @ (Xo > m)) = (xq & h) (xp > m)
=X11 > (h (S(X12) > (X2 > m))) = X1 > (h (S(X1 2)X2 > m))
=X{1> (h (S (X21) Xoo > m)) =X{> (h (E(X2)1 H> m))
= x1e(x2) > (h(1 4> m)) = x> h(m) = x> <sM(h® m)) .
Com isso, provamos que yM possui estrutura fechada. |

A reciproca desse resultado também é verdadeira. A demonstracdo sera dada
mais geralmente no teorema 6.8. Por hora, enunciaremos o resultado sem prova e
consideraremos algumas consequéncias.

Teorema 5.41. Seja H uma bialgebra. Se podemos definir uma estrutura de mddulo
sobre Hom @K(M, N) para quaisquer mdédulos M e N tal que o funtor [M, __] é adjunto
adireitade __ @ M, entdo H ¢é algebra de Hopf.

Uma vez conhecida a equivaléncia, podemos tentar calcular a antipoda de H a
partir dessa estrutura fechada. Observe que para cada funcional linear f de H (isto &,
f: H— Kcom f linear) temos

h(S(X)) = h(S(e(x1)x2)) = e(x)N(S(x)) = X1 > N(S(xp) > 147) = (x> h)(1p).

Seja B uma base de H. Entéo para cada b € B temos um funcional linear & tal
que &p(b) = 1 e Ep(b') = 0 para b’ € B\ {b}. Esse funcional linear leva um elemento
X € H na sua coordenada &p(x) em relagéo a b. Disso, temos que &p(x) # 0 para

uma quantidade finita de b € Be que )  &p(x)b = x. Aplicando o resultado anterior,
beB
obtemos que

S(x) = Y (x> Ep)(1H)b,
beB
0 que nos permite calcular a antipoda usando apenas a estrutura fechada.

Note que assim como no caso de bialgebras, uma algebra de Hopf pode ser
vista como um levantamento. De fato, cada componente da estrutura fechada em yM
€ uma adjuncéo da forma (__ ® M,[M,_] M, eM), esta sendo um levantamento da
componente correspondente da estrutura fechada em Vecty . Essa ideia serd util para
provarmos o teorema 6.8 mais a frente.
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6 MONADAS DE HOPF

No capitulo 5 estudamos algebras, coalgebras, bialgebras e algebras de Hopf
sobre espacos vetoriais e demos algumas equivaléncias entre esses conceitos de um
ponto de vista funtorial. Lembramos que algebras correspondem a ménadas, coalge-
bras a funtores opmonoidais, biadlgebras a ménadas opmonoidais ou a extensdes da
estrutura monoidal para a categoria de médulos (categoria de Eilenberg-Moore) e uma
bidlgebra ser algebra de Hopf é equivalente a invertibilidade de uma transformagao
natural ou a possibilidade de ser definir uma estrutura de médulo no conjunto dos
morfismos de médulos.

Nesse capitulo, estudamos biménadas e ménadas de Hopf. Essas generaliza-
cOes sao dadas via propriedades analogas as do caso vetorial, provando-se também
as equivaléncias. Esses resultados podem ser encontrados em (BOHM, 2018).

6.1 BIMONADAS

Generalizamos a defini¢cdo de bialgebra para um funtor T sobre uma categoria
monoidal arbitraria utilizando o teorema 5.24.

Definicao 6.1. Considere um funtor T sobre uma categoria monoidal C. T é dito
ser uma bimbnada quando T esta munido de uma estrutura de ménada sobre T
juntamente com uma estrutura opmonoidal sobre T tais que a multiplicagcdo e a unidade
da ménada sejam ambas transformagdes naturais opmonoidais.

Podemos caracterizar biménadas em termos da categoria de Eilenberg-Moore
analogamente ao teorema fundamental das bidlgebras. Para isso, definimos o que é o
levantamento de uma estrutura monoidal. Lembramos que uma categoria monoidal C
€ composta pelo produto tensorial, um objeto identidade e isomorfismos naturais a, / e
r. Levantar a estrutura monoidal significa levantar cada componente.

Definicao 6.2. Seja (C,®,/,a,l,r) uma categoria monoidal e T uma ménada sobre
C. Um levantamento da estrutura monoidal de C é uma estrutura monoidal sobre CT,
digamos (CT,X, J,d, I, r') tal que

1. UT(J)=1;
2. X:¢T xcT = ¢T é levantamento do funtor ®;

3. As transformacgdes naturais &, I' e r' sdo, respectivamente, levantamento de a, |
er.

Teorema 6.3. Seja T uma mébnada sobre uma categoria monoidal C. Uma estrutura
monoidal sobre CT torna o funtor UT monoidal estrito se, e somente se, essa é um le-
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vantamento da estrutura de C. Além disso, existe uma bijecao entre tais levantamentos
e estruturas opmonoidais sobre T que tornam T uma biménada.

Demonstracdo. Considere uma estrutura monoidal (CT,X, J, &, /', r'). Observe que a
condicao UT(J) = | € comum nos dois casos. Além disso, dizer que X é levantamento
de ® é equivalente a dizer que UT (A, «) X (B, B)) = A® B, o que é parte da definicio
de ser funtor monoidal estrito. De forma analoga, dizer que as transformagdes naturais
sao levantamentos é equivalente ao restante da definicdo de funtor monoidal estrito.

Agora suponha que a estrutura monoidal de CT seja um levantamento da de C.
Do teorema 4.1, X é levantamento de ® por alguma transformacéo natural dada por
exy: T(X®Y)— T(X)® T(Y). Alem disso, de UT(J) = | segue que J = (/, ¢g) para
algum g : T(/) — I. Os diagramas da definicdo de funtor opmonoidal seguem dos do
teorema 4.1 e de ¢ ser acao.

Reciprocamente, suponha T biménada. De maneira analoga acima, os diagra-
mas de funtor opmonoidal garantem que ® admite levantamento por ¢ para um funtor
X e que @ ndo sé é acao sobre / como também torna (T(/), ¢g) a unidade de X. O fato
que a associacgao feita € uma bijecdo vem da existéncia (sobrejetividade) e unicidade
(injetividade) do teorema 4.1. [ |

Durante o teorema utilizamos o simbolo X para denotar o produto tensorial em
¢T. Para simplificar notagées, usaremos o mesmo simbolo ® para denotar o produto
tensorial em C e seu levantamento.

Corolario 6.4. Seja T uma bimbnada sobre uma categoria monoidal C. Para cada
(B, ) objeto de C T o funtor _® (B, B) € levantamento de __ ® B pela transformagéao
natural dada por o{*P) = (idy ® B) o x5 : T(X ® B) = T(X) @ B.
Demonstracdo. E claro que _ ® (B, B) é levantamento de & B. Para mostrar que
a transformacao natural dada é a procurada usamos o teorema 4.1. Nesse teorema,
definimos as transformacdes naturais &, k e 'y a partir do levantamento. Vejamos como
essas se aplicam no nosso caso.

A transformacao & é dada levando uma éalgebra de Eilenberg-Moore (X, x) na
acao de (X,x) ® (B,B), isto &, £x = (x ® B) o px, g. Para obter k, tomamos ky =

ET(X),HX = (ux ®B)o ©T(X),B¢€ finalmente,

Yx =kxo T(nx ®idg) = (Lx ® B)o@1(x),8° T(Nx ®idg)
= (hx @ B) o (T(x) @ T(idg)) o o x,B

= ((xo Tox) © (B oidrig)) o ox.5

= (ldT(X) ® B) ocpxp= OC(B’B).
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X B xes T(X ® B)
nNx®idp (idx®B)owx,B
T(X)®B
T2(X © B) T((idx®PB)opx,s) T(T(X) © B) (idrp®@B)oeTx).8 T2(X) & B
HXx®B ux®@B
T(X @ B) ([dx©B)oox5 TX)eb

Observacao 6.5. Observamos que 0&3,[3 ) define outra transformacéao natural (com dois
argumentos), que denotaremos por«* : T(__ ® _ )= T(_) ® __. De fato, considere
g : X — Y morfismoemC e h : (B,) — (C,y) morfismo em c¢T. Temos que o
diagrama abaixo comuta.

id
T(X®B) — ¢ _T(X) 0 T(B) P _7x)0 B
T(geh) T(g)o T(h) T(g)oh
T(Y 8 0) 5= TM @ T(O) g~ T(V) & C

De fato, o0 quadrado da esquerda vem da naturalidade de ¢ enquanto o da direita
vem de h ser morfismo em C' . Segue que (T(g) ® h) o (xg?,ﬁ) = o((yc,y) o (T(go h)).

6.2 MONADAS DE HOPF

Na secédo 5.5, provamos que uma bidlgebra H € uma algebra de Hopf se, e
somente se, determinada transformacao natural « € inversivel. Observe que a « pode
ser definida para qualquer biménada T. De fato,

xXx,y = (id T(X) ® w) °PX,T(Y)

Usamos isso como forma de definir ménada de Hopf. Note que poderiamos
té-la definido como o levantamento da estrutura fechada de C para CT, o que é o
analogo a definir estruturas de mdédulo sobre HommK(M, N). Ambas as definicdes
sao equivalentes, como provado em 6.8.



Capitulo 6. Mbnadas de Hopf 113

Definicao 6.6. Seja T uma bimbnada sobre uma categoria monoidal fechada C. Dize-
mos que T é mbnada de Hopf quando a transformagé&o natural dada por

xXx,y = (idT(X) ® w) ° QX T(Y)
for um isomorfismo natural.

Finalizamos nosso texto com o nosso resultado principal, caracterizando mé-
nadas de Hopf através de sua algebra de Eilenberg-Moore. No teorema 6.3 caracteri-
zamos bim6nadas como formas de levantar a estrutura monoidal para a categoria de
Eilenberg-Moore. Nesse resultado, classificaremos ménadas de Hopf de forma simi-
lar, levantando uma estrutura fechada. Definimos um levantamento de uma estrutura
fechada.

Definicao 6.7. SejaC uma categoria fechada e T uma ménada em C. Um levantamento
da estrutura fechada de C para cT é uma estrutura fechada em C tal que para cada
(B, B) objeto de CT a adjuncao (_ ® (B, B),[(B,B), _1,nBP), s(B’f’)> seja um levanta-

mento de (_ ® B,[B, 1,n5, £B>.

Teorema 6.8. Seja T uma biménada sobre uma categoria monoidal fechada C. Entdo
uma estrutura fechada em CT é tal que o funtor U’ a preserva estritamente se, e
somente se, ela for um levantamento da estrutura fechada em C. Além disso, essa
hipétese ocorre se, e somente se, T € uma ménada de Hopf.

Demonstracdo. Como T é bimbnada, entdo o teorema 6.3 garante que existe uma
estrutura monoidal em C7 tal que o funtor esquecimento é estritamente monoidal.
Além disso, 0 mesmo teorema diz que essa estrutura € um levantamento da de C.
Suponha que temos uma estrutura fechada em C’. Entdo UT preservar essa
estrutura implica que u’ ([(B, B), (C,¥)]) = [B, C] do que segue que [(B, ), __] levanta

[B, __]. Mais ainda, temos que para cada (A, «), u’ (ngf‘;) = nﬁ, do que segue que

n(B:B) levanta n? e similarmente UT (sgg%) = ¢8, e logo ¢(BP) levanta ¢5. Observe
também que todas essas implicacbes na ;/erdade sao equivaléncias, das quais prova-
mMOS a reciproca.

Note que do corolario 6.4 e do teorema 4.9, a estrutura fechada de C levanta para
C' se, e somente se, cada «!B:R) & isomorfismo natural. Notando que oy y = ocf(T(Y),
temos que se a estrutura fechada levanta, entdo « é isomorfismo natural. Finalmente,
suponha que « seja isomorfismo natural. Entdo oc)";T(Y) € inversivel para quaisquer

—1
objetos X e Y. Defina VBB _ T(dy ® B) o (oc)";T(B)> o (idT(X) ®nB). Mostraremos

que v()?’f’) é ainversa de «\>F). De fato, observe que a naturalidade de ¢ implica na
comutatividade do diagrama abaixo.
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T(X ® T(B) —="%. T(X) @ T2(B)
T(idx®pB) T(idx)®T(B)
T(X © B) s T(X) @ T(B)

Usando essa comutatividade e o fato que 3 é agao temos

S(Bﬁ) g(Bﬁ) [(idT(X) ® B) o (PX,B] ° {T(idx® B)o (ocf(T(B))_1 ° (idT(X) ®n3>}
—1

= (idr(x) ® B) (T(idx) @ T(B)) o ox,7(8 ( ) ('dr B)
= (idT(X) ® B) o ((idT(X)) ® HB) °OX,T(B ( ) B ('dT ®HB>
= (idT(X) ® [3) o oc;T(B) o (ocf(T(B)> - o (idT(X) ®T]B)

A outra composicao é mais complicada, precisaremos de equagdes auxiliares.
Primeiro mostramos que

(B.B) (T F(B)

idx) ® B) ooy oT(idy ®mp). (29)

De fato, lembrando que B : T(B) — B é morfismo em CT, a equagdo 29 segue
da naturalidade de * (ver observacao 6.5), mais especificamente, segue de

(T(idx) @ B) o ok'® = aTB) o T (idy @ B) .

A segunda equagéao auxiliar €

T(idx @ B) o (xx.8) " o (idT(X) ® T([s)) = T(idy ® B) o ((x;‘B)) o (T(idy) ® up).
(30)

Comecamos aplicando a naturalidade de o' com os morfismos idr(x) e T(B)-
Isso nos da

1
T(idy ® B)o (CXX,B)_1 o (idT(X) & T(ﬁ)) =T(dx®B)o T(dx @ T(B))o <‘XX,T(B)> '

Agora, usamos que {3 é acao e portanto

1
T(idy ® B) o (axB)” o (idT(X) ® T(B)) = T(idx @ B)o T (idx @ up) o (“X,T(B)) :
(31)
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Escrevendo oy 1(g) como ocf(T(B) e notando que a associatividade de p implica
que g é morfismo em CT entre FT(B) = (T2(B), “T(B)) e F(B) = (T(B), ug), podemos
aplicar a naturalidade de «* nos morfismos idy e ppg € obter

T(idx @ ug) o oy’ & = o5 (B o (T(idx) @ ug).

FT(B) F(B) . oo
Como oy ' = oy T(B) € 0ty = oy g SA0 inversiveis,

(o®) "o T iy @ ) = (Thdx) @ ) o (@)

Aplicando isso na equacéao 31 obtemos exatamente o enunciado da equacao 30. Final-

mente, provamos que v(XB’B) o 0&3,[3) =id7(xeB)-

1
VP o o) = Tliax @ B)o (o6 o (idrpg 9 ng) o afP?)

29 ) -1 .
@) T (dy ® ) o <a§(8)> o ('dT(X)®T]B>
o (T(idx) ® B) o s\ ®) o T (idy @ 1)

Aplicamos a naturalidade de n no morfismo 3 e obtemos

v()f(3,f5) ° oc(XB’B) = T (idy ® B) o ((%—‘((B)) o (idr(x) ® T(B))

F(B)

o(T(idx)®1‘|T(B)> ooy o T(dy®@np)

= Tlidx 0 B)e (o) < (Tlidx) @ )

o (T(idx) ®T]T(B)> o O()F((B)

Resta agora utilizar que n € unidade da ménada para a multiplicacado u e a acéao
B para produzir o resultado desejado.

oT (dy ®np).

1
Vi ool = Tidyw B)o (7)o o T (dx )

= T(idx ® B) o T (idx ®np) = T(idx ®idg) = idr(xep)
|

Fazemos uma ultima observagéo no contexto do teorema 5.41. Primeiro, note
que esse resultado nao foi necessario para a prova que demos do teorema 6.8 e com
isso, podemos utiliza-lo para demonstrar o teorema 5.41 sem o risco de um argumento
ciclico. De fato, o primeiro € um caso particular do segundo. De acordo com a definicdo
6.6 e 0 teorema 5.38, uma bialgebra H ¢ algebra de Hopf se, e somente se, o funtor
tensorial associado € ménada de Hopf. Ainda, a estrutura descrita no teorema 5.41
€, precisamente, um levantamento da estrutura fechada de H. Esse teorema, entéo,
segue diretamente do teorema 6.8.
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APENDICE A - CATEGORIAS

Nesse apéndice construiremos as nogdes basicas de categorias e daremos
alguns exemplos das mesmas. Uma categoria busca generalizar de forma abstrata a
nocao de conjuntos com estruturas e fungdes preservando essas estruturas. Daremos
alguns exemplos para motivar a definicdo formal mais a frente. A exposi¢cao de cada
exemplo sera rapida, assumindo que o leitor j& teve contato com esses casos particu-
lares no passado, uma vez que nosso objetivo € somente evidenciar alguns padroes
existentes que serdo usados na generalizacéao.

Exemplo A.1. Um semigrupo é um conjunto S munido de uma operacéo - tal que para
todos x,y,z € S, (x-y)-z = x-(y - 2) (propriedade associativa). Denotamos esse
semigrupo pelo par ordenado (S, -) e abreviamos x - y por xy. Dados semigrupos S e
T, um morfismo entre eles é uma fungdo h : S — T tal que h(xy) = h(x)h(y). Dizemos
nesse caso que h preserva as estruturas dadas. Observe que idg : S — S é um
morfismo e que se U é outro semigrupo com g : T — U morfismo, entdo g o h também
o0 é. Em outras palavras, a classe de todos os morfismos de semigrupos contém as
identidades e € fechada na composicéo.

Exemplo A.2. Um monoide € um semigrupo M munido de um elemento e € M tal que
Xe = ex = x para todo x € M, denotado (M, -, e). Um morfismo de monoides h: M — N
precisa preservar toda a estrutura, ou seja, h deve ser um morfismo de semigrupos e
satisfazer h(e) = e. Assim como no caso dos semigrupos, 0os morfismos de monoide
s&do fechados na composicdo e contém as identidades.

Exemplo A.3. Um grupo é um monoide G munido de uma funcdo ' : G — G satisfa-
zendo xx~! x = e para todo x € G. A principio, um morfismo de grupo precisaria
preservar toda a estrutura, isto é, h(xy) = h(x)h(y), h(e) = e e h(x~') = h(x)™1. E
possivel provar que se h(xy) = h(x)h(y) para todos x,y € G, entdo h € morfismo de
grupo. Como as duas outras propriedades sdo consequéncia dessa, frequentemente
omitimos os requerimentos redundantes.

Um grupo abeliano G é um grupo satisfazendo xy = yx para todos x,y € G.
Como néo houve alteracdo na estrutura, apenas nas propriedades requiridas, a nocao
de morfismo é a mesma.

Notamos que em ambos 0s casos, valem as consideragdes sobre identidade e
composigao.

=X

A observacao feita até agora sobre composicao e identidade sera verdadeira
para todos os exemplos que daremos. A partir de agora ndo a faremos novamente.

Exemplo A.4. Um anel é um conjunto A munido de uma estrutura de grupo abeliano,
denotada (A, +,0,—-) e de uma estrutura de semigrupo, denotada (A, -) que é distributiva,
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isto é, x(y +2) = xy + xz e (X + ¥)z = xz + yz. Um morfismo de anel é uma funcao
h: A — B que é morfismo entre as estruturas de grupo abeliano bem como entre as
de monoide. Explicitamente, h(x + y) = h(x) + h(y) e h(xy) = h(x)h(y).

Um anel com unidade é um anel A munido de um elemento 1 € A tal que (A, -, 1)
é monoide. Se um morfismo de anel satisfaz h(1) = 1 dizemos que este € unitario.
Observe que um morfismo de anéis entre anéis com unidade n&o precisa ser unitario.
Nesse trabalho daremos o nome “morfismo de anéis com unidade” apenas aos que
forem unitarios.

Um anel é dito comutativo se vale xy = yx para todos x,y € A. Note que o
adjetivo comutativo se refere exclusivamente a multiplicacdo uma vez que a adicao de
um anel é, por definicdo, comutativa. Como ndo houve mudancga de estrutura também
nao havera mudancga na nogdo de morfismo.

Exemplo A.5. Um dominio de integridade € um anel comutativo com unidade satisfa-
zendo xy =0 — x =0 ou y =0, ndo havendo alteragbes na nogdo de morfismo.

Um corpo € um anel comutativo com unidade K munido de uma fungéo ~
K* — K* (aqui, K* representa o conjunto K \{0}) satisfazendo xx! 'x =1 para
fodo x € K*. Um morfismo de corpos é um morfismo de anéis comutativos com unidade
que preserva a inversa, isto 6, h(x~1) = h(x)~'. H4 redundancia nos requerimentos:
Basta uma fungdo ser um morfismo de anéis para que a mesma seja morfismo de
corpos. Os requerimento minimos, entao, sdo h(x + y) = h(x) + h(y) e h(xy) = h(x)h(y).
Observamos também que todo corpo é um dominio de integridade.

L

=X

Exemplo A.6. Para um exemplo menos algébrico, podemos considerar espagos topo-
I6gicos. Dado um conjunto X, uma topologia sobre X é um conjunto T C P(X) (no qual
P(X) é a colecdo dos subconjuntos de X) tal que

1. 0, X € t;
2 UVer = UnVenr
3. {U,’},’EIQT - Uie/ U,‘ €T

Considere f : X — Y com (X,tx) e (Y,Ty) espagos topoldgicos. Se a imagem inversa
(V) = {x € X;f(x) € V} € Ty para todo V € Ty, dizemos que f é continua. Mesmo
parecendo diferente das nogdes anteriores, essa ainda é uma no¢ao de preservagao
de estrutura.

Observando as estruturas acima, todas tem algum tipo de objeto estudado, nes-
ses caso, um conjunto com alguma estrutura. Chamaremos estes de objetos. Dados
dois objetos X e Y, temos uma nog¢ao de morfismo, no caso dos exemplos sao fun-
¢cbes preservando a estrutura. Esses morfismos ndo necessariamente sao todas as
possiveis funcdes mas ao menos estes podem ser compostos (desde que os dominios
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e contradominios sejam compativeis) para obter outro morfismo. Além disso, a funcao
identidade serve como elemento neutro sempre que a mesma pode ser composta e a
composicao, quando possivel ser feita, € associativa. Essas caracteristicas, em nivel
abstrato, s&o o que definem uma categoria.

Definicao A.7. Uma categoria C € composta por uma classe ¢ chamada classe de
objetos de C e para cada par (X, Y) de objetos, uma classe Homg(X, Y) chamada
classe de morfismos de X para Y em C. Ainda, munimos uma categoria C uma com-
posicdo levando morfismos f € Homq(X,Y) e g € Homg(Y,Z) em um morfismo
gof € Homq(X,Z) alem de um morfismo idy € Homg(X, X) para cada objeto X
satisfazendo

1. ho(gof) = (hog)of, para quaisquer f € Hom¢(X,Y), g € Homq(Y,Z) e
h e Homg(Z, W);

2. idyof=f=foidy, para qualquerf € Homg(X,Y).

Quando nao houver ambiguidades (por exemplo, quando trabalhamos com
uma unica categoria relevante) denotamos Homg(X, Y) simplesmente por Hom(X, Y).
Ainda, dado f € Hom(X, Y) morfismo, denotamos o fato de f estar nessa classe por
f: X—=Y.

Observacao A.8. Ao trabalhar diretamente com classes e conjuntos surgem varios
problemas fundamentais de existéncia. Com o objetivo de simplificar a discussao nao
levaremos em conta a maior parte desses problemas mas é importante lembrar que tais
problemas s&o, de fato, relevantes do ponto de vista formal. Deixaremos esses pontos
por meio de referéncias bibliograficas. Uma boa exposicdo com énfase filosofica escrita
na época em que esses problemas estavam sendo estudados é o livro (FRAENKEL
etal., 1973).

Todos os exemplos citados anteriormente sdo categorias. Nessas, os objetos
sé&o dados por conjuntos com alguma estrutura e os morfismos por fungdes preser-
vando essas estruturas. A composicao e a identidade é dada da forma usual para
funcdes. Isso nos revela a importancia de morfismos serem fechados na composicao
e conterem todas as identidades, caso contrario ndo poderiamos definir as compo-
nentes necessarias para a definicao de categorias. Daremos agora mais exemplos de
categorias que serédo usados recorrentemente durante o texto.

Exemplo A.9. A categoria Set é formada por conjuntos como objetos e fungbes como
morfismos. A composicao e as identidades sao dadas da maneira usual.

O exemplo acima corresponde a um dos mais importantes que iremos usar.
Muitas das nossas categorias serédo obtidas tomando conjuntos com estruturas extras.
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Exemplo A.10. Seja R um anel. A categoria gM dos R-mdédulos a esquerda tem
como objetos, denominados R-mddulos a esquerda ou simplesmente modulos, grupos
abelianos (M, +,0) munidos de uma funcdor : R x M — M, denominada acéo, tal que

1. (rs)rm=rr(s>m), paratodosr,s c Reme M;
2. (r+s)y>m=(rom)+(s>m), paratodosr,s c Remec M;
3. ro(m+n)=(re>m)+(ren), paratodosr € Rem,ne M.

Dados modulos M e N, a classe Hom(M, N) é dada pelos morfismos de mdodulos entre
M e N, isto & morfismos de grupos h : M — N tais que h(r>m) = r> h(m) para
quaisquerr € Rem e M. A composicao e a identidade sdo as mesmas de fungées.

Observacao A.11. Uma acéao ~ nos resulta em duas familias de fungées. Uma se
da porA\m : R — M para cada m € M e outra porpr : M — M paracadar € R
tais que A\m(r) = r>m = p,(m). Observando a definicdo vemos que as propriedades
correspondem respectivamente a

1. Am(rs) = r>Am(s);
2. Am(r+38) =Am(r) + Am(S);
3. pr(m+n) =pr(M)+pr(n).
Em particular, cada Am e pr € um morfismo de grupos abelianos (itens 2 e 3).

Exemplo A.12. Se R é um anel, entdo R é um R-moédulo tomando como acgao a
multiplicacdo em R. Com isso, A\m : R — M acima é morfismo de R-mddulos.

Exemplo A.13. Seja R um anel comutativo. A categoria Alg, das R-algebras tem como
objetos R-mddulos A munidos de uma operacdo - : A x A — A (como de costume,
denotamos -(x, y) = x - y = xy) satisfazendo:

1. (re>x)y =r>(xy)=x(rey);
2. X(y+2) =Xy +x2;
3. (X+y)z=xz+Yyz.

Tais objetos sdo denominados R-algebras ou algebras sobre R. Um morfismo nessa
categoria é um morfismo de R-mddulos h : A — B satisfazendo h(xy) = h(x)h(y).

Dizemos que a algebra A é associativa se a sua multiplicagdo o for e que A é
unitaria se a sua multiplicacdo possui elemento neutro.

Observacéo A.14. Cabe a mesma observagédo de antes. Se Ax,py : A — A sgo
definidas por Ax(y) = Xy = py(x), entao as propriedades acima sio re-escritas como
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1. py(rox) =repy(x) e Ax(roy) =r>Ax(y);
2. Ax(y + 2) = Ax(y) + Ax(2);
3. pz(x +y) = pz(X) + pz(y).

Obtemos dessas que cada Ax e py é um morfismo de R-mddulos. Para A associativa,
essa propriedade pode ser escrita como

Ax(Ay(2)) = x(y2) = (Xy)Z = Axy(2);
pz(py(X)) = (xy)z = x(yz) = pyz(x).

Em outras palavras, Ax o Ay = Axy € pz 0 py = pyz.

Finalmente, observe que A é associativa se, e somente se, (A, +,-) € um anel.
Nesse caso, um morfismo de algebras é simultaneamente um morfismo de R-mdédulos
e de anéis e A é unitaria se, e somente se, esse anel possui unidade.

Exemplo A.15. Seja M um R-modulo sobre um anel comutativo R e considere o
conjunto Hom(M, M) dos morfismos de R-mddulo com dominio e contradominio iguais
a M. Definimos em Hom(M, M) uma estrutura de R-mddulo por (r > h)(m) = h(r > m).
Ainda, definimos em Hom(M, M) uma estrutura de R-algebra via composi¢do. Observe
que esse é uma R-algebra associativa e que ela possui unidade idy.

Segue da observagdo acima que uma R-algebra A é associativa se, e somente
se, a fungdo A : A — Hom(A, A) definida por A\(x) = Ax € um morfismo de algebra.
Observe que a fungao p analoga ndo necessariamente é um morfismo de algebra. A
funcdo satisfaz p(yz) = p(z) o p(y). Uma fungdo dessa forma é comumente chamada
de um antimorfismo de algebra. Ndo estudaremos antimorfismos nesse texto.

Ja vimos que podemos formar a categoria dos monoides. Mais do que isso,
temos uma forma de definir categoricamente o que € um monoide. Isso é feito nos dois
exemplos abaixo.

Exemplo A.16. Seja M um monoide. Definimos uma categoria M(M) que tem um
unico objeto M (isso significa que M é um objeto de M(M) e ndo que os elementos
de M sejam objetos) e que tem como morfismos os elementos de M. Em outras
palavras, Hom(M, M) = M. Definimos a composicdo como a operacdo do monoide e a
identidade idyy como a identidade e do monoide. Note que isso define uma categoria
pois a operacdo ja é associativa e unitaria.

Exemplo A.17. Seja C uma categoria com um unico objeto X. Defina uma estrutura de
monoide sobre M = Hom(X, X) pela composi¢do. Entdo M é monoide com identidade
e = idy. Note que se aplicamos o exemplo anterior no monoide M obtemos uma
categoria muito parecida com C. A diferenga entre elas € que o unico objeto de C é X
enquanto o unico objeto de M(M) é M = Hom(X, X).
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Devido a isso, normalmente nos referimos a uma categoria com um Unico objeto
como sendo um monoide. O exemplo anterior pode ser generalizado.

Exemplo A.18. Seja C uma categoria e X um objeto de C. Podemos definir uma
estrutura de monoide sobre M = Hom(X, X) por meio da composicao e da identidade
na categoria C.

Como de costume, podemos utilizar categorias ja conhecidas para gerar novas.

Exemplo A.19. Sejam C e D categorias. Entdo definimos a categoria C x D que tem
como objetos pares da forma (X, Y) com X € c0 e Y € DO. Ainda, Hom((X, Y), (X', Y'))
€ formada por pares (g9, h) nos quaisg : X — X' eh: Y — Y'. Acomposicdo é dada
pontualmente e a identidade em um objeto (X, Y) é definida por id( X,Y) = (idy, idy).
Provamos que isso de fato nos da uma categoria.

1. ((g”, h”) o (g/,h’)) o(g,h) = (g”og’,h” o h/) o(g,h) = (g” og og,h"oh o h) =
(g/l’ h//) o (g/ o g, h/ o h) — (g/l’ h//) o ((gl’ h/) o (g’ h))
2. (g, h) o (idx, idy) = (g o idx, ho idy) = (g, h)
3. (idy:, idy:) o (g, h) = (idy: o g, idy: o h) = (g, h)
Definicao A.20. Seja C uma categoria. Uma categoria C' é dita ser uma subcategoria
de C quando €0 C O, para todos X e Y objetos de C', Homg:/(X, Y) C Homg(X, Y)

e se a composicdo e a unidade de C' coincidem com as de C. Se além disso temos
Home/(X, Y) = Homg(X, Y), entdo dizemos que C' é subcategoria cheia de C.

Definicdo A.21. Seja C um categoria. Definimos a categoria C°P tendo como objetos
os de C e definimos Homeop(X, Y) = Homg(Y, X). A composicdo em COP é dada por
go% f =fog. Observe que a identidade em C°P continua sendo a mesma de C.

Finalizaremos definindo grafos e mostrando a relagéo que eles tém com catego-
rias. Intuitivamente, um grafo (dirigido) pode ser visto como pontos no plano conectados

por setas.
° °
l l

Considere uma seta a. A seta tem um ponto de partida e um ponto de chegada
bem definidos. Obtemos assim fungdes s e t (do inglés, source e target) levando cada

Exemplo A.22.

|

_—_—

|

_ >
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seta, respectivamente, em seu ponto de partida e seu ponto de chegada. Obtemos
entdo uma quadrupla ordenada (V, A, s, t) onde V é o conjunto de vértices (pontos) do
grafo, A o conjunto de setas e s,t : A— V as fungdes mencionadas acima. Abstraindo
a interpretagcdo geométrica acima, podemos considerar os conjuntos V e A como
conjuntos arbitrarios, ou até classes proprias. Formalizando:

Definicao A.23. Um grafo é uma quadrupla ordenada G = (V,A,s,t) naqual V e A
sdo classes e s,t : V — A sdo fungbes. Denominamos V a classe de vértices (ou
pontos) e A a classe de arestas (ou setas) do grafo. Ainda, dada a € A, denominamos
s(a) o vértice de partida de a e t(a) o vértice de chegada de a. Dizemos que G é um
grafo pequeno se V e A sdo conjuntos. Se u e v sdo vértices, denotamos por Ar(u, v)
a classe das arestas a tais que s(a) = u e t(a) = v. Também denotamos o fato de que
ac Aru,v) pora:u—v.

Para representar visualmente um grafo finito (ou uma parte finita do grafo), re-
presentamos cada vértice por um ponto e cada aresta a por uma seta de s(a) até
t(a). Caso tenhamos um nome para um vértice, podemos usar esse home como repre-
sentacédo do ponto (ver exemplo abaixo) e no caso de uma aresta que foi nomeada,
podemos acrescentar esse nome proximo a aresta.

Exemplo A.24. O grafo abaixo é da mesma forma que o presente no exemplo A.22
mas com seus elementos nomeados.

9 f

X Y Z
h

¢ ¥ n

X' : Y’ 4
H F

A primeira relacao com categorias se da vendo uma categoria como um grafo.
Dada uma categoria C, denote por ¢! a unido disjunta das classes Hom(X, Y) com
X,Y eco.

Exemplo A.25. Seja C uma categoria. Entdo C define um grafo G = (V, A, s, t) no qual
V=c%eA=C'. Ainda, para cada h € C', considere os objetos X e Y que ddo origem
a h, isto é, tais que h € Hom(X, Y). Definimos s(h) = X et(h) = Y.

Note que na maioria dos nossos exemplos, ¢! era um conjunto de funcoes
e dada h € C', s(h) era o dominio de h enquanto t(h) era o contradominio de h.
Generalizamos essa notacao.

Definicao A.26. Seja C uma categoria e h € cl. Nas notacbes do exemplo A.25,
dizemos que s(h) é o dominio de h e que t(h) é o contradominio de h. Denotamos
esses objetos respectivamente por Dom(h) e CoDom(h).
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Outra forma de relacionar ambos é considerando a categoria dos grafos. Para
isso, precisamos definir o que é um morfismo de grafos. Intuitivamente, dados grafos
Gy = (V4,Aq,81,11) e Go = (As, Vo, 55, Ib) precisamos transformar cada vértice de
G; em um vértice de Go e cada aresta a de G; em uma aresta de G,. Preservar a
estrutura significa garantir que arestas correspondentes tenham seus pontos de partida
correspondentes, bem como seus pontos de chegada. Com isso, precisamos de duas
fungdes hy : V4 — Vo e hy 1 A — As.Se a:u— vem Gy entdo & = hy(a) é a aresta
correspondente a a e portanto, sy(a’) corresponde a u bem como t(a') corresponde a
v. Essa definicdo é organizada abaixo.

Definicao A.27. Considere Gy = (V4,A1,81, 1) € Go = (Ao, Vo, S, Ip) grafos. Um
morfismo de grafos entre Gy e Go € um par h = (hy, hp) satisfazendo s, o hy = h\/ o Sq
e lbohy = hyoty. Equivalentemente, h leva cada aresta a : u — v de Gy em uma aresta
ha(a) : hy(u) — hy(v). Quando ndo houver ambiguidades, para v € V; denotamos
h(v) = hy(v) e para a € Ay denotamos h(a) = hy(a).

Podemos entédo definir a categoria dos grafos. Pode ser conveniente se limitar
apenas a grafos pequenos pelos motivos mencionados na observacdo A.8 mas nao
nos preocuparemos formalmente com esse ponto.

Definicao A.28. A categoria Graph tem grafos como objetos e morfismos entre eles
como morfismos. A composicéo é dada por (gy/, ga) © (hy, ha) = (9y o hy,gac ha) e a
unidade de um grafo G = (V, A, s, t) por idg = (idy, ids).

Provaremos que a definicdo acima de fato nos da uma categoria. Para isso,
precisamos que as fungdes identidade sejam morfismos e que a composicao de fun-
cbes seja fechada nos morfismos. De fato, dada uma aresta a : u — v apropriada,
essa aresta é levada em uma aresta h(a) : h(u) — h(v) que por sua vez é levada em
goh:goh(u) — go h(v). Segue que a composi¢ao de morfismos também o é. Para a
identidade, simplesmente observe que id(a) : id(u) — id(v). Concluimos que Graph &
uma categoria.

Em uma terceira forma de relacionar grafos e categorias, podemos fazer a se-
guinte pergunta: dado um grafo G, sob quais hipbteses este é uma categoria? Para
que G seja uma categoria, precisamos definir sobre ele uma composicao de arestas
e arestas identidades tais que os axiomas de categorias sejam verdadeiros. Nao res-
ponderemos a pergunta em geral mas daremos um caso particular em que isso é
possivel.

Definicao A.29. Seja G = (V, A, s, t) um grafo. Um caminho de G é uma lista

(V1sa1sV2582:""Vn—1’an—1’vn)

tal que
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1. vq,...Vvn S&0 vértices;

2. ay,...ap-1 Sao arestas;

3. vj = s(aj) para todo indicei € {1,...,n—1};
4. vi,1 = t(a;) para todo indice i € {1,...,n—1}.

Dado um vertice v, o caminho trivial de v € (v). Também definimos os vértices
iniciais e finais de um caminho respectivamente por

s(vi,a1,---sVp—1:8n—1, Vn) = V1;
t(v1,a1,...,v,,_1,an_1,vn) = Vp.
Se vy € um caminho satisfazendo s(y) = u e t(y) = v, denotamos esse fato por

Y : u — v. Para uma aresta a, definimos o caminho associado a a por (s(a), a, t(a)).
Observe que para a = (s(a), a, t(a)) temos s(a) = s(a) e t(a) = t(a).

Em termos intuitivos, o caminho (v4, a4, Vo, @, ..., Vp—1, @n—1, Vn) representa um
movimento por vértices no grafo passando por arestas. Esse movimento comeca em
vy, passando em seguida por v» por intermédio da aresta a; e assim por diante.
As condicées v; = s(a;) e vj,1 = t(g;) garantem que a aresta a; faz corretamente a
passagem do vértice v; para v;,1. O caminho trivial de v comeca em v e fica parado.
Observe que este é de fato um caminho: a condicao 1 da definicao é trivial e as demais
condi¢des sdo satisfeitas por vacuidade.

Note que se temos dois caminhos y e 6, podemos percorrer y e entdo percorrer
b desde que t(y) = s(5). Nesse caso, obtemos um s6 caminho come¢ando em s(y) e
terminando em £(3). Isso é muito parecido com composi¢ao de fung¢des e isso motiva
a definicao abaixo.

Definigéo A.30. Sejam Y = (U-| y @i, ... Unp—,8n-1, Un) ed = (V1 , b1 v Vo, bk—1 , Vk)
caminhos. Se un = vq, definimos a composicdo d oy : U4 — Vi por

Sovy=(uy,ay,...Upv,an1,Un=Vy,by,... Vi1, D1, Vi)
Temos entao os seguintes resultados:

Definicao A.31. Dado um grafo G = (V, A, s, t), o grafo de caminhos de G é dado
por Path(G) = (V, P, s, t) no qual P é a classe dos caminhos de G (s e t nesse caso
denotam as fun¢do de caminho).

Teorema A.32. Seja G um grafo. Entdo ¢ = (@, ¢a) definida por oy(v) = v e
@ a(a) = (s(a), a t(a) e um morfismo de grafos entre G e Path(G). Alem disso, ¢y
e @ 4 Sao injetoras.
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Demonstragdo. Como notamos na definigdo A.29,

s(s(a), a, t(a)) = s(pala)) e (32)
py(t(a) = t(a) = t(s(a), a, t(a)) = t(pa(a)). (33)

aS)
=
8
L
I
u
)
I

As injetividades s&o triviais. [

Exemplo A.33. Dado um grafo G, podemos definir a categoria de caminhos de G tendo
como objetos os vértices de G, como morfismos 0s caminhos de G, a composicao
como definida em A.30 e a identidade num objeto v definida pelo caminho trivial (v).

A.1 FUNTORES

Definimos uma nocao de morfismo para varias estruturas, em particular, fun-
¢coes entre as estruturas que as preservam. De forma similar, temos funtores que sao
funcbes (na verdade pares, como no caso de grafos) que preservam as estruturas.

Como toda categoria possui um grafo subjacente, temos ai um bom ponto de
inicio. Vejamos como um morfismo de grafos entre categorias se escreve nesse caso.
Considere categorias C € D. Temos um par F = (Fy, F4) de fungdes com Fy : €0 — DO
e Fp:C!' — D'. Note que se h: X — Y, entdo F(h) : F(X) — F(Y). Podemos entdo
separar F4 em fungoes “menores” da forma Fy y : Hom(X, Y) — Hom(F(X), F(Y))
nas quais Fy y(h) = Fa(h) = F(h).

Agora basta ver como esses morfismos de grafo podem preservar o restante da
estrutura, isto €, composicoes e identidades. Motivado pela definicado de morfismo de
monoide, observe que g o h faz sentido se, e somente se, F(g) o F(h) o faz. Pedimos
que F(g o h) = F(g) o F(h) nesse caso. Mais ainda, é necessario que F(idx) = idg(x)
para qualquer objeto X.

Definicao A.34. Sejam C e D categorias. Um funtor de C para D é uma funcao
F : c% — D munida de fungées Fx y : Hom(X, Y) — Hom(F(X), F(Y)) para quaisquer
objetos X e Y de forma que

1. Fx z(goh) = Fy 7(g) o Fx y(h), para quaisquer h € Hom(X,Y) e g € Hom(Y, Z);
2. Fx x(idx) = idr(x para todo objeto X.

Denotamos Fx y(h) por F(h) sempre que ndo houver ambiguidades.
Dizemos que F ¢ injetor se ele se aplica de forma injetora nos objetos. Dizemos
que F é fiel se fixados X e Y, entao a fungéo Fy y € injetora.

Podemos perguntar se a composicao de funtores € um funtor e se o funtor
identidade (isto é, o funtor obtido pelo morfismo de grafos identidade) €, de fato, um
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funtor. Nesse ultimo caso é bem claro:

Idc(g o h) =go h= Idc(g) o idc(h);
ide(idx) = idy = idig,(x)-

Também é verdade a primeira afirmacdo. Se F : C —- De G: D — £ séo
funtores, entéao

(Go F)(goh) = G(F(go h) = G(F(g) o F(h))
= G(F(9)) o G(F(h)) = (G F)(g) o (Go F)(h);

(G F(idx) = G(F(idx)) = G (idr(x) ) = id(Gor)(x)

Na demonstragao anterior, o simbolo o é usado para denotar composi¢ao de
funtores e composicao de morfismos. Para evitar uma notacdo muito pesada, denota-
remos G o F = GF a partir de agora.

Observacao A.35. Poderiamos considerar a categoria Cat das categorias porém o
adendo na observacao A.8 vale aqui em propor¢cdo maior. Poderiamos, caso tal catego-
ria existisse, obter versées de paradoxos previamente resolvidos, tais como o paradoxo
de Russel. Isto é, considerando Cat’' a subcategoria cheia de Cat cujos objetos s&o
categorias C tais que C ¢ C9, nos perguntamos se Cat’ € @’O.

Construindo formalmente a teoria de conjuntos que trabalhamos, esse paradoxo
ndo é preocupante uma vez que construir Cat como acima é impossivel. Em vez
disso, construimos categorias menores que contéem apenas algumas categorias como
objetos.

Esbogcamos intuitivamente outra possivel solu¢do. Podemos fixar uma teoria de
conjuntos e pensar em uma categoria dentro dessa teoria, cuja totalidade (o que quer
que isso signifique) dos objetos sdo conjuntos nessa teoria e para cada par de objetos,
a totalidade dos morfismos entre eles também sdo conjuntos. Por motivos similares
aos que mencionamos, ndo podemos ter o conjunto de todas as categorias e portanto
ndo podemos ter a categoria de todas as categorias.

Ainda assim, podemos estender a teoria de conjuntos para uma maior, esta
composta por “conjuntos pequenos”, ou seja, 0s conjuntos da teoria que haviamos
fixado inicialmente, bem como outros conjuntos maiores, incluindo o conjunto das cate-
goria dentro da teoria menor, o que chamaremos de “categorias pequenas”. Podemos
também considerar categorias dentro da teoria de conjuntos maior e essas incluem a
categoria de todas as categoria pequenas. Ndo podemos, mesmo dentro dessa teoria
maior, falar na categoria de todas as categorias uma vez que as novas categorias
acrescentadas impossibilitam a criagdo de um conjunto de todas elas mas podemos
repetir esse processo para obter teorias de conjuntos cada vez maiores e portanto
nogées cada vez mais abrangentes de categorias.
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O leitor interessado pode encontrar uma exposicdo dessas extensées da teoria
de conjuntos em (TRYBULEC, 1989) bem como aplicagbes disso para categorias em
(BERGMAN, 1995).

Definicao A.36. Uma categoria de categorias é uma categoria cujos objetos séo cate-
gorias (ndo necessariamente todas) e cujos morfismos séo todos os funtores entre dois
objetos. Em particular, definimos a categoria das categorias pequenas dessa forma,
tomando como objetos as categorias tais que C° e ¢! sdo conjuntos.

Observacao A.37. Note que se C é categoria pequena, se, e somente se, seu grafo
associado é pequeno. De forma analoga, um grafo G é pequeno se, e somente se, sua
categoria de caminhos € pequena.

Varios exemplos de funtores podem ser dados utilizando estruturas concretas
ja construidas. Temos varios exemplos de pares (C, D) de categorias para as quais 0s
objetos de C sao objetos de D com alguma estrutura extra (e possivelmente proprie-
dades extras) e os morfismos de C sdo morfismos de D que respeitam essa estrutura
extra.

Exemplos incluem D = Set e C como qualquer das categoria de anéis, grupos,
monoides, R-mddulos, espagos topoldgicos, etc... Outros exemplos sao anéis e gru-
pos abelianos, grupos e monoides, R-algebras e R-modulos e até mesmo C como a
categoria das categorias pequenas e D como a categoria dos grafos pequenos. Nor-
malmente, denotamos por U : C — D o funtor levando objetos de C no objeto de D
obtido esquecendo essa estrutura extra e levando cada morfismo em si mesmo (ou em
seu representante em D, como no caso de categorias e grafos).

Definicao A.38. Considere duas categorias C e D. Um funtor contravariante de C para
D é um funtor F : COP — D.

Note que na definicdo acima, um funtor contravariante leva um objeto X de C em
um objeto F(X) de D e um morfismo h: X — Y em um morfismo F(h) : F(Y) — F(X).
Além disso, deve valer que F(g o h) = F(ho®P g) = F(h) o F(h). Segue que um funtor
contravariante também pode ser visto como um funtor F : C — D°P. Observe também
gue um funtor F : COP — DOP é simplesmente um funtor de C para D, ndo necessitando
de uma definigdo especial.

Exemplo A.39. SejaC uma categoria. Entdo o funtor idgop : COP — COP é um funtor con-
travariante de C para COP. Esse também pode ser visto como um funtor contravariante
de COP paraC.
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A.2 OBJETO INICIAL E OBJETO FINAL

Frequentemente consideramos objetos X de uma categoria C com alguma es-
trutura que sao “universais”, no sentido de que para cado objeto Y com a mesma
estrutura, existe um unico morfismo entre esses objetos (fixando dominio em X ou
contradominio em X) que preserva tal propriedade, chamados de limites (ou colimites).
Uma exposicao detalhada pode ser encontrada em (BERGMAN, 1995).

Limites e colimites s&o, respectivamente, objetos finais e iniciais (que definire-
mos em breve) de alguma categoria, o que mostra a importancia de se estudar tais
objetos. No capitulo 3 damos um exemplo, construindo coequalizadores como objetos
iniciais da chamada categoria de forquilhas. Intuitivamente, a estrutura de um objeto
final ou inicial é simplesmente esse objeto, resultando na definicao a seguir.

Definicao A.40. Seja C uma categoria. Dizemos que F é objeto final de C quando para
todo objeto X de C, existe um unico morfismo h : F — X. Dizemos que | € objeto inicial
de C quando para todo objeto Y de C, existe um unico morfismog:Y — I.

Teorema A.41. Seja C uma categoria. Se F é objeto final de C, entdo F é objeto inicial
de COP. Se | é objeto inicial de C, entdo | é objeto final de C°P.

Demonstracdo. Considere X um objeto de C°P (isto é, X é um objeto de C). Entdo
existe um unico h € Homg(X, F) e um unico g :€ Homg(/, X). Segue que Homgop(F, X) =
{h} e Homeop(X, ) = {g}, do que segue que F e [ s&o, respectivamente, objeto inicial e
objeto final de C°P. |

Observacao A.42. Uma propriedade provada para todo objeto final de toda categoria
C é valida, em particular, para objetos finais de C°P, isto é, objetos iniciais de C, e
analogamente para propriedades provadas para todo objeto inicial de toda categoria C.
Esse argumento é frequentemente chamado de argumento de dualidade.

Teorema A.43. Seja C uma categoria. Se F e F' sdo objetos finais, entdo o tnico
morfismo ¢ : F — F' é um isomorfismo com inversa dada pelo tinico morfismo ¢’ :
F' — F. Analogamente, se | e I' sdo objetos finais, entdo o tnico morfismo\ : | — I
€ um isomorfismo com inversa dada pelo tnico morfismo ' : I' — 1.

Demonstragdo. Observe que ¢ o ¢’ e idg sdo morfismos de F’ para F'. Como F’ é
objeto final, segue que ¢ o ¢’ = idg.. Da mesma forma, ¢’ o @ e idr sdo morfismos de
F para F, do que segue que ¢’ o ¢ = idr. Segue que ¢ é isomorfismo e ¢’ = 1. 0
caso do objeto inicial segue por dualidade. [

Observacao A.44. Como quaisquer objetos finais (ou iniciais) de uma categoria sao
isomorfos, escrevemos simplesmente “o objeto final” (ou “o objeto inicial”) da categoria.
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Exemplo A.45. Na categoria Set dos conjuntos, o objeto inicial é () e os objetos finais
Ss80 0s conjuntos unitarios. De fato, a unica fungcdo que tem o conjunto vazio como
dominio € a fungdo vazia e a unica fungdo que tem {x} como contradominio € a fungéao
constante.

Exemplo A.46. Na categoria g M, 0s conjuntos unitarios sdo simultaneamente ob-
jetos iniciais e finais. De fato, {x} € objeto final pois a unica fungdo que o tem como
contradominio €, de fato, morfismo de modulo. Por outro lado, {x} € objeto inicial pois
nesse caso x é o elemento neutro da adicdo, que deve ser preservado por morfismos
de modulos, isto é, se M € um R-mddulo com 0 € M elemento neutro da adi¢do, entdo
h : {x} — M definida por h(x) = 0 é o unico morfismo de modulos de {x} para M.

Exemplo A.47. Na categoria dos anéis com unidade, 7 é objeto inicial e 0os anéis
triviais + s§o objetos finais. Z ser objeto inicial se deve ao fato de h(1g) = 1g ser um
requerimento da definicdo de morfismos na categoria dos com unidade, dessa forma,
dado R anel com unidade, temos que o unico morfismo h : Z — R é dado da seguinte
forma:

h(0) = 0p;
h(n+1) = h(n) + 1R, para todo n € N;
h(=n) = —h(n), para todo n € N*.

A.3 OBJETOS LIVRES

Falaremos de objetos livres. Para isso comegaremos com o exemplo que mo-
tivard nossa definicdo. Seja V um espaco vetorial. Em algebra linear definimos uma
base (de Hamel) de V como um subconjunto B C V que é linearmente independente
egera V.

Também prova-se que B é base de V se, e somente se, para todo espacgo
vetorial W e toda fungédo f : B — W existe um Unico morfismo h : V — W que
estende f. Notando que uma transformacéo linear nada mais é do que um morfismo
na categoria de espacos vetoriais, vemos que esse caracterizacao de base é dada
apenas em termos de conjuntos e da estrutura categoérica relevante, néo utilizando
nocoes particulares de espacos vetoriais tais como combinacdes lineares.

A observacao acima nos leva a tentar definir uma no¢ao analoga para catego-
rias mais gerais. Devido ao fato que precisamos “estender uma fungdo a um morfismo”
vemos que essa no¢ao nao é pertinente a categorias em geral, mas apenas a catego-
rias nas quais os objetos sao relacionados com conjuntos e os morfismos com fungées
entre esses. Ainda ndo daremos uma definicdo precisa do que isso significa, optando
por explicar os conceitos de forma mais intuitiva € com o auxilio de exemplos.
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Analisaremos um pouco mais 0 que ocorre com espacos vetoriais. Seja V um
espaco vetorial e suponha que um subconjunto vV’ C V seja dado. O que podemos
falar sobre V? Sabemos que a adicao de vetores em V possui um elemento neutro, o
vetor nulo (que pode ou néo ser elemento de V). Ainda, dados elementos x,y € V/
e A € K, podemos obter Ax e x + y. Podemos ainda obter novos elementos a partir
desses: A(x+y), Ax+y, x+ A0+ y), etc. ...

Note que, utilizando os axiomas de espacgo vetorial, todas as expressdes ob-
tidas utilizando elementos de V', o vetor nulo, a adigcdo de V e a multiplicagdo por
escalar podem ser reduzidas a coisas da forma Ayxq +--- + ApxpparaAq,...,Ap € K
e X{,...,Xn € V no qual esses vetores x; sdo distintos. Mais ainda, sem saber a natu-
reza do espago V e do subconjunto V/ ndo podemos fazer outras simplificagdes (por
exemplo, mesmo que por um acaso ocorra 2x1 + Xo = X3 N0 podemos provar que isso
ocorre sem informacdes extras, isto é, sem utilizar algo a mais do que os axiomas de
espagco vetorial e o fato de que V' C V).

Notemos mais: Se y € V/\{xq, ..., xn}, podemos escrever a combinagao linear
anterior como Aqxq + - - -+ AnXn+ 0y. Como a adi¢cdo de vetores é comutativa, podemos
a escrever sem uma ordem especifica com uma notacao de somatério. Assumindo
gue os elementos y € V' que nio aparecem na combinacdo linear original foram
acrescentados com escalar 0, reescrevemos a expressao como

AMXp+-+AnXn= ) AV
veV’
noqual Ay, =AjeAy=0paray & {xq,..., Xn}.

Atengdo ao abuso de notagdo! Caso V'’ seja um conjunto infinito, temos um
“somatorio infinito”. Mas note que os Unicos escalares que poderiam ser nao nulos sao
os associados a algum x;. Como temos n deles, uma quantidade finita, interpretamos tal
somatdrio como sendo feito apenas sobre uma quantidade finita de termos, ignorando
varios termos A, v com Ay = 0. E interessante notar que como somar 0 = A, v ndo afeta
o resultado ndo precisamos ignorar todos os termos do tipo, desde que sobre apenas
uma quantidade finita de termos e que todos os termos para os quais Ay pode ser nao
nula aparegam.

A grande vantagem da notacao de somatério € que ele tem uma certa unicidade.
Suponha que tenhamos dois deles arbitrarios:

Z AvV, Z Ly V.
veV’ veV’

Sob quais condi¢cdes podemos garantir uma igualdade usando apenas 0s axio-
mas de espaco vetorial? Sabemos que a igualdade seria garantida caso Ay = uy para
todo v, pois teriamos 0os mesmo termos sendo somados. Segue que essa € a unica
condicao plausivel. Observe que para toda condicdo como requirimos, tal igualdade
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deve ser valida para quaisquer V, V', A\’s e u,’s satisfazendo a condigdo, uma vez
que a igualdade foi provada apenas com os axiomas de espaco vetorial.

Mas podemos encontrar exemplos para 0s quais >, cyr AvV # > ey HyV
desde que para algum v € V’ tenhamos A, # 1. Por exemplo, para qualquer V, tome
veV\{0jeV ={v]. ComA, =1epn, =0temos A\yv = v # 0 = uyv. Em outras
palavras, “para todo v € V', A, = u,” € a condigdo mais geral que sempre garante
aigualdade ), .\ Avv = >, c\ uvVv. Podemos dizer que caso essa condigéo seja
valida, a igualdade vale trivialmente.

Como pode se notar, os conceitos discutidos acima sdo relacionados com no-
coes conhecidas da algebra linear. As “expressdes nao simplificaveis” utilizadas para
gerar elementos de V a partir de elementos dados (ie. pertencentes a V’/) sdo as
combinagdes lineares, o conjunto V'’ é gerador de V se todo elemento de V pode ser
escrito dessa forma e V'’ é linearmente independente se para quaisquer coeficientes
Av € uy aigualdade >, oy AvVv = >,y vV vale apenas nos casos triviais.

Por outro lado, vamos discutir a caracterizagao de base dada acima. Lembrando
que V' é base de V se, e somente se, para todo espaco vetorial W e toda fungéo
f: V' — W existe uma Unica transformacéo linear h: V — W que estende f. Essa é
dada por

h{ D Aavwv] =D Avf(v).
veV’ veV’
A transformacéo linear h podem ser interpretada como “substituir v por f(v)”.

Em contextos mais gerais, diremos que conjuntos com a propriedade analoga a
V' sédo geradores livres. A discussao dada aqui sera similar com a estratégia utilizada
para encontrar objetos livremente gerados por um conjunto X dado. Encontraremos
formas de escrever um elemento de um objeto arbitrario que contém X, simplificando
essa expressao ao maximo, de forma que duas tais expressdes sejam iguais apenas
em casos triviais. O conjunto de todas as expressdes nos dara um objeto livremente
gerado.

Para formalizar o objeto precisamos definir precisamente quais os parametros
que o definem. No caso de espagos vetoriais, um elemento da forma >,y Avv €
definido pelos coeficientes A,. Podemos representa-los por uma fungdo A : V/ — K tal
que A(v) = Ay # 0 para uma quantidade finita de elementos v. Daremos a definicao
formal analoga para um médulo sobre um anel com unidade R:

Definicao A.48. Seja X um conjunto. O R-mddulo livre gerado por X, denotado F(X),
€ dado pelo conjunto das fungbes f : X — R tal que f(x) # 0 para uma quantidade finita
de x € X. As operagbes em F(X) sao dadas pontualmente, isto €, para f,g € F(X) e
A € R, (f+9)(x) = f(x) + g(x) e (Af)(x) = Af(x). Dizemos que F(X) € livremente gerado
por X.
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Que F(X) é modulo segue de que o conjunto de todas as fungbes f : X — R o
€ e de que as operagoes definidas sdo fechadas em F(X). De fato, f(x) + g(x) #0 s6 é
possivel nos casos em que f(x) e g(x) sdo ambos ndo-nulos e Af(x) # 0 s6 € possivel
caso f(x) #0.

Note que por essa definicdo X nado é subconjunto de F(X) mas temos uma
funcdo 1 : X — F(X) dada por (1(x))(x) =1 e ((x))(y) = 0 para y € X\{x}. Observe que
¢ é injetora. Por um abuso de notagao, podemos denotar o elemento ((x) simplesmente
por x.

Agora seja f € F(X). Definindo supp(f) = {x € X; f(x) # 0} temos que supp(f) &
finito, digamos supp(f) = {1, ..., Xn}. Podemos escrever

F(X) = F(X X)) + - + F(Xa)1(xn).

Assim como na discusséao feita com espacos vetoriais, podemos escrever
f(x) =Y f(X)=>_ f(x)x.
xeX xeX
Disso, X (ou mais corretamente, Img(t)) gera F(X).
Teorema A.49. Seja X um conjunto. Entdo para todo R-moédulo M e toda funcao

f: X — M existe um unico morfismo h : F(X) — M tal que para todo x € X, h(.(x)) =
f(x).

Demonstragdo. Dada « € F(X), defina

xeX

Observe que h(i(x)) = f(x) pois os termos da forma (u«(x))(y)f(y) para y # x se
anulam. Mostramos que h € morfismo. De fato, dados «, 3 € F(X) e A € R,

hloc+ B) = D (ac+ B)(X)F(X) = D (x(x) + B(x))(x)

xeX xeX
- Z o (X)f(x) + Z B(x)f(x) = h(cx) + h(B)
xeX xeX

hAc) = > A)(X)f(x) = > Aax(x)f(x)

xeX xeX
=2 x(X)f(x) = Ah(a).
xeX

Agora seja h' : F(X) — M outro homomorfismo tal que h' o = f. Entdo h e
h' sdo homomorfismos de médulos que coincidem em um conjunto gerador Img(v).
Concluimos que h = H'. [ |
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Note que a funcédo h acima pode ser descrita como

h (Z AXL(x)) =h (Z )\Xx> = > Axf(x).

xeX xeX xeX

Se (x) for interpretado como “a variavel associada a x”, h pode ser interpretada
como “substituicao de x por f(x) na expressao dada”.

F pode ser vista como um funtor de Set para g M. De fato, j& definimos F(X)
para um conjunto X e para f : X — Y funcao, podemos estender o contradomi-
nio de f para F(Y), obtendo f : X — F(Y), ou mais precisamente, definir f(x) =
((f(x)). Do teorema A.49, existe um unico homomorfismo F(f) : F(X) — F(Y) tal que
F(f)ov=f = 1o f. Em termos concretos, F(f) é definida por

(F(F) (Z Axt(x)) = 3 Axu(f(x)

xeX xeX

ou simplesmente

FO) [ D x| = 3 Axf(x).
xeX xeX
Observe que F(idx) oL = toidy = idg(x) o, logo F(idy) e idg(x) coincidem
no gerador Img(t). Como sao ambos homomorfismos, F(idx) = idg(x). Ainda, dadas

funcbes f: X - Yeg:Y — Z,
F(gof)oir=1o0gof=F(g)otof=F(g)o F(f)oL.

Disso, F(g o f) e F(g) o F(f) coincidem na imagem de ( e portanto sdo iguais. Segue
que F é funtor.

O proximo exemplo sera dado na categoria dos monoides. Seja M um monoide
e M’ um subconjunto de M. Como antes, queremos identificar elementos de M uti-
lizando apenas a estrutura de M e elementos de M’'. Temos a identidade e de M e
dados x, y € M’, temos o elemento xy € M. Utilizando a multiplicacdo de M iterativa-
mente podemos obter elementos da forma xy X ... xp € M para xy,...,xn € M' U {e}.
Observando que o elemento neutro ndo afeta o produto, podemos reduzir qualquer
expressdo dessa composta de ao menos um elemento de M’ para algo da forma
V1Yo ... Yk COM Y1, Vo, ..., ¥k € M’ removendo do produto os elementos x; = e. Caso
X1 =Xp =---=Xp = e, 0 produto pode ser reduzido a e.

Note que as expressdes acima ndo sao simplificaveis apenas com os axiomas
de monoide e que vale a “unicidade”, no sentido de que a condicdo mais geral que
implica a igualdade de duas tais expressdes através do uso dos axiomas € que ambas
coincidam termo a termo e tenham o mesmo comprimento. O conjunto de todas as
expressoes desse tipo sera considerado para definir um monoide livre. Utilizaremos a
definicdo abaixo.
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Definicao A.50. Seja X um conjunto. O conjunto W(X) das palavras em X é definido
por

W(X) = U H X | ={(x1, %0, ..., Xn);n €N exq,Xo,...,Xn € X}.
neN \Ji€{1,...,n}
Chamamos o elemento () € W(X) de palavra vazia. Se (x1,Xo,...,xn) € W(X) é
palavra ndo vazia, podemos a denotar simplesmente por x1 x> . .. Xn. Dizemos que n é
o comprimento de « = (X4, Xo, . .., Xn), denotado /(x), e convencionamos que I(()) = 0.
Se «=(X1,Xo,...,Xn) € =(¥1, Yo, ..., Yk) S0 palavras definimos a concatenagéo de
x e 3 por

af = (X1, X0, .., Xy Y15 Y2u -« s VK-

Note que a palavra vazia é elemento neutro da concatenacdo. Definimos ainda uma
inclusgo v : X — W(X) por \(x) = (x).

Vemos que os elementos do conjunto que queremos definir como o monoide
livre gerado por X sédo dados por W(X), o elemento e representado pela palavra vazia.
A concatenagéo € uma operagao em W(X).

Teorema A.51. O conjunto W(X) munido da operacdo de concatenagao e da palavra
vazia forma um monoide.

Demonstracdo. Sabemos que a palavra vazia é elemento neutro da concatenacéo,
falta mostrar que a concatenacgéo € associativa. Considere as seguintes palavras:

o= (X1,X0,...,Xn)
B=01,Yos s Vk)
Y=(21,20,...,2Zm)

Temos

P = (X1, X2, ..y Xn, Y1, Yo - -+ V)

By =W, Yes - Vks 21, 22, - -+, Zm)

(xB)y = (X1, X2, - Xn, Y1, V2o - - Vi) (215 22, - - -, Zm)
(X1s X2y oo s Xns Y13 Yo, oo s Yk 245205 - - Zm)
(

X1: X0, oy Xn) V1, YVos ooy Vs 21520, - - Zm) = &(BY)

Disso, segue que (W(X),*) é monoide, com * : W(X) x W(X) — W(X) sendo a
concatenacao. |
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Para fixar uma notagao similar ao do exemplo anterior definimos o monoide
acima por F(X). Dessa forma, W(X) é o conjunto base de F(X), isto é, W(X) =
U(F(X)).

Teorema A.52. O conjunto Img(1) C W(X) gera F(X).

Demonstracdo. Suponha que M C W(X) seja submonoide de F(X) contendo Img(L).
Tome « € W(X). Mostramos que « € M por indugéo sobre /(«). Para /(x) = 0, o = ().
Como M é submonoide, segue que «x € M. Para /(x) = 1, « = (x) para algum x € X.
Como « € Img(1), segue que x € M.

Finalmente, suponha que 3 € M para todo € W(X) tal que /() = n. Se
() = n+1, entdo o« é da forma xyXs . .. XnXp,1- Defina 3 = x4 xo . .. xp. Concluimos que
= PBuUXpyq1). Como B, u(xn 1) € M e M é fechado na concatenagéo temos que «x € M
e portanto M = W(X). |

Provamos agora que F(X) é o monoide livre gerado por X.

Teorema A.53. Seja X um conjunto. Entdo para todo monoide M e toda funcao
f: X — M, existe um tnico homomorfismo h: F(X) — M tal que ho = f.

Demonstragdo. Dada uma palavra « = x{Xo . .. Xp, defina
h(e) = f(xy) - (xp) - -+ F(xn) € M
e também defina h(()) = e. Se B = y1¥o ...y, também é palavra, temos

h(xB) = h(x1X2 ... Xny1Y2 - Yk)
=f(xq) - f(x2) - -+ - f(xn) - f(y1) - f(y2) - - - - f(yk)
= h(xix2 ... xp)h(y1y2 - - yk) = h(e)h(B)

e portanto h € homomorfismo. Ainda, dado x € X, h(i.(x)) = h((x)) = f(x). Suponha que
h':F(X) — M seja homomorfismo tal que ho = f. Entdo h e H coincidem em Img(1).
Como Img(1) é gerador de F(X), segue que h = H. [ |

Como no caso dos médulos, podemos criar um funtor F levando a categoria dos
conjuntos na dos monoides. Para isso, considere uma fungao f : X — Y. Definindo
f: X — F(Y) por f(x) = (f(x)), existe um Unico morfismo F(f) : F(X) — F(Y)
satisfazendo F(f). = Lo f. Temos que

F(f)(x1Xo ... Xn) = f(xq1)f(X2) ... f(xn).

A demonstracao que F é funtor é analoga a para médulos.

Note que em todos os casos acima temos analogias claras. Parte dessas analo-
gias serao dadas formalmente agora com uma generalizagdo enquanto outras serao
dadas, em um contexto ainda mais geral, na secao 2.1 sobre adjuncgoes.
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Definicao A.54. Uma categoria concreta é uma categoria C munida de um funtor fiel U :
C — Set. Se X é objeto de C, dizemos que U(X) é o conjunto base de X. Chamamos
U de funtor esquecimento. Se X e Y sdo objetos de C, uma fungdo f : U(X) — U(Y) é
dita preservar as estruturas de X e Y se f = U(h) para alguma h : X — Y.

Intuitivamente, um objeto X de uma categoria concreta € um conjunto U(X)
com alguma informagéao extra que o separa dos demais com 0 mesmo conjunto base.
Podemos fazer um abuso de notacéo e identificar um morfismo h : X — Y com a
funcédo U(h) : U(X) — U(Y) desde que tenhamos em mente os objetos X e Y originais.
Isso ndo causa ambiguidades pois o funtor U é fiel. Podemos usar notac¢des similares
quando temos um funtor U : C — D fiel para outras categorias D.

Definicao A.55. C e D categorias e U : C — D um funtor fiel. Dado um objeto X de C,
dizemos que um gerador livre de X é um objeto Y de D com um morfismoi: Y — U(X)
tal que para todo morfismo f : Y — U(Z) em D, existe um tnico morfismo f : X — Z
tal que U(f) o v = f.

Note que se um objeto Y de D é gerador livre de X e X’ com respectivos
morfismos ¢ : Y — U(X)e !/ : Y — U(X'), entdo podemos estender ambos os
morfismos parat: X’ — X eV : X — X’'. Note que

U(to?) ot=U@oUl)ot=U@ol =t=Ulidy) ot

Concluimos da unicidade que to = idy. De maneira andloga, /ot = id’X. Segue

que T' =/ e portanto X e X’ sdo isomorfos.

Teorema A.56. Considere C e D categorias e U : C — D um funtor fiel. Se para cada
objeto Y de D temos um objeto F(Y) de C tal que F(Y) é livremente gerado por Y
pelo morfismony : Y — UF(Y), entdo podemos tornar F um funtor da seguinte forma:
dado f : X — Y, defina F(f) : F(X) — F(Y) porny o f.

Demonstragdo. Temos que F(idy) =ny o idy =nx. Por outro lado,
u <idF(X)> ony =idxonyx =nx

e segue da unicidade que id,_—(X) =Tx = F(idy). Ainda,se h: X - Yeg:Y — Zsao
morfismos, entdo F(go h) =nzogo h. Mas

F(g)o F(hyonx =nzogonyohony=nzogonyoh=nzogoh.
Segue que F(go h) = F(g) o F(h) e portanto F é funtor. [

Definicao A.57. Denominamos um funtor como acima de funtor livre e os morfismos
Ny Ssdo denominados componentes da unidade.
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A.3.1 Diagramas

Por mais que o estudo de categorias possa ser feito usando apenas equacgoes,
frequentemente isso € inconveniente devido a complexidade de algumas delas. Para
ajudar nisso usamos diagramas para representar categorias de forma grafica, usando
grafos. Mostraremos antes que se G é grafo, entdo a categoria de caminhos oposta de
G ¢é livremente gerada por G.

Teorema A.58. Seja G um grafo e C uma categoria. Entao cada morfismo h : G — U(C)
pode ser estendido unicamente a um funtor h : PathG — C e portanto (PathG)°P é
livremente gerado por G pela inclusdo candnica ¢ : G — Path(G).

Demonstracdo. Defina h levando cada vértice V em h(V) e cada caminho

«=(V4,a1,.., Vn1,8n-1, Vn)

em h(a,—q) o h(a,—) o - - - o h(aq). Convencionamos que o caminho vazio (v) € levado
em idp,). Observe que com essa definigao, h(e) : h(vq) — h(vn) é morfismo. Mos-
tramos que h é funtor. De fato, é claro que h(idy) = idﬁ(v). No caso da composicao,
considere caminhos

oc=(v1,a1,...,vn_1,an_1,vn);
B =(uy,by,..., Uy, bk, Ux)
tais que vp = uq. Entdo
h(Bowa)=h(vy,ay,...,Vn1,8n1,Vn=Uq,by,..., U1, bx_1, Ug)
= h(bk_1) o h(bk_p) o - -+ o h(by) o h(ap_1) o h(ap_) o --- o h(ay)
=E(u1,b1,...,uk_1,bk_1,uk)oﬁ(v1,a1,...,vn_1,an_1,vn) =E(B)OE(O().

Ainda, dado um vértice v e uma aresta a,

Concluimos que h de fato é um morfismo da forma procurada. Agora suponha
que h: PathG — C seja outro funtor tal que hog = h=ho ¢. Temos que dado um
vértice v,

Para um caminho o« = (v4, a4,-.., V-1, @n—1, Vn), NOte que o se decompde como

x = @(ap1)o@(ang)o-oea)
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Disso,
h(e) = h(@(an-1) o @(anp) o -+ o o(ay))
= h(@(an1)) o h(p(anp)) o - o h(o(ay))
= h(@(ap-1)) o h(e(ap-p)) o --- o h(e(ay))
= h(@(an-1) © @(ap-2) o -+~ 0 9(ay)) = h(o)
Concluimos que h=nh, provando a unicidade. [

Com isso, podemos dar uma aplicacdo do teorema A.56 para categorias de
categorias.

Teorema A.59. Seja Cat uma categoria de categorias e D uma categoria cujos objetos
s&o grafos e os morfismos sdo todos os morfismos de grafos entre 0s objetos selecio-
nados. Se Graph(G) Cat® para todo G € D° e U(C) € D° para rodo C € Cat, entdo
existe um funtor livre F : D — Cat. Em patrticular, tomando Cat como a categoria das
categorias pequenas e D como a categoria dos grafos pequenos, entdo o funtor livre
existe.

Demonstragdo. A primeira afirmagdo segue dos teoremas A.56 e A.58. A segunda
segue dos fatos que U(C) é pequeno se, e somente se C a é e que Path(G) é pequena
se, e somente se G o é. [

Para representar pedacos finitos de categorias graficamente (isto €, subcatego-
rias com uma quantidade finita de objetos e morfismos), basta definir um morfismo
h: G — U(C) no qual G é grafo finito. Desse modo, h : F(G) — C esta bem definido e
podemos usar a representacao grafica de G para ilustrar objetos e morfismos de C. A
vantagem de utilizar h é que ndo s6 temos morfismos correspondentes a arestas como
também a caminhos, dados pela composi¢cdo. Um exemplo pratico de diagrama que
sera encontrado no capitulo 3 segue abaixo.

Exemplo A.60.
y— L . x—9 .y
c h c
K Y K
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O diagrama acima pode ser pensado como gerado por um morfismo f : G — U(C) com
o grafo G a seguir.

<
<
S

X p y ; z
O morfismo f é definido por f(u) = f(w) = f(y) = Y, f(v) = X e f(x) = f(z) = K nos
vértices e f(a) = i, f(b) = g, f(m) = f(o) = f(/) = ¢, f(n) = h e f(k) = j. Como f induz um
funtor f, podemos ter outros morfismos. Por exemplo, f(u, a, v, n, y) = ho i. Isso reduz
o trabalho de entender dominios, contradominios e composicbes a olhar para as setas
do diagrama e percorrer caminhos.

Na pratica, diagramas s&o usados de forma muito mais intuitiva, sem que seja
discutido qual grafo e morfismo esta sendo utilizado. Uma definicao formal sera impor-
tante para esse texto.

Definicao A.61. Seja C uma categoria, G um grafo finito e h : G — U(C) um morfismo.
Dizemos que essas componentes definem um diagrama comutativo ou que o diagrama
definido por elas comuta se para todo par («, 3) de caminhos paralelos nao triviais de
G, h(«) = h(p).

O que a definicdo acima nos diz € que em um diagrama comutativo, todos os
caminhos que comegam e terminam no mesmo vértice definem o mesmo morfismo.

Exemplo A.62. Suponha que o diagrama no exemplo A.60 comuta. O caminho « =
(u,a,v,n,y) é paralelo ao caminho 3 = (u, m, x, k, y). Seque da comutatividade que
hoi = f(x) = f(B) = j o c. De fato, é possivel mostrar que esse diagrama comuta
se, e somente se, valem as igualdades hoi = joc e co g = ¢ o h. As demais sao
consequéncias dessas duas. Por exemplo,

cogoli=cohoi=cojoc.

O argumento acima pode ser facilmente acompanhado observando quais caminhos
estao sendo percorridos no diagrama.

A.4 TRANSFORMAGCOES NATURAIS

Sejam C e D categorias e considere funtores F, G : C — D. Lembramos que
ambos os funtores levam objetos e morfismos de C em D com a diferenca de que dado
h: X — Y,temos F(h) : F(X) — F(Y) e G(h) : G(X) — G(Y). Isso nos da uma ideia
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do que significa “preservar a estrutura” no caso de funtores, precisamos de uma forma
de transforma F(X) em G(X) e F(Y) em G(Y) de forma que F(h) fique relacionado
com G(h). Esses morfismos devem depender dos objetos X e Y e nao do morfismo h,
em outras palavras precisamos de um morfismo ny : F(X) — G(X) para cada objeto
X de forma que o diagrama a seguir comuta para qualquer h: X — Y.

F(X) —X—~ G(X)

Ny

O que isso quer dizer € que G(h) onyx = ny o F(h). Sen = {nx}xcco € uma
transformacéao natural entre funtores F e G, denotamos isso porn : F = G.

Exemplo A.63. Considere categorias C e D com funtor esquecimento U : C — D e
funtor livre F : D — C com componentes da unidadeny : Y — UF(X). Entdon é uma
transformacéo natural. De fato, tome h: Y — Y'. Temos

UF(h)ony = U(T]y/ oh) ony =mnysoh.

Se nos mantivermos apenas a um par de categorias (C, D), podemos definir
uma composicdo de transformacdes naturais. Se F,G,H : C — D sao funtores e
v:F = Gen: G= H sao transformacdes naturais, definimosnov : F = H por
MovVv)x =mnxovy.Defato,dado h: X — Y,

H(h)o(mov)x =H(h)onxovx =nyoG(h)ovy
=nyovyoF(h)y=Mmov)yoF(h)

Temos uma transformagao natural idg : F = F definida por (idg)x = idg(x).
Observe que dada qualquer transformagéo naturaln : F = G, temos

(idg om)x =idg(x) o nx =nx;
(voidr)x = vx oidp(x) = vx-
Ainda, considere transformagdes naturais componiveis 6, v e n. Temos
(0ov)om)x =(Bov)xonyx=0xovxonyx=0xo(vxony)=(00o(von))x
Com isso, podemos criar uma categoria de funtores.

Definicao A.64. Sejam C e D categorias. Definimos Func(C, D) como a categoria
cujos objetos sdo funtores F : C — D e 0s morfismos sdo transformacées naturais. A
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identidade é definida por (idg)y = idr(x) € a composigdo por nov)x =nxovx. Em
particular, definimos a categoria End(C) = Func(C, C). Um funtor F : C — C dessa
forma é chamado de um endofuntor.

Teorema A.65. Sejan : F = G uma transformacgao natural. Entao n é isomorfismo
natural se, e somente se, cadany o é. Nesse caso, (n‘1 )X =(n X)‘1, valor que sera

denotado simplesmente porny] .

Demonstracdo. Se n é inversivel, entdo para cada X, <n o n‘1>X = idG( x) €

(n_1 On)x = idF(x). Segue que ny o (ﬂ_1>x = idg(x) e (n_1)x ony = idg(x) mos-
trando que cada nx € inversivel.

Por outro lado, suponha que cada nx seja inversivel. Entdo podemos definir
a familia de morfismos (nX)‘1. Considere h : X — Y. Como n é natural, segue que
ny o F(h) = G(h) onx. Mas disso, F(h)o (nx)‘1 = Y)‘1 o G(h) e logo a familia descrita
acima define uma transformacgéo natural. Fica claro que essa é precisamente . m

Temos outra composicao de transformagdes naturais, dessa vez com categorias
distintas. Considere funtores F:C - D, F' :C -+ D, G:D - Ee G :D — £ alémde
transformagdes naturaisn : F = F' e v : G = G'. Queremos definir v«n : GF = G'F’

e para isso, encontraremos um morfismo (v *n)x : GF(X) — G F'(X). Existem duas
formas de se fazer isso.

Na primeira, consideramos G(nx) : GF(X) — GF'(X) e vr/(x) : GF'(X) — G'F/(X).
Temos a composicéo ve/(x) o Glny) : GF(X) — G'F'(X). Similarmente, temos

VF(X) : GF(X) — G/F(X),
G(mx): GF(X) = GF(X).

Obtemos a composicdo G'(nx) o VEx)  GF(X) — G'F'(X). Usando a naturali-
dade de v, temos que G'(nx) o VE(X) = VE(x) © Gnx)-

VF(X)

GF(X) G F(X)
G(nx) G (nx)
GF'(X) T G F'(X)

Esse valor comum é o que definimos como (v * 1) x.
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Mostremos que v x 11 é de fato uma transformacéao natural. Considere um mor-
fismoh: X — Y.

GF(X) — X G Fr(x)
GF(h) G F'(h)

GF(Y)

Temos
G'F'(h) o (v+m)x = G'F'(h) o vEx) o Gix).
Usando a naturalidade de v com o morfismo F’(h), temos
G'F'(h) o vE(x) © Gnx) = VE(y) o GF'(h) o Glnx) = VF(y) o G(F'(h) o).
Finalmente, usando a naturalidade de n com o morfismo h, temos

VE(yvy o G(F'(h) onx) = VE(y) o Gy o F(h))
= VE(y)© G(ny) o GF(h) = (v n)y o GF(h),

provando que v x 1 é transformacao natural. Por organizacao, definiremos essa opera-
cao abaixo.

Definicdo A.66. Sejam F,F' :C — D e G, G : D — £. Dadas transformagdes naturais
n:F=F ev:G= G, definimos a composicdo horizontal v xn : GF = G'F’ por

(vxm)x = G'(nx) o VEx) = VE(x) © Gnx).

Exemplo A.67. Considere funtores F,G : C — D en : F = G transformacao natural.
DadoH:& - CeH :D — & temos

(n = idp) x =MHx) © F (([du) x) = Hx) © FldHx) = NHx);
(idpy M) x = (idk) gx) © H' (x) = idirgx) © H'(nx) = H' (nx).

As transformagbes naturais definidas acima serao importantes no estudo de
moénadas, que faremos no capitulo 2. Daremos nomes a essas.

Definicao A.68. Nas notacdes do exemplo, definimos as transformagées naturais

(MH)x =MHx);
(Hln)x = H'(nx).
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Encerramos esse apéndice voltando ao basico de transformacdes naturais. Se
n : F — G é transformagéo natural, podemos identificar um possivel uso da natura-
lidade de n na prépria estrutura da equacao. Para todo morfismo h: X — Y, temos
ny o F(h) = G(h) onx. Observe o padrao, em ambos os termos temos n e h (os cha-
maremos de “componentes” para os fins dessa discussao) mas em lados trocados da
composicao.

Além disso, temos em ambos 0s casos uma aplicagéo, n se aplica em um
objeto e um funtor é aplicado em h. Em ambos os termos, a aplicacdo a esquerda da
composicao é feita com o contradominio da componente a direita enquanto a aplicagao
a direita da composicao é feita com o dominio da componente a esquerda. Verificar se
estamos em uma situacao dessas da uma forma visual de perceber um possivel uso
da naturalidade da n sem a necessidade de recorrer a um diagrama.

Ha outro caso em que podemos usar informacdes visuais semelhantes na pré-
pria equacao, dado no teorema A.69. O leitor podera perceber que as informagdes que
sugerem um uso de naturalidade sdo analogas ao caso acima.

Teorema A.69. Sejamn : F = G e v : F/ = @ transformagdes naturais. Entdo
NG o Fv=GvonF'.

Demonstragdo. Temos que (NG’ o Fv), = ng(x) © F(vx). Podemos considerar o mor-
fismo vy : F(X) — G'(X) n, assim obtendo

ngx) © F(vx) = (GvonF') x = G(vx) onpx).
m

Finalmente, provamos a chamada lei de intercadmbio. Essa propriedade nos da
uma conexao entre as duas nogdes de composicao que definimos anteriormente.

Teorema A.70. Considere «, 3, vy e & transformacbes naturais. Entdo a igualdade
abaixo € verdadeira sempre que estiver bem definida.

(ax B)o(y*d)=(xoy)*(pod)

Demonstraggo. Escreva « : F{ = G1, 3 : Fo = Go, v : F3 = Gz e b : Fy = Cy.
Note que em ambos os casos temos transformacdes naturais com dominio F3F4 e
contradominio Gy G». Dado um objeto X apropriado,

((xx B) o (y=*8))x =(cxxB)xo(y*d)x=Gi(Bx) o axr,x)° G3(8x) o YF,(x);
((coy) x(Bod))x=Gi((Bod)x)o(xov)r,x) = G1(Bx o dx) o ar,x)°YF,x)
= G1(Bx) © G1(dx) © &F,(x) © YFy(X)-
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Agora, olhamos para dx : F4(X) — G4(X) simplesmente como um morfismo e
aplicamos a naturalidade de «, obtendo

G1(8x) o ap,(x) = xGy(x) © F1(8x).

Para concluir a igualdade basta mostrar que F{ = Gz e F> = G4. A primeira é
consequéncia de « oy estar definida enquanto a segunda de {3 o 5 a estar. |

A.5 EQUIVALENCIAS

Sabemos que duas categorias C e D sédo isomorfas quando existem funtores
F:C—DeG:D— Ctaisque FG = idp e GF =id, nesse caso, G = F~'. Podemos
enfraquecer as identidades pedindo que os funtores sejam naturalmente isomorfos em
vez de iguais.

Definicao A.71. Sejam C e D categorias. Entdo um funtor F : C — D é dito uma
equivaléncia categorica se existem G : D — C e isomorfismos naturais « : FG = idp
e B : GF = idp. Se existe uma equivaléncia categorica entre C e D, dizemos que C e
D sé&o equivalentes.

Teorema A.72. Todo isomorfismo categorico é uma equivaléncia categdrica. Para toda
categoria C, o funtor ide é uma equivaléncia categérica. Se F : C -~ D eF' :D — &
sdo equivaléncias categdricas, entdo F'F também o é.

Demonstracdo. No primeiro resultado, se F : C — D é isomorfismo, entdo F~' : D — C
é tal que FF~! = idp e F~'F = idc. Nesse caso, os isomorfismos naturais idgg— e
idg-1 £ s@o da forma desejada. Em particular, id; € isomorfismos, logo € equivaléncia,
provando o segundo resultado.

Para o Gltimo resultado, considere G: D — C e G’ : £ — D funtores com isomor-
fismos naturais « : FG = idp, B : GF = id¢, & : FFG' = id¢ e B’ : G'F' = idp. A “in-
versa” de F'F sera dada por GG'. Encontraremos isomorfismos naturais «” : F'FGG' =
e B : GG'F'F = id;. De fato, o resultado segue definindo

oy =o o F' <0¢G’(X)> ;
By =8oG(Bry)) -
[ |

Observacao A.73. Se F : C — D é equivaléncia, entdo sabemos que existem G : D —
C,u:FG=idp e : GF = idy. Fica claro que nesse caso G também é equivaléncia
categorica.

Daremos duas outras forma de ver uma equivaléncia categorica. A primeira é
motivada pela adaptacao do teorema A.75. Lembramos que um funtor é dito injetor

de
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se este se aplica de forma injetora em seus objetos e fiel se para cada par (X, Y)
de objetos, o funtor se aplica injetivamente em Hom(X, Y). Definimos duas noc¢des
similares.

Definicao A.74. Seja F : C — D um funtor. Dizemos que F & sobrejetor se F é
sobrejetor nos objetos e cheio so o for em Hom(X, Y) para cada par (X, Y) de objetos.

Teorema A.75. Um funtor F : C — D é um isomorfismo se, e somente se, F for injetor,
sobrejetor, fiel e cheio.

Demonstracdo. Suponha que F seja isomorfismo. Entdo dados dois objetos X e Y tais
que F(X) = F(Y), temos X = F1F(X) = F-1F(Y) = Y, mostrando que F é injetor. De
forma similar, fixados objetos X e Y, se g, h: X — Y sao tais que F(g) = F(h), entdo
g=FF(g) = F-1F(h) = h e portanto F é fiel.

Ainda, se X’ é objeto de D, para X = F~1(X’) temos F(X) = X, logo F é
sobrejetora. Fixados objetos X e Y, se W : F(X) — F(Y) é morfismo, entdo tomando
h=F1(h): X - Y temos F(h) = /, logo F é cheio.

Reciprocamente, suponha que F seja injetor, sobrejetor, fiel e cheio. Definimos
um funtor G : D — C como segue. Dado X’ objeto de D, como F ¢é injetor e sobrejetor,
existe um Gnico objeto X de C tal que F(X) = X'. Defina G(X’) = X. Ainda, fixados
objetos X’ e Y’ (com as notagdes X = G(X') e Y = G(Y’)), e dado um morfismo
H : X" — Y, de F fiel e cheio existe um Gnico morfismo h : X — Y tal que F(h) = K.
Defina G(H) = h.

Mostramos que G € funtor. De fato, F(idy) = idg(x), logo G(idfr(x)) = idx. Em
particular, para qualquer objeto X’ de D, G(idy/) = G(idrg(xr)) = idg(x7)- Também, para
g: X—>Yeh:Y — Z temos F(ho g) = F(h) o F(g) do que segue

G(H o g') = G(FG(H) o FG(g')) = GF(G(H) o G(g')) = G(H) o G(¢).
Finalmente, é claro que GF =id; e FG = idp. [

No caso de uma equivaléncia, ndo estamos interessados em preservar os obje-
tos mas somente a estrutura de morfismos dos mesmos, isto €, as classes Hom(X, Y).
A Unica condigdo que precisamos garantir € que cada objeto de D é isomorfo a algum
objeto na imagem de F, isto é, ndo s6 a estrutura de morfismos na imagem de F é
definida por C mas também a de D como um todo. Damos um nome a essa ultima
propriedade.

Definicao A.76. Seja F : C — D um funtor. Entao F é dito essencialmente sobrejetor
quando para todo objeto X' de D, existe um objeto X de C tal que F(X) é isomorfo a
X',

Teorema A.77. Seja F : C — D um funtor. Entao F é uma equivaléncia categorica se,
e somente se, F for fiel, cheio e essencialmente sobrejetor.
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Demonstracdo. Suponha que F seja equivaléncia com “inversa” G e isomorfismos
naturais « : FG = idp e B : GF = idc. Dado X’ objeto de D, podemos considerar
o objeto X = G(X’). Temos que F(X) = FG(X’) e um isomorfismo «y: entre X' e
FG(X') = F(X), provando que F é essencialmente sobrejetor.

Agora fixe objetos X e Y de C. Considere morfismos g, h : X — Y tais que
F(g) = F(h). Entdao GF(g) = GF(h) e By o GF(g) = By o GF(h). Observe o seguinte
diagrama para um morfismo m : X — Y qualquer.

GF(X)—P*  _ x
GF(m) m
GF(Y)—5—— Y

Esse diagrama comuta pela naturalidade de 3. Aplicando essa comutatividade
para m= g e para m = hnaidentidade acima temos go 3 x = ho 3 x € de 3 isomorfismo
natural segue g = h e logo, F é fiel.

Agora suponha que K : F(X) — F(Y) seja um morfismo. Temos um morfismo
G(H) : GF(X) — GF(Y). usando B e sua inversa, obtemos um morfismo h: X — Y
dado por h= By o G(H)o [3;(1. Segue que By o G(H) = ho Bx = By o GF(h). Notando
que da observagao A.73, G é equivaléncia, segue do que ja provamos que G é fiel.
Como K, F(h) : F(X) — F(Y), entdo concluimos que h’' = F(h) e portanto F é cheio.

Reciprocamente, suponha que F seja cheio, fiel e essencialmente sobrejetor.
Entéo para cada X’ objeto de D, escolha arbitrariamente algum objeto X de C com
um isomorfismo fixo ex: : F(X) — X’ e defina G(X’) = X. Ainda, dado um morfismo
em f : X' — Y em D (denotamos X = G(X') e Y = G(Y’)), temos h= ey} o W o ex
F(X) — F(Y). Como F é fiel e cheio, existe um unico morfismo h : X — Y tal que
F(h) = h. Defina G(H) = h.

Queremos mostrar que G(idy/) = idg(x+)- Para isso, basta mostrar que

F(idgxn) = exr oidxs o exr.
Mas de fato,
8;(1/ o idX/ CExr = 8;(1/ CExr = idFG(X’) = F(ldG(X’))

E ainda, dados h: X — Yeg: Y — Z, queremos mostrar que G(g o h) =
G(g) o G(h). Basta mostrar que

F(G(g) o G(h) = 7' o (goh) o ex.
Da fato,

F(G(g) o G(h)) = FG(g) o FG(h) = ¢ ogoeyoey ohoex=¢5 o(goh)oey.
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Concluimos que G é funtor. Precisamos agora definir isomorfismos naturais
o« : FG = idp e B : GF = id;. Dado X’ objeto de D, defina ays = ex,. Temos que
oy € isomorfismo. Para mostrar que « € natural, considere /' : X’ — Y’. Precisamos
mostrar que o diagrama a seguir comuta.

Kyt

FG(X') X'
FG(H) H
FG(Y) —5—= Y

A comutatividade segue direto de FG(H') = s;), o I o ex. Finalmente, definimos
B. Lembramos que GF(X) se refere a uma escolha prévia de um objeto X com um
isomorfismo EF(X) FGF(X) = F(X) — F(X). Como F é fiel e cheio, existe um (nico
morfismo m : GF(X) = X — X tal que F(m) = eF(x)- Definimos 3 x = m. Ainda, como
eF(x) € isomorfismo, segue que m também o €. Falta mostrar que 3 € natural, isto &,

que o diagrama a seguir comuta para qualquer h: X — Y.

Bx

GF(X) X
GF(h) h
GF(Y) Y
By

Mas observando que « € natural, F(h) o ag(x) = ap(yy o FGF(h), isto €,

F(hoBx) = F(h)o F(Bx) = F(h) o ap(x) = xg(y) o FGF(h)
= F(By)o FGF(h) = F(By o GF(h)).

A naturalidade de 3 segue de F fiel. |

Motivaremos o ultimo teorema com uma discusséo intuitiva. Mencionamos antes
que quando duas categorias sao equivalentes, entdo podemos saber a estrutura de
morfismos de uma olhando apenas para a da outra. Podemos pensar em “tipos” de
objetos, no qual cada objeto X possui um tipo X e que a estrutura de morfismos da
categoria ndo depende do objeto em si, e sim do seu tipo. Substituir um objeto X por
um X’ de mesmo tipo ndo muda os morfismos da categoria e suas propriedades, sendo
essencialmente uma troca de notacao (a nogao intuitiva por traz de isomorfismos).

Note que se X e X’ sdo isomorfos, entdo estes devem ser do mesmo tipo,
uma vez que um isomorfismo h : X — X’ e seu inverso, quando composto com
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algum morfismo partido de X ou chegando em X, resulta em um analogo com X'.
Reciprocamente, se X e X’ sdo do mesmo tipo, o morfismo id y deve ter um analogo
h: X — X'. Como as propriedades categéricas de idy e h devem ser as mesmas,
entéo de idy isomorfismo, obtemos h isomorfismo.

A discussao acima sugere que a nog¢ao de tipo intuitivamente apresentada é
formalmente uma classe de isomorfismo. O problema com essa abordagem é que
fazer quocientes em classes arbitrarias é problematico e dessa forma, fazemos uma
escolha arbitraria de um representante de cada classe. Em outras palavras, para cada
objeto X, escolhemos um objeto X isomorfo a X de forma que se X é isomorfo a X/,
entdo X = X’. A estrutura de morfismos na categoria em questao se reduz a observar
os morfismos envolvendo apenas objetos da forma X. Formalizamos essa discuss&o
abaixo.

Definicdo A.78. Uma categoria C € dita esquelética quando, dados objetos X e X', se
X é isomorfo a X' entdo X = X'.

Lema A.79. Se C e D sdo categorias com D esquelética, F, G : C — D s&o funtores e
o : C = D é isomorfismo natural, entdo F = G e « = idF.

Demonstragdo. De fato, dado X objeto de C, ax : F(X) — G(X) é isomorfismo. Como
D é esquelética, entdo F(X) = G(X) e ax = idr(x). Como X foi arbitrério, F = G e
X = idF. [ |

Teorema A.80. Se C e D sdo categorias esqueléticas, entao C é isomorfa a D se, e
somente se, C é equivalente a D.

Demonstragcdo. Ja sabemos que todo isomorfismo é uma equivaléncia. Reciproca-
mente, suponha que existam G:D — C, a: FG=idp e B : GF = id¢c. Como C e D
sdo esqueléticas, segue do lema que FG = idp e GF =id.. [

Os objetos de uma categoria esquelética correspondem aos “tipos” menciona-
dos acima e podemos gerar uma categoria esquelética associada a uma categoria C
escolhendo um elemento de cada classe de isomorfismo.

Teorema A.81. Segja C uma categoria. Entdo existe uma subcategoria cheia de C
que é esquelética e equivalente a C. Além disso, todas as categorias esqueléticas
equivalentes a C sdo isomorfas.

Demonstragcdo. Para cada objeto X, considere a classe dos objetos isomorfos a X.
Para cada classe do tipo, escolha um representante, denotado X. Note que se X e X’
sao isomorfos, entdo estes geram a mesma classe e portanto, como a escolha foi feita
em cada classe, X = X'.
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Seja D a subcategoria cheia de C gerada pelos objetos X. Se existe um isomor-
fismo entre X e X/, entdo, como X é isomorfo a X e X’ a X/, segue que X é isomorfo
a X' e portanto, X = X’. Temos que D é esquelética.

Considere o funtor inclusdo F : D — C. Da natura de funtores inclusao, F é
fiel. Como D é cheia, F é cheio. Ainda, se X é objeto de C, entdo X é isomorfo a
X=F (7) e portanto F € essencialmente sobrejetor. Segue do teorema A.77 que F é
equivaléncia.

Agora seja £ uma categoria esquelética equivalente a C. Entao existe uma
equivaléncia F' : C — £. Segue que F'F : D — £ é equivaléncia. |

Definicao A.82. SejaC uma categoria. Um esqueleto de C é uma categoria esquelética
equivalente a C.

Uma vez que sabemos que todos os esqueletos de C sao isomorfos, podemos
simplesmente falar em “o esqueleto” de C, normalmente denotado Sk(C). Interpreta-
mos Sk(C) como a categoria dos “tipos” de objetos presentes em C, caracterizando
sua estrutura de morfismos. De acordo com essa interpretacéo, duas categorias sao
equivalentes se essas tém o mesmo esqueleto. Essa afirmacao esta quase correta,
lembrando que se tratando de categorias, é suficiente garantir que duas coisas sao
isomorfas. Isso nos da a segunda caracterizacao de equivaléncia categoérica.

Teorema A.83. Sejam C e D duas categorias. Entdo C é equivalente a D se, e somente
se, Sk(C) é isomorfo a Sk(D).

Demonstracdo. Lembramos que Sk(C) € equivalente a C e Sk(D) € equivalente a D.
Se C e D sao equivalentes, entdao Sk(C) e Sk(D) o sdo. Segue que Sk(C) € isomorfo a
SK(D) por estes séo categorias esqueléticas.

Reciprocamente, suponha que Sk(C) e Sk(D) sejam isomorfos. Entdo pelas
equivaléncias dadas no inicio da demonstracao, segue que C é equivalenteaD. R
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