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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo das chamadas mônadas de Hopf. Mônadas em
geral são uma forma conhecida de se generalizar o conceito de uma álgebra sobre um
espaço vetorial e tem grande importância devido a sua relação com adjunções e aplica-
ções, dentro e fora da matemática. Uma vez notada essa generalização, pergunta-se
como generalizar demais estruturas tais como coálgebras, biálgebras e álgebras de
Hopf no contexto de funtores. É visto que a generalização de coálgebras são funtores
com uma estrutura opmonoidal. Alguns resultados importantes incluem que bimônadas
são mônadas em categorias monoidais nas quais a estrutura monoidal da categoria de
base poder ser levantada para a categoria de Eilenberg-Moore e que mônadas de Hopf
são bimônadas em categorias fechadas nas quais a estrutura fechada da categoria de
base pode ser levantada para a categoria de Eilenberg-Moore. No decorrer do texto
é feita uma introdução de pré-requisitos e um estudo das propriedades de mônadas
e de categorias de Eilenberg-Moore, que é um tipo de categoria de módulos sobre
uma mônada, incluindo resultados tais como o teorema de comparação e o teorema
de monadicidade de Beck. O trabalho também conta com um apêndice no qual é dado
o básico da teoria de categorias de modo a torná-lo mais acessível ao leitor sem muita
experiência com a área.

Palavras-chave: Mônadas. Categorias. Álgebra.



ABSTRACT

This work presents the so-called Hopf Monads. Monads are a well-known generalization
of algebras over a vector space, with great importance for their relation with adjunctions
as well as for their applications in and out of mathematics. Once this generalization
is noticed, one can ask how to generalize further structures such as coalgebras, bial-
gebras and Hopf algebras for the functorial context. We see that the generalization of
coalgebras is as functors with an opmonoidal structure. Some important results are
that bimonads are monads on monoidal categories whose underlying category has a
monoidal structure that can be lifted to the Eilenberg-Moore category, and that Hopf
monads are bimonads whose underlying category has a closed structure that can be
lifted to the Eilenberg-Moore category. An introduction to prerequesites is developed
along the text, as well as a study of the properties of monads and Eilenberg-Moore
categories, which are a type of category of modules over monads, including results
such as the comparison functor and Beck’s monadicity theorem. The text also includes
an appendix where the basics of category theory are given to make it more accessible
to readers with little experience in the area.

Keywords: Monads. Categories. Algebra.
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INTRODUÇÃO

Este trabalho tem como objetivo definir o que é uma mônada de Hopf bem como

dar uma caracterização da mesma. O nosso objetivo é manter o trabalho acessível ao

maior público possível. Durante as demonstrações, serão usados diagramas para auxi-

liar o entendimento e, em casos aplicáveis, será empregado o uso de cores para indicar

quais argumentos são utilizados em quais equações. Observamos que essas cores

são meramente recursos auxiliares e o trabalho é acompanhável mesmo, digamos, em

uma impressão em tons de cinza.

Como documentado em (ANDRUSKIEWITSCH; FERRER SANTOS, 2008), o

estudo de álgebras de Hopf foi fortemente pelo estudo do anel de coomologia H de

uma variedade M munido de uma operação binária contínua. Tal operação induz um

homomorfismo H → H ⊗ H que por sua vez torna H no que é hoje chamada de uma

álgebra de Hopf. Desde então, álgebras de Hopf e seus casos particulares vêm sido

objeto de estudo e em particular, mônadas de Hopf tem sido estudadas, por exemplo,

como uma forma de unificar noções similares a álgebras de Hopf, como pode ser visto

em (BÒHM, 2016).

Além do caso mais conhecido de álgebras de Hopf sobre espaços vetoriais, há

também a necessidade de estudá-las em outros contextos tais como no caso do anel

de coomologia. Uma primeira generalização do conceito com o objetivo de unificar tais

casos particulares é o de uma álgebra de Hopf sobre uma categoria monoidal simétrica,

o que não será estudado nesse trabalho. Podemos considerar ainda outras noções de

álgebras de Hopf nos contextos de categorias duoidais e álgebras de Hopf fracas (ver

(BÖHM, 2018)), e uma das generalizações possíveis nesse caso é via mônadas de

Hopf.

Como mostraremos, a definição de uma mônada de Hopf está intimamente

ligada com o Teorema Fundamental das Álgebras de Hopf, aqui separado nos teoremas

5.40 e 5.41, no sentido de que esta é caracterizada através do levantamento de uma

estrutura fechada. O estudo de categorias fechadas por si só, além de uma ferramenta

utilizada nesse trabalho, possui outras aplicações, como por exemplo possibilitar uma

semântica para a logica linear. O leitor interessado nesse resultado pode encontrar

uma exposição enfatizando os aspectos algébricos em (MURFET, 2017).

No capítulo 1, introduzimos o conceito de categorias monoidais como uma forma

de generalizar o produto tensorial de espaços vetoriais. Fazemos um breve estudo

das mesmas, apresentando alguns resultados básicos bem como algumas definições

que serão indispensáveis para os capítulos seguintes. Em particular, apresentamos

o teorema de estritização como uma forma de facilitar notações e demonstrações de

resultados envolvendo categorias monoidais.

No segundo capítulo falamos de mônadas, nosso objeto de estudo principal. Ao
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longo do capítulo, estudamos adjunções e sua relação com mônadas e definimos a

categoria de Eilenberg-Moore. Se pensarmos em mônadas como uma interpretação

funtorial de uma álgebra, a categoria de Eilenberg-Moore é o análogo a uma categoria

de módulos e essas são objetos finais de uma certa categoria de adjunções associadas

à mônada. Vemos brevemente a chamada categoria de Kleisli, que é objeto inicial da

categoria de adjunções mencionada acima.

A seguir, no capítulo 3, fazemos uma digressão para apresentar o teorema de

Beck, caracterizando categorias isomorfas à de Eilenberg-Moore (por um isomorfismo

que preserva a adjunção) através da criação de coequalizadores. Observamos que

esse capítulo não será mencionado no decorrer do texto e portanto não é pré-requisito

para o entendimento dos capítulos seguintes.

O quarto capítulo apresenta o conceito de levantamento para a categoria de

Eilenberg-Moore, bem como três teoremas que caracterizam levantamentos de fun-

tores, transformações naturais e adjunções. Esses teoremas serão úteis no último

capítulo, quando caracterizarmos bimônadas e mônadas de Hopf pela possibilidade de

se levantar, respectivamente, a estrutura monoidal e a estrutura fechada da categoria

de base para a categoria de Eilenberg-Moore.

Damos os exemplos motivadores para as definições no capítulo 6 logo antes, no

capítulo 5. O primeiro grande exemplo corresponde às álgebras, ou mais geralmente,

aos monoides sobre uma categoria monoidal. Vemos inicialmente como podemos

associar monoides a uma mônada e sob quais condições a recíproca é verdadeira.

Comonoides também são considerados, mas nos restringimos à categoria dos espaços

vetoriais a fim de simplificar a discussão. Coálgebras serão caracterizadas por funtores

com uma estrutura opmonoidal. Biálgebras e álgebras de Hopf também são dadas,

junto com seus respectivos teoremas fundamentais que serão estudados no caso geral

em seguida.

No capítulo final, falamos sobre bimônadas e mônadas de Hopf. As definição

dadas são motivadas diretamente pelas propriedades estudadas para espaços veto-

riais e também será dadas equivalências análogas aos teoremas fundamentais das

biálgebras e álgebras do Hopf nesse caso mais geral.

O trabalho também conta com um apêndice descrevendo as noções básicas de

categorias, a fim de torná-lo um pouco mais acessível ao leitor sem experiência com

o tema. Nesse apêndice, definimos o que são categorias, funtores e transformações

naturais, apresentamos a noção de um objeto livre e explicamos os usos de diagramas

como ferramentas auxiliares na demonstração de teoremas. Além disso, fazemos uma

discussão de equivalências categóricas, apresentando diversas formas de ver esse

conceito.
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1 CATEGORIAS MONOIDAIS

Começamos o trabalho estudando categorias monoidais. Usamos como refe-

rência para esse capítulo o livro (MACLANE, 1971). Intuitivamente, em uma categoria

monoidal C podemos criar objetos que juntam dois ou mais objetos de C em um único.

Dados objetos X e Y , denotamos esse objeto composto por X ⊗Y . Além disso, morfis-

mos entre componentes também podem ser combinados de forma independente, isto

é, dados g : X → X ′ e h : Y → Y ′ temos a composição

g ⊗ h : X ⊗ Y → X ′ ⊗ Y ′.

Antes de definirmos formalmente, façamos dois exemplos que motivarão direta-

mente a definição.

Exemplo 1.1. Considere a categoria Set dos conjuntos. Dados conjuntos X e Y , po-

demos compor estes em X × Y. Além disso, dadas funções g : X → X ′ e h : Y → Y ′,

temos uma função g × h : X × Y → X ′ × Y ′ dada por (g × h) (x , y) = (g(x), h(y)) para

quaisquer x ∈ X e y ∈ Y .

Observe que na definição de g × h, as funções componentes não interagem. A

primeira entrada do resultado depende apenas de g(x) e a segunda apenas de h(y ). A

partir disso, podemos provar que o produto cartesiano é um funtor × : Set×Set → Set.

De fato, para x ∈ X e y ∈ Y .

((
g′ × h′

)
◦ (g × h)

)
(x , y ) =

(
g′ × h′

)
(g(x), h(x)) =

(
g′(g(x)), h′(h(x))

)

=
((

g′ ◦ g
)

(x),
(
h′ ◦ h

)
(x)
)

=
((

g′ ◦ g
)
×
(
h′ ◦ h

))
(x , y );

(idX × idY ) (x , y ) = (idX (x), idY (y )) = (x , y ) = idX×Y (x , y ).

Exemplo 1.2. Considere a categoria RM de módulos sobre um anel comutativo R.

Podemos definir o funtor cartesiano em RM, o que consideraremos mais tarde, mas

não é essa a estrutura que mais nos interessa no momento. Considere uma função

b : L × M → N, com L, M e N módulos sobre R.

Obtemos duas famílias de funções a partir dessa. Para cada m ∈ M e l ∈ L

temos as funções bl (m) = b(l , m) = bm(l). Note que bl : M → N e bm : L → N são

funções entre módulos e podemos considerar os casos em que ambas são morfismos.

Nesse caso, dizemos que b é bilinear. Observamos que b ser bilinear é equivalente às

igualdades b(λl + l ′, m) = λb(l , m) + b(l ′, m) e b(l , λm + m′) = λb(l , m) + b(l , m′) serem

ambas verdadeiras.

Existe em RM um objeto L ⊗ M que, de certa forma, codifica transformações

bilineares. Isso significa que cada b : L × M → N bilinear corresponde bijetivamente

a uma h : L ⊗ M → N linear. Em particular, a função linear idL⊗M deve corresponder

a alguma transformação bilinear ⊗ : L × M → L ⊗ M, levando cada par (l , m) em um
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elemento que denotaremos por l ⊗ m. Com essas considerações feitas, começaremos

a construção do produto tensorial.

Para L e M R-módulos, considere F (L × M) o R-módulo livremente gerado

por L × M . Esse módulo tem como base os elementos da forma (l , m). Temos uma

inclusão canônica ι : L × M → F (L × M) e gostaríamos que esta fosse bilinear mas

como poucas identidades existem em

F (L × M), esse módulo não é apropriado. Corrigiremos isso utilizando um quociente.

Considere o submódulo Q de F (L × M) gerado por elementos da forma

(λl + l ′, m) – λ(l , m) – (l ′, m) ou da forma (l , λm + m′) – λ(l , m) – (l , m′). Note que pedir

que esses elementos sejam nulos é essencialmente pedir o mínimo possível para que

ι se torne bilinear. Considerando L ⊗ M = F (L × M)/Q, temos a projeção canônica

π : F (L × M) → L ⊗ M.

Podemos definir ⊗ : L × M → L ⊗ M por ⊗ = π ◦ ι. Note que L ⊗ M é gerado

pelas classes da forma [(l , m)], isto é, pelos elementos l ⊗ m. Como ι é bilinear e

π é linear, então segue que ⊗ é bilinear. Disso, dado λ ∈ R, l ∈ L e m ∈ M, temos

λ(l⊗m) = (λl)⊗m e portanto, uma combinação linear de elementos da forma m⊗n pode

ser reduzida a uma soma de elementos dessa forma. Concluímos que tais elementos

geram L ⊗ M não só como R-módulo mas também como grupo. Agora considere uma

transformação bilinear b : L × M → N e defina a função b : F (L × M) → N como a

única extensão linear de b. Note que

b
(
(λl + l ′, m) – λ(l , m) – (l ′, m)

)
= b

(
λl + l ′, m

)
– λb (l , m) – b

(
l ′, m

)

= b
(
λl + l ′, m

)
– λb (l , m) – b

(
l ′, m

)

= b
(
λl + l ′, m

)
– b
(
λl + l ′, m

)
= 0;

b
(
(l , λm + m′) – λ(l , m) – (l , m′)

)
= b (l , λm) – λb (l , m) – b

(
l , m′)

= b
(
l , λm + m′) – λb (l , m) – b

(
l , m′)

= b
(
l , λm + m′) – b

(
l , λm + m′) = 0.

Como b leva cada gerador de Q em 0, então existe uma única transformação linear

h : L ⊗ M → N tal que h(l ⊗ m) = h ◦ π ◦ ι(l , m) = b ◦ ι(l , m) = b(l , m). Reciprocamente,

considere h : L ⊗ M → N transformação linear. Defina b(l , m) = h(l ⊗ m). Temos que

b
(
λl + l ′, m

)
= h

((
λl + l ′

)
⊗ m

)
= h

(
λ (l ⊗ m) +

(
l ′ ⊗ m

))

= λh (l ⊗ m) + h
(
l ′ ⊗ m

)
= λb(l , m) + b(l ′, m).

A outra identidade mostrando que b é bilinear é análoga. Definimos agora o funtor

⊗ :R M×R M →R M da seguinte forma.

Para L e M módulos, defina ⊗(L, M) = L ⊗ M. Dados morfismos g : L → L′ e

h : M → M ′, considere a função b : L × M → L′ × M ′ dada por b(l , m) = g(l) ⊗ h(m).
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Essa função é bilinear pois

b(λl + l ′, m) = g(λl + l ′) ⊗ h(m) =
(
λg(l) + g(l ′)

)
⊗ h(m)

= λ (g(l) ⊗ h(m)) +
(
g(l ′) ⊗ h(m)

)
= λb(l , m) + b(l ′, m)

e analogamente para a outra entrada. Disso, b induz uma transformação linear

g ⊗ h : L ⊗ M → L′ ⊗ M ′ satisfazendo (g ⊗ h) (l ⊗m) = g(l)⊗h(m). Observe novamente

que cada componente se aplica independentemente, fazendo com que o resultado

tenha duas componentes, uma sendo g(l) e a outra h(m).

Provamos que ⊗ é funtor. De fato,

(
g′ ⊗ h′

)
◦ (g ⊗ h) (l ⊗ m) =

(
g′ ⊗ h′

)
(g(l) ⊗ h(m))

=
(
g′ ◦ g(l)

)
⊗
(
h′ ◦ h(m)

)
=
((

g′ ◦ g
)
⊗
(
h′ ◦ h

))
(l ⊗ m)

e ainda,

(idL ⊗ idM ) (l ⊗ m) = idL(l) ⊗ idM (m) = l ⊗ m = idL⊗M (l ⊗ m).

Observação 1.3. A construção dada acima pode ser generalizada para anéis não co-

mutativos. Para isso, precisamos considerar bimódulos, ou mais precisamente, dados

anéis R, S e T , consideramos um R, S-bimódulo L e um S, T-bimódulo M. O produto

tensorial balanceado por S será um R, T -bimódulo denotado por L⊗S M. Mais detalhes

disso serão dados no exemplo 1.26.

Sabemos que na categoria VectK dos K-espaços vetoriais, um objeto V é carac-

terizado, a menos de isomorfismo, pela sua dimensão dim(V ), isso é, a cardinalidade

#(B) de qualquer base B. Com isso, podemos provar o teorema a seguir.

Teorema 1.4. Sejam V e W K-espaços vetoriais com respectivas bases BV e BW .

Então B′ =
{

e ⊗ e′; e ∈ BV , e′ ∈ BW
}

é base de V ⊗W e que a função ι : BV ×BW →

B′ definida por ι(e, e′) = e ⊗ e′ é uma bijeção. Em particular,

dim(V ⊗ W ) = #(B′) = #(BV × BW ) = #(BV ) · #(BW ) = dim(V ) · dim(W ).

Demonstração. Para provar a primeira afirmação, provamos que B′ é linearmente

independente e gera V ⊗ W . Suponha que tenhamos uma combinação linear nula da

seguinte forma

∑

e∈BV
e′∈BW

λe,e′e ⊗ e′ = 0.

Lembramos que todas as combinações lineares possuem uma quantidade finita de

coeficientes não nulos. Considere, para e ∈ BV e e′ ∈ BW , as transformações lineares
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ξV
e : V → K e ξW

e′ : W → K definidas como abaixo.

ξV
e (e) = 1, ξV

e (e) = 0 para e ∈ BV \ {e} ;

ξW
e′

(
e′
)

= 1, ξW
e′

(
e′
)

= 0 para e′ ∈ BW \
{

e′
}

.

Como µK : K ⊗ K → K definido por µK (x ⊗ y) = xy é linear, obtemos uma transfor-

mação linear Ξe,e′ = µK ◦
(
ξV

e ⊗ ξW
e′

)
: V ⊗ W → K. Observamos que Ξe,e′(v ⊗ w) =

ξV
e (v )ξW

e′ (w). Aplicando nos elementos de B′, para e ∈ BV , e′ ∈ BW , e ∈ BV \ {e} e

e′ ∈ BW \ e′:

Ξe,e′(e ⊗ e′) = ξV
e (e)ξW

e′ (e′) = 1 · 1 = 1;

Ξe,e′

(
e ⊗ e′

)
= ξV

e (e)ξW
e′

(
e′
)

= 1 · 0 = 0;

Ξe,e′

(
e ⊗ e′

)
= ξV

e (e) ξW
e′ (e′) = 0 · 1 = 0;

Ξe,e′

(
e ⊗ e′

)
= ξV

e (e) ξW
e′

(
e′
)

= 0 · 0 = 0.

Em outras palavras, Ξe,e′, quando aplicado em B′, identifica o elemento e ⊗ e′. Agora

aplicamos a função na combinação linear acima.

0 = Ξe,e′(0) = Ξe,e′



∑

i∈BV
i ′∈BW

λi ,i ′ i ⊗ i ′


 =

∑

i∈BV
i ′∈BW

λi ,i ′Ξe,e′

(
i ⊗ i ′

)
= λe,e′ (1)

Com isso, temos que o coeficiente λe,e′ é nulo. Como o par (e, e′) foi arbitrário, segue

que todos os coeficientes da transformação linear são nulos e portanto B′ é linearmente

independente.

Para mostrar que B′ gera V ⊗W , considere um elemento
∑n

i=1 vi ⊗wi de V ⊗W .

Podemos escrever

vi =
∑

e∈BV

κi
ee;

wi =
∑

e′∈BW

ζi
e′e′.

Dessa forma,

n∑

i=1

vi ⊗ wi =
n∑

i=1


∑

e∈BV

κi
ee


⊗


 ∑

e′∈BW

ζi
e′e′


 .

Usando a bilinearidade do produto tensorial,

n∑

i=1

vi ⊗ wi =
n∑

i=1

∑

e∈BV
e′∈BW

κi
ee ⊗ ζi

e′e′ =
n∑

i=1

∑

e∈BV
e′∈BW

κi
eζ

i
e′

(
e ⊗ e′

)
=
∑

e∈BV
e′∈BW

( n∑

i=1

κi
eζ

i
e′

)
.
(
e ⊗ e′

)
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Com isso, escrevemos o elemento original como uma combinação linear dos elementos

de B′. Temos então que B′ gera V ⊗ W .

A segunda afirmação, que ι : BV ×BW → B′ é bijeção, será provada mostrando

que ι é injetora e sobrejetora. Que é sobrejetora, é claro pela construção de B′. Para

mostrar que é injetora, note que podemos considerar as transformações lineares OV :

V → K e OW : W → K definidas por OV (e) = 1 e OW (e′) = 1 nos elementos

da base além de R : V ⊗ K → V e L : K ⊗ W → W dadas por R(v ⊗ λ) = λv e

L(λ ⊗ w) = λw . Dessa forma, temos transformações lineares πV : V ⊗ W → V e

πW : V ⊗ W → W dadas por πV = R ◦ (idV ⊗ OW ) e πW = L ◦ (OV ⊗ idW ). Observe

que πV (e ⊗ e′) = e e πW (e ⊗ e′) = e′ para quaisquer elementos e ∈ BV e e′ ∈ BW .

Agora, se e ⊗ e′ = ι(e, e′) = ι(i , i ′) = i ⊗ i ′, temos e = πV (e ⊗ e′) = πV (i ⊗ i ′) = i e

e′ = πW (e ⊗ e′) = πW (i ⊗ i ′) = i ′. Segue que ι é injetora. �

Observe que no caso de Set, dados X , Y e Z podemos obter (X × Y ) × Z e

X × (Y × Z ). A diferença entre esses dois conjuntos é que um elemento do primeiro

tem a forma ((x , y), z) e um elemento do segundo tem a forma (x , (y , z)). Podemos

definir uma função aX ,Y ,Z entre esses dois conjuntos precisamente por

aX ,Y ,Z ((x , y ), z) = (x , (y , z)).

Afirmamos que a : ( × ) × ⇒ × ( × ) é natural. De fato, considere

funções f : X → X ′, g : Y → Y ′ e h : Z → Z ′. Temos

aX ′,Y ′,Z ′ ◦ ((f × g) × h) ((x , y ), z) = aX ′,Y ′,Z ′((f (x), g(y )), h(z)) = (f (x), (g(y ), h(y )));

(f × (g × h)) ◦ aX ,Y ,Z ((x , y ), z) = (f × (g × h)) (x , (y , z)) = (f (x), (g(y ), h(z))).

Mais ainda, a é isomorfismo natural com inversa dada por

a–1
X ,Y ,Z (x , (y , z)) = ((x , y ), z).

Temos também um análogo ao elemento neutro para o produto cartesiano.

Considere um conjunto unitário I = {∗} qualquer. Temos transformações naturais

lX : I ⊗ X → X e rX : X ⊗ I → X , dadas por lX (∗, x) = x = rX (x , ∗) para x ∈ X .

l e r também são isomorfismos naturais com inversas dadas por l–1
X (x) = (∗, x) e

r–1
X (x) = (x , ∗) para x ∈ X .

As mesmas considerações podem ser feitas para R-módulos. Nesse caso, I = R

e as transformações naturais com suas respectivas inversas são definidas por

aL,M,N ((l ⊗ m) ⊗ n) = l ⊗ (m ⊗ n)

a–1
L,M,N (l ⊗ (m ⊗ n)) = (l ⊗ m) ⊗ n

lM (λ⊗ m) = λm = rM (m ⊗ λ)

l–1
M (x) = 1R ⊗ x

r–1
M (x) = x ⊗ 1R
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Definição 1.5. Uma categoria monoidal é uma categoria C munida da seguinte estru-

tura:

Um funtor ⊗ : C × C → C, chamado de produto tensorial;

Um objeto I de C, chamado de objeto identidade;

Um isomorfismo natural a : (( ⊗ ) ⊗ ) ⇒ ( ⊗ ( ⊗ )), chamado de associador;

Um isomorfismo natural l : I ⊗ ⇒ idC , chamado de identidade à esquerda;

Um isomorfismo natural r : ⊗ I ⇒ idC , chamado de identidade à direita.

Essa estrutura deve ser tal que os seguintes diagramas comutam:

((X ⊗ Y ) ⊗ Z ) ⊗ W
aX ,Y ,Z⊗idW //

aX⊗Y ,Z ,W
��

(X ⊗ (Y ⊗ Z )) ⊗ W

aX ,Y⊗Z ,W
��

(X ⊗ Y ) ⊗ (Z ⊗ W )

aX ,Y ,Z⊗W **

X ⊗ ((Y ⊗ Z ) ⊗ W )

idX⊗aY ,Z ,Wtt
X ⊗ (Y ⊗ (Z ⊗ W ))

(X ⊗ I) ⊗ Y
aX ,I,Y //

rX⊗idY

  

X ⊗ (I ⊗ Y )

idX⊗lY

~~
X ⊗ Y

Observe que ⊗ ser funtor implica na chamada lei de intercâmbio:
(
g′ ◦ g

)
⊗(

h′ ◦ h
)

=
(
g′ ⊗ h′

)
◦ (g ⊗ h) sempre que a expressão está definida. Chamamos essa

propriedade de lei de intercâmbio. Compare com o teorema A.70. Ambos são casos

particulares de uma 2-categoria fraca (BAEZ, 1997), mas não iremos estudar tal con-

ceito aqui.

Exemplo 1.6. Também podemos usar o produto cartesiano para tornar RM uma

categoria monoidal. A estrutura em si é a mesma de Set então basta mostrar que os

produtos cartesianos realmente resultam em módulos e transformações lineares.

Sabemos que uma estrutura de módulo existe em M × N definindo

λ(m, n) = (λm, λn).
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Além disso, se g : M → M ′ e h : N → N ′ são transformações lineares, então

(g × h) ((m, n) + (m′, n′)) = (g × h) (m + m′, n + n′) = (g(m + m′), h(n + n′))

= (g(m) + g(m′), h(n) + h(n′)) = (g(m), h(n)) + (g(m′), h(n′))

= (g × h) (m, n) + (g × h) (m, n);

(g × h) (λ(m, n)) = (g × h) (λm, λn) = (g(λm), h(λn))

= (λg(m), λh(n)) = λ (g(m), h(n)) = λ (g × h) (m, n).

Segue da mesma forma que o associador e as identidades são lineares e por-

tanto temos uma categoria monoidal. Chamamos esta de categoria cartesiana de

RMCart.

Definição 1.7. Uma categoria monoidal estrita é uma categoria monoidal C tal que

valem as identidades

(X ⊗ Y ) ⊗ Z = X ⊗ (Y ⊗ Z );

I ⊗ X = X ⊗ I = X

e os isomorfismos naturais a, l e r são as identidades em seus respectivos funtores.

Denotamos (X ⊗ Y ) ⊗ Z = X ⊗ (Y ⊗ Z ) = X ⊗ Y ⊗ Z nesse caso.

Observação 1.8. Note que tomando a, l e r como as transformações naturais identi-

dade, os diagramas da definição de categorial monoidal sempre comutam.

Exemplo 1.9. Considere a categoria End(C) cujos objetos são endofuntores de C e os

morfismos são transformações naturais, tal como descrita na definição A.64. Podemos

definir uma estrutura de categoria monoidal estrita sobre End(C). Para isso, defina

T ⊗ U = T ◦ U e η⊗ ν = η ∗ ν, a composição horizontal dada na definição A.66, isto é,

para η : F ⇒ F ′ e ν : G ⇒ G′ temos

(ν ∗ η)X = G′(ηX ) ◦ νF (X ) = νF ′(X ) ◦ G(ηX ).

Além disso, I é dado pelo funtor identidade idC : C → C. As propriedades dadas na

definição de categoria monoidal estrita seguem das propriedades associativas e das

identidades já conhecidas para funtores e transformações naturais.

Definição 1.10. Seja C uma categoria monoidal. Um monoide sobre C é um objeto X

de C munido de morfismos µ : X ⊗X → X e η : I → X tais que os seguintes diagramas

comutam:
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(X ⊗ X ) ⊗ X
µ⊗idX //

aX ,X ,X
��

X ⊗ X

µ

��

X ⊗ (X ⊗ X )

idX⊗µ
��

X ⊗ X
µ

// X

X
l–1
X

yy

r–1
X

%%
I ⊗ X

η⊗idX %%

X ⊗ I

idX⊗ηyy
X ⊗ X

µ

OO

Alternativamente, tal que valem as seguintes equações:

µ ◦ (idX ⊗ µ) ◦ aX ,X ,X = µ ◦ (µ⊗ idX )

µ ◦ (idX ⊗ η) = rX , µ ◦ (η⊗ idX ) = lX

Os morfismos µ e η são chamados, respectivamente, de multiplicação e unidade do

monoide.

Em uma categoria monoidal estrita, os diagramas da definição de monoide se

reduzem a

X ⊗ X ⊗ X
µ⊗idX //

idX⊗µ

��

X ⊗ X

µ

��
X ⊗ X

µ
// X

X

I ⊗ X

η⊗idX %%

X ⊗ I

idX⊗ηyy
X ⊗ X

µ

OO

e as equação se reduzem a

µ ◦ (idX ⊗ µ) = µ ◦ (µ⊗ idX )

µ ◦ (idX ⊗ η) = idX = µ ◦ (η⊗ idX )

Exemplo 1.11. Em Set, um monoide M é um conjunto munido de duas funções

µ : M × M → M e η : {∗} → M. O primeiro diagrama é a associatividade da opera-

ção (denotando µ(x , y) = xy). Definindo e = η(∗), o segundo diagrama resulta em

ex = x = xe para todo x, isto é, um monoide em Set é simplesmente um monoide.

Exemplo 1.12. Se R é um anel comutativo com unidade, um monoide sobre RM é,

de fato, uma R-álgebra (associativa e unitária). De fato, se A é uma R-álgebra, temos

que a multiplicação é bilinear, logo define uma transformação linear µ : A ⊗ A → A

tal que para quaisquer a, b ∈ A, µ(a ⊗ b) = ab. Além disso, a função η(r ) = r1A para

r ∈ R também é linear e a comutatividade dos diagramas segue da associatividade

da multiplicação e do axioma da unidade. Reciprocamente, se (A,µ,η) é um monoide
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sobre RM, então podemos definir

a · b = µ(a ⊗ b) e 1A = η(1R).

Em particular, um monoide em AbGrp é um grupo abeliano A munido de uma

operação de multiplicação bilinear, associativa e unitária. Da bilinearidade segue a

propriedade distributiva, mostrando que A é anel com unidade (mas não necessari-

amente comutativo). Reciprocamente, se A é anel com unidade, então A é monoide

sobre AbGrp.

Exemplo 1.13. Considere Grp com estrutura monoidal dada pelo produto cartesi-

ano, análoga à construída no exemplo 1.6. Considere um monoide G sobre Grp com

elemento neutro e. Temos uma operação · em G, pois G é um grupo, e uma opera-

ção m que provém de G ser monoide. Como m é morfismo de grupos, m(ab, cd) =

m(a, c)m(b, d) e m(e, e) = e. Ainda, temos uma função η : I → G de forma que e′ = η(∗)

é elemento neutro de m. Observe que

e′ = m(e′, e′) = m(e′e, ee′) = m(e′, e)m(e, e′) = ee = e.

A partir disso, m(a, b) = m(ae, eb) = m(a, e)m(e, b) = ab, do que segue que a

operação m necessariamente coincide com a do grupo. Mais ainda,

ab = m(a, b) = m(ea, be) = m(e, b)m(a, e) = ba

e portanto G é grupo abeliano. Em outras palavras, monoides na categoria cartesiana

Grp são grupos abelianos. Esse resultado um caso particular do Teorema de Eckmann-

Hilton (ECKMANN; HILTON, 1962).

Exemplo 1.14. Em End(C), um monoide é um funtor T : C → C com transformações

naturais µ : T 2 ⇒ T e η : idC ⇒ T . Dado um objeto A de C, os diagramas resultam em

µA ◦ T (µA) = µA ◦ µT (A)

µA ◦ T (ηA) = idT (A) = µA ◦ ηT (A)

Tais monoides, denominados mônadas, serão um dos nossos principais objetos de

estudo.

Definição 1.15. Seja C uma categoria monoidal. Dados monoides (X ,µX ,ηX ) e (Y ,µY ,ηY )

sobre C, um morfismo de monoides entre X e Y é um morfismo h : X → Y em C tal

que os seguintes diagramas comutam:

X ⊗ X

µX

��

h⊗h // Y ⊗ Y

µY

��
X

h
// Y

I
ηX //

ηY

��

X

h

��
Y
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Isto é,

µY ◦ (h ⊗ h) = h ◦ µX

h ◦ ηX = ηY .

Exemplo 1.16. Seja R um anel comutativo com unidade. Se A e B são R-álgebras

(monoides na categoria RM), um morfismo de monoides entre A e B é um homo-

morfismo de álgebras no sentido usual. De fato, o primeiro diagrama se traduz para

h(ab) = h(a)h(b) enquanto o segundo significa h(r1A) = r1B. Observando que trans-

formações lineares com domínio em R são unicamente definidas por seus valores em

1R , podemos equivalentemente considerar a segunda propriedade para λ = 1R . Nesse

caso, ela é equivalente a h(1A) = 1B.

Exemplo 1.17. No caso de conjuntos, um morfismo entre monoides M e N é uma

função h : M → N tal que para todos a, b ∈ M,

h(ab) = h(a)h(b)

e

h(eM ) = h(ηM (∗)) = ηN (∗) = eN .

Exemplo 1.18. Em End(C), considere mônadas (T1,µ1,η1) e (T2,µ2,η2). Um morfismo

de monoides é uma transformação natural h : T1 ⇒ T2 tal que

hX ◦ µ1X = µ2X ◦ (h ∗ h)X = µ2X ◦ T2(hX ) ◦ hT1(X ) = µ2X ◦ hT2(X ) ◦ T1(hX )

e hX ◦ η1X = η2X .

Definição 1.19. Seja C uma categoria monoidal e X um monoide sobre C. Um X-módulo

(ou módulo sobre X) é um objeto M de C munido de um morfismo α : X ⊗ M → M,

denominado de ação, tal que os seguintes diagramas comutam:

(X ⊗ X ) ⊗ M
µ⊗idM //

aX ,X ,M
��

X ⊗ M

α

��

X ⊗ (X ⊗ M)

idX⊗α
��

X ⊗ M
α

// M

I ⊗ M
η⊗idM //

lM

��

X ⊗ M

α

��
M

Em termos equacionais,

α ◦ (idX ⊗ α) ◦ aX ,X ,M = α ◦ (µ⊗ idM )

α ◦ (η⊗ idM ) = lM .
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Para uma categoria monoidal estrita temos simplesmente

X ⊗ X ⊗ M
idX⊗α //

µ⊗idM

��

X ⊗ M

α

��
X ⊗ M

α
// M

I ⊗ M
η⊗idM // X ⊗ M

α

��
M

ou ainda,

α ◦ (idX ⊗ α) = α ◦ (µ⊗ idM )

α ◦ (η⊗ idM ) = idM .

Definição 1.20. Sejam C uma categoria monoidal e X um monoide sobre C. Dados M

e N módulos sobre X com respectivas ações α e β, um morfismo de módulos entre M

e N é um morfismo f : M → N em C tal que o seguinte diagrama comuta:

X ⊗ M
idX⊗f //

α

��

X ⊗ N

β

��
M

f
// N

Alternativamente,

β ◦ (idX ⊗ f ) = f ◦ α

Exemplo 1.21. Na categoria Set, considere um monoide M. Um módulo sobre M é um

conjunto S com uma função α : M ×S → S (Denotamos α(m, s) = m . s) tal que dados

m, n ∈ M e s ∈ S temos

mn . s = m . (n . s)

e . s = s.

Ainda mais, considere outro módulo (T ,β), denotando β(m, t) = m .
′ t . Um morfismo

de módulos em Set entre (S,α) e (T ,β) é uma função h : S → T tal que

h(m . s) = h ◦ α(m, s) = β ◦ (idM × h)(m, s) = β(m, h(s)) = m .
′ h(s).

Existe uma correspondência biunívoca entre módulos (S,α) e morfismos de

monoides em Hom(M, End(S)) (lembrando que End(S) é um monoide quando munido
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da composição). Para isso, considere αm : S → S dada por αm(s) = m . s. Temos uma

função α : M → End(S) definida por α(m) = αm. Note que

αmn(s) = (mn) . s = m . (n . s) = αm(αn(s)) = αm ◦ αm(s)

αe(s) = e . s = s

Disso segue que α(mn) = α(m) ◦ α(n) e α(e) = idS, isto é, α é morfismo de monoides

em Set entre M e End(S). Reciprocamente, considere um monoide M e um conjunto

S com um morfismo ϕ : M → End(S) levando cada m ∈ M em ϕ(m) = ϕm : S → S.

Defina αϕ : M × S → S por αϕ(m, s) = ϕm(s) e denote αϕ(m, s) = m . s. Segue de ϕ

homomorfismo que (mn) . s = m . (n . s) e e . s = s, logo (S,αϕ) é módulo sobre M.

No caso em que M é grupo, essa definição coincide com as definição clássica

de ação de um grupo sobre um conjunto (nesse caso, prova-se que Img(ϕ) ⊆ Aut(S)

pois ϕm–1 ◦ ϕm = ϕm ◦ ϕm–1 = ϕe = id). Ainda mais, a definição de morfismo entre

módulos pode ser escrita como h ◦ αm = βm ◦ h, o que também coincide com a noção

de homomorfismo de ações no caso de um grupo.

Exemplo 1.22. Para um anel R visto como monoide em AbGrp, um módulo sobre R

é um grupo abeliano (M, +) com um homomorfismo de grupos α : R ⊗ M → M tal que

dados r , s ∈ R e m ∈ M,

α(rs ⊗ m) = α(r ⊗ α(s ⊗ m))

α(1R ⊗ m) = m.

Um morfismo de M em N (no qual N também é módulo sobre R) é um homomorfismo

de grupos h : M → N tal que h(α(r ⊗m)) = β(r ⊗h(m)). Podemos denotar α(r ⊗m) = rm

e as propriedades acima são escritas como (rs)m = r (sm), 1Rm = m e h(rm) = rh(m).

Do fato que α é homomorfismo de grupo, seguem as propriedades (r +s)m = rm +sm e

r (m + n) = rm + rn. Essas propriedades definem a categoria RM e portanto um módulo

sobre R em AbGrp é um R-módulo.

Exemplo 1.23. Seja A uma R-álgebra, isto é, um monoide na categoria RM. Um

módulo sobre A é um R-módulo M com uma transformação linear α : A ⊗ M → M

(escrevemos α(a ⊗ m) = a . m) tal que dados a, b ∈ A e m ∈ M,

(ab) . m = a . (b . m)

1A . m = m.

Se N também é módulo sobre A com ação β (e β(a, n) = a .
′ n), um morfismo de

módulos h : M → N é uma transformação linear tal que para todos a ∈ A e m ∈ M,

h(a . m) = a .
′ h(m).
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Observação 1.24. Para provar que h é morfismo de A-módulos, basta mostrar que

h satisfaz h(m + m′) = h(m) + h(m′) e h(a . m) = a .
′ h(m) para quaisquer a ∈ A e

m, m′ ∈ M. De fato,

h(λm) = h(λ(1A . m)) = h((λ1A) . m) = (λ1A) .′ h(m) = λ(1A .
′ h(m)) = λh(m).

Note que A é um módulo sobre A com a ação a.b = ab. A partir disso, podemos

provar o seguinte resultado:

Teorema 1.25. Seja A uma álgebra e M um módulo sobre A. Para cada m ∈ M, defina

ρm : A → M por ρm(a) = a . m. Então ρm é morfismo de A-módulos.

Demonstração. Temos

ρm(a + b) = (a + b) . m = (a . m) + (b . m) = ρm(a) + ρm(b);

ρm(ab) = (ab) . m = a . (b . m) = a . ρm(b).

�

Exemplo 1.26. Daremos sem muitos detalhes uma generalização do produto tensorial

de R-módulos para o caso em que R não é comutativo. Nesse caso, precisamos de

uma estrutura a mais. Dados anéis R e S, um R, S-bimódulo é formado por um conjunto

M munido simultaneamente de uma estrutura de R-módulo à esquerda (M, .) e uma

estrutura de S-módulo à direita (M, /) tal que para quaisquer r ∈ R, m ∈ M e s ∈ S,

r . (m / s) = (r . m) / s.

Um morfismo de R, S-bimódulos é, simultaneamente, um morfismo de R-módulos

à esquerda e S-módulos à direita. Observe que se R é comutativo, então todo R-

módulo pode ser visto como um R, R-bimódulo. Denotamos a categoria dos R, S-

bimódulos por RMS.

Considere M um R, S-bimódulo e N um S, T-bimódulo. De forma análoga ao

exemplo 1.2, podemos definir um produto tensorial balanceado por S. Isso resulta em

um R, T-bimódulo M ⊗S N. Sendo um pouco mais preciso, dado um grupo abeliano

(G, +) dizemos que uma função b : M × N → G é balanceada quando para todos

m, m′ ∈ M, n, n′ ∈ N e s ∈ S,

1. b(m + m′, n) = b(m, n) + b(m′, n);

2. b(m, n + n′) = b(m, n) + b(m, n′);

3. b(m / s, n) = b(m, s . n).
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Segue que ⊗S : M × N → M ⊗S N é balanceado é que se b : M × N → G é

outra função balanceado, então existe um único morfismo de grupos h : M ⊗S N → G

tal que h(m ⊗S n) = b(m, n) para todos m ∈ M, n ∈ N. Ao menos de isomorfismo, ⊗S é

a única função balanceada satisfazendo tal propriedade.

Definimos a estrutura de R, T -bimódulo em M⊗S N por r .(m⊗S n) = (r .m)⊗S n

e (m ⊗S n) / t = m ⊗S (n / t).

Em particular, se R = S = T , o produto tensorial balanceado define uma estru-

tura monoidal sobre RMR na qual o objeto unidade é dado por R. Se R é comutativo,

as estruturas de R-módulo à esquerda e à direita estão em bijeção “comutando” as

ações, isto é, através da relação r . m = m / r e portanto todo R-módulo à esquerda

(ou à direita) pode ser visto como um R, R-bimódulo. Nesse caso,

r . (m ⊗R n) = (r . m) ⊗R n = (m / r ) ⊗R n = m ⊗R (r . n).

É possível mostrar que o produto tensorial de R-módulos como definido no

exemplo 1.2 coincide com o produto tensorial balanceado ⊗R para R comutativo.

Definição 1.27. Sejam (C,⊗, I, a, l , r ) e (D,�, J, a′, l ′, r ′) categorias monoidais. Um

funtor monoidal de C para D é uma terna (F ,ϕ,ϕ0) na qual F : C → D é funtor,

ϕ0 : J → F (I) é morfismo em D e ϕ : F ( ) � F ( ) ⇒ F ( ⊗ ) é transformação

natural de forma que para quaisquer objetos X, Y e Z de C os diagramas abaixo

comutam.

(F (X ) � F (Y )) � F (Z )
ϕX ,Y�idF (Z ) //

a′
F (X ),F (Y ),F (Z )

��

F (X ⊗ Y ) � F (Z )

ϕX⊗Y ,Z
��

F (X ) � (F (Y ) � F (Z ))

idF (X )�ϕY ,Z
��

F ((X ⊗ Y ) ⊗ Z )

F (aX ,Y ,Z )
��

F (X ) � F (Y ⊗ Z )
ϕX ,Y⊗Z

// F (X ⊗ (Y ⊗ Z ))

J � F (X )
l ′F (X ) //

ϕ0�idF (X )

��

F (X )

F (I) � F (X )
ϕI,X

// F (I ⊗ X )

F (lX )

OO
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F (X ) � J
r ′F (X ) //

idF (X )�ϕ0

��

F (X )

F (X ) � F (I)
ϕX ,I

// F (X ⊗ I)

F (rX )

OO

Por outro lado, um funtor op-monoidal é uma terna (F ,ψ,ψ0) na qual F : C → D

é funtor, ψ0 : F (I) → J é morfismo em D e ψ : F ( ⊗ ) ⇒ F ( ) � F ( ) é

transformação natural de forma que para quaisquer objetos X, Y e Z de C os diagramas

abaixo comutam.

F ((X ⊗ Y ) ⊗ Z )
F (aX ,Y ,Z )

//

ψX⊗Y ,Z

��

F (X ⊗ (Y ⊗ Z ))
ψX ,Y⊗Z // F (X ) � F (Y ⊗ Z )

F (X )�ψY ,Z

��
F (X ⊗ Y ) � F (Z )

ψX ,Y�idF (Z )

// (F (X ) � F (Y )) � F (Z )
a′

F (X ),F (Y ),F (Z )

// F (X ) � (F (Y ) � F (Z ))

F (I ⊗ X )
F (lX ) //

ψI,X

��

F (X )

F (I) � F (X )
ψ0�idF (X )

// J � F (X )

l ′F (X )

OO

F (X ⊗ I)
F (rX ) //

ψX ,I

��

F (X )

F (X ) � F (I)
idF (X )�ψ0

// F (X ) � J

r ′F (X )

OO

Se um funtor monoidal (F ,ϕ,ϕ0) é tal que ϕ é isomorfismo natural e ϕ0 é

isomorfismo, dizemos que F é um funtor monoidal forte. Mais ainda, (F ,ϕ,ϕ0) será

dito funtor monoidal estrito quando J = F (I) e F (X ) � F (Y ) = F (X ⊗ Y ) para todos

objetos X , Y ∈ C0 e ϕ e ϕ0 forem ambos as identidades em seus respectivos domínios.

Observação 1.28. Se (F ,ϕ,ϕ0) é funtor monoidal forte, então (F ,ϕ–1,ϕ–1
0 ) é funtor

op-monoidal. Além disso, se (F ,ψ,ψ0) é op-monoidal com ψ e ψ0 inversíveis (conhe-

cido como op-monoidal forte), então (F ,ψ–1,ψ–1
0 ) é monoidal. Isso mostra que há uma

equivalência entre as noções de funtor monoidal forte e funtor op-monoidal forte. Mais

ainda, note que todo funtor monoidal estrito é forte.
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Exemplo 1.29. Seja C uma categoria monoidal. Então o funtor identidade em C é

estritamente monoidal. Além disso, considere outras categorias monoidais D e E . Se

F : C → D e G : D → E são tais que (F ,ϕ,ϕ0) e (G,ϕ′,ϕ′
0) são funtores monoidais,

então (G ◦ F ,Φ,Φ0) é funtor monoidal definindo Φ0 = G(ϕ0) ◦ϕ′
0 e Φ por

GF ( ) ⊗ GF ( )
ϕ′

F ( ),F ( ) +3

Φ

/7
G(F ( ) ⊗ F ( )) Gϕ +3 GF ( ⊗ ).

Aqui, ϕ′
F ( ),F ( ) é a transformação natural η definida por ηX ,Y = ϕ′

F (X ),F (Y ). Analo-

gamente, a composição de funtores op-monoidais é um funtor op-monoidal.

Definição 1.30. Sejam (C,⊗, I, a, l , r ) e (D,�, J, a′, l ′, r ′) categorias monoidais. Dados

dois funtores monoidais (F ,ϕ,ϕ0) e (F ′,ϕ′,ϕ′
0) entre C e D, uma transformação natural

η : F ⇒ F ′ é dita monoidal quando os diagramas abaixo comutam.

F (X ) � F (Y )
ηX�ηY //

ϕX ,Y

��

F ′(X ) � F ′(Y )

ϕ′
X ,Y

��
F (X ⊗ Y )

ηX⊗Y
// F ′(X ⊗ Y )

J
ϕ0 //

ϕ′
0

��

F (I)

ηI

��
F ′(I)

Por outro lado, dados funtores op-monoidais (F ,ψ,ψ0) e (F ′,ψ′,ψ′
0) entre C e

D, uma transformação natural η : F ⇒ F ′ é dita op-monoidal quando os diagramas

abaixo comutam.

F (X ⊗ Y )
ηX⊗Y //

ψX ,Y

��

F ′(X ⊗ Y )

ψ′
X ,Y

��
F (X ) � F (Y )

ηX�ηY

// F ′(X ) � F ′(Y )

F (I)
ηI //

ψ0

��

F ′(I)

ψ′
0

��
J

1.1 TEOREMA DE ESTRITIZAÇÃO

O teorema de estritização de MacLane diz que toda categoria monoidal C é

equivalente a uma categoria monoidal estrita por um funtor de equivalência monoidal

forte. Entendamos intuitivamente o que isso significa. Se essa equivalência é dada por

F : C → CE , então os “tipos” de objetos que encontramos em C e em CE são idênticos,

podendo variar apenas a quantidade de cada objetos desses tipos. O fato de F ser

monoidal forte nos garante que F (I) é isomorfo à identidade monoidal de CE e que

F (X ⊗Y ) e F (X )⊗F (Y ) são naturalmente isomorfos, garantindo que essa equivalência
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F , além de preservar a estrutura de morfismos dos objetos, também preserva esses

morfismo em cada componente de um produto tensorial.

Explicando a afirmação acima através de um exemplo, se h : X → X ′ e g : Y →

Y ′ são morfismos, então temos o morfismo (h⊗g) : X ⊗Y → X ′⊗Y ′. Apenas sabendo

que F é equivalência, tudo que podemos saber é que h⊗g é associado a um morfismo

F (h ⊗ g). Sabendo que F é monoidal forte, temos ainda que há uma relação entre

F (h ⊗ g) e F (h) ⊗ F (g) vinda do isomorfismo natural entre F ( ⊗ ) e F ( ) ⊗ F ( ).

A partir disso, podemos focar os estudos, quando conveniente, em categorias

monoidais estritas uma vez que no caso geral, as relações entre objetos de C, incluindo

a estrutura monoidal, podem ser reduzidas a relações em CE entre objetos de tipos cor-

respondentes. Nesse trabalho, frequentemente usaremos esse teorema implicitamente

omitindo os parênteses em produtos tensoriais com três ou mais termos. Escolhemos

manter as referências explicitas a l e r , bem como a forma completa dos objetos X ⊗ I

e I ⊗ X , mas essa escolha é puramente notacional uma vez que em uma categoria

monoidal estrita, X = X ⊗ I = I ⊗ X e lX = rX = idX .

Considerando a categoria monoidal estrita End(C), note que para todo objeto

A de C, temos o funtor tensorial T : C → C dado por T (A) = A ⊗ X e T (h) = idA ⊗ h.

Queremos criar um funtor (que ainda não será o funtor que precisamos) entre essas

categorias, digamos, Φ : C → End(C). Podemos definir Φ(A) por (Φ(A))(X ) = A ⊗ X

e dado um morfismo h : A → B, podemos definir uma transformação natural Φ(h) :

Φ(A) ⇒ Φ(B) por Φ(h)X = h ⊗ idX . Note que

Φ(h ◦ g)X = (h ◦ g) ⊗ idX = (h ⊗ idX ) ◦ (g ⊗ idX ) = Φ(h)X ◦Φ(g)X ,

caracterizando Φ como funtor.

Se I é o objeto identidade de C, então o funtor Φ(I) leva cada objeto X em I ⊗ X .

Sabemos que I ⊗ X é isomorfo a X , mais precisamente, a transformação natural l nos

dá, na componente X , o isomorfismo lX : I ⊗ X → X . Disso, obtemos um morfismo em

End(C) entre Φ(I) e o idC , que é o objeto identidade em End(C).

Mais ainda, o funtor Φ(A⊗B) leva um objeto X em (A⊗B)⊗X enquanto Φ(A) ◦

Φ(B) leva o mesmo objeto em A ⊗ (B ⊗ X ). Esses são claramente isomorfos quando

consideramos a–1
A,B,X : (Φ(A) ◦ Φ(B))(X ) → (Φ(A ⊗ B))(X ). Lembrando que End(C)

tem transformações naturais como morfismos, podemos considerar a transformação

natural ϕA,B : Φ(A) ◦Φ(B) ⇒ Φ(A ⊗ B) dada por (ϕA,B)X = a–1
A,B,X . Segue que ϕ em

si é natural. Segue ainda de a isomorfismo natural que ϕ o é. Deste modo, podemos

mostrar que Φ é um funtor monoidal forte.

Porém, Φ não é equivalência. Deste modo, End(C) não é a categoria procurada.

Ainda assim, esses dados nos darão uma noção do que estamos procurando.

Lema 1.31. Seja C uma categoria monoidal. Então EndC(C), com a estrutura definida

a seguir, é uma categoria monoidal estrita. Os objetos de EndC(C) são pares (T , c) nos
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quais T : C → C é funtor e c : T ( ) ⊗ ⇒ T ( ⊗ ) é isomorfismo natural tal que

os diagramas abaixo comutam.

(T (X ) ⊗ Y ) ⊗ Z
cX ,Y⊗idZ //

aT (X ),Y ,Z
��

T (X ⊗ Y ) ⊗ Z

cX⊗Y ,Z
��

T (X ) ⊗ (Y ⊗ Z )

cX ,Y⊗Z ))

T ((X ⊗ Y ) ⊗ Z )

T (aX ,Y ,Z )uu
T (X ⊗ (Y ⊗ Z ))

T (X ) ⊗ I

cX ,I

~~

rT (X )

��
T (X ⊗ I)

T (rX )
// T (X )

Um morfismo α : (T , c) → (U, d) é uma transformação natural α : T ⇒ U tal que o

diagrama abaixo comuta.

T (X ) ⊗ Y
αX⊗idY //

cX ,Y

��

U(X ) ⊗ Y

dX ,Y

��
T (X ⊗ Y )

αX⊗Y
// U(X ⊗ Y )

A composição é dada pela composição vertical de transformações naturais e

id(T ,c) = idT .

Observe acima que os diagramas na definição de objeto de EndC(C) são idên-

ticos aos diagramas que definem uma categoria monoidal quando o funtor Φ(A) é

tomado no lugar de T e o isomorfismo natural (cA)X ,Y = aA,X ,Z é tomado no lugar de

c. Isso significa que (Φ(A), cA) é objeto de EndC(C). Mais ainda, observamos que todo

morfismo h : A → B em C dá origem a um morfismo ĥ : (Φ(A), cA) → (Φ(B), cB) em

EndC(C) definido por ĥX = h ⊗ idX .

A partir disso, podemos provar a seguinte afirmação, conhecida como o teorema

de estritização de Mac Lane.

Teorema 1.32 (Teorema de Estritização). A categoria C é equivalente a EndC(C) pelo

funtor monoidal forte F dado por

F(A) = (ΦA, cA);

F(h) = ĥ.



Capítulo 1. Categorias Monoidais 27

Omitimos a demonstração formal nesse trabalho mas o leitor interessado pode

encontrá-la em (ANDRADE, 2016). Observamos que nessa referência o funtor tensorial

é dado à direita, isso é, T (X ) = X⊗A. Essa observação não afeta a validade do teorema,

necessitando apenas a adaptação de alguns dos argumentos.
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2 MÔNADAS

Nesse capítulo estudaremos mônadas. Já definimos elas anteriormente como

monoides na categoria End(C) e quase todo o estudo que faremos nesse texto será

sobre elas. Através do uso de mônadas podemos generalizar a noção de monoides

sobre uma categoria monoidal e estudaremos mônadas sob esse ponto de vista no

capitulo 6. Usamos (BÖHM, 2018) como livro de referência.

2.1 ADJUNÇÕES

Antes de estudar mônadas iremos falar sobre um conceito relacionado. Adjun-

ções são intimamente relacionadas com objetos livres (c.f. definição A.55), no sentido

de que essas nos permitem fazer algo semelhante a estender morfismos para o objeto

livre. De fato, objetos livres são exemplos de adjunções.

Definição 2.1. Sejam C e D categorias. Dados F : D → C e G : C → D funtores,

dizemos que F é adjunto à esquerda de G (ou alternativamente, G é adjunto à direita

de F) se para cada X objeto de C e Y objeto de D existe uma bijeção

ΦX ,Y : HomC(F (Y ), X ) → HomD(Y , G(X ))

e estas podem ser escolhidas tais que o diagrama a seguir comute, para quaisquer

g : X → X ′ e f : Y ′ → Y morfismos em, respectivamente, C e D.

Hom_C(F (Y ), X )
ΦX ,Y //

g◦ ◦F (f )

��

Hom_D(Y , G(X ))

G(g)◦ ◦f

��
Hom(F (Y ′), X ′)C ΦX ′,Y ′

// HomD(Y ′, G(X ′))

Nesse caso, dizemos que (F , G,Φ) é uma adjunção.

Observe que a definição acima diz que Φ é uma transformação natural, no

contexto de funtores Hom. Expandindo o diagrama, temos que dada uma h : F (Y ) → X ,

então

(G(g) ◦ ◦ f ) ◦ΦX ,Y (h) = ΦX ′,Y ′ ◦ (g ◦ ◦ F (f ))(h),

isto é,

G(g) ◦ (ΦX ,Y (h)) ◦ f = ΦX ′,Y ′(g ◦ h ◦ F (f )). (2)
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Também, podemos obter as seguinte equações para h′ : Y → G(X ):

Φ–1
X ′,Y ′ ◦ (G(g) ◦ ◦ f )(h) = (g ◦ ◦ F (f )) ◦Φ–1

X ,Y (h)

Φ–1
X ′,Y ′((G(g) ◦ h′ ◦ f )) = g ◦ (Φ–1

X ,Y (h′)) ◦ F (f ) (3)

O teorema a seguir será usado frequentemente para mostrar que uma Φ define

uma adjunção.

Teorema 2.2. Sejam C e D categorias e F : D → C e G : C → D funtores. Uma família

{ΦX ,Y } de funções torna (F , G,Φ) uma adjunção se, e somente se, para quaisquer

X , X ′ objetos de C, Y , Y ′ objetos de D e g : X → X ′, f : Y ′ → Y morfismos, os dois

diagramas a seguir comutam.

Hom(F (Y ), X )
ΦX ,Y //

g◦

��

Hom(Y , G(X ))

G(g)◦

��
Hom(F (Y ), X ′)

ΦX ′,Y

// Hom(Y , G(X ′))

Hom(F (Y ), X )
ΦX ,Y //

◦F (f )

��

Hom(Y , G(X ))

◦f

��
Hom(F (Y ′), X )

ΦX ,Y ′

// Hom(Y ′, G(X ))

Em equações, a comutatividade dos diagramas é representada por

G(g) ◦ΦX ,Y (h) = ΦX ′,Y (g ◦ h)

ΦX ,Y (h) ◦ f = ΦX ,Y ′(h ◦ F (f ))

para todo h : F (Y ) → X.

Demonstração. Suponha inicialmente que (F , G,Φ) seja uma adjunção. Então os dia-

gramas que queremos mostrar que comutam seguem da naturalidade de Φ tomando

Y = Y ′, f = idY para o primeiro diagrama e X = X ′, g = idX para o segundo.

Suponha agora que os dois diagramas comutam. Então para quaisquer g : X →

X ′ e f : Y ′ → Y temos

Hom(F (Y ), X )
ΦX ,Y //

g◦

��

Hom(Y , G(X ))

G(g)◦

��
Hom(F (Y ), X ′)

ΦX ′,Y //

◦F (f )

��

Hom(Y , G(X ′))

◦f

��
Hom(F (Y ′), X ′)

ΦX ′,Y ′

// Hom(Y ′, G(X ′))



Capítulo 2. Mônadas 30

Note que o quadrado superior é um dos diagramas que, por hipótese, comutam

enquanto o inferior é o outro diagrama, aplicado em X ′ e Y . Disso, concluímos que a

quadrado externo comuta. Além disso, note que

( ◦ F (f )) ◦ (g ◦ ) = g ◦ ◦ F (f )

(G(g) ◦ ) ◦ ( ◦ f ) = G(g) ◦ ◦ f

Fazendo essas substituições, obtemos a naturalidade de Φ. �

Para introduzir as noções de unidade e counidade de uma adjunção, daremos

um exemplo de adjunção envolvendo objetos livres. Recomendamos a leitura da seção

A.3 do apêndice para as notações.

Teorema 2.3. Considere categorias C e D com funtor esquecimento U : C → D e funtor

livre F : D → C com componentes da unidade ηY : Y → UF (Y ) (ver definição A.57).

Então U é adjunto à direita de F.

Demonstração. Dado um morfismo h ∈ Hom(F (Y ), X ), podemos definir

ΦX ,Y (h) = U(h) ◦ ηY : Y → U(X ).

Por outro lado, dado h′ ∈ Hom(Y , U(X )), podemos definir ΨX ,Y (h′) = h′, isto é, o único

morfismo satisfazendo U
(
ΨX ,Y (h′)

)
◦ ηY = h′. É claro que

ΦX ,Y
(
ΨX ,Y (h′)

)
= U

(
ΨX ,Y (h′)

)
◦ ηY = h′

e por outro lado, como U(h) ◦ ηY = ΦX ,Y (h) então

ΨX ,Y
(
ΦX ,Y (h)

)
= h.

Falta mostrar a naturalidade de Φ e para isso usamos o teorema 2.2. Considere

morfismos f : Y ′ → Y , g : X → X ′ e h : F (Y ) → X . Então

U(g) ◦ΦX ,Y (h) = U(g) ◦ U(h) ◦ ηY = U(g ◦ h) ◦ ηY = ΦX ′,Y (g ◦ h);

ΦX ,Y ′(h ◦ F (f )) = U(h ◦ F (f )) ◦ ηY ′ = U(h) ◦ UF (f ) ◦ ηY ′

= U(h) ◦ ηY ◦ f = ΦX ,Y (h) ◦ f .

Na penúltima igualdade é utilizada a naturalidade de η com o morfismo f . �

Daremos outros exemplos em breve. Por hora, notamos que a transformação

natural η não é algo específico de objetos livres. Na verdade, podemos definir η : idD ⇒

GF para qualquer adjunção (F , G,Φ). Podemos também definir outra transformação

natural, dessa vez ε : FG ⇒ idC .
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Teorema 2.4. Dada uma adjunção (F , G,Φ), sejam ηY : Y → GF (Y ) porΦF (Y ),Y (idF (Y ))

e εX : FG(X ) → X tais que por Φ–1
X ,G(X )(idG(X )). Então η e ε são transformações natu-

rais. Além disso, os diagramas abaixo comutam.

F
Fη +3 FGF

εF

��
F

G
ηG +3 GFG

Gε

��
G

Demonstração. Começaremos com η. Queremos mostrar que o seguinte diagrama

comuta para qualquer i : Z → Z ′:

Z

i

��

ΦF (Z ),Z (idF (Z )) // GF (Z )

GF (i)

��
Z ′

ΦF (Z ′),Z ′ (idF (Z ′))
// GF (Z ′)

Equacionando o diagrama, obtemos

GF (i) ◦ΦF (Z ),Z (idF (Z )) = ΦF (Z ′),Z ′(idF (Z ′)) ◦ i . (4)

Mostraremos essa equação escrevendo cada termo como o termo à esquerda na

equação 2 e mostrando que o termo à direita correspondente é o mesmo nos dois

casos. Considere inicialmente os seguintes parâmetros:

X = F (Z ), X ′ = F (Z ′), g = F (i), Y = Z , Y ′ = Z , f = idZ , h = idF (Z )

Observe que, de fato, g : X → X ′, f : Y ′ → Y e h : F (Y ) → X . Dessa forma, a equação

2 nos garante que

GF (i) ◦ (ΦF (Z ),Z (idF (Z ))) = ΦF (Z ′),Z (F (i)). (5)

Por outro lado, considere os seguintes parâmetros:

X = F (Z ′), X ′ = F (Z ′), g = idF (Y ′), Y = Z ′, Y ′ = Z , f = i , h = idF (Z ′).

Novamente, g : X → X ′, f : Y ′ → Y e h : F (Y ) → X e portanto a equação 2 nos

garante que

(ΦF (Z ′),Z ′(idF (Z ′))) ◦ i = ΦF (Z ′),Z ′(F (i)). (6)

Usando as equações 5 e 6 obtemos a equação 4, isto é, obtemos que η é

transformação natural. Falta agora mostrar que ε é transformação natural. Usaremos

um argumento similar para isso. O diagrama correspondente é
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FG(W )

FG(j)

��

Φ–1
W ,G(W )(idG(W ))

// W

j

��
FG(W ′)

Φ–1
W ′,G(W ′)(idG(W ′))

// W ′

Isso nos dá a seguinte equação:

j ◦ (Φ–1
W ,G(W )(idG(W ))) = (Φ–1

W ′,G(W ′)(idG(W ′))) ◦ FG(j). (7)

Agora considere os parâmetros

X = W , X ′ = W ′, g = j , Y = G(W ), Y ′ = G(W ), f = idG(W ), h′ = idG(W ).

Observando que g : X → X ′, f : Y ′ → Y e h′ : Y → G(X ), a equação 3 resulta em

Φ–1
W ′,G(W )(G(j)) = j ◦ (Φ–1

W ,G(W )(idG(W ))). (8)

Por outro lado, podemos escolher os parâmetros

X = W ′, X ′ = W ′, g = idW ′ , Y = G(W ′), Y ′ = G(W ), f = G(j), h′ = idG(W ′).

Novamente notamos que g : X → X ′, f : Y ′ → Y e h′ : Y → G(X ) e através da

equação 3, concluímos que

Φ–1
W ′,G(W )(G(j)) = (Φ–1

X ,Y (idG(W ′))) ◦ FG(j). (9)

Como antes, as equações 8 e 9 resultam na equação 7, provando que ε é transforma-

ção natural. Para mostrar que os dois diagramas do enunciado comutam, aplicamos

as transformações naturais em objetos Z de C e W de D.

F (Z )
F (ηZ ) // FGF (Z )

εF (Z )

��
F (Z )

G(W )
ηG(W ) // GFG

G(εW )

��
G(W )

Temos do diagrama à esquerda que

εF (Z ) ◦ F (ηZ ) = Φ–1
F (Z ),GF (Z )(idGF (Z )) ◦ F (ΦF (Z ),Z (idF (Z ))).
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Usando a equação 3 com parâmetros

X = F (Z ), X ′ = F (Z ), g = idF (Z ), Y = GF (Z ), Y ′ = Z , f = ΦF (Z ),Z (idF (Z )), h′ = idGF (Z ).

obtemos, notando que são satisfeitos os requerimentos,

Φ–1
F (Z ),GF (Z )(idGF (Z )) ◦ F (ΦF (Z ),Z (idF (Z ))) = Φ–1

F (Z ),Z (ΦF (Z ),Z (idF (Z ))) = idF (Z ).

Da mesma forma, temos do diagrama à direita que

G(εW ) ◦ ηG(W ) = G(Φ–1
W ,G(W )(idG(W ))) ◦ΦFG(W ),G(W )(idFG(W )).

Podemos aplicar os parâmetros abaixo na equação 2.

X = FG(W ), X ′ = W , g = Φ–1
W ,G(W )(idG(W )), Y = G(W ), Y ′ = G(W ), f = idG(W ), h = idFG(W ).

Com isso, obtemos

G(Φ–1
W ,G(W )(idG(W ))) ◦ (ΦFG(W ),G(W )(idFG(W ))) = ΦW ,G(W )(Φ

–1
W ,G(W )(idG(W ))) = idG(W ).

�

Definição 2.5. Dizemos que as transformações naturais η e ε são denominados, res-

pectivamente, unidade e counidade da adjunção.

Exemplo 2.6. Considere categorias C e D com funtor esquecimento U : C → D e

funtor livre F : D → C com componentes da unidade ηY : Y → UF (Y ). Temos que

ΦF (Y ),Y

(
idF (Y )

)
= U

(
idF (Y )

)
◦ ηY = ηY .

Concluímos que nesse caso η é, de fato, a unidade da adjunção. No caso da

counidade,

εX = Φ–1
X ,U(X )

(
idU(X )

)
= idU(X ). (10)

Dessa forma, εX é o morfismo satisfazendo U(εX ) ◦ ηU(X ) = idU(X ), que é uma das

propriedades do teorema 2.4.

Exemplo 2.7. Considere a adjunção (F , U,η, ε) dada pelo funtor livre F : Set → VectK.

Podemos considerar, a menos de isomorfismo, que todo conjunto X é base de F (X )

com ηX dada pela inclusão canônica. Dessa forma, podemos escrever um elemento

de F (X ) por

∑

x∈X

λxx ,
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no qual uma quantidade finita dos λx ∈ K são não-nulos. Dessa forma, FU(V ) pode

ser dado por

∑

v∈V

λv v .

Observe que essa combinação linear formal não respeita as relações entre elementos

de v. Por exemplo, dado v ∈ V o elemento (v + (–v )) ∈ V satisfaz v + (–v ) = 0. Já a

combinação linear formal 1v + 1(–v ) ∈ FU(V ) não corresponde ao zero de FU(V ), uma

vez que v e –v são ambos elementos da base de FU(V ).

Observe que temos uma avaliação canônica nesse caso: podemos considerar

a função idV : V → V, e essa se estende unicamente a uma transformação linear

idV : FU(V ) → V. Como vimos no exemplo 2.6, tal transformação linear corresponde

à componente εV da counidade da adjunção.

Em termos concretos, εV associa uma combinação linear formal de FU(V ) à

sua soma. Por exemplo, εV (1v + 1(–v )) = (v + (–v )) = 0, εV (1v + 1u) = (v + u) e

εV (1v + 1(2v )) = (v + 2v ) = (3v ).

Como εV é linear, seu núcleo é um subespaço de FU(V ). Duas combinações

lineares formais são equivalentes se, e somente se, essas representam o mesmo

elemento de V. Por exemplo, para V = K2, 2(1, 0) + (–3)(1, 1) + 1(2, 1) ∈ FU(V ) é

equivalente à 3(1, 0) + (–2)(1, 1) + 0(2, 1) ∈ FU(V ) uma vez que ambas as combinações

lineares formais são levadas no par (1, –2) ∈ R2.

Dessa forma, ao quocientarmos FU(V ) por εV , colapsamos todas as combina-

ções lineares formais que tem o mesmo significado em V, reobtendo o espaço vetorial

V (a menos de um isomorfismo).

Exemplo 2.8. Considere a adjunção (F , U,η, ε) com F sendo o funtor livre na categoria

dos monoides sobre Set. A interpretação de εM : FU(M) → M é similar ao caso de

espaços vetoriais. FU(M) é o monoide das palavras em M. O morfismo de monoides

εM opera os elementos de uma palavra, preservando a ordem na qual esses são

apresentado.

Por exemplo, seja N+ o monoide aditivo dos números naturais. Temos que

εN+
(2, 3, 4) = 2 + 3 + 4 = 9. Por outro lado, note que se N× é o monoide multiplicativo

dos números naturais, então εN×
(2, 3, 4) = 2 · 3 · 4 = 24.

Observe que U(N+) = U(N×) = N, logo FU(N+) = FU(N×). Ainda assim, εN+
6=

εN×
, do que concluímos que ε evidencia a diferença entre os dois monoides com

mesmo conjunto base, dessa forma a counidade da adjunção pode ser usada para

recuperar as relações especiais dos elementos de cada monoide M, perdidas ao se

aplicar o funtor FU. Compare essa afirmação com o quociente de um espaço vetorial

V por εV no exemplo acima.
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A recíproca do teorema 2.4 também é verdadeira, isto é, se temos transforma-

ções naturais η : IdD ⇒ GF e ε : FG ⇒ IdC tais que os diagramas comutam, podemos

definir uma adjunção (F , G,Φ) como abaixo.

Teorema 2.9. Sejam C e D categorias, F : D → C e G : C → D funtores e η : IdD ⇒ GF

e ε : FG ⇒ IdC transformações naturais tais que os diagramas abaixo comutam.

F
Fη +3 FGF

εF

��
F

G
ηG +3 GFG

Gε

��
G

Então a família de funções ΦX ,Y : Hom(F (Y ), X ) → Hom(Y , G(X )) definidas

por ΦX ,Y (h) = G(h) ◦ ηY são tais que (F , G,Φ) forma uma adjunção. Além disso,

ηY = ΦF (Y ),Y (idF (Y )) e εX = Φ–1
X ,G(X )(idG(X )).

Demonstração. Defina ΨX ,Y : Hom(Y , G(X )) → Hom(F (Y ), X ) por

ΨX ,Y (h′) = εX ◦ F (h′).

Afirmamos que ΨX ,Y = Φ–1
X ,Y .

ΨX ,Y (ΦX ,Y (h)) = ΨX ,Y (G(h) ◦ ηY ) = εX ◦ FG(h) ◦ F (ηY )

Usando a naturalidade de ε, a expressão acima é igual a h ◦ εF (Y ) ◦ F (ηY ). Mas pelo

diagrama da hipótese, isso resulta em ΨX ,Y (ΦX ,Y (h)) = h.

ΦX ,Y (ΨX ,Y (h′)) = ΦX ,Y (εX ◦ F (h′)) = G(εX ) ◦ GF (h′) ◦ ηY

Como acima, podemos usar a naturalidade do η seguido do outro diagrama da hipótese.

Nesse caso, obtemos

ΦX ,Y (ΨX ,Y (h′)) = G(εX ) ◦ ηG(X ) ◦ h′ = h′.

Agora, mostremos que Φ é natural. Isso será feito em duas partes, de acordo

com o teorema 2.2. Considere f : Y ′ → Y e g : X → X ′. Então

G(g) ◦ΦX ,Y (h) = G(g) ◦ G(h) ◦ ηY = G(g ◦ h) ◦ ηY = ΦX ′,Y (g ◦ h)

ΦX ,Y (h) ◦ f = G(h) ◦ ηY ◦ f = G(h) ◦ GF (f ) ◦ ηY ′ = ΦY ′,X (h ◦ F (f ))
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Note que na segunda linha usamos a naturalidade de η. Disso, obtemos que Φ resulta

em uma adjunção. Agora, precisamos mostrar as duas igualdades finais.

ΦF (Y ),Y (idF (Y )) = G(idF (Y )) ◦ ηY = ηY

Φ–1
X ,G(X )(idG(X )) = εX ◦ F (idG(X )) = εX

�

Se (F , G,Φ) é uma adjunção e ηY = ΦF (Y ),Y (idF (Y )), então da naturalidade de

Φ,

G(h) ◦ ηY = G(h) ◦ΦF (Y ),Y (idF (Y )) = ΦX ,Y (h ◦ idF (Y )) = ΦX ,Y (h). (11)

Desses fatos, concluímos que há uma equivalência entre adjunções e pares (η, ε)

apropriados. No exemplo a seguir, construímos uma adjunção entre MA e MB para A

e B R-álgebras e ϕ : A → B morfismo de R-álgebras.

Exemplo 2.10. Fixe um anel R, duas R-álgebras A e B e um morfismo de R-álgebras

ϕ : A → B. Então B é um A, A-bimódulo dado por

a I b = ϕ(a)b;

b J a = bϕ(a).

Dado M um A-módulo à direita, temos que M ⊗A B é B-módulo à direita com

ação (m ⊗A b)/b′ = m⊗A (bb′) e deste modo, temos o funtor ⊗A B : MA → MB. Na

direção contrária, podemos definir uma estrutura de A-módulo à direita sobre qualquer

objeto M de MB através do morfismo ϕ, mais especificamente, dados m ∈ M e a ∈ A,

defina m J a = m / ϕ(a). Ainda, considere outro B-módulo à direita M ′ e h : M → M ′

um morfismo em MB. Então

h(m J a) = h(m /ϕ(a)) = h(m) /ϕ(a) = h(m) J a.

Segue que h é morfismo em relação às ações J. Isso nos dá outro funtor

ρ : MB → MA. Mostramos que ⊗A B é adjunto à esquerda de ρ. Defina ηM : M →

ρ(M ⊗A B) e εN : ρ(N) ⊗A B → N por

ηM (m) = m ⊗A 1B;

εN (n ⊗A b) = n / b.

É fácil ver que ηM e εN são lineares. Mostramos que também são morfismos de

módulos.

ηM (m / a) = (m / a) ⊗A 1B = m ⊗A (a . 1B) = m ⊗A ϕ(a)1B

= m ⊗A 1Bϕ(a) = (m ⊗A 1B) J a = ηM (m) J a;

εN
(
(n ⊗A b) / b′

)
= εN

(
n ⊗A bb′

)
= n / bb′ = (n / b) / b′ = εN (n ⊗A b) / b′.
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Mais ainda, temos que η e ε são transformações naturais.

M
ηM //

h

��

ρ(M ⊗A B)

h⊗AidB

��
M ′

ηM′

// ρ(M ′ ⊗A B)

ρ(N) ⊗A B
εN //

g⊗AidB

��

N

g

��
ρ(N ′) ⊗A B

εN′

// N ′

Temos

ηM ′ ◦ h(m) = h(m) ⊗A 1B = (h ⊗A idB) (m ⊗A 1B) = (h ⊗A idB) ◦ ηM (m);

g ◦ εN (n ⊗A b) = g(n / b) = g(n) / b = εN ′ (g(n) ⊗A b) = εN ′ ◦ (g ⊗A idB) (n ⊗A b).

Finalmente, mostramos as identidades do teorema 2.9.

εM⊗AB ◦ (ηM ⊗A B) (m ⊗A b) = εM⊗AB (m ⊗A 1B ⊗A b)

= (m ⊗A 1B) . b = m ⊗A b;

ρ(εN ) ◦ ηρ(N)(n) = εN (n ⊗A 1B) = n / 1B = n.

Em particular, dados grupos G e H tal que H é subgrupo de G, então temos um

morfismo inclusão entre os espaços vetoriais KH e KG. Temos uma adjunção entre os

funtores ⊗KH KG e ρ. Esse resultado é conhecido como Teorema de Reciprocidade

de Frobenius.

2.2 MÔNADAS

Agora, estudamos as mônadas propriamente ditas. Começamos repetindo a

definição que foi mencionada antes.

Definição 2.11. Seja C uma categoria. Uma mônada sobre C é um monoide sobre

End(C).

Observação 2.12. Lembramos do exemplo 1.14 que a definição acima pode ser equa-

cionada como

µX ◦ (T (µX )) = µX ◦ (µT (X ))

µX ◦ (T (ηX )) = idT (X ) = µX (ηT (X ))

Daremos um dos exemplos principais que ampliaremos no capitulo 6. Podemos

definir uma mônada a partir de qualquer monoide A sobre uma categoria monoidal C.

Começamos definindo o funtor T sobre o qual definiremos a mônada.

Teorema 2.13. Seja C uma categoria monoidal e A um objeto de C. Então T : C → C

definido a seguir é um funtor. T (X ) = A ⊗ X para todo X objeto de C e T (h) = idA ⊗ h

para todo h morfismo de C.
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Demonstração. Observe que, de fato, dado um morfismo h : X → Y em C, temos que

T (h) é morfismo de A ⊗ X para A ⊗ Y . Considere ainda g : Y → Z . Temos, usando a

lei de intercâmbio,

T (g ◦ h) = idA ⊗ (g ◦ h) = (idA ◦ idA) ⊗ (g ◦ h)

= (idA ⊗ g) ◦ (idA ◦ h) = T (g) ◦ T (h).

Finalmente, T (idX ) = idA ⊗ idX = idA⊗X = idT (X ). �

Agora estamos em condições para definir a mônada. Para evitar ambiguidades,

denotaremos a multiplicação do monoide por µ e a unidade por η. Isso será necessário

pois trabalharemos simultaneamente com mônadas e monoides. Mesmo não estando

no caso estrito, não utilizaremos os associadores. Esse abuso de notação irá simplificar

drasticamente as equações com as quais iremos trabalhar.

Teorema 2.14. Seja (A,µ,η) um monoide sobre C. Então podemos definir transfor-

mações naturais µ : T 2 ⇒ T e η : IdC ⇒ T sobre o funtor T = A ⊗ da seguinte

forma:

1. µX = µ⊗ idX ;

2. ηX = (η⊗ idX ) ◦ l–1
X .

Além disso, (T ,µ,η) é uma mônada sobre C.

Demonstração. Considere um morfismo h : X → Y . Precisamos mostrar que os

seguintes diagramas comutam:

A ⊗ A ⊗ X
µX //

T 2(h)

��

A ⊗ X

T (h)

��
A ⊗ A ⊗ Y

µY
// A ⊗ Y

X
ηX //

h

��

A ⊗ X

T (h)

��
Y

ηY
// A ⊗ Y

Para µ, usamos a lei de intercâmbio (LI).

T (h) ◦ µX = (idA ⊗ h) ◦ µX = (idA ⊗ h) ◦ (µ⊗ idX )

LI
= (idA ◦ µ) ⊗ (h ◦ idX ) = µ⊗ h

µY ◦ T 2(h) = µY ◦ (idA ⊗ idA ⊗ h) = (µ⊗ idX ) ◦ (idA ⊗ idA ⊗ h)

LI
= (µ ◦ (idA ⊗ idA)) ⊗ (idX ◦ h) = µ ◦ h
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Para η, além da lei de intercâmbio, utilizamos a naturalidade de l–1 (N).

T (h) ◦ ηX = (idA ⊗ h) ◦ (η⊗ idX ) ◦ l–1
X

LI
= (idA ◦ η) ⊗ (h ◦ idX ) ◦ l–1

X = (η⊗ h) ◦ l–1
X

ηY ◦ h = (η⊗ idY ) ◦ l–1
Y ◦ h

N
= (η⊗ idY ) ◦ (idI ⊗ h) ◦ l–1

X
LI
= (η ◦ idI) ⊗ (idY ◦ h) ◦ l–1

X = (η⊗ h) ◦ l–1
X

Uma vez provado que temos transformações naturais, iremos mostrar que

(T ,µ,η) é mônada. Em outras palavras, precisamos provar as identidades µ ◦ Tµ = µ ◦ µT

e µ ◦ Tη = µ ◦ ηT = idT .

µX ◦ T (µX ) = (µ⊗ idX ) ◦ (idA ⊗ µ⊗ idX ) = (µ ◦ (idA ⊗ µ)) ⊗ idX

= (µ ◦ (µ⊗ idA)) ⊗ idX = (µ⊗ idX ) ◦ (µ⊗ idA ⊗ idX )

= (µ⊗ idX ) ◦ (µ⊗ idA⊗X ) = (µ⊗ idX ) ◦ (µ⊗ idT (X )) = µX ◦ µT (X )

µX ◦ T (ηX ) = (µ⊗ idX ) ◦ (idA ⊗ ((η⊗ idX ) ◦ l–1
X ))

= (µ⊗ idX ) ◦ (idA ⊗ η⊗ idX ) ◦ (idA ⊗ l–1
X )

= (µ ◦ (idA ⊗ η) ⊗ idX ) ◦ (idA ⊗ l–1
X )

= (rA ⊗ idX ) ◦ (r–1
A ⊗ idX ) = (rA ◦ r–1

A ) ⊗ idX = idT (X )

µX ◦ ηT (X ) = (µ⊗ idX ) ◦ (η⊗ idT (X )) ◦ l–1
T (X )

= (µ⊗ idX ) ◦ (η⊗ idA ⊗ idX ) ◦ l–1
T (X )

= ((µ ◦ (η⊗ idA)) ⊗ idX ) ◦ l–1
T (X ) = (lA ⊗ idX ) ◦ l–1

T (X )

= lA⊗X ◦ l–1
T (X ) = lT (X ) ◦ l–1

T (X ) = idT (X )

�

Teorema 2.15. Sejam (A,µ,η) e (B,µ′,η′) monoides com respectivas mônadas asso-

ciadas (T ,µ,η) e (T ′,µ′,η′). Se h : A → B é morfismo de monoides, então γ : T → T ′

dada por γX = h ⊗ idX é morfismo de mônadas.

Demonstração. Primeiro, vejamos que γ é natural. De fato, considere objetos X e Y de

C e um morfismo g : X → Y . Então o diagrama de naturalidade é dado como abaixo.

A ⊗ X
h⊗idX //

idX⊗g

��

B ⊗ X

idB⊗g

��
A ⊗ Y

h⊗idY

// B ⊗ Y
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Como (idB ⊗ g) ◦ (h ⊗ idX ) = h ⊗ g = (h ⊗ idY ) ◦ (idX ⊗ g), então γ é natural. Agora,

mostramos que γ é morfismo de álgebras de Eilenberg-Moore. Seja X um objeto de C

e note que

(γ ∗ γ)X = T ′(γX ) ◦ γT (X ) = T ′(h ⊗ idX ) ◦ (h ⊗ T (X ))

= (idB ⊗ h ⊗ idX ) ◦ (h ⊗ idA ⊗ idX ) = h ⊗ h ⊗ idX .

Então os diagramas representando o fato de γ ser morfismo são dados como

abaixo.

T 2(X ) = A ⊗ A ⊗ X
h⊗h⊗idX //

µ⊗idX

��

(T ′)2(X ) = B ⊗ B ⊗ X

µ′⊗idX

��
T (X ) = A ⊗ X

h⊗idX

// T ′(X ) = B ⊗ X

De fato, esse diagrama comuta pois h é morfismo de monoides. �

A seguir iremos discutir as chamadas álgebras de Eilenberg-Moore. Estas são

similares ao conceito de módulos sobre mônadas. Se T é uma mônada em C, um

módulo sobre T é um funtor M : C → C junto com uma transformação natural α : TM →

M tal que determinados diagramas de transformação natural comutam. Isso significa

que para cada objeto X de C, temos o objeto M(X ) e o morfismo αX : TM(X ) → M(X )

satisfazendo certas propriedades. Essas podem ser postas apenas em termos de M(X )

e αX , não necessitando de menção explicita ao funtor M ou à transformação natural α.

Uma álgebra de Eilenberg-Moore será um objeto A com um morfismo α : T (A) → A tal

que as propriedades mencionadas são verdadeiras. Formalmente:

Definição 2.16. Seja C uma categoria e T uma mônada sobre C. Uma álgebra de

Eilenberg-Moore sobre T é um objeto A de C munido de um morfismo α : T (A) → A

em C, denominado ação de T em A, tal que os seguintes diagramas comutam:

T 2(A)
T (α) //

µA

��

T (A)

α

��
T (A)

α
// A

IdC(A)
ηA // T (A)

α

��
A

Em equações, α ◦ µA = α ◦ T (α) e α ◦ ηA = idA.
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Definimos também o que é um morfismo nesse contexto. A motivação é a

mesma de antes, se M, N : C → C são módulos sobre uma mônada T com ações

α : TM ⇒ M e β : TN ⇒ N, um morfismo de módulos π : M ⇒ N é uma transformação

natural tal que π ◦ α = β ◦ Tπ. Aplicando em um objeto X , πX ◦ αX = βX ◦ T (αX ).

Definimos um morfismo entre álgebras de Eilenberg-Moore a partir dessa motivação.

Definição 2.17. Seja C uma categoria e T uma mônada sobre C. Dadas A e B álgebras

de Eilenberg-Moore sobre T com respectivas ações α e β, um morfismo de álgebras

de Eilenberg-Moore entre A e B é um morfismo f : A → B tal que o seguinte diagrama

comuta:

T (A)
T (f ) //

α

��

T (B)

β

��
A

f
// B

Em equações, f ◦ α = β ◦ T (f ).

É possível formar uma categoria CT cujos objetos são álgebras de Eilenberg-

Moore e os morfismos são como definidos acima. A composição e a unidade serão

dadas da mesma forma que em C. De fato, a associatividade e o axioma da unidade

seguem diretamente das respectivas propriedades em C. Basta mostrar o fechamento

da composição, isto é, que a composição de dois morfismos de CT resulta em um

morfismo de CT . Sejam f : (A,α) → (B,β) e g : (B,β) → (C,γ). Temos que em C,

g ◦ f : A → C. Além disso,

γ ◦ T (g ◦ f ) = γ ◦ T (g) ◦ T (f ) = g ◦ β ◦ T (f ) = g ◦ f ◦ α.

Em termos de diagramas:
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T (A)

α

��

T (f ) //

T (g)◦T (f )

((
T (B)

β

��

T (g) // T (C)

γ

��
A

f
// B g

// C

T (A)

α

��

T (f ) // T (B)

β

��

T (g) //

γ◦T (g)=g◦β

""

T (C)

γ

��
A

f
// B g

// C

T (A)

α

��

T (f ) //

β◦T (f )=f◦α
""

T (B)

β

��

T (g) // T (C)

γ

��
A

f
//

g◦f

77B g
// C

Disso, segue que g ◦ f : (A,α) → (C,γ). Observe que um morfismo em CT é

simplesmente um morfismo em C que preserva a estrutura extra, isto é, as ações em

seu domínio e contradomínio.

Definição 2.18. Seja C uma categoria e T uma mônada sobre C. Então definimos

CT como a categoria cujos objetos são álgebras de Eilenberg-Moore (A,α) sobre T e

cujos morfismos são morfismos de álgebras de Eilenberg-Moore. A composição e as

unidades são definidas da mesma forma que em C.

Para futuras referências, faremos a observação abaixo, já mencionada anterior-

mente.

Observação 2.19. Considere uma mônada (T ,µ,η) sobre C. Se (A,α) é álgebra de

Eilenberg-Moore, então id(A,α) = idA.

Uma relação forte entre mônadas e álgebras de Eilenberg-Moore é que pode-

mos definir o que são álgebras de Eilenberg-Moore livres. Os funtores esquecimento e

livre serão apresentados no teorema abaixo.
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Teorema 2.20. Seja C uma categoria e T uma mônada em C. Então UT : CT → C e

FT : C → CT são funtores tais como definidos abaixo.

• Para UT , dado (A,α) objeto de CT , definimos UT ((A,α)) = A e dado f : (A,α) →

(B,β), definimos UT (f ) = f : A → B.

• Para FT , dado X objeto de C, definimos FT (X ) = (T (X ),µX ) e dado f : X → Y,

definimos FT (f ) = T (f ) : (T (X ),µX ) → (T (Y ),µY ).

Demonstração. É claro que UT ((A,α)) = A é objeto de C e que UT (f ) = f é morfismo

em C. Ainda, assumindo que f e g sejam morfismos componíveis em CT ,

UT (f ◦ g) = f ◦ g = UT (f ) ◦ UT (g).

Basta mostrar que UT (id(A,α)) = idUT ((A,α)). Para isso, mostraremos inicialmente

que idA : (A,α) → (A,α) é morfismo em CT .

T (A) α //

T (idA)

��

A

idA

��
T (A)

α
// A

De fato, α ◦ idA = α = idT (A) ◦ α = T (idA) ◦ α, pois α é morfismo em C e T é funtor.

Agora, usando que idA é morfismo em CT e que id(A,α) é morfismo em C, obtemos

idA = idA ◦ id(A,α) = id(A,α). Finalmente, UT (id(A,α)) = UT (idA) = idA = idUT ((A,α)),

provando que UT é funtor.

Para FT , precisamos primeiro provar que (T (X ),µX ) é álgebra. Sabemos que

µX : T (T (X )) → T (X ). Agora, observe os diagramas abaixo.

T ◦ T ◦ T
IdT∗µ +3

µ∗T

��

T ◦ T

µ

��
T ◦ T

µ
+3 T (X )

IdC(T )
η∗T +3 T ◦ T

µ

��
T

T 2(T (X ))
T◦µX //

µT (X )

��

T (T (X ))

µX

��
T (T (X ))

µX
// T (X )

IdC(T (X ))
ηT (X ) // T (T (X ))

µX

��
T (X )
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Os dois diagramas da primeira linha são verdadeiros pela definição de mônada como

um monoide sobre End(C) (o da esquerda é a associatividade enquanto o da direita

segue do diagrama da unidade). Os dois diagramas da segunda linha são obtido

aplicando os da primeira linha na componente X . Disso, segue que (T (X ),µX ) é objeto

de CT .

Agora, dado f : X → Y morfismo em C, precisamos mostrar que

FT (f ) = T (f ) : T (X ) → T (Y )

é morfismo em CT .

T (T (X ))
T (T (f )) //

µX

��

T (T (Y ))

µY

��
T (X )

T (f )
// T (Y )

O diagrama acima segue da naturalidade de µ e prova que T (f ) é morfismo de

(T (X ),µX ) para (TY ,µY ). Finalmente, observe que de T funtor segue que

FT (idX ) = T (idX ) = idT (X ) = idF T (X )

e que FC(f ◦ g) = T (f ◦ g) = T (f ) ◦ T (g) = FT (f ) ◦ FT (g). �

Definição 2.21. Se T é uma mônada e X é um objeto de C, definimos a álgebra de

Eilenberg-Moore livre de X por F (X ).

Exemplo 2.22. Seja (T ,µ,η) uma mônada sobre C e (A,α) uma álgebra de Eilenberg-

Moore. Sabemos que α : T (A) → A é morfismo em C e que (T (A),µA) também é objeto

de CT . Provaremos que α : (T (A),µA) → (A,α), isto é, α é morfismo em CT . De fato,

o diagrama de morfismos em CT para α (dado abaixo) coincide, nesse caso, com um

dos diagramas de ação para α.

T 2(A)
T (α) //

µA

��

T (A)

α

��
T (A)

α
// A

Teorema 2.23. Seja C uma categoria e (T ,µ,η) uma mônada sobre C. Então UT é

adjunto à direita de FT .
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Demonstração. Observe que UT : CT → C é um funtor fiel. Dessa forma, podemos

utilizar o teorema para obter a adjunção necessária desde que se configure a hipótese

do exemplo.

Considere X um objeto de C. Então temos um morfismo ηX : X → T (X ). Se

(A,α) é álgebra de Eilenberg-Moore, então dada f : X → A, temos α ◦ T (f ) : T (X ) → A

e além disso, podemos usar a naturalidade de η no morfismo f para obter

U(α ◦ T (f )) ◦ ηX = α ◦ T (f ) ◦ ηX = α ◦ ηA ◦ f = f .

Se temos outro morfismo f̂ : T (X ) → A tal que f̂ ◦ ηX = U (̂f ) ◦ ηX = f , então

usando que f̂ é morfismo em CT ,

α ◦ T (f ) = α ◦ T (̂f ◦ ηX ) = α ◦ T (̂f ) ◦ T (ηX ) = f̂ ◦ µX ◦ T (ηX ) = f̂ .

Podemos então aplicar o teorema 2.3 para concluir que UT é adjunto à direita

de FT . �

Podemos dar a recíproca do teorema 2.23, isto é, mostrar que toda adjunção dá

origem a uma mônada.

Teorema 2.24. Sejam F : D → C e G : C → D funtores. Se (F , G,Φ) é uma adjunção,

então T = GF é uma mônada sobre D com a operação µ = GεF e a unidade η da

mônada dada pela unidade da adjunção.

Demonstração. Temos

µX ◦ (T (µX )) = G(εF (X )) ◦ TG(εF (X )) = G(εF (X )) ◦ GFG(εF (X )) = G(εF (X ) ◦ FG(εF (X ))).

Usando a naturalidade de ε, obtemos

µX ◦ (T (µX )) = G(εF (X ) ◦ εFGF (X )) = G(εF (X )) ◦ G(εFT (X )) = µX ◦ µT (X ).

Isso mostra que µ é associativa. Falta mostrar a propriedade da unidade.

µX ◦ T (ηX ) = G(εF (X )) ◦ T (ηX ) = G(εF (X )) ◦ G(F (ηX )) = G(εF (X ) ◦ F (ηX ))

Usando um dos diagramas do teorema 2.4, temos que εF (X ) ◦ F (ηX ) = idF (X ), logo

µX ◦T (ηX ) = idT (X ). Faremos agora o outro lado do diagrama. Usando o outro diagrama

do teorema 2.4,

µX ◦ ηT (X ) = G(εF (X )) ◦ ηGF (X ) = idGF (X ) = idT (X ).

Segue que (T ,µ,η) é mônada. Acabamos de ver que as componentes da mônada

se escrevem em termos da adjunção, isto é, T = GF , µ = GεF : GFGF ⇒ GF e

η : IdC ⇒ GF é a unidade da adjunção. �
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Uma vez conhecida a equivalência entre mônadas e adjunções, podemos calcu-

lar a counidade da adjunção em termos mais simples na categoria de Eilenberg-Moore.

Notamos inicialmente que ε(A,α) : FU(A,α) = (T (A),µA) → (A,α). Como ε e η são uni-

dade e counidade, podemos utilizar o diagrama da esquerda no 2.4 na componente

A.

FT (A) = (T (A),µA)
F T (ηA) // FT UT FT (A) = (T 2(A),µT (A))

εFT (A)

ww

FT (A) = (T (A),µA)

Temos que εF T (A) ◦ FT (ηA) = idF T (A) = idT (A). Compondo α : T (A) → A nos

extremos da equação obtemos α ◦ εF T (A) ◦ FT (ηA) = α ◦ idT (A) = α. Sabemos que α

é morfismo de álgebras de Eilenberg-Moore (ver exemplo 2.22) e portanto podemos

utilizar a naturalidade de ε.

FT UT
(

FT (A)
) εFT (A) //

F T UT (α)=F T (α)

��

FT (A)

α

��
FT UT (A,α)

ε(A,α)
// (A,α)

Temos que ε(A,α) ◦ FT (α) ◦ FT (ηA) = α ◦ εF T (A) ◦ FT (ηA) e portanto

ε(A,α) = ε(A,α) ◦ FT (α ◦ ηA) = ε(A,α) ◦ FT (α) ◦ FT (ηA) = α ◦ εF T (A) ◦ FT (ηA) = α.

Terminamos a seção revisitando dois exemplos de adjunções.

Exemplo 2.25. Considere a mônada T associada à adjunção (F , U,η, ε) de VectK.

Nesse caso, T (X ) = UF (X ) se refere ao conjunto das combinações lineares formais.

Dado um conjunto X, T 2(X ) é composto por combinações lineares da forma
∑

α∈T (X )

λαα.

Vejamos através de exemplos como µX se comporta. Por definição, εF (X ) é a avaliação

canônica, levando, por exemplo a combinação linear formal (2x + 3y) ∈ T 2(X ) em

2x + 3y ∈ T (X ). Nesse caso,

µX (2(2x + 3y )) = εF (X )(2(2x + 3y )) = 2εF (X )(2x + 3y ) = 2(2x + 3y ) = 4x + 6y .
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Em outras palavras, µX “distribui” os escalares de um elemento de T 2(X ) em cada

uma de suas respectivas combinações lineares em T (X ), essencialmente eliminando

um grau de abstração.

Exemplo 2.26. Considere agora a mônada T associada à adjunção (F , U,η, ε) da

categoria dos monoides em Set. Um elemento de T 2(X ) é uma palavra (α1, . . . ,αn) tal

que cada αi é uma palavra em X. Dessa maneira, um elemento de T 2(X ) tem a forma

((x11, . . . , x1k1
), (x21, . . . , x2k2

), . . . , (xn1, . . . , xnkn
)).

Uma maneira natural de levar esse elemento em T (X ) é eliminando os parênteses

internos, obtendo

(x11, . . . , x1k1
, x21, . . . , x2k2

, . . . , xn1, . . . , xnkn
).

De fato, µX é a função definida dessa forma, uma vez que a operação do monoide

F (M) é, precisamente, a concatenação (c.f. exemplo 2.8).

2.3 FUNTOR COMPARAÇÃO

Seja (T ,µT ,ηT ) uma mônada sobre C. Sabemos que existe uma categoria CT e

funtores UT : CT → C, FT : C → CT . Podemos definir εT : FT UT ⇒ IdCT por εT
X ,α = α

e com isso temos que (FT , UT ,ηT , εT ) é adjunção com mônada associada T . Podemos

questionar se existem outras adjunções (F , U,η, ε) tais que sua mônada associada é

T . Isso é equivalente a UF = T , η = ηT e µT = UεF . Sem, por hora, responder a esse

questionamento, estudaremos algumas propriedades de tais adjunções. Note que para

essa seção, usaremos (MACLANE, 1971) como referência.

Definição 2.27. Seja (T ,ηT ,µT ) uma mônada em C. Uma adjunção (F , U,η, ε) é dita

associada a T quando T , por sua vez, for a mônada associada a essa adjunção, isto

é, T = UF, µT = UεF e ηTη.

Definição 2.28. Sejam (F , U) e (F ′, U ′) adjunções associadas a uma mônada T , di-

gamos, F : C ⇒ D e F ′ : C ⇒ D′. Um morfismo de adjunções associadas a T entre

(F , U) e (F ′, U ′) é um funtor K : D ⇒ D′ tal que os seguintes diagramas comutam.

D

U

��

K

$$
C D′

U ′
oo

D

K

$$
C

F

OO

F ′
// D′
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KFU Kε +3 KIdD

F ′U

F ′U ′K
ε′K

+3 IdD′

Isto é, U ′K = U, KF = F ′ e Kε = ε′K .

Observação 2.29. Para um morfismo K : D → D de adjunções associadas a T ,

frequentemente escrevemos o seguinte diagrama:

D

U

��

K

��
C

F

OO

F ′
// D′

U ′
oo

Esse deve ser entendido como na definição acima, isto é, U ′K = U e KF = F ′.

Observação 2.30. Na definição anterior pedimos uma compatibilidade de K com F, U

e ε. Não foi exigida uma compatibilidade com η pois do fato que ambas as adjunções

são associadas com a mesma mônada segue que η = ηT = η′.

Exemplo 2.31. Seja (F , U,η, ε) uma adjunção associada à T com F : C → D. Então o

funtor identidade de D é um endomorfismo de (F , U,η, ε). De fato, UIdD = U, IdDF = F

e IdDε = εIdD.

Queremos definir uma categoria de adjunções associadas a uma mônada T

fixa. Já vimos quais são os morfismos e a identidade dessa categoria. Uma noção de

composição é dada de forma natural, através da composição de funtores.

Teorema 2.32. Sejam (F , U,η, ε), (F ′, U ′,η′, ε′) e (F ′′, U ′′,η′′, ε′′) adjunções associadas

a uma mônada T , com F : C → D, F ′ : C → D′ e F ′′ : C → D′′. Se K : D → D′ e

L : D′ → D′′ são morfismos de adjunções associadas a T , então LK também o é.

Demonstração. De fato,

U ′′LK = U ′K = U

LKF = LF ′ = F ′′

LKε = Lε′K = ε′′LK .

�
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Definição 2.33. Seja C uma categoria e T uma mônada sobre C. Definimos a categoria

Adj(T ) que tem como objetos as adjunções associadas à mônada T e como morfismos

os morfismos de adjunções associadas a T . A identidade e a composição são dadas

da forma usual.

Sabemos que a adjunção da categoria de Eilenberg-Moore é um objeto dessa

categoria (c.f. teorema 2.23 e teorema 2.24). Ao longo dessa sessão, provaremos que

tal adjunção é um objeto final e construiremos um objeto inicial.

Teorema 2.34. Dada uma mônada T , a adjunção associada à categoria de Eilenberg-

Moore CT é objeto final na categoria Adj(T ).

Demonstração. Seja (F , U,η, ε) uma adjunção associada a T com U : C → D. Cons-

truiremos passo a passo um funtor K : D → CT . Dado X objeto de D, consideremos um

possível funtor K : D → CT , com K (X ) = (K0(X ),αX ), que é morfismo de adjunções as-

sociadas a T . Verificaremos quais propriedades K deve satisfazer para então obtermos

uma definição apropriada. Queremos UT K (X ) = U(X ), isto é, K0(X ) = U(X ). Dessa

forma, αX : TU(X ) → U(X ). Mas temos que TU(X ) = UFU(X ). Defina αX = U (εX ).

Dessa forma, a definição do funtor é dada por K (X ) = (U(X ), U(εX )). Mostraremos que

U(εX ) é ação. Temos

αX ◦ T (αX ) = U (εX ) ◦ TU (εX ) = U(εX ) ◦ UFU(εX ).

Da naturalidade de ε no morfismo εX , εX ◦ FU(εX ) = εX ◦ εFU(X ). Temos

αX ◦ T (αX ) = U(εX ) ◦ U(εFU(X )) = U(εX ) ◦ µU(X ) = αx ◦ µUX
.

Para o diagrama de identidade, usamos o teorema 2.4:

αX ◦ ηU(X ) = U(εX ) ◦ ηU(X ) = idX .

Agora precisamos definir o valor de K nos morfismos. Considere h : X → Y

morfismo em D. Precisamos encontrar K (h) = ĥ : (U(X ),αx ) → (U(Y ),αY ), isto é,

ĥ : U(X ) → U(Y ) tal que ĥ ◦ αX = αY ◦ T (ĥ). É natural considerar ĥ = U(h). De fato,

U(h) ◦ αX = U(h) ◦ U(εX ) = U(h ◦ εX ).

Usando a naturalidade de ε no morfismo h, obtemos h ◦ εX = εY ◦ FU(h), logo

U(h) ◦ αX = U(εY ) ◦ UFU(h) = U(εY ) ◦ TU(h) = αY ◦ TU(h).

Agora provamos as propriedades funtoriais para K . Temos que

K (IdX ) = U(Idx ) = IdU(X ) = Id(U(X ),αX ),



Capítulo 2. Mônadas 50

do que foi visto na observação 2.19. Além disso,

K (h ◦ g) = U(h ◦ g) = U(h) ◦ U(g) = K (h) ◦ K (g),

provando que K é funtor.

Também, K é morfismo em Adj(T ). Tome X objeto de D, h morfismo de D, X ′

objeto de C e h′ morfismo de C. Observando que αF (X ′) = UεF (X ′) = µX ′ , temos

UT K (X ) = UT (U(X ),αX ) = U(X )

UT K (h) = UT U(h) = U(h)

KF (X ′) = (UF (X ′),αF (X ′)) = (T (X ′),µX ′) = FT (X ′)

KF (h′) = UF (h′) = T (h′) = UT FT (h′) = FT (h′)

Finalmente, temos que provar que K é único. Suponha que K ′ seja outro funtor

satisfazendo as propriedades desejadas, digamos, K ′(X ) = (K ′
0(X ),βX ). Então

K ′
0(X ) = UT K ′(X ) = U(X )

K ′(h) = UT K ′(h) = U(h) = K (h)

Falta mostrar que βX = αX = U(εX ). Para isso, note que da definição de morfismo de

álgebras de Eilenberg-Moore (e do fato que ações são morfismos) temos

βX ◦ TU(εX ) = U(εX ) ◦ µU(X ).

Transladando à direita por T (ηU(X )) obtemos

βX ◦ TU(εX ) ◦ T (ηU(X )) = U(εX ) ◦ µU(X ) ◦ T (ηU(X ))

Usando que U(εX ) ◦ ηU(X ) = id e µU(X ) ◦ T (ηU(X )) = id (respectivamente, teorema 2.4

e observação 2.12) obtemos βX = U(εX ), como desejado. �

Definição 2.35. Seja T uma mônada sobre C e (F , U,η, ε) uma adjunção associada a

T com U : C → D. Chamamos de funtor comparação o único funtor K : D → CT que é

morfismo em Adj(T ).

Agora, construiremos o objeto inicial da categoria Adj(T ). Observe o seguinte

diagrama, obtido pelo resultado do teorema anterior.

D

K

  

U

��
C

F

OO

F T
// CTUT

oo
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O funtor K não tem a necessidade de ser sobrejetor mas podemos obter algu-

mas informações sobre os objetos em sua imagem. Dado (A,α) = K (X ) objeto de CT ,

observe que A = UT K (X ) = U(X ). Por outro lado, dado A = U(X ) objeto de C, temos

A = UT K (X ), logo K (X ) é da forma (A,α). Concluímos que a imagem (nos objetos) de

K é formada pelos objetos da imagem de U com alguma estrutura. Dentre os possíveis

objetos da imagem de U, temos uma classe distinta deles: os que estão ainda na ima-

gem da mônada UF . Nesse caso, se A = UF (B) temos que KF (B) = FT (B) = (T (B),µB).

Em particular, A = T (B).

Pensando em K como uma forma de “ver” D dentro de CT , os objetos de CT

associados a algum dos de D incluem as álgebras de Eilenberg-Moore. Surge uma

pergunta natural: é possível garantir mais algum objeto? Para responder essa pergunta

na negativa (o que faremos), é preciso mostrar algum exemplo concreto no qual apenas

as álgebras livres estão na imagem de K . Para isso, consideramos a categoria formada

apenas por essas álgebras.

Definição 2.36. Seja (T ,µ,η) uma mônada sobre C. Definimos a categoria das álgebras

(de Eilenberg-Moore) livres dessa mônada como a subcategoria cheia de CT formada

pela álgebras de Eilenberg-Moore livres. Denotamos essa categoria por CT ∗

.

Existe um funtor inclusão óbvio, I : CT ∗

→ CT dado por I(A,α) = (A,α) e I(h) = h.

Além disso, podemos definir uma adjunção entre C e CT ∗

por

UT ∗

(T (A),µA) = UT (T (A),µA) = T (A);

FT ∗

(A) = FT (A) = (T (A),µA).

Que FT ∗

é adjunto a esquerda de UT ∗

com adjunção associada a T segue do fato que

FT o é em relação a UT . Observe que

UT I(T (A),µA) = UT (T (A),µA) = UT ∗

(T (A),µA)

e também

FT ∗

I(A) = FT ∗

(A) = FT (A).

Segue que a inclusão I é o funtor comparação relativo a CT ∗

. Ainda, a imagem de I é

formada por, precisamente, as álgebras de Eilenberg-Moore livres. Intuitivamente, se

F : C → D é adjunto à esquerda de U : D → C e essa adjunção é associada à mônada

T , cada objeto X de D corresponde a um de CT e, em particular, todos as álgebras

livres estão em correspondência com algum objeto de D. Ainda em termos intuitivos,

isso significa que podemos associar a cada objeto (T (A),µA) de CT um objeto de

D. Isso pode resultar em um problema: nada garante que a igualdade (T (A),µA) =

(T (B),µB) implique em A = B.
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Para evitar esse problema, definimos uma nova categoria CT onde cada objeto

represente um (T (A),µA) com a diferença de que há distinção entre os objetos re-

presentando (T (A),µA) e (T (B),µB), caso A 6= B. A melhor forma de se fazer isso é

associar os objetos de CT aos de C de maneira injetora. Melhor ainda, C0
T = C0.

Quanto aos morfismos, note que dado h : (T (A),µA) → (T (B),µB) temos, em

particular, h : T (A) → T (B). Disso, segue que h ◦ ηA : A → T (B). Morfismos desse

tipo são “especiais” pois como T (B) = UT FT (B), dado g : A → T (B) podemos en-

contrar um morfismo T (g) : T (A) → T 2(B). Disso, obtemos µB ◦ T (g) : T (A) → T (B).

Vemos que há uma relação entre HomC(A, T (B)) e HomCT (FT (A), FT (B)). Iremos de-

finir HomCT
(A, B) = HomC(A, T (B)). Para tornar a notação mais curta, denotaremos

HomCT
= HomT .

Para motivar a composição e a identidade em CT , olharemos para as mesmas

em CT ∗

. A identidade idF (X ) : F (X ) → F (X ) corresponde a idF (X ) ◦ηX = ηX , o que será

a morfismo identidade de X em relação à categoria CT . A composição é mais difícil

de motivar, para g : X → T (Y ), h : Y → T (Z ) morfismos temos os morfismos de CT ∗

associados,

µY ◦ T (g) : T (X ) → T (Y );

µZ ◦ T (h) : T (Y ) → T (Z ).

Fazendo a composição, obtemos µZ ◦ T (h) ◦ µY ◦ T (g). Este está associado a

µZ ◦ T (h) ◦ µY ◦ T (g) ◦ ηX = µZ ◦ T (h) ◦ µY ◦ ηT (Y ) ◦ g = µZ ◦ T (h) ◦ g,

que será definido como a composição em CT . Damos a definição formalmente abaixo.

Definição 2.37. (KLEISLI, 1965) Seja (T ,µ,η) uma mônada sobre C. Defina a categoria

de Kleisli CT dessa mônada como segue. Os objetos de CT são os objetos de C e a

classe de morfismos HomCT
(A, B) = HomT (A, B) é dada por HomC(A, T (B)). Para A ∈ C,

definimos a identidade em A como ηT
A e para g ∈ HomT (X , Y ) e h ∈ HomT (Y , Z ),

definimos a composição h • g = µT
Z ◦ T (h) ◦ g.

Observamos que a definição acima é, de fato, uma categoria. Para h : X → Y

temos

ηT
Y • h = µT

Y ◦ T (ηT
Y ) ◦ h = h;

h • ηT
X = µT

Y ◦ T (h) ◦ ηT
X = µT

Y ◦ ηT
T (Y ) ◦ h = h.

Além disso, se f : X → T (Y ), g : Y → T (Z ) e h : Z → T (W ) são morfismos,

(h • g) • f = (µT
W ◦ T (h) ◦ g) • f = µT

W ◦ T (µT
W ) ◦ T 2(h) ◦ T (g) ◦ f .

Segue da associatividade de µT que µT
W ◦ T (µT

W ) = µT
W ◦ µT

T (W ). Temos

(h • g) • f = µT
W ◦ µT

T (W ) ◦ T 2(H) ◦ T (g) ◦ f .
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Da naturalidade de µ, µT
T (W ) ◦ T 2(h) = T (h) ◦ µZ e temos

(h • g) • f = µT
W ◦ T (h) ◦ µT

Z ◦ T (g) ◦ f = h • (µT
Z ◦ T (g) ◦ f ) = h • (g • f ).

Isso mostra que a categoria de Kleisli é, de fato, uma categoria.

Mais ainda, dessa essa categoria temos uma adjunção associada à mônada

T . Assim, precisamos definir os funtores FT : C → CT e UT : CT → C. Considere

um objeto A. Lembramos que na categoria de Kleisli A representa intuitivamente, na

verdade, a álgebra livre (T (A),µT
A ). Definimos então UT (A) = T (A). Dado um morfismo

h : A → T (B), precisamos encontrar UT (h) : T (A) → T (B). Isso já foi feito, temos que

considerar UT (h) = µT
B ◦ T (h).

O funtor FT é definido com um raciocínio similar. Considere um objeto A em C.

Intuitivamente, esse deve ser levado no representante de (T (A),µT
A ) em CT , em outras

palavras, FT (A) = A. Para um morfismo f : A → B, levamos esse no representante de

T (f ) : T (A) → T (B), isto é, FT (f ) = T (f ) ◦ ηT
A : A → T (B). Precisamos provar que essa

estrutura cumpre seu propósito.

Teorema 2.38. Seja (T ,µT ,ηT ) uma mônada em C. Então FT é adjunto à esquerda

de UT . Além disso, a mônada dessa adjunção é T .

Demonstração. Considere ηT
A : A → T (A) = UT FT (A) e idT (A) : T (A) → T (A), ob-

servando que idT (A) ∈ HomT (FT UT (A), A). Essas são a unidade e a counidade da

adjunção, como provaremos. Já sabemos que ηT é natural. No caso de idT , queremos

mostrar que esta é natural na categoria de Kleisli. Considere h : A → T (B) um mor-

fismo. Temos que mostrar que o seguinte diagrama comuta, no qual as setas onduladas

representam morfismos em CT .

T (A)
idT (A) //

T (h)

��

A

h

��
T (B)

idT (B)

// B

Isso é, idT (B) • T (h) = h • idT (A). De fato,

idT (B) • T (h) = µT
B ◦ T (idT (B)) ◦ T (h) = µT

B ◦ T (h) = µT
B ◦ T (h) ◦ idT (A) = h • idT (A).

Usamos o Teorema 2.9 para mostrar que temos uma adjunção.
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idTFT (A) • FT (ηT
A ) = idT (A) •

(
ηT

T (A) ◦ η
T
A

)

= µT
A ◦ T (idT (A)) ◦ η

T
T (A) ◦ ηA

= µT
A ◦ ηT

T (A) ◦ η
T
A = ηT

A

= T (idA) ◦ ηT
A = FT (idA)

UT (idT (A)) ◦ η
T
UT (A) = µT

A ◦ T (idT (A)) ◦ η
T
T (A)

= µT
A ◦ ηT

T (A) = idT (A)

= idUT (A) = UT (idA)

Que UT FT (A) = T (A) é claro. Se f : A → B é morfismo,

UT FT (f ) = UT (T (f ) ◦ ηT
A ) = µT

B ◦ T 2(f ) ◦ T (ηT
A ) = T (f ) ◦ µT

A ◦ T (ηT
A ) = T (f ).

Disso, segue o resultado. �

A categoria de Kleisli é o lugar correto para se provar o teorema de comparação

dual, isto é, a existência de um objeto inicial na categoria Adj(T ).

Teorema 2.39. Considere categorias C e D, funtores F : C → D e U : D → C e uma

mônada T sobre C de forma que F seja adjunto à esquerda de U e que essa adjunção

seja associada a T . Então existe um único funtor I : CT → D que é morfismo de

adjunções associadas a T .

CT

I

  

UT

��
C

FT

OO

F
// D

Uoo

Demonstração. Considere A um objeto de CT . Então A é um objeto de C e logo

F (A) ∈ D0. Defina I(A) = F (A). Ainda, dado um morfismo h ∈ HomT (A, B), isto é,

h : A → T (B) = UF (B), usamos que F é adjunto à esquerda de U para obter um

morfismo I(h) : F (A) → F (B). Lembramos que I(h) = Φ–1
F (B),A(h) = εF (B) ◦ F (h).

Provamos primeiro que I é funtor. De fato, I(ηA) = εF (A) ◦ F (ηA) = idF (A). Além

disso, dados h : A → T (B) e g : B → T (C), temos

I(g • h) = εF (C) ◦ F (g • h) = εF (C) ◦ F (µC) ◦ FT (g) ◦ F (h).

Observe que da naturalidade de ε segue que

εF (C) ◦ F (µC) = εF (C) ◦ FU(εF (C)) = εF (C) ◦ εFUF (C);

εFUF (C) ◦ FT (g) = εFUF (C) ◦ FUF (g) = F (g) ◦ εF (B).
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Aplicando isso, obtemos

I(g • h) = εF (C) ◦ F (g) ◦ εF (B) ◦ F (h) = I(g) ◦ I(h).

Segue que I é funtor. Mostramos então que I é morfismo de adjunções associa-

das a T . Nos objetos,

UI(A) = UF (A) = T (A) = UT (A);

IFT (A) = I(A) = F (A).

Por outro lado, dado um morfismo h : A → T (B),

UI(h) = U(εF (B)) ◦ UF (h) = µB ◦ UF (h) = µT
B ◦ T (h) = UT (h)

Para o outro lado, considere morfismo f : A → B. Temos

IFT (f ) = I(T (f ) ◦ ηA) = εFT (B) ◦ FT (f ) ◦ F (ηA) = εFT (B) ◦ FUF (f ) ◦ F (ηA).

Usando a naturalidade de ε,

IFT (f ) = F (f ) ◦ εF (A) ◦ F (ηA) = F (f ).

Finalmente, precisamos provar a unicidade. Suponha que I′ : CT → D seja outro

morfismo de adjunções associadas à T . Temos

I(A) = F (A) = I′FT (A) = I′(A).

para todo objeto A. Por outro lado, se h : A → B é morfismo temos

I(h) = εF (B) ◦ F (h) = εF (B) ◦ I′FT (h) = εF (B) ◦ I′(T (h) ◦ ηA).

Da naturalidade de η,

I(h) = εF (B) ◦ I′(ηT (B) ◦ h). (12)

Temos como objetivo mostrar que I′(ηT (B) ◦ h) = F (ηB) ◦ I′(h). Para isso, note

inicialmente que da naturalidade de η, T (ηB) ◦ ηB = ηT (B) ◦ ηB, logo

T 2(ηB) ◦ T (ηB) = T (ηT (B)) ◦ T (ηB).

Agora,

F (ηB) ◦ I′(h) = I′FT (ηB) ◦ I′(h) = I′(FT (ηB) • I′(h))

= I′(µT (B)) ◦ T 2(ηB) ◦ T (ηB) ◦ h) = I′(µT (B) ◦ T (ηT (B)) ◦ T (ηB) ◦ h).
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Como µT (B) ◦ T (ηT (B) = idT (B) = µT (B) ◦ ηT 2(B), podemos escrever

F (ηB) ◦ I′(h) = I′(µT (B) ◦ ηT 2(B) ◦ TηB ◦ h).

Segue da naturalidade de η aplicada ao morfismo T (ηB) que

T 2(ηB) ◦ ηT (B) = ηT 2(B) ◦ T (ηB).

Isso pode ser substituído na equação acima para obter

F (ηB) ◦ I′(h) = I′(µT (B) ◦ T 2(ηB) ◦ ηT (B) ◦ h) = I′(T (ηB) • (ηT (B) ◦ h)) = I′(ηT (B) ◦ h),

pois T (ηB) = ηT (B) é a identidade de T (B) em CT . Provamos então que I′(ηT (B) ◦ h) =

F (ηB) ◦ I′(h). Substituindo na equação 12,

I(h) = εF (B) ◦ I′(ηT (B) ◦ h) = εF (B) ◦ F (ηB) ◦ I′(h) = I′(h).

Concluímos que I = I′ e portanto CT é objeto inicial. �

Sintetizando os resultados principais dessa sessão, dada uma categoria C, uma

mônada T sobre C e uma adjunção (F , U,η, ε) associada a T , temos dois morfismos

em Adj(T ), representados pelo diagrama abaixo.

CT
I //

UT

��

D
K //

U

��

CT

UT

��
C

FT

__

F

OO

F T

??

Note também que a composição KI : CT → CT é o funtor comparação de CT .



57

3 COEQUALIZADORES E TEOREMA DE BECK

Faremos uma digressão do assunto atual para provar o teorema de Beck (c.f.

teorema 3.14). Esse teorema caracteriza álgebras de Eilenberg-Moore (a menos de iso-

morfismo em Adj(T )) utilizando criação de coequalizadores especiais. Tomamos como

referência (LANDRY; MARQUIS, 2005) mas observamos que o mesmo resultado pode

ser encontrado em (MACLANE, 1971), que já usamos como referência anteriormente.

Definição 3.1. Seja C uma categoria. Dois morfismos g e h são ditos paralelos se eles

tem o mesmo domínio e contra-domínio.

Definição 3.2. Sejam g, h : X → Y morfismos paralelos. Uma forquilha de g e h é um

objeto Z com um morfismo c : Y :→ Z tal que c ◦ g = c ◦ h.

X
g //

h
// Y c // Z

Observação 3.3. Em alguns casos, é conveniente pensar no diagrama da forquilha

como abaixo.

X
g //

h

��

Y

c

��
Y c

// Z

Exemplo 3.4. Seja (A,α) uma álgebra de Eilenberg-Moore sobre T . Então (A,α) é

forquilha de µA e T (α). De fato, o diagrama de associatividade de α é a diagrama de

forquilha acima.

T 2(A)
µA //

T (α)

��

T (A)

α

��
T (A)

α
// A

Uma forquilha é formada por um objeto (Z ) com uma estrutura (c). Podemos

pensar em morfismos entre forquilhas como morfismos entre os objetos base que

preservam essa estrutura. Isso resultará em uma categoria, como veremos mais preci-

samente abaixo.

Teorema 3.5. Sejam g e h morfismos paralelos. Podemos definir uma categoria

Fork(f , g) cujos objetos são forquilhas de g e h e dados objetos (Z , c) e (Z ′, c′), um
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morfismo entre esses é um morfismo ϕ : Z → Z ′ tal que ϕ ◦ c = c′. A composição e a

unidade são tais como em C.

Z

ϕ

��

X
g //

h
// Y

c
88

c′

&&
Z ′

Demonstração. Note que se (Z , c), (Z ′, c′) e (Z ′′, c′′) são forquilhas com ϕ : Z → Z ′ e

ψ : Z ′ → Z ′′ morfismos de forquilha temos ψ ◦ϕ ◦ c = ψ ◦ c′ ◦ϕ = c′′ ◦ψ ◦ϕ. Disso, a

composição está bem definida. Ainda, idZ ◦ c = c, logo idZ é morfismo de forquilhas.

Segue direto das propriedades da composição em C a associatividade e que idZ é

identidade. �

Definição 3.6. Sejam g, h : X → Y morfismos paralelos em uma categoria C.

1. Um coequalizador de g e h é um objeto inicial na categoria Fork(g, h).

2. Um coequalizador absoluto de g e h é uma forquilha (K, c) tal que para toda

categoria D e todo funtor F : C → D, (F (K), F (c)) é um coequalizador de F (g) e

F (h).

3. Um coequalizador cindido de g e h é uma forquilha (K, c) junto com morfismos

i : Y → X e j : K → Y tais que g ◦ i = idY , c ◦ j = idK e o seguinte diagrama

comuta:

Y i //

c

��

X
g //

h

��

Y

c

��
K

j
// Y c

// K

A comutatividade deste diagrama é equivalente às equações

j ◦ c = h ◦ i ;

c ◦ h = c ◦ g.
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Alternativamente, o diagrama abaixo comuta.

Y i //

c

��

idY

%%
X

g //

h

��

Y

c

��
K

j
//

idK

99Y c
// K

Chamamos o par (i , j) de cisão de (K, c) em relação a g e h.

Exemplo 3.7. A forquilha (A,α) de uma álgebra de Eilenberg-Moore é um coequaliza-

dor cindido. De fato, considere i = ηT (A) e j = ηA.

T (A)
ηT (A) //

α

��

T 2(A)
µA //

T (α)

��

T (A)

α

��
A

ηA
// T (A)

α
// A

Como visto no exemplo 3.4, o quadrado da direita comuta. Por outro lado, o quadrado

da esquerda comuta pela naturalidade de η aplicado no morfismo α.

Teorema 3.8. Todo coequalizador absoluto é um coequalizador. Todo coequalizador

cindido é um coequalizador absoluto.

Demonstração. Seja (K, c) um coequalizador absoluto. Então podemos tomar o funtor

IdC e concluir que (K, c) é coequalizador.

Seja (K, c, i , j) um coequalizador cindido. Mostramos inicialmente que (K, c, i , j)

é um coequalizador. Considere (Z , d) forquilha de g e h.

Y i //

c

��

X
g //

h

��

Y

c

��
d

��

K
j

// Y c
//

d
))

K

ϕ=d◦j
��
Z

Defina ϕ = d ◦ j . Temos ϕ ◦ c = d ◦ j ◦ c = d , logo ϕ é morfismo de forquilhas.

Ainda, se ψ : K → Z é morfismo de forquilha, temos ψ = j ◦c◦ψ = j ◦d = ϕ. Concluímos

que (K, c) é coequalizador.
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Agora provamos que dado um funtor F : C → D, (F (K), F (c), F (i), F (j)) é coe-

qualizador cindido de F (g) e F (h). De fato,

F (g) ◦ F (i) = F (g ◦ i) = F (idY ) = idF (Y );

F (c) ◦ F (j) = F (c ◦ j) = F (idK) = idF (K);

F (j) ◦ F (c) = F (j ◦ c) = F (h ◦ i) = F (h) ◦ F (i);

F (c) ◦ F (h) = F (c ◦ h) = F (c ◦ g) = F (c) ◦ F (g).

Segue dessas propriedades que (K, c) é coequalizador absoluto. De fato, como

(F (K), F (c), F (i), F (j)) é coequalizador cindido segue que (F (K), F (c)) é coequalizador.

�

Teorema 3.9. Sejam g, h : X → Y morfismos paralelos em uma categoria C. Se (K, c) e

(K′, c′) são coequalizadores de g e h, então as seguintes afirmações são verdadeiras:

1. Existe um único isomorfismo de forquilhas ϕ entre (K, c) e (K′, c′).

2. Reciprocamente, se (K, c) é isomorfo a uma forquilha (Z , d), então (Z , d) é coe-

qualizador.

3. Se (K, c) é absoluto, então (K′, c′) também o é.

4. Se (i , j) é uma cisão de (K, c), então (i , j ◦ϕ–1) é uma cisão de (K′, c′).

Demonstração. Os dois primeiros itens seguem da definição de coequalizadores como

objetos iniciais de Fork(g, h). Suponha que (K, c) seja absoluto.

Dado um funtor F : C → D, temos que F (ϕ) : F (K) → F (K′) é isomorfismo

(em D). Mais ainda, F (ϕ) ◦ F (c) = F (ϕ ◦ c) = F (c′) logo F (ϕ) é isomorfismo em

Fork(F (g), F (h)). Mas (F (K), F (c)) é coequalizador e portanto, do item 2, (F (K′), F (c′))

também o é. Como F foi arbitrário, (K′, c′) é absoluto, provando o item 3.

Finalmente, segue de que ϕ é isomorfismo de forquilhas que g ◦ i = idY além

de que

c′ ◦ (j ◦ϕ–1) = ϕ ◦ c ◦ j ◦ϕ–1 = ϕ ◦ϕ–1 = idK′ ;

(j ◦ϕ–1) ◦ c′ = j ◦ϕ–1 ◦ϕ ◦ c = j ◦ c = h ◦ i ;

c′ ◦ h = ϕ ◦ c ◦ h = ϕ ◦ c ◦ g = c′ ◦ g.

�

Observação 3.10. Devido a esse teorema, podemos falar em um par de morfismos

paralelos possuir coequalizadores absolutos e cindidos sem necessariamente espe-

cificar qual. Além disso, podemos falar simplesmente “o coequalizador” uma vez que

quaisquer deles são isomorfos.
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Teorema 3.11. Sejam C e D categorias, F : C → D um isomorfismo de categorias, g e

h morfismos paralelos em C e (K, c) um coequalizador de g e h. Então (F (K), F (c)) é

coequalizador de F (g) e F (h). Se (K, c) é absoluto, então (F (K), F (c)) também o é.

Demonstração. Considere (Z , d) uma forquilha de F (g) e F (h). Então

d ◦ F (g) = d ◦ F (h) =⇒ F–1(d) ◦ g = F–1(d) ◦ h.

Disso, existe um único ϕ : K → F–1(Z ) morfismo de forquilha. Temos que

ϕ ◦ c = F–1(d) =⇒ F (ϕ) ◦ F (c) = d ,

logo F (ϕ) é um morfismo de forquilhas. Ainda, se ψ : F (K) → Z é outro morfismo

de forquilha, então F–1(ψ) : K → F–1(Z ) também o é. Como K é coequalizador,

F–1(ψ) = ϕ, isto é, ψ = F (ϕ).

Agora suponha que (K, c) seja absoluto. Então dado um funtor G : D → E ,

temos que GF : C → E e por consequência, (GF (K), GF (c)) é coequalizador. Segue

que (F (K), F (c)) é absoluto. �

Definição 3.12. Seja F : C → D um funtor. Dizemos que F cria coequalizadores para

um par paralelo g, h : X → Y quando dado um coequalizador (K, c) de F (g) e F (h),

existe um único (Z , e) coequalizador de g e h tal que F (Z ) = K e F (e) = c.

Teorema 3.13. Seja T uma mônada em C. Então of funtor esquecimento UT cria

coequalizadores para todo par g, h : (A,α) → (B,β) de morfismos paralelos tais que g

e h admitem coequalizador absoluto em C.

Demonstração. Considere (K, c) um coequalizador absoluto de g e h em C. Precisa-

mos encontrar o objeto Z e o morfismo e : (B,β) → Z satisfazendo UT (Z ) = K e

e = UT (e) = c. Isso significa encontrar uma ação κ : T (K) → K tal que c : B → K seja

morfismo em CT . Considere o seguinte diagrama:

T (K)

κ

��

T (A)
T (g) //

T (h)
// T (B)

T (c)

;;

β !!
B

c ""
K

Como c é coequalizador de g e h temos c ◦g = c ◦h e como g e h são morfismos

em CT temos β ◦ T (g) = g ◦ α e β ◦ T (h)=h ◦ α. Disso,

c ◦ β ◦ T (g) = c ◦ g ◦ α = c ◦ h ◦ α = c ◦ β ◦ T (h).
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Mas (K, c) é absoluto então (T (K), T (c)) é coequalizador e existe um único

κ : T (K) → K tal que

κ ◦ T (c) = c ◦ β. (13)

Agora, provamos que κ ◦ µK = κ ◦ T (κ). Novamente, (K, c) é absoluto logo(
T 2(K), T 2(c)

)
é coequalizador. Temos o seguinte diagrama:

T 2(K)

κ◦µK

��

κ◦T (κ)

��

T 2(A)
T 2(g) //

T 2(h)
// T 2(B)

T 2(c)

<<

c◦β◦T (β)

##
K

Podemos mostrar a equação desejada mostrando que ambos os termos são morfismos

de forquilhas. Primeiro precisamos mostrar que (K, c ◦ β ◦ T (β)) é forquilha. Temos

c ◦ β ◦ T (β) ◦ T 2(g) = c ◦ β ◦ T (β ◦ T (g)) = c ◦ β ◦ T (g ◦ α) = c ◦ g ◦ α ◦ T (α)

= c ◦ h ◦ α ◦ T (α) = c ◦ β ◦ T (h) ◦ T (α) = c ◦ β ◦ T (β) ◦ T 2(h).

Agora, mostramos que κ ◦ µK é morfismo de forquilha. Note que da naturali-

dade de µK no morfismo c temos µK ◦ T 2(c) = T (c) ◦ µB e ainda, como β é ação,

β ◦ µB = β ◦ T (β).

κ ◦ µK ◦ T 2(c) = κ ◦ T (c) ◦ µB
(13)
= c ◦ β ◦ µB = c ◦ β ◦ T (β).

Também precisamos mostrar que κ ◦ T (κ) é morfismo de forquilha.

κ ◦ T (κ) ◦ T 2(c) = κ ◦ T (κ ◦ T (c))
(13)
= κ ◦ T (c ◦ β)

= κ ◦ T (c) ◦ T (β)
(13)
= c ◦ β ◦ T (β).

Como (T 2(K), T 2(κ)) é coequalizador, concluímos que κ ◦ µK = κ ◦ T (κ), isto é, κ é

ação. Ainda, a equação 13 mostra que c é morfismo em CT . Para mostrar a unicidade,

seja κ′ outra ação tal que c é morfismo em CT , isto é, κ′ ◦ T (c) = c ◦ β. Mas como

(T (K), T (c)) é coequalizador, (K, c ◦ β) é forquilha e ambos κ e κ′ são morfismos de

forquilhas concluímos que κ = κ′.
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Falta mostrar que ((K, κ), c) é coequalizador. Considere uma forquilha ((Z , ζ), d).

(K, κ)

ϕ

��

(A,α)
g //

h
// (B,β)

c
66

d ((
(Z , ζ)

Como (K, c) é coequalizador, existe um único morfismo ϕ em C comutando o diagrama.

Se mostrarmos que ϕ também é morfismo em CT provamos o teorema. Para isso

usaremos o diagrama abaixo.

T (K)

ζ◦T (ϕ)

��

ϕ◦κ

��

T (A)
T (g) //

T (h)
// T (B)

T (c)
77

d◦β
(( Z

Como (Z , d) é forquilha e g e h são morfismos,

d ◦ β ◦ T (g) = d ◦ g ◦ α = d ◦ h ◦ α = d ◦ β ◦ T (h).

De (T (K), T (c)) coequalizador, existe um único morfismo de forquilhas de T (K) para

Z . Por um lado, usando que ϕ é morfismo de forquilhas e que d é morfismo em CT

obtemos

ζ ◦ T (ϕ) ◦ T (c) = ζ ◦ T (d) = d ◦ β.

Por outro lado, usando que c é morfismo em CT e novamente que ϕ é morfismo de

forquilhas,

ϕ ◦ κ ◦ T (c) = ϕ ◦ c ◦ β = d ◦ β.

Concluímos que ζ ◦ T (ϕ) = ϕ ◦ κ. �

Teorema 3.14 (Teorema de Beck). Seja T uma mônada e (F , U,η, ε) uma adjunção

associada (digamos, F : C → D) com funtor comparação K : D → CT . Então são

equivalentes:

1. K é inversível (em Adj(T ));

2. U cria coequalizadores para todo par g, h : A → B de morfismos paralelos em D

tais que U(g) e U(h) admitem coequalizadores absolutos.
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3. U cria coequalizadores para todo par g, h : A → B de morfismos paralelos em D

tais que U(g) e U(h) admitem coequalizadores cindidos.

Demonstração. Suponha que K seja inversível. Se g e h são um par de morfismos

paralelos como os do item 2, suponha que (K, c) seja coequalizador absoluto de U(g) =

UT K (g) e U(h) = UT K (h). Do teorema 3.13, existe uma única ação κ : T (K) → K tal

que c seja morfismo em CT e além disso, ((K, κ), c) é coequalizador de K (g) e K (h).

Denote K̂ = K –1((K, κ)). Temos que

U(K̂) = UT K (K̂) = UT ((K, κ)) = K;

UK –1(c) = KK –1(c) = c.

Além disso, se K′ é objeto de D satisfazendo U(K′) = K e c′ : B → K′ é morfismo

satisfazendo U(c′) = c, temos

K = U(K′) = UT K (K′);

c = U(c′) = UT K (c′).

Da unicidade na definição 3.12, K (K′) = (K, κ) e K (c′) = c. Disso,

K′ = K –1((K, κ)) = K̂;

c′ = K –1(c).

Em outras palavras, provamos que existe um único par
(
K̂, K –1(c)

)
tal que U(K̂) = K

e UK –1(c) = c. Falta mostrar que esse par é um coequalizador de g e h. De fato, do

teorema 3.11,
(
K̂, K –1(c)

)
é coequalizador de K –1K (g) = g e K –1K (h) = h.

Suponha agora que o item 2 seja verdadeiro. Como todo coequalizador cindido

é absoluto, segue o item 3.

Finalmente, suponha que o item 3 seja verdadeiro. Precisamos definir um funtor

L : CT → D inverso de K . Seja (A,α) uma álgebra de Eilenberg-Moore. Para definir

(L((A,α)), basta encontrar um coequalizador cindido em C de morfismos da forma U(g)

e U(h). Lembrando do exemplo 3.7, (A,α,ηT (A),ηA) é coequalizador cindido de µA e

T (α). Mas de T = UF e µ = UεF , temos que (A,α) coequaliza U(εF (A)) e UF (α). Como

este é cindido, existem únicos Â e α̂ tais que U(Â) = A e U(α̂) = α. Além disso, (Â, α̂)

é coequalizador de εF (A) e F (α). Defina L((A,α)) = Â. Falta definir L nos morfismos.

Seja h : (A,α) → (B,β) um morfismo. Observe que β̂ ◦ F (h) é morfismo de F (A) em B̂.
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Mostraremos que este é uma forquilha.

Â

L(h)

��

FT (A)
εF (A) //

F (α)
// F (A)

α̂

::

F (h) ##
F (B)

β̂ !!
B̂

Para isso, note que de h morfismo temos h ◦ α = β ◦ T (h) e da naturalidade de ε em

F (h) temos εF (B) ◦ FT (h) = εF (B) ◦ FUF (h) = F (h) ◦ εF (A).

β̂ ◦ F (h) ◦ F (α) = β̂ ◦ F (h ◦ α) = β̂ ◦ F (β ◦ T (h))

= β̂ ◦ F (β) ◦ FT (h) = β̂ ◦ εF (B) ◦ FT (h) = β̂ ◦ FT (h) ◦ εF (A).

Como (Â, α̂) é coequalizador, exite um único morfismo, que definiremos como L(h) :

Â → B̂, tal que L(h) ◦ α̂ = β̂ ◦ F (h). Considere h : (A,α) → (B,β) e g : (B,β) → (C,γ)

morfismos. Queremos mostrar que L(g ◦h) = L(g)◦L(h). Note que L(g ◦h) é o morfismo

universal do um coequalizador logo, basta mostrar que L(g)◦L(h) comuta um diagrama

análogo.

Â

L(h)

��

L(g◦h)

��

F (A)

α̂

88

β◦F (h)
&&

F (h)

��

B̂

L(g)

��

F (B)

β̂

88

γ◦F (g)
&&
Ĉ

Mais precisamente, L(g ◦ h) é o único morfismo satisfazendo L(g ◦ h) ◦ α̂ = γ ◦ F (g ◦ h).

Mas temos

L(g) ◦ L(h) ◦ α̂ = L(g) ◦ β ◦ F (h) = γ ◦ F (g) ◦ F (h) = γ ◦ F (g ◦ h).

Segue que L(g) ◦ L(h) = L(g ◦ h). Antes de mostrar que L(idA) = id
Â

mostraremos que

KL = IdCT e LK = IdD. De fato,

LK (X ) = L((U(X ), U(εX ))) = Û(X )
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Temos que U(X ) = U(X ). Mas da definição 3.12, o único objeto com essa propriedade

é Û(X ). Concluímos que Û(X ) = X . Observe também que Û(εX ) é o único morfismo

satisfazendo U
(

Û(εX )
)

= U(εX ) e portanto, concluímos que Û(εX ) = εX . Agora consi-

dere h : X → Y morfismo. Temos

h ◦ Û(εX ) = h ◦ εX = εY ◦ FU(h) = Û(εY ) ◦ FK (h).

Mas LK (h) é o único morfismo que satisfaz tal propriedade (definição de L para morfis-

mos), logo LK (h) = h. Concluímos que LK = IdD.

Para mostrar que KL = IdCT , note que KL((A,α)) = K (Â) =
(

U(Â), U(ε
Â

)
)

. Sabe-

mos que U(Â) = A. Basta mostrar que U(ε
Â

) = α. Lembrando do teorema 2.4, temos

que U(ε
Â

) ◦ η
U(Â)

= id
U(Â)

, em outras palavras, U(ε
Â

) ◦ ηA = idA. Aplicando α à direita

em ambos os lados e usando que ηA ◦ α = idT (A),

U(ε
Â

) = U(ε
Â

) ◦ ηA ◦ α = α.

Disso, KL((A,α)) = (A,α). Para morfismos, considere h : (A,α) → (B,β). Lembremos

do seguinte diagrama.

Â

L(h)

��

FT (A)
εF (A) //

F (α)
// F (A)

α̂

::

F (h) ##
F (B)

β̂ !!
B̂

Este diagrama, que comuta pela definição de L, pode ser transladado por U para

obtermos o seguinte diagrama comutativo.

A

UL(h)

��

T 2(A)
µA //

T (α)
// T (A)

α

::

T (h) ##
T (B)

β !!
B
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Como (A,α) é um coequalizador, UL(h) é o único morfismo satisfazendo UL(h) ◦ α =

β ◦ T (h). Mas da definição de morfismo em CT , h ◦ α = β ◦ T (h). Concluímos que

h = UL(h) = KL(h). Temos agora que KL = IdCT .

Lembrando que ainda não mostramos que L é funtor. Provamos anteriormente

que F (g ◦ h) = F (g) ◦ F (h) e portanto falta apenas mostrar que para todo (A,α) objeto

de CT , L(id(A,α)) = id
Â

. De fato, notando que K (Â) = KL ((A,α)) = (A,α),

L(id(A,α)) = L(id
K (Â)

) = LK (id
Â

) = id
Â

.

�
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4 LEVANTAMENTO

Voltamos agora a falar de mônadas. Dada uma mônada T sobre C, queremos

transportar conceitos de C para CT de forma que o funtor UT os preserve. O mais

simples é dado um objeto X ∈ C, encontrar um objeto X ′ ∈ CT tal que UT (X ′) = X .

Isso é equivalente a encontrar α : T (X ) → X tal que α é ação. De fato, nesse caso,

X ′ = (X ,α). Para outros conceitos a caracterização será mais complicada. O conceito

em CT que é preservado pelo funtor esquecimento é chamado de levantamento do

original. Esse capitulo é dedicado a provar três desses, um para funtores, um para

transformações naturais e um para adjunções. No capitulo 6 daremos também o levan-

tamento de uma estrutura monoidal e de uma estrutura fechada. A referência utilizada

nesse capitulo é (BÖHM, 2018).

Teorema 4.1. Considere mônadas (T1,µ1,η1) sobre uma categoria C1 e (T2,µ2,η2)

sobre uma categoria C2 e G : C1 → C2 um funtor. Então existe uma correspondência

biunívoca entre:

1. Funtores Ĝ : CT1
1 → CT2

2 tal que o diagrama abaixo comuta.

CT1
1

Ĝ //

UT1

��

CT2
2

UT2

��
C1 G

// C2

2. Transformações naturais γ : T2G ⇒ GT1 tal que os diagramas abaixo comutam.

G
η2G +3

Gη1

��

T2G

γ

��
GT1

T 2
2 G

T2γ +3

µ2G

��

T2GT1
γT1 +3 GT 2

1

Gµ1

��
T2G

γ
+3 GT1

Demonstração. Inicialmente, faremos algumas considerações a respeito do primeiro

diagrama. Em termos equacionais temos que UT2
◦ Ĝ = G ◦ UT1

. Aplicando em um

objeto (A,α) de CT
1 obtemos

UT2
◦ Ĝ((A,α)) = G ◦ UT1

((A,α)) = G(A).

Como Ĝ((A,α)) é objeto de CT2
2 , ele é formado por um objeto de C2 com uma ál-

gebra de Eilenberg-Moore sobre T2. Por definição de UT2
, esse objeto é UT2

◦Ĝ((A,α)),
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isto é, Ĝ((A,α)) = (G(A), ξA,α) para alguma ação ξA,α : T2(G(A)) → G(A). Agora, con-

sidere outro objeto (B,β) de CT1
1 e um morfismo h : A → B que também é morfismo

entre (A,α) e (A,β). Do diagrama, temos

Ĝ(h) = UT2
◦ Ĝ(h) = G ◦ UT1

(h) = G(h)

Reciprocamente, se Ĝ é um funtor satisfazendo Ĝ((A,α)) = (G(A), ξA,α) para

algum ξA,α : T2G(A) → G(A) e Ĝ(h) = G(h), temos que o diagrama comuta. Ainda

supondo a existência de Ĝ, temos que ξ é transformação natural, mais especificamente,

ξ : T2Ĝ ⇒ Ĝ. Note que de fato ξA,α é morfismo em CT2
2 pois é uma ação (exemplo

2.22). Ainda, dado h : (A,α) → (B,β), temos que Ĝ(h) é morfismo, pois Ĝ é funtor.

Usando a definição de morfismo em CT2
2 ,

G(h) ◦ ξA,α = ξB,β ◦ T2G(h).

Segue disso que ξ é natural.

Agora, suponha que tal Ĝ tornando o primeiro diagrama comutativo exista.

Dado A objeto de C1, sabemos que (T1(A),µ1A) é objeto de CT1
1 , onde µ1 é a mul-

tiplicação da mônada T1. Com as notações acima, considere κA = ξT1(A),µ1A
, isto é,

Ĝ((T1(A),µ1A)) = (GT1(A), κA). Considere os morfismos em C2 abaixo.

κA : T2GT1(A) → GT1(A)

η1A : A → T1(A) =⇒ T2G(η1A) : T2G(A) → T2GT1(A)

Compondo-os obtemos um morfismo γA = κA ◦ T2G(η1A) : T2G(A) → GT1(A) e assim,

obtemos uma família de morfismos γ. Mostraremos que γ : T2G ⇒ GT1 é transforma-

ção natural. Da naturalidade de η1 segue a mesma propriedade para T2G(η1); Além

disso, afirmamos que κ : T2GT1 ⇒ GT1 também é natural. De fato, tome h : A → B.

Então do teorema 2.20, T1(h) : (T1(A),µ1A) → (T1(B),µ1B). Segue da naturalidade de

ξ que

GT1(h) ◦ κA = GT1(h) ◦ ξT1(A),µ1A
= ξT1(B),µ1B

◦ T2GT1(h) = κB ◦ T2GT1(h),

do que segue a afirmação. Mas γ = κ ◦ T2G(η1), logo γ é natural. Seja A objeto de C1.

Então da naturalidade de η2 e da definição de ação para κA,

γA ◦ η2G(A) = κA ◦ T2G(η1A) ◦ η2G(A) = κA ◦ η2GT1(A) ◦ G(η1A) = G(η1A).

Falta mostrar o outro diagrama do enunciado. Temos

G(µ1A) ◦ γT1(A) ◦ T2(γA)

= G(µ1A) ◦ κT1(A) ◦ T2G(η1T1(A)) ◦ T2(κA) ◦ T 2
2 G(η1A).



Capítulo 4. Levantamento 70

Usando a naturalidade de κ, obtemos

G(µ1A) ◦ γT1(A) ◦ T2(γA)

= κA ◦ T2G(µ1A) ◦ T2G(η1T1(A)) ◦ T2(κA) ◦ T 2
2 G(η1A).

Do diagrama da unidade na definição de mônada e de κA ação,

G(µ1A) ◦ γT1(A) ◦ T2(γA) = κA ◦ T2(κA) ◦ T 2
2 G(η1A)

= κA ◦ µ2GT1(A) ◦ T 2
2 G(η1A).

Finalmente, da naturalidade de µ e da definição de γ,

G(µ1A) ◦ γT1(A) ◦ T2(γA) = κA ◦ T2G(η1A) ◦ µ2G(A)

= γA ◦ µ2G(A).

Reciprocamente, suponha que exista γ : T2G ⇒ GT1 tornando os dois diagra-

mas comutativos. Definimos Ĝ((A,α)) = (G(A), G(α)◦γA) e Ĝ(h) = G(h). Das considera-

ções iniciais, basta mostrar que Ĝ é funtor. Primeiro, mostraremos que (G(A), G(α)◦γA)

é objeto de CT2
2 . Para isso, mostremos que G(α) ◦ γA é ação.

G(α) ◦ γA ◦ T2G(α) ◦ T2(γA) = G(α) ◦ GT1(α) ◦ γT1(A) ◦ T2(γA)

= G(α) ◦ G(µ1A) ◦ γT1(A) ◦ T2(γA)

= G(α) ◦ γA ◦ µ2G(A)

Agora, mostraremos que G(h) é morfismo em CT2
2 sempre que h for morfismo

em CT1
1 , digamos, h : (A,α) → (B,β).

G(β) ◦ γB ◦ T2G(h) = G(β) ◦ GT1(h) ◦ γA = G(h) ◦ G(α) ◦ γA

Considerando morfismos h : (A,α) → (B,β) e g : (B,β) → (D, δ), temos

G(g ◦ h) = G(g) ◦ G(h). Finalmente, a afirmação G(id(A,α)) = id(G(A),ξA,α) segue direto

de id(B,β) = idB para todo objeto (B,β), como provaremos abaixo. Note que idB é mor-

fismo em CT1
1 , uma vez que idB◦β = β◦idB. Disso, segue que id(B,β) = id(B,β)◦idB = idB.

Obtemos assim uma função levando um funtor Ĝ em uma transformação na-

tural γĜ = κ ◦ T2Gη1 e uma função levando uma transformação natural γ em um

funtor Gγ((A,α)) = (G(A), G(α) ◦ γA). Para mostrar que os dois itens do enunciado são

equivalentes, falta mostrar que essas funções são mutualmente inversas.

Primeiro, lembremos que α : T1(A) → A é morfismo em CT1
1 e que G(α) = Ĝ(α),

logo G(α) é morfismo em CT2
2 .

Gγ
Ĝ
((A,α)) = (G(A), G(α) ◦ γ

Ĝ(A)
) = (G(A), G(α) ◦ κA ◦ T2G(η1A))

= (G(A), ξA,α ◦ T2G(α) ◦ T2G(η1A)) = (G(A), ξA,α) = Ĝ((A,α)).
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Para mostrar a outra identidade, isto é, γGγ

= γ, tome Gγ((A,α)) = (G(A), ξA,α) e

κA = ξT1(A),µA
. Concluímos as seguintes três identidades preliminares:

ξA,α = G(α) ◦ γA

κA = G(µA) ◦ γT1(A) = (Gµ ◦ γT1)A =⇒ κ = Gµ ◦ γT1

(Gγη1)A = Gγ(η1A) = G(η1A) = (Gη1)A =⇒ Gγη1 = Gη1

Com elas, provamos

γGγ

= κ ◦ T2Gγη1 = Gµ ◦ γT1 ◦ T2Gγη1 = Gµ ◦ γT1 ◦ T2Gη1.

Usando a naturalidade de γ,

γGγ

= Gµ ◦ γT1 ◦ T2Gη1 = Gµ ◦ GT1η1 ◦ γ = γ.

�

Definição 4.2. Nas notações acima, caso exista uma γ, denotamos o funtor Ĝ por Gγ.

Tal funtor é denominado levantamento de G por γ.

Exemplo 4.3. Considerando (T1,µ1,η1) e (T2,µ2,η2) mônadas sobre C e o funtor

idC , verifiquemos para quais transformações naturais γ : T2idC ⇒ idCT1 a segunda

condição do teorema 4.1 é satisfeita. Nesse caso, temos γ : T2 ⇒ T1 e os diagramas

são reduzidos aos abaixo.

idC
η2 +3

η1

��

T2

γ

�	
T1

T 2
2

T2γ +3

µ2

��

T2T1
γT1 +3 T 2

1

µ1

��
T

γ
+3 T

Notando que γT1 ◦T2γ = γ ∗γ e lembrando que endofuntores e transformações

naturais formam uma categoria monoidal End(C), é fácil ver que o diagrama comuta se,

e somente se, γ é morfismo de monoides nessa categoria. Ainda, o funtor idγC é dado

por

idγC ((A,α)) = (A,α ◦ γA), idγC (h) = h.

Exemplo 4.4. Em particular no exemplo anterior, suponha que T1 = T2 = T e γ

seja a transformação natural identidade idT de T . Como idT é morfismo de álgebra

na categoria monoidal End(C), temos que ididT
C é levantamento. Nesse caso, ξA,α =

α ◦ T (A).
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Exemplo 4.5. Ainda no contexto do exemplo 4.3, seja C uma categoria monoidal.

Dados monoides (A,µ,η) e (B,µ′,η′), considere os funtores T = A ⊗ e T ′ = B ⊗

com respectivas mônadas (T ,µ,η) e (T ′,µ′,η′). Se h : A → B é morfismo de monoides,

considere o morfismo de mônadas γ : T ⇒ T ′ dado por γX = h⊗ idX como no teorema

2.15. Então o funtor idC admite levantamento idγC : CT → CT ′

.

Observamos que como provaremos no teorema 5.8, uma álgebra de Eilenberg-

Moore sobre T é um objeto X com uma ação α : A ⊗ X → X tornando X um A-módulo

e nesse caso, as noções de morfismo de álgebras de Eilenberg-Moore e de morfismo

de A módulos coincidem. Dado um A-módulo (X ,α), idγC (X ,α) é da forma (X , ξA,α)

para ξA,α : B ⊗ X → X ação dada por ξA,α = α ◦ γX = α ◦ (h ⊗ idX ).

Note a semelhança entre esse exemplo e o exemplo 2.10. De fato, ambos

coincidem no caso da categoria monoidal RM para um anel comutativo R.

Provamos que a composição de levantamentos é um levantamento.

Teorema 4.6. Considere (Ti ,µi ,ηi ) mônadas em Ci (i ∈ {1, 2, 3}) e funtores G : T1 →

T2, H : T2 → T3. Suponha ainda que esses funtores admitem levantamentos Gγ e Hχ.

Então podemos definir I = HG : C1 → C3 e ρ = Hγ ◦ χG : T3HG ⇒ HGT1. Temos que I

admite levantamento por ρ.

Demonstração.

ρ ◦ η3I = Hγ ◦ χG ◦ η3HG = Hγ ◦ Hη2G = HGη1 = Iη1,

provando que um dos diagramas comuta. Para o outro, note que das definições de I e

ρ

Iµ1 ◦ ρT1 ◦ T3ρ = HGµ1 ◦ HγT1 ◦ χGT1 ◦ T3Hγ ◦ T3χG.

Pela naturalidade de χ,

Iµ1 ◦ ρT1 ◦ T3ρ = HGµ1 ◦ HγT1 ◦ HT2γ ◦ χT2G ◦ T3χG.

Finalmente, usando o diagrama para γ (transladado por H) seguido deste para χ

(transladado à direita por G),

Iµ1 ◦ ρT1 ◦ T3ρ = Hγ ◦ Hµ2G ◦ χT2G ◦ T3χG

= Hγ ◦ χG ◦ µ3G = ρ ◦ µ3G.

�

Teorema 4.7. Considere funtores G, H : C1 → C2, mônadas (T1,µ1,η1) sobre C1

e (T2,µ2,η2) sobre C2 e uma transformação natural ω : G ⇒ H. Se Gγ e Hχ são

levantamentos, então existe no máximo uma transformação natural ω : Gγ ⇒ Hχ tal

que UT2
ω = ωUT1

. Além disso, ω existe se, e somente se, o diagrama abaixo comuta.
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T2G
γ +3

T2ω

��

GT1

ωT1

��
T2H

χ
+3 HT1

Demonstração. Sejam ω e ω̃ duas transformações naturais satisfazendo a proprie-

dade do enunciado. Então para todo objeto (A,α) de CT1
1 temos

UT2
(ω(Aα)) = ωUT1

((A,α)) = ωA

UT2
(ω̃(Aα)) = ωUT1

((A,α)) = ωA

e portanto, ω(A,α) = UT2
(ω(A,α)) = UT2

(ω̃(A,α)) = ω̃(A,α). Segue que ω = ω̃.

Suponha queω exista. O nosso objetivo é mostrar a comutatividade do diagrama

no enunciado. Faremos isso em etapas. Primeiramente, utilize a naturalidade de ω no

morfismo η1A para obter

H(η1A) ◦ωA = ωT1(A) ◦ G(η1A). (14)

Além disso, considerando o funtor livre FT1
e lembrando que FT1

(A) = (T1(A),µA),

seja κG
A a ação de Gγ(FT1

(A)) e κH
A a ação de Gχ(FT1

(A)), similar ao que foi feito no

teorema 4.1. Podemos usar que ωFT1
(A) é morfismo em CT2

2 para obter

κH
A ◦ T2(ωFT1

(A)) = ωFT1
(A) ◦ κ

G
A . (15)

Agora, usamos a hipótese. Temos que dada uma álgebra de Eilenberg-Moore

(A,α) sobre T1, ωA,α = ωA. Disso, obtemos que para qualquer objeto A de C,

ωFT1
(A) = ω(T1(A),µA) = ωT1(A). (16)

Substituindo na equação 15,

κH
A ◦ T2(ωT1(A)) = ωT1(A) ◦ κ

G
A . (17)

Das equações acima e com as notações do teorema 4.1,

ωT1(A) ◦ γA = ωT1(A) ◦ κ
G
A ◦ T2G(η1A)

(17)
= κH

A ◦ T2(ωT1(A)) ◦ T2G(η1A)

(14)
= κH

A ◦ T2H(η1A) ◦ T2(ωA) = χA ◦ T2(ωA).

Reciprocamente, suponha que o diagrama do enunciado comute. Então definaω(A,α) =

ωA. Precisamos mostrar que ωA : (G(A), G(α) ◦ γA) → (H(A), H(α) ◦ χA) é morfismo.

De fato,

ωA ◦ G(α) ◦ γA = H(α) ◦ωT1(A) ◦ γA = H(α) ◦ χA ◦ T2(ωA).
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Finalmente, se h : (A,α) → (B,β) é morfismo, então

Hχ(h) ◦ωA = H(h) ◦ωA = ωB ◦ G(h) = ωB ◦ Gγ(h).

�

Definição 4.8. Se as condições do teorema 4.7 são satisfeitas, chamamos a transfor-

mação natural ω de levantamento de ω com respeito às transformações naturais γ e

ξ.

Teorema 4.9. Sejam C1 e C2 categorias e G : C1 → C2 e H : C2 → C1 funtores

tais que G seja adjunto à esquerda de H com unidade η e counidade ε. Suponha

ainda que (T1,µ1,η1) e (T2,µ2,η2) sejam mônadas sobre C1 e C2 respectivamente e

γ : T2G ⇒ GT1 seja transformação natural tal que G admita levantamento por γ. Então

γ é inversível se, e somente se, todas as condições abaixo são satisfeitas.

1. Existe uma transformação natural χ : T1H ⇒ HT2 tal que H admite levantamento

por χ.

2. η : idC1
⇒ HG admite levantamento η com respeito a idT1

e Hγ ◦ χG.

3. ε : GH ⇒ idC2
admite levantamento ε com respeito a Gχ ◦ γH e idT2

.

4. Gγ é adjunto à esquerda de Hχ com unidade e counidade dessa adjunção sendo,

respectivamente, η e ε.

Demonstração. Suponha que γ seja inversível. Defina

χ = HT2ε ◦ Hγ–1H ◦ ηT1H : T1H ⇒ HT2.

Provaremos que H admite levantamento por χ.

χ ◦ η1H = HT2ε ◦ Hγ–1H ◦ ηT1H ◦ η1H

Usando a naturalidade de η,

χ ◦ η1H = HT2ε ◦ Hγ–1H ◦ HGη1H ◦ ηH.

Usando que Gγ é levantamento (Gη1 = γ ◦ η2G =⇒ γ–1 ◦ Gη1 = η2G) seguido da

naturalidade de η2 e usando que η e ε são unidade e counidade,

χ ◦ η1H = HT2ε ◦ Hη2GH ◦ ηH = Hη2 ◦ Hε ◦ ηH = Hη2.
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Falta mostrar o outro diagrama do teorema para provar que H admite levanta-

mento com respeito a χ.

T12H
T1χ +3

µ1H

��

T1HT2
χT2 +3 HT 2

2

Hµ2

��
T1H

χ
+3 GT2

Mostraremos duas equações auxiliares. A primeira dessas é

χGT1H ◦ T1ηT1H = (Hγ–1 ◦ ηT1)T1H. (18)

Para prová-la, começamos expandindo χ.

χGT1H ◦ T1ηT1H = (HT2ε ◦ Hγ–1H ◦ ηT1H)GT1H ◦ T1ηT1H

= HT2εGT1H ◦ Hγ–1HGT1H ◦ ηT1HGT1H ◦ T1ηT1H

= HT2εGT1H ◦ (Hγ–1HG ◦ ηT1HG ◦ T1η)T1H

= HT2εGT1H ◦ ((Hγ–1 ◦ ηT1)HG ◦ T1η)T1H

Observe que aplicando a naturalidade de Hγ–1 ◦ ηT1 e η obtemos

(Hγ–1 ◦ ηT1)HG ◦ T1η = HT2Gη ◦ (Hγ–1 ◦ ηT1).

Substituindo isso na equação anterior,

χGT1H ◦ T1ηT1H = HT2εT1H ◦ (HT2Gη ◦ (Hγ–1 ◦ ηT1))T1H

= HT2εT1H ◦ HT2GηT1H ◦ Hγ–1T1H ◦ ηT 2
1 H.

E então usamos que η e ε são unidade e counidade, provando a equação 18.

χGT1H ◦ T1ηT1H = Hγ–1T1H ◦ ηT 2
1 H = (Hγ–1 ◦ ηT1)T1H

Agora passamos para a segunda equação auxiliar:

Hµ2 ◦ HT2(T2ε ◦ γ
–1H) = HT2ε ◦ H(γ–1 ◦ Gµ1 ◦ γT1)H (19)

Usamos primeiro a naturalidade de µ2 e ε.

Hµ2 ◦ HT2(T2ε ◦ γ
–1H) = HT2ε ◦ Hµ2GH ◦ HT2γ

–1H

Então, verificamos que de G admitir levantamento com respeito a γ, segue

Gµ1 ◦ γT1 ◦ T2γ = γ ◦ µ2G =⇒ γ–1 ◦ Gµ1 ◦ γT1◦ = µ2G ◦ T2γ
–1.
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Aplicando isso,

Hµ2 ◦ HT2(T2ε ◦ γ
–1H) = HT2ε ◦ H(γ–1 ◦ Gµ1 ◦ γT1)H.

Finalmente, mostramos que o diagrama principal comuta.

Hµ2 ◦ χT2 ◦ T1χ = Hµ2 ◦ χT2 ◦ T1(HT2ε ◦ Hγ–1H ◦ ηT1H)

A naturalidade de χ e T2ε ◦ γ
–1H obtém

χT2 ◦ T1H(T2ε ◦ γ
–1H) = HT2(T2ε ◦ γ

–1H) ◦ χGT1H.

Aplicando isso,

Hµ2 ◦ χT2 ◦ T1χ = Hµ2 ◦ HT2(T2ε ◦ γ
–1H) ◦ χGT1H ◦ T1ηT1H.

Podemos usar as equações auxiliares 18 e 19 para obter

Hµ2 ◦ χT2 ◦ T1χ = HT2ε ◦ H(γ–1 ◦ Gµ1 ◦ γT1)H ◦ (Hγ–1 ◦ ηT1)T1H

= HT2ε ◦ H(γ–1 ◦ Gµ1)H ◦ ηT 2
1 H.

Usando a naturalidade de µ e η,

Hµ2 ◦ χT2 ◦ T1χ = HT2ε ◦ Hγ–1H ◦ HGµ1H ◦ ηT 2
1 H

= HT2ε ◦ Hγ–1H ◦ ηT1H ◦ µ1H = χ ◦ µ1H.

Com isso, mostramos que H admite levantamento com respeito a χ. Para mos-

trar que η também admite levantamento, temos que pela definição de χ,

Hγ ◦ χG ◦ T1η = Hγ ◦ HT2εG ◦ Hγ–1HG ◦ ηT1HG ◦ T1η.

Usando a naturalidade de η,

Hγ ◦ χG ◦ T1η = Hγ ◦ HT2εG ◦ Hγ–1HG ◦ HGT1η ◦ ηT1.

Pela naturalidade de γ–1,

Hγ ◦ χG ◦ T1η = Hγ ◦ HT2εG ◦ HT2Gη ◦ Hγ–1 ◦ ηT1

e como η e ε são unidade e counidade,

Hγ ◦ χG ◦ T1η = Hγ ◦ Hγ–1 ◦ ηT1 = ηT1.

Similarmente, mostramos que ε admite levantamento. Aplicamos a definição de

χ:

εT2 ◦ Gχ ◦ γH = εT2 ◦ GHT2ε ◦ GHγ–1H ◦ GηT1H ◦ γH
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A naturalidade de ε resulta em

εT2 ◦ Gχ ◦ γH = T2ε ◦ εT2GH ◦ GHγ–1H ◦ GηT1H ◦ γH.

Novamente, pela naturalidade de ε

εT2 ◦ Gχ ◦ γH = T2ε ◦ γ
–1H ◦ εGT1H ◦ GηT1H ◦ γH.

E pela relação entre η e ε

εT2 ◦ Gχ ◦ γH = T2ε ◦ γ
–1H ◦ γH = T2ε.

Para mostrar que η e ε definem uma adjunção, lembremos de alguns resultados

obtidos nos teoremas 4.1 e 4.7. Se h : (A,α) → (B,β) é morfismo de álgebras de

Eilenberg-Moore sobre T1, então Gγ((A,α)) = (G(A), G(α) ◦γA) e Gγ(h) = G(h). Afirma-

ções análogas valem para Hχ. Além disso, se (A,α) é objeto de CT1
1 , então η(A,α) = ηA.

Analogamente, para (B,β) objeto de CT2
2 , ε(B,β) = εB. Também provamos no teorema

4.1 que idGγ((A,α)) = idG(A) e o mesmo para Hχ. Agora, usamos esses para provar a

comutatividade dos diagramas requiridos.

(ηHχ ◦ Hχε)(B,β) = ηHχ(B,β) ◦ Hχ(εB,β) = η(H(B),H(β)◦χB) ◦ H(εB)

= ηH(B) ◦ H(εB) = (idH )B = idH(B) = idHχ((B,β))

Segue que ηHχ ◦ Hχε = idHχ. Por outro lado,

(Gγη ◦ εGγ)A,α = Gγ(η(A,α)) ◦ εGγ((A,α)) = G(ηA) ◦ ε(G(A),G(α)◦γA)

= G(ηA) ◦ εG(A) = idG(A) = idGγ((A,α)),

provando Gγη ◦ εGγ = idGγ. Falta apenas mostrar a reciproca. Suponha que os itens

do enunciado são verdadeiros e defina uma transformação natural δ : GT1 ⇒ T2G

como δ = εT2G ◦ GχG ◦ GT1η. Temos da naturalidade de ε que

γ ◦ δ = γ ◦ εT2G ◦ GχG ◦ GT1η = εGT1 ◦ GHγ ◦ GχG ◦ GT1η

Por hipótese, η é levantamento e portanto

γ ◦ δ = εGT1 ◦ GηT1 = idGT1

E por outro lado, da naturalidade de γ,

δ ◦ γ = εT2G ◦ GχG ◦ GT1η ◦ γ = εT2G ◦ GχG ◦ γHG ◦ T2Gη.

Finalmente, podemos usar que ε é levantamento e obter

δ ◦ γ = T2εG ◦ T2Gη = idT2G.

�
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Definição 4.10. Se as condições do teorema 4.9 são satisfeitas, dizemos que (Gγ, Hχ,η, ε)

é um levantamento da adjunção (G, H,η, ε) por γ.
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5 ÁLGEBRAS DE HOPF

Nesse capítulo, iremos definir conceitos derivados de álgebras. Esses resulta-

dos podem ser encontrados em (DASCALESCU et al., 2000) no ponto de vista algé-

brico e em (BÖHM, 2018) no ponto de vista monádico.

Lembramos que uma K-álgebra é um monoide na categoria VectK. Começare-

mos com um estudo de monoides num ponto de vista funtorial. Para isso, considerare-

mos funtores T = A ⊗ e mostraremos como podemos relacionar monoides sobre A

e mônadas sobre T .

Como monoides foram definidos em termos de diagramas, podemos inverter a

direção das setas e obter a noção dual de um monoide, os chamados comonoides que

serão introduzidos na seção 5.2. Também faremos um estudo do que são comonoides

na categoria VectK, as coálgebras, e caracterizaremos essas utilizando funtores da

forma T = C ⊗ .

Podemos também considerar simultaneamente uma estrutura de álgebra e uma

de coálgebra sobre o mesmo espaço vetorial. Quando essas forem compatíveis te-

remos as chamadas biálgebras. O teorema fundamental das biálgebras nos dá uma

forma de caracterizá-las a nível de funtores, uma estrutura de biálgebra pode ser defi-

nida sobre uma álgebra H simplesmente definindo certas estrutura de módulo sobre

M ⊗ N para H-módulos M e N.

Terminamos o capítulo discutindo álgebras de Hopf, biálgebras com uma antí-

poda S. O teorema fundamental das álgebras de Hopf nos permite entender quando

uma biálgebra H admite tal antípoda.

5.1 MONOIDES

Considere um objeto A de uma categoria monoidal C e T = A ⊗ o funtor

tensorial definido no teorema 2.13. Durante essa seção, fixaremos o objeto A e o

funtor T = A ⊗ . Denotaremos por A o conjunto de todos os monoides da forma

(A,µ,η), isto é, monoides tendo o objeto A previamente fixado como objeto subjacente,

e por M o conjunto das mônadas sobre C da forma (T = A ⊗ ,µ,η). Lembramos

que denotaremos as operações de monoide por µ e η para não confundir-las com a

estrutura de mônada, cujas transformações naturais serão denotadas por µ e η, uma

vez que usaremos ambas no mesmo contexto.

Do teorema 2.14, podemos definir uma funçãoΦ : A → M de maneira que a mô-

nadaΦ(A,µ,η) = (T ,µ,η) tenha multiplicação µX = µ⊗idX e unidade ηX = (η⊗ idX ) ◦ l–1
X .

Observe que com a definição acima, para quaisquer objetos X e Y ,

µX ⊗ idY = µ⊗ idX ⊗ idY = µ⊗ idX⊗Y = µX⊗Y .

Um caso particular disso é µI ⊗ idX = µI⊗X . Como mostraremos no decorrer dessa
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seção, caso essa condição particular valha para toda mônada em M, podemos definir

uma função inversa à Φ. Isso implica que Φ é sobrejetora e portanto toda mônada em

M vem de uma álgebra. Construiremos esses resultados agora.

Teorema 5.1. A função Φ definida acima é injetora.

Demonstração. Considere dois monoides (A,µ,η) e (A,M,H) e suponha queΦ(A,µ,η) =

Φ(A,M,H). ChamandoΦ(A,M,H) de (T ,M,H) temos µ⊗idX = M⊗idX para qualquer

objeto X . Em particular, considerando X = I, segue da naturalidade de r que

µ = µ ◦ rA⊗A ◦ r–1
A⊗A = rA ◦ (µ⊗ idI) ◦ r–1

A⊗A

= rA ◦ (M⊗ idI) ◦ r–1
A⊗A = M ◦ rA⊗A ◦ r–1

A⊗A = M.

Similarmente, (η⊗ idI) ◦ l–1 = (H⊗ idI) ◦ l–1. Segue que η⊗ idI = H⊗ idI e logo

η = η ◦ rI ◦ r–1
I = rA ◦ (η⊗ idI) ◦ r–1

I

= rA ◦ (H⊗ idI) ◦ r–1
I = H ◦ rI ◦ r–1

I = H.

Portanto Φ é injetora. �

Teorema 5.2. Dados objetos A, X e Y de C e uma mônada (T = A ⊗ ,µ,η), se

µX ⊗ idY = µX⊗Y , então ηX ⊗ idY = ηX⊗Y .

Demonstração. Sabemos que µX⊗Y ◦ ηA⊗X⊗Y = idA⊗X⊗Y . Disso, concluímos que

µX⊗Y ◦ ηA⊗X⊗Y ◦ (ηX ⊗ idY ) = ηX ⊗ idY . Usamos agora a naturalidade de η no objeto

A ⊗ X ⊗ Y .

X ⊗ Y
ηX⊗Y //

ηX⊗idY

��

A ⊗ X ⊗ Y

idA⊗ηX⊗idY

��
A ⊗ X ⊗ Y

ηA⊗X⊗Y
// A ⊗ A ⊗ X ⊗ Y

Concluímos que µX⊗Y ◦ ηA⊗X⊗Y ◦ (ηX ⊗ idY ) = µX⊗Y ◦ (idA ⊗ ηX ⊗ idY ) ◦ ηX⊗Y .

Utilizando a hipótese µX ⊗ idY = µX⊗Y e a identidade

(µX ⊗ idY ) ◦ (idA ⊗ ηX ⊗ idY ) = idA⊗X⊗Y

obtemos

µX⊗Y ◦ (idA ⊗ ηX ⊗ idY ) ◦ ηX⊗Y =(µX ⊗ idY ) ◦ (idA ⊗ ηX ⊗ idY ) ◦ ηX⊗Y = ηX⊗Y .

Segue que ηX ⊗ idY = ηX⊗Y . �
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Um caso em que a hipótese do teorema acima é verdadeira é quando a mônada

T vem de um monoide sobre o objeto A.

Teorema 5.3. Seja A um monoide de C. Então a mônada Φ(A,µ,η) = (T = A⊗ ,µ,η)

satisfaz µX ⊗ idY = µX⊗Y para quaisquer objetos X e Y .

Demonstração. De fato, temos

µX ⊗ idY = µ⊗ idX ⊗ idY = µ⊗ idX⊗Y = µX⊗Y .

�

Teorema 5.4. Seja A um objeto de C e (T = A⊗ ,µ,η) uma mônada tal que µI ⊗ idA =

µI⊗A. Então µ e η como definidas abaixo tornam A um monoide.

1. µ = rA ◦ µI ◦ (idA ⊗ r–1
A );

2. η = rA ◦ ηI .

Além disso, se µI ⊗ idX = µI⊗X para todo X, então Φ(A,µ,η) = (T ,µ,η).

Demonstração. Primeiro note que de fato os morfismos µ : A ⊗ A → A e η : I → A

possuem domínio e contradomínio adequados. Provamos agora a associatividade de

µ.

µ ◦ (idA ⊗ µ) = rA ◦ µI ◦ (idA ⊗ r–1
A ) ◦ (idA ⊗ (rA ◦ µI ◦ (idA ⊗ r–1

A )))

= rA ◦ µI ◦ (idA ⊗ r–1
A ) ◦ (idA ⊗ rA) ◦ (idA ⊗ µI) ◦ (idA ⊗ idA ⊗ r–1

A )

= rA ◦ µI ◦ (idA ⊗ µI) ◦ (idA ⊗ idA ⊗ r–1
A )

= rA ◦ µI ◦ (µA⊗I) ◦ (idA ⊗ idA ⊗ r–1
A )

= rA ◦ µI ◦ (idA ⊗ r–1
A ) ◦ µA = µ⊗ µA

= µ ◦ (idA ⊗ lA) ◦ (idA ⊗ l–1
A ) ◦ µA

= µ ◦ (idA ⊗ lA) ◦ µI⊗A ◦ (idA ⊗ idA ⊗ l–1
A )

= µ ◦ (rA ⊗ idA) ◦ (µI ⊗ idA) ◦ (idA ⊗ r–1
A ⊗ idA)

= µ ◦ ((rA ◦ µI ◦ (idA ⊗ r–1
A )) ⊗ idA) = µ ◦ (µ⊗ idA)

Também provamos que η é unidade. A prova é direta para a identidade à direita.

µ ◦ (idA ⊗ η) = rA ◦ µI ◦ (idA ⊗ r–1
A ) ◦ (idA ⊗ (rA ◦ ηI))

= rA ◦ µI ◦ (idA ⊗ r–1
A ) ◦ (idA ⊗ rA) ◦ (idA ⊗ ηI)

= rA ◦ µI ◦ (idA ⊗ ηI) = rA

Para a identidade à esquerda, usamos o teorema 5.3 para concluir que ηI⊗idA =

ηI⊗idA
além de lembrar que idA ⊗ r–1

A = r–1
A⊗A.
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µ ◦ (η⊗ idA) = rA ◦ µI ◦ r–1
A⊗A ◦ ((rA ◦ ηI) ⊗ idA)

= rA ◦ µI ◦ r–1
A⊗A ◦ (rA ⊗ idA) ◦ (ηI ⊗ idA)

= rA ◦ µI ◦ r–1
A⊗A ◦ (idA ⊗ lA) ◦ (ηI⊗A)

= rA ◦ µI ◦ r–1
A⊗A ◦ ηA ◦ lA

= rA ◦ µI ◦ (ηA ⊗ idI) ◦ r–1
A ◦ lA

= rA ◦ r–1
A ◦ lA = lA

Segue que (A,µ,η) é monoide. Falta mostrar que sob a hipótese adicional de

µI ⊗ idX = µI⊗X , Φ(A,µ,η) = (T ,µ,η), isto é,

µX = µ⊗ idX e

ηX = (η⊗ idX ) ◦ l–1
X .

Provamos inicialmente para µ.

µ⊗ idX = (rA ◦ µI ◦ (idA ⊗ r–1
A )) ⊗ idX

= (rA ⊗ idX ) ◦ (µI ⊗ idX ) ◦ (idA ⊗ idA ⊗ l–1
X )

= (idA ⊗ lX ) ◦ (µI⊗X ) ◦ (idA ⊗ idA ⊗ l–1
X )

= µX ◦ (idA ⊗ idA ⊗ lX ) ◦ (idA ⊗ idA ⊗ l–1
X ) = µX

Usando novamente o teorema 5.3, temos que ηI ⊗ idX = ηI⊗X para qualquer

objeto X . Podemos então provar a afirmação para η.

(η⊗ idX ) ◦ l–1
X = ((rA ◦ ηI) ⊗ idX ) ◦ l–1

X = (rA ⊗ idX ) ◦ (ηI ⊗ idX ) ◦ l–1
X

= (idA ⊗ lX ) ◦ ηI⊗X ◦ l–1
X = (idA ⊗ lX ) ◦ (idA ⊗ l–1X ) ◦ ηX = ηX

�

Juntando os dois teoremas anteriores obtemos o teorema a seguir.

Teorema 5.5. Considere um objeto A de C e seja M′ o conjunto das mônadas (T =

A ⊗ ,µ,η) satisfazendo µI ⊗ idX = µI⊗X para qualquer objeto X. Então a função

Φ : A → M′ é uma bijeção. Sua inversa Ψ : M′ → A é dada por

Ψ(T ,µ,η) =
(

A, rA ◦ µI ◦ (idA ⊗ r–1
A ), rA ◦ ηI

)
.

Corolário 5.6. Se C é uma categoria monoidal tal que para qualquer objeto A de C,

qualquer mônada (T = A ⊗ ,µ,η) satisfaz µI ⊗ idX = µI⊗X para qualquer objeto X,

então a função Φ : A → M é uma bijeção. Sua inversa Ψ : M → A é dada por

Ψ(T ,µ,η) =
(

A, rA ◦ µI ◦ (idA ⊗ r–1
A ), rA ◦ ηI

)
.
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Podemos mostrar que a categoria VectK satisfaz a hipótese do corolário acima.

De fato, dados a, b ∈ A, podemos escrever

µK(a ⊗ b ⊗ 1K) =
n∑

i=1

ci ⊗ λi =
n∑

i=1

λici ⊗ 1K.

Defina ab =
n∑

i=1
λici e note que

µK(a ⊗ b ⊗ λ) = λµK(a ⊗ b ⊗ 1K) = λ(ab ⊗ 1K) = ab ⊗ λ.

Além disso, dados um espaço vetorial X e v ∈ X existe uma única transformação

linear Lv : K → X tal que Lv (1K) = v . Temos o seguinte diagrama:

A ⊗ A ⊗K
µK //

idA⊗idA⊗Lv

��

A ⊗K

idA⊗Lv

��
A ⊗ A ⊗ X

µX
// A ⊗ X

Esse diagrama comuta devido a naturalidade de µ. Escrevendo em termos de

elementos de X ,

(idA ⊗ Lv ) ◦ µK(a ⊗ b ⊗ 1K) = (idA ⊗ Lv )(ab ⊗ 1K) = ab ⊗ v

µX ◦ (idA ⊗ idA ⊗ Lv )(a ⊗ b ⊗ 1K) = µX (a ⊗ b ⊗ v )

Obtemos ab ⊗ v = µX (a ⊗ b ⊗ v ). Podemos aplicar a igualdade para o espaço

K⊗ X e o elemento λ⊗ v . Obtemos que

µK⊗X (a ⊗ b ⊗ λ⊗ v ) = ab ⊗ λ⊗ v = µK(a ⊗ b ⊗ λ) ⊗ v .

Como os elementos da forma a ⊗ b ⊗ λ ⊗ v geram A ⊗ A ⊗ K ⊗ X , segue que

µK⊗X = µK ⊗ X , como queríamos.

Após isso, podemos fazer a seguinte pergunta: existe alguma categoria monoi-

dal na qual alguma mônada em T (com T (X ) = A ⊗ X ) não é associada a um monoide

sobre A? A resposta é sim.

Exemplo 5.7. Seja K um corpo com característica diferente de 2 e considere a estru-

tura cartesiana sobre VectK, como definida em 1.6. Nesse caso, o produto tensorial é

dado pelo produto cartesiano e I é dado pelo espaço nulo {0}. Seja T : VectK → VectK
o funtor dado por T (V ) = I × V e para V espaço vetorial, defina µV : I × I × V → I × V

e ηV : V → I × V por
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µV (0, 0, v ) = (0, –v );

ηV (v ) = (0, –v ).

Mostramos que estas são lineares. De fato, dados λ ∈ K e u, v ∈ V

µV (0, 0, λu + v ) = (0, –(λu + v )) = λ(0, –u) + (0, –v ) = λµV (0, 0, u) + µV (0, 0, v )

ηV (λu + v ) = (0, –(λu + v )) = λ(0, –u) + (0, –v ) = ληV (u) + ηV (v )

Ainda, considere L : V → W uma transformação linear. Temos que µ e η são

naturais pois

µW ◦ (I × I × h)(0, 0, v ) = µW (0, 0, h(v )) = (0, –h(v ))

= (0, h(–v )) = (I × h)(0, –v ) = (I × h) ◦ µV (0, 0, v ),

provando a naturalidade de µ, e

ηW ◦ h(v ) = ηW (h(v )) = (0, –h(v )) = (0, h(–v )) = (I × h)(0, –v ) = (I × h) ◦ ηV (v ),

provando a naturalidade de η. Podemos provar agora que (T ,µ,η) é uma mônada. Usa-

remos uma notação com o mínimo de parênteses (eg. (a, (b, c)) = (a, b, c) = ((a, b), c))

para facilitar os cálculos. Observe que –(0, v ) = (0, –v ). Quanto à associatividade,

µV ◦ µI×V (0, 0, 0, v ) = µV (0, 0, –v ) = (µV ◦ (I × µV )) (0, 0, 0, v ).

A unidade sai de forma similar.

µV ◦ ηI×V (0, v ) = µV (0, 0, –v ) = (0, v )

(µV ◦ (I × V )) (0, v ) = µV (0, 0, –v ) = (0, v )

Para concluir que a mônada não vem de um monoide sobre I, mostraremos que

µI×K 6= µI ×K. De fato,

µI×K(0, 0, 0, 1K) = (0, 0, –1K) 6= (0, 0, 1K) = µI × idK(0, 0, 0, 1K).

Uma última observação é que a mônada associada ao único monoide de I é a

que se esperaria, µV (0, 0, v ) = (0, v ) e ηV (v ) = (0, v ). Isso dá outra forma de mostrar

que a mônada acima não vem de um monoide.

Uma vez que sabemos a relação entre monoides e mônadas, podemos relacio-

nar módulos com álgebras de Eilenberg-Moore.

Teorema 5.8. Seja (T ,µ,η) uma mônada em C na qual T (X ) = A⊗X. Se essa mônada

está associada a um monoide (A,µ,η), então as categorias CT e AM coincidem.
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Demonstração. Seja α : T (X ) → X um morfismo em C. Observe que a comutatividade

de cada um dos dois diagramas na definição 2.16 corresponde a uma propriedade de

módulo. De fato, como no primeiro diagrama,

α ◦ T (α) = α ◦ µA ⇐⇒ α ◦ (A ⊗ α) = α ◦ (µ⊗ A)

e o segundo diagrama já é um dos axiomas de módulo. Além disso, relacionamos um

morfismo em CT com um morfismo em AM por

f ◦ α = β ◦ T (f ) ⇐⇒ f ◦ α = β ◦ (A ⊗ f ).

Segue daí que cada módulo (M,α) é uma álgebra de Eilenberg-Moore e vice-

versa, com um morfismo h ∈ HomC(M, N) sendo morfismo em AM se, e somente se,

ele o for em CT . �

A partir desses resultados, podemos generalizar definições conhecidas sobre

monoides para mônadas arbitrárias desde que escrevamos essas definições (ou al-

guma afirmação equivalente) em termos de T . Nesse caso, propriedades de módulos

são escritos em termos da categoria CT . Faremos isso no capítulo 6.

Terminamos a seção com dois exemplos que serão usados posteriormente.

Exemplo 5.9. Seja M um monoide em Set com identidade e. Na categoria VectK,

podemos considerar o K-espaço vetorial livre F (M). Lembramos que podemos consi-

derar F (M) como um espaço vetorial que tem M como base. Nesse caso, lembrando

do que foi provado no teorema 1.4, definimos as funções µ : F (M) ⊗ F (M) → F (M) e

η : K → F (M) nas bases. Temos µ(m ⊗ n) = mn para m, n ∈ M e η(λ) = λe para λ ∈ K.

Observe que

(µ ◦ (idF (M) ⊗ µ))(m ⊗ n ⊗ o) = µ(m ⊗ no) = m(no) = (mn)o

= µ(mn ⊗ o) = (µ ◦ (µ⊗ idF (M)))(m ⊗ n ⊗ o).

Temos que as transformações lineares µ◦(idF (M)⊗µ) e µ◦(µ⊗idF (M)) coincidem

na base de F (M) ⊗ F (M) ⊗ F (M) e disso segue a associatividade de µ. Para mostrar

que η é unidade, também usamos a base de F (M) e lembramos que η(1) = 1e = e.

(
µ ◦ (idF (M) ⊗ η) ◦ r–1

F (M)

)
(m) = (µ ◦ (idF (M) ⊗ η))(m ⊗ 1)

= µ(m ⊗ e) = me = m = idF (M)(m);
(
µ ◦ (η⊗ idF (M)) ◦ l–1

F (M)

)
(m) = (µ ◦ (η⊗ idF (M)))(1 ⊗ m)

= µ(e ⊗ m) = em = m = idF (M)(m).

Dessas equações, segue que η é, de fato, unidade. Chamamos (F (M),µ,η) de

álgebra do monoide M.
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Exemplo 5.10. Seja K um corpo. Intuitivamente, definimos a K-álgebra de Sweedler

como uma K-álgebra contendo elementos x e g tais que x2 = 0, g2 = 1 e xg = –gx.

Além disso, os elementos 1, x, g e gx formam uma base para tal álgebra. Formalmente,

seja H o espaço vetorial livremente gerado pelo conjunto {1, x , g, y } (aqui, y representa

o elemento xg). Definimos uma estrutura de álgebra sobre H com unidade 1 e tal que

a multiplicação µ : H ⊗ H → H é dada na base por

1 · 1 = 1 1x = x 1g = g 1y = y

x1 = x xx = 0 xg = y xy = 0

g1 = g gx = –y gg = 1 gy = –x

y1 = 1 yx = 0 yg = x yy = 0

Façamos alguma observações sobre essa definição. É imediato que 1 é a uni-

dade da álgebra. Além disso, µ foi definida de forma consistente com as propriedades

de álgebra, levando em conta a “definição” y = xg. De fato,

• x(xg) = (xx)g = 0 = xy;

• g(xg) = (gx)g = –(xg)g = –x(gg) = –x = gy;

• (xg)x = x(gx) = –x(xg) = –(xx)g = 0;

• (xg)g = x(gg) = x;

• (xg)(xg) = ((xg)x)g = 0.

Para mostrar a associatividade, basta mostrá-la para todas as ternas de elemen-

tos na base. Note que isso é trivial para as ternas contendo o elemento 1. Mostremos

a propriedade para as ternas que não contém y. Tal fato pode ser facilmente verificado

caso por caso. É útil observar que como xx = yx = xy = 0 e gg = 1, então todas as

ternas como duas ou mais ocorrências de x terão produto igual a 0.

Segue então a associatividade para produtos de x e g com tamanhos arbitrários

e como podemos expandir y = xg, segue a associatividade de ternas com ocorrências

de y. Disso, segue a associatividade de µ.

5.2 COMONOIDES E COÁLGEBRAS

Considere uma categoria monoidal C. Sabemos que um monoide sobre C pode

ser visto como um objeto munido de determinados morfismos. Dualizando esse con-

ceito, isto é, olhando para essa definição na categoria Cop, obtemos a definição de um

comonoide.

Definição 5.11. Um comonoide sobre uma categoria monoidal C é um objeto C munido

de morfismos ∆ : C → C ⊗ C e ε : C → I tais que os seguintes diagramas comutam.
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C ∆ //

∆

��

C ⊗ C

idC⊗∆

��
C ⊗ C

∆⊗idC

// C ⊗ C ⊗ C

C
r–1
C

yy

l–1
C

%%
∆

��

C ⊗ I I ⊗ C

C ⊗ C
idC⊗ε

ee

ε⊗idC

99

Devido à comutatividade do primeiro diagrama, dizemos que ∆ é coassociativa.

Devido à comutatividade do segundo diagrama, dizemos que ε é counidade de ∆.

Dados comonoides (C,∆, ε) e (C′,∆′, ε′), Um morfismo de comonoides é um

morfismo h : C → C′ tal que os seguintes diagramas comutam:

C ∆ //

h

��

C ⊗ C

h⊗h

��
C′

∆′
// C′ ⊗ C′

C h //

ε

��

C′

ε′

��
I

Exemplo 5.12. Seja K um corpo. Uma coálgebra sobre K é um comonoide na ca-

tegoria VectK. Vejamos como essa definição se aplica nesse caso. Dado x ∈ C,

∆(x) ∈ C ⊗ C. Podemos escrever

∆(x) =
n∑

i=1

x1i ⊗ x2i .

É comum o uso da chamada notação de Sweedler, na qual se omitem os índices

ou até mesmo o simbolo de somatório. Nesse caso, podemos escrever

∆(x) =
n∑

i=1

x1i ⊗ x2i =
∑

x1 ⊗ x2 = x1 ⊗ x2.

É importante lembrar que mesmo com a notação ∆(x) = x1 ⊗ x2, a expressão

à direita da igualdade ainda representa, implicitamente, um somatório. Vejamos en-

tão como a coassociatividade e a propriedade da counidade se aplicam nesse caso

concreto.

(idC ⊗ ∆) ◦ ∆(x) = (idC ⊗ ∆)(x1 ⊗ x2) = x1 ⊗ x21 ⊗ x22

(∆⊗ idC) ◦ ∆(x) = (∆⊗ idC)(x1 ⊗ x2) = x11 ⊗ x12 ⊗ x2
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Da coassociatividade temos que x1 ⊗ x21 ⊗ x22 = x11 ⊗ x12 ⊗ x2.

(idC ⊗ ε) ◦ ∆(x) = (idC ⊗ ε)(x1 ⊗ x2) = x1 ⊗ ε(x2) = x1ε(x2) ⊗ 1K = r–1
C (x1ε(x2))

(ε⊗ idC) ◦ ∆(x) = (ε⊗ idC)(x1 ⊗ x2) = ε(x1) ⊗ x2 = 1k ⊗ ε(x1)x2 = l–1
C (ε(x1) ⊗ x2)

E da counidade temos x1ε(x2) = x e ε(x1)x2 = x. No caso de um morfismo de coálgebra,

temos

(h ⊗ h) ◦ ∆(c) = (h ⊗ h)(c1 ⊗ c2) = h(c1) ⊗ h(c2);

∆′ ◦ h(c) = ∆′(h(c)) = h(c)1 ⊗ h(c)2.

Concluímos que h ser morfismo de coálgebras é equivalente a

h(c1) ⊗ h(c2) = h(c)1 ⊗ h(c)2.

É interessante analisar o conceito visto na categoria Set.

Exemplo 5.13. Seja X um conjunto. Defina ∆(x) = (x , x) e considerando I = {∗}, defina

ε(x) = ∗. Temos que X é comonoide. De fato,

(idX × ∆) ◦ ∆(x) = (idX × ∆)(x , x) = (x , x , x) = (∆× idX )(x , x(∆× idX ) ◦ ∆(x);

(idX × ε) ◦ ∆(x) = (idX × ε)(x , x) = (x , ∗) = r–1(x);

(ε× idC) ◦ ∆(x) = (ε× idC)(x , x) = (∗, x) = l–1(x).

Reciprocamente, suponha que C seja comonoide. Então claramente, ε(x) = ∗, uma

vez que I é unitário. Ainda, escreva ∆(x) = (x1, x2).

r–1
C (x) = (idC ⊗ ε) ◦ ∆(x) = (idC ⊗ ε)(x1, x2) = (x1, ∗) = r–1

C (x1)

l–1
C (x) = (ε⊗ idC) ◦ ∆(x) = (ε⊗ idC)(x1, x2) = (∗, x2) = l–1

C (x2)

Concluímos que x1 = x e x2 = x, em outras palavras, ∆(x) = (x , x). Com esse argu-

mento, chegamos a conclusão que cada conjunto X admite uma única estrutura de

comonoide.

Exemplo 5.14. Seja V um espaço vetorial e B uma base de V . Defina ∆ : V → V ⊗ V

por ∆(e) = e ⊗ e e ε : V → K por ε(e) = 1 para e ∈ B. Observe que nesse caso

(∆⊗ idV ) ◦ ∆(e) = (∆⊗ idV )(e ⊗ e) = e ⊗ e ⊗ e

= (idV ⊗ ∆)(e ⊗ e) = (idV ⊗ ∆) ◦ ∆(e).

Como (∆⊗ idV ) ◦ ∆(e) e (idV ⊗ ∆) ◦ ∆ são lineares e B é base de V , segue que vale a

coassociatividade de ∆.

Por outro lado,

lV ◦ (ε⊗ idV ) ◦ ∆(e) = lV ◦ (ε⊗ idV )(e ⊗ e) = lV (ε(e) ⊗ e) = lV (1 ⊗ e) = e;

rV ◦ (idV ⊗ ε) ◦ ∆(e) = rV ◦ (idV ⊗ ε)(e ⊗ e) = rv (e ⊗ ε(e)) = rV (e ⊗ 1) = e.
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Similarmente ao caso anterior, usamos a linearidade das funções envolvidas junto

com o fato de B ser base para concluir que vale a condição da counidade. Segue que

(V ,∆, ε) é coálgebra.

A relação de comonoides com a teoria apresentada não será dada por meio de

mônadas. Seria possível definir comônadas por comonoides em End(C) a realizar uma

teoria análoga mas usaremos outra abordagem. Precisaremos de uma transformação

natural específica na categoria VectK.

Exemplo 5.15. Defina um funtor � : VectK × VectK → VectK por �(U, V ) = V ⊗ U.

Podemos definir uma família de transformações lineares. τU,V : U ⊗ V → V ⊗ U por

τU,V (u ⊗ v ) = v ⊗ u. Mostramos que τ é transformação natural de ⊗ para �.

Primeiro, provamos que τU,V está bem definida. Considere t : U × V → V ⊗ U

na qual t(u, v ) = v ⊗ u. Temos

t(λu + u′, v ) = v ⊗ (λu + u′) = λ(v ⊗ u) + v ⊗ u′ = λt(u, v ) + t(u′, v );

t(u, λv + v ′) = (λv + v ′) ⊗ u = λ(v ⊗ u) + v ′ ⊗ u = λt(u, v ) + t(u, v ′).

Como t é bilinear, temos a extensão linear τX ,Y : U ⊗ V → V ⊗ U satisfazendo

τX ,Y (u ⊗ v ) = t(u, v ) = v ⊗ u, como desejado. Para mostrar que τ é natural, considere

h : U → U ′ e g : V → V ′ lineares.

U ⊗ V
τU,V //

h⊗g

��

V ⊗ U

g⊗h

��
U ′ ⊗ V ′

τU′,V ′

// V ′ ⊗ U ′

Temos

τU ′,V ′ ◦ (h ⊗ g)(u ⊗ v ) = τU ′,V ′(h(u) ⊗ g(v )) = g(v ) ⊗ h(u);

(g ⊗ h) ◦ τU,V (u ⊗ v ) = (g ⊗ h)(v , u) = g(v ) ⊗ h(u).

Concluímos que τ é transformação natural.

Essa transformação natural pode ser generalizada para algumas categorias

monoidais. Essas são chamadas de categorias monoidais trançadas e τ é chamada

de trança. Não faremos o estudo de tais categorias nesse trabalho, focando no caso

VectK.

Considere o funtor T (V ) = C ⊗ V na categoria VectK. A comultiplicação de C

nos dá um morfismo linear ∆ : C → C ⊗ C. Podemos obter a partir de ∆ um morfismo

ϕU,V : T (U ⊗ V ) → T (U) ⊗ T (V ) por

ϕU,V (c ⊗ u ⊗ v ) = c1 ⊗ u ⊗ c2 ⊗ v = (idC ⊗ τC,V ⊗ idV ) ◦ (∆⊗ idU ⊗ idV )(c ⊗ u ⊗ v ).
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Além disso, a counidade ε : C → I resulta em um morfismo ϕ0 = ε ◦ rI : T (I) → I. Mais

explicitamente, ϕ0(c ⊗ 1K) = ε(c). Observe a semelhança entre isso e a definição 1.27.

De fato:

Teorema 5.16. Seja K um corpo, C um objeto de VectK e T o funtor definido por

T (X ) = C ⊗ X. Então existe uma bijeção entre estruturas opmonoidais sobre o funtor

T e K-coálgebras.

Demonstração. Considere um comonoide (C,∆, ε). Defina

ϕU,V = (idC ⊗ τC,V ⊗ idV ) ◦ (∆⊗ idU ⊗ idV );

ϕ0 = ε ◦ rI

Mostramos que (T ,ϕ,ϕ0) é opmonoidal.

((T (idU ) ⊗ϕV ,W ) ◦ϕU,V⊗W )(c ⊗ u ⊗ v ⊗ w) = (T (idU ) ⊗ϕV ,W )(c1 ⊗ u ⊗ c2 ⊗ v ⊗ w)

= c1 ⊗ u ⊗ c21 ⊗ v ⊗ c22 ⊗ w

((ϕU,V ⊗ idW ) ◦ϕU⊗V ,W )(c ⊗ u ⊗ v ⊗ w) = ((ϕU,V ⊗ idW )(c1 ⊗ u ⊗ v ⊗ c2 ⊗ w)

= c11 ⊗ u ⊗ c12 ⊗ v ⊗ c2 ⊗ w

Segue da coassociatividade de ∆ que ϕ satisfaz a propriedade desejada.

((ϕ0 ⊗ idT (V )) ◦ϕI,V )(c ⊗ 1K ⊗ v ) = (ϕ0 ⊗ idT (V ))(c1 ⊗ 1K ⊗ c2 ⊗ v ) = ε(c1) ⊗ c2 ⊗ v

= 1K ⊗ ε(c1)c2 ⊗ v = 1K ⊗ c ⊗ v =

(l–1
C⊗V ◦ (idC ⊗ lV ))(c ⊗ 1K ⊗ v )

Segue que (ϕ0 ⊗ idT (V )) ◦ ϕI,V = l–1
C⊗V ◦ (idC ⊗ lV ) e analogamente para o outro

diagrama. Obtemos que (T ,ϕ,ϕ0) é funtor opmonoidal.

Reciprocamente, suponha que (T ,ϕ,ϕ0) seja funtor opmonoidal. Observe que

um elemento de um espaço vetorial da forma V ⊗ I é escrito como
∑

vi ⊗λi =
∑
λivi ⊗

1K. Isso se dá devido à aplicação de r–1
V ◦ rV = idV⊗I . Uma situação análoga ocorre

para espaços evolvendo tensorização por I.

Em particular, escreva ϕI,I(c ⊗ 1K ⊗ 1K) =
∑

di ⊗ 1K ⊗ ei ⊗ 1K. Fazemos uma

adaptação da notação de Sweedler, obtendo ϕI,I(c ⊗ 1K ⊗ 1K) = c1 ⊗ 1K ⊗ c2 ⊗ 1K
como abreviação do somatório. Defina

∆(c) = c1 ⊗ c2 = (rC ⊗ rC)(c1 ⊗ 1K ⊗ c2 ⊗ 1K) = (rC ⊗ rC) ◦ϕI,I(c ⊗ 1K ⊗ 1K).

Além disso, defina ε(c) = ϕ0(c⊗1K). Observaremos o que T ser funtor monoidal

representa nesse caso particular.
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((T (I) ⊗ϕI,I) ◦ϕI,I⊗I)(c ⊗ 1K ⊗ 1K ⊗ 1K) = (T (I) ⊗ϕI,I)(c1 ⊗ 1K ⊗ c2 ⊗ 1K ⊗ 1K)

= c1 ⊗ 1K ⊗ c21 ⊗ 1K ⊗ c22 ⊗ 1K

((ϕI,I ⊗ idI) ◦ϕI⊗I,I)(c ⊗ 1K ⊗ 1K ⊗ 1K) = (ϕI,I ⊗ idT (I))(c1 ⊗ 1K ⊗ 1K ⊗ c2 ⊗ 1K)

= c11 ⊗ 1K ⊗ c12 ⊗ 1K ⊗ c2 ⊗ 1K

Segue que c1 ⊗ c21 ⊗ c22 = c11 ⊗ c12 ⊗ c2 e portanto ∆ é coassociativa. No caso dos

outros dois diagramas,

((ϕ0 ⊗ idT (I)) ◦ϕI,I)(c ⊗ 1K ⊗ 1K) = (ϕ0 ⊗ idT (I))(c1 ⊗ 1K ⊗ c2 ⊗ 1K)

= ε(c1) ⊗ c2 ⊗ 1K

= 1K ⊗ ε(c1)c2 ⊗ 1K

((idT (I) ⊗ϕ0) ◦ϕI,I)(c ⊗ 1K ⊗ 1K) = (idT (I) ⊗ϕ0)(c1 ⊗ 1K ⊗ c2 ⊗ 1K)

= c1 ⊗ 1K ⊗ ε(c2)

= c1ε(c2) ⊗ 1K ⊗ 1K

Concluímos que ε(c1)c2 = c1ε(c2) = c. �

Ainda, podemos caracterizar as transformações lineares h : C → C′ que são

morfismos de coálgebras dentro do contexto funtorial.

Teorema 5.17. Considere coálgebras C e C′ com funtores opmonoidais (T = C ⊗

,ϕ,ϕ0) e (T ′ = C′⊗ ,ϕ′,ϕ′
0) associados. Temos que h : C → C′ linear é morfismo

de coálgebras se, e somente se, αV : C ⊗ V → C′ ⊗ V dada por αV = h ⊗ idV define

uma transformação natural opmonoidal α : T ⇒ T ′. (definição 1.30).

Demonstração. Calculamos cada caminho dos diagramas relevantes na definição

1.30.

ϕ′
U,V ◦ αU⊗V (c ⊗ u ⊗ v ) = ϕ′

U,V (h(c) ⊗ u ⊗ v ) = h(c)1 ⊗ u ⊗ h(c)2 ⊗ v ;

(αU ⊗ αV ) ◦ϕU,V (c ⊗ u ⊗ v ) = (αU ⊗ αV )(c1 ⊗ u ⊗ c2 ⊗ v ) = h(c1) ⊗ u ⊗ h(c2) ⊗ v ;

ϕ′
0 ◦ αK(c ⊗ λ) = ϕ′

0(h(c) ⊗ λ) = ε(h(c)) ⊗ λ;

ϕ0(c ⊗ λ) = ε(c) ⊗ λ.

Se h é morfismo de coálgebras, então fica claro que

h(c)1 ⊗ u ⊗ h(c)2 ⊗ v = h(c1) ⊗ u ⊗ h(c2) ⊗ v

e que

ε(h(c)) ⊗ λ = ε(c) ⊗ λ.
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Segue disso que os diagramas de transformação natural opmonoidal na definição 1.30

comutam.

Reciprocamente, suponha que tais diagramas comutem. Aplicando a comutati-

vidade do quadrado em U = V = K e u = v = 1 obtemos

h(c)1 ⊗ 1 ⊗ h(c)2 ⊗ 1 = h(c1) ⊗ 1 ⊗ h(c2) ⊗ 1.

Segue disso que h(c)1⊗h(c)2 = h(c1)⊗h(c2). Por outro lado, ε(h(c))⊗λ = ε(c)⊗λ segue

da comutatividade do triângulo. Concluímos que h é morfismo de coálgebras. �

5.3 BIÁLGEBRAS

Se temos um espaço vetorial H munido simultaneamente de uma estrutura

de álgebra e uma de coálgebra, podemos fazer a seguinte pergunta: quando essas

estruturas podem ser consideradas compatíveis? Para esse fim, damos dois novos

exemplos, um de álgebra e um de coálgebra.

Exemplo 5.18. Sejam (A,µA,ηA) e (B,µB,ηB) álgebras com unidades 1A = ηA(1K) e

1B = ηB(1K). Definimos uma estrutura de álgebra sobre A ⊗ B. A multiplicação é dada

por (a ⊗ b)(a′ ⊗ b′) = aa′ ⊗ bb′ e definimos a unidade dessa álgebra por 1A ⊗ 1B.

Note que µ = (µA ⊗µB) ◦ (idA ⊗ τB,A ⊗ idB). Segue disso que µ é transformação

linear. Além disso,

[
(a ⊗ b)(a′ ⊗ b′)

]
(a′′ ⊗ b′′) = (aa′ ⊗ bb′)(a′′ ⊗ b′′) = (aa′a′′ ⊗ bb′b′′)

= (a ⊗ b)(a′a′′ ⊗ b′b′′) = (a ⊗ b)
[
(a′ ⊗ b′)(a′′ ⊗ b′′)

]
,

mostrando que a operação é associativa. Finalmente,

(a ⊗ b)(1A ⊗ 1B) = a1A ⊗ b1B = a ⊗ b = 1Aa ⊗ 1Bb = (1A ⊗ 1B)(a ⊗ b),

isto é, 1A ⊗ 1B é unidade de A ⊗ B.

Observamos que a definição de µ pode ser utilizada no caso mais geral de cate-

gorias monoidais trançadas, obtendo o resultado análogo nelas. A igualdade também

nos motiva a realizar a definição análoga no caso de coálgebras quando considerado

que η = (ηA ⊗ ηB) ◦ r–1
I . Vale a mesma observação feita aqui a respeito de categorias

monoidais trançadas.

Exemplo 5.19. Sejam (C,∆C , εC) e (D,∆D, εD) coálgebras. Então podemos definir

uma coálgebra (C ⊗ D,∆, ε) da seguinte forma:

∆(c ⊗ d) = c1 ⊗ d1 ⊗ c2 ⊗ d2 = (idC ⊗ τD,C ⊗ idD) ◦ (∆C ⊗ ∆D)(c ⊗ d);

ε(c ⊗ d) = εC(c)εD(d) = rI ◦ (εC(c) ⊗ εD(d)).
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Temos

(∆⊗ idC⊗D)(∆(c ⊗ d)) = (∆⊗ idC⊗D)(c1 ⊗ d1 ⊗ c2 ⊗ d2)

= c11 ⊗ d11 ⊗ c12 ⊗ d12 ⊗ c2 ⊗ d2

= c1 ⊗ d1 ⊗ c21 ⊗ d21 ⊗ c22 ⊗ d22

= (idC⊗D ⊗ ∆)(c1 ⊗ c1 ⊗ c2 ⊗ d2) = (idC⊗D ⊗ ∆)(∆(c ⊗ d)).

Além disso,

ε(c1 ⊗ d1)(c2 ⊗ d2) = εC(c1)εD(d1)(c2 ⊗ d2) = εC(c1)c2 ⊗ εD(d1)d2 = c ⊗ d ;

(c1 ⊗ d1)ε(c2 ⊗ d2) = (c1 ⊗ d1)εC(c2)εD(d2) = c1εC(c2) ⊗ d1εD(d2) = c ⊗ d .

Segue que C ⊗ D é coálgebra.

Suponha agora que (H,µ,η) e (H,∆, ε) sejam, respectivamente, álgebra e coál-

gebra. Temos duas possíveis forma de compatibilizar essas estruturas:

1. µ : H ⊗ H → H e η : K → H são morfismos de coálgebra.

2. ∆ : H → H ⊗ H e ε : H → K são morfismos de álgebra.

Essas duas são equivalentes, como mostrado abaixo. Lembramos antes que

em K, temos estruturas naturais de álgebra e de coálgebra dadas por

µ(λ⊗ κ) = λκ;

η(λ) = λ;

∆(λ) = λ⊗ 1K = 1K ⊗ λ;

ε(λ) = λ.

Teorema 5.20. Seja H um espaço vetorial que possui uma estrutura de álgebra e uma

de coálgebra. Então µ e η são morfismos de coálgebra se, e somente se ∆ e ε são

morfismos de álgebra.

Demonstração. Começamos estudando cada uma das afirmações relevantes. µ é

morfismo de coálgebra se, e somente se,

∆(ab) = ∆(µ(a ⊗ b)) = µ(∆(a) ⊗ ∆(b)) = µ((a1 ⊗ a2) ⊗ (b1 ⊗ b2)) = a1b1 ⊗ a2b2; (20)

ε(ab) = ε(µ(a ⊗ b)) = ε(a ⊗ b) = ε(a)ε(b). (21)

η é morfismo de coálgebra se, e somente se,

∆(1H ) = ∆(η(1K)) = (η⊗ η)(∆(1K)) = η(1K) ⊗ η(1K) = 1H ⊗ 1H ; (22)

ε(1H ) = ε(η(1K)) = ε(1K) = 1K (23)
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∆ é morfismo de álgebra se, e somente se,

∆(ab) = ∆(a)∆(b) = (a1 ⊗ a2)(b1 ⊗ b2) = a1b1 ⊗ a2b2; (24)

∆(1H ) = 1H⊗H = 1H ⊗ 1H . (25)

ε é morfismo de álgebra se, e somente se,

ε(ab) = ε(a)ε(b); (26)

ε(1H ) = 1K. (27)

Observe que há uma correspondência entre as quatro primeiras e as quatro

últimas equações. Mais precisamente, (20) ⇐⇒ (24), (21) ⇐⇒ (26), (22) ⇐⇒ (25)

e (23) ⇐⇒ (27). �

Definição 5.21. Uma biálgebra é uma estrutura (H,µ,η,∆, ε) na qual (H,µ,η) é uma ál-

gebra, (H,∆, ε) é uma coálgebra e valem as condições do teorema 5.20. Um morfismo

de biálgebras é uma transformação linear que é simultaneamente um morfismo de

álgebras e de coálgebras.

Exemplo 5.22. Seja M um monoide em Set e considere a álgebra do monoide M dada

no exemplo 5.9. Além disso, considere a estrutura de coálgebra sobre F (M) dada pelo

exemplo 5.14 quando fixada a base M de F (M). Mostramos que (F (M),µ,η,∆, ε) é

biálgebra. De fato,

ε(mn) = 1 = 1 · 1 = ε(m)ε(n);

ε(e) = 1,

logo ε é morfismo de álgebras. Ainda,

∆(mn) = (mn) ⊗ (mn) = (m ⊗ m)(n ⊗ n) = ∆(m)∆(n).

Falta mostrar que ∆ leva unidade em unidade. De fato, ∆(e) = e ⊗ e, provando que ∆ é

morfismo de álgebras, e logo, F (M) possui estrutura de biálgebra.

Exemplo 5.23. Considere a K-álgebra de Sweedler H dada no exemplo 5.10. Defini-

mos uma estrutura da coálgebra sobre H da seguinte forma:

• ∆(1) = 1 ⊗ 1, ε(1) = 1K;

• ∆(x) = (x ⊗ 1) + (g ⊗ x), ε(x) = 0K;

• ∆(g) = g ⊗ g, ε(g) = 1K;

• ∆(y ) = (y ⊗ g) + (1 ⊗ y ), ε(y ) = 0.



Capítulo 5. Álgebras de Hopf 95

Observamos que as definições para 1 e y são dadas tal que ∆ e ε sejam multiplicativas

e levem unidade em unidade, levando em conta que y = xg. Em particular, ∆(y) =

∆(x)∆(g), isto é,

y1 ⊗ y2 = (x1 ⊗ x2)(g1 ⊗ g2) = (x1g1) ⊗ (x2g2).

Mostramos então que ∆ é coassociativa. Fazemos isso mostrando que para cada

z ∈ {1, x , g, y } temos ∆(z1) ⊗ z2 = z1 ⊗ ∆(z2). Isso é trivial para z = 1 e z = g. Para

z = x temos

(∆(x) ⊗ 1) + (∆(g) ⊗ x) = (x ⊗ 1 ⊗ 1) + (g ⊗ x ⊗ 1) + (g ⊗ g ⊗ x) = (x ⊗ ∆(1)) + (g ⊗ ∆(x)).

Para y, podemos usar a coassociatividade em x e g junto com a multiplicatividade de

∆.

∆(y1) ⊗ y2 = (∆(x1g1)) ⊗ (x2g2) = (∆(x1) ⊗ x2)(∆(g1) ⊗ g2)

= (x1 ⊗ ∆(x2))(g1 ⊗ ∆(g2)) = (x1g1) ⊗ (∆(x2g2)) = y1 ⊗ ∆(y2)

Disso tudo, segue que ∆ é coassociativa. Que ε é counidade de ∆ segue por um

argumento similar, mostrando que ε(z1)z2 = z = z1ε(z2) para qualquer z ∈ {1, x , g, y }.

Essa biálgebra é chamada de biálgebra de Sweedler.

No contexto funtorial, seja T (V ) = H ⊗ V com H biálgebra. Então T é uma

mônada e existe uma estrutura opmonoidal sobre T . Encontraremos condições sobre

T que sejam equivalentes à compatibilidade. Uma das compatibilidades é que a es-

trutura de álgebra seja formada por morfismos de coálgebra. A ideia do teorema a

seguir será considerar quando a estrutura da mônada respeita a estrutura opmonoidal.

Como uma mônada é formada por transformações naturais, é intuitivo considerar que

respeitar a estrutura nesse caso signifique dizer que tais transformações naturais são

opmonoidais.

Teorema 5.24. Considere uma álgebra (H,µ,η), uma coálgebra (H,∆, ε) e o funtor

T (V ) = H ⊗ V. Então (H,µ,η,∆, ε) é biálgebra se, e somente se, as transformações

naturais µ : T 2 ⇒ T e η : idT ⇒ T da mônada associada à álgebra H forem opmonoi-

dais.

Demonstração. H é biálgebra se, e somente se, µ e η são morfismos de coálgebra.

Pelo teorema 5.17, isso é equivalente a µ⊗ V e η⊗ V serem transformações naturais

opmonoidais. Mas essas são precisamente as expressões das componentes µ e η da

mônada, provando o teorema. �

Considere H uma biálgebra e módulos (M,α) e (N,β) sobre H (ou mais correta-

mente, sobre a estrutura de álgebra que H possui). Como H é uma coálgebra, existe
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uma transformação natural ϕ : T ( ⊗ ) ⇒ T ( ) ⊗ T ( ) que provem da opmonoida-

lidade de T . Podemos considerar a seguinte função γ : A ⊗ M ⊗ N → M ⊗ N:

γ(a ⊗ m ⊗ n) = α(a1 ⊗ m) ⊗ β(a2 ⊗ n) =
(
(α⊗ β) ◦ϕM,N

)
(a ⊗ m ⊗ n).

Como provaremos abaixo, γ resulta em um módulo sobre M⊗N. Disso, obtemos

que se H é álgebra, então cada estrutura de coálgebra compatível induz estruturas de

módulo no produto tensorial e ainda, isso torna HM uma categoria monoidal. Veremos

no mesmo teorema que a recíproca também é verdadeira.

Teorema 5.25. Seja H uma álgebra. Então existe uma bijeção entre as estruturas de

coálgebra sobre H compatíveis com a estrutura de álgebra dada e estruturas monoidais

sobre HM tal que

1. Se (M,α) e (N,β) são H-módulos, então (M,α)⊗ (N,β) tem M ⊗N como espaço

vetorial base;

2. O objeto identidade de HM é da forma (K, e) para alguma ação e : H ⊗K → K;

3. Para todo H-módulo (M,α), lM e rM são morfismos de H-módulos;

4. Se L, M e N possuem uma estrutura de H-módulo, então aL,M,N é morfismo de

H-módulos.

Demonstração. Considere uma estrutura de coálgebra sobre H. Podemos definir uma

estrutura monoidal sobre HM da seguinte forma. Dados módulos (M,α) e (N,β), defina

(M,α) ⊗ (N,β) =
(
N ⊗ M, (α⊗ β) ◦ϕM,N

)
.

Mostramos que esse produto tensorial está bem definido provando que o resultado

obtido é um H-módulo. Seja γ = (α⊗ β) ◦ϕM,N ◦ µ(x ⊗ y ⊗ m ⊗ n). Então

γ ◦
(
µ⊗ idM⊗N

)
(x ⊗ y ⊗ m ⊗ n) = (α⊗ β) ◦ϕM,N (xy ⊗ m ⊗ n)

= α ((xy )1 ⊗ m) ⊗ β ((xy )2 ⊗ n) ;

γ ◦ (idH ⊗ γ) (x ⊗ y ⊗ m ⊗ n) = γ(x ⊗ α(y1 ⊗ m) ⊗ β(y2 ⊗ n))

= α(x1 ⊗ α(y1 ⊗ m)) ⊗ β(x2 ⊗ β(y2 ⊗ n))

= α(x1y1 ⊗ m) ⊗ β(x2y2 ⊗ n).

Como ∆ é morfismo de álgebras, as duas expressões são, de fato, iguais. Ainda,

γ ◦
(
η⊗ idM⊗N

)
(λ⊗ m ⊗ n) = γ(1H ⊗ m ⊗ n) = α(1H ⊗ m) ⊗ β(1H ⊗ n) = m ⊗ n.

Como ⊗ precisa ser um funtor, mostramos que o produto tensorial em VectK
de morfismos de módulos também é morfismo de módulos. É claro que g ⊗ h é linear.

Para mostrar que é morfismo de módulos,
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(g ⊗ h) ◦ γ(x ⊗ m ⊗ n) = (g ⊗ h)(α(x1 ⊗ m) ⊗ β(x2 ⊗ n))

= (g ◦ α(x1 ⊗ m)) ⊗ (h ◦ β(x2 ⊗ n))

=
(
α′(x1 ⊗ g(m))

)
⊗
(
β′(x2 ⊗ h(n))

)
;

γ′ ◦ (idH ⊗ g ⊗ h)(x ⊗ m ⊗ n) = γ′(x ⊗ g(m) ⊗ h(n))

= α′(x1 ⊗ g(m)) ⊗ β′(x2 ⊗ h(m)).

A igualdade que precisamos segue de g e h morfismos de módulos. Ainda,

podemos considerar e = ϕ0 : H ⊗ K → K tal como na estrutura opmonoidal de H,

garantida pelo teorema 5.24. Temos que ϕ0 é ação pois

ϕ0 ◦ (µ⊗ idK) (x ⊗ y ⊗ λ) = ϕ0(xy ⊗ λ) = ε(xy )λ = ε(x)ε(y )λ;

ϕ0 ◦ (idH ⊗ϕ0) (x ⊗ y ⊗ λ) = ϕ0(x ⊗ ε(y )λ) = ε(x)ε(y )λ;

ϕ0 ◦ (η⊗ λ) (κ⊗ λ) = ϕ0(κ1H ⊗ λ) = ε(κ1H )λ = κλ.

Isso nos dá um H-módulo sobre K, que é o objeto identidade em HM. Agora

mostramos que l , r e a tem morfismos de H-módulos como componentes. Temos

rM (x . (m ⊗ λ)) = rM ((x1 . m) ⊗ (x2 . λ)) = rM ((x1 . m) ⊗ ε(x2)λ)

= ε(x2)λx1 . m = λx . m = x . (λm) = x . rM (m ⊗ λ)

e analogamente para lM . Finalmente,

aL,M,N (x . ((l ⊗ m) ⊗ n)) = aL,M,N ((x1 . (l ⊗ m)) ⊗ (x2 . n))

= aL,M,N (((x11 . l) ⊗ (x12 . m)) ⊗ (x2 . n))

= (x11 . l) ⊗ ((x12 . m) ⊗ (x2 . n))

= (x1 . l) ⊗ ((x21 . m) ⊗ (x22 . n))

= (x1 . l) ⊗ (x2 . (m ⊗ n)) = x . (l ⊗ (m ⊗ n))

= x . (aL,M,N ((l ⊗ m) ⊗ n)).

Reciprocamente, suponha que temos uma estrutura monoidal sobre HM para

alguma álgebra H nas condições do enunciado. Em particular, temos um módulo (K, e)

com e : H ⊗K → K. Ainda, como H é um H-módulo, temos um módulo (H ⊗ H, D) no

qual D : H ⊗ H ⊗ H → H ⊗ H. Defina

∆ = D ◦ (idH ⊗ η⊗ η) ◦ r–1
H⊗K ◦ r–1

H ,

em outras palavras, ∆(h) = D(h ⊗ 1H ⊗ 1H ) = h . (1H ⊗ 1H ). Ainda, defina ε = e ◦ r–1
H ,

isto é, ε(h) = e(h ⊗ 1K) = h . 1K. Mostramos que H é biálgebra com a estrutura dada.

Como ∆ : H → H ⊗ H é transformação linear, usamos uma notação de Sweedler e

denotamos ∆(h) = h1 ⊗ h2.
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Demonstramos uma propriedade auxiliar: Dados H-módulos M e N, temos

x . (m ⊗ n) = (x1 . m) ⊗ (x2 . n).

De fato, usamos os morfismo de módulos ρ dados no teorema 1. Temos ρM
m (x) = x . m

e ρN
n (x) = x . n. Disso,

(x1 . m) ⊗ (x2 . n) = ρM
m (x1) ⊗ ρN

n (x2) = (ρM
m ⊗ ρN

n )(x1 ⊗ x2) = (ρM
m ⊗ ρN

n )(x . (1H ⊗ 1H ))

= x . ((ρM
m ⊗ ρN

n )(1H ⊗ 1H )) = x . (ρM
m (1H ) ⊗ ρN

n (1H ))

= x . ((1H . m) ⊗ (1H . n)) = x . (m ⊗ n).

Para mostrar que ∆ é coassociativa, usamos que o associador é morfismo de

H-módulos. Lembrando que x1 ⊗ x2 = x . (1H ⊗ 1H ), temos

aH,H,H ◦ (∆⊗ idH )(x1 ⊗ x2) = aH,H,H ((x11 ⊗ x12) ⊗ x2)

= aH,H,H ((x1 . (1H ⊗ 1H )) ⊗ (x2 . 1H ))

= aH,H,H (x . ((1H ⊗ 1H ) ⊗ 1H ))

= x . aH,H,H ((1H ⊗ 1H ) ⊗ 1H )

= x . (1H ⊗ (1H ⊗ 1H ))

= (x1 . 1H ) ⊗ (x2 . (1H ⊗ 1H ))

= (x1 . 1H ) ⊗ ((x21 ⊗ 1H ) ⊗ (x22 ⊗ 1H ))

= x1 ⊗ (x21 ⊗ x22) = (idH ⊗ ∆)(x1 ⊗ x2).

Ainda, usando que r e l tem morfismos de H-módulos como componentes,

obtemos o axioma da counidade:

ε(x1)x2 = lH (ε(x1) ⊗ x2) = lH ((x1 . 1K) ⊗ (x2 . 1H ))

= lH (x . (1K ⊗ 1H )) = x . lH (1K ⊗ 1H ) = x . 1H = x .

O caso x1ε(x2) = x é análogo, utilizando rH . Agora provamos que ∆ é morfismo de

álgebras. Para mostrar que ∆ é multiplicativa,

∆(xy ) = (xy ) . (1H ⊗ 1H ) = x . (y . (1H ⊗ 1H )) = x . (y1 ⊗ y2) = x1y1 ⊗ x2y2.

Além disso, ∆(1H ) = 1H .(1H⊗1H ) = 1H⊗1H . Finalmente, mostramos que ε é morfismo

de álgebras. Por um lado,

ε(xy ) = (xy ) . 1H = x . (y . 1K) = x . ε(y )

= x . (ε(y )1K) = ε(y )(x . 1K) = ε(y )ε(x) = ε(x)ε(y ).

Por outro lado, ε(1H ) = 1H . 1K = 1K. Disso, segue que H é biálgebra. �

Observe que os itens no teorema são equivalentes a dizer que cada componente

da estrutura monoidal de HM é um levantamento do correspondente em VectK. Essa

correspondência será dada em mais detalhes quando falarmos de bimônadas.
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5.4 CATEGORIAS FECHADAS

Faremos uma digressão para falar sobre categorias fechadas. O motivo dessa

discussão é utilizar tais conceitos para generalizar álgebras de Hopf (que definiremos

na seção 5.5) para um contexto funtorial. Começaremos a discussão com alguns

exemplos.

Exemplo 5.26. Considere a categoria monoidal Set dos conjuntos. Dada uma função

f : X × Y → Z, podemos gerar uma família fx : Y → Z de funções definidas por

fx (y ) = f (x , y ). Mais ainda, cada família dessa forma gera uma função f apropriada, isto

é, temos uma bijeção entre Hom(X ×Y , Z ) e Hom(X , Hom(Y , Z )). Note que é possível

escrever o segundo conjunto pois Hom(Y , Z ) é um objeto de Set. Fixado Y , denote a

bijeção mencionada anteriormente por ΦZ ,X : Hom(X × Y , Z ) → Hom(X , Hom(Y , Z )).

Como sugerido pela notação, temos uma adjunção. Para entendê-la, observe

que o funtor cartesiano levando X em X ×Y aparece no domínio. Por outro lado, temos

um funtor levando Z em Hom(Y , Z ). Denotaremos esse funtor por [Y , ]. Já sabemos

como esse funtor se comporta nos objetos. Nos morfismos, se h : Z → Z ′ é uma

função, então [Y , h] : Hom(Y , Z ) → Hom(Y , Z ′) é definido por [Y , h](f ) = h ◦ f para toda

f : Y → Z. Temos então que ΦZ ,X : Hom(X × Y , Z ) → Hom(X , [Y , Z ]).

Para mostrar a naturalidade, usamos o teorema 2.2. Considere inicialmente uma

função g : Z → Z ′ e h : X × Y → Z. Então

((
ΦZ ′,X (g ◦ h)

)
(x)
)

(y ) = ((g ◦ h)x ) (y ) = g ◦ h(x , y ).

Por outro lado,

((
[Y , g] ◦ΦZ ,X (h)

)
(x)
)

(y ) = ([Y , g](hx )) (y ) = (g ◦ hx ) (y ) = g ◦ h(x , y ).

Concluímos então que um dos diagramas comutam. Para o outro diagrama,

considere f : X ′ → X. Temos

((
ΦZ ,X ′(h ◦ (f × idY ))

)
(x)
)

(y ) = (h ◦ (f × idY ))x (y ) = h ◦ (f × idY )(x , y ) = h(f (x), y ).

Por outro lado,

((
ΦZ ,X (h) ◦ f

)
(x)
)

(y ) =
(
ΦZ ,X (f (x))

)
(y ) = hf (x)(y ) = h(f (x), y ).

Concluímos que o outro diagrama comuta, nos dando a prova que × Y é adjunto à

esquerda de [Y , ]. Observe que as transformações naturais ηX : X → [Y , X × Y ] e

εZ : [Y , Z ] × Y → Z são dadas por

(ηX (x)) (y ) = (x , y );

εZ (f , y ) = f (y ).
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Exemplo 5.27. Considere a categoria RM para R anel comutativo com unidade. Lem-

bramos que dados R-módulos M e N, o conjunto Hom(M, N) possui uma estrutura de

módulo. Considere ainda outro R-módulo L. Dado h : L ⊗ M → N um morfismo de

módulos, podemos definir uma família hx : M → N de morfismos por hx (y ) = h(x ⊗ y ).

Observe que, de fato,

hx (λ . y + y ′) = h(x ⊗ (λ . y + y ′)) = h(λ . (x ⊗ y ) + (x ⊗ y ′))

= λ . h(x ⊗ y ) + h(x ⊗ y ′) = λ . hx (y ) + hx (y ′).

Por outro lado, considere um morfismo H : L → Hom(M, N) levando x em

um morfismo H(x) = hx : M → N. Definimos um único morfismo h : L ⊗ M → N

por h(x ⊗ y) = hx (y). Para mostrar que h está bem definida, considere a função

h′ : L × M → N dada por h′(x , y) = hx (y), como no exemplo anterior. Lembramos que

de H morfismo temos H(λ . x + x ′) = λ . H(x) + H(x ′) e portanto, hλ.x+x ′ = λ . hx + hy .

h′(λ . x + x ′, y ) = hλ.x+x ′(y ) = λ . hx (y ) + hx ′(y ) = λ . h′(x , y ) + h′(x ′, y )

h′(x , λ . y + y ′) = hx (λ . y + y ′) = λ . hx (y ) + hx (y ′) = λ . h′(x , y ) + h′(x , y ′)

Observamos das equações acima que h′ é morfismo em cada entrada e portanto

h está bem definida. Assim como antes, temos funtores ⊗ M e [M, ] e uma função

ΦN,L : Hom(L⊗M, N) → Hom(L, [M, N]). Também temos (ηL(x)) (y ) = x⊗y e εN (f⊗y ) =

f (y ).

Uma das equivalências que provaremos é que uma biálgebra H é álgebra de

Hopf se, e somente se, podemos definir estruturas de módulo sobre HomVect
K
(M, N).

Isso torna tal conjunto de morfismos um objeto de HM. O estudo de mônadas de Hopf,

dado em 6.2, envolve entender como isso se aplica nos casos gerais.

Definição 5.28. Seja C uma categoria monoidal. Dizemos que C é fechada (à direita)

se, para todo objeto Y de C, o funtor ⊗ Y possui adjunto à direita. Nesse caso,

denotamos o adjunto à direita de ⊗ Y por [Y , ], a unidade por ηY e a counidade

por εY . Chamamos essas adjunções (como um todo) de estrutura fechada (à direita)

de C.

Façamos uma discussão intuitiva sobre estruturas fechadas. Similarmente aos

exemplos anteriores, [Y , Z ] é um objeto de C que representa Hom(Y , Z ) e podemos

separar um morfismo h : X ⊗Y → Z em componentes viaΦZ ,X (h) : X → [Y , Z ]. Ainda,

lembramos que ηX = ΦX⊗Y ,X (idX⊗Y ) ou em outras palavras, ηX : X → [Y , X ⊗ Y ] é

associado à identidade idX⊗Y pelo isomorfismo natural Φ.

Em termos intuitivos, ηY
X representa, internamente, o ato de levar as componen-

tes X e Y em seu produto tensorial X ⊗ Y . Por outro lado, εY
Z : [Y , Z ] ⊗ Y → Z é
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uma avaliação, levando um morfismo de Y para Z e um elemento fixado de Y no seu

correspondente em Z .

Podemos perguntar o que significa um funtor F : C → D entre categorias

fechadas preservar a estrutura fechada. Essa estrutura é formada por quatro tipos

de componentes, o produto tensorial (adjunto à esquerda), o objeto que representa

morfismos (adjunto à direita) e os representantes internos da tensorização (unidade) e

da avaliação (counidade).

Os dois primeiro são fáceis de lidar por se tratarem de objetos. Basta pedir que

F (X ⊗ Y ) = F (X ) ⊗ F (Y ) e que F ([X , Y ]) = [F (X ), F (Y )]. Em particular,

F ([X , Y ] ⊗ X ) = [F (X ), F (Y )] ⊗ F (X );

F ([Y , X ⊗ Y ]) = [F (Y ), F (X ) ⊗ F (Y )].

Para a unidade, temos que dados objetos X e Y de C, podemos realizar inter-

namente a tensorização de X e Y bem como a de F (X ) e F (Y ) via morfismos ηY
X e

η
F (Y )
F (Y ). Pedimos que esses morfismos sejam associados, isto é, F

(
ηY

X

)
= ηF (Y )

F (X ). Simi-

larmente, dados objetos Y e Z , podemos fazer a avaliação de morfismos de Y para

Z por εY
Z e a de morfismos de F (Y ) para F (Z ) por εF (Y )

F (Z ) e pedimos que essas duas

sejam associadas, F
(
εY

Z

)
= εF (Y )

F (Z ) .

Observamos que mesmo sem exigir que F ([X , Y ]) = [F (X ), F (Y )], podemos en-

contrar um morfismo entre esses desde que tenhamos F (X ⊗Y ) = F (X )⊗F (Y ). Intuiti-

vamente, aplicamos a tensorização com componentes F ([X , Y ]) e F (X ) e em seguida

fazemos o análogo da avaliação com essas componentes. Formalmente, F ([X , Y ]) é le-

vado em [F (X ), F ([X , Y ])⊗F (X )] via ηF (X )
F ([X ,Y ]) que por sua vez é levado em [F (X ), F (Y )]

por
[
F (X ), F

(
εX

Y

)]
. É natural pensar que se F preserva a estrutura fechada, então

essa função
[
F (X ), F

(
εX

Y

)]
◦ η

F (X )
F ([X ,Y ]) é na verdade a identidade, em particular impli-

cando F ([X , Y ]) = [F (X ), F (Y )].

Veremos no teorema abaixo que não precisamos exigir tanto pois há equivalên-

cias que nos permitem provar certas condições a partir de outras. Antes do teorema,

notamos que a condição F (X ⊗ Y ) = F (X ) ⊗ F (Y ) é bastante similar à encontrada

na definição 1.27, mais precisamente, a de um funtor monoidal estrito. Fica faltando

apenas F (IC) = ID, condição essa que também exigiremos.

Teorema 5.29. Seja F : C → D um funtor monoidal estrito entre categorias fechadas

tal que F ([X , Y ]C) = [F (X ), F (Y )]D. Então são equivalentes:

1.
[
F (Y ), F

(
εY

X

)]
D
◦ η

F (Y )
F ([Y ,X ]) = idF ([Y ,X ]) para quaisquer objetos X e Y ;

2. F
(
ηY

X

)
= ηF (Y )

F (X ) para quaisquer objetos Y e Z ;
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3. F
(
εY

Z

)
= εF (Y )

F (Z ) para quaisquer objetos Y e Z .

Demonstração. Suponha inicialmente que
[
F (X ), F

(
εY

X

)]
◦ η

F (X )
F ([X ,Y ]) = idF ([X ,Y ]). Ob-

serve que podemos aplicar a naturalidade de ηF (Y ) para o morfismo F
(
ηY

X

)
, o que

resulta na comutatividade do diagrama abaixo.

F (X )
η

F (Y )
F (X ) //

F (ηY
X )

��

[F (Y ), F (X ) ⊗ F (Y )]

[F (Y ),F (ηY
X )⊗F (Y )]

��
F ([Y , X ⊗ Y ])

η
F (Y )
F ([Y ,X⊗Y ])

// [F (Y ), F ([Y , X ⊗ Y ]) ⊗ F (Y )]

(28)

Vejamos agora o que o fato de ηY e εY serem unidade e counidade significa.

Denotamos temporariamente A = ⊗ Y . Temos que

εY
X⊗Y ◦

(
ηY

X ⊗ Y
)

= εY
A(X ) ◦ A

(
ηY

X

)
= idX⊗Y .

Notando que F
(
ηY

X ⊗ Y
)

= F
(
ηY

X

)
⊗ F (Y ),

[
F (Y ), F

(
εY

X⊗Y

)]
◦
[
F (Y ), F (ηY

X ) ⊗ F (Y )
]

= id[F (Y ),F (X )⊗F (Y )].

Note ainda que por hipótese o mesmo morfismo
[
F (Y ), F

(
εY

X⊗Y

)]
também é in-

verso à esquerda de ηF (Y )
F ([Y ,X⊗Y ]). Compondo esse morfismo no diagrama 28, obtemos

que ηF (Y )
F (X ) = F

(
ηY

X

)
.

Provamos agora a recíproca. Suponha que F
(
ηY

X

)
= η

F (Y )
F (X ) para quaisquer

objetos X e Y . Em particular, F
(
ηY

[ Y , X ]
)

= ηF (Y )
F ([Y ,X ]). Ainda, usando que ηY e εY são

unidade e counidade, segue que
[
Y , εY

X

]
◦ ηY

[Y ,X ] = id[Y ,X ] e portanto F
([

Y , εY
X

])
◦

F
(
ηY

[Y ,X ]

)
= idF ([Y ,X ]). Segue que

[
F (Y ), F

(
εY

X

)]
◦ η

F (Y )
F ([Y ,X ]) =

[
F (Y ), F

(
εY

X

)]
◦ F

(
ηY

[Y ,X ]

)

= F
([

Y , εY
X

])
◦ F

(
ηY

[Y ,X ]

)
= idF ([Y ,X ]).

Com isso estabelecemos uma equivalência entre os itens 1 e 2. Provar que 1 e

3 são equivalentes é análogo. �

Definição 5.30. Dizemos que um funtor F : C → D entre categorias fechadas preserva

a estrutura fechada (estritamente) quando F é monoidal estrito e satisfaz as condições

equivalentes do teorema 5.29.



Capítulo 5. Álgebras de Hopf 103

5.5 ÁLGEBRAS DE HOPF

Nessa seção definiremos uma álgebra de Hopf como uma biálgebra H munida

de uma antípoda S : H → H. Para entender o que é essa antípoda construiremos a

álgebra de convolução.

Definição 5.31. Seja C uma coálgebra e A uma álgebra. Definimos a álgebra de

convolução em HomVect
K
(C, A) por (f ∗g)(x) = f (x1)g(x2) com unidade η◦ε. Chamamos

essa operação de convolução.

Vejamos que a estrutura acima é, de fato, uma álgebra. HomVect
K
(C, A) é um

espaço vetorial e ainda

((f ∗ g) ∗ h)(x) = (f ∗ g)(x1)h(x2) = f (x11)g(x12)h(x2);

(f ∗ (g ∗ h))(x) = f (x1)(g ∗ h)(x2) = f (x1)g(x21)h(x22).

Como a comultiplicação é coassociativa, (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h). Quanto a unidade,

(f ∗ (η ◦ ε))(x) = f (x1)(η ◦ ε)(x2) = f (x1)η(ε(x2)) = f (x1)ε(x2)η(1K) = f (x1ε(x2)) = f (x);

((η ◦ ε) ∗ f )(x) = (η ◦ ε)(x1)f (x2) = η(ε(x1))f (x2) = ε(x1)η(1K)f (x2) = f (ε(x1)x2) = f (x).

Suponha agora que H seja uma biálgebra. Temos a álgebra de convolução

HomVect
K
(H, H) = End(H). Analisamos como essa operação se relacionam com a

função identidade. Por um lado, (f ∗ idH )(x) = f (x1)x2 e por outro (idH ∗ f )(x) = x1f (x2).

Podemos perguntar se existe uma função S : H → H tal que idK ∗ S = S ∗ idK = η ◦ ε,

isto é, S é a inversa de idK por convolução. Nesse caso, dizemos que H é uma álgebra

de Hopf. Mais formalmente:

Definição 5.32. Uma álgebra de Hopf é uma biálgebra H munida de uma função

S : H → H, chamada antípoda, tal que S é a inversa de idH por convolução.

Observação 5.33. Pela definição, é claro que se H é uma biálgebra, então H possui

no máximo uma antípoda, dessa forma, uma biálgebra ser álgebra de Hopf pode ser

visto como uma propriedade extra em vez de uma estrutura extra.

Observamos o que esses conceitos significam na linguagem de categoria mo-

noidal em VectK. Temos

(f ∗ g)(x) = f (x1)g(x2) = µ(f (x1) ⊗ g(x2)) = (µ ◦ (f ⊗ g))(x1 ⊗ x2) = (µ ◦ (f ⊗ g) ◦ ∆)(x).

Podemos definir f ∗ g = µ ◦ (f ⊗ g) ◦ ∆. Além disso, se H é uma álgebra de Hopf temos

que S ser antípoda significa µ ◦ (S ⊗ idH ) ◦∆ = µ ◦ (idH ⊗S) ◦∆ = η ◦ ε. Em diagramas,
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H ⊗ H
S⊗idH // H ⊗ H

µ

��
H

∆

CC

ε //

∆

��

K
η // H

H ⊗ H
idH⊗S

// H ⊗ H

µ

CC

Exemplo 5.34. Considere a biálgebra F (M) como definida no exemplo 5.22. Suponha

que F (M) seja álgebra de Hopf. De ∆(x) = x ⊗ x, segue que a antípoda S satisfaz

S(x)x = xS(x) = η ◦ ε(x) = η(1) = e,

para todo x ∈ F (M). Disso, segue que S(x) é a inversa de x no monoide M e portanto

M é grupo. Reciprocamente, se G é grupo, então podemos definir S : F (G) → F (G)

por S(x) = x–1. Segue que S é antípoda e F (G) é álgebra de Hopf.

Teorema 5.35. A antípoda S é um antimorfismo de álgebras, isto é, S é uma transfor-

mação linear tal que S(1H ) = 1H e S(xy ) = S(y )S(x).

Demonstração. Já sabemos que S é linear. Temos

1H = η ◦ ε(1H ) = S ∗ idH (1H ) = S(1H )idH (1H ) = S(1H ).

Para mostrar a outra propriedade, precisamos mostrar que as funções F , G : H ⊗ H →

H dadas por

F (x ⊗ y ) = S(y )S(x);

G(x ⊗ y ) = S(xy )

são iguais. Note que F = µ ◦ (S ⊗ S) ◦ τH,H e G = S ◦ µ, mostrando que não só as

funções estão bem definidas como também as mesmas são lineares. Lembramos o

seguinte resultado elementar: em um monoide (na categoria Set), se x possui inversa à

esquerda xe e inversa à direita xd , então xe = xd (e consequentemente, x é inversível).

Usamos esse resultado na álgebra de convolução Hom(H ⊗ H, H), que é um monoide

quando esquecida a estrutura de espaço vetorial. Observe que µ é um elemento dessa.

µ ∗ F (x ⊗ y ) = µ(x1 ⊗ y1)F (x2 ⊗ y2) = x1y1S(y2)S(x2) = x1y1ε(y2)1Hε(x2)1H

= x1yε(x2)1H = xy1H = ηH ◦ εH⊗H (x ⊗ y )

G ∗ µ(x ⊗ y ) = G(x1 ⊗ y1)µ(x2 ⊗ y2) = S(x1y1)x2y2 = S((xy )1)(xy )2 = ηH ◦ εH⊗H (x ⊗ y )
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Das equações acima observamos que G é inversa à esquerda de µ e F é inversa

à direita de µ. segue que F = G e portanto, S(xy ) = S(y )S(x). �

Exemplo 5.36. Considere a K-biálgebra de Sweedler H dada em 5.23. Mostramos

que H possui antípoda. De fato, defina S : H → H na base por

• S(1) = 1;

• S(x) = y;

• S(g) = g;

• S(y ) = –x.

Novamente, notamos que S(1) e S(y) foram definidos de forma a tornar S um

antimorfismo de álgebras. Para mostrar que S é antípoda, verificamos que S(z1)z2 =

z1S(z2) = η(ε(z)) para todo z ∈ {1, x , g, y }. Isso é trivial para z = 1 e z = g. Para z = x

e z = y, o resultado segue de

yx = xy = η(ε(x)) = η(ε(y )) = 0.

Lembramos que como H possui estrutura de coálgebra, então o funtor T (X ) =

H⊗X possui estrutura opmonoidal. Temos morfismosϕU,V : H⊗U⊗V → H⊗U⊗H⊗V .

Queremos, de alguma forma, relacionar isso com a estrutura de álgebra do ponto de

vista funtorial. Para isso, precisamos utilizar a transformação natural µ : T 2 ⇒ T . Se

em vez de V tivéssemos H ⊗ V estaríamos em uma situação na qual µV pode ser

aplicada. De fato, podemos definir αU,V = (idH ⊗ idU ⊗ µV ) ◦ϕU,H⊗V . Observe que α

é a composição de duas transformações naturais e portanto também é natural. Mais

especificamente, se F : C×C → C é o funtor definido por F (U, V ) = H⊗U⊗H⊗V , então

α : F ⇒ F é transformação natural. Podemos aplicar αU,V em um ponto específico,

obtendo

αU,V (x ⊗ u ⊗ y ⊗ v ) = x1 ⊗ u ⊗ x2y ⊗ v .

Um morfismo derivado de αI,I é o chamado morfismo canônico can : H ⊗ H → H ⊗ H.

Esse é dado por can(x ⊗ y) = x1 ⊗ x2y . O teorema abaixo é uma parte do Teorema

Fundamental das Álgebras de Hopf. Tal teorema diz que uma biálgebra admite antípoda

se, e somente se, α é inversível. Podemos enfraquecer a hipótese mostrando que α é

inversível se, e somente se, o morfismo canônico o é.

Lema 5.37. Seja H uma biálgebra. Então α é inversível se, e somente se, o morfismo

canônico can o é.

Demonstração. Note que

can = (rH ⊗ rH ) ◦ αI,I ◦
(

r–1
H ⊗ r–1

H

)
.
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Se α é inversível então, em particular, αI,I o é. Segue que can é composição de

isomorfismos e logo can é inversível.

Reciprocamente, suponha que can seja inversível. Temos que

αU,V =
(
idH ⊗ τH,U ⊗ idV

)
◦ (can ⊗ idU ⊗ idV ) .

Como αU,V é a composição de isomorfismos, então α é isomorfismo natural. �

Teorema 5.38. Seja H uma biálgebra. Então H é álgebra de Hopf se, e somente se, a

transformação natural α definida acima é inversível.

Demonstração. Suponha que H seja álgebra de Hopf. Então existe uma antípoda

S : H → H. Lembramos que S(x1)x2 = x1S(x2) = ε(x)1H . Em particular

S(x21)x22 = x21S(x22) = ε(x2)1H .

Agora, defina can′(x ⊗ y ) = x1 ⊗ S(x2)y . Temos que

can ◦ can′(x ⊗ y ) = can(x1 ⊗ S(x2)y ) = x11 ⊗ x12S(x2)y

= x1 ⊗ x21S(x22)y = x1 ⊗ ε(x2)y = x1ε(x2) ⊗ y = x ⊗ y ;

can′ ◦ can(x ⊗ y ) = can′(x1 ⊗ x2y ) = x11 ⊗ S(x12)x2y

= x1 ⊗ S(x21)x22y = x1 ⊗ ε(x2)y = x1ε(x2) ⊗ y = x ⊗ y .

Temos que can′ = can–1 e do lema, α é isomorfismo natural. Por outro lado,

suponha que α seja inversível. Então o morfismo canônico can possui inversa can–1.

Intuitivamente, can–1(x ⊗ y ) = x1 ⊗ S(x2)y , mas lembramos que ainda não foi definido

S. Usamos essa intuição para definir

S(x) = lH ◦ (ε⊗ idH ) ◦ can–1(x ⊗ 1H ).

Agora mostramos que S é antípoda. De fato, notando que x ⊗ 1H = x ⊗ η(1K),

temos

S = lH ◦ (ε⊗ idH ) ◦ can–1 ◦ (idH ⊗ η) ◦ r–1
H ,

do que segue que S é linear. Mais ainda, note que como

µ ◦ (lH ⊗ H) ◦ (ε⊗ idH ⊗ idH ) = lH ◦ (ε⊗ idH ) ◦ (idH ⊗ µ) ,

então

µ ◦ (S ⊗ idH ) = µ ◦ (lH ⊗ idH ) ◦ (ε⊗ idH ⊗ idH ) ◦
(

can–1 ⊗ idH

)
◦ (idH ⊗ η⊗ idH ) ◦

(
r–1
H ⊗ idH

)

= lH ◦ (ε⊗ idH ) ◦ (idH ⊗ µ) ◦
(

can–1 ⊗ idH

)
◦ (idH ⊗ η⊗ idH ) ◦

(
r–1
H ⊗ idH

)
.
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Além disso, observe que

can ◦ (idH ⊗ µ) = (idH ⊗ µ) ◦ (can ⊗ idH )

e portanto

(idH ⊗ µ) ◦
(

can–1 ⊗ idH

)
= can–1 ◦ (idH ⊗ µ) .

Concluímos disso que

µ ◦ (S ⊗ idH ) = lH ◦ (ε⊗ idH ) ◦ can–1 ◦ (idH ⊗ µ) ◦ (idH ⊗ η⊗ idH ) ◦
(

r–1
H ⊗ idH

)

= lH ◦ (ε⊗ idH ) ◦ can–1 ◦ (idH ⊗ lH )
(

r–1
H ⊗ idH

)

= lH ◦ (ε⊗ idH ) ◦ can–1 ◦ (rH ⊗ idH )
(

r–1
H ⊗ idH

)
= lH ◦ (ε⊗ idH ) ◦ can–1.

Agora,

S(x1)x2 = (µ ◦ (S ⊗ idH ) ◦ ∆) (x) =
(

lH ◦ (ε⊗ idH ) ◦ can–1 ◦ ∆
)

(x).

Observe também que

∆(x) = x1 ⊗ x2 = can(x ⊗ 1H ) =
(

can ◦ (idH ⊗ η) ◦ r–1
H

)
(x)

e portanto

can–1 ◦ ∆ = (idH ⊗ η) ◦ r–1
H .

Finalmente concluímos que

S(x1)x2 =
(

lH ◦ (ε⊗ idH ) ◦ (idH ⊗ η) ◦ r–1
H

)
(x) = lH (ε(x) ⊗ η(1K)) = ε(x)η(1K) = η ◦ ε(x).

Segue de maneira análoga que x1S(x2) = η ◦ ε(x). �

A outra parte do Teorema Fundamental é dada definindo uma estrutura de

módulo sobre HomVect
K
(M, N) na qual H é álgebra de Hopf para quaisquer H-módulos

M e N. Sabemos que HomVect
K
(M, N) é espaço vetorial com a estrutura definida

pontualmente. Podemos definir uma ação sobre HomVect
K
(M, N) da seguinte forma:

Para h : M → N, (x . h)(m) = x1h(S(x2) . m). Como provaremos abaixo na segunda

parte do Teorema Fundamental das álgebras de Hopf, dadas estruturas de módulo

sobre os objetos da forma HomVect
K
(M, N), podemos obter uma antípoda para H. Essa

será dada por S(x) = x . idH , uma vez que idH ∈ HomVect
K
(H, H).

Observação 5.39. Sejam U e V espaços vetoriais. Como vimos (mais geralmente) no

exemplo 5.27, VectK é categoria fechada. Para evitar uma notação ambígua, denotare-

mos por evU,V : Hom(U, V )⊗U → V a componente evU,V (h ⊗ u) = h(u) da counidade

da adjunção.
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Teorema 5.40. Seja H uma biálgebra. Se H é álgebra de Hopf, então para quaisquer

módulos M e N, HomVect
K
(M, N) é módulo com a ação

(x . h) (m) = x1 . (h(S(x2) . m)) .

Ainda, uma vez fixado M podemos definir um endofuntor sobre HM

[M, N] = HomVect
K
(M, N);

[M, h] = h ◦ .

Que dá uma estrutura fechada para HM. A unidade e a counidade dessa adjunção

são dadas por
(
ηM

L (l)
)

(m) = l ⊗ m;

εM
N (h ⊗ m) = h(m).

Demonstração. Denote HomVect
K
(M, N) = [M, N]. Suponha que H seja álgebra de

Hopf. Observe que a ação descrita acima é dada por

(x . h) (m) = . ◦
(
idH ⊗ evM,N

)
◦
(

idH ⊗ id[M,N] ⊗ .

)
◦
(

idH ⊗ id[M,N] ⊗ S ⊗ idM

)

◦
(

idH ⊗ τH,[M,N] ⊗ M
)
◦ (∆⊗ idH ⊗ M) (x ⊗ h ⊗ m).

Essa equação pode ser facilmente confirmada fazendo manualmente cada opera-

ção. Disso, obtemos que existe uma transformação linear levando x ⊗ h ⊗ m em

x1 . (h (S(x2) . m)). Segue facilmente disso que x . h : M → N é uma transformação

linear, bem como que . : H ⊗ [M, N] → [M, N] é linear. Falta mostrar que temos, de

fato, uma ação. Lembramos antes que S é antimorfismo de álgebras.

(x . (y . h)) (m) = x1 . ((y . h)(S(x2) . m)) = x1 . (y1 . (h (S(y2) . (S(x2) . m))))

= x1y1 . (h (S(y2)S(x2) . m)) = x1y1 . (h (S(x2y2) . m))

= (xy )1 . (h (S ((xy )2) . m)) = (xy . h) (m);

(1H . h) (m) = 1H . (h (S(1H )m) .) = h(m).

De acordo com o exemplo 5.27, VectK possui estrutura fechada. Disso, segue

que ηM
L e εM

N são lineares, naturais e satisfazem as identidades dadas no teorema 2.9.
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A única coisa que falta mostrar é que ambas são morfismos de módulos. De fato,
(

x . ηM
L (l)

)
(m) = x1 .

((
ηM

L (l)
)

(S(x2) . m)
)

= x1 . (l ⊗ (S(x2) . m))

=
(
x11 . l

)
⊗
(
x12 . (S(x2) . m)

)
= (x1 . l) ⊗

(
x21 .

(
S(x22) . m

))

= (x1 . l) ⊗
(
x21S(x22) . m

)
= (x1 . l) ⊗ (ε(x2)1H . m)

= ((x1ε(x2)) . l) ⊗ (1H . m) = (x . l) ⊗ m =
(
ηM

L (x . l)
)

(m);

εM
N (x . (h ⊗ m)) = εM

N ((x1 . h) ⊗ (x2 . m)) = (x1 . h) (x2 . m)

= x11 .

(
h
(
S(x12) . (x2 . m)

))
= x11 .

(
h
(
S(x12)x2 . m

))

= x1 .

(
h
(
S
(
x21
)

x22 . m
))

= x1 . (h (ε(x2)1H . m))

= x1ε(x2) . (h (1H . m)) = x . h(m) = x .

(
εM

N (h ⊗ m)
)

.

Com isso, provamos que HM possui estrutura fechada. �

A recíproca desse resultado também é verdadeira. A demonstração será dada

mais geralmente no teorema 6.8. Por hora, enunciaremos o resultado sem prova e

consideraremos algumas consequências.

Teorema 5.41. Seja H uma biálgebra. Se podemos definir uma estrutura de módulo

sobre HomVect
K
(M, N) para quaisquer módulos M e N tal que o funtor [M, ] é adjunto

à direita de ⊗ M, então H é álgebra de Hopf.

Uma vez conhecida a equivalência, podemos tentar calcular a antípoda de H a

partir dessa estrutura fechada. Observe que para cada funcional linear f de H (isto é,

f : H → K com f linear) temos

h(S(x)) = h (S(ε(x1)x2)) = ε(x1)h(S(x2)) = x1 . h(S(x2) . 1H ) = (x . h)(1H ).

Seja B uma base de H. Então para cada b ∈ B temos um funcional linear ξb tal

que ξb(b) = 1 e ξb(b′) = 0 para b′ ∈ B \ {b}. Esse funcional linear leva um elemento

x ∈ H na sua coordenada ξb(x) em relação a b. Disso, temos que ξb(x) 6= 0 para

uma quantidade finita de b ∈ B e que
∑

b∈B
ξb(x)b = x . Aplicando o resultado anterior,

obtemos que

S(x) =
∑

b∈B

(x . ξb)(1H )b,

o que nos permite calcular a antípoda usando apenas a estrutura fechada.

Note que assim como no caso de biálgebras, uma álgebra de Hopf pode ser

vista como um levantamento. De fato, cada componente da estrutura fechada em HM

é uma adjunção da forma ( ⊗ M, [M, ] ,ηM , εM ), esta sendo um levantamento da

componente correspondente da estrutura fechada em VectK. Essa ideia será útil para

provarmos o teorema 6.8 mais a frente.
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6 MÔNADAS DE HOPF

No capítulo 5 estudamos álgebras, coálgebras, biálgebras e álgebras de Hopf

sobre espaços vetoriais e demos algumas equivalências entre esses conceitos de um

ponto de vista funtorial. Lembramos que álgebras correspondem a mônadas, coálge-

bras a funtores opmonoidais, biálgebras a mônadas opmonoidais ou a extensões da

estrutura monoidal para a categoria de módulos (categoria de Eilenberg-Moore) e uma

biálgebra ser álgebra de Hopf é equivalente à invertibilidade de uma transformação

natural ou à possibilidade de ser definir uma estrutura de módulo no conjunto dos

morfismos de módulos.

Nesse capítulo, estudamos bimônadas e mônadas de Hopf. Essas generaliza-

ções são dadas via propriedades análogas às do caso vetorial, provando-se também

as equivalências. Esses resultados podem ser encontrados em (BÖHM, 2018).

6.1 BIMÔNADAS

Generalizamos a definição de biálgebra para um funtor T sobre uma categoria

monoidal arbitrária utilizando o teorema 5.24.

Definição 6.1. Considere um funtor T sobre uma categoria monoidal C. T é dito

ser uma bimônada quando T está munido de uma estrutura de mônada sobre T

juntamente com uma estrutura opmonoidal sobre T tais que a multiplicação e a unidade

da mônada sejam ambas transformações naturais opmonoidais.

Podemos caracterizar bimônadas em termos da categoria de Eilenberg-Moore

analogamente ao teorema fundamental das biálgebras. Para isso, definimos o que é o

levantamento de uma estrutura monoidal. Lembramos que uma categoria monoidal C

é composta pelo produto tensorial, um objeto identidade e isomorfismos naturais a, l e

r . Levantar a estrutura monoidal significa levantar cada componente.

Definição 6.2. Seja (C,⊗, I, a, l , r ) uma categoria monoidal e T uma mônada sobre

C. Um levantamento da estrutura monoidal de C é uma estrutura monoidal sobre CT ,

digamos (CT ,�, J, a′, l ′, r ′) tal que

1. UT (J) = I;

2. � : CT × CT → CT é levantamento do funtor ⊗;

3. As transformações naturais a′, l ′ e r ′ são, respectivamente, levantamento de a, l

e r .

Teorema 6.3. Seja T uma mônada sobre uma categoria monoidal C. Uma estrutura

monoidal sobre CT torna o funtor UT monoidal estrito se, e somente se, essa é um le-
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vantamento da estrutura de C. Além disso, existe uma bijeção entre tais levantamentos

e estruturas opmonoidais sobre T que tornam T uma bimônada.

Demonstração. Considere uma estrutura monoidal (CT ,�, J, a′, l ′, r ′). Observe que a

condição UT (J) = I é comum nos dois casos. Além disso, dizer que � é levantamento

de ⊗ é equivalente a dizer que UT ((A,α) � (B,β)) = A ⊗ B, o que é parte da definição

de ser funtor monoidal estrito. De forma análoga, dizer que as transformações naturais

são levantamentos é equivalente ao restante da definição de funtor monoidal estrito.

Agora suponha que a estrutura monoidal de CT seja um levantamento da de C.

Do teorema 4.1, � é levantamento de ⊗ por alguma transformação natural dada por

ϕX ,Y : T (X ⊗ Y ) → T (X ) ⊗ T (Y ). Além disso, de UT (J) = I segue que J = (I,ϕ0) para

algum ϕ0 : T (I) → I. Os diagramas da definição de funtor opmonoidal seguem dos do

teorema 4.1 e de ϕ0 ser ação.

Reciprocamente, suponha T bimônada. De maneira análoga acima, os diagra-

mas de funtor opmonoidal garantem que ⊗ admite levantamento por ϕ para um funtor

� e que ϕ0 não só é ação sobre I como também torna (T (I),ϕ0) a unidade de �. O fato

que a associação feita é uma bijeção vem da existência (sobrejetividade) e unicidade

(injetividade) do teorema 4.1. �

Durante o teorema utilizamos o símbolo � para denotar o produto tensorial em

CT . Para simplificar notações, usaremos o mesmo símbolo ⊗ para denotar o produto

tensorial em C e seu levantamento.

Corolário 6.4. Seja T uma bimônada sobre uma categoria monoidal C. Para cada

(B,β) objeto de CT , o funtor ⊗ (B,β) é levantamento de ⊗ B pela transformação

natural dada por α(B,β)
X = (idX ⊗ β) ◦ϕX ,B : T (X ⊗ B) → T (X ) ⊗ B.

Demonstração. É claro que ⊗ (B,β) é levantamento de ⊗ B. Para mostrar que

a transformação natural dada é a procurada usamos o teorema 4.1. Nesse teorema,

definimos as transformações naturais ξ, κ e γ a partir do levantamento. Vejamos como

essas se aplicam no nosso caso.

A transformação ξ é dada levando uma álgebra de Eilenberg-Moore (X ,χ) na

ação de (X ,χ) ⊗ (B,β), isto é, ξX ,χ = (χ⊗ β) ◦ ϕX ,B. Para obter κ, tomamos κX =

ξT (X ),µX
= (µX ⊗ β) ◦ϕT (X ),B e finalmente,

γX = κX ◦ T (ηX ⊗ idB) = (µX ⊗ β) ◦ϕT (X ),B ◦ T (ηX ⊗ idB)

= (µX ⊗ β) ◦ (T (ηX ) ⊗ T (idB)) ◦ϕX ,B

=
(

(µX ◦ T (ηX )) ⊗
(
β ◦ idT (B)

))
◦ϕX ,B

=
(

idT (X ) ⊗ β
)
◦ϕX ,B = α(B,β)

X .
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X ⊗ B
ηX⊗B //

ηX⊗idB

��

T (X ⊗ B)

(idX⊗β)◦ϕX ,B

}}
T (X ) ⊗ B

T 2(X ⊗ B)
T ((idX⊗β)◦ϕX ,B)

//

µX⊗B

��

T (T (X ) ⊗ B)
(idT (X )⊗β)◦ϕT (X ),B // T 2(X ) ⊗ B

µX⊗B

��
T (X ⊗ B)

(idX⊗β)◦ϕX ,B

// T (X ) ⊗ B

�

Observação 6.5. Observamos que α(B,β)
X define outra transformação natural (com dois

argumentos), que denotaremos por α? : T ( ⊗ ) ⇒ T ( ) ⊗ . De fato, considere

g : X → Y morfismo em C e h : (B,β) → (C,γ) morfismo em CT . Temos que o

diagrama abaixo comuta.

T (X ⊗ B)
ϕX ,B //

T (g⊗h)

��

T (X ) ⊗ T (B)
idT (X )⊗β //

T (g)⊗T (h)

��

T (X ) ⊗ B

T (g)⊗h

��
T (Y ⊗ C)

ϕY ,C
// T (Y ) ⊗ T (C)

idT (Y )⊗γ
// T (Y ) ⊗ C

De fato, o quadrado da esquerda vem da naturalidade deϕ enquanto o da direita

vem de h ser morfismo em CT . Segue que (T (g) ⊗ h) ◦ α(B,β)
X = α(C,γ)

Y ◦ (T (g ◦ h)).

6.2 MÔNADAS DE HOPF

Na seção 5.5, provamos que uma biálgebra H é uma álgebra de Hopf se, e

somente se, determinada transformação natural α é inversível. Observe que a α pode

ser definida para qualquer bimônada T . De fato,

αX ,Y =
(

idT (X ) ⊗ µY

)
◦ϕX ,T (Y ).

Usamos isso como forma de definir mônada de Hopf. Note que poderíamos

tê-la definido como o levantamento da estrutura fechada de C para CT , o que é o

análogo a definir estruturas de módulo sobre HomVect
K
(M, N). Ambas as definições

são equivalentes, como provado em 6.8.
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Definição 6.6. Seja T uma bimônada sobre uma categoria monoidal fechada C. Dize-

mos que T é mônada de Hopf quando a transformação natural dada por

αX ,Y =
(

idT (X ) ⊗ µY

)
◦ϕX ,T (Y )

for um isomorfismo natural.

Finalizamos nosso texto com o nosso resultado principal, caracterizando mô-

nadas de Hopf através de sua álgebra de Eilenberg-Moore. No teorema 6.3 caracteri-

zamos bimônadas como formas de levantar a estrutura monoidal para a categoria de

Eilenberg-Moore. Nesse resultado, classificaremos mônadas de Hopf de forma simi-

lar, levantando uma estrutura fechada. Definimos um levantamento de uma estrutura

fechada.

Definição 6.7. Seja C uma categoria fechada e T uma mônada em C. Um levantamento

da estrutura fechada de C para CT é uma estrutura fechada em CT tal que para cada

(B,β) objeto de CT a adjunção
(

⊗ (B,β), [(B,β), ],η(B,β), ε(B,β)
)

seja um levanta-

mento de
(

⊗ B, [B, ],ηB, εB
)

.

Teorema 6.8. Seja T uma bimônada sobre uma categoria monoidal fechada C. Então

uma estrutura fechada em CT é tal que o funtor UT a preserva estritamente se, e

somente se, ela for um levantamento da estrutura fechada em C. Além disso, essa

hipótese ocorre se, e somente se, T é uma mônada de Hopf.

Demonstração. Como T é bimônada, então o teorema 6.3 garante que existe uma

estrutura monoidal em CT tal que o funtor esquecimento é estritamente monoidal.

Além disso, o mesmo teorema diz que essa estrutura é um levantamento da de C.

Suponha que temos uma estrutura fechada em CT . Então UT preservar essa

estrutura implica que UT ([(B,β), (C,γ)]) = [B, C] do que segue que [(B,β), ] levanta

[B, ]. Mais ainda, temos que para cada (A,α), UT
(
η

(B,β)
(A,α)

)
= ηB

A, do que segue que

η(B,β) levanta ηB e similarmente UT
(
ε

(B,β)
(C,γ)

)
= εB

C , e logo ε(B,β) levanta εB. Observe

também que todas essas implicações na verdade são equivalências, das quais prova-

mos a recíproca.

Note que do corolário 6.4 e do teorema 4.9, a estrutura fechada de C levanta para

CT se, e somente se, cada α(B,β) é isomorfismo natural. Notando que αX ,Y = αF T (Y )
X ,

temos que se a estrutura fechada levanta, então α é isomorfismo natural. Finalmente,

suponha que α seja isomorfismo natural. Então αF T (Y )
X é inversível para quaisquer

objetos X e Y . Defina ν(B,β)
X = T (idX ⊗ β) ◦

(
α

F T (B)
X

)–1
◦
(

idT (X ) ⊗ ηB

)
. Mostraremos

que ν(B,β)
X é a inversa de α(B,β)

X . De fato, observe que a naturalidade de ϕ implica na

comutatividade do diagrama abaixo.
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T (X ⊗ T (B))
ϕX ,T (B) //

T (idX⊗β)

��

T (X ) ⊗ T 2(B)

T (idX )⊗T (β)

��
T (X ⊗ B)

ϕX ,B
// T (X ) ⊗ T (B)

Usando essa comutatividade e o fato que β é ação temos

α
(B,β)
X ◦ ν

(B,β)
X =

[(
idT (X ) ⊗ β

)
◦ϕX ,B

]
◦

[
T (idX ⊗ β) ◦

(
α

F T (B)
X

)–1
◦
(

idT (X ) ⊗ ηB

)]

=
(

idT (X ) ⊗ β
)
◦ (T (idX ) ⊗ T (β)) ◦ϕX ,T (B) ◦

(
α

F T (B)
X

)–1
◦
(

idT (X ) ⊗ ηB

)

=
(

idT (X ) ⊗ β
)
◦
(

(idT (X )) ⊗ µB

)
◦ϕX ,T (B) ◦

(
α

F T (B)
X

)–1
◦
(

idT (X ) ⊗ ηB

)

=
(

idT (X ) ⊗ β
)
◦ α

F T (B)
X ◦

(
α

F T (B)
X

)–1
◦
(

idT (X ) ⊗ ηB

)

=
(

idT (X ) ⊗ β
)
◦
(

idT (X ) ⊗ ηB

)
= idT (X )⊗B.

A outra composição é mais complicada, precisaremos de equações auxiliares.

Primeiro mostramos que

α
(B,β)
X = (T (idX ) ⊗ β) ◦ αF (B)

X ◦ T (idX ⊗ ηB) . (29)

De fato, lembrando que β : T (B) → B é morfismo em CT , a equação 29 segue

da naturalidade de α? (ver observação 6.5), mais especificamente, segue de

(T (idX ) ⊗ β) ◦ αF (B)
X = αT (B) ◦ T (idX ⊗ β) .

A segunda equação auxiliar é

T (idX ⊗ β) ◦
(
αX ,B

)–1
◦
(

idT (X ) ⊗ T (β)
)

= T (idX ⊗ β) ◦
(
α

F (B)
X

)–1
◦ (T (idX ) ⊗ µB) .

(30)

Começamos aplicando a naturalidade de α–1 com os morfismos idT (X ) e T (β).

Isso nos dá

T (idX ⊗ β) ◦
(
αX ,B

)–1
◦
(

idT (X ) ⊗ T (β)
)

= T (idX ⊗ β) ◦ T (idX ⊗ T (β)) ◦
(
αX ,T (B)

)–1
.

Agora, usamos que β é ação e portanto

T (idX ⊗ β) ◦
(
αX ,B

)–1
◦
(

idT (X ) ⊗ T (β)
)

= T (idX ⊗ β) ◦ T (idX ⊗ µB) ◦
(
αX ,T (B)

)–1
.

(31)
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Escrevendo αX ,T (B) como αFT (B)
X e notando que a associatividade de µ implica

que µB é morfismo em CT entre FT (B) =
(

T 2(B),µT (B)

)
e F (B) = (T (B),µB), podemos

aplicar a naturalidade de α? nos morfismos idX e µB e obter

T (idX ⊗ µB) ◦ αFT (B)
X = αF (B)

X ◦ (T (idX ) ⊗ µB) .

Como αFT (B)
X = αX ,T (B) e αF (B)

X = αX ,B são inversíveis,

(
α

F (B)
X

)–1
◦ T (idX ⊗ µB) = (T (idX ) ⊗ µB) ◦

(
α

FT (B)
X

)–1
.

Aplicando isso na equação 31 obtemos exatamente o enunciado da equação 30. Final-

mente, provamos que ν(B,β)
X ◦ α

(B,β)
X = idT (X⊗B).

ν
(B,β)
X ◦ α

(B,β)
X = T (idX ⊗ β) ◦

(
α

F (B)
X

)–1
◦
(

idT (X ) ⊗ ηB

)
◦ α

(B,β)
X

(29)
= T (idX ⊗ β) ◦

(
α

F (B)
X

)–1
◦
(

idT (X ) ⊗ ηB

)

◦ (T (idX ) ⊗ β) ◦ αF (B)
X ◦ T (idX ⊗ ηB)

Aplicamos a naturalidade de η no morfismo β e obtemos

ν
(B,β)
X ◦ α

(B,β)
X = T (idX ⊗ β) ◦

(
α

F (B)
X

)–1
◦
(

idT (X ) ⊗ T (β)
)

◦
(

T (idX ) ⊗ ηT (B)

)
◦ α

F (B)
X ◦ T (idX ⊗ ηB)

(31)
= T (idX ⊗ β) ◦

(
α

F (B)
X

)–1
◦ (T (idX ) ⊗ µB)

◦
(

T (idX ) ⊗ ηT (B)

)
◦ α

F (B)
X ◦ T (idX ⊗ ηB) .

Resta agora utilizar que η é unidade da mônada para a multiplicação µ e a ação

β para produzir o resultado desejado.

ν
(B,β)
X ◦ α

(B,β)
X = T (idX ⊗ β) ◦

(
α

F (B)
X

)–1
◦ α

F (B)
X ◦ T (idX ⊗ ηB)

= T (idX ⊗ β) ◦ T (idX ⊗ ηB) = T (idX ⊗ idB) = idT (X⊗B)

�

Fazemos uma última observação no contexto do teorema 5.41. Primeiro, note

que esse resultado não foi necessário para a prova que demos do teorema 6.8 e com

isso, podemos utilizá-lo para demonstrar o teorema 5.41 sem o risco de um argumento

cíclico. De fato, o primeiro é um caso particular do segundo. De acordo com a definição

6.6 e o teorema 5.38, uma biálgebra H é álgebra de Hopf se, e somente se, o funtor

tensorial associado é mônada de Hopf. Ainda, a estrutura descrita no teorema 5.41

é, precisamente, um levantamento da estrutura fechada de H. Esse teorema, então,

segue diretamente do teorema 6.8.
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APÊNDICE A – CATEGORIAS

Nesse apêndice construiremos as noções básicas de categorias e daremos

alguns exemplos das mesmas. Uma categoria busca generalizar de forma abstrata a

noção de conjuntos com estruturas e funções preservando essas estruturas. Daremos

alguns exemplos para motivar a definição formal mais a frente. A exposição de cada

exemplo será rápida, assumindo que o leitor já teve contato com esses casos particu-

lares no passado, uma vez que nosso objetivo é somente evidenciar alguns padrões

existentes que serão usados na generalização.

Exemplo A.1. Um semigrupo é um conjunto S munido de uma operação · tal que para

todos x , y , z ∈ S, (x · y) · z = x · (y · z) (propriedade associativa). Denotamos esse

semigrupo pelo par ordenado (S, ·) e abreviamos x · y por xy. Dados semigrupos S e

T , um morfismo entre eles é uma função h : S → T tal que h(xy ) = h(x)h(y ). Dizemos

nesse caso que h preserva as estruturas dadas. Observe que idS : S → S é um

morfismo e que se U é outro semigrupo com g : T → U morfismo, então g ◦ h também

o é. Em outras palavras, a classe de todos os morfismos de semigrupos contém as

identidades e é fechada na composição.

Exemplo A.2. Um monoide é um semigrupo M munido de um elemento e ∈ M tal que

xe = ex = x para todo x ∈ M, denotado (M, ·, e). Um morfismo de monoides h : M → N

precisa preservar toda a estrutura, ou seja, h deve ser um morfismo de semigrupos e

satisfazer h(e) = e. Assim como no caso dos semigrupos, os morfismos de monoide

são fechados na composição e contém as identidades.

Exemplo A.3. Um grupo é um monoide G munido de uma função –1 : G → G satisfa-

zendo xx–1 = x–1x = e para todo x ∈ G. A princípio, um morfismo de grupo precisaria

preservar toda a estrutura, isto é, h(xy) = h(x)h(y), h(e) = e e h(x–1) = h(x)–1. É

possível provar que se h(xy) = h(x)h(y) para todos x , y ∈ G, então h é morfismo de

grupo. Como as duas outras propriedades são consequência dessa, frequentemente

omitimos os requerimentos redundantes.

Um grupo abeliano G é um grupo satisfazendo xy = yx para todos x , y ∈ G.

Como não houve alteração na estrutura, apenas nas propriedades requiridas, a noção

de morfismo é a mesma.

Notamos que em ambos os casos, valem as considerações sobre identidade e

composição.

A observação feita até agora sobre composição e identidade será verdadeira

para todos os exemplos que daremos. A partir de agora não a faremos novamente.

Exemplo A.4. Um anel é um conjunto A munido de uma estrutura de grupo abeliano,

denotada (A, +, 0, –) e de uma estrutura de semigrupo, denotada (A, ·) que é distributiva,
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isto é, x(y + z) = xy + xz e (x + y)z = xz + yz. Um morfismo de anel é uma função

h : A → B que é morfismo entre as estruturas de grupo abeliano bem como entre as

de monoide. Explicitamente, h(x + y ) = h(x) + h(y ) e h(xy ) = h(x)h(y ).

Um anel com unidade é um anel A munido de um elemento 1 ∈ A tal que (A, ·, 1)

é monoide. Se um morfismo de anel satisfaz h(1) = 1 dizemos que este é unitário.

Observe que um morfismo de anéis entre anéis com unidade não precisa ser unitário.

Nesse trabalho daremos o nome “morfismo de anéis com unidade” apenas aos que

forem unitários.

Um anel é dito comutativo se vale xy = yx para todos x , y ∈ A. Note que o

adjetivo comutativo se refere exclusivamente à multiplicação uma vez que a adição de

um anel é, por definição, comutativa. Como não houve mudança de estrutura também

não haverá mudança na noção de morfismo.

Exemplo A.5. Um domínio de integridade é um anel comutativo com unidade satisfa-

zendo xy = 0 =⇒ x = 0 ou y = 0, não havendo alterações na noção de morfismo.

Um corpo é um anel comutativo com unidade K munido de uma função –1 :

K∗ → K∗ (aqui, K∗ representa o conjunto K \ {0}) satisfazendo xx–1 = x–1x = 1 para

todo x ∈ K∗. Um morfismo de corpos é um morfismo de anéis comutativos com unidade

que preserva a inversa, isto é, h(x–1) = h(x)–1. Há redundância nos requerimentos:

Basta uma função ser um morfismo de anéis para que a mesma seja morfismo de

corpos. Os requerimento mínimos, então, são h(x + y ) = h(x) + h(y ) e h(xy ) = h(x)h(y ).

Observamos também que todo corpo é um domínio de integridade.

Exemplo A.6. Para um exemplo menos algébrico, podemos considerar espaços topo-

lógicos. Dado um conjunto X, uma topologia sobre X é um conjunto τ ⊆ P(X ) (no qual

P(X ) é a coleção dos subconjuntos de X) tal que

1. ∅, X ∈ τ;

2. U, V ∈ τ =⇒ U ∩ V ∈ τ;

3. {Ui }i∈I ⊆ τ =⇒
⋃

i∈I Ui ∈ τ.

Considere f : X → Y com (X , τX ) e (Y , τY ) espaços topológicos. Se a imagem inversa

f –1(V ) = {x ∈ X ; f (x) ∈ V } ∈ τX para todo V ∈ τY , dizemos que f é contínua. Mesmo

parecendo diferente das noções anteriores, essa ainda é uma noção de preservação

de estrutura.

Observando as estruturas acima, todas tem algum tipo de objeto estudado, nes-

ses caso, um conjunto com alguma estrutura. Chamaremos estes de objetos. Dados

dois objetos X e Y , temos uma noção de morfismo, no caso dos exemplos são fun-

ções preservando a estrutura. Esses morfismos não necessariamente são todas as

possíveis funções mas ao menos estes podem ser compostos (desde que os domínios



APÊNDICE A. Categorias 120

e contradomínios sejam compatíveis) para obter outro morfismo. Além disso, a função

identidade serve como elemento neutro sempre que a mesma pode ser composta e a

composição, quando possível ser feita, é associativa. Essas características, em nível

abstrato, são o que definem uma categoria.

Definição A.7. Uma categoria C é composta por uma classe C0 chamada classe de

objetos de C e para cada par (X , Y ) de objetos, uma classe HomC(X , Y ) chamada

classe de morfismos de X para Y em C. Ainda, munimos uma categoria C uma com-

posição levando morfismos f ∈ HomC(X , Y ) e g ∈ HomC(Y , Z ) em um morfismo

g ◦ f ∈ HomC(X , Z ) além de um morfismo idX ∈ HomC(X , X ) para cada objeto X

satisfazendo

1. h ◦ (g ◦ f ) = (h ◦ g) ◦ f , para quaisquer f ∈ HomC(X , Y ), g ∈ HomC(Y , Z ) e

h ∈ HomC(Z , W );

2. idY ◦ f = f = f ◦ idX , para qualquer f ∈ HomC(X , Y ).

Quando não houver ambiguidades (por exemplo, quando trabalhamos com

uma única categoria relevante) denotamos HomC(X , Y ) simplesmente por Hom(X , Y ).

Ainda, dado f ∈ Hom(X , Y ) morfismo, denotamos o fato de f estar nessa classe por

f : X → Y .

Observação A.8. Ao trabalhar diretamente com classes e conjuntos surgem vários

problemas fundamentais de existência. Com o objetivo de simplificar a discussão não

levaremos em conta a maior parte desses problemas mas é importante lembrar que tais

problemas são, de fato, relevantes do ponto de vista formal. Deixaremos esses pontos

por meio de referências bibliográficas. Uma boa exposição com ênfase filosófica escrita

na época em que esses problemas estavam sendo estudados é o livro (FRAENKEL

et al., 1973).

Todos os exemplos citados anteriormente são categorias. Nessas, os objetos

são dados por conjuntos com alguma estrutura e os morfismos por funções preser-

vando essas estruturas. A composição e a identidade é dada da forma usual para

funções. Isso nos revela a importância de morfismos serem fechados na composição

e conterem todas as identidades, caso contrário não poderíamos definir as compo-

nentes necessárias para a definição de categorias. Daremos agora mais exemplos de

categorias que serão usados recorrentemente durante o texto.

Exemplo A.9. A categoria Set é formada por conjuntos como objetos e funções como

morfismos. A composição e as identidades são dadas da maneira usual.

O exemplo acima corresponde a um dos mais importantes que iremos usar.

Muitas das nossas categorias serão obtidas tomando conjuntos com estruturas extras.
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Exemplo A.10. Seja R um anel. A categoria RM dos R-módulos à esquerda tem

como objetos, denominados R-módulos a esquerda ou simplesmente módulos, grupos

abelianos (M, +, 0) munidos de uma função . : R × M → M, denominada ação, tal que

1. (rs) . m = r . (s . m), para todos r , s ∈ R e m ∈ M;

2. (r + s) . m = (r . m) + (s . m), para todos r , s ∈ R e m ∈ M;

3. r . (m + n) = (r . m) + (r . n), para todos r ∈ R e m, n ∈ M.

Dados módulos M e N, a classe Hom(M, N) é dada pelos morfismos de módulos entre

M e N, isto é, morfismos de grupos h : M → N tais que h(r . m) = r . h(m) para

quaisquer r ∈ R e m ∈ M. A composição e a identidade são as mesmas de funções.

Observação A.11. Uma ação . nos resulta em duas famílias de funções. Uma se

dá por λm : R → M para cada m ∈ M e outra por ρr : M → M para cada r ∈ R

tais que λm(r ) = r . m = ρr (m). Observando a definição vemos que as propriedades

correspondem respectivamente a

1. λm(rs) = r . λm(s);

2. λm(r + s) = λm(r ) + λm(s);

3. ρr (m + n) = ρr (m) + ρr (n).

Em particular, cada λm e ρr é um morfismo de grupos abelianos (itens 2 e 3).

Exemplo A.12. Se R é um anel, então R é um R-módulo tomando como ação a

multiplicação em R. Com isso, λm : R → M acima é morfismo de R-módulos.

Exemplo A.13. Seja R um anel comutativo. A categoria AlgR das R-álgebras tem como

objetos R-módulos A munidos de uma operação · : A × A → A (como de costume,

denotamos ·(x , y ) = x · y = xy) satisfazendo:

1. (r . x)y = r . (xy ) = x(r . y );

2. x(y + z) = xy + xz;

3. (x + y )z = xz + yz.

Tais objetos são denominados R-álgebras ou álgebras sobre R. Um morfismo nessa

categoria é um morfismo de R-módulos h : A → B satisfazendo h(xy ) = h(x)h(y ).

Dizemos que a álgebra A é associativa se a sua multiplicação o for e que A é

unitária se a sua multiplicação possui elemento neutro.

Observação A.14. Cabe a mesma observação de antes. Se λx , ρy : A → A são

definidas por λx (y ) = xy = ρy (x), então as propriedades acima são re-escritas como
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1. ρy (r . x) = r . ρy (x) e λx (r . y ) = r . λx (y );

2. λx (y + z) = λx (y ) + λx (z);

3. ρz (x + y ) = ρz (x) + ρz (y ).

Obtemos dessas que cada λx e ρy é um morfismo de R-módulos. Para A associativa,

essa propriedade pode ser escrita como

λx (λy (z)) = x(yz) = (xy )z = λxy (z);

ρz (ρy (x)) = (xy )z = x(yz) = ρyz (x).

Em outras palavras, λx ◦ λy = λxy e ρz ◦ ρy = ρyz .

Finalmente, observe que A é associativa se, e somente se, (A, +, ·) é um anel.

Nesse caso, um morfismo de álgebras é simultaneamente um morfismo de R-módulos

e de anéis e A é unitária se, e somente se, esse anel possui unidade.

Exemplo A.15. Seja M um R-módulo sobre um anel comutativo R e considere o

conjunto Hom(M, M) dos morfismos de R-módulo com domínio e contradomínio iguais

a M. Definimos em Hom(M, M) uma estrutura de R-módulo por (r . h)(m) = h(r . m).

Ainda, definimos em Hom(M, M) uma estrutura de R-álgebra via composição. Observe

que esse é uma R-álgebra associativa e que ela possui unidade idM .

Segue da observação acima que uma R-álgebra A é associativa se, e somente

se, a função λ : A → Hom(A, A) definida por λ(x) = λx é um morfismo de álgebra.

Observe que a função ρ análoga não necessariamente é um morfismo de álgebra. A

função satisfaz ρ(yz) = ρ(z) ◦ ρ(y). Uma função dessa forma é comumente chamada

de um antimorfismo de álgebra. Não estudaremos antimorfismos nesse texto.

Já vimos que podemos formar a categoria dos monoides. Mais do que isso,

temos uma forma de definir categoricamente o que é um monoide. Isso é feito nos dois

exemplos abaixo.

Exemplo A.16. Seja M um monoide. Definimos uma categoria M(M) que tem um

único objeto M (isso significa que M é um objeto de M(M) e não que os elementos

de M sejam objetos) e que tem como morfismos os elementos de M. Em outras

palavras, Hom(M, M) = M. Definimos a composição como a operação do monoide e a

identidade idM como a identidade e do monoide. Note que isso define uma categoria

pois a operação já é associativa e unitária.

Exemplo A.17. Seja C uma categoria com um único objeto X. Defina uma estrutura de

monoide sobre M = Hom(X , X ) pela composição. Então M é monoide com identidade

e = idX . Note que se aplicamos o exemplo anterior no monoide M obtemos uma

categoria muito parecida com C. A diferença entre elas é que o único objeto de C é X

enquanto o único objeto de M(M) é M = Hom(X , X ).
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Devido a isso, normalmente nos referimos a uma categoria com um único objeto

como sendo um monoide. O exemplo anterior pode ser generalizado.

Exemplo A.18. Seja C uma categoria e X um objeto de C. Podemos definir uma

estrutura de monoide sobre M = Hom(X , X ) por meio da composição e da identidade

na categoria C.

Como de costume, podemos utilizar categorias já conhecidas para gerar novas.

Exemplo A.19. Sejam C e D categorias. Então definimos a categoria C × D que tem

como objetos pares da forma (X , Y ) com X ∈ C0 e Y ∈ D0. Ainda, Hom((X , Y ), (X ′, Y ′))

é formada por pares (g, h) nos quais g : X → X ′ e h : Y → Y ′. A composição é dada

pontualmente e a identidade em um objeto (X , Y ) é definida por id(X ,Y ) = (idX , idY ).

Provamos que isso de fato nos dá uma categoria.

1.
((

g′′, h′′
)
◦
(
g′, h′

))
◦ (g, h) =

(
g′′ ◦ g′, h′′ ◦ h′

)
◦ (g, h) =

(
g′′ ◦ g′ ◦ g, h′′ ◦ h′ ◦ h

)
=(

g′′, h′′
)
◦
(
g′ ◦ g, h′ ◦ h

)
=
(
g′′, h′′

)
◦
((

g′, h′
)
◦ (g, h)

)

2. (g, h) ◦ (idX , idY ) = (g ◦ idX , h ◦ idY ) = (g, h)

3. (idX ′ , idY ′) ◦ (g, h) = (idX ′ ◦ g, idY ′ ◦ h) = (g, h)

Definição A.20. Seja C uma categoria. Uma categoria C′ é dita ser uma subcategoria

de C quando C′0 ⊆ C0, para todos X e Y objetos de C′, HomC′(X , Y ) ⊆ HomC(X , Y )

e se a composição e a unidade de C′ coincidem com as de C. Se além disso temos

HomC′(X , Y ) = HomC(X , Y ), então dizemos que C′ é subcategoria cheia de C.

Definição A.21. Seja C um categoria. Definimos a categoria Cop tendo como objetos

os de C e definimos HomCop(X , Y ) = HomC(Y , X ). A composição em Cop é dada por

g ◦op f = f ◦ g. Observe que a identidade em Cop continua sendo a mesma de C.

Finalizaremos definindo grafos e mostrando a relação que eles têm com catego-

rias. Intuitivamente, um grafo (dirigido) pode ser visto como pontos no plano conectados

por setas.

Exemplo A.22.

• //
//

��

• //

��

•

��
• //

//
• // •

Considere uma seta a. A seta tem um ponto de partida e um ponto de chegada

bem definidos. Obtemos assim funções s e t (do inglês, source e target) levando cada
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seta, respectivamente, em seu ponto de partida e seu ponto de chegada. Obtemos

então uma quádrupla ordenada (V , A, s, t) onde V é o conjunto de vértices (pontos) do

grafo, A o conjunto de setas e s, t : A → V as funções mencionadas acima. Abstraindo

a interpretação geométrica acima, podemos considerar os conjuntos V e A como

conjuntos arbitrários, ou até classes próprias. Formalizando:

Definição A.23. Um grafo é uma quádrupla ordenada G = (V , A, s, t) na qual V e A

são classes e s, t : V → A são funções. Denominamos V a classe de vértices (ou

pontos) e A a classe de arestas (ou setas) do grafo. Ainda, dada a ∈ A, denominamos

s(a) o vértice de partida de a e t(a) o vértice de chegada de a. Dizemos que G é um

grafo pequeno se V e A são conjuntos. Se u e v são vértices, denotamos por Ar(u, v )

a classe das arestas a tais que s(a) = u e t(a) = v. Também denotamos o fato de que

a ∈ Ar(u, v ) por a : u → v.

Para representar visualmente um grafo finito (ou uma parte finita do grafo), re-

presentamos cada vértice por um ponto e cada aresta a por uma seta de s(a) até

t(a). Caso tenhamos um nome para um vértice, podemos usar esse nome como repre-

sentação do ponto (ver exemplo abaixo) e no caso de uma aresta que foi nomeada,

podemos acrescentar esse nome próximo à aresta.

Exemplo A.24. O grafo abaixo é da mesma forma que o presente no exemplo A.22

mas com seus elementos nomeados.

X
h

//
g //

ϕ

��

Y f //

ψ

��

Z

µ

��
X ′

h′
//

g′

// Y ′
f ′

// Z ′

A primeira relação com categorias se dá vendo uma categoria como um grafo.

Dada uma categoria C, denote por C1 a união disjunta das classes Hom(X , Y ) com

X , Y ∈ C0.

Exemplo A.25. Seja C uma categoria. Então C define um grafo G = (V , A, s, t) no qual

V = C0 e A = C1. Ainda, para cada h ∈ C1, considere os objetos X e Y que dão origem

a h, isto é, tais que h ∈ Hom(X , Y ). Definimos s(h) = X e t(h) = Y .

Note que na maioria dos nossos exemplos, C1 era um conjunto de funções

e dada h ∈ C1, s(h) era o domínio de h enquanto t(h) era o contradomínio de h.

Generalizamos essa notação.

Definição A.26. Seja C uma categoria e h ∈ C1. Nas notações do exemplo A.25,

dizemos que s(h) é o domínio de h e que t(h) é o contradomínio de h. Denotamos

esses objetos respectivamente por Dom(h) e CoDom(h).
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Outra forma de relacionar ambos é considerando a categoria dos grafos. Para

isso, precisamos definir o que é um morfismo de grafos. Intuitivamente, dados grafos

G1 = (V1, A1, s1, t1) e G2 = (A2, V2, s2, t2) precisamos transformar cada vértice de

G1 em um vértice de G2 e cada aresta a de G1 em uma aresta de G2. Preservar a

estrutura significa garantir que arestas correspondentes tenham seus pontos de partida

correspondentes, bem como seus pontos de chegada. Com isso, precisamos de duas

funções hV : V1 → V2 e hA : A1 → A2. Se a : u → v em G1 então a′ = hA(a) é a aresta

correspondente a a e portanto, s2(a′) corresponde a u bem como t2(a′) corresponde a

v . Essa definição é organizada abaixo.

Definição A.27. Considere G1 = (V1, A1, s1, t1) e G2 = (A2, V2, s2, t2) grafos. Um

morfismo de grafos entre G1 e G2 é um par h = (hV , hA) satisfazendo s2 ◦ hA = hV ◦ s1

e t2◦hA = hv ◦ t2. Equivalentemente, h leva cada aresta a : u → v de G1 em uma aresta

hA(a) : hV (u) → hV (v ). Quando não houver ambiguidades, para v ∈ V1 denotamos

h(v ) = hV (v ) e para a ∈ A1 denotamos h(a) = hA(a).

Podemos então definir a categoria dos grafos. Pode ser conveniente se limitar

apenas a grafos pequenos pelos motivos mencionados na observação A.8 mas não

nos preocuparemos formalmente com esse ponto.

Definição A.28. A categoria Graph tem grafos como objetos e morfismos entre eles

como morfismos. A composição é dada por (gV , gA) ◦ (hV , hA) = (gV ◦ hV , gA ◦ hA) e a

unidade de um grafo G = (V , A, s, t) por idG = (idV , idA).

Provaremos que a definição acima de fato nos dá uma categoria. Para isso,

precisamos que as funções identidade sejam morfismos e que a composição de fun-

ções seja fechada nos morfismos. De fato, dada uma aresta a : u → v apropriada,

essa aresta é levada em uma aresta h(a) : h(u) → h(v ) que por sua vez é levada em

g ◦ h : g ◦ h(u) → g ◦ h(v ). Segue que a composição de morfismos também o é. Para a

identidade, simplesmente observe que id(a) : id(u) → id(v ). Concluímos que Graph é

uma categoria.

Em uma terceira forma de relacionar grafos e categorias, podemos fazer a se-

guinte pergunta: dado um grafo G, sob quais hipóteses este é uma categoria? Para

que G seja uma categoria, precisamos definir sobre ele uma composição de arestas

e arestas identidades tais que os axiomas de categorias sejam verdadeiros. Não res-

ponderemos a pergunta em geral mas daremos um caso particular em que isso é

possível.

Definição A.29. Seja G = (V , A, s, t) um grafo. Um caminho de G é uma lista

(v1, a1, v2, a2, . . . , vn–1, an–1, vn)

tal que
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1. v1, . . . vn são vértices;

2. a1, . . . an–1 são arestas;

3. vi = s(ai ) para todo índice i ∈ {1, . . . , n – 1};

4. vi+1 = t(ai ) para todo índice i ∈ {1, . . . , n – 1}.

Dado um vértice v, o caminho trivial de v é (v ). Também definimos os vértices

iniciais e finais de um caminho respectivamente por

s(v1, a1, . . . , vn–1, an–1, vn) = v1;

t(v1, a1, . . . , vn–1, an–1, vn) = vn.

Se γ é um caminho satisfazendo s(γ) = u e t(γ) = v, denotamos esse fato por

γ : u → v. Para uma aresta a, definimos o caminho associado a a por (s(a), a, t(a)).

Observe que para a = (s(a), a, t(a)) temos s(a) = s(a) e t(a) = t(a).

Em termos intuitivos, o caminho (v1, a1, v2, a2, . . . , vn–1, an–1, vn) representa um

movimento por vértices no grafo passando por arestas. Esse movimento começa em

v1, passando em seguida por v2 por intermédio da aresta a1 e assim por diante.

As condições vi = s(ai ) e vi+1 = t(ai ) garantem que a aresta ai faz corretamente a

passagem do vértice vi para vi+1. O caminho trivial de v começa em v e fica parado.

Observe que este é de fato um caminho: a condição 1 da definição é trivial e as demais

condições são satisfeitas por vacuidade.

Note que se temos dois caminhos γ e δ, podemos percorrer γ e então percorrer

δ desde que t(γ) = s(δ). Nesse caso, obtemos um só caminho começando em s(γ) e

terminando em t(δ). Isso é muito parecido com composição de funções e isso motiva

a definição abaixo.

Definição A.30. Sejam γ = (u1, a1, . . .un–1, an–1, un) e δ = (v1, b1, . . . vk–1, bk–1, vk )

caminhos. Se un = v1, definimos a composição δ ◦ γ : u1 → vk por

δ ◦ γ = (u1, a1, . . . un–1, an–1, un = v1, b1, . . . vk–1, bk–1, vk )

Temos então os seguintes resultados:

Definição A.31. Dado um grafo G = (V , A, s, t), o grafo de caminhos de G é dado

por Path(G) = (V , P, s, t) no qual P é a classe dos caminhos de G (s e t nesse caso

denotam as função de caminho).

Teorema A.32. Seja G um grafo. Então ϕ = (ϕV ,ϕA) definida por ϕV (v ) = v e

ϕA(a) = (s(a), a, t(a)) é um morfismo de grafos entre G e Path(G). Além disso, ϕV

e ϕA são injetoras.
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Demonstração. Como notamos na definição A.29,

ϕV (s(a)) = s(a) = s(s(a), a, t(a)) = s(ϕA(a)) e (32)

ϕV (t(a)) = t(a) = t(s(a), a, t(a)) = t(ϕA(a)). (33)

As injetividades são triviais. �

Exemplo A.33. Dado um grafo G, podemos definir a categoria de caminhos de G tendo

como objetos os vértices de G, como morfismos os caminhos de G, a composição

como definida em A.30 e a identidade num objeto v definida pelo caminho trivial (v ).

A.1 FUNTORES

Definimos uma noção de morfismo para várias estruturas, em particular, fun-

ções entre as estruturas que as preservam. De forma similar, temos funtores que são

funções (na verdade pares, como no caso de grafos) que preservam as estruturas.

Como toda categoria possui um grafo subjacente, temos aí um bom ponto de

início. Vejamos como um morfismo de grafos entre categorias se escreve nesse caso.

Considere categorias C e D. Temos um par F = (FV , FA) de funções com FV : C0 → D0

e FA : C1 → D1. Note que se h : X → Y , então F (h) : F (X ) → F (Y ). Podemos então

separar FA em funções “menores” da forma FX ,Y : Hom(X , Y ) → Hom(F (X ), F (Y ))

nas quais FX ,Y (h) = FA(h) = F (h).

Agora basta ver como esses morfismos de grafo podem preservar o restante da

estrutura, isto é, composições e identidades. Motivado pela definição de morfismo de

monoide, observe que g ◦ h faz sentido se, e somente se, F (g) ◦ F (h) o faz. Pedimos

que F (g ◦ h) = F (g) ◦ F (h) nesse caso. Mais ainda, é necessário que F (idX ) = idF (X )

para qualquer objeto X .

Definição A.34. Sejam C e D categorias. Um funtor de C para D é uma função

F : C0 → D0 munida de funções FX ,Y : Hom(X , Y ) → Hom(F (X ), F (Y )) para quaisquer

objetos X e Y de forma que

1. FX ,Z (g ◦ h) = FY ,Z (g) ◦FX ,Y (h), para quaisquer h ∈ Hom(X , Y ) e g ∈ Hom(Y , Z );

2. FX ,X (idX ) = idF (X ) para todo objeto X.

Denotamos FX ,Y (h) por F (h) sempre que não houver ambiguidades.

Dizemos que F é injetor se ele se aplica de forma injetora nos objetos. Dizemos

que F é fiel se fixados X e Y , então a função FX ,Y é injetora.

Podemos perguntar se a composição de funtores é um funtor e se o funtor

identidade (isto é, o funtor obtido pelo morfismo de grafos identidade) é, de fato, um
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funtor. Nesse último caso é bem claro:

idC(g ◦ h) = g ◦ h = idC(g) ◦ idC(h);

idC(idX ) = idX = ididC(X ).

Também é verdade a primeira afirmação. Se F : C → D e G : D → E são

funtores, então

(G ◦ F )(g ◦ h) = G(F (g ◦ h)) = G(F (g) ◦ F (h))

= G(F (g)) ◦ G(F (h)) = (G ◦ F )(g) ◦ (G ◦ F )(h);

(G ◦ F )(idX ) = G(F (idX )) = G
(

idF (X )

)
= id(G◦F )(X ).

Na demonstração anterior, o símbolo ◦ é usado para denotar composição de

funtores e composição de morfismos. Para evitar uma notação muito pesada, denota-

remos G ◦ F = GF a partir de agora.

Observação A.35. Poderíamos considerar a categoria Cat das categorias porém o

adendo na observação A.8 vale aqui em proporção maior. Poderíamos, caso tal catego-

ria existisse, obter versões de paradoxos previamente resolvidos, tais como o paradoxo

de Russel. Isto é, considerando Cat ′ a subcategoria cheia de Cat cujos objetos são

categorias C tais que C /∈ C0, nos perguntamos se Cat ′ ∈ Cat ′0.

Construindo formalmente a teoria de conjuntos que trabalhamos, esse paradoxo

não é preocupante uma vez que construir Cat como acima é impossível. Em vez

disso, construímos categorias menores que contém apenas algumas categorias como

objetos.

Esboçamos intuitivamente outra possível solução. Podemos fixar uma teoria de

conjuntos e pensar em uma categoria dentro dessa teoria, cuja totalidade (o que quer

que isso signifique) dos objetos são conjuntos nessa teoria e para cada par de objetos,

a totalidade dos morfismos entre eles também são conjuntos. Por motivos similares

aos que mencionamos, não podemos ter o conjunto de todas as categorias e portanto

não podemos ter a categoria de todas as categorias.

Ainda assim, podemos estender a teoria de conjuntos para uma maior, esta

composta por “conjuntos pequenos”, ou seja, os conjuntos da teoria que havíamos

fixado inicialmente, bem como outros conjuntos maiores, incluindo o conjunto das cate-

goria dentro da teoria menor, o que chamaremos de “categorias pequenas”. Podemos

também considerar categorias dentro da teoria de conjuntos maior e essas incluem a

categoria de todas as categoria pequenas. Não podemos, mesmo dentro dessa teoria

maior, falar na categoria de todas as categorias uma vez que as novas categorias

acrescentadas impossibilitam a criação de um conjunto de todas elas mas podemos

repetir esse processo para obter teorias de conjuntos cada vez maiores e portanto

noções cada vez mais abrangentes de categorias.
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O leitor interessado pode encontrar uma exposição dessas extensões da teoria

de conjuntos em (TRYBULEC, 1989) bem como aplicações disso para categorias em

(BERGMAN, 1995).

Definição A.36. Uma categoria de categorias é uma categoria cujos objetos são cate-

gorias (não necessariamente todas) e cujos morfismos são todos os funtores entre dois

objetos. Em particular, definimos a categoria das categorias pequenas dessa forma,

tomando como objetos as categorias tais que C0 e C1 são conjuntos.

Observação A.37. Note que se C é categoria pequena, se, e somente se, seu grafo

associado é pequeno. De forma análoga, um grafo G é pequeno se, e somente se, sua

categoria de caminhos é pequena.

Vários exemplos de funtores podem ser dados utilizando estruturas concretas

já construídas. Temos vários exemplos de pares (C,D) de categorias para as quais os

objetos de C são objetos de D com alguma estrutura extra (e possivelmente proprie-

dades extras) e os morfismos de C são morfismos de D que respeitam essa estrutura

extra.

Exemplos incluem D = Set e C como qualquer das categoria de anéis, grupos,

monoides, R-módulos, espaços topológicos, etc... Outros exemplos são anéis e gru-

pos abelianos, grupos e monoides, R-álgebras e R-módulos e até mesmo C como a

categoria das categorias pequenas e D como a categoria dos grafos pequenos. Nor-

malmente, denotamos por U : C → D o funtor levando objetos de C no objeto de D

obtido esquecendo essa estrutura extra e levando cada morfismo em si mesmo (ou em

seu representante em D, como no caso de categorias e grafos).

Definição A.38. Considere duas categorias C e D. Um funtor contravariante de C para

D é um funtor F : Cop → D.

Note que na definição acima, um funtor contravariante leva um objeto X de C em

um objeto F (X ) de D e um morfismo h : X → Y em um morfismo F (h) : F (Y ) → F (X ).

Além disso, deve valer que F (g ◦ h) = F (h ◦op g) = F (h) ◦ F (h). Segue que um funtor

contravariante também pode ser visto como um funtor F : C → Dop. Observe também

que um funtor F : Cop → Dop é simplesmente um funtor de C para D, não necessitando

de uma definição especial.

Exemplo A.39. Seja C uma categoria. Então o funtor idCop : Cop → Cop é um funtor con-

travariante de C para Cop. Esse também pode ser visto como um funtor contravariante

de Cop para C.
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A.2 OBJETO INICIAL E OBJETO FINAL

Frequentemente consideramos objetos X de uma categoria C com alguma es-

trutura que são “universais”, no sentido de que para cado objeto Y com a mesma

estrutura, existe um único morfismo entre esses objetos (fixando domínio em X ou

contradomínio em X ) que preserva tal propriedade, chamados de limites (ou colimites).

Uma exposição detalhada pode ser encontrada em (BERGMAN, 1995).

Limites e colimites são, respectivamente, objetos finais e iniciais (que definire-

mos em breve) de alguma categoria, o que mostra a importância de se estudar tais

objetos. No capítulo 3 damos um exemplo, construindo coequalizadores como objetos

iniciais da chamada categoria de forquilhas. Intuitivamente, a estrutura de um objeto

final ou inicial é simplesmente esse objeto, resultando na definição a seguir.

Definição A.40. Seja C uma categoria. Dizemos que F é objeto final de C quando para

todo objeto X de C, existe um único morfismo h : F → X. Dizemos que I é objeto inicial

de C quando para todo objeto Y de C, existe um único morfismo g : Y → I.

Teorema A.41. Seja C uma categoria. Se F é objeto final de C, então F é objeto inicial

de Cop. Se I é objeto inicial de C, então I é objeto final de Cop.

Demonstração. Considere X um objeto de Cop (isto é, X é um objeto de C). Então

existe um único h ∈ HomC(X , F ) e um único g :∈ HomC(I, X ). Segue que HomCop(F , X ) =

{h} e HomCop(X , I) = {g}, do que segue que F e I são, respectivamente, objeto inicial e

objeto final de Cop. �

Observação A.42. Uma propriedade provada para todo objeto final de toda categoria

C é valida, em particular, para objetos finais de Cop, isto é, objetos iniciais de C, e

analogamente para propriedades provadas para todo objeto inicial de toda categoria C.

Esse argumento é frequentemente chamado de argumento de dualidade.

Teorema A.43. Seja C uma categoria. Se F e F ′ são objetos finais, então o único

morfismo ϕ : F → F ′ é um isomorfismo com inversa dada pelo único morfismo ϕ′ :

F ′ → F. Analogamente, se I e I′ são objetos finais, então o único morfismo ψ : I → I′

é um isomorfismo com inversa dada pelo único morfismo ψ′ : I′ → I.

Demonstração. Observe que ϕ ◦ ϕ′ e idF ′ são morfismos de F ′ para F ′. Como F ′ é

objeto final, segue que ϕ ◦ϕ′ = idF ′ . Da mesma forma, ϕ′ ◦ϕ e idF são morfismos de

F para F , do que segue que ϕ′ ◦ϕ = idF . Segue que ϕ é isomorfismo e ϕ′ = ϕ–1. O

caso do objeto inicial segue por dualidade. �

Observação A.44. Como quaisquer objetos finais (ou iniciais) de uma categoria são

isomorfos, escrevemos simplesmente “o objeto final” (ou “o objeto inicial”) da categoria.



APÊNDICE A. Categorias 131

Exemplo A.45. Na categoria Set dos conjuntos, o objeto inicial é ∅ e os objetos finais

são os conjuntos unitários. De fato, a única função que tem o conjunto vazio como

domínio é a função vazia e a única função que tem {∗} como contradomínio é a função

constante.

Exemplo A.46. Na categoria RM, os conjuntos unitários são simultaneamente ob-

jetos iniciais e finais. De fato, {∗} é objeto final pois a única função que o tem como

contradomínio é, de fato, morfismo de módulo. Por outro lado, {∗} é objeto inicial pois

nesse caso ∗ é o elemento neutro da adição, que deve ser preservado por morfismos

de módulos, isto é, se M é um R-módulo com 0 ∈ M elemento neutro da adição, então

h : {∗} → M definida por h(∗) = 0 é o único morfismo de módulos de {∗} para M.

Exemplo A.47. Na categoria dos anéis com unidade, Z é objeto inicial e os anéis

triviais ∗ são objetos finais. Z ser objeto inicial se deve ao fato de h(1R) = 1S ser um

requerimento da definição de morfismos na categoria dos com unidade, dessa forma,

dado R anel com unidade, temos que o único morfismo h : Z → R é dado da seguinte

forma:

h(0) = 0R ;

h(n + 1) = h(n) + 1R , para todo n ∈ N;

h(–n) = –h(n), para todo n ∈ N∗.

A.3 OBJETOS LIVRES

Falaremos de objetos livres. Para isso começaremos com o exemplo que mo-

tivará nossa definição. Seja V um espaço vetorial. Em álgebra linear definimos uma

base (de Hamel) de V como um subconjunto B ⊆ V que é linearmente independente

e gera V .

Também prova-se que B é base de V se, e somente se, para todo espaço

vetorial W e toda função f : B → W existe um único morfismo h : V → W que

estende f . Notando que uma transformação linear nada mais é do que um morfismo

na categoria de espaços vetoriais, vemos que esse caracterização de base é dada

apenas em termos de conjuntos e da estrutura categórica relevante, não utilizando

noções particulares de espaços vetoriais tais como combinações lineares.

A observação acima nos leva a tentar definir uma noção análoga para catego-

rias mais gerais. Devido ao fato que precisamos “estender uma função a um morfismo”

vemos que essa noção não é pertinente a categorias em geral, mas apenas a catego-

rias nas quais os objetos são relacionados com conjuntos e os morfismos com funções

entre esses. Ainda não daremos uma definição precisa do que isso significa, optando

por explicar os conceitos de forma mais intuitiva e com o auxílio de exemplos.
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Analisaremos um pouco mais o que ocorre com espaços vetoriais. Seja V um

espaço vetorial e suponha que um subconjunto V ′ ⊆ V seja dado. O que podemos

falar sobre V? Sabemos que a adição de vetores em V possui um elemento neutro, o

vetor nulo (que pode ou não ser elemento de V ′). Ainda, dados elementos x , y ∈ V ′

e λ ∈ K, podemos obter λx e x + y . Podemos ainda obter novos elementos a partir

desses: λ(x + y ), λx + y , x + λ(0 + y ), etc. . .

Note que, utilizando os axiomas de espaço vetorial, todas as expressões ob-

tidas utilizando elementos de V ′, o vetor nulo, a adição de V e a multiplicação por

escalar podem ser reduzidas a coisas da forma λ1x1 + · · · + λnxn para λ1, . . . , λn ∈ K

e x1, . . . , xn ∈ V no qual esses vetores xi são distintos. Mais ainda, sem saber a natu-

reza do espaço V e do subconjunto V ′ não podemos fazer outras simplificações (por

exemplo, mesmo que por um acaso ocorra 2x1 + x2 = x3 não podemos provar que isso

ocorre sem informações extras, isto é, sem utilizar algo a mais do que os axiomas de

espaço vetorial e o fato de que V ′ ⊆ V ).

Notemos mais: Se y ∈ V ′ \ {x1, . . . , xn}, podemos escrever a combinação linear

anterior como λ1x1 + · · ·+ λnxn + 0y . Como a adição de vetores é comutativa, podemos

a escrever sem uma ordem específica com uma notação de somatório. Assumindo

que os elementos y ∈ V ′ que não aparecem na combinação linear original foram

acrescentados com escalar 0, reescrevemos a expressão como

λ1x1 + · · · + λnxn =
∑

v∈V ′

λv v

no qual λxi = λi e λy = 0 para y /∈ {x1, . . . , xn}.

Atenção ao abuso de notação! Caso V ′ seja um conjunto infinito, temos um

“somatório infinito”. Mas note que os únicos escalares que poderiam ser não nulos são

os associados a algum xi . Como temos n deles, uma quantidade finita, interpretamos tal

somatório como sendo feito apenas sobre uma quantidade finita de termos, ignorando

vários termos λv v com λv = 0. É interessante notar que como somar 0 = λv v não afeta

o resultado não precisamos ignorar todos os termos do tipo, desde que sobre apenas

uma quantidade finita de termos e que todos os termos para os quais λv pode ser não

nula apareçam.

A grande vantagem da notação de somatório é que ele tem uma certa unicidade.

Suponha que tenhamos dois deles arbitrários:

∑

v∈V ′

λv v ,
∑

v∈V ′

µv v .

Sob quais condições podemos garantir uma igualdade usando apenas os axio-

mas de espaço vetorial? Sabemos que a igualdade seria garantida caso λv = µv para

todo v , pois teríamos os mesmo termos sendo somados. Segue que essa é a única

condição plausível. Observe que para toda condição como requirimos, tal igualdade
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deve ser válida para quaisquer V , V ′, λv ’s e µv ’s satisfazendo a condição, uma vez

que a igualdade foi provada apenas com os axiomas de espaço vetorial.

Mas podemos encontrar exemplos para os quais
∑

v∈V ′ λvv 6=
∑

v∈V ′ µvv

desde que para algum v ∈ V ′ tenhamos λv 6= µv . Por exemplo, para qualquer V , tome

v ∈ V \ {0} e V ′ = {v }. Com λv = 1 e µv = 0 temos λvv = v 6= 0 = µvv . Em outras

palavras, “para todo v ∈ V ′, λv = µv ” é a condição mais geral que sempre garante

a igualdade
∑

v∈V ′ λvv =
∑

v∈V ′ µvv . Podemos dizer que caso essa condição seja

válida, a igualdade vale trivialmente.

Como pode se notar, os conceitos discutidos acima são relacionados com no-

ções conhecidas da álgebra linear. As “expressões não simplificáveis” utilizadas para

gerar elementos de V a partir de elementos dados (ie. pertencentes a V ′) são as

combinações lineares, o conjunto V ′ é gerador de V se todo elemento de V pode ser

escrito dessa forma e V ′ é linearmente independente se para quaisquer coeficientes

λv e µv a igualdade
∑

v∈V ′ λv v =
∑

v∈V ′ µv v vale apenas nos casos triviais.

Por outro lado, vamos discutir a caracterização de base dada acima. Lembrando

que V ′ é base de V se, e somente se, para todo espaço vetorial W e toda função

f : V ′ → W existe uma única transformação linear h : V → W que estende f . Essa é

dada por

h


∑

v∈V ′

λv v


 =

∑

v∈V ′

λv f (v ).

A transformação linear h podem ser interpretada como “substituir v por f (v )”.

Em contextos mais gerais, diremos que conjuntos com a propriedade análoga à

V ′ são geradores livres. A discussão dada aqui será similar com a estratégia utilizada

para encontrar objetos livremente gerados por um conjunto X dado. Encontraremos

formas de escrever um elemento de um objeto arbitrário que contém X , simplificando

essa expressão ao máximo, de forma que duas tais expressões sejam iguais apenas

em casos triviais. O conjunto de todas as expressões nos dará um objeto livremente

gerado.

Para formalizar o objeto precisamos definir precisamente quais os parâmetros

que o definem. No caso de espaços vetoriais, um elemento da forma
∑

v∈V ′ λvv é

definido pelos coeficientes λv . Podemos representá-los por uma função λ : V ′ → K tal

que λ(v ) = λv 6= 0 para uma quantidade finita de elementos v . Daremos a definição

formal análoga para um módulo sobre um anel com unidade R:

Definição A.48. Seja X um conjunto. O R-módulo livre gerado por X, denotado F (X ),

é dado pelo conjunto das funções f : X → R tal que f (x) 6= 0 para uma quantidade finita

de x ∈ X. As operações em F (X ) são dadas pontualmente, isto é, para f , g ∈ F (X ) e

λ ∈ R, (f + g)(x) = f (x) + g(x) e (λf )(x) = λf (x). Dizemos que F (X ) é livremente gerado

por X.
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Que F (X ) é módulo segue de que o conjunto de todas as funções f : X → R o

é e de que as operações definidas são fechadas em F (X ). De fato, f (x) + g(x) 6= 0 só é

possível nos casos em que f (x) e g(x) são ambos não-nulos e λf (x) 6= 0 só é possível

caso f (x) 6= 0.

Note que por essa definição X não é subconjunto de F (X ) mas temos uma

função ι : X → F (X ) dada por (ι(x))(x) = 1 e (ι(x))(y ) = 0 para y ∈ X \ {x}. Observe que

ι é injetora. Por um abuso de notação, podemos denotar o elemento ι(x) simplesmente

por x .

Agora seja f ∈ F (X ). Definindo supp(f ) = {x ∈ X ; f (x) 6= 0} temos que supp(f ) é

finito, digamos supp(f ) = {x1, . . . , xn}. Podemos escrever

f (x) = f (x1)ι(x1) + · · · + f (xn)ι(xn).

Assim como na discussão feita com espaços vetoriais, podemos escrever

f (x) =
∑

x∈X

f (x)ιx =
∑

x∈X

f (x)x .

Disso, X (ou mais corretamente, Img(ι)) gera F (X ).

Teorema A.49. Seja X um conjunto. Então para todo R-módulo M e toda função

f : X → M existe um único morfismo h : F (X ) → M tal que para todo x ∈ X, h(ι(x)) =

f (x).

Demonstração. Dada α ∈ F (X ), defina

h(α) =
∑

x∈X

α(x)f (x).

Observe que h(ι(x)) = f (x) pois os termos da forma (ι(x))(y)f (y) para y 6= x se

anulam. Mostramos que h é morfismo. De fato, dados α,β ∈ F (X ) e λ ∈ R,

h(α + β) =
∑

x∈X

(α + β)(x)f (x) =
∑

x∈X

(α(x) + β(x))f (x)

=
∑

x∈X

α(x)f (x) +
∑

x∈X

β(x)f (x) = h(α) + h(β)

e

h(λα) =
∑

x∈X

(λα)(x)f (x) =
∑

x∈X

λα(x)f (x)

= λ
∑

x∈X

α(x)f (x) = λh(α).

Agora seja h′ : F (X ) → M outro homomorfismo tal que h′ ◦ ι = f . Então h e

h′ são homomorfismos de módulos que coincidem em um conjunto gerador Img(ι).

Concluímos que h = h′. �
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Note que a função h acima pode ser descrita como

h


∑

x∈X

λx ι(x)


 = h


∑

x∈X

λxx


 =

∑

x∈X

λx f (x).

Se ι(x) for interpretado como “a variável associada a x”, h pode ser interpretada

como “substituição de x por f (x) na expressão dada”.

F pode ser vista como um funtor de Set para RM. De fato, já definimos F (X )

para um conjunto X e para f : X → Y função, podemos estender o contradomí-

nio de f para F (Y ), obtendo f : X → F (Y ), ou mais precisamente, definir f (x) =

ι(f (x)). Do teorema A.49, existe um único homomorfismo F (f ) : F (X ) → F (Y ) tal que

F (f ) ◦ ι = f = ι ◦ f . Em termos concretos, F (f ) é definida por

(F (f ))


∑

x∈X

λx ι(x)


 =

∑

x∈X

λx ι(f (x))

ou simplesmente

(F (f ))


∑

x∈X

λxx


 =

∑

x∈X

λx f (x).

Observe que F (idX ) ◦ ι = ι ◦ idX = idF (X ) ◦ ι, logo F (idX ) e idF (X ) coincidem

no gerador Img(ι). Como são ambos homomorfismos, F (idX ) = idF (X ). Ainda, dadas

funções f : X → Y e g : Y → Z ,

F (g ◦ f ) ◦ ι = ι ◦ g ◦ f = F (g) ◦ ι ◦ f = F (g) ◦ F (f ) ◦ ι.

Disso, F (g ◦ f ) e F (g) ◦ F (f ) coincidem na imagem de ι e portanto são iguais. Segue

que F é funtor.

O próximo exemplo será dado na categoria dos monoides. Seja M um monoide

e M ′ um subconjunto de M. Como antes, queremos identificar elementos de M uti-

lizando apenas a estrutura de M e elementos de M ′. Temos a identidade e de M e

dados x , y ∈ M ′, temos o elemento xy ∈ M. Utilizando a multiplicação de M iterativa-

mente podemos obter elementos da forma x1x2 . . . xn ∈ M para x1, . . . , xn ∈ M ′ ∪ {e}.

Observando que o elemento neutro não afeta o produto, podemos reduzir qualquer

expressão dessa composta de ao menos um elemento de M ′ para algo da forma

y1y2 . . . yk com y1, y2, . . . , yk ∈ M ′ removendo do produto os elementos xi = e. Caso

x1 = x2 = · · · = xn = e, o produto pode ser reduzido a e.

Note que as expressões acima não são simplificáveis apenas com os axiomas

de monoide e que vale a “unicidade”, no sentido de que a condição mais geral que

implica a igualdade de duas tais expressões através do uso dos axiomas é que ambas

coincidam termo a termo e tenham o mesmo comprimento. O conjunto de todas as

expressões desse tipo será considerado para definir um monoide livre. Utilizaremos a

definição abaixo.
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Definição A.50. Seja X um conjunto. O conjunto W (X ) das palavras em X é definido

por

W (X ) =
⋃

n∈N


 ∏

i∈{1,...,n}

X


 = {(x1, x2, . . . , xn); n ∈ N e x1, x2, . . . , xn ∈ X } .

Chamamos o elemento () ∈ W (X ) de palavra vazia. Se (x1, x2, . . . , xn) ∈ W (X ) é

palavra não vazia, podemos a denotar simplesmente por x1x2 . . . xn. Dizemos que n é

o comprimento de α = (x1, x2, . . . , xn), denotado l(α), e convencionamos que l(()) = 0.

Se α = (x1, x2, . . . , xn) e β = (y1, y2, . . . , yk ) são palavras definimos a concatenação de

α e β por

αβ = (x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yk ).

Note que a palavra vazia é elemento neutro da concatenação. Definimos ainda uma

inclusão ι : X → W (X ) por ι(x) = (x).

Vemos que os elementos do conjunto que queremos definir como o monoide

livre gerado por X são dados por W (X ), o elemento e representado pela palavra vazia.

A concatenação é uma operação em W (X ).

Teorema A.51. O conjunto W (X ) munido da operação de concatenação e da palavra

vazia forma um monoide.

Demonstração. Sabemos que a palavra vazia é elemento neutro da concatenação,

falta mostrar que a concatenação é associativa. Considere as seguintes palavras:

α = (x1, x2, . . . , xn)

β = (y1, y2, . . . , yk )

γ = (z1, z2, . . . , zm)

Temos

αβ = (x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yk )

βγ = (y1, y2, . . . , yk , z1, z2, . . . , zm)

(αβ)γ = (x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yk )(z1, z2, . . . , zm)

= (x1, x2, . . . , xn, y1, y2, . . . , yk , z1, z2, . . . , zm)

= (x1, x2, . . . , xn)(y1, y2, . . . , yk , z1, z2, . . . , zm) = α(βγ)

Disso, segue que (W (X ), ∗) é monoide, com ∗ : W (X ) × W (X ) → W (X ) sendo a

concatenação. �



APÊNDICE A. Categorias 137

Para fixar uma notação similar ao do exemplo anterior definimos o monoide

acima por F (X ). Dessa forma, W (X ) é o conjunto base de F (X ), isto é, W (X ) =

U(F (X )).

Teorema A.52. O conjunto Img(ι) ⊆ W (X ) gera F (X ).

Demonstração. Suponha que M ⊆ W (X ) seja submonoide de F (X ) contendo Img(ι).

Tome α ∈ W (X ). Mostramos que α ∈ M por indução sobre l(α). Para l(α) = 0, α = ().

Como M é submonoide, segue que α ∈ M. Para l(α) = 1, α = (x) para algum x ∈ X .

Como α ∈ Img(ι), segue que α ∈ M.

Finalmente, suponha que β ∈ M para todo β ∈ W (X ) tal que l(β) = n. Se

l(α) = n + 1, então α é da forma x1x2 . . . xnxn+1. Defina β = x1x2 . . . xn. Concluímos que

α = βι(xn+1). Como β, ι(xn+1) ∈ M e M é fechado na concatenação temos que α ∈ M

e portanto M = W (X ). �

Provamos agora que F (X ) é o monoide livre gerado por X .

Teorema A.53. Seja X um conjunto. Então para todo monoide M e toda função

f : X → M, existe um único homomorfismo h : F (X ) → M tal que h ◦ ι = f .

Demonstração. Dada uma palavra α = x1x2 . . . xn, defina

h(α) = f (x1) · f (x2) · · · · · f (xn) ∈ M

e também defina h(()) = e. Se β = y1y2 . . . yk também é palavra, temos

h(αβ) = h(x1x2 . . . xny1y2 . . . yk )

= f (x1) · f (x2) · · · · · f (xn) · f (y1) · f (y2) · · · · · f (yk )

= h(x1x2 . . . xn)h(y1y2 . . . yk ) = h(α)h(β)

e portanto h é homomorfismo. Ainda, dado x ∈ X , h(ι(x)) = h((x)) = f (x). Suponha que

h’:F (X ) → M seja homomorfismo tal que h ◦ ι = f . Então h e h′ coincidem em Img(ι).

Como Img(ι) é gerador de F (X ), segue que h = h′. �

Como no caso dos módulos, podemos criar um funtor F levando a categoria dos

conjuntos na dos monoides. Para isso, considere uma função f : X → Y . Definindo

f : X → F (Y ) por f (x) = ι(f (x)), existe um único morfismo F (f ) : F (X ) → F (Y )

satisfazendo F (f )ι = ι ◦ f . Temos que

F (f )(x1x2 . . . xn) = f (x1)f (x2) . . . f (xn).

A demonstração que F é funtor é análoga à para módulos.

Note que em todos os casos acima temos analogias claras. Parte dessas analo-

gias serão dadas formalmente agora com uma generalização enquanto outras serão

dadas, em um contexto ainda mais geral, na seção 2.1 sobre adjunções.
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Definição A.54. Uma categoria concreta é uma categoria C munida de um funtor fiel U :

C → Set. Se X é objeto de C, dizemos que U(X ) é o conjunto base de X. Chamamos

U de funtor esquecimento. Se X e Y são objetos de C, uma função f : U(X ) → U(Y ) é

dita preservar as estruturas de X e Y se f = U(h) para alguma h : X → Y .

Intuitivamente, um objeto X de uma categoria concreta é um conjunto U(X )

com alguma informação extra que o separa dos demais com o mesmo conjunto base.

Podemos fazer um abuso de notação e identificar um morfismo h : X → Y com a

função U(h) : U(X ) → U(Y ) desde que tenhamos em mente os objetos X e Y originais.

Isso não causa ambiguidades pois o funtor U é fiel. Podemos usar notações similares

quando temos um funtor U : C → D fiel para outras categorias D.

Definição A.55. C e D categorias e U : C → D um funtor fiel. Dado um objeto X de C,

dizemos que um gerador livre de X é um objeto Y de D com um morfismo ι : Y → U(X )

tal que para todo morfismo f : Y → U(Z ) em D, existe um único morfismo f : X → Z

tal que U(f ) ◦ ι = f .

Note que se um objeto Y de D é gerador livre de X e X ′ com respectivos

morfismos ι : Y → U(X ) e ι′ : Y → U(X ′), então podemos estender ambos os

morfismos para ι : X ′ → X e ι′ : X → X ′. Note que

U
(
ι ◦ ι′

)
◦ ι = U(ι) ◦ U(ι′) ◦ ι = U (ι) ◦ ι′ = ι = U(idX ) ◦ ι.

Concluímos da unicidade que ι◦ ι′ = idX . De maneira análoga, ι′◦ ι = id′X . Segue

que ι–1 = ι′ e portanto X e X ′ são isomorfos.

Teorema A.56. Considere C e D categorias e U : C → D um funtor fiel. Se para cada

objeto Y de D temos um objeto F (Y ) de C tal que F (Y ) é livremente gerado por Y

pelo morfismo ηY : Y → UF (Y ), então podemos tornar F um funtor da seguinte forma:

dado f : X → Y , defina F (f ) : F (X ) → F (Y ) por ηY ◦ f .

Demonstração. Temos que F (idX ) = ηX ◦ idX = ηX . Por outro lado,

U
(

idF (X )

)
◦ ηX = idX ◦ ηX = ηX

e segue da unicidade que idF (X ) = ηX = F (idX ). Ainda, se h : X → Y e g : Y → Z são

morfismos, então F (g ◦ h) = ηZ ◦ g ◦ h. Mas

F (g) ◦ F (h) ◦ ηX = ηZ ◦ g ◦ ηY ◦ h ◦ ηX = ηZ ◦ g ◦ ηY ◦ h = ηZ ◦ g ◦ h.

Segue que F (g ◦ h) = F (g) ◦ F (h) e portanto F é funtor. �

Definição A.57. Denominamos um funtor como acima de funtor livre e os morfismos

ηY são denominados componentes da unidade.
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A.3.1 Diagramas

Por mais que o estudo de categorias possa ser feito usando apenas equações,

frequentemente isso é inconveniente devido a complexidade de algumas delas. Para

ajudar nisso usamos diagramas para representar categorias de forma gráfica, usando

grafos. Mostraremos antes que se G é grafo, então a categoria de caminhos oposta de

G é livremente gerada por G.

Teorema A.58. Seja G um grafo e C uma categoria. Então cada morfismo h : G → U(C)

pode ser estendido unicamente a um funtor h : PathG → C e portanto (PathG)op é

livremente gerado por G pela inclusão canônica ϕ : G → Path(G).

Demonstração. Defina h levando cada vértice V em h(V ) e cada caminho

α = (v1, a1, . . . , vn–1, an–1, vn)

em h(an–1) ◦ h(an–2) ◦ · · · ◦ h(a1). Convencionamos que o caminho vazio (v ) é levado

em idh(v ). Observe que com essa definição, h(α) : h(v1) → h(vn) é morfismo. Mos-

tramos que h é funtor. De fato, é claro que h(idv ) = idh(v ). No caso da composição,

considere caminhos

α = (v1, a1, . . . , vn–1, an–1, vn);

β = (u1, b1, . . . , uk–1, bk–1, uk )

tais que vn = u1. Então

h(β ◦ α) = h(v1, a1, . . . , vn–1, an–1, vn = u1, b1, . . . , uk–1, bk–1, uk )

= h(bk–1) ◦ h(bk–2) ◦ · · · ◦ h(b1) ◦ h(an–1) ◦ h(an–2) ◦ · · · ◦ h(a1)

= h(u1, b1, . . . , uk–1, bk–1, uk ) ◦ h(v1, a1, . . . , vn–1, an–1, vn) = h(β) ◦ h(α).

Ainda, dado um vértice v e uma aresta a,

h ◦ϕ(v ) = h(v ) = h(v );

h ◦ϕ(a) = h(s(t), a, t(a)) = h(a).

Concluímos que h de fato é um morfismo da forma procurada. Agora suponha

que h̃ : PathG → C seja outro funtor tal que h̃ ◦ ϕ = h = h ◦ ϕ. Temos que dado um

vértice v ,

h̃(v ) = h̃ ◦ϕ(v ) = h ◦ϕ(v ) = h(v )

Para um caminho α = (v1, a1, . . . , vn–1, an–1, vn), note que α se decompõe como

α = ϕ(an–1) ◦ϕ(an–2) ◦ · · · ◦ϕ(a1).
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Disso,

h̃(α) = h̃(ϕ(an–1) ◦ϕ(an–2) ◦ · · · ◦ϕ(a1))

= h̃(ϕ(an–1)) ◦ h̃(ϕ(an–2)) ◦ · · · ◦ h̃(ϕ(a1))

= h(ϕ(an–1)) ◦ h(ϕ(an–2)) ◦ · · · ◦ h(ϕ(a1))

= h(ϕ(an–1) ◦ϕ(an–2) ◦ · · · ◦ϕ(a1)) = h(α).

Concluímos que h̃ = h, provando a unicidade. �

Com isso, podemos dar uma aplicação do teorema A.56 para categorias de

categorias.

Teorema A.59. Seja Cat uma categoria de categorias e D uma categoria cujos objetos

são grafos e os morfismos são todos os morfismos de grafos entre os objetos selecio-

nados. Se Graph(G) ∈ Cat0 para todo G ∈ D0 e U(C) ∈ D0 para rodo C ∈ Cat, então

existe um funtor livre F : D → Cat. Em particular, tomando Cat como a categoria das

categorias pequenas e D como a categoria dos grafos pequenos, então o funtor livre

existe.

Demonstração. A primeira afirmação segue dos teoremas A.56 e A.58. A segunda

segue dos fatos que U(C) é pequeno se, e somente se C a é e que Path(G) é pequena

se, e somente se G o é. �

Para representar pedaços finitos de categorias graficamente (isto é, subcatego-

rias com uma quantidade finita de objetos e morfismos), basta definir um morfismo

h : G → U(C) no qual G é grafo finito. Desse modo, h : F (G) → C está bem definido e

podemos usar a representação gráfica de G para ilustrar objetos e morfismos de C. A

vantagem de utilizar h é que não só temos morfismos correspondentes a arestas como

também a caminhos, dados pela composição. Um exemplo prático de diagrama que

será encontrado no capítulo 3 segue abaixo.

Exemplo A.60.

Y i //

c

��

X
g //

h

��

Y

c

��
K

j
// Y c

// K
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O diagrama acima pode ser pensado como gerado por um morfismo f : G → U(C) com

o grafo G a seguir.

u a //

m

��

v b //

n

��

w

o

��
x

k
// y

l
// z

O morfismo f é definido por f (u) = f (w) = f (y) = Y, f (v ) = X e f (x) = f (z) = K nos

vértices e f (a) = i , f (b) = g, f (m) = f (o) = f (l) = c, f (n) = h e f (k) = j . Como f induz um

funtor f , podemos ter outros morfismos. Por exemplo, f (u, a, v , n, y ) = h ◦ i . Isso reduz

o trabalho de entender domínios, contradomínios e composições a olhar para as setas

do diagrama e percorrer caminhos.

Na prática, diagramas são usados de forma muito mais intuitiva, sem que seja

discutido qual grafo e morfismo está sendo utilizado. Uma definição formal será impor-

tante para esse texto.

Definição A.61. Seja C uma categoria, G um grafo finito e h : G → U(C) um morfismo.

Dizemos que essas componentes definem um diagrama comutativo ou que o diagrama

definido por elas comuta se para todo par (α,β) de caminhos paralelos não triviais de

G, h(α) = h(β).

O que a definição acima nos diz é que em um diagrama comutativo, todos os

caminhos que começam e terminam no mesmo vértice definem o mesmo morfismo.

Exemplo A.62. Suponha que o diagrama no exemplo A.60 comuta. O caminho α =

(u, a, v , n, y) é paralelo ao caminho β = (u, m, x , k , y). Segue da comutatividade que

h ◦ i = f (α) = f (β) = j ◦ c. De fato, é possível mostrar que esse diagrama comuta

se, e somente se, valem as igualdades h ◦ i = j ◦ c e c ◦ g = c ◦ h. As demais são

consequências dessas duas. Por exemplo,

c ◦ g ◦ i = c ◦ h ◦ i = c ◦ j ◦ c.

O argumento acima pode ser facilmente acompanhado observando quais caminhos

estão sendo percorridos no diagrama.

A.4 TRANSFORMAÇÕES NATURAIS

Sejam C e D categorias e considere funtores F , G : C → D. Lembramos que

ambos os funtores levam objetos e morfismos de C em D com a diferença de que dado

h : X → Y , temos F (h) : F (X ) → F (Y ) e G(h) : G(X ) → G(Y ). Isso nos dá uma ideia
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do que significa “preservar a estrutura” no caso de funtores, precisamos de uma forma

de transforma F (X ) em G(X ) e F (Y ) em G(Y ) de forma que F (h) fique relacionado

com G(h). Esses morfismos devem depender dos objetos X e Y e não do morfismo h,

em outras palavras precisamos de um morfismo ηX : F (X ) → G(X ) para cada objeto

X de forma que o diagrama a seguir comuta para qualquer h : X → Y .

F (X )
ηX //

F (h)

��

G(X )

G(h)

��
F (Y )

ηY
// G(Y )

O que isso quer dizer é que G(h) ◦ ηX = ηY ◦ F (h). Se η = {ηX }X∈C0 é uma

transformação natural entre funtores F e G, denotamos isso por η : F ⇒ G.

Exemplo A.63. Considere categorias C e D com funtor esquecimento U : C → D e

funtor livre F : D → C com componentes da unidade ηY : Y → UF (X ). Então η é uma

transformação natural. De fato, tome h : Y → Y ′. Temos

UF (h) ◦ ηY = U
(
ηY ′ ◦ h

)
◦ ηY = ηY ′ ◦ h.

Se nos mantivermos apenas a um par de categorias (C,D), podemos definir

uma composição de transformações naturais. Se F , G, H : C → D são funtores e

ν : F ⇒ G e η : G ⇒ H são transformações naturais, definimos η ◦ ν : F ⇒ H por

(η ◦ ν)X = ηX ◦ νX . De fato, dado h : X → Y ,

H(h) ◦ (η ◦ ν)X = H(h) ◦ ηX ◦ νX = ηY ◦ G(h) ◦ νX

= ηY ◦ νY ◦ F (h) = (η ◦ ν)Y ◦ F (h)

Temos uma transformação natural idF : F ⇒ F definida por (idF )X = idF (X ).

Observe que dada qualquer transformação natural η : F ⇒ G, temos

(idG ◦ η)X = idG(X ) ◦ ηX = ηX ;

(ν ◦ idF )X = νX ◦ idF (X ) = νX .

Ainda, considere transformações naturais componíveis θ,ν e η. Temos

((θ ◦ ν) ◦ η)X = (θ ◦ ν)X ◦ ηX = θX ◦ νX ◦ ηX = θX ◦ (νX ◦ ηX ) = (θ ◦ (ν ◦ η))X

Com isso, podemos criar uma categoria de funtores.

Definição A.64. Sejam C e D categorias. Definimos Func (C,D) como a categoria

cujos objetos são funtores F : C → D e os morfismos são transformações naturais. A
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identidade é definida por (idF )X = idF (X ) e a composição por (η ◦ ν)X = ηX ◦ νX . Em

particular, definimos a categoria End(C) = Func (C, C). Um funtor F : C → C dessa

forma é chamado de um endofuntor.

Teorema A.65. Seja η : F ⇒ G uma transformação natural. Então η é isomorfismo

natural se, e somente se, cada ηX o é. Nesse caso,
(
η–1
)

X
= (ηX )–1, valor que será

denotado simplesmente por η–1
X .

Demonstração. Se η é inversível, então para cada X ,
(
η ◦ η–1

)
X

= idG(X ) e
(
η–1 ◦ η

)
X

= idF (X ). Segue que ηX ◦
(
η–1
)

X
= idG(X ) e

(
η–1
)

X
◦ ηX = idF (X ) mos-

trando que cada ηX é inversível.

Por outro lado, suponha que cada ηX seja inversível. Então podemos definir

a família de morfismos (ηX )–1. Considere h : X → Y . Como η é natural, segue que

ηY ◦F (h) = G(h) ◦ηX . Mas disso, F (h) ◦ (ηX )–1 = (ηY )–1 ◦G(h) e logo a família descrita

acima define uma transformação natural. Fica claro que essa é precisamente η–1. �

Temos outra composição de transformações naturais, dessa vez com categorias

distintas. Considere funtores F : C → D, F ′ : C → D, G : D → E e G′ : D → E além de

transformações naturais η : F ⇒ F ′ e ν : G ⇒ G′. Queremos definir ν ∗ η : GF ⇒ G′F ′

e para isso, encontraremos um morfismo (ν ∗ η)X : GF (X ) → G′F ′(X ). Existem duas

formas de se fazer isso.

Na primeira, consideramos G(ηX ) : GF (X ) → GF ′(X ) e νF ′(X ) : GF ′(X ) → G′F ′(X ).

Temos a composição νF ′(X ) ◦ G(ηX ) : GF (X ) → G′F ′(X ). Similarmente, temos

νF (X ) : GF (X ) → G′F (X );

G′(ηX ) : G′F (X ) → G′F ′(X ).

Obtemos a composição G′(ηX ) ◦ νF (X ) : GF (X ) → G′F ′(X ). Usando a naturali-

dade de ν, temos que G′(ηX ) ◦ νF (X ) = νF ′(X ) ◦ G(ηX ).

GF (X )
νF (X ) //

G(ηX )

��

G′F (X )

G′(ηX )

��
GF ′(X )

νF ′(X )
// G′F ′(X )

Esse valor comum é o que definimos como (ν ∗ η)X .
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Mostremos que ν ∗ η é de fato uma transformação natural. Considere um mor-

fismo h : X → Y .

GF (X )
(ν∗η)X //

GF (h)

��

G′F ′(X )

G′F ′(h)

��
GF (Y )

(ν∗η)Y

// G′F ′(Y )

Temos

G′F ′(h) ◦ (ν ∗ η)X = G′F ′(h) ◦ νF ′(X ) ◦ G(ηX ).

Usando a naturalidade de ν com o morfismo F ′(h), temos

G′F ′(h) ◦ νF ′(X ) ◦ G(ηX ) = νF ′(Y ) ◦ GF ′(h) ◦ G(ηX ) = νF ′(Y ) ◦ G(F ′(h) ◦ ηX ).

Finalmente, usando a naturalidade de η com o morfismo h, temos

νF ′(Y ) ◦ G(F ′(h) ◦ ηX ) = νF ′(Y ) ◦ G(ηY ◦ F (h))

= νF ′(Y ) ◦ G(ηY ) ◦ GF (h) = (ν ∗ η)Y ◦ GF (h),

provando que ν ∗ η é transformação natural. Por organização, definiremos essa opera-

ção abaixo.

Definição A.66. Sejam F , F ′ : C → D e G, G′ : D → E . Dadas transformações naturais

η : F ⇒ F ′ e ν : G ⇒ G′, definimos a composição horizontal ν ∗ η : GF ⇒ G′F ′ por

(ν ∗ η)X = G′(ηX ) ◦ νF (X ) = νF ′(X ) ◦ G(ηX ).

Exemplo A.67. Considere funtores F , G : C → D e η : F ⇒ G transformação natural.

Dado H : E → C e H ′ : D → E temos

(η ∗ idH )X = ηH(X ) ◦ F
(
(idH )X

)
= ηH(X ) ◦ F (idH(X )) = ηH(X );

(idH ′ ∗ η)X = (idH ′)G(X ) ◦ H ′(ηX ) = idH ′G(X ) ◦ H ′(ηX ) = H ′(ηX ).

As transformações naturais definidas acima serão importantes no estudo de

mônadas, que faremos no capítulo 2. Daremos nomes a essas.

Definição A.68. Nas notações do exemplo, definimos as transformações naturais

(ηH)X = ηH(X );(
H ′η

)
X = H ′(ηX ).
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Encerramos esse apêndice voltando ao básico de transformações naturais. Se

η : F → G é transformação natural, podemos identificar um possível uso da natura-

lidade de η na própria estrutura da equação. Para todo morfismo h : X → Y , temos

ηY ◦ F (h) = G(h) ◦ ηX . Observe o padrão, em ambos os termos temos η e h (os cha-

maremos de “componentes” para os fins dessa discussão) mas em lados trocados da

composição.

Além disso, temos em ambos os casos uma aplicação, η se aplica em um

objeto e um funtor é aplicado em h. Em ambos os termos, a aplicação à esquerda da

composição é feita com o contradomínio da componente à direita enquanto a aplicação

à direita da composição é feita com o domínio da componente à esquerda. Verificar se

estamos em uma situação dessas dá uma forma visual de perceber um possível uso

da naturalidade da η sem a necessidade de recorrer a um diagrama.

Há outro caso em que podemos usar informações visuais semelhantes na pró-

pria equação, dado no teorema A.69. O leitor poderá perceber que as informações que

sugerem um uso de naturalidade são análogas ao caso acima.

Teorema A.69. Sejam η : F ⇒ G e ν : F ′ ⇒ G′ transformações naturais. Então

ηG′ ◦ Fν = Gν ◦ ηF ′.

Demonstração. Temos que
(
ηG′ ◦ Fν

)
X = ηG′(X ) ◦ F (νX ). Podemos considerar o mor-

fismo νX : F ′(X ) → G′(X ) η, assim obtendo

ηG′(X ) ◦ F (νX ) =
(
Gν ◦ ηF ′)

X = G(νX ) ◦ ηF ′(X ).

�

Finalmente, provamos a chamada lei de intercâmbio. Essa propriedade nos dá

uma conexão entre as duas noções de composição que definimos anteriormente.

Teorema A.70. Considere α, β, γ e δ transformações naturais. Então a igualdade

abaixo é verdadeira sempre que estiver bem definida.

(α ∗ β) ◦ (γ ∗ δ) = (α ◦ γ) ∗ (β ◦ δ)

Demonstração. Escreva α : F1 ⇒ G1, β : F2 ⇒ G2, γ : F3 ⇒ G3 e δ : F4 ⇒ G4.

Note que em ambos os casos temos transformações naturais com domínio F3F4 e

contradomínio G1G2. Dado um objeto X apropriado,

((α ∗ β) ◦ (γ ∗ δ))X = (α ∗ β)X ◦ (γ ∗ δ)X = G1(βX ) ◦ αF2(X ) ◦ G3(δX ) ◦ γF4(X );

((α ◦ γ) ∗ (β ◦ δ))X = G1((β ◦ δ)X ) ◦ (α ◦ γ)F4(X ) = G1(βX ◦ δX ) ◦ αF4(X ) ◦ γF4(X )

= G1(βX ) ◦ G1(δX ) ◦ αF4(X ) ◦ γF4(X ).
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Agora, olhamos para δX : F4(X ) → G4(X ) simplesmente como um morfismo e

aplicamos a naturalidade de α, obtendo

G1(δX ) ◦ αF4(X ) = αG4(X ) ◦ F1(δX ).

Para concluir a igualdade basta mostrar que F1 = G3 e F2 = G4. A primeira é

consequência de α ◦ γ estar definida enquanto a segunda de β ◦ δ a estar. �

A.5 EQUIVALÊNCIAS

Sabemos que duas categorias C e D são isomorfas quando existem funtores

F : C → D e G : D → C tais que FG = idD e GF = idC , nesse caso, G = F–1. Podemos

enfraquecer as identidades pedindo que os funtores sejam naturalmente isomorfos em

vez de iguais.

Definição A.71. Sejam C e D categorias. Então um funtor F : C → D é dito uma

equivalência categórica se existem G : D → C e isomorfismos naturais α : FG ⇒ idD
e β : GF ⇒ idC . Se existe uma equivalência categórica entre C e D, dizemos que C e

D são equivalentes.

Teorema A.72. Todo isomorfismo categórico é uma equivalência categórica. Para toda

categoria C, o funtor idC é uma equivalência categórica. Se F : C → D e F ′ : D → E

são equivalências categóricas, então F ′F também o é.

Demonstração. No primeiro resultado, se F : C → D é isomorfismo, então F–1 : D → C

é tal que FF–1 = idD e F–1F = idC . Nesse caso, os isomorfismos naturais idFF –1 e

idF –1F são da forma desejada. Em particular, idC é isomorfismos, logo é equivalência,

provando o segundo resultado.

Para o último resultado, considere G : D → C e G′ : E → D funtores com isomor-

fismos naturais α : FG ⇒ idD, β : GF ⇒ idC , α′ : F ′G′ ⇒ idE e β′ : G′F ′ ⇒ idD. A “in-

versa” de F ′F será dada por GG′. Encontraremos isomorfismos naturais α′′ : F ′FGG′ ⇒ idE
e β′′ : GG′F ′F ⇒ idC . De fato, o resultado segue definindo

α′′X = α′ ◦ F ′
(
αG′(X )

)
;

β′′Y = β ◦ G
(
β′F (Y )

)
.

�

Observação A.73. Se F : C → D é equivalência, então sabemos que existem G : D →

C, α : FG ⇒ idD e β : GF ⇒ idC . Fica claro que nesse caso G também é equivalência

categórica.

Daremos duas outras forma de ver uma equivalência categórica. A primeira é

motivada pela adaptação do teorema A.75. Lembramos que um funtor é dito injetor
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se este se aplica de forma injetora em seus objetos e fiel se para cada par (X , Y )

de objetos, o funtor se aplica injetivamente em Hom(X , Y ). Definimos duas noções

similares.

Definição A.74. Seja F : C → D um funtor. Dizemos que F é sobrejetor se F é

sobrejetor nos objetos e cheio so o for em Hom(X , Y ) para cada par (X , Y ) de objetos.

Teorema A.75. Um funtor F : C → D é um isomorfismo se, e somente se, F for injetor,

sobrejetor, fiel e cheio.

Demonstração. Suponha que F seja isomorfismo. Então dados dois objetos X e Y tais

que F (X ) = F (Y ), temos X = F–1F (X ) = F–1F (Y ) = Y , mostrando que F é injetor. De

forma similar, fixados objetos X e Y , se g, h : X → Y são tais que F (g) = F (h), então

g = F–1F (g) = F–1F (h) = h e portanto F é fiel.

Ainda, se X ′ é objeto de D, para X = F–1(X ′) temos F (X ) = X ′, logo F é

sobrejetora. Fixados objetos X e Y , se h′ : F (X ) → F (Y ) é morfismo, então tomando

h = F–1(h) : X → Y temos F (h) = h′, logo F é cheio.

Reciprocamente, suponha que F seja injetor, sobrejetor, fiel e cheio. Definimos

um funtor G : D → C como segue. Dado X ′ objeto de D, como F é injetor e sobrejetor,

existe um único objeto X de C tal que F (X ) = X ′. Defina G(X ′) = X . Ainda, fixados

objetos X ′ e Y ′ (com as notações X = G(X ′) e Y = G(Y ′)), e dado um morfismo

h′ : X ′ → Y ′, de F fiel e cheio existe um único morfismo h : X → Y tal que F (h) = h′.

Defina G(h′) = h.

Mostramos que G é funtor. De fato, F (idX ) = idF (X ), logo G(idF (X )) = idX . Em

particular, para qualquer objeto X ′ de D, G(idX ′) = G(idFG(X ′)) = idG(X ′). Também, para

g : X → Y e h : Y → Z , temos F (h ◦ g) = F (h) ◦ F (g) do que segue

G(h′ ◦ g′) = G(FG(h′) ◦ FG(g′)) = GF (G(h′) ◦ G(g′)) = G(h′) ◦ G(g′).

Finalmente, é claro que GF = idC e FG = idD. �

No caso de uma equivalência, não estamos interessados em preservar os obje-

tos mas somente a estrutura de morfismos dos mesmos, isto é, as classes Hom(X , Y ).

A única condição que precisamos garantir é que cada objeto de D é isomorfo a algum

objeto na imagem de F , isto é, não só a estrutura de morfismos na imagem de F é

definida por C mas também a de D como um todo. Damos um nome a essa última

propriedade.

Definição A.76. Seja F : C → D um funtor. Então F é dito essencialmente sobrejetor

quando para todo objeto X ′ de D, existe um objeto X de C tal que F (X ) é isomorfo a

X ′.

Teorema A.77. Seja F : C → D um funtor. Então F é uma equivalência categórica se,

e somente se, F for fiel, cheio e essencialmente sobrejetor.
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Demonstração. Suponha que F seja equivalência com “inversa” G e isomorfismos

naturais α : FG ⇒ idD e β : GF ⇒ idC . Dado X ′ objeto de D, podemos considerar

o objeto X = G(X ′). Temos que F (X ) = FG(X ′) e um isomorfismo αX ′ entre X ′ e

FG(X ′) = F (X ), provando que F é essencialmente sobrejetor.

Agora fixe objetos X e Y de C. Considere morfismos g, h : X → Y tais que

F (g) = F (h). Então GF (g) = GF (h) e βY ◦ GF (g) = βY ◦ GF (h). Observe o seguinte

diagrama para um morfismo m : X → Y qualquer.

GF (X )
βX //

GF (m)

��

X

m

��
GF (Y )

βY

// Y

Esse diagrama comuta pela naturalidade de β. Aplicando essa comutatividade

para m = g e para m = h na identidade acima temos g ◦βX = h◦βX e de β isomorfismo

natural segue g = h e logo, F é fiel.

Agora suponha que h′ : F (X ) → F (Y ) seja um morfismo. Temos um morfismo

G(h′) : GF (X ) → GF (Y ). usando β e sua inversa, obtemos um morfismo h : X → Y

dado por h = βY ◦ G(h′) ◦ β–1
X . Segue que βY ◦ G(h′) = h ◦ βX = βY ◦ GF (h). Notando

que da observação A.73, G é equivalência, segue do que já provamos que G é fiel.

Como h′, F (h) : F (X ) → F (Y ), então concluímos que h′ = F (h) e portanto F é cheio.

Reciprocamente, suponha que F seja cheio, fiel e essencialmente sobrejetor.

Então para cada X ′ objeto de D, escolha arbitrariamente algum objeto X de C com

um isomorfismo fixo εX ′ : F (X ) → X ′ e defina G(X ′) = X . Ainda, dado um morfismo

em h′ : X ′ → Y ′ em D (denotamos X = G(X ′) e Y = G(Y ′)), temos h = ε–1
Y ′ ◦ h′ ◦ εX ′ :

F (X ) → F (Y ). Como F é fiel e cheio, existe um único morfismo h : X → Y tal que

F (h) = h. Defina G(h′) = h.

Queremos mostrar que G(idX ′) = idG(X ′). Para isso, basta mostrar que

F (idG(X ′)) = ε–1
X ′ ◦ idX ′ ◦ εX ′ .

Mas de fato,

ε–1
X ′ ◦ idX ′ ◦ εX ′ = ε–1

X ′ ◦ εX ′ = idFG(X ′) = F (idG(X ′)).

E ainda, dados h : X → Y e g : Y → Z , queremos mostrar que G(g ◦ h) =

G(g) ◦ G(h). Basta mostrar que

F (G(g) ◦ G(h)) = ε–1
Z ◦ (g ◦ h) ◦ εX .

Da fato,

F (G(g) ◦ G(h)) = FG(g) ◦ FG(h) = ε–1
Z ◦ g ◦ εY ◦ ε–1

Y ◦ h ◦ εX = ε–1
Z ◦ (g ◦ h) ◦ εX .
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Concluímos que G é funtor. Precisamos agora definir isomorfismos naturais

α : FG ⇒ idD e β : GF ⇒ idC . Dado X ′ objeto de D, defina αX ′ = εX ′. Temos que

αX ′ é isomorfismo. Para mostrar que α é natural, considere h′ : X ′ → Y ′. Precisamos

mostrar que o diagrama a seguir comuta.

FG(X ′)
αX ′ //

FG(h′)

��

X ′

h′

��
FG(Y ′)

αY ′

// Y ′

A comutatividade segue direto de FG(h′) = ε–1
Y ′ ◦ h′ ◦ εX ′ . Finalmente, definimos

β. Lembramos que GF (X ) se refere a uma escolha prévia de um objeto X com um

isomorfismo εF (X ) : FGF (X ) = F (X ) → F (X ). Como F é fiel e cheio, existe um único

morfismo m : GF (X ) = X → X tal que F (m) = εF (X ). Definimos βX = m. Ainda, como

εF (X ) é isomorfismo, segue que m também o é. Falta mostrar que β é natural, isto é,

que o diagrama a seguir comuta para qualquer h : X → Y .

GF (X )
βX //

GF (h)

��

X

h

��
GF (Y )

βY

// Y

Mas observando que α é natural, F (h) ◦ αF (X ) = αF (Y ) ◦ FGF (h), isto é,

F (h ◦ βX ) = F (h) ◦ F (βX ) = F (h) ◦ αF (X ) = αF (Y ) ◦ FGF (h)

= F (βY ) ◦ FGF (h) = F (βY ◦ GF (h)).

A naturalidade de β segue de F fiel. �

Motivaremos o último teorema com uma discussão intuitiva. Mencionamos antes

que quando duas categorias são equivalentes, então podemos saber a estrutura de

morfismos de uma olhando apenas para a da outra. Podemos pensar em “tipos” de

objetos, no qual cada objeto X possui um tipo X e que a estrutura de morfismos da

categoria não depende do objeto em si, e sim do seu tipo. Substituir um objeto X por

um X ′ de mesmo tipo não muda os morfismos da categoria e suas propriedades, sendo

essencialmente uma troca de notação (a noção intuitiva por traz de isomorfismos).

Note que se X e X ′ são isomorfos, então estes devem ser do mesmo tipo,

uma vez que um isomorfismo h : X → X ′ e seu inverso, quando composto com
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algum morfismo partido de X ou chegando em X , resulta em um análogo com X ′.

Reciprocamente, se X e X ′ são do mesmo tipo, o morfismo idX deve ter um análogo

h : X → X ′. Como as propriedades categóricas de idX e h devem ser as mesmas,

então de idX isomorfismo, obtemos h isomorfismo.

A discussão acima sugere que a noção de tipo intuitivamente apresentada é

formalmente uma classe de isomorfismo. O problema com essa abordagem é que

fazer quocientes em classes arbitrárias é problemático e dessa forma, fazemos uma

escolha arbitrária de um representante de cada classe. Em outras palavras, para cada

objeto X , escolhemos um objeto X isomorfo a X de forma que se X é isomorfo a X ′,

então X = X ′. A estrutura de morfismos na categoria em questão se reduz a observar

os morfismos envolvendo apenas objetos da forma X . Formalizamos essa discussão

abaixo.

Definição A.78. Uma categoria C é dita esquelética quando, dados objetos X e X ′, se

X é isomorfo a X ′ então X = X ′.

Lema A.79. Se C e D são categorias com D esquelética, F , G : C → D são funtores e

α : C ⇒ D é isomorfismo natural, então F = G e α = idF .

Demonstração. De fato, dado X objeto de C, αX : F (X ) → G(X ) é isomorfismo. Como

D é esquelética, então F (X ) = G(X ) e αX = idF (X ). Como X foi arbitrário, F = G e

α = idF . �

Teorema A.80. Se C e D são categorias esqueléticas, então C é isomorfa a D se, e

somente se, C é equivalente a D.

Demonstração. Já sabemos que todo isomorfismo é uma equivalência. Reciproca-

mente, suponha que existam G : D → C, α : FG ⇒ idD e β : GF ⇒ idC . Como C e D

são esqueléticas, segue do lema que FG = idD e GF = idC . �

Os objetos de uma categoria esquelética correspondem aos “tipos” menciona-

dos acima e podemos gerar uma categoria esquelética associada a uma categoria C

escolhendo um elemento de cada classe de isomorfismo.

Teorema A.81. Seja C uma categoria. Então existe uma subcategoria cheia de C

que é esquelética e equivalente a C. Além disso, todas as categorias esqueléticas

equivalentes a C são isomorfas.

Demonstração. Para cada objeto X , considere a classe dos objetos isomorfos a X .

Para cada classe do tipo, escolha um representante, denotado X . Note que se X e X ′

são isomorfos, então estes geram a mesma classe e portanto, como a escolha foi feita

em cada classe, X = X ′.
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Seja D a subcategoria cheia de C gerada pelos objetos X . Se existe um isomor-

fismo entre X e X ′, então, como X é isomorfo a X e X ′ a X ′, segue que X é isomorfo

a X ′ e portanto, X = X ′. Temos que D é esquelética.

Considere o funtor inclusão F : D → C. Da natura de funtores inclusão, F é

fiel. Como D é cheia, F é cheio. Ainda, se X é objeto de C, então X é isomorfo a

X = F
(
X
)

e portanto F é essencialmente sobrejetor. Segue do teorema A.77 que F é

equivalência.

Agora seja E uma categoria esquelética equivalente a C. Então existe uma

equivalência F ′ : C → E . Segue que F ′F : D → E é equivalência. �

Definição A.82. Seja C uma categoria. Um esqueleto de C é uma categoria esquelética

equivalente a C.

Uma vez que sabemos que todos os esqueletos de C são isomorfos, podemos

simplesmente falar em “o esqueleto” de C, normalmente denotado Sk(C). Interpreta-

mos Sk(C) como a categoria dos “tipos” de objetos presentes em C, caracterizando

sua estrutura de morfismos. De acordo com essa interpretação, duas categorias são

equivalentes se essas têm o mesmo esqueleto. Essa afirmação está quase correta,

lembrando que se tratando de categorias, é suficiente garantir que duas coisas são

isomorfas. Isso nos dá a segunda caracterização de equivalência categórica.

Teorema A.83. Sejam C e D duas categorias. Então C é equivalente a D se, e somente

se, Sk(C) é isomorfo a Sk(D).

Demonstração. Lembramos que Sk(C) é equivalente a C e Sk(D) é equivalente a D.

Se C e D são equivalentes, então Sk(C) e Sk(D) o são. Segue que Sk(C) é isomorfo a

Sk(D) por estes são categorias esqueléticas.

Reciprocamente, suponha que Sk(C) e Sk(D) sejam isomorfos. Então pelas

equivalências dadas no início da demonstração, segue que C é equivalente a D. �
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