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RESUMO

Neste trabalho foram investigadas as possiveis transicdes de fase em modelos escala-
res com simetria O(N) em duas e trés dimensdes do espaco-tempo. Como transicoes
de fase sao fendbmenos criticos, a teoria de perturbacado nao gera resultados confia-
veis. Assim, foi aplicado um método de ressoma conhecido como teoria de perturba-
cao otimizada (OPT). Primeiramente foi considerado o caso do modelo escalar em
1+1 dimensdes. Limitado pelo teorema de Coleman, este modelo foi considerado no
caso particular de simetria Z». Neste caso, com a utilizagdo da OPT, foram obtidos
valores de acoplamentos criticos (acoplamento no qual o sistema se torna conforme)
que estao em 6tima concordancia com o estado da arte para este modelo. Como novi-
dade foi proposta uma avaliagéo da regido supercritica, que normalmente € ignorada,
mostrando que a mesma possui informagdes que podem acelerar a convergéncia da
ressoma realizada. Ainda utilizando a OPT, foi mostrado que o caso com simetria
O(Ng) x O(Ny) em duas dimensOes espago temporais pode nao apresentar quebra
de simetria, sob determinadas condi¢des que envolvem o sinal de acoplamento en-
tre os setores e o numero de componentes. Neste caso o teorema de Coleman é
preservado. Este resultado € completamente diferente ao obtido através da teoria de
perturbagéo padrao. Também verificamos que o caso O(N) x Z» pode n&o violar o te-
orema de Coleman, caso apresente uma repulsao entre os diferentes setores. Com o
intuito de analisar teorias conformes, foi considerada a aproximagcéo de campo médio
para estudar o modelo O(Ny) x O(Ny) em 2+1 dimensoes no regime de temperaturas
finitas e massas nulas. Foi verificado entdo que a entropia do sistema livre (A = 0)
decresce até atingir o valor de s = 4/55;,,, N0 limite de acoplamentos fortes (A — o).
Este resultado se conserva para qualquer escolha de Ny e Ny, sugerindo uma uni-
versalidade. Ainda mostramos que nao ha condicoes fisicamente aceitaveis para que
seja uma teoria puramente conforme (ou seja, conforme em todos regimes de aco-
plamento). Por ultimo, utilizando o limite de N-grande, verificamos que o modelo com
simetria Zo x O(N) apresenta uma quebra dindmica de simetria Zo x O(N) — O(N) e
preserva a conformabilidade nos regimes de acoplamento fraco e forte.

Palavras-chave: Transicoes de fase. Modelos escalares. Métodos de ressoma.



ABSTRACT

In this work we have investigated possible phase transition patterns within O(N) scalar
models in two and three space-time dimensions. Since phase transitions are related
to critical phenomena standard perturbation theory breaks down so that these investi-
gations require the use of resummation methods. In this vein we have mainly consid-
ered the technique known as optimized perturbation theory (OPT). Our first application
aimed at the two dimensional case with Z, symmetry which is the only case allowed by
Coleman’s theorem. The results for the critical coupling (where the theory is conformal)
furnished by the OPT are in excellent agreement with the state of the art predictions.
As a novelty, we have also explored the (often neglected) supercritical region showing
that it contains information which can be used to accelerate convergence. Still at two
space time dimensions we have considered the O(Ny,) x O(Ny) version concluding
that under certain conditions dynamical symmetry breaking is suppressed and, con-
trary to the O(N) case, the model is allowed by Coleman’s theorem. Our investigation
shows that the case Zo x O(N) — O(N) is also allowed provided that there is no repul-
sion between the two different sectors. Concerning the study of conformality we have
considered the three dimensional massless scalar O(Ng,) x O(Ny) model at finite tem-
peratures. We have evaluated the entropy density for all couplings finding s = 4/5 g,
at infinite coupling for all values of Ny and Ny. Exactly the same result was recently
found in the O(N) case suggesting the universal character of the ratio s/sse at the
strong coupling limit. We have also shown that the only combination of coupling values
which would describe a pure conformal theory is excluded by the boundness condi-
tion. Finally, by considering the special case Z» x O(N) we have observed the possible
breaking Z> x O(N) — O(N) with the theory being conformal at the weak and strong
coupling regimes but not in between.

Keywords: Phase transition. Scalar models. Resummation methods.
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1 INTRODUGAO

1.1 QUEBRAS DE SIMETRIA E TRANSICOES DE FASE

Simetria € um dos mais importantes temas em todas as areas da Fisica. O
inicio dos estudos relacionados com este topico remonta ao trabalho publicado em
1894 por Pierre Curie (CURIE, 1894). Curie estabeleceu que “as simetrias das causas
devem ser encontradas nos efeitos”, posteriormente esta relagao tornou-se conhecida
como principio de Curie (SHUBNIKOV, 1989). Em 1918, com a publicagéo do trabalho
de Emmy Noether (NOETHER, 1918), as bases matematicas para o principio de Curie
foram solidificadas (LEONE, 2018).

Possivelmente, o aspecto mais importante da simetria em teorias fisicas seja
a ideia que os estados de um sistema nao precisam possuir as mesmas simetrias
da teoria que o descreve. Esta quebra espontanea de simetria governa a dinamica
da transicao de fase, o aparecimento de novas particulas e excitacées e é uma das
principais maneiras da Fisica classica emergir do mundo quéantico (BEEKMAN et al.,
2019). Uma possivel forma de entendermos isto € considerarmos um sistema sujeito
ao seguinte potencial anarménico:

U(x) = ax® + bx*, (1.1)

com a, b € Re b > 0. Adindmica deste sistema € invariante sob a transformagéo
de paridade x — —x. Se estivermos no caso a > 0, teremos que 0 minimo da teoria
(vadcuo) encontra-se em X = 0 e o0 estado do sistema possui a mesma simetria do
potencial. Contudo, se a < 0 teremos X = +v/—a/2b e o vacuo da teoria ndo possui
a mesma simetria do potencial. Dentro deste tema, o mecanismo de Higgs (HIGGS,
1964a, 1964b) é o que ganhou maior notoriedade nos ultimos anos.

Um exemplo pictérico de quebra de simetria pode ser observado considerando-
se um ferromagneto sem magnetizacao espontanea. O ferromagneto possui spins (do-
minios magnéticos) em dire¢des aleatérias de tal forma que a soma de suas compo-
nentes resulta, em média, zero e em um meio isotropico, isto seria o correspondente
a uma simetria descrita pelo grupo O(3). Se escolhermos um eixo e aplicarmos um
campo magnético em sua direcao, os spins do ferromagneto tendem a se orientar na
direcdo do campo aplicado (os dominios magnéticos na direcao do campo aumentam
seu tamanho). Observando o meio que estes spins formam, percebemos que temos
uma direcao preferencial, a direcdo do campo magnético, resultando na quebra da
isotropia deste espacgo. Agora este meio € simétrico apenas por rotacées ao redor do
eixo do campo externo, correspondente a uma simetria descrita por O(2). E de imedi-
ato vermos que o grupo de simetria final € menor que o inicial, sendo assim ha uma
quebra de simetria, O(3) — O(2). Este efeito estd esquematizado na figura 1.1.

Na mecanica estatistica os eventos conhecidos como transicées de fase estao
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Figura 1.1 — Esquematizacdo da magnetizacdo de um ferromagneto. Imagem a es-
querda: estado inicial sem campo externo e com o ferromagneto sem
magnetizacao. Imagem a direita: caso onde ha a aplicagcdo de um campo
magnético externo (B), mostrando o aumento de tamanho dos dominios
magnéticos na direcao do campo.

Fonte: Autoral (2021).

associados as quebras de simetria, tendo por sua vez o modelo de Ising (ISING, 1925)
como um dos exemplos mais comuns. Com o passar dos anos verificou-se que esta
relacdo entre quebras de simetria e transigdes de fase poderia ser benéfica ao de-
senvolvimento da teoria quantica de campos e da mecanica estatistica. Um exemplo
disto ocorre no modelo escalar em duas dimensdes do espaco-tempo com simetria
Z», que sera considerado posteriormente, uma vez que este € analogo ao modelo de
Ising bidimensional (SIMON; GRIFFITHS, 1973). Resultados analiticos previamente
conhecidos para o modelo de Ising, como o carater da transicdo de fase e 0s expo-
entes criticos obtidos por Onsager (ONSAGER, 1944), podem entéo ser aproveitados
para a determinagdo e comparacao de outras propriedades do modelo escalar com
simetria Z».

Para transicdes de fase temos exemplos usuais e cotidianos, como o derreti-
mento de gelo, evaporacdo e condensacado da agua. Tais eventos usuais sao transi-
cOes de fase de primeira ordem, e séo identificados por uma descontinuidade no que
€ chamado parametro de ordem (magnetizagdo, condensado, etc.) em relacdo a um
parametro de controle (temperatura, potencial quimico, etc.). Eventos mais raros, co-
nhecidos como transicdes de fase de segunda ordem, por sua vez sao caracterizados
pela forma continua com a qual o parametro de ordem evolui quando o parametro de
controle se aproxima do valor onde ocorre a transi¢cao: ponto critico. Estas transigdes
podem ser observadas também na agua, como apresenta a figura 1.2.

Para a agua, a transicdo de segunda ordem se da no ponto critico, indicado na
figura 1.2, que esta localizado em T; ~ 647 K e Pc ~ 22 MPa. Partindo da linha de
coexisténcia e nos aproximando do ponto critico obtemos que a relagao entre a densi-
dade da fase liquida e a densidade da fase gasosa € dada por (pjiquig—Pgas) ~ (Te—T)B,
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Figura 1.2 — Diagrama de fases da agua, com indicagado das curvas de coexisténcia
de fases assim como do ponto critico.

Pressure
Critical point

(Pliquid ~ pgas) ~ (1. = T)”

Liquid

Coexistence curve

Gas

T(.‘]llp(‘l'il ture

Fonte: (TARNOPOLSKIY, 2017).

sendo 3 ~ 0.33. O mesmo valor também é medido em diversas outras substancias
em seus respectivos pontos criticos (LE GUILLOU; ZINN-JUSTIN, J., 1980).

Quantidades definidas de forma similar a 3, s&o chamadas de expoentes criti-
cos. Tais observaveis, que caracterizam as transi¢cdes de segunda ordem, estdo cor-
relacionados entre si (LE BELLAC, 1991). Quando sistemas diferentes, sejam estatis-
ticos ou de teoria de campos, compartilham dois expoentes criticos iguais, podemos
afirmar que os modelos que os descrevem pertencem a mesma classe de universali-
dade.

Uma outra analise possivel, que mostra o poder dos expoentes criticos, vem
da transig¢édo de fase sofrida por ferromagnetos (ZINN-JUSTIN , 1994). Considerando
a magnetizacao (M) em funcdo da temperatura pode-se obter a figura 1.3. Fica evi-
dente que a passagem da fase magnetizada para a desmagnetizada se da por uma
transicao de fase de segunda ordem, uma vez que o parametro de ordem (M) é uma
funcéo continua do parametro de controle (7).

Neste caso, a maneira como a magnetizacao (M) vai a zero é ditada por M ~
(T — Tc)P, onde T, é conhecida como temperatura de Curie. Surpreendentemente, o
valor do expoente 3 medido € 3 ~ 0.33, isto é, dois sistemas distintos e aparentemente
sem nenhuma relacéo entre si, possuem uma quantidade que deve ser exatamente a
mesma.

O calculo exato de expoentes criticos € de grande complexidade, sendo assim
muitas vezes sdo realizadas estimativas de seus valores. Uma teoria simples que além
de poder ser usada para tais estimativas e ainda estabelece uma clara ponte entre a
mecanica estatistica e a teoria quantica de campos € a teoria de Landau (LANDAU,
1937).
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Figura 1.3 — Magnetizacdo em funcédo da temperatura.

S

.
' ‘ T.
Fonte: (LE BELLAC, 1991).

1.1.1 Teoria de Landau

A teoria de Landau, a qual nos possibilita uma descricdo qualitativa de transi-
cbes de fase de segunda ordem, surge de uma ideia simples: uma expansao em série
de Taylor. Uma rapida reconstrucao de tal teoria pode ser benéfica tanto para fins de
compreensao das transi¢cdes de fase, como também para evidenciar relacdes entre a
mecanica estatistica e a teoria quantica de campos (TARNOPOLSKIY, 2017).

Para ilustrar os aspectos mais importantes desta teoria, tomemos a energia livre
F(M, T). Conforme ha o aumento de temperatura, isto é, T vai ao encontro de T¢, a
magnetizacao (M) se reduz, como mostra a figura 1.3. Portanto, podemos realizar
uma expansao da energia livre em torno do zero da magnetizagéo e obter:

F(M, T) = Fo(T) + a(T)M? + b(T)(M?)? + ... . (1.2)

O equilibrio pode ser encontrado pela relagao:
0OF(M,T)
oM
Assim, se a(T) > 0, temos | M| = 0, porém, se a(T) < 0, temos como solucéo
IM| = \/=a(T)/2b(T). Como a teoria é construida com T — T, podemos tomar
a(T) ~ ag(T—Tc) e b(T) ~ by, que nos leva a magnetizagéo:

=0. (1.3)

M|~ (To—T)2. (1.4)

Vemos que a teoria de Landau consegue reproduzir algumas propriedades de
transicoes de fase de segunda ordem, porém falha ao reproduzir o expoente critico {3,
uma vez que o valor medido é de 0.33 e ndo 1/2 (campo médio).

Esta teoria toma a magnetizagdo como um valor constante em todo o espaco e
descarta possiveis flutuagdes, sendo assim, uma possivel forma de melhorar a descri-
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¢ao é introduzir um peso de Boltzmann em cada configuragéo:

_FM(x).T)

WM)=e BT . (1.5)

Como agora M depende explicitamente das coordenadas, a energia livre pre-
cisa ser um funcional, pois pode possuir dependéncias nas derivadas da magnetiza-
cao:

FIM(x), T] = / dPXF(M(x), VM), ..., T). (1.6)

Assim, a expansado em série de Taylor da energia livre fica:

FIM(x), T] = / dPx {FO(T) +a(T)MP(x) + b(T) | M2(x)| “o(T) (VMP2+
(1.7)
Entédo a fungcao de particdo, que sera a soma sobre todas as configuragées do
sistema, é representada por:

7 FIM(x),T]

ZIMX)] / DM(x)6 a7

o et/ de{Fo(T)+a( T)M2(x)+b(T) [M?3(x)]*+( T)(VM)2+...%

/ DM(x) 1.8)

Com versbes da equagéo acima Wilson e Fisher previram, em 1972, o va-
lor B ~ 0.306 (WILSON; FISHER, 1972), que se mantém um 6timo resultado até
mesmo quando comparado aos calculos mais recentes das referéncias (GUIDA; ZINN-
JUSTIN, 1998; EL-SHOWK et al., 2014)

1.1.2 Relacoes entre a mecanica estatistica e a teoria quantica de campos

Um exemplo claro da intersec¢ao entre a teoria quantica de campos e da me-
canica estatistica pode ser notado quando consideramos o modelo Ap#, que é muito
utilizado em teoria de campos. Algumas propriedades deste modelo serdo apresenta-
das no capitulo 2.

Em particular, conforme ja mencionado, quando se estuda este modelo no re-
gime de 1+1 dimensdes observa-se que ele € analogo ao modelo de Ising bidimen-
sional (SIMON; GRIFFITHS, 1973), cujo comportamento critico foi descrito analitica-
mente por Onsager (ONSAGER, 1944). A tabela 1.1 ilustra algumas equivaléncias
entre os dois modelos.
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Tabela 1.1 — Correlagao entre quantidades do modelo escalar (teoria quantica de cam-
pos) e do modelo de Ising (mecénica estatistica).

Teoria de Campos Mecanica Estatistica
Campos (¢, U, ...) Variaveis de spin (S)
Fonte (J) Campo Magnético (H)
Acéo Euclidiana (S) Energia de configuragdo, Hamiltoniana
Integral Funcional Soma sobre configuragédo de spins
Valor esperado do campo no vacuo Magnetizacao(M)
Funcéo de dois pontos com Suscetibilidade magnética (x)
momento externo zero (M@ (p? = 0))
Massa fisica ao quadrado (M?) Inverso do comprimento de correlagdo (&£71)
Teoria sem massa (m? = 0) Teoria critica

Fonte: (ZINN-JUSTIN , 1994)

1.2 OBJETIVOS

Nesta dissertacdo iremos explorar as possibilidades de transigdes de fase em
diferentes versdes de teorias escalares em baixas dimensdes, isto €, sistemas em
duas e trés dimensdes espaco-temporais. Para avaliar estas possibilidades iremos
considerar diferentes quantidades em cada versdo do modelo. Sempre respeitando os
teoremas no-go (que estabelecem quais transicées podem ocorrer em determinadas
dimensdes), iremos determinar quais os modelos que podem representar uma teoria
conforme assim como quais os valores dos parametros criticos onde isto ocorre.

A teoria de perturbacédo € o método mais abrangente e utilizado para calculos
na Fisica, mas infelizmente a maioria das teorias fisicas possuem séries perturbati-
vas divergentes. Obter resultados de observaveis a partir destas séries (considerando
um grande numero de termos) € um problema de longa data. Como é bem estabe-
lecido, no regime critico a teoria de perturbacao padrao nao é capaz de reproduzir
resultados confidveis, uma vez que préximo da transicao de fase a massa fisica ao
quadrado da teoria se torna nula. Outro problema da teoria perturbativa aparece no
caso de temperaturas finitas, que sera abordado no capitulo 5, onde mesmo em li-
mites de acoplamentos fracos as poténcias de temperatura acabam por sobrepujar
os valores dos acoplamentos e carregam a teoria para a regiao nao perturbativa. A
teoria de perturbacdo também nao é confidvel em teorias que cuja constante de aco-
plamento ndo é pequena e assim nao permitem uma expansao perturbativa, como
acontece no caso da cromodindmica quantica (QCD) em baixas energias. Nestes ca-
sos deve-se recorrer a métodos de ressoma (KNEUR et al., 2002). Procedimentos de
ressoma sao aplicados em séries divergentes para que, a partir delas, obtenha-se uma
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expansao convergente. O trabalho esta dividido da seguinte maneira. No proximo capi-
tulo serdo apresentadas algumas propriedades do modelo escalar A¢*. Também sera
apresentada e aplicada a teoria de perturbacéo otimizada (OPT), método de ressoma
predominante neste trabalho.

No capitulo 3 utilizaremos a OPT para analisar o modelo escalar restrito a 1+1
dimensdes. Como neste caso particular o teorema de Coleman (COLEMAN , 1973)
proibe a quebra de simetrias continuas, consideraremos a simetria discreta Z,. Os
resultados obtidos mostram que apesar de sua simplicidade o modelo estudado apre-
senta caracteristicas interessantes, como uma transicdo de fase puramente quéntica
de segunda ordem (CHANG, 1976). Este modelo é bastante explorado na literatura
sob diferentes métodos e abordagens (SERONE et al., 2018; RYCHKOV; VITALE,
2015; MILSTED et al., 2013; ROMATSCHKE, 2019b), portanto fornece um campo fér-
til para que possamos testar e comparar valores obtidos para diferentes quantidades.
Aplicaremos a teoria de perturbacao otimizada para obter com precisao o valor do aco-
plamento critico, onde o modelo descreve uma teoria conforme. Observando tal valor
concluimos que a ressoma realizada pela OPT é confiavel, uma vez que esta em con-
cordancia com os resultados mais recentes que utilizam outros métodos de ressoma
(SERONE et al., 2018). Como novidade, exploraremos a regiao supercritica (normal-
mente ignorada) e mostraremos que a mesma contém informagdes que podem ser uti-
lizadas para obter resultados em extrapolagbes para ordens arbitrariamente altas. Os
resultados originais deste capitulo podem ser encontrados na referéncia (HEYMANS;
PINTO, 2021).

Ainda interessados no estudo de quebras quanticas de simetria de modelos es-
calares em duas dimensdes espaco-temporais, no capitulo 4 generalizaremos o caso
anterior para o grupo O(Ny) x O(Ny). Uma vez que o teorema de Coleman conti-
nua sendo aplicavel, investigaremos se existe a possibilidade de alguma combinacao,
entre as constantes de acoplamento e/ou nimero de componentes de cada setor,
que gere resultados onde o modelo seja fisicamente aceitavel (isto €, que nao viole
o teorema de Coleman). Utilizando a teoria de perturbacado observaremos que sem-
pre ha quebra de simetria, assim o Unico caso admissivel seria 0 caso com simetria
Zo x Z5, onde as simetrias s&o discretas. Porém, como argumentado anteriormente,
a teoria perturbativa nao gera resultados confiadveis, sendo assim aplicando a OPT
observaremos que, sob certas condigbes, mesmo o caso O(Ny) x O(Ny) é permi-
tido, uma vez que a possibilidade de quebra € inibida quando a série perturbativa é
ressomada. Neste mesmo sentido o caso O(Ny,) x Z» podera apresentar a quebra
O(Ng) x Zo — O(N), permitida pelo teorema.

Por Gltimo, no capitulo 5 continuaremos a considerar o grupo de simetria O(Nj,) x
O(Ny), mas passaremos a analisar o caso em 2+1 dimensdes. Como estaremos inte-
ressados em investigar a conformabilidade deste modelo, consideraremos o caso sem



Capitulo 1. Introdugéo 20

massa (teoria critica, tabela 1.1) e em regime de temperaturas finitas. Utilizando o
método de aproximacgédo de campo meédio calcularemos algumas quantidades termo-
dindmicas para quaisquer valores dos acoplamentos. Verificaremos que este modelo
nao pode ser uma teoria conforme pura, concluindo que a razao entre as entropias
do sistema fortemente acoplado (A — o0) e a entropia do sistema livre (A = 0) é
S/Sfee = 4/5. Foi observado que esta razdo ndo depende de nenhuma escolha parti-
cular de Ny ou Ny, sugerindo sua universalidade para modelos escalares. Notamos
ainda que este resultado para a entropia do sistema com acoplamento forte é similar
ao resultado s = 3/4s,, Obtido no caso do modelo N = 4 Super-Yang-Mills, que é um
exemplo de teoria conforme pura. Consideraremos ainda o caso particular Zo x O(N)
(CHAI et al., 2020), no limite de N—grande obteremos o valor da medida de interacao,
assim como para as massas térmicas, em todos os valores dos acoplamentos. Tam-
bém verificaremos que a geracao térmica de massa é responsavel por realizar uma
transicdo de fase Zo x O(N) — O(N). Tal transicdo ndo quebra a conformabilidade do
sistema no regime de baixas e altas temperaturas.

Finalmente, no capitulo 6 apresentaremos as conclusées assim como as pers-
pectivas de estudos futuros que poderao seguir deste trabalho. No apéndice A reali-
zaremos, em detalhes, o célculo dos diagramas de segunda ordem da autoenergia. O
apéndice B possui a demonstracao das condigdes que limitam inferiormente o poten-
cial do modelo escalar com simetria O(Ng,) x O(Ny). No apéndice C mostraremos o
célculo do diagrama de segunda ordem da autoenergia conhecido como setting-sun
no espago de coordenadas, para o modelo com simetria O(Ny,) x O(Ny). Por fim, no
apéndice D introduziremos as transformacdes de Matsubara para o caso bosonico,
que levam um sistema de temperatura zero para o regime de temperaturas finitas,
com uma rapida aplicagao ao caso da teoria escalar livre.
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2 MODELO ESCALAR E TEORIA DE PERTURBACAO OTIMIZADA

2.1 MODELO ESCALAR

Apesa de sua simplicidade o modelo A¢p* é muito Gtil na descrigdo de quebras
de simetria, permitindo diversas aplicacbes em diferentes abordagens fisicas, além
disto 0 mesmo é bastante utilizado como laboratério para o teste de diferentes aproxi-
macoes. Os termos livres de interacao deste modelo podem ser obtidos como solugao
da equacao de Klein-Gordon (PESKIN; SCHROEDER, 1995). As aplicacdes desta te-
oria se dao em diversas areas de teorias de campos, passando pelo setor de Higgs do
modelo padrdo, modelos de inflagdo em cosmologia (LINDE, 1990), modelos de con-
densacdo de Bose-Einstein (CASTELLANOS et al., 2014), entre outras (NASTASE,
2019). No sistema de unidades naturais h = ¢ = kg = 1, a densidade Lagrangiana que
representa o modelo no espago Euclidiano é dada por:

1 m? A
_ L n a2 N4
L 2au(|)a d+ 5 [0) +4!(|) : (2.1)

E simples perceber que a equacdo (2.1) possui a simetria de reflexao (¢ — —), isto
é, uma simetria discreta descrita pelo grupo Z».

2.1.1 Revisao do Modelo Escalar

Conhecendo a densidade Lagrangiana de interesse podemos escrever o ge-
rador funcional das funcdes de Green em termos das integrais de trajetéria em D
dimensdes do espacgo-tempo. O gerador funcional das fungdes de Green pode ser in-
terpretado como a amplitude de transi¢gdo entre o vadcuo em um passado remoto e
o vacuo em um futuro longinquo na presenca de um termo de fonte (J(x)) (BAILIN;
LOVE, 1993; RAMOND, 1981; FEYNMAN; HIBBS, 2010):

0107}y = 2] = [ Dplge™ ] X(ERI00) (2.2)

Como o nome sugere, a partir da equacao (2.2) podemos obter todas as fun-
cbes de Green da teoria. A forma de gerar tais funcdes se da a partir de derivadas
funcionais em relacdo a fonte antes de tomar-se o limite J(x) — 0. Uma vez que os
observaveis fisicos nos quais estaremos interessados s&o obtidos a partir das fun-
¢bes de Green irredutiveis de uma particula (1Pl), iremos definir o seu gerador funcio-
nal. Primeiramente definimos o gerador das funcdes de Green conectadas (redutiveis)
W[J(x)] (BAILIN; LOVE, 1993):

WYX = (0+)07), . (2.3)
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Em seguida, definimos o campo classico e o valor esperado do vacuo na pre-
senca da fonte J(x) como:

SWIJ(X)] _ (019 (x)I07)y

L ¥ R (S P &4
(p) = J(Ixn)rl 0d>c(x)- (2.5)

Realizando entao uma transformada de Legendre em W[J(x)] obtemos a acdo
efetiva:

()] = W[J(X)]—/dXJ(X)%(X), (2.6)

com T[dc(x)] sendo gerador funcional das fungdes de Green de n pontos 1PI. Note
que a equagao (2.6) € equivalente a relagcao termodindmica para a energia em funcao
da energia livre, E = F + TS (BAILIN; LOVE, 1993). Assim, quando tomamos o limite
J(x) — 0, temos d¢(X) — (P) e ficamos com:

ST [dpe(x)]
ddc(x)

=0. (2.7)
(d)

Poderiamos entdo expandir I'[¢d¢c] em poténcias de ¢¢(x) e tal expressao teria
dependéncia nas coordenadas. Para obter a expressdo no espago dos momentos,
como desejamos, faremos previamente uma transformada de Fourier e ficaremos, de
forma completamente equivalente, com:

MoeoN =3 - / dps ... dpns O (py+--+pa) (o1, ... P)bo(pr) -+ belpn) - (28)
n=0

Definindo ¢¢(p) como a transformada de Fourier do campo classico e identifi-
cando '™ (py, ..., pn) como a fungdo de Green de n pontos 1PI. A partir das fungées
de Green de n pontos 1P| poderemos obter as principais quantidades que serdo de
interesse no decorrer deste trabalho (RAMOND, 1981; BAILIN; LOVE, 1993; PESKIN;
SCHROEDER, 1995).

Note ainda que podemos voltar para a equacao (2.6) e realizar uma expansao
nas derivadas de ¢¢(x) (CALDAS et al., 1977; BAILIN; LOVE, 1993):

Aldc)

2 ayd)cavd)c +...] . (29)

~Verr(dc) +

Mo(x)] = / dPx

Sendo Vg, A, ... fungdes de ¢p¢(x), ndo funcionais. Tomando todos os momen-
tos externos na equacao (2.8) como nulos e considerando que ¢¢(x) seja invariante
por translagdes, ¢c(Xx) = de, Na equagao (2.9), podemos realizar uma comparagao
entre as expressoes e obter:

n
Verr(de) = Z e : (2.10)
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A quantidade V4 € conhecida como potencial efetivo. Como ficara mais claro
posteriormente, o potencial efetivo é dado pela soma do potencial classico com corre-
cOes radioativas (quanticas). Note ainda que, o potencial efetivo é dado por uma série
de funcdes de Green 1P, isto é, alternativamente poderemos descrevé-lo como uma
soma de diagramas de Feynman.

Agora, ao compararmos a equacgao (2.2) com a equagao (1.8) notamos uma
grande similaridade. O mesmo pode ser observado ao compararmos as equacdes
(2.9) e (1.7). Por conta dessas similaridades, muitas vezes quando aplicado a siste-
mas de matéria condensada o potencial efetivo é tratado como energia livre de Lan-
dau (F). Como sera visto no capitulo 5 deste trabalho, a minimizagdo desta quanti-
dade nos permite obter a pressao e consequentemente todas as outras quantidades
termodinamicas de fundamental importancia para caracterizagdes e andlises fisicas
dos modelos.

Prosseguindo, € educativo fazermos uma andlise dimensional e estabelecer
quais serao as dimensdes de cada quantidade de interesse nas equagodes (2.1) e (2.2)
(durante todo o trabalho permaneceremos no sistema de unidades naturais)

E imediato vermos que [dPx] = E-P — [£] = ED, sendo que E possui unidades
de energia. Dado que cada termo da equacéao (2.1) deve possuir a dimensao total da
densidade Lagrangiana, podemos descobrir as unidades de cada um de seus compo-
nentes. Como as derivadas sgo dadas por 9, = 9/0x* € imediato verificar que [0,] = E
e, com isto, & possivel construir a tabela 2.1.

Tabela 2.1 — Unidades canbnicas para cada termo que compde a equagao (2.1).
| Quantidade Unidade ||

(] gDr2—
(] E?
] E4D

Fonte: Autoral (2021)

Vale ressaltar que este mesmo procedimento pode ser aplicado para determinar
as unidades de qualquer outro modelo de interesse. Aplicando a teoria de perturbagao
e realizando a integracao funcional na equacéao (2.8) (ZEE, 2003; PESKIN; SCHRO-
EDER, 1995; BAILIN; LOVE, 1993; RAMOND, 1981), pode-se verificar que as regras
de Feynman no espaco Euclidiano desta teoria séo:

+

’
T2

>< =-A, (2.12)

(2.11)
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lembrando que os momentos devem ser conservados em cada vértice enquanto os
lacos em momentos internos (k) sdo integrados com [ %.

Conhecendo estas regras pode-se montar diagramas de qualquer ordem. Em
geral, nas primeiras ordens o calculo é simples e pode ser feito analiticamente. Du-
rante o desenvolvimento deste trabalho serdo apresentadas algumas formas de re-
alizar o calculo dos diagramas relevantes. Além disso, o apéndice A inclui detalhes
relativos ao célculo explicito de diagramas de dois pontos com um e dois lacos.

2.1.2 Classificacao de renormalizacao

Com relacéo a renormalizagao, os modelos de teorias de campos podem ser
subdivididos em trés grupos:

» Super-renormalizaveis: Sao modelos com dimensdes de energia da constante
de acoplamento positivas.

» Renormalizaveis: Caso as dimensdes de energia da constante de acoplamento
da teoria sejam iguais a zero.

» Nao-renormalizaveis: Para o caso em que as dimensdes de energia do acopla-
mento da teoria sejam negativas.

Note que para um modelo (super) renormalizavel a condicdo acima é neces-
saria mas ndo suficiente, para que seja precisamente classificado como (super) re-
normalizavel sua densidade Lagrangiana deve possuir termos que geram os contra-
termos necessarios para anular divergéncias primitivas da teoria (CHENG; LI, 1982).
Para verificarmos em qual destas classificagbes 0 modelo escalar se encaixa pode-
mos analisar a tabela 2.1. Como mesmo em teorias super-renormalizaveis ocorrem
divergéncias, convém avaliar a divergéncia de cada diagrama separadamente. Para
realizar tal avaliacdo podemos definir o grau de divergéncia superficial (6) (RAMOND,
1981):

0= D—%(D—Z)E+ V(122

D-n), (2.13)

sendo D = numero de dimensdes do espaco-tempo, E = numero de pernas externas,
n = numero de pernas do vértice e V, = numero de vértices com n pernas. Como
estamos considerando o modelo Ad?, os vértices sempre devem ter quatro pernas
(n = 4). Desta maneira, se tomarmos o diagrama associado a fungéo de Green de
quatro pontos 1Pl com um laco (E = 4) obtemos:

Y OX  —~0=D-4. (2.14)

Agora, com uma expressao muito mais simples podemos avaliar alguns casos
possiveis para 0. A partir de algumas escolhas especificas montamos a tabela 2.2.
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Tabela 2.2 — Graus de divergéncia superficial para o diagrama (2.14) em diferentes
dimensoes.

H

D 0 Superficialmente |
6 2 Divergente
4 0
2

Divergente
-2 Convergente
Fonte: Autoral (2021)

De acordo com o teorema de Weinberg (WEINBERG , 1960), podemos separar
os resultados desta analise em duas categorias importantes: diagramas com 6 > 0
sao superficialmente divergentes e diagramas com 0 < 0 sdo superficialmente conver-
gentes. Vale o lembrete de que isto é apenas uma contagem superficial da divergéncia,
em ordens mais altas ou em teorias mais complexas alguns diagramas podem possuir
0 < 0 mas abrigar subdiagramas divergentes. Sendo assim sempre se faz necessério
avaliar ndo apenas a divergéncia superficial mas também a divergéncia dos subdia-
gramas.

Estando ciente das classificagcdes de renormazibilidade, podemos utilizar a ta-
bela 2.1 e verificar que o modelo escalar € super-renormalizavel em 1+1 e 2+1 di-
mensoes, renormalizavel em 3+1 dimensodes e ndo-renormalizavel em k+1 dimensodes
(k > 3). Contando a divergéncia superficial do diagrama de 4 pontos com um laco, ta-
bela 2.2, podemos por exemplo ver que este diagrama é divergente em 5+1 e 3+1
dimensdes e convergente em 1+1 dimensdes.

2.1.3 Regularizacao e Renormalizacao

Como foi abordado anteriormente, as integrais sobre os momentos que apare-
cem em modelos de teoria quantica de campos podem apresentar polos. Para que seja
possivel tratar tais divergéncias foram elaborados procedimentos matematicos que pri-
meiro separam as divergéncias da parte finita do diagrama (regularizagdo) para em
seguida redefinir os parametros originais de maneira a eliminar todas as divergéncias
primitivas (renormaliza¢&o).

Este programa (de renormalizag¢ao) foi inicialmente desenvolvido durante o fi-
nal dos anos 1940, tendo em vista as divergéncias presentes na eletrodindmica quan-
tica (QED). Estas divergéncias foram objetos de estudo de diversos pesquisadores da
época, alguns tais como Hendrick Kramers (DRESDEN, 1993), Hans Bethe (BETHE,
1947), Julian Schwinger (SCHWINGER, 1948a, 1948b, 1949a, 1949b), Richard Feyn-
man ( FEYNMAN, 1948c, 1948a, 1948b) e Shin’ichiro Tomonaga (KOBA; TOMONAGA,
1948; TOMONAGA; OPPENHEIMER, 1948). Em seguida, tais procedimentos foram
sistematizados por Freeman Dyson em 1949 (DYSON, 1949). Em 1965, Tomonaga,
Schwinger e Feynman dividiram o prémio Nobel pelos seus trabalhos fundamentais
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na eletrodinamica quantica, com grandes consequéncias na fisica de particulas ele-
mentares.

Para ilustrar estes conceitos, iremos realizar a regularizacao e renormalizacao
do diagrama da autoenergia de 2 pontos 1Pl de primeira ordem do modelo escalar,
conhecido como tadpole. Aplicando as regras de Feynman (2.11) e (2.12), obtemos:

f ? ~ d% 1 < d% 1
= Af —— = \f, , 2.15
s /—oo (2m)P A(p) s /—oo 2m)P p2 + m2 (2.15)

com fs representando o fator de simetria deste diagrama. esta quantidade, fs, esta as-
sociada ao numero de possiveis combinacées que geram um diagrama com a mesma
topologia. Deve-se notar que o calculo do fator de simetria, em altas ordens pode re-
presentar uma tarefa complexa. Todavia para a primeira ordem chega-se facilmente
a fs = 1/2 (RAMOND, 1981). Os fatores de simetria de ordens mais altas utilizados
neste trabalho foram tomados das referéncias (KLEINERT; SCHULTE-FROHLINDE,
2001; KLEINERT et al., 2000).
Para facilitar a anéalise da equacéao (2.15) podemos reescrevé-la como:

%) dD g D—1 (2 16)
2/ p2+m2 / 'Dp2”+m2 '

Sendo assim, é simples verificar que tal integral diverge quando p — +oo nos
casos em 1+1 e em 3+1 dimensodes e que converge para o caso em trés dimensdes do
espaco-tempo, tais divergéncias sao conhecidas como divergéncias ultravioletas. Note
ainda que caso estivéssemos interessados em um modelo que descreve campos sem
massa (m? = 0), teriamos uma divergéncia adicional associada a p — 0, conhecida
como divergéncia infravermelha.

Existem diversas formas de realizarmos a regularizagdo. Possivelmente, a forma
mais simples de introduzir tal procedimento seja através da introducdo de um limite
superior (escala) na integral. Tal método é conhecido como regularizacéo por cut-off
(KLEINERT; SCHULTE-FROHLINDE, 2001). Para tornar claro como este método fun-
ciona iremos aplica-lo para o caso de duas dimensdes espaco-temporais. Neste caso,
a equacao (2.15) pode ser reescrita como:

A [® d2p 1 A Mdp? T 1 A24m?
2 ) (@r)2p2+m? 2 )y 4mp?+m? 8m m?

A implementagéo do cutoff é andloga ao espagamento (a) de uma rede em um
sistema de estado solido, de sorte que o corte nos momentos poderia ser interpretado
como A ~ 1/a. Obviamente, no caso de teorias de campos tal “rede” € continua, ou

seja, a rigor teriamos a — 0. Agora considerando que A2 >> m?, ou ainda a << 1,
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podemos tomar uma expansdo em uma série de Taylor em torno de m?, obtendo:

A A2 _
Q =8—71Inﬁ+0((/\2)1). (2.18)

Fica claro que o limite A — oo é uma divergéncia logaritmica ultravioleta. Deve
ser enfatizado que em teorias ndo renormalizaveis (por exemplo, teoria de Nambu—
Jona-Lasinio em 3+1 dimensoes), A € fixado em um valor finito que representa escala
de energia relevante da teoria em questao. Neste caso, A pode ser interpretado como
um limite para a teoria, que torna-se “efetiva” (isto é, a teoria possui validade até a
escala de energia fixada pelo valor de A). Além disto, 0 método de cutoff, apesar de
adequado para a regularizagédo, acaba por quebrar a invariancia translacional do sis-
tema. Entre os métodos capazes de regularizar as integrais sem quebrar a invariancia
translacional estdo: regularizacao de Pauli-Villars, regularizacdo analitica e regulariza-
cao dimensional (KLEINERT; SCHULTE-FROHLINDE, 2001).

Para seguir com os calculos iremos introduzir aqui a regularizacao dimensional
(T HOOFT; VELTMAN, 1972; BOLLINI; GIAMBIAGI, 1996), que representa a técnica
predominante neste trabalho. Primeiramente voltaremos para a equacgao (2.15) e nela
realizaremos um deslocamento de 2¢ no nimero de dimensbes D do espaco-tempo.
Assim, ficaremos com D — D—-2¢, para manter a consisténcia das unidades de energia
é necessario redefinir a constante de acoplamento como A — A(u2)¢, sendo 1 uma
escala arbitraria de energia, isto é: [u] = 1 (RAMOND, 1981). Com tais alteracdes

reescrevemaos:
_ )\(HZ)a /oo dD—2£p 1 (2.19)
2 —00 (27-[)D—2€ p2 + m2 )

A partir da equacao (2.19) podemos utilizar o resultado da integral em termos
de funcao da I'(x). Seguindo o apéndice A, obtemos:

A (m2)D/2—s—1 (HZ)E
Q "5 DR r1-D/2+e¢). (2.20)

Agora tomando o caso de interesse, D = 2, realizaremos uma expansao em
série de Taylor em torno de ¢ = 0 e entdo obteremos o resultado em poténcias de .
Assim, considerando até ordem ¢0, obtemos:

2
Q = % + 8171 [|n(47t) +1In (%) —YE] +O(e), (2.21)

com yg ~ 0.577216 represetando a constante de Euler-Mascheroni. Perceba que a
parte da divergéncia estd completamente contida no termo 1/e e sendo assim, o di-
agrama esta regularizado. Para continuar com o tratamento da divergéncia devemos
selecionar um determinado tipo de esquema de subtracdo. A escolha do esquema
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de subtracdo é a forma como os parametros que realizam a renormalizacao sao fixa-
dos, estes parametros sdo conhecidos como contratermos (BAILIN; LOVE, 1993). O
esquema de subtracdo adotado neste trabalho € o chamado esquema da subtracao
minima modificado (MS) (BARDEEN et al., 1978) que nos permite remover, além da
divergéncia, também termos constantes que nao afetam as propriedades fisicas do
modelo, tais como In(4m) e yg. Podemos introduzir o esquema MS através da multipli-
cacdo do volume da integral pelo fator [eYE/(47)]¢ antes de realizar a expanséo em ¢,
fazendo isto e tomando D = 2 na equacgéo (2.20), obtemos:

A (mP)E evep2\ © A i 2
5(47-()1—£ r(5) < - ) =~ 8_7'[ [E +1In <W>] + 0(8) . (222)

Portanto, se truncarmos na ordem e0:

Q .. E “in (;_22)] | (2.23)

Note que, junto com a divergéncia aparece uma funcao logaritmica dependente
da escala arbitraria. E comum tais termos aparecerem juntos e por conta disso estes
logaritmos sdo chamados de leading Logs. Vale ressaltar que a regularizagdo dimen-
sional e 0 esquema de subtracdo MS podem ser introduzidos diretamente na equagao
(2.15) via o deslocamento no numero de dimensbes (D — D—2¢) e a multiplicagcao do
fator <eY4Lﬁ”2> : gerando, apds a expansao, a equacao (2.23).

Como foi anteriormente dito, agora somos capazes de fixar o contratermo de tal
forma que a divergéncia seja eliminada (BAILIN; LOVE, 1993; RAMOND, 1981). Em
geral, exigindo que o contratermo anule a divergéncia, temos:

- - LF, (2.24)
8me

sendo F um termo finito arbitrario que o contratermo pode conter. Agora, note que
como estaremos sempre interessados no limite ¢ — 0, a parte que contém 1/¢ sera
sempre maior do que a parte finita do contratermo. Portanto o termo finito do contra-
termo, F, possui uma nova arbitrariedade e isto nos permite fazer a escolha de seu
valor (RAMOND, 1981). Como neste trabalho elegemos o esquema de subtracdo MS,
a escolha que anula apenas a divergéncia é simplesmente F = 0. Os contratermos adi-
cionais geram correc¢des que devem ser adicionadas a densidade Lagrangiana original
do modelo e geram a chamada densidade Lagrangiana de contratermos (RAMOND,
1981). Portanto o tadpole renormalizado (finito), soma da equagéao (2.23) com a equa-

cao (2.24), é:
A 2
Q = 5= In (%) , (2.25)
ren.
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finalizando assim o calculo no caso bidimensional. Note que o diagrama ficou depen-
dente de uma escala arbitraria introduzida através dos procedimentos de renormaliza-
cdo. Esta escala possui um papel importante, que sera discutido na proxima subsecao.
Uma observacgao relevante é que o subindice do diagrama (que indica a renormaliza-
¢ao) nao sera mais utilizado, portanto quando nos referirmos ao tadpole deve ser
subentendido que ja esta sendo levada em conta a renormalizagdo, a menos que seja
explicitamente dito o contrario.

Neste exemplo simples ndo se fez necesséria a utilizacao de muitas das téc-
nicas mais sofisticadas, como a introdugédo dos chamados parédmetros de Feynman.
Estas sdo abordadas no apéndice A, onde apresentamos o calculo explicito de contri-
buicdes de dois lagos.

As divergéncias da teoria podem ser tratadas adicionando o contratermo a den-
sidade Lagrangiana original, equacao (2.1), para o modelo escalar em duas em 1+1
dimensodes, onde temos apenas uma divergéncia primitiva relacionada com a funcao
de Green de dois pontos 1Pl e outra relacionada ao diagrama de vacuo. Neste caso, a
corregao se da pela adicdo de um contratermo quadratico, similar ao termo de massa
na densidade Lagrangiana:

1 2
Lron. = 50ub0"d+ 0% + 7 0* + A02+ B= L4 Loy, (2.26)

com L.t representando os contratermos, de modo tal que A eliminara a divergéncia
manifestada na equacéo (2.23), enquanto B eliminara a divergéncia do diagrama de
vacuo. Neste caso, € imediato vermos que:

B=—. (2.27)

Como em duas dimensdes do espaco-tempo 0 modelo escalar apresenta ape-
nas as divergéncia primitivas ressaltada na equacgéo (2.23) e do diagrama de vacuo,
assim como de subdiagramas do tipo tadpole (teoria super-renormalizavel), os contra-
termos presentes na equacgéao (2.26) sao suficientes para eliminar as divergéncias em
todas as ordens perturbativas. No caso de teorias com mais divergéncias primitivas
(teorias renormalizaveis) sdo necessarios mais contratermos, uma vez que as mes-
mas podem apresentar divergéncias na massa, campos ou vértices (RAMOND, 1981;
BAILIN; LOVE, 1993).

2.1.4 Grupo de Renormalizacao

Como visto no calculo do tadpole, equacao (2.25), o processo de regularizacao
e renormalizacdo insere um escala de energia arbitraria, i, ao resultado finito do di-
agrama. Como tal escala nao é original da teoria, os observaveis fisicos nao podem
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ser sensiveis a sua escolha. Sendo que os observaveis serao representados por fun-
¢cbes de Green 1Pl de n pontos (F(”)>, podemos apresentar o que é conhecido como
equacao do grupo de renormalizacdo (RG), ou equacao de Callan-Simanzik (CALLAN,
1970; SYMANZIK, 1970, 1971):

drMm2, A, u)  or 5 ..or 5 ..orn)
98 du =Hu au +"Y(m ,A)W + (m ,}\ o =0 y (228)
sendo: -
o
© 2
om
V(M N) = e (2.30)
W

A equacdo (2.30), nos da a variagdo do parametro de massa (m?) em relagéo
a escala de energia (i). A funcéo-p, equagao (2.29), nos mostra como o parametro
de acoplamento (A) varia com a escolha da escala de energia. A funcéo-f3 possui um
papel fundamental na analise de teorias fisicas. No caso de esta funcao ser negativa
temos um efeito chamado de liberdade assintotica, a interagdo entre as particulas
tornam-se assintoticamente fracas com o aumento da escala de energia. A liberdade
assintética para a QCD foi descoberta em 1973 (GROSS; WILCZEK, 1973; POLITZER,
1973). No caso da funcéo-f ser positiva temos o caso da QED e do modelo Ap4 em
quatro dimensdes espaco-temporais. Esta funcédo ainda pode ser nula, que nos leva a
uma teoria com invaridncia de escala, uma condicao necessaria para que uma teoria
possa ser classificada como conforme.
Para realizarmos um exemplo, podemos aplicar a equacdo do RG a massa
fisica ao quadrado. Esta quantidade é definida no pélo da funcdo de Green de 2-
pontos 1PI, sendo assim:
M? = mP + £(p%, 2, (2.31)

com Z(p?, A) representando a autoenergia e:
0% = —m? = S(p°, A). (2.32)

Assim, podemos fazer a aproximacao classica p2 ~ —m?, isto é, desconsideramos as
corre¢cdes no momento. Para a primeira ordem ja possuimos o resultado da autoener-
gia calculado, equacao (2.25), portanto:

2

M2 ) = m + 2 In (”-) + O(N2). (2.33)
8n m2

Considerando o modelo escalar em 1+1 dimensdes, podemos verificar a tabela

2.2 e perceber que a funcédo de Green de quatro pontos 1Pl de um laco é convergente.

Portanto, a mesma nao possui o leading Log com dependéncia da escala de energia
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arbitraria. Assim a constante de acoplamento, que esta associada a estas funcdes de
Green, é independente da escala, o que nos leva a:

B(mM?,A\)=0. (2.34)

Com este resultado vemos que 0 modelo considerado possui invariancia por
escala. Sendo assim a equacéao do RG fica:

dM2(mP, A, n)  OM? 5 . OM?
= — = 2.
H an o +y(m<, )am2 0, (2.35)
0 que resulta em:
A 2 A
E[ + Y(m ,)\) (1_87'[[’)’]2)_0’
-1
A A

2 —_— ——e — e

y(m=,A) = py (1 87tm2) : (2.36)

Como na equacéao (2.33) calculamos apenas até a primeira ordem, devemos
manter a coeréncia e reexpandir o resultado da equagéo (2.36) tomando apenas a
ordem linear em A, sendo assim:

v(mP,A) = —%t . (2.37)

Voltando agora para a definicdo da funcao v(m?, ) podemos resolvé-la e obter

como o parametro de massa, m?, varia com a escala, p:
om? A
H o 4n’
m? () i
/ dm? = _A d_u
m2 (o) At Jyp 1
A 2
MmN = mPug)—g-in (5 ), (2.38)
87'( HO

sendo pg e mz(po) constantes de integracao as quais temos liberdade para escolher.
Isto conclui de forma geral a andlise da renormalizacdo do modelo escalar bidimensi-
onal.

2.2 TEORIA DE PERTURBAGAO OTIMIZADA

Métodos néo perturbativos mostram-se cada vez mais confidveis através de di-
versos testes sendo realizados em diferentes modelos, desde os mais simples como
o modelo escalar, até os mais complexos como a cromodinamica quantica (QCD).
Existem diversas aproximagdes que se encaixam nesta categoria, como métodos de
célculos na rede (MILSTED et al., 2013; BOSETTI et al., 2015; BRONZIN et al., 2019;
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KADOH et al., 2019; SCHAICH; LOINAZ, 2009) que muitas vezes utilizam resultados
obtidos via Monte Carlo. Uma outra abordagem ainda é feita via métodos de ressoma,
estes vao desde métodos de truncamento da Hamiltoniana (HT) (RYCHKQOV; VITALE,
2015, 2016; BAJNOK; LAJER, 2016; BURKARDT et al., 2016; ANAND et al., 2017;
ELIAS-MIRO et al., 2017a, 2017b; FITZPATRICK et al., 2018a; CHABYSHEVA; HIL-
LER, 2020; FITZPATRICK et al., 2018b), até métodos como a ressoma de Borel (SE-
RONE et al., 2018, 2019).

Aqui iremos apresentar o método de ressoma conhecido como teoria de per-
turbacdo otimizada (OPT)(OKOPINSKA, 1987; DUNCAN; MOSHE, 1988). A OPT é
conhecida por ser capaz de gerar, com apenas uma ordem perturbativa, os resultados
nao perturbativos (todas as ordens perturbativas em um lago) contidas na expansao
N-grande (GANDHI et al., 1991). A convergéncia desta ressoma foi demonstrada para
o oscilador anarménico (modelo escalar A¢* em 0+1 dimens&o) em temperatura zero
nas referéncias (GUIDA et al., 1996; BELLET et al., 1996a), a convergéncia ainda foi
estendida para regimes de temperaturas finitas na referéncia (BELLET et al., 1996b).
O método é particularmente util no tratamento de teorias sem massa, uma vez que in-
troduz um parametro de massa variacional que atua naturalmente como um regulador
infravermelho, impedindo a divergéncia das integrais no limite p — 0.

Aplicacdes da OPT em fisica da matéria condensada mostraram, através de
corregdes nao perturbativas para N finito, que ela reproduz resultados com grande pre-
cisdo para a concentracao critica de dopante no poliacetileno (CALDAS et al., 2008), a
temperatura critica de gases de Bose homogéneos (KNEUR et al., 2004) e o diagrama
de fases de um sistema fermiénico planar magnetizado (KNEUR et al., 2013).

Em Fisica de altas energias, seus resultados incluem a suscetibilidade de quarks
(RESTREPO et al., 2015), o diagrama de fases de modelos efetivos da QCD (FER-
RONI et al., 2010) dentre outros.

2.2.1 Implementacao do método

A OPT pode ser formalmente implementada introduzido-se as seguintes defor-
magodes na densidade de Lagrangiana:

2

m- — m2+(1—6)n2,

A — BA. (2.39)

A deformacgao no termo de massa (m?) é Gaussiana e sendo assim ndo altera
nenhuma propriedade fisica do modelo ao qual a OPT seja aplicada. Note que no
caso de uma teoria critica (m? = 0), bastaria aplicar a OPT e depois fixar m? = 0, evi-
tando o aparecimento da divergéncia infravermelha caracteristica deste tipo de teoria.
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Portanto, a densidade Lagrangiana (2.1) se modifica para:

2 2

LopT = %au(pauq) , m?qﬁ ; 1#

Perceba que a partir da equacéao (2.40) podemos recuperar tanto a teoria livre,

com & = 0, quanto a teoria original, com 6 = 1. Como € de se esperar, a introducao

de novos termos na densidade Lagrangiana acaba por gerar novos diagramas, porém

estes podem ser obtidos diretamente dos resultados perturbativos originais. Para isso

basta tomarmos o resultado perturbativo padrao, aplicar a equagédo (2.39) e entédo

reexpandir o resultado em poténcias de & até a ordem k, mantendo-se coerente com

a ordem maxima de A considerada. Aplicando esse procedimento na equacao (2.25),
k =1, ficamos com:

2 + %q)“ . (2.40)

A u? A u? 2
el <m2> — 8 1In <m2+n2 + 0(52). (2.41)

Depois disto realizamos a otimizagdo do parametro n através do principio de
minima sensitividade (PMS)(STEVENSON, 1981, 1982). A aplicacdo do PMS advém
justamente da ideia de que um observavel fisico ndo pode ser sensivel a escolha
do parametro de deformacgao (n), que atua como um multiplicador de Lagrange, intro-
duzido pela OPT. Para aplicar este principio, tomamos uma quantidade fisica (P) ja
expandida até a ordem k em 5, P(K)(5,n), fixamos & = 1 (valor na teoria original) e bus-
camos o resultado otimizado através da resolucdo da seguinte equacao variacional:

oPk(1,1)

on _
n

Resolve-se entdo a equacgao (2.42) para f, em geral, a otimizacdo presente
na equacgao (2.42) gera uma equacao autoconsistente no parametro otimizado, 1 =
f(@, 9), 0 que torna explicito o carater ndo perturbativo da OPT. Uma vez que 1 esteja
determinado obtemos a quantidade otimizada P(k)(1 ,1). Como durante este trabalho
estaremos interessados no modelo escalar em 1+1 dimensdes, podemos exemplificar
este procedimento aplicando-o ao seu potencial efetivo.

Utilizando a expresséao (2.10), em terceira ordem obtemos a seguinte expansao
perturbativa:

-0. (2.42)

+ )O(+OOOO+080+©+§+ES+_8_+ (2.43)
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onde diagramas com lagos e n pernas externas carregam um fator de ¢/n!. Note que
os dois primeiros termos da expanséo (termos de “arvore”) pertencem ao potencial
classico do modelo. Os termos que seguem contém lagos, como cada lago é propor-
cional a h podemos interpretar tais termos como corre¢cdes quanticas ao potencial
classico do modelo. De forma geral, diagramas que nao possuem pernas externas,
como o terceiro, quarto e sexto termos da equacao (2.43), sdo subtraidos do poten-
cial efetivo, uma vez que a principio isto seria apenas uma redefinigdo do minimo do
potencial. Na OPT isto nao é possivel, ja que apo6s aplicarmos as modificacées da
equacao (2.39) eles dependem de 1 e assim necessitam ser considerados na otimi-
zacao. Aplicando a OPT na equacéao (2.43) e expandindo poténcias de & até primeira
ordem, encontramos:

1 1 A 1 [ dPp
opt _ 1 2.0 1o . o A4 1 2. 2. 2
Veit = = M 0%+ 5n°(1-8) + 570 +2/(27T)Dln(p +m? +1?)

2
_mPedlp 1 & /wd% 1
2 Joo @C)Pp2+m2+n2 8 \ ) 2m)P p2 + m2 +1?2
2 oo 4D
+ (167\/ d”p L .
4 00 (2m)P p2 + M2 412

Diagramaticamente a equacao (2.44) pode ser representada por:

2 2 4
Vs = mz% +n2(1—6)%+6}f!) +O+©+®+Q. (2.45)

Enfatizamos que o segundo e o quinto termos presentes na equacéao (2.45) nao
estdo na equacao (2.43), uma vez que sao exclusivamente gerados pela aplicacao da
OPT. Fixando 6 = 1, aplicando a equagéao (2.42) e simplificando, temos:

A A [ dPp 1
=2 2
=2 N2 A =0. 2.46
™ot 8/—00 2m)P p2 + m2 + 72 (2.46)

(2.44)

OPT
0 Veff

on

Perceba que primeiramente consideramos & como pequeno e entao realizamos
uma expansao em série de Taylor ao redor de 6 = 0, todavia ap6s a expansao, fixamos
b = 1. Tal procedimento € analogo ao que acontece na consagrada expansao de N-
grande, onde é realizado o reescalonamento A — A/N, entdo formalmente considera-
se o limite N — o (1/N — 0) e ao final do procedimento escolhe-se valores finitos
para N. Seguindo, podemos escrever:

A A [ dPp 1
=2 2
=9+l . 2.47
1 2(1) +8/—oo (27T)Dp2+m2+ﬁ2 ( )

Note que esta equacéo é autoconsistente e que seu segundo termo é 0 mesmo
que aparece na equagao (2.15), apenas com o deslocamento m? — m? + 7. Apesar
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da autoconsisténcia apontada, esta equacao se mantém valida para qualquer nimero
de dimensées do espago-tempo, uma vez que a integral ainda nao foi resolvida. Aqui
fica evidente a importancia da contribuicdo dos termos de ponto zero (muitas vezes
chamados de diagramas de bolha) que, apesar de sua independéncia em relacao ao
campo, dependem do parametro de otimizagéao.

Como 1 € uma funcéo de A, podemos realizar uma expansao até primeira or-
dem, por consisténcia, e obter:

2 > dPp 2
—q> +2 / p2+m2 + 002 (2.48)

qgb

Agora se analisarmos o potencial efetivo, verificamos que:
P In <p2 +m?+ ﬁ2> . (2.49)

Veil ' = _m o +_¢4 / (2m)D

Analisando a equacao (2.48), observamos que a integral ndo depende de ¢,
portanto se considerarmos apenas os termos com dependéncia em ¢, reexpandirmos
o potencial efetivo em um lagco voltando para a equacgéo (2.49). Neste caso, ficamos
com:

1 A 1 [ dPp A
opT _ ! 4 1 2 2 A2
Veff 2m d) +4!d) +2/(27()D|n (p +m +2cb ) , (2.50)
que ainda pode ser reescrito como:
D 1
1Loop _ d”p Ve

sendo que V{ representa a segunda derivada do potencial classico. A expresséo
(2.51) é conhecida como potencial efetivo de Coleman-Weinberg (COLEMAN; WEIN-
BERG, 1973), e nos da a expansao do potencial efetivo em um lago (ITZYKSON;
ZUBER, 1980). Esta expansao em um lago é ndo perturbativa, uma vez que considera
todas as ordens em A, mas ndo representa um resultado exato, ja& que desconsidera
termos de dois ou mais lagos, como o quarto diagrama da equacao (2.43).

No caso ilustrado, considerando apenas os termos presentes na equacao (2.45),
a OPT foi capaz de gerar a série infinita contida na ressoma de um lago do potencial
de Coleman-Weinberg.

Tendo mostrado que a OPT é eficiente como método de ressoma, vamos conti-
nuar com sua implementag¢do no modelo escalar sem realizar a expansao apresentada
na equacao (2.47), que foi introduzida para fins pedagdgicos apenas com o intuito
de recobrar o resultado de um laco de Coleman e Weinberg. Contudo, a partir das
equacoes (2.44) e (2.45) vemos que ja em primeira ordem a OPT carrega informacgéo
contida em termos de dois lagos. Primeiramente precisamos escolher o numero de di-
mensdes no qual estamos interessados. Escolhendo D = 2 e aplicando os resultados
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ja apresentados para a integral, a solucao para a equacao (2.47) pode ser colocada

na forma:

Z+4nd?
_2 2| g 83" s

= Twl =" -1 2.52
ne=m | g , (2.52)

sendo W(x) conhecida como fungcdo W de Lambert (CORLESS et al., 1996), que pode

ser representada por:
o0 (-1 )n—1 nt2

Wix) = ; (n=1)!

Também foi utilizado a adimensionalizacdo da constante de acoplamento, g =

Mm?, uma vez que em duas dimensées a mesma possui unidade candnica igual a m?,
como mostra a tabela 2.1. Substituindo i obtido na expressao para o potencial efetivo

em primeira ordem (equacao (2.44)) pode-se gerar o grafico apresentado na figura 2.1.

(2.53)

Figura 2.1 — Aplicagcdo da OPT em primeira ordem do potencial efetivo (ou, energia
livre de Landau). Grafico de Ve,cf/m2 em funcéo de ¢, para g < gc¢ (linha
vermelha tracejada), g ~ gc (linha preta cheia) e g > g¢ (linha azul ponti-
Ihada).
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Fonte: Autoral (2021).

O comportamento apresentado pelo potencial efetivo é caracteristico de uma
transicdo de fase de primeira ordem, ou seja, o0 minimo global do potencial possui
uma descontinuidade. Note que na linha cheia temos a situagdo na qual o potencial
possui minimos globais degenerados, 0 que nos indica uma coexisténcia de fases,
neste caso, da fase simétrica e da fase quebrada. Também ¢é possivel perceber a
existéncia de pontos de metaestabilidade, indicados pelos maximos locais nas linhas
cheia e pontilhada da figura 2.1.

Tal comportamento do modelo escalar em duas dimensdes do espago-tempo foi
originalmente reportado por Chang na referéncia (CHANG; WRIGHT, 1975) que utiliza
a aproximacao de Hartree. Isto evidencia a capacidade de ressoma da OPT, uma vez
que a partir da primeira ordem (0s cinco primeiros termos da equacao (2.43)) ela ja é
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capaz de de reproduzir resultados nao perturbativos da aproximacao de Hartree, que
€ analoga a aproximacao de campo médio e o método de N-grande, de acordo com
a referéncia (GANDHI et al., 1991). Contudo, como é discutido pelo proprio Chang
na referéncia (CHANG, 1976), tal comportamento viola o teorema de Simon-Griffiths
(SIMON; GRIFFITHS, 1973), que proibe transi¢cdes de primeira ordem neste modelo.
Pelo menos até a ordem perturbativa aqui considerada a OPT aplicada ao potencial
efetivo deste modelo também nao é capaz de recuperar o resultado exato (transicao
de fase de segunda ordem), sempre reproduzindo uma transicao de fase de primeira
ordem.

Ainda vale ressaltar que existem outros métodos similares a OPT, como a ex-
pansao & linear (LDE) (DUNCAN; JONES, 1989), teoria de perturbacao variacional
(VPT)(FEYNMAN; KLEINERT, 1986) e teoria de perturbacéo blindada (SPT)(KARSCH
et al., 1997). Além destes métodos citados existe ainda uma variante da OPT que car-
rega propriedades do grupo de renormalizacdo e que foi aplicada para determinar a
equacao de estado de matéria hadronica na QCD em temperatura zero (KNEUR et al.,
2019) e em temperaturas ndao nulas (KNEUR et al., 2021a, 2021b). Esta variante é
chamada de OPT com grupo de renormalizacao (RGOPT) (KNEUR; NEVEU, 2010,
2013), os resultados obtidos através da RGOPT estdao em excelente acordo com o
que é obtido em calculos para a QCD na rede (KNEUR et al., 2021a, 2021b).
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3 MODELO ESCALAR COM SIMETRIA Z, EM 1+1 DIMENSOES

Uma vez que estamos interessados no estudo de transicbes de fase em mo-
delos escalares em duas dimensdes espago-temporais seria, em principio, natural
optarmos por considerar o grupo de simetria O(N) e analisar suas possibilidades. Po-
rém, segundo o ja mencionado teorema de Coleman (COLEMAN , 1973) (que sera
devidamente apresentado no proximo capitulo) simetrias continuas nao podem ser
quebradas em sistemas em duas dimensdes do espaco-tempo, portanto a Unica pos-
sibilidade é a do grupo O(1) = Z» que apresenta apenas simetria discreta.

O modelo escalar Ap? que sera aqui considerado nao pode ser resolvido exa-
tamente, uma vez que apresenta uma nao-linearidade no seu potencial. Em duas di-
mensdes do espaco-tempo, é super-renormalizavel e ainda apresenta o efeito de que-
bra dindmica de simetria (DSB) em temperatura zero. A DSB observada, e que sera
discutida, é uma transicdo dinamica gerada por flutuagdes quanticas. Tais flutuacdes
ocorrem em temperatura zero com o aumento da constante de acoplamento (CHA-
MATI; TONCHEYV, 2011). Se escolhermos o parametro de massa positivo, m? > 0,
este modelo possui simetria Zo no regime de acoplamentos fracos. Conforme o valor
do acoplamento aumenta, o gap de massa diminui (M — 0) até ser identicamente
nulo em um valor de acoplamento critico (M(g¢) = 0). Entdo para valores de acopla-
mento maiores do que o critico (g > gc¢) o sistema passa por uma transigéo de fase de
segunda ordem, perdendo sua invariancia pela reflexdo ¢ — —d (CHANG, 1976).

Conforme mencionamos no capitulo anterior, a funcao-f3 deste modelo escalar
em 1+1 dimensdes é nula para todas as ordens da teoria de perturbacao. Portanto
com o gap de massa anulando-se, quando o acoplamento critico atinge seu valor, a
teoria se torna conforme. Pertencendo a mesma classe de universalidade do modelo
de Ising bidimensional (SIMON; GRIFFITHS, 1973).

Por outro lado, se considerarmos que o parametro de massa é negativo, m? < 0,
temos um caso ainda mais interessante para as transicées de fase. Neste caso, a
simetria Z, é quebrada em baixos valores do acoplamento, até ser restaurada por uma
transicéo de fase de segunda ordem em um primeiro acoplamento critico (SERONE
et al., 2019). O sistema permanece neste estado simétrico até atingir um segundo
acoplamento critico e retornar para a fase quebrada. Tais comportamentos das fases
ordenada e nao ordenada, que nos permite trés acoplamentos nos quais a teoria é
conforme, foi relatado por Chang na referéncia (CHANG, 1976) e estd esquematizada
na figura 3.1.

Esta variedade de efeitos fisicos, juntamente com sua simplicidade faz com que
este modelo seja excelente para testar e comparar diferentes métodos nao perturba-
tivos. Nos ultimos anos foram realizados diversos testes com variados métodos, tais
como: calculos na rede (MILSTED et al., 2013; BOSETTI et al., 2015; BRONZIN et al.,



Capitulo 3. Modelo escalar com simetria 75 em 1+1 dimensées 39

Figura 3.1 — Representacdo esquematica da dualidade de Chang (CHANG; WRIGHT,
1975; CHANG, 1976). O primeiro caso m? > 0, apresenta apenas a que-
bra de simetria. No segundo caso, com m? < 0, apresenta uma restaura-
cao de simetria seguida por uma transicao de fase de segunda ordem.

@ — —@ Unbroken Broken

m2>0 | o s g

Fonte: (SERONE et al., 2019)

2019; KADOH et al., 2019; SCHAICH; LOINAZ, 2009), truncamento Hamiltoniana (HT)
(RYCHKOV; VITALE, 2015, 2016; BAJNOK; LAJER, 2016; BURKARDT et al., 2016;
ANAND et al., 2017; ELIAS-MIRO et al., 2017a, 2017b; FITZPATRICK et al., 2018a;
CHABYSHEVA; HILLER, 2020; FITZPATRICK et al., 2018b) e também a ressoma de
Borel (SERONE et al., 2018, 2019; SBERVEGLIERI et al., 2019).

Para determinar o ponto critico utilizaremos a OPT como método de ressoma.
Conforme ja discutido este método pode ser particularmente util neste caso, dado que
a referéncia (SBERVEGLIERI et al., 2019) disponibiliza uma série perturbativa até oi-
tava ordem para autoenergia, neste caso a ressoma de contribuicdes perturbativas
altamente nao triviais pode ser realizada sem maiores dificuldades. A OPT também foi
aqui escolhida pois, diferente de métodos tais como expansao de daisy, super-daisy
(BANERJEE; MALLIK, 1991; PARWANI, 1992) e do método de operador composto
(AMELINO-CAMELIA; PI1, 1993), é facilmente implementada a partir dos resultados
perturbativos, além de nado gerar os problemas de autoconsisténcia apresentados pe-
los demais métodos quando realizam a ressoma de ordens mais altas.

3.1 A MASSA FiSICA

Para que obtenhamos a massa fisica do sistema, com as devidas correcdes
quanticas, precisamos primeiramente definir a densidade Lagrangiana que utilizare-
mos. Com o intuito de realizar uma comparacao direta com os resultados obtidos na
referéncia (SERONE et al., 2018), iremos tomar novamente a densidade Lagrangiana
no espaco Euclidiano:

1 m oo 4
£=§au¢au¢+?¢ +}\d) . (31)

Note que para que possamos efetuar a comparacgao, a equacéo (3.1) utiliza con-
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vengoes da referéncia (SERONE et al., 2018), onde a intensidade da anarmonicidade
€ parametrizada por A ao invés de A/4! (veja a equacao (2.1)). Como ja mencionado na
equacédo (2.31), a massa fisica ao quadrado é associada a funcédo de Green de dois
pontos 1PI, sendo asism podemos utilizar a mesma aproximacao classica do capitulo
anterior (p2 = —m2). Assim, considerando a autoenergia em primeira ordem perturba-
tiva ja renormalizada (equagéo (2.25)), temos:

M2 = m? + 3—;\Lm + 0O(\?), (3.2)
sendo:
u2
m

Agora podemos aplicar a relagédo de Callan-Symanzik, apresentada na equacgéo
(2.35), e realizar a sequéncia de célculos seguida entre as equacodes (2.36)-(2.38),
obtendo:

Ho)——In—, (3.4)

com pg representando uma escala de referéncia. Esta equagéo nos da a dependéncia
entre o parametro de massa e a escala arbitraria, introduzida durante o processo de
regularizacao. Vale notar que em nosso caso particular o procedimento é realizado em
primeira ordem pois a renormalizacédo do tadpole, equacao (2.25), garante a conver-
géncia da teoria em todas as ordens perturbativas do modelo.

Como este é um modelo simples, diversos grupos de pesquisa ja o estuda-
ram em diversas aproximagdes e realizaram os calculos perturbativos em diferentes
ordens. Neste caso a série perturbativa para a massa ao quadrado em N8LO, origi-
nalmente obtida na referéncia (SBERVEGLIERI et al., 2019), é de particular interesse.
Esta série € explicitamente dada por:
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o o 3\ 9A2 3A2
M= =m +?Lm_7t2m2 M ome
A (9 63 27 9 27 5
+ (m2)2 {%+ 2ﬂ3C(3)+$Lm+E[Lm o 3L }
N > 27 N2 273
- {14.655869(22)+ (6+5n2+14¢(3)) Lm + — (9+7%) L3+ FL’”}
R P 97308(43) + 51.538171 (63)Lm + - = (36+17ﬂ2+42C ))
(m2)4 M 4nb
1 5, 243 s
A6 )
- P {347.8881 (28) + 301.2139(16) Ly + 114.49791(12) L2,
81 3 243 4 729 5
+ o5 <105+3771 +840(3 ))Lm e (25 o )Lm sl }
7
' n:‘2)6 {2077 703(36) + 1948.682(14) Ly + 828.4327(39) L2, + 205.20516(19) L3,
243 729 N 5 729 ¢
i (675+1977t +4200(3 )) §<137+107{>Lm &7l }
8
" n)7\2)7 {13771 .04(54) + 13765.22(21)Lm + 6373.657(40) L5, + 1778.1465(75)L3,
+ 323.93839(27)L4 + ggiz (812+2077t +420((3 ))
2187 s 6561 -
o pona (147+102) 15+ DT a5

com ((s) sendo a fungdo zeta de Riemann, que é dada por:

1 o0 uX—1
((x) = /0 o1 au. (3.6)

Para maiores detalhes quanto a definicdo e propriedades desta fungéo especial, veja
a referéncia (DITTRICH, 2017).

Vale notar que se neste estagio ingenuamente escolhéssemos 1 = m todos os
termos com Ly se anulariam e teriamos a mesma expressao apresentada na referén-
cia (SERONE et al., 2018). Porém como estamos interessados em implementar a OPT,
apresentada no capitulo 2, ndo podemos fazer esta escolha neste estagio, uma vez
que apds a aplicagdo das modificagées Gaussianas, apresentadas na equacgao (2.39),
os termos de Ly passarao a ter dependéncia nos parametros de deformacao e serao

importantes para a otimizagao, isto &, Lm — Ly = In [m]
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3.2 A OPTE O GRUPO DE RENORMALIZACAO

Como foi enfatizado anteriormente, o processo de regularizacao dimensional
acaba por inserir a escala arbitraria, w, nas relacées das quais extraimos os obser-
vaveis fisicos. Uma vez que estabelecemos qual o comportamento do parametro de
massa em relagcao a escala, equacao (3.4), utilizaremos a OPT para analisar como a
massa fisica respondera a escolha de .

Verificando a equacéo (3.4), vemos que podemos aplicar diretamente as subs-
tituicbes caracteristicas da OPT, equacéo (2.39), e assim obter:

35A 2
mP () = m*(uo) + (1~ 8) = =—1n (”—2> . (37)
Tt HO
Agora, para exemplificar, vamos tomar o resultado para a massa fisica ao qua-

drado até ordem A2, isto &, os quatro primeiros termos da equagao (3.5). Escolhendo
i =y, temos:

M?(110)

2 2,4 30\ LL%
ko)1 =0)+ =i [mz(uo)+n2(1—5)]

952)2 ug 352)2
- In

us [nﬁum)+nzﬁ-—5J-_2[nﬂUm)+n2U-&]’

(3.8)
expandindo até a ordem quadratica em § e definindo m?(ug) = m?:
2
2 2 30A Ho
1-— [

m= +nm(1-293) + —In <m2+112

36%n2n 98?2 [ uf
n(m? +n2) m2(m2 +n?) m?2 +m?2

362A2

2n(m? +m?)

M?(110)

+ O(89). (3.9)

Agora se escolhermos p = 1’ a massa fisica ao quadrado passa a ser:
SA ” 62)\2 ” 527\2
MR(W) = mP () + S0 [ ) Z9TAT ) 3 . (3.10)
n m2(w) n m2(w) | 2m2(w)
Substituindo cada termo m?(y’) pela equacéo (3.4) e expandindo em potencias
de & até ordem quadratica € simples de ver que:

2

36A K

20N 2, 209 0
MP() = mP+n2(1=58)+ ﬂln(nﬁ+n2)
. 3% 92 uf

(m2 +n2) 1 (m2 +n?2) m? +n?2
242
35°A + O(89). (3.11)

27t(m2 + n2)
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Portanto, ao compararmos as equacgodes (3.9) e (3.11), verificamos que:
M2 (') = M2 (p) . (3.12)

Fica assim demonstrado que a OPT aplicada neste modelo em duas dimensdes
espaco-temporais respeita a equacao do RG (apresentada na equacéao 2.35). Assim,
para qualquer escolha de p obteremos 0s mesmos valores para um observavel fisico
(neste caso representado pela massa fisica ao quadrado). Este resultado foi explici-
tamente obtido para a ordem quadratica mas é claro que, assim como o contratermo
dado pela equacao (2.24), vale para todas as ordens perturbativas.

3.3 RESSOMA DA SERIE PERTURBATIVA

Para implementar a OPT aplicaremos as modificacdes prescritas pela equacao
(2.39) na equacao (3.5). Para que seja possivel realizar uma analise analitica, come-
caremos aplicando a OPT nas duas primeiras ordens perturbativas:

A )\2 2
M? = m2+n2(1—6)+53—Ln 2 M”29\

el S I chN—
(m2+n2)  me(m2+n2) "

372

— g2
2(m2 +n2)

+0O(8%), (3.13)

sendo definido:
uz

Ly=In—m—
n m2 + 12

(3.14)

Por conveniéncia € interessante definirmos a seguinte constante de acopla-

mento adimensionalizada: \
9=—, (3.15)
m

em termos de g a massa fisica ao quadrado em unidades de m? torna-se:
M2 n2 39

1 3 9 03
=T+ 6)+5—Ln+62( Ty (glﬂg72 92 Ly —g? >+O(63) (3.16)

Podemos agora implementar a otimizacdo. Em primeira ordem a aplicacdao do
PMS, equacgéo (2.42), nos da uma unica solugéo real: 1 = 0, implicando no resultado
trivial M2/m? = 1. Um resultado n&o trivial é obtido em ordem 52:

1+
_ 39 me 3"
2 _m -
n° = [ﬂw( 39 ) 1]. (3.17)

Observe que exatamente em g = 0 a solugdo apresentada na equagéo (3.17)
se torna §2 = —m?, nos levando a divergéncias. Porém neste caso estaremos consi-
derando uma teoria livre e o parametro otimizado serd dado por 7 = 0. A figura 3.2
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Figura 3.2 — Grafico de M2/m? em fungdo de g. Comparacéo entre a teoria de per-
turbacao (linha cinza tracejada) e OPT (linha azul cheia), ambos em se-
gunda ordem. Os acoplamentos criticos ocorrem em g¢ = v2/3 ~ 0.82
(teoria de perturbacéo) e gc = 1.511(OPT).
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Fonte: Autoral (2021).

compara, em ordem quadratica, o resultado obtido pela ressoma da OPT com o que
€ obtido com a teoria perturbativa padrao. Fica evidenciado que a transigéo de fase
(quantica) ocorre em M2(gc) = 0, onde a teoria é conforme.

Antes de considerar o célculo de M2 em ordens superiores, é importante res-
saltar que os autores da referéncia (SBERVEGLIERI et al., 2019) argumentam que a
ressoma da série de M proporciona resultados melhores do que a ressoma de M2,
uma vez que M se aproxima da regido critica de forma mais suave. Portanto, para que
facamos comparacoes, iremos também realizar a ressoma de M e determinar gc a
partir da condicao de M(g¢) = 0. Tomando a raiz quadrada da equacao (3.5), reexpan-
dindo até ordem A8 e aplicando as substituicées da OPT (equacdo (2.39)) é simples
obter a série da OPT para M até ordem &8. Em ordem 52 obtemos:

M 1 n? 3
= = \J1emm?—s—— [ 5 -g°L
m 2/1 +n2/m2 (mz In ")

2 2
_ 82 n o1 (3]
R+ 2imR)o [8m2 I2n (3+2L“)]

3 1 3 1
_ 52,2 1.3 1 3

T e ime {4 * o2t (1 * 4L“)} +0(%). (318
Fixando 6 = 1 e aplicando o PMS, é imediato verificar que, ao contrario do que

ocorre com a otimizagdo da massa fisica ao quadrado, a otimizacdo da massa fisica

em ordem 6 resulta em:
2+
22|39y (e
n°=m [ﬂW( 3g ) 1], (3.19)

que é similar ao que obtivemos ressomando a massa fisica ao quadrado em ordem
§2. Todavia a otimizacdo de M na ordem quadratica ndo reproduz nenhum resultado
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real nao trivial. Entao, tomando o parametro variacional otimizado dado pela equacgao
(3.19) e substituindo na equacéao (3.18) em ordem 6, obtemos g¢ = 3.760. Apesar do
valor do acoplamento critico ndo estar proximo do valor obtido na referéncia (SERONE
et al., 2018) (gc = 2.807(34)), ainda representa um resultado bastante razoavel, uma
vez que ele € obtido pela ressoma apenas da contribuicdo do tadpole. Este resultado
também mostra a importancia que os termos de L, presentes nos tadpoles, possuem
na OPT.

Assim como ocorreu para a primeira e segunda ordem, foi observado que a
otimizacao do parametro variacional possui resultado nao trivial para ordens impares
(pares) quando M (M?2) é o objeto de ressoma.

3.4 RESULTADOS NUMERICOS EM OITAVA ORDEM

Utilizando a equacéao perturbativa até oitava ordem, equacao (3.5), juntamente
com as observacgdes apresentadas na ultima secao, € possivel obter um conjunto de
resultados para os parametros variacionais otimizados em fungcdo do acoplamento
adimensional para cada ordem da teoria perturbativa disponivel. Os resultados sao
apresentados ordem a ordem na figura 3.3.

Figura 3.3 — Gréficos de i/m em funcéo de g, para as oito primeiras ordens perturba-

tivas.
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Fonte: Autoral (2021).

Vale a observagdo de que, apesar de nao termos resultados analiticos para
ordens maiores do que a segunda, o comportamento da otimizagdo € similar em to-
das as ordens. Ainda percebe-se que, independente da comparacao que se faca, a
distancia entre as curvas se reduz conforme aumenta-se a ordem. Indicando uma
convergéncia com o aumento das ordens perturbativas consideradas.

Como temos uma forma de determinar valores de 1 em todas as ordens pertur-
bativas disponiveis, podemos aplicar a ressoma da OPT. Uma vez que os resultados
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para ordens pares e ordens impares sao obtidos da ressoma de quantidades dife-
rentes, convém apresentar os resultados das ressomas separadamente. Para ordens
pares, temos o resultado apresentado na esquerda da figura 3.4. Se quisermos ver
com mais clareza o comportamento de suas raizes em cada ordem, convém aproxi-
marmos o grafico do eixo das abscissas. Assim obtemos o grafico na direita da figura
3.4.

Figura 3.4 — Imagem & esquerda: gréficos das ordens pares de M2/m? em funcéo de
g. Imagem a direita: 0 mesmo, porém ampliado.
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MP I m?

Note que é clara a tendéncia de aumento do valor do acoplamento critico, assim
como também é claro que as diferengas entre sucessivas ordens tornam-se cada vez
menores, indicando certa convergéncia ao valor obtido na referéncia (SERONE et al.,
2018).

Da mesma forma podemos obter os resultados para as ordens impares, utili-
zando a otimizacao do parametro variacional vindo da massa fisica, M. Conforme ilus-
tra o grafico na esquerda da figura 3.5. Novamente, aproximando o grafico do eixo das
abscissas podemos ver claramente o comportamento das raizes no grafico a direita
da figura 3.5.

Figura 3.5 — Imagem a esquerda: graficos das ordens pares de M/m em funcao de g.
Imagem a direita: 0 mesmo, porém ampliado.
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Fonte: Autoral (2021).
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Desta vez temos o comportamento contrario ao caso anterior, os valores do aco-
plamento critico diminuem conforme se aumenta a ordem, também indo ao encontro
do que é obtido na referéncia (SERONE et al., 2018).

De posse dos resultados figuras 3.4 e 3.5 podemos obter os valores precisos
de gc em cada ordem ressomada e assim coletar os dados da tabela 3.1.

Tabela 3.1 — Acoplamentos criticos obtidos da ressoma da OPT para M (M?2) em or-
dens impares (pares).

| Ressomade M | Ressoma de M?

Ordem gc Ordem Jc

1 3.76015 2 1.51147
3 2.89809 4 1.98859
5 2.80400 6 2.21970
7 2.77947 8 2.37301
Fonte: Autoral (2021).

Para compararmos os valores resultantes da aplicacdo da OPT com outros pro-
cessos de ressoma, como HT (ELIAS-MIRO et al., 2017a, 2017b) e ressoma de Borel
(SERONE et al., 2018), podemos tomar alguns valores de acoplamento que ilustram
desde a situacao perturbativa até o limite onde é esperado a falha da teoria perturba-
tiva, tais comparacgdes sao feitas na tabela 3.2.

Tabela 3.2 — Comparagao de alguns valores de massa fisica normalizada, com os pre-
vistos por HT (ELIAS-MIRO et al., 2017a, 2017b) e ressoma de Borel
(SERONE et al., 2018).

g M(g) Referéncia
0.979733(5) | (ELIAS-MIRO et al., 2017a, 2017b)
0.02 | 0.9797313(4) (SERONE et al., 2018)
0.9797315(1) OPT
0.7494(2) | (ELIAS-MIRO et al., 2017a, 2017b)
1 0.7507(5) (SERONE et al., 2018)
0.750520(2) OPT
0.345(2) (ELIAS-MIRO et al., 2017a, 2017b)
2 0.357(5) (SERONE et al., 2018)
0.352838(14) OPT

Fonte: Autoral (2021).

Perceba que os resultados obtidos pela OPT estdo em étima concordancia com
aqueles obtidos pelos outros dois métodos.

Com a confiabilidade estabelecida, percebe-se que a ressoma feita pela OPT
na massa fisica converge muito mais rapidamente para a janela de valores previstos
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para o acoplamento do que a ressoma feita em na massa fisica ao quadrado. Para
que isto fique ainda mais claro, a partir da tabela 3.1 podemos gerar a figura 3.6.

Figura 3.6 — Valores obtidos para o acoplamento critico ordem a ordem. Pontos pretos
se referem as ordens impares obtidas através da ressoma de M. Cruzes
azuis representam valores obtidos para ordens pares através da ressoma
de M2. A faixa amarela representa o valor g¢ = 2.807(34) obtido na refe-
réncia (SERONE et al., 2018).
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Fonte: Autoral (2021).

Portanto, o resultado que mais se aproxima do obtido na referéncia (SERONE
et al., 2018) é o de sétima ordem, uma vez que € a maior ordem que temos para
ressomar M.

3.5 REGIAO SUPERCRITICA

Uma vez que a OPT apresenta bons resultados para o acoplamento critico, isto
€, possui valores que estdo de acordo com o estado de arte do modelo escalar em
duas dimensdes espaco-temporais, podemos analisar o que acontece em valores de
acoplamento maiores do que g¢ = ggw), que representa a pouco explorada regiao
supercritica. A motivacao para tal investigacao € dada pelas recentes analises do mo-
delo escalar em 2+1 dimensdes, que apontam para a possibilidade de uma segunda
transicdo apds a quebra de simetria, com o modelo retornando para a fase simétrica
em um valor g¥ > g (SBERVEGLIERI et al., 2021) .

Tal possibilidade ndo é completamente explorada na referéncia (SBERVEGLI-
ERI et al., 2021) pois g(CS) ocorre depois da teoria ter passado por uma transicao de
fase e, nesses casos, ressomas de séries perturbativas ndo sao confidveis, uma vez
que géw) representa um ponto nao analitico. Apesar desta nao-analiticidade, vamos ex-
plorar tal regido para eventualmente obter informacdes extras que possam contribuir
para acelerar a convergéncia da ressoma.
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Primeiramente, consideremos a massa fisica ao quadrado, ja que tal quanti-
dade é comumente tomada como parametro de ordem para o estudo de transi¢coes de
fase no modelo escalar (PINTO; RAMOS, 1999). Além disto, apds a transicéo, g > gc,
a massa fisica (M) nao possui uma interpretacao fisica clara.

O resultado em segunda ordem (primeira ordem nao trivial da ressoma de Mz),
sugere que a simetria Zo, ap0s quebrada em géw), pode ser restaurada em um dado
g(CS). O valor observado para esta aparente restauracdo na primeira ordem nao ftrivial
é de gés) ~ 14g(CW). Por conta deste valor elevado, esta segunda transicao poderia ser
vista como uma indicacao de que a ressoma nao € eficiente para acoplamentos muito
elevados. Além disto, considerando que g(cs) surge como um artefato da aproximacéo,
seria de se esperar que em ordens superiores seu valor continuasse aumentando até
desaparecer, em ordens suficientemente altas.

Todavia, quando fazemos a analise da tabela 3.3 vemos que, conforme as or-
dens aumentam a diferenca entre os dois acoplamentos criticos se reduz até atingir

g% ~ 1.5g) na oitava ordem.

Tabela 3.3 — Valores dos primeiros e segundos acoplamentos criticos, g((;W) e g(CS), re-
sultantes da ressoma da massa fisica ao quadrado.

(w)

()

Ordem | g, fo
2 1.51 214
4 1.98 | 5.89
6 2.21 | 4.16
8 2.37 | 3.58

Fonte: Autoral (2021).

Ainda fazendo a analise das quatro ordens (pares) disponiveis somos capazes
de gerar o grafico a esquerda da figura 3.7.

Figura 3.7 — Imagem a esquerda: graficos das ressomas de M2/m? em funcéo de
g, evidenciando a existéncia do segundo acoplamento critico. Imagem
a direita: interpolacdo dos minimos (pontos vermelhos) e extrapolagédo da

M Inf

curva interpolada (ponto preto)

Fonte: Autoral (2021).
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Vale o comentario que o cenario supercritico apresentado no grafico a esquerda
da figura 3.7 reflete um comportamento que aparece em muitos sistemas de matéria
condensada. Um dos mais conhecidos é o padrao de transicdo observado no tartarato
de sbdio e potassio, mais conhecido como sal de Rochelle. Neste sistema, conforme
a temperatura aumenta, o sal que possui uma estrutura simétrica cristalina ortorrém-
bica passa para uma estrutura cristalina monociclica, menos simétrica, em T ~ 255K
(JONA; SHIRANE, 1962), retornando entao para a fase ortorrdmbica em T ~ 297K,
até seu derretimento em T ~ 348K. Exibindo uma quebra inversa de simetria interme-
didria através da fase reentrante. Na referéncia (SCHUPPER; SHNERB, 2005) pode-
se encontrar uma lista detalhada de diferentes materiais que apresentam este fené-
meno. Ingenuamente, poderiamos pensar que este fendbmeno esta ocorrendo no mo-
delo escalar em duas dimensdes do espaco-tempo, onde o acoplamento faria o papel
analogo a temperatura, porém os resultados para M, em ordens impares, mostram o
aparecimento de apenas um acoplamento critico, além de que a existéncia de apenas
um acoplamento critico é suportado por outros estudos (ELIAS-MIRO et al., 2017a,
2017b; SERONE et al., 2018; SBERVEGLIERI et al., 2019). Em face destes argumen-
tos ndo iremos aqui considerar que a transicao reentrante realmente seja um efeito
fisico desta teoria (diferente do que pode ocorrer em alguns modelos O(N) x O(N)
(PARREIRA et al., 2005)). Contudo, mesmo adotando este ponto de vista pragmatico
mostraremos que a regido supercritica pode oferecer algumas informacdes valiosas
para extrapolacdes de ordens mais altas.

Observe que para a ressoma da massa fisica ao quadrado sempre ha um mi-
nimo localizado entre os dois acoplamentos criticos. Conforme aumenta-se as ordens
perturbativas consideradas tanto a distancia entre os acoplamentos criticos quanto a
diferenca do modulo da massa fisica ao quadrado diminuem. Portanto é plausivel as-
sumir que em ordens arbitrariamente altas o resultado exato e unico do acoplamento
critico sera tal que satisfaca g(CW) = gés) = gc. Assumindo que isto seja verdade, pode-
mos utilizar resultados de baixas ordens para estimar o valor do acoplamento critico
em ordens suficientemente altas. Neste sentido com uma simples extrapolacao obte-
mos o grafico na esquerda da figura 3.7. Interpolando os quatro minimos das quatro
ordens (pares) disponiveis obtemos g¢ = 2.785.

Estas simples consideragdées mostram que, apesar da ressoma de M? apresen-
tar uma convergéncia muito mais lenta do que a ressoma de M, podemos utilizar a
informacao da regido supercritica para acelerar substancialmente a convergéncia da
ressoma da massa fisica ao quadrado. Finalmente, a tabela 3.4 compara as melhores
previsdes para o acoplamento critico com o que é obtido através de outros métodos.
Esta conclusédo é um dos resultados originais apresentados na referéncia (HEYMANS;
PINTO, 2021).

Enfatizamos que n&o se deve interpretar o valor extrapolado do acoplamento cri-
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Tabela 3.4 — Previsbes recentes para g¢, encontradas em: 1-Monte Carlo
(MC)(SCHAICH; LOINAZ, 2009), 2-produto de matrizes de estados
uniformes (PMEU)(BOSETTI et al., 2015), 3-MC(MILSTED et al., 2013),
4-teoria de perturbacao ressomada(RPT)(PELISSETTO; VICARI, 2015),
5-HT(RYCHKOV; VITALE, 2015), 6-HT(ELIAS-MIRO et al., 2017a),
7-HT(ELIAS-MIRO et al., 2017b), 8-ressoma de Borel (RB)(SERONE

et al., 2018), 9-OPT(HEYMANS; PINTO, 2021)

Método Ano, Fonte Jdc
MC 2009, [1] | 2.70*5022
PMEU 2013, [2] 2.766(5)
MC 2015, [3] | 2.788(15)(8)
RPT 2015, [4] 2.75(1)
HT 2015, [5] 2.97(14)
HT 2016, [6] 2.78(6)
HT 2017, [7] 2.76(3)
RB 2018,[8] | 2.807(34)
OPT em M até O(5/) 2021,[9] | 2.779(25)
OPT em M2 extrapolado | 2021, [9] 2.785

Fonte: Autoral (2021).

tico como representando o valor exato, uma vez que este foi obtido através de um pro-
cedimento de extrapolacdo numérica muito simplificada. Este valor deve ser tomado
como uma indicacéo de que a M2 pode ser tdo Util quanto M, desde que consigamos
extrair as informacdes contidas na regido supercritica para acelerar a convergéncia.

3.6 CALCULO DE EXPOENTES CRITICOS

Como fica evidente a partir da figura 3.2, a transicao de fase que ocorre neste
modelo é uma transicdo de segunda ordem, uma vez que o parametro de ordem (M?)
atinge o acoplamento critico de forma continua. Como sabemos da mecanica estatis-
tica, associada a uma transicao de segunda ordem temos os chamados expoentes
criticos. Estes expoentes sédo objetos de estudos tanto na mecéanica estatistica quanto
em teoria quéntica de campos, uma vez que eles estabelecem o que é conhecido
como classe de universalidade, nas quais diferentes teorias que apresentam os mes-
mos expoentes criticos pertencem a uma mesma classe. Por sua vez, as classes sao
determinadas a partir das simetrias que cada modelo/teoria respeita sendo indepen-
dente da dinamica microscopica do sistema (WILSON; KOGUT, 1974).

Em geral, os resultados para os expoentes criticos sdo obtidos de diferentes
formas com diversos métodos. Um dos mais usuais € 0 expansao-e, que pode ser
encontrada na referéncia (ZINN-JUSTIN , 1994). Porém a aplicacdo deste método
exige que a fungéo-f nao seja nula em todas a ordens perturbativas, que é o caso do
modelo escalar em duas dimensdes do espaco-tempo (veja a equagao 2.29). Sendo
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assim, precisamos procurar outra forma de realizar tal célculo.

Como mencionamos, o0 modelo escalar em 1+1 dimensdes pode ser visto como
um modelo de Ising em duas dimensdes (SIMON; GRIFFITHS, 1973), portanto eles
pertencem a mesma classe de universalidade. Assim podemos usufruir dos resultados
exatos para os expoentes criticos, v = 1 e ne = 1/4, que foram determinados por On-
sager (ONSAGER, 1944). A disponibilidade de tais resultados cria uma oportunidade
para o teste de outros métodos, tais como a OPT, no célculo dos expoentes.

Uma possivel forma de determinar os expoentes criticos de uma teoria é via
aproximacao de campo médio (MFA). Utilizando tal aproxima¢do no modelo escalar
pode-se obter v = 1/2 e ne = 0 (ZINN-JUSTIN , 1994). Note que apesar do resultado
para o expoente v ser reproduzido em cinquenta por cento do valor exato, a MFA nesta
aplicacao é incapaz de reproduzir qualquer valor ndo nulo para ne. Outra particulari-
dade de tal aproximacao nestes calculos € que ela ignora o numero de dimensoes,
sendo assim, este resultado é mantido para sistemas em trés e quatro dimensdes
espaco-temporais.

Considerando o sistema quando este se aproxima do comportamento critico
e seguindo as convencdes de funcdes apresentadas na referéncia (PARISI, 1988),

temos:
ar

am2 "~ M2Cz (3.20)

M? o (r—re)? = Zo(A) =

com 1
=——1. 21

Co=5, 1 (3.21)

Na equagao (3.20) definimos a quantidade r = m? — £(p? = 0, m?) onde Z(p? =

0, m?) representa a autoenergia com momento externo zero. Uma outra quantidade

relevante é:

2
M3C1 o Zi(\) = {6(2)(;3)} (3.22)
p?=0
sendo
Cy = % , (3.23)

enquanto G(z)(p) representa a fungédo de Green (redutivel) de 2-pontos. Em seguida,
utilizando as equacgodes (3.20)-(3.23) juntamente com a adimensionalizagdo da cons-
tante de acoplamento (g = A/m?), obtemos:

Ci(g) = gd% In(Zi(g)) . (3.24)
e
Calg) = gd% In(Zo(g)) - (3.25)

Podemos agora determinar os expoentes criticos tomando o valor das fungdes
C1(9 = gc) = CY e Co(g = gc) = C§, e entéo utilizar as equagdes (3.21) e (3.23)
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para determinar os expoentes v e ne respectivamente. Na referéncia (PARISI, 1988)
os valores v = 3/4 e ne = 0 sédo obtidos ao nivel de um loop. Ao nivel de dois lo-
ops, a mesma referéncia apresenta o valor v = 1.01 enquanto o resultado para ne se
mantém nulo. Quando comparamos ao que foi obtido exatamente, v = 1 e ne = 1/4,
constatamos uma consideravel melhora do valor do expoente v. Todavia, 0 método
utilizado € incapaz de estimar o erro, além de aparentemente ndo ser capaz de obter
quaisquer valores ndo nulos para ne. De qualquer maneira, analisando tais resulta-
dos vemos que as expansdes em um ou dois loops, representam uma melhora do
resultado obtido pela aplicacao da MFA.

Inspirados pela referéncia (PINTO et al., 2004), podemos utilizar os resultados
da OPT e obter valores de expoentes criticos para o modelo e entdo comparar com 0s
valores obtidos através de outros métodos.

Tendo em perspectiva como proceder, seguindo a referéncia (PARISI, 1988),
com o calculo dos expoentes, precisamos avaliar como se dard a aplicacao da OPT.
As alteracdes implicadas por este método se dao, naturalmente, em todos os termos
que carregam o parametro de massa (m?) e a constante de acoplamento (A). Estas
quantidades se fazem presentes apenas na autoenergia com momento externo zero
(Z(p? = 0, m?)) e na funcdo de Green de 2-pontos (G (p)), que por sua vez estio
nas definicées de Z>(g) e Z1(g) respectivamente. Como aqui estaremos utilizando g¢
obtido a partir da otimizagdo de M2 em segunda ordem iremos tomar 7, por coeréncia,
obtido a partir da equacgéo (3.17) com g = gc.

Assim, considerando os resultados em segunda ordem perturbativa tomamos
gc ~ 1.5147 e 1 ~ 1.4690. Obtemos entao:

Cfopr ~ 0.031429 — ne ~ 0.062859,
CSopr ~—0.12151 — v~ 0.56919. (3.26)

Estes resultados se aproximam daqueles obtidos via MFA, porém com corre-
cbes que vao ao encontro dos valores exatos em ambos os expoentes. Como pode-
mos ver a partir da equacao (3.22), para realizar o calculo dos expoentes € necessario
as expressoes de todos os diagramas redutiveis em uma certa ordem (perturbativa ou
de numero de loops). Em face deste fato, a equacgéo (3.5) ndo pode ser utilizada pois
nela ja é considerado p? = —m?, portanto, ndo iremos reproduzir este calculo para
ordens superiores a segunda. Comparando o resultado obtido na equacéo (3.26) com
o resultado v = 0.92(30) e ne = 0.08(20) obtidos através do calculo em 4 loops da
referéncia (BAKER et al.,, 1978) vemos que, apesar da disparidade do resultado de
v, 0 valor de ne é particularmente condizente, mesmo tendo considerado apenas a
segunda ordem. Mais recentemente, através da ressoma de Borel, a referéncia (SE-
RONE et al., 2018) prevé v = 0.96(6) em 8 loops e 1ne = 0.244(28) em 6 loops.

Uma outra forma de obter o expoente v vem diretamente da andlise de que
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guando o parametro de ordem se aproxima do acoplamento critico. Nesta regido esta
quantidade pode ser expressa na forma:

M2

= (9-9ge)® —1In

M
Fica evidente que em um grafico da forma In|M/m| em funcéo de In|g—gc| a
inclinacao da reta serd o préprio expoente v. Sendo assim podemos gerar a figura 3.8

para a obtencado numérica do expoente.

Figura 3.8 — Gréfico de In|M/m| em fungéo de In |g — g¢| em primeira ordem perturba-
tiva ressomada pela OPT.
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Fonte: Autoral (2021).

A partir de tal gréfico é possivel obter v = 0.9367. Como consideramos quan-
tidades de ressoma distintas (M e M?2), convém verificar os expoentes resultantes
de cada uma delas separadamente. Com um procedimento numérico completamente
analogo em cada ordem podemos construir a tabela 3.5.

Tabela 3.5 — Expoente critico v obtido de forma numérica, para cada ordem perturba-
tiva gerado pela ressoma de M (M?) em ordens impares (pares).

| Ressoma de M || Ressoma de M? |

Ordem v Ordem v

1 0.9367 2 0.4997
3 0.9995 4 0.5000
5 0.9998 6 0.5017
7 0.9999 8 0.5023
Fonte: Autoral (2021).

Note que os resultados em ordens impares convergem rapidamente para o va-
lor exato de v, enquanto o valor obtido via ressoma de M? sai lentamente do do re-
sultado da MFA e parece convergir muito lentamente em diregdo ao valor exato. Este
comportamento é esperado e muito esclarecedor. De fato, a diferenca da velocidade
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de convergéncia entre as ressomas da massa fisica e da massa fisica ao quadrado é
algo que ja foi abordado anteriormente, na tabela 3.1 e na figura 3.6. Esta diferenca
também justifica o resultado obtido na equacéo (3.26), uma vez que nela foram utiliza-
dos resultados advindos da otimizacdo de M2, assim as previsdes para os expoentes
criticos sdo um pouco mais precisas do que aquelas feitas pela MFA. O mesmo tipo de
comportamento foi observado na referéncia (PINTO et al., 2004), onde a otimizagéo
de M2, em 2+1 dimensdes, também gerou valores proximos aos de MFA.



56

4 MODELO ESCALAR O(Ng) x O(Ny) EM 1+1 DIMENSOES

O estudo de modelos escalares com simetria O(Ng,) x O(Ny) foi primeiramente
abordado por Weinberg na referéncia (WEINBERG, 1974). Naquele trabalho o autor
explorou 0 modelo em quatro dimensdes espaco-temporais no regime de temperaturas
finitas e com trés acoplamentos distintos: Ay, Ay € A. Para que o potencial seja limitado
inferiormente: A4, > 0, Ay > 0 enquanto A pode ser positivo ou negativo. No caso A < 0
foi notado que poderia ocorrer o fendmeno de quebra inversa de simetria (ISB, onde
uma simetria do sistema é quebrada em altas temperaturas) e também o efeito da nao-
restauracao de simetria (SNR, uma simetria que estava quebrada em temperatura
zero ndo é restaurada em altas temperaturas). Estes efeitos fisicos contra intuitivos
sao interessantes e possibilitam diversos estudos, como aqueles que se utilizam de
métodos de ressoma, ja que no caso de sistemas em temperaturas finitas a teoria de
perturbacédo (originalmente considerada por Weinberg) nao gera resultados confiaveis,
conforme ja discutido. Os resultados de ISB e SNR do modelo foram estendidos para o
regime ndo relativistico na referéncia (PARREIRA et al., 2005). Escolhas particulares
para o numero de componentes (N, e Ny) ainda possuem outras aplicagdes, como
0 caso Z» x Zo em 3+1 dimensdes, que faz parte de modelos hibridos de inflagao
(LINDE, 1994).

Modelos escalares O(Ny) x O(Ny) em trés dimensdes do espago-tempo tam-
bém séo objetos de estudo em diversos sistemas de matéria condensada, onde tal
grupo de simetria é associado com a existéncia de pontos multicriticos em antiferro-
magnetos (espacialmente) bidimensionais (PELISSETTO; VICARI, 2007; CALABRESE
et al., 2003). Estes pontos podem ser observados em experimentos devotados ao es-
tudo de antiferromagnetos uniaxiais quase bidimensionais como KoMnF4, RboMnF4
e RboMnCl, (JONGH et al., 1982; DE JONGH; DE GROOT, 1985; DE GROOT; DE
JONGH, 1986; RAUH et al., 1986; COWLEY et al., 1993; VAN DE KAMP et al., 1997;
CHRISTIANSON et al., 2001). O efeito deste grupo de simetria também é estudado
em processos de competicao entre ordenamentos em antiferromagnetos dopados (JIN
et al., 2001), assim como em sistemas com competicdo de parametros de ordem com
comportamento multicritico (EICHHORN et al., 2013).

Conforme apresentado, esta classe de modelos escalares possui diversas apli-
cacdes em trés e em quatro dimensdes do espaco-tempo. Por outro lado, neste traba-
Iho também estamos interessados no estudo de transi¢des de fase quanticas em duas
dimensodes espaco-temporais, portanto & natural que investiguemos o modelo escalar
O(Ng) x O(Ny) em 1+1 dimensbes que, até onde temos conhecimento, ainda n&o foi
considerado na literatura. A luz do teorema de Coleman (COLEMAN , 1973), iremos
mostrar que a simples soma da série perturbativa nos levaria a conclusao errénea de
que o modelo O(N,) x O(Ny) em duas dimensdes espago-temporais néo € fisicamente
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aceitavel. Porém através da ressoma realizada pela OPT (que pode ser facilmente im-
plementada até a segunda ordem perturbativa aqui considerada) sera possivel obter
uma combinacao de condi¢des que ndo descartam o modelo, ja que a quebra da sime-
tria continua nao ocorre em nenhum regime de acoplamento. Mostraremos ainda que
o caso O(N) x Z,, recentemente explorado em 2+1 dimensdes na referéncia (CHAI et
al., 2020), pode apresentar a quebra tipo O(N) x Zo — O(N), permitida pelo teorema
de Coleman.

41 O MODELO

A densidade Lagrangiana que define o modelo que consideraremos neste capi-
tulo & dada por:

1

’
L = éaud)aa“d)a + qu%d)ad)a +Ap(dada)®

1 1
+ EauXaaHXa + Em?ZXaXa + Ax(XaXa)z +AbadbaxpXp - (4.1)

A equacao (4.1), que esta representada no espaco Euclidiano, pode ser vista
como a soma de duas copias do modelo escalar, uma para o campo ¢ € uma para
0 campo x, adicionada de um termo que acopla os diferentes setores. Perceba ainda
que, por estarmos tratando de um modelo escalar, as regras de Feynman assim como
as definicdes anteriormente apresentadas, podem ser obtidas de maneira similar.

Como sabemos, sistemas fisicos precisam ter sua energia potencial limitada
inferiormente. Portanto, como demonstrado no apéndice B, as condi¢cées que limitam
o potencial neste caso particular sdo dadas por:

7\(1) > 0,
A > 0, (4.2)
A2 < Ay

Para a interacédo entre os campos (A) temos uma liberdade de escolha do sinal,
que pode ser explorada para determinarmos as possiveis transicoes. Tal qual a versao
com apenas um campo, estudada no capitulo anterior, este modelo também é super-
renormalizavel em duas dimensdes do espaco-tempo. Sendo assim, as divergéncias
se manifestam apenas nos diagramas e subdiagramas do tipo tadpole. Portanto, o
processo de renormalizacao pode ser feito de forma analoga ao realizado no capitulo
2.

4.2 MASSA FiSICA OTIMIZADA

Assim como anteriormente, avaliaremos as quebras de simetria via aplicagéo
da OPT na massa fisica ao quadrado. Para simplificar o célculo dos diagramas de



Capitulo 4. Modelo escalar O(Ngy) x O(Ny) em 1+1 dimensées 58

Feynman iremos considerar o caso de massas degeneradas, onde md) = m2 =m >0
e definiremos A = Sgn|A|. Neste caso, além do acréscimo de novos dlagramas, 0
calculo do fator de simetria pode ser particularmente desafiador. Como o objetivo &
obter resultados qualitativos com relagao aos tipos de transi¢cées permitidas para este
modelo, sera suficiente considera-lo apenas até a segunda ordem perturbativa. Sendo
assim, a massa até ordem quadratica em A para o campo ¢ fica:

_ m¢,+Q+‘ 8 Q O (43

Da mesma maneira, uma expressdo completamente analoga pode ser obtida para M.
Generalizando, podemos entédo escrever:

M2

1

L A
m? + 7’” [A,-(N,-+2) + EN,}
_Lm
(47)2m?

1 2 2
Sar? [327\, (N; +2) + 4 /\ﬂ , (4.4)

1672 (N; +2)2 + 8AA (N; + 2) Ny + BAA (N +2) N + 42NN,

com i # j = ¢,x. Note que, exceto pelos fatores que multiplicam as fungdes de m?,

a expressao (4.4) é similar aos primeiros termos de (3.5). Assim se considerarmos,
por simplicidade, que os parametros de otimizagao sao iguais, ng, = ny =1, € de se
esperar que obteremos expressdes similares as equagodes (3.19) e (3.17). Portanto,
aplicando as modificacées da OPT e expandindo em poténcias de & até segunda or-
dem, determinamos:

MZ Ly > 1° Ly

que é completamente andloga a (3.13). Na equacao (4.5) utilizamos as seguintes de-
finicoes:

A= gi(Ni+2)+ IN;, (4.6)
B, = 1697 (N; +2)? +8g;g (N; + 2) N; + 8gjg (N; +2) N; + 4g°N;N; (4.7)
Ci =327 (N; +2) + 4g°N;, (4.8)

além da adimensionalizagdo das constantes de acoplamento: g; = Aj/m? e g = A/m? =
Sgn|g|. Agora podemos aplicar e resolver a equacao do PMS, equacéo (2.42), ob-

tendo: 2
B/ 1 67TA/F1 1+m(64A;+Cim)/(4B;)
T6AT w ( B ° 1, (4.9)

2

=2
ny=m
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onde definimos 1 =n/m e (1 = u/m. Assim fica evidente que apesar de termos expres-
sbes similares ao caso anterior elas poderao ser qualitativamente diferentes, uma vez
que na expressao (4.9) temos uma dependéncia direta com o sinal de g.

4.3 RESSOMA DA SERIE PERTURBATIVA

Apds escolher a escala arbitraria como i = m podemos estabelecer algumas re-
lagdes entre os acoplamentos para que enfim possamos realizar a ressoma da massa.
Motivados pela equacao (4.6), podemos escolher a seguinte parametrizacao:

lgl Ny

9p < (4.10)

Entao, utilizando a condi¢do para que a energia possua um limite inferior, g2 <4949
obtemos:

Ncb + 2
9x > 9] N (4.11)
X
Para fins computacionais escolheremos:
gl Ny
9= 4Ny +2 (4.12)
Nq) +2
Ix=2l91—p—- (4.13)
X

Tendo estabelecido como se da a interdependéncia dos acoplamentos, podemos co-
mecar a analisar explicitamente as possiveis transicées em cada caso.

4.3.1 Caso com simetria O(Ny) x O(Ny)

Primeiro consideraremos o caso mais geral: O(Ny,) x O(Ny), cuja viabilidade fi-
sica para os diferentes acoplamentos possiveis sera investigada. Se primeiro escolher-
mos Sgn = +1, que representa uma interacao atrativa entre os dois setores, podemos
gerar os gréficos presentes na figura 4.1.

Através de uma andlise simples podemos afirmar que a teoria perturbativa apre-
senta quebra de simetria, enquanto a OPT nao a apresenta.

Entretanto, o teorema de Coleman nos diz que ndo pode haver bdsons de
Goldstone (GOLDSTONE et al., 1962) em sistemas em duas dimensdes do espaco-
tempo. Como sabemos, bésons de Goldstone estdo associados com a quebra de si-
metria continuas. Portanto podemos dizer que o teorema de Coleman proibe quebras
de simetrias continuas em sistemas em 1+1 dimensdes.

A par disto, vemos que o caso perturbativo viola o teorema de Coleman, sendo
assim o comportamento fisicamente aceitavel € dado apenas pela OPT, gréafico apre-
sentado a direita da figura 4.1. Dentro das ordens em 6 perturbativas consideradas até
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Figura 4.1 — Grafico de M2/m? em funcéo de |g| com Sgn= +1 para o caso O(Ny) x

O(Ny). A esquerda o caso da teoria perturbativa e a direita o resultado da
OPT. Para Ny = 2 (linha preta cheia) e Ny = 3 (linha vermelha tracejada).
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Fonte: Autoral (2021)

o0 momento, verificamos que este resultado se mantém valido apenas para Ny > 3 e V
Ny-

Seguindo para o cenario onde Sgn= -1, que indica uma repulsao entre os dois
setores do modelo, obtemos a figura 4.2

Figura 4.2 — Grafico de M2/m? em funcéo de |g| com Sgn= —1 para o caso O(Ny) x

O(Ny). A esquerda o caso da teoria perturbativa e a direita o resultado da

OPT. Para Ny = 2 (linha preta cheia) e Ny = 3 (linha vermelha tracejada).
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Fonte: Autoral (2021)

Desta vez tanto a teoria perturbativa quanto a OPT apresentam quebra de si-
metria em ambos os campos, portanto dois resultados violam o teorema de Cole-

man. Assim o caso Sgn= —1, em ambos métodos, gera apenas resultados nao fisicos,
tornando-se um caso proibido para quaisquer valores de Ny, e Ny (pelo menos até a
ordem aqui considerada).

4.3.2 Caso com simetria O(Ny,) x Z5

Para uma proxima andlise fixamos Ny = 1, isto é, o grupo O(Ny) passa de
um grupo de simetria continuo para o grupo de simetria discreta Z», que nos leva a
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uma teoria com simetria O(Ny) x Z. Esta escolha particular de N € motivada por uma
tentativa de evitar as complica¢des levantadas pelo teorema de Coleman. Tal proposta
foi feita na referéncia (CHAI et al., 2020) para o caso tridimensional em temperatura
finita, que também abordaremos no capitulo 5. Uma vez que a teoria perturbativa
sempre resulta em uma quebra de simetria em ambos os setores, e isto € uma clara
violagédo do teorema de Coleman, a figura 4.3 apresenta apenas os resultados obtidos
com a OPT.

Figura 4.3 — Grafico de M2/m? em funcéo de |g| para o caso O(Ny) x Z. A esquerda
0 caso Sgn= 1 e a direita o caso Sgn=—1. Para Ny, = 2 (linha preta cheia)
e Ny =1 (linha vermelha tracejada).

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

Fonte: Autoral (2021)

Note que, se avaliarmos diretamente o modelo O(Ny) x Z» a luz do teorema
de Coleman, a Unica quebra de simetria possivel seria O(Ny,) x Zo — O(Ngy), uma
vez que a simetria Z, € uma simetria discreta. Portanto, com esta pequena e simples
analise prévia vemos que o Unico caso possivel é de Sgn= 1, conforme ilustra o grafico
a esquerda da figura 4.3.

Em uma analise precipitada poderiamos afirmar que O(Ny,) x Zp — O(Ny,) —
O(Ny) x Zp, mas como ja justificamos no capitulo 3, a aparente fase reentrante € um
efeito da falta de eficiéncia da ressoma apds o ponto critico, e ndo ha um efeito fisico
real associado com a reentrancia.

4.3.3 Caso com simetria 75 x 75

Para uma ultima analise fixaremos Nq, =1e Ny =1, formando assim uma teoria
Zo x Zo. Neste caso a teoria poderia ser vista como representando dois modelos de
Ising bidimensionais acoplados. Com esta escolha, o0 modelo possui apenas simetrias
discretas e o teorema de Coleman nao é mais aplicavel. Os resultados obtidos para a
OPT estéo ilustrados na figura 4.4.

Como fica evidente, neste caso poderemos ter Zo x Zo — 75, no caso Sgn= 1,
e Zo x Zo — Assimétrico, no caso Sgn= —1. Ja que o teorema de Coleman n&o é valido
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Figura 4.4 — Grafico de M2/m? em funcéo de |g| para o caso Zp x Zp. A esquerda o
caso Sgn= 1 e a direita o caso Sgn= —1. Para Ny = 1 (linha preta cheia)
e Ny =1 (linha vermelha pontilhada).

Fonte: Autoral (2021).

para esta versao particular do modelo, qualgquer escolha de sinal do acoplamento entre
0s campos é fisicamente permitida.

A tabela 4.1 sumariza os resultados que obtivemos em cada caso considerado.

Tabela 4.1 — Resultados Obtidos pela OPT dentro das parametrizagdes (4.12) e (4.13).

Grupo de Simetria | Sinal do Acoplamento Admissibilidade
+ Fisicamente admissivel, se Ny > 3
O(Np) x O(Ny) - Fisicamente inadmissivel

+ Fisicamente admissivel
O(Nd’) X L2 - Fisicamente inadmissivel
+ Fisicamente admissivel

Zz X Zz

- Fisicamente admissivel
Fonte: Autoral (2021).

4.3.4 Parametrizacao Alternativa

Para verificar que os comportamentos observados nao sdo dependentes da
parametrizacdo que escolhemos, podemos voltar a equacao (4.6) e fazer a escolha
oposta que fizemos na equagéo (4.10) :

lgl N
%> 5 (4.14)

Isto nos leva a seguinte escolha para a parametrizacéo:

5 N
g¢=§|glN¢’i2, (4.15)
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N + 2
9x =19l : (4.16)
X

Avaliando cada um dos trés casos apresentados anteriormente, agora neste
conjunto de parametrizagéo, notou-se que, do ponto de vista qualitativo, todos os com-
portamentos observados nao foram alterados. Vale ressaltar que para o caso particu-
lar do modelo O(N) x Z» foi realizada a troca entre a simetria dos setores, ou seja, foi
considerado o modelo Zo x O(N), para manter a coeréncia.

4.4 PARAMETROS VARIACIONAIS NAO DEGENERADOS

Uma analise mais geral pode ser feita considerando o caso onde ndo temos

0s parametros variacionais degenerados. Neste caso, mantendo mé = m>2< =m,a

introducdo dos termos Gaussianas da OPT tornam-se: m% — m? +n§) e mZ — m?+n2.

Com tais consideracdes, obtemos:

M2 A7 N: N: + 2)gf2 N-gﬁ?
TN T [/7 I L LN AL A il
m 2n n(1+92)  2n(1+0?)
_ 52(Ni+2)9,-2 ‘_62(Ni+2)Njgig '_62(Nj+2)NijQ g2 N;N;g? L
(1+02)m " 0 2r2(1+q2) U 2nP(14n2) U 4m2(1+02)
2
_ s2Ni+2)g; o2 Nig [ﬂz
2(1+12) 2m2, /(1 +72)(1 +7%)
i \/ n; le
1412 1412 1402 /1447
- 2tanh™' [ | —ZL | In L - Lo | oL L , (4.17)
14172 1+%2 1472 \1+72° 7’2

sendo que @(z, s, a) é a funcao transcendental de Lerch, que é dada por:

O
®(z, s, a) Z @+ )3 (4.18)

n=0

Diferentemente dos demais, o calculo do ultimo termo foi realizado no espaco
de posicoes (detalhes deste célculo podem ser encontrados no apéndice C). Neste
caso, a otimizacdo das massas fisicas ao quadrado serdo dadas por:

dM’? 0 (4.19)
2| TV :
dTl,' n;
e
dM’? 0 (4.20)
dn2 B o '
/'
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gerando assim um conjunto de dois parametros variacionais otimizados para cada um
dos dois campos. A Unica diferenca que esta formulagédo gera nos resultados esta no
fato de que os graficos ndo mostram mais a suposta fase reentrante. A figura 4.5 ilustra
0 caso Z» x Zo com parametros diferentes.

Figura 4.5 — Gréfico de M,.2/m2, com ng, # Ny, em fungado de |g| para o caso Zp x Zp. A
esquerda o caso Sgn= 1 e a direita 0 caso Sgn=—1. Sendo Ny, = 1 (linha
preta cheia) e Ny = 1 (linha vermelha tracejada).

of ] 1.0f-

0.5F
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Fonte: Autoral (2021).

Como o sistema no qual obtivemos a otimizagdo dos parametros variacionais
sa0 mais complexos, uma vez que vem da solucao simultdnea de duas equacoes, nao
€ possivel otimizar-se n para todos os valores de acoplamento. Para que os valores
otimizados sejam da mesma magnitude, ndo podemos ter um parametro com valores
muito superiores aos dos demais. A figura 4.6 ilustra bem a situagc&do, mostrando que
emtornode g ~ 1.5, Tl? vindo da otimizacéo de M% passa a assumir valores muito mai-
ores que os demais parametros otimizados. Sendo assim os resultados considerados
para o campo x na figura 4.5 estéo limitados até g ~ 1.5.

Figura 4.6 — Grafico de n,?/m2 em funcdo de |g| para o caso Zs x Z». A esquerda o
caso Sgn= 1 e a direita o0 caso Sgn= —1.

ng,1 ! N1
2 3
8 ’7¢,2 .......... ',,’ 4 r]¢ D aememmmaneees
6 I]X . /' Ny 1 2
o~ , % o L) mmmmmemmees
N,\E , '/' NE ] ¢ ,
S ,p M2 ./, s px2

_ - mmmmmmmmeee
B PR

. PApEL L

il

Fonte: Autoral (2021).
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Percebe-se que no regime considerado o sistema nao apresenta nenhuma evi-
déncia da fase reentrante, diferentemente da figura 4.4. Porém, o mesmo comporta-
mento qualitativo € observado (0 mesmo vale para os demais casos). Este comporta-
mento reforca a argumentacao de que a fase reentrante é apenas um reflexo da falta
da analiticidade da expansao perturbativa apds o acoplamento critico ter sido atingido.

E portanto fica evidente que, independentemente da formulacao e parametriza-
¢ao adotadas, os resultados qualitativos se mantém os mesmos, com a vantagem de
que o caso onde consideramos parametros de otimizagao distintos o aparecimento de
uma (falsa) reentrancia é automaticamente excluido.
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5 CONFORMABILIDADE DE MODELOS ESCALARES O(N) x O(Ny) EM 2+1
DIMENSOES

O estudo da teoria de campos conforme (CFT) teve como ponto de partida a
publicacédo da referéncia (BELAVIN et al., 1984) e desde entdo tem sido explorada em
diferentes linhas de pesquisa em Fisica e Matematica. Uma das possiveis aplicacdes
de CFT é em teoria de cordas, uma vez que a variavel dindmica desta teoria pode ser
representada por uma CFT em duas dimensdes espaco-temporais (BANKS, 1988).
Uma outra aplicagdo para CFT aparece em fendmenos criticos em 1+1 dimensdes
e, mais especificamente, no efeito Hall quéantico (PETERSEN, 2019). Na mecénica
estatistica a CFT pode ser utilizada para a classificacao da classe de universalidade,
célculo dos expoentes criticos, calculo de amplitudes universais, assim como efeitos
de tamanho finito na criticalidade. Além disto, também possibilita o calculo de propor-
cbes de quantidades termodinamicas e de funcdes de correlagdao em regides proximas
e distantes da criticalidade (CARDY, 2008).

Um exemplo da descricdo do comportamento critico por uma CFT pode ser
visto no modelo de Ising em duas dimensdes. Em altas temperaturas este modelo
apresenta uma fase desordenada, ao passo que uma fase ordenada € observada em
baixas temperaturas. As duas fases estao relacionadas por uma dualidade no modelo
e hd uma transicdo de fase de segunda ordem no ponto auto dual. Na transicdo de
fase, as configuracoes tipicas possuem flutuagdes em todas as escalas de compri-
mento. Portanto, a teoria de campos que descreve este modelo na regido critica deve,
no minimo, apresentar uma invariancia sob a escolha de escalas (GINSPARG, 1988).
Note que o comportamento descrito € exatamente o que observamos no capitulo 3,
onde o modelo considerado se torna independente de qualquer escala (conforme) em
g =Jc-

Modelos super-renormalizaveis, em trés dimensdes do espaco-tempo, com pa-
rametro de massa nulo e em temperaturas ndao nulas sao promissores para o estudo
e andlise de CFT. Neste numero de dimensdes a constante de acoplamento possui
dimensdo canbnica [A] = 1, o que permite uma adimensionalizacdo em termos da
temperatura, ou seja A — A/T. Assim regides de acoplamento forte podem ser estu-
dadas no regime de baixas temperaturas, enquanto regides de acoplamentos fracos
séo investigadas tomando o limite de altas temperaturas. Com estas consideragdes, 0
modelo escalar com simetria O(N) foi estudado na referéncia (ROMATSCHKE, 2019a),
no limite de N-grande. Um dos resultados mais importantes deste estudo mostra que
a proporgao entre a densidade de entropia do sistema fortemente acoplado (A — )
e do sistema livre (A = 0) pode ser expressa cOmo a razao S/Sgee = 4/5. E interes-
sante que esta proporcao seja similar ao valor de 3/4 obtida dentro do contexto cali-
bre/gravidade para o sistema de N = 4 Super-Yang-Mills quadridimensional (GUBSER
et al., 1998).
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Com os resultados obtidos para 0 caso bosénico podemos nos perguntar como
o sistema é afetado pela introducao de férmions. Para obter esta resposta a referén-
cia (DEWOLFE; ROMATSCHKE, 2019) utiliza o modelo supersimétrico O(N) Wess-
Zumino, que representa uma CFT pura (é conforme para todos os valores de acopla-
mento). Neste caso foi obtida a proporgao s/sqee = 31/35 para o caso com mesmo
numero de bosons (Np) e de férmions (Ng). A proporcéo de 31/35 foi confirmada para
o modelo de Yukawa-Gross-Neveu no caso de Ng = 1/4 e para o modelo de Yukawa-—
Nambu—Jona-Lasinio com Ng = 1/2 (PINTO , 2020).

Uma outra pergunta possivel € se a propor¢ao de 4/5 entre as densidades de
entropia do sistema bosbnico se mantém valida no caso de incluirmos a interacao
com um outro campo boso6nico. Para verificar esta possibilidade, neste capitulo iremos
analisar o comportamento de quantidades termodinamicas para todos os regimes de
acoplamento no modelo O(Ny,) x O(Ny) no caso de temperaturas finitas e massa nula
em 2+1 dimensdes. Além disso exploraremos a possibilidade de existirem condicdes
que tornem o modelo uma CFT pura.

Investigaremos ainda o caso particular do modelo Z, x O(N) proposto na re-
feréncia (CHAI et al., 2020), no limite de N-grande. Este modelo € uma interessante
proposta entre os modelos de CFT, uma vez que ele pode apresentar uma quebra de
simetria global na forma O(N) x Zo — O(N), conforme discutido no capitulo anterior.

5.1 O MODELO

Fazendo uma pequena adaptacao na nomenclatura anterior, reescrevemos: ¢ —
b1 e x — $o. Desta maneira podemos adotar a mesma notacéo da referéncia (GRA-
BOWSKI, 1990). Para o presente estudo devemos também anular os termos massivos,
uma vez que estamos interessados na conformabilidade do modelo. Assim temos:

2
L= S 0ubi—g > 007, 5.1)
i ij=1

comi,j=1,2e A1 =Aq,A20 = Ao, A{2 = Aoy = —A sendo as componentes da matriz de
acoplamento. Note que caso escolhéssemos a matriz de acoplamento na forma A =
A1, sendo A uma constante e 1 a matriz identidade, ndo teriamos um modelo O(Ny) x
O(N») e sim duas copias do modelo O(N). Como apresentado no capitulo anterior
(e detalhado no apéndice C), as condi¢cdes para que a energia potencial seja limitada
inferiormente impdem que A > 0, A» > 0 e 4A1As > A2 | e portanto, A pode ser negativo
ou positivo. Diferentemente dos capitulos anteriores, estamos agora interessados na
obtencao direta de quantidades termodinamicas. Aqui calcularemos o potencial efetivo
(ou energia livre de Landau) através da aproximacgao de campo médio (MFA):

1 Aik  2) =1 Ajl o
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A aproximacao de campo médio para o potencial de interesse pode ser escrita
como: ] R 1
—cl>j2 /d)/ G,?\U 0j+ 5 G,Cb (5.3)

com os elementos da matriz de acoplamento inversa sendo 7\‘1 = Aoly, A 2 = My,
)\12 = ?\2 = My e v = det(A) = AMAo — A2, Portanto, utilizando a MFA obtemos a
seguinte densidade Lagrangiana:

’
LvFa~ 5 Z(audﬁ)2 — Ve(d3, 03, 01, 02) , (5.4)

i
com o potencial classico representado por:

2 2
1 _ 1
Vc(d)?,d)g,ﬁpﬁz) =3 Z 0/7\,-1-1 Gj+§ZG,-d)‘,-2. (5.5)
i.j=1 i=1

E facil ver que a equacao (5.4) é completamente equivalente a equagéo (5.1). A
partir da equacao (5.4) podemos seguir a referéncia (KLIMENKO, 1989) e assim obter
a seguinte energia livre de Landau:

1 1
F= — 5(7\2(7$ + Aq O'S +2A0109) + 5(01 dﬁ + sz>§)
N1 d3p 2 No . d3,0 2
-2 I/ (2m)3 In(p _G1>_?I/ (2m)3 In(p _02>. >0

Com o intuito de introduzir a temperatura no sistema e calcular as integrais
em trés dimensdes espaco-temporais, vamos adotar as transformacdes de Matsubara
(descritas no apéndice D) em 2 + 1 dimensdes. Assim obtemos:

1 1
F= — E()\zcﬁ +Aq O‘S +2A0109) + 5(01 d)% + chbg)
Ny r 3/2 T 73 T 1
- ? 1 4 \/—_L|2 (e ) + 7L|3 (e )
r 3/2 3
_ % _+ \/_—le (e—\/@T) +T?Li3 (e—\/@T) . (5.7)

Onde Lin(x) representa a funcao polilogaritmica de ordem n dada por:

o0
Lln Z
k=1

cujas propriedades podem ser encontradas na referéncia (HABER; WELDON, 1982).

(5.8)

3%
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5.2 TERMODINAMICA

Para comecarmos a obter algumas quantidades termodinamicas do modelo pre-

cisamos minimizar a energia livre em relagdo aos campos: af )7 =0e ac, )7 =0. Isto
resulta nas equagdes de gap:
Gjp;=0,vi, (5.9)
° 1 1 N; 1
LU D YRS B = _eVOilTY| _
ST AT + 507+ [\/E,+2T|n(1 e )} 0. (5.10)

Como pode-se verificar, a fungéo In(1—e™*) é monotonicamente decrescente
no intervalo x € (0,c0), sendo assim desnecessario nos preocuparmos com polos.
Tomando a equagéo (5.9) e escolhendo ¢; = 0 podemos reescrever a equagéo (5.10)
como: 1 N

;(7\1-6,-+7\6j)+8—7’([\/§,'+2Tln(1—e‘ﬁ/T>]=O, (5.11)

com i #j=1,2. Note que, a partir de uma anélise mais cuidadosa da equacgao (5.6),
€ possivel reconhecer o argumento das fungdes logaritmicas como o inverso do pro-
pagador bosénico, onde o, faz o papel do parametro de massa ao quadrado. Assim,
/0 pode ser interpretado como a massa térmica da teoria. Uma vez estabelecidos
os pontos de minimo da energia livre de Landau podemos utilizar P = —F(¢;, 5;) para
obter a presséo:

r
P = 2y(A201 + A 02+2?\G1 Oo) +
[ LVOTR (T V5
+ Zz Gﬂ 7'T Lis (e T)+—L|3( r) . (5.12)

Tomando a relacdo termodindmica que associa pressao e a densidade de en-

P , 30 0P :
tropia: s = 37 + 5755 Obtemos:

ZN [ oiln ( @) +3T,/GjLip (e‘@)

> Vi
+ 3T2Lig (e‘T)] . (5.13)

Uma vez tendo obtido expressdes que determinam as quantidades termodina-
micas relevantes, estamos prontos para obter os primeiros resultados deste capitulo.

5.3 RESULTADOS

Inicialmente é interessante voltarmos para a equacéo (5.11) e reescrevé-la em
termos de quantidades adimensionais. Isto pode ser facilmente feito notando que as
constantes de acoplamento possuem dimensdes canénicas [A;] = [A] = 1 e portanto
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podem ser reescritas na forma adimensional com g; = A/T e g = M T. Também
podemos definir a massa térmica adimensional por m = /o;/T. Resultando em:

Vo (gjm2+gm )+g[[m,-+2ln(1—e‘mf)] =0, (5.14)
onde yg = (7\1 Ao — 7\2> /T? = 919> — g2. Perceba agora que os casos de acoplamento
forte e fraco podem ser facilmente obtidos ao tomarmos, respectivamente, T — 0 e
T — oo. Tomando g — 0 (ou T — oo) obtemos my = my, = 0, enquanto no caso
g — oo (ou T — 0) o resultado my = my, =2In ®, sendo © = %5 a proporgao aurea.

Retornando para a pressao e a densidade de entropia, dadas pelas equagodes
(5.12) e (5.13) respectivamente, podemos reescrevé-las em termos das quantidades
adimensionalizadas:

P = T—S (g m4+g m4+2gm2m2>
2Yg 2 11712 171772
+ ZWZN[ +mjLip (6™) + Lig (e_m")], (5.15)
e
ZN =m?In (1-e™) +3mLip (6™™) +8Li (¢™™)] . (5.16)

Utilizando as ultimas expressdes podemos avaliar a entropia nos limites de aco-
plamento fraco e forte. Com este fim, basta utilizarmos os resultados para a massa
térmica adimensional. Obtemos entao:

372
lim s=——C@)(Ny + No) = Sfree, (5.17)

my 2—0 27

sendo ((x) a funcdo zeta de Riemann. Note que este resultado pode ser facilmente
obtido se considerarmos dois gases ideais bosonicos relativisticos. Para o regime de
acoplamento forte temos:

2

i - 12T @I + No) = g Spee. (5.18)
Portanto, a proporgéo entre a densidade de entropia do sistema livre e do sis-
tema altamente interagente € a mesma para todos valores de Ny e No. Como este
€ exatamente o valor obtido para o caso do modelo O(N) tridimensional estudado na
referéncia (ROMATSCHKE, 2019a), concluimos que a propor¢ao s/Sge = 4/5 parece

ser universal para modelos escalares.
A proxima quantidade a ser analisada é a medida de interagdo (ou anomalia do

traco), que em d dimensdes espaciais, é definida por:

A=e—dP, (5.19)
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com e = Ts—P representando a densidade de energia. A medida de interacao também
pode ser vista como o tragco do tensor energia momento e para uma CFT pura possui
um valor identicamente nulo, assim como para o gas livre. Esta quantidade esta dire-
tamente associada com a medida conforme C = %. Substituindo a entropia e pressao
dadas pelas equacoes (5.15) e (5.16), obtemos:

A 1

T3 " 2vq

Se quisermos estabelecer condi¢oes para que o modelo O(Ny) x O(Ny) seja

um CFT pura, sera necessario exigir A = 0, em todos valores de acoplamento. Isto
apenas ocorrera no caso onde:

(ggmﬁ1 + 01 mg + 29m12m§> . (5.20)

gsz + g1 mg + 29m$m§ =0. (5.21)

E simples obter que a solugdo para a equaco (5.21) é dada por:

2 2_ 2
o __9m; £1/0% - 4010 | 522)

: 29>

entretanto, por conta das condicdes de limite inferior sabemos que g2 < 4919>. Por-
tanto para que a equacao (5.21) seja satisfeita € necessario que ml-2 € C. Isto descarta
a possibilidade do modelo ser uma CFT pura. Apesar disto continua sendo interes-
sante avaliar a equacao (5.20) nos limites de acoplamento forte (my = mo = 2In®) e
fraco (my = mo = 0). Vemos que, se fizermos a escolha g < 0, a medida de interacao
do sistema se anula em ambos os limites nos revelando que, nestes limites, o modelo
e uma CFT.

Apos ter explorado as propriedades de conformabilidade, podemos investigar
as possiveis transicoes de fase. Para realizar esta investigacdo de forma coerente é
necessario o conhecimento do teorema apresentado a seguir.

Teorema de Mermin-Wagner (MERMIN; WAGNER, 1966), diferente do teorema
de Coleman, apresentado anteriormente, refere-se a quebras de simetrias continuas
em temperaturas finitas. Este teorema nos diz que sistemas com interagdes de curto
alcance, em baixas dimensodes (espacialmente uni e bidimensionais) e T > 0 nao
podem apresentar quebras de simetrias continuas. Uma forma intuitiva de pensarmos
nesse teorema é se identificarmos as transformagdes de Matsubara (equacdes (D.1) e
(D.2) do apéndice D) como uma reducao dimensional aplicada a coordenada temporal
do modelo. Assim este procedimento poderia ser visto como uma transformacgao que
remove a dependéncia temporal do sistema (substituindo pela temperatura). Portanto
o modelo em 2+1 dimensdes passa a ser em 2 dimensdes, caindo novamente no
teorema de Coleman.

Portanto, a existéncia deste teorema implica que se quisermos avaliar quebras
de simetrias serd necessario que, pelo menos, um dos setores apresente uma simetria
discreta. Assim, iremos fixar Ny =1e No = N.
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54 CASON;=1EN,=N

Quando fazemos a escolha Ny =1 e No = N, temos como resultado uma teoria
Zo x O(N) (CHAI et al., 2020), um caso interessante, onde misturamos um grupo de
simetria discreto e um continuo, para o estudo deste modelo iremos aplicar o limite
de N-grande. Para que o limite de N-grande seja aplicado de forma consistente, é
necessario realizar o reescalonamento das constantes de acoplamento : A; — Aj/N e
A — A/N, assim como também lembrar que estaremos considerando N — oo.

Aplicando os teoremas da Ultima segao, conseguimos saber de antemao o que
é fisicamente permitido acontecer quando calculamos as contribuicdes térmicas neste
modelo em 2+1 dimensdes. Devido ao teorema de Mermin-Wagner, a simetria que
pode ser quebrada € a discreta, portanto se tivermos uma quebra de simetria ela deve
ser da forma Zs x O(N) — O(N).

Entdo podemos voltar a equacao (5.7) e utilizar nossa escolha do numero de
espécies de cada setor assim como aplicar os reescalonamentos e tomar o limite de
N-grande. Tomando ¢ = 0, obtendo as seguintes equacdes de gap:

% 1 2 my =
e
2 g 2
=—2ms. 5.24
my g2 (5.24)

Note que no caso T — oo (g — 0) temos m; = 0, portanto ndo ha quebra de
simetria. Para T > 0 temos, como solug&o n&o trivial, m3 > 0 e m? < 0. Em particular,
para T — 0 (g — o) teremos mo =2In® e m12 < 0. Portanto vemos explicitamente
que ocorreu uma quebra de simetria nos valores intermediarios dos acoplametos (ou
temperaturas finitas).

Como verificamos, a quebra ocorrera no setor associado a ¢1. Portanto para
fins computacionais escolheremos g4 = 0.1|g| e go = 50|g|, garantindo as condi¢des
de limite inferior na energia potencial e possibilitando a obtencao da figura 5.1. Em
um dos graficos temos o comportamento das massas térmicas adimensionais ao qua-
drado, enquanto o segundo mostra explicitamente a quebra da simetria no setor Z».
Isto é, mostra m12 partindo de zero, no limite |g| — 0 e assumindo valores negativos,
quando |g| — oo.

Para obtermos a pressédo podemos utilizar a equagao (5.12) e aplicar as esco-
lhas do numero de componentes em cada setor, assim como as consideracgoes de
N-grande. Portanto é simples de ver que a pressao sera:

P 3| 1 4 4 2 2
N = T {% <g2m1 + g1 My +2gm; m2)
3
ms m 1
) 2 . - . -
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Figura 5.1 — Imagem a esquerda: grafico de ml-2 em funcao do acoplamento. m~12, linha
vermelha tracejada e m% na linha preta cheia. Imagem a direita: grafico
de m‘? em func¢ao do acoplamento.
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Fonte: Autoral (2021).

Fazendo o mesmo na equacéao (5.13), obtemos a densidade de entropia:

2
% = ;—T[ [8mpLip (67™) + 3Liz (67™) —myIn (1—-e7™2)] | (5.26)

que nos permite gerar a figura 5.2, a qual mostra explicitamente que a proporgao
entre as densidades de entropia em regime de acoplamento forte e acoplamento fraco

Figura 5.2 — Densidade de entropia, normalizada por Sg..., para todos os valores de
acoplamento no modelo com simetria Zo x O(N)

s/ Stree
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Fonte: Autoral (2021).

Utilizando a definicdo da medida de interagdo dada na equagéo (5.19), é sim-

ples obter:

4
A omj
TN " 20 527)
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A figura 5.3 ilustra 0 comportamento desta quantidade, confirmando que o mo-
delo representa uma CFT nos limites de acoplamento fraco e forte, portanto o modelo
Z5 x O(N) € um exemplo possivel de teoria conforme em temperatura finita que aceita
quebra de simetria global.

Figura 5.3 — Medida de interagao, normalizada por NT3, para todos valores de acopla-
mento no modelo com simetria Zo x O(N)
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Fonte: Autoral (2021).

A/NT?(x100)

Assim, neste capitulo concluimos que o resultado s/sye = 4/5 obtido pela re-
feréncia (ROMATSCHKE, 2019a) € universal para modelos escalares. Também veri-
ficamos que néo ha condicdes fisicamente aceitaveis onde o modelo O(Ny) x O(Nb)
descreva uma CFT pura. Considerando o modelo Z» x O(N) proposto na referéncia
(CHAI et al., 2020), verificamos que a quebra de simetria Zo x O(N) — O(N) ocorre
pela geracao de massa térmica, sem alterar o comportamento da medida de interacéao
nos limites de acoplamentos fortes e fraco.
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6 CONCLUSAO E PERSPECTIVAS

Neste trabalho estivemos principalmente interessados em estudar transi¢coes
de fase em modelos escalares, em 1+1 dimensdes e 2+1 dimensdes. Primeiramente
focamos no modelo Ap4 em 1+1 dimensdes com simetria Z», uma vez que o teo-
rema de Coleman proibe quebras de simetrias continuas neste nimero de dimensdes.
Utilizando resultados perturbativos recentes disponiveis em N8LO pudemos testar e
estabelecer a confiabilidade do método de ressoma conhecido como OPT. Tal aplica-
cao forneceu valores para acoplamento critico que estdo em 6tima concordancia com
o estado da arte do modelo. Implementando a ressoma na massa fisica, M, obtivemos
solugdes apenas para as ordens impares. Os resultados obtidos partem de gc = 3.760
em primeira ordem até atingirem g¢ = 2.779 em sétima ordem. Este resultado esta em
6tima concordancia com o valor g¢c = 2.807(34), considerado o estado da arte, obtido
para em oitava ordem através da ressoma de Borel na referéncia (SERONE et al.,
2018). Quando a OPT ¢ aplicada na massa fisica ao quadrado, M2, os resultados apa-
recem nas ordens perturbativas pares, partindo de gc = 1.511 na segunda ordem até
atingir o valor gc = 2.373 na oitava ordem. Isto nos permite concluir que a convergén-
cia da ressoma da massa fisica se da de maneira muito mais eficiente do que aquela
da massa fisica ao quadrado.

Tendo em vista recentes resultados (SBERVEGLIERI et al., 2021), que apontam
para uma possivel segunda transicdo na versao tridimensional do modelo, analisamos
o comportamento da ressoma da massa fisica ao quadrado na regido supercritica,
g > gc. Os resultados obtidos nos permitem concluir que, apesar da regiao supercri-
tica ser muitas vezes negligenciada, ela pode possuir informag¢des que aceleram a
convergéncia da ressoma de M2. A exploragdo desta regido nos permitiu fazer uma
extrapolagao simples que nos forneceu o valor g¢ = 2.785, que também esta proximo
ao valor obtido na referéncia (SERONE et al., 2018).

Assim, mostramos que os resultados obtidos tanto pela ressoma de M quanto
de M2 estdo em 6timo acordo com o que foi obtido em outros procedimentos de res-
soma, como truncamento de hamiltoniana (RYCHKQV; VITALE, 2015; BAJNOK; LA-
JER, 2016; FITZPATRICK et al., 2018b), produto de matrizes de estados uniformes
(BOSETTI et al., 2015) e métodos nao pertubativos como Monte Carlo (MILSTED et
al., 2013; SCHAICH; LOINAZ, 2009), que prevéem um valor de acoplamento critico en-
tre 2.75—-2.788. Como ficou evidenciado, os diagramas associados aos tadpoles, que
s&o proporcionais a In (uz/m2>, desempenham um importante papel na ressoma rea-
lizada pela OPT. Enquanto na teoria perturbativa estes diagramas se anulam quando
se escolhe p = m, na OPT estes termos se tornam In |u2/(m? +12)| e devem ser
considerados.

Através da OPT também conseguimos obter valores para os expoentes criticos
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na segunda ordem perturbativa (primeira ordem néo trivial). Os resultados obtidos
indicam uma ligeira melhora em relacdo aos obtidos por meio da MFA. Verificamos
também que € possivel obter, numericamente, valores proximos ao valor exato para
um dos expoentes criticos.

Em seguida, interessados em transicdes quanticas em modelos escalares em
duas dimensdes espago-temporais, voltamos nossa atencéo para o grupo de simetria
O(Ny) x O(Ny). Neste caso estudamos se seria possivel determinar condi¢oes nas
quais o modelo respeite o teorema de Coleman. Utilizando a OPT verificamos que,
sob determinadas condigbes (interacdo repulsiva e numero de componentes em um
dos setores maior que trés), o caso O(Ny,) x O(Ny) ndo apresenta nenhuma quebra de
simetria e portanto € fisicamente viavel. Também concluimos que a escolha especial
O(Ny) x Z5 pode ser considerada uma vez que haja uma interagao repulsiva entre os
dois diferentes setores. Neste caso o sistema apresenta uma quebra de simetria na
forma O(Ny) x Zo — O(N). O caso trivial de Zp x Z, também foi investigado. Como
o teorema de Coleman nao é aplicavel neste caso, a interacdo entre os diferentes
setores pode ser tanto repulsiva quanto atrativa.

No ultimo capitulo, interessados na analise de teorias conformes, estudamos o
modelo O(Ny) x O(Ny) em trés dimensGes espago-temporais no regime de tempera-
turas finitas e massas nulas. A fim de avaliar se seria possivel estabelecer condi¢cdes
onde o modelo é uma CFT pura obtivemos quantidades termodinamicas, tais como a
pressao e a densidade de entropia, em todos os regimes de acoplamento. Concluimos
que nao ha condigbes fisicamente aceitaveis para que o modelo O(Ny) x O(Ny) seja
uma CFT pura. Também verificamos que a densidade de entropia deste modelo em
regimes de acoplamento forte é s = 4/554,,, independente de escolhas particulares
para Ny e Ny, mostrando que nos limites de acoplamentos forte e fracos o modelo €
uma CFT. Analisando a densidade de entropia em acoplamentos fortes, notamos que
ela sugere uma universalidade entre os modelos escalares para os resultados obtidos
no modelo O(N) em trés dimensbes espaco-temporais estudado na referéncia (RO-
MATSCHKE, 2019a), que é um resultado similar aquele obtido através da dualidade
calibre/gravidade no sistema N = 4 super-Yang-Mills quadrimensional (GUBSER et al.,
1998).

Finalmente, motivamos pela referéncia (CHAI et al., 2020), investigamos a pos-
sivel existéncia de uma teoria conforme com quebra de simetria global, Zo x O(N).
Verificamos que, assim como proposto, este modelo apresenta uma quebra de sime-
tria Zo x O(N) — O(N), porém a quebra ndo afeta a sua conformabilidade nos regimes
de acoplamento forte e fraco.

Um passo futuro para a analise do modelo Z, seria o estudo do caso de SSB,
m? < 0, que da origem a dualidade de Chang (CHANG; WRIGHT, 1975; CHANG,
1976), sob a perspectiva da OPT. Outro ponto de interesse é o calculo analitico dos
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expoentes criticos em ordens superiores a segunda.

No modelo Z5 x O(Ny) em 1+1 dimensdes ainda pode ser realizado o estudo de
um caso onde um dos campos sofre uma SSB, isto €, um dos parametros de massa
dos campos sejam negativos (por exemplo, m% <0e m>2< > 0). Isto pode levar em um
resultado similar a ja mencionada dualidade de Chang.
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APENDICE A - AUTOENERGIA COM DOIS LOOPS

O objetivo deste apéndice é realizar, de forma explicativa, o célculo dos dia-
gramas de Feynman para o modelo A¢* em segunda ordem, deixando claro quais
passos foram dados e quais identidades matematicas foram utilizadas. Vale lembrar
que os calculos destes diagramas sao, em geral, uma combinagao entre resultados
obtidos analiticamente e resultados numéricos para certas integrais que envolvem os
chamados parametros de Feynman, como veremos a seguir.

Primeiramente comecemos com o célculo da integral de propagadores em D
dimensdes espaco-temporais que sera muito utilizada. O calculo desta integral pode
ser feito seguindo a referéncia (RAMOND, 1981). Entretanto o procedimento realizado
na referéncia (KLEINERT; SCHULTE-FROHLINDE, 2001) é muito mais detalhado e
algumas de suas partes estarao aqui expostas.

Primeiro fazemos a transformacéo para coordenadas polares:

(D) = /OO d%p H/ sin® 0,.do / dppP
T ) )P p2 + m2 271 D KEEk PP 02 + m2
1 * D—1 1
d : A1
(4m)P2r(Dr2) /o PP P2 + m? (A1)

Agora com a seguinte mudanca de variaveis: p?2 = ym?, podemos reconhecer a
representacao integral de uma fungéo Beta:

Bloy) = o = [y (a2
Assim, ficamos com:
1 > D1
D) (47I)D/2F(D/2)/o dpp P2 + m?
I (L G S O 1
- (47I)D/2F(D/2)/o dy7=(T+y)
_ (m?)P2T r(D2)r(1-Di2)
~ (4m)Pr(Dpre) r(1)
(mZ)D/2—1 ~
Wm D/2). (A.3)

A integral apresentada em (A.1) € a versdo mais simplificada entre as que apa-
recem durante o célculo de diagramas da teoria escalar, porém sua generalizacao é
quase imediata. Sendo assim a forma mais geral desta integral € dada por:

< dPp 1 NA- D/2)
I(D, a;q) = = . A.4
0.2 | oo 2 2pq v mA ” PR - pon Y
Nos proximos diagramas, a equacao (A.4) sera utilizada de forma direta. Antes
de seguirmos para o calculo dos diagramas sera util introduzir as seguintes notacoes:
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=2 A9

1 1
A(p) ~ p2+m?’
Um exemplo um pouco mais complexo deste tipo de calculo diz respeito ao
diagrama conhecido como double scoop:

(A.6)

A2 1
R /pA(p) /q A%(q) -

Note que o loop externo deste diagrama € muito similar ao que foi considerado
na equacao (2.15). Por conta disto podemos esperar o0 mesmo comportamento de
divergéncias em 2 e 4 dimensdes apresentadas anteriormente. Utilizando a equacao
(A.4) e considerando, primeiramente, a integral em q temos:

oo AD —
I(q;2)=/_ d~q 1 I'2-D/2) 1

00 (27T)D (q2 + m2)2 (47T)D/2r(2)(m2)2—D/2 = y— (A.8)

Note que na ultima igualdade foi utilizado D = 2 — 2¢, efetuada a expanséo
em torno de ¢ e tomado o limite ¢ — 0. Ao mesmo tempo a integral em p é idéntica
a equacéao (A.1), ou seja, apresenta uma divergéncia ultravioleta. Utilizando a densi-
dade Lagrangiana de contratermos € possivel mostrar que o contratermo apresentado
na equagao (2.24) é suficiente para cancelar quaisquer divergéncias decorrentes de
uma insercao do tipo fadpole. Sendo assim, o diagrama do tipo double scoop ja esta
renormalizado e nos permite obter o seguinte resultado finito:

A2 A m?

Agora podemos passar para um exemplo consideravelmente mais complexo
que requerera mais atencao e a utilizacado de um novo ferramental. O diagrama que
calcularemos é conhecido como setting sun:

'e' - 7\62 /k /, A(k)A(I)A1(p Tk=1) (A10)

Note que agora temos um propagador que mistura os momentos internos (k e /)
com o momento externo (p). Esta mistura nos impede de usar (A.4) diretamente e nos
faz primeiro manipular os propagadores para que figuem de uma forma mais usual.
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Para tratarmos com esses propagadores iremos introduzir o conceito de para-
metros de Feynman, os quais podem ser obtidos a partir da seguinte identidade ma-
tematica, a demonstracdo desta identidade pode ser encontrada na referéncia (KLEI-
NERT; SCHULTE-FROHLINDE, 2001):

1 ZI 1 O('/ d 1 - ZI 1 XI HI 1 I A 1 1
AN ...A‘Xn H M« H ST« ) (A11)
1 4 =1 (X7q xiAp) ==

As quantidades representadas por x; sdo identificadas como parédmetros de
Feynman. Munidos da equagéo (A.11) podemos combinar os propagadores:

1 1
Alp+k=NA() — [(p+k=1N2+m?] (2 +m?)

1 1 5(1=xq = Xxo)x9x9
) /dx1/dX2 (1= X1 = X2)X7' X5 y
rnra) Jo 0 “{x; [(p+k—12+m?] +x5 (P +m?)}
(A.12)
Analisando a fungéo & de Dirac verificamos que:
1 —X1—Xo = 0
X4+ Xo = 1
Xo = 1—x1—>{ = (A.13)
Xo=1-—X.
Utilizando a equacao (A.13) e simplificando a equacéo (A.12) obtemos:
L / dx 1 5 - (A.14)
Alp+k—=NA {x[(p+k=12+m2] +(1=x) (2 +m?2)}
Considerando apenas o denominador do integrando:
X [(p+ k—1)2+ mﬂ +(1-x) (/2 + m2)
= x(p+k=1P+(1=x)P+m?
- x [/2 +(p+ k2 —2l(p+ k)} +(1=x)2 + m?
= PP+ x(p+k)?+2xI(p+ k) + m?. (A.15)

Como faremos uma integracao sobre todos os momentos /, isto é, a integracao
se da no intervalo (—oo, oo), podemos reescalonar o momento sem alterar seus limites
de integragao, assim: | — | — x(p + k) portanto a equacao (A.15) fica:

12 + x%(p + k)2 = 2Ix(p + k) + x(p + k)? + 2Ix(p + k) —2x%(p + k)? + m

2+ (p+k)Px—(p+Kk)Px?+ P

2+ (p+Kk)Px(1=x) + m?. (A.16)
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Utilizando a equacao (A.16) na equacéao (A.14), obtemos:

1 1 1
Alp+k—DA(l) ~ /0 dx[/2 +(p+K)2x(1—x)+ m2]2 " (A17)
Agora, com uma rapida inspe¢ao, podemos verificar que toda a dependéncia
em / que existia no diagrama (A.10) esta condensada em um Unico termo no denomi-
nador da equacéo (A.17), portanto se identificarmos (p + k)2x(1 — x) + m? como uma
espécie de massa efetiva (ja& que possuem as mesmas unidades) podemos usar o
resultado da equacéo (A.4) diretamente em / e obter:
1 I'2 - D/2)

1T+ (p+k2x(1—x)+ m2R ~ (4m)D2r2)[(p+ k)2x(1 - x) + m2]2—(§/2 ')
18

I(D,2;0) =

Juntando o que temos até o momento, ficamos com:

I'2-D/2) 1
= . (A19
-e- (4m)Pl2r(2 / / )(p + k)2x(1 — x) + m2]2-Dl2 (A19)

Ainda precisamos fazer a integracdo em k para que possamos concluir o cal-
culo do diagrama. Assim sigamos trabalhando no integrando, uma vez que ainda ha a
mistura do momento interno (k) com o externo (p):

1 [x(1-x)]P/2=2

2v(1 _ 212-D/2 = 2-DI2
[(o+ K)=x(1—x) + m-] A(k) [(p+ K)2 + X(r1n_2x)] (k2 + m2)
B 3 D/2 / d [X(1 _X)]D/2—2y1—D/2
- r'2- D/2)

3-D/2
(p+ k2 + 5| + (1= y) (k2 + mP)}

/ d [X(1 _X)]D/2—2y1—D/2 | (Azo)
O {Ke+ PRy y)+m2[1—y+L”3_D/2

Xx(1-x)
que € obtida apds utlllzarmos a equacao (A.11), a funcédo & de Dirac e aplicarmos
um procedimento analogo ao feito entra as equacdes (A.15)-(A.16). Agora podemos
realizar a integral sobre k utilizando novamente o resultado da equacéo (A.4), basta
identificarmos p2y(1 — y) + m? [1 —y+ (y )] como a massa efetiva, assim:

/k{kz y }}S—D/2

+p2y(1=y) +m2 [1—y + o

_ ré-o 5. (A21)

3—
(4m)P2r@3 - D/2) { P2y (1= y) + 2 1=y + x5 |}
Colocando todos os termos juntos, efetuando as devidas simplificagcées, pode-
mos colocar m? em evidéncia, resultando em:

2 D/2—2 1-D/2
__N T@-D) /dx/dy — X)]
6 (4m) (m2 3-D y 3-D

) +1-y+ x(1=x)
(A.22)
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Perceba que eliminamos as integrais nos momentos mas ficamos com integrais
nos parametros de Feynman, tais integrais sdo nao-triviais, por conta disto sao geral-
mente calculadas de forma numérica. Antes de analisarmos as integrais vale notar
que em duas dimensdes, que o caso de interesse, ndo encontraremos divergncias
adicionais. Para fazer tais integracées numéricas precisamos escolher as dimensaées,
neste caso D = 2, assim como eliminar p?/m? do integrando. Para eliminar esta de-
pendéncia, tomamos p? na camada de massa, isto é, p? = —m?. Com esta escolha e
calculando a integral de maneira numérica obtemos:

A2 1 e
'@' 76 @n2m2 4 (A:29)
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APENDICE B - POTENCIAIS LIMITADOS INFERIORMENTE

Aqui serdo apresentadas como obtém-se as condicdes que limitam inferior-
mente o potencial de um modelo escalar com simetria O(Ngy) x O(Ny), iremos seguir os
passos feitos na referéncia (PARREIRA, 2005), para uma energia poténcia da forma:

1 1
V(. X) = 507 + Apd® + 5mix® + Mex® + A0%x2, (B.1)

sendo que realizamos a seguinte simplificacdo da notacdo dos campos: ¢pabg = d)% +
o+ c|>~,2V¢ = $2. Para que o potencial seja limitado em ¢ e em ¥, ele deve obedecer:

2
lim v >0, (B.2)
d—o0 P2
e
32
lim — >0. (B.3)
X—00 Jy2
Tais condi¢des implicam em:
7\(1) > 0, (B 4)
e
Ay >0. (B.5)

Extremizando a equacgéao (B.1), temos como resultado:

o i\l 6(md2>)\x —3mgA)
0 —

: B.6
A2 — 4\, (B5)
e
6(M2Ay, —3m3 )
Xo = * . ¢ (B.7)
A2 —4A g

Agora, se exigirmos que 0s pontos de extremizagao sejam reais, o discriminante
da equacao (B.1) devera ser positivo para que tenhamos um ponto de minimo:

4(m2 Ay —3MEN)(MEAg, — 3MAA)

dX X X\ ¢

D(do,x0) = >0. (B.8)
A2 — 4N,

Assim € imediato ver que:
A2 —AhpAy <0 = A2 < AApA . (B.9)

Portanto as equacdes (B.4),(B.5) e (B.9), sdo as condi¢cdes que estabelecem
que o potencial seja limitado inferiormente.
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APENDICE C - SETTING SUN COM DIFERENTES MASSAS

Neste apéndice sera apresentado o célculo para o diagrama conhecido como
setting sun, mas considerando que ele é dado pela combinacédo de dois campos es-
calares (¢ e x). Neste caso o diagrama, ja no esquema MS, pode ser escrito como:

“\ _ )\ZNX n2eve 1
- -2 ( ) //k2+m2q2+mx(p k—q)2+md
(C.1)
Diferente do caso anterior, o calculo deste diagrama sera realizado no espacgo
de posigdes (x). Uma introdugéao a este tipo de regularizagdo pode ser encontrada nas
referéncias (COLLINS, 1984; BRAATEN; NIETO, 1995). Primeiramente precisamos
sair do espago dos momentos e ir para o espago das posi¢coes. A forma natural de
fazer isto € simplesmente tomar a transformada de Fourier:

2 E
“ . _ 7\2,VX <ll ey ) /deeleF( )F2( ), (C2)

-

com Fj(x) representando o propagador no espago de posigoes:

ellx m;
Fibd=7 l2+m2 /l2+m2 (2m) D/2 (m;x)Pr2- 7Ko—4(mix). (©3)

Na equagéao (C.3), Kj(x) representa as fungdes de Bessel modificadas de se-
gunda espécie de ordem i, estas fungbes podem ser representadas segundo a se-
guinte forma integral:

M(v+3)(22)Y [ cos(u)
A integracao angular pode ser reescrita como:
D2
/ dPxePx = / dxxP-1,F, <§ pox ) ) , (C.5)

sendo ;Fj(a, b; c; z) as conhecidas funcdes hipergeométricas, definidas por:

oo

n
j(a, b c; 2) Z 0 (C.6)
n=0
onde se é utilizada a seguinte notacao:
_Ta+n
(@n= ra =ala+1) --(a+k-1). (C.7)

Substituindo as equacdes (C.3) e (C.5) na equagéao (C.2), ficamos com:
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£ 3D
“ A )\ZNX }lzeYE 21_7 /OO D—1 D p2X2
= — dxx” oF1 | =, ———
— 2 \ 47 ) a0r (B Jo 2
D_5 2D_5
(M2)3 s (m2) s 3
< Ky_p(myx)KZ g (mx) - (C.8)
2 (Mg Xx) 873 (myx)s"3

Como é perceptivel, a integral presente na equacao (C.8) nao é trivialmente cal-
culavel, porém em duas dimensdes do espaco-tempo ela deve convergir, uma vez que
sabemos que este diagrama converge neste nimero de dimensdes. Portanto fazendo

p? = —m%, D — D—2¢ e tomando ¢ — 0, obtemos:
“ N\ A2 Ny 1 { 2 1 (mx) (mcb)
——y— = —4tanh —~]In|{—
- 2 32mmymy T My, my
P
m
- ™o —’2<,2,1 . (C.9)

Concluindo assim o célculo deste diagrama no espaco de coordenadas. Vale ressal-
tar que aqui fizemos o0 caso onde o propagador externo € o associado ao campo ¢,
todavia, para obter o mesmo diagrama para o campo x basta fazer a simples troca

b < X-
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APENDICE D - CAMPOS BOSONICOS EM TEMPERATURAS FINITAS

Neste apéndice vamos introduzir temperaturas finitas e calcular quantidades
termodinamicas (pressao, entropia, etc.) que desempenham um importante papel no
estudo de transicdes de fase. Para isto é necessario algumas transformacdes nas
regras de Feynman, a partir da funcao de particao e integrais de caminho (BAILIN;
LOVE, 1993; KAPUSTA, 1989; LAINE; VUORINEN, 2016).

As transformagdes mencionadas acima podem ser condensadas nas seguintes
substituicoes:

po — iwn, (D.1)

/dd+1p—> iT;/% = /ij, (D.2)

sendo T a temperatura, d o niumero de dimensbes espaciais € wp = 2ntTn as frequén-
cias de Matsubara para bosons. Com tais substituicoes, a densidade de energia para
um sistema bosonico livre fica:

F = %Tipln(w%+ p2 + m2) = %Tipln(w% + w%) . (D.3)

Utilizando o resultado da soma sob as frequéncias de Matsubara (BAILIN; LOVE,
1993) e a transformacéo de coordenadas cartesianas para esféricas, obtemos:

1
(w2 +x2) = =x+2In(1-eXT), (D.4)
S (ke ) = Fre2in(1-e7)
© a2
dg. _ dm d—1
&P =razinP 9 (D:5)

Voltando a energia livre, teremos dois termos, o primeiro (divergete e independe
da temperatura) pode ser calculado como anteriormente e um segundo termo (finito)
que depende da temperatura. Fazendo uma mudanca de variaveis x = p/T, podemos
escrever:

1T(-1/2-d/2+¢) 1 uleve\ ©
2 (4m)d/2—e(=1/2) (m2)~1/2-d/2+e 47t

an?? 1 g [ d XTI
* omd TR /dex In<1—e ) (D.6)

Note que foi escolhido o sistema de subtracdo MS. Utilizando P = —F, obtemos
uma expressao geral para a pressao, os resultados para sistemas (espacialmente)
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uni,bi e tri-dimensional:

2 2 00

(1 _ __m H _l 2/ _—Vx2+m?/T?

P 5@ [1+In(m2>] = dxln<1 e )
3

@ _ m 1.3 _ —VX2nR]T?

PE = s 2 ), dxx|n(1 e ) (D.7)
4

PO - T _l3,2n ”— ——T4/ dxx? In —VX2+m2/T2)_

2(8m)

Podemos notar, pela auséncia do leading log, que para o sistema planar nao ha
divergéncia. Isto ocorre por conta da regularizacdo dimensional utilizada, se tivésse-
mos utilizado o método de cutoff tal divergéncia estaria presente. Vale ressaltar que
a integral em duas dimensdes espaciais pode ser calculada analiticamente (ROMATS-
CHKE, 2019a).

Agora iremos analisar situagdes de altas temperaturas (limite de Stefan-Boltzmann),
isto é, T >> m. Em tal regime, apenas o termo dependente de temperatura sera rele-
vante, pois as flutuagdes térmicas superam os efeitos de interacao, portanto podemos
ainda realizar uma expansao em série de Taylor sobre a exponencial, obtendo:

P(d) N _d7‘[d/2 1
SB™ (2m)d I(d/2 +1)

considerando os casos particulares para d = 1,2, 3:

0
T+ / dxx@in(1-¢7), (D.8)
0

(1 _ T2
Psg = 6T :
@ _ 3) 3
Psg = gT : (D.9)
2
B _ T 14
Psg = %T
Como a densidade de entropia € dada por sgg = —P7S-Bi temos:
a2 00
(d)  _dld+1) = d/ d=1 | (1 _ X
Sgp =~ (27 F(d/2+1)T A dxx9 "' In(1-e7), (D.10)
com 0s casos particulares:
m _ 7
Ssg = 3!
2 3((3
s& = —251)T2, (D.11)
@ _ 2713
Sgp = 15 —T

De posse da densidade de entropia e da presséao, podemos calcular a densi-
dade de energia por: egg = Tsgg — Pgp, obtendo:

2,..d/2 s
Ja) _dm 1 d+1 -1 _x
e =™ 20 F(d/2+1)T + /0 dxx?In(1-€7). (D.12)
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Tomando os d’s usuais, temos:

(1 _ T2

ESB—gT’

@ _ 38

€sg = —— T (D.13)
2

@) _ T 4

eSB_%T

Com estas quantidades, podemos obter a medida de interagcdo, que é definida
por: Agg = egg — dPgpg. Substituindo as quantidades na defini¢do, temos:

2% -o. (D.14)

Que é um resultado completamente esperado, uma vez que para teorias livre
sabemos que o trago do tensor energia-momento é nulo.
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