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RESUMO

O Sistema Elo de ratings € um método estatistico que visa estimar habilidades de
jogadores. Foi originalmente desenvolvido para o xadrez e se tornou um dos principais
métodos de estimacao das habilidades de competidores em varios esportes. O Sistema
Elo fornece um ambiente propicio para simulagdes, pois resultados de partidas podem
ser simulados com base nas habilidades dos competidores e existe um mecanismo
objetivo para a atualizacao dos ratings. A presente dissertacdo se aproveita desse
ambiente para estudar o comportamento de agentes com preferéncias dependentes
de um ponto de referéncia, um comportamento descrito pela teoria de prospecto. Nos
modelos desenvolvidos que incorporam essas preferéncias, o ponto de referéncia dos
individuos sdo metas de rating que eles mesmos estipulam. O esfor¢o que o individuo
escolhe em uma partida depende da distancia do rating em relagdo a sua meta. A
formacao da meta esta relacionada a habilidade do individuo. Individuos realistas
escolhem a meta igual a habilidade. Individuos otimistas escolhem uma meta maior
que a habilidade, e individuos pessimistas, uma meta menor que a habilidade. Os
resultados de simulagdes apontaram que um otimismo moderado produziu 0os maiores
ratings em média. Esse resultado esta em concordancia com a evidéncia empirica
de diversas areas de pesquisa que apontam que as metas que induzem os melhores
resultados devem ser levemente desafiadoras.

Palavras-chave: Sistemas de ratings de habilidade. Teoria de prospecto. Simulagdes.



ABSTRACT

The Elo rating System is a statistical method that aims to estimate player ability. It was
originally developed for chess and has become one of the main methods of estimating
competitor skills in various sports. The Elo System framework provides an environment
for simulations, as match results can be simulated based on the skills of the competitors
and there is an objective mechanism for updating the ratings. The present dissertation
makes use of this environment to study the behavior of agents with reference dependent
preferences, as described by prospect theory. In the developed models that incorporate
these preferences, the reference point of the individuals are rating goals set by them-
selves. The effort that the individual chooses in a match depends on the distance of the
rating relative to his goal. The choice of the goal is related to the individual’s ability. Re-
alistic individuals choose goals equal to their skill. Optimistic individuals choose a goal
greater than their skill, and pessimistic individuals, a goal below their skill. The results
from simulations showed that moderate optimism produced the highest average ratings.
This result is in agreement with the empirical evidence from several research areas that
point out that the goals that induce the best results should be slightly challenging.

Keywords: Skill Rating Systems. Prospect Theory. Simulations.
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1 INTRODUGAO

Desde a antiguidade o talento e seu impacto estdo sendo estudados. Conforme
apontado por Sornette et al. (2019), considerando que s6 é possivel observar resul-
tados, acaba sendo dificil distinguir o papel do mérito e do acaso. No ambiente dos
esportes, por existir o constante confronto entre jogadores, foi possivel desenvolver
métodos estatisticos para estimar a habilidade individual e comparar jogadores. Os
chamados ratings de habilidade possuem grande utilidade ao avaliar jogadores rapida-
mente, sem a necessidade de uma andlise profunda de seu comportamento individual.
A partir dos ratings é possivel parear jogadores de habilidades proximas, com intuito
de proporcionar partidas equilibradas.

Os sistemas de ratings de habilidade também fornecem um ambiente ideal para
o desenvolvimento de simulagcdes, dado que existe uma Unica métrica (o rating) e
um mecanismo objetivo de ganhos e perdas’. O presente trabalho se aproveita de
tal ambiente para construir simulacdes baseadas no Sistema Elo, o primeiro e mais
relevante sistema de ratings. Nas simulacdes, jogadores com diferentes habilidades
se enfrentam em competi¢cdes e seus ratings de habilidade sdo atualizados. Ao final
das simulagdes é possivel comparar se as classificacées produzidas pelos ratings de
habilidade do Sistema Elo se aproximam das reais classificagdes de habilidades.

Em um dos modelos desenvolvidos, sdo estudadas as implicagdes de agentes
com comportamento baseado na funcéo valor da teoria de prospecto, desenvolvida
por Kahneman e Tversky (1979). A fungao valor possui trés caracteristicas principais:
a primeira é que individuos categorizam resultados como ganhos ou perdas de acordo
com um ponto de referéncia; a segunda € a aversédo a perda, que determina que o
prazer de resultados definidos como ganhos € menor que a dor de resultados catego-
rizados como perdas; a terceira, a sensibilidade decrescente, implica que o impacto
marginal de resultados se reduz a medida que os resultados se distanciam do ponto
de referéncia.

Com base nos trabalhos de Heath et al. (1999) e Wu et al. (2008), os pontos de
referéncia dos individuos simulados s&o metas de rating por eles mesmos escolhidas.
A fungéo valor implica que as metas possuam um efeito motivador. O nivel de esforgo
(e consequentemente o desempenho) esta relacionado a distancia de um individuo
de sua meta. Por conta da aversao a perda, individuos com rating inferior a meta se
encontram no territério das perdas, e se esforcam mais que individuos com rating
acima da meta (territério dos ganhos), para uma mesma distancia da meta. Portanto,
metas faceis, e que sao facilmente ultrapassadas, fazem com que rapidamente o
individuo entre no territério dos ganhos, onde o esforco é menor. E, por conta da
sensibilidade decrescente, individuos préximos de sua meta se esforcam mais que

1 O rating de habilidade é um nimero que aumenta caso o jogador venga uma partida e que diminui
caso ele perca



Capitulo 1. Introdugéo 13

individuos cuja meta estd mais distante. Logo, metas muito dificeis induzem baixos
niveis de esforgo enquanto estdo muito distantes.

O objetivo do modelo no qual os agentes possuem funcéo valor € comparar ao
final da simulacdo os ratings dos jogadores com diferentes tipos de escolhas de metas
de rating. Existem trés diferentes tipos de comportamentos para a escolha da meta.
Os individuos do tipo realista escolhem sua meta igual a sua prépria habilidade. J& os
individuos do tipo otimista escolhem uma meta maior que a habilidade, e os individuos
do tipo pessimista, uma meta menor que a habilidade. Os resultados finais apontam
que, em média, o melhor tipo de comportamento foi 0 moderadamente otimista, pois
produziu os maiores ratings, enquanto o pior tipo de comportamento foi 0 pessimista.
O modelo, apesar de muito simples, foi capaz de mostrar que, mesmo em um ambiente
puramente meritocratico, um viés comportamental pode implicar na existéncia de indi-
viduos com rating inferior ao seu potencial e individuos com rating acima da prépria
capacidade.

A presente dissertagcao contribui para a literatura por se tratar do primeiro tra-
balho que explora em um ambiente simulado os efeitos de metas como pontos de
referéncias sobre o desempenho, e portanto, abre caminho para modelos mais com-
plexos. Os resultados das simulacées estdo em concordancia com diversas areas da
literatura que apontam que as metas que produzem os melhores desempenhos devem
ser levemente desafiadoras (HEATH et al., 1999; POPE, D. G.; SCHWEITZER, 2011;
GOUKX et al., 2014; LOCKWOOD; KUNDA, 1997). Outra contribuicdo é a indicacéao
de um potencial beneficio de politicas publicas com objetivo de alterar metas (pontos
de referéncia, aspiracdes), porém, tais politicas publicas devem ser cautelosas, pois
metas exageradamente faceis ou dificeis podem ter efeitos prejudiciais.

Além da introducéo, esta dissertacao divide-se em mais quatro capitulos. No
Capitulo 2 é apresentada uma revisao de literatura, que é composta por uma apresenta-
cao do Sistema Elo, outros sistemas de rating, e sua aplicabilidade. A revisdo continua
com uma breve introducéo da funcao valor da teoria de prospecto e estudos sobre o0
ponto de referéncia. A seguir é apresentada a literatura de simulagdes de Sistemas
de rating e de simulacées com agentes com viés comportamental. O Capitulo 3 faz a
apresentacao dos diferentes modelos de simulacdo desenvolvidos e suas premissas.
O Capitulo 4 apresenta os resultados dos modelos e as diferengas encontradas entre
eles. O Capitulo 5, por fim, apresenta as consideracoes finais.
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2 REVISAO DE LITERATURA

2.1 SISTEMA ELO

Em 1959, Arpad Elo desenvolveu um sistema estatistico de rating para o xadrez,
que foi adotado pela Federacao Internacional de Xadrez (FIDE) em 1970, mas apenas
publicado em 1978 (ELO, 1978). O rating € um namero costumeiramente entre 0 e
3000 que muda ao longo do tempo a partir de resultados de partidas. A principal ideia
por tras do sistema Elo € modelar a probabilidade dos resultados possiveis de um jogo
como funcéo do rating de habilidade de dois jogadores. Quando dois jogadores se
enfrentam, o sistema prevé que o jogador com maior rating tem maior probabilidade
de ganhar a partida. Quanto maior a diferenga de ratings entre os jogadores, maior a
probabilidade do jogador melhor ranqueado ganhar. A partir do resultado de partidas,
a estimativa do rating dos jogadores é atualizada.

A base do Sistema Elo foi inspirada nos sistemas de comparacao pareada, que
tém como funcgdo indicar um grau de preferéncia de um objeto sobre outro. Desen-
volvidos inicialmente com foco de aplicagdo na érea da psicologia, encontraram uso
em diversas areas do conhecimento, como no marketing, engenharia alimenticia e em
estudos esportivos. Davidson e Farquhar (1976) trazem uma bibliografia extensa de
trabalhos elaborados a partir dos modelos de comparacao pareada. A aplicacdo em
competicoes € possivel porque a escolha de um jogador favorito, em uma disputa um
contra um, é um problema analogo a definicdo de uma relacao de preferéncia entre
dois objetos.

Glickman (1995) apresenta uma explicagao intuitiva de como a maioria dos
modelos de comparagao pareada se relacionam ao xadrez. Suponha que para uma
partida de xadrez cada um dos dois jogadores traga uma caixa com papeéis, onde em
cada um dos papéis esteja escrito um numero. Cada numero representa a performance
potencial no jogo. Ao invés de jogar xadrez, cada jogador ira sortear um papel de sua
caixa e o jogador que sortear o papel com numero mais alto € o vencedor da partida. O
jogador que possuir em média numeros mais altos em sua caixa deve ser o vencedor
da partida na maioria das vezes, o que € analogo ao jogo de xadrez onde o melhor
jogador nao vence sempre.

O tipo de distribuicdo de probabilidade dos papéis nas caixas dos jogadores
define qual o modelo de comparacao pareada que esta sendo utilizado. A versao
logistica do Sistema Elo se baseia no modelo Bradley—Terry, desenvolvido por Bradley
e Terry (1952). A verséao logistica pode ser derivada fazendo a hipdtese que todo
jogador possui uma distribuicdo de performance (a distribuicao dos valores na caixa do
jogador) que segue uma distribuicao de Gumbel (também conhecida como distribuicao
de valor extremo do tipo I). O formato da distribuicdo Gumbel é mostrado na Figura 1.
Sob a versao logistica todas as distribuicoes de performance dos jogadores seguem
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uma distribuicdo Gumbel com 0 mesmo formato (mesmo parametro de escala), porém
centradas em um diferente valor dependendo da habilidade do jogador. Note que a
curva € assimétrica, com decaimento mais devagar a direita. A hip6tese de distribuicdo
Gumbel implica que o jogador possui maior chance de sortear um nimero alto que um
namero baixo.

Figura 1 — Distribuicdo Gumbel centrada no rating de habilidade rz=1500 (esquerda).
Duas distribuicbes Gumbel sobrepostas, uma centrada no rating de habili-
dade rp=1400 e a outra centrada em ra=1500 (direita)

— r;=1500

—— r;=1500
r,=1400

Frequéncia
Frequéncia

1200 1400 1600 1800 2000 1000 1250 1500 1750 2000
Performance do Jogador Performance do Jogador

Elaboracgao: prépria

Como o interesse é saber a probabilidade que um jogador vai ganhar do outro,
¢é preciso saber a distribuicdo das diferencas de valores aleatérios selecionados das
caixas dos dois jogadores. A proporcao de vezes que essa diferenca € maior que
zero determina a probabilidade de que um jogador vai ganhar do outro. Na versao
logistica do Sistema Elo, a distribuicdo da diferenca da performance de dois jogadores
segue uma distribuicao logistica (Figura 2). A probabilidade de um jogador ter uma
performance superior a do seu oponente € a fragcdo da area sob a curva logistica que
esta a direita do 0. Isso é equivalente ao primeiro jogador sortear de sua distribuicao
de performance um valor maior que seu adversario.
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Figura 2 — Distribuicéo logistica da diferenca da performance (Ar = ra — rp) de dois
jogadores com distribuicdo Gumbel (uma centrada em rg=1500 e a outra
em rp=1400). A area da curva a direita de 0 representa a probabilidade do
jogador mais forte ganhar do mais fraco.

Frequéncia

—600 -300 0 100 300 600
Diferenca da Performance dos Jogadores
Elaboracgao: prépria

Apesar do sistema Elo poder ser derivado assumindo que as distribuigcdes de
performance dos jogadores sao distribuicdes Gumbel, o sistema originalmente foi deri-
vado a partir da hipbétese de que as distribuicdes de performance dos jogadores séo
distribuicdes normais. Assumir a distribuicao normal equivale ao modelo de compa-
racao pareada conhecido como Thrustone—Mosteller, que foi baseado nos trabalhos
de Thurstone (1927) e Mosteller (1951). A Figura 3 mostra as distribuicées de perfor-
mance normais de dois jogadores com ratings de habilidade distintos. Um aspecto
interessante de usar a distribuicao normal para modelar a distribuicdo de performance
dos jogadores é que a distribuicdo da diferenca de performance de dois jogadores
possui 0 mesmo formato, contudo as diferencas sdo mais dispersas. Essa distribuicao
aparece na Figura 4.
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Figura 3 — Duas distribuicdes normais da performance de jogadores, uma centrada no
rating rp de 1400 e outra no rating ra de 1500.

Frequéncia

800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Performance do Jogador

Elaboracgao: prépria

Figura 4 — Distribuicdo normal da diferenca da performance (Ar = rg — rp) de dois
jogadores com distribuicdo normal (uma com média rz=1500 e a outra com
média r,=1400). A area da curva a direita de 0 representa a probabilidade
do jogador mais forte ganhar do mais fraco.

Frequéncia

—600 -300 0 100 300 600
Diferenca da Performance dos Jogadores
Elaboracgao: prépria
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2.2 DERIVAGAO DAS FORMAS NORMAL E LOGISTICA DO SISTEMA ELO E FOR-
MULA DE AJUSTE

A forma normal do Sistema Elo pode ser derivada supondo que a distribuicao
de performance dos jogadores é uma distribuicdo normal N(r;, o ) centrada no rating
de habilidade do individuo r; e variancia 0,?. Em seu trabalho, Arpad Elo assumiu
02 = 2002 para todos os jogadores. Tomando os jogadores A ~ N(ra,ag) eB~ N(rb,cr%),
a distribuicao da diferenca da performance dos dois também € uma distribuigdo normal,
com média igual a diferenga dos ratings (Ar = ra— rp) e variancia crgb igual a:

02, = 05 + 05 = 200% + 200? ~ 282, 842, (1)

A probabilidade do jogador A vencer o jogador B (P(A>B)), em funcéo da dife-
renga de habilidade entre os dois jogadores (Ar = ra—rp), € dada por:

P(Z > 0), onde Z ~ N(Ar, 02,). (2)

A forma logistica pode ser derivada supondo que a distribuicao de performance

dos jogadores segue uma distribuicdo Gumbel com parédmetro de localizacao r;, para-
metro de escala {3 e cuja funcéo densidade de probabilidade é:

X=f;

f(x) = exp—(<5" + exp(X31)). 3)

Se A ~ Gumble (ra, 3) € B ~ Gumble (rp, 3) entdo B— A segue uma distribui¢éo
logistica com parametro de localizagéo ra — rp, € parametro de escala (3. Portanto, a
probabilidade Pr(A>B) pode ser computada como a fun¢ao de distribuicdo acumulada
da variavel aleatéria logistica B - A, que € dada por:

1

Fp_a(x) = ==k (4)
1+e B
Escolhendo! B = /r‘,‘(?%) chegamos na férmula logistica do sistema Elo que é
dada por:
Fp_a(0) = Sexp = L . (5)
1 + 10~ (ra—rp)/400

Os formatos da distribuicao logistica e da distribuicao normal sdo muito similares.
A Figura 5 mostra as duas curvas sobrepostas e seus valores podem ser observados
na Tabela 1. Em seu artigo, Stern (1992) mostrou que ao analisar dados de compara-
cao pareada, virtualmente nao existe diferenca entre assumir a distribuicao logistica

! Essa escolha de reescalonamento ¢ feita para que o modelo se aproxime o maximo possivel do
modelo com hip6tese de distribuicdo normal.
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ou a distribuicao normal para a diferenca das performances dos jogadores. Empirica-
mente, a escolha entre os dois modelos € irrelevante. A grande vantagem de escolher
a regressao logistica é a praticidade de realizar calculos, fator relevante em uma época
onde a informética era pouco acessivel. Esse é possivelmente a razao para organiza-
¢cbes administrando sistemas de rating probabilisticos (ex: FIDE, FIFA) usarem a forma
logistica do Sistema Elo.

Figura 5 — Distribuicdo normal de diferenca de performances normais (linha laranja).
Distribuicao logistica da diferenca de performances Gumbel (linha azul).

/\ —— Logistica

Normal

Frequéncia

3 .

-750 -500 -—-250 0 250 500 750 1000
Diferenca da Performance dos Jogadores
Elaboracgao: prépria

Como é impossivel saber com precisdo quais sao os reais ratings de habilidade
de uma pessoa, 0s ratings do sistema Elo sdo estimativas, elaboradas com base
nos resultados de partidas. Os ratings sao constantemente corrigidos a medida que
novos dados sao observados. Cada partida possui um escore S que é igual a 1 para
o vencedor e 0 para o perdedor. Em caso de empate, o escore dos dois jogadores é
0,5. O rating de um jogador apds uma partida é corrigido pela férmula de ajuste que é
dada por:

Ipost = pre + K(S — Sexp), (6)

na qual rpogt € 0 rating atualizado apés o resultado, rpre € a estimativa anterior a
partida, K € uma constante positiva que determina a importancia de nova informacao
em relacéo a informacéo passada para a nova estimativa, S € escore do jogador e Sexp
€ 0 escore esperado pelo sistema (que na versao logistica do Sistema Elo é calculado
pela equacao 5).
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Tabela 1 — Porcentagem de vitdrias previstas do jogador A contra o jogador B em
fungéo do diferencial de ratings (Ar = ra—rp). Previsdes das versdes logistica
e normal do Sistema Elo.

Ar  Verséo logistica Versdo normal

-100 35,99% 36,18%
-90 37,33% 37,52%
-80 38,69% 38,86%
-70 40,06% 40,23%
-60 41,45% 41,60%
-50 42,85% 42,98%
-40 44,27% 44,38%
-30 45,69% 45,78%
-20 47,12% 47,18%
-10 48,56% 48,59%

0 50,00% 50,00%
10 51,44% 51,41%
20 52,88% 52,82%
30 54,31% 54,22%
40 55,73% 55,62%
50 57,15% 57,02%
60 58,55% 58,40%
70 59,94% 59,77%
80 61,31% 61,14%
90 62,67% 62,48%

100 64,01% 63,82%

Elaboracgéao: propria

Aldous (2017) aponta que, caso a habilidade dos jogadores mude ao longo do
tempo, existe um fradeoff na escolha do valor de K. Quanto menor K, maior o erro de
defasagem, pois o0 peso de resultados passados sera maior e, portanto, a estimativa
do rating refletira a habilidade passada, e ndo a atual. Por outro lado, quanto maior
K, maior o ruido causado pela aleatoriedade de partidas recentes. Os valores de
K escolhidos pela FIDE ndo s&do os mesmos para todos jogadores por conta desse
tradeoff (FIDE, 2021). Os ratings de jogadores com menos de 18 anos sao atualizados
com um valor de K mais alto? (K=40), com intuito de acompanhar melhor a evolucédo
da habilidade, dado que criancas tendem a melhorar rapidamente. A atualizacdo do
rating das primeiras 30 partidas de um jogador também é feita com um valor mais
alto® de K (K=40), para permitir que o rating se aproxime em menos tempo da sua real
habilidade.

Vale observar que, quanto maior a diferenca entre o resultado observado e o

Desde que o rating do menor de idade nédo ultrapasse 2300.

3 O ajuste do rating de jogadores apés as 30 partidas iniciais é feito com K=20, caso ele nunca tenha
ultrapassado o rating de 2400. Para jogadores que ja tenham ultrapassado a marca de 2400 de
rating, usa-se K=10.
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esperado, maior o ajuste. Isso significa que, se um jogador com rating alto derrotar
um com rating baixo, ele ganhara poucos pontos com sua vitéria. No caso de ele
perder essa partida, seu rating diminuird em vérios pontos. E importante ressaltar
que o parametro relevante é a diferenga absoluta dos ratings dos jogadores, e ndao a
relativa. Por isso, o sistema estima que a probabilidade de vitéria de um jogador de
rating 2100 contra um jogador 2000 é a mesma de um jogador de rating 1100 contra
um jogador de rating 1000, dado que o diferencial de ratings é de 100 pontos nas duas
situacoes.

Aldous (2017) aponta pontos positivos do Sistema Elo. Trata-se de um sistema
dindmico, que apenas atualiza o rating de um jogador caso esse jogador participe de
uma partida. O sistema implicitamente da mais peso para resultados recentes, sem
precisar de uma escolha explicita de quantos dados do passado usar. Consequente-
mente o sistema fornece uma forma de acompanhar as mudancas de habilidade dos
jogadores, sem a necessidade de assumir um modelo de mudanca de habilidade ao
longo do tempo.

Através de mecanismos de busca, € possivel encontrar varios sites que afirmam
que os ratings do sistema Elo convergem para os valores de habilidade real em 30
partidas. Foram encontrados dois trabalhos que dao suporte a essa afirmacao. Van
Der Maas e Wagenmakers (2005) encontraram que sao necessarios 25 jogos para se
obter uma estimativa confiavel do rating de um jogador de xadrez. Antal (2013) utilizou
uma adaptacao do Sistema Elo que produziu estimativas confiaveis em 30 interacoes
de uma simulacgao.

2.3 ADAPTACAO DO SISTEMA ELO PARA ESPORTES COLETIVOS

Como o Sistema Elo foi desenvolvido para esportes individuais, é preciso que
ele seja adaptado para a aplicacdo no contexto de esportes coletivos. Primeiramente
€ necessaria uma hipétese sobre a funcao de habilidade agregada de uma equipe. O
trabalho de Rahman et al. (2015) considera duas possibilidades. A primeira € de que
a habilidade da equipe é definida apenas pelo valor maximo dos participantes, o que
faz sentido em certos contextos. Por exemplo, a qualidade de um artigo cientifico é
determinada pela habilidade do melhor pesquisador. A segunda possibilidade é que
a habilidade da equipe é resultante da soma das habilidades individuais. O exemplo
usado pelos autores € o de uma equipe de basquete, na qual a soma das médias de
pontuagdes individuais representam a média de pontos da equipe. O sistema de rating
TrueSkill da Microsoft, desenvolvido por Herbrich et al. (2007), utiliza a hipétese de
soma de habilidades. Portanto, o célculo do rating de uma equipe é feito somando os
ratings individuais de seus jogadores.

A adaptacao do Sistema Elo do presente trabalho, se baseia na hipétese que a
habilidade de uma equipe € a soma das habilidades individuais. A férmula do Sistema



Capitulo 2. Revisdo de Literatura 22

Elo adaptado para esportes coletivos é construida a partir dos ratings das equipes A e
B, onde o rating da equipe A (R,) € dado pela soma dos ratings de seus u participantes:

u
Ra=> 1, (7)
i=1

e o calculo do rating da equipe B (Rpg) € analogo.

A formula do escore esperado (Equacao 5) também precisa ser adaptada, pois
o aumento de participantes de uma partida aumenta a variancia dos resultados da
partida. A derivacao da férmula do escore esperado adaptado para esportes coletivos
parte da hipétese inicial do Sistema Elo que todos os jogadores possuem distribuicées
de performance normais, centradas no rating de habilidade r; e variancia 02=2002. A
probabilidade da equipe A vencer da equipe B é dada pelo diferencial de rating das
duas equipes (Ar = R4—Rp) e pela variancia da partida 0/245, que é formada pela soma
das variancias de todos os 2u jogadores (u jogadores em cada equipe):

2u
O'%B = Z 02 = 2uo°. (8)

i=1
Para as simulacées do modelo, o numero escolhido foi de u=5 jogadores por
equipe, assim como no futsal, basquete e muitos jogos eletrénicos. Portanto a variancia

da diferenga de performances das equipes em uma partida é:
025 = 1002 = 10 % 2002, 9)

e a probabilidade da equipe A vencer a equipe B é dada por:

P(Z > 0), onde Z ~ N(AR, 05p). (10)

O calculo do escore esperado com base na Equacao 10 € feito com integrais,
pois funcao de distribuicdo acumulada da distribuicdo normal ndo tem uma forma fun-
cional definida. Repetir esse céalculo diversas vezes em uma simulacao exige uma
capacidade computacional muito grande. Esse calculo pode ser aproximado por uma
funcéo de distribuicdo acumulada de uma variavel aleatéria logistica. Partindo da Equa-
cao 4, escolha do parametro de escala § que aproxima os dois modelos é 3 = %,
e portanto, a formula do escore esperado do Sistema Elo adaptado para esportes

coletivos é: 1

1 + 10~ (Ra—RB)/870° (11)

Sexp =

2.4 OUTROS SISTEMAS DE RATING E SUA APLICABILIDADE

Muitos outros sistemas de rating ja foram desenvolvidos para tentar corrigir
falhas e aprimorar o Sistema Elo. Um dos mais relevantes foi o Sistema Glicko, de-
senvolvido por Glickman (1999), e cuja principal contribuicao foi incorporar o aspecto
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temporal em seu sistema. O autor argumenta que grandes periodos de inatividade de
um jogador devem fazer com que o sistema diminua a confianga sobre sua estimacgao
de seu rating. No periodo que o jogador se ausenta de competicdes oficiais, € possivel
que ele tenha perdido a pratica, ou que tenha treinado e aumentado suas habilidades.
Por esse motivo, o sistema Glicko aumenta o grau de incerteza sobre as estimacdes de
jogadores inativos, permitindo atualizagées mais rapidas do rating. Ja para jogadores
com grande quantidade de jogos no periodo de tempo mais recente, o sistema tem
grande confianca de sua estimacao diminuindo sua variancia.

O principal sistema de rating utilizado no mundo dos jogos eletrénicos é o
sistema TrueSkill, desenvolvido pela Microsoft (HERBRICH et al., 2007). Sua principal
contribuicao é ser uma generalizacdo do Sistema Elo para jogos com maior nimero
de competidores. O sistema TrueSkill é aplicavel até para competicbes com multiplos
times, com numeros distintos de jogadores em cada time, além de incorporar a questao
temporal e de incerteza originalmente desenvolvida pelo sistema Glicko.

A aplicabilidade de sistemas de ratings também foi possivel em outras areas. Na
era da internet e das redes sociais, uma nova demanda se apresentou: a necessidade
de formar um time online de experts de diferentes areas, para execugao de um projeto
multidisciplinar. O trabalho de Anagnostopoulos et al. (2010) elabora um algoritmo
visando resolver esse tipo de problema. Ter conhecimento das habilidades individuais
é fundamental para garantir que a carga de trabalho seja bem distribuida e que a tarefa
seja cumprida de forma eficiente.

Interpretando uma prova de multipla escolha como uma disputa entre 0 aluno e
a questao, existem trabalhos como os de Pelanek (2016) e Antal (2013) que adaptaram
o sistema Elo para classificar a dificuldade de perguntas de provas. Embora outros
sistemas mais complexos de avaliagao de dificuldade de exames ja tenham sido desen-
volvidos, a grande vantagem do Sistema Elo é sua simplicidade, que permite uma facil
implementacao. Pieters et al. (2012) usam uma interpretacdo similar para adaptar o
Sistema Elo para mensurar a seguranga e vulnerabilidade de sistemas de informacéo.
A vulnerabilidade depende tanto da qualidade da defesa, como da habilidade de quem
esta atacando o sistema. Os autores pontuam que esse problema é analogo ao de
alunos resolvendo questbes de matematica.

O trabalho de Lehmann e Wohlrabe (2017) utiliza o Sistema Elo para criar um
ranking das revistas de economia. A grande vantagem apontada pelos autores do
ranking Elo € que ele incorpora a performance de uma revista ao longo do tempo nos
rankings mais recentes, o que proporciona um ranqueamento diferente em relacéo as
alternativas convencionais, principalmente para revistas de classificacdo "intermedia-
ria".

Hvattum e Arntzen (2010) usam o Sistema Elo para prever o resultado de par-
tidas de futebol, usando a diferenca de ratings como uma covariada de um modelo
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logit. As previsGes desse modelo foram melhores que outros métodos estatisticos, mas
foram significativamente piores do que métodos baseados em dados do mercado de
apostas. A diferenca de ratings sozinha foi um preditor altamente significante, o que é
uma justificativa do aumento do uso de ratings Elo para medir a forca de times.

Alfaro e Shavlovsky (2014) criaram o CrowdGrader, um sistema de avaliagao
onde alunos comentam e avaliam ligdes de casa. A nota final do estudante depende
tanto da qualidade de sua propria licdo de casa, como do seu desempenho como
avaliador, criando um incentivo para que os estudantes fagam boas avaliagdes dos
trabalhos dos outros estudantes. Inicialmente os alunos deveriam apenas ranquear as
licdes que eles eram encarregados de avaliar (um problema mais simples que dar no-
tas), fazendo assim possivel o uso de sistemas de rating. Porém, apés reclamacoes, o
CrowdGrader passou a se basear em notas, o que elevou a satisfacdo dos estudantes.

Neumann et al. (2011) utilizam o Sistema Elo para estudar hierarquias de do-
minancia em grupos de animais, um dos tépicos mais importantes da ecologia com-
portamental. E apontado que todos os métodos de classificacdo utilizados na ecologia
comportamental sdo baseados em matrizes de interagéo, que precisam cumprir certos
critérios para produzir resultados robustos. Em contraste o Sistema Elo € baseado
na sequéncia em que essas interacbes ocorrem, nas quais os ratings sao continua-
mente atualizados, e por isso possui algumas vantagens importantes. Os resultados
obtidos utilizando uma extensa base de dados com observacdes de animais selvagens
mostraram que as classificagdes produzidas pelos ratings Elo foram muito préximas
aos dois métodos mais comumente utilizados. No entanto, os autores encontraram
evidéncias que, em algumas circunstancias, os ratings Elo podem ter um poder maior
de explicacao dos dados, o que pode justificar a reandlise de alguns estudos utilizando
a metodologia Elo.

Computacdo humana é uma area de pesquisa cujo foco € o agrupamento de
inteligéncia humana para resolver problemas computacionais que estdo além do es-
copo dos algoritmos de inteligéncia artificial existentes (LAW; AHN, 2011). Um tipo
de aplicagcdo de computagcdo humana sdo os chamados "jogos com propdsito”, no
qual jogadores geram dados relevantes enquanto jogam um jogo divertido. Hacker e
Von Ahn (2009) criaram um jogo onde dois jogadores, juntados aleatoriamente, séo
apresentados a um par de imagens e precisam escolher qual imagem o parceiro iria
preferir. Por se tratar de um problema analogo a inferir a habilidade de um jogador de
xadrez, foi possivel criar classificacdes de "beleza” global utilizando o Sistema Elo e o
Trueskill com as informagdes coletadas no jogo.

Avery et al. (2013) desenvolvem um sistema de preferéncias reveladas para
faculdades e universidades dos Estados Unidos. O modelo estatistico usado é uma
extensao de modelos de ratings. A motivacao para a criagdo desse ranking foi a cons-
tatacdo da existéncia de um equilibrio ineficiente nos processos de admissao no qual
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faculdades adotam um comportamento estratégico para manipular suas taxas de ma-
tricula e de admissao, dois dos principais indicadores usados para medir 0 grau de
interesse dos alunos por uma determinada faculdade. Os autores afirmam que como
o ranking produzido pelo seu método € baseado apenas nas escolhas de alunos, ele é
muito dificil de ser manipulado.

2.5 TEORIA DE AGENCIA E SISTEMAS DE RATING

A teoria de agéncia é uma area da economia que poderia se aproveitar de
ratings de habilidade. Os problemas de agéncia se dao porque em geral o principal
(contratante) ndo é capaz de observar quanto esforco o agente (contratado) realmente
exerce. Uma forma de induzir o esforgo € desenhar o contrato de forma que o paga-
mento do agente seja exclusivamente dependente dos resultados, mas isso faz com
que ele seja exposto ao risco. Caso o0 agente seja avesso ao risco, € necessario pagar
um prémio de risco. Outra forma de induzir o esforgo é utilizar medidas de performance,
e caso exista um ambiente propicio, os ratings podem ser uma dessas medidas.

Baker (1992) modela o desenho de um contrato com medidas de performance.
Um resultado intuitivo fornecido pelo modelo é que quanto maior a correlagao entre o
produto marginal das a¢des do agente na medida de performance e o produto marginal
dessas acoes no objetivo do principal, melhor a medida de performance. Em um tra-
balho posterior Baker (2002) faz uma caracterizacao de medidas de performance com
dois parametros: risco? e distorcao®. E possivel argumentar que, em certas situagoes,
ratings podem ser medidas de performance de baixo risco (caso existam um numero
suficiente grande de confrontos) e que causem pouca distor¢do (caso o objetivo do
principal esteja alinhado com agentes que buscam vencer todos seus confrontos).

A classificacao por si s6 gerada pelo sistema de ratings pode servir como instru-
mento no desenho de contratos de trabalho. Lazear e Rosen (1981) iniciaram estudos
de estruturas de pagamento nos quais o pagamento dos funcionarios é de acordo
com sua posicao na ordem de classificacdo da organizagdo. Nesse caso o tamanho
absoluto do diferencial de ratings nao interfere na diferenga entre recebimentos dos in-
dividuos. A grande vantagem de estruturas de pagamentos baseadas em performance
relativa é que, como todos os agentes estdo expostos aos mesmos choques aleaté-
rios do ambiente, o impacto desses choques € pequeno na classificacido relativa dos
agentes®. Nalebuff e Stiglitz (1983) apontam que raramente firmas pagam por unidade
produzida, e que mais comumente prémios sdo baseados na performance relativa.
Alguns exemplos sdo um bénus maior para o vendedor que vender mais, 0 aluno com

Quanto menor o controle do agente sobre o resultados por conta de fatores exégenos, maior o risco.
Uma medida de performance causa distorgcao se ela prové incentivos para agdes que aumentam a
medida de performance, mas pouco aumentam a utilidade do principal.

6 Em um esquema de pagamento baseado em resultados, efeitos exdgenos expde o agente ao risco,
pois o resultado nio esta totalmente em seu controle
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a maior nota receber nota A, o melhor gerente ser promovido. No modelo desenvolvido
pelos autores estruturas de pagamento baseado em performance relativa sao prefe-
riveis a estruturas de pagamento individualistas caso a incerteza sobre o ambiente
seja grande. No limite, a medida que o numero de participantes aumenta, a utilidade
esperada pode se aproximar do nivel de quando existe informacéo perfeita (first-best).

2.6 PROBLEMAS DOS SISTEMAS DE RATING

A grande maioria dos sistemas de rating utilizados nos esportes eletrdnicos sdo
adaptacdes do sistema Elo, que foi desenvolvido para o xadrez, um esporte individual.
Quando aplicado para individuos participantes de uma equipe o sistema perde eficacia,
porque sé é observado o resultado da equipe como um todo, e ndo a contribuicéo
individual de cada jogador.

E preciso também escolher uma funcgéo que defina como o rating da equipe é
construido a partir dos ratings individuais para saber qual é favorita no confronto. Em
alguns jogos, os times se beneficiam em ter o talento bem distribuido entre os jogado-
res, enquanto em outros jogos € mais eficiente jogar em funcao de um jogador muito
mais talentoso que seus companheiros. Gelade (2018) encontra em suas estimacoes
que o aumento da heterogeneidade da habilidade dos jogadores estava associado
com uma queda de desempenho em times da elite do futebol mundial.

Utilizar métricas da partida para estimar qual foi o papel de cada jogador € uma
alternativa adotada pelo sistema TrueSkill2 de Minka et al. (2018), desenvolvido pela
Microsoft. Nao se trata de um tarefa trivial, e existe o potencial risco de individuos ma-
ximizarem suas proprias estatisticas em detrimento do interesse do resultado coletivo.
O trabalho de Uhlmann e Barnes (2014) aponta que na NBA, o principal campeonato
de basquete do mundo, o trabalho em equipe diminui nos playoffs, a fase final da
competicdo que determina o campedo e consequentemente gera uma maior atengao
do publico. O autor encontra como provavel explicagdo para esse comportamento in-
dividualista que o0 aumento da pontuagédo pessoal de um jogador estava associado
com um salario maior em seus futuros contratos, enquanto assisténcias para seus
companheiros estavam associadas com um saldrio menor. Esses resultados sdo um
exemplo de incentivos de times e jogadores desalinhados, mesmo se tratando do alto
nivel do esporte.

Essa dificuldade de desenhar contratos onde os incentivos individuais nao pre-
judiqguem o trabalho em equipe é uma explicagéo do porqué os contratos de jogadores
de futebol do campeonato aleméao apenas possuiam clausulas que premiavam partici-
pacdes em jogos e resultados coletivos (HEUBECK; SCHEUER, 2003).Em contratos
que premiam o resultado coletivo existe o problema de que, apesar de os agentes
internalizarem todo o custo de seu esforco, eles apenas recebem no maximo 1/N dos
beneficios em um time de N jogadores (KANDEL; LAZEAR, 1992). A escolha desse
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tipo de contrato pode ser uma consequéncia da natureza do futebol, que necessita de
grande cooperacao entre os jogadores.

Tentar incorporar o numero maximo possivel de estatisticas das partidas e
priorizar o resultado coletivo, pode ser uma forma de mitigar a incompatibilidade de
incentivos entre jogadores, ao custo de aumentar a complexidade do modelo e incor-
porar aspectos que ndo sejam exclusivamente objetivos. Vale apontar que existem
contribuicoes de jogadores que nao sao perceptiveis nos dados estatisticos de uma
partida. O estudo de Deutscher (2009) aponta que, controlando para outras caracte-
risticas individuais, os capitdes dos time da NHL, a principal liga de héquei no gelo do
mundo, recebiam um beneficio no salario entre 21% e 35% por estar em uma posicao
de lideranca.

2.7 TEORIA DE PROSPECTO

A teoria de utilidade esperada dominava as analises de decisdes sob risco,
apesar de, em muitos casos, as preferéncias de individuos violarem os axiomas da
teoria (KAHNEMAN; TVERSKY, 1979). Isso levou Daniel Kahneman e Amos Tversky
a desenvolverem uma teoria alternativa para decisdes sob risco, a teoria de prospecto.

2.7.1 Uma breve introducéao a teoria de utilidade esperada

A teoria do valor esperado é uma teoria de decisao sob risco, na qual para
cada opc¢ao possivel de um individuo, existe um conjunto de resultados com probabi-
lidades associadas a cada um dos resultados. O principio da teoria é que individuos
tentam maximizar sua utilidade esperada dentro de um conjunto opgdes arriscadas.
Para cada opcao, as utilidades de cada um dos resultados sao ponderadas por suas
probabilidades, e os individuos escolhem a opgdo com maior soma ponderada.

A atitude de um agente em relacéo ao risco é convencionalmente definida em
termos da utilidade marginal, ou o formato da curva de utilidade. Usualmente é assu-
mido que a utilidade marginal da renda e bens € decrescente, o que implica em uma
curva de utilidade cébncava (Figura 6). Se a curva de utilidade do agente é céncava,
ele é um agente avesso ao risco. Agentes avessos ao risco preferem um valor certo a
uma loteria de mesmo valor esperado. Agentes amantes do risco possuem fungéo de
utilidade convexa (utilidade marginal crescente) e agentes neutros ao risco possuem
funcao utilidade linear (utilidade marginal constante). Agentes amantes do risco prefe-
rem uma loteria em comparagao a um valor certo de mesmo valor esperado, enquanto
0s agentes neutros ao risco sao indiferentes as duas opgdes.
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Figura 6 — Funcéo de utilidade u(x) concava de um agente avesso ao risco

Elaboracgao: prépria

2.7.2 Funcao valor da teoria de prospecto

Embora o foco principal da teoria de prospecto seja a andlise de decisdes sob
risco, essa analise sera omitida, pois esta fora do escopo do presente trabalho. O
aspecto relevante para as simulagdes desenvolvidas é a fungéo valor, que é a funcao
utilidade dos agentes em um dos modelos desenvolvidos. A fungao valor possui trés
caracteristicas principais. A primeira é que o valor dado pelo individuo a um bem nao
esta relacionado ao seu valor absoluto, como na teoria de utilidade esperada, e sim a
um valor relativo ao seu ponto de referéncia. Valores acima do ponto de referéncia séo
vistos como ganhos e valores abaixo como perdas. Por convencéo, e sem perda de
generalidade, o ponto de referéncia corresponde a x = 0 e o valor da fungéo no ponto
de referéncia é 0.

v(0) =0 (12)

A segunda caracteristica, aversao a perda, determina que resultados definidos
como perdas sdo mais dolorosos do que ganhos de mesmo tamanho sdo prazerosos.
Por exemplo: a dor de perder 10 reais € maior que o prazer de ganhar 10 reais, v(10) <
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|v(=10)|.

v(x) < |v(=x)|; para x>0 (13)

E a terceira caracteristica € que resultados terdo um impacto marginal menor
guanto mais distantes eles estiverem do ponto de referéncia. Por exemplo, o prazer
de mudar sua renda de 110 reais para 120 reais € menor que o prazer de mudar sua
renda de 10 reais para 20 reais. E a dor de mudar de -110 reais para -120 reais é
menor que de -10 reais para -20 reais. Essa reducao de sensibilidade que da o formato
de S da funcgéao valor, como apresentado na Figura 7. Ela é concava acima do ponto
de referéncia e convexa abaixo dele.

v/(x) > 0; (14)
v(x) <0, para x>0; (15)
v(x) >0, parax<0 . (16)

Tversky e Kahneman (1992) usam o seguinte formato para a fungao valor:

x%, sex>0
v(x) = (17)
~AxP. sex<0
onde «,3 € [0,1] e A > 1. A partir de dados experimentais os autores estimam os
valores dos parametros e encontram =3 =0,88 e A = 2,25.

Em razao de seu formato, a funcdo valor apresenta uma propriedade importante.
Individuos que se encontram acima de seu ponto de referéncia (dominio dos ganhos)
serao avessos ao risco e, individuos abaixo desse ponto (dominio das perdas) serdo
amantes do risco. Em contraste com a teoria de utilidade esperada é possivel que o
mesmo individuo tenha diferentes atitudes em relacao ao risco, dependendo de em
qual dominio ele se encontra. Esse comportamento hibrido em relagdo ao risco, é uma
das explica¢des apontadas por Shefrin e Statman (1985) do porqué individuos tendem
a segurar acoes que perderam valor por mais tempo (relativo ao preco da compra) do
que acdes que ganharam valor.

Existe uma vasta literatura apontando que os individuos de fato se comportam
de acordo com a teoria de prospecto, em contraste ao que a teoria econémica classica
prevé (CAMERER, 2000; BARBERIS, 2013).
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Figura 7 — Funcao valor da teoria de prospecto com ponto de referéncia x=0
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Elaboracgao: prépria

2.7.3 Determinacao do ponto de referéncia

Uma tarefa que néo € simples € determinar qual é o ponto de referéncia de cada
individuo, por isso muitos trabalhos simplesmente o definem como o status quo. Kbs-
zegi e Rabin (2006) desenvolveram um modelo tedrico no qual o ponto de referéncia é
determinado pela expectativa racional do agente. Devin G Pope e Schweitzer (2011) se
aproveitam da clara existéncia de pontos de referéncia no jogo de golfe7 para estudar
o comportamento de golfistas profissionais no principal circuito do esporte, o PGA
Tour. Isolando outros fatores, tacadas no dominio das perdas eram mais precisas que
tacadas no dominio dos ganhos, indicando um possivel maior grau de concentracéo
dos jogadores. Esse € um comportamento avesso a perda, em concordancia com a
teoria de prospecto. Nenhuma das explicagcdes alternativas para esse comportamento
enviesado foi compativel com os resultados encontrados.

Heath et al. (1999) incorporaram a teoria de prospecto nos estudos sobre metas.

7 Em um campeonato, golfistas tentam minimizar o nimero de tacadas que eles fazem ao longo de 72
buracos. Cada buraco possui 0 chamado par (ndmero tipico de tacadas que um jogador profissional
precisa para completar um buraco). Golfistas deveriam se importar apenas com nimero de tacadas
total, mas sé&o influenciados pelo ponto de referéncia, que é o par.
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Com base em respostas obtidas via questionarios e um simples modelo® onde a meta
estabelecida por um individuo é seu ponto de referéncia, os autores foram capazes de
explicar centenas de estudos empiricos da literatura de metas como instrumento de
motivacao.

A hipotese central do modelo é que individuos escolhem produzir unidades
adicionais de x enquanto o beneficio marginal v/(x) for maior que o custo marginal ¢/(x).
Isso implica que os individuos sdo miopes, pois eles apenas comparam os custos e
beneficios de uma unidade adicional. O modelo faz algumas previsdes sobre os efeitos
da meta sobre performance individual e niveis de esfor¢co. Em funcao da aversao
a perdas um individuo que esta x unidades abaixo de sua meta tera a percepcao
de estar no campo das perdas, e consequentemente seu esfor¢o para melhorar seu
desempenho sera maior do que de um individuo x unidades acima da sua meta®.

Ja a sensibilidade decrescente implica, que quanto mais longe um individuo
estiver da sua meta menos esforco ele ir4 exercer. Os niveis de esforco mais altos
ocorrem quando o individuo esta proximo da sua meta. Logo, individuos muito aquém
de sua meta podem ter dificuldades para se motivar a comecgar uma tarefa com uma
meta dificil demais.

O modelo também faz previsdes sobre impactos de mudanca da meta. No caso
no qual o individuo estabelece uma meta facil, ele ir4 rapidamente exceder a meta e
entrar no dominio dos ganhos, onde o beneficio marginal se reduz rapidamente por
conta da sensibilidade decrescente. Por isso um aumento da meta faria com que o indi-
viduo passasse mais tempo no dominio das perdas, onde os beneficios marginais séo
mais altos (em funcdo da aversao a perda) e crescentes (em virtude da convexidade).
A Figura 8 ilustra o beneficio marginal de um individuo quando sua meta € de 30 (Véo)
e de quando sua meta é de 40 (vjlo). A producao do individuo supera a meta nos dois
casos, mas a meta mais alta gera uma producéo maior.

O modelo prevé que uma pequena reducao de uma meta nao alcancada deve
melhorar o desempenho. A Figura 9 ilustra as mesmas curvas de beneficio marginal,
porém o custo marginal € mais elevado. Nessa situacao, a producédo é menor que a
meta nos dois casos, mas a meta menor gera uma producao maior. Essa previsao
difere de conclusdes de estudos de metas como instrumento de motivagao, que afir-
mavam que metas mais dificeis melhoravam o desempenho. A explicagdo encontrada
pelos autores € que os estudos de metas apenas analisavam resultados coletivos, e
nao individuais. Logo o aumento do desempenho coletivo ao estabelecer uma meta
mais dificil poderia ser explicado por uma melhora de desempenho dos individuos
altamente produtivos (que ja ultrapassavam a meta inicial) que mais que compensava
a reducéo de desempenho dos menos produtivos.

Para a versédo formal do modelo de metas como ponto de referéncia veja Wu et al. (2008).
9 Ao estimar o coeficiente de averséo ao risco os autores encontram que individuos se aproximando
de sua meta se esforcam o dobro do que quando eles ultrapassam a meta.
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Figura 8 — Beneficio marginal das metas de 30 e 40 e custo marginal crescente. Au-
mento da meta aumenta a producao.
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Elaboracgao: prépria
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Figura 9 — Beneficio marginal das metas de 30 e 40 e custo marginal crescente. Redu-
cao da meta aumenta a producao.
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2.7.4 Impactos do ponto de referéncia no desempenho

A funcao valor da teoria de prospecto implica que o nivel de esforgo individual
(e consequentemente o desempenho) esté relacionado ao ponto de referéncia. A se-
guir sao citados estudos tedricos e empiricos que exploram as caracteristicas dessa
relacéo.

O estudo de Hossain e List (2012) explora o efeito da manipulacéo de estruturas
de incentivos em um experimento com funcionarios de uma fabrica chinesa. No experi-
mento sdo comparados dois tipos de tratamentos, um baseado em uma recompensa e
0 outro baseado em uma punigao. No tratamento com recompensa, os trabalhadores
eram informados previamente que, caso sua produgcdo media por hora ultrapassasse
um certo limite estabelecido, eles seriam premiados com um bénus financeiro. No
tratamento com punigéo, os trabalhadores eram informados que receberiam um bonus
no préximo pagamento, mas caso sua produgdo média por hora ficasse abaixo do li-
mite estabelecido?, o bonus seria revogado. A teoria econdmica tradicional prevé que
contratos economicamente equivalentes, como os do experimento, produzem 0s mes-
mos resultados, pois os incentivos produzidos independem da estrutura dos incentivos.
Os resultados obtidos, apresentaram uma produtividade superior do tratamento com
punicdo em relacdo ao tratamento com recompensa, indicando um comportamento de
aversao a perda, dado que a dor da punigdo gerou um incentivo maior que o prazer da
recompensa.

Armantier e Boly (2015) desenvolvem um modelo fundamentado na teoria de
prospecto que permite a comparac¢ao de contratos economicamente equivalentes ba-
seados em recompensas e puni¢cdées. No modelo, o ponto de referéncia do trabalhador
€ o salario base. Para garantir a equivaléncia econémica, um contrato com punicéo
precisa ter o salario base mais alto que o contrato com recompensa. Os autores reali-
zaram um experimento que produziu resultados que confirmaram a principal intuicao
do modelo. Os voluntarios que tiveram o melhor desempenho foram os do tratamento
que combinava bénus e punicdes.

Abeler et al. (2011) conduziram um experimento onde as expectativas racionais
dos voluntarios sdo manipuladas e é verificado se a manipulagéo influencia na quan-
tidade de esforco exercido. O experimento é desenhado de forma que a previsdo do
modelo fundamentado na teoria econémica tradicional € que a mudanca de expecta-
tiva ndo afeta o nivel de esforgo. Os resultados do experimento indicaram que com
0 aumento de expectativas induziram maiores niveis de esfor¢o, como previsto por
modelos com preferéncias baseadas em expectativas e um ponto de referéncia (como
por exemplo Készegi e Rabin (2006)).

Berger e Devin Pope (2011) estudam o efeito de estar atras na pontuagéo em
jogos de basquete. Embora times perdendo deveriam ter uma maior probabilidade de

10 O limite era 0 mesmo nos dois tratamentos.
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perder, 0s autores encontram evidéncias que o aumento de motivacao por estar leve-
mente atras, pode aumentar a probabilidade de vitéria. A analise de jogos profissionais
de basquete apontaram que estar levemente atras provoca um aumento descontinuo
da chance de vitéria. Times que estavam 1 ponto atras no intervalo tinham uma maior
chance de vitéria que times que estavam 1 ponto a frente.

Os impactos da mudanca do ponto de referéncia sdo objetos de anélise de
outras areas da literatura. Dalton et al. (2016) desenvolvem um modelo estatico e de-
terministico onde a aspiracao de um individuo € seu ponto de referéncia. Os individuos
ricos e pobres possuem as mesmas preferéncias e um mesmo viés comportamental
ao determinar suas aspiracdes. A pobreza no modelo intensifica os efeitos do viés
comportamental e provoca o que os autores chamam de falha de aspiragao. A falha
de aspiragao implica na armadilha de pobreza comportamental, que € o caso onde o
individuo escolhe o menor nivel de esforco e ndo consegue sair da pobreza. A falha de
aspiracao é uma consequéncia da pobreza, e ndo uma causa. Sao especificadas as
condicdes nas quais 0 aumento das aspiragdes sozinho pode ser suficiente para esta-
belecer um novo equilibrio individual, no qual o individuo exerce um nivel de esforgo
maior e sai da armadilha de pobreza.

Genicot e Ray (2017) desenvolvem uma teoria na qual aspiracdes sdo determi-
nadas socialmente e um modelo onde existe uma interagdo entre aspira¢des, cresci-
mento e desigualdade. No modelo, aspiracbes moderadamente acima do padrao de
vida individual encorajam investimentos, porém aspiracdes ainda mais altas podem
levar a frustracéo.

Gershenson et al. (2018) analisaram dados de pares aleatérios de estudantes
e professores em um experimento no Tennessee. Os autores encontraram que estu-
dantes negros que foram alocados em turmas com professores negros no periodo
do jardim de infancia ao terceiro ano do fundamental tinham uma maior chance de
se formar no ensino médio e de ingressar no ensino superior do que seus pares, da
mesma escola e mesma coorte, que ndo foram alocados com um professor negro. No
modelo tedrico desenvolvido pelos autores para explicar os resultados, a presencga de
um professor da mesma etnia faz com que o aluno atualize suas crencas dos retor-
nos do esfor¢co de uma funcao de producao, induzindo a niveis de esforco maiores.
Uma possivel interpretacdo desses resultados € que a melhora dos desempenhos dos
alunos foi consequéncia de um aumento do ponto de referéncia (aspiragéo, meta).

Na literatura também é possivel encontrar estudos onde a redug¢ao do ponto de
referéncia levou a melhores resultados. Um exemplo na psicologia social, LeBoeuf e
Estes (2004) encontraram que os individuos que listaram similaridades entre eles e
Einstein antes de uma prova de curiosidades acertaram menos questdes em compara-
¢ao aos individuos que nao fizeram a listagem. O pior desempenho pode ser explicado
como uma elevagéo do ponto de referéncia a um patamar muito distante. Goux et al.
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(2014) fazem um experimento aleatério controlado onde as aspiragdes de estudantes
de baixo desempenho no fim do ensino fundamental sdo reduzidas para niveis mais
realistas. O ajuste das aspiracdes reduziu a repeténcia e evasao escolar.

2.8 MODELOS SIMULADOS

Os modelos desenvolvidos no presente trabalho sdo simulagdes do Sistema Elo.
No ambiente criado, 0os agentes sao jogadores que se enfrentam constantemente e 0s
ratings séao atualizados a partir de novos resultados. Parte do objeto de andlise sdo os
efeitos da incorporagdo de um comportamento de acordo com a teoria de prospecto e
a existéncia de agentes otimistas e pessimistas. A seguir sdo apresentados exemplos
da literatura dos tépicos mencionados.

2.8.1 Simulacoes de sistemas de ratings

Aldous (2017) realiza simulagbes de trés modelos baseados no Sistema Elo,
cada um com uma forma diferente da habilidade de um time variar ao longo do tempo.
Chetrite et al. (2017) analisam o modelo Bradley—Terry um ambiente aleatério no qual
jogadores de diferentes habilidades se enfrentam uma vez. Os autores provam que,
sob condigdes de momento e convexidade, a probabilidade assintética (com numero
de jogadores tendendo ao infinito) do melhor jogador ter o maior nimero de vitérias é
igual a 1.

Dois trabalhos baseados em adaptacdes do sistema Elo para avaliagao de alu-
nos e dificuldades de questbes também utilizam simulagdes. Antal (2013) desenvolve
um modelo que combina a Teoria de resposta ao item com o Sistema Elo. O autor com-
para o0 modelo desenvolvido com o original, em um ambiente com dados simulados.
Sao gerados 1000 examinados e 200 questdes com diferentes dificuldades. Os resulta-
dos finais apontam que embora a versao do modelo baseada no Sistema Elo demore
mais para obter estimativas confiaveis, essa versdo do modelo tem como vantagem
poder estimar as habilidades dos examinados. O estudo de Pelanek (2016) gera um
ambiente simulado no qual as habilidades dos alunos e as dificuldades de questbes
sao normalmente distribuidas. O Sistema Elo produziu estimativas muito préximas das
estimativas do método de méxima verossimilhanga conjunta, que € um procedimento
cuja demanda computacional € muito maior (e inviavel para atualizagdo online dos
parametros).

Leitner et al. (2010) usam os ratings Elo e informagdes do mercado de apostas
para calcular as probabilidades de titulo das selecbes do campeonato europeu de
futebol de 2008 (UEFA EURO 2008). Os autores utilizam simula¢des para estimar as
probabilidades, pois argumentam que essa aproximacao € muito mais simples que
calcular analiticamente as probabilidades condicionais de todas possiveis ramificacoes
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do torneio. O modelo baseado em informagdes do mercado de aposta foi superior ao
modelo baseado em ratings Elo.

Kovalchik (2020) argumenta que como a férmula de ajuste do Sistema Elo é
baseada numa visdo binaria do resultado (vitéria ou derrota), existe uma perda de
informacao, dado que vitorias por placares elasticos sao diferentes de vitérias pela
margem minima. Para corrigir esse problema, o autor desenvolve uma extensao do
Sistema Elo que incorpora a margem de vitéria. Por conta da auséncia de uma teoria
de probabilidades do Sistema Elo, os diferentes modelos que incorporam margem de
vitoria desenvolvidos pelo autor sdo testados em simulagdes.

2.8.2 Simulacoes com agentes com a funcao valor

Modelos baseados em agentes sdo um étimo ambiente para testar teorias da
economia comportamental. Os modelos baseados em agentes possuem especial im-
portancia para o estudo de mercados financeiros, pois existem alguns fatos estiliza-
dos'! que nao sdo explicados por modelos financeiros tradicionais. Pesquisadores
estao trabalhando para desenvolver modelos mais sofisticados que sejam compativeis
com tais fatos estilizados.

Os trabalhos de Pruna et al. (2018) e Pruna et al. (2020) incorporam aspectos
da teoria de prospecto no modelo de precificagdo de ativos financeiros FW, desenvol-
vido por Franke e Westerhoff (2012). O modelo FW € um dos modelos que melhor
reproduz o comportamento de traders (BARDE, 2015). Pruna et al. (2020) incorporam
a aversao a perda no modelo FW. Em comparacdo com modelo base, as séries de
tempo de simulagées do modelo com aversdo a perda se aproximaram mais de séries
de tempo com dados financeiros do mundo real e replicaram um grande conjunto de
fatos estilizados. Em Pruna et al. (2018) o efeito disposicéao é incorporado no modelo
FW. O efeito disposicao faz com que os agentes classifiquem os resultados de estraté-
gias de investimentos como perdas ou ganhos. Parte dos agentes possui um viés para
a retencao de posicoes com perdas, com intuito de evitar o arrependimento de estar
errado.

A teoria de prospecto também esta presente no modelo baseado em agentes de
Shimokawa et al. (2007), no qual traders desinformados sdo modelados como agentes
avessos a perda, cujo ponto de referéncia € uma média mével dos precos.

2.8.3 Simulag6es com agentes otimistas e pessimistas

Por fim, sdo apresentados exemplos da literatura de modelos baseados em
agentes nos quais o otimismo e pessimismo sao caracteristicas individuais dos agentes.
Johnson et al. (2011) desenvolvem um modelo baseado em agentes cujo contexto é

" Propriedades estatisticas comumente observadas nas distribuicdes de retorno de ativos financeiros
sdo chamadas de fatos estilizados financeiros.



Capitulo 2. Revisdo de Literatura 38

uma guerra. Cada agente representa um Estado, cuja percepcao da prépria forca pode
estar acima do seu verdadeiro valor (excesso de confianga), abaixo do verdadeiro
valor (falta de confianca) ou ndo viesada. Os resultados das simulacdes apresentaram
vitorias consistentes dos Estados excessivamente confiantes.

Westerhoff (2005) modela o ciclo de negécios Keynesiano, onde os agentes he-
terogéneos séo pessimistas ou otimistas. Os otimistas consomem uma maior parte da
renda que os pessimistas. O sentimento de um agente muda de acordo com interagdes
sociais, pois ele € influenciado por opinides de terceiros. Se a maioria dos agentes é
otimista, o consumo € alto e bolhas s&o formadas, caso contrario, 0 consumo € baixo
e a economia entra em recessao.

2.9 CONSIDERACOES SOBRE A REVISAO DE LITERATURA

A revisao de literatura teve como papel contextualizar o modelo de simulagao
da presente dissertacao, que é baseado no Sistema Elo e possui agentes com com-
portamento fundamentado na fungéo valor da teoria de prospecto. A revisdo se inicia
com a apresentacao do Sistema Elo e outros sistemas de ratings, e uma discussao de
potenciais aplicacdes em contratos de trabalho. Um aspecto fundamental do Sistema
Elo € o ambiente para simulagdes que ele fornece. Resultados de partidas podem ser
facilmente modelados em fungédo da habilidade dos jogadores e existe uma férmula
explicita para a atualizacao dos ratings.

Em sequéncia a fungéo valor da teoria de prospecto foi apresentada. Suas duas
principais caracteristicas séo a aversao a perda e sensibilidade decrescente. Entre os
estudos que relacionaram o ponto de referéncia com desempenho, € possivel encontrar
exemplos de melhora de desempenho com aumento do ponto de referéncia e exemplos
de melhora de desempenho com a reducao do ponto de referéncia. Isso indica que
€ preciso cuidado ao elaborar politicas publicas com objetivo de alterar o ponto de
referéncia.
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3 METODOLOGIA

3.1 OS TRES TIPOS DE MODELOS

A presente dissertacdao tem como metodologia uma simulacéo do Sistema Elo,
na qual os ratings Elo dos jogadores se atualizam a medida que eles jogam partidas
entre si. Foram desenvolvidos trés modelos diferentes: simulagdo do Sistema Elo para
esportes individuais (modelo El), simulacao do Sistema Elo para esportes coletivos
(modelo EC) e simulacéo do Sistema Elo para esportes coletivos com agentes com
funcéo valor na forma da teoria de prospecto de Kahneman e Tversky (1979) (modelo
ECTP).

3.2 SIMULACAO DO SISTEMA ELO PARA ESPORTES INDIVIDUAIS

A simulacao para esportes individuais (El) tem como papel servir de comparacao
com os outros modelos mais complexos.

O modelo possui N jogadores, com habilidade H; gerada aleatoriamente de uma
distribuigao normal N(my, 0,2_,). Cada jogador possui um desvio padréo o; sorteado
de uma distribuicdo uniforme com intervalo [1, 400]. Todos os jogadores iniciam a
simulagdo com o mesmo rating Elo r; igual a média da distribuicdo de habilidades
(ri=m).

Depois de gerados os individuos, sdo simuladas rodadas de partidas entre eles.
Para que ndo exista uma grande discrepéancia entre os rating dos participantes de
uma partida, os jogadores sao divididos em 5 divisdes. A primeira divisdo é formada
pelos n/5 jogadores com maior rating, a segunda divisdo é formada pelos n/5 ratings
subsequentes e assim por diante. Cada rodada consiste de 5 jogos, um de cada
divisdo. Para cada partida sdo sorteados aleatoriamente dois jogadores da divisao
correspondente, o jogador A e o jogador B. O resultado da partida é definido pela
performance de cada um dos jogadores, onde a performance do jogador i na partida j
€ extraida da distribui¢ao:

Pji ~ N(H;, o?). (18)

O jogador que obtiver a maior performance na partida é declarado o vencedor
e tem o escore S igual a 1, enquanto o outro jogador é declarado o perdedor e tem 0
escore de 0.

A performance do jogador é aleatéria, 0 que representa a possibilidade de o
jogador ter boas e més atuagdes em relagdo a sua habilidade H;, que é a média da
sua distribuicao de performance. Jogadores com desvio padréao o; alto representam
individuos de altos e baixos enquanto um valor de o; baixo representa individuos mais
consistentes.
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A partir do resultado da partida simulada os ratings dos dois jogadores sao
atualizados conforme a formula de ajuste do Sistema Elo:

rpost = rpre + K(S— Sexp). (6)

O escore esperado (Sexp) € calculado a partir da Equagéao 5, que equivale a verséo
logistica do Sistema Elo.

Assim como ¢é feito pela FIDE, jogadores que estdo fazendo suas primeiras
partidas tem um valor da constante K mais alto para que o rating possa se aproximar
de seu real valor de forma mais rapida (FIDE, 2021). As partidas iniciais com essas
caracteristicas sdo chamadas de partidas de colocacdo. No modelo as 30 primeiras
partidas de um jogador possuem K=100 e suas partidas subsequentes possuem K=20.

Ao fim de cada rodada, é feito o ordenamento dos jogadores pelo rating e,
caso necessario, ocorrem mudancas nos participantes de cada divisdo. Apds todas
as partidas simuladas é possivel fazer uma comparacao entre o rating Elo final e a
habilidade de cada jogador. E esperado que a ordenacdo dos jogadores pelo rating
seja muito proxima da ordenacéo por habilidade.

A forma escolhida para medir o erro do modelo é pela diferenca entre o rating
final dos jogadores e sua habilidade.

erroj = Hj—r; (19)

A seguir sdo listadas as métricas escolhidas para medir o erro do modelo. A
mais simples das métricas € o erro médio (EM), que é calculado como:

N
’
EM = ; erro;. (20)

Outra métrica de erro é o erro absoluto médio (EAM), que é calculado como:

N
’
EAM = N2|erro,~|. (21)
|=

Por fim, o erro quadrado médio (EQM), que é calculado como:

EQM = =Y " errof. (22)

Para testar a hip6tese que a distribuicdo dos erros € normal é utilizado o teste
Jarque-Bera (JARQUE; BERA, 1980). Para comparar as classificacbes geradas pelo
Sistema Elo com a real classificacao das habilidades, € utilizado o mesmo indicador
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do trabalho de Goffe et al. (2018), o erro absoluto médio do ranques EAMranque, que €
calculado como:

N
1 e
EAMranque = > " |ranque(Eloj) — ranque(habilidade)), (23)
i=1
no qual ranque(Elo;) é a classificagdo do individuo ao ordenar todos jogadores pelo ra-
ting Elo r; e ranque(habilidade;) é a classifica¢cdo do individuo ao ordenar os jogadores
pela habilidade H;.

3.3 SIMULACAO DO SISTEMA ELO PARA ESPORTES COLETIVOS

O modelo de esportes coletivos (modelo EC) possui as mesmas premissas do
modelo de esportes individuais (modelo El), com a Unica diferenca de que as partidas
nao sao entre individuos, e sim entre times.

Para cada partida simulada s&o sorteados aleatoriamente jogadores para que
se formem dois times, o time A e o time B, cada um com u jogadores. E importan-
tes ressaltar que os participantes de um time nao séo fixos, ou seja, a cada sorteio
novos times diferentes sdo formados. As performances individuais dos jogadores na
partida sédo geradas como no modelo El. Ja o resultado da partida é determinado pela
performance do time, que nada mais é a soma das performances individuais de seus
jogadores. A performance do time A na partida j é definida como:

¢=Z%_ (24)

O resultado € analogo para o time B.
O time vencedor é aquele que tiver a performance mais alta. O escore S na
partida j dos u membros do time A é dado por:

0, se PA< PB,
SA= ;oo (25)
1,w¢>§.

O calculo do escore dos membros do time B € analogo.

Com base nos escores da partida os ratings dos jogadores participantes sao
atualizados pela formula de ajuste (Equagéo 6). O escore esperado (Sexp) € calculado
a partir da Equacao 11, que € a versao logistica do Sistema Elo adaptado para esportes
coletivos. Ao fim das N partidas simuladas sdo analisados os indicadores de erro.
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3.4 SIMULACAO DO SISTEMA ELO PARA ESPORTES COLETIVOS COM AGEN-
TES COM FUNGAO VALOR NA FORMA DA TEORIA DE PROSPECTO

A estrutura do modelo de esportes coletivos e teoria de prospecto (modelo
ECTP) é a mesma do modelo de esportes coletivos (modelo EC), com algumas adi¢des.
Com propésito de aumentar a complexidade do modelo e fazé-lo se aproximar da
realidade, o terceiro modelo tem adicionada a hip6tese de que os agentes possuem
um fungéo valor como descrita na teoria de prospecto de Kahneman e Tversky (1979).
Baseado no modelo de Wu et al. (2008) o ponto de referéncia dos agentes é uma meta
que o proprio agente estabelece. O nivel de esforco em uma dada partida depende da
distancia entre o rating e a meta. Ter um rating menor que a meta é visto como uma
perda, enquanto ter um rating maior que a meta é visto como um ganho. Em fungao
da aversao a perda, a dor das perdas sao maiores que o0 prazer dos ganhos.

Com intuito de analisar diferentes tipos de formag¢des de metas, o modelo possui
duas diferentes versdes. Na versdao numero 1 do modelo de esportes coletivos com
teoria de prospecto (modelo ECTP;), existem trés formas diferentes de estabelecer
a meta, cada uma relacionada a um tipo de agente. Os agentes do tipo realistas
escolhem sua meta G; exatamente igual a sua habilidade H;. Os agentes do tipo
otimista escolhem sua meta G; 100 pontos de rating maior do que sua habilidade H,.
E por fim, os agentes do tipo pessimista escolhem sua meta G; 100 pontos de rating
menor do que sua habilidade H;. A meta G; de cada um dos tipos € dada por:

H; para os realistas;
Gj= 4 H;+100, para os otimistas; (26)

H;—100, para os pessimistas.

E possivel notar que os desvios da meta em relagéo a habilidade sao valores
absolutos (100 pontos), e nao relativos. E feita essa escolha, pois, ao calcular o es-
core esperado, o erro da estimativa de probabilidade causado por superestimar (ou
subestimar) o rating de um jogador em 100 pontos é constante para todos os ratings.

Na versdo numero 2 do modelo (modelo ECTP,) existe uma gama de compor-
tamentos possiveis. A meta de cada agente é definida pela seguinte equacgao:

G; = H; + VC;, onde VC; ~ N(0,100?), (27)

na qual VC; é o viés comportamental do agente i. Vale destacar que por conta da média
0, nao existe uma tendéncia para uma presenca maior de agentes com comportamento
considerado otimista (meta maior que a habilidade) ou pessimista (meta menor que a
habilidade).

Foi desenvolvida uma equagao de esforco que simplifica um problema mais
complexo, que € a maximiza¢do da fungéo valor. O esfor¢o e; do jogador i em uma
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dada partida € modelado de forma que seu valor esta no intervalo [0,1]. O nivel de
esforco afeta a performance do jogador. Quanto mais préximo o jogador estiver de
sua meta, mais ele ira se esforgar, com o maximo de esforgo sendo igual a 1 quando
o rating do jogador for exatamente sua meta. Considerando que perdas tém impacto
maior que ganhos:

e(—(ri— Gj) > e(r;— G;), parar; > G; (28)

ou seja, para uma mesma distancia, estar abaixo da meta induz um esfor¢o maior que
estar acima da meta. A equacgéo de esfor¢o € dada por:

1,02%?, se r; < Gj,
ei(rj) = -(r=Gj) (29)
1,170, ser;> G
A equacao de esforco determina a reducéo de esforco pela distancia da meta. Para
cada 100 pontos de rating abaixo da meta, o esforco se reduz em aproximadamente
2 por cento. Para cada 100 pontos de rating acima da meta, o esfor¢o se reduz em
aproximadamente 9 por cento.
O modo como a introdug¢do do esforco do jogador e; afeta o modelo é pela
equacao de performance da equipe, que passa a ser:

PR=3"ei Pj. (30)

Nesse modelo, a performance do jogador pode ser interpretada como uma
performance potencial, que atinge seu valor maximo quando e=1 (rating igual a meta)
Uma condi¢do adicional do modelo é que durante as partidas iniciais de colocacéo os
jogadores escolhem o nivel maximo de esfor¢co e=1, dado que o valor da constante
K é mais alto e, consequentemente, os resultados tém um impacto maior no rating.
Sem essa condicao, os jogadores com metas distantes do rating inicial escolheriam
um nivel de esforco baixo desde a primeira partida e os jogadores de maior habilidade
nunca seriam capazes de atingir seu potencial.

Como no modelo EC, sdo simuladas partidas entre times formados aleatoria-
mente', com a diferenca que é utilizada a férmula de performance em equipe modifi-
cada.

T Assim como no modelo EC os times n&o s&o fixos. Para cada partida é feito um novo sorteio.
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4 RESULTADOS

4.1 RESULTADOS DE SIMULACOES UNICAS

Nessa sessao sao apresentados os resultados de simulagdes Unicas de cada
um dos modelos. Os parametros comuns de todas as simulacdes sdo N=1000 jogado-
res, com habilidade H; fixa vinda de uma distribuicdo normal com média my = 1500 e
desvio padrao oy = 500. A distribuicdo das habilidades dos jogadores pode ser vista
na Figura 10 e ela é a mesma para as trés simulacdes apresentadas. O desvio padrdo
o; de cada individuo é extraida de uma distribuicdo uniforme no intervalo [1,400].

Figura 10 — Histograma da habilidade da populacdo de jogadores na simulacdo de
esportes individuais. Valores extraidos de uma distribuicdo N(1500, 500).
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Elaboracgao: prépria

Na simulacao do modelo de esportes individuais (modelo El) sao simuladas
100.000 rodadas com 5 partidas cada. Nas simulagdes de esportes coletivos (modelos
EC e ECTP) sédo simuladas 20.000 rodadas com 5 partidas. Este diferencial existe para
que em todos os modelos os jogadores participem em média de 1000 partidas’.

4.1.1 Simulacao unica do modelo para esportes individuais

Aqui sdo apresentados os resultados da simulagcdo do modelo El (esportes
individuais). A distribuicdo das habilidades dos jogadores é apresentada na Figura

1

O numero de partidas de um jogador em uma simulagcao depende do nimero de vezes que ele é
sorteado para participar de partidas. Logo, ao final de uma simulagao, o nimero total de partidas é
diferente entre os jogadores.
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10. A distribuicdo dos ratings ao final da simulac&o (Figura 11) se aproxima muito
da distribuicdo das habilidades, indicando que os ratings do Sistema Elo sao boas
estimativas da habilidade dos jogadores. O coeficiente que compara as classificagoes
produzidas pelo Sistema Elo com as reais classificages de habilidade foi EAManque
=21,479.

Figura 11 — Histograma dos ratings Elo finais da populacao de jogadores na simulagao
de esportes individuais.

30 -

25 -

20 1

15 1

numero de jogadores

10 ~

500 1000 1500 2000 2500 3000
rating Elo

Elaboracgao: prépria

A distribuicdo dos erros ao final da simulac&o (Figura 12) visualmente se as-
semelha a uma distribuicdo normal com média préxima a zero, porém a hipoétese de
normalidade é rejeitada pelo teste Jarque-Bera (t=1852,677 e p=0,000). O coeficiente
de assimetria da distribuicao dos erros é de 0,316 e o coeficiente de curtose é 9,638.
Os valores dos coeficientes de erro da simulagao? foram EM = 20,37 , EAM = 44,80 e
EQM = 3547,65.

2 EM é o erro médio. EAM é o erro absoluto médio. EQM & o erro quadratico médio.
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Figura 12 — Histograma dos erros da populacédo de jogadores na simulacéo de espor-
tes individuais.
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Elaboracgao: prépria

4.1.2 Simulacao Unica do modelo de esportes coletivos

Aqui sdo apresentados os resultados da simulacdo do modelo EC (esportes
coletivos).

Observando apenas a distribuicdo dos ratings (Figura 13) é dificil analisar se
houve uma mudanca em relacdo ao modelo anterior (modelo El). O coeficiente que
compara as classificacdes produzidas pelo Sistema Elo com as reais classificacdes de
habilidade foi EAMranque = 35,397, indicando uma menor precisao em comparagao ao
modelo El. As diferengas estao mais aparentes na distribuicdo dos erros ao final da si-
mulagédo (Figura 14). A disperséo dos erros € significativamente maior em comparagéo
ao modelo anterior. Isso ocorre porque em um esporte coletivo o impacto de um indivi-
duo no resultado final € menor. Consequentemente acontece uma “inflacdo” do rating
de jogadores pouco habilidosos e uma “deflagdo” dos muito habilidosos. A hipbtese de
distribuicdo normal dos erros foi rejeitada pelo teste Jarque-Bera (1=12,316 e p=0,002).
O coeficiente de assimetria da distribuicdo dos erros é de -0,265 e o coeficiente de
curtose é de 3,112.

Os valores dos indicadores de erro foram EM = 18,91 , EAM = 88,60 ¢ EQM =
12211,48 uma mudanca significativa em relacdo a simulacdo do modelo de esportes
individuais.
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Figura 13 — Histograma dos ratings Elo finais da populacao de jogadores na simulagao
de esportes coletivos.
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— Histograma dos erros da populacao de jogadores na simulacéo de espor-
tes coletivos.
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4.1.3 Simulacao unica da versao 1 do modelos de esportes coletivos com agen-
tes com funcao valor da teoria de prospecto

Aqui sao apresentados os resultados da simulacéo da versdo 1 do modelo de
esportes coletivos e teoria de prospecto (modelo ECTP;) . As equipes sao formadas
por 5 jogadores, assim como na simulagao para esportes coletivos. Dos 1000 jogadores
do modelo, 500 s&o do tipo realista, 250 do tipo otimista e 250 do tipo pessimista.

A distribuicao dos ratings ao final da simulacdo pode ser vista na Figura 15.
Visualmente € dificil notar mudancgas entre as distribuicdes de rating dos trés modelos.
O coeficiente que compara as classificacdes produzidas pelo Sistema Elo com as reais
classificagoes de habilidade foi EAManque = 33,862, marginalmente inferior ao modelo
EC (esportes coletivos).

Figura 15 — Histograma dos ratings Elo finais da populacao de jogadores na simulagao
da versdo 1 do modelo de esportes coletivos e teoria do prospecto.
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A distribuicdo dos erros ao final da simulacdo pode ser observada na Figura
16. E possivel observar que existem mais erros positivos® entre os maiores valores
de erro. Isso ocorre porque ficar muito acima da meta néo é sustentavel, pois induz
baixo nivel de esfor¢o. A hip6tese de distribuicdo normal dos erros foi rejeitada pelo
teste Jarque-Bera (t=104,185 e p=0,000). O coeficiente de assimetria da distribuicao

dos erros € de 0,461 e o coeficiente de curtose é de 4,284. Os valores dos indicadores
3

Um erro positivo significa ter um rating menor que a habilidade. Um erro negativo representa um
rating acima da habilidade.
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de erro da simulacéao foram EM=18,91, EAM = 81,73 e EQM = 11522,62. Nao houve
mudanca significativa em relagdo ao modelo sem esforco.

Figura 16 — Histograma dos erros da populagao de jogadores na simulagéo da verséao
1 do modelo de esportes coletivos e teoria do prospecto.
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Para comparar as diferencas entre os tipos de agentes s&o apresentadas as
distribuicbes dos erros de cada um deles. Os erros dos agentes de tipo realistas
sdo apresentados na Figura 17. A distribuicao se assemelha muito ao resultado ge-
ral. Os valores dos indicadores de erro foram EM = 7,88 , EAM = 77,60 ¢ EQM =
10904,40. A hipo6tese de distribuicdo normal dos erros foi rejeitada pelo teste Jarque-
Bera (t=152,592 e p=0,000). O coeficiente de assimetria da distribuicdo dos erros é de
0,800 e o coeficiente de curtose € de 5,182.

Os erros dos agentes de tipo pessimistas sdo apresentados na Figura 18. Os
valores dos indicadores de erro foram EM = 40,39 , EAM = 68,70 e EQM = 7520,46. O
erro médio positivo indica a maior prevaléncia de jogadores com rating menor que sua
habilidade. 1sso ocorre porque o pessimista atinge mais facilmente sua meta, € o grau
de esforco de estar acima da meta é menor. A hipbtese de distribuicdo normal dos
erros nao foi rejeitada pelo teste Jarque-Bera (t=4,651 e p=0,097). O coeficiente de
assimetria da distribuicao dos erros é de -0,075 e o coeficiente de curtose é de 3,650.

Os erros dos agentes de tipo otimistas sdo apresentados na Figura 19. Os
valores dos indicadores de erro foram EM = 19,49 , EAM = 102,99 e EQM = 16761,20.
O erro absoluto médio é o maior em comparagdo com os dois outros tipos, indicando a
maior dispersao de erros. Considerando a simetria do grafico, é possivel interpretar que
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Figura 17 — Histograma dos erros dos jogadores de tipo realista na simulacao da ver-
sédo 1 do modelo de esportes coletivos e teoria do prospecto.
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0 comportamento otimista em alguns casos permitiu a sustentagao de um rating maior
que a habilidade, pois a meta maior que a habilidade induziu altos niveis de esforgo.
Em outros casos a meta alta levou a uma decepcao de estar abaixo da habilidade
ainda maior. Os erros mais negativos de fato foram agentes otimistas. A hipétese
de distribuicdo normal dos erros nao foi rejeitada pelo teste Jarque-Bera (1=4,898
e p=0,086). O coeficiente de assimetria da distribuicdo dos erros é de 0,336 € 0
coeficiente de curtose € de 3,129.
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Figura 18 — Histograma dos erros dos jogadores de tipo pessimista na simulacao de
esportes coletivos com individuos com funcgéo valor.
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Figura 19 — Histograma dos erros dos jogadores de tipo otimista na simulacdo de
esportes coletivos com individuos com funcgéo valor.
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A Tabela 2 apresenta os valores dos indicadores de erro da simulagéo de cada
um dos grupos. A Tabela 3 compila os indicadores das simulagdes Unicas. A Tabela 4
apresenta os indicadores de erro da classificacdo das simulagdes Unicas.

Tabela 2 — Indicadores de erro de cada um dos tipos de uma simulac¢ao Unica da versao
1 do modelo de esportes coletivos e teoria de prospecto. EM (erro médio),
EAM (erro absoluto médio), EQM (erro quadratico médio).

EM EAM EQM

Realista  7.88 77.6 10904.41
(104.13) (69.87)  (22865.08)

Otimista ~ 19.49  102.99  16761.2
(127.99) (78.45)  (25524.62)

Pessimista 40.4 68.71 7520.46
(76.74)  (52.92)  (11172.82)

Geral 18.91  81.73 11522.62
(105.66) (69.59)  (21599.69)

Desvios padrdao em parénteses.
Elaboracéao: prépria

Tabela 3 — Indicadores de erro das simulag¢des Unicas dos modelos. EM (erro médio),
EAM (erro absoluto médio), EQM (erro quadratico médio).

EM EAM EQM

esportes individuais 20.37 4480 3547.65
(56.00) (39.27) (9725.26)

esportes coletivos 18.91 88.59 12211.48
(108.93) (66.08) (16972.63)

esportes coletivos e metas 0.31611 81.72  11522.61
(105.72) (69.63) (21610.50)

Desvios padrdo em parénteses.
Elaboracéao: prépria
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Tabela 4 — Erros absolutos médios das classificagdes (EAMranque) de simulagdes uni-
cas de cada um dos modelos.

EAMranque
esportes individuais 21.479

(19.262)
esportes coletivos 35.397

(32.887)

esportes coletivos com metas 33.862
(31.630)

Desvios padréao em parénteses.
Elaboragéao: prépria

4.2 RESULTADOS DE MULTIPLAS SIMULAGCOES DO MODELO

Nesta sessao sdo apresentados os resultados de 100 simulacdes de cada um
dos modelos. Os valores médios dos coeficientes de erro de 100 simulagdes dos trés
modelos podem ser vistos na Tabela 5. Como é possivel observar os menores valores
de EAM e EQM séo das simulagées do modelo de esportes individuais, dado que
cada jogador depende apenas de si mesmo para vencer suas partidas. Ao comparar
as duas simulacdes de esportes coletivos, a presenca de comportamento avesso a
perda do modelo ECTP levou a EAM e EQM menores. Essa melhora do modelo se da
pois, ao estar acima da meta, existe o efeito de relaxamento por estar no terreno dos
ganhos, que induz menor esforco e atrai o jogador para a meta. O efeito de reducao
dos erros por conta do relaxamento mais que compensa o efeito de aumento do erro
causado pelo desanimo de agentes muito abaixo de sua meta. Isso ocorre pois a
reducao de esforco com distanciamento de meta é mais veloz no terreno dos ganhos
que no terreno das perdas.

A Tabela 6 apresenta médias do indicador de erro da classificagdo das 100
simulacdes de cada um dos modelos. Como esperado, a classificacdo dos jogadores
pelo rating do modelo El € a que mais se aproxima da real classificacdo de habilidades.
O resultado surpreendente foi a melhor eficiéncia do Sistema Elo nas simula¢ées do
modelo ECTP; em comparagao ao modelo EC. A melhor explicacao encontrada para
tal resultado é a maior prevaléncia de individuos realistas, cuja meta (G; = H;) possui
um efeito atrator para que o rating seja, de fato, igual a habilidade.

A Tabela 7 apresenta as médias por tipo de agente dos indicadores de erro de
100 simulacbées do modelo de esportes coletivos com teoria de prospecto. Foi realizado
um teste T de diferenca de médias e as médias dos trés comportamentos séo diferentes
entre si a 1 por cento de significaAncia. Comparando os tipos de comportamento, os
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Tabela 5 — Médias dos indicadores de erro de 100 simulagcdes de cada um dos modelos.
EM (erro médio), EAM (erro absoluto médio), EQM (erro quadratico médio).

EM EAM EQM

esportes individuais 0.250 46.197 3619.614
(15.388) (4.426) (681.426)

esportes coletivos 0.316 90.407 12860.918
(15.385) (6.342) (1708.776)

esportes coletivos com metas 0.316 84.537 12289.627
(15.385) (6.039) (1749.153)

Desvios padrdo em parénteses.
Elaboracédo: prépria

Tabela 6 — Médias dos erros absolutos médios das classificagées (EAMranque) de 100
simulagOes de cada um dos modelos.

EAMranque
esportes individuais 20.95

(18.85)
esportes coletivos 33.97

(30.63)

esportes coletivos com metas 32.04
(28.44)

Desvios padrdo em parénteses.
Elaboracéao: prépria

menores erros meédios sdo dos agentes otimistas. Isso significa que o comportamento
otimista, em média, induziu uma melhor performance. Porém o desvio padrdo do
comportamento otimista também é o mais alto, o que significa que a melhora de
performance média estava associada a um risco.

A seguir é apresentado o resultado da versdo 2 do modelo com teoria de pros-
pecto. A Figura 20 apresenta um grafico de dispersao dos erros e do viés compor-
tamental de individuos de 100 simulacdes. A linha vermelha no grafico representa o
polinémio de grau 3 que melhor explica a disperséo dos pontos. E possivel observar
a relacao nao linear entre o viés comportamental e o erro. O polinbmio tem seu valor
minimo quando o viés € de 81,98, e o valor do erro nesse ponto € de -16,45. Esse
resultado indica que, em média, a meta que produz os maiores ratings em comparag¢ao
com a habilidade é a meta de 81,98 (uma meta moderadamente otimista).
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Tabela 7 — Indicadores de erro por tipo do agrupamento de todos os individuos das
100 simulagdes da versao 1 do modelo com teoria de prospecto. EM (erro
médio), EAM (erro absoluto médio), EQM (erro quadratico médio).

EM EAM EQM

realista  -5.998 80.135 11226.856
(15.200) (6.438) (1812.356)

ofimista ~ -8.590  109.932 18789.952
(21.643) (8.746) (2951.402)

pessimista 21.851 67.944 7914.844

(12.429) (6.133) (1561.619)
Desvios padrdo em parénteses.
Elaboracgao: prépria

Figura 20 — Grafico da dispersao do erro e viés comportamental e o polindmio de grau
3 com melhor ajuste. Dados de agentes de 100 simulagdes da segunda
versdo do modelo de esportes coletivos e teoria de prospecto (ECTP5).

1000
750 1
500 1

250

Erro

=250 1

=500 A

—400 —200 0 200 400
Vies Compartamental
Elaboracgao: prépria



56

5 CONCLUSAO

Com o desenvolvimento da teoria de prospecto, pesquisadores comegaram
a investigar os efeitos do ponto de referéncia sobre a performance e o esfor¢o. Ao
interpretar metas, expectativas ou aspiragdes como o ponto de referéncia, foi possivel
desenvolver modelos e até mesmo obter resultados empiricos que corroboram com
a teoria de que individuos de fato dividem o espaco de possibilidades em ganhos e
perdas, e que seu comportamento muda dependendo da regido que o individuo se
encontra. Na literatura, da mesma forma que é possivel encontrar exemplos nos quais
0 aumento do ponto de referéncia induziu um melhor desempenho, também é possivel
encontrar exemplos de melhora de desempenho com a reduc¢ao do ponto de referéncia.

A presente dissertacdo buscou analisar os efeitos do comportamento depen-
dente de um ponto de referéncia. A andlise partiu de modelos simulados baseados
no Sistema Elo, o mais popular e simples Sistema de ratings. O modelo que incorpo-
rou a teoria de prospecto foi capaz de replicar os resultados de metas como ponto
de referéncia. Metas pessimistas estavam relacionadas com a piora de performance,
considerando que sdo facilmente alcangadas. Ja metas otimistas melhoraram a per-
formance quando eram factiveis, e pioraram a performance quando ficaram fora do
alcance.

O trabalho abre caminho para modelos mais complexos. Possiveis hipbteses
mais realistas sdo: pontos de referéncia determinados por interagdes sociais, politicas
publicas representadas como alteragdes exégenas do ponto de referéncia e habilida-
des que mudem ao longo do tempo. Modelos baseados em agentes com intuito de
relacionar pobreza e aspira¢des individuais podem ser desenvolvidos a partir dessas
hipéteses.
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