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RESUMO

Este trabalho apresenta e desenvolve alguns resultados referentes ao aparecimento de
restricbes geométricas, fisicamente motivadas, a topologia, especificamente o grupo
fundamental, de espagos-tempo na geometria Lorentziana. O trabalho é dividido em
trés partes: na primeira, introduzimos uma série de ferramentas matematicas basilares
ao desenvolvimento posterior; em seguida, apresentamos uma versao do chamado Te-
orema de Gannon-Lee visto como restricao a topologia de hipersuperficies de Cauchy
advinda, entre outros elementos de motivacao fisica, de uma hipétese de completude
geodésica em dire¢des luminosas. Este teorema também pode ser interpretado como
um teorema de singularidade. A parte final € reservada aos resultados conhecidos
como censura topoldgica desenvolvidos a partir da década de 1990 que correspon-
dem fisicamente a restricoes de um observador em "testar" aspectos topolégicos nao
triviais.

Palavras-chave: Geometria Lorentziana. Relatividade matematica. Censura topolé-
gica.



ABSTRACT

This work presents and develops some results referring to the appearance of physically
motivated geometrical restrictions to the topology, mainly the fundamental group, of
spacetimes in Lorentzian geometry. It is divided in three main parts: in the first one, we
introduce a series of basic mathematical tools needed for the subsequent development;
following, we present a version of the so called Gannon-Lee Theorem seen as a
restriction to the topology of Cauchy hypersurfaces arising, among other physically
motivated elements, from a hypothesis of null geodesic completeness. This theorem
may also be seen as a singularity theorem. The last part is reserved to the results
known as topological censorship which have been developed since the 1990s and
physically correspond to restrictions upon an observer "probing" non trivial topological
aspects.

Keywords: Lorentzian geometry. Mathematical relativity. Topological censorship.
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0 PROLEGOMENOS

Este trabalho tem como objetivo fundamental apresentar e discutir resultados
referentes a certas restricdes topoldgicas em variedades de Lorentz temporalmente ori-
entadas, os chamados espacos-tempos. Essas restricdes surgem ao impor condicdes
geométricas com motivacéo fisica, e tém muito interesse na Relatividade Matematica.
O trabalho é humilde legatario de uma longa tradicdo da geometria diferencial, es-
pecialmente de sua vertente geometria Lorentziana que se desenvolveu a partir do
século XX. Nessa apresentacao inicial, damos um panorama sobre 0 assunto sem
nos preocupar em introduzir precisamente todos os termos empregados — o0 que sera
devidamente feito a partir da parte 1 do trabalho.

Falaremos inicialmente do assim chamado Teorema de Gannon—Lee, que re-
monta a década de 70, mas que foi generalizado para dimensao arbitraria (finita)
somente em 2010. Este trata do aparecimento de singularidades a partir da topologia
nao trivial de hipersuperficies de Cauchy. Discutiremos também teoremas de censura
topologica que mostram que, sob condi¢cdes adequadas, se existir qualquer anormali-
dade topolégica no espacgo-tempo, ela deve também se manifestar na sua estrutura no
infinito, ou em outras palavras, ndo ha como sondar ativamente tais estruturas usando
curvas causais.

Mas antes de chegarmos aos dias atuais, fagamos uma breve recapitulacao his-
térica. No desenvolvimento da geometria diferencial, a geometria intrinseca (métrica)
e a extrinseca (curvatura) apareciam inicialmente como distintas. O Teorema Egrégio
de Gauss demonstra que no fundo as duas abordagens coincidem e que € possivel
expressar a curvatura em termos da geometria intrinseca. Isso motiva o desenvolvi-
mento da "geometria Riemanniana”, que estuda a geometria em variedades abstratas,
gue a principio ndo sdo subconjuntos de algum R”, e portanto ndo possuem geometria
extrinseca. Essa area da matematica ganhou muita notoriedade com a formulagéo ge-
ométrica da gravitacao, proposta por Einstein a partir de 1915. As equacgbes de campo
de Einstein sao dadas pelas componentes da seguinte equacao tensorial:

F?ic—%Sg+/\g= T, (1)

onde Ric, S, g sdo respectivamente o tensor de Ricci, a curvatura escalar e o tensor
métrico, 0s quais serao devidamente apresentados nos capitulos seguintes. Na teoria
de Einstein, a propria estrutura geométrica de (M, g) descreve o campo gravitacional.
O numero A € R é a chamada constante cosmolégica, e € um parametro livre na
teoria, que deve ser fixado por medi¢cées. As medicbes mais recentes estabelecem
para ela um valor muito pequeno e positivo, mas sua contribui¢cdo s6 € importante em
descricdes cosmoldgicas, isto é, do universo como um todo: para descrigdes do campo
gravitacional em nivel planetario ou do sistema solar, ela pode ser tomada igual a zero.



Para nés, ela é apenas um parametro livre da equacgao. Finalmente, o (0, 2)-tensor T
€ chamado tensor momento-energia, e codifica todas as formas de matéria e energia
nao-gravitacionais a serem consideradas numa dada situacao fisica. A sua primeira
solucao nao trivial foi obtida logo em 1916 pelo alemao Karl Schwarzschild, para a
situacao particular em que a constante cosmoldgica A e o tensor energia-momento
séo nulos, ou seja, uma solugdo de vacuo. Fisicamente, a solugdo de Schwarzschild
descreve uma regiao que contém uma massa M distribuida de forma perfeitamente
esférica. Sendo (t, r) coordenadas globais de R2 e (6, ¢) coordenadas geograficas de
S2, ela se escreve em unidades convenientes como

2M 1
9it,re,p) =~ <1 — T) dt? + 1_Wdrz +r2de® + r’sen?(0)d 2.

r

Sua solucdo é definida para duas regides de R? x S2: a chamada regido interior,
descrita pelos valores 0 < r < 2GM da coordenada radial r, e a regido exterior, quando
r > 2GM. Aqui queremos apenas chamar atengao para a regiao de R2 x S2 em que
essa métrica esta definida. Fisicamente, a massa M pode ter uma extenséo espacial
R maior do que 2M, de modo so6 interessa r > R. Pode ocorrer entretanto que o objeto
tenha tal densidade que sua massa M se concentre em uma regiao de raio R menor do
que 2M, de modo a trazer a tona a regido da solugao com r < 2M. Olhando a expressao
coordenada da métrica que apresentamos, as unicas restrigbes que temos sédo r = 2M
e r = 0. Entretanto, fazendo uma mudanca de variavel adequada, € possivel ver que a
solugéo pode ser estendida para os ponto correspondentes a r = 2M, vide a se¢éo 3.2
de (SUZANA, 2019). Tal regiao da solugé&o é conhecida como horizonte de eventos,
pois pode ser mostrado que descreve a fronteira de uma regidao com a propriedade
de que, para qualquer curva causal que penetre nela, esta fica inexoravelmente presa
la. A solucdo dessa equacao geométrica, para r < 2M parece portanto descrever um
objeto peculiar, desconhecido até entao, batizado de buraco negro. Quanto a regiao
r = 0, éimpossivel inclui-la na solugéo, por qualquer mudancga de coordenada que seja.
De fato, certas funcbes escalares construidas a partir dos coeficientes de curvatura
divergem ao nos aproximarmos dessa regido, indicando que a solugéo é inextensivel
ai. Além disso, pode-se mostrar que as geodésicas causais, que formam uma classe
importante de geodésicas pois descrevem fisicamente trajetérias de objetos materiais
em queda livre e raios de luz, sdo incompletas, indicando a "interrupgéo subita" da
"vida" desses entes. Diz-se que um espaco-tempo desse tipo — intextensivel, mas
com geodésicas causais incompletas — possui uma singularidade. A singularidade de
Schwarzschild € indicada por "pontos com r = 0", embora, como mencionamos, tais
"pontos" ndo podem pertencer a variedade.

Enquanto a teoria de Einstein demonstrou bastante sucesso em relacao as pre-
visbes experimentais, as quais correspondem a aplicacdo da métrica de Schwarzschild
na regiao exterior, a previsao da existéncia do buraco negro era assunto muito mais

15



delicado. Uma solucéo das equagdes, huma situacao tao particular como uma simetria
esférica e vacuo perfeitos, ndo € uma prova inquestionavel da existéncia de um ob-
jeto fisico correspondente. Seria preciso varias décadas de desenvolvimento da teoria
matematica, em boa parte com autonomia em relacéo ao problema fisico, para que o
problema da existéncia de buracos negros como uma previsao da relatividade pudesse
ser formulado em termos genéricos.

Tal advento, datando a partir da década de 60 do século passado, foi promovido
pelos trabalhos principalmente de Roger Penrose e Stephen Hawking, com os cha-
mados teoremas de singularidade. Cabe dizer que, dado que as singularidades néao
um objeto ou regido, mas justamente descrevem uma ruptura na capacidade preditiva
da teoria de Einstein, a forma como elas aparecem sao através da incompletude de
geodésicas causais. Ou seja, mostra-se que sob determinadas condi¢ées geométricas
sobre um espaco-tempo, nem todas as suas geodésicas causais inextensiveis estao
definidas para todo valor do parédmetro afim.

Teorema 0.0.1 ((PENROSE, 1965)). Seja (M, g) espaco-tempo globalmente hiperbo-
lico com hipersuperficies de Cauchy ndo-compactas. Se S ¢ M é subvariedade de
codimens&o 2, futuro-convergente, e Ric(v,v,) > 0,Yv € TM tipo-luz, entdo (M, g) tem
ao menos uma geodeésica luminosa incompleta.

Para ilustrar a aplicacdo desse teorema podemos tomar o préprio espago-tempo
de Schwarzschild interior, pois é globalmente hiperbdlico com hipersuperficies de Cau-
chy homeomorfas a S2 x R. Ha na regido r < 2GM certas superficies compactas de
dimensao 2, topologicamente esferas, que sao futuro-convergentes. Como a métrica
de Schwarzschild é uma solugédo de vacuo das equagdes de Einstein, segue que ela
verifica Ric = 0, o que satisfaz trivialmente a condi¢do sobre o tensor de Ricci, cha-
mada de condigcédo de convergéncia luminosa. E com efeito, como comentado acima,
0 espago-tempo de Schwarzschild de fato ndo é geodesicamente completo, pois geo-
désicas causais que entram na regido do buraco negro, fatalmente vao para r = 0, de
onde n&o podem ser continuadas.

O desenvolvimento detalhado dessas ideias, bem como as devidas demons-
tracoes dos principais teoremas de singularidade, pode ser encontrado no capitulo
6 de (ESPINOZA, 2020). Aqui falamos deles para caracterizar o contexto de quando
outro teorema de singularidade surgiu na geometria Lorentziana. Na década de 70,
de forma independente os matematicos C.W. Lee e Dennis Gannon descobriram que
€ possivel obter a incompletude de geodésicas causais do espago-tempo sem hipo-
teses de aprisionamento ou compacidade. A contrapositiva de seu resultado mostra
que, supondo que a hipersuperficie de Cauchy nao é simplesmente conexa e que "no
infinito" seu comportamento topoldgico é trivial — conceitos que serao todos tornados
precisos quando tratarmos desse assunto no capitulo 3 — aparecem singularidades
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no espago-tempo.

Apesar desta clara conexdo com os teoremas de singularidade de Hawking
e Penrose, o resultado de Gannon e Lee no contexto deste trabalho é de interesse
fundamentalmente por seu conteldo topoldgico: completude geodésica tipo-luz impoe
restricdes a topologia das hipersuperficies de Cauchy. E neste sentido que vemos a
ligacdo de Gannon—Lee com os teoremas de censura topoldgica propriamente ditos.
Nestes, ndo se obtém restricdes "absolutas" a topologia do espago-tempo. No lugar,
encontramos a necessidade de que qualquer "irregularidade" topoldgica do espaco-
tempo manifeste-se também em "seu infinito". Dai, a interpretacado deste fenébmeno
em termos de uma deteccao ativa: observadores que vém "de longe" nao conseguem
explorar a estrutura topolégica nao trivial e retornar "para longe" para contar a historia.
Se nosso universo fisico satisfaz as hipéteses dos teoremas de censura topolégica,
ele ainda pode nao ser topologicamente trivial por toda parte como o concebemos em
nossa experiéncia diaria, mas nao sera por meio de sondas espaciais que descobrire-
MoS iSSO.

Convencoes globais do trabalho:

Vizinhancas sao sempre conjuntos abertos;

Conforme conveniéncia, o produto tensorial dx ® dx podera ser omitido, sendo
escrito simplesmente como dx?;

/, J denotam intervalos ndo vazios genéricos podendo ser abertos, fechados ou
semi-abertos;

Quando nao houver mencao, as figuras sao originais do autor.

223224225253
42.1 I
| 45.4 452

4224424 // J/
! 453
425426428455 |

443 4.6.4 «~ 463
4.7.1
4444 W

482 472465 4.9.1

446/ \ }
4.84 4.8.3 — 492 —~ 493

Figura 1 — Diagrama de dependéncia entre as principais proposi¢cdes do trabalho.
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1 PRELIMINARES TECNICAS

1.1 ALGEBRA LINEAR

Apresentamos aqui algumas definicdes e resultados que sdo de importancia
especial para o trabalho, mas pressupde-se que o leitor tenha uma boa familiaridade
com os elementos de Algebra Linear requeridos aqui. O livio (HOFFMAN; KUNZE,
1976) € uma excelente referéncia para o assunto, assim como o primeiro capitulo de
(COSTA E SILVA, s.d.).

1.1.1 Tensores e produto escalar

Um importante conceito que queremos destacar é o de tensor. Algebricamente,
para o escopo desse trabalho, podemos trabalhar com tensores sendo simplesmente

aplicagdes multilineares 7 : V* x ... x V*x V x...x V — R, onde V é um espago
r VérZGS S v&es
vetorial de dimensao finita sobre R 1, VV* é seu espaco dual e r, s € N. Nesse exemplo,

T é dito ser um tensor (de posto) (r, S), ou r-vezes contravariante e s-vezes covariante.

Observacao 1.1.1. Veja que uma transformacao linear® : V. — R é um tensor (0,1).
Um vetor v € V também pode ser visto como um tensor (1,0) empregando a seguinte
"interpretacdo canénica”: v(0) := 6(v). Da mesma forma, um operador linearT : V — V
pode ser visto como um tensor (1,1) se interpretarmos T (0, v) := 0(T(v)).

Um exemplo distintivo de tensor é o produto escalar, definido como um tensor
(0,2) simétrico ndo-degenerado, ou seja, b : V x V — R, tal que b(v, w) = b(w, v), para
todos v,w € Ve b(v,w) =0, paratodo v e V = w = 0. Diferentemente do produto
interno como usualmente definido, o produto escalar é mais geral na medida em que
nao ha exigéncia de ser positivo-definido. De fato, € importante lembrar as definicées
sobre um tensor (0, 2), i.e., uma forma bilinear b. Tal tensor é dito:

e positivo-definido quando b(v, v) > 0,Vv #0;
e positivo-semidefinido quando b(v, v) > 0,Vv € V;
e negativo-definido e negativo-semidefinido por analogia;

e indefinido quando b ndo € semidefinido, isto &, dv,w € V tais que b(v,v) >
0, b(w, w) < 0.

No que segue fixamos um produto escalar b no espaco vetorial V. Escrevemos W < V
para dizer que W é subespago vetorial de V. Dado W < V, podemos restringir b para

1

A menos que mencionado o contrario, &€ sempre isso que entendemos quando doravante falarmos
em espaco vetorial nesse trabalho.



W x W. Dizemos que W é um subespaco ndo degenerado (em relacao a b), quando
blwxw € ainda tensor ndo-degenerado. Mais ainda, definimos o indice de b como

ind(b) := max{dim(W) : W < V e bl w € negativo-definido}.

Apesar da diferenga em relagéo ao produto interno, o produto escalar mantém muitas
de suas principais funcionalidades, como por exemplo o complemento ortogonal de um
subespaco (ou de modo mais geral pode ser mesmo um subconjunto) W < V, dado
por WL ={v e V:b(v,x)=0,Vx € W}, que faciimente é visto ser um subespaco de
V e que satisfaz algumas propriedades:

Proposicao 1.1.2. Se A, B < V, entdo temos que
1. (A+ Bt =A-nBL;
2. A= A

Demonstracdo. 1. Tome v € (A+ B)L. Entdo b(v, x + y) = 0, para todo x € A, e para
todo y € B. Tomando em particular x = 0, segue que v € BL, e quando y = 0
temos que v € AL. Portanto v € AL N BL. Por outro lado, se v € A-n B, temos
que b(v,x) =0=b(v,y),Vx € A, Vy € B e portanto, somando as equagdes temos
que b(v, x + y) =0, paratodo x € A, e paratodo y € B, donde v € (A+ B)~.

2. Item (ii) da proposicao (1.2.4) de (COSTA E SILVA, s.d.).
|

Lema 1.1.3. W C V é subespaco ndo-degenerado se, e somente se W é subespago
ndo-degenerado. No caso afirmativo vale V = W & W+,

Demonstracdo. E imediato ver que W ser degenerado é o mesmo que dizer que
WnW- contém um elemento néo nulo. Como essa condicdo é simétricaem W = W+
e W, segue que W é nao degenerado se e somente se W- é nio degenerado.
Para ver a soma, defina A = W + W, Pelo lema anterior temos que A+ =
(W + WH)L = W n W que é igual a {0} pois eles sdo ndo degenerados. Portanto
A =V e como a intersecéo € trivial, a soma é direta. [

Proposicao 1.1.4. Se (V, b) € espaco vetorial munido de produto escalar indefinido e
W é subespaco ndo-degenerado, entdo vale ind(V) = ind(W) + ind(W=').

Demonstragdo. Sejam A ¢ W, B ¢ W+ subespacos cujas dimensées respectivas p, o
realizem os indices de W e W, isto &, W tem indice 1 e b|4. 4 é negativo-definido,
e analogamente para W-. Como W é ndo-degenerado, temos V = W & W=, o que
implica que a soma de A e B também ¢é direta e produz um subespaco de V no qual a
restricdo do produto escalar é negativo-definido, dando ind(W) + ind(W-) < ind(V).
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Para ver que esse subespaco A® B tem dimensao maximal, isto €, sua dimensao
e igual a ind(V), seja C C V um subespaco restrito ao qual b é negativo-definido. A
aplicacdo C — W x W= que leva v — (u, w) onde u + w = v é injetora, e sua imagem
é um subespago negativo-definido em W x W-. Mas nesse espaco produto, temos
que A x B é subespaco negativo-definido maximal, donde dim(C) = dim(Im(C)) <
dim(A x B) = dim(A) + dim(B) = ind(W) + ind(W-). Portanto, X = {dimC: C< V,C é
negativo-definido.} é limitado por ind(W) + ind(W-) e entéo ind(V) = supX < ind(W) +
ind(W-+). u

Definicao 1.1.1. Uma base {eq, ..., e4imy} de V é dita ser ortonormal (em relagéo a
b), se b(ej, gj) = £3j;.

Introduzimos também o conveniente simbolo que batizamos épsilon de Min-
kowski, para 0 < v < dim V:

-1,8ei=j<v;
gj(v) =4 +1, sev<i=j<dmV;
0, sei#]j.

Sua motivagao é evidente: generalizar o delta de Kronecker de modo que se b tem
indice v e {eq,..., egimv} € base ortonormal de V, entao podemos escrever b(e;, €;) =
¢ji(v). Se nao houver risco de confusao escreveremos simplesmente ¢;;, com os indices
podendo aparecer tanto em cima como embaixo, conforme conveniéncia.

A afirmacgéao anterior depende do importante fato referente as bases ortonormais
que é: a quantidade de —1" entre os b(e;, e;) € sempre igual ao indice do produto
escalar, e portanto é independente da base. Além disso, bases ortonormais sempre
existem. Encontramos a justificativa para esses fatos no teorema 1.1.8 e no corolario
1.2.3 de (COSTA E SILVA, s.d.).

1.1.2 Classificacao causal

Um espaco vetorial de Lorentz é um espaco vetorial V, de dimensao finita n > 2,
munido de um produto escalar b indefinido com indice igual a 1. Fixando doravante
(V, b) como um espaco vetorial de Lorentz, podemos classificar os elementos de V em
trés tipos, a partir de seu produto escalar. Dizemos que v é:

e tipo-tempo (ou temporal), se b(v, v) < 0;
e tipo-luz (ou luminoso), se b(v,v)=0e v #0;
e tipo-espaco (ou espacial), se b(v,v) >0ou v =0;

e causal, se é tipo-tempo ou tipo-luz.
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Enquanto essa classificacdo se aplica também para qualquer produto escalar indefi-
nido, no caso particular de um espaco vetorial de Lorentz podemos definir também uma
base pseudo-ortonormal se e, eo séo tipo-luz com b(eq, €0) = —1, todos os demais
vetores séo tipo-espaco, unitarios e ortogonais entre si e a e4, . Voltando, também
podemos classificar subespacos de V. Veja que pela proposi¢édo 1.1.4, o indice dos
subespacos nao degenerados de um espago de Lorentz é sempre 0 ou 1, de modo
que sua classificagao pode ser feita por exaustao, tendo ainda a conveniéncia de seu
complemento ortogonal ter indice complementar. Se W < V, dizemos que W é:

e tipo-espacgo ou espacial, se b|y . w € positivo-definido;

e tipo-luz ou luminoso, se b|y . w € degenerado (ou seja, se existe v € W\ {0} tal
que b(v,w) =0,vw € W);

e tipo-tempo ou temporal, se b|yy .y € ainda produto escalar de Lorentz.

Essa classificacao para vetores e subespacgos é o que chamamos de carater causal.
Ela é algo aplicavel a espagos vetoriais munidos de produtos escalares indefinidos em
geral, mas ha propriedades especificas para os espagos vetoriais de Lorentz, como
ilustram as observacdes a seguir.

Observacao 1.1.5. Veja que se W é tipo-tempo, ele é necessariamente ndo degene-
rado e W+ também é ndo degenerado. Como W tem indice 1, pela proposicdo 1.1.4,
temos que W+ é um subespaco de indice 0, portanto positivo-semidefinido. Mas como
W e W+ sdo ndo degenerados, segue que o Ultimo é de fato positivo-definido. Portanto,
todos os vetores ortogonais a um vetor tipo-tempo sdo espaciais. A mesma proposicao
também implica que o complemento ortogonal de um subespaco tipo-espago é um
subespaco tipo-tempo.

Observacao 1.1.6. Se W é subespaco tipo-luz, existe um w € W n&o nulo tal que
b(w,v) = 0, para todo v € W, o que implica que w é tipo-luz. Se existisse u € W
tipo-tempo, teriamos W+ c ut. Como u é tipo-tempo, u+ é subespaco tipo-espaco, e
dai W+ também seria tipo-espaco, o que por sua vez implicaria que W é tipo-tempo,
0 que contraria a hipotese. Portanto num subespaco luminoso ndo existem vetores
tipo-tempo.

Observacao 1.1.7. Mais ainda, dados u, w € V vetores tipo-luz, é imediato que se u ||
v entdo u | v. Para ver a reciproca, tomemos x vetor luminoso unitario e escrevamos
U= axX+ UV = BX+ vy, onde ug, vy sdo vetores em x que portanto sdo tipo-
espaco. Veja que b(x, u) = ab(x, X) + b(x, Uyg) = —x e analogamente b(x, v) = —(3. Dai,
b(ug, Up) = b(u— ax, u—ax) = —2a(-x) — «® = & e analogamente b(vy, vo) = B2 e

b(ug, vp) = «f3. Agora, veja que o vetor Buy — aVvy € tipo-espaco e ao mesmo tempo,
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temos
b(Bug — avp, BUp — axVp) = BZx® —2apacf + x2p2 = 0.

Isso significa que Bug — xVvy deve ser o vetor nulo. Mas entdo Bu— ov = Bug + X —
avg—apx = Bug—avy = 0. Como necessariamente « e 3 sGo ndo nulos, u = %v, como
queriamos. Esse resultado implica que se W < V é luminoso, a dimensdo de W n W+
éigualai.

Observacao 1.1.8. Seja{ey, ..., egmy} uma base ortonormal de V com ey tipo-tempo.
Considere o conjunto C = {v € V : v é tipo-luz}. Tomando v € C, escrevemos
V= Z}i”{’ V aje;. Temos entéo que

dimV dimV
0=b(v,v)=b Z a;e;, Z ajej
i=1 j=1

dimV dimV

= > aable,g)= > aae;

ij=1 ij=1
2 _ 2
Portanto temos que o conjunto dos vetores luminosos € geometricamente um cone

(duplo) com vértice no vetor nulo, que lembrando, é um vetor tipo-espaco. Excluindo-se
o vértice, os dois cones C+ resultantes sdo chamados cones de luz de V.

Figura2 —Cones de Iluz em um espaco vetorial de Lorentz. Obtida de
en.wikipedia.org/wiki/Cone.

1.1.3 Adjunta e decomposicoes de transformacdes lineares

E interessante lembrar que se V, W sdo espacos vetoriais sem um produto
escalare T : V — W é linear, ja podemos produzir a transposta de T, que é a
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aplicacdo T!: W* — V*, dada por f — fo T. Com o advento do produto escalar, o
espaco dual passa a ser canonicamente? isomorfo ao préprio espaco, por meio dos
chamados isomorfismos musicais:

b:V = V5 v b(,v)
FrVE S V= 0)70.

Com isso, entre outras utilidades, obtemos a adjunta T* de uma transformacao linear
T, que além das propriedades algébricas da transposta, possui a conveniéncia de
operar sobre 0s préprios espacos vetoriais, ndo mais sobre os duais. De fato, vejamos
quesetemos T : V —» W,t: V* - V,b : W — W* e sendo b, g os respectivos
produtos escalares de V e W, definimos T* : W — V por T* := o T! 0. Com isso
obtemos a seguinte interessante e consagrada relacéo, parav € V,w € W:

Definicao 1.1.2. Se T : V — V é operador linear, definimos seu tragco como 0 numero
dado por tr(T Z,d;m1v ejjb(e;, Tej), onde {e,}d’mV € qualquer base ortonormal de
(V. b).

Observacao 1.1.9. Veja que a definicao esta bem posta pois se {n,}d’mv é outra
base ortonormal, podemos escrever n; = > i ajx€x € temos que ¢j; = b(n;,m;) =

b(>_k aikek, 21 8jie)) = >, ik &jiek- Entéo,

> ebi Tn) = > ejanaiblen Te) = Y exblek Tey).
i,j=1 ij k=1 | k=1

Definicao 1.1.3. Seja (V, b) espaco vetorial com produto escalare T : V — V operador
linear. Dizemos que T é:

e auto-adjunto,se T = T*;
e anti-auto-adjunto, se T = —T%;

e puro traco, se existe c € Rtalque T =c- Id;

2 E claro que diferentes produtos escalares produzem diferentes isomorfismos desse tipo, mas como

aqui estamos considerando (V, b) fixado, faz sentido falar isso.
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e livre de traco, se tr(T) = 0.

O interessante dessas definicdes, € que se L(V) é o espaco vetorial dos ope-
radores lineares sobre V, entdo os respectivos subconjuntos de £(V) contendo os
operadores com cada uma das propriedades acima séo facilmente vistos serem subes-
pacos. Denotamos

e Sym(V)={T € L(V) : T é auto-adjunto};

e ASym(V) ={T € L(V) : T é anti-auto-adjunto};
e PT(V)={T € L(V): T é puro traco};

o LT(V)={T € L(V) : T é livre de trago}.

Com isso podemos decompor T como

T = {&nnld} + E(T+ T*)—&nT)/d} + E(T— T*)} :
de modo que cada termo do lado direito pertence respectivamente a PT(V), Sym(V) N
LT(V) e ASym(V), e seus significados geométricos serdo apresentados mais adiante.
Com isso obtemos uma decomposicao em soma direta bastante especifica, a decom-

posicao de Ricci:
L(V)=PT(V)® (Sym(V)n LT(V))® ASym(V). (2)

Proposicao 1.1.10. Se B: V x V — R é forma bilinear simétrica em V, existe uma
Unica transformacéo linear auto-adjunta Tg : V — V tal que B(v, w) = b(v, Tgw),Vv,w €
V.

Demonstracdo. Para cada v € V, a aplicacdo w — B(w, v) pertence a V*. Pela
existéncia do isomorfismo musical entre V* e V fornecido pelo produto escalar b,
sabemos que existe um unico z, € V tal que b(zy, w) = B(v, w), para todo w € V.
Defina portanto Tg(v) = zy, que claramente é linear pois € definida em termos de um
isomorfismo. Veja ainda que como B é simétrica, temos b(v, (Tg)*w) = b(Tgv, w) =
B(v,w) = B(w,v) = b(Tgw, v), para todos v,w € V, dando que Tg é auto-adjunta.
Se supomos que existe outra tranformagéo linear R com essa mesma propriedade,
b(Tgv,w) = B(v,w) = b(Rv,w) — b((Tg—R)v,w) =0, paratodos v,w € V —
Tg = R. Logo Tg é unica. |

1.2 VARIEDADES DIFERENCIAVEIS

O ambiente matematico que formaliza a nocao fisica de "continuum espago-
temporal" sdo as variedades diferenciaveis®, possivelmente com bordo. Estas formam

3 Por variedades diferencigveis aqui nos referimos sempre a variedades reais de dimenséo finita de
classe C*°, com topologia Hausdorff de base enumeravel. Suave é sinbnimo de (de classe) C*.
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uma classe muito especial de espacos topoldgicos que se assemelham localmente
ao R", o que nos permite importar nogdes de diferenciabilidade. Aqui apresentaremos
apenas uma selecao restrita de definicbes e proposicdes referentes a teoria de vari-
edades diferenciaveis, conforme as nossas finalidades. Assumimos que o leitor esta
familiarizado com o basico da teoria de variedades diferenciaveis, como suavidade
de aplicagdes, campos vetoriais, seus fluxos locais, 1-formas, variedades com bordo,
etc. Para uma introdugéo detalhada a esses assuntos pode-se consultar o livro (LEE,
J. M., 2012). Daqui em diante denotaremos simplesmente por M uma variedade dife-
renciavel M de dimensado m, omitindo o "expoente" quando a dimensao estiver fixada.
Relembramos algumas defini¢bes essenciais:

C®(M)={f: M — R :fésuave};
™ = Upe y 'PM. € o fibrado tangente;
TM* = Upe MTpM*, é o fibrado cotangente.
Para F : N — M aplicacédo suave entre duas variedades,
X(F)={V:N— TM:V ésuave e ) o V = F} sdo os campos vetoriais sobre (ou ao longo de,

Quando N = M e F = Id, X(F) reduz-se aos campos vetoriais (suaves) ao longo
de M, X(M). Outra situacdo comum é quando N é um intervalo e F é uma curva®,
normalmente denotada por uma letra grega minuscula: X(y) sdo os campos vetoriais

ao longo da curva y. Temos, por fim, o conjunto das 1-formas diferenciais sobre M:

Q' (M) = X*(M) = {w : M — TM* : w é suave e mtry- o w = Id}.

1.2.1 Campos de tensores

Como cada ponto p da variedade diferenciavel M™ possui uma estrutura li-
near natural, a saber, seu espago tangente TpM, podemos construir objetos sobre
a variedade tais que em cada ponto eles se manifestem como objetos referentes a
espacos-vetoriais. Isto €, iremos importar nossa familiaridade com a algebra linear
para nos ajudar a estudar a geometria das variedades. Do conceito anterior de tensor,
produzimos os campos tensoriais, que sao funcées C°°(M)-multilineares da forma

T X (M) x ... x XH(M) x (M) x ... x X(M) — C™(M)

J (. J

rvezes Svezes

A classificacédo do posto é analoga a da algebra linear, e muitas vezes nos referiremos
a esses objetos como tensores, por simplicidade. Definimos Z5(M) como o conjunto

4 Isto é, uma aplicagdo entre um intervalo / e M, que a menos de mengéo explicita, sera sempre
suposta ser suave.
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de todos 0s campos tensoriais (r, s) sobre M. Esse conjunto possui de forma natural a
estrutura de mdédulo sobre 0 anel C*°(M).

Cabe também dizer que se F : N — M é aplicacao suave entre duas variedades
diferenciaveis e 7 é campo tensorial de posto (0, s) sobre M, podemos definir um
campo tensorial F*7 ao longo de N, chamado de pullback de T via F, dado por
F*T(X1,...,Xs) :==T(dF o Xy,...,dF o Xgs).

Uma importante propriedade dos tensores diz respeito ao que chamamos de
localizagao. Isso quer dizer que sendo cada tensor uma fungao de 1-formas e de
campos vetoriais, para conhecer o valor do tensor em cada p € M basta conhecer o
valor de seus argumentos somente em p. Explicitamente, por exemplo se 7 € 211 (M),
peM, ew oec X*(M)séo tais que w(p) = w(p) : TpoM = R, e X, X € X(M) séo tais

que X(p) = X(p) € TpM, entéo
(T(w, X)(p) = (T (w, X))(Pp).

Essa nocéao é tornada precisa nas proposigdes 2.2 e 2.3 de (O'NEILL, 1983).

Com isso, considere A o conjunto das fungbes que associam de modo suave
a cada p € M um tensor de posto (r,s) sobre TpM, que via operagbes definidas
pontualmente é facilmente visto ser um espaco vetorial. Mais ainda, se f € C>*°(M) e
X € A, definimos (fx)(p) = f(p)x(p), mostrando que A tem estrutura de C°°(M)-maodulo.
Para efeitos de simplificar a ilustracao do argumento, considere r = s = 1. Agora, defina
@ : ZL(M) — A como a aplicagédo que pega 7 € Z5(M) e associa a fungédo (Q7) € A
gue age como:

(@T)(p)(w, v) = (T(Q, V))(p),

onde pec M,w € ToM*,v € TpM, Q) é 1-forma tal que Q(p) = w e V € campo vetorial
tal que V(p) = v. Pode ser visto que tal aplicagéo é de fato um isomorfismo entre os
dois C°°(M)-mébdulos.

Dessa forma, vemos que o nome "campo" se justifica na medida em que os
campos tensoriais podem ser vistos como fungdes que em cada ponto da variedade se
manifestam como tensores no respectivo espaco tangente, isto €, parap € M, 7T(p) :
(ToM*)" x (TpM)® — R é aplicagdo multilinear. Usaremos uma ou outra interpretagéo
dos campos tensoriais conforme conveniéncia.

Esses objetos, a principio de natureza algébrica, virdo a ser de maxima rele-
vancia geométrica para nossa teoria. Uma vez que as variedade diferenciaveis sao
ambientes que permitem diversas formas de descrever seus pontos (i.e. diferentes
sistemas de coordenadas), os campos tensoriais representam justamente objetos ge-
ométricos, ou seja, cuja existéncia e propriedades nao estdo subordinados a uma
descricao coordenada especifica, mas sao proprios da variedade.

Antes de prosseguirmos, cabe estabelecer algumas convengdes de notacdo. A
primeira e mais Util € o somatdrio de Einstein, no qual omitimos o simbolo de somatério
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Y e entendemos que um somatério com indice de somatério de 1 a m = dim M esta
implicito sempre que encontrarmos expressdes com indices repetidos um em cima
e outro embaixo (indice mudo). A raz&o para essa sutileza posicional € justificada a
seqguir.

Escrevemos (x")?:"1 para nos referir de forma abreviada a uma carta local, ou
sistema de coordenadas locais (U, ¢ = (x',...,x™) de M. Se X € x(M) é qualquer
campo vetorial suave em M, ele pode ser escrito como combinacao linear dos elemen-
tos da base (em cada espaco tangente) advinda dos (xi ) como Xp = X f (p) 3 (p),Vp €
M, onde X' = X(x') e j& estamos utilizando aqui a convencao de Einstein de somaté-
rio, o que faremos sem comentarios doravante. Agora suponha que exista um outro
sistema de coordenadas locais (V,{ = ',...,y™). Em U NV, podemos escrever
X' = X(y'), nos dando X = X aiyi' Calculando esse campo em x/ temos X/ = X aX’ . Por
outro Iado em cada espaco tangente de ¢/ NV podemos ver como ocorre a mudanga

de base Afl aa/ Calculando 0s dois membros da equacao em y e lembrando que

AN 6" temos que A/

oy/ ax’

Tomemos agora uma 1-forma w € X*(M). Em U NV podemos expandi-la nas
bases provenientes de cada um dos sistemas de coordenadas locais, obtendo w =
w;idx’ = w/dyf onde w; = w <£(,) ew;=w (ay/> Portanto, se aplicamos a essas
expressOes a mudancga de coordenadas obtida entre as bases dos espagos tangentes

- oy 9\ _ i
obtemos w; = w (ax, ay/) = 557 @;. Por fim, escrevendo a mudancga de bases dx’' =

Bj’-'dy/' , se calcularmos essa expresdo em a_yk obteremos Bj’-éf dx’ ( o a?d) —
i _ ox'
k = dyF-

A tabela a seguir organiza o resultado, exibindo os coeficientes que expressam
a mudanga de coordenadas, na direcdo (/) — (x') para as bases e componentes
dos tensores. Assim, fornece a justificativa de porque adotamos para uns a notacao
com indices em cima (chamada de contravariante) e para outro embaixo (chamada de
covariante):

Vetores | 1-formas
oy oxi
Base 3 oyl
aXi ayl
Componentes oyl 357

Seguindo, apresentamos alguns teoremas importantes para as construgdes
ulteriores.

1.2.2 Variedades com bordo

Definicao 1.2.1. Seja M uma variedade suave. Um subconjunto A C M é dito dominio
regular se A é um aberto de M cuja fronteira topolégica fr(A) é uma subvariedade de
codimensédo 1 de M, e ainda, tal que AU fr(A) seja uma subvariedade com bordo de M
propriamente mergulhada de codimensao zero.
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Figura 3 — Representagao de um dominio regular em H™

Hm

Note que em particular, temos que AU fr(A) é fechado em M e seu interior € um
aberto de M. Ainda, seu bordo topologico dentro de M coincide com seu bordo como
variedade com bordo.

Teorema 1.2.1 (Teorema da Vizinhanca Colarinho®). Se M é variedade suave com
bordo, entéo existe um abertoUd C M contendo OM tal que U é difeomorfo a oM x [0, 1).

Demonstragdo. Teorema 9.25 de (LEE, J. M., 2012). [

Figura 4 — Representacao de uma vizinhanga colarinho.

Proposicao 1.2.2. Sejam M, N variedades suaves de mesma dimensdo m, com bordos
ndo-vazios, e suponha que exista h : oM — 9N difeomorfismo. Denote por M U, N o
espaco quociente obtido pela identificagdo de x € oM com h(x) € ON. Entdo, MU, N é
variedade topoldgica sem bordo, de dimensdo m e possui uma estrutura diferenciavel
tal que existem dominios regulares M,N c M Uy, N cujos fechos séo difeomorfos a
M, N respectivamente, satisfazendo MUN = MU, N e M N = dM = dN.

Demonstragcdo. Teorema 9.29 de (LEE, J. M., 2012). A figura 5 ilustra o que acontece.
[

5 Tradugao livre de Collar Neighborhood Theorem.
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Figura 5 — Grudando duas variedades ao longo de seus respectivos bordos (linhas
tracejadas). Figura adaptada de en.wikipedia.org/wiki/Connected_sum.

M / N

MUN

1.3 GEOMETRIA AFIM

1.3.1 Conexoes afins

As variedade diferenciaveis sdo ricas generalizagoes topoldgicas do R, en-
tretanto o ganho em generalidade que essa teoria propicia vem com a contrapartida
de um manuseio matematico mais delicado. Por exemplo, se p # g € M™, sabemos
que TpM e TqgM séo espagos vetoriais de dimensdo m e portanto sdo isomorfos. Mas
o isomorfismo linear que existe entre eles depende da escolha de bases para cada
um, de modo que nao parece haver uma maneira natural de comparar vetores em
diferentes espacos tangentes.

Concretamente, essa falta de identificacdo natural de espacos tangentes gera
a seguinte dificuldade. Se y : | — M é uma curva, sua velocidade/primeira derivada é
definida como v’ : I — TM dada por ¥/(t) := dv; (% S_t>. Portanto a derivada de uma
curva em M é uma curva em outra variedade, TM. Se quiséssemos calcular dessa
forma a segunda derivada, obteriamos algo em TTM, um resultado insatisfatério tendo
em vista a situagdo no R™ onde todas as derivadas vivem no mesmo espago e podem
ser combinadas para, por exemplo, fornecer uma equacao horaria de uma particula.
Mais geralmente, o problema com o qual queremos lidar € em estabelecer uma nocao
de derivada direcional de um campo Y € X(M) na direcao de um campo X € X(M).

Uma possivel solugédo para isso é apresentada pela derivada de Lie, que mede
0 quanto um campo varia ao longo das linhas de fluxo do outro. Ela é definida como

- (AdD—t) () Yopu(p) — Yo
Y =| t\P t\P
(ExY) () = lim t

para cada p € M, onde ¢ é fluxo local de X definido ao redor de p. Esse conceito,
que inclusive pode ser aplicado a tensores de outros tipos, € muito Util para varias
construcdes. A proposicao (1.58) de (O’'NEILL, 1983) nos mostra que a derivada de
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Lie pode ser expressa pelo colchete de Lie, que é definido como:
[X, Ypf = Xp(YF) = Yp(X),VX,Y € X(M),p € M, f € C(M). (3)

Por tudo isso vale sua mencgao neste trabalho, mas para os fins que estudamos ele
possui o reves de ndo ser localizavel, no sentido que para conhecer (£xY) (p) ndo
basta conhecermos Xp, mas X em toda uma vizinhanga de p, uma vez que ¢ definida
através do fluxo local de X e disso acaba resultando que n&o conseguimos empregar
a derivada de Lie para identificar espacos tangentes da variedade.

A saida portanto é adicionar uma nova estrutura em M, construida para satisfa-
zer explicitamente essas propriedades requeridas.

Definicao 1.3.1. Seja M variedade diferenciavel. Uma conexo afim em M é uma
aplicagéo V : X(M) x X(M) — X(M), (X, Y) — VxY que satisfaz as seguintes proprie-
dades:

1. V é R-bilinear;
2. VxfY = (XY +fVxY;
3. VixY =1VyY,
para todos X, Y € X(M), f € C>°(M). Um par (M, V) é chamado de variedade afim.

Exemplo 1.3.2. Se M = R™, definimos a conexdo plana V" dada por V14!(X/d;) :=
(3;X/)9;, onde X € X(R™).

Por construcéo, a conexdao afim nos permite derivar campos de vetores de
forma localizada na primeira variavel, que é a diregao da derivada. Mais ainda, a
proposicao 2.1.3 de (COSTA E SILVA, s.d.) mostra que se Y, V € X(M) coincidem em
um aberto &/ C M, entédo para qualquer p € U, tem-se Vx Y(p) = Vx V(p). Isso implica
a possibilidade de aplicar essa derivacdo a campos vetoriais que ndo necessariamente
estao definidos em toda M, como em geral é o caso dos campos coordenados %: se
U C M é um aberto, dados V, X € X(U/), entdo tomamos quaisquer extensdes suaves
V,X € x(M) de V e X, respectivamente, e pomos VxV = Vg Vlu, e esta definicao
independera da extenséo adotada. Usaremos este fato sem maiores comentarios no
que segue.

A expressao VxY também é conhecida como derivada covariante de Y em
relagdo a X pela conexdo V. Esse nome remete ao fato de que diferentemente do R,
a derivada parcial em geral nao é algo invariante. De fato, vejamos o0 que ocorre com

X!

uma expressao como 3 7, transformada para outro sistema de coordenadas, Ny

OXI_axk 2 (dyl g\ X (% dytox!
oyl — oyl oaxk \ ox! oyl \ axkx! oxiaxk |-

(4)
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Veja que a primeira parcela no membro direito acima é diferente do que se espera de
uma transformacdo de componentes tensoriais, isto €, de objetos que sdo invariantes
em relacdo a mudanga de coordenadas.

Por outro lado, isso ndo ocorre com a derivada covariante. Introduzimos os
simbolos de Christoffel de V referentes ao sistema de coordenadas (x ’)771 por meio

da relacdo VL% rjlkax’ Dai, temos Va (Xka?(k> = %))i, 4 +XkVaaXI aox =
%i((l a?(/ Xkrk/i, = (aai((,' FKIX"> 3,1+ Agora, vemos que a mudanga de coordenadas
fica como:
v, 0 Tk 9
aioyl Jayk
0x

oxP 9 —oxC 9
Vo e (a—y/m> =lioyk axe
ox28 ( 9 ox° 0 6x re 0 _r—aii
ayi axaay/ aXC ayl bagyc | ~ fiaykaxC'

Abstraindo o vetor axc e multiplicando (e efetuando a soma implicita) os dois membros
por ay ficamos com

— ox3xP oyl

ox2y! o ox°

i~ 3yT ayi oxc ba”™

oy’ 0xCoxa oyl

_ @ oxb ay! ox? (9 o 0x° 02y!
oy’ oyl 0x° ba oyl \oxb™/ 9yl 0xCoxa
— ox3xP oyl ox2ax¢ 02yl

I—‘jl' ay/ ayj OxC ba

ayi ay/ 0xCoxa’

Portanto vé-se que, como esperado, essa grandeza nao se transforma como um tensor,
mas o termo adicional que surge aparece de modo a cancelar com o termo excedente
em (4), quando os dois se combinam em uma expressao como Va[X/'aj, produzindo
finalmente uma mudanca tensorial, conforme esperado, uma vez que a conexao afim
¢ tensorial em seu primeiro argumento.

1.3.2 Transporte paralelo e geodésicas

Mas e quanto ao primeiro problema da comparacao de vetores em diferentes
espacos tangentes? Para avancar, fixemos pelo resto desta subse¢do uma variedade
afim (M, V). Precisamos primeiro estabelecer o seguinte:

Definicao 1.3.3. Se F : N — M é uma aplicagdo suave entre variedades diferen-
ciaveis, definimos uma conexdo sobre F como uma aplicagdo D : X(N) x X(F) —
X(F), (X, V) — DxV satisfazendo:

1. D é R-bilinear;
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2. D é C°°(N)-linear no primeiro argumento;
3. DxfV = (Xf)V + Dy V,Vf € C°(N), X € X(N), V € X(F),

Teorema 1.3.1. Seja F : N — M aplicacéao suave entre a variedade N e a variedade
afim (M, V). Entdo existe uma Unica conexdo DV sobre F tal que D)V((V o F)(p) =
Var,x,V(F(p)), paratodo p € N, X € X(N),V € X(M). DV é chamada de conexao
induzida por V sobre F.

Demonstragdo. Teorema 2.4.4 em (COSTA E SILVA, s.d.). [

Com isso, podemos estudar a conexdo D = DV induzida por V sobre uma curva
v. Dela, definimos a nogao de derivada covariante sobre uma curva:

Definicao 1.3.4. Sejay : | — M curva suave sobre M e X € X(y). A derivada covari-
ante de X sobre y € o campo DX € X(y) dado por %(s) = (Dng> (8).
t

Das propriedades de conexdes sobre aplicagdes, segue imediatamente que a
derivada covariante tem propriedades como:

o D(aX+Y)=al¥+BX vX v e x(y),vacR;
(1) = Ix + 18X wX € x(y),Vf : | - R fungéo suave.
Definicao 1.3.5. Um campo X € X(y) é dito ser paralelo se %)t( =0.

Dada vy : | — M suave, os campos paralelos sobre ela sdo dados por um sistema linear

de EDOs. Seja (U, (x1, ..., x™)) carta local que cobre parte de y. Entao:
Dv ;0 dvi 9 D
at =@ oxi Y T dtoxd YT Maox Y
_avi i d avk b
zr ) - J/ /!
dt oxi CV T VVV’/%OVGX" oY < at +{Ij eV oxk Y
Portanto a equacéo do transporte paralelo é
dvk b
ot (r,f oyY/'V' =0. (5)

Se o valor inicial for dado, obtemos um problema de Cauchy, que admitira solucéao
tnica®. Em termos geomeétricos o problema de valor inicial nos possibilita encontrar
um Unico campo paralelo V sobre v tal que V(a) = v, para cada v € T, ;M dado, com
a € I. Conhecendo esse tal V, podemos "transportar" v para outro espaco tangente
ao longo de vy, digamos T, )M, pondo Pg’bv = V(b). A familia {Pg’b : TygM —
Tv(b)M :a,b € I} é conhecida como transporte paralelo sobre y. Com isso, obtemos
uma maneira de comparar vetores sobre diferentes pontos da variedade. Trata-se de

6 Ver por exemplo, secdo 3.4 de (KREIDER et al., 1972).
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um procedimento ndo canénico na medida em que depende explicitamente da escolha
de uma curva. Mas também n&o € um procedimento arbitrario, pois como veremos
muita informacédo geométrica pode ser obtida a partir disso. De modo geral, essa é a
melhor solugcao possivel para o problema posto, mas veremos que localmente temos
um jeito de deixar isso ainda mais satisfatorio. Para isso, convém introduzir uma classe
especial de curvas em uma variedade afim (M, V).

Definicdo 1.3.6. Seja y : | — M curva suave. Se y' € X(y) for um campo paralelo,
entdo y é dita ser uma geodésica da variedade afim (M, V).

Definindo y" como o campo Dyv/, temos entdo que uma geodésica y € uma
dt

curva tal que v”(s) = 0, para todo s € /. A equagéo da geodésica é obtida tomando o
caso particular em que V' =", na equacdo 5:

dZYk
at2

Note que apesar de bastante parecidas, as duas tém uma diferenca fundamental, na
medida que as primeiras sdo equagdes diferenciais lineares e de primeira ordem e as
segundas sao nao lineares e de segunda ordem. Tais curvas sdo importantes pois sao
generalizagdes das linhas retas no R”, na medida em que s&o curvas sem qualquer
aceleragdo. De fato, munindo o R” com a conex&o plana do exemplo 1.3.2, cujos
simbolos de Christoffel imediatamente vemos ser todos nulos, obtemos as equacodes

k
_d:/;; = 0, cujas solugdes sdo yX(f) = at + b, para k= 1,...,n.

dvy' dy B

# (T o) G g =

Defini¢ao 1.3.7. Seja y : | — M curva suave. Se existe difeomorfismo h : J — [ tal
que vy o h é uma geodésica, entdo y € chamada de pré-geodésica.

Lema 1.3.2. Uma curva regulary : | — M é pré-geodésica se, e somente se existe
f € C>(l) tal que a igualdade yv" = fy' é satisfeita identicamente.

Demonstragédo. Considere um sistema de coordenadas (x)7, e ponha para cada
i=1,...,n v =x'oy.Se vale que yoh é geodésica, isso se expressa em coordenadas,
para s € J, como:

0=(v"oh)"(s)+ T o (v o M(S)(Y o Y(8)(v" o h)(s)
=" o h(s) - H(s)? +v" o h(s) - H'(s) + T o (v o h)(s) - H(s)*¥ o h(s)Y¥ o h(s)
= ()2 (Y + Tl o - ¥I'Y¥") o h(s) + (v o h)(s) - H'(s)

- h'(s) i o h(s)

.

o : (1) 1\ :
= vty (3 oo
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Assim, basta definir f(t) := (ﬁ—,)l (h~1(t)), que o resultado segue.

Para a reciproca, dada f € C°°(/) basta escolher como funcédo de reparametri-
zacao uma funcao h tal que (%)l(hq(t)) = f(t). Para isso, seja g : | — R qualquer
primitiva de f; ou seja, g’ = f. Seja ¢ : | — R uma primitiva de 9. Entdo (' = e9 >0, e
portanto ¢ é difeomorfismo sobre sua imagem J. Defina h:s e J— h(s) := {1(s) e I.
Ent&o h é difeomorfismo e satisfaz h” + (f o h)(H)? = 0, como queriamos. Com isso, a
conta é analoga a ja feita, porém de tras para frente. [

Corolario 1.3.2.1. Dada uma geodésicay : | — M n&o constante e difeomorfismo
h:J — I,voh égeodésica se, e somente se h € reparametrizagdo afim, isto €, € da
forma h(t) = at + b, com a # 0.

Demonstragcdo. Olhando a expresséo ao final da demonstragcéo anterior,

H(h(1)
—mYll(t),

H(h(t))
é imediato que o seu lado direito se anula identicamente se, e somente se h"’ = 0,
0 que é o mesmo que dizer que existem a, b € R tais que h(t) = at + b. Como h por
hip6tese é difeomorfismo, obrigatoriamente temos que a # 0. [

(Yi// + rjlk oy - j/yk/> (f) =

1.3.3 A aplicacao exponencial e vizinhangas convexas

Como as geodésicas sao curvas que transportam paralelamente sua propria ve-
locidade, as equacdes geodésicas acabam sendo um caso particular das equacdes de
transporte paralelo; entretanto, sendo ndo-lineares o teorema de existéncia e unicidade
que teremos sera apenas local.

Proposicao 1.3.3. Seja (M, V) variedade afim e seja v € TM qualquer. Entao existe
uma unica geodésicavyy : Iy — M satisfazendo as seguintes propriedades:

1. Iy é intervalo aberto contendo 0 e y'(0) = v;
2. seo:l— M égeodésicacom0cled(0)=v,entdol C Iy evyy| = .
Yv € chamada de geodésica maximal com velocidade inicial v.
Demonstracgo. Corolario 3.4.4 em (COSTA E SILVA, s.d.). |

Com isso, podemos definir D = {v € TM : [0,1] C Iy}, que conforme a pro-
posicao 5.1.2 de (COSTA E SILVA, s.d.) é um aberto de TM. A partir disso, temos
uma forma geometricamente significativa de mapear pontos entre a variedade M e
seu fibrado tangente TM. Definimos a aplicacao exponencial, exp : D ¢ TM — M
por exp(v) = yy(1). Veja que fixando um ponto p € M, podemos definir a aplicacéo
exponencial somente sobre p, expp = exp|DﬂTpM, que dado que D ¢ aberto, € uma
aplicacao entre variedades da mesma dimensao.
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Proposicao 1.3.4. exp : D — M é uma aplicacao suave, e para cada p € M existem
abertos N > Op e N > p, respecivamente contidos em D e M tais que expp| I NN
é difeomorfismo.

Demonstracdo. Proposicao 5.1.2 e corolario 5.2.2 de (COSTA E SILVA, s.d.). [ |

Tome t € (0, 1], e defina o(s) = yy(s.t), com s € [0, 1/t]. Note que este Ultimo
intervalo contém o intervalo [0, 1], logo ¢’(0) € D. Mas ¢/(0) = t.v, e portanto [0,1] C
[0,1/t] C Ity e o(S) = vt.v(S). Em particular, yy(t) = o(1) = vt.v(1) = expp(t.v). Isto
prova, em particular, que t.v € D. Portanto expp mapeia segmentos de retas dentro de
D passando pela origem em TpM em geodésicas, chamadas de radiais passando por
p € M. Assim, podemos generalizar a ideia de conjunto estrelado, tipico dos espacgos
vetoriais, como aqueles conjuntos cujos pontos podem ser conectados por retas a um
ponto fixo, sem sair do conjunto.

Definicao 1.3.8. Seja p € M e U vizinhanga de p. Dizemos que U/ é uma vizinhancga
normal de p se existe U’ C TpM conjunto estrelado em relagéo a 0p tal que expply :
U — U é difeomorfismo.

Definicao 1.3.9. Seja U/ aberto de M. Dizemos que U/ é aberto convexo se U é vizi-
nhancga normal de p, para todo p € U.

Proposicao 1.3.5. Seja U/ aberto convexo de M. Se p, q € U entdo existe uma unica
geodesica contida em U, denotada poryp,q - [0,1] — U tal que yp,q(0) = 1,vp,q(1) = q.

Demonstragdo. Suponha ao contrario, que existam duas geodésicas v, : [0,1] = U
tais que v(0) = p = B(0),v(1) = g = B(1). Teriamos entdo que expp(y'(0)) = g =
expp(B’(0)), mas U é em particular vizinhanga normal de p, portanto existe aberto
estrelado U C TpM tal que exppl,; : U — U é difeomorfismo.

Veja que U = U N exp, () é aberto em expy! (U). Se (vi)ken C U é sequéncia
que converge para v € ex,o,;1 (), entdo os pontos ry = expp(vg) convergem para
r = expp(v) € U. Como U e U sdo difeomorfos, a r corresponde um v/ € U. Mas
pela continuidade de expplzf, temos que v, — V'. Pela unicidade do limite segue
que v = v/ € U e portanto U é fechado em expp' (). Como U é estrelado, e em
particular conexo, segue que € uma componente conexa de ex,o,;1 (U). Com isso, se
existe v € expp! () \U, entdo expp' (1) ndo é conexo, tampouco conexo por caminhos.
Em particular, o segmento que vai de 0p até v em TpM nao fica inteiramente contido em
ex,o;,1 (U). Isso significa que a geodésica com velocidade inicial v ndo fica inteiramente
contida em Y. Portanto, pela contrapositiva, como vy e 3 por hipétese estao contidas em
U, temos que y'(0), B’(0) € U. Mas em particular, exppl;; € injetora, o que é contradicao
com expp(Y'(0)) = g = expp(B’(0)). u
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Isso significa que embora em uma variedade afim genérica nao haja restricao
para a quantidade de geodésicas conectando dois pontos arbitrarios, quando estes
estao restritos a uma vizinhanga convexa, teremos apenas uma geodésica contida em
tal vizinhanca. Esse fato, junto com a introducéo das coordenadas normais conforme
a proposi¢ao a seguir, nos indica que dentro de vizinhangas convexas, a geometria é
bastante parecida a que estamos acostumados no R™.

Proposicao 1.3.6. Seja (M, V) variedade afim. Dado qualquerp € M e (v,-),’-z1 base de
TpM, existe um sistema de coordenadas locais de M ao redor de p, (N, (x1, ..., xM)
tal que:

1. N é vizinhanca normal de p;

2. Lp)=v,i=1,...,m;

ox
3. rj!;((p)=o,i,j,k= 1,...,m.
Um tal sistema de coordenadas é chamado de sistema de coordenadas normal em
p.
Demonstracdo. Teorema 5.2.7 de (COSTA E SILVA, s.d.). |
Com isso, remetendo ao problema motivador posto, vemos que se p, q perten-
cem a uma vizinhanga convexa, nao temos mais problema de nao saber escolher que

curva para efetuar o transporte paralelo de TpM para TqM, pois nessa situagdo ha
uma Unica escolha natural, a geodésica yp,qg-

Proposicao 1.3.7. A topologia de M admite uma base de abertos convexos.
Demonstrag&o. Proposicao 5.7 de (O’NEILL, 1983). |

Também convém aqui definir brevemente alguns objetos tensoriais derivados
da conexao.

Definicao 1.3.10. Seja (M, V) variedade afim. O tensor de tor¢cdo de V € definido
como T :X(M) x X(M) = X(M), T(X,Y)=VxY-VyX-[X,Y]

Defini¢ao 1.3.11. Seja (M, V) variedade afim. O tensor de curvatura de V é definido
como R : (X(M))3 — X(M), R(X,Y)Z =V xVyZ-VyVxZ- Vix,v1Z-

Que esses objetos sejam de fato tensoriais, ndo é algo imediato e inclusive um
pouco surpreendente, dado que sédo construidos a partir de um objeto nao tensorial.
Mas a verificagcdo segue facilmente da aplicagéo das propriedades algébricas da cone-
xao0. O tensor de torgao é claramente antissimétrico, assim como o tensor de curvatura
em relacdo aos dois primeiros argumentos.
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1.4 GEOMETRIA SEMI-RIEMANNIANA

1.4.1 Variedades semi-Riemannianas

Dada uma variedade diferenciavel (com ou sem bordo) M, podemos dotéa-la
de um campo de tensores que servira para definir um produto escalar em cada TpM,
criando as condi¢des requeridas tanto para definir uma conexao afim natural, como
para prover a estrutura geométrica que necessitaremos neste trabalho.

Definicao 1.4.1. Seja 0 < v < m um numero natural, onde m = dimM. Um tensor
métrico de indice v sobre M é um campo de tensores g € IS(M) simétrico, tal que para
todo p € M, gp € um produto escalar de indice igual a v sobre TpM. Um par (M, g) €
chamado de variedade semi-Riemanniana (de indice v).

Observacao 1.4.1. Na literatura é comum por vezes g ser chamado de "métrica semi-
Riemanniana”ou "métrica pseudo-Riemanniana”. Aqui também iremos por vezes nos
referir a ele simplesmente por "métrica”, ainda que seja um conceito distinto ao de
"métrica” dos espacos métricos. O caso particular em que v = 0 e portanto o tensor
é positivo-definido, é o que nos nos referiremos quando falarmos em métrica Rie-
manniana. Assim, chamamos de variedade Riemanniana uma variedade diferenciavel
munida de um tensor métrico positivo-definido. O outro caso de interesse especial é
quando v = 1, quando g é chamada de métrica Lorentziana e (M,g) € uma variedade
Lorentziana.

Exemplo 1.4.2. A variedade Lorentziana mais simples e fundamental é o espaco-
tempo de Minkowski R := (R™ nm = —dx® @ ax® + dx? @ dx™ +...+ ax™ 1 @ dx™1)7.
Ele € conhecido na fisica como o "espaco-tempo da relatividade especial”. Sua métrica
surge diretamente da invaridncia de Lorentz: — (Axo)2 + (Ax1>2 +o+ (Axm‘1>2
é invariante em relagdo a mudanca de referenciais inerciais. Essa por sua vez, pode
ser visto como desenvolvimento do postulado Einsteniano de que a velocidade da luz
no vacuo seja invariante em relacdo a mudancas de referenciais inerciais. O tensor
métrico de Minkowski pode ser visto como caso particular da métrica semi-Euclideana
dm(9;,9) = ¢ji(v) quando v = 1. Quando v = 0, damos a este 0 nome de métrica
Euclideana para o R™.

Exemplo 1.4.3. Defina S™ := {(xy, ..., Xmy1) € R™T 1 x2+. . +x2 . =1}.Sedm, 1 éa

métrica Euclideana do R e 1 : S™ < R™1 & aincluséo, entdo wm = 1*8,,,1 & Mé-
trica Riemanniana sobre S e (S™, wm) é chamada de esfera redonda m-dimensional.

Exemplo 1.4.4. Para definir o espago hiperbdlico m-dimensional Hom, partimos do

i m+1 . _,2 2 2 i
conjunto {(Xy, ..., Xmy1) € R 1 =xF + X5 +. .. + x5, 4 =—1,xq > 0}. Em seu ambiente

7 Rigorosamente, apresentado dessa forma essa variedade ainda nao é um espago-tempo, conceito

que serd introduzido mais adiante, mas fazendo essa ressalva nos referimos assim de toda forma.
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R™1 colocamos a métrica de Minkowski 1,,,, 1. Munindo o conjunto com a métrica
obtida pelo pullback via inclusdo, obtemos uma estrutura variedade Riemanniana de
curvatura constante negativa. Esse hiperboiloide fornece um modelo para o espacgo
hiperbdlico, tanto quanto os modelos do semi-espaco superior e da bola de Poincaré,
vide (SOCOLOVSKY, 2018).

A partir disso, podemos estender a classificagéo via carater causal apresentada
para espacos vetoriais para campos vetoriais e curvas.

Definicao 1.4.5. Seja X € X(M). X é dito ser tipo-tempo [resp. tipo-luz; tipo-espaco;
causall se para qualquer p € M, Xy, for um vetor tipo-tempo [resp. tipo-luz; tipo-espaco;
causal] em TpM.

Definicao 1.4.6. Uma curva suave vy : | — M é dita ser tipo-tempo [resp. tipo-luz;
tipo-espaco; causal] se para qualquer t € /,y/(t) for um vetor tipo-tempo [resp. tipo-luz;
tipo-espaco; causall.

Uma importante propriedade das variedades semi-Riemannianas, que sera em-
pregada ao longo do trabalho é a possibilidade de mudar o tipo de um dado tensor,
preservando sua informacao geométrica. Vejamos, no espirito da proposicao (3.10)
de (O’NEILL, 1983), se X € X(M), denotamos por X’ e X*(M) sua 1-forma metrica-
mente equivalente, e da mesma forma w? € X(M) denota o campo vetorial metrica-
mente equivalente a uma 1-forma w € X*(M). Com isso podemos fazer a mudanca
de tipo dos tensores. llustrativamente, se 7 € If(M), temos um 7' ¢ I;(M) dado
por T'(w, X, Y) := T(w, X", Y). Também no sentido inverso, se T € Ig(M), temos um
T' € 7] (M) dado por T"(w, X) = T(w¥, X).

1.4.2 O "milagre" da geometria semi-Riemanniana

Até aqui desenvolvemos nas variedades diferenciaveis generalizagdes satisfato-
rias das propriedades geométricas do R™. Mas o fizemos andando numa via bifurcada,
com a estrutura afim de um lado e a estrutura métrica de outro. Entretanto, mila-
grosamente ocorre que no fundo esses dois desenvolvimentos estdo profundamente
conectados. De fato, o teorema a seguir estabelece que uma variedade M ao ser do-
tada de uma métrica semi-Riemanniana g adquire automaticamente uma conexao afim
com propriedades especiais.

Teorema 1.4.2 (Teorema Fundamental da Geometria Semi-Riemanniana). Seja (M, g)
variedade semi-Riemanniana. Entao existe uma unica conexdo V sobre M que satisfaz
as sequintes propriedades:

1. VxY-=VyX-[X,Y]=0,VX,Y € X(M) (Livre de torgéo);
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2. Xg(Y,2Z2) = 9g(VxY,2)+9(Y,Vx2),VX,Y,Z € X(M) (Compatibilidade com a
métrica).

Essa unica conexao é conhecida como conexao de Levi-Civita de (M, g) e € univoca-
mente caracterizada pela formula de Koszul:

29(VxY,Z) = Xg(Y,2)+Y9(Z, X)=2g(X, Y)=g(X,[Y, Z]) + 9(Y,[Z, X]) + 9(Z, [ X, Y]).
(6)

Demonstracdo. Teorema (3.11) de (O’'NEILL, 1983). [ |

Fixando um sistema de coordenadas (x")fzr e escolhendo X, Y, Z respectiva-
mente como os campos coordenados 9;, 9;, 0y obtemos uma expressao local para a
férmula de Koszul, que na literatura de fisica € inclusive mais conhecida que a forma
invariante apresentada acima. Veja que como g é tensor ndo degenerado a matriz
cujas entradas sao dadas por gj; € inversivel e portanto podemos denotar por gl a
entrada (/, j) de sua matriz inversa.

29('“/5-5/, k) = 0;9(9j, 0k) + 0;9(dk, 9) — 04 9(9;, 9))

- 2r,§-9/k = 0,0jk + 0j9ki — 0k Jjj
= 2gkg ™ = 93,9 + 9j9ki — 9Ty

3
= I = §gkm(aigjk + 0;9ki — Ok Jjj) |

A partir daqui iremos sempre trabalhar implicitamente com uma variedade semi-
Riemanniana (M, g) dispondo de uma estrutura afim dada pela conexao de Levi-Civita
V produzida por g, com suas correspondentes no¢des de transporte paralelo e geodé-
sicas. A primeira consequéncia dessa fusédo é a possibilidade de definirmos o tensor
de Riemann, um objeto totalmente covariante obtido a partir da mudanca de tipo do
tensor de curvatura. R(X, Y, Z, W) := g(R(Z, W)Y, X).

Podemos ainda realizar uma contragdo sobre R para definir o tensor de Ricci,
que funciona como uma espécie de média da curvatura. Ric : X(M) x X(M) — C°°(M)
dado por

Ric(X, Y) = dx' (R (i x) Y) 8
ox!
onde (x"),fz1 € qualquer sistema de coordenadas de M. Pode ser facilmente verificada
que a definicdo ndo depende do sistema escolhido.

Definimos ainda, em cada TpM, o operador forca de maré relativo a um v ¢
TpM por Ry : ToM — TpM, Ry(x) = Rp(x, v)v. Esse nome e notagdo também seréo
usados para se referir ao objeto correspondente operando sobre campos vetoriais.

8 Note que apesar de estarmos apresentando ese tensor somente agora, ele depende somente da
estrutura afim de (M, g), sendo exemplo do que chamamos de contracdo ndao-métrica.
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Além destes, fazendo mais uma contracdo no tensor de Ricci, definimos também a
curvatura escalar: S € C*(M), S = gV Ric(3;,9;).

Algo bastante conveniente que a adog¢ao de uma métrica nos propricia € a
possibilidade de expressar localmente os campos vetoriais em bases ortonormais. Um
referencial local ortonormal é uma familia (E;);”; de campos definidos num aberto U/ C
M tais que g(E;, Ej) = ¢ji(ind(g)). Enquanto a existéncia de um referencial ortonormal
global depende de condicbes geométricas globais da variedade, localmente temos
sempre a garantia de sua existéncia, como nos mostra a proposicao 3.0.1 de (COSTA
E SILVA, s.d.).

A estrutura métrica permite ainda a introducao de alguns operadores diferen-
ciais, conhecidos ja para os espacos Euclidianos, mas impossiveis de serem impor-
tados para as variedades somente a partir de suas estruturas diferenciaveis. Sejam
fe CCM),X,YecXx(M)eT € 211 (M). Definimos:

e 0 gradiente de f é o campo vetorial Vf € X(M) (ou grad(f)) metricamente equiva-
lente a df. Explicitamente, g(Vf, X) := df(X) = Xf;

o diferencial covariante de X € o tensor VX € I11 (M) dado por VX(Y) = VyX;

o trago de T é a funcdo tr(T) := T(9;, dx’) = gig (T(a,-), aj>.9

o divergente de X é a fungao escalar divX € C°°(M) dada por tr(V X). Explicita-
mente, tr(V.X) = gi/g (VX(E),-), aj) = g’/g (Va,X, a,-);

a Hessiana de f € o tensor Hf € Ig(M) dado por Hf(X,Y)=g(VxVT,Y).

Tendo estabelecido o basico dos objetos e conceitos fundamentais da geometria
semi-Riemanniana, sairemos da exposicao linear para apresentar alguns resultados
particulares dessa teoria que serdo necessarios para o desenvolvimento ulterior do
trabalho.

1.4.3 Variacoes de curvas e campos de Jacobi

Outro desenvolvimento da teoria que é interessante apresentar devido a sua
utilidade se refere as aplicacdes de dois parametros (vistos como variacdes de curvas)
e 0s campos de Jacobi. Suponha que seja dado ¢ : | x (-5,8) — M, uma aplicacéao
suave de dois parametros, isto é, I x (-5,0) C R2. Para cada s € (-6, 8), denotamos
oS : 1 — M;o5(t) = o(t, s), de modo que interpretamos a aplicagdo o como uma familia
a 1 parametro de curvas em M, ou uma variacdo de curvas.

Nessa situacdo, a curva o9 é chamada de curva fiducial e as demais o de
curvas longitudinais. Se t e s sado respectivamente as coordenadas globais de / e

9

Remetemos aqui a observacao 1.1.1 que, mutatis mutandis, se aplica também aos campos tensoriais.
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Figura 6 — Representagdo de uma variagéo de curva.

(-9, 9), denotamos o; := do (a%) e a derivada covariante de um campo X sobre o como
X = % = VX, e analogamente em relagéo a s. Introduzimos ainda o campo de
variagdo de o,que éo V € x(09) dado por V(t) = os(t,0). O principal caso de interesse
para nés € quando a curva fiducial e as demais curvas longitudinais sdo geodésicas
de M, situacdo na qual chamamos o de variacdo geodésica. A proposicao 4.4 de
(O'NEILL, 1983) nos mostra que oy — 0gt = T(0s,0¢) € Xgt — Xis = R(0, 05)X. Com
isso, e lembrando que a conexao de Levi-Civita € livre de torgédo, vejamos que campos
de variacao sobre uma geodésica y satisfazem uma equacao diferencial especifica:

D DV
V”(t) = Eﬁ(t) = ogt(t, 0) = o5t(2, 0)

= oits(f, 0) +R(1,0)(01(t, 0), 0s(t, 0))0y(t, 0)
—

=0, pois é variacdo geodésica

~(R(0s, 01)0y)(t,0) = 0= V"(t) + (R(0s, o1)0y)(t, 0)

V(1) + Ry (V(), Y (O () = V" +Ry(V) =0,

onde R,/ € o operador de forga de maré com respeito a v'. Essa equagao é conhecida
como equacdo de Jacobi, e um campo V € X(y) que a satisfaz identicamente é
chamado de campo de Jacobi.

Assim, por um lado temos que todo campo de variagdo de uma variagdo geodé-
sica é um campo de Jacobi. Por outro, um importante fato sobre a equacao de Jacobi é
que esta, expressa em coordenadas locais, se traduz em um sistema de EDOs lineares
de segunda ordem; por isso, dados v, w € T, ;M nao ambos nulos, existe um unico
campo de Jacobi ndo nulo V sobre v tal que V(a) = v e V/(a) = w. Com isso, o lema
(6.2.9) de (COSTA E SILVA, s.d.) mostra que dado um campo de Jacobi V sobre y
conseguimos construir uma variagdo geodésica sobre y cujo campo de variacdo &
o proprio V. Além disso, a linearidade da equacao de Jacobi mostra que o conjunto
desses campos sobre uma dada curva y € um subsespaco vetorial de X(vy).

Na secédo (6.1) de (COSTA E SILVA, s.d.) vemos um desenvolvimento heuristico
do conceito de campos de Jacobi, e vemos que eles podem expressar uma nog¢ao
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de separacao entre geodésicas vizinhas em primeira ordem. Assim, com seu advento
podemos estudar, grosso modo, a convergéncia/divergéncia de familia de geodésicas
como efeito da curvatura; isto prové um significado geométrico a curvatura, que havia
sido introduzida de forma meramente algébrica. Essa interpretacao heuristica sera
importante no que segue.

Definicao 1.4.7. Seja (M, g) variedade semi-Riemanniana, vy : /| — M geodésica, e
a+ b € I. Dizemos que y(b) é ponto conjugado em relagao a y(a) ao longo de y se
existe J € X(y) campo de Jacobi ndo nulo, tal que J(a) = 0 e J(b) = 0.

Quanto a referida convergéncia, seu sentido preciso € dado pela seguinte propo-
sicao, que também fornece uma expressao desse fenébmeno em termos da aplicagéo
exponencial.

Proposicao 1.4.3. Seja (M, g) variedade semi-Riemanniana e « : [0,1] — M geodé-
sica ndo constante. As seguintes afirmagées sao equivalentes.

1. p=«(0) e g = «(1) sdo pontos conjugados ao longo de «;

2. existe variacdo geodésica o : [0,1] x (=8,8) — M com campo de variagdo néao
nulo V tal que o(0,s) = p,Vs € (-5,08) e V(1) = 0g;

3. o/(0) é ponto critico de expp.

Demonstracdo. (2 = 1)— Se existe tal variacao, sabemos que V é campo de Jacobi
ndo nulo sobre « que se anula nas extremidades, e portanto p e q sdo conjugados
sobre «.

(1 = 3)- Seja J campo de Jacobi ndo nulo sobre « que se anula nos
extremos. Chamemos «/(0) = x e J'(0) = w, que & ndo-nulo pois caso contrério,
sendo solugdo da equagao de Jacobi, J seria nulo. Sob a luz do lema (6.2.9) de
(O’NEILL, 1983), podemos considerar a variagao o : [0,1] x (-5,6) — M dada por
o(t, s) = expp(t(x + sw)), onde 5 > 0 pode ser escolhido de modo que o seja variagéo
geodésica sobre «, com campo de variagcdo dado por J. Assim, veja que os(t,S) =
dogs s (%) = (dexPp) t(x+ sw) (W) t(x+sw)- © De modo que os(1,0) = (dexpp)x(wx). Por
outro lado, og(1,0) = J(1) = 0. Logo Ox # wx € ker(dexpp)x, 0 que significa que € uma
aplicagéo singular e portanto x = «/(0) é ponto critico de expp.

8 = 2)-Se wx € TxTpM & vetor ndo nulo que anula (dexpp)x, basta
fazer a mesma construcédo do item anterior para obter uma variagdo geodésica e seu
correspondente campo de Jacobi sobre « que satisfazem o desejado. [

10 Cada T,M pode ser visto como uma variedade, e se u, v € T,M, escrevemos u, para nos referir ao
elemento de T, T,M canonicamente corespondente a u.
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1.4.4 A geometria de subvariedades

Se (MM g) é variedade semi-Riemanniana, e N ¢ M é subvariedade mergu-
Ihada, podemos estudar como a estrutura geométrica de (M, g) passa para (N, g|p). 1!
Mais geralmente, costuma-se estudar como imersées F : N — M entre duas varieda-
des quaisquer carregam essa estrutura, com 0 nosso caso correspondendo a situacao
particular em que F é a inclusdo. Lembramos aqui que uma tal F permite importar
objetos covariantes de M, em particular sua métrica, para N por meio do pullback:
(F*g)p(v,w) = 9F(p)(dFpVp, dFpwp), para todo p € N, e para todos v, w € TpN.

Definicao 1.4.8. Seja (M, g) variedade semi-Riemanniana, N variedade diferenciavel
e F: N — M imersao. Dizemos que F € uma imersdo semi-Riemanniana se (N, F*g)
€ uma variedade semi-Riemanniana. Se esse é o caso, chamamos F*g de métrica
induzida.

A proposigao seguinte permite caracterizar as imersdes semi-Riemannianas.

Proposicao 1.4.4. Seja F : N — M imersao suave sobre (M, g), variedade semi-
Riemanniana de indice v. Entdo F € uma imersdo semi-Riemanniana se, e somente
se existe um inteiro 0 < p < v tal que para todo p € N, dFp(TpN) € um subespago
ndo-degenerado de (TF(p)M, gF(p)) com indice w.. No caso afirmativo, (N, F*g) é uma
variedade semi-Riemanniana de indice .

Demonstracdo. ( = ) Se F é imersao semi-Riemanniana, entdo (N", F*g) é varie-
dade semi-Riemanniana, de indice digamos u. Tomando qualquer p € N, escolhe-
mos uma base ortonormal (e;)/; de TpN. Como dFp é transformagéo linear inje-
tora, (de(e,-))}"’=1 € base do subespaco dFp(TpN) C TF(p)M. Mais ainda, veja que
9F(p)(dFp(e)), dFp(e))) = (F*9)p(ej, ej) = ¢jj, de modo que essa base € ortonormal, e
portanto o subespacgo é ndo-degenerado de indice 1 (que claramente ndo ultrapassa
V).

( <) Agora suponha que existe o numero 0 < pu < v conforme o enunciado.
Fixando p € N qualquer, temos que dFp(TpN) € subespaco ndo degenerado TrpM
com indice u, o que significa que ele admite uma base da forma (dFpe;)iL, que é
ortonormal em relagdo a gg(p) € onde (e)f., € uma base de TpN. Sendo assim,
temos que (F*g)p(e;, €)) = gF(p)(dFpe;, dFpe)) = €. Isso mostra que (TpN, (F9)p) é
espacgo vetorial com produto escalar e como p é arbitrario, seque que F é imersao
semi-Riemanniana. |

Como corolario disso, temos que quando (M, g) € Riemanniana, (N, F*g) s6
pode ser também Riemanniana. Quando (M, g) é Lorentziana, o indice de (N, F*g) é

" Isso significa g restrita a vetores tangentes a N.
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necessariamente 0 ou 1, isto é, (N, F*g) pode ser Riemanniana ou também Lorentzi-
ana, além do caso em que é degenerada. Mais precisamente, pode ocorrer inclusive
0 caso em que é degenerada apenas em alguns pontos. Por exemplo, considere a
inclus&o do paraboldide t = x2 + y2 dentro de R3. O pullback da métrica do ambiente
se expressa (em coordenadas globais (x, y) no paraboléide) como (1 —4x2)dx® ax+(1-
4y2)dy ®dy—4xy(dx ® dy + dy ® dx). Dessa forma, esse campo tensorial quando calcu-
lado respectivamente nos pontos (0, 0, 0),(1/4,0,1/2) e (1,0, 1) do paraboloide, resulta
nos tensores dx ® dx + dy ® dy (indice 0), dx ® dx (degenerado) e dx ® dx —3dy ® dy
(indice 1).

Particularizando para o caso de subvariedades mergulhadas de (M, g) Lorentzi-
ana, com F sendo a incluséo, dizemos que « : N — M (e também a prépria subvarie-
dade N) é:

e tipo-tempo se (N, g|n) é Lorentziana;
e tipo-espaco se (N, g|yn) € Riemanniana.

Exemplo 1.4.9. Dado R > 0, considere o conjunto ST(R) = {(x0,...,x™) € R™1
—(x9)2 + (x")2 + ..., (x™)2 = R?}. Como ele é claramente imagem inversa de valor re-
gular, sabemos que trata-se de uma subvariedade mergulhada de R™1. Quando este
ultimo est& munido da métrica de Minkowski n, ST adquirird uma métrica Lorentziana
induzida g4g. Pondo S{" := S{"(1), chamamos (S, g4s) de espago de de Sitter. Pode
ser mostrado, vide a proposigcao (4.29) de (O’NEILL, 1983) que o espacgo de de Sitter
tem curvatura escalar'? constante positiva. Tirando o caso em que m = 2, Sg' € sempre
simplesmente conexa.

Exemplo 1.4.10. Analogamente podemos construir 0 espaco de anti-de Sitter. Come-
camos considerando o conjunto H(R) := {(x0, ..., xM) € R™1 : ~(x0)2—(x1)2 + (x2)2+

.., (x™2 = —R2}. Novamente pela proposicdo 4.29 de (O’'NEILL, 1983), temos que
essa é uma variedade com curvatura escalar constante negativa. Pela proposicao 4.25
do mesmo livro, temos que HT(R) ~R™1 xS, de modo que ele ndo é simplesmente
conexo. Por isso, 0 espago de anti-de Sitter € definido como o recobrimento univer-
sal de HT = HQ"(1) e mais adiante veremos como esse tipo de aplicagdo consegue
transportar a estrutura métrica.

Tendo visto algumas consequéncias ao nivel do tensor métrico da passagem de
M para uma de suas subvariedades, agora inquirimos sobre a passagem da estrutura
afim de (M, g) para suas subvariedades semi-Riemannianas. Veja que quando (N, g|y)

12 Na verdade quando se fala em curvatura constante em variedades de dimensdo maior que 2, a dis-
cussdo é feita em termos do conceito de curvatura seccional, que neste trabalho nao foi apresentado.
Para os efeitos aqui desejados, podemos descrever a curvatura apenas em termos da curvatura
escalar, como indica o exercicio (3.5) de (O’'NEILL, 1983).
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Figura 7 — Representagdo do espago de de Sitter de 2 dimensdes. Obtida de
www.danieldavis.com/how-to-draw-a-hyperboloid.

€ subvariedade semi-Riemanniana, em cada p € N temos a decomposigdo em soma
direta ToM = ToN @ TpN*.

De modo geral, doravante consideramos F : N — M imersao suave entre duas
variedades semi-Riemannianas, (M, gy) e (N, gy)- A situacdo até entdo considerada
corresponde ao caso particular em que F é a inclusdo. Um resultado decisivo para o
que iremos fazer € a

Proposicao 1.4.5 (Decomposi¢éao ortogonal). Dado V € X(F), existem unicos Xy €
X(N) e V+ e xL(F)={Y € X(F): Yp L dFp(TpM),Vp € N} tais que

V =dF o Xy + V*.
Demonstracéo. Proposicao 4.1.6 de (COSTA E SILVA, s.d.). [

Com isso, sendo D a conexao induzida por VM sobre F, é possivel decompé-la
em uma parte tangente e outra normal. Disso surge o principal objeto desta secao, o
tensor de segunda forma fundamental, ou simplesmente tensor de forma:

I X(N) x X(N) — X(M)
(X, Y) = —(Dx(dF o Y)—dF o VY),

onde o sinal negativo, por ora ad hoc, se mostrara conveniente logo mais.
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Veja que se dados Y € X(F) e X € X(N) existem Y, X' € X(M) tais que
YoF=YeX oF =dF o X, entdo para cada p € N temos

(v)"é’, Y’) o F(p) = (v)"é’,( F o) Y’) o F(p) = (v"d/’Fp X, Y') o F(p)
= (DxY' o F) (p) = (DxY) (p)-

Assim, quando N é subvariedade mergulhada de M e F é a inclusdo, vemos que
DyY é expresso simplesmente por V)"g, Y'|n, onde X', Y’ sdo respectivas extensoes
para M, que segundo o lema 4.1.5 de (COSTA E SILVA, s.d.) sempre existem lo-
calmente. Destarte, por simplicidade atribuimos significado a expressao Vﬁ‘(/’ Y como
sendo igual a <V)"?, Y’) |y, para quaisquer X', Y’ que estendam localmente X e Y.
Portanto no caso que lidaremos em geral o tensor de forma se escreve como /I(X, Y) =
~(v¥Y-vy).

O tensor de forma, € de fato um (campo de) tensor (1,2), pois se f, h € C°°(N)
e X,Y € X(N), entao:

H(hX, 1Y) = ~(V Ity =N 1Y) = ~(h(XA) Y + AV Y — h(XA)Y - hfV R Y) = heli(X, V),
e a linearidade na soma é imediata. Ele também é simétrico:
X, Y)=~(VMy-vly) = V¥ x+1X, YI-V X=X, Y]) = =(V¥X-VIX) = 11y, X).

Defini¢cao 1.4.11. Dizemos que a subvariedade semi-Riemanniana N é totalmente
geodésica quando seu tensor de forma se anula identicamente.

Fixando campos vetoriais normais a subvariedade, podemos expressar o con-
teudo geométrico do tensor de forma em outros tensores. Por conveniéncia ao emprego
que faremos, usaremos apenas campos unitarios. Para tanto, seja um campo vetorial
suave U e X1 (N) satisfazendo |g(U, U)| = 1. Em particular, quando N é hipersuper-
ficie, a escolha de U é canbnica a menos de sinal. Definimos entdo o tensor (1,1)
Sy  X(N) — X(N) chamado de operador de Weingarten e também o tensor (0,2)
Ky : X(N) x X(N) — C*°(N), chamado de segunda forma fundamental, dados por:

Ky(X,Y) = g(I(X, Y), U)

=1 g(Sy(X). ¥) =
= g~(v¥y-vly), )
vRYLU

= g-v¥v.u)

- —X LYoy, VY U)
—
YLU
— Sy(x)=v¥u.
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Veja que Sy estd bem definido, e consequentemente também K, pois o tensor métrico
€ nao degenerado. Como tanto o operador de Weingarten como a segunda forma
fundamental sdo tensores de ordem 2, seus respectivos tragos sdo escalares, e de
fato sdo iguais, pois ambos tensores carregam a mesma informacao geométrica, isto
€, sdo 0 mesmo objeto a menos de se levantar/abaixar um indice. Um fato importante
€ que o operador de Weingarten é auto-adjunto:

a(Su(X), Y) = gll(X, Y), U) = g(lI(Y, X), U) = g(Sy(Y), X).

A curvatura média de N é definida como a contracdo dos argumentos covariantes do
tensor de forma, dividido pela dimensao de N (dai "média"), isto €, € um campo vetorial
normal sobre N expresso por:

el
H =" II(E;, E),

onde (E;)L, é referencial ortonormal de TN e temos uma soma implicita em /,j =
1,...,n. Como o campo H é em todo ponto ortogonal a N, podemos expandi-lo local-
mente em um referencial ortonormal (U,-),Z’;” de NN (fiborado normal de N), de maneira
que:

m-n

H=Y" n'U; para algum conjunto de fungées escalares (n')"

i=1

m-n
=
ik ik

, € € 1
ejn’ = 9(H, U) = =-gUI(E;, ), U)) = ~-9(Sy (E), Ex) = - tru(Sy)-"

Portantq os coeficientes da expansio sdo dados por i’ = e—,;'trN(SUj). Ainda, expres-
sando 1’ em termos da conexao obteremos mais significado geométrico:

- elighl ikl
n' = ——9g(IE}, Ex), U)) =

M
9V E,U)

ekl

M el 14
—~Ex 9(E}, U)) +9(E, VEU)) | = —divn(U)).
N—_——

=0
Dessa forma, tais coeficientes podem ser visto como uma medida do quanto a subva-
riedade "se abre" ou "se fecha" na direcao de cada campo normal. Mais precisamente,
essa interpretagdo € garantida pela seguinte proposi¢céo. Esse resultado é apresen-
tado aqui meramente por completude, e para fins heuristicos. De fato, apela para o
conceito de forma volume de uma variedade semi-Riemanniana orientavel, que nao

13 |sso denota um "trago parcial”, isto é, um traco tomado apenas com respeito ao espaco tangente de
N

4 Analogamente ao traco, isso denota um "divergente parcial”.
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discutiremos aqui, mas que pode ser estudado no capitulo 10 de (O’'NEILL, 1983).
Apresentamos aqui um esboco de sua demonstracéo para aqueles leitores familiares
com o0s conceitos envolvidos.

Figura 8 — Conforme nossa convengéao de sinal, ilustracbes de superficies respectiva-
mente com curvatura média maior que zero e menor que 0. Se a superficie
é transformada na direcdo da curvatura média, vemos que seu volume au-
menta e diminui, respectivamente.(TREUDE, 2011)

Proposicao 1.4.6. Suponha que (M, g) seja orientavel, e portanto possua uma forma
volume dM. Seja N subvariedade semi-Riemanniana e X € X1(N) com suporte
compacto. X pode ser estendido para uma vizinhancga de N, na qual seu fluxo ¢ esteja
definido. Se f(t) é o n-volume de &¢(N), entdo f'(0) = n [, g(H, X)dN.

Demonstragcdo. Se F : M — M é funcao suave entdo a jacobiana de F € a funcao
JF e ¢>°(M) definida por F*dM = JF dM. Seja J(t) a jacobiana do t—ésimo estagio do
fluxo local de X. Note que

J(t)yaM-J0)aM . dijdM—1dM

J(0)dM = |i =lim -t —— - ¢yadM
©) tlr(]) t tl—rPo t X

Por outro lado, a derivada de Lie na direcdo de X pode ser expressa pela "formula
magica de Cartan" (diy +Lyd) = £x, onde 1y : QXK(M) — Qk1(M) é o produto interior
com X. Como dM é de grau maximo e portanto fechada, temos £xdM = d(1xdM).
Mais ainda, com algum trabalho algébrico podemos mostrar que essa expressao sur-
preendentemente ¢é igual a (divX)dM.

f(t) = vol(d(N / aN = /cb,dN /J
0=y S 2 (f v [ o)

L J(t) - / |
=/Nm) t dN:/NJ(O)dN=/N(d/VNX)dN

E comparando isso com as contas precedentes, conclui-se que f'(0) = n [, g(H, X)dN.
[ |

De modo que
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Definicao 1.4.12. Se N é subvariedade semi-Riemanniana de M, vy : [a,b] — M é
geodésica normal a N, isto é, y(a) € N ev/(a) L Ty(a)N, entdo dizemos que y(b) é
ponto focal de N ao longo de y se existe campo de Jacobi n&do nulo J € X(y) com

J(b) =0, J(@) € TymNe (%{(a))T = S,(4J(a).

A ideia de pontos focais € analoga a de pontos conjugados, onde a geodésica
emana normalmente a uma subvariedade semi-Riemanniana, ao invés de um ponto. A
existéncia de pontos focais para uma subvariedade N estéa ligada a um comportamento
convergente (em primeira ordem) das geodésicas que emanam ortogonalmente de
N. A proposicdo 10.30 de (O’NEILL, 1983) fornece um correspondente para pontos
focais da nossa proposicao 1.4.3. Quanto a isso, € importante introduzir aqui também a
exponencial normal de N: expy = exp|nnnp- Veja que se N tem dimenséo n, o fibrado
normal NN tem espaco base de dimensao n e fibra de dimensdo m— n e portanto é
uma subvariedade de TM de dimensao m, igual a M. Com o advento da exponencial
normal podemos introduzir também o conceito de vizinhanga normal em torno de N.
Dizemos que um aberto N C & ¢ M é normal se ele & imagem difeomorfica de um
aberto &/ ¢ NN N D que contém a secdo nula de NN, pela exponencial normal. Mais
detalhes sobre essa aplicacao podem ser vistos no capitulo 7 de (O'NEILL, 1983).

Figura 9 — As geodésicas que emanam ortogonalmente da hipérbole em R2 convergem
em primeira ordem para o ponto p.
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2 GEOMETRIA LORENTZIANA GLOBAL

2.1 INTRODUCAO

2.1.1 Orientacao temporal

Para toda essa secao, fixemos (M, g) variedade Lorentziana conexa. Como visto
na observagéo (1.1.5), em cada TpM, o complemento ortogonal de vetores temporais
é sempre um subespagco tipo-espago, de modo que se v, w € TpM s&o vetores tipo-
tempo, temos a dicotomia gp(v, w) > 0 ou gp(v, w) < 0. Assim, definindo

Cv :={w e TpM : w é tipo-tempo e gp(v, w) < 0},

temos que v € Cy e para a,b > 0e w,u € Cy, temos gp(v, aw + bu) = agp(v, w) +
bgp(v,u) < 0 = aw + bu < Cy. Isso significa que o conjunto Cy, além de ser
geometricamente um cone como vimos na observacao 1.1.8, de modo mais geral tem
a propriedade a que damos 0 nome de cone convexo, € nos referimos a este conjunto
como o cone temporal de v. Fica claro portanto que em cada TpM, existem dois cones
temporais disjuntos e opostos pela origem, Cy e C_,.

Considere agora uma funcao t sobre M que para cada p € M associa um cone
temporal em TpM. Dizemos que T é continua se para cada p € M existem vizinhanca
p € U e campo vetorial tipo-tempo e continuo X sobre U/ tal que Xp < t(p). Uma tal
funcéo T, quando é continua, é chamada de orientacdo temporal para (M, g). Se for
possivel fazer uma escolha continua de um cone temporal em cada TpM, chamando-o
de cone futuro (e por extensdo, chamando seu oposto de cone passado), dizemos
que (M, g) é uma variedade Lorentziana temporalmente orientavel. Um critério para
determinar a orientabilidade temporal € dado pela seguinte proposicao.

Proposicao 2.1.1. Uma variedade Lorentziana é temporalmente orientavel se, e so-
mente se, existe um campo vetorial suave X € X(M) tipo-tempo.

Demonstracdo. ( — ) Se um tal X existe, designando para cada p € M o cone CXp
claramente fornece uma orientacao temporal para (M, g).

( <) Veja que localmente, com o emprego de coordenadas é possivel cons-
truir campos vetoriais tipo-tempo suaves em cada dominio de carta. De fato, seja

U, (x1,...,x™) carta local. Como (M, g) é Lorentziana, para qualquer p € M existe
ao menos um vetor vp € TpM que é tipo-tempo. Escreva vp = a"%(p). Sejam

(A)M. € C>(M) fungdes suaves tais que A'(p) = &', para todo i. Como (g;A'A)(p) < 0
e essa € uma funcao continua, existe um aberto p € V C U onde o campo definido por
A"% é tipo-tempo. Com isso, podemos cobrir M com uma colecao (Uy)«, da qual, para
cada aberto existe um campo tipo-tempo suave X* € X(U/,) de modo que Xp‘X € 1(p)
para todo p € Uy. Mais ainda, como T € continua temos que para p € Uy N Ug, entao



X5 e XS estdo no mesmo cone temporal em TpM, a saber, em t(p). Tomando (fy)«
uma partico suave da unidade subordinada a esta cobertura, definimos X =", fo X,
Fixando p € M arbitrario, temos

o Xp Xo) = 9p | S falo) XS S f(0IXE | =S falp)a(pigp (XS, X5) <0
x B o3

pois cada fy € ndo-negativa, e 0s campos estao no mesmo cone, e portanto X é tipo-
tempo. Ainda, como T(p) € cone convexo, segue que » fa(p)Xg € 1(p) sempre que
X5 € T(p). Temos portanto que X & campo vetorial suave e tipo-tempo, compativel
com a orientagao temporal dada. |

Se (M, g) é variedade Lorentziana temporalmente orientavel, um argumento tipo
aberto-fechado mostra que existem 2 orientagcées temporais para cada componente
conexa de M. Quando fixamos uma das possiveis orientacdes temporais para a varie-
dade Lorentziana, ela se torna uma variedade Lorentziana temporalmente orientada.
Como corolario dessa proposicao, temos que somente as variedades que possuem um
campo vetorial ndo-nulo em todos os pontos podem se tornar uma variedade Lorentzi-
ana temporalmente orientada. Como toda variedade M (com base enumeravel) admite
uma métrica Riemanniana, digamos h, se M possui um campo nao nulo X, obtemos
uma métrica Lorentziana para M, definindo V := X/\/h(X, X) e pondo

g:= h-2V' @ V°

para a qual o campo V é tipo-tempo e portanto (M, g, V) é temporalmente orientada.
Assim, concluimos que uma variedade diferenciavel M de dimensdo > 2 admite uma
métrica de Lorentz se e somente se admite um campo vetorial ndo-nulo em todo
ponto. Em particular, se M € compacta e sem bordo isso ocorre se e somente se sua
caracteristica de Euler é zero'. Em particular, esferas admitem tais métricas somente
se tém dimensao impar.

Essa discussao pode ser sintetizada pela proposicao 5.37 de (O’'NEILL, 1983)
que diz que para qualquer variedade diferenciavel M, sdo equivalentes as afirmacdes:

e existe uma métrica Lorentziana em M;
e existe uma métrica Lorentziana temporalmente orientavel em M,
e existe um campo vetorial de M que ndo se anula em nenhum ponto;

e oU M nédo é compacta, ou se €, x(M) = 0.

' Vide o Teorema de Poincaré-Hopf no capitulo 6 de (MILNOR, 1965).
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Veja que a orientabilidade usual da variedade ndo aparece como fator nesse resultado,
nos mostrando que orientabilidade e orientabilidade temporal sdo dois conceitos in-
dependentes. Dessa é forma, é possivel termos variedades Lorentzianas que sejam
qualquer uma das 4 combinacdes validas logicamente entre orientavel, nao orientavel,
temporalmente orientavel e ndo temporalmente orientavel.

Definicao 2.1.1. Uma variedade Lorentziana [resp. com bordo] conexa e temporal-
mente orientada é chamada de espaco-tempo [resp. com bordo].

Definicao 2.1.2. Seja (M, g, t) espaco-tempo. Daqui em diante por conveniéncia omiti-
remos a mencao explicita a orientacao temporal e nos referiremos simplesmente como
um espago-tempo (M, g). Dizemos que v € TpM causal € um vetor futuro-dirigido se
v € 1(p). Dizemos que é passado-dirigido se —v € t(p). Um campo vetorial X sobre
M é dito futuro-dirigido se para todo p € M, Xp € T(p), e analogamente para o pas-
sado. Se vy : | — M é curva causal suave por partes dizemos que y € uma curva
futuro-dirigida se ' é futuro-dirigido, e analogamente para o passado.

Observacdo 2.1.2. E importante registrar uma propriedade dos espacos-tempo que
chamamos de dualidade temporal. Ela se refere ao fato de que futuro e passado sao
meras convengoes, ndo havendo nada intrinseco a estrutura geomeétrica do espago-
tempo que nos induza a fazer a escolha de futuro e passado de uma forma especifica.
Assim, muitos resultados iremos provar apenas falando sobre o futuro, e o resultado
correspondente para o passado é consequéncia de aplicar o demonstrado para o
espaco tempo (M, g,—r), cujo futuro é o passado de (M, g, 7).

Exemplo 2.1.3. O espaco-tempo de Minkowski (RT, 51) apresentado no exemplo 1.4.2

agora passa a ser de fato um espaco-tempo. Veja que o campo vetorial % € suave,

esta definido em toda parte e temos nm (% %) = —1. Logo, ele fornece uma

orientagdo temporal para R{". Mais ainda, como o espago de de Sitter esta mer-
gulhados em Minkowski de dimensao apropriada, podemos induzir uma orientagcao
temporal definindo: X campo vetorial tipo-tempo é futuro-dirigido se, e somente se
Nm (dLX, %) < 0 em todo ponto de SY.

Exemplo 2.1.4. Se (M, g) e (N, h) sdo duas variedades semi-Riemannianas, e f €
C>°(M) é positiva em todo ponto, podemos definir o produto torcido delas como M x ¢
N = (M x N, g x h) onde a métrica é dada por g x h=n*g + (f o m)20*h, sendo m e &
as projecoes de M x N respectivamente para M e N. Quando (M, g) é Lorentziana e
(N, h) é Riemanniana seu produto torcido € sempre Lorentziano, para qualquer f > 0.
Se (M, g) é espago-tempo, consideremos X € X(M) tipo-tempo. Seja X € X(M x ¢ N)
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tal que dni(X) = X e do(X) = 0. Temos entdo que
(g x h)(X, X) = (ﬂ*g +(fo 71)20*/7) (X, X)
= (g o m)(d7X, dneX) + (f o M)2(h o o)(doX, doX) = g(X, X) +0 < 0.

Portanto X é tipo-tempo, e se M x N for conexo, temos que o produto torcido M x¢N
também é um espaco-tempo.

Exemplo 2.1.5. O cilindro de Einstein é a variedade R x S™ 1 munida da métrica xm =
—dt?+wpy,_1. Ela é exemplo de produto torcido com f = 1. O espago de anti-de Sitter HY
tem métrica g5 dada pela restricdo da métrica ambiente —dt?—du?+dr?+r’w,, » para
o conjunto dos pontos em que —t2 — u? + r2 = —1. Escrevendo u = senh(B)cosh(x); r =
senh(pB)cosh(x), temos que a equacdo definidora é agora t2 = 1 + senh?(B) = cosh?(B)
e a métrica ambiente —at? — cosh?(B)dp? + senh?(B)doa? + senh?(B)senh? (o) w m-p)-
Substituindo dt? = senh?(B)dB2 obtemos

Jags = —dpZ + senh®(B) (da? + senh®(X)wm_o ) ,
AdS

que é produto torcido de (R,—dB?) com o hiperboloide {(xy, ..., Xpy € R :—x2 +
X3 +...+x2_, =1} munido de sua métrica induzida do R™".

Exemplo 2.1.6. O espacgo-tempo de Schwarzschild-Krukal (SK, ggk) € construido
como SK = S2 x A, onde A = {(X,T) € R? : T2 - X2 < 1} e nessas coordenadas
a métrica ggi assume a expreséo

32m3

e 2 <—dT © dT + dX @ dX + r2 (de ® d6 + sen?(0)dd © d¢)) .7

onde r é definido implicitamente pela equagdo X2 — T2 = (5~ —1) e72m,r > 0. O
campo vetorial 587- € tipo-tempo em toda parte, e portanto define uma orientacao
temporal, tornando essa variedade Lorentziana conexa em um espaco-tempo. A figura
10 representa o espago-tempo, onde cada ponto do diagrama possui um fator S2 néo
exibido.

2.1.2 Superficies convergentes e convexas

Antes de comecgar uma caracterizagcao das propriedades causais dos espagos-
tempo, voltamos brevemente a discutir a geometria de subvariedades agora que dispo-
mos propriamente de uma estrutura causal para (M, g). Fixe doravante uma subvarie-
dade espacial de codimensao 2, N C M.

Definicao 2.1.7. N é dita ser futuro-convergente, [resp. passado-convergente] se seu
campo vetorial de curvatura média é temporal e passado [resp. futuro] dirigido.
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Figura 10 — Plano de Kruskal, (COLLAS; KLEIN, 2012). As regides acima e abaixo dos
ramos da hipérbole em vermelho ndo fazem parte do espaco-tempo.

Figura 11 — Representacao de uma superficie futuro-convergente.

Um caso bastante particular que € de interesse é quando N tem codimensao
exatamente 2 e possui fibrado normal trivial, de modo que existem dois campos nor-
mais linearmente independentes. Nesse cenario, como cada espag¢o normal € um
espaco vetorial Lorentziano, é facil obter uma base de vetores luminosos.

E comum que subvariedades de codimensao 2 aparecam dentro de subvarieda-
des de codimenséo 1, como por exemplo o bordo da variedade ou uma hipersuperficie
espacial. Nesse tipo de situacao faz sentido falar em vetores apontando "para dentro"
e "para fora" de N, ainda que esses termos n&o possuam sempre um significado ge-
ométrico que necessariamente corresponda ao que estamos acostumados. De fato,
se N ¢ oM, um vetor sobre N aponta para dentro de M quando é velocidade inicial
de uma curva que cai no interior de M. Quando N c ™! espacial, e se £\ N possui
duas componentes conexas, L., X2, dizemos que um vetor de TX aponta para dentro

2 Quando somente uma dessas regides € compacta, € comum considera-la como o interior de N e
nesse caso atribuir a notacao X_, mas como isso nao € universal, em geral a distingao é puramente
convencional.
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de N quando ele aponta para dentro da subvariedade com bordo N U Z_.

Pelo exercicio (8.4) de (LEE, J. M., 2012) temos que existe um campo X sobre
N que aponta para dentro em todos os pontos. Com isso, podemos clasificar em para
dentro/para fora também vetores v ¢ TX: para dentro se g(X,v) > 0, para fora se
g(X,v)<O.

Observacao 2.1.3. Com efeito, podemos considerar U, U- campos vetoriais lumino-
sos, futuro-dirigidos, linearmente independentes, normais a N e satisfazendo g(U,, U-) =
—1, com U- apontando para dentro de N e U, apontando para fora. Definimos 6, :=
trn(Sy,) e 0- = try(Sy.), que sdo chamados de expansées luminosas de N.

Veja que nesa situacao o vetor de curvatura média se escreve com uma sutil
diferenga:

H - 0,U-+0_U;
m-2
Com isso, veja que g(H, H) = ﬁme_ de modo que

e Hluminoso <= ou 0, = 0 ou 6— = 0 (ou exclusivo);
e Htemporal <= 0, e 6_ sdo nao nulos e ttm o0 mesmo sinal.

Vendo também que g(H, U,) = n?_+2 e g(H,U-) = %, quando a subvariedade é

passado/futuro convergente, conclui-se que

e H futuro-dirigido <— 0,,0_- <0;
e H passado-dirigido <— 0,,6- > 0.

Ainda, outra configuracdo de interesse, excludente em relagao as anteriores,
que a subvariedade N pode aparecer é conforme a seguinte definicdo. Ela formaliza a
ideia de uma superficie cujos cones de luz que dela emanam néo séo forcados pela
curvatura a convergir "para dentro" ou "para fora", conforme ilustrado pela figura 12.

Definicéo 2.1.8. N ¢ dita ser convexa-luminosa se S, € positiva-definida e S é
negativa—definida3. Se 0_-<0e 0, >0, N édita ser fracamente convexa-luminosa.

Exemplo 2.1.9. Considere o espaco-tempo de Minkowski em trés dimensdes RS, com
coordenadas globais (t, x, y). Considere a superficie N = {(t,x,y) € R3 : t = 0, x2 +
y2 = 1}. Para ela os campos luminosos futuro-dirigidos e normais sdo dados por
U+ = 04 £ x0x £ y0y. Assim, dado um vetor tangente a N, V = Adx + Bdy, temos:

SUi(V) = V(AaX+Bay) (at + Xx0x :l:yay) = :l:AaX + Bay,

pois em Minkowski a conexao € a plana. Portanto vé-se que Sy = /d enquanto

Sy =-Id, donde N é convexa-luminosa.
3

As defini¢cdes de positivo/negativo-definido para esses objetos se referem a suas formas quadréaticas
metricamente equivalentes serem positiva/negativa-definidas.
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Figura 12 — Representagéo de uma superficie convexa-luminosa

2.1.3 Hipersuperficies luminosas

Considere o espaco-tempo de Minkowski R3, e o ponto p = (0, 0, 0). Se olhamos
para o conjunto C = (J*(p) \ I*(p)) \ {p}, que nada mais é que a imagem do cone de luz
futuro em TpM pela aplicagio exponencial, vemos que ele é dado pelos pontos (t, x, y)
que satisfazem 0 = -2 + x% + y2, t > 0, quando adotamos a orientagéo temporal dada
pelo campo 2.

Figura13—Cone de luz futuro emanando de p. Adaptada de
en.wikipedia.org/wiki/Cone.

Vejamos de que forma o tensor métrico do ambiente se manifesta sobre este
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cone:

xdx + ydy

VX2 +y2

x2dx2 + xy(dx @ dy + dy @ dx) + y2dy?
x2 + y2

2 =x?+y? = tdt=xdx+ydy = dt=

— df® =

2
X 2 Xy
= 9 /xyixy) = (1 _x2+y2> ax —X2+y2(dx®dy+dy®dx)+

2 - —
1o Y dy? = Y= X) © (yox = xay)
X2 4 2 X2 4 2

Calculando esse tensor sobre por exemplo (1,1,0) temos que ele se reduz a dy?.
Tomando v = (1,1,0) € T4 1,0)C, vemos que se w € qualquer outro vetor em T4 1 0)C,
temos dy ® dy(v, w) = 0. Portanto o tensor induzido pela métrica ambiente ndo é uma
métrica, mas um tensor degenerado. Isso motiva a seguinte defingao.

Defini¢ao 2.1.10. Seja N subvariedade mergulhada na variedade semi-Riemanniana
(M, g). Dizemos que N é uma subvariedade luminosa de M quando temos que g|n é um
tensor degenerado, isto €, em cada p € N existe 0 # K, € TpN tal que gp(Kp, X) = 0,
para qualquer X € TpN.

Exemplo 2.1.11. Em Minkowski de trés dimensdes R?, podemos considerar o cone de
luz futuro emanando da origem, dado pelo conjunto {(t, x, ¥) € R3 : t > 0, 12 = x2 + y2}.
Colocando em coordenadas cilindricas a equacéo fica t2 = r2 <= t=+r —> dt =
+dr = dt® = dr®. Portanto a métrica ambiente (na regido onde as coordenadas
estdo definidas) —dt? + dr? + r2de? fica somente r2d62 sobre o cone de luz, que é um
tensor degenerado. Outro exemplo séo planos de inclinacao especifica: Ty = {(f, x, ¥) €
R3 : cos(x)x + sen(x)y —t = 0}. Sobre esses pontos temos dt = cos(x)dx + sen(x)dy,
de modo que a métrica induzida fica:

dx ® dx(—cos?(«) + 1) + dy ® dy(—sen®(x) + 1) — (dx ® dy + dy ® dx)(sen(«)cos(x)

= (sen(x)dx — cos(x)dx) ® (sen(x)dx — cos(x)dx),

que € um tensor degenerado pois ele se anula sobre qualquer vetor ndo nulo da forma
(B, cos(x), sen(x)).

Exemplo 2.1.12. O espaco-tempo de Schwarzschild-Kruskal do exemplo 2.1.6 também
fornece uma situacdo com subvariedades luminosas distintivas: A+ = {(T, X, 0, ¢) €
SK : T2 = X2, +T > 0} sdo os horizontes de eventos. Sobre eles, temos que dT =
+dX = dT ® dT = dX ® dX, o que implica que a métrica induzida se degenera.
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Veja que a atribuicdo de um K, € TpN para cada p € N pode ser feita de
forma suave?, e doravante assumimos a existéncia de K € X(N) que pode ser esco-
Ihido futuro-dirigido, claramente é tipo-luz e em cada ponto temos KpL = TpN. Uma
importante propriedade das subvariedades luminosas de codimenséo 1, isto €, hiper-
superficies luminosas é dada pela seguinte proposicao.

Proposicao 2.1.4. Seja N hipersuperficie suave luminosa e K € X(N) tipo-luz. Entdo
as curvas integrais de K sao pré-geodésicas luminosas.

Demonstracdo. Como queremos concluir que as curvas integrais de K sdo essen-
cialmente geodésicas, mas com a liberdade de parametrizagdo. Conforme o lema
1.3.2 a equacao correspondente que buscamos é a derivada covariante (pela cone-
x&o induzida por v : N — M sobre V) de K em relagdo a K sendo proporcional a K.
Como K é campo sobre N, para expressar isso precisamos tomar uma extensao local
de K para TM, isto é, para cada aberto &/ de M com U/ N N # (), consideramos um
campo K’ € X(U) tal que K'|y = K’ o . = K. Sendo D a conexao induzida, a equagéo
fica f(p)Kp = (Dk(K' o )(p) = ( C"ﬂprK')(L(p)) = v%p K’ para alguma f € C>®(N) e
para todo p € N. Pela definicdo de K, isso se reduz a mostrar que em cada p € N,
(VkK)(p) L TpN. Para tanto, tome V' € X(U) tal que V'|y € X(N NUf). Entao, calcula-
mos
9o(Vi,K', Vp) = Kpg(K', V') = gp(Kp, V., V')

= Kpg(K', V’)—gp(Kp,vaK’ +[K', V']p)

= Kpg(K’, V') = gp(Kp, [K, V']p) - % Vog(K', K').
Veja que g(K’, K') e g(K’, V') sdo nulas sobre N, em particular constantes, de modo
que suas respectivas derivadas em relagdo a Vp, Kp € TpN séo iguais a zero. Quanto
ao termo do meio, como K’, V' sédo extensdes de K, V é facil verificar que [K’, V']|y =
[K, V], de modo que [K’, V'] é ortogonal a Kp e portanto temos gp(VKpK’, Vp)=0e
dai que VKPK’ = f(p)Kp, para qualquer p € N. |

Isso quer dizer que, parametrizando adequadamente, através de cada ponto de
uma hipersuperficie luminosa passa uma geodésica luminosa contida na hipersuper-
ficie. Portanto dizemos que hipersuperficies luminosas sdo geradas por geodésicas
tipo-luz.

Note que se Xp € qualquer vetor de TpN, temos gp(Xp + AKp, Xp + AKp) =
9p(Xp, Xp) de modo que em esséncia, a diregdo do gerador ndo contribui para a geo-
metria da hipersuperficie. Isso motiva a construgdo de um quociente, para desprezar

* Dadop € N, seja Cp := (T,NN(T,N)+). Sabemos que dimC, = 1. Fixando uma métrica Riemanniana
auxiliar de fundo h, existe um unico vetor K, que é h-unitario e futuro-dirigido em relagéo a g que
gera C,. Fazendo isso para cada ponto, obtemos K. A suavidade é pode ser facilmente checada
usando coordenadas adaptadas a N. Sob as hip6teses de K ser luminoso e futuro-dirigido, esse K é
Unico a menos de multiplicacdo por uma funcéo suave positiva f : N — (0, +00).
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a direcao luminosa e obter um espaco-vetorial na qual o tensor métrico induzido nao
€ mais degenerado e portanto as construgdes de interesse voltam a ser viaveis ali.
Defina portanto ~C TpN x TpN dada por x ~ y <= JA € R : x—-y = AKp. Como
de costume, denote X :={y € TpN : x ~ y} e m = {x : x € TpN}, sendo este um
espago vetorial isomorfo a um subespaco de codimenséo 2 dentro de TpM. As con-
sideragdes anteriores mostram que o tensor métrico de M induz um produto escalar
positivo-definido em Tp_N. Um desenvolvimento mais detalhado dessa construgéo pode

ser visto no exercicio 1.3.5 de (COSTA E SILVA, s.d.).

2.1.4 Equacao de Raychaudhuri

Voltando ao operador de Weingarten, vejamos que ele possui mais propriedades.
Fixando U € X(N), considere Sy : X(N) — X(N). Se Ry, é o operador de forca de
maré e X € X(N), temos:

(Sy + SZ + Ry)(X) = Vy(Suy(X)) = Su(VyX) + Sy(Sy(X)) + R(X, W)U

=/HWU_VVUXU+VVXUU"'VXVUU_W_V[X,U]U
0
=VVX 7 —[X,U]U+VXVUU

=VxVyU.

Se o campo U é tal que VU = 0, ou seja, curvas integrais sdo geodésicas, abstraindo
o campo X chegamos que S satisfaz a seguinte equagéo diferencial para campos
tensoriais (1,1):

y+S5+Ry=0 (8)

conhecida como a equagdo de Riccati®. Por outro lado, lembrando da decomposigao
de Ricci (2), podemos também decompor um operador C*®-linear T : X(N) — X(N)
como Sy separando em componentes auto-adjunto e anti-auto-adjunto livres de traco
e uma componente carregando todo o efeito de seu trago. Mais claramente:

T = {"g)/d} + B(n T - "(nT) /d} + [%(T— T*)] : (9)

E assim, definimos para cada operador T as seguintes quantidades:

e a expansgo de T, dada por 07 :=tr(T);
e 0 tensor de cisalhamento de T, dado por o7 := %(T + T%) = e—nTld;

e 0 tensor de giro® de T dado por wt := (T - T%).

5 Na verdade, equacéo de Riccati é toda uma classe de EDOs, e essa apresentada é um exemplo. O
leitor interessado pode consultar os exercicios 3.28-37 do livro (KREIDER et al., 1972).

6 Traducdo livre de twist tensor, cuja traducédo mais adequada seria tensor de tor¢do. Mas isso poderia
gerar confusdo com o objeto homénimo ja apresentado.
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Agora podemos aplicar essa decomposigdo em S;; e usando a equagdo de
Riccati obter equacdes de evolugao para cada uma das quantidades acima. A equacao
para a expansao 0 = 0g, € a mais célebre e também mais Util para nossos propdsitos.
Inclusive, veja que essa expansao é essencialmente a mesma que as expansdes da
curvatura média obtidas na secao anterior, de modo que em muitos casos € comum se
referir como "expansao da subvariedade". De toda forma, aplicando a decomposigcéo
(9) em (8) e tomando o trago, chegaremos a:

0, + 02, + Ric(U, U) + 02— w?, = 0 (10)

onde cr%j, w% séo os tracos do quadrado dos respectivos operadores. A equacao 10 é
conhecida como a equacao de Raychaudhuri. Ela é do tipo Riccati, ainda que escalar,
e é valida nao apenas para o tensor de forma, como para qualquer endomorfismo que
satisfaz a equacéo de Riccati 8. No caso de Sy, que é auto-adjunto, seu tensor de giro
€ identicamente nulo, de modo que em particular vale a desigualdade:

0}, < —Ric(U, U). (11)

2.2 CAUSALIDADE NA GEOMETRIA LORENTZIANA

Definimos relacdes em M, chamadas de precedéncia cronologica e precedéncia
causal, respectivamente da seguinte forma:

p<<q <

Jy : [0, 1] — M temporal, futuro dirigida e suave por partes tal que y(0) = p,y(1) = q.
p<q <—

Jy : [0, 1] — M causal, futuro dirigida e suave por partes tal que y(0) = p,y(1) = g.

Escrevemos p < gse p < gou p = g. Se U contém p, g, podemos escrever
p <<y q € p <y q para dizer que existe uma curva com as propriedades descritas
acima, mas adicionalmente estando contida em U.

Definicao 2.2.1. Para p € M, definimos os conjuntos futuro cronoldgico de p e futuro
causal de p respectivamente como 0s conjuntos:

IFip)={geM:p<<q}, J'(p)={geM:p<q}

Os conjuntos J~(p) passado causal e I~(p) passado cronolégico sao definidos
de forma analoga. Um importante fato que comeca a nos mostrar a conexao entre a
topologia e a estrutura causal dos espacos-tempo sem bordo, é que os conjuntos /*
sao sempre abertos, vide lema 14.3 de (O’NEILL, 1983). Verificaremos mais adiante
que isto segue sendo valido para certos espagos-tempo com bordo. Podemos defi-
nir também o futuro e passado para conjuntos. Por exemplo, dado A C M nao vazio,
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JYHA) ={ge M:3p e A:qge Jt(p)}. As demais combinacdes sdo defindas analoga-
mente. Também definimos I*(A,U) :={g € M : 9p € A, p <<;; q} e analogamente para
o passado e para o futuro causal. E evidente que vale I*(A,U) C I*(A)nU. A figura 14
ilustra como a inclusao contraria em geral é falsa.

Figura 14 — A diferenca entre I (A,U) e I"(A)NU

I+(p) ‘\\ AN

Defini¢ao 2.2.2. Dado A C M, definimos o desenvolvimento de Cauchy futuro de A
como o conjunto D*(A) := {p € M : toda curva causal passado-inextensivel e passado-
dirigida comecando em p tem intersecdo com A}. Definimos D~ (A) de maneira analoga
e D(A) = D*(A) U D~ (A) é o desenvolvimento de Cauchy de A.

Se mais de um espaco-tempo estiver em questéo, escreveremos D(A, M) para
especificar em relacao a qual o desenvolvimento esta sendo considerado. Veja que,
definido dessa forma, D*(A) é a parte de J*(A) cuja informacao causal provém neces-
sariamente de A.

2.2.1 Acronalidade e acausalidade

Definicao 2.2.3. Seja (M, g) espago-tempo. Um subconjunto A ¢ M é dito ser acronal
[resp. acausal] se I'(A)N A =0 [resp.J*(A) N A= 0].

Podemos falar também em acronalidade/acausalidade de modo local, signifi-
cando que para cada p € A, existe uma vizinhanca p € U tal que ANU é acronal em
U visto como um espacgo-tempo em si mesmo, com a métrica e orientagcao induzidas.
A figura seguinte ilustra porque € importante especificar que seja acronal em U. Na
situacao ilustrada AN é acronal em & mas nao em M.

62



Figura 15 — Espaco-tempo de Minkowski enrolado na direcdo temporal

Lema 2.2.1. Em um espacgo-tempo sem bordo (M, g), se «, 3 sdo duas geodésicas
luminosas que se encontramem q e p < q sobre x. e r > q sobre 3, entdop << r.

Demonstracdo. A justaposicédo de oclg com [Slf7 evidentemente ndo € uma geodésica,
entdo pela proposicao 10.46 de (O'NEILL, 1983) ela pode ser deformada com extremi-
dades fixadas para uma curva temporal. |

Proposicao 2.2.2. Seja (M, g) espaco-tempo. Se S é subvariedade espacial de M de
codimensdo 1 e p € S, ento existe vizinhancald de p em M tal que S NU é conjunto
acronal emU. Isto é, toda hipersuperficie espacial é localmente acronal.

Demonstragéo. Fixe p € S e considere uma carta (V, (x1 ,...,xM) contendo p, adap-

tada a S, tal que SNV seja conexa. Como a carta € adaptada temos por exemplo que
x1(q) = 0, para todo q € S e portanto grad(x') = Vx' +# 0 é tipo-tempo sobre S. Como
o conjunto dos vetores tipo-tempo € claramente aberto em TM, podemos tomar um
aberto &/ C V no qual os conjuntos de nivel x! = k sdo todos ainda subvariedades
espaciais, pois sdo ortogonais a vetores temporais. Com isso, suponha que existisse
segmento de curvay : [0, 1] — M tipo-tempo, futuro-dirigida, contida em ¢/ ligando dois
pontos distintos de S. Entao temos x1 ovy(0) = x1 ovy(1) = 0. Pelo teorema de Rolle,
existe c € (0,1) talque 0 = (x1oy)(c) = gY(C)(Vx1 (v(c)),Y'(c)). Mas isso quer dizer que
v'(c) esta no complemento ortogonal de Vx'(y(c)) que é um subespaco tipo-espago
de T, )M, o que entra em contradicao com y ter sido tomada temporal. |

Observacao 2.2.3. Pelo lema 14.42 de (O’NEILL, 1983), acronalidade em hipersuper-
ficies espaciais implica em acausalidade, de forma que a proposicdo anterior nos da
que hipersuperficies espaciais sao sempre localmente acausais.

Definicao 2.2.4. Seja * c M. Dizemos que L é hipersuperficie de Cauchy se para
qualquer curva tipo-tempo inextensivel y de (M, g) a intersecéo entre £ e y € sempre
um unico ponto.
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Definicao 2.2.5. Dizemos que um espacgo-tempo (M, g) é globalmente hiperbdlico se
existe uma hipersuperficie de Cauchy £ ¢ M.

Em (BERNAL; SANCHEZ, 2005) os autores mostram que em um espaco-tempo
globalmente hiperbdlico sempre existe uma hipersuperficie de Cauchy suave espacial
e conexa. O lema 14.29 de (O’'NEILL, 1983) mostra que de fato as hipersuperficies de
Cauchy sao hipersuperficies C% sem bordo e acausais.

2.2.2 Distancia Lorentziana

Variedades Lorentzianas, diferentemente de suas contrapartes Riemannianas,
nao possuem um modo natural de serem tornadas espagos métricos. O que elas pos-
suem entretanto, € uma funcao analoga a distancia, a chamada distancia Lorentziana,
definida a seguir. Primeiro, precisamos dar as curvas causais de (M, g) uma nocéao de
comprimento. De modo geral, qualquer curva terd um comprimento designado, mas
devido a interpretacao fisica de linhas-mundo de observadores, as curvas causais sao
as de maior interesse.

Definicao 2.2.6. Seja « : [a, b] — M curva suave por partes. Definimos seu compri-
mento de arco Lorentziano por L(x) := |, : \/ |9y (e (1), &/ (1))t

Veja que curvas luminosas possuem comprimento igual a zero - o que também
pode ocorrer com curvas que nao tém carater causal constante. Curvas temporais
e curvas espaciais tém comprimento sempre maior que zero. A proxima proposi¢ao
apresenta uma importante propriedade de L.

Proposicao 2.2.4. Seja (v : [ak, bx] = M)ken S€quéncia de curvas causais futuro-
dirigidas (resp. passado dirigidas), parametrizadas por comprimento de arco relativo a
uma métrica Riemanniana completa’ auxiliar h. Se (yy) keN converge uniformemente
para uma curva causal futuro-dirigida (resp. passado dirigida) v : [a,b] — M, entdo
L(y) > limsup L(yk). Isto é, L é semi-continua superiormente.

Demonstragdo. Proposicao 3.2.14 de (TREUDE, 2011). |

Lema 2.2.5. Seja (M, g) espaco-tempo globalmente hiperbdlico. Sejam A, B, K sub-
conjuntos compactos de M tais que AN B = () e A B C K. Defina Ci(A, B) como o
conjunto de todas as curvas causais futuro-dirigidas contidas em K, partindo de A e
chegando em B. Entéo, se Ck (A, B) € nao vazio temos que a grandeza d[K](A, B) :=
SUPxcCx(A,B) L(x) é finitia e existe uma curva oy € Ck (A, B) (dependendo de K, A, B)
tal que d[K](A, B) = L(xg).

7

Uma tal métrica sempre existe, conforme mostrado em (NOMIZU; OZEKI, 1961).
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Demonstraggo. Sejam (o : [0, +00)ken Sequéncia de curvas CO causais®, futuro-
inextensiveis e parametrizadas por h-comprimento de arco, onde h é uma métrica
Riemanniana completa auxiliar e (t)xcny C [0, +00), satisfazendo as seguintes condi-
coes para cada k:

1. kal[O,tk] S CK(A, B);

2. L (alio.n) > d[K](A, B)—1/k, se d[K](A, B) < +co,
R k, se d[KI(A, B) = +cc.

Pela compacidade de A e pelo Lema da Curva Limite?, a menos de passagem a sub-
sequéncia, podemos assumir a existéncia de uma curva causal C9 futuro-inextensivel
o 1 [0,+00) — M tal que xx(0) = «(0) € Ae ax|c — o« h-uniformemente em todo
compacto C C [0, +o0).

Vejamos agora que a sequéncia (I ) ke € limitada. De fato, se ela ndo o fosse,
podemos supor que f, — +oo. Assim, para qualquer t € [0, +o0), eventualmente te-
remos t, > t, de modo que oljg,q C K e portanto «fjp s C K. Como iso vale para
qualquer t > 0, concluiriamos que «[0, +oo) C K. Mas segundo a proposigao 3.13 de
(BEEM et al., 1996), ndo pode haver curvas causais futuro-inextensiveis contidas em
um compacto, quando o espago-tempo é globalmente hiperbdlico. Portanto, conclui-
mos que t, — a e comisso, «[0,a] C K e «(a) € B. Como B ¢ disjunto de A, segue
que a # 0 e portanto «ljg 4 € Ck(A, B).

Dado qualquer ¢ > 0, eventualmente temos f, < a+ ¢. Como o comprimento
de arco Lorentziano é n&o decrescente a medida que se percorre a curva, temos
L (aklio,41) < L (okljo,a+e])- Pela semi-continuidade superior do comprimento de arco
Lorentziano, temos lim sup L (alf0,a+e]) < L (tl[0,a+¢]), dando que limsup L (oo 4])
L (ocl[osaﬂ]). Portanto, pela escolha das «, ndo pode ocorer de termos d[K](A, B) =
+00. Temos entao

IN

’
L (axlio,are]) = L (akljo,47) > AIKI(A, B) - X

K—+00

= dIKI(A, B) < L(«l[o,ave]) -

Como por outro lado, pela definicdo temos que L (‘X|[O,a]) < d[K](A, B), tomando o
limite ¢ — 0, concluimos que L (| 4) = d[K](A, B). |

Definicao 2.2.7. Seja (M, g) variedade Lorentziana (com ou sem bordo). A distancia
Lorentzianat : M x M — [0, +o0] é definida por:

supy{Lg(x)}, se p < q;
TP, = , .
(p.9) { 0, caso contrario

8 Na secdo 4.5 mostraremos como estender a classificagao causal para curvas que sdo continuas e
posivelmente ndo sdo nem suave por partes.
9 Este lema seréa apresentado e melhor discutido na segéo 4.5.
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onde o supremo é tomado sobre todas as curvas causais futuro-dirigidas conectando
peq.

A despeito do nome, é importante notar essa funcao tem pouco a ver com o que
estamos acostumados a pensar sobre distancia. A expressao t(p, Q) também pode
por vezes ser referida como separacao temporal entre p e q. A disténcia Lorentziana
em geral ndo é simétrica, pode ser igual a zero para pontos distintos e pode assumir
valor infinito inclusive quando aplicada entre 0 mesmo ponto. A partir dessa definicao,
podemos obter outras formas derivadas desse objeto, como a distancia Lorentziana
entre ponto e conjunto: se A C M entao 1, : M — [0, +oc] € definida como T3(q) =
(A, q) e é dada por:

sup{t(p,q) : p € A} se g € J*(A);
{ 0, caso contrario

Ela pode ser interpretada fisicamente como o maior tempo que se leva para sair
de qualquer ponto de A e chegar em . Novamente, pode ocorrer do resultado ser
infinito como demonstra a figura 16.

Figura 16 — Ramo de hipérbole dentro do espaco-tempo de Minkowski.

q

Proposicao 2.2.6. A distancia Lorentziana T : M x M — [0, +o0] é semi-continua
inferiormente.

Demonstracao. Proposicao 3.11 de (SOLIS, 2006).
|

O exemplo 14.18 de (O’NEILL, 1983) mostra que em geral a distancia Lorentzi-
ana nao é semi-continua superiormente, mas mais adiante obteremos uma condigéo
sobre (M, g) que garante a continuidade de .
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2.2.3 Extensao de espacos-tempo com bordo

Com a proposicao (1.2.2), obtemos uma forma de estender um espago-tempo
com bordo para uma variedade sem bordo é escolher N = oM x [0, 1), cujo bordo
€ 0M x {0}, que é trivialmente difeomorfo ao bordo de M. Portanto podemos definir
M’ = MU (0M x [0, 1)), sendo h o difeomorfismo trivial mencionado, obtendo assim
uma variedade suave sem bordo que possui uma copia de M como fechado. O objetivo
da proxima proposicao é também estender a estrutura métrica e causal do espaco-
tempo com bordo original a uma variedade sem bordo de mesma dimensao que a
contenha.

Teorema 2.2.7. Se (M, g) é espaco-tempo com bordo, entdo existe espago-tempo sem
bordo (M, g) tal que M é dominio regular em M, g|y; = g, e tal que a restricdo da
orientagdo temporal de (M, g) a (M, g) coincide com a orientacdo temporal de (M, g).

Demonstracdo. Comegamos vendo que como (M, g) é espaco-tempo, existe X € X(M)
tipo-tempo, futuro-dirigido em todo lugar. Definindo M’ como na consideragéo acima,
usamos o lema 8.6 de (LEE, J. M., 2012) para estender X para um X € X(M'). Como
o conjunto onde X eventualmente se anula é fechado de M’ disjunto de M, podemos
supor que ele é ndo nulo em todo M’, sem perda de generalidade.

Agora, para estender a métrica e fazer que X produza um orientacdo tempo-
ral em M', tomamos uma familia de cartas de M’ por abertos conexos {(Uy, P« =
(x(l, ., XN}, & € A, tal que a unido dos U, contém M e ainda cada aberto, ou esta

contido no interior de M, ou sua intersecdo com oM € n&o vazia e satisfaz:
o Uy N M ={p € Ux; xg(p) > O};
o Uy NOIM ={p € Uy;xT(p) = 0}.

Nesse caso, (Ua N M, @l ~n) é carta de bordo para M. Para cada « € A tal
que Ux N OM # (), escreva em Uy N M:

5(|Uo¢ _XI J .

xJxI
glj =9 (ax’ 2 )
UM Xy, g
Note que para quaisquer /,j € {1,...,n}, \PU = g,j (cpoc|uom,w)‘1 € suave e[n
H"N @ «(Uy). Portanto existe aberto conexo Vi C (p(x(ucx) de R” com Qo) NH C Vy
e W“ e C™®(V,) estendendo W“ Ponha Uy = ¢5' (Vu), g// = W% o @l . Diminuindo

Ve se necessario, e logo Uy, podemos assumir que o tensor (0 2)

g~ = girxl, ® axy
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é métrica de Lorentz em Uy. Mais ainda, podemos assumir, novamente diminuindo Uy
se necessario, que gu(X, X) < 0. Dessa forma, defina uma nova cobertura aberta de
M por

Uy, Se Uy NOM #(;
Uy, = Uy S€ Uy, N OM = e, nesse caso, ponha g% = g% |

Assim, note que M := U“Z;{; é uma subvariedade conexa sem bordo aberta de M, que
contém M; portanto podemos daqui para frente trabalhar apenas com M. Defina agora
as métricas Riemannianas h* em Uy dadas por:

—~

29%(X|+, )g%(X|.+ ")
Uy Uy’ 7 o=

195Xl X1

Para ver que as métricas sao de fato positivas-definidas, note que calculada em qual-
quer vetor ortogonal (em relagéo a 5&) a X, h* ficaigual a fﬁ segundo a qual estes sao
tipo-espaco. Quando h* é calculado no préprio X, é facil ver que o resultado é também
maior que zero (verificaremos isso logo a seguir). Seja {fx},c particdo suave da uni-
dade subordinada a cobertura aberta {ﬁ&}cxe,\ de M. Defina portanto h = 3", fxha, que
sera métrica Riemanniana em M. Seja agora V o campo na direcédo de X, unitario em
relagdo & métrica h. Defina finalmente g = -2V ® V’ + h, que vemos imediatamente
ser uma métrica Lorentziana definida em toda variedade M’ e com respeito a qual
V é temporal e unitario. Adotemos a orientacdo temporal em (M, g) para a qual V é
futuro-dirigido. Devemos por fim verificar que essa nova métrica coincide com g em M.
Primeiro fixe p € M e notemos que:

2
X
Ap(Xp, Xp) = 3 Fa(D)hep(Xp, Xo) = 3 £x(0) [28%p | X, - (f( X)) + 9lap(Xp, Xp)
o o ap(Aps Ap
2g(Xp Xpaxp) / ]
= + Xp, Xp)| =
Z 196p(Xp, Xp)| GarpXp: Xp)

= Z f(x p [—2g(xp(Xp, Xp) + gzxp(Xp, Xp)] =
0.8

= —Z fu (D) Goep(Xp: Xp) = —gp(Xp, Xp) Z fx(P) = —gp(Xp, Xp)-

x
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Finalmente, tome pc Me y € TpM e escreva y = AXp + y1. Dai, temos:

2
X
gy, y) ==2h | AXp, —=L— | +h(y,y)=
aly.y) < N Xp)) +h(y,y)
2A2h(Xp, Xp)? X
-~ hix "X” Zfa 24(A b +g£x(y,y)]
P Xp) |95 (Xp, Xp)l
2Ag(Xp, Xp)?
= —2A%h(Xp, Xp) + |g(xppxpp ]Z
’ o
Y-

= g(y, y) + 2A2(=h(Xp, Xp) — 9(Xp, Xp)) =
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Parte Il

O Teorema de Gannon-Lee



3 RESTRICOES TOPOLOGICAS

Como as equacdes de campo de Einstein (1) sdo justamente equacdes diferen-
ciais, elas tém um carater eminentemente local, de modo que a priori ndo impdem
qualquer restricao a topologia do espago-tempo. Portanto é perfeitamente natural se
perguntar se qualquer topologia pode aparecer como solu¢ao das equacgoes de Eins-
tein. Conforme o teorema 10.2.2 de (WALD, 1984) resposta € sim, no seguinte sentido:
se (£™1 h) é variedade Riemanniana e K é campo tensorial (0,2) simétrico sobre
Y, entdo sob determinadas hip6teses sobre h e K, temos a existéncia de um unico
espacgo-tempo globalmente hiperbdlico (M™, g) tal que:

e X C M, e é hipersuperficie de Cauchy suave em (M, g);

e he K sao respectivamente a métrica induzida e segunda forma fundamental de
2

e (M, g) é solucao de vacuo das equacgdes de Einstein;
e (M, g) é maximal em relacao a essas propriedades.

Em contraste, em nossa experiéncia cotidiana ou mesmo na investigacao cés-
mica, eventuais irregularidades topolégicas ndo sdo conspicuas '. Uma tal irregulari-
dade topolégica bastante conhecida na cultura popular sdo os chamados buracos de
minhoca que nada mais sdo do que "al¢cas" conectando regides distantes do espago-
tempo, vide a figura 18. No artigo (MORRIS et al., 1988) sobre o assunto, os autores
discutem quais restri¢cdes as leis da fisica impdem a existéncia e estabilidade de tais es-
truturas. Mostra-se que a mera existéncia de uma topologia tipo buraco de minhoca nao
requer nenhum espago-tempo excessivamente exotico. De fato, a extensdo maximal
do espaco-tempo de Schwarzschild, Schwarzschild-Kruskal fornece um exemplo disso.
Este espaco-tempo contém duas cépias isométricas do espaco-tempo de Schwarzs-
child, um composto pelas regides | e Il, outro pelas regides Il e IV, conforme a figura
10. A topologia desse espago-tempo € um produto R? x S?; na figura representamos
apenas o fator R2, mas cada ponto deve ser pensado como correspondendo a uma
esfera S2.

Remetendo ao exemplo 2.1.6, é facil ver que cada hipersuperficie correspon-
dente a um valor fixado para T é uma subvariedade tipo-espaco. Para valores de
T < —1, a hipersuperficie é desconexa, tendo uma parte na regido IV e outra na regiao
I. Quando T =—1, a hipersuperficie se torna conexa, conectando as duas regides dis-
tantes, até que em T = 1 ocorre a separagdao novamente. O proceso € melhor ilustrado
na figura 17.

1 "Irregularidade" é um termo vago, mas no contexto que nos interessara aqui, € simplesmente forma
de se referir a uma topologia com primeiro grupo de homotopia nao trivial.



Figura 17 — Evolucao do buraco de minhoca em Schwarzschild-Kruskal para valores
de T<—-1,T=-1,T=0,T=1,T >1, (COLLAS; KLEIN, 2012).

Entretanto, a dificuldade surge quando se pergunta sobre a possibilidade de
curvas causais atravessarem essa abertura. No caso apresentado aqui, isso nao é
possivel, pois como se mostra, as curvas causais que atravessam o horizonte de
eventos ndo conseguem evitar a singularidade.

De modo geral, em (MORRIS et al., 1988) os autores discutem que a existéncia
de uma estrutura com estabilidade suficiente para permitir a travessia de duas vias
pOr curvas causais seria necessario a violacado da chamada condicéo fraca de energia.
Se isso seria possivel ou ndo, € uma pergunta que os autores encaminham para a in-
vestigacdo quantica da gravidade. Entretanto, veremos adiante que a propria estrutura
geomeétrica do espago-tempo ja coloca limitagdes severas sobre essa possibilidade.

Figura 18 — Buraco de minhoca em um instante especifico.(MORRIS et al., 1988)

3.1 CONDICOES DE CONVERGENCIA

Antes de chegarmos ao teorema propriamente, cabe introduzir algumas condi-
¢cOes sobre a curvatura da variedade. A motivacao destas vem da razoabilidade fisica
do conteudo energético do sistema, traduzidas em termos geométricos via equagdes
de Einstein. Por exemplo, a matéria usual que compde pequena (mas é a que temos
mais contato) parte do universo tem densidade volumétrica de energia positiva. Isso
se formaliza através da condicdo de energia luminosa: T(v,v) > 0 para todo v tipo-
luz, onde T é o tensor de energia-momento do sistema em questdo. Com alguma
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manipulacao algébrica, podemos reescrever as equagdes (1) como

, 2A tr(T)
Ric———g=T-——1g,
n—29 n—2g
onde n é a dimensao da variedade. Com isso vemos que, sob a vigéncia das equacgdes
de Einstein, a condi¢do de energia luminosa € equivalente a exigir que Ric(v,v) >0
para todo v tipo-luz. Esta e outras condi¢cées sobre o tensor de Ricci, independente
do significado fisico serdo importantes ferramentas para obter resultados de interesse

geomeétrico.

Defini¢ao 3.1.1. Dizemos que a variedade Lorentziana (M, g) satisfaz a
e condicdo de convergéncia temporal, se Ric(v, v) > 0, Vv tipo-tempo;
e condicdo de convergéncia luminosa, se Ric(v,v) > 0, Vv tipo-luz.

Observacao 3.1.1. Veja que por continuidade a primeira implica a segunda.

3.2 O TEOREMA

Como muito da geometria Lorentziana foi desenvolvido a partir da teoria geral
da relatividade,(GANNON, 1975) e (LEE, C. W., 1976) demonstraram esse resultado
para espacos-tempo de dimensao 4, tendo sé mais recentemente o resultado sido
generalizado para dimensdes maiores, vide (COSTA E SILVA, 2010). Em seu artigo
de 2010, o autor lida com hipéteses bastante gerais, buscando ser o menos restritivo
possivel. Aqui, reproduzimos suas ideias para a situacdo em que trabalhamos no
restante do trabalho e que da conta de todas as hipbteses necessarias - quando o
espaco-tempo é globalmente hiperbdlico. Pelo resto desta parte do trabalho, sempre
suporemos que o espago-tempo de interesse é sem bordo e com dimensgo n > 3.

Antes, cabe mencionar que se X € hipersuperficie conexa, dizemos que uma
subvariedade compacta e conexa S C X separa X se X\ S ndo é conexo. Quando isso
ocorre, podemos escrever £\ S = £*UX™, onde a particdo significa respectivamente a
parte de ~ que esta fora e a que esta dentro de S, lembrando que de modo geral essa
denominacao € uma questao de convencao, vide a secéo 2.1.2.

Definicdo 3.2.1. Seja (M", g) espago-tempo globalmente hiperbdlico e Z ¢ M hiper-
superficie espacial, suave, conexa e de Cauchy?. Dizemos que I é assintoticamente
regular, se existe subvariedade suave, compacta e conexa S™2 c £ tal que

1. SseparaX e SUZ, nao é compacto;

2 Note que sob as hipéteses vigentes sobre (M, g), sempre é possivel encontrar uma hipersuperficie

de Cauchy com tais propriedades.
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2. 0 homomorfismo h : mt4(S) — m1(SU L), induzido pelaincluséo h: S — SUZ,,
€ sobrejetor;

3. 6_, como na observacgao (2.1.3), € menor que 0 em todos os pontos de S.
Chamamos S de uma superficie limitante em L.

Veja que a segunda condicao sobre S é a formalizacao da ideia de que todas
eventuais "anormalidades" topoldgicas (ou mais precisamente, no grupo fundamental)
de X ficam concentradas dentro de uma regido compacta e nao espalhadas por toda
hipersuperficie. De fato, como 0 homomorfismo é sobrejetor, qualquer laco em X, pode
ser continuamente deformado para outro em S, significando que fora de S ndo ha
nenhum obstaculo. A situacdo mais comum nas situacdes de interesse fisico - a que
foi adotada por Gannon e e Lee - é que simplesmente essa regido de X seja difeomorfa
aSxR.

Lema 3.2.1. Seja (M", g),n > 3 espaco-tempo tipo-luz geodesicamente completo®
satisfazendo a condicdo de convergéncia luminosa. Suponha que (M, g) seja global-
mente hiperbolico, com £ C M hipersuperficie de Cauchy assintoticamente regular.
Entdo, se S C L é superficie limitante, temos que S U £_ é compacto.

Demonstracdo. Para demonstrar o resultado mostraremos que SU X_ € imagem de
um compacto T via uma fungdo continua p.

Defina T =0/*(£,) \ Z; e fixe X € X(M) tipo-tempo, futuro-dirigido. Como (M, g)
€ globalmente hiperbdlico, todas as curvas integrais de X eventualmente intersectam
(uma unica vez) £. Com isso, para cada p € M defina p(p) como o ponto sobre £ da
curva integral de X que passa por p. Veja que p|s = Ids, e um argumento simples
usando de sequéncias mostra que p é aplicacao aberta.

Como S é compacta, existe um ky < 0 tal que 6_(p) < kp, para todo p € S.
Ponha b = —7% e defina B = {tkK_(p) € NS : p € S,0 <t < b}, onde NS é o fibrado
normal de S em M. Veja que B é compacto pois € a imagem do compacto S x [0, b]
pela funcao continua (t, p) — tK_(p). Como por hipétese M é tipo-luz geodesicamente
completo, temos que B esta contido no dominio da exponencial normal expg e portanto
expg(B) C M também é compacto.

Vejamos que T C E*(S) := J*(S)\I*(S). Como (M, g) é globalmente hiperbdlico,
S compacto implica que J*(S) é fechado, de modo que E*(S) = 0J*(S) = 0/*(S).
Tome pe T.Sep € osX, = S C E*(S) o resultado esta pronto. Entdo suponha
que p ¢ 0sX,. Dessa forma, como T N X, = () existe uma vizinhancap e Y Cc M
que nao intersecta S U X.. Tome quaisquer p+ € I=(p) NU. Como 3/*(S) é acronal,
temos que p- ¢ I*(X,), ao passo que p; € I*(X,), devido a "transitividade forte" da
relacao cronolégica. Em particular, temos que I~(p;) N X é ndo vazio e intersecta Z,.

3

Isso quer dizer que toda geodésica tipo-luz inextensivel esta definida sobre R inteiro.

74



Sabemos que p € I*(X) e se necessario, podemos diminuir Z/ de modo que U/ C I7(X).
Como p- € I*(X) e ndo estd em [*(X;), segue que p- € [*(X-). Como p- << p << P,
segue que /~(ps) N £ deve intersectar . Agora, se q,q’ € I"(p+) N L, como [~ (p,) é
conexo por caminhos, existe curva « : [0,1] — [ (ps) N J*(Z) ligando g e ¢’, de modo
que p o &« € uma curva conectando os mesmos dois pontos, mas inteiramente contida
em [~(p;) N X, dando que [~ (p;) N X também € conexo por caminhos, em particular é
conexo. Pelo teorema da alfandega, como /~(p,) N X é conexo, e tem intersecao tanto
com X, como com X_, temos que ~(p;s) N S # (. Mas entao, temos que p, € I*(S),
e portanto que U/ tem interse¢cdo com /*(S) quanto com seu complementar, e assim,
p € ol (S).

Figura 19 — Esquema da demonstragao.

Vejamos agora que T é compacto. Dadop e T,oup € 05X, =S C expg(B), ou
entdo pela argumentacao anterior, p estando em E*(S), existe um gerador geodésico
luminoso futuro-dirigido y : [0,1] -+ M com imagem em 0/*(X,),v(0) =g € S,y(1)=p
e sem pontos focais antes de p. Como v/(0) é vetor luminoso futuro-dirigido, devemos
ter que v/(0) = sK+(q), para algum s > 0. Se ¥/(0) estivesse na dire¢édo de K.(q),
teriamos algum 0 < & < 1 tal que y(8) € I"(X+), o que implicaria que p € I"(X,), 0 que
ja vimos ser contradigdo. Portanto temos que v/(0) = sK_(qg). Assim, pela auséncia de
pontos focais antes de p e valendo a condicao de convergéncia luminosa, nos valendo
da proposicao 10.43 de (O’NEILL, 1983), temos que

4> o1 b
~ —s0_(q) ~ skg s
— s< b,

e portanto que v/(0) € B. Assim, p = y(1) = expg(y'(0)), concluindo que T C expg(B).
Como T é fechado e expg(B) é compacto, segue que T é compacto.

Por fim, vejamos que p(T) = X- U S. Suponhamos que ocorresse p(T) # XU S.
Claramente, como inclusive ilustra a figura 19, temos p(7) C £-US, donde X_US\p(T) #
(). Por outro lado, S € T, o que implica S = p(S) C p(T) e comisso, 2_U S\p(T) C X,
concluindo que dsp(T) N Z- # (). Tomemos entdo um p € dsp(T) N Z_. Como p(T)
€ compacto (portanto fechado, portanto contém seu bordo), podemos escrever p =
p(q) paraalgum g € T. Se g € S, entdo g = p(q) = p € X, 0 que é contraditoério,
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portanto podemos asumir que q € 9/7(Z, U S)\ (Xy U S). Como este conjunto é
uma hipersuperficie topolégica, podemos tomar uma vizinhanga q € V ¢ M, com
YNI=0,YNTabertoemd/ (Z-US)\(Z-US)ep(V)C Z_.
Seja agora ¥ : W x (—€,€) — M um fluxo local de X ao redor de g, com
Im(¥) C V. Defina ¥g = ¥|yn1)x(=c,e)» AUe € claramente injetora, dado que T €
acronal. Portanto, pela invariancia de dominio, Im(¥y) é aberto em M e ¥y é um
homeomorfismo sobre Im(Yy). Veja agora que, como g € Ug N T, tem-se p € p(Upy N T)
que, pela forma que p € construido, é igual a p(/Im(¥y)). Este conjunto por sua vez €
aberto em X pois p é aplicagdo aberta, o que significa que p esta no interior de p(T)
na topologia de . Mas isso viola a suposicdo que p era um ponto no bordo de p(T),
e portanto a suposicao inicial deve ser falsa e fica estabelecido a afirmacéo inicial e o
resultado como um todo.
[

Teorema 3.2.2 (Teorema de Gannon—Lee). Seja (M", g), n > 3 espago-tempo tipo-luz
geodesicamente completo satisfazendo a condicao de convergéncia luminosa. Supo-
nha que (M, g) seja globalmente hiperbdlico, com ~ C M hipersuperficie de Cauchy
assintoticamente regular. Entao, se S C L é superficie limitante, o homomorfismo
s : 111(S) — (L) induzido pela inclus&o € sobrejetor.

Demonstracdo. Sejam : M — M recobrimento suave e conexo de M tal que 7t (4 (M)) =
Jx(11(S)) (existe, devido ao lema 10.1 de (MASSEY, 1991)),onde j: S — M é ain-
clusdo. J& sabemos como transformar M num espaco-tempo a partir das estruturas
em M, de forma que sejam localmente isométricos. Como (M, g) € globalmente hi-
perbdlico sabemos, conforme (GEROCH, 1970), que M é homeomorfo a £ x R, de
modo que concluimos que mt{(M) = m4(X). Com isso, temos que I := 7 1(Z) é co-
nexo*. Assim, ni|y também é recobrimento conexo de L. Se pudermos mostrar que
nt|s € um difeomorfismo, o resultado segue. De fato, se for esse o caso, denotemos
m:%< — M;L:S — X as respectivas inclusdes e tomemos y ¢ m1(X). Temos entéo
my(y) = (momo 7T|E1 )x(¥) € (1 (M)) = ju(11(S)), pela escolha de 7. Portanto existe
x € m4(S) tal que my(y) = jx(x) = (Mo 1)«(Xx) = my(L(X)) € entdo temos y = 1,(x), dando
que . é sobrejetor.

Agora devemos verificar que 7|y de fato é difeomorfismo. Comegamos fixando
uma deformacgéo localde S, F : Sx (-1,1) — X, de modo que F(p, s) fique em X~ para
Ss<0;em X* paras>0esejaigualapparas=0.DefinaV=FSx(-1,00USUZL").
Definido dessa forma, V pode ser claramente retraido sobre SU £*, dando que 71 (V)
e m1(S U Z*) séo isomorfos. Mostraremos que para cada componente V de n;f(V),

4 Isso segue pois se x é uma classe de curvas em L, m|s(X) € m1(Z). Como os grupos fundamentais

de © e M sao isomorfos, em particular podemos fazer o levantamento da inclusdo m : £ — M e

obter um elemento de 71 (M). Fazendo a mesma coisa na outra diregéo obtemos que 7t1(M) e 71 (%)
também sao isomorfos. Como por hipétese M é conexo, segue que £ também é conexo.
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a restricao my; : V — V é um difeomorfismo. Como se trata de uma aplicacéo de
recobrimento suave, ja sabemos que é um difeomorfismo local, restanto verificar que
é injetora. Para esse fim, tomamos p/,q' € V tais que my(p') = my(q') =p € Ve
consideramos um caminho « : [0,1] — V ligando p’ e ¢'. Dessa forma, mo « é um
laco em V, cujo grupo fundamental é isomorfo ao de S U L*. Este por sua vez, pela
hipétese de X ser assintoticamente regular, corresponde a um subgrupo de 71(S) e
ainda, pela escolha de m, temos que existe um laco p em M homotdpico a pontos
fixos com «, dando que p’ = ¢’, como queriamos. Finalmente, supomos que 75 nN&o
fosse um difeomorfismo. Entdo, como S C V, cada componente conexa de 71{1(8)
é uma copia difeomorfa de S que separa L, e deve existir pelo menos duas dessas
componentes. Sejam Sy, S, quaisquer duas dessas copias de S respectivamente
contidas nas componentes Vy, Vo de mty(V), que por sua vez sdo copias disjuntas de
V contidas em Z. Veja que em cada componente de 7ty (V), e em particular em V4
e V5, temos uma copia difeomorfa de S U L*, as quais denotamos respectivamente
por C; C V;,i =1,2. Como X é conexa e é separada por Sy, C, deve estar contida
em SU X\ Cy, pois caso contrario V; teria intersegdo com V,. Entretanto, pelo lema
3.2.1, com as hip6teses que vigoram sobre Z, Sy e (M, g), temos que SU Z\ Cy deve
ser compacto. Mas C,, como todas as copias de SU X+, € um fechado nao-compacto,
entdo ndo poderia estar contido em um compacto. Portanto a suposi¢cao de que 7ty
nao é difeomorfismo é falsa, e o resultado segue. [ |

Veja que uma consequéncia particular imediata do teorema € que se S é sim-
plesmente conexa, entdo ~ também o é. Mais ainda, o significado geométrico desse
resultado fica mais claro quando o colocamos em uma espécie de contra-positiva: Se
temos um espacgo-tempo globalmente hiperbdlico que satisfaz a condicao de conver-
géncia luminosa, que possui hipersuperficie de Cauchy assintoticamente regular que
nao é simplesmente conexa mas que admite uma superficie limitante que é simples-
mente conexa, entao existe pelo menos uma geodésica luminosa inextensivel que nao
€ completa.

A interpretacéo fisica tradicional desse tipo de singularidade é de que buracos
de minhoca sao instaveis na presenca de certas condicdes fisicamente naturais sobre
o conteudo de matéria-energia do universo. A singularidade significaria um "colapso"
dessas estruturas similar ao discutido para a solugéo de Schwarzschild. E mostrado
em (MORRIS et al., 1988) que a necessidade de "materiais exo6ticos" de um tipo atual-
mente desconhecido pelos fisicos seria em principio necessario para estabilizar essas
estruturas.

Para ilustrar a aplicagcdo do teorema, consideremos o quociente do espaco-
tempo de Schwarzschild—Kruskal pelo subgrupo do grupo de isometrias gerado pela
isometria (T, X, p) — (T,—X,—p), onde (T, X) sdo as coordenadas no plano de Kruskal
e p € S°. Veja que tomando o quociente, os pontos com X = 0 passam a carregar um
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fator RP?, ao invés de S?.

As hipersuperficies de Cauchy de Schwarzschild—Kruskal sdo homeomorfas a
R x S, e por isso simplesmente conexas. Apds 0 quociente, essas hipersuperficies
sofrem identificagdes: o quociente "quebra" o fator R ao meio e entdo consideramos
(0, +00) x S2 ~ R3\{0} ~ S3\{N, S}; portanto, quocientando este conjunto por p — —p
obtemos RP3 \ {[N]}. O espaco-tempo quociente é ainda globalmente hiperbdlico, mas
suas hipersuperficies de Cauchy sdo agora homeomorfas a soma conexa (a operacao
definida na proposicao 1.2.2) RP35R3.

Esse espago-tempo, que tem o espago-tempo de Schwarzschild—Kruskal como
seu recobrimento universal, é conhecido como geon-RP3.

Figura 20 — Geon-RP3. (Mann, R. B. et al. 2017)

Como o geon-RP3 obtém-se via um quociente por uma isometria de Schwarzschild—
Kruskal, é localemente isométrico a este; por isso trata-se ainda de uma solugao de
vacuo das equacoes de Einstein. Em particular, satisfaz a condicdo de convergéncia
luminosa. Admite também hipersuperficies de Cauchy suaves, que como vimos ja nao
sao simplesmente conexas, mas sdo no entanto assintoticamente regulares, com su-
perficies limitantes difeomorfas a S2. Portanto, segue do teorema de Gannon—Lee que
0 espacgo-tempo precisa ter ao menos uma geodésica tipo-luz incompleta. Estas séo
claramente identificadas olhando para geodésicas luminosas que adentram na regiao
de buraco negro (cf. Figura 20), que irdo prematuramente terminar na singularidade.
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4 CENSURA TOPOLOGICA

O Teorema de Gannon-Lee visto na parte anterior aponta, na intepretacao fisica,
para uma instabilidade e eventual colapso gravitacional de certas estruturas topolé-
gicas no universo. O colapso gravitacional de objetos massivos na natureza leva, até
onde sabemos, a formacgao de horizontes de eventos, que nos impede de observar as
possiveis singularidades resultantes. Que esse € o0 caso para colapsos gravitacionais
genéricos de objetos massivos e compactos como estrelas € objeto de uma conjectura
de R. Penrose, a chamada conjectura de censura césmica. Como veremos, € pos-
sivel enunciar e provar um teorema que fornece correspondentes matematicamente
precisos dessa ideia para estruturas topoldgicas a la Gannon-Lee: essas estruturas es-
tariam "escondidas" por um horizonte de evento. Esses sdo os chamados feoremas de
censura topoldgica. O desenvolvimento dessa area de pesquisa € devido a trabalhos
como (FRIEDMAN et al., 1995), (CHRUSCIEL; WALD, 1994), (BROWDY; GALLOWAY,
1995), (GALLOWAY, 1996), (JACOBSON; VENKATARAMANI, 1995). A monografia
(SOLIS, 2006) serviu de fio condutor para boa parte deste capitulo.

4.1 BORDOS CONFORMES

Comegamos aqui apresentando uma construcao de bastante utilidade no estudo
da estrutura causal dos espacgos-tempo. Trata-se de uma operagdo ndo canbnica no
sentido em que depende da introducao de elementos extrinsecos ao espago-tempo em
questao. Ainda assim, veremos que ela permite um bom trato de propriedades antes
inacessiveis.

Definicdo 4.1.1. Um espaco-tempo sem bordo (M, g) é dito admitir um bordo (ou
infinito) conforme 7 se existe um espacgo-tempo com bordo (M, g) tal que:

1. M= int(M) e T = 9M, de modo que M = MU Z;
2. 3Q € C*°(M) tal que
e g=02%7em M;
e O>0em M;
e O =0edQ #0emcada ponto de Z, ou seja, Q € uma funcéo definidora do
bordo de M.

7 é chamado de bordo conforme de M em M.

As métricas g e g sdo, como chamamos, conformalmente relacionadas. Mui-
tas propriedades geométricas ndo sao preservadas sob transformacbes conformes,
mas a nivel de estrutura causal isso ndo é um problema, pois vetores (e portanto



curvas, campos vetoriais) tém seu carater causal preservado. No caso especifico de
geodésicas luminosas pode ser verificado que vale inclusive algo mais forte: elas sao
transformadas em pré-geodésicas luminosas, isto €, continuam sendo geodésicas lumi-
nosas a menos de reparametrizacao. Vejamos agora uma série de exemplos de bordos
conformes.

Exemplo 4.1.2. Considere o espago-tempo de Minkowski, Rf” com métrica expressa
em coordenadas esféricas (numa regiao maximal onde elas estejam definidas), dada
por:

Nm = —dt? + dr® + rzwm_z.

Ponha t + r = tg(u); t—r = tg(v), u, v € (—/2, /2), de modo que

dt = 3(sec?(u)du + sec?(v)av);
dr = J(sec?(u)du + sec?(v)av);
r? = 1(tg(u) = tg(v))? = 1sec?(u)sec?(v)sen?(u-v).

Com isso reescrevemos a métrica como

sec?(u)sec?(v)
2

Mm =

2(y—
(—du ®dv—-dv® du+ me_% :

Pondo x = u+ v;y = u—v, ficamos com

. sec? (xz}/)zsecZ (%) ( —dx? 2+ dy? Esen‘?(y)wm_g)

sec? ( 2y> sec? <Ty) (

2 (X+y 2 (XY
sec<2>sec<2

_ ) (—dx2 + wm_1> .

Obtemos portanto um mergulho conforme entre o espago-tempo de Minkowski e uma
por¢ao propria do cilindro de Einstein (R x S™ 1, xm = —dt? + dw?_,), onde wy, 1 é a
métrica da esfera redonda de m—1 dimensbes. Em termos da definicao apresentada,
temos Q = 4cos? (X;y) cos ( ) que se anula quando x + y = +7t, e sobre esses

—dx? + dy? + sen?( y)wm_z)

pontos dx? = dy2. Vemos, desse modo que a métrica degenera-se e portanto temos
que a estrutura do infinito conforme de Minkowski dentro do cilindro de Einstein é de
hipersuperficies luminosas, vide a figura 21.

Exemplo 4.1.3. Vimos no exemplo 1.4.9 que o espago-tempo de de Sitter S{" é o
hiperboléide {(xg,...,xm) € R™1 : —x2 + x2 + ... + x5, = 1}, contido no espago-
tempo de Minkowski em m + 1 dimensdes. Vamos estudar o bordo conforme de de

Sitter mostrando que este pode ser conformemente mergulhado no cilindro de Einstein.
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Figura 21 — A estrutura conforme do espacgo-tempo de Minkowski corresponde a regiao
indicada dentro do cilindro de Einstein. (HAWKING; ELLIS, 2011)

Para isso, comegamos obtendo uma nova expressdo para a métrica de de Sitter gys.
Reescrevendo em coordenadas cilindricas, temos que de Sitter é o conjunto dos pontos
que satisfazem r? = 1+x2, e portanto rar = xgdxg = r?dr = x2dxg = (1+x8)dr? =
x&adxg. Entao

NMm+1 =—dx§ + dx12 +...+ dx,% =—dx§ +dr? + rzwm_1
2 2
X, ax
2 0 2 2 2 0 2
= ggs = —adX§ +—2de +(1+x5)dwy, 4 =——2+(1 +X§)Wm1-

1+X0 1+XO

Agora, fazendo a mudanga xg = senh(u), reescrevemos a métrica como
94s = —du? + cosh?(u)w N1 -
Fazendo ainda eY = tg (% + ;{) com |t| < 7/2, ficamos com
cosh(u) = 1/cos(t); du = dt/cos(t).

Trabalhando com isso obtemos

—dt? + w1 Xm

Jas = cos2()  cos?t’

Portanto, o espago-tempo de de Sitter S{” pode ser mergulhado conformemente
em (—m/2, /2) x sm-1, Veja que as fatias t = +7/2 s&o hipersuperficies tipo-espago
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do cilindro de Einstein e formam o bordo conforme para SQ”, vide a figura 22. De fato,
na terminologia da definicdo 4.1.1, Q = cos(t), donde cos(n/2) = cos(—/2) = 0 e
d(cos(t)) = —sen(t)dt que em t = +7/2 é igual a +1 # 0.

[ St = }n), a sphere S?
bl {t' = constant}
.‘.. ;_‘ t' = ﬂ

‘,,...-' == #"(t' =—{n), a sphere S3

Figura 22 — A estrutura conforme de de Sitter no cilindro de Einstein € a regido listrada
na horizontal. (HAWKING; ELLIS, 2011)

Exemplo 4.1.4. O espago-tempo anti-de Sitter H" foi definido no exemplo 1.4.10 como
o recobrimento universal de uma das folhas do hiperboloide {(t, xg, . - ., Xpy—1) € Rg’” :
—t2—X8+X12+...+X§7_1 =—-1}.

Defina a aplicagdo suave F : R x B™1 — RI™1 por

2 2
F(t,y) = iled Vi ”y”zcos(t),—1 * Hy’|2sen(t),—2y 5 |
1=yl 1=yl 1=yl

onde ||y|| é a norma Euclideana de R, Veja que
2y |7 _ = +llyI®?+4lyl? _

evl? o\ (1B
—| —=—=cos(t)| —| —=—5cos(t) | + =—1,
(1 —llyl2 ) (1 —llyl2 1=1lyl2 (1= 1lyl2)2
dando que Im(F) esta contida no hiperboléide em questao. Mais ainda, pode ser mos-

trado que F é aplicacéo de recobrimento suave. Como seu dominio € simplesmente
conexo, ela é de fato seu recobrimento universal e portanto, se n»> é a métrica de ]R’zn” :

entao (]R x BM1, F*T]Q) é o espago-tempo de anti-de Sitter HY". Desenvolvendo o
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pullback, obtemos

2
1+ |yl 4
gAdS=F*T]2=_ PEEETID) dt®dt+—6m_1| m—1
(1 = lyl? (1=1lyl2)? E

2
1+ |y|2 ( 4

= — 25| (-dtodt+ ————55mqlgmt | -
(1—HyH2 (1+y|22 "8

Mas Wénﬂ |gm-1 € a métrica que B™_; obtém de um hemisfério de S™ ! através

_lvII2 —4y.dyi
da projecao estereogréfica. Definindo Q(t, y) = ]+H§|I||2 temos dQ = %, dando

que Q se anula sobre os pontos ||y|| = 1 e dQ # 0 sobre esses pontos. Concluimos
portanto que a menos de uma isometria, anti-de Sitter pode ser visto como conforme
a R x ST dentro do cilindro de Einstein. Sua métrica satisfaz a relagdo Q2ga4g =
—dt ® dt + wy,_1. Mais ainda, VQ = %aiy' € um campo tipo-espaco, dando em
particular que o bordo da regidao, onde Q = 0, € uma subvariedade tipo-tempo.

r' = 1in
=0 ' = in
N :

\

Lines
— {r = constant}

|
\

LA

b
|

v=jn 7 Burfaces

— {t' = constant}

|_—{t =-+e0}
Surfaces

. ::’{! = constant}

) L —{t =—ow}

Lines

{x = constant)}

¢ =—1n - Null geodesica

: — from infinity to r

MO N

N

5

Figura 23 — A estrutura conforme de anti-de Sitter no cilindro de Einstein é a regiao
quadriculada. (HAWKING; ELLIS, 2011)

Esses exemplos motivam as seguintes definigcoes.

Definicdo 4.1.5. Um espaco-tempo (M, g) com bordo conforme Z é dito ser
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e assintoticamente de Sitter, se 7 é tipo-espaco;
e assintoticamente anti-de Sitter, se T é tipo-tempo.

Veja que quando o T é tipo-espago, se p € Z e v € TpM é tipo-tempo, temos
Ve (TpI)L. Isso quer dizer que VQ, sendo perpendicular a Z, é campo vetorial tipo-
tempo, e com isso decompor Z =Z* UZ-,onde Z* = {p € Z : VQ(p) é futuro-dirigido},
e analogamente para Z~.

Note também que quando Z é tipo-tempo, estamos sob o0s auspicios, para o
espacgo-tempo "estendido" com bordo (M, g), da teoria causal ja desenvolvida para
bordos temporais.

Foi no contexto de bordos conformes, especificamente espagos-tempo assintoti-
camente planos (conceito ndo apresentado aqui) que conhecemos o primeiro teorema
de censura topoldgica, em (FRIEDMAN et al., 1995). Entretanto, o resultado que de-
senvolveremos neste trabalho radica de uma verséo posterior do teorema, devido a
(GALLOWAY, 1996), dentre outros ja citados. Nesse artigo, o autor desenvolve o que
ele chama de "infinito finito!", se referindo diretamente a um espago-tempo com bordo
ao invés deste aparecer como auxiliar a um espaco-tempo sem bordo admitindo infinito
conforme. Assim, o bordo do espago-tempo, sob determinadas condi¢oes, podera ser
interpretado como sendo sua "estrutura no infinito".

4.2 CAUSALIDADE EM ESPACOS-TEMPO COM BORDO TEMPORAL

Definicao 4.2.1. Seja (M, g) um espaco-tempo com dim(M) > 3. Se M é uma varie-
dade com bordo 0M nao-vazio e tal que o tensor induzido por g em oM, isto é, (*g,
onde v : oM — M é ainclusao, é ainda uma métrica Lorentziana, entédo (M, g) é dito
ser um espacgo-tempo com bordo temporal.

Segue da definicao que se (M, g) é um espaco-tempo com bordo temporal,
entdo (oM, glyp) € variedade Lorentziana sem bordo. Podemos ainda induzir uma
orientacdo temporal de M para oM fazendo o seguinte: para cada p € oM dizemos
que um v € TpoM é futuro-dirigido em (dM, glp) Se e somente se 0 € como vetor
de TpM. Dessa forma, cada componente conexa do bordo se torna por conta propria
um espaco-tempo (sem bordo). Para todos os resultados a seguir empregaremos
a extensdo construida no teorema 2.3. Fixemos, portanto, um espaco-tempo sem
bordo (W”,@) que estende (M", g). Explicitaremos em cada caso hip6teses adicionais
necessarias para que as definicées e resultados abaixo sejam independentes dessa
extensao.

Lema 4.2.1. Seja (M, g) espagco-tempo com bordo temporal. Entdo para qualquer
p € M temos que I*(p) N OM é aberto em OM.

1

Tradugéo livre de finite infinity
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Demonstragcdo. Tome x € I*(p)NOM e considere uma curva temporal suave por partes
« : [0,1] — M futuro-dirigida com «(0) = p e x(1) = x. Suponhamos, inicialmente,
que existe um t; € [0,1) tal que «[fy,1] C oM. Neste caso x € I*(y,0M), onde
y = offp). Assim, o resultado é imediato, pois como oM é um espaco-tempo sem
bordo, ja sabemos que I*(y, 9M) é aberto em oM, contém x e esta claramente contido
em [*(p). Nosso objetivo é portanto deformar a curva no caso geral para uma nesta
conformacao.

Para tanto, seja V € X(M) tal que para todo q € M, Vg &€ Tq0M e Vg aponta
para dentro de M2. Considere o campo W := V o « sobre . Note que pela escolha de
V existe um aberto © de M contendo x e § > 0 tais que s - Vg € dom(expﬂ) se (s,q) €
(-5,0) x O e equﬁ(s- V) € int(M) paratodos g € ONMe s € (0, 5). Por continuidade,
podemos também escolher 0 < ¢ < 1 tal que «[1 —¢,1] C O. Escreva xp = (1 —¢€).
Em vista do paragrafo anterior, podemos assumir, sem perda de generalidade, que
Xg € int(M).

Sejaagora f:[1—¢,1] — Rtal que f € suave, 0 < f < 1 no interior do intervalo
e se anula nos extremos, e considere x : [1 —¢, 1] x (=5, 8) — M a variacdo dada por
x(t, s) = expy(t)(s- f(t) - W(t)). Por construcao, para & > 0 suficientemente pequeno
as curvas longitudinais u — x(u, v) com 0 < v < 6 ficam em M, encontrando oM so-
mente em x, e séo tipo-tempo. Assim, qualquer uma dessas curvas longitudinais serve
de caminho alternativo para chegar em x ficando sempre dentro de M. Escolhamos
qualquer uma destas curvas, e a renomeemos COmo «.

Com isso, podemos agora efetivamente deformar a porcao final de « para o
caso desejado. Comegamos tomando &/ uma vizinhanga pré-compacta de x em M que
n&o contenha xp e uma curva suave tipo-tempo passado-dirigida 3 : [0, T] = U N oM
tal que B € um mergulho préprio. O campo vetorial 3’ pode ser estendido para todo
oM, uma vez que nunca se anula (cf. exercicio 3.12 de (O’'NEILL, 1983)). Empregando
o lema 8.6 de (LEE, J. M., 2012), estendemos este campo novamente, agora para todo
M, dado que ali, 9M é subvariedade fechada e portanto propriamente mergulhada de
M. Podemos fazer essa extensdo X de modo que supp(X) C U multiplicando por uma
fungdo bump com suporte em U se necessario. Como tal X tem suporte compacto, X é
completo (cf. teorema 9.16 de (LEE, J. M., 2012)), isto é, cada curva integral sua esta
definida em R.

Da forma que X foi construido, suas linhas integrais comecando em oM |4 ficam,
e portanto linhas integrais comecando em int(M) ndo vao ao bordo. Mais ainda, se
@ : Rx M — M é o fluxo de X, temos que ¢(t, Xy) = Xp, para todo t, dado que
Xo ¢ U. Dai, como o tensor métrico é continuo, existe um 0 < ty < T tal que as curvas
se[1—¢,1] — @(t, «(S)) séo tipo-tempo para qualquer t € [0, fy]. Portanto, basta por

2 Para termos a existéncia de um tal campo vetorial, tomemos uma familia de cartas cobrindo o bordo
de M e uma particao suave da unidade subordinado a ela. Em cada aberto, escolha o campo vetorial
dado pela derivada parcial na Ultima coordenada e entdo some todos usando a parti¢éo.
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y = ¢(fp, x), de modo que y € oM e teremos y € I*(xg) = y € I"(p)n F(x,0M) e
entao retomamos o caso inicial. [ ]

Figura 24 — Esquema da demonstracdo do lema 4.2.1.
u

I*(p)

X0

oM

Vimos que futuros/passados cronologicos sdo sempre abertos em espagos-
tempo sem bordo. A proxima proposicdo mostra que esse resultado segue valido se o
espaco-tempo tem bordo temporal.

Proposicao 4.2.2. Para todo p € M, I*(p) é aberto em M.

Demonstragdo. Fixado p € M, tomemos x € [*(p) e fixe uma curva temporal futuro-
dirigida o : [0,1] — M com «(0) = pe «(1) = x. Em primeiro lugar, ainda que x € int(M),
pode ocorrer que a curva temporal « que liga p a x passe por 9M, ndo sendo imediata
a aplicacao do resultado correspondente para espagos-tempo sem bordo. Mas neste
caso basta tomarmos um aberto U/ de int(M) que contém x e escolher um fy € [0, 1) tal
que o[y, 1] C U. Dai, I*(x(ty),U) é aberto de M que contém x e esté contido em /*(p).

Suponha agora que x pertence ao bordo de M. Pelo lema 4.2.1, existe aberto
X €Y C OMn I*(p). Sendo um aberto de oM, V tem medida nula em M e portanto ndo
€ aberto em M. Fazemos essa consideracao para indicar o que iremos fazer: "expandir”
VY em M, tomando cuidado para manté-lo dentro de I*(p). Para tanto, tome v € Ty M,
vetor tipo-tempo, futuro-dirigido, apontando para dentro, e estenda-o para um campo
V € X(M). Como V é continuo, podemos encontrar uma vizinhanga WV de x em oM
e um T > 0 tais que as curvas integrais de V partindo de W e até o parametro T

séo ainda tipo-tempo e futuro-dirigidas, j& que estas sdo condi¢des abertas tanto em
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M como em dM. Queremos ainda que sobre W, V aponte para dentro, de modo que
suas curvas integrais comecando ali caiam inicialmente dentro do interior de M. Como
trata-se de uma condicao aberta, podemos tomar W pequeno o suficiente para tanto.

Finalmente, se ¢ : D € MxR — M é o fluxo de V, coloque U/ = ¢(WNV %[0, T)).
Pelas consideragoes anteriores U/ C (W NV). Como W NV C V C I*(p), segue que
U C I*(p). Resta ver que U é realmente um aberto de M.

De fato, ¢ é um fluxo na variedade sem bordo M, com D aberto em M xR. Como
M dentro de M é uma subvariedade regular e V é n&o nulo na regido considerada,
por continuidade ele também n&o o é em alguma vizinhanga na topologia de M. Assim,
com o teorema da fung¢ao inversa aplicado a ¢[pnanxr) garantimos que existe um
aberto conexo x € O C M e um numero ¢ > 0 tais que O x (—¢,e) C D e Yok (e,e) é
difeomorfismo sobre sua imagem. Com isso, em particular obtemos que (O x (—¢, ¢))
é aberto de M, e entdo a interse¢cdo com M é aberto em M. Como x esta tanto em
W nNY como em O, sua intersecao é aberta e ndo vazia, garantindo um aberto no
dominio do fluxo cuja imagem simultaneamente é aberta, cai dentro de M, e no futuro
de p. [ |

Figura 25 — Esquema da demonstracao da proposicéo 4.2.2.

}\

‘ ny
Q
U
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Observacao 4.2.3. Dessa proposicdo segue facilmente que a relagdo cronoldgica é
sempre aberta, pois se p << q, sejay segmento de curva suave por partes temporal
futuro-dirigida ligando p a q. Tome p’,q' sobre v com p' << q'. Temos entao que
p e I-(p),q c I'(q') e ambos os conjuntos sdo abertos, devido a dualidade temporal.
Seq’ c I'(q),p" € IF(p') é imediato que p" << q".
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Proposicao 4.2.4. Sep,q,r € M sdo taisque p << q e q < r, entdo temos p << r.

Demonstrag&o. A principio temos que notar que existem varios casos para essa pro-
posicéo conforme os pontos estejam no interior ou no bordo de M. Como a proposi¢ao
anterior estabeleceu que em qualquer caso /*(p) é aberto, ndo precisamos nos pre-
ocupar com p, sobrando portanto quatro casos: a) q,r € int(M);b) q € int(M),r €
oM;c) g € OM, r € int(M);d) q,r € OM. Vejamos como a andlise detalhada desses
casos os reduzira apenas ao caso b), que exigira uma técnica mais elaborada.

Fixe curva causal futuro-dirigida « : [0,1] — M com «(0) = g e «(1) = r.
Suponha inicialmente que r € int(M). Ponha J = {s € [0,1] : «[s,1] C int(M)} de
modo que 1 € J e portanto existe t, := inf(J). Se ty = 0, como I*(p) é aberto em
M, por continuidade temos a existéncia de um ¢ € (0,1) tal que «(¢) € I*(p). Mas
nesse caso temos que «fe, 1] € int(M). Tome U C int(M) N I*(p) contendo «(¢) e
seja p' € I(afe),U). Entéo temos p' <<jpynny ole) <jntmy 1 = P <<intemy T
donde r € I*(p) pois r’ € I*(p), e terminamos. Portanto assumamos agora que f; > 0.
Nesse caso, como int(M) é aberto temos necessariamente que r' = «(fy) € OM.
Como 1y ndo pode ser igual a 1, temos a existénciade ¢ > Otalque fhp+¢ < 1 e
o(ty + €) € I'(p), se soubermos provar que r’ € I*(p). Procedendo de forma analoga
a situacao anterior concluiremos que r € I*(p). Portanto cabe agora lidarmos com
0 caso em que r € oM. Nesse caso, vejamos a situagdo em que g € oM. Seja
So = sup{s € [0,1] : «[0, s] C OM}, entdo g <yy «(Sp). Como I*(p) € aberto, existe
P € I'(p) N I7(q,0M) e logo p' <<gm 9 <om Sg) = P <<am «Sp) € entdo
x(sg) € I"(p). Se s5 = 1 ja temos o que queremos, entdo suponha sy < 1. Por
continuidade e pela definicdo de sy existe 0 < 6 < 1 tal que «(sq + 0) € int(M) N I*(p).
Temos portanto p << g’ < r. Assim, novamente, se soubermos resolver o caso b),
estamos feitos.

Finalmente para o caso b), a ideia sera tomar a curva causal 3 (que aqui ja
podemos supor encontrar 9M somente em r) e varia-la para obter uma curva temporal
contida em int(M). Para tanto, comegamos tomando um w € T,M tipo-tempo, passado
e apontando para dentro de M e defina W € X() como o campo paralelo tal que
W(1) = w. Ponha agora V(t) = (2 - t)W(t), de modo que V(1) = w e V/(t) = —W/(t).
Assim, g(V’, B') = —g(W, B’) < 0 para valores de t suficientemente préximos de 1, dado
que em r os vetores B’ e w estdo em cones opostos.

Com isso, se considerarmos x a variagdo de 3 com campo V, o teorema 10.45
de (O’NEILL, 1983) nos garante que para parametros suficientemente pequenos, di-
gamos, menores que ¢, as curvas longitudinais sao tipo-tempo. Assim, temos que
x(1,s) € I*(x(0, s)) para todo s € (0, ¢].

A curva transversal final, x(1, s), tem velocidade apontando para dentroem s = 0,
entdo se em algum momento ela atravesasse oM, poderiamos diminuir € para trabalhar
com ela inteiramente contida em M. Como w aponta para o passado, pelo mesmo
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motivo podemos supor que x(1, s) é passado-dirigida, de modo que r € I*(x(1,s)) C
I*(x(0, s) para todo s € (0, ¢].

Como g € I*(p), que é aberto, 36 € (0, ¢) tal que x(0,d) € I*(p), e portanto
temos que r € I*(p). [ |

Figura 26 — Esquema da demonstracao da proposicao 4.2.4.

/

oM

Note que se tivermos p < g e g << r, invertendo a orientacao temporal fica-
mos com r << g € q < p, que € a situacdo demonstrada acima que conclui, para a
orientacao original que p << r.

Proposicao 4.2.5. Para qualquer S ¢ M, temos J*(S) C I*(S), ou segja, I*(S) é denso

em J*(S), ou equivalentemente, J*(S) = I+(S).

Demonstragdo. Tome x € J*(S). Considere entdo vy : [0,1] — M curva tipo-tempo
futuro-dirigida comegando em x. Tome () k<N Sequéncia decrescente e convergente
para 0, contida no dominio de 'y, de modo que se colocamos x, := y(fx) € I*(x), temos
x, — x. Escolhendo p € S tal que x € J*(p), pela proposigao anterior temos que cada
Xk € I"(p), e portanto (xx)ken C I7(S) e assim, x é ponto limite de /*(S), ou seja, esta
no fecho deste. u

Proposicao 4.2.6. Sejay : [0,1] — M curva causal futuro-dirigida de p a q tal que
v(0,1) C int(M). Entdo, ou q € I*(p), ouy é pré-geodésica tipo-luz.

Demonstragdo. Suponha que g ¢ I*(p). Tome sequéncias (fx)kcw € (Sk)ken contidas
em (0, 1) tais que t, < sk, t \ 0 e s, 1 e ainda, ponha py = v(tx), gk = Y(Sk).- Pela
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Figura 27 — Em IR{?, removemos um cilindro aberto. Temos q € J*(p) \ I"(p), mas
nao ha nenhuma geodésica luminosa ligando p até g dentro do espaco-
tempo.(SOLIS, 2006)

proposicao da transitividade, concluimos que gy € J*(px) \ I*(pk)- Por hipétese, todos
esses segmentos (de px a qi) de y ficam no interior de M, que € um espago-tempo
sem bordo, e portanto para ele, sabemos que |, s,] € pré-geodésica luminosa, o que
implica que v|(g 1) também o é. Se olhamos em M, y se estende continuamente para
seus pontos terminais, e como M é espago-tempo sem bordo, sabemos entao que y
inteira é pré-geodésica, logo y é geodésica luminosa em M também. [ |

Observacao 4.2.7. Note que a hipdtese adicional v(0, 1) C int(M) é necessaria pois
em geral uma geodésica do bordo néo é geodésica de M (isso ocorre quando o bordo,
visto como subvariedade semi-Riemanniana, é totalmente geodésico). Assim, se um
pedaco da curva ficasse em 0M, a construg&o feita na demonstracdo ndo funcionaria,
pois resultaria em uma geodésica luminosa quebrada, parte em int(M), parte em oM.
Mais ainda, a figura 27 fornece um contra-exemplo.

Proposicao 4.2.8. Seja S hipersuperficie espacial de oM ey : [0,1] — M curva causal
futuro-dirigida ligando p € int(M) até q € S, que intersecta oM apenas em q. Entdo
ou existe curva temporal de p a S ou y € pré-geodésica luminosa que encontra S
ortogonalmente.

Demonstracdo. Iremos supor que y ndo € pré-geodésica luminosa normal a S. A
negacao disso € que, ou bem vy é normal mas nao pré-geodésica luminosa, ou € pré-
geodésica luminosa mas nao normal. No primeiro caso, a proposi¢ao anterior nos da

91



que g € I*(p), em particular ha curva temporal entre p e S. Entdo vamos trabalhar
em cima do caso em que temos uma pré-geodésica tipo-luz que ndo encontra S
ortogonalmente.

Como S é subvariedade espacial de um espaco-tempo sem bordo, sabemos
que ela é localmente acausal em oM, conforme 2.2.3. Assim, seja /' uma vizinhanga
conexa de g em oM tal que U/ N S seja acausal em 0M, e ponha i/ = D(U' N S,U’), para
obtermos uma vizinhancga globalmente hiperbdlica de p em oM visto como espaco-
tempo sem bordo, e de modo que /' NS = U N S seja hipersuperficie de Cauchy de
U.

Como 0M é subvariedade Lorentziana de M, podemos usar sua aplicacio expo-
nencial normal para estender SN U para uma hipersuperficie Sy em M. Para ver que
Sy é tipo-espaco, perceba que o complemento ortogonal em TM (com o qual se produz
a aplicacao exponencial normal) dos espacos tangentes de oM é tipo-espaco, assim
como 0s espacos tangentes de S, portanto suas somas diretas também terdo uma
métrica induzida positiva-definida. Com isso, podemos repetir a construcao anterior
com o desenvolvimento de Cauchy para obter uma vizinhanga globalmente hiperbdlica
Ug de g, agora em M, tendo Sy N Uy como hipersuperficie de Cauchy. Diminuindo a
vizinhanga conforme o necessario, podemos assumir que Uy N OM C U.

Agora, vejamos que J*(Sy N Uy, Uy) N OM esta contido em *(SnU,oM) U S.
Para tanto, comecemos tomando x € J*(Sy Ny, Up) N OM, suponha que x ¢ S, e seja
« : | — U curva tipo-tempo futuro-dirigida inextensivel em U passando por x. Como
x € U\ S e U é globalmente hiperbdlico, « deve encontrar S N U, exatamente em
um ponto, que chamaremos de y. Supondo que ocorresse y no futuro de x ao longo
de «, pela acausalidade de Sy Ny em Uy, teriamos que « deixa Uy ao passado de
y. Portanto « encontraria Sy N Uy ao passado de x, digamos num ponto z € SNU,
de modo que evidentemente y # z. Dessa forma, teriamos och’ como curva temporal
futuro-dirigida em ¢/ unindo dois pontos de SN em U, o que violaria a causalidade.
A figura 28 ilustra o ocorrido. Portanto, y de fato esta no passado de x ao longo de « e
assim, x € I(y,U) = x e I*(SNnU,0M) poisid C IM e y € SnU. Por dualidade
temporal tem-se J~(Sp N Uy, Ug) NOM C IF(SNU,0M)U S.

Agora, seja p' € yNUy,p # q tal que y|g, C Up. Assim, se aplicarmos a
proposicao 10.50 de (O’NEILL, 1983) para ylg, e SN Uy, temos garantida a existéncia
de uma curva tipo-tempo futuro dirigida o em U, ligando p’ a um q’ € SN uy. Como
SNy é fechado em U, podemos assumir que o intersecta S somente em ¢'. Se o
fica em M, nada resta a fazer. Basta verificar o que ocorrera caso o nao permaneca
em M, o que € uma possibilidade, uma vez que a proposi¢ao utilizada é valida a priori
apenas para espacos-tempo sem bordo, portanto M em nosso caso.

Se o néo esta inteiramente contida em M, ela tem que encontrar 9M em um
r estritamente ao passado de q'. Veja que r ¢ J*(Sy N Uy, Uy) uma vez que q' €
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Figura 28 — Situacéo impossivel

" ‘ S

oM
SNUy € SoNUy, que é acausal em U, ou seja devemos ter que r € J~(Sg Ny, Uy) C
F(Snu,oM) U S e entéo por transitividade segue novamente que p € (S, M). |

4.3 CAUSALIDADE FORTE

Definicao 4.3.1. Seja (M, g) espago-tempo com bordo. Dizemos que p € M satisfaz a
condigdo causal [resp. cronologica] se nao existe nenhuma curva causal [resp. tempo-
ral] fechada baseada em p. Dizemos que (M, g) é causal [resp. cronoldgico] se todos
os pontos de M satisfazem a condi¢ao causal [resp. cronoldgical.

Definicao 4.3.2. Um conjunto B ¢ M é dito ser causalmente convexo se para qualquer
par de pontos p,q € B, x € J*(p) N J(q) = x € B. Isto é, todo segmento de curva
causal com extremidades em B fica inteiramente contido em B.

Definicao 4.3.3. Dizemos que a propriedade de causalidade forte vale em p € (M, g)
se para qualquer vizinhanga U/ de p, existe aberto causalmente convexo V com p €
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Y C U. Quando tal propriedade € valida em todos os pontos de M, dizemos que o
espaco-tempo (M, g) é fortemente causal.

Note que essa definicao equivale a dizer que a topologia de um espago-tempo
fortemente causal admite uma base de abertos causalmente convexos. Veja que se a
causalidade forte vale em p, p também satisfaz a condicao causal. De fato, ndo fosse
esse 0 caso, existiria curva causal fechada y baseada em p. Tomando ¢/ qualquer
vizinhanga de p que néo contenha vy, obtemos uma vizinhanga causalmente convexa
Y C U que também nao contém y, o que nao pode ocorrer. Entretanto, a reciproca
nem sempre € verdadeira, como ilustra o exemplo 14.12 de (O’NEILL, 1983).

Ainda, note que essa definicdo pode ser aplicada para espagos-tempo com ou
sem bordo. No caso de um espaco-tempo com bordo temporal, se ele for fortemente
causal, seu bordo também o serd. De fato, seja p € OM e vizinhanga U/ de p em oM.
Entao &/ = /' N OM para algum aberto /' de M. Obtemos entdo uma vizinhanca causal-
mente convexa V' de p, na topologia de M. Entdo, V = V' N 0M é uma vizinhanca de p
em oM. Entretanto, em relacao as curvas causais de M, V pode nao ser causalmente
convexo, pois nao temos hipdteses sobre a convexidade causal de oM visto como
subconjunto de M. De toda forma, restringindo-se as curvas causais de 0M, € imediato
ver que V é uma vizinhanga causalmente convexa ao redor de p, contida em /. Assim,
a propriedade de causalidade forte migra de um espacgo-tempo com bordo temporal
para seu bordo.

Observacao 4.3.1. Doravante os conjuntos da forma I* (p)N1~(q) seréo referidos como
diamantes cronoldgicos e seus contrapartes causais como diamantes causais. Quando
nao houver ambiguidade em relacdo ao ambiente que as curvas sdo tomadas, pode-
remos escrever simplificadamente I(p, q) := I*(p) N I7(q). Por fim, note que diamantes
cronologicos sdo sempre causalmente convexos, pois se « : [0,1] — M é segmento
de curva causal futuro-dirigida com «(0), x(1) € I(p,q), para cada t € (0,1) temos
p << «(0) < «(t) < «(1) << q. Por transitividade temos «(t) € I(p,q), para todo
te(0,1).

Proposicao 4.3.2. A colecdo dos conjuntos da forma I*(p) N 7(q),p,q € M forma
base para uma topologia de M chamada topologia de Alexandrov. (M, g) é fortemente
causal se, e somente se a topologia de Alexandrov coincide com a topologia de M.

Demonstragao. Para ver que a colecdo é admissivel como base, sejam p,p’,q,q' ¢ M
tais que A = (IF(p) N F(q)) N (IF(P)NI7(q)) # 0. Tome r,s € Acom s € I*(r,A). Se
t € I*(r)n I(s), temos p,p’ << r << t << s << q,q' de modo que t € A, e portanto
I*(rynI~(s) C A.

Quanto a equivaléncia das afirmagdes, veja que da forma que a causalidade
forte foi definida, < ¢ trivial pois se as topologias coincidem, em particular a Topo-
logia de Alexandrov é mais fina. Para provar — , note que em geral os diamantes
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cronoldgicos sao sempre abertos, de modo que a topologia de Alexandrov esta contida
na topologia original de M. Para ver a outra inclusdo, tomemos um aberto ¢/ qualquer
e queremos encontrar um diamante cronol6gico contido nele. Como o espago-tempo é
suposto fortemente causal, existe aberto causalmente convexo V C Y. Tome x,y € V
comy € I*(x) esejap e I"(x) N I(y). Se « & segmento de curva temporal futuro-
dirigida ligando x e y, passando por p, temos que « C U, donde p € U e portanto
rFx)ynr(y)cu. [

Proposicao 4.3.3. O conjunto dos pontos de M onde vale a causalidade forte é aberto.

Demonstracdo. Seja p € M tal que nele vale a causalidade forte e considere uma vizi-
nhancga sua U arbitraria. Temos portanto a existéncia de uma vizinhanga causalmente
convexa V C U. Vejamos que a causalidade forte vale em V. Tome g € V e tome uma
vizinhanca arbitraria g € WW c V. Como a topologia de M coincide com a topologia de
Alexandrov, existem x, y € W tais que g € I(x, y) € W. Como diamantes cronolégicos
sdo causalmente convexos, vale a causalidade forte em q e portanto em qualquer
ponto do aberto V. [ |

4.4 HIPERBOLICIDADE GLOBAL

Definicao 4.4.1. Dizemos que (M, g) é globalmente hiperbdlico se ele € um espago-
tempo (com ou sem bordo) fortemente causal e ainda se para quaisquer p,q €
M, J*(p) N J(q) é compacto.

Observacao 4.4.1. Como apresentado na definicao 2.2.5, em espacos-tempo sem
bordo, a hiperbolicidade global é definida em termos da existéncia de hipersuperficies
de Cauchy. Mas (GEROCH, 1970) mostra que para espagos-tempo sem bordo isso é
equivalente a abordagem acima, a partir da compacidade dos diamantes causais.

Proposicao 4.4.2. Se (M, g) é globalmente hiperbdlico com bordo temporal, entdo
(0M, glapm) € tambem um espago-tempo globalmente hiperbdlico.

Demonstracdo. Como a causalidade forte migra para oM, basta verificar a compaci-
dade dos diamantes causais; mas devido a proposi¢cao 4.29 de (BEEM et al., 1996),
basta mostrar que para quaisquer p, q € oM, J*(p, oM) N J=(q, 9M) tem fecho em oM
compacto.

Veja que J*(p, oM) C J*(p) N OM e analogamente para o passado de g, entao
temos que J*(p,oM) N J=(q,o0M) c J*(p) N J7(q) N oM. Por hipétese, J*(p) N J7(q)
€ compacto, logo J*(p) N J=(q) N oM é compacto, pois € um fechado contido num
compacto. Entéo,

JH (o, oM 1 (@, oMM c J*(p) N J(q) N oM

e assim, este primeiro conjunto é compacto, pois € fechado contido num compacto. W
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Proposicao 4.4.3. Se (M, g) é globalmente hiperbdlico, J*(p) é fechado para todo
peM.

Demonstracdo. Tome x € J*(p) e g € I*(x). Sejay : [0, 1] — M curva temporal futuro-
dirigida de x até g e (xx)kcry Sequéncia sobre y com x, << Xk,.1 € X, — X. Gomo
a relacao cronoldgica é aberta e x esta no fecho de J*(p) e no passado cronoldgico
de todos os xk, temos que I~(xx) N J*(p) # 0, para todo k € N, estabelecendo que
X, € I*(p), para todo k.

Temos entdo que x, € I*(p) N I(q) C J*(p) N J‘(q e portanto que x €
J*(p) N J=(g). Como M é globalmente hiperbdlico, J*(p) N J(q) é compacto e por-
tanto fechado em M. Entdo x € J*(p) N J=(q) C J*(p), logo J*(p) = J*(p). [

/-\v

Proposicao 4.4.4. Se (M, g) € globalmente hiperbodlico, entdo a relagdo p < q é
fechada em M x M.

Demonstracdo. Considere sequéncias (Px)ken, (Qk)keny COM Px — P, Qx — G € Qk €
J*(pk), para todo k. Vejamos que g € J*(p): Supondo o contrario, como J*(p) é
fechado, teriamos a existéncia de uma vizinhanga U/ de g inteiramente contida no
complementar de J*(p). Tome entdo a € U tal que a € I*(qg). Como [~(a) é aberto e
contém g, também contém os gy exceto uma quantidade finita. Como esses pontos
estdo ligados causalmente aos py correspondentes, seque que py € J(a), para todo
k > N, para algum N € N. Como J (a) é fechado, segue que p € J (a). Entdo temos
a € J*(p) — contradicao. [

Proposicao 4.4.5. Se (M, g) é globalmente hiperbdlico, entdo A ¢ M compacto —
J*(A) fechado.

Demonstragdo. Tome x € J*(A) e considere uma sequéncia (Xx)key C /*(X) com
Xiiq1 << X, de modo que J (xk.1) C J (xk) € xx — x. Como J(xx) é fechado e A
€ compacto, AN J (x,) é compacto. Como x esta no passado cronolégico de cada
X, que € aberto e no fecho de J*(A), para cada x, podemos encontrar ponto yj
em J*(A) e ainda em [7(xk), estabelecendo por transitividade que cada x, € J*(A).
Assim, (J™(xx) N A)ken € Uma sequéncia encaixante de conjuntos compactos néo-
vazios. Portanto existe um p € A na intersecao de todos eles. Segue em particular que
X, € J*(p), para todo k, entdo x € J*(p). Mas como vimos que J*(p) é fechado, temos
x € J*(p) C J*(A). Logo J*(A) = J*(A). [

Proposicao 4.4.6. Se (M, g) é globalmente hiperbdlico, entdo J*(A)NJ~(B) é compacto
para qualquer par de subconjuntos compactos A, B C M.

Demonstracéo. Para cada a € A, seja @ € M um ponto no passado cronolégico de
a. Entao A c |y I*(d'). Como A é compacto e cada /*(d) é aberto, podemos extrair
uma subcobertura f|n|ta de modo que A C U,-=1 I*(a ,.). Procedendo de forma anéloga e
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dual com B, encontramos uma quantidade finita de pontos bj’- tais que B C U,"Z1 I‘(b]’.).
Destarte, J*(A)NJ(B) C Uf‘=1 Uj’-’=71 J* (@) n J‘(bj’-). Cada J*(&) N J‘(bj’-) é compacto,
e pela proposicao anterior J*(A) N J~(B) é fechado. Fechado contido num compacto é
compacto. [

4.5 LIMITES DE CURVAS

Em muitas constru¢des nessa area é necessario tomar limites uniformes (com
respeito a alguma métrica Riemanniana) de curvas, que como sabemos, em geral
carrega a continuidade mas nao a diferenciabilidade das curvas para o limite. Faz-se
necessario portanto estender a classificagdo causal para curvas que sejam somente
continuas.

Definicao 4.5.1. Uma curva continuay : | — M em um espaco-tempo (M, g) com
bordo temporal e fortemente causal é dita ser uma curva C tipo-tempo (ou temporal)
futuro-dirigida se para qualquer r € | existe uma vizinhanga convexa &/ de M ao redor
de y(r) e ¢ > 0 tais que para quaisquer t,s € (r—e,r+e)Nlcomt < r < stemos
Y(s) € F(y(t),U N M).

Observacao 4.5.1. Observe que, sob a condicdo de causalidade forte para M, esta
definicdo esta bem posta, no sentido de ndo depender de qual extensdo sem bordo
M estamos empregando. De fato, se M e M sdo extensées sem bordo de M, suponha
quey é CO tipo-tempo futuro-dirigida no sentido de M. Entdo existe uma M-vizinhanga
convexa U de y(r) e e > 0 que satisfazem a definicdo acima. Tomemos entdo da
topologia de M uma vizinhanga convexa V' de y(r). Veja que A= MNYV NU é aberto
de M pois é intersecdo dos abertos MN'V e MNU. Como (M, g) é fortemente causal,
existe vizinhanca causalmente convexa VW de y(r) contida em A. Por continuidade
de y, podemos encontrar b < ¢ tal que y(r—©5,r + ) C W. Como W é causalmente
convexo, contera todo pedaco de curva causal em M que ligue y(t) ay(s) onde r—56 <
t <r<s<r+b6. Assim, para pardmetros nessas condicées vale y(s) € I*(y(t),V N M),
mostrando quey é CP tipo-tempo futuro-dirigida também no sentido de M.

Veja que essa nao se trata de uma nova definicdo mais ampla de curvas tempo-
rais, mas uma extensédo do conceito para uma classe maior de curvas, uma vez que
ela remete ao I*, que continua sendo definido a partir das curvas temporais suaves por
parte. Isto é, p < g se e somente se existe uma curva cO tipo-tempo e futuro-dirigida
emMdepaq.

E de se notar da definicdo 4.5.1 que toda curva temporal [resp. causal] suave
por partes e futuro-dirigida é imediatamente uma curva C° temporal [resp. causal] e
futuro-dirigida. Por outro lado, se existe uma curva C° temporal [resp. causal] causal e
futuro-dirigida conectando dois pontos p, g € M, a definicao 4.5.1 nos permite construir
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uma curva temporal [resp. causal] suave por partes justapondo segmentos de tais
curvas. Portanto as definicbes de precedéncia temporal/causal em M entre p e g (e
portanto /= (A) ou J*(A) para A C M) ndo se alteram se apenas requeremos que exista
uma curva C° temporal/causal entre eles.

Em um espaco-tempo sem bordo, podemos estender a nogao de comprimento
para curvas causais continuas observando que qualquer curva causal suave pode
ser aproximada na topologia % das curvas por uma geodésica causal quebrada e
portanto seu comprimento pode ser visto como o limite dos comprimentos dessas
geodésicas quebradas, vide o capitulo 4 de (LICHTENFELZ, 2009). No caso de um
espaco-tempo (M, g) com bordo temporal, podemos definir comprimento Lorentziano
de curvas causais continuas da seguinte maneira. Se vy : | — M € curva causal
continua futuro-dirigida de p a g, considere uma colec¢édo de pontos P = {x;},0 < i < k
sobre v tal que xg = p, X, = g. Olhando M dentro da extensdo M, podemos encontrar
uma familia de vizinhangas convexas (U4;); cobrindo a curva de modo que para cada
i, existe segmento geodésico y; C U; ligando x; até x;, 1. Denote a concatenacéo dos
v; por yp. As proposi¢cdes 5.30 e 5.31 e (O’'NEILL, 1983) mostram que no ambito
da geometria Lorentziana, desigualdades classicas como a de Cauchy-Schwarz e a
triangular valem de forma invertida. Por isso, se P’ é um refinamento de P teremos
L(ypr) < L(yp). Assim, definimos o comprimento de y por:

L) =infL(vp),

que fica bem definido pela construgdo em (LICHTENFELZ, 2009) vendo y como curva
causal continua no espago-tempo sem bordo (M, g).

O proximo resultado estende um resultado fundamental da geometria de espacgos-
tempos sem bordo (vide proposicdo 3.31 de (BEEM et al., 1996)) para um espaco-
tempo M com bordo temporal, desde que este seja globalmente hiperbdlico.

Teorema 4.5.2 (Teorema da Curva Limite para espagos-tempo com bordo). Seja
(M, g) espaco-tempo com bordo temporal globalmente hiperbdlico e fixe h métrica
Riemanniana completa em M, e denote a distancia dessa métrica por d. Suponha
que (vk : [0,+00) — M)kcn € uma sequéncia de curvas causais continuas, futuro-
dirigidas e futuro-inextensiveis, parametrizadas por comprimento de arco em relacédo
a h. Se p é ponto limite de (v (0))kcn entéo existey : [0, +o00) — M continua, causal,
futuro-dirigida e futuro-inextensivel e uma subsequéncia (yy,) tal que

1. v(0) = p;
2. Yklk — vl d-uniformemente em todo K compacto de [0, +c0).

Demonstragdo. Vendo essa sequéncia de curvas dentro da extensdo M, que é pelo
menos fortemente causal, podemos aplicar o Teorema da Curva Limite para espagos-
tempo sem bordo, e obter uma curva v : [0, +o0) — M continua, causal, futuro-dirigida
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e inextensivel em M passando por p e satisfazendo as condicdes (1) e (2). E neces-
sario verificar que ela esta contida em M e continua sendo causal, futuro-dirigida e
inextensivel em relacdo a M. Pela condicdo (2), como cada ponto y(t) é o limite de
uma sequéncia de pontos de v, (t) € M, que é fechado em M, segue que toda y esta
contida em M, e com isso ela é inextensivel também em M. Quanto a causalidade,
veja que a transposi¢ao ndo é imediata, pois tratam-se de duas defini¢des diferentes.

Fixe ty € [0,+00). Como y é causal futuro-dirigida em M, existe um aberto
convexo U > y(ty) € um nimero ¢ > 0 de modo que para quaisquer t, s € (fy —¢, Iy +
e) N[0, +o0) com t < s temos y(f) <;; v(s). Ora, como M N U é vizinhanga de y(tp)
em M, e M é fortemente causal, podemos fixar uma vizinhanca causalmente convexa
Y(ty) € V C U N M de y(ty) em M. Pela continuidade de y em M, podemos escolher
0 < 6 < e de modo que y((fp =, fy + 8) N[0, +o0)) C V.

Agora, fixe t, s € (tg— 8, ty + 8) N [0, +00) com t < s. Como y[t, s] C U, devido a
convergéncia uniforme em compactos v|t, s; — V|[f, s] em M (cf. (2)), eventualmente
Ykt 8] € U. Por outro lado, v(t) <y Yk(S), € como M € globalmente hiperbdlico,
temos y(t) <ps v(S) (cf. Prop. 2.5.3). Certamente y(t) # y(s), pois do contrario teriamos
uma curva causal fechada em M, que é fortemente causal, uma contradicdo. Logo
v(t) <pm v(s). Entretanto, qualquer curva causal suave por partes e futuro-dirigida de
v(t) ay(s) tem que ficar em V), e portanto em I/ N M. Isso prova que y é C° causal e
futuro-dirigida, como desejado. [ |

Proposicao 4.5.3. Seja (M, g) espaco-tempo com bordo temporal globalmente hiper-
bdlico. Sejam (pk), (Qk)ken Sequéncias convergindo respectivamente parap # q € M.
Se para todo k temos que qx € J*(px) e (Yk)ken € uma sequéncia de curvas causais
futuro-dirgidas de pyx a qk, entéo (vk)ken POSSUi uma curva limite y causal, futuro-
dirigida de p até q.

Demonstracdo. Proposicao 3.24 de (SOLIS, 2006). [

Proposicao 4.5.4. Seja (M, g) espago-tempo com bordo temporal globalmente hiper-
bolico e S ¢ oM subvariedade compacta e p € M tais que p € J*(S). Entdo existe
uma curva causaly de S até p com t(S, p) = L(y).

Demonstragcdo. Sob a luz do lema 2.2.5, identificamos os compactos A = S,B =
{p}, K = J*(S) n J~(p). Com isso, obtemos uma curva causal y que satisfaz L(y) =
d[J*(S) N J7(P)](S, {p}). Mas pela definicdo de d[K](A, B), vemos que nessa situacao
ele corresponde exatamete a t(S, p), nos dando o resultado.

[

Em particular, veja que isso mostra que em um espacgo-tempo globalmente
hiperbdlico, T sempre assume valores finitos entre pontos.
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Proposicao 4.5.5. Seja (M, g) um espaco-tempo com bordo temporal. Se (M, g) é
globalmente hiperbdlico, entdo t é continua em M.

Demonstracdo. Comecemos notando que a proposicao 4.5.4 pode ser adaptada para
S sendo apenas um ponto em M. Ja vimos que T é semi-continua inferiormente, entao
basta verificar a semi-continuidade superior. Suponhamos que nao fosse semi-continua
superiormente. Entdo existem p,q € M e sequéncias (pk), (qx) em M convergindo
respectivamente a p e g e existe ¢ > 0 tal que t(pk, gx) > T(p, q) + ¢, para todo k. Assim,
™(Pk, qx) > 0 e portanto q, € J*(pk). Aplicando a proposicao 4.5.4 sucessivamente,
temos a existéncia de curvas causais e futuro-dirigidas (v)xcn 0nde cada uma liga pg
até qy e satisfaz L(yx) = t(pk, gx)- Pela proposicdo 4.5.3 e e pela semi-continuidade
superior de L, vide a proposicao 2.2.4, temos a existéncia de uma curva causal futuro-
dirigida v de p até g satisfazendo L(y) > limsup L(yk). Com isso, obtemos L(y) >
limsup L(yk) = limsupt(pk, gx) > T(p, q) + €, que é evidentemente uma contradigéo
com a definicao de . [ |

4.6 ESPACOS-TEMPO DE RECOBRIMENTO

Os resultados principais desse trabalho serdo formulados em termos de ho-
motopia de curvas, o que torna de intersse 0 emprego de espacos e aplicacbes de
recobrimento, pois estes ajudam em seu estudo. Nessa sessao iremos portanto es-
tudar como as estruturas que estamos lidando se compatibilizam com aplicacdes de
recobrimento. Assumimos que o leitor tenha uma familiaridade basica com o assunto,
mas de toda forma remetemos como referéncia o apéndice de (O’'NEILL, 1983) e o
capitulo 4 de (LEE, J. M., 2012).

Definicdo 4.6.1. Sejam M, M variedades diferenciaveis e 7 : M — M aplicagdo suave
e sobrejetora. 7t é dita aplicacdo de recobrimento se para todo p € M existe vizinhanca
p € U tal que para cada componente conexa V de 7! (i) temos que nly VYV —>UE
difeomorfismo. M é chamado de espaco de recobrimento e uma tal vizinhanca i/ é dita
ser coberta uniformemente.

Proposicao 4.6.1. Sgjam: M — M uma aplicacdo de recobrimento suave, « :[0,1] —
M curva continua e q € M tal que 1(q) = «(0). Entdo existe um unico levantamento3
suave & : [0,1] — M de « por  tal que &(0) = g.

Demonstragcdo. Lema 3.1 de (MASSEY, 1991). |

Observacio 4.6.2. E importante dizer que mesmo se M for apenas um espaco topo-
I6gico e T um aplicacdo de recobrimento "topologica”, isto €, apenas continua e com
homeomorfismos no lugar dos difeomorfismos, podemos usar essa aplicagdo para

3 |sto &, uma aplicacdo & : [0,1] — M tal que o & = a.
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induzir uma Unica estrutra diferencidvel em M que torna m aplicagdo de recobrimento
suave. Este é o conteudo da proposicao 4.40 de (LEE, J. M., 2012).

Lema 4.6.3. Seja (M, g) espaco-tempo com bordo temporal globalmente hiperbdlico e
7 : M — M aplicagéo de recobrimento suave. Seja (v : [0, t] = M)xen Sequéncia de
aplicagbes continuas satisfazendo as seguintes propriedades:

o (v(0)) = x € M;
e oy =T oy S80 curvas causais continuas futuro-dirigidas;
o (xx(tk)) = q € M, q # m(x)
Entdo uma subsequéncia (ym(tm)) converge para y € 7 1(q).

Demonstracdo. Seja U vizinhanga uniformemente coberta de 7t(x) e seja i/ a compo-
nente de 7' (/) que contém x. Como 7 U — U é difeomorfismo e v, (0) — X, temos
o, (0) — 7(x), portanto pela proposi¢éo 4.5.3, existe uma curva causal « : [0, b] — M,
limite uniforme da sequéncia ()< ligando m(x) a g. Seja y o levantamento de o em
M, com ponto-base x.

Para cada s € [0, b], seja Us vizinhanga uniformemente coberta de «(s). Como
(M, g) é fortemente causal, podemos achar uma familia de vizinhang¢as causalmente
convexas satisfazendo «(s) € Vs C Us. Como a imagem de « € compacta, podemos
selecionar Vy, ...V, que ainda formam uma cobertura para «. Ainda, podemos escolher
esse finitos V; de modo que s6 se intersectam quando seus indices s&o vizinhos e
m(x) € V1,9 € V;. Agora, paracada 1 </ < /-1 seja g; ponto de «c em U; N Uj,1 €
ap = n(x), a; = q. Como (M, g) em particular é causal, « ndo contém lacos fechados,
de modo que 7' (a;) Ny possui apenas um ponto, que chamaremos de b;. Seja 4; a
componente de 7~ (U;) que contém b;_4.

Veja que by = x e entdo como v, (0) converge para x, ZJO contém os v (0) para
k suficientemente grande. Como V4 N V» € aberto e « € limite uniforme das «y, existe
uma subsequéncia (ay x) C V4 NV com aq x € ax que converge para a;. Como
(M, g) é fortemente causal, ndo admite curvas causais que "quase fecham", de modo
que podemos assumir que ai x € J*(xx(0)).4* Assim, como os V; sdo causalmente
convexos, 0 segmento de oy entre o (0) e aq  fica inteiramente contido em V¢ C Uy.
Como 71|L;1 € homeomorfismo e v, € o levantamento de o, com o ponto-base y,(0),
concluimos que para k suficientemente grande os by = ] (a4 k) Ny ficam contidos
em U{4 e convergem para by.

4 Nesse primeiro passo a justificativa dessa afirmacéo nao depende da causalidade forte, dado que
simplesmente ay x € o, mas nos passos seguintes que repetirdo o procedimento para pontos que
nao estdo no comeco da curva, isso é necessario.
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Repetindo esse processo agora partindo dos by x, obtemos pontos by  sobre
Y&, contidos em Uy que convergem para by. Prosseguindo da mesma forma uma quan-
tidade finita de vezes, chegamos a extremidade das vy, e obtemos uma subsequéncia
dos yk(tx) que converge para b, = 7 1(q). |

Proposicao 4.6.4. Seja (M, g) espaco-tempo e 7t : M — M uma aplicacao de recobri-
mento suave. Entdo existe uma unica métrica de Lorentz g e orientacdo temporal em
M que torna cada componente conexa de (M, g) um espacgo-tempo, e T uma isometria
local. Se (M, g) é globalmente hiperbdlico com bordo temporal, entdo (M, §) também é.
Nesse caso, temos ainda que |, : OM — dM é também aplicagdo de recobrimento.

Demonstracdo. Como 7t é suave e sua restricdo a vizinhangas adequadas produz
difeomorfismos locais em torno de todos os pontos, € uma aplicacao de posto maximal
e portanto 7t*g torna M uma variedade Lorentziana na qual 7t é isometria local. Dizendo
que v € TbM é futuro-dirigido quando dnb(v) € TpM é futuro-dirigixdo, induzimos a
orientagdo temporal de M em M.

Veja que podemos assumir que M é conexo, pois se nao for, basta considerar
uma de suas componentes conexas, que a restricado de 7t para ela ainda serd uma
aplicacado de recobrimento: de fato, considere Y componente conexa de M. Tome
p € M e uma vizinhanga conexa p € U. Temos w1 () = | |4 Ux, Onde cada Uy € conexo,
e portanto cada Uy ou € disjunto ou esta inteiramente contido em Y. Removendo de
71 () todos os Uy fora de Y, obtemos a imagem inversa de U/ por 7|y, que a principio
pode ser vazia. Entretanto, (Y) ¢ M e como M é conexo, um argumento tipo aberto-
fechado mostra que 7|y é sobrejetiva, e portanto ainda uma aplicagéo de recobrimento.

Tomando g € W(@M), podemos escrever q = 7(x), para algum x € OM. Entao,
tomando uma carta de bordo para x em M da forma ¥ o 7t temos 0 = (x" o m)(x) =
x"(n(x)) = x"(q) = g € OM e portanto n(dM) c dM. Dai, dM c 7 (n(dM)) C
71 (dM). Tomemos agora x € 7 (OM). A principio, ndo sabemos sobre x estar no
bordo, mas como M é variedade com bordo, ao redor de cada ponto, em particular
x, podemos considerar uma carta de bordo ® = (y',...,y"). Como sabemos, ® é
da forma Yo, para ¥ = (x',...,x" carta de bordo de M. Entdo temos y"(x) =
x" o m(x) = x"(n(x)) = 0, donde x € dM e portanto 7' (dM) = M. Com isso, segue
que 7, p, OM — dM também é aplicacio de recobrimento.

Como 7t é isometria local, e mapeia oM em oM, estas hipersuperficies tém o
mesmo carater causal, e sendo dM temporal, 9M também o sera.

Suponhamos agora que (M, g) é globalmente hiperbdlico. Para ver que (M, t*g)
é fortemente causal, tome x € M e ¢/ uma vizinhanca de x. Seja p = n(x) e escolha
uma vizinhanga V de p de modo que V C m(if) e que seja coberta uniformemente
por 7. Caso necessario, podemos reduzir V de modo a garantir que a componente V
de 71 (V) que contém x fica contida em 2. Como (M, g) é fortemente causal, existe
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uma vizinhanga causalmente convexa W de p contida em V. Assim, 7 '(W) NV é
vizinhanga causalmente convexa de x contida em i/, pois se y é curva causal em M
com extremidades y, z contidas em 7' (W) NV temos 7(y), n(z) € W e moy curva
causal em M, pois 7t é isometria local. Segue que 7oy esta contida em WV e portanto
vyl w)ny.

Para ver que os diamantes causais sdo compactos, tomemos uma sequéncia
(di)ken C J (D, M) N J=(g, M) e sejam o, B curvas causais futuro-dirigidas ligando
p a (ax e (ak a q, respectivamente. Olhando a imagem de todos esses objetos através
de m em M, denotando-as sem o chapéu, temos a sequéncia a, = 7t o a5 contida
no compacto J*(p) N J7(q). Dai, temos a existéncia de uma subsequéncia (am) que
converge para um x € J*(p) N J7(q). Olhando para a subsequéncia correspondente
em ay podemos aplicar nela o lema 4.6.3 para obter ainda outra subsequéncia a; que
converge para algum x € 7 '(x) tal que x € J*(p, M). Aplicando a versdo dual do
lema para as (3; ao contrario, cujos pontos finais sdo de novo os (a;), obtemos uma
subsequéncia que converge para um y € J=(q, M). Como (a@))jen ja € uma sequéncia
convergente temos que X = y e portanto encontramos uma subsequencia convergente
dentro de J*(p, M) N J~(q, M) para a sequéncia (dy)xcy- ]

Proposicao 4.6.5. Seja (M, g) espaco-tempo globalmente hiperbdlico com bordo tem-
poral. Se 0M é conexo, entdo existe aplicacdo suave de recobrimento Tt : M — M com
(M, §) globalmente hiperbdlico com bordo temporal tal que:

e Existe uma componente conexa S de w1 (dM) = oM tal que m|g é isometria sobre
oM;

e O homomorfismo de grupos de homotopia baseados em um x € S qualquer
induzido pela inclusdo v, : 711(S, x) — (M, x) é sobrejetor.

Demonstracdo. Como toda curva contida em oM em particular é também uma curva
em M temos que 74 (0M) pode ser visto como subgrupo de 74 (M). Com isso, o lema
10.1 de (MASSEY, 1991) nos garante a existéncia de uma aplicagéo de recobrimento
m: M — M com a propriedade que . (m1(M)) = my(dM). Pela discussao feita na
demonstracao da proposicao 4.6.4, sabemos que ”lalf/l : M — M é aplicacao de
recobrimento, entdo sendo S qualquer componente conexa de 7~ (dM), podemos con-
siderar a aplicagéo n|g : S — 9M, que é isometria local sobrejetora. Agora, suponha
que existam p, g € S com 7t(p) = 71(q) = x. Considere uma curva x em S ligando p a q,
de modo que 7| g o o € um lago fechado em oM baseado em x. Olhando sua classe de
homotopia [71|g o «] dentro de 71 (0M), pela construgcdo de 7t temos que existe um lago
fechado p em M baseado em p de modo que 7o & = 7o p @ menos de uma homotopia
com extremidades fixas em M. Como o levantamento passando por p € unico, segue
que 3 = x e portanto a outra extremidade de « é igual ao ponto base de 3, isto €, p = q.
Assim 7t|g é injetora e portanto é isometria entre S e 0M, como queriamos.
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Para ver a sobrejetividade do homomorfismo induzido entre os grupos fundamen-
tais, primeiramente note que o seguinte diagrama comutativo entre 7 e as inclusdes
produz um diagrama comutativo entre os respectivos homomorfismos induzidos:

L Ly

S - M (S) 714 (M)
“ O = O
oM - M (M) 74 (M)
J Ji

Com isso, tome [«] qualquer em 7t4(M). Entdo por construcdo de 7t existe

[B] € m1(0M) tal que j([B]) = m«([x]). Como 7|g € em particular um difeomorfismo,

o homomorfismo induzido é de fato um isomorfismo, de modo que podemos escrever

[B] = 7| g4 ([Y]) para alguma [y] em 7t1(S). Temos portanto (j o 7| g)«([Y]) = m«([«]). Pela

comutatividade do diagrama obtemos (7t o 1)«([Y]) = 7«(L([Y])) = «([«]). Entretanto, é
um fato geral que 7, é injetivo, donde w.([y]) = [«], como queriamos.

|

Observacéo 4.6.6. Como coroldrio, veja que se temos uma curvay em M entre p, q €
S, podemos conecta-la com uma curva qualquer 3 contida em S ligando q até p,
para obter um lago fechado em M baseado em p. Como o homomorfismo induzido
L - T (S) — Ty (M) € sobrejetor, a classe de vy x 3 em T4 (M, p) corresponde a classe
de uma curva o em 14 (S, p). Conectando o com p~1 obtemos uma curva contida em
S, ligando p até q, facilmente vista ser homotopica a extremidades fixas ay.

4.7 HIPERSUPERFICIES LUMINOSAS

Veja que se definimos 9(S) = {v € NS : g(v, v) = 0} ¢ TM, temos um fibrado
(ndo vetorial, mas no qual a fibra € um cone) sobre S. Assim, seus abertos provém de
abertos de S. Portanto, junto com as propriedades da aplicacdo exponencial normal,
dado v € 9M(S) com 7(v) = p, podemos sempre encontrar uma vizinhanga U de p em
S e um campo vetorial V € X(U) normal e luminoso que estende v e T > 0 tais que
expg(tV), t € [0, T] define uma superficie suave luminosa. Os proximos lemas mostram
como fazer o mesmo de forma que nao dependa de cada ponto tomado em S.

Lema 4.7.1. Seja (M, g) espacgo-tempo com bordo temporal fortemente causal e seja
v :[0,a) — M uma geodésica luminosa futuro-dirigida ortogonal a uma subvariedade
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espacial S ¢ oM tal que y N oM = {y(0)}. Entao, para cada 0 < T < a existe uma
vizinhangca U de y(0) em S e um campo vetorial X luminoso, futuro-dirigido e normal
a S sobre U tal que Xy(o) = vY/(0) e todas as geodésicas com velocidade inicial Xq
permanecem em uma vizinhanga de y|g e intersectam oM somente em q € U.

oM

Figura 29 — Representacao grafica do lema 4.7.1.

Demonstragdo. Considere expg : NS ¢ TM — M, a aplicagdo exponencial normal
de S em M. Pela possibilidade de trivializar localmente 91(S), temos que existe uma
vizinhanca V de p em S e um campo vetorial luminoso futuro-dirigido X € X(V) que
estende v/(0) e tal que yq(t) := expg(tXy) estd definido paratodo g € Vet < T.
Como geodésicas dependem de modo suave das condigdes iniciais, os segmentos
yq|g ficam em uma vizinhanca de yg. Entretanto, como a construcéo foi feita em M,
temos que mostrar que V pode ser escolhido de modo que todas as geodésicas vq
ficam em M e encontram oM somente em q.

Suponha que isso ndo acontega. Entdo, existiria uma sequéncia (pg)xen que
converge para v(0) e tal que as geodésicas vy = yp, encontram dM no parametro
fx € (0, T]. Pela compacidade de [0, T], passando para subsequéncia se necessario,
temos que fy — Tp € [0, T]. Como p, — 7v(0), temos, pela continuidade de X e
da aplicagdo exponencial normal, que y(tx) — v(Tp), que fica em oM, pois este €
fechado. Portanto, Ty = 0, pois por hipotese y encontra oM somente em y(0).

Seja N vizinhanca normal de S em M, i/ ¢ N N M vizinhanca causalmente
convexa de y(0) em M e consideremos uma vizinhanga V de y(0) em oM tal que
D(V, 0M) seja globalmente hiperbdlico com superficie de Cauchy SN V. Ainda, seja W
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uma vizinhanca de y(0) em McomWnNM cCc U e WNIM C Ve tal que SN W seja
acausalem .

Como ambas (v (t))kens (Pk)ken convergem para y(0), temos que a partir de
algum N € N, x; e py ficam sempre dentro de W N M. yy nao pode intersectar oM ao
passado de SNV por causa da acausalidade de SN W em W, de modo que devemos
ter xy € IF(SNV,V). Portanto, T4(S, xy) > 0, 0 que significa que vy néo realiza a
distancia Lorentziana em A entre xy € S. Mas como N é vizinhanga normal em um
espaco-tempo fortemente causal, o segmento inicial de y)y em seu interior sempre
realiza a distancia Lorentziana. Entdo o que esta acontecendo € que YN|(t)N nao fica
inteiramente contida em N, e portanto sai de U e retorna, uma contradigdo com a
hipétese de (M, g) ser fortemente causal. |

Lema 4.7.2. Seja (M, g) espacgo-tempo com bordo temporal globalmente hiperbdlico e
sejavy :[0,a) — M uma geodésica luminosa futuro-dirigida que intersecta oM somente
em v(0). Seja 0p a componente de 0M que contém y(0) e seja S hipersuperficie de
Cauchy de 9, passando por v(0).% Ainda, suponha que y(t) € J*(S)\ I*(S), para
todot € [0, a). Entdo para cada T € (0, a) existe uma hipersuperficie suave luminosa
Nt C M tal que y|OT € um de seus geradores luminosos e S N Nt é tipo-espaco.

Demonstragcdo. Devido as proposicoes 4.2.6, 4.2.8 e a proposicao 3.10 de (SOLIS,
2006) ja sabemos que y € geodésica luminosa que encontra S ortogonalmente e que
nao ha pontos focais em leT. Conforme o lema 4.7.1, consideramos uma vizinhanca
v(0) € V € S que pode ser tomada pré-compacta e um campo vetorial luminoso X
sobre V e normal a S que satisfazem a conclusao do lema.

Para cada t € [0, T], como y(t) ndo é ponto focal de S ao longo de v, dexpg é
nao singular em ty’(0), entdo pelo teorema da fungao inversa, existe uma vizinhanga
U; de ty'(0) no cone normal luminoso 9(S) c NS, tal que expg |Z/~[t mapeia U; difeomor-
ficamente sobre U; C M.

A colegao (Uy)tc[o, 77 € uma cobertura para y[0, T], enquanto que (Zflt) €[0.T]
cobre [0, T]X,,g). Como a aplicagéo V x [0, T] — NS dada por (g, t) — tXg € continua,
temos a existéncia de uma vizinhanga y(0) € W C V tal que [0, T]Xy C Ute[O,T] Us,
para todo g € W.

Agora consideramos a aplicacao ¥ : W x [0, T] — M definida como ¥(q, t) =
expg(tXq), de modo que para cada g € U, t — ¥(q, t) € a geodésica luminosa normal a
S com velocidade inicial Xq. Veja que o contra-dominio de ¥ a priori deve ser M pois s6
definimos a aplicagao exponecial em variedades sem bordo, mas como o resultado que
buscamos é uma hipersuperficie luminosa, se obtivermos uma em M, sua intersecéo
com M ainda é uma, de modo que ndo ha perda de generalidade em supor que 0

contra-dominio é M.
5

Lembre que, como visto na proposicao 4.4.2, cada componente conexa do bordo é globalmente
hiperbdlica sem bordo.
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Devemos agora mostrar que ¥ é um mergulho, pois dessa forma teremos que
sua imagem é uma subvariedade mergulhada de M. Para tanto, comecemos vendo que
(g, 1) — tXg € NS é claramente um mergulho, e por isso temos que verificar apenas o
comportamento da exponencial normal de S. Como esta é difeomorfismo local (lem-
brando que por construcdo ndao ha pontos focais na regiao), precisamos verifcar sua
injetividade. Afirmamos que WV pode ser encolhida para garantir a injetividade. De fato,
se isso nao fosse possivel, teriamos duas sequéncias distintas (q, k) # (Pk, Sk) com
gk, Pk ambas convergindo para y(0) tais que W(qx, tx) = Y(pk, Sk).- Como sy, ty € [0, T],
a menos de passagem para subsequéncia, podemos assumir que ambas convergem
respectivamente para s, t € [0, T]. Se t = s, teriamos ty/(0) e sy’(0) em U;, e even-
tualmente sy Xp,, t Xq, € Uy, onde expg € injetora, dando que as sequéncias seriam
iguais, 0 que contradiz a forma que foram tomadas. Temos portanto que s e t sao dife-
rentes, digamos, s < t. Pela continuidade de expg, como ¥(qy, tx) = ¥Y(pk, Sk), temos
¥(t) = exps(ty'(0)) = exps(sy'(0)) = y(s). Portanto, y|js s € um lago fechado causal, o
que viola a causalidade de (M, g). Assim, existe VW que torna ¥ injetora e portanto um
difeomorfismo. Ponha Nt :=¥Y(W x [0, T]) e temos o que queriamos. [

Observacao 4.7.3. Note que o parametro afim nos geradores luminosos de N pode
ser alterado de modo que as fatias V(A x {s}) sejam todas difeomorfas a A C S.

4.8 GEODESICAS ENTRE BORDOS TEMPORAIS

Doravante, tratamos de espacos-tempo assintoticamente anti-de Sitter. Como
a estrutura causal é um invariante conforme, para investigar os teoremas de censura
topolégica € suficiente simplesmente analisar sua extensdo com bordo temporal (M, g).
Daqui em diante, portanto, (M, g) sempre denotara um espaco-tempo com bordo tem-
poral.

Definicao 4.8.1. Seja t : M — R fungéo continua. Se t € crescente ao longo de
qualquer curva causal futuro-dirigida, t é chamada de funcdo tempo. Se t € suave e
seu gradiente em todo ponto é tipo-tempo passado-dirigido, t € chamada de fun¢éo
temporal. Ainda, se t é fungdo tempo, denote por X o conjunto de nivel {p € M : t(p) =

to).

Observacao 4.8.1. E facil ver que ser funcdo temporal implica ser fungdo tempo. De
fato, se t é fung&o temporal ey é curva suave por partes causal futuro-dirigida em M,
t oy é aplicagdo suave por partes da reta na reta e temos (t o y)'(s) = dty(s) '(s)) =
gy(s)(Vt(y(s)), Y'(s)) > 0, para todo s pois 0s vetores estdo em cones temporais opos-
tos.

Para espacos-tempo sem bordo, a hiperbolicidade global garante a existéncia de
funcdes temporais, vide o teorema 1.2 de (BERNAL; SANCHEZ, 2005). No nosso caso,
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estaremos interessados em fungdes temporais para o bordo de espacgos-tempo global-
mente hiperbdlicos com bordos temporais, que como visto, sdo também globalmente
hiperbdlicos em cada componente conexa.

Um problema que compde o estudo da censura topol6gica é a "comunicagao
causal" entre diferentes componentes do bordo. Mais especificamente, se 0« € 9 séo
componentes distintas de 9M, e S hipersuperficie de Cauchy de 9, com J*(S)Ndg # 0,
queremos encontrar uma geodésica luminosa ligando S a 9g chegando "no tempo mais
cedo possivel", em relagcdo a uma funcao temporal t fixada. Em termos técnicos:

Definicao 4.8.2. Sejam 04,05, S como acima e t : 95 — R fungéo temporal de 9;.
Suponha que cada componente de oM possui fatias espaciais compactas. Uma geodé-
sica luminosa vy : I — M futuro-dirigida é dita ser geodésica de menor tempo de S para
0p, ey C 9/7(S), comega em S e terminaem L;, onde fy = inf{s € R : J*(S)NZs # 0}

O nome dado deve ser tomado como uma expressdo atbmica, sem querer
atribuir significado préprio a "de menor tempo", pois a definicdo busca aludir a um
tempo medido dentro do espago-tempo 9, € ndo, como pode parecer, a um tempo
medido ao longo da geodésica. Além disso, para ver que essa nogao esta bem definida,
devemos verificar que o conjunto em questao é limitado inferiormente. Suponha que
n&o fosse. Entdo existiriam sequéncias t, \,—oo e g, € Z;, com gy € J*(S). Podemos
usar as curvas integrais de V't para projetar pontos de 9z sobre um dado conjunto de
nivel. Com efeito, fixe T > t; e seja p, € X1 essa projecao de q,. Como X1 € compacta,
a menos de passagem para subsequéncia temos que pyx — p. Sejayy : [0, T—tx] — 9p
0 segmento de curva integral de V't entre p, e gi. Por um argumento via lema da curva
limite, obtemos uma curva limite y : [0, 8] — dg. Como f — —oo, devemos ter a = +oo,
0 que significa que y é inextensivel.

Seja s € [0,+00) e considere N € N tal que yj esta definida em s para todo
k > N. Note que y(s) € J*(S),Vk > N e como J*(S) é fechado, temos que y(s) =
limsyg(s) € J*(S) e portanto y C J*(S). Por outro lado y(0) = p entdo vy C J(p),
dando que y C J*(S) N J7(p) N dg, que é compacto, e sendo y inextensivel, temos
contradigdo com a causalidade forte de 9. Logo o conjunto € limitado inferiormente e
possui infimo sempre que nao for vazio, isto €, quando existir pelo menos uma curva
causal futuro-dirigida de S até 9.

Finalmente, também podemos ver que de fato ha uma curva causal de S che-
gando em Z; . Para tanto, considere uma sequéncia (f)ken C {s € R : J*(S) N Zs # I}
convergindo para fp e uma sequéncia yy € J*(S)N Ly, . Seja x, a proje¢ao de yy sobre
I, pelafungao t. Como X; € compacto, passando para subsequéncia se necessario,
obtemos para os xx um limite x € ;, dando também que y, — x. Como o futuro cau-
sal € um conjunto fechado, segue que x € J*(S), e portanto existe uma curva causal
saindo de S e chegando "no menor tempo“em 9. Os proximos resultado buscaréo
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estudar uma condicao suficiente para que exista a tal "geodésica de menor tempo
entre Se dg".

Lema 4.8.2. Suponha que ty # —oc e seja~y curva causal futuro-dirigida de S ate 9,
que intersecta OM apenas em suas extremidades. Entdaoy é segmento de geodésica
luminosa contido em d1*(S) que encontra ambos %y, e S ortogonalmente.

Demonstragdo. Seja q € L a extremidade futura de y. Note que g ¢ I(S), pois
como a relacédo cronolégica é aberta em M, e g estivesse no futuro cronoldgico de
S, poderiamos encontrar s < fy tal que I*(S) N s # (. Mais ainda, como temos
a propriedade transitiva, nenhum par de pontos de y pode estar cronologicamente
relacionado. Portanto vy ¢ J*(S)\ I*(S). Por 4.2.5, I*(S) = J*(S), e junto com 4.4.3
concluimos que *(S) = J*(S). Entdo temos 3/*(S) = I*(S)\ I*(S) = J*(S)\ I*(S) e
portanto segue que y C 0/*(S). Como y encontra o bordo somente nas extremidades,
podemos aplicar 4.2.6 e 4.2.8 para concluir que y de fato é geodésica luminosa que

encontra 2; e S ortogonalmente. [

Lema 4.8.3. Seja (M, g) espaco-tempo com bordo temporal globalmente hiperbdlico e
satisfazendo a condi¢do de convergéncia luminosa. Sejam d« e dg duas componentes
conexas distintas de 0M e Sy C 0«, Sg C dp hipersuperficies de Cauchy fracamente
convexas luminosas com J*(Sq) N Sp # 0. Se I"(S«) N Sg = 0 entédo toda curva causal
futuro-dirigida ligando Sy e Sg deve intersectar 9M em algum ponto além de suas
extremidades.

Demonstragcdo. Procedamos pela contrapositiva: suponha que exista uma curva cau-
sal futuro-dirigida v : [0,1] — M de Sx a Sg que intersecta M somente em suas
extremidades. Pelas proposicoes 4.2.6 e 3.10 de (SOLIS, 2006), vy deve ser geodésica
luminosa, ortogonal tanto a S, como a Sg e sem pontos focais a Sy em [0, 1).

Pela observagao 4.7.3, para o vetor —y/(1) que é ortogonal a Sp € aponta para
dentro de M, existe uma vizinhanga Ug de y(1) em Sg, ¢ > 0 e superfice suave
Ng = ¥(Up x (1—2¢,1]) tais que y|]_28 € um de seus geradores, onde ¥ € que nem na
proposigao 4.7.2. Podemos ainda assumir que as fatias Ug s := ¥(Up x {s}) sao todas
difeomorfas a Ug.

Por outro lado, pela proposicéo 4.7.2 temos uma superficie Ny emanando de
uma vizinhanga Uy de y(0) em S, da forma Ny := Y(Uy x [0,1 - ¢/2)), tendo y| /2
como um de seus geradores, e onde ¥ é como na proposicao 4.7.2. Novamente,
assuma que 0s Uy,s = Y(Ux x {s}) s@o todos difeomorfos a Ux. Veja que Ny € N
se encontram pelo menos em todo o segmento yltg/f e em particular no ponto r =
Y(1—¢).

Como Sg € convexa-luminosa e v'(1) é futuro-dirigido apontando para fora de
M, temos que 65(1) > 0, onde 03 € a expansao luminosa de Ug ¢ ao longo de v.
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Assim, pela equacado de Raychaudhuri e pela condicao de convergéncia luminosa
temos 6’[3 < —Ric(y',y’) < 0, o que quer dizer que 8 ndo € crescente, que por sua
vez implica que 65(1 —¢) > 0. De forma analoga, dado que Sy também € convexa-
luminosa e y/(0) é futuro-dirigido apontando para dentro de M, temos 0,(0) < 0 e
portanto 6,(1—¢) < 0.

Como Nj esta contida em d/7(Sg), N € localmente acronal, vide o teorema 3.9
de (BEEM et al., 1996). Consideremos portanto uma vizinhanga V' de r tal que Ng €
fechada e acronal em V, de modo que existe vizinhanga W C V de r tal que toda curva
tipo-tempo de I~(r, W) para I*(r, W) necessariamente intersecta Ng. Seja a € I*(r, W)
ebe lI~(r,W)eponhalf = I"(a, W)n I*(b,W).

Tome x € NyxNU. Entao existe uma curva tipo-tempo futuro-dirigida o de b até a,
passando por x. Por construgao,o deve encontrar Ng em algum ponto y € Ng N W. Se
y € I*(x, W), entdo concatenando Gljﬁ com o gerador luminoso de Ng que passa por y e
com o gerador luminoso de Ny que passa por x, obtemos uma curva causal de S, para
Sp que nao € uma geodésica luminosa e encontra dM somente em suas extremidades,
0 que implicaria, em violagao de nossas hipéteses iniciais, que I*(Sx)NSp # (). Portanto
devemos ter y no passado de x ao longo de o, dando x € J*(Ng N U,U). Logo,
NoNU C J*(Ng NU,U).

Portanto, pelo principio do maximo para hipersuperficies luminosas suaves, vide
(GALLOWAY, 2000) temos que 04(r) = 0 = 04(r), contradizendo que 0«(r) < 0. [ |

Finalmente estamos em condi¢do de reunir as varias hipéteses sobre o espaco-
tempo com bordo em um teorema que fornece a existéncia de uma "geodésica de
menor tempo".

Teorema 4.8.4. Seja (M, g) espaco-tempo com bordo-temporal globalmente hiperbd-
lico e assuma que dM possui apenas duas componentes conexas 94 € 0o. Suponha
que as hipersuperficies de Cauchy de cada componente sejam compactas e acausais
em M. Se S é hipersuperficie de Cauchy de 91 com J*(S) N 0, # () entao existe uma
geodésica de menor tempon entre S e 9, e ela é normal tanto a S quanto a L.

Demonstragdo. Como J*(S)N L, # 0, considere n uma curva causal futuro-dirigida de
p € S até g € %; . Pelos lemas precedentes, basta mostrarmos que n encontra oM
somente em suas extremidades que seguira que ela é uma geodésica de menor tempo
entre S e 0,. Para tanto, seja p’ € 94 o Ultimo ponto den em 9¢. Se p’ # p, como S é
acausal em M, devemos ter p’ € J*(p)\ S. Mais ainda, como S é hiperficie de Cauchy,
todo ponto que nao esta sobre ela, esta necessariamente em seu futuro ou em seu
passado cronolégico. Portanto p’ € I*(S, d1), o que implica que g € I*(S), que sendo
aberto, levara a uma contradigdo com a defini¢ao de ty. Portanto p = p'.

Seja agora @’ € L1 o primeiro ponto que i encontra d,. Pela definicao de tj, é
evidente que T > t;. Se g # q/, temos que a porgdo de n entre os dois, contida em 95,
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é futuro-dirigida em 9,. Mas entdo uma fungédo temporal em 9, aumentaria indo de ¢’
para g, o que é contradicdo. Logo g = ¢'. [

4.9 0OS TEOREMAS DE CENSURA TOPOLOGICA

Proposicao 4.9.1. Sejam S, M variedade suaves, com ou sem bordo, . : S — M um
mergulho e  : M — M o recobrimento universal de M. Se 7w (S) é conexa entéo o
homomorfismo de grupos induzido v : m4(S, p) — m1(M, p) é sobrejetor.

Demonstracdo. Comecemos tomando uma classe qualquer [y] € 71 (M), onde y é lago
baseado em p € S. Escolha p € n~'(p) e seja ¥ o levantamento de y passando por
p. Como y é um lago, y termina em um ponto g que também é mapeado sobre p
via 7t. Como p, g estdo em 7~ 1(S), que por hipétese é conexa e portanto conexa por
caminhos, existe curva f ¢ 7w 1(S) ligando p, g. Como M é simplesmente conexo y e
B sdo homotdpicas a extremidades fixas. Assim, B := 7o B é um lago sobre p contido
em S que € homotédpico a vy, e portanto .[f] = [y]. [

Definicao 4.9.1. Seja (M, g) espacgo-tempo com bordo temporal e A € 0M. O dominio
de comunicagdo externa de A € dado por D(A) := I*(A) N 7 (A).

Para A nao vazio, D(A) representa o conjunto de pontos de M que podem ser
acessados cronologicamente a partir de A e que conseguem acessar cronologicamente
A de volta. Observe que se (M, g) € espago-tempo com bordo temporal conexo oM = Z,
entdo por Z ser um espaco-tempo, segue que Z C D(Z), de modo que D(Z) € também
espaco-tempo com bordo temporal, cujo bordo é 7.

Teorema 4.9.2 (Teorema da Censura Topoldgica). Seja (M, g) espago-tempo com
bordo temporal T conexo e suponha que D(Z) seja globalmente hiperbdlico. Suponha
ainda que as hipersuperficies de Cauchy de I sejam compactas, fracamente convexas-
luminosas e acausais em D(I). Entao o Principio da Censura Topoldgica vale em
D(T), isto é, toda curva causal em D(Z) é homotdpica-com extremidades fixas a uma
curva causal contida em T

Demonstracdo. Seja vy : [0,1] — D(Z) uma curva causal futuro-dirigida de p € D(Z)
até g € D(Z). Queremos mostrar que 'y € homotépica (com extremidades fixas) a uma
curvayg : [0, 1] = Z. Como D(Z) é suposto globalmente hiperbdlico, pela proposi¢cao
4.6.5 existe uma aplicacdo de recobrimento 7 : D — D(Z) onde (D, §) é um espaco-
tempo com bordo temporal globalmente hiperbélico que contém uma copia isométrica
de Z, que denotaremos por Z. Tome p € 7 tal que () = p e faca o levantamento de y
para uma curva v : [0, 1] — D, comecando em p e entdo ponha § := (1) € 9D.

Se (1) € Z por consequéncia da proposicdo 4.6.5 segue que v é homotépica
(com extremidades fixas) a uma curva yg : [0, 1] — 7, o que terminaria a prova, pois
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Yo = oY seria a curva desejada. Suponha portanto que y(1) € 9D\Z.Seja T : 7T — R
funcdo temporal tal que p € S := T-1(0) e defina S := w1 (S)NT e B := J+(S, D)N(dD\L).
Veja que g € B e portanto (T o 7t)(B) # 0. Como S é acausal em M, temos que 0 limita
inferiormente (T o 7t)(B) e portanto podemos definir fy := inf{(T o 7t)(B)}.

Assim, podemos tomar uma sequéncia (tx)ken C (T o 7)(B) que converge para
tp. Sejam entdo, paracada k € N, gx € dD\Z tal que tk = (Tom)(Qk), Pk € S e Yk curva
causal futuro-dirigida em D ligando Py até qk. Denote os objetos correspondentes em
D(Z) pelos mesmos simbolos, omitindo os acentos.

Como por hipétese S € compacta e 7|5 € homeomorfismo, temos que S também
é compacta e portanto a menos de passagem para subsequéncia, py converge para
um pg € S. Por outro lado, podemos projetar q, sobre T (tp) via T para obter q;(.
Como T‘1(t0) € compacto, a menos de passagem para subsequéncia, temos que
qj( converge para algum qg € T (tp) e portanto os g, também convergem para qp.
Podemos ver que gy # pg, pois se 0s pontos coincidissem, poderiamos tomar uma
vizinhanga U/ uniformemente recoberta por w e ¥V C U uma vizinhanga causalmente
convexa de py = gp. Como ambas (pk)kens (k) ke CONvergiriam para pg, teriamos
PN>Qn € V para N suficientemente grande, e portanto yy C Ve yy C U,onde U é a
tnica componente de 7 (i/) que contém po- Dai chegariamos a contradigao de que
é]N el

Dessa forma, todas as hip6teses do lema 4.6.3 sao satisfeitas e portanto temos
garantida a existéncia de uma curva yq causal futuro-dirigida de pg até qg, € com isso
T o 11(qg) = ty- Logo, ty € (T o m)(B). Agora, denotemos por 9y a componente de 0D
contendo qp e seja Ly uma hipersuperficie de Cauchy de 9, passando por qy. Se
existisse um ponto x sobre yg em 0D\ Z que fosse distinto de Qo, pondo t; := T o 7t(X),
temos evidentemente t; > t; e portanto o segmento de yq entre x e qp seria uma
curva causal futuro-dirgida ligando T (t1) e T-1 (tp), 0 que entra em contradicdo com
a acausalidade dessas superficies.

Portanto y, encontra D\ Z somente em ¢,. Como m é isometria local, tanto S
como X, sdo convexas-luminosas. Pela contrapositiva do lema 4.8.3 concluimos que
I*(S) N £y # 0, mas como I*(S) é aberto, teriamos I*(S) N I"(Z, 9g) # 0, 0 que entraria
em contradicdo com a definicdo de fy. Portanto ndo ha a possibilidade de y(1) ndo
pertencer a Z, sobrando apenas 0 caso que ja provamos. [

Em termos fisicos, podemos interpretar esse teorema como a impossibilidade
de um observador (curva causal) vindo de "longe" (bordo) passar por alguma regiao de
topologia néo trivial. Ou seja, ainda que no espago-tempo exista alguma regiao com
topologia nao trivial, essa fica inacessivel para uma inquiricdo ativa de um observador.
Por outro lado, do ponto de vista matematico, para a topologia nao existe carater causal
de curvas, de modo que € do nosso interesse ver se o resultado anterior também vale
quando nao nos restringimos a curvas causais. Este é o conteudo do préximo teorema.

112



Figura 30 — Situacado que o Principio da Censura Topoldgica proibe. Na figura, um
cilindro (bordo e interior) infinito € removido do espaco, tornando-o nao
simplesmente conexo. Note entretanto que o espaco-tempo representado
néo é globalmente hiperbdlico.

Teorema 4.9.3 (Forma forte do Teorema de Censura Topoldgica). Seja (M, g) espaco-
tempo com bordo temporal T conexo e suponha que D(Z) seja globalmente hiperbdlico.
Suponha ainda que as hipersuperficies de Cauchy de T sejam compactas, fracamente
convexas-luminosas e acausais em D(Z). Entdo toda curva em D(Z) com extremidades
em I é homotdpica com extremidades fixas a uma curva contida em T

Demonstragdo. Vamos comegar verificando que Z = w1 (Z) é conexo, onde m : D —
D(Z) é o recobrimento universal. Assim, seja {/x : « € A} a colecdo das componentes
conexas de Z e ponhamos Dy := I*(ly, D)N I (Ix, D). Tomando x € D temos que 7t(x) €
D(Z) e portanto existe uma curva causal futuro-dirigida y : I — D(Z) passando por 7t(x)
e com extremidades em Z. Pelo teorema anterior existe uma homotopia H : / x[0,1] —
D(Z) relativa a 9/ que leva y até uma curva causal 3 : | — Z. Fazendo o levantamento
de y por x obtemos uma curva causal y em D, com extremidades em Z. Escolhendo
uma das extremidades, podemos fazer o levantamento de 3 para obter uma curva
B em Z, que a principio ndo sabemos se de fato termina na outra extremidade de 7.
Entretanto, podemos fazer o levantamento também para a homotopia H, obtendo uma
aplicacdo H : I x [0,1] — D tal que o H = H, de modo que é facilmente vista ser uma
homotopia (a extremidades fixas) entre ¥ e 3. Portanto a curva causal ¥ sai e retorna
para a mesma componente de 7, digamos lo,, de modo que x € Dy,. Logo, {Dy : x € A}
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é uma cobertura aberta para D. Como ja sabemos que I*(lx, D) N I~(l5, D) = ® quando
« # & segue que todos 0s Dy sdo disjunto, mas como D é conexo, temos que ele esta
contido apenas em um dos Dy. Isso significa que o conjunto de indices A € unitério, e
portanto Z é conexo.

Com isso, estao dispostas todas as hip6teses do lema (4.9.1), que nos garante
que qualquer laco em D(Z) baseado em Z é deformavel a um lago contido em Z. Para
obter exatamente o enunciado do teorema, tomemos u : [a, b] — D(Z) curva com extre-
midades em Z. Considere uma curva v em Z indo de u(b) até p(a). Aplicando o referido
lema para a concatenagao de u com v obtemos um lago baseado em p(a), contido
em em Z. Concatenando-o com v reparametrizada no sentido contrario, obtemos uma
curva contida em Z, homotépica a u, com as extremidades p(a) e u(b) fixas. [

Para exemplificar a aplicagdo destes teoremas, revisitamos com uma modifica-
caoo geon—IRiIP>3 que ja sabemos ser globalmente hiperbdlico e satisfazer a condicao
de convergéncia luminosa. Fixamos a > 2m e removemos do espaco-tempo a regiao
r > a, de modo a obtermos um bordo Z em r = a que é folheado por esferas S?, que
funcionam como suas hipersuperficies de Cauchy. Vejamos como a métrica (7) induz
uma métrica em Z. Primeiramente veja que fixar r em a > 2m corresponde a termos
X2 -T2 = k2, para algum k. Temos portanto

T 5 T2
XX -=TdT =0 = dX = ——=dT = dX“ =
Vka2 4+ T2 k2 + T2

Substituindo isso em (7), obtemos o seguinte (exibindo s6 a parte relevante da expre-

séo):
2 2
—dT2 + dX? = (—1 + T—> dT? = — ( k ) dT?,

aTe.

k2 + T2 k2 + T2
donde concluimos que é uma métrica Lorentziana e portanto Z é bordo temporal.
Para ver que as esferas sao convexas-luminosas, vamos calcular o operador de
forma S associado a elas, dados os campos luminosos normais U+ = 9; 4+ (1-2m/a)o,.
Considere V, um vetor genérico no fibrado tangente de S2. Escrevemos V = o0g+ 0.
Com isso, calculamos

SUi(V)=V\/Ui=V( )(ati(1—2m/a)ar)

ocae+[36¢
= aVp,0t £ (1 -2m/a)Vy, 0r + BVa, 0t B(1 —2m/a)Va¢’c)r,

e utilizando as formulas da proposicao 3.5 de (SUZANA, 2019) temos que isso se
reduz a

1 1 —2m/a(

1
+o(1-2 —0g £ B(1-2 —04y =% :
o m/a)aae B( m/a)aad, x0g + Bad))

Portanto concluimos que

1-2m/a 2 o
12

g (Sui(V), v) -+ + (5zazsen2(e)) - +(a—2m) <oc2 + stenz(e)) ,
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dado que g(dg, dp) = %, 9(dg, dy) = 0, g(d¢,, dyy) = @sen(6). Portanto, Sy, é positivo-
definido e Sy, € negativo-definido, como queriamos. Assim, o0 espago-tempo construido
satisfaz todas as hipoteses dos teoremas apresentados. A figura 31 ilustra a censura
topolégica ocorrendo neste espaco-tempo.

Figura 31 — A curva y explora D(Z)
e cosegue retornar a Z, enquanto a curva {3 vai explorar a topologia exética em X =0
e fica presa no buraco negro.

Além deste, o leitor interessado pode encontrar exemplos mais sofisticados em
(BRILL et al., 1997) e (GALLOWAY et al., 1999).
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