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RESUMO

Apresentamos um método iterativo para resolucio de sistemas quadrados de equagdes nao li-
neares sujeito a restricdes de caixa. Este método, nomeado de STRQN (Scaled Trust-Region
Quasi-Newton), combina ideias das cldssicas regides de confianca Quase-Newton para equagdes
ndo lineares irrestritas e da abordagem afim-escala para problemas de otimizacao restritos. O
método gera somente iteracdes vidveis e lida com os limites da caixa implicitamente, quando es-
tes existem; para os casos em que ndo existem limites inferior e superior nas varidveis, o0 método
¢ reduzido a um método de regidao de confianga padrdo para problemas irrestritos. Propriedades
locais e globais de convergéncia rapida para o método STRQN foram obtidas. O desempenho
numérico do método foi analisado sobre noventa problemas-teste, e comparado, posteriormente,
com o desempenho de dois métodos cldssicos para sistemas de equagdes ndo lineares sujeitos a
restricdes de caixa. Esta comparacdo evidenciou altos indices de robustez e eficiéncia do método
STRQN, principalmente ao utilizar da tradicional atualizagdo secante Simétrica de Posto Um
(SR1).

Palavras-chave: Equacdes Nao Lineares. Restricdes de Caixa. Afim-Escala. Regido de Confi-
anca. Quase-Newton.



ABSTRACT

We present an iterative method for solving square systems of nonlinear equations subject to
box constraints. This method, named STRQN (Scaled Trust-Region Quasi-Newton), combines
ideas from the classic trust-region Quasi-Newton method for unconstrained nonlinear equations
and the affine-scale approach for constrained optimization problems. The method generates
only feasible iterates and handles the bounds implicitly, when these exist; for cases where
there are no upper and lower limits on the variables, the method becomes a standard trust-
region method for unconstrained problems. Global and local fast convergence properties for the
STRQN method were obtained. The numerical performance of the method was analyzed on
ninety test-problems, and compared, subsequently, with the performance of two classic methods
for systems of nonlinear equations subject to box constraints. This comparison showed high
levels of robustness and efficiency of the STRQN method, mainly when using the traditional
Symmetric Rank One (SR1) secant update.

Keywords: Nonlinear Equations. Box constraints. Affine-Scale. Trust-Region. Quasi-Newton.
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1 INTRODUCAO

A resolugdo de sistemas ndo lineares com restricdes canalizadas nas varidveis das equa-
coes envolvidas, também denominadas restri¢des de caixa, configuram um importante campo de
estudos da Otimizacao. Problemas deste tipo ocorrem em modelos mateméticos de situacdes re-
ais em que, por algum critério fisico ou de outra natureza, a solu¢c@o deve estar canalizada. Estas
questdes motivam o estudo, desenvolvimento e constante aprimoramento de métodos especificos
que resolvam tais problemas de maneira robusta e eficiente.

Consideremos, entdo, uma caixa n-dimensional Q C R”, definida por
Q={xeR"|[I<x<u},

onde / e u sdo vetores com n coordenadas que denotam, respectivamente, os limites inferior e
superior da caixa. Suas componentes sdo da forma /; € RU {—oo}, u; € RU {0} e [; < u;, para
i=1,...,n Logo, Q sempre € um conjunto ndo vazio.

Matematicamente, um sistema quadrado de equagdes ndo lineares sujeito a restricdes de
caixa pode ser descrito a partir de uma fung@o vetorial F : Q C R" — R", onde cada componente
de F é uma equacgdo do sistema. Assim, a tarefa de encontrar uma solucdo vidvel para o referido

problema serd resumida em identificar algum x € Q que satisfaga
F(x) =0, €]

isto é, identificar uma raiz de F em . Como hipétese, assumimos neste estudo que F € continu-
amente diferencidvel em um conjunto aberto que contém Q.

Métodos computacionais para o problema correspondente irrestrito, onde Q = R", foram
discutidos em muitas obras cldssicas da Otimizacao [8, 18, 27, 29]. Um enfoque especifico na
resolucdo de sistemas ndo lineares quadrados irrestritos a partir de métodos Quase-Newton foi
dado, mais recentemente, nos estudos de Yuan e Wei [35] e de Zeng e Fu [36]. Em ambos,
métodos secantes foram combinados com uma estratégia de regido de confianga na qual um
novo subproblema foi proposto a partir de uma nova maneira de definir o raio da regido de
confianga, considerada, a partir de resultados numéricos, mais eficaz que o método tradicional.
A convergéncia (local) superlinear foi obtida sob uma condi¢do conhecida como error bound,
que € considerada mais fraca do que a suposic¢do de ndo singularidade da matriz Jacobiana de
F em uma solugdo do problema [34]. Contudo, assim como os algoritmos ja existentes para a
referida classe de problemas, para a convergéncia global se fez necesséria essa hipotese de nao
singularidade.

Por outro lado, quando Q # R", métodos globalmente convergentes para o problema
irrestrito F(x) = 0 podem ser inadequados para o propésito da resolugdo de (1), tendo em vista

serem propensos a identificacdo de solu¢des que ndo pertencam a €. Esta falha pode afetar
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adversamente o desempenho de algoritmos numéricos, levando-nos a considerar estratégias
e métodos especificos que busquem garantir a identificacao de raizes de F sem desprezar o
conjunto vidvel em questao.

Uma maneira conceitualmente simples de resolver sistemas nao lineares restritos gerais €
transformar (1) em um problema de minimos quadrados nao linear. Com este procedimento, além
do aproveitamento da estrutura do problema, as restricdes de caixa poderdo ser incorporadas na

func¢do objetivo. Desta forma, passamos a considerar o problema equivalente definido por
minf(x), 2
m Qf (x) 2)

onde f : Q CR" — R é definida por f(x) = %HF(X)HZ.

Neste contexto, o alcance de um método globalmente convergente para a resolucao de
(2) é, em geral, efetivado pela combinacdo de um método local com uma estratégia de busca
linear ou de regido de confianca [27]. Martinez e Santos [25] destacam que estas costumam
ser mais eficazes que aquelas, quando tratamos de métodos para sistemas de equacdes nao
lineares. Mais ainda, quando lidamos com sistemas sujeitos a restricoes de caixa, as regides de
confianca euclidianas tendem ser menos eficazes que as regides de confianga elipticas baseadas
na abordagem afim-escala introduzida por Coleman e Li [6].

A estratégia Coleman-Li, também conhecida como afim-escala, tem como principal
caracteristica a construcao de uma matriz de escalamento, diagonal e definida positiva, cujos ele-
mentos sdo determinados pela proximidade da iteracao atual aos limites da caixa — denominada
matriz afim-escala. Na prética, as regidoes de confianga afim-escala sdo capazes de lidar com
as restricdes de caixa de maneira sensata, J4 que quando um ponto atual estd distante de uma
solugdo e préximo de um limite a referida estratégia tende forcar um grande passo no interior da
regido vidvel — um recurso que geralmente € necessario para métodos de otimizagao eficientes
e que, neste caso, é proporcionado pelo alongamento do eixo maior da elipse que representa a
regido de confianca.

Nas ultimas décadas foram desenvolvidos vérios estudos tedricos € computacionais en-
volvendo a proposicao de métodos globalmente convergentes para a resolugdo de (2) por meio
de estratégias de regides de confianga afim-escala [1-3, 12, 13, 15, 21, 23, 26, 33, 38]. Um
destes foi 0 método STRN (Scaled Trust-Region Newton) desenvolvido por Bellavia, Macconi e
Morini [1] para a resolucdo de sistemas quadrados de equacdes nao lineares sujeitos a restrigdes
de caixa. Este método € baseado no método clédssico de regides de confianca com passos Newton
para sistemas nao lineares e seu funcionamento consiste, basicamente, em minimizar, a cada ite-
racdo, um modelo quadratico Gauss-Newton sobre uma regido de confianca eliptica cuja forma
depende do posicionamento do iterado atual em relacdo aos limites da caixa. Deste modo, a
unica restricdo do subproblema de regido de confianca é uma restri¢do de norma 2, cuja solug¢ao

ndo requer o cdlculo de derivadas de segunda ordem. Sob condi¢des adequadas, incluindo a ndo
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singularidade de matriz Jacobiana, as autoras provaram que o método € globalmente convergente
e a taxa de convergéncia para uma solug@o no interior de Q € quadrética.

O método STRN foi generalizado, posteriormente, para sistemas indeterminados de equa-
coes ndo lineares sujeitos a restri¢des de caixa no trabalho de Francisco, Krejic e Martinez [12],
onde a convergéncia quadrética para raizes de F no interior de {2 se manteve sob a condi¢ao de
posto completo da matriz Jacobiana de F. Mais tarde, Kanzow e Petra [16] e Zhu [38] propuse-
ram métodos globais com passos Levenberg-Marquardt para problemas semidiferencidveis. Em
particular, o artigo [16] estd focado em problemas indeterminados que surgem de uma reformu-
lacdo adequada de problemas de complementaridade mista; a convergéncia global € mostrada e
a convergéncia local para raizes de F' em In#(Q2) é provada sob uma suposi¢ao de error bound.
Ja em [38], uma técnica de busca linear interior ndo mondtona € proposta a fim de garantir a
convergéncia global; sob uma condicao de error bound, a convergéncia (local) superlinear é
alcancada para solugdes interiores do sistema F.

Em [23, 26] métodos de regido de confianca foram propostos para o problema (2), in-
dependentemente das dimensdes de F. Esses procedimentos diferem no modelo quadratico
usado durante as iteragdes: um método emprega um modelo Gauss-Newton enquanto o outro
¢ baseado em um modelo Gauss-Newton regularizado, sendo definido como um método de
Levenberg-Marquardt. Tais métodos oferecem propriedades de convergéncia global combinadas
com convergéncia local potencialmente rapida para solu¢des do sistema. Em particular, a anélise
de convergéncia local € realizada sob a suposi¢do de posto completo da matriz Jacobiana de F,
J, para o método Gauss-Newton, e sob uma suposi¢do de error bound para o método Levenberg-
Marquardt [17]. Do ponto de vista tedrico, a condi¢do de error bound € considerada mais fraca
que a condicao de posto completo [30]. Morini e Porcelli [26], a0 comparar algoritmos de regidao
de confianca com modelos Gauss-Newton e Levenberg-Marquardt em sistemas nao lineares su-
jeitos a restri¢des nas varidveis, concluiram que, em geral, aqueles sao mais eficientes e robustos
do que estes. Embora ambos tenham a vantagem de ndo exigir as derivadas segundas da fun¢do
objetivo, o cdlculo da matriz Jacobiana € exigido a cada iteracdo, podendo configurar, do ponto
de vista computacional, um procedimento altamente custoso se considerarmos problemas de
grandes dimensdes em que a Jacobiana € de dificil obtencao.

Apesar do tema estar sendo discutido hd mais de duas décadas, desconhecemos, até o
momento, estudos sobre métodos de regido de confiangca baseados na abordagem afim-escala
que usufruam de passos Quase-Newton. Tal fato, possivelmente, € justificado pelas dificuldades
impostas pela abordagem afim-escala ao exigir o gradiente da funcdo f, que por sua vez requer
a matriz Jacobiana de F. Estes operadores sdo utilizados como base de decisdo da dire¢do a
ser percorrida pelo método no interior da caixa, o que significa que as aproximagdes oferecidas
pelos métodos Quase-Newton para a Jacobiana de F podem tornar o método suscetivel a erros,

principalmente ao trabalhar em regides proximas dos limites da caixa.
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Marini, Morini e Porcelli [24], cientes das dificuldades de relacionar métodos Quase-
Newton com a abordagem afim-escala, propuseram uma estratégia de globalizacdo que nao
requer o gradiente de f e nem impde uma condic¢io de decréscimo suficiente para f. O esquema
em questdo incorpora uma busca linear ndo monétona livre de derivadas a um método Quase-
Newton baseado na projecdo da func@o objetivo em um conjunto de restricio convexa. Os
resultados reportados mostraram que a utilizacdo de matrizes de atualizacdo Quase-Newton no
método ndo o tornaram suficientemente eficiente e robusto quando comparado com métodos com
abordagem afim-escala; em contrapartida, a utilizacdo da matriz Jacobiana obtida por Diferengas
Finitas (metodologia Newton) no método mostrou-se mais vantajosa e competitiva.

Essas observacdes nos motivam a apresentar um método de regido de confianca escalada
baseado na abordagem afim-escala, que evite computar a matriz Jacobiana a cada iteracdo e
que supere, na medida do possivel, os empecilhos envolvidos numa combinacdo com uma
perspectiva Quase-Newton. Adotamos a definicdo de métodos Quase-Newton dada por Dennis
e Schnabel [8], a fim de indicar um procedimento em que, dado um iterado corrente xy, 0 passo

corrente p € obtido a partir da resolug¢ao do sistema linear
Byp =—F(xg),

onde By, € R"*" denota a matriz que aproxima a Jacobiana de F no ponto xj. Desta forma,
o modelo quadrético a ser considerado na estratégia de regido de confianca serd o modelo

Quase-Newton dado por

N 2
m;? (p) = A{|F(e) +Byp|%,
= LIFol? + Fe) T Bip+ 1pT B Byp. 3)

Com a definicao do passo Quase-Newton e do modelo quadratico a ser utilizado, estamos aptos
a descrever brevemente o funcionamento do algoritmo a ser proposto neste estudo.

Dada a iteracdo interna atual xz, a regido de confianga escalada com raio A > 0 € definida
e o passo Quase-Newton € calculado. Se este passo estiver dentro da regido de confianga, sera
tomado como solu¢do do subproblema de minimizacdo do modelo (3); caso contrdrio sera
calculado e tomado como solugdo o passo Dogleg [27]. A reducgdo prevista do modelo quadratico
e a reducdo real da fungdo objetivo proporcionadas pelo passo escolhido sdo calculadas. Se a
reducdo real for grande o suficiente quando comparada a reduc¢do prevista, um multiplo vidvel
deste passo € entdo calculado e somado ao iterado atual x;, gerando um ponto de teste. Se a
reducdo real gerada pelo passo vidvel for suficientemente grande em relagdo a reducao real do
passo (inteiro), o ponto de teste serd aceito e uma nova iteracao serd iniciada. Caso contrério,
o raio da regido de confianca seréd reduzido e repetir-se-ao os procedimentos para identificar

um passo que satisfaca as condi¢des de reducao real da fungao objetivo. A filosofia do método
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consiste em usar a dire¢cdo Quase-Newton o mais frequente possivel, aproveitando suas boas
propriedades de convergéncia local [8].

Para a resolucdo do subproblema da regido de confianga, buscaremos conciliar as estra-
tégias de defini¢do do raio de regido de confianga utilizada por Yuan e Wei [35] e por Zeng e
Fu [36]. Aqueles, propuseram um raio de regido de confian¢a dependente da varidvel ||F(xy)||,
sendo definido a cada iteragdo por A, = ¢’||F(xy)||, onde ¢ € (0,1) e t € um nimero inteiro ndo
negativo; jd estas, definiram o raio simplesmente por A; = ¢/. Em ambas técnicas, quando o
método exige que seja reduzido o tamanho da regido de confianca aumentamos o valor de f em
uma unidade.

O raio de regido de confianga utilizado por Yuan e Wei [35] mostra-se vantajoso, princi-
palmente, pelos resultados tedricos que proporciona e por possibilitar passos longos quando o
método usufruir de um bom modelo da fun¢do e estiver distante de uma solu¢ao. Em contrapar-
tida, ao chegar pr6ximo de uma solucao o raio pode acabar ficando muito pequeno, a ponto de
retardar a convergéncia do método com passos muito curtos. Este fendmeno ndo costuma ocorrer
com o raio proposto por Zeng e Fu [36], ja que ndo depende de ||F(xy)||, e isto caracteriza uma
das principais vantagens de sua utilizagdo; por outro lado, mesmo que o modelo represente a
func¢do de forma satisfatéria, ndo € possibilitada a expansdo do raio de regido de confianca para
além da unidade. Tais aspectos, nos motivam a utilizar, a cada iteragao do nosso método, o raio
de regido de confianga definido por A, = c'ny, em que ¢ € (0,1), t € um ndmero inteiro ndo
negativo e 1 = min{ 102, max{1, ||F(x;)||}} .

Experimentos numéricos em um grande numero de problemas-teste usados frequente-
mente na literatura serdo realizados neste estudo, a fim de comparar o desempenho de nosso
método (Quase-Newton) com um método Gauss-Newton e outro Levenberg-Marquardt. Para
aquele, utilizaremos o método STRN, citado anteriormente; ja para este, utilizaremos o método
PLM (Projected Levenberg-Marquardt), desenvolvido por Kanzow, Yamashita e Fukushima
[17]. O método PLM ¢ aplicado na resolugdo de sistemas ndo lineares sujeitos a restricdes con-
vexas. Um primeiro método introduzido em [17] exige a resolucdo de subproblemas bastante
dificeis (mesmo para o caso de restri¢des de caixa), mas o segundo método, que € o que usaremos
para comparagdes, tem uma implementagdo consideravelmente simples. Neste método um passo
Levenberg-Marquardt € calculado em cada iteracdo e, em seguida, projetado no conjunto vidvel.
Se a norma do sistema no ponto projetado for suficientemente pequena com relacdo a norma do
sistema no ponto atual, o ponto Levenberg-Marquardt projetado é tomado como nova iteracao.
Se isto ndo acontecer e o ponto Levenberg-Marquardt projetado gerar uma direcao de descida,
essa dire¢do € usada para uma busca linear. Caso contrario, 0 método usa um procedimento de
gradiente projetado.

A fim de facilitar a compreensdo dos conhecimentos tedrico-praticos que estamos pro-

pondo, além da Introducdo e das Consideracoes Finais, o presente estudo esta organizado em
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trés partes. No Capitulo 2 serdo descritos os métodos cldssicos de Newton e Quase-Newton
para sistemas de equagdes ndo lineares, dando destaque a sua fundamentacao e aos resultados
relativos a convergéncia dos referidos métodos. Considerando que estes métodos convergem
apenas localmente, destinaremos uma secao na qual abordaremos os métodos de regido de con-
fianca como forma de globalizar a convergéncia. No Capitulo 3 apresentaremos um método de
regido de confianca escalada Quase-Newton para sistemas quadrados de equacdes nao lineares
sujeitos a restri¢des de caixa, a ser denominado STRQN (Scaled Trust-Region Quasi-Newton).
Os respectivos resultados de convergéncia serdo demonstrados, dando énfase a convergéncia
superlinear da sequéncia gerada pelo método a solucdes do sistema no interior da caixa. Por
fim, no Capitulo 4 apresentaremos os resultados numéricos decorrentes da utilizagdo do método
proposto em uma classe de sistemas ndo lineares quadrados sujeitos a restricdes de caixa, e
compararemos estes dados com o desempenho dos métodos STRN e PLM.

Em relagcdo a notagdo matematica utilizada neste trabalho, o subscrito k serd sempre
usado como indice para uma sequéncia. Assim, teremos as seguintes equivaléncias entre apli-
cagdes: F = F(xy), Dy = D(xy), Ji, = J(xp), Vfi. = Vf(x;). Em todos os casos, || - || denota a
norma vetorial Euclidiana ou sua respectiva norma matricial induzida. Para uma caixa Q de-
notaremos o conjunto de seus pontos interiores por Int(Q), e, para todo z € R", denotaremos
Pq(z) a projecdo Euclidiana de z em Q. Uma bola euclidiana centrada em x e com raio 6 serda
denotada por Z(x, ). Os operadores Gradiente ¢ Hessiana de uma fungio f serdo denotados,

respectivamente, por Vf e V2f. A matriz Identidade de ordem n serd denotada por I.
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2 SISTEMAS QUADRADOS DE EQUACOES NAO LINEARES

A identificacio de pontos cujas coordenadas satisfacam uma série de relagcdes matemati-
cas consiste em um dos grandes desafios dos problemas de Programacdo Nao Linear. Quando
essas relacdes assumem a forma de n igualdades, em que n denota o nimero de varidveis envol-
vidas, e pelo menos uma delas tem grau maior que um, dizemos que o problema consiste em
resolver um sistema quadrado de equacdes nao lineares. Escrevemos este problema, matemati-
camente, como

F(x)=0, “)

onde x € R" e F : R” — R”" é uma fungio vetorial da forma

Fi(x)

F
Flo) = 2.(X)
Fu(x)

emque F; :R" - R,i=1,...,n.
Para fins de andlise tedrica, assumiremos neste estudo que F' € de classe C 1, isto €,
que cada uma de suas componentes — as F;’s — € continuamente diferencidavel em R”. Neste

contexto, denotaremos a matriz Jacobiana de F por J, onde J é dada por

VFT(x)

VFI
J(x) = 2 (x)
VF, (x)

para x € R™.
A partir das definicdes supracitadas, iniciaremos as discussdes do capitulo destacando
fundamentos e propriedades de convergéncia dos métodos cldssicos para resolucao de sistemas

quadrados de equacdes ndo lineares: 0 método de Newton e os métodos Quase-Newton.

2.1 METODOS CLASSICOS

Os métodos de Newton e Quase-Newton constituem, atualmente, os principais meios de
resolucdo de sistemas de equacdes nao lineares. Embora sejam métodos com propriedades boas
de convergéncia, quando levamos em conta sua utiliza¢do para a resolucdo de (4), eles ndo sdo
classificados como métodos globais, mas sim como métodos locais.

Um método local é caracterizado por ser um processo iterativo na qual a garantia de

convergéncia da sequéncia gerada a uma solucdo do problema depende da aproximacao inicial
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estar suficientemente proxima de uma solugdo particular. Conforme destacado por Martinez e
Santos [25], felizmente, em muitos casos praticos, o dominio de convergéncia de métodos locais
¢ grande. No entanto, quando a estimativa inicial da solu¢do é excessivamente ruim, os métodos
locais devem ser modificados a fim de melhorar suas propriedades de convergéncia global.

Em contrapartida, um método global é aquele que, independentemente da aproximacao
inicial escolhida, garante que pelo menos um ponto-limite da sequéncia gerada pelo método
¢ uma soluc@o ou, pelo menos, um ponto estaciondrio de um problema de otimizagdo. Em
geral, métodos globais sao modificagdes de métodos locais que preservam as propriedades de
convergéncia local do algoritmo original.

Estas defini¢Ges iniciais nos motivam a discutir a estruturagdo e as propriedades de
convergéncia local do método de Newton e dos Quase-Newton. Antes, porém, faz-se necessario
apresentar um variante multidimensional do teorema de Taylor, que oferecerd embasamento aos

métodos a serem explorados nesta se¢ao.

Teorema 2.1.1. Suponha que F : R" — R é continuamente diferencidvel em um conjunto aberto

e convexo A, e que x e x+p sdo vetores em A. Entdo,

1
F(x+p):F(x)+/O J(x+1tp)pdt. 5
Demonstragdo. Disponivel em Dennis e Schnabel [8]. U]

Este resultado permitird a constru¢do de um modelo que aproxime a fun¢do objetivo. Os

detalhes serdo aprofundados na subsecdo a seguir.

2.1.1 Método de Newton

O método de Newton € um dos métodos numéricos mais populares para a resolucio
de (4) [8]. Sua esséncia na resolucdo de equagdes nao lineares consiste em considerar, a cada
iteracdo, um modelo linear da funcao objetivo, envolvendo o valor da funcdo e de suas derivadas
de primeira ordem. Este modelo é baseado na aproximagao de Taylor de primeira ordem (5),

numa vizinhanca do iterado atual x;, sendo definido por

My (x) = Fi + Ji(x—xp). (6)
A partir da defini¢do do modelo (6) podemos concluir que

M (x;.+p) = Fr.+Jp.

Consideramos, portanto, que o termo Jip aproxima a integral contida em (5), o que faz valer
My (x +p) = F(xp +p).
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Sabemos que a resolucio de um sistema ndo linear quadrado irrestrito requer identificar
as raizes de F em R, e que esta é uma tarefa complexa de ser efetivada diretamente. Pensando
nisto, o método de Newton propde que consideremos um meio de resolucdo mais simples:
procurar, a cada iteracao, a raiz de My (x; +p), a fim de aproximar-se cada vez mais da solugdo
desejada.

Desta forma, dado o iterado x;, consideramos o ponto seguinte x;, | como uma solu¢io
de My (x; +p) = 0. Portanto, se J; € ndo singular, My (x; +p) = 0 tem solugdo tnica e o método

terd que resolver, nesta iteracao, o sistema linear

PR =—F (7)
e tomar xp,1 = xi + pf(v . Evidentemente, se J; for ndo singular,

pY =-J¢' Fy.

Em seguida calculamos Fj,| € Ji41, € repetimos o mesmo procedimento para a iteracao

k+ 1. Este processo iterativo se repete até que seja identificada uma raiz de F, a ser denotada por

x*.

Figura 1 — Primeiras iteragdes do método de Newton para a fungdo F(x) = X2, partindo do ponto
inicial xg = 2.

O algoritmo a seguir sintetiza todos procedimentos supracitados.
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Algoritmo 1: Método de Newton para Equacdes Nao Lineares
Entrada: xy € R";
Saida: x* € R";
inicio

k +—0;

Calcule Fy;

Calcule Ji;

repita

1) Obtenha pf{v resolvendo o sistema

Jkpfcv =—Fy;

2) Xpa1 — X +pY
3) Calcule Fj,1;

4) Calcule Jy,1;
S)k<+—k+1;

até F;, =0;

fim

x5 — xg.

A estrutura e a fundamentacdo do método de Newton ja apontam algumas de suas des-
vantagens. Primeiramente, a exigéncia de derivadas de primeira ordem no célculo da matriz
Jacobiana de F torna o método mais suscetivel a falhas, principalmente quando estas derivadas
(analiticas) ndo sdo faceis de serem obtidas. Recorrer a métodos numéricos especificos de dife-
renciacdo, como por exemplo o método de Diferencas Finitas [20], tende a aumentar a carga de
trabalho e tornar o método ineficiente em alguns problemas de médio e grande porte.

Quando a matriz Jacobiana de F' for ndo singular, a resolucdo do sistema linear (7) pode
ser obtida via fatoracdo LU [14], com um custo computacional da ordem de O (%) operacoes
[25]. Acrescido das avaliagdes de F' e J em x;, o trabalho realizado em uma iteragdo acaba,
assim, crescendo de forma stbita com o aumento da dimensdo do problema, podendo tornar
inviavel sua resolucao.

Por outro lado, se a matriz Jacobiana de F for singular ao longo do processo iterativo,
teremos um provdvel comportamento inadequado do método de Newton em virtude do mau
condicionamento do sistema (7). Nesta perspectiva, o sistema tende a ter um alto grau de sensi-
bilidade, de modo que pequenas variagdes nos seus dados de entrada (os coeficientes da matriz
Jacobiana) acarretam grandes alteragdes para a sua solugdo. Isto significa que a solug@o que serd
encontrada estd mais suscetivel a erros, como pode ser visto com maiores detalhes na obra de
Golub e Loan [14].
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Quando a singularidade ocorre para J(x*) o método de Newton tende a ter uma conver-
géncia lenta a raiz x*. Como exemplo deste fato, podemos citar a fungdo F : R — R dada por
F(x)=x2, representada na Figura 1. Neste caso dado um ponto inicial ndo nulo, o Algoritmo 1
gera a sequéncia de iterados

Xk = %XO,
que converge para x* = (0 apenas com uma taxa linear.

Em contrapartida, quando J(x*) for ndo singular e o ponto inicial estiver suficientemente
préximo de x*, o método de Newton mostra-se atrativo por apresentar uma taxa de convergéncia
quadrética. Analisaremos tal fato com maiores detalhes posteriormente na subse¢do 2.2.1.

Outra vantagem do método de Newton € trabalhar bem em problemas que se aproximem
de problemas lineares, ja que, em casos de ndo haver singularidades, ele identifica a raiz de
uma fung¢do afim em uma unica iteracdo. Além disto, se alguma fun¢do componente de F' for
linear, cada iteracao do método de Newton serd uma solucdo para esta equagao, ja que o modelo
utilizado pelo método de Newton € linear e, portanto, sempre fornecerd solugdes exatas para
este tipo de funcoes.

Veremos a seguir uma variante do método de Newton que busca superar os problemas

citados anteriormente sem grandes perdas nas boas propriedades de convergéncia.

2.1.2 Métodos Quase-Newton

Na dltima subse¢@o examinamos o método de Newton e verificamos que sua estruturacao
torna o método caro do ponto de vista computacional, principalmente devido a necessidade de
calcular J(x) a cada iteracdo. E natural pensarmos, entio, em métodos que requeiram um custo
computacional menor, mantendo, sempre que possivel, as boas propriedades de convergéncia
do método de Newton. Este € o cerne dos métodos Quase-Newton, cujo processo iterativo
€ caracterizado por formar uma sequéncia {x;};cn no qual cada novo iterado € gerado pela

ON ]?N

férmula xp ) =x+p;, emque pi7 € a solugdo do sistema

Bwl" =-Fy., 8)

B € R ", A ideia central aqui € substituir a matriz Jy, utilizada no método de Newton, por
uma aproximacao By, preferencialmente mais fécil de ser obtida. Evidentemente, se B, for ndo
singular, teremos

PN =B Fy.

E nitido que se By, = J; para toda iteracio, teremos o método de Newton. Isto nos leva a
concluir que o método de Newton pode ser considerado, também, um método Quase-Newton.
Um dos métodos Quase-Newton mais simples é o método de Newton Estaciondrio, na

qual fixamos By, = Jy. Uma variagdo deste método € a incorporacdo de recomecos a cada rodada
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de uma quantidade especifica de iteragdes. Fixado um nimero inteiro m, se k € multiplo de m,
tomamos By, = Jj; caso contrdrio, consideramos By, = B;_;. O método de Newton Estaciondrio
pode ser visto com maiores detalhes nos estudos de Martinez e Santos [25] e de Shamanski [32],
onde, inclusive, sdo feitas andlises sobre o parametro m 6timo para alguns problemas especificos.

Outra ramifica¢do importante dos métodos Quase-Newton sao os métodos secantes. De

forma similar ao método de Newton, consideramos, a cada iteracao, o modelo linear
Mk(x) = Fk +Bk(x—xk).
Desta forma, na iteracao k+ 1, teremos
My 1 (%) = Frey 1 + B ) (X = Xpe11)-

A ideia secante consiste, assim, em impor que M, | interpole a fun¢do F nos pontos xj € X4,

ou seja, que
Mi1 (e 1) = Fieet e M1 (xk) = F.
4
Tk
2
M1
-4 -2 0 2 4
Lk+1
F
-2

Figura 2 — Aproximacdo (local) da funcdo ndo linear F(x) = X-xr-1 pelo modelo linear
Mk+1(x) =4x-5.

Perceba que a primeira condi¢do acima € satisfeita automaticamente pela defini¢ao de

M1, ja que

M1 (Xkg1) = Freg1 + Bra1 (1 = Xkr 1)

=Fry1-
Resta-nos, portanto, exigir que seja satisfeita a condi¢ao

Fip1 + Big1 (5 —Xge41) = Fy,
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isto €, que seja satisfeita a equacdo secante

Bis 1Pk = Vi )

onde py = xg—Xp41 € Vi = F—Fr1.

A andlise da quantidade de matrizes que satisfazem (9) pode ser feita considerando a
referida equagdo como um sistema linear cuja incognita € a matriz By, ;. Assim, o sistema possui
n? varidveis (as entradas de Bj,1) e apenas n equagdes, o que implica que a possibilidade de
solugdo unica € restrita ao caso em que n = 1. Em contrapartida, nos casos em que n > 1 e p; #0,
existirdo infinitas solu¢des B € R"*" que satisfazem Bpy, = yy.

Para cada escolha da matriz B teremos um método secante especifico. Nesta perspectiva,
destacamos trés métodos secantes muito utilizados em sistemas quadrados de equagdes nao
lineares: o método Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno (BFGS), o método de Atualizacdo
Simétrica de Posto Um (Simetric Rank One ou SR1) e o primeiro método de Broyden. Nestes
dois ultimos, a escolha de By, parte do principio de que a diferenga ABj, = By, — B} seja uma

matriz de posto unitdrio. Assim, segue de (9) que

ABypy = yi—Bipr-

Tomando wy, € R ndo ortogonal a py, verificamos que

(Yk—kak)W/{
ABk = #,
Wi Pk
ou seja,
Ok —Brpiow)
Bk+l =Bk+—k. (10)

wl py
A escolha wy = p; define o primeiro método de Broyden, enquanto a escolha wy =y, —Bypi
define o método SR1. Para que a atualizacdo (10) esteja bem definida e possa ser utilizada é

comum exigirmos que seja satisfeita a condi¢ao {w,{pk‘ > Y IwellllPr

, para algum y > 0. Nestes
métodos a matriz inicial By deve ser ndo singular — exigéncia mais fraca que o método BFGS,
que impde que o processo iterativo seja iniciado com uma matriz definida positiva.

J4 no método BFGS a escolha de By, parte do principio de que esta seja a matriz
simétrica definida positiva que satisfaz a equagdo secante (9), e que seja a mais proxima da

matriz corrente By, no sentido de satisfazer o problema
n}gin |B=By|| sujeitoa B=BT, Bs;=y;.
A solucdo deste problema € dada pela férmula a seguir

kakprk N ka/{
pIBwe  yip

Bjy1 =By —
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e pode ser vista com maiores detalhes na obra de Nocedal e Wright [27].

Perceba que pré-multiplicando a equagao (9) por p,{, temos que

T T
Pk Bi+1Pk =Py k-

Logo, almejando preservar a caracteristica de By, ser definida positiva e estar bem definida, a

cada iteragdo o método BFGS impde que seja satisfeita a condi¢do de curvatura

p,{yk > 0.

A estruturagdo dos métodos Quase-Newton € similar a do método de Newton. Inici-
almente resolvemos o sistema linear (8) para identificar kaN. Em seguida, tomamos x;,| =
Xy + plgN, calculamos Fj, e By, € refazemos o mesmo procedimento para a iteracdo k+ 1.
Este processo iterativo se repete até que seja identificada uma raiz de F, como evidenciado no

algoritmo abaixo.

Algoritmo 2: Método Quase-Newton para Equacdes Nao Lineares
Entrada: xy € R" e By € R"*";
Saida: x* € R
inicio

k<+—0;

Calcule Fy;

repita

1) Obtenha p]gN resolvendo o sistema

N
ka,? =—Fp;

2) Xf+1 < Xk +p]gN;
3) Calcule Fy,1;

4) Calcule By, 1;
S)k+—k+1;

até F;, =0;

fim
x5 — xi.

Embora a substituicdo da matriz J por uma aproximacao B tenda a melhorar a eficiéncia
do algoritmo, os métodos Quase-Newton também sdo apenas localmente convergentes. Outra
desvantagem herdada do método de Newton € a necessidade de resolu¢do de um sistema linear
a cada iteracdo. Esta barreira, porém, pode ser superada nos métodos secantes através de atu-
alizagOes das matrizes B!, cujas formulas estdo explicitadas para cada método secante aqui
abordado em Nocedal e Wright [27]. Desta forma, ao invés de resolver (8), atualizamos B%l a

partir de informacdes coletadas na iteragdo anterior e tomamos

N _
peN =B 'Fy. (11)
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Outra alternativa para aliviar a carga de trabalho de métodos secantes € obter B, a partir
de uma estratégia conhecida como memdria limitada [27]. Os métodos secantes que usufruem
de memoria limitada buscam obter aproximacdes para as matrizes By, a partir do armazenamento
de alguns vetores de dimensao n, em que n € o niimero de varidveis do problema. Desta forma é
evitado o armazenamento de matrizes densas n X n, o que pode demandar um esforco computa-
cional muito alto quando n for grande. Em contrapartida, tais métodos costumam oferecer uma
taxa de convergéncia mais lenta (geralmente linear).

Especificando-se aos métodos secantes de posto um, Ortega e Rheinboldt [29] exploram
uma estratégia de memoria limitada a partir da férmula de Sherman-Morison [14] para obter
uma equacdo de atualizacdo de B;l a partir do armazenamento de alguns vetores relativos as
informagdes adquiridas nas ultimas iteracoes. Desta forma, evitamos resolver o sistema linear
(8) com técnicas trabalhosas, e tomamos apenas como solugdo o produto (11).

Além dos métodos clédssicos de Newton e Quase-Newton, existem outros métodos para
resolver sistemas ndo lineares de equacdes. Embora possam ser considerados menos utilizados
na Otimizagdo, seu uso pode ser vantajoso quando consideramos problemas com caracteristicas
especificas.

Em alguns problemas de equacdes ndo lineares, por exemplo, a matriz Jacobiana de F' é
facilmente obtida. Ainda assim, usufruir de um método direto para obter p através da resolugcao
do sistema linear (7) pode ser um meio altamente custoso do ponto de vista computacional, prin-
cipalmente quando nos reportamos a problemas de grandes dimensdes. Nestes casos, métodos
de Newton Inexatos sdo uma alternativa atrativa a ser considerada, ja que evitam resolver (7)
exatamente. A cada iteragdo de um método de Newton Inexato, s@o utilizadas dire¢des de busca

Pk que satisfazem a condi¢do

|1 Fe+Jpiell < Yl Frells (12)

para algum ¥, € [0,7], onde y € [0,1). A teoria de convergéncia para esses métodos ndo de-
pende da técnica utilizada para calcular pg, mas sim da condicdo (12). Maiores detalhes sobre a
implementacdo e a convergéncia superlinear do método podem ser consultados nos estudos de
Nocedal e Wright [27].

Por outro lado, existem problemas cujo comportamento nado linear da funcao F nao per-
mite uma representacio adequada pelos modelos lineares utilizados para os métodos de Newton
e Quase-Newton. Pensando nisto, os métodos Tensores sdo caracterizados por modificar o mo-
delo linear M (x), acrescentando um termo extra que visa capturar alguns dos comportamentos
nao lineares de ordens superiores da fungdo F. A expectativa € de que esta alteracao provoque
uma convergéncia mais rdpida e confidvel para identificar as raizes x* procuradas, inclusive para
as quais J(x™) ndo tenha posto completo. Maiores informagdes relativas a estes métodos podem
ser vistas nos estudos de Schnabel e Frank [31].

Tendo em vista nosso interesse nos métodos de Newton e Quase-Newton, restringiremos
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a andlise de convergéncia para estes dois métodos.

2.2 ANALISE DE CONVERGENCIA

Um dos principais indicadores de eficiéncia de um método iterativo € sua taxa de con-
vergéncia a uma solu¢do ou a um ponto estaciondrio do problema em questdo. Por meio dela
quantificamos a rapidez com que uma determinada sequéncia convergente, gerada pelo mé-
todo, se aproxima de seu limite. Para tanto, verificamos a velocidade na redu¢do da distancia
|| X1 —x*|| em relag@o a ||x; —x™||, e dizemos que a sequéncia tem convergéncia:

1. Linear: Se existem kg € N e s € (0,1) tais que, para todo k > kg,

[P =) < e =™

2. Superlinear: Se existe uma sequéncia s; tendendo a zero, quando k — oo, tal que
* %
[kt =" || < sl =7

paratodo k € {0,1,2,...}.

3. Quadrdtica: Se existem kg € N e §> 0 tais que, para todo k > k),

i 2
o1 =[] < 5o —x™ |7

De modo mais geral, se {x;} converge para x*, dizemos que essa convergéncia tem
ordem g+ 1 se existirem kg € N, §>0 e g > 0 tais que, para todo k > k),

< 1
L I

Nesta perspectiva, quanto maior o valor de ¢ mais rapida serd a convergéncia local.

A fim de analisar, de modo geral, a convergéncia dos métodos Quase-Newton e, especifi-
camente, do proprio método de Newton, veremos, inicialmente, que se o ponto inicial xq e todas
as matrizes By, estiverem suficientemente préximos, respectivamente, de uma raiz x* e de J(x*),
a sequéncia gerada por xj, | = xk—BEI F converge linearmente para x*. Para tanto, assumiremos
que J(x*) e todas as matrizes que se encontram numa certa vizinhanca da referida matriz sédo
ndo singulares. O Lema 2.2.2, a ser visto mais adiante, mostrard com precisao o tamanho desta
vizinhanga, porém antes necessitamos de um resultado auxiliar cldssico: o Lema de Banach.
Ambos resultados tedricos sdo, também, encontrados nas obras de Martinez e Santos [25] e de
Ortega e Rheinboldt [29].

Lema 2.2.1 (Lema de Banach). Seja || - | uma norma qualquer em R", que denota também
a norma matricial subordinada. Seja A € R™" uma matriz com ||A|| < 1, entdo [ +A é ndo

singular e
1
.
L+[A] 1-lAfl
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Demonstracdo. Assuma, para obter contradi¢do, que I +A € singular. Assim, existe x € R" nao

nulo tal que (/+A)x =0, isto é€,—x = Ax. Logo,
[l < A ][,

ou seja, ||A]| > 1. Isto contradiz a hipdtese de que ||A|| < 1. Portanto, I +A € inversivel.
Tome B=(/ +A)_1. Desta forma, B(I+A) =1 e, portanto,

L=|[BU+A)| < |[B[[[I+A]l < [[BI|(1+]A]D,

isto é, .
< H(1+A)—1H. (13)
1+[|A]l
Além disto, temos que B =1—BA. Assim, ||B|| < 1+||B||||A]], ou seja, ||B||(1-[|A|) < 1.
Logo,
1
(1+A)—1H < . (14)
H 1-|A]|
De (13) e de (14) concluimos a prova. ]
Lema 2.2.2. Se B € R"*" ¢ tal que |B-J(x")|| < m entdo B~) existe e satisfaz HB_l H <

o]

Demonstracdo. Seja A = BJ(x*)1 =1 = [B—J(x*)]J(x*)"!. Das propriedades de normas e das

hipéteses do lema, temos, entdo, que
1
A = H[B—J(x*)]](x*)_lH < ||B—J(x*)||HJ(x*)_1H <5<l

Desta forma, pelo Lema 2.2.1, temos que BJ (x*)~! ¢ ndo singular. Por consequéncia, existe B!,

vale [BJ(x*) 1T =y(x*)B L e

1 1 1
|= <
1-||BJ(x*)~1-1|| 1-1

HJ(x*)B— =2,

Como HB | = HJ(x*)_IJ(x*)B_lH < HJ(x*)—1HHJ(x*)B—1

H
H O

- , concluimos, por fim, que
Com tais resultados, conseguimos mostrar a convergéncia linear da sequéncia supracitada
a ser demonstrada nos préximos dois resultados. Destacamos que ambos sao encontrados na

obra de Martinez e Santos [25].

Lema 2.2.3 (Lema das Duas Vizinhangas). Para cada x € Q e B € R"*", definimos a fungdo
®(x,B)=x—B L F(x). Seja r € (0,1). Entdo existem €, = £(r), 8; = 8,(r) >0 tais que se lx—x*|| <

€1, [|B=J(xM)|| < 8; a fun¢do ®(x,B) estd bem definida e satisfaz | P(x,B)—x*|| < r|lx—x*||.
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Demonstragdo. Seja 8] = m

Pelo Lema 2.2.2, se | B—J(x*)|| < &/, entdo B! existe e satisfaz

!

Logo, basta tomar x € Q e §; < §{ para que ®(x, B) esteja bem definida.
Defina

A= Hx—x* B ) (e=x")

e Ar=||B! [F@-s6HE-x)|.

Perceba que

|, B)—x*|| = ( x-B 1V F()—x*

= Je=x =B - I -2 + ) |

< ’x—x* —B_l.l(x*)(x—x*)

+[B7 [Foo-s6@-x) |
=A1 +A2. (16)
De (15), sabemos que

Ay =|lx—x* —B_IJ(x*)(x—x*)—B_IB(x—x*) +B_1B(x—x*)

= |lx—x*-B'BGx-x")+B ! [B—J(x")] (x—x%)

= |87 [B-J(x")] (x-x%)

IN

s

| B—J ()| |x—x"|
< 2|76y |8y e (17)

Além disso, pela diferenciabilidade de F e por (15),

Ay < B I1F0 -6 -x) < 20! B, (18)
onde lim,_ % =0.
Seja €1 tal que
B(x) } r
21 61+ — S 19
( ! x_i?ﬁ;&{ux—x*u ) = o] (1

Entdo, para |[B-J(x")|| < 8; e |[x—x*|| < g1, segue de (16) — (19) que
I By—* | < 2|77 8y lr—a 42 [y | B

:ZHJ(x*)_lH (51+ pW )Hx—x*H

[l —x*|

< rllx—x*,

como queriamos demonstrar. [
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Teorema 2.2.4 (Teorema das Duas Vizinhangas). Seja r € (0,1). Entdo existem € = €(r) e 0 =
0(r) >0 tais que se ||xg—x*|| < € e ||By—J(x™)|| < 6 para todo k, entdo a sequéncia gerada por

Xjeq] = xk—B#Fk estd bem definida, converge para x* e ||x41 —x*|| < r||xg—x*||, para todo k.

Demonstragdo. Como ®(x,B) = x—B~1F(x), temos que xg41 = P(xg, By), k=1{0,1,2,...}. Por

indugdo e pelo Lema 2.2.3, concluimos a tese do Teorema. L]

A utilizacdo do Teorema das Duas Vizinhancas nos métodos de Newton e Quase-Newton
serd fundamental para provar as respectivas velocidades de convergéncia. Veremos sua aplicagao
nos resultados que serdo apresentados nas secdes subsequentes, comprovando a importancia de

que realizemos escolhas adequadas para x( e By na convergéncia local.

2.2.1 Convergéncia do Método de Newton

As boas propriedades de convergéncia do método de Newton tornam-no um método
muito utilizado em alguns tipos de sistemas de equacdes nao lineares. Sob determinadas con-
dicdes, o referido método, descrito pelo Algoritmo 1, atinge taxa de convergéncia quadrética,
convergindo com agilidade para uma solu¢do do problema em questao.

Como parte da comprovagao de convergéncia quadratica do método de Newton, assumi-

mos a existéncia de constantes L >0 e ¢ > 0 tal que, em uma vizinhanca de x™,
170 =J )| < Lffx—x*]|4. (20)

Quando g = 1 dizemos que a Jacobiana de F € localmente Lipschitz continua. Ressaltamos que
uma func¢do Lipschitz continua configura um critério de suavidade mais forte que a condi¢do de
continuidade uniforme (logo, de continuidade), podendo ser interpretada como uma condicdo
intermedidria entre a continuidade e a diferenciabilidade de uma funcao [22].

A partir de (20), conseguimos provar dois resultados importantes para as analises de
convergéncia que desejamos fazer neste estudo. O primeiro deles serd utilizado no teorema que
garante convergéncia superlinear aos métodos secantes; ja o segundo, auxiliard na garantia de

convergéncia quadratica do método de Newton.

Lema 2.2.5. Suponha que vale (20). Entdo, para todo x,z € Q,
IF@)~F0)=J ()@= < Lllx—z] max {x—x*[|%, fz—x"[|} .
Demonstragdo. Disponivel em [5]. U

Lema 2.2.6. Suponha que vale (20). Entdo, para todo x € Q,

L
|F ()= J () (e—x)|| < —— |Je—x*||9*1.
l+gqg
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Demonstragdo. Disponivel em [8]. 0

Ressaltamos que € comum supormos que a desigualdade (20) vale, na melhor das hip6-
teses, para g = 1, tendo em vista que a referida relacdo acontece com menor frequéncia para o
caso g > 1. Por consequéncia, os Lemas 2.2.5 e 2.2.6 geralmente sdo explorados para o caso
q = 1, fazendo com que o teorema a seguir, também encontrado em [25], comprove a taxa de

convergéncia quadratica almejada.

Teorema 2.2.7. Suponha que F, L e q satisfazem (20). Entdo existem €, Y > 0 tais que para todo

xo que satisfaz ||xo—x*|| < €, a sequéncia gerada por
X1 =Xk =i Fy, k=0,1,...

estd bem definida, converge a x* e satisfaz

1
gt =[] < g =]

Demonstracdo. Escolha r € (0, 1) arbitrario. Seja € = €;(r), definido pelo Lema 2.2.3.

Como J(x) é continua, existe & >0 tal que, sempre que |[x—x*|| < &, ||[J(x)-J)|| <
51 (l")

Defina € = min{¢gy, & }. Assim, ||Jy—J(x*)|| < 8;(r) e, pelo Lema 2.2.3,

e =x* [ < rllxo—x7| < &

Portanto, ||J; —J(x™)|| < 0;(r). Repetindo tal raciocinio indutivamente, concluimos que {x;}
converge para x* linearmente com taxa r.

Agora, de (15), temos que, para todo k,

1
|1 —x" || = ‘ xp—x"=Jp FkH

T P T —xk))H

ral (el

IN

< 2|7y | =i =) 1)
Mas, por (20) e pelo Lema 2.2.6,

| Fe = Ji (=) = || Fre =T () g =x™) + T () o —x™) = T (e —x™) |
<N Fre=J ) o= x| + [T ) = T e —xT) |
< | Fr =) g =) + g = I g x|
< || Fi =) g =)+ L = | 7!
< 2L x|
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Disto e de (21), concluimos que
e =711 < 4L [0 lee=a 44,
isto é,
It =2 < Yl =",

onde y= 4LHJ(x*)‘1 H

Isto completa a prova. 0

Com este resultado, podemos concluir que o método de Newton funciona melhor quando
o ponto inicial estd suficientemente proximo a uma solugdo x*, onde J(x*) é ndo singular, a

ponto de garantir, no minimo, convergéncia quadratica.

2.2.2 Convergéncia dos Métodos Quase-Newton

Assim como o método de Newton, a convergéncia dos métodos Quase-Newton € sus-
tentada, principalmente, pelo Teorema das Duas Vizinhancas. Este resultado nos garante a
convergéncia linear deste tipo de método sob a condi¢do do ponto inicial estar suficientemente
préximo da solug@o, e de todas as matrizes By,’s estarem suficientemente préximas de J(x*). Po-
rém, mesmo que B esteja em uma vizinhanga razodvel de J(x*), alguns métodos Quase-Newton,
como € o caso dos métodos secantes, ndo garantem que, ao longo do processo iterativo, todas as
Bj’s posteriores permanecam dentro da vizinhanga que garante a convergéncia linear oferecida
pelo Teorema das Duas Vizinhangas. Assim, existe o risco destas matrizes estarem fora da refe-
rida vizinhanca, o que, em termos técnicos, definimos como uma deterioracio excessiva sofrida
por By, em relacdo a By.

Neste contexto, tornam-se necessarios resultados tedricos que garantam que, apesar de
possiveis deterioragdes, todas as By’s estejam na boa vizinhanga tratada pelo Teorema 2.2.4.
Desta forma, teoremas de deterioracao limitada sdo desenvolvidos e utilizados nas garantias de
convergéncia dos métodos Quase-Newton. Como salientado nos estudos de Dennis e Walker [7],

uma propriedade de deterioracdo limitada tipica é
1B1 =IO < (L+c1)||Br =T ()| + 20k, (22)

onde ¢ e ¢y sdo constantes positivas e ) = max { [[xg —x* ||, |[xg1 —x*| }.
Entre os métodos Quase-Newton que satisfazem a propriedade de deterioracdo limitada
(22), sob a condi¢ao de continuidade Lipschitz de J(x), destacamos os métodos secantes de posto

um. O lema a seguir, também encontrado em [4], evidencia esse fato.

Lema 2.2.8. Suponha que vale (20), com q =1, e que a atualizacdo secante é de posto um,
definida por
Ok —Brpiowl

Biy1 = By + -
k

b
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, para algum y>0. Aqui, yi = Fip1 —Fy, Pk =Xpe1 =Xk € Wi € qualquer

onde [wlpy| > vlwillpx
vetor ndo ortogonal a py,.

Sob tais hipoteses, vale (22).

Demonstragdo. Perceba que

-B wl
By ~J(%) = By J(x*) 4 DR

wlpr
Ok =IO pr+J )~ Brpwi
=By —J(x") + > k
1Pk
P =Bpwi  Gx=J@pw]
=By—J(x*)+ — by —k
Wi Pk Wi Pk
T * T
w -J(x w
= B s(y [ 1- PR ) QRO (23)
Wi Pk Wi Pk
Sabemos do Lema 2.2.5 que
e —=Jspicll < Lilpgell max { [lxg —x* [, || xess =27} -
Disto e de (23),
P lHwell \ | e = C)pl|[[wecl
1Bir1 =IO < (B =JOO | 1+ =7 7
‘Wkpk} ‘Wkpk‘
1 * L * k
s\1*y 1B —=J ()| + P max { [l = [, [|xger =7 }
= (1 +C1)||Bk—.](x*)|| + Oy,
onde ¢ = %, ¢y =5 e oy = max { g =], v =[]}
Portanto, vale (22). ]

A propriedade de deterioracdo limitada recém abordada € utilizada para mostrar a con-
vergéncia linear dos métodos que a satisfazem, como serd evidenciado no préximo teorema. Este
resultado também € encontrado no artigo de Broyden, Dennis e Moré [5]. Para tanto, necessita-
remos, ainda, utilizar uma norma matricial || - ||;, € uma norma vetorial || - || ndo relacionadas.
Uma vez que todas normas em um espago vetorial de dimensao finita sdo equivalentes, existe
uma constante 7] tal que

1ALl < 7 |A]p7, (24)
onde || - || denota a norma induzida pela correspondente norma vetorial. Denotaremos, ainda,
Z(R™) o espago linear de todas matrizes reais de ordem n, e Z{.Z(R"")} a cole¢do de todos

subconjuntos ndo vazios de .Z(R").
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Teorema 2.2.9. Seja F : R" — R" uma fun¢do diferencidvel em um conjunto aberto e convexo
A, e assuma que para algum x* € A e g >0 a desigualdade (20) vale, onde F(x*) =0 e J(x*) é
ndo singular. Seja U : R" x Z(R"") — Z{ L (R")} definida numa vizinhanca N = N1 X N, de
(x*,J(x™)), onde N estd contido em A e Ny contém apenas matrizes ndo singulares. Suponha
que existam constantes ndo negativas cy e c) tais que para cada (x,B) € N, e para x = x-B1F(x),

a funcdo U satisfaz

q

1B=JG)| < (1+eDl|B=JG") | +cymax 52 |, [x—x*|). )

para cada B € U(x,B). Entdo, para cada r € (0, 1), existem constantes positivas €(r) e 8(r) tais

que se ||xg—x*|| < &(r) e ||[Bo—J(x™)|| < 6(r) e qualquer By, € U(xy, By), a sequéncia
Xee1 =X~ By Fy
estd bem definida e converge para x*. Além disso,
g =] < 7l =),
para todo k >0, e {||By||} e {HBkH_l} sdo uniformemente limitadas.

Demonstracdo. Seja r € (0,1) dado e tome y > ]|J(x*)||_1. Agora escolha e(r)=€ e 8(r)=0

tais que

e4q
[2¢18+ ] < 8. (26)

1
e para 7] dado por (24),
y(1+r)[Le?+2716] <. 27)

Se necessdrio restrinja ainda mais € e J tal que (x,B) € N toda vez que ||B—J(x¥)|[;; <25 e
||x—x*|| < €. Agora suponha que ||By—J(x")||3; < 0 e ||xg—x*| < €. Entdo, ||By—J(x¥)|| <0 <
276.

*)—1

Tomemos A = ByJ(x —1. Como vale (27), temos

2y(1+nRoé <r, (28)
isto €,
-
27 < ——x1. 2
Néy < 1+r< (29)

Desta forma,
Al = [ 1Bo-se e |
< 1Bo—J)| |76y

<2 dy< 1.
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Segue, entdo, do Lema de Banach (Lema 2.2.1) que A e [ +A sdo ndo singulares. Além disto,

-1
By existe, vale que (1 +4)™! = [BoJ() | =sa)BgL e

1
(1+A)—1H < .
H 1-|A]|
Disto e de (29), temos
*y p—1 1
HJ(x )B; H <=l
1+r

Assim,
85" = ey
< eyt e
< y(l+r).
Usando esta desigualdade, o Lema 2.2.5 e (27), obtemos

I =71 = |0~ B Fo-x°

=||Bo" [Boto ~x") - Fo +16") (w0 ~2") - () g ~x)] |

< ||Bo|| [1Fo - Fe™) -6 )0~ + [1Bo— ) lxg—]
< Y(1+r) [LeT+27 8] [|xo—x"||
<rllxg—x*|| <e.
Portanto, x| € A. Completaremos a prova com um argumento de indugéo. Assuma que || By —J(x*)||;; <
26 e ||xpp1 —x"|| < rllxg—x*|| parak=0,1,...,m—1. Segue, entdo, de (25) que
IBir1 I3y = 1B =T ()| 5y < 2618977 + o874
e somando ambos os lados de k =0 até m—1, obtemos

4
Bu=Ilay < [1Bo=IHly+ ey +cs] -

Disto e de (26), || By —J(x*)|| )y < 28. Para completar a indug@o resta provarmos que ||x,,,1 —x*|| <
r||%m —x*||. Isto segue de um procedimento similar ao caso m = 1. De fato, como ||Bp, —J(x")|| <
276, do Lema de Banach e de (28) obtemos

|| < v,
e, assim, usando do Lema 2.2.5, teremos

me+1 —x* || = me —B;lem —x*
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= B2l (B =)= Fon 496t =) = )t =) |

< HB;}H [ Fm = FG) =T (06) i =) | + || B = TGt =]
< y(1+r) [Le? +27 8] [lm—x*|

< 7o —x].

Isto completa a prova.
O]

A convergéncia linear dos métodos Quase-Newton que satisfazem a propriedade de
deterioracdo limitada (22), por si s, ndo fornece uma estimativa muito boa da velocidade de
convergeéncia destes métodos. Assim como realizado em [25], veremos, posteriormente, que 0s
métodos secantes que satisfazem uma condi¢do especifica, conhecida como condi¢do de Dennis-
Moré, convergem superlinearmente. Antes, porém, necessitamos de um resultado auxiliar que
nos mostrara que, quando J(x*) é ndo singular, ||F(x)|| pode ser utilizado como uma medida da

distancia entre x e x™.

Lema 2.2.10. Seja F : R" — R" continuamente diferencidvel em R" e suponha que J(x*) é ndo

singular. Entdo, existem €,c1,cp > 0 tais que, sempre que ||x—x*|| < &, x € R", vale
crlx=x"|| < [F@)I < eallx—x"]].
Demonstracdo. Disponivel em [25]. [

Teorema 2.2.11 (Teorema de Dennis-Moré). Seja F : R"" — R" continuamente diferencidvel em

R”", e suponha que vale a relacdo (20), que a sequéncia gerada por
-1
Xis1 = Xg— B Fy

estd bem definida, converge a x*, e satisfaz

lim 1Bk —J &)Ipiell _

koo Pl

0. (30)

Entdo a referida sequéncia converge superlinearmente.

Demonstragcdo. Sabemos que

[Br.—J(x)Ipk = [Bx —J (X ) (Xpes 1 —X3)
= B (a1 = X)) —J (X ) g1 — X))
= By(-B F) ~J (") (s 1 —Xp)

=—F} —J(x*)(xkﬂ —Xp)
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= Fea1 = Fr—=J () g1 —Xp) = Fig - (31)
Sabemos, também, pelo Lema 2.2.5, que
1 F gt = Fr =T ) 001 =200l < Ll g =l max { [beg =1, e =17} .
Disto, de (31), da convergéncia de {x;} e de (30), concluimos, entdo, que

F
tim kel _ (32)
k—voo || g1 =2k ||

Agora, pelo Lema 2.2.10, sabemos que, para k suficientemente grande, existe ¢y > 0 tal

que ||Fre1ll > c1llxg41 —x*||. Disto e da desigualdade triangular de normas, segue de (32) que

F _ >k
0= lim | Freer || > lim Clefﬂ x|
k—voo || Xpp 1 =X || T koo || Xy =% + [|xg —x

I

Multiplicando o numerador e o denominador da fracdo a direita da dltima inequacdo por

o]
temos que
* ~
) | Xpe1 —x ) 7
lim 1l f“ | o =cp lim —— k =0,
koo [t —X*|| + [lxg—x*]| koo P+ 1
onde 7, = —”x"”_f I
(=]l
Portanto,
lim 7, =0,
k—voo
o que completa a prova de convergéncia superlinear da sequéncia em questao. [

E importante observarmos que a condi¢io de Dennis-Moré (30) é automaticamente
satisfeita pelo método de Newton e por todos os métodos nos quais By converge para J(x*).
Apesar disto, é possivel que a condi¢édo valha mesmo que By ndo convirja para J(x*), jd que o
que deve tender para zero néo é a diferenca B, —J(x*), mas sim a aplicagdo desta diferenca na
direcdo incremental HZ_ZH'

Assim como o método de Newton, os métodos Quase-Newton ndo oferecem garantia de
que convergirdo para uma solucdo do problema F(x) = 0, a menos de que eles sejam iniciados
suficientemente proximos dessa solucdo. Desta forma, a fim de aumentar a robustez destes
métodos, podemos usufruir de estratégias de globalizagdo, isto €, de alternativas para se obter
um método que convirja a partir de qualquer ponto inicial.

As duas estratégias de globalizacdo comumente exploradas nos métodos para sistemas
de equacdes ndo lineares sdo a busca linear e as regides de confiancga [27]. Naquela, a partir
de um iterado x;, o algoritmo escolhe uma direcdo py, na qual ird procurar um novo iterado
com valor de fun¢cdo menor do que o anterior; enquanto nesta, as informagdes coletadas sobre a

funcdo objetivo f sdo usadas para construir um modelo my, cujo comportamento perto do ponto
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atual x; é semelhante ao de f. Como o modelo m; pode ndo ser uma boa aproximacao de f
quando x estd longe de x, restringimos a busca por um minimizador de my, para alguma regiao
em torno de x; — a regido de confianga. Este minimizador (restrito) serd tomado como passo da
k-ésima iteracdo se fornecer um decréscimo suficientemente grande para a funcao f.

Conforme Martinez e Santos [25], quando tratamos de métodos para sistemas de equa-
coes nao lineares, as regides de confianca costumam ser mais eficazes do que as buscas lineares
no processo de globaliza¢do de convergéncia. Por este motivo destinamos uma secao para expli-

car os fundamentos que sustentam tal técnica.

2.3 METODO DE REGIAO DE CONFIANCA

Os métodos de regido de confianca constituem importantes procedimentos iterativos
para a solucdo de problemas de otimizagdo, sendo utilizados, principalmente, com o intuito
de controlar, a cada iteragdo, o tamanho do passo dado por um determinado algoritmo. Sendo
assim, configuram estratégias passiveis de combina¢des com diferentes escolhas de passos — a
exemplo de passos Newton e Quase-Newton.

Consideremos o problema de otimizagdo irrestrito

min /(). (33)

onde f : R” — R é uma fun¢do duas vezes continuamente diferenciavel.

A fundamentagdo dos métodos de regido de confianga consiste, basicamente, em substi-
tuir, a cada iteragdo, a funcado f por um modelo que a aproxime em uma vizinhanga do iterado
xj. Para tanto, escolhemos uma regido em torno de x; onde este modelo, a ser denotado por
my, € confidvel, isto €, na qual my, representa suficientemente bem o comportamento de f. Neste
contexto, o passo a ser dado a partir de x;, para identificar x| é baseado na minimizacao do
modelo na referida regido de confiancga, implicando na substituicao do problema irrestrito (33)
pelo problema restrito

min my(p) sujeito a ||p|| < Ag, (34)
pER”

onde A, representa o raio da regido de confianga na k-ésima iteragdo. Em geral, definimos || - ||
como a norma Euclidiana e, por consequéncia, a solugdo p; de (34) é o minimizador de m; na
bola centrada em x; com raio Ay.

Um dos modelos mais utilizados em métodos de regiao de confianca é o modelo quadra-
tico, definido, a cada iteracdo, por

1
m(p) =i+ VI p+ 50" Hip, (35)
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onde Hj € uma matriz simétrica que aproxima szk, podendo ser a propria matriz Hessiana de f.

Este modelo € baseado na série de Taylor de segunda ordem dada por
1
FOo+p) =fie+ Vi p+ 0T Vof o+ )p.

para algum ¢ € (0, 1). Desta forma, a diferenca entre my(p) e f(x; +p) é da ordem O(||p||2),
levando-nos a concluir que o erro de aproximacao € pequeno quando p é pequeno.
A escolha do raio da regido de confianga na k-ésima iteragdo € baseada na concordancia

entre o modelo my, e a fungdo objetivo f. Para tanto, dado um passo p € R, definimos a razio

_JC) = +p)
my(0)—my(p)

O numerador de r; é denominado redugdo real da funcdo, e o denominador € a redugdo prevista

rk(p)

pelo modelo.

Note que my(0) = f;. Disto e do fato de py minimizar m; em uma regido em torno de xg,
temos que a redugdo prevista sempre deverd ser ndo negativa. Consequentemente, se ry(py) for
negativo, o novo valor da funcio f(x; +py) € maior do que o valor corrente f(x;), implicando na
rejeicdo do passo py.

Neste contexto, r;(p;) proximo de 1 indica uma boa concordancia entre my(py) e f(x; +
Pr), sendo seguro expandir a regido de confianca na proxima iteracdo. Em contrapartida, ry(py)
negativo ou proximo de zero induz a necessidade de diminuir a regido de confianca. Nos casos
em que ri(py) for positivo, mas ndo muito proximo de um e nem de zero, ndo alteramos o
tamanho da regido de confianca para a proxima iteracao.

O tamanho da regido de confianca é fundamental para a eficdcia de cada iteracdo. Por um
lado, se a regido for muito pequena e representar bem a func¢ao, o algoritmo perde a oportunidade
de dar um passo substancial que o moverd mais perto do minimizador da funcio objetivo. Em
contrapartida, se a regido de confianca for muito grande, o minimizador do modelo pode estar
longe de ser o minimizador da funcao objetivo na regido, obrigando-nos a reduzir seu tamanho.

O algoritmo a seguir, baseado na obra de Nocedal e Wright [27], descreve o processo

supracitado.
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Algoritmo 3: Método de Regiao de Confianca
Entrada: xo € R"; A>0; Ag € (0,A);e § € [0,%);
Saida: x* € R";
inicio

k <— 0;

Calcule Vf;. e Hy;

repita
1) Obtenha p;, resolvendo o subproblema

: 1 .
min m(p) =fi+ Vi p+ 50" Hip, sujeito a lpl] < Ay

2) Calcule
_ ) =fOac+pp)
my(0)—my(py)

r(Pi)

se ri(pp) < % entao
1 .

Apy1 — 78¢5

senao
3 ~
se ri(pk) > 7 e ||pl| = Ay entdo
‘ Ay — min(2Ag, Ap);

senao

A A

fim
fim

se ri.(p) > O entao
Xi+1 S Xk TPk

Calcule Vf, 1 e Hiy s

senao

‘ X+l S Xk
fim

3 k—k+1;
até Vf, =0;

fim
x5 — xi.

Diferentemente da otimizagdo irrestrita, nos sistemas de equagcdes ndo lineares geral-
mente € necessario definir uma fungdo auxiliar para medir o progresso do método em direcao a

uma solucio do problema — denominada fun¢do de mérito. A func@o de mérito € uma fungdo
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com valor escalar em x que indica se uma nova iteracao € melhor ou pior do que a iteragdo atual.
Em sistemas de equacgdes ndo lineares esta funcdo € comumente obtida pela combinagdo das
n componentes da fun¢do vetorial F, sendo uma das mais utilizadas a metade do quadrado da

norma euclidiana de F, ou seja, a fungdo f : R” — R definida por

@) =F@|* (36)

Desta forma, as derivadas de f(x) podem ser expressas em termos da Jacobiana J(x), j4 que

Vf() = Y Fi(0) VEj(x) = J(x) F), (37
j=1
e, assim,
V) =Y VE®VE@T + Y F0 VA
j=1 j=1
=J0)T I+ Y Fi(x) V2F(x). (38)
j=1

Frequentemente J (x)TJ (x) € mais importante do que o segundo termo da soma em (38),
Ja que os residuos F;j costumam se comportar de maneira proxima da linearidade em regides
adjacentes a uma solucgdo e, assim, VZFJ- sdo relativamente pequenos. Por ndo exigir derivadas de
segunda ordem (que podem ndo estar disponiveis ou ser de dificil obtencao), a possibilidade de
assumir a aproximacao sz (x)=J (x)TJ (x) mostra-se, desta forma, vidvel e atrativa. Pensando
nisto, os métodos de regido de confianca mais amplamente usados para equagdes nao lineares

utilizam a funcao de mérito (36) e o modelo Gauss-Newton m,?N (p) definido por
GN 2
m™ (p) = S| Fx+Jpp|
2 T T,T
= 5| Fell* +F{ o+ 50" T{ T
=fi+ Vi p+3p T I (39)
Desta forma, o passo pj é gerado mediante a procura de uma solugdo do subproblema
Minimizar mkGN (p) sujeito a ||p|| < Ay,

onde Ay, € o raio de regido de confianca definido na k-ésima iteragdo. Assim, a razdo ry(p) entre

a reducao atual da funcdo e a reducao prevista pelo modelo é dada por

2 2
[ Fell”— [ FOx+p) |

1E3ll ™= [[Fie+ Jipl

A efetividade do método de regido de confianca depende, crucialmente, da resolucao do

subproblema estabelecido no passo 1 do Algoritmo 3. Duas estratégias comumente utilizadas
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para encontrar solu¢des aproximadas deste subproblema sdo o método Dogleg e o método
Steihaug [27]. O primeiro € apropriado para os casos em que a matriz Hy, € positiva definida
para todo k; ja o segundo € mais recomendado quando Hj, = szk, e quando esta matriz € grande
e esparsa.

No método que iremos propor no Capitulo 3, iremos recorrer a uma versao Quase-
Newton do modelo quadratico (39), na qual as matrizes Hj, sdo semidefinidas positivas. Portanto,
utilizaremos apenas o método Dogleg para a resolugcdo de (34) — razdo pela qual destinamos
uma secao a seguir para abordar o método. Antes, porém, abordaremos um importante conceito

inerente a referida técnica: o ponto de Cauchy.

2.3.1 O ponto de Cauchy

A convergéncia global dos métodos de regido de confianca € garantida a partir do fun-
damento de que, a cada iteracdo, encontramos um passo, com dire¢do e tamanho adequado,
que fornec¢a reducgdo suficiente no modelo considerado. Esta reducdo pode ser quantificada em
termos do ponto, na direcdo de maxima descida —Vf}, que causa o maior decréscimo do modelo

my, dentro da regido de confianca: o ponto de Cauchy. Defina, entdo,
df =-Vf;.

A razdo pela qual buscamos minimizar o modelo quadratico my, a partir da direcao dkc
¢ justificada pelo fato de que, localmente, m;, se comporta de maneira semelhante a sua versao

linear [}, dada por
W) =i+ VI . (40)

Ora, a solugdo p; do problema

argmin fk+kaTp sujeitoa  ||p|| < Ay
peR”
¢ simplesmente o ponto de intersecdo entre a dire¢cdo de maxima descida e o bordo da regido de
confianca, dado por
Ag

r_o_ Tk y 41
Ph=Tvpd @b

isto €, um multiplo positivo do vetor —Vf;, = d,g.

Denotamos o ponto de Cauchy na k-ésima iteragao por p,?, e definimos
C C
Pr =Ty,
onde

T = argmin {mk(’cdkc) ] H’cdkCH < Ak},
7>0
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e Ay € o raio de regido de confianca na k-ésima iteragao.
O tamanho do passo de Cauchy 7; pode ser calculado explicitamente, conforme a propo-

sicdo a seguir.

Proposicao 2.3.1. Seja p,? o ponto de Cauchy. Entdo,

2
Vel Ay
VIEH VIVl

Tj = min

Demonstragdo. Perceba que
mi(tdg) = fi~T| Vil + 3 VA Hy Vi

Assim, para o caso kaT H Vfi, <0, temos que, sempre que Vf; # 0, a fungdo mk(’cdkc)
decresce monotonamente conforme 7 cresce. Dai, para que a redugdo do modelo seja a maior

possivel, respeitando o limite da regido de confianca, 7; deves ser dado por

Ay
T = (42)
A

toda vez que Vf; #0.
Ja para o caso kaT H Vfi, >0, mk(rdlf) serd uma quadrética convexa em 7. Logo, 7; serd

o minimizador irrestrito desta quadrética, definido por

2
- IVl
VT H Vi

quando este minimizador estiver contido na regido de confianga; caso contrdrio, T, serd o limite

da regido de confianca definido por (42). 0

O passo de Cauchy mostra-se barato do ponto de vista computacional, principalmente
por ndo exigir nenhuma fatoragdo de matriz. Além disto, ele € suficiente para garantir conver-
géncia global a um método de regido de confianca, porém tal convergéncia pode ser lenta em
determinados problemas. Pensando na aceleracao deste processo deu-se o desenvolvimento do

método Dogleg, a ser explorado na subsecido a seguir.

2.3.2 O método Dogleg

O método Dogleg é uma estratégia de resolucdo do subproblema de regidao de confianca
que possibilita a combinag¢do do passo de Cauchy com passos Newton ou Quase-Newton, bus-
cando usufruir das vantagens ofertadas pelos dois tipos de passos envolvidos. Devido a sua
estruturacdo e fundamentacao, a utilizacao do referido método é recomendada apenas nos casos

em que a matriz H; do modelo quadrético (35) é definida positiva.
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Assuma, portanto, que Hj é definida positiva, e denote a solucéo de (34) por p*(Ap),
onde Ay € o raio de regido de confianga na k-ésima iteracdo. Sob tal condicdo, o minimizador
irrestrito do modelo my, definido por (35) sera dado por pB = —H,;Ika. Entdo, quando a regido de
confianga for grande o suficiente a ponto de conter tal minimizador, ou seja, quando || pB | < A,

teremos
B
P A =p”.
Por outro lado, quando a regido de confianca ndo contiver o minimizador irrestrito de my,
(|8l > Ap), a restricdo ||p|| < Ay impGe que a parte quadratica de my, ndo terd muita influéncia

para o modelo. Neste caso, a solugdo p*(Ay) pode ser aproximada pela solucdo de
min [;(p) sujeito a ||p|| < Ay,
pER”

onde [} é definido por (40). Desta forma, tomaremos

* _Ak
AY) = —* V.
AT

isto €, tomaremos como solu¢do a intersecdo entre a dire¢do de maxima descida —Vfj e o bordo
da regido de confianca.
Para valores intermedidrios de A, a solucdo p*(A) segue a trajetéria curva evidenciada na

figura abaixo:

o Novo

1:-"‘})8

Trajetoria
Ofima

Dogleg

Figura 3 — Passo Dogleg.

O método Dogleg calcula uma solu¢do aproximada de (34), substituindo a trajetoria
6tima por uma aproximagao composta por dois segmentos de reta. O primeiro segmento vai da

origem até o minimizador de m; na direcado de maxima descida, definido por

2
v_ VAl

=7 o Vi
VI H Vi
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Ja o segundo, segmento percorre pU até pB.

Assim, representamos o passo Dogleg por pP (%), para T € [0,2] da seguinte maneira:

~ U ~
- -, 0<1<1,
PP = (43)
PU+E-DpB-pY), 1<E<2

Assim como feito na obra de Nocedal e Wright [27], veremos no lema a seguir que a
medida que T cresce o tamanho do passo Dogleg aumenta, simultaneamente com a redu¢do do
modelo. Disto e do fato de que o caminho Dogleg intersepta a regido de confianca no maximo
uma vez, o minimizador do modelo na regido de confianca ao longo do referido caminho pode

ser obtido analiticamente.
Lema 2.3.2. Seja H positiva definida. Entdo,
(i) || pP (‘Z’)H é uma fungdo crescente de 7, e
(ii) m (pD (f)) é uma fungdo decrescente de 7.
Demonstragcdo. Consideremos, inicialmente, T € [0, 1]. Perceba que
> = ="
cresce quando 7 cresce, o que confirma a validade de (i). Além disto,
n(p0) <n (')
=f+2vfIpY+ %fz(pU)THpU.
Derivando esta expressdo com relacdo a 7, temos que
' (PP®) ="V + 20" Hp
[/
VITEVf  VfTHVf
S [/
— VfTHEVf VfTHVf
=0.

Logo, m (pD (‘Z’)) ¢ uma func¢do decrescente com relagdo a 7, e, neste caso, vale (ii).
Considere, agora, T € [1,2] e a € (0, 1). Defina h() por

ey =3[P0+

2
U B U
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2 2
A s priep
Para que valha (i), precisamos mostrar que /'(a) > 0 para « € (0, 1). Ora, mas

W@ =" ¥ -pP)+al|p” -p"|
> 0" ")

_ VAP g (VAP -1

_ HVszVfTH_IVf (1 vy ) |

VITHV \ (VTHVf)(VfTH1 Vf) @

Do fato de H ser positiva definida, Vf THVf>0e Vf TH_lVf > (. Por consequéncia, o
primeiro fator de (44) € ndo negativo, restando-nos a tarefa de mostrar tal caracteristica, também,
para o segundo fator.

Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, sabemos que, dados u,v € R",
W) < |Jul?|v))? = @Fw) ).

Tomemos u = Hl/ZVf ev= H_l/ZVf. Desta forma, ulv = VFIVf, uTu = VFTHVf e vIv =
VTH-1Vf. Logo,

IVEI1* = (VT vr)?
< (VfTHV) (ViTHV)).
Portanto,

%11 3
(VITHVA(VTHVS)

’

isto €,
) v
(VITHVA(VfTH1Vf) —

Disto e de (44), concluimos que #’(¢t) > 0.

Para (ii), definimos A(¢) = m(pD(l + 1)) € mostraremos que () <0 para o € (0,1).
Substituindo (43) em (35), temos que

o) =f + VT Y +a@® -p") + Y +a@® -p")T H Y +(a@p? -pY))
=1+ 9TV + S HpY +a [P -pU) (Vf + HpY) | + 302 -p¥) H P -pY).

Derivando esta expressdo com relacio a o, obtemos que

W ()= @B -pHT v+ HpY) + a@pP-pY)TH P -pY)
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< @B-p"T (vf+HpY +H (PP -pY))
=P -pH T (vf+HpP)

=B -p) T (VF-HH'Vf)

=0.

]

Como j4 mencionado anteriormente, p? serd tomado como solucdo do subproblema de
minimizagdo na regido de confianga quando H pB H < A. Por outro lado, quando H pB H >Ao
caminho pD (7) interceptard o limite da regido de confian¢a em exatamente um ponto, e, do fato
de m ser decrescente ao longo do referido caminho, tomaremos como solu¢@o do subproblema

este ponto de interse¢do. Assim, computamos 7 resolvendo a seguinte equacdo quadratica:
U,z 1voB_ U = A2
|V + @108 -pY)| "= 4%

2.3.3 Escalamento Afim

O desempenho de um algoritmo de otimizacao depende, entre outros fatores, da estrutura
e do escalamento dos problemas a serem resolvidos. Fun¢des mal escaladas sdo aquelas em que
pequenas mudangas em uma ou mais coordenadas de um ponto de seu dominio produzem gran-
des variagdes na imagem da funcdo, quando comparadas com varia¢des de outras coordenadas.
Em contrapartida, problemas bem escalados sdo menos sensiveis a pequenas variacdes em um
ponto do dominio, facilitando, muitas vezes, o processo de minimizacdo almejado.

Topologicamente, um sintoma do mal escalamento de uma funcdo f é que seu minimiza-
dor x* costuma ficar em um vale estreito, de modo que os contornos de f préximos de x* tendem
ser elipses altamente excéntricas. Tal complicagdo configura um dos principais motivos pelos
quais foram desenvolvidas regides de confianga elipticas, nas quais 0s €ixos sao mais curtos nas
direcdes mais sensiveis e mais largos nas direcdes menos sensiveis. O cerne das regides de confi-
anca elipticas consiste em considerar uma matriz diagonal com elementos diagonais positivos, a
ser denominada por D, e encontrar um passo p adequado que minimize um determinado modelo
da funcio e satisfaca

1Dpl| < A,

onde A € o raio da regido de confianga. Quando f(x) € altamente sensivel ao valor da i-ésima
componente x;, tomamos o elemento diagonal correspondente da matriz D, d;;, grande. O valor
de d;; deve ser proximo de zero para componentes x; menos sensiveis.

O escalamento das regides de confianca necessita que ajustemos algumas varidveis ante-

riormente abordadas. Definimos, portanto,

p=Dp,
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e passamos a considerar o modelo quadrético
i (P) =i+ VD™ p+ 3p" DT D p.
Desta forma, o subproblema (34) passa a ser reinterpretado como
,%ﬁ@mk@) sujeito a ||p|| < Ag.

Isto evidencia que o desenvolvimento da teoria e dos algoritmos para regides de confianca
elipticas pode ser derivado das regides de confianca tradicionais (baseadas em bolas euclidianas).
Para tanto basta substituir p por p, Vf; por D! Vfi, Hy, por D_lHkD_l. Disto e de (41), temos

que a solugdo p; do problema

argminfk+kaTp sujeitoa || Dp|| < Ag.

peR”
satisfaz A
Dpf=——"k __plyy.
T AL
Portanto,
A )
*
Pr="T—o 70 Vi
DIVl

isto €, um multiplo positivo do vetor —D_2ka. Por este motivo, a direcao de maxima descida
escalada a ser considerada é Zz’kc = —DEZka, onde Dy é a matriz de escalamento na k-ésima
iteragdo.

Assim, o ponto de Cauchy escalado € definido por
pS =%y, (45)

onde
%, = arg min {mk(rak) | HerdkCH < Ak},
>0

e Ay € o raio de regido de confianc¢a na k-ésima iteracao.

De forma similar ao realizado na Proposi¢do 2.3.1, garantimos que

bl

, (46)
Vi DEHDEV ||D VA

Tr, = min

A escolha da matriz D é, evidentemente, fundamental para a eficicia das regides de
confianga elipticas. Quando nos reportamos a métodos de regides de confiancga aplicados a
sistemas nao lineares com restri¢des de caixa, as matrizes afim-escala propostas por Coleman e

Li [6] ganham destaque pela maneira pela qual conseguem lidar com as respectivas restrigdes.
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Consideremos uma caixa n-dimensional Q C R”, definida por
Q={xeR"|I<x<u},
e o problema de otimizacao restrito a caixa

)Icléigf (), 47)

onde f : Q — R € definida por f(x) = %||F(x)||2.
As condi¢des de otimalidade de primeira ordem do problema (47), sdo apresentadas no

teorema a seguir.

Teorema 2.3.3. Seja x* € Q um minimizador local do problema de otimizagdo (47), e f conti-

nuamente diferencidvel em uma vizinhanga aberta de x*. Entdo,

Vi) =0 sel;<x; <u;,
V() <0 sexi=u,, (43)
Vi(x*) >0 sex’=1I;.

l

Demonstracdo. Verifiquemos as trés possibilidades de ordem das coordenadas de x* em relagdo
aos limites da caixa:
a) l,‘ < x;-" <u;.

Suponha, para obter contradi¢do, que Vf;(x*) #0.

Defina p; = -Vf;(x*), e note que p; Vfi(x*) = -Vf2(x*) <.

Como Vf € continuo préximo de x*, suas componentes também sdo continuas nesta
vizinhanca. Logo, existe um escalar 7' > 0 tal que

pi Vi(x* +1p) <0, (49)

paratodo t € [0,T].

Assim, do Teorema de Taylor, segue que, para todo 7 € (0,77,
[ix™ +1p) = fi(x) +1p; V(X" +1p),

para algum ¢ € (0,7).

Disto e de (49), f;(x* +1p) < f;(x*) para todo 7 € (0,7T]. Escolhamos 7 suficientemente
pequeno, de tal forma que

li <)C;~k +fpl‘ < uj.
Perceba que encontramos uma diregdo a partir de x; que reduz o valor da fungéo dentro

da caixa, o que leva a concluir que x* ndo é um minimizador local — uma contradicao.
Portanto, Vf;(x*) = 0.
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b) x' =u;

Suponha, para obter contradi¢do, que Vf;(x*) > 0.

Ora, como x; encontra-se em um limite superior da caixa, podemos tomar a diregdo de
maxima descida p; = -Vfi(x*) < 0 e, assim, para um escalar positivo 7 suficientemente
pequeno, garantimos que

li <)C;~l< +fpi < uj.

Perceba que encontramos uma diregdo a partir de x; que reduz o valor da fun¢do dentro
da caixa, o que leva a concluir que x* ndo é um minimizador local — uma contradig@o.
Portanto, Vf;(x*) < 0.

C) X;-k =l,'

Suponha, para obter contradi¢do, que Vf;(x*) <O0.

Ora, como x;.“ encontra-se em um limite inferior da caixa, podemos tomar a direcao de
méxima descida p; = —Vf;(x*) > 0 e, assim, para um escalar positivo 7 suficientemente
pequeno, garantimos que

l; <)C;~|< +1p; < u;.

Perceba que encontramos uma dire¢ao a partir de x; que reduz o valor da fung¢do dentro
da caixa, o que leva a concluir que x* ndo é um minimizador local — uma contradicao.
Portanto, Vf;(x*) > 0.

O]

Pontos que satisfazem as condi¢des estabelecidas em (48) sdo chamados de pontos

estaciondrios do problema de otimizagdo (47). Tendo em vista que essas condigdes sdo escritas

em termos das coordenadas do vetor gradiente de f, dado um ponto x € In#(2), a matriz afim-

escala D(x) € definida, estrategicamente, por

onde

vy @)~
D(x) = ,
’vn(x)|—1/2
= diag <|v1(x)|_1/2,--- , vn(x)|_1/2> . (50)
uj—x;, se Vfi(x)<0eu; <o,
xi—lj, se Vfi(x) >0el; <—oo,
Vl'(x) — 1 1 ﬁ( ) l (51)

-1, se Vfi(x) <0 e u; =oo,
1, se Vfi(x) > 0e l; = —oo.
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Desta forma, fica evidente que D(x) nao esté definido na fronteira de 2. Em contrapartida,
D(x)"! pode ser estendido continuamente até 14, ja que os elementos de sua diagonal principal

ndo possuem restricdes que os impecam de serem nulos. Assim,

vi@)|2

Dy = :
172
‘Vn(x)‘
para todo x € Q, em que v;(x) € dado por (51) e, por consequéncia, D(x)"! é continuo para todo
x € Q.

Devido a maneira como ¢ definida a matriz afim-escala, quando o ponto atual esta
préximo de um limite da caixa e distante de um ponto estaciondrio do problema (47) a estratégia
de regido de confianca Coleman-Li costuma for¢ar um grande passo, um recurso geralmente
necessario para métodos de otimizagdo eficientes e praticos. A Figura 4 evidencia o caso em
que o iterado estd proximo da fronteira da caixa, e o eixo maior da elipse propicia que passos

maiores sejam explorados caso haja necessidade.

Q

Figura 4 — Possibilidade de passo maior para uma regido de confianga eliptica em um problema
com restri¢ao de caixa.

As condi¢des de otimalidade de primeira ordem expressas por (48) sdo equivalentes a
um sistema nao linear de equacdes envolvendo a matriz afim-escala, cujo tratamento é, frequen-

temente, mais simples de ser feito.

Lema 2.3.4. Seja x € Q. Entdo D(x)_IVf (x) =0 se, e somente se, x € um ponto estaciondrio do
problema (47).

Demonstragcdo. Suponha inicialmente que D(x)_1 Vf(x)=0. Note que, por D(x)_1 ser uma matriz
diagonal, tal hipétese equivale a
il - Vi) =0,
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parai=1,...,n. Neste contexto, € necessirio que analisemos as possibilidades de posiciona-
mento das componentes de x em relacdo aos limites da caixa:
a) l,‘ <X; <Uu.

Neste caso, por (51), necessariamente, |v;(x)| 12 #0. Consequentemente, Vf;(x) = 0.

b) x;=1;.

Neste caso, temos duas situagdes para analisar. Se |v;(x)| 172

# 0, entdo, necessariamente,
Vf;(x) = 0. Por outro lado, se |v;(x)| 12 2 0, entdo, v;(x) = 0 = x;—1;. Logo, de (51), temos
que Vf;(x) > 0.

Portanto, Vf;(x) > 0.

C) X; = Uj.

Neste caso, temos duas situagdes para analisar. Se |v;(x)| 12

# 0, entdo, necessariamente,
Vf;(x) = 0. Por outro lado, se |v;(x)| 12 0, entio, vi(x) =0 =u;—x;. Logo, de (51), temos
que Vfi(x) <0.

Portanto, Vfi(x) < 0.
Isto completa a primeira parte da prova.
Considere, agora, x um ponto estaciondrio de f. Assim, € necessario que analisemos as
possibilidades de posicionamento das componentes de x em relacio aos limites da caixa:
a) lj<xj<u;
Entdo, por hipétese, Vfj(x) = 0. Consequentemente, |v;(x)| 1z Vfi(x)=0.

b) x;=u;
Entao, por hipétese, Vfi(x) < 0. Se Vf;(x) =0, o resultado € confirmado automaticamente.
Assuma, portanto, Vf;(x) < 0. Assim, de (51), v;(x) = u; —x; = 0, e, por consequéncia,
i) Vfix) = 0.

¢) xj=lj
Entdo, por hipétese, Vf(x); > 0. Se Vf;(x) =0, o resultado é confirmado automaticamente.
Assuma, portanto, Vfi(x) > 0. Assim, de (51), vj(x) = x;—[; =0, e, por consequéncia,
vi)| 2 V£ = 0.

Isto completa a prova. 0

Como D! é ndo singular em In#(Q) e vale (37), a partir do Lema 2.3.4 podemos concluir
que se x* € Int(Q) é um ponto estaciondrio do problema de otimizagao (47) e J(x*) é ndo singular,
entdo F(x*) =0, isto é, x* é solu¢do do sistema ndo linear. Além disto, x* é um minimo global
de f. Para maiores detalhes, este e outros resultados tedricos relativos a abordagem afim-escala

sdo encontrados nas bibliografias [1, 6, 12].
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3 METODO QUASE-NEWTON PARA RESOLUCAO DE SISTEMAS QUADRADOS
DE EQUACOES NAO LINEARES COM RESTRICOES DE CAIXA

Neste capitulo adaptaremos as ideias discutidas anteriormente a fim de propor um método
de regido de confiancga escalada Quase-Newton para sistemas nio lineares quadrados sujeitos a
restricOes de caixa. A partir desta proposicao discutiremos resultados tedricos que fundamen-
tam o referido algoritmo, e que garantem, sob determinadas condi¢des, taxa de convergéncia

superlinear.

3.1 DESCRICAO DO METODO
Neste estudo desejamos resolver o seguinte sistema de equagdes:
F(x)=0,x€Q, (52)
onde
Q={xeR"|I<x<u}.

[; E RU{—o0}, u; € RU{+oo}, parai=1,...,n. Assumimos que F : Q C R" — R" ¢ continua-
mente diferencidvel num conjunto aberto que contém €.

Este sistema pode ser convertido em um problema de minimos quadrados. Para isto,
basta definir f : Q C R" — R por

1
f@=mew. (53)

Expandindo a expressao que define f(x), verificamos que
L 2
f@=3 Y F @
i=1

1
=> (Ff(x)+F§(x)+ . +F3(x)> .

Assim, a i-ésima coordenada do gradiente de f pode ser escrita como

e
Vfi(x) —J; B—x,-Fj(x)’

em que i = 1,...,n. Portanto,
Vi(x) = J(x) T F().

Com estas defini¢cdes basicas, passaremos a considerar o problema de otimizagao associ-
ado a (52)

)Igéigf (x), (54)
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onde f : Q CR" — R é dada por (53).

Note que toda solucdo de (52) €, também, solugao de (54), porém € possivel que existam

minimizadores locais de (54) que nao sejam solucdo de (52) (veja a Figura 5). Desta forma,
quando consideramos o problema de otimizagdo, a resolugdo de (52) depende diretamente da
identificacdo de solucdes globais de (54). Conforme destacado no final do Capitulo 2, quando
x* € Int(Q) é um ponto estaciondrio de (54) e J(x*) é ndo singular, entdo x* é um minimizador

global do referido problema.

3
1 2
— || F
SIIF@)
—4 -3 —2 - 0 1 2 3 4
F(z)[ -

Figura 5 — Comparacdo entre F e f para a funcdo F(x) = ¥-x?+1

Para métodos de regides de confianca afim-escala que buscam resolver (52), a cada

iteragc@o o passo py costuma ser obtido por meio da resolucdo do subproblema
Minimi GN . .
inimizar m" (p) sujeito a || Dyp|| <A,

onde m,?N(p) = %HF;( +Jp||%, A é o raio da regido de confianga e Dy = D(x;) é a matriz afim-
escala, simétrica definida positiva, definida no capitulo anterior pela equacdo (50). Aqui, m,(zN
denota o modelo Gauss-Newton na k-ésima iteragdo, e foi utilizado em grande parte dos estudos
de métodos de pontos interiores que utilizam regides de confianga [1, 12].

Pensando em diminuir a carga de trabalho do método que estamos propondo, substi-
tuimos a matriz Jacobiana de F' por uma matriz de atualizacdo secante B. Desta forma, assim
como realizado por Yuan e Wei [35] e por Zeng e Fu [36], passamos a considerar um modelo

Quase-Newton e, por consequéncia, a resolu¢do do subproblema
. N .
Minimizar mlg (p) sujeito a || Dyp|| <A, (55)
onde

N 2
m@N (p)= L||Fi+Byp|
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= 3 |Fl>+ F{ Bip+ 30" B{ Byp.
A direcdo Quase-Newton que minimiza mgN(p) serd aquela que satisfaz
Fir+Byp=0.
Evidentemente, sob a condi¢do de By, ter posto completo,
p=-B;'Fy.

De forma sucinta, com excec¢do da substitui¢do de J por B (por consequéncia, a substi-
tuicdo de um modelo quadrético Gauss-Newton por um modelo quadratico Quase-Newton, e de
uma matriz afim-escala por uma matriz baseada na abordagem afim-escala), o funcionamento
do método que propomos € similar ao método de regido de confianga afim-escala desenvolvido
em [1]. Dada a iterag@o interna atual, definimos a regido de confianga escalada com raio A >0
e calculamos o passo corrente a partir da resolucao do subproblema (55). A reducdo prevista
do modelo quadrético e a redugdo real da func¢io objetivo proporcionadas por este passo sao
calculadas. Se a reducao real for grande o suficiente quando comparada a reducao prevista, um
multiplo vidvel deste passo € entdo calculado e somado ao iterado atual x;, gerando um ponto
de teste. Se a reducgdo real gerada pelo passo vidvel for suficientemente grande em relagcdo a
reducgdo real do passo (inteiro), o ponto de teste serd aceito e uma nova iteracao serd iniciada.
Caso contrdrio, o raio da regido de confianga € reduzido e repetem-se os procedimentos para
identificar um passo que satisfaca as condi¢des de redugdo real da fung¢do. Veremos a seguir, com
maiores detalhes, os procedimentos relativos a escolha do raio de regido de confianga, da matriz
de escalamento, da viabilidade do passo escolhido, das condi¢des de decréscimo do modelo em
relacdo a fungdo objetivo utilizada e da escolha da matriz de atualizacdo secante.

Tendo em vista as vantagens obtidas na convergéncia dos métodos de regiao de con-
fianca, comprovadas por Zhang e Wang [37], consideraremos o raio de regido de confianca
a cada iteragdo como Ay = c!1, onde 0 < ¢ < 1, t é um niimero inteiro nio negativo e N =
min{max{1,||Fy|}, 102}. Além disto, dado um iterado X € Int(Q)), a matriz de escalamento

D(xy) da regido de confianga que utilizaremos € definida por

vy G|
D(Xk) = . s

[

= diag (1 (o002 (56)



Capitulo 3. Método Quase-Newton para Resolugdo de Sistemas Quadrados de Equacdes Ndo Lineares com

Restrigcoes de Caixa 56

onde )

ui— ()i, se (BIFp)i<0eu;<oo,
pi—li,  se BIFp)i>0elj<—os,
-1, se (BIFp)i<0eu; =,
1, se (B,{Fk)i >0el;=—oo.

vi(xg) = (57)

(
Como consequéncia desta defini¢do, temos que, diferentemente de Dzl, Dj. ndo estd definida na
fronteira de Q.

Assim como os métodos de regido de confianca afim-escala, buscamos desenvolver um
método de pontos interiores para caixas, ou seja, um método no qual todos os iterados gerados
pelo algoritmo estdo no interior de . Seja, entdo, x; € Int(2) um iterado do algoritmo e seja

p € R" uma dire¢ao. Defina
A(p) =argmax{t > 0lx;,+tp € Q}. (58)

Por consequéncia, se A(p) > 1, entdo x; +p € Int(Q); por outro lado, se A(p) < 1, entdo
xi+p ¢ Int(QQ) (veja a Figura 6). Em Otimizagao, tal fato implica na necessidade de reduzir o
tamanho do passo, a fim de garantir que o processo de minimizacao esteja limitado a trabalhar

com pontos viaveis.

Alp) <1 Alp) > 1

.\.1';, +p
-
-

.

Figura 6 — Comportamento de A em uma caixa em R3.

Também, dado 6 € (0, 1), definimos

1 se A(p)>1,
Sp)= (59)
max {6,1-|[]p|| }A(p)  caso contrério.

Defina, agora,

o(p) =S (p)p. (60)
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Desta forma, x; + ot(p) € Int(€2). Logo, independentemente de xj + p estar fora ou na fronteira
da caixa, a(p) € um maltiplo interior de p.
Determinado o passo p € R, definimos a redugao real e prevista na k-ésima iteragao,

denotadas, respectivamente, por ared;(p) e pred(p), pelas expressoes

aredy(p) = f (xp) —f (xk +p),
pred;(p) = m,gN(O)—m,gN(p)-

Um critério inicial para que o passo seja aceito € de que a reducdo real fornecida por p
seja grande o suficiente em comparag¢do com a reducdo prevista. Neste caso, a direcdo p deverd

satisfizer a condi¢ao
_aredi(p) _ f(s)~f (i +p)
predy(p) mgN(O)—mgN(p) B

em que p € (0,1) é dado. Além disto, a reducdo real fornecida pelo multiplo viavel o(p) deve

ri(p)

ser suficientemente grande em relagdo a reducao fornecida por p, isto €, deve valer a condi¢ao

aredy(Q(py)) > yaredy(py),

onde ¥ € (0, 1) é dado.

Com relagdo a escolha das matrizes de atualizagdo secante, propomos que seja tomado
By = Jp, onde J € a matriz Jacobiana de F no ponto inicial x( calculada pelo método das Di-
ferencas Finitas. Esta escolha € justificada pelo fato de estarmos baseando o desenvolvimento
do método na abordagem afim-escala de Coleman e Li [6], cuja constru¢cdo da matriz de esca-
lamento depende fundamentalmente do vetor Vf =J TF. Como propomos aproximar J por uma
matriz de atualizacdo B, para evitar um passo inicial que se distancie da soluc¢io procurada e/ou
se aproxime inapropriadamente das fronteiras da caixa, € importante que iniciemos 0 processo
iterativo do método com uma matriz B muito proxima da Jacobiana exata. Neste contexto, to-
mar By =1, como ¢ feito usualmente em sistemas nio lineares irrestritos [35, 36], implica em
assumir a aproximagdo Vf ~ F() e correr o risco de promover um escalamento inadequado que
encaminhe o processo iterativo a falha.

Para fins de aproximagdo do modelo com a funcdo, dado um passo vidvel s; = a(py)

exigiremos que as matrizes By, |, aproximagdes de Jy, 1, satisfacam a equacdo secante

By 15k = Yk

em que y; = Fyy1 —F; € s;p = X341 —X;. Conforme visto no capitulo anterior, as atualizagdes
BFGS, SR1 e Broyden sido tradicionais féormulas que satisfazem a referida equacgdo, e serdo,
portanto consideradas em nosso método.

Diferentemente da resolugdo de sistemas nao lineares irrestritos, a atualizagdo BFGS
aqui proposta ndo contemplard a condicao de curvatura y,{sk > (, que almeja preservar a carac-

teristica de By, ser sempre definida positiva ao longo do processo iterativo. Tal fato ocorre,
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primeiramente, devido a escolha By = Ji), que ndo oferece a garantia de iniciar o processo ite-
rativo com uma matriz definida positiva. Além disto, a cada iteragdo o vetor B,{F r € utilizado
como base para indicar a direcdo a ser percorrida pelo método, a partir da constru¢cdo da matriz
de escalamento Dy. Neste sentido, manter By, | = By por vdrias iteracdes seguidas mostra-se uma
alternativa que, além de impedir que B}, possa capturar informag¢des importantes com relagio a
curvatura da fun¢do f, encaminha o distanciamento dos vetores Vf;,| = JkT+1F k+1 © B]{HF ka1
Estes fatores tendem conduzir a sequéncia gerada pelo método a locais inadequados da caixa,
comprometendo a resolu¢ao do problema.

Sem a condi¢d@o de curvatura, a atualizacdo BFGS perde a caracteristica de By, ficar
definida positiva e, por consequéncia, de estar bem definida a cada iteracdo. Além disto, quando

skll e llyll
poderdo ser proximos de zero e dificultar a utilizacao das féormulas secantes, principalmente as

a viabilidade do problema limitar a escolha do passo a vetores muito pequenos,

atualizacdes BFGS e Broyden. Assim, a formulagcdo das atualizacOes secantes utilizadas sera

dada por:
a) Atualiza¢dao Simétrica de Posto Um (SR1), definida por

—Biesi) Yi—Bisi)”
B, + O=Bsk
BRI _ k Or—Biesi)T sk

B, caso contrario.

. se |sTor—Brsw)| > &llsell vk —Beskll:

(61)

Aqui, € > 0 representa uma tolerancia que evita a existéncia de possiveis singularida-

des na atualizagdo.

b) Atualizacdo Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno (BFGS), definida por

_ BisisiBi |yt T T .
BBFGS _ Bk sTBise  olso C skl s Bese| = & 62
k+1  — SR1 L. (62)
Bk e caso contrario.
¢) Atualizacdo Broyden, definida por
(e—Biso)sy T =
BRO _ B S se 8y Sk > &;
B = k (63)
k+1 SR1 .
Bk e caso contrario.

Com tais informacdes, torna-se possivel definir o algoritmo principal do método proposto.
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Algoritmo 4: Método STRQN (Scaled Trust-Region Quasi-Newton)

Entrada: x € Int(Q); By € R"*"; ¢,0,p,7€ (0,1);
Saida: x* € Q;

inicio

k+<—0et<+—0;

repita
1) Calcule F e Dy;

2) Resolva o sistema linear
N
BkPkQ =—Fp;

3) Calcule Ay, = ', onde 1 = min {max {L||Fll}, 102}.

se HkagN H < Ay entdo
‘ Defina pj = p,gN;
senao
\ Calcule a solucdo pfc do subproblema de regido de confianga (55);
fim

4) Calcule
aredk(p]t()

predi(p})’
e aredy(a(p})), onde au(p}) é calculado conforme (60);

se () < p ou aredi(a(p})) < yaredi(p}) entdo
t+—t+1;

re(ph) =

Volte para o passo 3;
senao
\ Xjp] X+ a(p));
fim
5) Calcule By, de acordo com a atualizacdo secante escolhida;

6)k+—k+let+—0;
até F, =0;

fim
X — xg.

Convém ressaltar que o procedimento "passo 3 - passo 4 - passo 3" serd aqui denominado
como circulo interno.

Na préxima secao apresentaremos os resultado tedricos referentes ao Algoritmo 4.
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3.2 RESULTADOS DE CONVERGENCIA

A fim de provar os resultados de convergéncia do Algoritmo 4, consideraremos as se-

guintes hipéteses:
(HI) O conjunto de nivel L(xq) := {x eQ | fx)<f (xo)} ¢ limitado para todo x( € Q;

(H2) F(x) é duas vezes continuamente diferencidvel em um conjunto aberto, limitado e

convexo €2 contendo Q;

(H3) A seguinte relacdo vale

|W=Ba"F = odlp}

(H4) Para todo k os valores singulares da matriz By, a serem denotados por Gik, sao unifor-

memente limitados, de modo que existem constantes 0 < My < M que satisfazem
Mo<cok<M,i=1,...n
Importante observar que de (H4) podemos concluir que, para todo k, By € ndo singular e

1 - 1
Mo < ||Bx|| <M e w <1B¢ | < 515-

B/ZBkH < M?2. Além disto, de (H2), podemos concluir que existe M| >0
T < My

Partindo das hipéteses iniciais, desenvolveremos alguns resultados tedricos auxiliares

Assim, para todo k,

tal que, para todo k,

para garantir a convergéncia da sequéncia gerada pelo Algoritmo 4. O lema a seguir definird a
ordem das diferencas entre a reducao real da funcdo e a reducdo prevista pelo modelo utilizado

na k-ésima iteragdo, sendo fundamental para a demonstracdo de resultados posteriores.

Lema 3.2.1. Suponha que valem (H1) — (H4). Seja p,’( a solugdo de (55), e seja {x;.} a sequéncia
gerada pelo Algoritmo 4. Entdo

|aredi(p})-predip})] = O(|[p}||-
Demonstragdo. Pelo Teorema de Taylor [27], temos que
Flug+p) = Fi)+ 0o+ O( | )
Disto e de (H1) — (H4), deduzimos que

|aredi(p}) —predi(p})| = (o) —f O+ pl) —my(0) + my ()|

1
= P+ Bt P e P
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1 2
b e AT

1 4
FLBe=Jopl+ 50" B Be=I] 1wl +O(lpf [

< [ Ee I+ 0clit P+ ol
= o(pi P
L]

A fim de obter garantia de que a soluc@o do subproblema de regido de confianca (55)
diminuird o valor do modelo na k-ésima iteracdo, um resultado cldssico necessario para métodos
de regido de confianga € a limitacdo inferior da redugdo prevista (predk(pltc) > (). Desta forma,
quando a razdo entre aredk(pfc) e predk(pfc) for maior que zero, garantimos que aredk(ptk) >0,

isto é, que p,t< fornece um decréscimo para a fun¢do f. E o que nos mostrard o lema a seguir.

Lema 3.2.2. Se pi é solugdo de (55), entdo

AL }

Ly 1.1 )
predk(pf{) > EHDk BkaHmm{ctnk, D;lB,{BkD#H

Demonstracdo. Como pf{ € solugdo de (55), para todo 8 € [0, 1], vale que

A _
predi(p,) > predy, (-ﬁ HD_—kaZB,{Fk>
k

'BLE
] BA ?
k —2pT
=~ [ IFl?*- Fr— 7Bk By Fi
2 HDk By F kH
_ 1 _ _
> ﬁAkHDle,{FkH - EﬁZA,%HDle,{Bkal H (64)
Como em (64) temos uma expressdo quadratica com concavidade voltada para baixo,
vale que
1
predi(pl) > max {ﬁAkHD#B,{FkH - EBZA%HDEIB,szDEI M . 65)
0<p<1

Derivando a quadratica acima em rela¢do a 3 e igualando a zero, identificamos que o
maximizador da quadritica em questao ocorre para

—1 pT
__eien

B (66)

Al|Dy B BD |
Este maximizador € alcangado por passos Quase-Newton, jd que nesse caso garantimos que
—1 pT
HDk Bl Fk‘
1pT R, -1 t
By BiD ||| Da |

0<B <—
1Dy
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|oe' st
~ o2 5B
|e' 5t
o e

Disto e da substituicao de (66) em (65), concluimos que

D;'BIF,
predk(p’)>lHD_lBTFkain Ay Lk
0=l o7 alan|
1 pT
o 8 min d Lata
=57k Prtk e T T pT R -1
2 D' BB D |

]

Além da garantia de reducdo do modelo ao longo do processo iterativo, a convergéncia
do Algoritmo 4 depende da finitude da quantidade de circulos internos realizados a cada iteracdao
(para que o algoritmo esteja bem definido), e da convergéncia da sequéncia {f; }. Abordaremos,

nos proximos dois lemas, resultados relativos aos aspectos supracitados.

Lema 3.2.3. Assuma que valem (H1) — (H4) e considere x; um iterado da sequéncia gerada
pelo Algoritmo 4 tal que Fj, # 0. Entdo existe um niimero inteiro ndo negativo t < o, tal que as
condicoes rk(pf() >pe aredk(a(p,tc)) > }/aredk(plt() relativas ao passo 4 do referido algoritmo
sdo satisfeitas, isto é, na k-ésima iteragcdo o circulo interno termina em um niimero finito de

passos.

Demonstracdo. Suponha, para obter contradicao, que o Algoritmo 4 realiza o circulo interno
infinitamente na k-ésima iterag@o, de forma que 7 — oo, rx(p}) <p e ¢’ — 0.
Evidentemente, existe € > 0 tal que ||Fy|| > €. Disto e de (H4), D;lBlek #0.
Tomemos, agora, p,tc de forma que Hkach < Ay, onde Ay = ¢'ny — 0, quando ¢ — oo,

Dos Lemas 3.2.1 e 3.2.2 temos entdo que

oty 1| = [4re D prede )] 2004 |*)
‘ predi®pl - Adl|D B

Como HD#B,{F;{H >0 e ||p}|| = 0, quando ¢ — eo, concluimos que |r(pi)—1| — 0.
Assim, existe fp > 0 tal que para todo 7 > f,

re(pl) > p.

Além disto, do fato de x; pertencer a Int(2), temos que existe ¢; > 0 (dependente de
xy) tal que para todo ¢ > t| vale pfc = Oc(pfc) e, consequentemente, aredk(a(p;c)) > }/aredk(pfc).
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Defina #, = max{fy,#; }. Entdo para todo ¢ > t, as condi¢des para encerrar o circulo interno na
k-ésima iteracdo sao satisfeitas. Isto contradiz a hip6tese inicial da demonstracdo, e completa a

prova. [

Lema 3.2.4. Assuma que valem (H1) — (H4), e que {x;} é a sequéncia gerada pelo Algoritmo 4.
Entdo {x;} C L(xg). Além disto, {f;} converge.

Demonstracdo. Da defini¢do do referido algoritmo, temos que

r(pl) = p > 0.

Disto e do Lema 3.2.2 segue que aredk(pfc) > (. Portanto,

ared(a(ph)) > yaredi(p},) > 0.

Assim,
S 1) < fx) < - < fxo)

Isto comprova que {x;} C L(xq). Considerando que, para todo k, f;, > 0, concluimos que

{fi} converge. A prova estd completa. 0

Lema 3.2.5. Seja {x;} a sequéncia gerada pelo Algoritmo 4, e assuma que vale (H1). Entdo,

para todo k existe xp >0 tal que
I < 20

Demonstracdo. De (HI) sabemos que existem a = (ay,...,an) € R* e b= (by,...,by) € R", tais
que, para todo k,
a,-g(xk),-gb,-, i=1,...,l’l. (67)

Considere Z; o conjunto de indices i para os quais /; € finito e Z, o conjunto de indices para os
quais u; € finito. Escolheremos, por conveniéncia, a € b que satisfazem simultaneamente (67) e

as condicoes

bj—a; > 1, i=1,...,n
a; <1, VieZ;
uj < b;, VieZ,

Como Dzl ¢ diagonal com elementos positivos, temos que ||D;l || equivale ao maior autovalor da
referida matriz, isto €, ao seu maior elemento. Disto e de (57), o resultado segue automaticamente
com

XD:ml?lX{bi_ai}~
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Teorema 3.2.6. Assuma que valem (H1) — (H4), e que {x;.} € a sequéncia gerada pelo Algoritmo
4. Entdo, ou o algoritmo termina em um niimero finito de iteracoes (identifica uma solucdo vidvel
do sistema ndo linear), ou gera uma sequéncia infinita {x; } tal que

tim D7 BYFi| =o0.

k—o0

Demonstracdo. Assuma que o algoritmo ndo termina apds um nimero finito de iteracdes. Pre-
cisamos, entdo, mostrar que a relacao
lim HD_lBTF H =0
K300 k Ptk
¢ verdadeira.
A fim de obter contradicao, assumiremos, entdo, que existe £ >0 e uma subsequéncia
infinita {ij} tal que HD#B,?F k; H > €1, Naturalmente, do fato de {ij} C Int(Q), D;l € ndo sin-
) ) )
gular para todo k;. Assim, B,kaj # 0, e existe & >0 tal que Hij H > & .Sejae=min{€g,&,1}.
J
a T — —1pT
seja K = {k|||Dg'BIFi|| > e, Full = & }.
Usando da defini¢dao do Algoritmo 4, de (H4), do Lema 3.2.2 e do Lema 3.2.5, obtemos

Y [f)~f )] > v Y aredi(p})

kek kek
>y Y p-predi(py)
kek

) )
> Z Yp - —min{c[ks, R } s

onde #;, € o maior valor de ¢ obtido no circulo interno no ponto iterativo xj.

Pelo Lema 3.2.4, sabemos que {f; } é convergente. Logo,

s {te i
Zyp-zmm g, ———— 1 < oo,

2

Entdo, t; — o quando k — oo e k € K. Assim, podemos assumir que #; > 1 para todo k € K.
De acordo com a determinagdo de py, k € K, no circulo interno, a solugio p; correspon-

dente ao seguinte subproblema

2, sujeito a [|Dyp] < "y,

) N 1
H}?mm;g )= 5 ||Fi+Brp|

nao € aceitdvel, ja que teremos
ared(Py)

68
predi (D) (65)

e/ou
aredi(0(py)) < yared(Py)- (69)
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Suponha que vale (69). Sabemos que t;, — oo quando k — oo, k € K. Disto e do fato de
{xr} C Int(Q), teremos py, = a.(Py) para 1 suficientemente grande. Isto contradiz (69).

Suponha, agora, que vale (68). Ora, do Lema 3.2.2 sabemos que

~ € . 1 3
predi(Pr) > = min {ct" €, } .
2 (xpM)?

Além disto, do Lema 3.2.1 temos que

|aredi(pr)—pred(p)] = O(|pe|*) = O D).

Portanto,
aredy(py)—predi(py) | _ | aredi(py) ’ O(c2=1)y
redi (P T pred,Br) | T € fi—1 € '
predy(py) predi(py) £ min {c e, s }
Como #;, — oo quando k — oo, obtemos
di (P -

arediPY) .y 4 g

predi(Py)
Isto contradiz (68), e completa a prova. 0

Corolario 3.2.7. Seja {x;} a sequéncia gerada pelo Algoritmo 4 e suponha que valem (H1) —

(H4). Sob tais condicdes, se um ponto limite x* da sequéncia pertence a Int(Q), entdo
F(x*)=0.

Demonstracdo. Para o caso em que a sequéncia gerada pelo algoritmo € finita, o resultado segue
de modo imediato. Suponha, entdo, que ela € infinita. Do Teorema 3.2.6 temos que € gerada uma

sequéncia infinita {x;} que satisfaz
lim “DkB,{FkH =0.
k—oo
Como, para todo k, x; e x* pertencem a Int(Q2), Dy, é ndo singular. Portanto,
Jim [ =o
Finalmente, de (H4) e da continuidade de F, concluimos entdo que

lim [|Fi| = [[F)| =0.
k—o0

Portanto, F(x*) =0. H
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A tese deste coroldrio configura um importante resultado tedrico relativo ao algoritmo
que propomos neste estudo, ja que direciona a resolu¢do do problema central que motiva o
desenvolvimento deste trabalho. Porém, até agora, ele estd limitado a convergéncia de uma
subsequéncia do Algoritmo 4. Desta forma necessitamos ainda provar, sob condi¢des adequadas,
que a sequéncia (inteira) converge a uma solu¢do do problema, e sob qual velocidade esta

convergéncia ocorre.

Teorema 3.2.8. Seja {x;} a sequéncia gerada pelo Algoritmo 4 e x* € Int(Q) um ponto limite
da sequéncia. Suponha que valem (H1) — (H4), que limy_,o, |[x; —xt41]| = 0 e que o conjunto de

raizes interiores de F em L(xg) € finito. Entdo, limy_,.,x; =x* e F(x*) =0.

Demonstragcdo. Seja A C L(xp) o conjunto dos pontos limite de {x;} que pertencem a In#(£2),
e X* o conjunto de raizes interiores de F em L(xg). Tome z € A. Entdo, existe um subconjunto

K SN tal que limycg x = z. Pelo Coroldrio 3.2.7 e pela continuidade de F, temos que
0=lim F(xy) = F(2),
Jim () = F(2)

ou seja, A C X*, e, pela hipétese de finitude de X*, A € finito.
Seja A={zq,...,zm}. Mostraremos que m = 1. Defina

8 =min{|zj—-z|| | i#j: i.j=1.....m} >0.

Como z; sdo pontos de acumulagdo de {x;} e limy_,o ||z —xi41|| = 0, existe ky € N tal que
xp € U HB(z;,6/4) e ||xg—xpq1| < 6/4 para todo k > kg. Assim, se xz, € %(z1,6/4), com
k1 > kg, vale para todo i > 2 que

i =1 || = []2i =21 +21 =5k, +3, =341
> |lzi—z1 [l = |21 =2, ||~ |5k, =Xk, 41 )
25-3-4
.y
-3

e, portanto, necessariamente, x| € #(z1,6/4). Usando o principio da indugdo, x; € %(z;,0/4)
paratodo k > k; e

lim x; =z;.

k%ka |
Portanto, A = {z;} e, da continuidade de F, F(z;) =0. O]

A hipétese de finitude das raizes interiores de F' no conjunto de nivel L(xq) ndo configura
uma hipdtese muito exigente, uma vez que para valores de xq suficientemente proximos de uma

raiz interior isolada ela acaba sendo satisfeita automaticamente.
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Ao provar sob as devidas condi¢des que a sequéncia {x;} gerada pelo Algoritmo 4
converge a uma solu¢do do problema de estudo, podemos concluir que, se x* € In#(Q), a partir
de uma determinada iteracdo, os passos Quase-Newton calculados pelo Algoritmo 4 ndo exigirao
a reducdo do raio de regido de confianga através do circulo interno e estardo automaticamente
dentro da caixa Q. E o que mostraremos no Lema 3.2.10, porém, antes, necessitamos do resultado

auxiliar apresentado a seguir.

Lema 3.2.9. Seja z € Int(Q). Entdo existe ' >0 e 21 >0 tal que |D(xp)|| < 9, para todo
X € B(z,1) C Int(Q).

Demonstragdo. Como z é ponto interior de Q, existe ¥’ € (0, 1] tal que Z(z,2r') C Int(Q). Defina
9D, = \/; Logo, para todo x; € %B(z,1'),

|Con)i =il |ui— o)l > 7,

)

parai=1,...,n.
Assim, de (56), segue que ||D(xp)|| < \/; = 9. O

Lema 3.2.10. Suponha que valem (H1) — (H4). Considere pfc a solugdo do subproblema de
regido de confianca (55), gerada pelo Algoritmo 4, e x* € Int(Q) um ponto limite de {x; }jck,

onde K é uma sequéncia infinita de indices, tal que
lim ||Fy|| = 0.
Jim |7
Entao existe ko € {0,1,2,...}, tal que, para todo k > kg, k € K,
N
X1 =Xk +p,? , (70)
onde kaN = —BEIF k-
Demonstragdo. Da continuidade de F,
lim || F|| = ||[F&™)|| = 0. 71
Jim [ = [P an

Como {xy }pcg € limitada e x* € Int(Q2), pelo Lema 3.2.9 existe 2| >0 tal que || Dy || < 2,
para todo k € K. Disto e de (H4) vale que

N 1 9,
[oer?™| < |- 2] < 3t 1EL

Desta inequacao e de (71),

li HD QNH:O. 7
kek | <Pk 72)
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Ora, {x;} C Int(Q) e, dessa forma, D;, € ndo singular para todo k € K. Assim, por (72),

lim |2

H = 0.
keK

Disto, de (58) e de (59), segue que existe ke {0,1,2,...}, tal que Hka’gNH <Are l(p,gN) >1

para k > k , k € K. Consequentemente, pg =p,gN, é(plgN) =le oc(kaN) =pQN parak >k k€ K.
Perceba que para k > k, k € K, vale, portanto, que

predi(pd) = m2" 0)-mZ" pd),
= —F{ B}~ %(pg)TBZ Bi(pp),
= ok
Disto e do Lema 3.2.1, segue, portanto, que

‘aredk(pg)—predk(p,?)‘

e

-1 = lim

)

lim ‘
keK

o que implica que
lim g (pQ) = 1.
keK k(Pk)

Portanto, existe kg > k, ko € {0,1,2,...}, tal que rk(pg) > p, para todo k > kg, k €

K. Assim, para k suficientemente grande, pg = kaN € aceito no passo 4 do Algoritmo 4, e a

atualizagdo de x| € dada por (70). Isto completa a prova. [

Antes de provar a convergéncia superlinear da sequéncia gerada pelo Algoritmo 4, apre-
sentaremos duas hipéteses adicionais. A primeira delas diz respeito a continuidade Lipschitz
de J(x), e € necessdria para que resultados auxiliares ja apresentados no Capitulo 2 possam
ser utilizados. J& a segunda, trata-se da condicdo de Dennis-Moré, que implica que o passo

Quase-Newton converge para o passo Newton, em dire¢do e magnitude.

(H5) Paratodo x,y € ;| tem-se que existe L > 0 tal que

M@ -JM < Lx-y

; (73)

(H6) By aproxima J(x*) na dire¢do a(p]t(), isto é,

lim | [Bre —J () o1 —x7) | 0.
k—>oo o1 — x|l
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Com estas hipdteses estamos aptos para provar, sob condi¢des especificas, a convergéncia
superlinear da sequéncia gerada pelo Algoritmo 4. Tal taxa de convergéncia € tipica dos métodos
Quase-Newton, e mostra-se mais rdpida do que a convergéncia linear, porém mais lenta que a
convergéncia quadritica. Assim como acontece na convergéncia quadratica do método Newton,

faz-se necessdrio que assumamos agora a ndo singularidade de J em um ponto limite x*.

Teorema 3.2.11. Seja {x;} a sequéncia gerada pelo Algoritmo 4 e x* € Int(Q) um ponto limite
da sequéncia. Assuma que valem (H1) — (H6), que ||x;—xp41|| — O, que o conjunto de raizes
interiores de F em L(xg) € finito e que J(x*) é ndo singular. Entdo x; converge superlinearmente

para x*. Além disto, F(x*) = 0.

Demonstracdo. Do Teorema 3.2.8 jd sabemos que x;, — x* € Int(Q) e que F(x*) = 0. Resta
apenas provarmos que esta convergéncia € superlinear.

Do Lema 3.2.10 sabemos que existe kg € {0,1,2,...}, tal que, para todo k > kg, X341 =

N
P

X+ pg, onde pg = . Assim,

0= kag +Fk,
= [Br—J(x")p) + Fi+J(x*)pY,

para todo k > k. Portanto,
_ *31,.0 *y. 0
~Fiy1 = [Br=J()pp + (F g1 + Fi +J(X7)pp)s

onde pg = Xy ] — Xk
Agora, do Lema 2.2.5, segue que, para k > k),

el _ [BeI0OW]| i+ e
I |#2]
[[Bx =T N Coger 1 =20l L [0 1 =%k || max {||ege g =" ||, [[oce =" ||}
[+ =X | 41 =X |
| [Bx —J () Ctgeae1 = X0

||xk ]_ka +L(ka+1 _x*||+ka_x*“)'
+

Assim, de x; — x* e de (H6),

F
lim [ Frerll

0 =0.
il

Agora, pelo Lema 2.2.10, existem c¢; > 0, k' >0, tal que

| Fre1ll = c1llxgr —x* ||,
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para todo k > k. Portanto,
ia . cpllxger —x*
0= lim | k:)rlHZl il k+(1) I
I
S
) C1l|Xge1 =%
> lim 1H f+l H —
koo ||t =[]+ [|eg — x|
.. cle
= lim K ,
k—oo €} + 1
k1= | .
n = =—= Isto impli
onde ey, == sto implica que .
lim e, =0,
k—oo
o que completa a prova de convergéncia superlinear do algoritmo. [

Com este resultado de convergéncia superlinear do Algoritmo 4, concluimos os resulta-
dos tedricos que fundamentam o método proposto. No proximo capitulo analisaremos o desem-
penho do método STRQN em sistemas ndo lineares quadrados sujeitos a restricdes de caixa e

verificaremos, desta forma, se os resultados recentemente provados podem ser observados na

prética.
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4 RESULTADOS NUMERICOS

Os resultados numéricos constituem um dos principais meios para andlise de desempenho
de um método computacional, uma vez que permitem quantificar eficiéncia e robustez a partir
de sua execuc¢do em um conjunto de problemas. A comparacio destes resultados com os de
outros métodos numéricos de mesma classe possibilita identificar em quais aspectos o método
em questdo € mais vantajoso em relagdo aos demais, indicando os tipos de problemas mais
recomendados para sua utilizacdo.

Neste capitulo serdo detalhados os resultados numéricos do Algoritmo 4, proposto ante-
riormente, baseado no seu desempenho em trinta problemas praticos disponiveis na literatura [1,
3, 11, 15, 19, 28]. Tais problemas incluem equacdes relativas aos processos de combustao, equi-
librio quimico, cinemética de robds, transferéncia radiativa — evidenciando a importancia da
andlise destes resultados numéricos para as dreas de engenharias e de ciéncias aplicadas. Neste
contexto, foram explorados diversos sistemas restritos representativos de equacdes nado lineares,
com diferentes niveis de esparsidade, que foram titeis para testar os métodos considerados na
identificac@o de solucgdes no interior e na fronteira da regido vidvel Q.

O conjunto de problemas utilizado, com diferentes valores de dimensao n, estd expli-
citado na Tabela 1. Dos trinta problemas utilizados, dois t€ém limite inferior infinito e limite
superior finito (problemas 28 e 30); seis tém limite inferior finito e limite superior infinito (pro-
blemas 16, 17, 19, 20, 21 e 23); e os outros vinte e dois t€ém limites superior e inferior finitos.
Todos os problemas foram escolhidos por serem utilizados com frequéncia na literatura, prin-
cipalmente no que tange a obtenc¢do de resultados numéricos de métodos focados em resolver

sistemas ndo lineares quadrados sujeitos a restri¢cdes de caixa.
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Tabela 1 — Problemas-teste.

Prb  Funcdo n
1 Himmelblau Function [11] 2
2 Equilibrium Combustion Function [11] 5
3 Powell’s Badly Scaled Function [11] 2
4 Ferraris and Tronconi System [11] 2
5 Brown’s Almost Linear System [11] 5
6 Robot Kinematics Problem [11] 8
7  Circuit Design Problem [11] 9
8 Series of CSTRs, R=0.995 [11] 2
9  Smith Nonisothermal CSTR [11] 1

10 Discrete Integral Function [1] 50
11 Discrete Boundary Value Function [1] 500
12 Trigonometric Exponential System [3] 5000
13 Troesh Problem [3] 500
14 Trigonometric System [3] 1000
15 Countercurrent Reactor Problem [3] 1000
16  Five Diagonal System [3] 500
17 Seven Diagonal System [3] 500
18 Zero Jacobian Function [28] 2000
19 Chandrasekhar H-Equation, ¢ = 0.99 [15] 1000
20 Chandrasekhar H-Equation, ¢ = 0.9999 [15] 1000
21 Chandrasekhar H-Equation, ¢ =1 [15] 1000
22 Boundary Value Problem 2 [15] 2500
23 Boundary Value Problem 3 [15] 7500
24 Brent Problem [19] 3000
25 Yamamutra Problem [19] 10000
26 Tridiagonal System [19] 750
27 Extended Wood Problem [19] 200
28  Singular Broyden Problem [19] 500
29 Extended Powell Singular Problem [19] 5000
30 Structured Jacobian Problem [19] 8000

Todos os experimentos realizados foram conduzidos a partir de trés iterados iniciais
xp diferentes para cada um dos trinta problemas da Tabela 1. Em particular, utilizamos xq =
[+0.25x (u—1), com Kk = 1,2,3, para os problemas com limites inferior (/) e superior (u) finitos.
Para os demais casos, a férmula para geracao dos pontos iniciais foi a mesma, porém, utilizamos,
exclusivamente para este fim, /; = —4 (nos casos em que a i-ésima coordenada era ilimitada
inferiormente) e u; = 8 (nos casos em que a i-ésima coordenada era ilimitada superiormente).
Estes parametros foram os mesmos utilizados no artigo de Francisco, Krejic e Martinez [12].
Quando o ponto inicial gerado era a solu¢ao do problema substituimos o respectivo valor de k¥
por k+0.5.

Convém salientar que as implementa¢cdes computacionais desenvolvidas neste estudo

foram realizadas no software Matlab - Versdao R2020b, e executadas em um computador com as
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seguintes especificacdes técnicas: Processador Intel(R) Core™ 7-8550U; Meméria RAM 8GB;
Arquitetura 64 bits; e Sistema Operacional Windows 10.

A fim de melhorar a organizacdo deste capitulo, detalharemos, inicialmente, a maneira
como ocorreu a implementacdo computacional do método STRQN. Em seguida, compararemos
trés métodos STRQN com diferentes escolhas de atualizacdes secantes (consequentemente,
de passos Quase-Newton). Aquele que tiver obtido maior eficiéncia e robustez, serd utilizado,
posteriormente, para a compara¢dao do método proposto neste estudo com os métodos cldssicos
STRN [1] e PLM [17]. Por fim, analisaremos o desempenho do método STRQN, ressaltando
suas potencialidades e fragilidades na resolucio de sistemas de equacdes ndo lineares sujeitos a

restri¢des de caixa.

4.1 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL DO METODO STRQN

O método STRQN, estruturado conforme o Algoritmo 4, necessita que definamos alguns
parametros. Nesta perspectiva, a implementacdo computacional do método foi realizada com
¢=0.25,0 =0.99995, p =0.0001 e y=0.001. Ja a matriz B tomada foi a matriz Jacobiana de
F em x(, denotada por Jj, calculada numericamente pelo método de Diferencas Finitas (esta
escolha, inclusive, estd justificada no Capitulo 3).

No passo 3 do Algoritmo 4, quando o passo Quase-Newton p,gN ndo esta contido in-
teiramente na regido de confianga escalada, € exigido que encontremos uma dire¢do p; que
satisfaga ||Dypy|| < Ay, onde Ay € o raio de regido de confianca da iteragdo corrente. Nestes
casos, tomamos pj como o passo Dogleg pf . Este passo necessita do ponto de Cauchy escalado,
que pode ser calculado a partir da substitui¢do de Vfj, por B,{F r € de Hj por B]{Bk nas equagoes
(45) e (46). Desta forma, dada a direcdo escalada d€¢ = —DZZB]{F r € 0 raio Ay >0, o passo de

Cauchy na regido de confianca € expresso por
C = 5C
Py = _dek >

onde 5
—1 pT
R

Tr = min T
B 2BLF|* 11PE B

Assim, o passo Dogleg pf € computado da seguinte maneira:

~ADBIF,

ot d S Cll —
[ e o] -

p
P +(u-1) (p,gN - ka> caso contrdrio;

em que U € a solucdo positiva de

o (o +01- (6£-0)) [ =
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Evidentemente, a escolha estratégica de u fard com que o passo Dogleg esteja dentro da regido
de confianca. Para os casos excepcionais em que Hka,gH <Ape p,gN ndo pode ser calculado
devido a singularidade de By, tomamos ka = plg. Garantimos, desta forma, que o passo 4 do
Algoritmo 4 estard bem definido. Ressaltamos que o comportamento do passo Dogleg aqui
apresentado € similar aquele representado pela Figura 3, com a diferenga do formato da regidao
de confianca (passa a ser eliptica, ao invés de uma bola euclidiana).

Se para os métodos de regido de confianca afim-escala, que calculam a matriz J a cada
iteracdo, os pontos proximos da fronteira da caixa costumam evidenciar dificuldades no processo
iterativo, € natural que para o método STRQN isto também aconteca. Mais ainda, as aproxi-
macdes de Vf pelo vetor BT F no referido método, decisivas para definir as direcdes a serem
percorridas no interior da caixa, podem ndo ser suficientemente boas, a ponto de provocar um
escalamento ruim para as regides de confianca utilizadas. Neste sentido a sequéncia gerada pelo
Algoritmo 4 pode se aproximar de fronteiras da caixa que ndo possuem pontos estaciondrios do
problema min,.cq f(x) por perto, aumentando as chances de ocorrer falhas no processo iterativo.
Assim, quando identificado que o iterado estd na fronteira da caixa e distante de um ponto
estaciondrio, o algoritmo foi programado a retornar duas iteragdes e calcular a respectiva matriz
Jacobiana, tomando Bj_, = J;_;. Esta estratégia, embora tenha um custo elevado do ponto de
vista computacional, mostra-se uma alternativa para tentar salvar o processo iterativo, € passard
a ser denominada de step-back.

Além disto, quando no circulo interno de uma iteracdo € evidenciado que o raio de regido
de confianca ficou muito préximo de zero (utilizamos a tolerancia 107©), indicando que o modelo
quadratico Quase-Newton utilizado ndo oferece uma boa aproximacao para a fungao objetivo f,
reiniciamos a iteracdo substituindo By, por Ji. Esta estratégia mostrou-se necessdria uma vez que
a utilizac@o de um raio excessivamente pequeno implica na escolha de um passo insignificante,
podendo indicar ao método falha devido a impossibilidade de obten¢do de melhorias no residuo
ndo linear ||Fy41 —F||. Salientamos que tanto esta mudanga quanto o step-back ndo interferem
na convergéncia do Algoritmo 4, e foram implementadas como forma de superar, na medida do
possivel, alguns obstaculos enfrentados na pratica pelo método STRQN. Ao final do processo
iterativo o Algoritmo 4 indica o sucesso ou a falha na identificacdo de uma raiz de F em €2, além
das seguintes informagdes: nimero de iteracdes realizadas; nimero de avaliagdes de F realizadas
(sem incluir as avaliagdes utilizadas para calcular a matriz J); tempo de execugdo do algoritmo;
quantidade de step-backs realizados; quantidade de célculos da matriz J no circulo interno;
norma euclidiana do valor corrente de F(x) e de D(x)_1 Vf(x); nimero de passos Quase-Newton
e nidmero de passos Dogleg utilizados.

O sucesso do Algoritmo 4 ¢ declarado se ||Fy|| < 107, enquanto a falha é declarada nas

seguintes ocasides:

F1. o limite mdximo de 5000 itera¢des foi atingido;
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F2. o limite mdximo de 10000 avalia¢cdes de F foi atingido;
F3. o limite maximo de 3600 segundos de execu¢ao do algoritmo foi atingido;

F4. ||Fry1—Fi|| < 100-eps-||Fil|, isto é, ndo foi possivel obter melhoria para o residuo nao

linear;
F5. A sequéncia estd se aproximando de um minimo local de f em €2;

F6. Erro ao calcular a matriz Dy, ja que a sequéncia se aproximou de uma fronteira de €.

Ressaltamos que o valor eps = 2752

, usado em F4, € o valor de precisdo relativa de ponto
flutuante do software Matlab. Ainda, pelo fato do Algoritmo 4 substituir, a cada iteragdo, Jj
por uma matriz de atualizacio By, a falha F'5 ndo pode ser identificada diretamente. Por isso, a
cada iteracdo, o algoritmo calcula D%lB,{F € avalia seu valor na norma euclidiana. Se tal norma
€ menor ou igual que a tolerancia 1079, calculamos a matriz Ji € tomamos Dy como a matriz
afim-escala em x;. Neste caso, se ||D;1JkTF || < 1070 a falha é declarada e o algoritmo péra;
caso contrario, o algoritmo prossegue com By, = J;. J4 a falha F'6 somente € declarada apos a
utilizagdo sem sucesso da estratégia de step —back.

Analisaremos, na proxima sec¢ao, o desempenho do método STRQN baseado em trés
atualizacOes secantes diferentes. Desta forma, buscaremos identificar a melhor forma de atualizar

a matriz B, considerando as especificidades de sistemas ndo lineares com restri¢des de caixa.

4.2 COMPARACAO ENTRE METODOS STRQN

O método STRQN foi formulado com o propdsito principal de evitar o cdlculo da matriz
Ji a cada iteracdo, substituindo para tanto J; por uma matriz de aproximacgdo By, obtida por
uma atualizagdo secante. Consideraremos, neste estudo, as atualiza¢des SR1, BFGS e Broyden,
definidas no capitulo anterior, respectivamente, pelas equagdes (61), (62) e (63). O valor utilizado
para o parmetro & nas referidas expressoes foi de 1078, Além disto, passaremos a denotar o
método STRQN com atualizacdo BFGS por STRQN-BFGS; com atualizagdo SR1 por STRQN-
SR1; com atualiza¢do Broyden por STRQN-Broyden.

A Tabela 3 (Apéndice B) detalha os resultados numéricos da execuc¢do dos métodos
STRQN-BFGS, STRQN-SR1 e STRQN-Broyden nos problemas da Tabela 1. Como forma
de complementar os dados apresentados, na Tabela 4 (Apéndice C) sdo apresentados maiores
detalhes inerentes aos problemas que apresentaram alguma falha ao longo do processo iterativo:
a norma de F no ponto inicial ||F(xg)||, a norma de F no ponto em que ocorreu a falha ||F(x*)||,
e a distdncia entre este ponto ao ponto estaciondrio mais préximo ||D(x* )_1Vf )| (aqui D(x™)

¢ a matriz afim-escala em x™).
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Sintetizamos os dados relativos ao tempo de execucao dos referidos métodos em cada

um dos noventa problemas utilizados no perfil de desempenho (Apéndice A) a seguir:
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Raz&o de Desempenho

Figura 7 — Perfil de desempenho baseado no tempo de execu¢dao dos métodos STRQN-BFGS,
STRQN-SR1 e STRQN-Broyden.

Podemos perceber que o método STRQN-SR1 foi o método mais eficiente, uma vez
que, considerando a totalidade de problemas resolvidos, ele foi o solucionador mais 4gil em
aproximadamente 53.33% dos casos, ante 30% do método STRQN-BFGS e 17.78% do método
STRQN-Broyden. Além disto, o método STRQN-SR1 foi o mais robusto, resolvendo cerca de
87.78% dos problemas ao qual foi submetido, evidenciando, assim, ser o melhor dentre os trés
métodos comparados. Os métodos STRQN-BFGS e STRQN-Broyden resolveram, cada um,
cerca de 81.11% dos problemas.

Conforme constatado por Nocedal e Wright [27], as matrizes geradas pela férmula SR1
tendem a ser boas aproximacdes para a verdadeira matriz Jacobiana de F'— muitas vezes melhor
do que as aproximag¢des BFGS, ja que ela ndo garante que a matriz de atualizacdo mantenha-
se definida positiva e pode, portanto, ser adequada em problemas indefinidos. Além disto, a
condi¢do p,{(yk—kak) ~ 0 ocorre com pouca frequéncia, uma vez que requer certos vetores
alinhados de uma maneira especifica.

Com relagdo as falhas apresentadas pelos métodos comparados, fica evidente a predo-
minancia das falhas F4 e F6. Estas falhas sdo tipicas de métodos de pontos interiores, uma vez
que eles apresentam dificuldades em dar continuidade ao processo iterativo em regides muito
proximas das fronteiras da caixa. Nesta perspectiva, destacamos que embora F4 tenha sido de-

clarada em grande parte dos casos devido a exigéncia da utilizacdo de passos muito pequenos
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para manter a viabilidade das iteragdes, esta falha também pode ocorrer préxima de pontos
estaciondrios do problema de otimiza¢do ou quando o raio de regido de confianga ficar muito
préximo de zero.

Outro fator negativo enfrentado pelos métodos STRQN foi o trabalho computacional
realizado na obten¢ao do passo Quase-Newton, por meio da resolu¢dao de um sistema linear de
ordem n. Logo, nos casos em que n € grande o tempo para realizacao de uma iteracao foi elevado.
O problema 25 deixa isto nitido: a realizacio de poucas iteracOes e circulos internos (avaliagdes
da fun¢do F), aliada a um unico célculo de J (no passo inicial), ndo impediram que os métodos
ocupassem um tempo excessivo para a identificacdo de uma soluc¢do do problema.

Nesta perspectiva, a substituicao da resolucao do sistema linear por uma estratégia de
atualizacOes sucessivas de B;l mostra-se um desafio para os métodos STRQN. A dificuldade
principal acontece quando, na tentativa de superar alguns obstaculos, o método necessita cal-
cular a matriz Jacobiana e tomar Bj, = J; (no passo inicial, no circulo interno ou, até mesmo,
em um step-back). Nestes casos, a matriz inversa le obtida da atualiza¢@o ndo corresponderd
necessariamente a J,;l. Desta forma, o passo pj = —B;l F}, ndo ird, necessariamente, satisfazer a
equacdo Jyp = —F}, podendo configurar uma escolha inadequada na minimizagdo do modelo qua-
dritico Quase-Newton, a ponto de ndo satisfazer as condi¢des de redugdo da fungdo esperadas.
Por outro lado, calcular a matriz inversa de J; elevaria de forma subita o custo computacional
do método, principalmente para problemas em que n € grande. Apesar das dificuldades citadas,
esta € uma estratégia plausivel de estudos futuros que visem aprimorar o método STRQN, uma
vez que proporcionard a reducao do esforco computacional necessario para obten¢do do passo
Quase-Newton da O (%3> para O(nz).

4.3 COMPARACAO ENTRE OS METODOS STRQN-SR1, STRN E PLM

Analisaremos, nesta se¢do, o desempenho do método STRQN-SR1 baseado na com-
paracdo com dois métodos cldssicos para sistemas quadrados de equacdes ndo lineares com
restricdes de caixa: o método de regido de confianca afim-escala STRN [1] e o método projetivo
PLM [17]. Esta investiga¢do visa averiguar a eficicia do método proposto para a referida classe
de problemas, além de identificar os aspectos que o tornam mais € menos atrativos na otimizagao
em caixas.

O método STRN € um método de regido de confianca afim-escala com passos Newton
para sistemas ndo lineares quadrados sujeitos a restri¢des de caixa. Uma de suas caracteristicas
mais atrativas consiste em lidar com os limites da caixa implicitamente, através da utilizacdo
estratégica do escalamento afim. Conforme visto no Capitulo 2, este escalamento, por sua vez,
€ determinado pela proximidade da iteracao atual aos limites da caixa, e costuma proporcionar

passos largos em iterados préximos destes limites, mas distantes de um ponto estaciondrio do
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problema de otimizacao.
Da mesma forma que o Algoritmo 4, o método STRN busca encontrar raizes de F
minimizando, a cada iteragdo, um modelo quadratico sujeito a restricdo de regido de confianca

escalada. Desta vez, porém, o modelo considerado € o modelo Gauss-Newton dado por
mg (p) = | Fy+Jpl|. (74)

Dada a iteragdo interna atual x;, a regido de confianca Coleman-Li com raio A > A, >0
€ definida. O ponto de Cauchy dentro desta regido de confianga e o passo Newton sdo calculados.
Se o passo Newton satisfazer a restricao de regidao de confianca e oferecer uma redugdo sufici-
entemente grande ao modelo (74) em comparacdo com a reducao proporcionada pelo passo de
Cauchy (preservando a viabilidade), um multiplo vidvel do passo Newton é definido como um
ponto de teste. Caso contrario, um ponto de teste diferente que satisfaca as referidas condi¢des é
definido (um multiplo vidvel do ponto de Cauchy € naturalmente um ponto de teste admissivel).
A reducdo prevista do modelo (74) e a reducdo real da funcdo objetivo sio calculados no ponto
de teste como nos métodos de regido de confianga padrdo. Se a reducdo real da funcao for grande
o suficiente quando comparada a redugdo prevista, o ponto de teste € aceito e se inicia uma nova
iteracdo. Caso contrario, o raio da regido de confianca € reduzido e repetem-se os procedimentos
de identificacdo de passos que satisfagam as condi¢des estabelecidas pelo método.

O ponto de Cauchy escalado referente a0 modelo Gauss-Newton na k-ésima iteracdo, plg,
pode ser facilmente obtido através da substituicdo de Hj por JkTJk em (45). Como descrito no
paragrafo anterior, ele serd usado para verificar se um determinado passo fornece redugdes satis-
fatérias ao modelo (74) em relagdo ao passo de Cauchy. Para mensurar tal reducao, definimos a

razao
mN (0)-m&N (a(p))

m@N(0)-mCN (a(p$))’

PE ()= (75)

onde a(p) é dado por (60).
Ja para mensurar a reducao real da funcdo em relac@o a redugdo prevista pelo modelo,

utilizamos a razdo o) —f( ()
X )—J (Xk + O
_ . 76
PLp) mN (0)-mCN (a(p)) "

O algoritmo a seguir descreve os procedimentos supracitados. Sua implementacdo com-

putacional pode ser encontrada no sitio eletronico http://strscne.de.unifi.it/.


http://strscne.de.unifi.it/
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Algoritmo 5: Método STRN (Scaled Trust-Region Newton)
Entrada: xq € Int(Q); Apin > 0; A> Apins By € (0,11; B, B3 € (0,1), tais que
O0<Br<Bs<l;
Saida: x* € Q;
inicio
k<+—0;

repita
1) Calcule Fy, Ji e a matriz afim-escala Dy;

2) Resolva o sistema linear
Jpp =—F;

3) Calcule pkc (pg ), conforme (75);
se HkagH <Ae ka(p]kV) > B entao
Defina p;, = pf,{v ;
seniao
‘ Encontre py, tal que ||Dypi|| < Ae pkc(pk) > Bis
fim
4) Calcule pli(pk), conforme (76);

se pi(pk) > B, entdo
| Xpy1 <— xp+a(py), onde o (py) € calculado conforme (60);

senao
A =min {0.25A,0.5||Dypyl|} ;
Volte para o passo 3;
fim
5) Escolha A > A,,;, de forma que
se ;Y,:(pk) > B3 entao
| A=max {Apin, A,2]|Dypy || } 5

senao
| A=A

fim
6) k<—k+1;

V4 para o passo 1;
até F;, =0;

fim
X5 — xi.

Para fins de obtencao dos resultados numéricos, os parametros utilizados no Algoritmo

5 foram os mesmos utilizados em [1]: o raio inicial da regido de confianca foi A =1; Ay, =
Jeps=2720. B, =0.1; B, =0.25; ¢ B3 =0.75.
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Neste algoritmo o circulo interno é definido como o procedimento "passo 3 - passo 4 -
passo 3". No passo 3, quando o passo Newton pkN ndo estd contido na regido de confianca e/ou a
reducdo fornecida por ele em relagdo ao passo de Cauchy nio € satisfatéria, calculamos o passo
Dogleg pf definido por

—-ADPJI Fy

D _ J [ID8VF|

o] -
Py

pg +(u-1) (pIkV - p,f) caso contrério,

em que U € a solucdo positiva de
c N\ |]PZ A2
e o+ =0 (o =) ) =42

Assim, efetivamos o passo 3 tomando py = pf se o passo Dogleg satisfazer ka (pf ) > By; caso
contrério, tomamos pj = plg como forma de garantir tal desigualdade.

Nesta perspectiva, podemos destacar algumas das diferencas entre os métodos STRN
e STRQN. Além de tomarem diferentes matrizes para representar a Jacobiana de F (J e B) e,
por consequéncia, diferentes matrizes de escalamento € modelos quadraticos (Gauss-Newton
e Quase-Newton), o método STRN exige que os passos escolhidos fornecam uma reducao
suficiente do modelo em relacdo a reducdo proporcionada pelo passo de Cauchy. Desta forma,
quando os passos Newton e Dogleg ndo sdo considerados bons suficientes, o passo de Cauchy
mostra-se uma alternativa vantajosa ao processo iterativo. Outra diferenca substancial entre os
métodos estd na escolha do raio de regidao de confianca, incluindo a maneira como ocorre a
reduc¢do do raio no circulo interno.

Diferentemente dos métodos STRN e STRQN, o método PLM € um método projetivo
que pode ser aplicado em sistemas nao lineares indeterminados com qualquer tipo de restricao
convexa. Nele, o passo de Levenberg-Marquardt é calculado em cada iteracdo e, em seguida,
projetado no conjunto vidvel. Se a norma do sistema no ponto projetado for uma determinada
fracdo da norma do sistema no ponto atual, o ponto Levenberg-Marquardt projetado € tomado
como novo iterado. Caso contrdrio, verifica-se se o ponto Levenberg-Marquardt projetado gera
uma dire¢do de descida. Em caso positivo, esta dire¢do € usada para uma busca linear do novo
iterado; em caso negativo, o método usa um procedimento de gradiente projetado para reduzir a
func¢ao objetivo.

O algoritmo a seguir descreve, mais explicitamente, as etapas que constituem o método
PLM.
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Algoritmo 6: Método PLM (Projected Levenberg-Marquardt)

Entrada: xo € Q; u>0; 8,0,7<(0,1);
Saida: x* € Q;

inicio

k<+—0;

Calcule Fy;

repita

1) Caleule i = || F ||

2) Calcule d,g por meio da resolucdo do sistema
(J,{ T+ uk1> d¥ =—JTFy; (77)

se ||[F(Pq(x+dY))|| < 7]|Fil| entdo
Xir1 = Po(xg+dY));
k<—k+1;

Volte para o passo "1";

senao
| Vé para o passo "3";

fim

3) Calcule sEM = Pg(xp +dY)) —xy;

se VITsEM < —p||sEM |7 entdo

Calcule tp =max{B'1i=0,1,...}, tal que

LM T LM.
SO + 1y )ka+l‘kGka Sk s

— LM.
Xk+1 = X H IS s
k<—k+1;

Volte para o passo "1";

senao
| V4 para o passo "4";

fim
4) Calcule t; = max{Bi li=0,1,...}, tal que

Fea(t) < fi+ o VAL o) —xp),

onde xk(t) = PQ(xk —tka);

Xiea1 = X (15
k<+—k+1;

Volte para o passo "1";
até F;, =0;

fim
x5 — xi.
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Os parametros utilizados para o Algoritmo 6 foram os mesmos utilizados em [17]: B =
0.9, ¥=0.99995, p =108, p=2.1 ¢ 6 = 107*. Além disto, iniciamos o algoritmo com p =
%10_8 I|Fol|® e nas iteragdes subsequentes tomamos fly,q = min{ i, |Frsq ||}

Destacamos que tanto para o método STRN quanto para o método PLM, a matriz Jy, exi-
gida em cada iteracdo, foi calculada pelo método de Diferencas Finitas. Esta escolha possibilita
a expansao de sua utilizacdo para problemas cujo processo de derivagcdo nao estd disponivel ou é
de dificil obtencdo. Ademais, o sucesso destes métodos serd declarado se ||Fy|| < 107 (mesmo
critério utilizado para o método STRQN). Além das falhas F'1 — F6 descritas na Secdo 4.1, o

processo iterativo € interrompido nos métodos STRN e PLM quando
F7. A matriz Jj, torna-se singular na k-ésima iteracao;

F8. O raio de regido de confianca A tornou-se muito pequeno (A < Ayin);

F9. O parametro t;, do Algoritmo 6 tornou-se muito pequeno (#; < 10712y,

Devido a estruturagdo dos métodos, a falha F'8 € aplicavel apenas ao método STRN e a falha F9
apenas ao método PLM.

A Tabela 2, a seguir, apresenta os dados relativos a execu¢do dos métodos nos problemas
da Tabela 1. Neste contexto, o nimero de iteracdes (IT), o nimero de avaliacdes da funcao
F (AF) e o tempo de execugdo (TE) dos métodos STRN, PLM e STRQN-SR1 em cada um
dos problemas-teste sdo comparados. Para o método STRQN-SR1 também sdo apresentados o
numero de step-backs realizados (S), a quantidade de iteragdes nas quais foi realizado o calculo
da matriz J no circulo interno (C), a quantidade de passos Quase-Newton (QN) e de passos
Dogleg (D) tomados. Convém ressaltar que AF ndo contempla as avaliacdes de F necessdrias
para o calculo numérico da Jacobiana pelo método de Diferencas Finitas, sendo restrita, portanto,

as avaliagdes da fungao realizadas no circulo interno dos algoritmos.
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Tabela 2 — Desempenho dos métodos STRQN-SR1, STRN e PLM.

Pb « STRQN-SR1 STRN PLM
IT AF S/C  QN/D TE IT AF TE IT AF TE
1 1 9 19 0/0 772 0.07 6 7 0.06 6 7 0.07
2 8 13 0/0 71 0.05 5 6 0.06 5 8 0.08
3 9 10 0/0 9/0 0.05 5 6 0.06 5 6 0.06
2 1 37 91 0/1  24/13 0.16 12 13 0.11 205 206 0.67
2 34 82 0/1 2717 0.14 14 15 0.12 717 727 1.99
3 42 90 0/1 29/13 0.18 16 17 0.13 2731 2740 7.22
3 1 6 28 0/1 5/1 0.08 20 25 0.13 15 29 0.09
2 F4 — — — — 17 21 0.11 18 110 0.13
3 F4 — — — — F4 — — 485 865 0.88
4 1 11 30 0/1 5/6 0.10 5 6 0.07 4 10 0.19
2 13 24 0/0 1271 0.07 5 6 0.07 5 6 0.05
3 9 45 072 772 0.12 6 8 0.07 5 10 0.06
5 1 10 17 0/0 6/4 0.07 9 10 0.08 10 12 0.08
2 7 8 0/0 6/1 0.04 7 8 0.08 5 6 0.05
35 13 32 0/1 10/3 0.10 4 5 0.06 5 41 0.07
6 1 F4 — — — — 9 10 0.14 4 6 0.07
2 14 38 072 9/5 0.09 F1 — — 6 7 0.10
3 19 36 0/0 12/7 0.10 7 8 0.11 5 6 0.09
7 1 F2 — — — — F7  — — F2 — —
2 F2 — — — — F7  — — F2 — —
3 F2 — — — — F7 — — F2 — —
8 1 35 40 0/0 30/5 0.05 19 20 0.08 22 23 0.11
2 94 597 0/1 9/85 0.54 39 40 0.13 40 41 0.10
3 108 121 171 53/55 0.18 58 59 0.31 59 60 0.20
9 1 4 5 0/0 3/1 0.01 3 4 0.04 3 4 0.03
2 17 18 0/0 15/2 0.02 13 14 0.06 568 569 0.30
3 24 25 0/0 22/2 0.03 17 18 0.06 2609 2610 1.32
10 1 6 18 071 6/0 0.11 7 8 0.42 5 6 0.31
2 3 4 0/0 3/0 0.06 3 4 0.25 3 4 0.16
3 13 22 0/0 12/1 0.12 7 8 0.47 6 7 0.22
11 1 91 118  0/0 17/74 1.60 14 15 5.20 4340 4341 1473.09
2 2 3 0/0 2/0 0.25 2 3 0.60 2 3 0.55
3 83 119  0/1 16/67 2.05 14 15 5.98 2013 2014 947.82
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Tabela 2 — Desempenho dos métodos STRQN-SR1, STRN e PLM.

Pb « STRQN-SR1 STRN PLM
IT AF S/C  QN/D TE IT AF TE IT AF TE
12 1 36 161 02 23/13 187.25 23 26 498.68 F3 — —
2 14 49 0/1 9/5 99.39 10 15 29447 8 11 385.46
3 23 35 0/1 23/0 93.10 26 29  567.63 F3 — —
13 1 47 134 0/0  18/29 0.82 9 11 3.15 7 8 1.43
2 11 12 0/0 8/3 0.33 6 7 2.68 7 8 1.41
3 42 131 0/0  14/28 0.90 7 8 3.10 7 8 1.64
14 1 35 36 20/0 31/4 18.33 F6 — — 10 11 8.97
2 28 29 9/0 22/6 8.99 15 16 34.70 11 12 10.33
3 35 36 4/0  24/11 5.35 14 15 23.57 10 11 10.75
15 1 21 63 02 14/7 2.71 15 17 13.51 20 21 13.55
2 39 130 072 24/15 3.72 17 19 14.32 23 24 16.25
3 24 64 072 19/5 3.01 18 20 16.42 25 26 18.03
16 1 24 70 4/3 20/4 2.20 11 12 4.24 11 12 2.51
2 F4 — — — — 17 20 5.49 735 736 156.21
3 F4 — — — — F6 — — 632 633 128.43
17 1 18 34 0/1 171 11.62 10 11 27.50 7 8 48.18
2 F4 — — — — 13 14 37.83 10 11 70.54
3 24 37 0/1 23/1 12.84 15 16 43.15 16 17 109.36
18 1 24 25 0/0 24/0 12.29 22 23 35.58 18 19 72.21
2 26 27 0/0 26/0 12.33 23 24 36.55 20 21 79.00
3 27 28 0/0 27/0 12.28 24 25 38.87 23 24 91.15
19 1 7 8 0/0 3/4 3.19 5 6 19.02 4 14 12.83
2 17 18 0/0 16/1 3.57 12 13 52.81 14 15 47.32
3 19 62 071 5/14 6.71 F4 — — 8 78 25.20
20 1 5 10 0/0 32 3.19 4 6 15.69 4 35 14.05
2 33 50 0/1 28/5 6.94 22 23  116.13 237 238 787.90
3 21 44 0/1 7/14 11.32 F8 — — 11 102 36.47
21 15 20 21 0/0 16/4 6.22 15 16 77.55 14 15 45.60
2 77 93 0/1 12/65 9.19 F7 — — F3 — —
3 26 27 0/0  12/14 7.10 F4 — — F4 — —
22 1 30 31 0/0 1/29 13.85 5 6 33.46 71 72 574.26
2 20 21 0/0 1/19 9.88 5 6 32.60 21 22 169.93
3 10 11 0/0 1/9 6.31 4 5 34.88 4 5 32.70



Capitulo 4. Resultados Numéricos 85
Tabela 2 — Desempenho dos métodos STRQN-SR1, STRN e PLM.
Prb « STRQN-SR1 STRN PLM
IT AF S/C  QN/D TE IT AF TE IT AF TE
23 1 68 69 0/0 1/67 673.46 6 7 149.39 F3 — —
2 180 181  0/0  1/179 1770.83 8 9 136.67 F3 — —
3 328 329  0/0 17327 3240.75 9 10 140.18 F3 — —
24 1 108 504  0/5  23/85 161.57 21 22 78.61 F3 — —
2 260 1667 0/3  13/247 34392 6 7 23.03 5 6 132.10
3 27 56 0/1 24/3 46.85 19 20 63.28 F3 — —
25 1 19 20 0/0 18/1 408.56 19 20 1287.31 F3 — —
2 4 5 0/0 4/0 72.95 4 5 163.16 4 5 1642.47
3 20 21 0/0 19/1 442.88 20 21 1334.14 F3 — —
26 1 21 57 01 16/5 1.32 F1 — — 12 17 4.39
2 F2 — — — — F1 — — 7 15 8.15
3 F6 — — — — 9 10 2.94 9 10 3.87
27 1 75 459 072 15/60 0.78 33 45 3.11 18 136 1.43
2 10 34 0/1 82 0.28 6 8 0.50 10 66 2.02
3 33 131 0/3 16/17 0.64 10 11 0.65 11 15 0.92
28 1 30 59 0/1 26/4 0.75 19 20 4.16 18 19 3.35
2 33 67 071 29/4 0.77 16 17 3.19 15 16 3.15
3 15 27 0/1 15/0 0.66 14 15 2.44 10 11 1.95
29 1 25 59 0/1 19/6 94.71 19 20 198.05 17 18 854.51
2.5 22 42 0/1 20/2 81.69 18 19  209.22 15 16 748.59
3 25 59 0/1 19/6 93.20 19 20 168.29 17 18 860.57
30 1 14 26 0/1 14/0 195.74 19 21 62290 F3 — —
2 11 23 0/1 11/0 237.03 14 15 529.38 11 12 3501.92
3 11 12 0/0 11/0 222.08 11 12 437.12 5 6 1225.51

rados € apresentado na Tabela 2:

O perfil de desempenho com relacdo ao tempo de execugdo dos solucionadores compa-
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Figura 8 — Perfil de desempenho baseado no tempo de execu¢cdao dos métodos STRQN-SRI,
STRN e PLM.

Verificamos, de imediato, que as menores taxas de eficiéncia e de robustez foram do
método PLM, ja que resolveu 83.33% dos problemas testados e, dentre os que tiveram solucdo
identificada por pelo menos um dos métodos, levou menor tempo de resolugdo do que os demais
solucionadores em apenas 10% dos casos. Tal fato reforca a ideia de que, em geral, a estratégia
de globalizacdo bastante simples do método PLM, baseada no gradiente projetado, nao é tao
eficiente quanto a estratégia de pontos interiores usada nos métodos STRN e STRQN-SRI.
Neste sentido, o processo iterativo do método PLM mostrou-se altamente custoso, do ponto de
vista computacional, para problemas de grande dimensao, e fez com que a maior parte das falhas
do método fosse declarada por exceder o tempo maximo de resolugdo estipulado. No entanto,
vale salientar que o método PLM foi introduzido com o objetivo de resolver problemas mais
gerais do que os considerados neste estudo, podendo ser utilizado em sistemas nao lineares,
quadrados ou indeterminados, com qualquer tipo de restricdo convexa.

Apesar de ter um indice alto de robustez (85.56%) considerando os problemas testados,
o método STRN foi o método intermedidrio no quesito eficiéncia, ja que foi mais rapido que os
demais solucionadores em apenas 16.67% dos problemas que tiveram alguma solugao identifi-
cada. Conforme os dados apresentado na Tabela 2, em grande parte dos problemas com solucdes
interiores foi possivel observar a convergéncia quadratica do método (garantida sob as devidas
condicdes), principalmente em razdo de uma quantidade inferior de iteragdes e de avaliagdes da
fun¢do com relacao ao método STRQN-SR1 (cuja convergéncia € superlinear).

Com um indice de robustez proximo ao do método STRN, o método STRQN-SR1 reali-
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ZOou seu processo iterativo com sucesso em aproximadamente 87.78% dos problemas testados.
Porém, diferentemente dos demais solucionadores, este teve destaque por sua alta taxa de eficién-
cia, uma vez que levou menor tempo de resolucao em 70% dos problemas que tiveram solucdes
identificadas. Apesar de ndo usufruir da mesma velocidade de convergéncia do método STRN,
o método STRQN-SR1 combinado com poucos cdlculos da matriz Jacobiana forneceu um com-
promisso satisfatrio entre a precisdo dos resultados e a reducdo do tempo computacional em
relacdo ao método STRN.

Evidentemente, quando o método STRQN-SR1 € for¢ado a realizar muitos step-backs ou
calculos da Jacobiana no circulo interno, a eficiéncia do método tende cair consideravelmente.
Com exceg¢do do problema 8, a estratégia de step-back foi necessaria apenas nos dois tnicos
problemas com solu¢do identificada na fronteira da caixa (problemas 14 e 16), o que fez a
quantidade de célculos da matriz J ficar mais elevada que os demais casos e indicou a dificuldade
do método STRQN-SR1 em identificar solu¢des nesta regido da caixa. Por outro lado, nos
problemas em que a solucdo estava mais distante da fronteira a convergéncia superlinear do
método STRQN-SR1 para solugdes interiores, garantida no Capitulo 3 sob as devidas condicdes,
demonstrou-se presente. Tal fato foi observado na pratica mediante um nimero ligeiramente
maior de iteragdes e avaliacdes de fun¢do em relacdo ao método STRN, o que tornou o referido
algoritmo relevante para a resolugdo de sistemas quadrados de equacdes ndo lineares restritos a
caixas.

Dentre os problemas-teste utilizados, o tnico que ndo foi resolvido por nenhum dos
métodos foi o problema 7. Este € caracterizado por um escalamento ruim, dificultando a iden-
tificac@o da unica solugdo existente no conjunto viavel 0 < x; < 10,i=1,...,n. Neste sentido,
a presenca de termos exponenciais atrelados com altas constantes em suas equagdes resultam
em uma variagdo muito grande nos valores da funcdo e das suas derivadas quando sdo efetuadas
pequenas variacdes nas entradas do sistema linear presente nos métodos. Além disto, a matriz
Jacobiana do problema fica muito proxima de ser singular em grande parte do conjunto vidvel,
tornando o referido sistema extremamente dificil de resolver.

Conforme j4 destacado por Fletscher [10], problemas com alto grau de nao linearidade
podem ser vistos como dificultosos para métodos baseados em modelos quadraticos Gauss-
Newton e Quase-Newton, ja que nestes casos os residuos relativos a concordancia do modelo
com a fung¢do objetivo costumam ser grandes. Como consequéncia, a convergéncia a uma solugao
do problema pode ser lenta, aumentando, inclusive, as chances de ocorréncia de falhas ao longo
do processo iterativo.

Por fim, embora o solucionador proposto tenha apresentado um desempenho satisfatdrio,
ele ainda pode ser estudado e aprimorado do ponto de vista teérico e computacional. Além disto,
destacamos que ndo existe um método numérico para sistemas nao lineares quadrados restritos

a caixas que seja ideal para todos os problemas. Nesta perspectiva, a escolha do melhor solu-
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cionador depende diretamente de uma anélise prévia da estrutura, comportamento e geometria
dos sistemas e de suas respectivas restricoes; requer conhecimento matematico e senso critico
do pesquisador, a fim de que realize as escolhas mais adequadas a partir da relac@o entre teoria

e prética.
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5 CONCLUSAO

O desenvolvimento de um método de regido de confianca escalado secante baseado na
abordagem afim-escala proposta por Coleman e Li [6] para a resolu¢@o de sistemas quadrados
de equagdes ndo lineares sujeitos a restricdes de caixa mostra-se, naturalmente, uma tarefa
complexa. Sabemos que a constru¢iao da matriz afim-escala é diretamente dependente da matriz
Jacobiana do problema. Desta forma, fazem-se necessarias boas atualizagdes secantes para tal
matriz; mais ainda, quando estas aproximacdes ndo sao suficientemente boas, a necessidade de
calcular a Jacobiana torna-se evidente, aumentando o custo computacional necessdrio para a
resolugdo do problema.

Apesar das adversidades, a proposi¢ao do método STRQN, mostrou-se atrativa do ponto
de vista tedrico e computacional. Sob condi¢des adequadas, a convergéncia global e superlinear
alcancadas pelo método para solu¢des do sistema no interior da caixa evidenciaram sua viabili-
dade e relevancia. Os resultados numéricos comprovaram a dificuldade do método em identificar
solucdes na ou proximas da fronteira da caixa, sendo necessario, em alguns casos, recorrer a
estratégias que substituissem a matriz Quase-Newton (secante) pela Jacobiana numérica.

Com relacdo a matriz Quase-Newton, a utilizacdo de atualizagcdes relativas a férmula
SR1 mostraram-se mais efetivas do que as tradicionais atualizagcdes BFGS e Broyden, e, desta
forma, evidenciaram boas aproximagdes em relacdo a Jacobiana exata. Para a maioria dos casos,
a convergéncia superlinear foi observada na pratica nas proximidades de solucdes no interior da
caixa. A posterior comparacdo do método STRQN-SR1 com o método de regiao de confianca
afim-escala STRN e com o método projetivo PLM evidenciou sua alta taxa de eficiéncia e
robustez perante a resoluc¢ao de sistemas nao lineares restritos a caixas.

Além de uma convergéncia, em geral, rdpida, as vantagens do método STRQN se expan-
dem com a reducdo de tempo computacional decorrente do evitamento do célculo da Jacobiana
numérica a cada iteracdo. Na maior parte dos problemas testados, este fator foi decisivo para que
o método obtivesse €xito no processo de otimizacdo em um tempo menor que os métodos STRN
e PLM. Por outro lado, assim como enfrentado por estes dois solucionadores, a necessidade de
resolucdo de um sistema linear de ordem »n a cada iterag@o para a obten¢do do passo mostrou-se
um procedimento altamente custoso, principalmente em sistemas onde n é grande.

Neste contexto, a substitui¢cdo da resolucdo do referido sistema linear por uma estratégia
de atualizacOes sucessivas de B;l ou de aproximacdes simples destas inversas a partir de técnicas
de memdria limitada mostra-se um desafio digno de estudos futuros que busquem aprimorar o
método STRQN. Especificando-se ao campo tedrico, a convergéncia do método para pontos es-
taciondrios do problema de minimizagdo de f(x) em Q ainda poderd ser estudada e, se garantida
sob as devidas condig¢des, os resultados de convergéncia poderdo ser aprimorados. Além disto,

variagdes de raios de regido de confianca e de atualizacdes secantes, implementacao de estraté-
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gias de ndo monotonia, e expansdo do método para sistemas ndo lineares indeterminados com
restri¢des de caixa sao estudos que podem proporcionar resultados numéricos ainda melhores
ao método STRQN.
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APENDICE A - PERFIS DE DESEMPENHO

Os perfis de desempenho foram desenvolvidos, inicialmente, por Dolan e Moré [9], com
0 objetivo de proporcionar em um dnico grafico a representacao da eficiéncia e robustez de um
conjunto S, de ng algoritmos, em um conjunto P, de i, problemas. Para que compreendamos sua
estruturagdo, definimos 7, s como o tempo de processamento da resolugdo do problema p € P
pelo algoritmo s € S. Além disto, assumimos que pelo menos um algoritmo resolve o problema
P, €, N0S €asos em que o algoritmo ndo consegue resolver o problema p, definimos 7, s = .

Com as definigdes iniciais feitas, passamos a considerar a razdo de desempenho de um
método s em um problema p, dada por

_ Ip.s
min{ys: s €S}

rp,s

Por consequéncia desta defini¢do, temos que o(s) método(s) mais eficiente(s) para um determi-
nado problema tem razio de desempenho um; em contrapartida, os demais métodos t€m razao
maior que um.

A razdo de desempenho € um indicador adequado para analisar o desempenho dos algorit-
mos, separadamente, em cada problema. Porém, para obter uma avaliacio geral do desempenho
dos solucionadores em uma classe de problemas, precisamos definir o0 desempenho do método s
como uma probabilidade empirica construida a partir da série de tempos de razao de desempenho
{rps:p€P}.

Tomemos Tyy > 1 e 7T € [1, Tyy]. Definimos, entao,

1
ps(t)=—#{pEP:rps <7},
np

onde # representa a cardinalidade do conjunto em questao.

Assim, ps(7T) representa a probabilidade do solucionador s € S resolver um problema
p € P, levando em consideragado que a razdo de desempenho rp 5 seja menor ou igual que 7. Os
métodos que alcancarem uma probabilidade alta para menores valores de T sdo considerados
eficientes. Além disso, para valores ndo muito altos de 7, quanto mais proximo de 1 for o valor
de ps(7) mais robusto € considerado o algoritmo s. Finalmente, o grafico denominado perfil de
desempenho € a fun¢do de distribuicdo cumulativa de ps(7), cuja finalidade principal consiste
em indicar, de forma sintetizada, quais programas podem ser considerados os mais robustos e
quais os mais eficientes para o conjunto de problemas S.

Convém ressaltar que a escolha de Tys deve ser feita com cautela, uma vez que um valor
pequeno demais pode ndo capturar o comportamento total do programa com relacao ao conjunto
de problemas testes. Considerando que o intervalo [1, Tys] pode ser grande, € usual tracarmos o

perfil de desempenho em escala logaritmica. Definimos, neste caso,

1
ps(T) = E#{P EP: log(”p,s) <7},
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ampliando, desta forma, a regido abrangida pelo gréfico.



APENDICE B - TABELA DE DESEMPENHO DOS METODOS STRQN

Tabela 3 — Desempenho dos métodos STRQN-BFGS, STRQN-SR1 e STRQN-Broyden.

Prb « STRQN-BFGS STRQN-SR1 STRQN-Broyden

IT AF S/IC QN/D TE IT AF S/C QN/D TE IT AF S/C QN/D TE

1 1 9 24 01 90 0.10 9 19 00 772 0.07 9 19 0/0 772 0.08

2 9 17 00 72 007 8 13 00 71 005 9 14 00 81 006
3 11 12 00 110 006 9 10 00 90 005 11 12 00 11/0 006
2 1 F4 — — —  — 37 91 01 2413 016 F4 — — —
2 F4 — — —  — 34 82 0/1 2/7 014 52 214 072 3517 032
3 F4 — —  —  — 42 90 0/1 29/13 0.18 65 235 0/2 46/19 032
3 1 8 21 00 62 007 6 28 O1 51 008 F4 — — —  —
2 F6 — — — — P4 — — —  _— F4 — —
3 F4 — — — P4 — — — P4 — — —

4 1 22 121 172 4/18 0.22 11 30 0/1 5/6 0.10 7 11 0/0 4/3 0.07
16 98 0/3 9/7 0.17 13 24 0/0 12/1 0.07 9 10 0/0 9/0 0.05
10 40 0/1 773 0.10 9 45 02 12 0.12 7 33 02 6/1 0.10
51 F6 — — — — 10 17 0/0 6/4 0.07 15 16 1/0 8/7 0.10
2 11 54 0/1 3/8 0.26 7 8 00 6/1 0.04 § 31 071 573 0.07
35 13 35 0/1 9/4 0.11 13 32 0/1 103 0.10 14 33 0/1 1173 0.11

W N

6 1 F6 — — — — F4 — — I _
2 25 82 0/3 10/15 0.12 14 38 02 9/5 0.09 21 26 1/0 10/11 0.10
3 M4 — — — — 19 36 0/0 12/7 0.10 A — — — —
7 1 F2 — — — - R - - — Fl — — _
2 R - — - R - - — Fl — — _
3 F2 — — — — 2 — — — — Fl — — _

8 1 36 43 0/0 33/3 0.06 35 40 0/0 30/5 0.05 28 73 072 25/3  0.07
76 88 0/0 40/36 0.14 94 597 0/1 985 054 F4 — — — —
106 107 0/0 36/70 0.28 108 121 1/1 53/55 0.27 F4 - — — —
9 1 4 5 00 371 0.01 4 5 00 3/1 0.01 4 5 00 3/1 0.01
17 18 0/0 1572 0.02 17 18 0/0 1572  0.02 17 18 0/0 1572  0.02
24 25 0/0 22/2 0.03 24 25 0/0 2272 0.03 24 25 0/0 2272 0.03
10 1 9 10 0/0 9/0 0.08 6 18 0/1 6/0 0.11 10 11 0/0 10/0 0.10
4 5 00 4/0 0.07 3 4 00 3/0 0.06 34 00 3/0 0.06
13 14 0/0 13/0 0.09 13 22 0/0 12/1 0.12 14 15 0/0 14/0 0.10
11 1 97 110 0/0 25/72 1.68 91 118 0/0 17/74 1.60 85 124 0/1 11/74 195

w N wW N

w N
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Tabela 3 — Desempenho dos métodos STRQN-BFGS, STRQN-SR1 e STRQN-Broyden.
Prb « STRQN-BFGS STRQN-SR1 STRQN-Broyden

IT AF S/C QN/D TE IT AF S/C QN/D TE IT AF S/C QN/D TE

2 2 3 00 20 0.26 2 3 00 2/0 0.25 2 3 00 2/0 0.25

3 107 192 0/0 26/81 1.94 83 119 0/1 16/67 2.05 96 176 0/1 12/84 2.16
12 1 28 48 0/1 27/1 125.04 36 161 0/2 23/13 18725 33 88 0/2 29/4 185.53
2 30 206 0/1 4/26 18095 14 49 0/1 9/5 99.39 29 140 0/1 13/16 167.88

3 51 72 0/1 50/t 18770 23 35 0/1 23/0 93.10 23 35 0/1 23/0 93.19

13 1 51 65 0/1 40/11 0.98 47 134 0/0 18/29 0.82 73 240 0/1 22/51 1.29
2 11 12 0/0 7/4 0.37 11 12 0/0 8&/3 0.33 11 14 00 7/4 0.38

3 46 88 0/0 32/14 0.75 42 131 0/0 14/28 0.90 65 224 0/1 18/47 1.26

4 1 F6 — — — — 35 36 20/0 31/4 18.33 31 32 8/0 28/3 9.50
2 34 35 23/0 27/7 2231 28 29 9/0 22/6 8.99 29 30 8/0 28/1 9.67

3 33 65 6/2 23/10 8.98 35 36 4/0 24/11 535 36 37 12/0 34/4 12.37

15 1 124 545 0/3 18/106 7.90 21 63 072 14/7 271 78 343 0/2 29/49 5.22
2 68 261 072 25/43 4.80 39 130 072 24/15 372 125 622 0/2 31/94 7091

3 F2 — —  — — 24 64 02 19/5 3.01 45 176 0/2 25/20 3.81

6 1 F4 — — — — 24 70 4/3 20/4 2.20 FH — — — —
2 F4 — — — — F4 — — — — M — — — —

3 M4 — — — — F4 — — — — 4 — — — —

17 1 34 46 0/1 34/0 1648 18 34 0/1 17/1 11.62 26 67 0/1 22/4 14.60
2 66 110 0/1 e60/6 3280 F4 — — — — 64 289 0/1 22/42 32.61

3 F4 — — — — 24 37 0/1 23/1 1284 30 59 0/1 27/3 16.55

18 1 26 38 0/1 15/11 1738 24 25 0/0 24/0 1229 F4 — — — —
2 25 26 0/0 14/11 1190 26 27 0/0 260 1233 F4 — — — —

3 26 27 0/0 16/10 12777 27 28 0/0 270 1228 F4 — — — —

19 1 7 8 00 3/4 3.29 7 8 00 3/4 3.19 7 8 00 3/4 3.29
2 17 18 0/0 16/1 3.61 17 18 0/0 16/1 3.57 17 18 0/0 16/1 3.64

3 19 62 0/1 5/14 6.80 19 62 0/1 5/14 6.71 19 62 0/1 5/14 6.89

20 1 5 10 0/0 3712 3.19 5 10 0/0 372 3.19 5 10 0/0 372 3.22
2 32 33 0/0 28/4 4.26 33 50 0/1 28/5 694 33 50 O/1 285 7.83

3 21 44 0/1 714 1096 21 44 0/1 7/14 1132 21 44 0/1 7/14 11.32

21 1.5 20 21 0/0 16/4 645 20 21 0/0 16/4 6.22 20 21 0/0 16/4 6.86
2 77 93 0/1 12/65 9.34 77 93 0/1 12/65 9.19 77 93 0/1 13/64 9.05

3 26 27 0/0 12/14 6.46 26 27 0/0 12/14 7.10 27 28 0/0 13/14 6.57

22 1 30 31 000 1729 1342 30 31 0/0 1/29 1385 30 31 0/0 1/29 1297
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Tabela 3 — Desempenho dos métodos STRQN-BFGS, STRQN-SR1 e STRQN-Broyden.

Prb x STRQN-BFGS STRQN-SR1 STRQN-Broyden
IT AF S/IC QN/D TE IT AF S/C QN/D TE IT AF S/C QN/D TE
2 20 21 0/0 1/719 9.24 20 21 0/0 1/19 9.88 20 21 0/0 1719 10.77
3 10 11 0/0 1/9 6.51 10 11 0/0 1/9 6.31 9 10 0/0 1/8 5.98
23 1 70 71 0/0 5/65 76442 68 69 0/0 1/67 67346 63 64 0/0 1/62 616.03
174 175 0/0 3/171 1653.12 180 181 0/0 1/179 1770.83 180 181 0/0 1/179 1781.16
315 316 0/0 1/314 3004.73 328 329 0/0 1/327 3240.75 328 329 0/0 1/327 3106.79
24 1 74 401 0/7 21/53 142.88 108 504 0/5 23/85 161.57 253 1117 0/2 21/232 305.42
17 114 0/4 10/7 54.86 260 1667 0/3 13/247 343.92 179 1208 0/3 11/168 238.53
36 100 0/2 24/12 67.86 27 56 0/1 24/3 46.85 222 1034 0/1 70/152 294.75
25 1 19 20 0/0 18/1 54228 19 20 0/0 18/1 40856 19 20 0/0 18/1 424.64
2 5 6 00 50 1598 4 5 0/0 4/0 7295 4 5 00 4/0 8513
3 20 21 0/0 19/1 61050 20 21 0/0 19/1 44288 20 21 0/0 19/1 59147
26 1 66 97 0/1 61/5 323 21 57 0/1 16/5 1.32 54 148 0/1 34/20 220

w N

w N

2 72 444 0/1 3/69 287 P — — — — 419 3451 0/1 80/339 12.89
3 F6 — — — — F6 — — — — F4A - — — —
27 1 108 652 0/1 25/83 1.19 75 459 072 15/60 0.78 117 632 0/3 26/91 1.07
2 F6 — — — — 10 34 0/1 812 0.28 32 154 0/1 13/19 0.42
3 37 261 0/7 11/26 1.00 33 131 0/3 16/17 0.64 66 254 072 26/40 0.66

28 1 31 60 0/1 27/4 0.84 30 59 0/1 26/4 075 60 208 0/1 28/32 1.05
26 44 0/1 251 0.73 33 67 0/1 294 077 241 1309 0/1 31/210 3.11
15 27 0/1 15/0 0.62 15 27 0/1 15/0 0.66 18 41 0/1 15/3 0.74
29 1 25 75 0/2 17/8 10059 25 59 0/1 19/6 9471 27 55 0/1 20/7 93.56
25 33 168 0/5 14/19 15724 22 42 0/1 20/2 81.69 22 45 0/1 19/3 93.02
3 22 40 0/1 21/1 8376 25 59 0/1 19/6 9320 27 55 0/1 20/7 102.75
30 1 15 30 0/1 14/1 20153 14 26 0/1 14/0 19574 30 39 0/1 282 364.21
2 9 21 01 9/0 20909 11 23 0/1 11/0 237.03 29 114 0/1 18/11 659.05
3 13 67 0/1 85 34904 11 12 0/0 11/0 22208 12 13 0/0 12/0 230.35

W N

Legenda:

IT - Quantidade de iteracdes realizadas;

AF - Quantidade de avaliacdes da funcdo F realizadas (ndo inclui as avaliagdes necessdrias para calcular J);
S - Quantidade de step-backs realizados;

C - Quantidade de calculos de J no circulo interno realizados;

QN - Quantidade de passos Quase-Newton tomados;

D - Quantidade de passos Dogleg tomados;

TE - Tempo de execugdo do algoritmo.
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Tabela 4 — Falhas dos métodos STRQN.

Método Prb K Falha | F(xo)|| | F(x*)|| |DE) V)|
STRQN-BFGS 2 1 F4 3.9x10% 9.7x 103 5.6 x 107
2 F4 3.1 % 10 1.2 x 10° 4.7 % 10?
3 F4 1.0 x 10° 1.4 x 10° 7.5 % 107
3 2 F6 2.1x10° 1.0 x 1073 2.0x 107
3 F4 47 %10 3.9 % 10° 1.1x 10"
5 1 F6 2.4 % 10! 1.2 x 10! 9.4 x 10!
6 1 F6 1.3 x 10° 1.6 x 107! 1.4 x 107!
3 F4 1.6 x 10° 7.5% 107! 7.1%x 107!
7 1 F2 4.1 x 107 1.1x 10! 3.3x10°
2 F2 12x103 1.2 x 10! 2.5x 10!
3 F2 2.9 x 103 1.2 x 10! 4.5 % 10°
14 1 F6 6.0 x 103 52 %103 6.8 x 10°
15 3 F2 7.0% 103 55x%x 1073 4.8x107*
16 1 F4 2.0x 103 4.8x 107! 3.9 x 10°
2 F4 1.1 x 10* 2.2x 10! 9.7x 103
3 F4 3.4 x10* 4.0 x 10! 2.6 x 10*
17 3 F4 6.6 x 10* 2.1 % 10% 4.4 %103
26 3 F6 1.7 x 10° 8.3 x 10? 5.0x 104
27 2 F6 2.1x10° 3.2 x 10* 7.2%x 108
STRQN-SR1 3 2 F4 2.1 x10° 1.3 x 107! 4.4 x10*
3 F4 47 %10 3.9 % 10° 1.1x 10"
6 1 F4 1.3 x 10° 7.5% 107! 5.0x 107!
7 1 F2 4.1 x 10? 6.0 x 10° 9.7 x 10°
2 F2 1.2x10° 6.8 x 10° 8.3x 10!
3 F2 29x103 1.2 x 10! 2.3 % 10°
16 2 F4 1.1 x 10* 2.2x 10! 9.8 x 103
3 F4 3.4 x 10* 3.9 x 10! 2.7 x 10*
17 2 F4 1.7 x 10* 2.6 x 10! 3.1x10%
26 2 F2 5.5x 10! 2.7 % 10° 4.1x 1073
3 F6 1.7 x 10° 2.6 x 10! 5.0x 10*
STRQN-Broyden 2 1 F4 3.9 x10* 5.7 %107 1.6 x 10?
3 1 F4 5.2 x 10* 6.3 x 107! 9.1 x 10*

100
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Tabela 4 — Falhas dos métodos STRQN.

Método Prb K Falha | Fxo)|| | F (x| D) V|
2 F4 2.1x10° 32x1073 12x103
3 F4 47%x10° 3.9 % 10° 1.1x 10"
6 1 F4 1.3 x10° 3.0x 107! 3.5%x 107!
3 F4 1.6 x 10° 7.5% 107! 7.1 % 107!
7 1 Fl 4.1 x 10? 4.3 x10° 3.0x 10°
2 F1 1.2x10° 6.3 x 10° 1.0 x 10!
3 Fl 29 % 10° 1.2x 10! 8.2x 107!
8 2 F4 8.3x 10 8.6x 1072 2.6 x 107!
3 F4 1.0 x 10?3 4.2 x 1072 1.3x 107!
16 1 F4 2.0x 103 9.3 x 10° 6.2 x 10?
2 F4 1.1 x 10* 2.2x 10! 1.3 x 10*
3 F4 3.4 x10* 4.0 x 10! 1.0 x 10*
18 1 F4 1.3x103 1.2x 1072 1.3x 10
2 F4 5.0 x 10* 34x107 1.5x 107
3 F4 1.1x10° 1.6 x 1073 3.9x10°°
26 3 F6 1.7 x 10° 8.3 x 10% 5.0x 10*
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