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RESUMO

O presente trabalho aborda a estimacdo de parametros elétricos do motor de inducédo
monofésico com capacitor permanente incluindo as perdas no ndcleo, utilizando um otimizador
numérico para auxiliar na busca dos pardmetros. Dentre os otimizadores, sdo usados 0s métodos
da Secante, de Muller, de Nelder-Mead e de Newton truncado como 0s principais, com
apresentacdo da teoria dos métodos da Secante e de Miuller e suas adaptacOes para este
problema. Os valores dos parametros a serem estimados incluem resisténcia e indutancia dos
enrolamentos principal e auxiliar de trés componentes: estator, rotor e perdas no ferro. E
apresentada a deducdo das equacdes que estimam os valores dos parametros elétricos, porém
desprezando as perdas no nucleo. Comparou-se resultados da aplicacdo da metodologia
implementada no algoritmo com aqueles obtidos no artigo de referéncia, e apds isso estimou-
se os valores dos parametros elétricos de um motor fabricado na WEG Motores, com gréficos
de Torque x velocidade e Rendimento x velocidade para cada um de trés ensaios, apresentando
resultados aceitaveis para 0 metodo de Nelder-Mead. O estudo é valido para condicdo de regime
permanente.

Palavras-chave: Otimizador. Parametros elétricos. Perdas no ferro.



ABSTRACT

The present work deals with the estimation of electrical parameters of a single-phase induction
motor with permanent capacitor including the losses in the core, using a numerical optimizer to
assist in the search for parameters. Among the optimizers, the Secante, Mdller, Nelder-Mead
and Truncated Newton methods are used as the main ones, presenting the theory of the Secante
and Muiller methods and their adaptations for this problem. Parameter values to be estimated
include resistance and inductance of the main and auxiliary windings of three components:
stator, rotor, and iron losses. The deduction of the equations that estimate the value of the
electrical parameters is presented, but disregarding the losses in the core. Results of the
application of the methodology implemented in the algorithm were compared with those
obtained in the reference article, and after that, the value of the electrical parameters of a motor
manufactured at WEG Motores were estimated, with Torque x speed and Yield x speed graphs
for each of three tests, showing acceptable results for the Nelder-Mead method. The study is
valid for steady state condition.

Keywords: Optimizer. Electric parameters. Core-loss.
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1 INTRODUCAO

O motor monofésico é alimentado com tensdo monofésica alternada nos seus
terminais. A vantagem do motor monofasico € a sua utilizacéo facilitada em areas residenciais
e comerciais, onde a tensdo monofasica se encontra disponivel.

O motor de indugdo monofésico, além de apresentar as caracteristicas do motor
monofasico, dispde de condutores curto-circuitados no rotor, 0 que gera uma inducdo de
correntes no rotor. Em razéo de ter apenas uma fase no enrolamento do estator, o campo
magnético produzido pelo enrolamento do estator ndo gira, na verdade apenas pulsa, mantendo
a sua direcdo e alternando o seu sentido ao longo do tempo. Em razéo disso, 0 seu torque
resultante na partida é nulo.

O motor de inducdo monofasico com enrolamento auxiliar, além de apresentar as
caracteristicas do motor de inducdo monofasico, contempla um enrolamento auxiliar
principalmente para dar partida no motor. O enrolamento auxiliar pode ter diversas disposicoes,
a depender do projeto. Aqui aborda-se a mais simples, a qual é facilmente encontrada na
literatura: o enrolamento auxiliar fica disposto a 90° graus mecanicos em relacdo ao
enrolamento principal e € conectado em paralelo com o enrolamento principal, sendo
alimentado pela mesma tenséo da rede.

A impedancia do enrolamento auxiliar é projetada para ter defasagem distinta da
impedancia do enrolamento principal. Deste modo, as correntes estdo defasadas entre si,
gerando um campo girante com amplitude variando de maneira eliptica, proporcionando assim
dar partida no motor.

Num motor de inducdo monofasico com fase dividida, o enrolamento principal e o
enrolamento auxiliar sdo conectados em paralelo. Porém, o enrolamento auxiliar tem a
impedancia mais resistiva do que o enrolamento principal. Assim, cria-se uma defasagem entre
as duas correntes, criando-se um campo girante e permitindo o giro do motor.

Num motor de indug&o monofésico com capacitor de partida, um capacitor é conectado
em série com o enrolamento auxiliar, contudo ele é desconectado antes de atingir uma
velocidade proxima a nominal. A chave geralmente utilizada para abrir o circuito é chamada
centrifugo, que abre a partir de uma determinada velocidade do rotor. Ele é conectado com um
dispositivo chamado platinado, que acopla a chave mecénica com os condutores do

enrolamento auxiliar, permitindo assim abrir o circuito elétrico.
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Quando se quer atingir outras caracteristicas de projeto, como um melhor rendimento
ou uma maior flexibilidade em ligar e desligar o motor, pode-se colocar um capacitor que atue
tanto na partida do motor quando na sua operacdo em regime, nao sendo necessaria utilizacéo
de uma chave para remové-lo. Esse motor é chamado de motor de indu¢do monofasico com
capacitor permanente, o qual consegue produzir um campo girante mais uniforme em regime
permanente. Além disso, a utilizacdo de um capacitor em série com o enrolamento auxiliar, na
condicdo de carga nominal, ajuda a melhorar o fator de poténcia e elevar o rendimento do motor.
Porém, esse motor apresenta torque de partida baixo em relacdo ao motor com capacitor de
partida, porque a capacitancia utilizada geralmente é baixa, caso contrario a corrente no
enrolamento auxiliar se torna muito elevada e o projeto fica inviavel economicamente.

Entdo, quando se deseja um torque de partida elevado e um melhor desempenho do
motor em regime permanente, pode-se utilizar um capacitor de partida e um capacitor
permanente ligados em paralelo. Tal configuragdo € chamada de motor de indugdo monofasico
com capacitor de dois valores. Quando ha a partida, o capacitor de partida e o capacitor
permanente sao conectados em paralelo no enrolamento auxiliar. Nesta condi¢do, a capacitancia
equivalente € a soma das duas capacitancias. Quando se atinge uma velocidade suficientemente
alta, o centrifugo é disparado e o capacitor de partida é desconectado, sobrando apenas o
capacitor permanente. Utilizar dois capacitores demanda mais matéria-prima e tempo de
fabricacdo. Contudo, pode ser um projeto economicamente viavel caso 0s requisitos necessarios
sejam restritos.

O presente trabalho trata da estimacdo de valores de parametros elétricos do motor de
inducdo monofasico com capacitor permanente, utilizando um otimizador numérico para

auxiliar na busca dos valores, considerando perdas no ndcleo do estator.

1.1  OBJETIVOS

Na sequéncia, 0s objetivos geral e especifico sdo apresentados.

1.1.1 Objetivo Geral

O objetivo é conseguir uma boa estimativa dos valores das resisténcias e indutancias

de um modelo elétrico equivalente do motor de inducdo monofasico com capacitor permanente.
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1.1.2 Objetivo Especifico

O objetivo especifico é desenvolver um algoritmo computacional que estime 0s
valores dos parametros de motores de inducdo monofasico utilizando os resultados de ensaios.
O algoritmo deve funcionar de forma automatizada com auxilio de otimizadores numeéricos,

com o minimo de interferéncia do usuario no seu funcionamento.

12 ORGANIZACAO DO TRABALHO

O TCC inicia com um resumo dos principais pontos do motor monofésico, o qual pode
ser conferido no inicio do capitulo 2. Primeiro é apresentado a teoria do motor monofésico,
depois sucintamente é falado sobre a fungdo do enrolamento auxiliar.

Apds isso, é apresentada a teoria da transformada de Park, a qual serd necessaria para
a deducdo da teoria do artigo de referéncia publicado pelo Umans em 1996 (Umans, 1996), que
primeiro apresenta a modelagem eletromagnética do motor em regime permanente sem
considerar as perdas no ferro, e depois expande a teoria anterior considerando assim as perdas
no ferro. A correcdo das equacdes do caso sem perdas no ferro e as equacdes considerando tais
perdas estdo indicadas resumidamente no capitulo 2. Também foram deduzidas varias equagoes
do caso sem perdas no ferro, para entender melhor a teoria e complementar este documento, as
quais se encontram no Apéndice A.

Quanto ao otimizador, foram testados 10 métodos distintos, sendo dois deles
aproximacdes do problema monovariavel e oito deles provenientes da biblioteca Scipy do
Python. A teoria desses métodos adaptados € apresentada no capitulo 3, assim como uma
descricdo da funcdo objetivo e das variaveis utilizadas na otimizacao.

Nos resultados apresentados no capitulo 4, comparou-se os resultados da aplicacdo da
metodologia implementada no algoritmo com aqueles obtidos no artigo de referéncia, e ap6s
isso estimou-se o0s valores dos parametros elétricos de um motor fabricado na WEG Motores.
Gerou-se os valores dos parametros elétricos e graficos de Torque versus velocidade e
Rendimento versus velocidade para condigdes proximas dos ensaios. Também é mostrada a
interface de usuério desenvolvida em Excel.

Apds o capitulo 4, encerra-se 0 TCC com a conclusdo e as referéncias.
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2 DESENVOLVIMENTO

2.1 PRINCIPIO ELEMENTAR DE UM MOTOR DE INDUCAO

Pode-se explicar o funcionamento basico de um motor de inducéo, seja ele monofasico,
biféasico ou trifasico, a partir de um imé& girando sob um disco de cobre, conforme mostra a
Figura 2.1, a qual foi retirada do livro do autor Cyril G. Veinott (Veinott, 1959), de onde
também foi baseada esta explicacgéo.

Figura 2.1 — Im& magnético girando sob um disco de cobre.

Movimento

relativo do
N condutor com
respeito ao polo
Epy —

Movimento
N

Direcéo de rotagdo
com relagdo ao ima

\ Forca
Correntes
induzidas

Direcéo de rotacdo do disco (c)

(a)
Fonte: Veinott (1959), traduzido pelo autor (2021).

O imd gira no sentido anti-horéario, enquanto o disco se encontra inicialmente parado;
como € ilustrado pela Figura 2.2. Para esta explicacdo, serd analisada apenas a influéncia dos
imds proximos a superficie do disco, os quais sdo as partes externas indicadas pelas cores

preenchidas, enquanto que a area em cinza sera desprezada por estar distante do disco.
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Figura 2.2 — Im4 magnético girando sob um disco de cobre.

Sentido
de giro
do imé&

Fonte: Elaborada pelo autor (2021).

Deve-se lembrar que 0 movimento € relativo ao referencial escolhido. Por exemplo, o
ser humano pode estar parado em relagéo ao chdo, mas ndo em relagéo ao sol, porque o planeta
Terra gira ao redor de si mesmo (rotacao) e ao redor do Sol (translacdo), portanto em relacéo
ao Sol o ser humano néo estd parado. Seguindo esse raciocinio, pode-se utilizar o ima como
referencial. Deste modo, se 0 ima esta girando a uma velocidade angular w com o referencial
no disco, entdo o disco se movimenta numa velocidade angular -w com o referencial no ima,

indicando uma inversdo no sentido indicado na Figura 2.2, como mostra a Figura 2.3.

Figura 2.3 - Ima magnético girando sob um disco de cobre, com referencial no ima.

Sentido de giro
do disco (em
relag&o ao imé&)

Fonte: Elaborada pelo autor (2021).
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A forca magnética (F"B) é dada pela equacdo (2.1), que relaciona forca, associado ao

movimento do disco, indugdo magnética (E) e velocidade (v), associada ao movimento das

cargas.

13

3=q.UxEB 2.1)

Uma vez que as cargas se movimentam, elas provocam uma varia¢do de carga com o
tempo numa mesma area superficial, ou seja, uma corrente induzida na secéo transversal do
disco, em que as cargas se movimentam com velocidade v. Assim, pode-se aplicar a regra de
Fleming para determinar o sentido dessas correntes induzidas. Na Figura 2.4, é esquematizado
um caminho fechado (completo) dessas correntes. Utilizando a regra da méo direita, obtém-se

o sentido dos campos magnéticos gerados pelas correntes induzidas, conforme mostra a Figura

2.4, em gque 0 campo magnético esta na direcdo do leitor quando indicado por ®eo campo

esta se afastando do leitor quando indicado por .

Figura 2.4 — Sentido das correntes induzidas no disco de cobre.

Sentido de giro
do disco (em
relagéo ao imé)

Fonte: Elaborada pelo autor (2021).

Os campos magnéticos produzidos pelas correntes induzidas tendem a se alinhar com os
polos magnéticos do imé&, gerando assim uma forca de atra¢do entre 0 campo magnético do iméa
e 0 campo magnético gerado pelas correntes induzidas no disco. Como 0 campo magnético
entra pelo polo sul e sai pelo polo norte, isso faz o disco girar no sentido contrario ao



21

apresentado na Figura 2.4, que na realidade seria 0 mesmo sentido de rotagdo do im&, quando
areferéncia utilizada € o disco parado. O torque gerado pelo alinhamento de campos magnéticos
¢ denominado “torque de alinhamento”, que ¢ um dos principios de conversdo de energia das

maquinas elétricas.

2.2 PRINCIPIO DE FUNCIONAMENTO DE UM MOTOR DE INDUCAO
MONOFASICO

O comportamento de um motor de inducdo monofasico pode ser compreendido a partir
de duas teorias: a teoria dos campos girantes e a teoria dos campos cruzados. Sera apresentada
nesta secédo a teoria dos campos girantes de forma sucinta, de maneira intuitiva, sem apresentar
detalhes matematicos extensos ou exatiddo a um motor monoféasico real. Mais detalhes podem
ser conferidos nos livros do Veinott (Veinott,1959) e do Chapman (Chapman, 2012).

Em primeiro lugar, sera analisado o campo magnético produzido num solenoide,
conforme a Figura 2.5. Esta andlise serd util para a deducdo do campo girante no motor

monofasico.

Figura 2.5 — Desenho representativo de um solenoide.

: L
T
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Fonte: Bastos (2012), adaptada pelo autor (2021).

O campo magnético no interior do solenoide no ponto P pode ser determinado pela

equacdo (2.2). O sentido do campo magnético é dado pela regra da méo direita.

_ NI L, L
2L |\JR2 +12 R2+12

(2.2)
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Em que:
e R € o raiodo solenoide;
e N é 0 numero de espiras;
e [ éacorrente circulando no condutor;
e L é 0 comprimento total;
e [, éadistancia desde o inicio do solenoide até o ponto P;

e L, éadistancia desde o ponto P até o fim do solenoide.

O mobdulo da inducdo magnética (ou também chamada de densidade de fluxo
magnético) pode ser calculada multiplicando a permeabilidade magnética u pela equacao (2.2),
chegando assim na equacao (2.3). O sentido do vetor indugdo magnética € o0 mesmo do campo

magnético.

5 NI L, L
frd l’l [Je——
2L |JR2+ 12 JR2+12

(2.3)

Entdo, pode-se analisar a Figura 2.6, a qual mostra um motor de inducdo monofasico
sem o enrolamento auxiliar. O enrolamento do estator estd destacado em verde, e em azul é

apresentado o sentido das correntes induzidas no rotor. A corrente que entra no papel possui o

simbolo & e aquela que sai do plano de leitura em direcdo ao leitor possui o simbolo @

Figura 2.6 — Motor de inducdo monofasico sem o enrolamento auxiliar.

Fonte: Chapman (2012), adaptado pelo autor (2021).
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A disposicdo do enrolamento do estator &€ mostrado de forma aproximada na Figura
2.6 (em verde), para mostrar a semelhanca do seu formato com a solenoide. O objetivo é
perceber de forma intuitiva que a inducdo magnética apresenta, na soma dos seus vetores, 0
mesmo sentido do solenoide da Figura 2.5. Para olhar a disposicéo exata desses enrolamentos
e a conexdo entre eles, é necessario verificar seu esquema de ligacéo, que esta fora do escopo
do capitulo.

Logo, utilizando a regra da médo direita na Figura 2.6, de forma analoga a analise do
solenoide, chega-se no sentido dos campos magnéticos apresentados. Como as correntes do
rotor sdo induzidas pelo estator, a indugcdo magnética apresenta sentido contrério a indugédo
magnética do enrolamento do estator, conforme a lei de Lenz.

A inducdo magnética do enrolamento do estator pode ser aproximada como sendo
igual a inducdo magnética do solenoide, como apresentado na equacao (2.3). Essa inducao seria
diretamente proporcional a corrente aplicada. Como a corrente no enrolamento do estator € uma
funcdo trigonomeétrica (por exemplo um cosseno), pode-se representar a inducdo magnética Bs

também como uma fungdo trigonométrica, como mostra a equagao (2.4).

Bs(t) = Bpax- cos(wt) (2.4)

A partir da analise da equacdo (2.4) e da Figura 2.6, mostra-se que ha a geracao de um
campo pulsante na mesma direcdo (longitudinal), apenas alternando seu médulo e sentido ao
longo do tempo. De forma equivalente, esse campo pulsante pode ser decomposto em dois
campos pulsantes, um girando no sentido anti-horario com velocidade angular w e outro no

sentido horario na mesma velocidade angular w, conforme mostra a Figura 2.7.

Figura 2.7 — Vetores componentes do campo girante.

"F/2

Fonte: Veinott (1959), adaptado pelo autor (2021).
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Essa decomposic¢do do campo girante pode ser representado pelas equacdes (2.5) a

(2.8). As suas formas fasoriais estdo representadas nas equacdes (2.9) e (2.10).

[Bopro| = 2222 (25)
|Bs ret| = B"z"”‘ (2.6)
4B pro = Wt (2.7)
8Bgper = —wt (2.8)
Bs,pro = anlax el (2.9)
B pec = B";“" e (2.10)

Tais campos s3o chamados pela literatura de campo progressivo (Bsp,,) € campo
retrdgrado (Bs ge¢), €M analogia ao sentido de seus campos. O campo progressivo gira no
mesmo sentido de giro do rotor, enquanto que o campo retrégrado gira no sentido contrario ao
sentido de rotagéo do rotor.

A soma de B p,, € Bsge: € indicada na equagdo (2.11), a qual apresenta resultado

igual & equacao (2.4).

. . B . »
Bspro + Bsret = > (eJWt t+e ]Wt)

= B"éax - (cos(wt) + j.sen(wt) + cos(wt) — j. sen(wt)) (2.11)

B max

== .2.cos(Wt) = Bpax- cos(wt) = Bg(t)
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Fazendo uma analogia com o campo girante do motor trifasico, sabe-se que o campo
girante é uniforme, movendo-se na velocidade angular w e com modulo constante. Portanto, o
motor de indugdo monofasico sem enrolamento auxiliar poderia ser interpretado como dois
motores de inducdo trifasicos, um girando no sentido horéario e outro no sentido anti-horéario e
ambos acoplados no mesmo eixo. Esta foi a conclusdo que Ferraris [VVenoitt] apresentou em seu
artigo.

Entretanto, apesar da sua brilhante descoberta, este mesmo cientista considerou os
motores operando com mesma tensdo de entrada, quando na realidade o raciocinio correto €
gue ambos estejam em série, ou seja, a tensdo de entrada € igual a soma da tensdo dos dois
motores. Entdo, o motor de inducdo monofasico pode ser interpretado como dois motores de
inducdo trifasicos, um girando no sentido horério e outro no sentido anti-horério, ligados em
série.

O formato da curva de torque versus velocidade do motor monoféasico é dada pela
soma dos torques provocados pelos campos progressivo e retrégrado, conforme mostra a Figura
2.8. Lembrando que o torque dos campos progressivo e retrogrado apresentam sinais contrarios,
em razdo da orientacdo de cada torque, a qual tende a se alinhar com 0 movimento de rotagéo

do respectivo campo (porém, fica atrasado devido ao escorregamento).

Figura 2.8 — Vetores componentes do campo girante.

Tind
PROGRESSIVO

e

RETROGRADO

Fonte: Chapman (2012), adaptado pelo autor (2021).

Pela analise da Figura 2.8, percebe-se que o torque é nulo na partida. Em razdo disso,
é necessario um método de partida para o motor de indugdo monofésico. O enrolamento auxiliar
tem o intuito de ajudar na partida do motor, tornando o torque de partida nao nulo.

A adicao do enrolamento auxiliar permite tornar o motor monofasico, com apenas um

enrolamento e o campo pulsante numa dire¢do s6, em um motor com dois enrolamentos,
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defasados mecanicamente de 90° e com um campo pulsante em duas dire¢des (longitudinal e
transversal). A disposicdo dos enrolamentos principal e auxiliar € mostrada na Figura 2.9, com

o sentido positivo das indu¢Ges magnéticas By, € By, respectivamente.

Figura 2.9 — Vetores componentes do campo girante indicados mecanicamente.

By

o Enrolamento
auxiliar

Enrolamento
principal

Fonte: Chapman (2012).

Quando o campo no enrolamento principal apresenta igual magnitude do enrolamento
auxiliar, porém defasagem entre as inducdes de 90° graus elétricos, ha a formacao de um campo
girante uniforme, de forma analoga a formacéo de um campo girante num motor bifasico. Para
mostrar isso, sera feita a soma realizada na equacéo (2.12), com auxilio da equacéo (2.4). Essa
equacdo indica a inducdo B,, como a referéncia (defasagem nula) e a inducio B, espassada em
90° graus mecanicos e atrasada da indug&o B,, em 90° elétricos. O desenvolvimento é mostrado
na equacdo (2.13) e o resultado na equagéo (2.14).

. . T T

By + By = By cos(Wt) + By gy COS (wt - E) e’z (2.12)

By + Bs = By cOS(WE) + Bpgy. (cos(wt). cos (g) + sen(wt).sen (g)) . (cos (g) +j.sen (g)) (2.13)
By + Bs = Bpay- (cos(wt) + j.sen(wt)) (2.14)

Assim, analisando o modulo e o &ngulo do vetor resultante a partir das equacdes (2.15)
e (2.16), percebe-se que o madulo é constante e o angulo varia com a frequéncia da rede.
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|BM + BAl = Bmax-\/(COS(Wt))Z + (sen(Wt))? = Bpax (2.15)
4(By +By) =tg? <%> = tg~1(tg(wt)) = wt (2.16)

Utilizando a equagéo (2.17), pode-se chegar numa forma alternativa da equacéo (2.16),

mostrada na equacao (2.18).

w=— (2.17)

. . t
4(By + B,) = 2m. (2.18)

A partir das equaces (2.15) e (2.18), percebe-se que o vetor resultante faz uma volta
completa dentro de um periodo com magnitude constante, de forma andloga ao campo girante
uniforme de um motor trifésico.

Deste modo, haveria apenas a componente do campo progressivo. Assim, analisando
a Figura 2.8, haveria um aumento do conjugado e uma reducdo do escorregamento em regime
nominal, melhorando o desempenho do motor.

Quando a inducdo do enrolamento auxiliar ndo esta defasada de 90° mecanicos e
elétricos da inducdo do enrolamento principal, pode haver a formagdo de um campo girante
eliptico, que varie a magnitude da inducdo resultante com relacdo ao tempo. Ainda assim, 0
valor do torque na partida seria maior no campo progressivo do que no campo retrogrado,
permitindo a partida do motor, a um custo do conjugado maximo e do desempenho do motor

em regime nominal.

2.3 TRANSFORMADA DE PARK

A transformada de Park, introduzida por R. H. Park, revolucionou a anélise de
maquinas elétricas. Ela tem a propriedade de eliminar todas as indutancias variantes no tempo
das equacOes de tensdo decorrentes do movimento do rotor no espaco. Para a teoria, Sdo

adicionados dois eixos, chamados de eixo direto e em quadratura, que giram na mesma
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velocidade do rotor. Caso o rotor gire no mesmo sentido de rotagdo dos eixos, entéo o rotor fica

sempre “parado” na referéncia desses dois eixos. A Figura 2.10 representa essa abordagem.

Figura 2.10 — Eixos direto e quadratura da transformada de Park.

w

Fonte: Universidade de Brasilia (2019), adaptado pelo autor (2021).

E possivel realizar a conversdo dos eixos direto e quadratura nos eixos estacionarios

(e «, as relagBes de transformacao sdo definidas por senos e cossenos. Podem-se definir a

tensdo V, e suas componentes por relagdo trigonométrica das seguintes formas:

Vap = |Vag|. €7 (2.19)
Vo = Vgp.cos(y) (2.20)
Vg = Vyp-sen(y) (2.21)
Va = Vgp.cos(y — 60) (2.22)

Vg = Vap-sen(y — 0) (2.23)
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2.3.1 Transformacdo das variaveis

Pode-se escrever a seguinte relacdo descrita em (2.24). Maiores detalhes podem ser

conferidos no desenvolvimento do equacionamento apresentado no Apéndice A.

=] s [ 224

Para encontrar as componentes V,, e V a partir das componentes V,; e V,, apenas €

necessario inverter a matriz, ou seja:

1 et A o et R A

2.4 TEORIA ELETROMAGNETICA DO MOTOR MONOFASICO COM
ENROLAMENTO AUXILIAR

A partir da definicdo da transformada de Park, pode-se dar inicio a analise do circuito
elétrico equivalente esquematizado do motor de inducdo monofasico com capacitor

permanente, o qual é apresentado na Figura 2.11.

Figura 2.11 - Circuito simplificado de motor monofésico com capacitor permanente.

Capacitor
v |
Enrolamento Enrolamento
v(t) Principal Auxiliar

Fonte: Umans (1996), adaptado pelo autor (2021).

Primeiramente, a analise sera considerada sem as perdas no nucleo, de forma analoga

ao artigo de referéncia do autor Umans. Por mais que esse modelo néo esteja presente no
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programa numérico implementado neste documento, a ideia seria demonstrar um raciocinio
preliminar, e a partir dele estender para a analise considerando as perdas no ndcleo.

Serdo considerados quatro enrolamentos: dois deles no estator (principal e auxiliar) e
dois no rotor, idénticos entre si, criados artificialmente apenas para a resolugdo numérica. Ou
seja, um rotor de gaiola de esquilo seria representado por dois enrolamentos artificiais dispostos
em 90° no espaco. Esses enrolamentos sdo indicados pelos numeros 1 e 2. Uma analise
semelhante também é realizada nos motores trifasicos, com trés enrolamentos no estator e trés
enrolamentos no rotor.

Antes de continuar a explicacdo, é importante lembrar as definigdes:

a. Indutancia propria: dada pela razéo entre o fluxo concatenado do enrolamento e a
corrente sendo percorrida no mesmo enrolamento (gerador do fluxo), com todos

0s outros enrolamentos com corrente nula;

b. Indutdncia mdtua: dada pela razéo entre o fluxo concatenado do enrolamento e a
corrente sendo percorrida num segundo enrolamento (gerador do fluxo), com todos

0s outros enrolamentos com corrente nula, inclusive do primeiro enrolamento.

A partir disso, sdo feitas algumas consideracGes, conforme a seguir.

Os enrolamentos da principal e da auxiliar estdo separados por 90° mecanicos entre si.
Isso significa que os campos magnéticos sdo magneticamente desacoplados, ou seja, 0 campo
magnético de um enrolamento ndo interfere no desempenho do outro. Por exemplo, supondo
gue o enrolamento auxiliar esta desernegizado (chave aberta), ndo havera fluxo concatenado
neste enrolamento quando o enrolamento principal estiver energizado, em razéo da disposi¢ao
fisica desses enrolamentos. Entdo, pela definicdo da indutdncia mutua, isso significa que a
indutdncia matua entre o enrolamento principal e o auxiliar é igual a zero. Do mesmo modo, 0s
enrolamentos 1 e 2 do rotor também s&o perpendiculares no espaco, e a indutadncia mutua entre
esses enrolamentos é nula;

Para definir a indutancia mdtua entre os enrolamentos do estator e do rotor, é
importante lembrar da transformada de Park, que relaciona os eixos fixos (utilizados nas
variaveis do estator) com os eixos girantes (utilizados nas variaveis do rotor). Assim, é possivel
extrair os valores dessas indutancias, a partir das relaces de transformacdo mostradas nas

equac0es (2.26) e (2.27), repetida da deducéo da transformada de Park.
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il - [—ﬁ% if):((g))] | [5,3] (2.26)
i1 =oney eoeter | [ ez

Assim, as indutancias mutuas entre o estator e o rotor podem ser calculadas,
dependendo do fluxo a ser analisado. Quando o fluxo concatenado desejado for aqueles dos
enrolamentos principal e auxiliar, utiliza-se a equagao (2.27) para transformar as indutancias
mutuas entre os enrolamentos do estator e rotor para os eixos fixos a e . De forma analoga,
quando o fluxo concatenado desejado for aqueles dos enrolamentos 1 e 2 do rotor, utiliza-se a
equacdo (2.26) para transformar as indutancias matuas entre os enrolamentos do rotor e estator
para 0s eixos moveis d e q.

Em resumo, os fluxos concatenados do estator estdo referenciados pelos eixos fixos a
e B. Assim, as indutncias matuas devem ter a mesma referéncia. Do mesmo modo, os fluxos
concatenados do rotor estdo referenciados pelos eixos moveis d e g, e as indutancias matuas
devem ter a mesma referéncia desses eixos.

Além disso, também ha mais uma consideracdo a ser levada em conta. Na definicdo
da transformada de Park, foi considerado o sentido positivo do angulo 6 no sentido anti-horério.
Ou seja, caso o rotor gire neste sentido, o angulo 0 seré positivo. Como o capacitor é conectado
no enrolamento auxiliar (que tem caracteristica indutiva), entdo a tensdo € atrasada no
enrolamento auxiliar em relacédo ao enrolamento principal, considerando a conexao apresentada
no inicio desta secdo. Caso 0 eixo magnético do enrolamento principal anteceda o eixo
magnético do enrolamento auxiliar, o0 movimento do rotor sera horario. Caso contrario, 0
movimento do rotor sera anti-horario. A disposi¢do do eixo magnético € definida pela posi¢éo
espacial dos enrolamentos e do sentido que as bobinas s&o enroladas, e seu sentido pode ser
deduzido pela regra da méo direita.

Para evitar utilizar angulos negativos nas equacoes, as equacgdes da transformada de
Park serdo adaptadas. Deste modo, podemos escrevé-las, de forma alternativa, pelas equagdes
(2.28) e (2.29).
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Va]l [ cos(8) Fsen(0)] [Va]

Vg ] N |+sen(6) cos(8) | ' 1 (2.28)
V] _ [ cos(8)  +sen(6)] [Vd]
Vgl = |Fsen(8) cos(0) | [V (2.29)

Consequentemente, quando o sentido de rotagdo do rotor é horario (ou seja, 0 €ixo
magnético da principal antecede o eixo magnético da auxiliar), é utilizado o sinal superior.
Quando o sentido de rotacdo do rotor € anti-horario, € utilizado o sinal inferior, que seria
equivalente a transformada de Park deduzida anteriormente. Em ambos os casos, pode-se
utilizar o angulo positivo desde que respeitada a convencao.

Deste modo, as equaces de fluxo sdo dadas pela equacao (2.30).

Amain [ Lmain 0 L mainR- COS(B) +LmamR sen(G)] lmam

llaux — 0 Laux ‘T'LauxR sen(@) LauxR COS(G) I laux “ (2 30)
Al LmainR- COS(Q) $LauxR- Sen(a) LR '
A, *Lnaing-5en(0)  Lgyxg-cos(60) 0

Para evitar utilizar o termo + e + nas equacg0es, sera criada uma variavel auxiliar, com

valor descrito na equacdo (2.31).

=41 (2.31)

Assim, pode-se reescrever a equacao (2.30) pela equagéo (2.32).

Amain Lmain 0 LmainR- COS(G) L. LmainR- sen(@) Imain

|:/1aux“ — |: 0 Loux —L Layxr-sen(8) Lauxr-cos(6) “ i I lqux ‘ (2 32)
A Limaing-€0s(8) =1 Lgyxr-sen(d) Lp 0 iy ’
Az L. Linging- sen(6) Lauxr- cos(8) 0 Lg i

Num indutor, a tensdo induzida é dada pela variacdo de fluxo em funcéo do tempo,
conforme a lei de Faraday. Além disso, existem as perdas Joule devido a passagem de corrente
elétrica no condutor de resistividade ndo-nula. Entdo, a tensdo instantanea no enrolamento

principal pode ser determinada por:

Bmain (2.33)

VYmain = Rmain- Imain + dt
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. T A main
Em que a parcela R,,4in- Imain € devida a resistividade do condutor e a parcela %

é devida a inducéo de tensdo pela passagem de corrente nas espiras do indutor. O termo A4,

é definido como o nimero de espiras do indutor multiplicado pelo fluxo concatenado, ou seja:
Anain = Nmain- Pmain (234)

Da mesma forma, pode-se indicar a tensdo e o fluxo concatenado no enrolamento

auxiliar pelas equacoes (2.35) e (2.36).

d)\'aux
Vaux = Raux- laux dt (2'35)

Aaux = Nayx- Paux (2-36)

Importante lembrar que o enrolamento auxiliar é conectado em série com o capacitor.
Assim, a tensdo do enrolamento principal é a soma da tensdo no capacitor mais a tensdo no
enrolamento auxiliar. Em razdo da soma fasorial da tensdo no capacitor e no enrolamento
auxiliar, € possivel que essas tensdes tenham um valor RMS superior ao valor da tensdo RMS
do enrolamento principal, como acontece na pratica com alguns motores.

Quanto ao circuito rotorico, as barras do rotor sdo curto-circuitadas pelos anéis nas
extremidades do rotor. Em razédo disso, é considerado que o circuito rotérico apresenta tensao
instantdnea nula. Por mais que o circuito rotorico seja formado majoritariamente por
resisténcias em série, sera considerada a mesma formulacdo dos enrolamentos principal e

auxiliar, com uma parcela resistiva e outra indutiva, ou seja:

d\,
=Riii+—=0 2.37
Uy 114+ It ( )
dA
Uz = Rz. iz + _2 = O (238)

dt
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A tensdo de entrada seria uma senoidal, neste caso perfeita, conforme mostra a equagao
(2.39). Essa consideracdo é proxima da rede elétrica residencial, uma vez que a concessionaria

evita entregar a energia ao consumidor com alta taxa de distor¢do harmonica.

Umain = \/E Vmain- COS(Wt + (pmain) (2-39)

Da mesma forma, a tensdo no enrolamento auxiliar e as correntes nos enrolamentos

principal e auxiliar podem ser escritas na forma:

Vaux = \/E Vaux- COS(Wt + (paux) (2-40)
imain = V2. Lyngin- cOS(Wt + bgin) (2.41)
lgux = V2. loyx-cos(Wt + ¢,,,.) (2.42)

De forma equivalente, podem-se escrever as equacfes em forma de fasor, conforme

mostram as equacdes (2.43) a (2.46). Esse formato sera util na deducdo das equacdes.

Vmain = V2. R(Viain- /%) = V2. R(Vigin. €/ Ve #main)) (2.43)
Vaux = V2. R(Vyyr- €"%) = V2. R(Vyyyy e/ WEHPaur)) (2.44)
imain = V2. R(Inain-€™") = V2. R(Ijngin. €/t Pmain)) (2.45)
fgux = V2. R([g- /) = V2. R(Ig- €7 WEH Pan)) (2.46)

Para uma maquina com namero de par de polos P, o angulo elétrico € definido pelo

namero de par de polos multiplicado pelo angulo mecanico, ou seja:
Otec = P.Opec = P.w,t =6 (2.47)

Para as equacOes a seguir, serd utilizada a simbologia do angulo elétrico de forma

simplificada, sem a referéncia ao termo elec, ou seja, 8,;.. = 8, cOMo mostra a equacao (2.47).
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O escorregamento € definido pela diferenca relativa entre a velocidade angular
sincrona e a velocidade angular do rotor, conforme indica a equacéo (2.48).

s = w— Pwp (2.48)
w

O escorregamento também pode ser definido em termos da velocidade absoluta, como
é comum nos livros de engenharia. Entretanto, neste caso ele sera definido pela equagéo (2.48)
em razdo da similaridade com as equagdes deduzidas neste documento.

Serdo apresentadas as principais equacdes para 0 caso sem perdas. Para mais detalhes

das deducdes, consultar o Apéndice A.
2.4.1 Fluxo 44

O fluxo concatenado da fase 1 do rotor, em sua forma alternativa, é dado na equacéao

(2.49).
Al =R l(ﬁ LmainR- Imain . ej¢main + ] \/? LauxR- Iaux . ej¢aux) . ej(z_s)wtl
2 - 2
IR [(\/7 Lmaian- Imain . ej¢main (249)

\/E- LauxR- I aux
| 2

+J

. ej¢aHX> . ejSth + LR' il

2.4.2 Correntes IT e I7

As correntes I e I, que correspondem as correntes dos campos progressivo e

retrogrado do enrolamento principal do rotor, sdo calculadas pelas equagées (2.50) e (2.51).
I;I- = _jK+- (LmainR- jmain + ] Laux- jaux) (2'50)

Ii_ = _jK_- (Lmainr- jmain t Jj. Laux- jaux) (2.51)
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2.4.3 Fluxo 4,

O fluxo concatenado da fase 2 do rotor, em sua forma alternativa, é dado na equacao

(2.52).
/12 = R [(ﬁ LauxR. Iaux . ej¢aux $ ] \/E LmainR. Imain . ejd)main) . ej(Z—S)th
2 2
R l(ﬁ LauZXR- Iaux ) ejq)aux (252)

. \/E LmainR- Imain
tj. >

. ejq)main) . ejSWt] + LR' iz

2.4.4 Correntes I3 e I3

As correntes I e I, que correspondem as correntes dos campos progressivo e

retrogrado do enrolamento auxiliar do rotor, sdo calculadas pelas equagdes (2.53) e (2.54).

(LmainR- jmain $] Laux- jaux) (2.53)
2.(Rg +jswLyg)

I = (&)). (—jsw).

. —_ . (LmainR-jmain ij-Laux-iaux)
L, =(F).(—j2 - : 2.54
2 = (F)- (=2 =s)w) 2.(Rg+j(2—=s)wLg) (2:54)

Ou seja, pode-se escrever Iie I, em termos de I e I, cujas representagdes estdo

indicadas nas equacdes (2.55) e (2.56).
L =+j.0F (2.55)

Iy =Fj.I7 (2.56)
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2.45 Fluxo A,,4in

O fluxo concatenado da fase principal do estator, em sua forma alternativa, é
apresentado nas equacg0es (2.57) e (2.58).

Amain = R[/imain- eth] (2-57)

imain = \/E Lmain- imain + \/E LmainR- (If + 11_)) (2'58)

2.4.6 Fluxo A4,

O fluxo concatenado da fase auxiliar do estator, em sua forma alternativa, é

apresentado nas equacgoes (2.59) e (2.60).
Aaux = R[Agur- €77¢] (2.59)

/iaux =J. \/E Layx- iaux tJ. \/? Lauxr- (If - 11_)) (260)

2.4.7 Lei de Ohm aplicado ao motor monofasico

Analisando a Figura 2.12, pode-se definir a tensdo de entrada como sendo igual a
tensdo aplicada na conexdo com o enrolamento principal e na conexd com o enrolamento

auxiliar, uma vez que ambos estdo em paralelo. Isso é resumido na equacgéo (2.61).

Figura 2.12 - Circuito simplificado de motor monofasico com capacitor permanente.
Capacitor
b [

Enrolamento Enrolamento
Vare(t) V(t) Vinain(t) Principal Auxiliar

-

Fonte: Umans (1996), adaptado pelo autor (2021).
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Vimain () = Vaux () = v(t) = V2.V,.cos(wt) = R[V2.V,.e/"] (2.61)

Nota-se que a tensdo V, ndo precisa estar na sua forma fasorial, porque a referéncia
utilizada é a tenséo de entrada (defasagem de V, é igual a zero), significando que sua magnitude
é numericamente igual a sua forma fasorial.

Pode-se escrever a “lei de Ohm” para este circuito a partir da equagdo (2.62).

Ryain + Zmain + jW\/E(Lmain —J. LgnainR' (K+ + K_)
i]\/EW Lauxr- Lmainr- (K+ - K_)

_ . . . . (2.62)
FjV2w. Layxr- lgux- (K* = K7) l Ilmaml _ [Vo]
Raux + Zaux +j\/§W(Laux _j' L?luxR' (K+ + K_)) Iaux VO
2.4.8 Torque induzido médio
O torque induzido médio é dado na equacao (2.63).
Telec = 2P. (R[ernainRIanain' (K+ - K_) $] LmainRLauxR}:nainIaux- (K+ + K_) ( )
2.63

+ LiuxRIczlux' (K+ - K_) i] LmainRLauxRImain}Zux' (K+ + K_)])

2.4.9 Equag0es restantes

As seguintes equacdes tém como referéncia o artigo do autor Umans, e varias delas
sdo facilmente encontradas em livros de maquinas elétricas.

O torque de saida é dado pelo torque induzido menos o torque devido as perdas
rotacionais, como mostra a equacao (2.64). Sera considerado o torque induzido médio para este

calculo, portanto, o torque de saida também é uma média num periodo.
Tout = Tetec — Trot (2.64)

A poténcia de saida é a velocidade mecénica multiplicada pelo torque de saida,

conforme mostra a equagéo (2.65).
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Pout = Wi Toue (2-65)

A poténcia de entrada pode ser calculada pela parte real do conjugado do fasor da
corrente de entrada multiplicada pelo fasor da tensdo de entrada. Analisando o circuito da
Figura 2.12, a corrente de entrada é a soma da corrente no enrolamento principal e no
enrolamento auxiliar, enquanto que a tensdo de entrada é igual a I/,, conforme mostra a equacgéo

(2.61). Assim, pode-se escrever a equacao (2.66).

Py, = ]R[VI*] = R[Vo(lmain + Iaux)*] (2-66)

Pode-se separar os termos no conjugado. Logo, a equacdo (2.66) pode ser reescrita,

conforme mostra a equacéo (2.67).

Py, = R[VI*] = R[Vol;inain + VoIZux] = R[Vo(lr*nain + IZux)] (2.67)

O rendimento é definido pela razdo entre a poténcia de saida e a poténcia de entrada,

como mostra a equacao (2.68).

Pout

.100% (2.68)

in
Entdo, pode-se encontrar as perdas em varias partes do motor, conforme mostram as

préximas equacoes.

A equacdo (2.69) corresponde as perdas no enrolamento principal.

Prain = Rmain- Irznain (2.69)

A equacdo (2.70) corresponde as perdas no enrolamento auxiliar.

Poux = Rayx- Igux (2-70)
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A equacdo (2.71) corresponde as perdas no rotor, as quais correspondem a soma das
perdas dos enrolamentos 1 e 2 devido aos campos progressivo (+) e retrogrado (-). Lembrando

que a resisténcia do rotor nos enrolamentos foi considerada idéntica e igual a Ry.
Protor = RR- [rms(il)]z + RR- [rms(iz)]z (2-71)
Em que rms(x) representa o valor eficaz (raiz média quadratica) da varidvel x. As

equacOes das correntes eficazes dos enrolamentos principal e auxiliar do rotor, na sua versdo

completa, sdo dadas nas equacdes (2.72) e (2.73), respectivamente.

rms(iy)
1
(IHz. (m (2.sen(2ms). cos(2ms + 2¢;)) + 1)
1 (2.72)
= |+I].1]. <m (2.sen(2m(1 —5)).cos(2m(1 — s) + (—¢7 + (j)l"))))
| (m. (2.5en(2n(2 — 5)). cos(2m(2 — s) + 2¢7)) + 1)
rms(i,)
1
()2 (E (2.sen(2ms). cos(2ms + 2¢7)) + 1)
2.73)

= |+1).1;. <4(1+s)n (2. sen(2m(1 — s)).cos(2m(1 —s) + (—¢5 + qbz‘))))

1 _
T (2.sen(2m(2 — 5)).cos(2m(2 — s) + 2¢;)) + 1)

+(12_)2-(4(T

e

Considerando que o escorregamento é muito proximo da velocidade sincrona (s = 0),

as perdas no rotor podem ser calculadas de forma aproximada pela equacdo 2.74.

Protor = Rg.(2.(If)?.cos®(¢1) + (I7)?) + Re. (2. (IF).cos?(¢3) + (I7)?)  (2.74)

Outrossim, as perdas na impedancia conectada em série com o enrolamento principal
podem ser calculadas pela equacédo (2.75), e as perdas na impedancia conectada em série com

o0 enrolamento auxiliar podem ser calculadas pela equacéao (2.76).
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Prmain = Irilain' ]R[Zmain] (2-75)

Praux = Iczlux- ]R[Zaux] (2-76)

2.4.10 Equag0es considerando as perdas no ferro

As secdes anteriores trataram apenas do estudo do motor de indugdo monofasico com
capacitor permanente sem considerar as perdas no ferro. O autor do artigo também
disponibilizou as equacdes considerando as perdas no ferro, os quais s&o mostradas a seguir.
N&o sera disponibilizada uma deducdo detalhada dessas equacdes, como foi no caso sem perdas,
em razdo do limite de tempo de execucdo do TCC.

Para mostrar a equacdo dos fluxos magnéticos, primeiro é necessario entender 0s
principios da teoria utilizada. As perdas no ferro sdo estimadas a partir de um terceiro conjunto
de enrolamentos, composto por um enrolamento principal e um enrolamento auxiliar dispostos
a 90° mecanicos entre si e estaticos (fixos) em relacdo ao estator, diferente dos enrolamentos
do rotor que giram na velocidade angular w. Esses enrolamentos serdo chamados de
“enrolamentos do nucleo magnetizante”, em semelhanca ao enrolamento magnetizante nos
motores de inducdo trifasicos. Porém, é importante deixar claro que a teoria tenta estimar as
perdas no ferro com precisdo, com auxilio de ensaios do motor; ela ndo tem a intengdo de
estimar a indutdncia do nicleo magnetizante. A Figura 2.13 resume os trés conjuntos de

enrolamentos utilizados nesta teoria.

Figura 2.13 - Enrolamentos utilizados na teoria: principal e auxiliar no estator (a esquerda),
enrolamentos principal e auxiliar no rotor girando a uma velocidade angular w (centro),
enrolamentos principal e auxiliar do nacleo magnetizante (a direita).

I

L4

—

[y
v P

i
@

Fonte: Universidade de Sao Paulo, adaptado pelo autor (2021).
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Na teoria, ndo sdo consideradas as perdas no ferro no rotor (perdas por correntes
parasitas ou correntes de Foucault), que o autor chama de efeito de difusdo magnética ou efeito
da barra profunda. Haveriam dois motivos: (i) na maioria dos pontos de interesse, 0 motor estara
operando com escorregamento reduzido, de modo que a correntes induzidas no rotor terdo
frequéncias baixas e, em razdo disso, as perdas por difusdo magnética serdo pequenas, (ii) a
aplicacdo do motor monofasico em geral € para cargas pequenas. Portanto, as perdas no ferro
sdo consideradas predominantes no estator.

Em razdo desses argumentos, pode-se descrever o enrolamento principal e auxiliar do
nacleo magnetizante de forma analoga ao enrolamento principal e auxiliar no estator, porém
com indutdncias muatuas adicionais. Essas indutancias matuas correspondem as indutancias

entre cada enrolamento. Ou seja, as indutancias mutuas podem ser resumidas por:

Linainag — INdutancia mutua entre enrolamento principal do estator e enrolamento

principal do nacleo magnetizante;

®  Layuxag — INdutdncia mutua entre enrolamento auxiliar do estator e enrolamento auxiliar

do ndcleo magnetizante;

o Lo.nr - Indutdncia matua entre enrolamento principal do rotor e enrolamentos

principais do estator e nicleo magnetizante;

e Lauxr - Indutncia matua entre enrolamento auxiliar do rotor e enrolamentos auxiliares

do estator e nucleo magnetizante.

Nesta teoria, 0 autor ndo considera a indutancia muatua do rotor de forma separada para
cada enrolamento presente no estator. Entdo, quando o algoritmo tentar encontrar um ponto
0timo, ele pode errar na estimativa das indutancias mutuas do rotor, em razéo dessas indutancias
se referirem aos dois enrolamentos ao invés de cada um individualmente.

Além disso, duas novas indutancias séo incluidas, Ly, e L4, que correspondem as
indutdncias proprias principal e auxiliar do enrolamento do ndcleo magnetizante,

respectivamente.
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Assim, a equagdo dos fluxos considerando as perdas no ferro pode ser calculada
utilizando a equacéo (2.77). Percebe-se que ela é semelhante ao caso sem perdas, porém com a

adicdo do enrolamento do nucleo magnetizante e as outras indutancias muatuas.

[Amuin—l [ Lmain 0 Lmuin,ug 0 fmainRCOS(e) iLmainRsen(e)-l [imain]
| Aaus | | 0 Laur 0 Lovag  Flawesen(®)  Lauwacos®) | | iy |
AM — Lmuin,ug 0 LM 0 LmainRCOS(e) iLmainRsen(g) . iM
A ‘ | 0 Lauxag 0 Ly FLauxrsen(0)  Lgyxrcos(6) | l:A
| jl | | Linaing€05(8)  FLaurrsen(6)  Lynaingc0s(6)  FLayugsen(6) Lg 0 I |0
2 liLmuinRsen(g) LauxRCOS(a) iL'muinRsen(a) LauxRCOS(g) 0 LR J f2

A indutancia do enrolamento principal do nicleo magnetizante (L,,) é estimada como
uma soma da indutancia muatua entre os enrolamentos principais do estator e do nucleo
magnetizante (Lyqin,qg) COM UMa parcela Ly,; associada a indutancia de dispersdo daquele
enrolamento. De forma analoga, a indutancia da auxiliar L, seria a soma da indutancia mutua
entre os enrolamentos auxiliares do estator e do nlcleo magnetizante (L gy, q4) COM UMa parcela
L,; associada a indutdncia de dispersdo daquele enrolamento. Isso pode ser descrito pelas
equacoes (2.78) e (2.79).

LM = Lmain,ag + LMi (278)
LA == Laux,ag + LAi (279)

Para que o0 modelo seja fisicamente realizavel, os coeficientes de acoplamento entre 0s
enrolamentos do nucleo magnetizante e os enrolamentos correspondentes do estator e do rotor
devem ser positivos. Em outras palavras, a ideia € que as indutancias préprias de cada
enrolamento tenham peso igual ou mais significativo que as indutancias muatuas entre outros
enrolamentos para a geragdo do fluxo concatenado. Isso é mostrado pelas inequagdes (2.80) e
(2.81).

LonainLy = L2 (2.80)

mainR

LauxLA = L?zuxR (2-81)
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E utilizada como aproximacéo, retirada do artigo do Umas, as indutancias Ly,; € Ly;,
apresentadas nas equacoes (2.82) e (2.83). O autor afirma que o valor exato de Ly,; e L,; ndo é

critico, porque as correntes nesses enrolamentos sdo pequenas e a variagdo de tensdo neles seria

baixa.
L .
Ly = 1,05. <_n2amR - Lmain,ag) (282)
R
LZ
Ly = 1,05, (%f"? — Laux’ag> (2.83)

Além das equacdes de fluxo descritas no caso sem perdas, duas novas equacoes devem
ser adicionadas, que correspondem as tensdes na principal e auxiliar do enrolamento do ndcleo

magnetizante, respectivamente indicadas em (2.84) e (2.85).

dA
dt
dA
UA = RAiA + d_: = 0 (285)

As correntes e os fluxos do enrolamento do nicleo magnetizante estdo indicados nas
equacoes (2.86) a (2.89).

iy = R[V2. 1. e/] (2.86)
iy = R[V2.L,. /"] (2.87)
v = R[V2. 4. e/] (2.88)

M = R[V2.4,. e/ (2.89)
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As correntes, nas suas formas fasoriais, nos enrolamentos 1 (principal) e 2 (auxiliar)
do rotor devem considerar também os novos enrolamentos. As equagdes dessas novas correntes
sdo dadas em (2.90) e (2.91).

I.1+ = $]I;_ = _j- K+- [LmainR(imain + IM) _T_j-LauxR- (iaux + IA)] (290)

1.1_ = i]IZ_ = _j' K_- [LmainR(imain + IM) i_j-LauxR- (iaux + IA)] (2-91)

Entdo, pode-se utilizar o sistema de equacgdes dado em (2.92), e utilizando suas
componentes em (2.93) a (2.99).

[V] = (IR] + [2] + jw[L]).[]] (2.92)
Vo
V=17 (2.93)
0
Rmain 0 0 0
— 0 Raux 0 O
Rl=| o "% &, o (2.94)
0 0 0 R,
Zmain 0 0 0
[Z]=| 0 “Zaux 0 0 (2.95)
0 0 0 O
0 0 0 O
[ Lmain = J. L%nainR-KS =L Linginr- Lauxr- KD Lmain,ag _j-LGainR'KS =L Linainr- Lauxr- KD]
[L] _ | L. LmainR- LauxR- kD Laux _j- L?zuxR- Ks L LmainR-LauxR- kD Laux,ag _]’-L%zuxR-kS| (2 96)
B leain,ag _j-LGainR- KS _I-LmainR-LauxR- KD LM _j'LGainR-KS _I-LmainR-LauxR- KDJ '
L. LmainR- LauxR- kD Laux,ag _j- L?z.uxR- ks L LmainR-LauxR- kD LA _j- L%zuxR-KS
Ks=K*+ K~ (2.97)

Kp =Kt —-K~ (2.98)
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imain]
Iaux I

a

Entdo, o torque induzido medio pode ser calculado pela equagéo 2.100.

7] =

(2.99)

Telec =R [P' {(K+* - K_*) (LfnainR' |imain + iMlz + L?zuxR- |jaux + iAlz)
$] LmainRLauijr*nainiaux- (K+* + K_*) ((jmain + IM)* (jaux + IA) (2100)

— (Imain + 1) (gux + iA)*)}]

Em que o simbolo asterisco (*) representa o conjugado do elemento.

As perdas no ferro podem ser calculadas pela equacédo 2.101.

Pore = Ry. 1% + Ry I2 (2.101)

3 ALGORITMO

O algoritmo utilizado é analogo ao artigo do Umas, porém com uma automatizagdo da
procura dos parametros. Basicamente, esse algoritmo dispde das etapas descritas a seguir.

Primeiro deve-se realizar a correcdo de temperatura das resisténcias principal e auxiliar
dos enrolamentos do estator. Considerando a temperatura de referéncia igual a 25°C, a equacéo
para essa correcdo é dada na equacgdo (3.1). Lembrando que o usuario deve entrar com a

resisténcia a 25°C no programa.
R(T) = R(25°C).(1 + a.(T — 25)) (3.1)
Alfa («) é o coeficiente de temperatura, dado em °C~1. Por mais que este valor varie

com a temperatura, sera considerado neste programa um valor constante e igual a
3,85.1073 °C~1 para o cobre;
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Em seguida estimam-se as resisténcias dos enrolamentos principal (R,,) e auxiliar (R,)
do niicleo magnetizante. As equagdes estdo apresentadas nas equacdes (3.2) e (3.3). E assumido
que as perdas no ferro séo divididas igualmente na principal e na auxiliar, e que as quedas de

tensdo devido a resisténcia e indutancia do enrolamento do estator sdo relativamente pequenas;

RM — Vr?lain — Zlvrzlain (3.2)
(Pcore/z) Pcore

2 2
Vaux Vaux

Ry = = 2.
4 (Peore/2) Peore

(3.3)

e A partir disso, utilizando as equagdes da secdo 2, um loop serd realizado para encontrar

as seguintes caracteristicas:

O Lmainag — Indutdncia mutua entre enrolamento principal do estator e
enrolamento principal do ndcleo magnetizante;

0 Lgyxag — Indutancia matua entre enrolamento auxiliar do estator e enrolamento
auxiliar do nicleo magnetizante;

o Ry — Resisténcia do rotor;

o Ly — Induténcia prépria do rotor;

0 Lpain — Indutancia prépria do enrolamento principal do estator;

o Lgyux — Induténcia prépria do enrolamento auxiliar do estator;

o0 Lmaing — Indutncia matua entre enrolamento principal do rotor e enrolamentos
principais do estator e nicleo magnetizante;

o Imain — M0dulo da corrente no enrolamento principal do estator;

o Igux —Modulo da corrente no enrolamento auxiliar do estator;

o  ¢main — Defasagem da corrente no enrolamento principal do estator;

o ¢.ux — Defasagem da corrente no enrolamento auxiliar do estator.

Para encontrar a variavel L,,,z, Sera considerado que a razao L, ging/Lauxr € igual a

razdo do numero de espiras entre a principal e auxiliar, como mostra a equagéo (3.4).
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LmainR _ kwmain- Nmain (3 4)

LauxR kWG,‘LLX' Naux

Assim, pode-se isolar a varidvel Lg,.g, chegando na equacdo (3.5). Assim, essa

variavel sera otimizada a partir de L,,,4inr-

k .N,
Louxr = e T Lmaing (3-5)
kwmain- Nmain

Porém, o célculo das resisténcias dos enrolamentos do ndcleo magnetizante (R, € Ry)
precisam da corrente da principal e da auxiliar do estator. Entdo, também serdo definidas as
correntes da principal e da auxiliar dos enrolamentos do estator como variveis de otimizagéo,
por mais que essas também sejam calculadas no resultado. Desta forma, haverd uma estimacédo
do valor inicial dessas correntes, calculando assim 0 Ry, € R4 €, ap0s isso, sendo calculada as
correntes do circuito, incluindo essas correntes, que serdo utilizadas para comparar com 0s

resultados de ensaio.

3.1 ESTIMACAO DOS PARAMETROS INICIAIS

E necessario estimar parametros iniciais antes da utilizacdo do algoritmo. Para isso,
sdo utilizadas equacdes retiradas do artigo de referéncia. A deducdo dessas equacOes esta fora
do escopo deste TCC, em razdo da duragdo limitada da disciplina. Destacando que os
parametros finais otimizados podem divergir consideravelmente dos parametros iniciais
utilizados.

Para calcular a variavel Ly, 4, o4, Utiliza-se a equacdo (3.6).

_ 4. Ho- L.R. (kwmain- Nmain)2
Lmain,ag - T.g p2

(3.6)

Em que:

e 1, éapermeabilidade magnética do vacuo, igual a 4.7. 107 Henry/metro;

e [ é 0 comprimento do pacote do estator, dado em metros;
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e R éoraio desde o eixo do rotor até o centro do entreferro, dado em metros;

e g éotamanho do entreferro, dado em metros.

Para calcular a variavel Lg,, .4, Utiliza-se a equagdo (3.7).

4. po. L. R. (kyqux- Naux)2

3.7
. g.P? 3.7)

Laux,ag =

Para calcular a resisténcia dos enrolamentos do rotor, utiliza-se a equacdo (3.8). Mais

detalhe da deducéo desta equacdo pode ser encontrado no artigo do Umans (Umans, 1996).

8.1

R 3.8
Ng.Apar- Opar (38)

R

Para calcular a indutancia dos enrolamentos do rotor, utiliza-se a equacéo (3.9). Nessa

equacao, a indutancia de disperséo € considerada nula (considerada apenas a indutancia mutua).

Lmain,ag

Lo =
R (kwmain- Nmain)2

3.9)

Para as indutancias Lq,4in € Laux, S€ra considerado apenas a indutancia mdtua, como

indicam as equac0es (3.10) e (3.11).

Linain = Lmain,ag (3.10)

Laux = Laux,ag (3.11)

3.2 OTIMIZADOR

Para o otimizador, serdo utilizadas quatro opgdes:

e Meétodo da Secante, adaptado para multivariavel,

e Meétodo de Muller, adaptado para multivariavel,
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e Método do Gradiente, utilizando derivada aproximada;
e Otimizadores da biblioteca Scipy (Python), os quais comtemplam oito otimizadores

prontos para utilizacao;

Os métodos serdo descritos nos proximos topicos.

Os dois primeiros métodos foram desenvolvidos com base nas teorias de otimizagdo
das aulas da universidade, particularmente da disciplina “Computagdo Cientifica IT”. Porém, o
problema de otimizagao apresenta pontos iniciais que séo iguais, impossibilitando o uso de tais
métodos. Assim, é proposto a utilizacdo de passos, que alterem levemente 0s pontos iniciais, de
forma a poder iniciar o algoritmo.

Foram analisados otimizadores adaptados para multivaridvel, como os métodos de
Newton, Quase-Newton e do Gradiente, entretanto houve problema na inverséo da Jacobiana,
em razdo de alguns dos parametros iniciais estimados dependerem apenas das variaveis de
projeto (ndo se modificarem a partir da mudanca dos dados de ensaio), logo algumas linhas da
jacobiana ficavam proporcionais entre si, resultando em derivada nula e impossibilitando a
inversdo da matriz. Da mesma forma, a utilizacdo de passos nos pontos iniciais também tornava
as linhas da Jacobiana proporcionais entre si. Em razdo disso, foi apenas testado o método do
Gradiente, com a utilizacdo de passos e da estimativa da derivada.

Ademais, foi utilizada a biblioteca Scipy em Python, a qual traz otimizadores prontos
e validados. Para aprender sobre o funcionamento dos otimizadores e melhorar a explicagdo do
TCC, foi optado por implantar os métodos da Secante, de Muller e do Gradiente manualmente
e verificar os seus resultados. Apoés isso, foram testados os otimizadores Nelder-Mead e BFGS
para comparar com os resultados do artigo do Umans (Umans, 1996). Por fim, foram testados
oito otimizadores da biblioteca Scipy para estimar os parametros elétricos do motor WEG,
utilizando trés ensaios distintos.

Foram evitados otimizadores que necessitassem de derivada analitica, uma vez que o
algoritmo utiliza inversdo de matriz com nimeros complexos nos seus elementos, aumentando
assim o grau de complexidade matematica.

Outrossim, existem os métodos de parada do otimizador, aplicavel a todos 0s casos
utilizados. Séo utilizados parametros para esta parada, respectivamente max_iter e tol. O

parametro max_iter representa 0 numero maximo de iteragdes do algoritmo, enquanto o
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parametro tol representa a tolerancia da funcéo objetivo. Ou seja, podemos indicar abaixo a
regra de parada do otimizador.
e Se|f(pn)| > tol e n < max_iter, continuar o método;

e Sel|f(pp)| < tol oun > max_iter, parar o método e imprimir resultado.

3.2.1 Método da Secante adaptado

No método de Newton, é utilizado o gradiente para otimizar a funcdo. Pode-se definir

o gradiente de uma funcdo monovariavel f(x) pela equagéo (3.12).

) _ G~ Fx)
o AT x—x, (342

g(x)

Basicamente, o gradiente de uma funcéo indica a direcdo do seu valor maximo. Se o
gradiente for positivo, isso indica que a fungdo estd aumentando o seu valor a medida que x
aumenta, como se percebe pela equacéo (3.12). Por outro lado, se o gradiente for negativo, isso
indica que a funcdo esta reduzindo o seu valor a medida que x aumenta.

No caso particular dos problemas de otimizagdo, geralmente o ponto étimo de
otimizacdo € quando f(x) = 0. Ou seja, quando o resultado da funcéo chega a zero, chegamos
ao ponto 6timo desejado. Mais adiante, serd mostrada a relacéo disso com as variaveis a serem
otimizadas.

Para atingir esse resultado, temos duas possibilidades de f(x) ao longo da execucéo
do otimizador:

e f(x) > 0: Deve-se reduzir o valor de f(x), para que se aproxime mais do zero. O
gradiente utilizado nas préximas iteragdes deve ser negativo;

e f(x) < 0: Deve-se aumentar o valor de f(x), para que se aproxime mais do zero. O
gradiente utilizado nas préximas iteracdes deve ser positivo;

Portanto, deve-se utilizar uma “logica” para atender a esse requisito.

O otimizador da Método da Secante utiliza a derivada aproximada, dada na equagéo
(3.13). Isso significa que serd utilizado a inclinagdo da reta entre dois pontos para o calculo da

derivada, conforme mostra a Figura 3.1.
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~ f (1) — f(po)

)
91 1 — Do

(3.13)

Figura 3.1 — Aproximacéo da reta dado no método da secante.

Vi

(P, ()

(po» f(1y)) I

P A
Po P / -~

Fonte: Finardi (2016).

Como o célculo dessa derivada precisa de dois pontos, 0 método da secante necessita
de dois pontos iniciais. A partir deles, os pontos gerados reutilizam os pontos anteriores para o
calculo do gradiente, ndo necessitando da insercdo de dados pelo usuario a cada iteracéo.

A partir da Figura 3.1, pode-se utilizar a equacdo da reta que une os pontos (py, f (p1))

e (po, f (o)), no formato apresentado na equacéo (3.14).
y=ax+b (3.14)

Utilizando as condigdes iniciais:

e Parax =p;,y = f(p1);
e Parax =pg, ¥y = f(po)

Chega-se na equacao (3.15).

f(p1) — f(po)
y= (— (x = p1) + f(p1) (3.15)
P1— Po
Conforme comentado anteriormente, 0 objetivo € que a funcdo chegue a zero. Ou seja,
podemos substituir (x,y) = (p,,0) para encontrar o préximo ponto, conforme mostra a

equacéo (3.16).
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0 <f ®1) ~ f(po)

— > (P2 — 1) + f(p1) (3.16)

Isolando a variavel p,, chega-se na equagdo (3.17).
P1— Do

=p1 — f(p1)- (—) 3.17

P2 == T (50, " F o) 3.17)
Pode-se generalizar a equacao (3.17), considerando as itera¢gdes do método, chegando

assim na equacdo (3.18).

Pn — Pn-1
f(pn) - f(pn—l)

Pn+1 = DPn — f(pn)-( )n =1,2,.. (3.18)

Como curiosidade, pode-se utilizar a equacdo (3.13) para chegar ao formato da fungéo
utilizando o gradiente aproximado, como mostra a equagéo (3.19).

_ o few
Pros =P = Jo5m =12, (3.19)

Assim, a equacdo (3.18) sera utilizada no algoritmo do método da secante para
determinacdo do ponto 6timo. Porém, para deixar o formato mais apropriado ao programa,
primeiro deve-se definir a fungdo objetivo f(x) a ser utilizada.

O resultado desejado é que os valores calculados pelo algoritmo fiquem préximos dos
dados de ensaio, a partir do ajuste das variaveis. Neste sentido, uma funcéo objetivo que atende
este requisito estd apresentada na equacdo (3.20). Ela faz a diferenca entre o resultado do
algoritmo e o valor de ensaio (referéncia). Assim, 0 método da secante tentara fazer com que
f(x) — 0, o que significa que os valores do algoritmo ficardo o mais préximo possivel dos

valores de ensaio, automatizando a procura das variaveis étimas.

f(x) = (Flalgoritmo] — Referéncia) (3.20)
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Porém, pode-se perceber que as equagdes (3.18), (3.19) e (3.20) se aplicam apenas a
problemas monovariaveis. Assim, para o algoritmo do programa, foi utilizada uma adaptacéo

deste metodo. A equacdo (3.20) serd adaptada, utilizando a fungdo “global” definida pela

equacdo (3.21), que faz uma média dos valores relativos.

) = ) 1ol (3:21)

Esses valores relativos sdo apresentados nas equacdes (3.22) a (3.25).

Tout - Tout,ref

fi(pn) = (3.22)
Tout,ref
n—n
fo(n) = —nr:f (3.23)
Lnain = Imai ref
( ) _ _main main, 3.24
f3 Pn Imain,ref ( )
_ Iaux - Iaux,ref
fa(pn) = T luwrer (3.25)

Portanto, a funcéo objetivo tenta manter 0 mesmo peso entre as variaveis durante a
otimizacdo. Caso as funcdes f;(p,,) utilizadas fossem absolutas ao invés de relativas, algumas
variaveis poderiam ganhar preferéncia na otimizacdo quando ndo fosse alcangado todos os
requisitos, o que desequilibraria o resultado. Além disso, a equacdo (3.21) utiliza o valor
absoluto das fungdes f;(p,,), para evitar cancelamento entre as fungdes.

Quanto a atualizacdo das varidveis, sera utilizada a equagéo (3.18) em cada uma das
variaveis. Ou seja, pode-se adaptar essa funcao a partir da equacao (3.26), em que j corresponde

a cada uma das variaveis a serem otimizadas.

Pjn — Pj,(n-1)
D; =Pjn— f(p )_( )n =1,2,.. (3.26)
s ) s " f(pn) - f(p(n—l))
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Tais varidveis estdo escritas na equacdo (3.27). Cada elemento desta matriz
corresponde a um indice j. Dois exemplos sdo dados nas equacgdes (3.28) e (3.29), o restante
segue 0 mesmo raciocinio. A cada nova iteracdo, as variaveis sao atualizadas, ficando cada vez

mais proximo dos resultados de ensaio.

Pn = [RR LR Lmain,ag Laux,ag Lmain Laux LauxR]T (3.27)
P1in = P[1] = Rg (3.28)
P2n = p[2] = Lg (3.29)

Além disso, pode-se definir uma nova variavel do método, chamada “taxa de
aprendizado”. Essa varidvel determina um peso entre as iteragdes, convergindo mais rapido ou
lentamente ao resultado desejado. Quanto maior a taxa de aprendizado, mais rapidamente ela
converge ao ponto 6timo, porém pode também apresentar overshoot (fazer zig-zag em torno do
ponto 6timo) se tiver uma taxa de aprendizado elevada. A taxa de aprendizado («) € apresentada

na equacdo (3.30).

Pin — Pj,(n-1)
pj, =p;—wf@)< >n=LZm (3.30)
S o " f(pn) - f(p(n—l))

3.2.2 Método de Muller adaptado

O metodo de Muller é uma extensdo do método da Secante, em que a aproximacgao por

uma reta é substituida por uma parabola, como mostra a Figura 3.2.
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Figura 3.2 — Aproximacao da reta no método da secante e da parabola no método de Miiller.

i Parabola
v

Fonte: Finardi (2016).

A parabola pode ser definida pela funcdo dada na equacéo (3.31).

P(x) =a(x —py)?+b(x—p,)+¢c (3.31)

Utilizando trés pontos distintos p,, p; € p, € substituindo-os na equacao (3.31), tém-

se as equagdes mostradas em (3.32), (3.33) e (3.34).

f(o) = a(po — p2)* + b(po —p2) + ¢ (3.32)
f(p1) = a(ps —p)*> + b1 —py) +¢ (3.33)
f(p2) = alp, —p2)* + b(p, —pa) +¢ (3.34)

A partir dessas equacdes, € possivel definir as variaveis a, b e ¢, dadas pelas equacgdes
(3.35), (3.36) e (3.37).

c=f(p2) (3.35)

p = @o = D)%) = f®2)] = (1 — P2)*. [f (o) — f ()] (3.36)

(Po — 02)- (p1 — P2)- (Do — P1)

o, = = P2)- F (o) = F(p2)] = (po = P2)- [f (1) — fF(p2)] (3.37)

(o — P2)- (p1 — P2)- (Po — P1)
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Para descobrir qual a variavel da préxima iteracdo (ps), basta descobrir o valor de
P(x) = 0 dado na equacdo (3.31), de forma analoga ao método da secante. As raizes de uma
equacao de segundo grau podem ser descobertas pela “formula de Bhaskara”, a qual é dada pela

equacéo (3.38).

—b++VbZ—-4.a.c
2.a

(3.38)

b3 = P2 =
Porém, para evitar erros de arredondamento, sera feita uma correcao da equacéo (3.38),
como mostra a equacao (3.39). O desenvolvimento é mostrado na equacéo (3.40) e o resultado

final na equacéo (3.41).

_—b*vVb*—4.ac (-b+Vb*—-4.a.c)

. — — (3.39)
Ps ~ P2 2.a (=b¥+Vb?—-4.a.c)
b?> —b*+4.a.c 4.a.c
Pz — D2 = — = — (3.40)
2.a.(—b+\/b2—4.a.c) 2.a.(—b+\/b2—4.a.c)
_ 2.c _ —2.c (3.41)
Ps — P2 —bF¥Vb2—4.a.c b+Vb2—4.a.c '

Para evitar subtracdo de numeros de magnitudes préximas no denominador, sera
escolhida a raiz com mesmo sinal da varidvel b. Isso poderia ser representado pela fungéo

sign(b), que € definida pela equacéo (3.42).

sign(b) = 1,seb >0
sign(b) = 0,seb =0 (3.42)
sign(b) = —1,se b <0

Porém, podem acontecer casos em que b = 0, por mais que esses casos sejam raros.
Assim, sera utilizada a funcdo copysign(x,,x,), em analogia a funcdo da biblioteca numpy

existente, e sua definicdo é mostrada na equacéo (3.43).
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copysign(xy,x,) = x1,5ex, =0
pysign{xq, x; 1 2 (3.43)
copysign(xy,x,) = —x1,5€ x, <0

Utilizando (x4, x,) = (1, b), chega-se a funcdo desejada para o sinal de b, conforme

mostra a equacdo (3.44).

copysign(1,b) =1,seb =0
g (3.44)
copysign(1,b) = —1,seb <0

Portanto, pode-se escrever a fungéo resultante, como mostra a equacéo (3.45).

—-2.c
Ps— P2 = b + copysign(1,b).Vb? —4.a.c

(3.45)

Porém, novamente, este método declara fungdes monovariaveis. A funcdo objetivo a
ser utilizada € a equacdo (3.21), idéntica ao método da secante. Os parametros a e b devem ser
modificados, com auxilio da equacao (3.27). Assim, as novas equagdes sao mostradas em (3.46)

e (3.47), e devem ser aplicadas para cada valor da matriz p, ou seja,de j = 1 até j = 7.

_ @j0=P;2)* f (1) = f@2)] = (@1 — P;2)*- [f (o) — £ (P2)]

b.
(Pj.o - sz)- (pj,1 - Pj,z)- (Pj,o - Pj.l)

]

(3.46)

_ (Pj,1 - Pj,z)- [f (po) — f(p2)] — (Pj,o - Pj,z)- [f (p1) — f(p2)]
(pj0 = Pj2)- (P2 — Pj2)- (0 — Pja)

i (3.47)

Logo, a nova “féormula de Bhaskara” adaptada ao método de Miiller ¢ mostrada na

equacéo (3.48).

Pj3 —Dj2 = . (3.48)
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Como o método de Miiller utiliza trés pontos, ele tecnicamente € mais confiavel para
0 algoritmo, uma vez que esses trés pontos representam trés pontos de ensaio do motor, logo

isso reduz a possibilidade de pontos ruins de ensaios serem influentes no resultado.

3.2.3 Método do Gradiente adaptado

O método do Gradiente adaptado apresenta formato similar ao método da Secante
mostrado anteriormente. Pode-se utilizar a derivada aproximada indicada na equacédo (3.13)

para calcular o vetor mostrado em (3.49), chegando-se assim na equacéo (3.50).

df (x) df(x) df (x) df (01"
= = 3.49
Vg(x) [ i i de T dn i=12,..,n (3.49)
Vo) = f) = f®o) fP2) — f(P1) f@) — fPi1) fn) = fPa-1]"
P1 — Po P2 — D1 N B (3.50)
i=12,...,n

Logo, utiliza-se a equagdo (3.51) para calcular o resultado das proximas iteracdes. E

utilizada a taxa de aprendizado « de forma similar ao método da Secante.

pjz=Pj1—a.Yg(pj1) (3.51)

3.2.4 Otimizadores da biblioteca Scipy

Foram utilizadas otimizadores da biblioteca Scipy. Os otimizadores testados foram:
e Nelder-Mead Simplex Algorithm;
e Powell Algorithm;
e Conjugate Gradient Algorithm;
e Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno Algorithm;
e Limited-Memory Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno Algorithm;
e Truncated Newton Algorithm;
e Constrained Optimization by Linear Approximation Algorithm;

e Sequential Least Squares Programming.
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A escolha foi baseada na facilidade de implementacao no algoritmo e evitando funcées
gue necessitassem de “regides de confianga” (zonas que delimitassem a resposta) para 0 seu
funcionamento. Alguns desses algoritmos estimam a Jacobiana numericamente para a sua

execucao.
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4 RESULTADOS OBTIDOS

A seguir sdo mostrados os resultados adquiridos, acoplando a teoria apresentada pelo
Stephen D. Umans e os otimizadores utilizados. A secdo é dividida em trés partes: (i) interface
de usuario em Excel, (ii) validacdo do programa com resultados obtidos do artigo e (iii)

estimacao de pardmetros com motor WEG ensaiado em laboratério.

4.1 INTERFACE DE USUARIO (FRONT-END)

Foi desenvolvido uma interface de usuario em Excel, em que é possivel obter os
resultados do algoritmo em Python. Os pardmetros de entrada sdo os dados de projeto do motor
(Motor Project) e os dados de ensaio (Measured outputs). Os parametros iniciais (Inicial
parameter estimates) sdo dados de entrada do algoritmo, que podem ser ajustados conforme a
necessidade do usuéario, mas eles podem ser calculados automaticamente utilizando a teoria do
Umans (Umans, 1996) a partir do botdo “Compute inicial parameter estimates”.

O resultado do algoritmo ¢ apresentado nas abas chamadas “Output data”, que
corresponde ao lado direito da Figura 4.1, incluindo os graficos de Torque x velocidade e
Rendimento x velocidade. Além disso, também sdo apresentados os graficos de “Modulo da
corrente no enrolamento principal x velocidade” e “Modulo da corrente no enrolamento auxiliar
x velocidade”. A escala dos graficos pode ser alterada conforme necessidade.

O método pode ser escolhido a partir de uma caixa de listagem; no caso da Figura 4.1
0 método escolhido é o Nelder-Mead. Além disso, o programa foi adaptado considerando os
otimizadores do Scipy. Como esses otimizadores precisam de apenas um ponto inicial, entdo
pode-se escolher o ensaio desejado para otimizagdo. Por exemplo, escolhendo a opg¢éo 1, a
otimizacdo sera feita com base no primeiro ensaio, enquanto que as op¢oes 2 e 3 correspondem
ao segundo e terceiro ensaios, respectivamente. Se o usuario quiser fazer uma otimiza¢do com
0s trés ensaios simultaneamente, ele pode utilizar a opgdo “123”, a qual utiliza o primeiro ensaio
como parametro inicial, mas tenta otimizar utilizando os trés ensaios do motor, cada um com

mesmo peso na otimizagéo.



Figura 4.1 — Interface de usuario (Front-End) desenvolvida em Excel

Parameter estimation of capacitor-run single-phase induction motor

Output data - Shaft torque x velocity

Velocity 0.8]pu 0.95|pu
UFSC - Electric and Electronic Engineer Version A
Shaft torque (Nm) x velocity (pu)
18.00
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e 3832328520283 IEIRAnang
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Aberto-%281P21%29/Motor-0-5-cv-4P-C48C-1F-110-127-220-254-V-60-Hz-IC01---ODP-—Com-p%C3%A9s/p/ 13027719
Input data - Motor project Output data - Efficiency x velocity
Ll 7' Ambient
Efficiency (%) x velocity (pu)
Relative magnetic permeability
90.00
Number of main winding turns 80.00
Main-winding winding factor 70.00
60.00
Number of auxiliary winding turns 50.00
Auxiliary-winding winding factor 40.00
30,00
mm Steel plates length 20.00
mm Radius to the center of the air-gap 10.00
0.00
mm  Airgap length A SRS EEREER L LERERREEEEEEEY-
Number of pole pairs
mm2 Rotor-bar cross-sectional area Output data - Main-winding current x velocity
Number of rofor bars . o .
Main-winding current (A) x velocity (rpm)
s Rotor-bar conductivity
60.00
CA-1 Temperature coefficient of conductor material
50.00
ATmainljl‘c Estimate rise temp e of main-winding
40.00
ATaux Ijkc Estimate rise temperature of auxiliary-winding
30.00
Rmain Main-winding resistance
20.00
Raux Q Auxiliary-winding resistance 1000
Zmain ljl +j|j|f2 Main-winding external impedance 0.00
zax [ 9] Auxilary-wining external impedance BSRSEBSEBIENRENENSRRIAREE
FAAALARRBRRSSAAANINIRRRRR
Input data - Measured outputs Output data - Auxiliary-winding current x velogity
Vo | 230]v | 230]v [ 230]v Applied voltage . i .
Auxiliary-winding current (A) x velocity (rpm)
[ 60|Hz | 60|Hz [ 50|Hz Applied frequency o0
s [ 0.0225] [ 0.0225] [ 0.0225] Slip w10
7 [ 7.98|Nm [ 7.98]nm [ 7.98|nm Shaft torque oo
n [_ee4]% [ 86.4]% [ ee4]% Efficiency oo
Iin | 13.56|A | 13.55|A | 13.56|A Input current (absolute) 200
2 1in | 5.38]° [ 5.38)° [ 5.38]° Input current (angle) 100
Prot | 3slw [ 39]w [ 3gw Rotational losses 000
- ESRALEBRIIRILERISRIRSTBIIIABRE
Pcore | 106]wW [ 106]w [ 106]w Core losses LR E RS R R EEEE R R R R R
RAALRLRRRRAIFAAAIFasadragan
Input data - Inicial parameter estimates Output data - Parameter estimates .
- | Nelder-Mead Simplex Algorithm v
Compute inicial parameter estimates | Compute parameter estimates | T
- - [without core losses 1 v
Rm | 998|n | 998|Q | 998]:! Rm Main-axis core-loss winding resistance
Ra | 4135|n [ 4136|Q | 4136]9 Ra Auxiliary-axis core-loss winding resistance
RR [4.95E-05]Q [4.95E-05] [4.95E-05]a RR Rotor winding resistance
LR [6.30E-06]H [5.30E-08]H [6.30E-06]H LR Rotor phase-1 and phase-2 winding self inductance
Lmainag| 0.1758]H [ 0758]m [ o47s8]H Lmainag Air-gap component of the main-winding inductance
Lauxag | 0.420|H | 0.420|H | D.420|H Lauxag Air-gap component of the auxiliary-winding inductance
Lmain [ 0.1758]H [ 0.17s8]H [ o.1758]H Lmain Main-winding self inductance
Laux [ 0.420]H [ o04z20]H [ o420 Laux Auxillary-winding self inductance
LmainR [1.49E-03|H [1.49E-03]H [1.49E-03]H Lmainr Main-winding-to-rotor mutual inductance
Lauxr [2.30E-03]H [2.30E-03]H [2.30E-03]H Lauxr Auxiliary-winding-to-rotor mutual inductance
Lmi | 0.18458]H [[0.18458]H [0.18458]H Lmi Main-axis core loss winding leakage inductance
Lai | 0.4407|H | 0.4407|H | D.4407|H Lai Auxiliary-axis core loss winding leakage inductance

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).
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42 COMPARACAO COM ARTIGO DE REFERENCIA

Em primeiro lugar, foi realizada uma comparagdo com os resultados do artigo. Este
foi o primeiro passo antes mesmo de iniciar este TCC. A ideia é que, com a comparagédo
realizada, seria possivel entdo de fazer um TCC utilizando como referéncia este artigo, sendo
seria necessario outro artigo de referéncia (ou ainda outro tema).

A partir da comparagdo, percebeu-se erros na formulagcdo do caso com perdas
apresentado pelo Umans, os quais foram corrigidos na se¢do das equagdes. Atencdo especial ao
vetor tenséo V, que apresenta tensdo positiva tanto no enrolamento principal quanto no auxiliar,

diferentemente do que é apresentado no artigo de referéncia.

4.2.1 Parametros obtidos do Umans

Primeiro foi testado o programa com os resultados do autor, utilizando-os como
parametros iniciais do algoritmo. Assim, o valor ndo deveria divergir muito, uma vez que seria
otimizado em cima do ponto 6timo. A Tabela 4.1 mostra essa compara¢ado utilizando o Método
da Secante. Estdo destacados em amarelo as variaveis que sdo otimizadas; as variaveis em

branco séo geradas por consequéncia.

Tabela 4.1 — Resultados com pardmetros obtidos do Umans (Método da Secante adaptado).

Parametro Inicial Obtido REIETEmEE Unidade
(Umans)
RM 570 998 570|1Q
RA 1300 7279 1300(Q
RR 3.76E-05 3.61E-05 3.76E-05|Q
LR 4,70E-06| 4.51E-06| 4.70E-06(H
Lmainag 0.0695 0.0667 0.0695|H
Lauxag 0.166 0.159 0.166(H
Lmain 0.0806 0.0774 0.0806|H
Laux 0.196 0.188 0.196|H
LmainR 5.88E-04| 5.65E-04| 5.88E-04(H
LauxR 9.09E-04| 8.72E-04| 9.09E-04(H
LMi 0.00429 0.00416 0.00429|H
LA 0.0102 0.0099 0.0102|H

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).
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Da tabela 4.1, percebe-se que, com excecdo das resisténcias da principal (Ry) €
auxiliar (R,) do enrolamento do nucleo magnetizante, foram encontrados valores semelhantes
ao resultado obtido pelo Umans (Umans, 1996).

O Grafico 4.2 mostra uma comparacdo dos graficos obtidos pelo algoritmo e os

resultados do artigo, porém considerando também os outros otimizadores.

Gréafico 4.2 — Comparacéo entre resultados do algoritmo (esquerda) e do autor do artigo
(direita). Graficos de Torque de saida (Nm) x Velocidade (rpm) e de Eficiéncia (%) x
Velocidade (rpm).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a esquerda, e Umans (1996), a direita.
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Como pode-se perceber, os gréficos sdo bem parecidos em formato, porém com
diferencas em alguns valores. Em especial, 0 método do Nelder-Mead da biblioteca Scipy foi o
unico que conseguiu valores proximos de eficiéncia do autor.

Foi também testado o método do gradiente adaptado, porém este acabou divergindo

consideravelmente. Em raz&o disso, ele ndo foi utilizado para os préximos testes.

4.2.2 Parametros estimados do Umans

Entdo, o proximo passo foi utilizar as equacdes do artigo para calcular os parametros
iniciais, e entdo fazer a mesma anélise. A Tabela 4.2 mostra a comparacéo utilizando o Método
de Muiller, porém com as equacdes de parametros iniciais e os resultados do Umans (Umans,
1996).

Tabela 4.2 — Resultados com parametros estimados do Umans (Método de Muiller adaptado).

Parametro Inicial Obtido REIEEEE Unidade
(Umans)
RM 998 998 570|Q
RA 4136 3935 1300(Q
RR 4,95E-05 9.66E-06 3.76E-05|Q
LR 6.30E-06 1.16E-06 4.70E-06|H
Lmainag 0.1758 0.0624 0.0695|H
Lauxag 0.42 0.165 0.166|H
Lmain 0.1758 0.0624 0.0806|H
Laux 0.42 0.165 0.196|H
LmainR 1.49E-03 3.36E-04 5.88E-04|H
LauxR 2.30E-03 5.19E-04 9.09E-04|H
LMi 0.18458 0.03677 0.00429(H
LAI 0.4407 0.0708 0.0102|H

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Databela 4.2, percebe-se que houve uma divergéncia maior entre os resultados, porém,
ainda assim, varios parametros nao se distanciaram tanto do resultado do Umans (Umans,
1996). Novamente, as resisténcias no enrolamento do nicleo magnetizante foram distintas dos
dados de referéncia.

O Grafico 4.3 mostra uma comparacdo dos graficos obtidos pelo algoritmo e os

resultados do artigo, considerando este calculo dos parametros iniciais.
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Gréafico 4.3 — Comparacéo entre resultados do algoritmo (esquerda) e do autor do artigo
(direita). Graficos de Torque de saida (Nm) x Velocidade (rpm) e de Eficiéncia (%) x

Velocidade (rpm).
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Fonte: Elaborado pelo autor (2021), a esquerda, e Umans (1996), a direita.

Pelos graficos mostrados no Grafico 4.3, percebe-se que hd maior distingdo entre os
resultados do autor em comparacdo com o Grafico 4.2. Neste caso, alguns métodos apresentam
melhor resultado que outros, dependendo do parametro. Por exemplo, o torque de saida pareceu
melhor no método Broyden-Fletcher, entretanto a eficiéncia se mostrou melhor no método de
Miiller adaptado. Quanto ao método da secante, o algoritmo acabou divergindo, em razdo disso

ele ndo é mostrado no grafico.
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4.3 ENSAIO DE MOTOR WEG

Foi realizado ensaio com motor da WEG e estimado os seus parametros elétricos. Para
isso, foi utilizado um motor de 6 polos que apresenta trés ensaios distintos, 0os quais nao
apresentam as mesmas condicfes, porém ficam proximas da operacdo nominal. Foi feita uma
otimizacgdo de modo a obter parametros elétricos que atendam os trés ensaios da melhor forma
possivel. No caso especifico, ndo se tinham informac@es das correntes absolutas na principal e
na auxiliar, entdo foram utilizadas a corrente de entrada e sua defasagem em substituicao a esses
parametros de referéncia. E claro que cada condicdo do motor tera parametros distintos, mas a
ideia geral é que os pardmetros ndo variam muito caso os ensaios estejam em condigdes
proximas.

Desta forma, serd mostrada a otimizacdo com cada ensaio individualmente, utilizando
todos os oito métodos do Scipy citados, que precisam apenas de um ensaio. Os graficos a seguir
(Gréfico 4.4, Grafico 4.5 e Gréfico 4.6) mostram uma comparagdo dos resultados obtidos pelo
algoritmo em diferentes condi¢bes de ensaios, porém realizados em pontos proximos de

operacdo. O curto traco verde indica o resultado do ensaio.

Gréfico 4.4 — Graficos de Torque de saida (Nm) x Velocidade (rpm) e de Eficiéncia (%) x
Velocidade (rpm) gerados pelo algoritmo (ensaio 1).

Shaft torque (Nm) x Velocity (rpm) Efficiency (Nm) x Velocity (rpm)

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).
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Gréafico 4.5 — Graficos de Torque de saida (Nm) x Velocidade (rpm) e de Eficiéncia (%) x
Velocidade (rpm) gerados pelo algoritmo (ensaio 2).

Shaft torque (Nm) x Velocity (rpm) Efficiency (Nm) x Velocity (rpm)

TNC e COBYLA eS| SOP e REF

(G === BFGS == L-BFGS-B TNC s COBYLA

SLSQP s REF

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Graéfico 4.6 — Gréficos de Torque de saida (Nm) x Velocidade (rpm) e de Eficiéncia (%) x
Velocidade (rpm) gerados pelo algoritmo (ensaio 3).

Shaft torque (Nm) x Velocity (rpm) Efficiency (Nm) x Velocity (rpm)
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Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Percebe-se que ha diferenca significativa entre os resultados obtidos. Varios
otimizadores ndo conseguiram um resultado satisfatério, contudo dois otimizadores se
destacaram positivamente, os quais s@&o o0 Nelder-Mead (NM) e o Truncated Newton (TC).
Destes dois, 0 Nelder-Mead foi o que apresentou melhor resultado no geral.

Com base nisso, a Tabela 4.3 mostra os parametros estimados iniciais e dos dois
melhores otimizadores para este motor.



Tabela 4.3 — Resultados dos parametros estimados por ensaio (trés ensaios).
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Tabela 4.3 - Resultados com parametros obtidos de ensaio (trés ensaios)

A Inicial Nelder-Mead Truncated Newton
Parametro
Ensaio 1 Ensaio 2 Ensaio 3 Ensaio 1 Ensaio 2 Ensaio 3 Ensaio 1 Ensaio 2 Ensaio 3 | Unidade

RM 555 608 606 555 608 606 555 608 606|Q
RA 9923 15595 6616 6265 13559 3520 5360 9557 2798|Q
RR 3.01E-05 3.01E-05 3.01E-05 3.59E-05 3.89E-05 3.75E-05 9.25E-05 7.29E-05 3.01E-05(Q
LR 9.53E-07| 9.53E-07| 9.53E-07| 8.05E-07| 1.23E-06| 7.36E-07| 1.78E-06] 1.88E-06] 1.91E-06[H
Lmainag 0.0660 0.0660 0.0660 0.0631 0.0693 0.0511 0.0659 0.0660 0.0660|H
Lauxag 0.028 0.028 0.028 0.031 0.020 0.036 0.028 0.028 0.028(H
Lmain 0.0660 0.0660 0.0660 0.0781 0.0822 0.0833 0.0659 0.0659 0.0660(H
Laux 0.028 0.028 0.028 0.025 0.014 0.027 0.028 0.028 0.028[H
LmainR 3.55E-04 3.55E-04 3.55E-04 2.66E-04 3.18E-04 2.78E-04 3.72E-04 3.56E-04 3.55E-04(H
LauxR 2.33E-04 2.33E-04 2.33E-04 1.74E-04 2.09E-04 1.82E-04 2.44E-04 2.33E-04 2.33E-04|H
LMi 0.06925 0.06925 0.06925 0.02585 0.01380 0.05651 0.01214 0.00155 0.00000(H
LAI 0.0298 0.0298 0.0298 0.0068 0.0166 0.0097 0.0052 0.0007 0.0000|H

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).

Com base na Tabela 4.3, pode-se perceber que ha diferenca entre os valores estimados,

porém, para a maioria dos casos, os valores iniciais sdo bem proximos dos valores estimados

pelos algoritmos. Percebe-se uma diferenca maior na resisténcia do enrolamento auxiliar e nas

variaveis Ly; € Ly;.

Consequentemente, podem-se estimar o desempenho do motor e separar as suas

perdas, conforme apresenta a Tabela 4.4. Neste caso, o ensaio 3 do otimizador Truncated-

Newton acabou divergindo consideravelmente do ponto de ensaio.

Tabela 4.4 — Desempenho estimado do motor, nas condi¢cdes dos trés ensaios.

Tabela 4.4 - Resultados estimados

L - Nelder-Mead Truncated-Newton .

Estimativa Descricdo Unidade
Ensaio 1| Ensaio 2| Ensaio 3| Ensaio 1| Ensaio 2| Ensaio 3

T Torque de saida 5.8 6.4 5.3 6.3 6.7 11.2|N.m
n Rendimento 67.9 63.2 70.5 65.1 61.6 64.9|%
fp Fator de poténcia (entrada) 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0/atrasado
Imain Corrente na principal (médulo) 7.9 9.8 6.7 8.9 10.5 16.1[{A
4 Imain |Corrente na principal (dngulo) -33.1 -26.5 -36.2 -32.9 -28.2 -18.6/°
laux Corrente na auxiliar (médulo) 3.2 2.5 3.4 3.6 3.0 3.1]1A
4 laux Corrente na auxiliar (angulo) 59.0 60.9 57.9 59.3 60.7 61.2|°
Pin Poténcia de entrada 962.7| 1104.0 850.5| 1082.2| 1189.0f 1966.0{W
Pout Poténcia de saida 653.6 697.3 599.5 704.3 732.7| 1276.5|W
Pmain Perdas na principal (estator) 87.5 134.4 63.1 111.1 155.0 362.9({W
Paux Perdas na auxiliar (estator) 27.8 17.0 31.8 34.5 25.0 25.5|W
Protor Perdas no rotor 147.7 204.1 116.1 175.6 218.8 240.2|W
Pferro Perdas no ferro 14.8 12.1 14.2 21.3 16.1 16.5(W

Fonte: Elaborado pelo autor (2021).
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5 CONCLUSAO

Em razdo dos argumentos apresentados, percebe-se que o algoritmo apresentado pelo
Umans em seu artigo (Umans, 1966) consegue convergir para o motor da WEG apresentado
com a escolha adequada do otimizador. Logo, é possivel ter uma estimativa dos parametros
elétricos desse motor em regime nominal e separar as suas perdas, assim melhorando o seu
projeto.

A deducédo das equacdes para 0 caso sem perdas mostrou-se positiva na compreensao
da teoria e no aprendizado do estudante. Notou-se diferencas entre as equacGes mostradas pelo
autor e as deduzidas neste trabalho, mas ainda assim sdo muito proximas. Infelizmente, ndo foi
possivel deduzir as equacdes considerando as perdas no ferro, considerando o tempo de entrega
do TCC.

Os otimizadores da biblioteca Scipy facilitam a implementacdo dessas ferramentas
para problemas de otimizacdo. Entretanto, apenas os metodos de Nelder-Mead e Truncated
Newton se mostraram viaveis para o problema em questdo. Apesar de nao ter sido o foco deste
TCC, sugere-se a utilizacdo explicita da Jacobiana (quando viavel a sua obtencdo) nos
otimizadores que a usarem.

Seguem algumas sugestdes de trabalhos futuros:

e Terminar a deducdo das equacdes, considerando as perdas no ferro;

e Utilizar o algoritmo sem considerar as perdas no ferro, e realizar uma comparacdo com
0 caso com perdas;

e Propor alternativas aos otimizadores apresentados;

e Derivar ou estimar a jacobiana da funcdo. Deve ser verificado se a inversdo da Jacobiana
é necessaria, necessitando entdo de uma matriz quadrada;

e Testar o algoritmo com um conjunto de motores, ao invés de um motor so;

e Testar outros parametros de referéncia, como fator de poténcia, defasagens das correntes
dos enrolamentos principal e auxiliar, médulo da tensdo no capacitor, etc;

e Ampliar a andlise para um conjunto de “n” ensaios, realizados proximos da operagao
nominal, e fazer uma média dos parametros estimados, de forma a reduzir a influéncia
de um ensaio que pode apresentar erros nos resultados;

e Utilizar outros parametros iniciais, com ajuda de referéncias bibliograficas. No caso
especial da resisténcia do rotor, considerar também o anel de curto, ao invés de apenas

as barras do rotor.
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Apéndice A
A.1 Transformada de Park - Componente V4

Lembrando das equacdes (A.1) e (A.2).

Vo = Vgp.cos(y) (A1)

Vg = Vgp.cos(y — 6) (A.2)

Substituindo a equacdo (A.2) na (A.1), chega-se na equagéo (A.3).

cos(y)

=V, s -8 (A.3)
O cosseno da diferenca entre os angulos y e 6 € definido como:
cos(y —60) = cos(y).cos(0) + sen(y).sen(6) (A.4)
Substituindo a equacdo (A.4) na (A.3), obtém-se a equacédo (A.5).
V=V cos(¥) (A5)

7 "% cos(y) . cos(0) + sen(y).sen(6)

Multiplicando o numerador e o denominador por 1/cos(y) na equacao (A.5), chega-

se na equacéo (A.6).

1

A.6
if)zg//)) .sen(0) (A.6)

.cos(H) +

A relagdo sen(y)/cos(y) pode ser obtida pela razdo das componentes V e 1, como

apresentado na equacéo (A.7).
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Vg Vap.sen(y) sen(y)
Ve " Vegcos(r)  cos() (A1)

Assim, substituindo (A.7) em (A.6) e manipulando algebricamente, tem-se a equagao
(A.8).

Vg = Vg.cos(8) + Vg.sen(0) (A.8)

A.2 Transformada de Park - Componente V,,

Lembrando das equagdes (A.9) e (A.10).
Vg = Vap.sen(y) (A.9)
Vo = Vog.sen(y — 6) (A.10)

Pode-se definir a equacdo de Vz em termos de V;, substituindo a equagdo (A.10) em

(A.9), ou seja:

_ sen(y)

O cosseno da diferenca entre os angulos y e 6 é definido pela equacgédo (A.12).
cos(y — 0) = cos(y).cos(8) + sen(y).sen(6) (A.12)
Substituindo a equacdo (A.12) na (A.11), tem-se a equacéo (A.13).

. sen(y)
Tsen(y).cos(8) — sen(8).cos(y)

Multiplicando o numerador e o denominador por 1/sen(y) na equacéo (A.13), chega-

se na equacéo (A.14).
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1

.cos(0) - ggzgg .sen(0) (A-14)

Vg =1V,

A relagdo cos(y)/sen(y) pode ser obtida pela razdo das componentes V;, € Vg, como

mostra a equacdo (A.15).

Vo Vap-cos(y) B cos(y)
V_ﬁ - Vap-sen(y) ~ sen(y) (A.15)

Assim, substituindo (A.15) em (A.14) e manipulando algebricamente, tem-se a

equacéo (A.16).

Vg = —Vg.sen(0) + Vg.cos(0) (A.16)

A.3 Fluxo 4

A deducdo a ser realizada é o fluxo concatenado da fase 1 do rotor, em sua forma
alternativa.

Lembrando da equacdo do fluxo concatenado a partir da equacéo (A.17), das equactes
das correntes na principal e na auxiliar a partir das equacdes (A.18) e (A.19), respectivamente,

do angulo elétrico definido na equacdo (A.20) e da variavel auxiliar definida em (A.21).

A1 = Lyging-€0S(0) .imain — LI Lauxgr-Sen(0).igy, + Lg. iy (A.17)
imain = V2. R(lnain- ™) = V2. R(Ingin. €/ W omain)) (A.18)
faur = V2. R(Igux- €/8) = V2. R(Igyy. €7 Wi baua)) (A.19)
Opiec = P.Opoe = Powpt = 6 (A.20)

[=+1 (A.21)
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Utilizando as equacdes (A.18) e (A.19) na equacdo (A.17), chega-se na equacao
(A.22).

A1 = Liaing. €05(0) V2. Lygin. cos(wt + ¢

main)

(A.22)
— L Lgyxg- 5en(6). V2.1 5. cos(wt + ¢

aux

Para auxiliar no calculo, serdo definidas variaveis auxiliares, descritas nas equacdes
(A.23) a (A.26). Esta representacdo e importante, por que no calculo do fluxo concatenado no

enrolamento 2 do rotor serd utilizada uma analogia deste caso, apenas alterando essas variaveis.

a = V2. Lyging: Imain (A.23)
b= dmain (A.24)
¢ = V2.1 Loyrr Loux (A.25)
d = gy (A.26)

Utilizando as equacgdes (A.20), (A.23), (A.24), (A.25), (A.26) na equacdo (A.22),
chega-se na equacéo (A.27).

A1 = a.cos(Pwp,t).cos(wt + b) + c.sen(Pw,,t).cos(wt + d) + Lg. i; (A.27)

Podemos transformar a equagéo (A.27) na forma fasorial, a partir das equacdes (A.28)
e (A.29).

Jx 4 p—Jx
cos(x) = ere ™ (A.28)

jx _ o-jx
sen(x) = i (A.29)
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Assim, chega-se na equacéo (A.30).

N eijmt + e—ijmt ej(wt+b) + e—j(wt+b)
= a. .
1 2 2

(eijmt _ e—ijmt> <ej(wt+d) + e—j(wt+d)
+ c. .

(A.30)
2] 2 > + Lg. iy

Pode-se expandir a equacdo (A.30), chegando-se na equacdo (A.31).

A = E (ej((Pwm+w)t+b) + e (Pwm-w)t—b) + e (-Pwim+w)t+Db)
4
+ ef((—Pwm—w)t—b)) _]E (ej((Pwm+w)t+d) + ej((Pwm—w)t—d) (A.31)
4

_ ej((—Pwm+w)t+d) _ ej((—Pwm—w)t—d)) + LR- i1

Pode-se fazer outra substituicdo de variaveis, facilitando a visualizacédo do resultado.

Essa substituicdo é mostrada nas equacdes (A.32) e (A.33).
X =Pw, +w (A.32)
Y =—-Pw, +w (A.33)
Assim, somando e subtraindo pela velocidade angular w na equacgéo (A.32), e, além

disso, multiplicando e dividindo pela velocidade angular w nas equagdes (A.32) e (A.33), pode-

se chegar nas equagdes (A.34) e (A.35).

X=(Pwm+w+w—w).K=<2—W—M>.W:(Z—S)W (A.34)
w w w
Y = (—Pw,, + W).K = (—W — PWm) W = SwW (A.35)
w w

Assim, substituindo as equacdes (A.34) e (A.35) na equacdo (A.31) e reorganizando

0s termos, chega-se na equacdo (A.36).
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a ej(Xt+b)+e—j(Xt+b) ej(Yt+b) _|_e—j(Yt+b)

A= ) ( 2 + 2
c e (Xt+d) _ p—j(Xt+d) e/Yt+d) 4 o-j(¥t+d) (A.36)
+ Lg.i4

Utilizando as equaces (A.28) e (A.29) em (A.36), chega-se na equacdo (A.37).

a ¢ a ¢
2y = 5.cos(Xt +b) +5.sen(Xt +d) + 5. cos(Vt + b) — 7.sen(Yt + d) (A37)
+Lpiy

Lembrando das relagdes de seno e cosseno apresentadas em (A.38), (A.39) e (A.40).

e/* = cos(x) + jsen(x) (A.38)
cos(x) = R(e’¥) (A.39)
sen(x) = R(—j.e/X) (A.40)

Além disso, é possivel juntar as suas partes reais numa s6, como mostram as equacdes
(A.41), (A.42) e (A.43).

cos(x) + sen(y) = R(e/*) + R(—j.e’”) (A.41)

R(e/* —j.e”) = R(cos(x) + jsen(x) — jcos(y) + sen(y))

(A.42)
= cos(x) + sen(x)

R(e/* —j.e”) = R(e/*) + R(—j.e/) (A43)

Logo, usando as equacdes (A.38), (A.41) e (A.43), pode-se escrever de forma
alternativa a equacao (A.37), chegando-se na equacao (A.44).
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2 =R [(g oib —j.%.ejd) .ej(z—s)wt] +R [(% elb +]% ejd) . efSwt] (A4)

Substituindo as variaveis I, a, b, ¢ e d a partir das equacdes (A.21), (A.23), (A.24),
(A.25) e (A.26), chega-se na equacgéo (A.45).

. ejq)main + ]

1. =R [(ﬁ LmainR-Imain
1

V2 Lauxr: laus _ ej¢aux> e j(2—s)wtl
2

2

LR [(\/E LmaiZnR- Imain . ej¢main (A45)

—_ . \/E LauxR-Iaux
+J. >

. ej¢aux> . ejSWt] + LR' il

A.4 Correntes I7 e I7

Lembrando das equacdo da tensdo no enrolamento principal do rotor apresentada em

(A.46).
d\,
=R, i.+—=0 A.46
12 11+ it ( )
Derivando a equacéo (A.45) com relacéo ao tempo, chega-se na equacao (A.47).
da a c . .
—=R [(j.—.efb + —.e’d) (2= s)w. eJ(Z‘S)Wt]
dt 2 2
i (A.47)
c l
> ,jb _ = _jd jswt it 3
+]R[( .e 2e )swe ]+L I
Substituindo a equacdo (A.47) na (A.46), chega-se na equacao (A.48).
dA a .. Cc . .
Rg.iy + — = Rg.i; + R [(j.—.e’b + —.efd) (2= s)w. eJ(Z‘S)Wt]
dt 2 2
(A.48)

+]R[( —.el? —% efd) SW. eJSWt] + Lg C;ltl 0
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Para esta analise, sera definida uma forma de onda da corrente i,, de forma idéntica a
utilizada pelo autor Stephen Umans. Assim, pode-se definir a corrente i; como a soma de duas

correntes, uma progressiva e outra retrograda, sendo igual a equacdo (A.49), ou na forma
fasorial pela equacéo (A.50).

iy = V2.1 cos(swt + ¢7) + V2.1 . cos((2 — s)wt + ¢7) (A.49)

i = ]Ri[\/i If. eJ'(Swt+¢I')] + ]R[\/i I7. ej((Z—S)Wt+¢I)]

o o (A.50)
= R[V2.I}. /] + R[V2.1]. e/ Z=9"]

Deste modo, substituindo a equacao (A.50) na equacdo (A.48), chega-se na equacgéo
(A.51).

Rg. (R[V2. I}, eS| + R[V2.17. e/

+ L. (R[VZ2. I} jsw. e + R[V2.I7.j(2 — s)w. e/ @=9wt])

+ R [(]% et 4+ % ejd) (2 = s)w. ej(z_s)wt] (A.51)
+ ]R[(j%_ejb _%_ejd)_sw_ eiov] = o

Pode-se separar os termos das componentes swt e (2 — s)wt, assim temos a separacdo
das equacdes (A.52) e (A.53).

. . a . C i
RpN2.If + Lg. V2.1 jsw + (jE.er —E.efd) sw=0 (A.52)

. . a . C .
ReNZ.I7 + LpN2.I7.j(2 — s)w + (j.E. elb + E.eﬂi) 2=-s5w=0 (A.53)

Isolando I} e I, chegam-se nas equacdes (A.54) e (A.55).
- (j%.ejb — %.ejd).sw

Rr.V2 + Lg.A/2.jsw

Ir =

(A.54)
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- —(j%.ejb+%.ejd).(2—s)w

- (A.55)
! Re V2 + LgN2.j(2 — s)w

Substituindo as variaveis I, a, b, ¢ e d a partir das equacdes (A.21), (A.23), (A.24),
(A.25) e (A.26) e manipulando algebricamente, chegam-se nas equacdes (A.56) e (A.57).

(Lmainr- imain — ] L Laus- jaux) (A.56)
2.(Rg + jswLg)

L} = —jsw.

(LmainR- jmain + ] L. Laux- jaux) (A.57)

1'1_ =—j2 —s)w. 2.(Rg +j(2 —s)wLg)

Podem-se definir variaveis auxiliares K* e K ~, descritas nas equagdes (A.58) e (A.59).

K+ _ Sw
= 2.(Rg +jswLp) (A.58)
K- 25w (A.59)

T 2. (Re+j(2 —s)wLp)

Assim, as formas alternativas de If’ e I; sdo apresentadas nas equagdes (A.60) e
(A.61).

I? = _jK+- (LmainR- jmain - ] L. Laux- jaux) (A60)

Ii_ = _jk_- (LmainR- jmain +j- L. Laux- jaux) (A'Gl)

A.5 Fluxo 4,

A proxima deducdo a ser realizada é o fluxo concatenado da fase 2 do rotor, em sua

forma alternativa.
Lembrando da equacdo do fluxo concatenado a partir da equacdo (A.62) e da tensdo

no enrolamento auxiliar do rotor apresentado em (A.63).
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Ay = L Liyging-5€n(0) . imain + Lauxr-€05(0).igux + Lg. iz (A.62)
dA
vy = Ry iy + d—tz =0 (A.63)

Utilizando as equacdes (A.18) e (A.19) na equacdo (A.62), chega-se na equacao
(A.64).

Ay = L Lyging-s€n(8) .N2. Lgin. cos(wt + ¢

main)

(A.64)

+ Lgyer. €05(0). V2. 15 cos(Wt + ¢ ) + Lg. iy

aux

Assim, pode-se definir as varidveis auxiliares a partir das equacdes (A.65) a (A.68),

de forma anéloga ao célculo do fluxo concatenado no primeiro enrolamento do rotor.

a =V2.Laysr-loux (A.65)
b= gy, (A.66)

¢ = V2.1 Lyging- Imain (A.67)
d = bpgin (A.68)

Utilizando as equacgdes (A.20), (A.65), (A.66), (A.67), (A.68) na equacdo (A.64),
chega-se na equacéo (A.69).

Ay = a.cos(Pwy,t).cos(wt + b) + c.sen(Pwy,t).cos(wt + d) + Lg. i, (A.69)
Ou seja, chega-se no mesmo resultado da equacgdo (A.27), com excegdo do Ultimo

termo, em que Lg.i; € trocado por Lg.i,. Logo, pode-se utilizar a mesma deducgdo daquela

secdo, apenas adaptando o ultimo termo. Isso € mostrado na equagéo (A.70).
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Ay = ]R{[(%.ejb —j.%.ejd).ej(z_s)""t] + ]Ri[(;.ejb +j.%.efd).ej5‘”t]

+ Lp. iy (A.70)

Substituindo as variaveis I, a, b, c e d a partir das equacdes (A.21), (A.65), (A.66),
(A.67) e (A.68), chega-se na equacdo (A.71).

eJPaux F

AZ =R l(ﬁ LauxR- Iaux —_ ] \/E LmainR- Imain . ejq’main) ] ej(Z—s)wtl
2 2

+R K‘E Lal‘Z"R' laoux g (A.71)

. \/E LmainR- Imain

i] 2 .ej¢main>.ejSth +LR.i2

A.6 Correntes I3 e I
Derivando a equacéo (A.71) com relacéo ao tempo, chega-se na equacao (A.72).

=Rl 08 +5.08).C - w0

u (A.72)
a . ¢ . . ,
i— elb —_ gJjd jswt 2
+]R[(]2.e Z.e ).sw.e ]+LR_—dt
Substituindo a equagéo (A.72) na (A.63), chega-se na equagio (A.73).
Ruiz + =2 = Rpi + R|(j. 2.0/ + . /) . (2 — s)w. e/ @we]
dt 2 2
” (A.73)
a i C i i i
i—. el —— eJd jswt 2 _
+[R{[(]2.e 2.e ).sw.e ]+LR_—dt 0

Para esta analise, sera definida uma forma de onda da corrente i,, de forma idéntica a
utilizada pelo autor Stephen Umas. Assim, pode-se definir a corrente i, como a soma de duas
correntes, uma progressiva e outra retrograda, sendo igual a equagdo (A.74), ou na forma

fasorial pela equacgéo (A.75).
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i, = V2.1 . cos(swt + ¢3) +V2.I;.cos((2 — s)wt + ¢3) (A.74)

iy = R[V2.If. e/ 6WireD] 4 R[V2.1;. e/ (G-swtte2)]

o o (A.75)
= R[V2.I].e/"t] + R[V2.1;.e/Z~9"]

Pode-se utilizar as equacdes (A.54) e (A.55) como referéncia, uma vez que trocam-se

apenas 0s termos Ii* , I7 por I, I . Assim, chega-se nas equacdes (A.76) e (A.77).

—(j%.ejb —%.ejd).sw

(A.76)
Rp. V2 + LR.\/ZjSW

Iy =

—(j%.ejb +%.ejd).(2 —s)w
Rp.V2 4+ Lg.A2.j(2 — s)w

s = (AT7)

Substituindo as variaveis I, a, b, ¢ e d a partir das equacdes (A.21), (A.65), (A.66),
(A.67) e (A.68) e manipulando algebricamente, chega-se nas equacdes (A.78) e (A.79).

. . . (LmainR- jmain ] L. Laux- jaux)
I = (. (- . A.78
z (- (=jsw) 2.(Rg + jswLyg) ( )

(LmainR- jmain + ] L. Laux- jaux)

. (A.79)
2.(Rrp +j(2—s)wLg)

I; = (=1). (=j(2 = s)w).

Ou seja, pode-se escrever Iie I, em termos de I e I, cujas representagdes estdo

indicadas nas equacdes (A.80) e (A.81).
L= )).1} (A.80)

I; = (-1j).I] (A.81)
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A.7 Fluxo A,,4in

A proxima deducéo a ser realizada é o fluxo concatenado da fase principal do estator,
em sua forma alternativa.

Lembrando da equacao do fluxo concatenado a partir da equacao (A.82).

Amain = Lmain- imain + LmainR- COS(H)- il + 1 LmainR- Sen(e)- i2 (A-82)

Utilizando as equacdes (A.49) e (A.74) na equacdo (A.82), chega-se na equacdo
(A.83).

Amain = Lmain- imain + LmainR- COS(Q)- [\/E 11+' COS(SWt + d);—)
+V2.17. cos((Z —s).wt+ qbl")]
(A.83)
+ L Lnging- sen(0). [V2. I .cos(swt + ¢3)

+V2.1;.cos((2 — ). wt + ¢3)]

Pode-se separar a equacdo (A.83) em partes, para facilitar a deducdo, como mostram
as equacdes (A.84), (A.85) e (A.86)

Amain = Lmain- imain + Amain,Pl + Amain,PZ (A-84)

Amainpt = Lmaing- €08(8). V2.1 . cos(swt + ¢7) (A.85)

+ L Lpging- sen(0).V2. I . cos(swt + ¢3)

Amainpz = Lmaing-c0s(8).V2.17 . cos((2 — s).wt + ¢7) (A86)
+ L Linaing- sen(0).V2.15. cos((2 — s). wt + ¢3) .

Podem-se definir variaveis auxiliares para 0 termo A,,4i, p1, COMO Mostrado nas
equacoes (A.87) a (A.90).
a=v2.Lyging-I{ (A.87)
b= ¢f (A.88)
¢ =L Lging-V2.15 (A.89)
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d = ¢} (A.90)

Assim, substituindo as equagdes (A.87), (A.88), (A.89) e (A.90) na equacdo (A.85),
chega-se na equacéo (A.91).
Amainp1 = a.cos(0).cos(swt + b) + c.sen(6).cos(swt + d) (A.91)
Fazendo uma analogia da equacdo (A.27) com a equacdo (A.91), é possivel
reaproveitar a deducdo matematica feita no fluxo concatenado A,, porém com as seguintes
mudancas:
e Substituicdo do termo wt por swt;
e Remogéo do termo Lg. iy.

Assim, utilizando esta analogia na equacao (A.44), chega-se na equacdo (A.92).

Amainp1 = R[(g.eﬂ’ —j.%.ejd).ef(z‘s)s""t] + ]Rl[(%.ejb +j.%.ejd).ej52"”t] (A.92)

Portanto, a equacéo resultante ¢é indicada em (A.93).

+ +
l(\/i Lmainr- 17 .ef¢’1+ $j.LmainR-\/§- I; .ej¢2+>-€j(2_s)Sth
2

Amain,Pl =

(A.93)

+ +
+ IRK—\/Z Lmaing- It jo1 | j__LmainR"/z Lz _ejqb;)_ejszwcl
2 - 2

Além disso, podem-se definir variaveis auxiliares para o termo A4 p2, COMO

mostrado nas equacdes (A.94) a (A.97).

a = V2. Lyging-I{ (A.94)
b= ¢ (A.95)
¢ =L Lging-V2.15 (A.96)
d=¢; (A.97)

Entdo, chega-se num formato similar da equacdo (A.92), apenas mudando os termos
do campo progressivo para 0 campo retrogrado. Fazendo uma analogia entre os dois casos,

chega-se na equacéo (A.98).
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Amain p2 = R l(w . e]¢I $ ] M . e]¢2_> . ej(z—s)zwtl
' 2 2

+R Kﬁ Lm;inR_' L jer (A.98)

+ jrmaine N2 V2.1y ewz‘) . ejs(z_s)""t]

Assim, utilizando as equacges (A.39), (A.40), (A.84), (A.93) e (A.98), chega-se no
resultado do fluxo concatenado no enrolamento principal, mostrado na equagéo (A.99).

Amain = Lmainr-imain

\/E- LmainR- I f
+ [ —

2
\/E- LmainR- I 1_
+ [ —

2
+ LmainR- \/E 1;

- 2
LmainR- \/E I 2_

+ — (sen((2 — s)?wt + ¢p3) —sen(s(2 — s)wt + ¢3))

.(cos(s?wt + ¢p1) + cos(s(2 — s)wt + ¢]))
.(cos((2 — s)?wt + ¢7) + cos(s(2 — s)wt + ¢7)) (A.99)

.(—sen(s?wt + ¢F) + sen(s(2 — s)wt + ¢3))

Porém, se for comparar com os resultados do Umas, ndo se chega no mesmo resultado.
Entdo, pode-se mostrar uma forma alternativa de dimensionamento, que compatibilize com o
resultado do autor, mas sem perda de significado das equacdes anteriormente deduzidas.

Para isso, vale transformar as expressdes de seno e cosseno definidas nas equacGes
(A.100) e (A.101).

cos(4).cos(B) (A.100)
cos(4).sen(B) (A.101)
Para a expressao (A.100), pode-se transformar as varidveis na forma fasorial, conforme

mostra a equagdo (A.102). A partir da manipulacdo matematica mostrada nas equagdes (A.103)

e (A.104), chega-se na equacéo resultante mostrada em (A.105).
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e/d +e A\ (/B +e7IB

cos(4).cos(B) = < > )( 5 > (A.102)
ej(A+B) + e—j(—A+B) + ej(—A+B) + e—j(A+B)
cos(4).cos(B) = < 2 ) (A.103)
1 ej(A+B) + e—j(A+B) ej(—A+B) + e—j(—A+B)

cos(A4).cos(B) = = (A.104)

2 2 2

1

cos(4).cos(B) = 3 [cos(A + B) + cos(—A + B)] (A.105)

Para a expressao (A.101), pode-se transformar as varidveis na forma fasorial, conforme
mostra a equacgdo (A.106). A partir da manipulacdo matematica mostrada nas equacdes (A.107)

e (A.108), chega-se na equacdo resultante mostrada em (A.109).

e/d +e A\ (el —eIB
cos(4).sen(B) = . - (A.106)
2 2j
J(A+B) _ o—j(~A+B) | pj(~A+B) _ ,~j(A+B)

cos(A4).sen(B) = < v > (A.107)

1 ej(A+B) _ e—j(A+B) ej(—A+B) _ e—j(—A+B)
cos(4).sen(B) = = - + - (A.108)

2 2j 2j
1

cos(4).sen(B) = 3 [sen(A + B) + sen(—A + B)] (A.109)

Logo, analisando as equagfes (A.85) e (A.86), pode-se substituir as varidveis A e B
nos seguintes casos (com auxilio da equagéo (A.20)):
o A= swt+ ¢f; B =Pwpyt;
o A= (2-s)wt+ ¢1;B =Pwpyt;
o A= swt+ ¢3;B = Pwpyt;
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o A= ((2—-s)wt+ ¢;;B = Pwyt;
Entdo, sera calculado apenas os dois primeiros casos, e feita uma analogia com 0s
ultimos dois, uma vez que muda apenas a defasagem da variavel A. Assim, o primeiro caso é
mostrado nas equagdes (A.110) e (A.111), enquanto que o segundo caso € mostrado nas
equacOes (A.112) e (A.113).

w — Pw,,
A+B=swt+¢T+Pwmt:T.wt+¢I’+Pwmt= wt+¢'1" (A.110)

w + Pw,,
—A+B= —(swt+ ¢'1") + Pwt = —————. wt — (,i)Ir + Pw,t
(A.111)
w + Pw,, + +
= 2. ———wt+wt—¢; = (1-25)wt — ¢]
2w w— Pw,, _
A+B= (Z—S)Wt+¢I+Pwmt=(———>.Wt+¢1 + Pw,,t
v v (A.112)
w — Pw,, B 3
= —2.———wt+3wt+¢; = (3-25)wt + ¢,
w
2w w—Pw
—-A+B= —((2—s)wt+¢;)+Pwmt:—(———m).wt—¢;+Pwmt
w w
(A.113)
—w — Pwy,

= ——wt— ¢, +Pw,t=—-wt—¢;
w

Além disso, pode-se utilizar as propriedades do seno e cosseno definidas pelas
equacOes (A.114) e (A.115). Assim, o fluxo concatenado do enrolamento principal pode ser
calculado pela equacdo (A.116), com auxilio das equagdes (A.105), (A.109), (A.110), (A.111),
(A.112), (A.113), (A.114) e (A.115), da substituicdo das variaveis auxiliares de A,,4i5 p1 COM
as equacdes (A.87) a (A.90) e da substituicdo das variaveis auxiliares de A,,4i, p, COM as
equacOes (A.94) a (A.97).

cos(A) = cos(—A) (A.114)

sen(A) = —sen(—A) (A.115)
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1 _ . \/E LmainR- If- + +
main = Lmain-tmain T+ B e— (cos(wt + 1) + cos((Zs — Dwt + ¢ ))

§ Y2 bmainee 15 (o3~ 26wt + ¢7) + cos(w + 7))

2\/_ + (A.116)
4 it Y2 (sen(wt + @) — sen((2s — Dwe + ¢)
+ M_ (sen((3 — 2s)wt + ¢;) — sen(wt + ¢3))

Pode-se simplificar ainda mais a equagdo (A.116), substituindo as variaveis I e I;
pelas varidveis I; e I a partir das equacoes (A.80) e (A.81). Ademais, serdo utilizadas variaveis

auxiliares, indicadas pelas equacgdes (A.117) a (A.123).

A = V2. Lypgin- Imain (A.117)
B = Linaing/V2 (A.118)

a = Pmain (A.119)
b=¢;F (A.120)
c=¢1 (A.121)
d=¢F (A.122)
e=¢; (A.123)

Além disso, utilizando as equacdes de seno e cosseno dadas nas equacgdes (A.39) e
(A.40), chega-se na equacéo (A.124).

Amain

= ]R[A_ef(wtw) +B.1I}. (ej(wt+b) + ej((Zs—l)wt+b))
+ B. 11_ (ej((3_25)Wt+C) + ej(wt+c))
; . (A.124)
+ B.jI}. (_jej(wt+b) +jej((25—1)wt+b))

+ B.(—jI{).-(—j. 0 (B-29)wt+c) +jej(wt+c))]

Reagrupando os termos da equagéo (A.124), chega-se na equacao (A.125).
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Amain = R[4,/ 4 BIF (14 1). /WD) 4 (1= 1), ¢/ (@5 Dwesd) )
(A.125)
+ B (1= 1),/ (G729wt) 4 (1 4 1), S04

Pela equacdo (A.125), percebe-se que ha o cancelamento dos termos (2s —1) e

(3 — 2s). Simplificando esses termos, chega-se na equacgdo (A.126).
Amain = R[A.e/WD) + 2 B (IF. e/ WHD) 4 [T e/ WE+))] (A.126)
Utilizando as equacfes (A.117) a (A.121), obtém-se a equacdo (A.127).

. _ ' .
Amain = R[\/E Linain- Imain- e/ Wttdmain) /2. Linaing- (17 eJ(wt+¢1)

(A.127)
+1I7. e}'(wt+¢f))]

Transformando as correntes nas suas formas vetoriais a partir das equacdes (A.18) e
(A.50), obtém-se a equacdo (A.128).

Amain = R[(\/E Lmain- jmain + \/E LmainR- (If + Il_)) eth] (A-128)

Assim, a equacdo (A.128) pode ser reescrita, gerando as equacoes (A.129) e (A.130),

em formato similar ao fluxo deduzido no artigo de referéncia.
Amain = Rl[Anain- €] (A.129)
imain = 2. Linain- jmain +2. Linainr- (If- + 11_)) (A.130)

A.8 Fluxo 44,

A proxima deducgéo a ser realizada € o fluxo concatenado da fase auxiliar do estator,
em sua forma alternativa.

Lembrando da equacdo do fluxo concatenado a partir da equacéo (A.131).
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Aaux = Laux-laux — I Lauxr-5en(0).i; + Layxr-c0s(0).1, (A.131)

Utilizando as equacdes (A.49) e (A.74) na equacdo (A.131), chega-se na equacéo
(A.132).

Aaux = Laux-iqux — I Lauxg- sen(0). [V2.1f . cos(swt + ¢5

+V2.17.cos((2 — s).wt + ¢7)]

(A.132)
+ Lauxr-€0s(6).[V2. 1] . cos(swt + ¢F)

+V2.15 . cos((2 — ). wt + ¢3)]

Pode-se separar a equacdo (A.132) em partes, para facilitar a deducdo, como mostram
as equacdes (A.133), (A.134) e (A.135). Além disso, as equacdes (A.134) e (A.135) mostram
o0 angulo elétrico em sua forma alternativa, a partir da equacéo (A.20).

/1aux = Laux- iaux + Aaux,Pl + /1aux,P2 (A133)

Aawep1 = =L Layxr- sen(P.wpt). V2. I} . cos(swt + ¢7) (A134)
+ Loyxr- €0S(P.wyt). V2.1 . cos(swt + ¢F)

Aawerpz = =L Layxr- sen(P.wpt).V2.175. cos((Z —s).wt + ¢7) (A.135)
+ Layxr- c0S(P.wit) N2.15 . cos((Z —5s).wt+ qbz_) .

Utilizando as equagdes (A.105), (A.109), (A.110), (A.111), (A.112), (A.113), (A.114)
e (A.115), as variaveis Agyx p1 € Agux p2 POdem ser reescritas de forma analoga ao enrolamento
principal, como mostram as equacgdes (A.136) e (A.137). Assim, a partir das equacdes (A.133),

(A.136) e (A.137), o fluxo concatenado do enrolamento auxiliar pode ser calculado pela
equacéo (A.138).

2. Loyar- 17
Aauxpr =+ %. (sen(wt + (],’)IL) — sen ((25 - Dwt + ¢1’))

+ % (cos(wt + ¢;) + cos ((25 — Dwt + d’;))

(A.136)
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Aquxpz = F M (sen (3~ 25)wt + 97) = sen(wt + 97))

: _ (A.137)
T (s e ) o)
+
Aaux = Laux- iaux $ % (Sen(Wt + d)f) - Sen((zs - 1)Wt + cpil—))

T M (sen(( — 2s)wt + ¢7) — sen(wt + ¢1))
. + (A.138)

+ % (cos(wt + ¢3) + cos((2s — Dwt + ¢7))

%. (cos((3 = 2s)wt + ;) + cos(wt + ¢3))

Pode-se simplificar ainda mais a equacéo (A.138), substituindo as variaveis I e I;
pelas varidveis I; e IT a partir das equacoes (A.80) e (A.81). Ademais, serdo utilizadas variaveis

auxiliares, indicadas pelas equagdes (A.139) a (A.145).

A=V2. Loy Lpux (A.139)
B = Lauxg/V2 (A.140)
a = Paux (A.141)
b=¢; (A.142)
c=¢;1 (A.143)
d=¢F (A.144)
e=¢; (A.145)

Além disso, utilizando as equacdes de seno e cosseno dadas nas equacgdes (A.39) e
(A.40), chega-se na equagéo (A.146).



93

Aaux — ]R[A.ej(‘”t"'a) _ IBIiI- (_jej(wt+b) +jej((25—1)wt+b))

— LB.IT. (—j. e/(B-29wtHc) 4 joiweto))

(A.146)
+ L.B.jI{. (ej(Wt+b) + ej((ZS—l)wt+b))
+ L B. (—jI7). (e/(G-29)wtte) 4 pjwe+0)y]
Reagrupando os termos da equagao (A.146), chega-se na equacao (A.147).
Aqux = R [A. el Wt+a) L [ B I+, ((] _|_j)_ej(wt+b) +( _j)_ej((25—1)wt+b))
(A.147)

—LB.I]. ((] —j)_ej((3_25)Wt+C) +(j +j)_ej(wt+c))]

Pela equacdo (A.147), percebe-se que hd o cancelamento dos termos (2s —1) e

(3 — 2s). Simplificando esses termos, chega-se na equacéo (A.148).
Aaux = R[A. /WD 4 1j. 2 B, (I e/ WD) — [ gJWit))] (A.148)
Utilizando as equacgdes (A.139) a (A.143), obtém-se a equacao (A.149).

Aaux = RIVZ Loy Ian €/ 0000 4 1 NZ. Ly (I €/ (WE41)

. (A.149)
—I7. e}(wt+¢1'))]

Transformando as correntes nas suas formas vetoriais a partir das equacdes (A.19) e

(A.50), e utilizando a equacdo (A.21) para substituir o termo I, obtém-se a equacéo (A.150).
Aqux = R[(\/E Lgyx- jaux tj. \/E Layxr- (I;- - 11_)) eth] (A-150)

Assim, a equacdo (A.150) pode ser reescrita, gerando as equacdes (A.151) e (A.152),

em formato similar ao fluxo deduzido no artigo de referéncia.

Aaux = R[ gy €] (A.151)
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j'aux = ]\/E Laux-jaux i]\/z Lauxr- (If_ - 11_)) (A'152)

A.9 Lei de Ohm aplicada ao motor monofésico

Lembrando da equagdo da tensdo do enrolamento principal dada na equacédo (A.153).

Fonain (A.153)

VUmain = Rmain- Imain dt

d}\aux

Voux = Raux-laux + T (A'154)

A tensdo de entrada € igual a tensdo aplicada na conex@o com o enrolamento principal
e na conexao com o enrolamento auxiliar, uma vez que ambos estdo em paralelo. Isso é indicado
na equacgéo (A.155).
v(t) = V2.V,.cos(wt) = R[V2.V,.e/"¢] (A.155)
Nota-se que a tensédo V,, ndo precisa estar na sua forma fasorial, porque a referéncia
utilizada é a tenséo de entrada (defasagem de V, é igual a zero), significando que sua magnitude

é numericamente igual a sua forma fasorial. A tensdo no enrolamento principal pode ser

definido no seu formato fasorial, conforme mostra a equacéo (A.156).
Vmain =V - Zmain- imain (A.156)

Pode-se aplicar a transformada de Fourier em ambos os lados da equacdo (A.153),
chegando-se na equacao (A.157).

Vmain = Rpain- imain + jwj\main (A-157)
Substituindo a equacao (A.130) na equacédo (A.157), tem-se a equacao (A.158).

Vmain = Rmain- jmain + ]W[\/E Lmain- imain + \/E LmainR- (If + 11_)] (A'158)
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Substituindo a equacédo (A.158) na equacao (A.156) e isolando a variavel V,, chega-se

na equacéo (A.159).

Vo = (Rmain + Zmain)- imain + jW [\/E Lmain- imain + \/E LmainR- (If + 11_)] (A'159)

Utilizando as equacdes (A.21), (A.60) e (A.61), chega-se na equacéo (A.160).
L'+ 17 = —j. Lnaing- Imain- (K* + K7) F Layxr: Iz (K* = K7) (A.160)

Assim, substituindo a equacdo (A.160) na equacdo (A.159), obtém-se a equacdo
(A.161).

Vo = (Rmain + Zmain)-jmain
+ j\/EW[Lmain- imain - ] LgnainR' jmain' (K+ + K_) (A-l6l)
F Lawxr: lawx (KY = K7)]

Da mesma forma, a tenséo na auxiliar pode ser definida por sua forma fasorial,

conforme mostra a equacdo (A.162).
1}Zlux =V - Zaux-jaux (A.162)

Pode-se aplicar a transformada de Fourier em ambos os lados da equacgdo (A.154),

chegando-se na equacao (A.163).
I}Vaux = Raux- jaux + jw}.\aux (A.163)
Substituindo a equacdo (A.152) na equacgéo (A.163), tem-se a equagdo (A.164).

I./aux = Raux-jaux +jW[\/§- Laux-jaux i]\/E LauxR- (If- - 11_)] (A-164)
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Substituindo a equacédo (A.164) na equacao (A.162) e isolando a variavel V,, chega-se

na equacéo (A.165).
Vo = (Rawx + Zawe)-loux + jW[V2. Lowy- faux # j V2. Lowar- (Iif —1)]  (A165)
Utilizando as equacg0es (A.21), (A.60) e (A.61), chega-se na equacédo (A.166).
L' — Iy = —j. Lnaing- Imain- (K* = K7) F Layxr- laux- (K* + K7) (A.166)

Assim, substituindo a equacdo (A.166) na equacdo (A.165), obtém-se a equacao
(A.167).

= (Raux + Zaux)-jaux
+ ]\/EW [Laux- iaux T Lauxr: Lmainr- jmain- (K+ - K_) (A-167)

_j'L?quR' iaux- (K+ + K_)]

Portanto, pode-se escrever a “lei de Ohm” para este circuito a partir da equagao

(A.168).

Ryain + Zmain + jW\/E(Lmain —J. L?nainR' (K+ + K_)
i]\/EW Lauxr: Lmainr- (K+ - K_)

FjvV2w. Layxr- lpux- (KT — K7) Imatn
/ V2w (L gy — j. L2 Kt*+K- V
Raux + Zaux +] W( aux — J- auxR-( + ))

(A.168)

aux

A.10 Torque induzido médio

Para calcular o torque induzido médio, sera primeiro deduzida a equagdo da energia

instantanea a partir da equacdo da coenergia, dada na equacao (A.169).

W'(t) = Jll.di’ (A.169)
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Assim, pode-se dividir tal equacdo em quatro partes, correspondente a cada um dos
enrolamentos. Essas partes estdo descritas nas equacdes (A.170) a (A.174).

W'(t) = Wiain (£) + Wy () + W (£) + W5 (1) (A.170)
imain
Wr,nain(t) = f Amain - Alimain (A-171)
0
iaux
Wa’ux(t) = j- Aqux - Algyx (A-172)
0
i
0
iz
W, (t) = j A, .di, (A.174)
0

Utilizando as equacdes (A.20), (A.27), (A.62), (A.82) e (A.131), obtém-se os valores
de Woain» Waux, Wi, W5 indicados nas equacgdes (A.175) a (A.178). A soma resultante W' é
indicada na equacéo (A.179).

) 1 . S S
Wmain(t) = E-Lmainlrznain + Lmaianmainll COS(H) + 1 Lmaianmainlz sen(H) (A']‘?S)
’ 1 ) , . . .
Waux(t) = E-Lauxlaux — L LauxR lauxli Sen(g) + Lauleauxlz COS(Q) (A'176)
! 1 ) . . . .
Wl (t) = E-LRll + Lmaianmainll COS(Q) - L LauxR lauxl1 sen(@) (A'177)

1
WZI (t) = E ' LR i% + L LmainR imainiz Sen(H) + LauxR iauxiz COS(Q) (A'178)
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. ) 1 .2 .2
- Linainimain + E-Lauxlaux + =.Lgif + 5. Lgi3

2 2
+ 2. Lyainrimain (i1 cos(8) + L i,sen(6))
+ 2. Lauxriqux(—1. i1 sen(8) + i,cos(8))

N[ =

W'(t) =
(A.179)

Assim, pode-se deduzir o torque induzido utilizando a equacdo (A.180), de referéncia
do artigo do Umas. Utilizando a regra da cadeia, € deduzido o ultimo termo desta equagéo.

aw' ow' deé
Telec(t) = 69 = 69 * de
m m

(A.180)

Utilizando a equagdo do angulo elétrico dada em (A.20), os termos do torque induzido

podem ser definidos pelas equactes (A.181) e (A.182).

ow'
55 = 2 Lmainkimain(=i15€n(6) + L.iz c0s(6)) + 2. Lauxriaux (=111 cos(6) (A.181)
— iysen(0))
de d(Pw,,t
_ d(Pwnt) _ (A.182)
db,  d(wpt)

Assim, utilizando as equacbes (A.180), (A.181) e (A.182), o torque induzido é
mostrado na equacao (A.183).

Telec(t) = 2P. [LmainR imain(_ilsen(g) + L i2 COS(H))

. . . (A.183)
+ Lauleaux(_I- lq COS(Q) - lzsen(g))]

Para facilitar a deducéo, o torque induzido sera dividido em duas partes, apresentadas
nas equacgoes (A.184) a (A.186). Os nomes dos torques foram escolhidos em analogia aos
termos dos enrolamentos principal e auxiliar presentes em cada equacéo.

Tetec(t) = 2P. (Thmain + Taux) (A.184)

Tmain = Lmainr imain(_ilsen(e) + Li; COS(Q)) (A-185)
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Toux = Lauxriqux(—1.i; cos(8) — i,sen(8)) (A.186)

Assim, usando as equacgdes (A.18), (A.49) e (A.74), o torque T,qin € dado pela
equacao (A.187).
Trmain = Lmaing V2. Inain COSWE + Prmain) . [(—sen(6)).V2.17 . cos(swt + ¢
+ (—sen(8)).V2.1I7.cos((2 — s)wt + ¢7)
+ (Icos(9)).V2.If . cos(swt + ¢3)
+ (Icos(9)).V2.1I; . cos((2 — s)wt + qbz")]

(A.187)

Podem-se atribuir variaveis auxiliares para o problema, dadas nas equacdes (A.188) a
(A.197).

@ = LinainV2- Inain (A.188)
b = $main (A.189)

ct =—V2.If (A.190)
c”=—V2.I] (A.191)
d* = ¢; (A.192)

d- = ¢7 (A.193)

et =1LV2.1;5 (A.194)
e~ =1LV2.I; (A.195)
fr=ef (A.196)
fm=¢1 (A.197)

Com auxilio da equacéo (A.20) e das equacdes auxiliares apresentadas em (A.188) a

(A.197), obtém-se o torque Ty,4, @ partir da equacéo (A.198).
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Tinain = acos(wt + b) . [c*. sen(Pwp,t). cos(swt + d*)
+ c".sen(Pw,,t).cos((2 — s)wt +d~
" ( ) (A.198)
+ e*t.cos(Pwpt) .cos(swt + f1)

+ e~ cos(Pwyt) . cos((2 — s)wt + £ )]

Utilizando as equacbes (A.105), (A.109), (A.110), (A.111), (A.112) e (A.113)
(substituindo a defasagem ¢; pelos angulos d*, f* e a defasagem ¢; pelos angulos d—, f~,

de forma anéloga a deducdo do A,,,4in), €ncontra-se a equacgdo (A.199).

C+
Tyain = acos(wt + b). = (sen(wt + d*) — sen((2s — D)wt + d*+)

+ % (sen((3 —2s)wt +d~) — sen(wt +d")
(A.199)

+ %- (cos(wt + f*) + cos((2s — Dwt + fF)

+ % (cos((3—=2s)wt+ f7) +cos(wt+ f7)

Assim, das relacdes de seno e cosseno das equacdes (A.105) e (A.109), é necessario
deduzir novas formas de A + B e —A + B para substituir na equagéo (A.199). Assim, seis novos
casos sdo formados para os angulos d* e d~, mostrados nas equacdes (A.200) a (A.205). Para
os angulos f* e f~, apenas é necessario substitui-los por d* e d~, respectivamente, para

encontrar as mesmas deducdes.

A+B=wt+b+wt+y=2wt+(b+v), p=d ouyp=d (A.200)
—A+B=—(wt+b)+wt+yp=(-b+), p=douyp=d (A.201)
A+B=wt+b+ 2s—Dwt+d" =2swt+ (b+1) (A.202)
—A+B=—(wt+b)+Q2s—Dwt+d" =2(s—Dwt+ (=b+d") (A.203)

A+B=wt+b+@B—-2s)wt+d =@ —-swt+(b+d") (A.204)
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—A+B=—-(wt+b)+B-2s5)wt+d =31 —-swt+(b+d") (A.205)

Assim, substituindo as equacdes (A.200) a (A.205) nas equacdes (A.105), (A.109) e,
por ultimo, na equacédo (A.199), encontra-se o torque T,,4in dado pela equacéo (A.206).
T, = %. [c*. (sen(2wt + (b + d")) + sen(=b + d*) — sen(2swt + (b + d*))
—sen(2(s — Dwt + (=b + d™))
+c™.(sen(3 = )wt + (b +d7)) + sen(3(1 — Hwt + (~b +d"))
— sen(2wt + (b +d")) — sen(=b +d")) + e*. (cos(2wt + (b + 1)) (A.206)
+cos(—=b+ f*) + cos(2swt + (b + f+)) + cos(2(s — Dwt + (=b + f 1))
+e7.(cos(B —s)wt + (b + £7)) +cos(3(1 — S)wt + (b + £ 7))

+ cos(Zwt + (b + f‘)) + cos(—b + f_))]

Com auxilio das equaces (A.39) e (A.40), tem-se a equacdo (A.207).

R[c+. (_jej(2wt+(b+d+)) _jej(—b+d+) +jej(2swt+(b+d+)) +jej(z(s—1)wt+(—b+d+)))

Trmain = 7
4
+c. (_jej((s—s)wt+(b+d‘)) _jej(3(1—s)wt+(—b+d‘)) +jej(2wt+(b+d‘)) +jej(—b+d‘)) ( )

+et. (ej(2wt+(b+f+)) + eJ oY) 4 o i(2swt+(D+fh) 4 gf(2(s-Dwt+(=b+f") )

+e . (ej((s—s)wt+(b+f-)) + J(BA=)Wt+(=b+f7)) 4 oi(2wt++f7) 4 ej(—b+f‘))]

Utilizando as equacgdes (A.190) a (A.197) e agrupando os termos com auxilio das

equacoes (A.50) e (A.75), chega-se na equacéo (A.208).

.]R{[(—\/El'f). (_jej(2wt+b) — je~ib +jej(25wt+b) +jej(2(s—1)wt—b))

E ]

Tmain
+ (—\/flf). (_jej((3—s)wt+b) — jelBA-s)wt=b) 4 joi(2wt+b) +je—jb)
+ (I.\/EI'Z‘”). (ej(2wt+b) + e Jb 4 @i(2swt+b) 4 oj(2(s—1)wt-b) )

+ (]_\/51'2—). (ej((3—s)wt+b) + JBA-)wt-b) | ojC2wt+b) 4 e—jb)]

(A.208)

Usando as equacdes (A.80) e (A.81) em (A.208), obtém-se a equacéo (A.209).
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a . . . . .
Tonain = Z ]R[(—\/Elf). (_je](2wt+b) _je—]b +je}(25wt+b) +je}(2(s—1)wt—b))

+ (—\/Elf). (_jej((3—s)wt+b) _jej(3(1—s)wt—b) +jej(2wt+b) +]-e—jb)

(A.209)
+ (—\/ilf) (_jej(2wt+b) — je~Jb — jel@swt+b) _ jgj(2(s—Dwt-b) )
+ (_‘/EID- (jej((3—s)wt+b) + jelBU-s)wt=b) | joiwt+D) +]-e—jb)]
Simplificando os termos da equacdo (A.209), chega-se na equacéo (A.210).
a . . . .
Tmain = 7-R[(2V2). (I = I7). Gie/ @ *P) + je )] (A.210)

Utilizando as equacBes (A.60) e (A.61) na equacdo (A.210), obtém-se a equacao
(A.211).

a . . .
Tmain = Z'R [(2\/2) (_jK+- (LmainR- Imain _j- L Laux- Iaux) (A 211)

- (_]K_ (Lmainrg- imain +j. L Layx- jaux))) . (iej(ZWHb) + je_jb)]

Reagrupando os termos e usando as equacdes (A.188) e (A.189), obtém-se a equacao
(A.212).

Tmain = LmainrImain- R [LmainRimain- (K+ - K_) (ej(ZWt+¢mai”) + e'j¢main)
| | (A.212)
— L LauxRiaux- (K+ + K_) (je](ZWt+¢main) +je_-’¢main)]

De forma alternativa, que serd util para a dedugéo do torque medio, a equacédo (A.212)
pode ser escrita em formato equivalente a partir da equagéo (A.213).

Tmain = R [Lgnaianrznain' (K+ - K_) (ej'Z(Wqumai”) + 1)
| (A.213)
= (@D. LmainRLauxRIr*nainIaux' (K+ + K_)' (eJZ(WH(pmai") + 1)]

Entdo, serd feita a deducdo do torque T,,,. Usando as equagdes (A.19), (A.49) e

(A.74), o torque T, € dado pela equagéo (A.214).
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Toux = LawxrV2-Taux coSWt + Pauy) - [(—1. cos(0)). V2. If . cos(swt + ¢7)
+ (=L cos(8)).V2.1I7. cos((2 — s)wt + ¢7)
+ (—sen(8)).V2.1} . cos(swt + ¢3)
+ (—sen(8)).V2.1;.cos((2 — s)wt + #3)]

(A.214)

Podem-se atribuir variaveis auxiliares para o problema, dadas nas equacdes (A.215) a
(A.224).

a = LayxrV2. Ipyx (A.215)
b = Paux (A.216)
ct=—V2.1I} (A.217)
c”=—V2.I; (A.218)
dt = ¢3 (A.219)

d~ = ¢; (A.220)

et = —LV2.I} (A.221)
e~ =—LV2.I7 (A.222)
fr=of (A.223)
fT=¢1 (A.224)

Com auxilio da equacdo (A.20) e das equacOes auxiliares apresentadas em (A.215) a

(A.224), obtém-se o torque Ty, a partir da equacdo (A.225).

Toux = acos(wt + b) . [c*. sen(Pwy,t). cos(swt + d)
+ c".sen(Pw,,t).cos((2 —s)wt + d~
(Pwnt).cos((2 = 5) ) (A.225)
+ e*.cos(Pwy,t) .cos(swt + )

+ e~.cos(Pwyt).cos((2 — s)wt + f’)]

Comparando a equacéo (A.198) com a (A.225), percebe-se que o lado direito das duas
equacdes é idéntico. Logo, pode-se utilizar diretamente a equagdo (A.207) para continuar a

analise.
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Entdo, utilizando as equacdes (A.215) a (A.224) e agrupando os termos com auxilio

das equacBes (A.50) e (A.75), chega-se na equacdo (A.226).

Toux = %, R[(_ﬁf;). (—jel@Wtrh) _ je=ib 4 jei(2swtth) 4 jgi(2(s=1)wt=b))
+ (—\/EI;). (_jej((3—s)wt+b) _jej(3(1—s)wt—b) +jej(2wt+b) +]-e—jb)
+ (—I.\/EI;*). (ej(2wt+b) + e Jb 4 @i(2swt+b) 4 oj(2(s—1)wt-b) )

+ (—].\/Eli_). (ej((S—s)th)) + ej(3(1—s)wt—b) + ej(Zwt+b) + e—jb)]

(A.226)

Usando as equacdes (A.80) e (A.81) em (A.226), obtém-se a equacdo (A.227).
T = %.]R{[(—I.\/Elf). (eJWt+D) 4 gmjb _ iCswi+b) _ oj(2(s=1wt-b))

+ (—I.\/Elf). (_ej((3—s)wt+b) — oJBA-)wt-b) 4 j(2wt+b) | e—jb)

(A.227)
+ (—I.\/Elf'). (ej(zwt+b) + e~Jb 4 @i@swt+b) 4 i(2(s—Dwt-b) )
+ (—I.\/Eli_). (ef((3‘5)Wf+b) + e/BA-wE-b) 4 Hjwt+b) | e—jb)]
Simplificando os termos da equacdo (A.227), chega-se na equacgéo (A.228).
Taux = %-R[(_I- 2\/5) (If + Il_) (ej(ZWHb) + e‘jb)] (A228)

Utilizando as equacbes (A.60) e (A.61) na equagdo (A.228), obtém-se a equacao
(A.229).

a . . .
Taux = Z-R [(—I. 2\/5) (_jK+- (LmainR- Imain _j- L. Laux' Iaux)
(A.229)

+ (_]K_ (LmainR- imain +j- L Laux- iaux))) . (ej(ZWt+b) + e_jb)]

Reagrupando os termos e usando as equacdes (A.215) e (A.216), obtém-se a equacao
(A.230).

Tox = Lo R| (). Laingmain: (K* + K™). (/270 0auz) 4 ¢~
e _ (A.230)
+ Lauxrlaux- (K+ - K_). (e](ZWt+¢aux) + e_]¢aux)]

De forma alternativa, que sera Util para a deducéo do torque médio, a equacgéo (A.230)

pode ser escrita em formato equivalente a partir da equacdo (A.231).
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Toux = R [L%lulegux' (K+ - K_) (ej.Z(WHd)aM) + 1)
| (A.231)
+ (I ) Linainr Lauxr Imainlausx- (K+ + K_)- (ejz(WH(Paux) + 1)]

Portanto, pode-se unir o torque T,,4in COM O torque T,,,. Utilizando as equacdes
(A.184), (A.213) e (A.231), chega-se na equacdo (A.232).
Telec(t) = 2P. (R[ernainRIanain' (K+ - K_) (ej'Z(WHgbmain) + 1)
- (I]) LmainRLauxR]:nain]auX' (K+ + K_) (ejz(Wt-i-d)main) + 1)]
b . (A.232)
+ R[chluleczlux- (K - K ) (e]'Z(Wt+¢aux) _|_ 1)

. . o % .+ . — .
+ (I]) LmainRLauxRImainIauX' (K + K ) (eJZ(Wt-i-d)aux) + 1)])

E possivel juntar as suas partes reais numa so, como mostram as equacoes (A.233) a

(A.235), as quais seriam uma expansao das equacdes (A.41) a (A.43).

cos(x;) + cos(x,) + sen(y,) + sen(y,)

. . . . (A.233)
= R(e/*) + R(e/*2) + R(—j.e/¥1) + R(—j.e/¥?)
R(ejxl + erZ _j. eJy1 _j. e]y2)
= R(cos(x;) + jsen(x,) + cos(x,) + jsen(x,) — jcos(y;) (A234)
+ sen(y,) — jeos(yz) + sen(yz))
= cos(xy) + cos(x;,) + sen(y;) + sen(y,)
R(ejxl + erZ _j. e]y1 _j. e]y2)
(A.235)

= R(e/*1) + R(e/*2) + R(—j.e/¥1) + R(—j.e/¥2)

Entéo, utilizando as propriedades das equacdes (A.43) e (A.235), chega-se na equacgéo
(A.236), que define o torque induzido em funcdo do tempo.
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Torec(t) = 2P (R[L2ginrloin: (K = K7 ). (/20 Pmaim) 4 1)
. o x . .4 . . .
- (I'])' LinainkLawxrImain! aux- (K +K ) (eJZ(Wt"'d’mam) +1)
st ; (A.236)
+ LéuxRI(zzux- (K —K ) (e]'z(WH"l’aux) + 1)

R . ok .+ . — i
+ (I-])-LmainRLauxRImainIaux' (K + K ) (eJZ(Wt+¢aux) + 1)])

Para calcular o torque induzido médio, sera calculada a média da variavel auxiliar
apresentada na equacdo (A.237). Assim, sera apenas necessario substituir os parametros dessa
variavel pelos parametros apresentados na equacao (A.236). Lembrando que as variaveis P, I,
K*, K™, Lnain: Louxr Lmaings Lauxr S30 independentes com relagdo ao tempo, como mostram

suas respectivas equagdes neste trabalho.
A=e/2Wt+e) 4 (A.237)
As equacdes (A.238) a (A.240) mostram a deducdo desse problema, até chegar no

valor médio apresentado na Ultima equacdo. A média considera um periodo completo da

frequéncia da rede.

17
Média(A) = T f (ef20er®) 4 1).dt (A.238)
0
o) 2(wt+) T
Média(A) = —l +1 (A.239)
2w 0

oI 2WT+Q) _ oj2(w0+¢)

Média(4) = TI +T— ol (A.240)

2w

Lembrando da definicdo da frequéncia angular a partir da equagéo (A.241).

w = 2mf = 22 (A.241)
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Substituindo a equagdo (A.241) na equacdo (A.240) e removendo os termos nulos,
tem-se a equacéo (A.242).

1 [of2@T+e) _ 20

Média(A) = T > +T
w

+T (A.242)

1 lej.<4n+2<p) _ o290

T

2w
Além disso, pode-se utilizar a equacdo (A.243) para auxiliar no problema.
) (4T+20) = @J4T @20 = (cos(4m) + j.sen(4m)).el2? = 1.e/2¢ = eJ2¢ (A.243)

Substituindo a equacdo (A.243) na equacao (A.242), obtém-se o resultado da média

da variavel auxiliar a partir da equacdo (A.244).

020 _ 20
Médla(A) = T [2— +T
w

T=1 (A.244)

1
T

Portanto, utilizando a equacédo (A.235) e aplicando o resultado da equacédo (A.244) na

equacao (A.236), chega-se no torque induzido médio dado na equacéo (A.245).

Telec = 2P. (R[ernainRIanain' (K+ - K_) - (I-j)-LmainRLauxRI:nainIaux- (K+ + K_)

2 2 .+ . . ck .+ . (A245)
+ LauxRIaux' (K —K ) + (I]) LmainRLauxRImainIaux' (K + K )])

A.11 Perdas no Rotor (P,otor)

A equacdo (A.246) corresponde as perdas no rotor, as quais correspondem a soma das
perdas dos enrolamentos 1 e 2 devido aos campos progressivo (+) e retrégrado (-). Lembrando

gue a resisténcia do rotor nos enrolamentos foi considerada idéntica e igual a R.

Protor = Rg.[rms(iy)]? + Rg. [rms(iy)]? (A.246)
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Em que rms(x) representa o valor eficaz (raiz média quadratica) da variavel x. Assim,
com auxilio da equacdo (A.49), o equacionamento do valor médio quadratico de i; €

apresentado nas equacoes (A.247) e o resultado apresentado na equacéao (A.248).

T
rms(iy) = \]%fo (V2.1}. cos(swt + @) + V2.1 . cos((2 — s)wt + qbl‘))z. dt (A.247)

rms(iy) = EJ‘T (I1)% cos?(swt + oT) + 1717 cos((swt + ¢7).cos ((2 —s)wt + ¢>I) it (A.248)
! T Jy +(I7)% cos?((2 — s)wt + ¢)) .

Indicando a propriedade descrita na equacdo (A.249), que pode ser deduzida a partir
da equacéo (A.105).

1 + cos(24)

- (A.249)

cos?(A) =

Além disso, pode-se utilizar a equacdo (A.105) para auxiliar na resolucdo da equacgéo
(A.248). Assim, sdo definidas as variaveis auxiliares descritas nas equacdes (A.250) e (A.251)
a serem utilizadas na equacdo (A.248).

A+ B =swt+ ¢f +(2—-s5)wt+¢; =2wt+ ((]5;r +¢7) (A.250)

—A+B=—(swt+¢})+Q2—5).wt+¢] =2(1-s)wt+ (—¢7 + ¢]) (A.251)

Entdo, utilizando as equacdes (A.105), (A.249), (A.250) e (A.251) na equacdo (A.248),
chega-se na equacéo (A.252).

o 2T @ (cos(2(swe + @) + 1) + I 17 (cos(@wt + ¢ + ¢7) + > A.252
rms(iy) = \/Tjo (cos(Z(l — Wt + (—p + ¢))) + (U7)2 (cos(2((2 — s)wt + ¢7)) + 1) a - (A252)

Realizando a integracdo da equacgéo (A.252), chega-se na equacédo (A.253).
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rms(iy)

il[ (IlT)z ) (ﬁ.sen(Z(swt +¢H) + t) + i %11_ . (%.sen(ZWt + o+ o)+
o 5
[m.sen(Z(l - S)Wt + (—(]bf + (i)]__)) + T (

(A.253)

]T
|
|

22 = S)W.sen(Z((Z —s)wt+ ¢7)) + t)J

0

Abrindo os termos da equagdo (A.253), chega-se na equacao (A.254).

rms(iy)
(aH?
T
= | sen@i +90) + 5y (sen(20 — WT + (4 +6D) = sen(—4; + ¢;))) +
(7)? 1
\ +T'(2(2—s)w'

1 IrIm /1
(m (sen(Z(swt +¢H) - sen(2¢1+)) + T) + 1T 1 (E (senwT + ¢f + ¢7) —
(A.254)

(sen (2((2 —s)wt + q,')l_)) - sen(Zq.’)l_)) + T)

Utilizando a equacéo (A.241) na equacado (A.254), chega-se na equacao (A.255).

1 1
ahHz. (E (sen(Z(ZT[s +¢H) - sen(Zd)f)) + 1) + L. (E (sen(4m + ¢ + ;) —
1
sen(@f + ) + 10 —oyn (sen(41 = s)m + (=9 +¢7) — sen(—o + ¢;))> +  (A259)

|
|
|
I
1
\I +(I7)2. <m (sen(2(2(2 — st +¢7)) — sen(2¢>1‘)) + 1)

Entdo, sera deduzido um formato alternativo da funcdo descrita na equacdo (A.256),

que serd util para apresentar uma versao melhorada da equacdo (A.255).
EQ = sen(2nC + D) — sen(D) (A.256)

O primeiro termo da equacdo (A.256) pode ser expandido utilizando a equagéo
(A.257).

sen(2nC + D) = sen(2nC). cos(D) + cos(2nC).sen(D) (A.257)

Assim, aplicando a equacdo (A.257) em (A.256), tem-se a equagdo (A.258).
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EQ = sen(2mC).cos(D) + (cos(2nC) — 1).sen(D) (A.258)
Além disso, pode ser utilizada a propriedade descrita na equacéo (A.259).

1 — cos(24)

- (A.259)

sen?(4) =

Alterando os termos de posi¢do, pode-se reescrever a equacdo (A.259), gerando a
equacéo (A.260), para entdo substituir essa equacao na (A.258), sendo mostrado o resultado na
equacao (A.261).

—2.sen?(A4) = cos(24) — 1 (A.260)

EQ = sen(2nC).cos(D) — 2.sen?(2nC).sen(D) (A.261)

Ademais, pode-se utilizar a propriedade indicada na equacdo (A.262) na equacao

(A.261), cujo resultado ¢é apresentado na equacédo (A.263).
sen(2A) = 2.sen(A).cos(A) (A.262)
EQ = 2.sen(nC). cos(nC). cos(D) — 2.sen?(2nC).sen(D) (A.263)
Agrupando os termos da equacgéo (A.263), chega-se na equacgéo (A.264).
EQ = 2.sen(mC). (cos(mC).cos(D) — sen(2mC).sen(D)) (A.264)
Utilizando a propriedade da equacéo (A.265) na equacéo (A.264), chega-se na equacgao
(A.266).

cos(A + B) = cos(A).cos(B) — sen(A).sen(B) (A.265)

EQ = sen(2mC).cos(D) + (cos(2mC) — 1).sen(D) = 2.sen(mC).cos(nC + D) (A.266)
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Assim, utilizando a equagdo (A.266) na equacdo (A.255), chega-se na equacao

(A.267).

rms(iy)

unHz. (ﬁ (2.sen(2ms).cos(2ms + 2¢7)) + 1) + I (i (2.sen(2m).cos(2m + ¢ + 7))

1 (A.267)
+m. (2.sen(2n'(1 —5)).cos2r(1 —s) + (—of + ¢1‘)))> +

+(I7)>. (;)n (2.sen(2n(2 —5)).cos(Qm(2 —s) + 2¢1_)) + 1)

42 -5

=

Simplificando a equacdo (A.267), chega-se na equacdo (A.268), que representa a
equacéo da corrente eficaz do enrolamento principal do rotor, na sua versao completa.

rms(iy)

)z (ﬁ (2.sen(2ms). cos(2ms + 2¢7)) + 1)

. 1 . _ (A.268)
= |+ <m (2. sen(2m(1 —s)).cos(2n(1 —s) + (—¢; + ¢; ))))

+(11—)2.(

m. (Z.Sen(Zn(Z —5)).cos(2m(2 —s) + 2¢1_)) + 1)

e

Contudo, considerando que esta teoria é valida para regime permanente, sabe-se que 0
a velocidade nominal trabalha proxima da velocidade sincrona, em que o escorregamento é
zero. Portanto, pode-se considerar o escorregamento nulo (s = 0) como uma aproximagao

valida.

Para auxiliar na simplificacdo da equacdo (A.268), serd deduzido o limite da equacéao
(A.269).

. sen(x)
EQ = lim
x—0 X

(A.269)

Utilizando a representacdo da série de Taylor da funcdo seno, dada na equacgdo
(A.270), pode-se calcular o limite da equacdo (A.269), conforme apresentado na equacéo
(A.271). O valor da equagdo (A.271) apresenta valor unitario quando n = 0 e valor nulo quando

n # 0, portanto seu resultado é igual a 1.
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D" 2n+1

sen(x) = 2nt Dl (A.270)
n=0
_osen(® 0 (=D L
EQ = chl_l’)r(l) . = am Om =1 (A271)
n=

Assim, aplicando o limite de s — 0 (escorregamento tendendo a zero) na equacao

(A.268) e utilizando a equacdo (A.271), chega-se na equacédo (A.272).

rms(i,) = \/(11*)2. ((cos(quf)) + 1) + (I7)? (A.272)

Aplicando a equagéo (A.249) na equacao (A.272), chega-se na equacdo (A.273), que

é o formato aproximado da corrente rms no enrolamento principal do rotor.

rms(iy) = JZ. (IF)?.cos? (o) + (I1)? (A.273)

Da mesma forma, as equacdes da corrente eficaz no enrolamento auxiliar do rotor séo
analogas as equactes (A.268) e (A.273), uma vez que as formas de corrente apresentadas em
(A.50) e (A.74) sdo anédlogas. Com base nisso, as equagdes da corrente eficaz no enrolamento
auxiliar do rotor sdo apresentadas nas equacdes (A.274), na sua forma completa, e na equacgéo

(A.275), na sua forma aproximada.

rms(i,)

(I5)>. (ﬁ (2.sen(2ms). cos(2ms + 2¢3)) + 1)

. 1 . (A.274)
= |+15.17. <m (2. sen(2n(1 —s)).cos(2n(1—5s) + (—¢p; + ¢, ))))

+(12‘)2.( s (2.sen(2n(2 —5)).cos(2n(2 —s) + quz‘)) + 1)

42 -5

e
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rms(iy) = \/2. (IF)?.cos?(¢py) + (I7)>? (A.275)

Assim, utilizando as equacdes (A.246), (A.273) e (A.275), as perdas no rotor podem
ser calculadas de forma aproximada pela equagéo (A.276).

Protor = Rr- (2. (IF)?. cos?(¢pF) + (I7)?) + Rg. (2. (I3 )?.cos?(¢p3) + (I;)?)  (A.276)



