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RESUMO

Neste trabalho são apresentados sistemas de equações diferenciais
ordinárias, que modelam o crescimento e a competição entre espéci-
es. Para chegarmos a esses modelos, fizemos um estudo dos conceitos
básicos de equações diferenciais de primeira ordem. Primeiramente,
usamos um problema populacional bem simples para introduzir a i-
deia de modelagem matemática, que foi aperfeiçoada ao longo do tra-
balho, para assim, chegarmos a modelos mais próximos da realidade,
que é o caso do Modelo de Gilpin-Ayala para crescimento populacio-
nal. São feitos estudos de equações autônomas, sistemas de equações
diferenciais ordinárias tanto para espécies competindo pelo mesmo
recurso natural, quanto para equações predador-presa. Fizemos u-
ma análise qualitativa para melhor compreensão do comportamento
das soluções das equações diferenciais, utilizando do plano de fase
e os conceitos de estabilidade e instabilidade. Resolvemos de forma
computacional os problemas, usando alguns métodos numéricos.

Palavras-chaves: Equações diferenciais ordinárias. Modelagem mate-
mática. Modelo de Gilpin-Ayala. Análise qualitativa. Métodos nu-
méricos.





ABSTRACT

In this work, systems of ordinary differential equations are
presented, which model growth and competition between species.
To obtain these models, we studied the basic concepts of first order
differential equations. Firstly, we used a very simple
population-growth problem to introduce the idea of mathematical
modeling, which has been refined throughout the work, so that we
can arrive at models closer to reality, which is the case of the
Gilpin-Ayala model for population growth. Studies of autonomous
equations, systems of ordinary differential equations are made both
for species competing for the same natural resource and for
predator-prey equations. We made some qualitative analysis to
better understand the behavior of the solutions of the differential
equations, using the phase plane and the concepts of stability and
instability. We solve the problems in a computational way, using
some numerical methods.

Keywords: Ordinary differential equations. Mathematical modeling.
Gilpin-Ayala model. Qualitative analysis. Numerical methods.
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1 INTRODUÇÃO

O estudo das equações diferenciais teve início com Isaac
Newton e Gottfried Wilhelm Leibniz no século XVII. Mesmo Newton
não tendo atuado diretamente na área de equações diferenciais, o
desenvolvimento dos princípios da mecânica forneceu a base para
a aplicação das equações diferenciais. Já Leibniz, no fim do século
XVII, descobriu o método de separação de variáveis, que resolve
inúmeras equações diferenciais. Ele também introduziu a notação
de derivada dy/dt e o sinal de integral como conhecemos hoje.

O renomado matemático do século XVIII, Leonhard Euler,
que foi aluno de Johann Bernoulli, tinha interesse em muitas áreas
da matemática e suas aplicações. No ano de 1743, em um de seus
artigos, identificou a solução geral das equações lineares homogêneas
com coeficientes constantes. Já em meados de 1750, estendeu esse
resultado para as equações lineares não homogêneas. Por fim, o co-
nhecido método numérico que ganhou seu nome, foi desenvolvido
por volta de 1768.

No século XX, foram criados métodos geométricos que possi-
bilitaram o estudo qualitativo das soluções de equações diferenciais
não lineares. Essas técnicas permitem analisar o comportamento das
soluções, sem precisar resolver de fato as equações diferenciais, algo
útil nos casos em que não é possível determinar a solução explicita-
mente.

Em torno de 1900, mesmo com o desenvolvimento de méto-
dos de integração, havia um grande empecilho para a implementação
numérica, a saber, o fato de que os equipamentos computacionais
serem pouco aperfeiçoados. Além disso, outro obstáculo encontrado
era o próprio costume de fazer os cálculos manualmente.

Após esse breve relato histórico envolvendo o desenvolvimen-
to de equações diferenciais, o objeto de nosso estudo, cabe descrever
o mapeamento deste trabalho segundo suas divisões por capítulos.
Neste sentido, abordaremos no Capítulo 2 alguns conceitos funda-
mentais sobre as equações diferenciais e apresentaremos um exem-
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plo que modela a competição entre espécies. Convém ressaltar que,
embora, nesse capítulo, sejam expressas soluções analíticas para as
equações diferenciais lineares, ao abordarmos as equações diferen-
ciais não lineares será preciso fazer uso de métodos numéricos que
mencionaremos nos capítulos posteriores.

No Capítulo 3, veremos a aplicação das equações autônomas
no contexto da dinâmica populacional. O processo de modelagem u-
sando esse tipo de equação fornece uma base para estudos posteriores
de modelos descritos por sistemas de equações diferenciais. Tais mo-
delos traduzem com mais detalhes o crescimento populacional e com-
petição entre espécies, como é o caso do modelo de Lotka-Volterra
e o de Gilpin-Ayala.

No Capítulo 4, trataremos sobre os métodos numéricos u-
sados nas implementações numéricas para resolver os sistemas de
equações diferenciais contidas neste trabalho. Os métodos de apro-
ximação numérica aqui abordados são: Euler, Euler aprimorado e
Runge-Kutta de quarta ordem.

No Capítulo 5, abordaremos o estudo qualitativo das equa-
ções diferenciais. Em sequência, estudaremos os sistemas de equa-
ções diferenciais e analisaremos a modelagem de problemas em que
as espécies competem pelo mesmo recurso natural. Em particular,
para o sistema Predador-Presa apresentaremos um exemplo com im-
plementação numérica usando o software MATLAB.

Por fim, no Capítulo 6 estudaremos o modelo de Gilpin-
Ayala, um sistema de equações diferenciais que modela o comporta-
mento da interação entre as espécies. Consideraremos o caso de duas
espécies de Drosophila (mosca-da-fruta) que competem pela mesma
fonte de alimento e resolveremos computacionalmente usando o mé-
todo de Runge-Kutta.



2 EQUAÇÕES DIFERENCIAIS

Neste capítulo, iniciamos o estudo de conceitos fundamen-
tais e necessários para que sejamos capazes de compreender e inter-
pretar situações em que haja interações entre espécies. Problemas
matemáticos dessa natureza podem ser traduzidos como relações,
que envolvem algum tipo de taxa, podendo ser de crescimento ou
decrescimento, por exemplo, a depender da situação, das observa-
ções e de diferentes fatores.

Em linguagem matemática, as equações representam rela-
ções e as derivadas representam taxas. As equações que contém de-
rivadas são chamadas de Equações Diferenciais. Quando esse tipo
de equação é usada para descrever algum fenômeno, por exemplo, o
crescimento populacional, chamamos esse processo de Modelo Ma-
temático.

A primeira tentativa de fazer um modelo de crescimento
populacional humano foi feita em 1798, pelo economista Thomas
Malthus. O modelo Malthusiano considera que a taxa de crescimento
de uma população em um determinado instante de tempo é propor-
cional à população total. Isso é o mesmo que, quanto mais pessoas
houver em um determinado instante de tempo, mais pessoas teremos
com o passar do tempo. Esse modelo se traduz pela equação (2.1).

Pensando em contextos reais, o modelo Malthusiano é in-
dicado apenas para modelar o crescimento de populações pequenas
em um curto intervalo de tempo, pois é um modelo que não descre-
ve muito bem o complexo cenário do crescimento populacional. O
modelo não leva em conta muitos fatores que interferem no cresci-
mento populacional, e que podem ser significativos em um intervalo
maior de tempo. Esses fatores em questão, podem ser, por exemplo,
a falta de recursos naturais necessários para que a população conti-
nue a crescer, a capacidade de um ambiente suportar a população,
o crescimento populacional de algum predador, entre outros.
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Vejamos, a seguir, um exemplo de modelo matemático, em
que a equação diferencial traduz um crescimento populacional.

Exemplo 2.1. Ratos do Campo e Corujas. [3, pág. 4]
Para este exemplo, consideramos uma população de ratos do campo
como sendo as presas. Particularmente, podemos perceber que, se
houver ausência de predadores, no caso, as corujas, a população
de ratos crescerá com uma taxa proporcional à população atual.
Considerando o tempo t e a população de ratos p(t), o crescimento
populacional será expresso pela equação

dp

dt
= rp, (2.1)

em que o fator de proporcionalidade r é dito taxa de crescimento.
Supomos que a taxa r tem valor de 0, 5 por mês, e que haja corujas
na vizinhança que alimentam-se de 15 ratos do campo por dia. Para
incluir essa hipótese no modelo, precisamos acrescentar outro termo
à equação (2.1), ficando

dp

dt
= 0, 5p− 450. (2.2)

Pelo fato da taxa de crescimento estar sendo medida em
meses, o termo associado à ação dos predadores é -450. O sinal de
menos se dá por conta do predador interferir negativamente no cres-
cimento da população de presas, ou seja, se refere à taxa predatória
mensal. O valor dessa taxa é considerado alto ou não dependendo
do número de presas. Por exemplo, quando a população de presas é
pequena, o valor dessa taxa é considerada alta, pois pode facilmente
levar a população de ratos à extinção.

Por outro lado, se a população de presas for suficientemen-
te grande ao ponto de compensar a ação do predador, essa taxa
que representa a quantidade de ratos que as corujas se alimentam
mensalmente, será quase insignificante se comparar com o número
ilimitado de presas. Abordaremos com mais detalhes esse assunto
na Seção 2.2.
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2.1 CLASSIFICAÇÃO DE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS

As equações diferenciais são equações que envolvem as deri-
vadas de uma função que pode depender de uma ou mais variáveis.
Quando a equação diferencial contém derivadas de uma, ou mais va-
riáveis dependentes, em relação a uma única variável independente,
classificamos como Equação Diferencial Ordinária. Por exemplo, são
desse tipo as seguintes equações

dy

dt
+ 5y = et,

dy

dt
= y2,

em que t é a variável independente e y(t) a variável dependente. As
equações (2.1) e (2.2) usadas anteriormente, também são exemplos
de equações diferenciais ordinárias.

As equações diferenciais ordinárias, também denotadas por
EDOs, são usadas com muita frequência para descrever fenômenos
da natureza tais como o crescimento populacional de espécies de
insetos, a disseminação de uma doença em uma dada população,
etc.

Uma equação envolvendo funções de várias variáveis inde-
pendentes e dependente de suas derivadas parciais é dita Equação
Diferencial Parcial. Por exemplo, são equações do tipo

∂2u

∂x2 + ∂2u

∂y2 = 0.

Neste trabalho, não faremos o estudo de equações diferen-
ciais parciais, pois os modelos matemáticos que serão apresentados
aqui envolvem apenas equações diferenciais ordinárias.

2.2 SOLUÇÕES DE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS

O esperado para um modelo matemático é que possamos
prever informações importantes a respeito de uma situação proble-
ma que queremos investigar. Nosso interesse pode ser, por exemplo,
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prever se uma população sobreviverá em um ambiente com recursos
limitados ou prever o comportamento de uma população depois de
um certo tempo. Esses aspectos nos levam a pensar que um modelo
matemático, o qual, na maioria das vezes, é construído com a inten-
ção de representar um cenário real ou próximo da realidade, deve
fornecer respostas satisfatórias para questões que foram norteadoras
no momento da construção do modelo. Mais adiante, com o auxílio
de métodos numéricos, serão feitas discussões sobre o que caracteriza
uma resposta satisfatória.

O resultado para um modelo matemático nada mais é que
resolver a equação diferencial que modela um problema. No entan-
to, não são todas as equações diferenciais que podem ser resolvidas
de forma analítica e muitos dos resultados serão aproximações dos
valores reais que serão obtidos, em seções posteriores, por meio de
implementações numéricas.

A solução de uma equação diferencial de ordem n

y(n) = f(t, y, y′, y′′, · · · , y(n−1)),

definida no intervalo α < t < β, é uma função φ que depende do
tempo t e as derivadas φ′, φ′′, · · · , φ(n) satisfazem

φ(n)(t) = f [t, φ(t), φ′(t), · · · , φ(n−1)(t)],

para todo t no intervalo α < t < β. Supomos que as soluções sejam
valores reais y = φ(t). Podemos ainda verificar se a função encon-
trada é de fato uma solução e para isso basta substituir a função
na equação diferencial, e analisar se ambos os lados da igualdade é
satisfeito para cada t no intervalo definido.

Exemplo 2.2. Para o modelo de crescimento populacional do Exem-
plo 2.1, dos ratos do campo e as corujas, é possível encontrar solu-
ções quantitativas usando alguns conceitos de cálculo. Considerando
a equação diferencial

dp

dt
= 0, 5p− 450.

Se p 6= 900,
dp/dt

p− 900 = 1
2 .
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Usando a regra da cadeia, obtemos

d

dt
ln|p− 900| = 1

2 .

Integrando a equação anterior, temos

ln|p− 900| = t

2 + c.

Aplicando a exponencial em ambos os lados da equação,

|p− 900| = e(t/2)+c,

ou
p− 900 = ±ecet/2.

Finalmente, chegamos a função que representa todas as soluções

p(t) = 900 + cet/2. (2.3)

Como o processo de obtenção da solução envolve integração, tere-
mos uma constante arbitrária, que gera uma infinidade de soluções.
No entanto, se nosso interesse for em uma solução em específico,
teremos que determinar um valor para a constante c. Para isso de-
vemos atribuir uma quantidade de elementos para a população em
um determinado instante. Supomos o caso em que haja 800 ratos no
instante t = 0. Assim

p(0) = 800

e, substituindo na equação (2.3), obtemos

800 = 900 + c.

Logo, c = −100, resultando em

p(t) = 900− 100et/2.

Os valores atribuídos à população no instante zero (inicial)
para determinar a constante c são conhecidos como condições iniciais.
Para cada dado inicial, teremos uma solução que depende do tempo.
A equação diferencial acompanhada da condição inicial formam o
que chamamos de problema de valor inicial.
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Quando y = φ(t) for uma função constante, na qual a variá-
vel dependente sempre admitirá o mesmo valor, ou seja, a solução é
a mesma para qualquer instante de tempo, dizemos que y = φ(t) é
uma solução equilíbrio. A solução de equilíbrio auxilia na compreen-
são do comportamento das demais soluções da equação diferencial
separando, por exemplo, as soluções crescentes das decrescentes.

Campos de direções. São recursos importantes para o estudo das
soluções de equações diferenciais da forma

dy

dt
= f(t, y), (2.4)

em que f é dita função taxa dada, nesse caso, por duas variáveis, t
e y. O campo de direções pode ser construído calculando a função f
em diferentes pontos no plano ty, como podemos ver na Figura 2.1.
Em cada ponto (t, y), traça-se um segmento de reta que é tangente
ao gráfico de uma solução. A inclinação desse segmento de reta é o
valor da primeira derivada dy/dt calculada no ponto (t, y).

Visualmente, o campo de direções indica a aparência das
curvas soluções, e pode nos fornecer informações qualitativas das
soluções como, por exemplo, se as soluções são crescentes ou decres-
centes a partir de um valor, se as soluções tendem ou não para o
infinito com o passar do tempo, entre outras informações.

Exemplo 2.3. Usando a equação do exemplo dos ratos do campo e
as corujas dada por

dp

dt
= 0, 5p− 450,

representaremos seu campo de direções.

É possível observar na Figura 2.1 que, para valores suficien-
temente grandes de p, a solução será crescente e ilimitada, já quando
p for pequeno, a solução decresce tendendo à extinção. A solução e-
quilíbrio é p = 900 que separa as soluções crescentes das decrescentes
e a população de ratos consegue manter essa mesma quantidade de
indivíduos para qualquer instante de tempo.
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Figura 2.1 – Campo de direção com solução equilíbrio.[3]

A partir desse momento discutiremos, a existência e unici-
dade para problemas de valor inicial (PVI) da seguinte forma

y′ = f(t, y), y(t0) = y0, (2.5)

ditos de primeira ordem, em que y(t0) = y0 é a condição inicial.
Enunciaremos um teorema que garante, sob determinadas condições,
que o PVI (2.5) tem uma única solução em algum intervalo que
contenha o ponto t0. Este teorema será útil para garantir que um
problema de valor inicial tem solução e que essa solução é única, isso
tudo antes mesmo de tentar resolver o PVI.

Teorema 2.1. Considere o problema (2.5) e suponha que as funções
f e ∂f/∂y sejam contínuas em um retângulo α < t < β, γ < y < δ

que contém o ponto (t0, y0). Então, existe algum intervalo t0 − h <
t < t0 + h, contido em α < t < β, em que existe uma única solução
para (2.5).

Não faremos a demonstração desse teorema, pois foge do
escopo deste trabalho. A ideia da demonstração pode ser encontrada
em [3, pág. 86].

Sobre a unicidade, podemos garantir geometricamente que
os gráficos de duas soluções de uma mesma equação diferencial, su-
jeitas a condições iniciais diferentes, não podem se intersectar. Caso
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isso ocorresse, teríamos duas soluções que satisfazem a condição ini-
cial do ponto de interseção, contradizendo o Teorema 2.1.

Exibiremos um exemplo ao qual se aplica o Teorema de
Existência e Unicidade e apresentamos a solução e o intervalo de
existência.

Exemplo 2.4. Resolveremos o problema de valor inicial

y′ = y2, y(0) = 1, (2.6)

e determinaremos o intervalo em que a solução existe.

Do Teorema 2.1, temos que este problema tem solução única,
pois f(t, y) = y2 e ∂f/∂y = 2y são contínuas em qualquer retângulo
em R2. Para obter a solução, podemos separar as variáveis,

y−2dy = dt,

em, em seguida, integramos, ficando

−y−1 = t+ c.

Resolvendo para y, temos

y = − 1
t+ c

.

Para que a condição inicial seja satisfeita, devemos escolher c = −1,
de forma que

y = 1
1− t ,

é a solução do problema de valor inicial (2.6). Podemos notar que a
solução é ilimitada para t→ 1 e, portanto, o intervalo de existência
de solução é −∞ < t < 1.

As condições enunciadas no Teorema 2.1 são suficientes, mas
não necessárias para garantir a existência e unicidade da solução do
problema de valor inicial. A existência pode ser estabelecida supondo
apenas a continuidade de f . Vejamos um exemplo em que isso se
aplica.
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Exemplo 2.5. Consideremos o problema de valor inicial

y′ = y
1
3 , y(0) = 0, (2.7)

para t ≥ 0. Analisando as hipóteses do Teorema 2.1, temos que a
função f(t, y) = y

1
3 é contínua em qualquer retângulo, mas ∂f/∂y

não existe em y = 0, ou seja, ∂f/∂y é descontínua em y=0. Sendo
assim, o Teorema de Existência e Unicidade não se aplica a esse
problema. Porém, a continuidade de f é suficiente para garantir a
existência de soluções.

Apresentando uma possível solução do problema, consegui-
mos compreender melhor a situação que envolve apenas a existência
de solução. Considere

y = [ 2
3(t+ c)] 3

2 ,

em que c é uma constante. Para que a condição inicial seja satisfeita,
precisamos que c = 0, isto é,

y = φ1(t) = (2
3 t)

3
2 , t ≥ 0.

Perceba que a solução obtida acima satisfaz a equação (2.7). Igual-
mente, temos que a função

y = φ2(t) = −(2
3 t)

3
2 , t ≥ 0,

também é solução para o problema de valor inicial. E, além disso, a
função

y = ψ(t) = 0, t ≥ 0,

é mais uma solução. Dessa forma, chegamos ao fato de que as funções

y = χ(t) =
{

0, 0 ≤ t ≤ t0
±[ 2

3(t− t0) 3
2 ], t ≥ t0

,

são contínuas, diferenciáveis (em particular, para o ponto inicial t =
t0) e soluções do problema de valor inicial (2.7). A falta de unicidade
de solução não contradiz o Teorema de Existência e Unicidade, pois
a condição inicial pertence ao eixo t e ele não é aplicável para esse
caso.
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Para algumas equações diferenciais podemos obter informa-
ções quantitativas, ou seja, a equação diferencial é resolvida de fato,
e conseguimos encontrar uma função que descreve as soluções. Po-
rém, não são todas as equações diferenciais para as quais consegui-
mos chegar a essa função. Algumas equações diferenciais são mais
complexas e não há uma metodologia para resolvê-las. Para esses
casos, veremos mais adiante formas de obter aproximações para as
respectivas soluções.

2.3 SISTEMAS DE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS.

Até o momento, vimos equações que envolvem as derivadas
de uma única função desconhecida, ou seja

dy

dt
= f(t, y),

em que f é a função com variáveis t e y.

Porém, para modelos matemáticos mais sofisticados, preci-
saremos determinar mais de uma função na construção do modelo
e, para isso, necessitamos de mais de uma equação diferencial. Para
o caso de sistemas de duas equações diferenciais, em que f e g são
funções de x, y, t, e com x e y dependem de t, pode ser dado por

dx

dt
= f(t, x, y),

dy

dt
= g(t, x, y).

Por exemplo, o sistema de equações predador-presa tem a seguinte
forma

dx

dt
= ax− αxy,

dy

dt
= −cy + σxy,

em que x(t) é a população de presa e y(t) a de predador. Já a, α, c e
σ são constantes baseadas em observações e dependem das espécies
em estudo. Analisaremos detalhadamente esse sistema mais adiante.



2.4. Equações Lineares e Não Lineares. 29

2.4 EQUAÇÕES LINEARES E NÃO LINEARES.

A equação diferencial ordinária, da forma

F (t, y, y′, ..., y(n)) = 0

é classificada como linear se F for uma função linear das variáveis
y, y′, ..., y(n). A forma geral da equação diferencial ordinária linear
de ordem n é

a0(t)y(n) + a1(t)y(n−1) + ...+ an(t)y = g(t). (2.8)

As equações do modelo para ratos e as corujas vistas ante-
riormente são exemplos de equações diferenciais ordinárias lineares.
As equações que não têm a forma (2.8) são ditas não lineares. Por
exemplo, uma equação do tipo

y′′′ + ety′′ + yy′ = t4,

devido à expressão yy′, é não linear.

2.5 MODELAGEM

A construção de modelos matemáticos é baseada em tradu-
zir uma situação física, por exemplo, em expressões matemáticas.
Devemos, porém, tomar cuidado para enunciar corretamente tais
princípios físicos que governam o processo. E não esquecer que as
equações são apenas aproximações do processo real. Por exemplo,
populações de insetos não crescem indefinidamente, temos que levar
em conta algumas limitações como comida ou espaço.

Para tornar o problema tratável matematicamente, algumas
vezes é necessário fazer aproximações e examiná-las para que haja
a certeza de que o problema ainda tem as características do pro-
cesso investigado. Um dos aspectos mais importantes é verificar se
o comportamento da solução, após um longo período de tempo, é
compatível com as observações. E o simples fato da solução matemá-
tica aparentar ser razoável não garante que esteja correta e iremos
discorrer mais sobre isso ao longo do trabalho.
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Computadores no estudo de equações diferenciais. Os computadores
são uma ótima ferramenta que nos auxiliam no estudo e resolução
de equações diferenciais. Podemos construir algoritmos para resolver
diferentes tipos de equações diferenciais, principalmente para obter
aproximações numéricas das equações que não podem ser resolvidas
analiticamente.

Através da simulação numérica, podemos obter soluções em
forma de gráfico, tornando a interpretação mais rica. Por exemplo,
no sistema de equações predador-presa, abordado anteriormente, a
interpretação gráfica é muito útil pois, podemos trabalhar no progra-
ma com diferentes quantidades para o predador e para a presa, entre
outras variáveis, estudando diferentes cenários e possibilidades. Na
Seção 5.3, apresentaremos um problema e usaremos métodos numé-
ricos para obter as soluções. As informações obtidas com os métodos
serão representadas graficamente.



3 EQUAÇÕES DIFERENCIAIS DE PRIMEIRA OR-
DEM

Este capítulo é dedicado para o estudo de uma certa classificação
de equações diferenciais que será usada no contexto de dinâmica
populacional, nos quais, exibiremos diferentes modelos matemáticos
que descrevem o crescimento e a competição entre espécies.

3.1 EQUAÇÕES AUTÔNOMAS E DINÂMICA POPULACIONAL

Equações diferenciais de primeira ordem em que a variável
independente não aparece explicitamente são chamadas de equações
autônomas, e são da forma

dy

dt
= f(y).

Usamos as equações diferenciais autônomas no contexto de
dinâmica populacional, um campo de estudo que possibilita explo-
rar o comportamento de diferentes espécies. O crescimento popula-
cional pode ser influenciado por alguns fatores como a competição
por recursos naturais, a presença de predadores, fatores econômicos,
climáticos, doenças entre outras questões. Esses fatores são levados
em conta na modelagem dos problemas e são acrescentados direta-
mente nas equações diferenciais autônomas, como veremos a partir
deste momento.

Crescimento Exponencial. Seja y(t) o tamanho da população no ins-
tante t. Assumiremos que a taxa de variação de y é proporcional ao
valor atual de y, isto é,

dy

dt
= ry, (3.1)

em que a constante r é a taxa de crescimento. Resolvendo a equação
(3.1) com a condição inicial

y(0) = y0,
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ficamos com
y = y0e

rt.

Figura 3.1 – Crescimento exponencial. Fonte: A autora.

O modelo de crescimento exponencial nos garante que quan-
do r > 0, a população irá crescer exponencialmente, como está re-
presentado na Figura 3.1, e para cada condição inicial teremos uma
única solução que a satisfaz. No entanto, esse modelo é indicado para
problemas em que o período de tempo a ser analisado é curto, pois,
em algum momento, aspectos como espaço, alimento ou outros re-
cursos podem reduzir a taxa de crescimento e afetar no crescimento
exponencial.

Crescimento logístico. Quando analisamos a taxa de crescimento de
uma determinada população, devemos levar em conta que essa taxa
depende diretamente da população. Nesse caso, podemos substituir
a constante r da equação (3.1) por uma função h(y), obtendo

dy

dt
= h(y)y. (3.2)
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A função h que usaremos deve traduzir a taxa de crescimen-
to da população, ou seja, h(y) ∼= r > 0. Para facilitar a busca por
essa função, pensemos na situação em que a população em questão
é mantida em um ambiente onde a comida é limitada. Nesse caso, o
crescimento populacional também será limitado, já que a comida é
um recurso necessário para a sobrevivência da espécie. Se um recur-
so é limitado, a população não pode ter um número de indivíduos
em que esse recurso não seja capaz de suportar. Logo, a função de-
ve respeitar os critérios de que, quando y aumenta, h(y) diminui e
quando y é suficientemente grande, h(y) < 0, ou seja, a medida que
a população aumenta, a comida diminui e se a população for muito
grande, a comida não será suficiente, fazendo com que alguns indiví-
duos pereçam. Uma função com essas propriedades é h(y) = r− ay,
em que a é uma constante positiva.

Substituindo a função na equação (3.2), obtemos

dy

dt
= (r − ay)y,

conhecida como equação logística, a qual pode ser escrita como

dy

dt
= r

(
1− y

K

)
y, (3.3)

em queK = r/a. A constante r é dita taxa de crescimento intrínseca,
ou seja, a taxa de crescimento sem qualquer fator limitante.

A forma mais simples de encontrar soluções para a equação

(3.3) é considerar
dy

dt
= 0, para todo t. Disso segue que qualquer

solução constante satisfaz a equação algébrica

r
(

1− y

K

)
y = 0.

Perceba que as soluções y = φ1(t) = 0 e y = φ2(t) = K são soluções
de equilíbrio. A constante K representa a capacidade de sustentação
ambiental, ou o nível de saturação, para a espécie em estudo.

As soluções de uma equação logística são conhecidas como
funções logísticas. Os gráficos dessas funções estão representados na
Figura 3.2 em que cada solução é chamada de curva logística. Tais
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Figura 3.2 – Crescimento logístico. [3]

curvas se mostram bem eficazes em modelos de crescimento popu-
lacional, em espaços limitados, como, por exemplo, alguns tipos de
bactérias, pulga-d’água (Daphnia) e a mosca-da-fruta (Drosophila).

Para estimar o número de elementos da população em um
determinado instante, precisamos resolver a equação (3.3) com a
condição inicial y(0) = y0. Se considerarmos que y 6= 0 e y 6= K,
podemos escrever a equação da forma

dy(
1− y

K

)
y

= rdt.

Integrando a equação acima usando a estratégia de frações parciais
para o lado esquerdo da igualdade e, aplicando a exponencial em
ambos os lados, ficamos com

y

1−
( y
K

) = cert.

Para a condição inicial ser satisfeita, devemos considerar c = y0/[1−
(y0/K)] e, com esse resultado, obtemos

y = y0K

y0 + (K − y0)e−rt .
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Considerando o fato de que 0 < y0 < K e tomando o limite de y(t)
quando t→∞, a equação acima fica

lim
t→∞

y(t) = y0K

y0
= K.

Dessa forma, para y0 > 0, a solução tende à y = φ2(t) = K

quando t → ∞, e é chamada de solução assintoticamente estável.
Isso significa que independentemente do tamanho da população i-
nicial, desde que seja positivo, a partir de um certo valor de t, a
população estará próxima da capacidade de sustentação ambiental
K.

Já para o caso da solução de equilíbrio y = φ1(t) = 0, a
situação é bem diferente. Mesmo para soluções que começam próxi-
mas de zero, como vimos, tenderão a K quando t→∞. Em outras
palavras, somente para o caso em que o valor inicial é exatamente
zero, teremos a garantia de que a solução permaneça próxima de
zero. Dizemos então, que essa solução é uma solução de equilíbrio
instável.

Mostraremos, em seguida, um exemplo que envolve o modelo
de crescimento logístico e nos permitirá obter a solução para um
dado inicial e analisar o intervalo em que essa solução existe.

Exemplo 3.1. Linguados Gigantes
Aplicamos o modelo logístico ao crescimento da população de lingua-
dos gigantes de algumas áreas do Oceano Pacífico. Consideremos y a
biomassa, medido em quilogramas, da população de linguados gigan-
tes. Os valores para os parâmetros da equação logística foram esti-
mados por H. S. Mohring [4] em r = 0, 71 por ano e K = 80, 5×106

kg. Para uma biomassa inicial de y0 = 0, 25K, qual será a biomassa
da população de linguados gigantes depois de dois anos?

Para resolver a esse problema, podemos usar o resultado
obtido anteriormente, ou seja,

y(t) = y0K

y0 + (K − y0)e−rt .
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Usando as informações do problema, temos

y(2) = (0, 25K)K
0, 25K + (K − 0, 25K)e−0,71.2 ,

e manipulando a equação da seguinte forma

y(2)
K

= 0, 25K
0, 25K + (K − 0, 25K)e−1,42

(1/K)
(1/K) ,

obtemos
y(2)
K

= 0, 25
0, 25 + 0, 75e−1,42 ≈ 0, 5797.

Portanto, y(2) ≈ 46, 7 × 106kg. Isso significa que a biomassa de
linguados será de 46700000 kg após dois anos.

Um Limiar Crítico. Consideremos a equação

dy

dt
= −r

(
1− y

T

)
y,

em que T e r são constantes positivas dadas. Essa equação é bem
semelhante à equação logística, a não ser pelo sinal de menos e a
substituição de K por T . Porém, o comportamento das soluções são
diferentes.

Figura 3.3 – Crescimento com limiar crítico. [3]
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Se 0 < y < T , teremos
dy

dt
< 0 e y será decrescente em

relação a t. Já para y > T , teremos
dy

dt
> 0 e y será crescente

em relação a t. E, como podemos ver na Figura 3.3, φ1(t) = 0 é
uma solução de equilíbrio assintoticamente estável. Isso quer dizer
que todas as soluções dentro do intervalo 0 < y < T tendem a
zero. Vemos também que φ2(t) = T é instável, ou seja, todas as
soluções se afastam de T não importa o quão perto o ponto esteja.
Dessa forma, com o aumento de t, podemos obter um y que crescerá
indefinidamente ou tenderá a zero, dependendo da condição inicial
y0 ser maior ou menor que T . Portanto, T é chamado de limiar e,
abaixo desse valor, não há crescimento.

Quando a população de uma determinada espécie exibe as
características de um limiar crítico em seu crescimento, a população
não conseguirá se propagar com sucesso se o limiar for maior que a
população, fazendo com que a espécie tenda à extinção. E quando o
limiar for menor que a população, nesse caso, a população crescerá
ilimitadamente.

Crescimento Logístico com Limiar. O modelo apresentado anterior-
mente com limiar pode ser modificado a fim de evitar o crescimento
ilimitado quando y é maior que o limiar T . Para isso, introduziremos

outro fator que fará
dy

dt
ser negativo para y grande.

Consideremos, então,

dy

dt
= −r

(
1− y

T

)(
1− y

K

)
y,

em que 0 < T < K e r > 0.

Analisando o comportamento das curvas soluções, como
dy

dt
>

0 para T < y < K, temos que y será crescente nesse intervalo. Já

nos intervalos em que y < T e y > K, temos que
dy

dt
< 0 e os valores

de y são decrescentes nesses intervalos. Das soluções de equilíbrio,
temos que φ1(t) = 0 e φ3(t) = K são assintoticamente estáveis, e a
solução φ2(t) = T é instável, como podemos ver no gráfico abaixo.

O estudo de dinâmica populacional feito nesse capítulo junto
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Figura 3.4 – Crescimento Logístico com Limiar. [3]

com o Teorema de Existência e Unicidade nos permite entender os
diferentes tipos de crescimento populacional. Além disso, tal estudo
oferece ferramentas que possibilitam fazer análises qualitativas das
soluções, principalmente por meio das representações gráficas. Tudo
isso nos auxiliará em modelos mais complexos, em especial, o Modelo
de Gilpin-Ayala que é objetivo final deste trabalho.



4 MÉTODOS NUMÉRICOS

Vimos, ao longo desse trabalho, o Teorema 2.1 que garante a exis-
tência e unicidade de solução para problemas de valor inicial. Mas,
sabemos que em muitos casos não é possível expressar de forma a-
nalítica a solução do PVI. Quando isso acontece, devemos procurar
soluções que sejam próximas das soluções reais e que descrevam de
forma satisfatória o problema original. Com o objetivo de obter essas
aproximações, utilizaremos métodos numéricos.

Na literatura encontramos diversos métodos numéricos para
a resolução numérica de equações diferenciais ordinárias. Neste capí-
tulo, estudamos apenas os métodos de passo simples. Esses métodos
consistem em, dado um PVI

y′ = f(t, y), y(t0) = y0,

construir os passos t1, t2, · · · , tn que, nesse trabalho, serão igualmen-
te espaçados, ou seja, ti+1 − ti = h, em que i = 0, 1, · · · , n e h é
normalmente indicado como tamanho do passo. Os métodos de passo
simples usam apenas o ponto anterior para obtermos o próximo.

Começaremos nossos estudos com um dos métodos mais sim-
ples, o conhecido Método de Euler ou Método da reta tangente, de-
senvolvido por Leonhard Euler. Em seguida, veremos o Método de
Euler aprimorado e, por fim, apresentaremos o Método de Runge
Kutta de quarta ordem.

4.1 MÉTODO DE EULER

Uma maneira de apresentar informações sobre o problema é
esboçar seu campo de direções. No entanto, essa estratégia não nos
fornece informações quantitativas, já que não resolvemos de fato a
equação diferencial.

Mesmo que os campos de direções não nos forneçam infor-
mações quantitativas, ele nos ajuda a entender o comportamento
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das soluções para problemas de valores iniciais. As direções podem
ser vistas como aproximações das soluções, e é basicamente nessa
ideia do uso de retas tangentes que o Método de Euler consiste.

A fórmula do Método de Euler pode ser deduzida usando a
expansão em Séries de Taylor de primeira ordem da função solução
y(t) na vizinhança do ponto tn. Uma vez que a Série de Taylor1 é
dada por

y(tn + h) = y(tn) + hy′(tn) + h2

2! y
′′(tn) + · · · ,

truncando a série na primeira derivada, obtemos a expressão geral
para a reta tangente

yn+1 = yn + f(tn, yn)(tn+1 − tn),

em que n = 0, 1, 2, · · · . Considerando h o tamanho do passo, se for
constante, então tn+1 = tn + h, para cada n, ficando

yn+1 = yn + hf(tn, yn). (4.1)

Dizemos que esta é uma equação explícita para yn+1, pois seus ter-
mos do lado direito da igualdade dependem apenas de yn.

O Método de Euler (4.1), por conta de ser um truncamento
da Série de Taylor, o qual desconsidera as demais parcelas da sé-
rie, faz com que a fórmula forneça soluções aproximadas. Isso nos
permite analisar a possibilidade de construir métodos mais precisos
usando uma quantidade maior de parcelas da série. No entanto, para
algumas equações diferenciais, o Método de Euler já é suficiente e
pode ser usado dependendo da tolerância do erro.

Na prática, muitas das vezes, não sabemos a solução exata
do PVI e, por esse motivo, fazemos o uso de um método numérico, o
1 A Série de Taylor é um tipo específico de série de potência, da função analítica

f(t) em uma vizinhança do ponto t0, que pode ser escrita como,

f(t) =
∞∑

n=0

f (n)(t0)
n!

(t− t0)n

a qual converge para f , num intervalo |t− t0| < R.
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que nos leva a necessidade de determinar uma expressão matemática
para os erros cometidos com as aproximações numéricas.

Erros em Aproximações Numéricas Existem erros ao se resolver um
problema de valor inicial numericamente. Um deles é En, dado por

En = φ(tn)− yn,

conhecido como erro de truncamento global.

Se considerarmos que yn = φ(tn), o erro que teremos em
cada passo será devido ao método numérico escolhido. Esse erro é
conhecido como erro de truncamento local εn, ou ainda, erro de dis-
cretização por conta dos métodos numéricos resolverem as equações
ponto a ponto.

Outra fonte de erro é por meio dos próprios cálculos em que
são usados um número finito de dígitos. Isso acontece, por exem-
plo, com as calculadoras e computadores, é conhecido como erro de
arredondamento Rn e é dado

Rn = yn − Yn,

sendo Yn o valor computado de fato por meio do método numérico.
Uma forma de minimizar os efeitos do erro de arredondamento é
tentar fazer menos cálculos.

O erro total é limitado pela soma dos valores absolutos dos
erros de truncamento e arredondamento, e é expresso da forma

|φ(tn)− Yn| = |φ(tn)− yn + yn − Yn|,

que, usando a desigualdade triangular, obtemos

|φ(tn)− Yn| ≤ |φ(tn)− yn|+ |yn − Yn|

≤ |En|+ |Rn|.

Erros de truncamento do Método de Euler. As soluções geradas por
aproximações numéricas não são iguais à solução φ, pois o Método
de Euler resulta apenas em aproximações lineares à solução. Essa
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diferença que ocorre em cada ponto é dito Erro de Truncamento
Local ou Erro de Discretização.

A fórmula do erro de truncamento local para o Método de
Euler pode ser obtida usando a expansão2 da Série de Taylor para
y(tn + h), em torno do ponto tn, dada por:

y(tn + h) = y(tn) + hy′(tn) + h2

2! y
′′(tn) + · · ·

+ hk

k! y
(k)(tn) + hk+1

(k+1)!y
(k+1)(ξn),

(4.2)

com tn < ξn < tn + h. Considerando tn + h = tn+1 e k = 1, ficamos

y(tn+1) = yn + hf(tn, yn) + h2

2! y
′′(ξn).

Esta equação sem o último termo é o Método de Euler. Portanto, o
erro de truncamento local em yn+1 é

ε = y′′(ξn)h
2

2! ,

em que tn < ξn < tn+1. Porém, mesmo tendo a expressão do erro de
truncamento local, em geral, não é possível calcular y′′(ξ). Por esse
motivo, costuma-se estabelecer cotas ou estimativas de um erro ou
tolerância aceitável. Normalmente, considera-se a derivada constante
e h suficientemente pequeno como sendo o parâmetro do erro local.

Pode-se dizer, de forma geral, que o erro de truncamento
local é da ordem O(hk+1). E, em particular, para o Método de Euler,
o erro de truncamento local é O(h2). Com isso, podemos esperar que
quanto menor for o valor de h, ou seja, quanto menor o passo, menor
será o erro de truncamento local.

Já o erro de truncamento global tem uma ordem a menos
do erro de truncamento local, ou seja, o erro global para o Método
de Euler é O(h) e isso equivale à ordem de precisão do método. É
também conhecido como erro total por se tratar do acúmulo de erros
que são cometidos em cada passo. Então, quanto mais passos forem
usados, ou seja, quanto menor for o valor de h, maior pode ser o erro
2 Fórmula de Taylor de ordem k, com resto de Lagrange.



4.2. Método de Euler aprimorado 43

total. Daí se tem a necessidade de estudar métodos numéricos em
que é possível se ter uma boa aproximação, sem precisar aumentar
a quantidade de passos.

Figura 4.1 – Método de Euler. [3]

O Método de Euler consiste em usar a fórmula (4.1) repeti-
damente de modo a obter uma sucessão de aproximações. Vejamos,
na Figura 4.1, que em cada passo, constrói-se uma reta tangente à
solução, e para obter um passo posterior é usado o passo anterior.
Esse processo nos leva a pensar que quanto mais perto um ponto está
do outro, ou seja, quanto mais passos forem usados, em um determi-
nado intervalo de tempo, mais próximas as retas tangentes ficam da
solução exata. Os passos ficam mais próximos uns dos outros e, com
isso, as retas tangentes se aproximam mais do comportamento da so-
lução exata. No entanto, pode se tornar inviável usar muitos passos,
pois o programa ficará muito caro computacionalmente. E a quali-
dade da aproximação depois de muitos passos dependerá fortemente
do comportamento do conjunto de soluções.

4.2 MÉTODO DE EULER APRIMORADO

Discutimos, na seção dedicada ao Método de Euler, a ques-
tão do tamanho do passo contribuir na aproximação numérica, po-
rém, tínhamos o problema de tornar a implementação computacional
muito demorada, por conta do número excessivo de cálculos, e isso
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podendo também gerar um acúmulo maior de erro. Então, a partir
deste momento, estudaremos o Método de Euler aprimorado, que de-
monstra ser mais eficiente, por convergir mais rápido para a solução
desejada, sem a necessidade de diminuir o tamanho do passo.

Do mesmo modo que foi feito no Método de Euler para a
dedução da fórmula, utilizamos o truncamento da Série de Taylor.
No caso do Método de Euler aprimorado, a série é truncada com
uma parcela a mais, sendo:

y(tn+1) = yn + hy′(tn) + h2

2! y
′′(tn).

Consequentemente, adicionando essa parcela, obteremos uma apro-
ximação melhor do que no caso anterior e, de forma implícita,

yn+1 = yn + f(tn, yn) + f(tn+1, yn+1)
2 h.

Note que temos a incógnita yn+1 à direita do sinal de igualdade,
tornando muitas vezes difícil de resolver dependendo do tipo da
função. Podemos, então, usar a fórmula do Método de Euler para
obter a equação explícita que é mais fácil de trabalhar. Assim,

yn+1 = yn + f(tn, yn) + f [tn + h, yn + hf(tn, yn)]
2 h

⇒ yn + fn + f(tn + h, yn + hfn)
2 h,

com tn+1 = tn + h e f(tn, yn) = fn. Se uma função f(t, y) depende
apenas de t e não de y, a fórmula do Método de Euler aprimorado
ficará

yn+1 = yn + h

2 [f(tn) + f(tn + h)].

A fórmula de Euler aprimorado é um método numérico que
necessita de duas etapas: primeiramente é calculado yn + hfn da
fórmula de Euler e, em seguida, é calculado yn+1, fazendo uso do
primeiro resultado. Com a Figura 4.2, podemos observar geometri-
camente o Método de Euler aprimorado e analisar a aproximação.
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Figura 4.2 – Método de Euler aprimorado. [5]

Erro de truncamento do Método de Euler aprimorado. Como já
discutimos anteriormente, o erro de truncamento local é da ordem
O(hk+1). Para a dedução da fórmula do erro de truncamento local,
usamos a equação (4.2), fazendo k = 2, e obtendo:

y(tn+1) = yn + hy′(tn) + h2

2! y
′′(tn) + h3

3! y
(3)(ξn),

com tn < ξn < tn+1. Resolvendo

y(tn+1) = yn+1
2h[f(tn, yn)]+1

2h[f(tn+h, yn+f(tn, yn))]+h3

3! y
(3)(ξn),

como tn + h = tn+1, obtemos:

y(tn+1) = yn+h
[
f(tn, yn) + f(tn + h, yn + f(tn, yn))

2

]
+h3

3! y
(3)(ξn),

chegando à fórmula do Método de Euler aprimorado somado à par-
cela que representa o erro de truncamento local que é

ε = y(3)(ξn)h
3

3! = O(h3).

Já o erro de truncamento global cometido com o uso de mé-
todos numéricos é da ordem hk. Logo, o erro global para o Método
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de Euler aprimorado é h2. Por conta disso, o método é dito de se-
gunda ordem e é mais preciso, quando comparado, com o Método de
Euler, visto anteriormente. No entanto, essa precisão gera um custo
computacional maior, já que é necessário calcular f(t, y) duas vezes
para conseguirmos ir de tn a tn+1. Porém, em geral, esse maior cus-
to computacional por iteração é diluído, já que o Método de Euler
aprimorado converge em menos iterações.

Exemplo 4.1. Usando os Métodos de Euler e de Euler aprimorado
para o problema de valor inicial

y′ = 1− t+ 4y, y(0) = 1,

é possível fazer uma comparação dos resultados obtidos, usando di-
ferentes valores de h, e compará-los com a solução exata. Vejamos
na tabela a seguir:

Tabela 4.1 – Comparação entre os Métodos de Euler e Euler apri-
morado.

Euler Euler aprimorado
t h=0,01 h=0,001 h=0,025 h=0,01 Exata
0 1,0000000 1,0000000 1,0000000 1,0000000 1,0000000
0,1 1,5952901 1,6076289 1,6079462 1,6088585 1,6090418
0,2 2,4644587 2,5011159 2,5020618 2,5047827 2,5053299
0,3 3,7390345 3,8207130 3,8228282 3,8289146 3,8301388
0,4 5,6137120 5,7754845 5,7796888 5,7917911 5,7942260
0,5 8,3766865 8,6770692 8,6849039 8,7074637 8,7120041
1,0 60,037126 64,382558 64,497931 64,830722 64,897803
1,5 426,40818 473,55979 474,83402 478,51588 479,25919
2,0 3029,3279 3484,1608 3496,6702 3532,8789 3540,2001

Fonte: [3, pág. 355]

As aproximações obtidas com o Método de Euler aprimo-
rado são mais próximas da solução exata se comparadas com as
do Método de Euler, mesmo para diferentes tamanhos dos passos,
como podemos ver na Tabela 4.1. Por exemplo, os resultados com
h = 0, 025 para o Método de Euler aprimorado são bem mais pró-
ximos da solução exata, que os resultados com h = 0, 01 para o
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Método de Euler. E para o incremento h = 0, 001, o qual é menor
que h = 0, 025, o Método de Euler aprimorado ainda tem resultados
mais próximos da solução exata, se comparado com as aproximações
obtidas pelo Método de Euler.

Essa comparação ilustra com mais clareza que o Método de
Euler aprimorado é mais eficiente que o Método de Euler pois gera
resultados mais precisos e com menos esforço computacional. Esse
ganho se deve ao fato de que não necessita de uma quantidade tão
grande de pontos em um intervalo, ou seja, não precisa de um valor
tão pequeno de h para obter uma boa aproximação.

4.3 MÉTODO DE RUNGE-KUTTA

O Método de Runge-Kutta teve sua primeira aparição em
1895, no artigo de Carl David Runge, no qual o autor discorre sobre
soluções numéricas de equações diferenciais. Em 1901, M. Wilhelm
Kutta estendeu o método para sistemas de equações diferenciais.

O Método de Runge-Kutta de quarta ordem é um dos méto-
dos mais usados para resolver problemas de valor inicial, por ser um
dos métodos mais precisos e que obtém uma aproximação, muitas
das vezes, melhor que os métodos estudados anteriormente.

Para deduzir a fórmula do Método de Runge-Kutta, usare-
mos a expansão de Série de Taylor de quarta ordem dada por

y(tn + h) = y(tn) + hy′(tn) + h2

2! y
′′(tn) + h3

3! y
′′′(tn) + h4

4! y
(4)(tn).

O Método de Runge-Kutta de quarta ordem baseia-se em encontrar
as constantes c1, c2, c3 e c4 em

yn+1 = yn + h(c1k1 + c2k2 + c3k3 + c4k4), (4.3)

de modo que

k1 = f(tn, yn),
k2 = f(tn + α1h, yn + β1hk1),
k3 = f(tn + α2h, yn + β2hk2 + β3hk2),
k4 = f(tn + α3h, yn + β4hk2 + β5hk2 + β6hk3).
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Podemos igualar a Série de Taylor de quarta ordem com a equação
(4.3), que resultará em um sistema não linear com 11 equações e 13
incógnitas: c1, c2, c3, c4, α1, α2, α3, β1, β2, β3, β4, β5 e β6. Note que
o sistema possui uma infinidade de possíveis soluções e uma delas é
a seguinte:

c1 = c4 = 1/6,

c2 = c3 = 1/3,

α3 = β6 = 1,

β2 = β4 = β5 = 0,

α1 = α2 = β1 = β3 = 1
2 .

Com essa solução, obtemos a fórmula do famoso Método de
Runge-Kutta de quarta ordem, o qual envolve uma média ponderada
de valores de f(t, y) em diferentes pontos no intervalo tn ≤ x ≤ tn+1

yn+1 = yn + h

6 (k1 + 2k2 + 2k3 + k4), (4.4)

em que

k1 = f(tn, yn),
k2 = f(tn + 1

2h, yn + 1
2hk1),

k3 = f(tn + 1
2h, yn + 1

2hk2),
k4 = f(tn + h, yn + hk3).

(4.5)

O método considera um número maior de parcelas da Série
de Taylor, que aproxima valores de derivadas de ordens superiores,
diferenciando-se dos Métodos de Euler que consideram apenas os
valores das primeiras derivadas. Vejamos um exemplo em que é pos-
sível comparar os métodos numéricos e analisar qual é a melhor
aproximação obtida.

Exemplo 4.2. Consideremos a equação diferencial

dy

dx
= 5y, (4.6)

a qual é resolvida computacionalmente com o auxílio do software
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MATLAB. A implementação dos métodos numéricos vistos ante-
riormente junto com o Método de Runge-Kutta de quarta ordem,
geram aproximações numéricas das soluções da equação diferencial
(4.6), no intervalo considerado de 0 a 1, com passo igual a 0, 1.

Perceba que escolhemos esse problema porque a solução ana-
lítica é conhecida e, portanto, torna-se fácil comparar os resultados
obtidos pelos métodos em questão. No entanto, o uso de métodos
numéricos para resolução de equações diferenciais é útil em casos
que a solução exata não é conhecida.

Figura 4.3 – Implementação numérica. Fonte: A autora.

Da Figura 4.3, vemos que o Método de Runge-Kutta é o
que melhor aproxima a solução, e conforme as discussões feitas nes-
se capítulo, já esperávamos tal resultado, visto que tem um grau de
precisão maior que o restante dos métodos. A segunda melhor apro-
ximação é fornecida pelo Método de Euler aprimorado, que fica bem
próximo da solução exata e que só se distancia dela com o passar
do tempo. Por fim, o Método de Euler que tem uma aproximação
inferior aos demais métodos, pois o acúmulo de erro é maior, fazen-
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do com que a representação da solução aproximada tenha o mesmo
comportamento crescente da solução exata, mas se afasta dela com
muito mais rapidez.

A ordem dos erros de truncamento locais para os Métodos
de Euler e Euler aprimorado são, respectivamente, h2 e h3. Para o
Método de Runge-Kutta de quarta ordem, o erro de truncamento lo-
cal é h5, tendo a grandeza de precisão maior que os outros métodos
discutidos. Assim como fizemos na dedução do erro de truncamento
local para os métodos numéricos apresentados até o momento, usare-
mos a expansão de Série de Taylor de quarta ordem com resto dada
por

y(tn+1) = y(tn) + hy′(tn) + h2

2! y
′′(tn) + h3

3! y
′′′(tn) + h4

4! y
(4)(tn)

+h5

5! y
(5)(ξn),

com tn < ξn < tn+1. Já vimos também que essa expansão da Série
de Taylor sem o último termo é o Método de Kunge-Kutta de quarta
ordem, chegamos ao erro de truncamento local

ε = y(5)(ξn)h
5

5! = O(h5).

Os métodos estudados neste trabalho são diretos, com passo
fixo e simples, ou seja, para calcular o ponto seguinte é necessário
apenas o ponto anterior. No entanto, já foram desenvolvidos Méto-
dos de Runge-Kutta iterativos, que modificam o tamanho do passo,
à medida que os cálculos são realizados, com o objetivo de manter
o erro de truncamento local próximo ou abaixo da tolerância do
problema. Porém, não trataremos desses casos, visto que fogem ao
escopo do trabalho.



5 SISTEMAS DE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS

Neste capítulo, primeiramente faremos análises qualitativas
para as soluções de sistemas de equações diferenciais, num caráter
mais geométrico. Após, discutiremos também aspectos sobre esta-
bilidade. Apresentaremos, ainda, sistemas de equações diferenciais
que modelam de forma simples o crescimento e a competição entre
espécies.

5.1 O PLANO DE FASE: SISTEMAS LINEARES

Para o estudo qualitativo, analisamos o comportamento das
soluções sem necessariamente resolver as equações diferenciais. Pa-
ra isso, consideramos um sistema linear homogêneo com coeficiente
constante da seguinte forma

dx

dt
= Ax, (5.1)

sendo A uma matriz constante de ordem 2 e x um vetor. Vimos an-
teriormente, na equação (3.1), que uma constante multiplicada por
uma variável resulta em soluções que envolvem a função exponen-
cial ert. Para o caso da equação (5.1), a constante será substituída
pela matriz A, fazendo com que as soluções sejam vetores, portanto,
multiplicamos a solução por um vetor ξ constante e não-nulo. Logo,
buscamos soluções da forma

x = ξert,

em que queremos descobrir r e o vetor ξ. Substituindo x na equação
(5.1), obtemos

rξert = Aξert,

e, fazendo o respectivo cancelamento, visto que ert é não-nulo, obte-
mos

(A− rI)ξ = 0, (5.2)
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sendo r um autovalor de A, multiplicado pela matriz identidade I
de ordem 2 e ξ um autovetor associado a r. Os autovalores são as
raízes de

det(A− rI) = 0,

e os autovetores são determinados pela equação (5.2), a menos de
uma constante multiplicativa.

As soluções do sistema de equações diferenciais (5.1), tendo
calculado os autovalores r1, r2 e os autovetores ξ(1), ξ(2), são da
forma

x(1)(t) = ξ(1)er1t, x(2)(t) = ξ(2)er2t.

Essas soluções formam um conjunto fundamental. Para mostrar isso,
calculamos seu Wronskiano:

W [x(1), x(2)](t) =

∣∣∣∣∣∣∣
ξ

(1)
1 er1t ξ

(2)
1 er2t

ξ
(1)
2 er1t ξ

(2)
2 er2t

∣∣∣∣∣∣∣
= e(r1+r2)t

∣∣∣∣∣∣∣
ξ

(1)
1 ξ

(2)
1

ξ
(1)
2 ξ

(2)
2

∣∣∣∣∣∣∣ .
OWronskianoW [x(1), x(2)] nunca se anula. Primeiramente, pelo fato
da função exponencial nunca ser zero. Em segundo, os autovetores
ξ(1) e ξ(2) são linearmente independentes; logo, x(1) e x(2) formam
um conjunto fundamental de soluções e a solução geral da equação
(5.1) é

x = c1ξ
(1)er1t + c2ξ

(2)er2t (5.3)

em que c1 e c2 são constantes arbitrárias.

De forma semelhante pode ser feito para sistemas de ordem
n×n. No entanto, para esse trabalho, fazemos uso apenas de sistemas
2× 2.

Em relação às soluções de equilíbrio, chamadas também de
pontos críticos, as quais correspondem às soluções constantes, são
pontos em que Ax = 0. Se A for inversível, ou seja, se detA 6= 0,
teremos x = 0 sendo o único ponto crítico do sistema.
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As soluções para a equação (5.1) podem ser representadas
por meio de curvas no plano x1x2. Tal plano é conhecido como plano
de fase e o conjunto das trajetórias é dito retrato de fase. A Figura
(5.1) é um exemplo de plano de fase, em que as trajetórias formam
o retrato de fase. Não discutiremos nesse exemplo o comportamento
dessas trajetórias. Isso será feito a seguir com o estudo qualitativo
das soluções.

Figura 5.1 – Plano de fase [3]

A partir deste momento, estudaremos de forma qualitativa
o padrão geométrico das soluções para sistemas lineares homogêneos.
Para facilitar o estudo, dividiremos em casos:

Caso 1: Autovalores Reais e Distintos de mesmo sinal

Como já foi discutido, a solução geral do sistema de equações di-
ferenciais (5.1) é da forma

x = c1ξ
(1)er1t + c2ξ

(2)er2t,

em que r1 e r2 podem ser positivos ou negativos. Em particular, será
feito o estudo para os autovalores negativos da forma r1 < r2 < 0,
pois, quando os autovalores são positivos será análogo.
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Da equação (5.3), podemos observar que x → 0 quando
t → ∞, independentemente dos valores de c1 e c2, isto é, todas as
soluções se aproximam do ponto crítico. Quando a solução parte
de um ponto inicial na reta que contém a origem na direção de
ξ(1), temos c2 = 0, a solução permanece nessa reta em todo t e
tende a zero quando t→∞. Da mesma forma, para o ponto inicial
pertencente à reta na direção de ξ(2), a solução tende a zero.

Podemos escrever a equação (5.3) na forma

x = er2t[c1ξ
(1)e(r1−r2)t + c2ξ

(2)],

em que r1 − r2 < 0 e c2 6= 0, para assim fazermos algumas ob-
servações. Por exemplo, o termo c1ξ

(1)e(r1−r2)t é insignificante se
comparado ao c2ξ

(2) para valores de t suficientemente grandes. Com
isso, temos que todas as soluções tendem ao ponto crítico tangente
à reta de direção ξ(2), com exceção as que começam precisamente
na reta de direção ξ(1).

Ao longo das discussões já podemos observar que os sistemas
de equações em que os autovalores são reais e distintos de mesmo
sinal, em particular, para autovalores negativos, todas as trajetórias
estão tendendo ao ponto crítico e, nesse caso, ele é dito nó ou nó
atrator. Representado na Figura 5.2, em que o primeiro gráfico é o
plano de fase e ao lado o gráfico de x1 em função de t.

Para o caso em que t → −∞ com r1 < r2 < 0, se c1 6= 0,
o termo dominante é er1t. Logo, para valores de t negativamente
grandes, as trajetórias são praticamente paralelas ao autovetor ξ(1),
com exceção das trajetórias que estendem-se através da reta ξ(2).

Por fim, quando 0 < r2 < r1, as trajetórias terão o mesmo
padrão, exceto pelo fato de que se afastam do ponto crítico, isto é,
x1 e x2 crescem exponencialmente em função de t. Nesse caso, o
ponto crítico é chamado de nó ou fonte.
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Figura 5.2 – Nó atrator. (Plano de fase). (x1 em função de t).[3]

Caso 2: Autovalores Reais com Sinais Opostos.

A solução geral da equação (5.1) é da forma

x = c1ξ
(1)er1t + c2ξ

(2)er2t, (5.4)

com r1 > 0 e r2 < 0.

Assim como no caso anterior, quando a solução parte de um
ponto inicial da reta que contém a origem na direção ξ(1), teremos
c2 = 0. Consequentemente, a solução continua nessa reta para todo
t e ||x|| → ∞ quando t → ∞, uma vez que r1 > 0. Por outro lado,
quando a solução parte de um ponto inicial da reta na direção ξ(2),
teremos c1 = 0 e ||x|| → 0 quando t → ∞. O fato de numa direção
a solução tender a zero e em outra tender ao infinito, dizemos que a
origem é um ponto de sela, como representado na Figura 5.3.

Figura 5.3 – Ponto de sela. (Plano de fase). (x1 em função de t).[3]

De modo geral, na equação (5.4), a parcela com a exponen-
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cial positiva, acaba sendo o termo dominante para t suficientemen-
te grande, com soluções tendendo ao infinito. Já as soluções que
aproximam-se do ponto crítico na origem são apenas as que come-
çam exatamente na reta ξ(2). Para algumas condições iniciais, a
exponencial positiva não faz parte da solução, assim x1 → 0 quando
t→∞. Para todas as demais condições iniciais, a exponencial posi-
tiva acaba dominando, tornando x1 ilimitado, o mesmo para x2 que
tem o comportamento semelhante.

Caso 3: Autovalores Iguais Suponhamos r1 = r2 = r, consideran-
do o caso que os autovalores são negativos; pois para os positivos,
as trajetórias são semelhantes, somente em sentido contrário. Discu-
timos dois possíveis subcasos:

a) Dois autovetores independentes. A solução geral da equação (5.1),
fica

x = c1ξ
(1)ert + c2ξ

(2)ert,

em que ξ(1) e ξ(2) são autovetores independentes. Temos que toda
a trajetória está contida em uma reta que contém a origem. Esse
comportamento se dá pelo fato dos autovalores serem iguais, fazen-
do com que os termos da solução geral estejam tendendo a zero com
mesma velocidade. E nesse caso, o ponto crítico é dito nó próprio
ou ponto estrela e está representado na Figura 5.4.

Figura 5.4 – Nó próprio, dois autovetores independentes. (Plano de
fase). (x1 em função de t).[3]
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b) Um autovetor independente. A solução geral da equação (5.1),
para esse caso é:

x = c1ξe
rt + c2(ξtert + ηert), (5.5)

em que ξ é o autovetor e η é o autovetor generalizado ambos relacio-
nados ao autovalor repetido. Na situação em que t é suficientemente
grande, o termo c2ξe

rt é dominante na equação (5.5), ou seja, se
t → ∞ as trajetórias são tangentes à reta na direção do autovetor
e tendem a zero. Isso é válido mesmo se c2 = 0, pois a solução de
x = c1ξe

rt pertence a essa reta. Do mesmo modo, para os valores
negativamente grandes de t, o termo c2ξe

rt será dominante, ou seja,
a inclinação de cada trajetória tende à zero de forma assintótica a
uma reta paralela a ξ.

Com relação às trajetórias, a orientação depende das posi-
ções de ξ e η. E para localizá-la, podemos reescrever a solução na
forma:

x = [(c1ξ + c2η) + c2ξt]ert = yert. (5.6)

É possível notar que y indica a direção e o sentido de x, já
ert influencia no tamanho de x. Quando os valores de c1 e c2 são
fixos a expressão para y acaba sendo a equação vetorial da reta que
é paralela a ξ e que contém o ponto c1ξ + c2η.

Figura 5.5 – Nó impróprio, um autovetor independente.[3]

Se os autovalores forem r1 = r2 > 0, as trajetórias são per-
corridas no sentido para fora, e sua orientação é invertida, fazendo
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com que as soluções tendam ao infinito.

No caso em que um autovalor duplo contém um único auto-
vetor independente, chamamos o ponto crítico de nó impróprio ou
degenerado. Representado na Figura 5.5, em que o primeiro gráfico
é o plano de fase, com r1 = r2 < 0, e o segundo gráfico é x1 em
função de t.

Caso 4: Autovalores Complexos com parte real não nula.

Supomos que os autovalores são da forma λ± iµ, em que λ
e µ são reais, com λ 6= 0 e µ > 0. Escrevemos a solução geral usando
o sistema,

x′ =
(

λ µ

−µ λ

)
x, (5.7)

ou ainda, da forma escalar,

x′1 = λx1 + µx2, x′2 = −µx1 + λx2. (5.8)

Fazendo o uso de coordenadas polares r, θ dadas como

r2 = x2
1 + x2

2, tan θ = x2/x1.

Diferenciando, obtemos

rr′ = x1x
′
1 + x2x

′
2, (sec2θ)θ′ = (x1x

′
2 − x2x

′
1)/x2

1.

Usando a equação (5.8) nos resultados acima, ficamos com

r′ = λr,

e, assim
r = ceλt,

em que c é uma constante. Da mesma forma, para o outro resultado,
considerando sec2θ = r2/x2

1, ficamos com

θ′ = −µ,

e, assim
θ = −µt+ θ0,
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Figura 5.6 – Ponto espiral. λ < 0.[3]

Figura 5.7 – Ponto espiral. λ > 0.[3]

em que θ0 representa o valor de θ para t = 0.

Dessa última equação, podemos analisar, se µ > 0, então θ
diminui quando t aumentar e o movimento da trajetória ocorre em
sentido horário. Da equação r = ceλt, podemos analisar que, quando
t → ∞, teremos r → 0, para λ < 0, representada - veja a Figura
5.6 - e r →∞, para λ > 0 - veja a Figura 5.7 - . Concluímos então,
que as trajetórias são espirais, e dependendo do sinal de λ, tendem
à origem ou se afastam dela. Esses pontos críticos são ditos pontos
espirais.

Caso 5: Autovalores Imaginários Puros.
Para esse caso, λ = 0 e os autovalores serão ±iµ, e o sistema será

x′ =
(

0 µ

−µ 0

)
x, (5.9)
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ou, da forma escalar

x′1 = µx2, x′2 = −µx1.

Assim como no caso anterior, faremos o uso de coordenadas polares,
ficando com

r′ = 0, θ′ = −µ,

e, assim,
r = c, θ = −µt+ θ0,

sendo c e θ0 constantes. Concluímos, então que as trajetórias são
círculos centrados na origem ou elipses. O sentido percorrido é horá-
rio, para λ > 0 e trigonométrico, para λ < 0. No intervalo de tempo
com comprimento 2π/µ, o círculo é completo em torno da origem e
todas as soluções são periódicas. O ponto crítico é dito centro e está
representado na Figura 5.8.

Figura 5.8 – Centro. r1 = iµ, r2 = −iµ.[3]

5.2 SISTEMAS AUTÔNOMOS E ESTABILIDADE

Esta seção está dedicada ao estudo de equações de primeira
ordem e sistemas de duas equações lineares homogêneas de primeira
ordem com coeficientes constantes. No entanto, os resultados apre-
sentados são independentes da ordem do sistema. Também faremos
estudos qualitativos das equações diferenciais e discussões sobre con-
ceitos de estabilidade.

Sistemas Autônomos. Consideremos sistemas de duas equações dife-
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renciais da forma
dx

dt
= F (x, y),

dy

dt
= G(x, y).

Supomos que F e G são funções contínuas com derivadas parciais
contínuas em algum domínio do plano xy. No caso de (x0, y0) ser
um ponto no domínio, temos que um único par de soluções x = ϕ(t),
y = ψ(t) que satisfazem as condições iniciais

x(t0) = x0, y(t0) = y0.

Podemos escrever o problema de valor inicial na forma vetorial

dx
dt

= f(x), x(t0) = x0,

em que x= xi +yj, f(x) = F (x, y)i+G(x, y)j e x0 = x0i+y0j. A solu-
ção x= φ(t) na forma vetorial é φ(t) = ϕ(t)i+ψ(t)j. A interpretação
da solução é a curva formada pelo movimento do ponto no plano,
gerando o conhecido plano de fase.

O sistema visto inicialmente tem um campo de direções que
é independente do tempo e, consequentemente, existe apenas uma
trajetória que passa pelo ponto (x0, y0) no plano de fase.

As funções F e G dependem apenas das variáveis depen-
dentes x e y, não dependendo da variável independente t, tornando
assim o sistema autônomo. Por exemplo, o sistema

x′ = Ax,

em que A é uma matriz constante de ordem 2, é um sistema autôno-
mo bidimensional. Perceba que, se algum dos elementos da matriz
for uma função da variável independente t, o sistema deixa de ser
autônomo.

Estabilidade. Consideremos sistemas autônomos da forma

x′ = f(x) (5.10)

e ||x|| para denotar o tamanho do vetor x.
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Os pontos em que f(x) = 0, se existirem, são chamados de
pontos críticos do sistema autônomo e correspondem às soluções de
equilíbrio. Segundo Boyce e DiPrima [3], um ponto crítico x0 do
sistema (5.10) é dito estável se, dado qualquer ε > 0, existe um
δ > 0, tal que toda solução x= φ(t), que satisfaz, em t = 0,

||φ(0)− x0|| < δ,

existe para todo t positivo e satisfaz

||φ(t)− x0|| < ε.

para todo t ≥ 0. E um ponto crítico x0 é dito assintoticamente
estável se é estável e se existe um δ0, com 0 < δ0 < δ, , tal que, a
solução x= φ(t) satisfaz

||φ(0)− x0|| < δ0,

então
lim
t→∞

φ(t) = x0.

No entanto, somente a condição limite não implica em estabilidade
assintótica, pois é possível ter o caso em que, quando t→∞, todas
as trajetórias tendam a x0, mesmo esse não sendo um ponto crítico
estável.

Em um sistema autônomo de dimensão dois com ao menos
um ponto crítico assintoticamente estável, podemos determinar as
trajetórias que aproximam-se desse ponto no plano de fase. Para isso,
consideremos P um ponto no plano xy e uma trajetória passando
por esse ponto, que tende ao ponto crítico quando t → ∞. Nesse
caso, dizemos que a trajetória é atraída pelo ponto crítico.

Atratores e Repulsores. Basicamente, existem três comportamen-
tos para as soluções. Quando no retrato de fase as setas apontam
na direção do ponto crítico, como ilustrado na Figura 5.2, o ponto
é dito assintoticamente estável, ou seja, os pontos são atraídos para
o ponto crítico, fenômeno conhecido como atrator.

O segundo tipo de comportamento é quando as setas apon-
tam na direção oposta do ponto crítico, dito instável. Não importa
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o quão perto um ponto esteja do ponto crítico ele se afasta cada
vez mais dele com o passar do tempo e isso pode ser verificado na
Figura 5.7. Esse fenômeno em questão é chamado de repulsor.

Já no último comportamento, algumas setas apontam na
direção do ponto crítico e outras no sentido contrário, como foi ilus-
trado na Figura 5.3. O ponto crítico não é atrator nem repulsor e
sim um ponto de sela, ou seja, um ponto pode ser atraído para o
ponto crítico de um lado e repelido pelo outro, fazendo com que o
ponto crítico seja denominado semiestável.

5.3 SISTEMA DE EQUAÇÕES: ESPÉCIES EM COMPETIÇÃO

Nesta seção, estudaremos sistemas de equações diferenciais
em que há interação entre duas espécies, uma extensão do que já
foi visto em seções anteriores. As equações que são usadas para des-
crever o problema são bastante simples, se comparadas ao complexo
cenário da natureza, mas será muito útil para compreender os prin-
cípios ecológicos envolvidos na construção do modelo e auxilia no
estudo de casos mais complexos.

Supomos que existem duas espécies em que nenhuma delas é
presa da outra, mas que competem por um mesmo tipo de alimento
limitado em algum ambiente fechado. Denotaremos por x e y as
duas populações em um instante t. Para a situação em que houver a
ausência da população de uma das espécies, podemos usar a equação
logística para descrever esse cenário, ficando

dx

dt
= x(ε1 − σ1x),

dy

dt
= y(ε2 − σ2y),

sendo ε1 e ε2 as taxas de crescimento das populações, já ε1/σ1 e
ε2/σ2 representam a capacidade de sustentação ambiental, ou seja,
os níveis de saturação. Porém, se as duas espécies estiverem presentes
no mesmo ambiente, uma afeta o suprimento de comida da outra,
fazendo com que reduza as taxas de crescimento das espécies e os
níveis de saturação.
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Para expressar o caso em que as espécies interferem na ta-
xa de crescimento uma da outra, devemos ajustar o nosso modelo
acrescentando uma parcela que representa essa interferência, então

dx

dt
= x(ε1 − σ1x− α1y),

dy

dt
= y(ε2 − σ2y − α2x),

em que α1 e α2 são as medidas dos graus de interferência que uma
espécie exerce sobre a outra. Os valores assumidos para as constantes
ε1, ε2, σ1, σ2, α1 e α2 são positivos, dependem das espécies que serão
usadas e podem ser extraídos por meio de observações.

O modelo analisado nessa seção é muito útil para a com-
preensão do sistema que modela o comportamento de espécies de
Drosophilas, que é o objetivo final deste trabalho.

5.4 EQUAÇÕES PREDADOR-PRESA

Nessa seção, discutiremos características sobre o modelo em
que duas espécies interagem entre si e uma das espécies é o pre-
dador que se alimenta da outra que é a presa. No entanto, o modelo
é uma mera interpretação superficial, pois a interação de apenas
duas espécies não descreve o cenário complexo na natureza. Mas
esse tipo de modelo nos ajuda a compreender o básico, para assim
trabalharmos com modelos mais próximos da realidade.

As populações são denotadas por x (presa) e y (predador).
A interação entre x e y é modelada por

dx

dt
= ax− αxy = x(a− αy),

dy

dt
= −cy + γxy = y(−c+ γx),

em que a é a taxa de crescimento populacional da presa, c é a taxa
de mortalidade populacional do predador, α e γ são as interações
entre as espécies; sendo a, c, α, γ constantes positivas.
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Podemos analisar que, na ausência de predadores, ou seja,
quando y = 0, a população de presas cresce com taxa proporcional
à população atual. Já na ausência de presas, quando x = 0, os
predadores são extintos por falta de alimento.

No exemplo a seguir, faremos a implementação de um sis-
tema de equações diferenciais usando diferentes métodos numéricos.
Esse processo nos permite fazer uma melhor análise e comparações
das aproximações numéricas e pode auxiliar na decisão do método
mais adequado para o problema.

Exemplo 5.1. Considere o sistema de equações abaixo:
dx

dt
= x− 0, 5xy,

dy

dt
= −0, 75y + 0, 25xy,

(5.11)

em que a primeira equação indica o comportamento da população
de presas, representada pela variável x, já a segunda equação indica
o comportamento dos predadores, representada pela variável y, e a
interação entre as espécies é indicado pelo termo xy.

Para o estudo do comportamento das trajetórias, começa-
mos calculando os pontos críticos do sistema, que são soluções das
equações

x(1− 0, 5y) = 0, y(−0, 75 + 0, 25x) = 0,

as quais correspondem aos pontos (0, 0) e (3, 2). É possível examinar
o comportamento local das soluções próximas a cada ponto crítico,
de modo a considerar um sistema localmente linear que aproxima o
sistema não linear (5.11), usando

d

dt

(
u1
u2

)
=
(
Fx(x0, y0) Fy(x0, y0)
Gx(x0, y0) Gy(x0, y0)

)(
u1
u2

)
, (5.12)

em que u1 = x− x0 e u2 = y − y0. A matriz

J =
(
Fx Fy
Gx Gy

)
(5.13)
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é chamada de matriz Jacobiana. Como as funções F e G são dadas
por

F (x, y) = x(1− 0, 5y), G(x, y) = y(−0, 75 + 0, 25x),

a matriz J fica

J =
(

1− 0, 5y −0, 5x
0, 25y −0, 75 + 0, 25x

)
. (5.14)

Vamos estudar o comportamento local das soluções próximas de cada
um dos pontos críticos. Examinando o ponto crítico (0, 0), o sistema
linear fica

d

dt

(
x

y

)
=
(

1 0
0 −0, 75

)(
x

y

)
. (5.15)

Os autovalores e os autovetores da equação (5.15) são

r1 = 1, ξ(1) =
(

1
0

)
; r2 = −0, 75, ξ(2) =

(
0
1

)
,

de modo que podemos escrever a solução geral, da forma(
x

y

)
= c1

(
1
0

)
et + c2

(
0
1

)
e−0,75t. (5.16)

Nesse caso, a origem representa um ponto de sela, tanto
para o sistema (5.15) linear quanto para o (5.11) não linear.

Para examinar o outro ponto crítico, usamos a matriz jaco-
biana avaliada no ponto (3, 2) e obtemos

d

dt

(
u

v

)
=
(

0 −1, 5
0, 5 0

)(
u

v

)
, (5.17)

em que u = x− 3 e v = y − 2. Os autovalores e os autovetores são

r1 =
√

3i
2 , ξ(1) =

(
1

−i/
√

3

)
;
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r2 = −
√

3i
2 , ξ(2) =

(
1

i/
√

3

)
;

Os autovalores são imaginários e, portanto, o ponto crítico
(3, 2) é estável. E para entender melhor o comportamento das so-
luções é feito o retrato de fase, que será apresentado ainda neste
exemplo.

Para melhor interpretação dos resultados, apresentamos a
implementação do sistema (5.11) usando os métodos numéricos es-
tudados neste trabalho. Vejamos, na Figura 5.9, o comportamento
da interação entre as espécies. Esse caso representa uma situação hi-
potética e não sabemos de fato que espécie representa esse sistema.
Mas podemos pensar que x é a população de ratos do campo e y é
a população de corujas.

Figura 5.9 – Comportamento das populações de predadores e presas
em relação ao tempo. Fonte: A autora.

Para entender o comportamento das soluções, é suficiente
considerar as populações de presas e predadores inicialmente peque-
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Figura 5.10 – Representação da população de predador em relação
a t. Fonte: A autora.

nas, só não podendo ser zero, pois nesse caso, não teríamos indiví-
duos de pelo menos uma das espécies, deixando de haver interações
entre elas.

Com os autovalores encontrados no início da discussão desse
exemplo, o esperado para as trajetórias é que tenham comportamen-
to periódico e que, com o passar do tempo, haja um crescimento e
um decrescimento em ambas as populações. Em relação à presa, seu
número de indivíduos inicialmente é maior se comparado com seu
predador, que junto a taxa de crescimento permite ter um aumento
no número de seus indivíduos. Em contrapartida, com a abundância
de comida, a população de predadores também cresce, o que com o
tempo afeta a população de presas que diminui, até o momento que
começa a faltar alimento para os predadores fazendo sua população
diminuir e com isso, a população de presas pode voltar a crescer e
todo esse ciclo volta se repetir, o qual é bem visível no retrato de
fase, ilustrado na Figura 5.13.
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Figura 5.11 – Representação da população de presa em relação ao
tempo. Fonte: A autora.

Por meio de gráficos e retratos de fase, podemos comparar
as aproximações dos métodos numéricos, como é o caso do Méto-
do de Euler aprimorado que aproxima melhor a solução do que o
Método de Euler, pois o comportamento das espécies em relação
ao tempo deve ter periódico, por conta dos autovalores do sistema
serem imaginários puros. Esse resultado que se espera é obtido por
meio do Método de Euler aprimorado, pois o Método de Euler com
o passar do tempo tem uma variação maior no número dos indiví-
duos de cada espécie, deixando de ser periódico. Essas comparações
ficam bem evidentes nas simulações numéricas, representadas nas
Figuras 5.10 e 5.11, para o comportamento dos predadores e das
presas, respectivamente.

Para o Método de Runge-Kutta de quarta ordem, a solução é
semelhante à do Método de Euler aprimorado, como podemos ver na
Figura 5.12. Então, na prática, não há a necessidade de usá-lo, sendo
que umMétodo de Euler aprimorado é mais simples e gera resultados
que são esperados para o problema em questão. Talvez o melhor
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Figura 5.12 – Comparação do método de Euler aprimorado e Runge-
Kutta. Fonte: A autora.

exemplo de como a escolha dos métodos numéricos é importante
ocorre na Figura 5.13, pois é onde podemos ver um ciclo se fechando
por conta do comportamento periódico.

Como já foi visto nas outras figuras, o resultado é oscilatório,
ou seja, há o crescimento de uma população e decrescimento da
outra, mas, após um certo período de tempo, o movimento se inverte.
Assim, esperamos um retrato de fase que seja uma curva fechada.
Observe que o Método de Euler aprimorado dá o resultado esperado,
enquanto o de Euler não.
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Figura 5.13 – Retrato de fase, interação entre predador e presa. Fon-
te: A autora.





6 MODELO DE GILPIN-AYALA PARA CRESCIMEN-
TO POPULACIONAL

6.1 O MODELO DE DINÂMICA POPULACIONAL DE GILPIN-
AYALA

O estudo de dinâmica populacional tem seu início na dé-
cada de 1920 com os trabalhos independentes de Alfred. J. Lotka
(1880-1949) e Vito Volterra (1860-1940). Responsáveis pelo primei-
ro modelo matemático criado para descrever a interação entre duas
espécies, mais especificamente predador e presa. A partir dele são cri-
ados outros modelos que descrevem o comportamento de diferentes
espécies.

O consagrado modelo de dinâmica populacional de Lotka-
Volterra é dado por

dNi
dt

= riNi

(
1− Ni

Ki
− αij

Nj
Ki

)
, (6.1)

para i, j = 1, . . . , n e i 6= j. As variáveis Ni representam a densidade
populacional da i-ésima espécie; ri é a taxa de crescimento populaci-
onal da i-ésima espécie quando a densidade de todas as populações
é baixa; Ki é a capacidade de carregamento da i-ésima espécie na
ausência de competidores; αij é a redução linear (em termos de Ki)
da taxa de crescimento da i-ésima espécie por seu competidor, a
j-ésima espécie.

O modelo de Lotka-Volterra é uma aproximação de primei-
ra ordem de um caso não linear, ou seja, é uma linearização de um
modelo não linear. Cabe ressaltar que o Lotka afirmava que o mode-
lo real da interação das espécies deveria ser não linear. Como con-
sequência, a validade do modelo de Lotka-Volterra ocorre ao redor
do ponto de equilíbrio.

O que Gilpin e Ayala buscavam em seu artigo era a resposta
para a seguinte pergunta: será que uma pequena mudança no modelo
pode gerar resultados significantemente mais acurados? A resposta
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é sim. Pois, a depender do problema que está sendo investigado há
fatores importantes, como: o ambiente, a presença de outras espé-
cies, as próprias características físicas dos indivíduos, entre outras
questões, que quando levadas em consideração podem gerar melho-
res resultados. O modelo original pode ser insuficiente, dependendo
do que queremos analisar, sendo necessário fazer modificações, como
é o caso que será discutido a partir desse momento.

Gilpin e Ayala propõem o estudo da dinâmica da Drosophila
já que é bastante estudada e há uma extensa literatura sobre o as-
sunto. O objetivo é determinar se seu modelo pode ser utilizado para
explicar a dinâmica global da interação entre espécies. Eles demons-
tram que, para o estudo de sete espécies de Drosophila, o modelo
linear de Lotka-Volterra é inadequado. A solução proposta por Gil-
pin e Ayala foi a introdução de termos não lineares para explicar
a dinâmica populacional. Gilpin e Ayala propõem, na verdade, dois
modelos que produzem melhores resultados que o de Lotka-Volterra,
a saber,

dNi
dt

= riNi

[
1−

(
Ni
Ki

)θi

− αij
Nj
Ki

]
, (6.2)

e

dNi
dt

= riNi

(
1− Ni

Ki
− N2

i

Ki
− αij

Nj
Ki

)
. (6.3)

Estamos interessados no estudo do primeiro modelo, que a partir
de agora chamaremos de modelo de Gilpin-Ayala. Observe que para
θi = 1, o modelo em questão se transforma no de Lotka-Volterra.
Os parâmetros θi < 1 são para as espécies de invertebrados e θi > 1
para os vertebrados.

É possível fazer uma análise do crescimento e competição
para populações de duas espécies de Drosophila: a willistoni e a pseu-
doobscura. As espécies de Drosophilas são conhecidas como mosca-
da-fruta e existem mais de 1500 diferentes espécies. E a duração
total do ciclo vida desse inseto é, em média, 12 dias.

Os responsáveis pelo modelo de Gilpin-Ayala analisaram
o comportamento e as características das espécies para obter os
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parâmetros descritos na equação (6.2), e que são usados também
neste trabalho. Para a espécie de Drosophila willistoni, temos que
r = 1, 496 com uma margem de erro de 0, 167, K = 1332 com u-
ma margem de erro de 128, α = 0, 713 com uma margem de erro
de 0, 077 e θ = 0, 35 com uma margem de erro de 0, 04. Da mes-
ma forma, para a espécie de Drosophila pseudoobscura, temos que
r = 4, 513 com uma margem de erro de 0, 259, K = 791 com uma
margem de erro de 43, α = 0, 0869 com uma margem de erro de
0, 0062 e θ = 0, 12 com uma margem de erro de 0, 02 [7]. Substituin-
do esses valores no modelo de Gilpin-Ayala, obtemos

dx

dt
= 1, 496x

[
1−

( x

1332

)0,35
− 0, 713 y

1332

]
,

dy

dt
= 4, 513y

[
1−

( y

791

)0,12
− 0, 0869 x

791

]
,

(6.4)

sujeito às condições iniciais,

x(1) = 2, y(1) = 1,

com x e y representando as espécies Drosophila willistoni e Drosophi-
la pseudoobscura, respectivamente.

Por meio das comparações feitas em seções anteriores, so-
bre aproximação numérica, vimos que o Método de Runge-Kutta de
quarta ordem tem o grau de precisão maior que os Métodos de Euler
e Euler aprimorado. Com isso, usaremos o Método de Runge-Kutta
para as implementações numéricas.

Da Figura 6.1, podemos analisar que a espécie pseudoobs-
cura tem um crescimento mais acentuado que a willistoni e um dos
motivos para isso é a respectiva taxa de crescimento ser maior. No
entanto, o fato das duas espécies competirem pela mesma fonte de
alimento, e a pseudoobscura ter uma capacidade de carregamento
menor, acaba resultando em uma diminuição em sua população.

Já a espécie willistoni tem uma capacidade de carregamento
maior, permitindo que a população consiga manter seu crescimento
até atingir um certo equilíbrio entre as espécies. Esse equilíbrio sig-
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Figura 6.1 – Comportamento do crescimento populacional. Fonte: A
autora.

nifica que, ao passar do tempo, os recursos naturais são suficientes
para manter as duas espécies.

Com o intuito de entender melhor o comportamento das e-
quações diferenciais, apresentaremos alguns testes em que trocamos
os valores das constantes.

Teste 1: Usando os mesmos valores, já mencionados, para as cons-
tantes, trocando apenas os valores da taxa de crescimento, fazendo
com que a espécie da Drosophila willistoni tenha uma taxa maior
que a pseudoobscura, ficamos com

dx

dt
= 4, 513x

[
1−

( x

1332

)0,35
− 0, 713 y

1332

]
,

dy

dt
= 1, 496y

[
1−

( y

791

)0,12
− 0, 0869 x

791

]
.

Todos os parâmetros da equação são responsáveis pelo com-
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portamento das espécies, como podemos ver na Figura 6.2, em que o
crescimento da willistoni é maior que a pseudoobscura. No entanto,
como o ambiente não suporta muitos indivíduos, acaba gerando um
decrescimento até o momento em que ambas as trajetórias atingem
um certo equilíbrio, e as espécies conseguem se manter nesse ambi-
ente de forma mais harmoniosa, pois a competição entre elas não irá
afetar na quantidade de indivíduos.

Figura 6.2 – Crescimento populacional. Fonte: A autora.

Teste 2: Trocaremos aqui apenas os valores de K entre as espécies,
os quais representam a capacidade de carregamento, em outras pa-
lavras, o quanto as espécies conseguem se manter em um ambiente
controlado. Nesse caso, o sistema fica da forma:

dx

dt
= 1, 496x

[
1−

( x

791

)0,35
− 0, 713 y

791

]
,

dy

dt
= 4, 513y

[
1−

( y

1332

)0,12
− 0, 0869 x

1332

]
.

A população de Drosophila da espécie willistoni, represen-
tada pela primeira equação diferencial do sistema, já possuía uma
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taxa de crescimento menor que a pseudoobscura e, acabou receben-
do também uma menor capacidade de carregamento, fazendo com
que, a população não consiga se manter nesse ambiente, resultando
na extinção de sua espécie. Esse cenário é ilustrado na Figura 6.3.

Já o comportamento da espécie pseudoobscura é crescente
até atingir a capacidade ambiental máxima, sem a interferência de
um competidor de maneira significativa, pois, depois de um certo
período, a espécie willistoni deixa de existir.

Figura 6.3 – Crescimento populacional. Fonte: A autora.

Teste 3: Trocaremos apenas os valores de α, para observar o que a-
contece com o comportamento das espécies em competição, de modo
que o sistema fica:

dx

dt
= 1, 496x

[
1−

( x

1332

)0,35
− 0, 0869 y

1332

]
,

dy

dt
= 4, 513y

[
1−

( y

791

)0,12
− 0, 713 x

791

]
.

Temos que a constante α é responsável pela redução line-
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ar da taxa de crescimento, devido à ação de um competidor, ou
seja, quanto maior for o valor da ação que uma espécie exerce so-
bre a outra, mais afeta no crescimento populacional. Como é o caso
da espécie pseudoobscura, que ao substituir o valor de 0, 0869 para
0, 713, resulta numa redução linear bem crítica, levando a popula-
ção à extinção, como podemos ver na Figura 6.4. Esse cenário se dá
principalmente pela baixa capacidade ambiental que a pseudoobscu-
ra tem, e mesmo com uma taxa de crescimento maior que a espécie
willistoni não é suficiente para manter a população.

Figura 6.4 – Crescimento populacional. Fonte: A autora.





7 CONSIDERAÇÕES FINAIS

Neste trabalho, foram vistos conceitos fundamentais para
o estudo de equações diferenciais ordinárias e necessários para a
construção de modelos matemáticos mais simples. Essas ferramentas
foram úteis para que chegássemos ao modelo de Gilpin-Ayala.

Para as implementações gráficas, foi crucial a compreensão
de alguns métodos numéricos que geraram soluções aproximadas de
determinados problemas e, principalmente, para os modelos de cres-
cimento e competição entre espécies. O fato de conseguir traduzir
um problema para uma equação matemática e, em seguida, repre-
sentar em um gráfico é muito importante e ilustrativo na área da
biomatemática.

As análises qualitativas foram fundamentais para entender-
mos o comportamento das soluções. Junta-se a isso, as avaliações
geométricas que fizemos para identificar o que acontece se forem
feitas modificações ao modelo. Podemos concluir que, por meio do
estudo de sistemas de equações diferenciais, é possível construir mo-
delos cada vez mais eficazes e com aplicações em diferentes áreas do
conhecimento.
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