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RESUMO

Resulta que um conjunto de 4 polindmios distintos que passam pela origem, induzem de
forma “natural” uma permutacao de 4 elementos. A forma “natural” consiste em analisar
a configuracao local dos graficos dos polinomios em torno da origem e ordené-los de
acordo com a posicao que ocupam a esquerda do zero e reordené-los de acordo com
a sua posi¢ao a direita do zero. Neste trabalho estudamos o problema enunciado por
Maxim Kontsevich que consiste em saber se, a permutagao (2,4, 1,3) pode ser induzida
por um conjunto de 4 polinémios. Permutacoes induzidas por polinémios sao chamadas
permutacoes polinomiais. Mostramos uma caracterizacio mais geral, devido a Etienne
Ghys, que afirma que nenhuma permutacao de n elementos que contenha (2,4, 1,3) pode
ser induzida por polindmios. Também contamos o niimero de permutacoes polinomiais de
n elementos e analisamos sua taxa de crescimento. Tal contagem é feita transportando o
problema de polinémios a um problema de arvores planares.

Palavras-chave: Permutacdo. Polinomio. Arvore Planar. Taxa de crescimento.






ABSTRACT

It turns out that a set with 4 different polynomials passing through the origin “naturally”
induce a permutation of 4 elements. The “natural” way consists of analyzing the local
configuration of the polynomials’ graphs and ordering them according to the position
they occupy to the left and right of zero. In this work we study the problem due to
Maxim Kontsevich which consists in knowing whether the permutation (2,4,1,3) can
be induced by a set of 4 polynomials. Permutations induced by polynomials are called
polynomial permutations. We show a more general characterization, due to Etienne Ghys,
who states that no permutation of n elements containing (2,4,1,3) can be induced by
polynomials. We also count the number of polynomial permutations of n elements and
analyze their growth rate. Such counting is done by transporting the polynomial problem
to a planar tree problem.

Keywords: Permutation. Polynomial. Planar Tree. Growth rate.
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1 INTRODUCAO

“Em marco de 2009, participei de uma reuniao administrativa e o colega sentado
ao meu lado ficou ainda mais entediado do que eu. Obviamente Maxim Kontsevich tinha
outra coisa em mente. De repente, ele me passou um bilhete de metr6 parisiense contendo
um rabisco e uma unica palavra: “impossivel”’. Esse era o novo teorema que ele queria
compartilhar comigo!” (GHYS, 2017).

E impressionante como um rabisco em um bilhete de metr6é pode gerar um estudo
que contempla assuntos de algebra, topologia, geometria, entre outros. O teorema escrito
por Maxim Kontsevich citado por Etienne Ghys ¢ um dos pontos principais tratados
neste trabalho. Outro ponto importante é o teorema enunciado pelo proprio Etienne,
que generaliza o teorema de Kontsevich. Os dois teoremas,também mostrados em (GHYS,
2013), tratam da possibilidade de encontrarmos polinomios passando pela origem tais que
a ordenacao dos polindmios referentes a posicao local dos seus graficos vistos a esquerda
da origem, comparada com a ordenagao da posicdo dos graficos olhados a direita da
origem podem ser relacionada a uma permutacao m dada. Se forem encontrados tais
polinémios entao diremos que 7 ¢ uma permutacao polinomial. Enquanto o teorema de
Maxim Kontsevich elucida o caso para as permutacoes polinomiais de quatro elementos,
o teorema de Etienne Ghys se vale do primeiro para generalizar como sao as permutacoes
polinomiais de uma quantidade qualquer de elementos.

Como ponto alto do trabalho, utilizando o conceito de arborizagao de polindémios,
contaremos o nimero de permutacoes polinomiais de n elementos e veremos qual é a sua
taxa de crescimento.

E interessante citar que, apesar do trabalho requerer um conhecimento mateméatico
mais especifico, partes dele podem ser compreendidas por pessoas que possuem um en-
tendimento dos conceitos de polinémios, graficos e permutacoes. Isso torna possivel uma
aplicacao desse estudo para alunos que se encontram cursando o primeiro ano do ensino
médio.

Para facilitar a compreensao, o texto deste trabalho foi estruturado da seguinte
maneira:

No segundo capitulo apresentamos os conceitos de taxa de crescimento e fungoes
geradoras, conceitos esses que sao essenciais para atingirmos o objetivo final do trabalho.
Também faremos uma revisao sobre polinémios e em seguida estudamos a configuracao
local do grafico de polindémio. Para isso utilizamos o conceito de valuagao de um polino-

mio, que se mostra uma interessante ferramenta no estudo devido ao fato de ser facilmente
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identificada no poliné6mio e em contrapartida fornecendo importantes resultados. Finali-
zamos o capitulo com mais duas secoes: uma trabalhando com revisao sobre permutacoes,
contetiido base para o comeco do quarto capitulo, e a tdltima falando sobre relacao de
ordem total e uma forma alternativa de introduzir permutagoes.

No terceiro capitulo iniciamos o estudo de arvores planares que serao a ferramenta
principal para contagem do niimero de permutacoes polinomiais, onde a ideia geral sera
transportar o estudo do problema dado no nivel de permutacoes ao estudo do problema
no nivel de arvores. Para nos familiarizarmos com estes ingredientes, terminaremos este
capitulo com um problema cléssico da computacao, o problema do sorteio de pilhas, onde
a resolucao nos apresenta uma ideia de como resolver o problema que é o foco principal
do nosso estudo.

No quarto capitulo tratamos de uma classe especial de permutacoes, chamadas
de permutacoes polinomiais, que recebe esse nome devido a forma que é definida, envol-
vendo polindmios. Informalmente podemos dizer que uma permutagao 7 : {1,2,...,n} —
{1,2,...,n} & polinomial se existem n polindmios passando pela origem de forma que a
configuragao local dos seus graficos, quando olhados & esquerda da origem forem ordena-
dos como 1,2,...,n de acordo com a posicao que ocupam, e quando olhados a direita da
origem a posicao ocupada pelo grafico de cada um dos polindémios passa a ser a mesma
indicada pela permutacao 7. Depois de definir formalmente uma permutacao polinomial,
passamos a analisar os casos de intercambios polinomiais de duas curvas, depois de trés
curvas e entao chegando ao caso com quatro curvas, onde apresentamos o teorema de
Maxim Kontsevich, e terminamos o capitulo com a generalizacao para intercambio po-
linomiais de n curvas com o teorema de Etienne Ghys. Quando passamos do caso de
permutacoes de trés elementos para o caso com quatro elementos é que percebemos que
existem permutagoes que nao sao polinomiais, e ja nos aguca a vontade de saber quantas
das permutagoes de n elementos serao polinomiais.

No quinto capitulo trazemos o conceito de arborizacao de polindémios, isto é, dado
n polindmios distintos passando pela origem, vamos construir uma arvore que seja rela-
cionada a eles. Em seguida definimos arvore de Schroder ou arvore podada e vemos que
uma arvore deste tipo pode ser associada a n polinémios. Mais ainda, mostramos que
tomando conjuntos distintos contendo n polindmios cada, sendo que estes n polind6mios
induzam uma mesma permutagao de acordo com a configuragao local dos seus graficos
na vizinhanca da origem, entao eles sao relacionados a uma tnica arvore de Schroder.
Depois vemos que o nimero de arvores de Schroder contendo n folhas é igual ao ntumero
de permutacgoes polinomiais de n elementos e portanto, ao invés de contarmos diretamente

o niimero de permutagoes polinomiais, vamos contar o ntimero de arvores de Schroder. No
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fim do capitulo cinco finalmente chegamos a uma forma de calcular o valor aproximado
do ntimero de permutagoes polinomiais e mostramos a taxa de crescimento do nimero de
permutacoes polinomiais.

No sexto capitulo finalizamos falando que o trabalho poderia ter uma continuacao
no sentido de ampliarmos o estudo para uma visao no espaco, visto que todo ele foi
feito pensando em duas dimensoes e terminamos o capitulo apresentamos uma possivel
aplicagao do contetido do trabalho para alunos do ensino médio, mostrando o que um
“simples” comentario pode trazer a tona uma questao que se desdobra em varios assuntos
estudados por eles nas aulas de matematica e que ainda pode continuar a ser uma fonte

de contetdos a serem aprendidos e aprofundados.
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2 PRELIMINARES IMPORTANTES

Na primeira parte deste capitulo introduzimos dois ingredientes essenciais que serao
importantes no capitulo cinco: o conceito de taxa de crescimento exponencial associada a
uma sequéncia de niimeros reais e o conceito de funcao geradora induzida por uma sequén-
cia de niimeros reais. Na segunda parte faremos uma revisao de polinémios focando nossa
atencao no estudo da configuracao local do grafico de um polinémio. Depois revisaremos
o conceito de permutacao que, a grosso modo expressa a ideia de que objetos distintos
podem ser arranjados em intmeras ordens diferentes. Para finalizar, veremos uma forma

alternativa de introduzir permutacoes via o conceito de relagao de ordem total.

2.1 TAXA DE CRESCIMENTO

Dada uma sequéncia (a,) de nimeros reais positivos, a taza de crescimento expo-

nencial da sequéncia (a,,), denotada por 7 = 7((a,)), é definido pelo seguinte limite,
) 1
7((ay,)) := limsup — log a,,.
n

Isto significa que para n grande a,, se comporta como e™. Note que se (a,) for uma
sequéncia de ordem polinomial! entao 7((a,,)) = 0. Por outro lado, se (a,) for a sequéncia
de fatorial a,, = n! entdo 7((a,)) = +oo. E interessante estudar sequéncias cuja taxa de
crescimento seja positiva e finita. De fato, muitos fenomenos da natureza (biologica, fisica,
economica, computacional, etc.) podem ser descritos por uma sequéncia cujo crescimento
é de ordem exponencial.

No presente trabalho estudaremos um tipo especial de sequéncia (a,) associada
a permutacoes de n elementos que chamamos de permutacoes polinomiais. Veremos que
esta sequéncia admite crescimento exponencial. Como sabemos, com n elementos distintos
temos um total de n! permutagoes distintas. Assim a sequéncia (a,), que tem crescimento
exponencial, comparada com o nimero total de permutacoes resulta ser uma sequéncia,
em algum sentido, limitada. Em outras palavras, para n grande, se escolhermos ao acaso
uma permutacao de n elementos entao, com alta probabilidade, tal escolha nao sera uma

permutacao polinomial; no capitulo 5 comentaremos novamente este fato.

LA sequéncia a,, ¢ dita de ordem polinomial se |a,| < Mp(n) para algum polinémio p(n) e alguma
constante M > 0.
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2.2 FUNCAO GERADORA

Seja (a,) uma sequéncia de nimeros reais. Quando queremos extrair alguma in-
formacao da sequéncia (a,), as vezes é util considerar a seguinte soma infinita (chamada

também de série):
o

G(Z):a0+alz+a2z2+...:Zanz”. (2.1)

n=0

Estamos interessados em estudar e obter informacoes da soma G para depois obter
alguma informacao da sequéncia (a,). No final desta se¢ao ilustraremos com um exemplo
o fato de que trabalhar com G tem uma vantagem especial quando a sequéncia (a,,) esta
definida de forma recursiva. Por outro lado, a partir da soma G, usando técnicas do calculo
diferencial, podemos recuperar toda a sequéncia se assumirmos que a soma (2.1) converge
para algum valor nao nulo de z.

A soma G(z) é chamada funcdo geradora associada & sequéncia (ay,).

O uso de fungoes geradoras proporciona uma gama de técnicas para resolver proble-
mas complicados. Uma pergunta importante tem a ver com a convergéncia? da soma (2.1).
Em qualquer texto que trate a teoria das séries infinitas, (LEITHOLD, 1994) por exemplo,

o leitor pode consultar os seguintes resultados de convergéncia:

1. Se a série converge para algum valor particular de z = z;, entdao também converge
para todos os valores de z tais que |z| < |zo].

2. A série converge para algum z # 0 se, e somente se, a sequéncia ( {/|a,| ) é limitada.

Antes de apresentarmos exemplos, vamos ver resumidamente algumas propriedades
ou técnicas fundamentais das funcgoes geradoras. Para isso vamos considerar as séries
convergentes, ou seja, tomando z dentro do raio de convergéncia das séries em questao.

Soma: Seja G(2) a fungio geradora da sequéncia (a,,) e seja H(z) a fungao geradora
da sequéncia (b,). Entao aG(z) + fH(z) é a funcdo geradora da sequéncia («aa, + 5b,),

assim:
o

o f: apz" + B i b,z" = Z(ozan + Bb,)2".
n=0 n=0

n=0
Deslocamento: Seja G(z) a fungao geradora da sequéncia (a,). Entao 2™G(z) é
a funcao geradora de (a,—n) = (0,...,0,a9,a1,as,...) cujo 0s m primeiros termos sao

zeros. Portanto
o

o
2"G(z) = 2™ g a, 2" = g Ay 2"
n=0

n=m

o0
20 raio de convergéncia p da série E a,z"™ é um numero real ndo negativo ou oo tal que a série
i=0
converge para todo |z| < p, mas ndo converge para |z| > p.
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De forma similar a fun¢do geradora da sequéncia (anim) = (Gm,Gmi1,-..) € a
funcao
L(G( ) —ap— a1z — - — m—1)
om z Qo az Ayp—1< .

Multiplicagao: Seja G(z) a funcdo geradora da sequéncia (a,) e seja H(z) a
fungao geradora da sequéncia (b,). Entdo o produto G(z) - H(z) é a funco geradora para

a sequéncia (c,), onde
n
Cp — E akbn_k.
k=0

Derivagao: As técnicas do célculo nos ddo mais uma operagao. Se G(z) é a soma
dada pela Equacao 2.1, entao sua derivada é dada por

[e.e]

G'(2) = a1 + 2a92 + 3azz* + -+ = Z(k + Dag12".
k=0

Portanto, a fungao geradora da sequéncia (na,) é zG'(2).

Fungoes Geradoras Conhecidas: Dada uma funcao qualquer, sempre que for
possivel determinar sua expansao em séries de poténcias, entao explicitamente teremos
uma funcao geradora para uma sequéncia particular. Estas funcoes podem ser utilizadas
em conjunto com as operacoes anteriores. Consideremos as duas funcoes principais que

admitem expansao em séries de poténcias:

(i) Série binomial:

I(1—1 = /1
(1—}—2)1_14—12—%%22—1-“'_2<k>2’ka

onde [ é um nimero inteiro nao negativo.

(ii) Série exponencial:

z 1 2 o . 1 k
e —1%—2%—52 +_ZHZ
k=0

Exemplos:

(a) Seja a, uma sequéncia constante, digamos a,, = 1 para todo n > 0. Entdo a fungao

geradora de (a,) é dada por

Glz)=1+z42" 4 =) 2" (2.2)
n=0

Note que G(z) esta bem definida para |z| < 1. Pela propriedade de deslocamento,
2G(z) é a funcdo geradora da sequéncia (0,1,1,...) e portanto G(z) — 2G(z) = 1.

E isto nos da a importante formula
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=1 24 2.3
T +z4 2"+ (2.3)

(b) Sejam (a,) a sequéncia exponencial com a,, = k", k € R* e F'(z) a fungao geradora
associada a sequéncia (a,).
De acordo com o exemplo (a), F\(z) = G(kz). Portanto a funcdo estara bem definida

se |kz| < 1, ou seja, para todo |z| < T Neste caso

B 1
1 —kz

F(2) (2.4)

(c) Agora vamos ver um exemplo em que a sequéncia esta definida de forma recursiva.
Utilizando as propriedades de funcoes geradoras chegaremos a uma maneira de
encontrar o n-ésimo termo da sequéncia sem ter que descobrir todos os termos
anteriores.

Seja (F},) a conhecida sequéncia de Fibonacci. Sabemos que (F,,) é definida pela
recorréncia Fj o = F,, 1 + F),, paran > 0, com Fy =0 e F; = 1. Vamos determinar
uma formula fechada para calcular F,.

Seja F'(z) a funcdo geradora da sequéncia (F),). Segue que

F(Z) = Fy + Fiz + F22’2 + F323 + ...
= _ZF(Z) = — Fyz — F122 — F223 — ... (25)
— —2'F(z) = — Fp? — R -

Somando as trés igualdades em (2.5), teremos

F(2) = 2F(2) = 2°F(2) = Fy + (Fy — Fy)z
— (1—-z-2H)F
— (1—-z-2H)F

— F(z) = ﬁ (2.6)

Note que o denominador 1 — z — 22

—1++5
2

é uma equacao quadratica cujas raizes sao

. Usando decomposicao em fracoes parciais resulta que

F(z):%<1—17'z_1—17~'2>’

onde 7 = 1(1+/5) e 7 = (1 — V/5). Agora, sabendo que a soma infinita 1+ 72 +
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temos que,
z

F(2)= - (L trzt (224 ) — (L + 72 4+ 72224 ).

V5

Portanto, observando os coeficientes dos termos de 2" que devem ser iguais a F),

obtemos
F, =

oL (1evB)" 1 (1=vBY

que é a formula fechada para os nimeros de Fibonacci.

(=)

-

ou seja,

2.3 CONFIGURACAO LOCAL DE UM GRAFICO DE POLINOMIO

Nesta secao faremos uma revisao de polindémios para depois focarmos nossa atencao
no estudo da configuracao local do grafico de um polinémio.
Uma fungdo p : R — R é uma fun¢do polinomial (ou polinémio) se existem

ag, a1, ..., a, € R tais que para todo x € R temos
() = a2 + ap 2"+ ayx + ag. (2.7)

Se a, # 0, dizemos que p tem grau n.

Denotemos com R[z| o conjunto de todos os polinémios de uma variavel a coefici-
entes reais.

A soma e o produto de func¢oes polinomiais também sao fungoes polinomiais.

r Uma funcdo polinomial f chama-se identicamente nula quando p(x) = 0 para
todo = € R. E possivel demonstrar que para isso acontecer, na soma (2.7) teremos todos
os coeficientes a;’s iguais a zero.

Seja p um polinémio qualquer. Se p(«) = 0 entao « é chamado de raiz de p.

Dado um polindémio p de grau n > 1 sabemos que p possui n raizes, que podem
ser complexas ou reais e nao necessariamente diferentes entre si. Portanto p possui no
maximo n raizes reais distintas. Mais informacdes e outras propriedades importantes dos
polinémios podem ser vistas em (LIMA et al., 1997).

Dado um polinémio que passa pela origem, queremos entender como é o seu grafico
numa vizinhanga da origem. Veremos que, dependendo da paridade da valuagao do polind-
mio, existem apenas duas configuragoes possiveis. Para isso comegaremos introduzindo o

conceito de valuacao.
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Definicao 1 Seja p(z) = ag + a1 + - - - + a,a™ um polindmio nao identicamente nulo de

Rlz]. A valuagio de p(xz) € o menor inteiro k tal que ay é nao nulo,

v(p) = inf{k/ay # 0},

ou seja, € o primeiro indice do coeficiente nao trivial do polinémio.

Definimos também v(0) := oo.

Proposicao 2.3.1 A valuacao é uma funcio v : Rlx] — RU{oo} que satisfaz as sequintes

propriedades:
(a) v(0) = oc.
(b) v(pg) = v(p) + v(q).
(c) v(p+q) > min{v(p),v(q)} sep+q#0.

Demonstra¢ao: O primeiro item segue por defini¢do. Para provar (b) e (c) consideremos
os polinomios p(x) = ag + a1@ + -+ + a,2™ e q(x) = by + bz + -+ + byp,x™ tais que

p(z) —q(z) # 0, com v(p) =k e v(q) = ¢.

(b) v(pq) = v(p) + v(q).

Temos: .
v(p) =k =px) =) a’
i=k
¢ m
v(g) =t =q(z) = Zb,xZ
i=t
Assim

n+m

p@)-a() = 3 e

i
com ¢; = Z a;b;_;. Porém como a; = 0 para j < ke b;_; = 0 para i —j < t entao,
j=0
para qualquer i < k + t segue que

C; = CLQbi + albi_l + -+ akbi_k + -+ ai_lbl + (Zibo =0

pois cada parcela da soma é igual a 0, visto que possui pelo menos um dos fatores
igual a 0.
Por outro lado, se i = k 4t entao ¢; = aib; # 0.

E assim temos
n+m

p(z) - q(z) = Z et

i=k+t
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Portanto, v(pq) = k +t = v(p) + v(q).

(¢) v(p+q) = min{k, 1} = min{v(p), v(q)}.

Para mostrar (c), consideremos, sem perda de generalidade, n > m . Segue que

n

i=0
Caso k < t teremos a; + b; = 0+ 0 = 0 para todo ¢ < k, mas como p(z) # q(z)
entdo a; + b; # 0 para algum ¢ > k. Portanto, v(p + q) > k.
Analogamente, para o caso t < k concluimos que v(p + q) > t.

Logo mostramos que v(p + ¢) > min{k, t} = min{v(p), v(q)}. O

Para tracar graficos de fungoes polinomiais, certas informacoes sao de grande utili-
dade, em particular se soubermos o que acontecerd quando tomarmos |z| suficientemente
grande® ou pequeno?. Veremos entdo como serao os graficos de acordo com algumas ca-
racteristicas da funcao.

Seja o polinomio
p(r) = anz™ + - - + a1x + ag, com a, # 0.

Tomando |z| suficientemente grande, temos duas situagoes distintas dependendo
da paridade de n.

Se n é par entdo o valor de p(z) possui o mesmo sinal de a,, ndo importando se z
é positivo ou negativo.

Por outro lado, se n for impar entdo p(x) terd o mesmo sinal de a,, para x positivo
e terda o sinal oposto a a, se x for um nimero negativo. Como uma funcao polinomial é
continua, o fato de existir xop < 0 e z; > 0 tal que p(zg) e p(z1) possuem sinais distintos
nos diz que p possui uma raiz real entre x( e x;.

Também temos que se |z| tende ao infinito® entao [p(x)| também tende ao infinito,
nao importando se n é par ou impar.

3

Observe os graficos dos polinémios p(r) = 22 e g(z) = z* mostrados na Figura 1.

3Dizemos que |z| ¢ suficientemente grande quando dado qualquer niimero real positivo N, tomaremos
para valores de x os que possuirem |z| > N.

“De forma similar, tomamos |x| suficientemente pequeno quando dado qualquer ntimero real positivo
€, tomaremos para valores de z 0s que possuirem |z| < ¢.

Ao longo do trabalho veremos expressoes como “x tende ao infinito”, “x tende a 07, “f(z) tende a
infinito se |z| tende ao infinito”, etc. Todas elas sdo dadas na linguagem classica de limites.
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Figura 1: Grafico de z? e 23

Podemos perceber que p(x) = % é positivo para x positivo ou negativo enquanto
que ¢(z) = x® possui sinal positivo para x > 0 e negativo para x < 0. Além disso, se |z|
tende ao infinito, tanto |p(x)| quanto |¢(x)| também tendem ao infinito.

Na verdade, o que mais nos interessa neste momento é a configuragao local do
grafico de uma funcao polinomial na vizinhanca da origem®.

Com base no conceito de valuacao definido, comegaremos a estudar algumas afir-
magcoes a respeito do comportamento de funcoes na vizinhanca da origem, isto é, o que

podemos dizer a respeito de p(z) quando tomamos |z| suficientemente pequeno.

Proposigao 2.3.2 Seja p € R[z] tal que p(0) = 0. Entédo, o polinémio p muda de sinal

na vizinhanca de 0 se, e somente se, sua valuacao for impar.

Demonstragao: Seja p uma funcdo polinomial com v(p) = k. Temos:

p(z) = apz® 4+ app 2 -+ aa”
= 2" (ax + app12 + - + a,2" ")
= 2" (ax + q(2))
onde q(x) = ap 1z + -+ + az" ",
Note que se z — 0 entdo g(x) — 0 e, sendo assim, a; + g(x) > 0 se ar > 0 e

ar + q(x) < 0 se ax < 0, quando = — 0.

6Poderiamos ter feito o estudo da estrutura local dos graficos de polinémios que se intersectam num
ponto comum (zg,yo), porém é suficiente considerar apenas o caso (zo,y0) = (0,0). Isto se deve ao
fato de que dada uma funcéo p que passa pela origem, podemos trabalhar com uma fungdo p’ que é
a p transladada de forma que p'(z) = p(x — o) + yo, isto &, o ponto (0,0) seja transladado para o
ponto (zo,yo).Assim, as conclusbes que tomamos para as fungdes na vizinhanga da origem podem ser
generalizadas, com algumas adequagoes, para um outro ponto qualquer.
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Vamos supor que a; > 0 e consideremos x suficientemente pequeno.

Entao, como vimos, temos ay, + q(z) > 0.

(=) Suponha que p mude de sinal na vizinhanca de 0.
Assim, para z > 0 temos 2* > 0V k, segue que p(z) = 2* (a; + q(x)) > 0. Como

por hipotese p muda de sinal, para = < 0 teremos p(x) < 0, dali,

p(r) < 0= 2" (ar +q(z)) < 0= 2" < 0=k é impar.

(<) Suponha que k é impar.
Assim, z > 0 = 2F > 0 = 2" (ax +¢(z)) > 0 = p(z) > 0. Por outro lado,
r<0= 2" <0= 2*(ax +q(x)) < 0= p(x) < 0. Portanto, se k é impar entdo f muda

de sinal na vizinhanca de 0.

De forma analoga provamos o caso ap < 0.

Logo p muda de sinal na vizinhanca de 0 se e somente se v(p) = k é impar. O

Note agora que dadas duas fungoes polinomiais p; e po, a posi¢ao relativa dos
graficos de p; e py na vizinhanca de um certo ponto pode ser descrita considerando a

valuacao de p; — po.

Proposicao 2.3.3 Sejam p1,ps € Rlz] tal que p1(0) = p2(0) = 0. Se a wvaluagao de

(p1 — p2) for impar entao os grdficos de py e ps se cruzam na origem.

Demonstra¢ao: Assuma que a valuacao de (p; — p2) é impar e tome |z| suficientemente
pequeno. Suponha por absurdo que os gréficos de p; e de p, ndo se cruzam na origem.
Entao temos duas possibilidades, ou (p; —p2)(z) > 0 para x # 0 ou entdo (p; —p2)(z) <0
para x # 0. Em qualquer dos dois casos conclui-se que (p; — p2) ndo muda de sinal numa
vizinhanga de 0, sendo assim, de acordo com a proposi¢ao 2.3.2 temos que v(p; — po) é par
o que é uma contradi¢do pois tomamos v(p; — pz) impar. Logo p; e ps necessariamente se

cruzam na origem. Assim provamos a proposicao. [l

Também temos o seguinte lema:

Lema 2.3.4 Sejam p;(x) e po(z) dois polinomios distintos que passam pela origem. Seja

0<e<1eassuma que 0 < |p1(x)| < |p2(z)| para 0 < z < e. Entdo v(p) > v(p2).

Demonstracdo: Sejam pi(z) = apz®+- -+ a,2" e py(z) = @’ +- - -+ a,x™ com |pi ()| <

|pa(7)| para 0 < z < €.
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Assim,

Ip1(@)] < [p2(2)] = |ara® + -+ + apa®| < |a@’ + - + apa™|
= ‘:c’“(ak +oe 4 an:c"*k)‘ < |a;t(at + -4 amxm*t)|

= |2*| |ag + -+ a2z F| < |2!] |ag + -+ + ama™

m—t|

|(k—t) < |CLt + -+ A, T

= |z -
lag + -+ + apa"F|

Vamos analisar o que acontece com a tultima desigualdade quando tomamos x pequeno.
Note que o lado direito da tltima desigualdade converge para % > (0 quando x tende
a zero. Agora, a expressao do lado esquerdo dessa desigualdadg converge (para zero)
unicamente quando k > t, pois se k < t o limite é infinito o qual é um absurdo porque

k—t)

a
|a:|( ¢ limitado por |—| para = pequeno.

g
Portanto v(p;) > v(p2). Logo o lema esta demonstrado.
Note que se na hipdtese do lema tivermos 0 < [pi(x)| < |p2(z)| para todo —e <
x < 0 obtemos o mesmo resultado. O

Com os resultados obtidos até aqui mostramos que dados dois polindmios pas-
sando pela origem, se ambos possuem valuagoes de mesma paridade, a configuracao dos
seus graficos na vizinhanca da origem serd a mesma, levando em consideragao o sinal do
coeficiente do termo responsével pela valuagao. Isso pode ser visto na Figura 2 com os
gréficos dos polindomios p; e p, de valoracoes pares, com py(z) = 22+ a3 e py(z) = 2* — 25,
assim como também na Figura 3 com os gréficos de ¢;(z) = 23 + 2% e ¢o(z) = 2° + 27,

com valoracoes impares.

y4i

Figura 2: Gréfico de p; e po
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Figura 3: Grafico de ¢; e ¢

E importante perceber que dado um polinémio de grau k que passa pela origem,
apesar de ele poder ter outras k — 1 raizes reais, é possivel escolher um ¢ > 0 tal que
x = 0 serd a tnica raiz no intervalo (—¢,¢).

Sendo assim, tomando |z| suficientemente pequeno, toda fungdo de valuagao par
terd configuragao local parecida com p(z) = 22 ou p/(z) = —2?% e toda fungao de valuagao

3oud(r)=—a

impar, parecida com ¢(z) = z

Outra conclusao importante é que dados k polinémios distintos quaisquer, pas-
sando pela origem, existe ¢ > 0 (¢ que depende dos k polindémios escolhidos) tal que a
restrigao dos graficos dos k polinémios no intervalo (—¢, 0) sdo dois a dois disjuntos. Esta
configuracao local dos graficos,a esquerda da origem, nos permite estabelecer uma ordem
(ordem & esquerda) entre os polinémios dados. Claramente podemos ajustar ¢ > 0 de
modo que, uma configuracao local dos graficos a direita da origem induzam uma outra
ordem (ordem & direita). Em ambos os casos, a ordem em questdo é estabelecida da se-
guinte maneira: tome dois polindmios, digamos p; e p,. Se a restricdo, no intervalo em
questao, do grafico de p; estd acima do grafico de p,, entao diremos que p; > po, caso
contrario p, > p;. Por exemplo, tomando p;(z) = 0, po(z) = —x e p3(x) = 22, temos os

graficos conforme apresenta a Figura 4.

D2
b3 D3
D1 P1

D2

Figura 4: Ordenacoes
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Escolhendo ¢ = %, teremos as ordenacoes ps > p3 > py para T € (—%70) e p3 >

p1 > po para z € (0, 3).

2.4 REVISAO DE PERMUTACOES

Comecaremos essa secao revisando o conceito de permutacao que, a grosso modo
expressa a ideia de que objetos distintos podem ser arranjados em intimeras ordens di-
ferentes. Este conceito serd base para que no capitulo 4 possamos definir permutagao
polinomial. Depois veremos como contar a quantidade de permutacoes de n elementos e

uma estimativa para este niimero.

Definicao 2 Seja S um conjunto com n objetos. Uma permutacao em S é uma bijecao

de S em S.

Uma permutacao 7 : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} pode ser vista como a reordena-
¢ao dos n elementos do conjunto A que estdao ordenados. Note que cada elemento pode
ou nao ser reordenado. Por exemplo, se trés pessoas estao em fila por ordem de altura
crescente e depois as mesmas trés pessoas sao reorganizadas na fila, porém agora em
ordem de altura decrescente, podemos dizer que foi feita uma permutacao das posicoes,
relacionando a posicao em que cada pessoa ocupava na primeira fila com a posicao que
ocuparam na segunda fila. Chamando esta permutacao de 7 e rotulando as pessoas como
1, 2 e 3 sendo 1 a pessoa mais alta, e 3 a mais baixa temos que 7(1) = 3, 7(2) =2 e
7(3) = 1. Neste caso que a permutacao 7 é a bijecdo que leva (1, 2, 3) em (3, 2, 1).

Logo surge a pergunta: quantas permutacoes de n elementos distintos existem?

A resposta para tal questao é n!.

De fato, ap6s ordenarmos os n elementos, temos que o primeiro elemento podera ser
reordenado em n posicoes diferentes, o segundo podera ser reordenado em n — 1 posicoes
distintas pois uma posicao ja foi ocupada pelo primeiro elemento e assim por diante até
que o n-ésimo elemento sera reordenado na tltima posicao livre que resta. Portanto o

nimero de permutacoes possiveis é
n-n—1)-(n—2)---2-1=n

Agora, sabemos que o fatorial cresce rapido, por exemplo, 1000! é um inteiro com
pelo menos 2500 casas decimais. E natural se perguntar qual a relacdo que este nimero
guarda com outras quantidades em matematica. Ou de outra forma, gostariamos saber
se é possivel obter uma estimativa de 1000! em termos apenas do valor 1000 sem ter que

efetuar a multiplicacao de 1000!. Felizmente a resposta foi dada por James Stirling. No
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seu livro Methodus Differentiales (1730), pag. 137, temos a seguinte estimativa:

n n
n!l ~V2mn (—)
e

onde “~” quer dizer “aproximandamente igual” e “e” é a usual base do logaritmo natural.

2.5 PERMUTACAO E RELACAO DE ORDEM TOTAL

Nesta secao mostraremos que um conjunto finito de objetos, digamos 1,2,... n,
munido de duas rela¢oes de ordem total induzem uma permutacao = : {1,2,...,n} —
{1,2,...,n}. Reciprocamente, toda permutagao = : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} da lugar
a um conjunto finito com duas relacoes de ordem.

Seja E um conjunto finito com n elementos e suponha que neste conjunto estao
definidas duas relacoes de ordem total, <; e <5. Usando a ordem <; podemos ordenar o
conjunto F, digamos,

1<12<13<1--<q4n,

onde 1,2,...,n sdo os nomes dos elementos de E. Agora podemos utilizar a segunda
relacao de ordem (<3) para ordenar E. Defina m sendo 7(i) igual a posi¢do em que se
encontra o elemento ¢ segundo a ordenacao <.

Sendo assim, obtemos uma permutacdo 7 : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} que esta
bem definida. Logo, duas relagoes de ordem total num conjunto finito induzem uma per-
mutacao.

Como exemplo, considere um conjunto finito £ C R[z] munido de duas relagoes

de ordem total <; e <5 definidas por:
p<i1q < p(r) <q(r), parazx <0, pequeno

p<2q < p(r) <q(xr), para x>0, pequeno.

Vemos assim, que um conjunto finito de polinémios vem com duas relagoes de ordem e
portanto vem com permutacoes.

Por outro lado, dada uma permutagdo 7 : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}, podemos
formar um conjunto de E contendo n elementos onde cada elemento é associado a um
numero de 1 até n. Definimos por <; a relacao de ordem natural para 1,2,...,n e por <,
a relacdo que compara 7(i) com 7(j) sendo 1 < 4,7 < n do mesmo modo que <; compara
i com j, assim ficando 7(1) <o m(2) <3 -+ <9 m(n). Formamos assim um conjunto de n

elementos com duas relacoes de ordem.
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3 UM EXEMPLO PRELIMINAR DE CONTAGEM

Neste capitulo estudaremos arvores planares, conceito que sera a ferramenta prin-
cipal na contagem de permutagoes polinomiais. Recordemos que estamos interessados no
estudo de sequéncias induzidas por um tipo especial de permutacao, e a ideia geral sera
transportar o estudo do problema dado no nivel de permutacdes ao estudo do problema
no nivel de arvores. Para nos familiarizarmos com estes ingredientes, terminaremos este

capitulo com um problema cléssico da computacao, o problema do sorteio de pilhas.

3.1 ARVORES PLANARES

Nesta se¢ao veremos a estrutura nao linear mais importante que surgem em algorit-
mos computacionais. A grosso modo, uma arvore planar é um desenho no plano construido
por pontos e por segmentos de reta que unem esses pontos. Os pontos serao chamados de
vértices ou de nds e, os segmentos de reta serdao chamados de arestas ou de galhos. Tal
construcdo é uma ramificacao relacionando os nos.

Formalmente, define-se uma drvore planar como um conjunto A de nos tal que:

a) existe um no especial chamado raiz da arvore;
b) excluindo a raiz, o conjunto de nos restante é particionado em (k > 0)—conjuntos
distintos Aq, As, ..., A, e cada um destes conjuntos é por sua vez uma arvore. As

arvores Ay, ..., Ay sdo chamados subdrvores da raiz.

Esta defini¢do recursiva (defini¢do de arvore em termos de arvores) estd bem de-
finida pois uma arvore com um tnico n6 é um conjunto cujo tnico elemento é a raiz e
qualquer arvore com (n > 0)-nos é definido em fungao de arvores contendo um nimero
de n6s menor que n.

Uma forma de visualizar a arvore usando vértices e arestas é: a partir da raiz

principal do item a) da defini¢do podemos ligar raizes principais das subarvores do item

b).

° \

Vértice Aresta

Figura 5: Componentes de uma arvore
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Vejamos um exemplo. Tome A = {a,b,c,d,e, f} e seja a a raiz. Agora tome
Ay = {b}, Ay = {c} e A3 = {d,e, f} e defina b,c e d sendo as raizes de A;, Ay e A
respectivamente. Por fim tome Ay = {e} e A5 = {f} com e a raiz de Ay e [ a raiz de As.

Assim temos a arvore A e as subarvores A, As, Az, A4 e As, conforme mostra a Figura 6.

Figura 6: Arvore A

Assim, o desenho de uma arvore serd feito a partir um tnico vértice, chamado
de raiz. Da raiz podem partir arestas que, por sua vez possuirdao um outro vértice no
lado oposto & raiz. De cada um desses novos vértices podem surgir novas arestas que
também terao novos vértices nos lados opostos de onde partiram e assim sucessivamente.
Construindo uma arvore desta maneira podemos organizé-la em niveis, sendo o nivel zero
formado pela raiz, o nivel 1 serd composto pelos ndés que estdao no lado oposto aos galhos
que partiram da raiz, ja o nivel 2 conterd os nés que estao nas extremidades opostas aos
galhos que partiram dos nés que estao no nivel 1, e assim sucessivamente, ou seja, o nivel
n serd formado pelos nos que estao nas extremidades opostas aos galhos que partiram
de algum no6 presente no nivel n — 1. Além disso, ndo pode existir um nd pertencente a
um certo nivel que é a extremidade oposta de dois galhos que partiram de nés diferentes
do nivel anterior. Chamamos de folhas os nés dos quais nao geram novos galhos. Estes
conceitos estao ilustrados na Figura 7.

Afim de simplificarmos a comunica¢ao, podemos nos referir a uma arvore planar
apenas como arvore.

Por costume, na mateméatica representamos graficamente uma arvore de cabeca
para baixo, ou seja, a raiz fica em cima e os galhos vao surgindo para baixo até chegarmos

nas folhas, conforme o exemplo da Figura 7.
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""""""""" Q@--------------- N jvel 0

--------------- Nivel 1

--== N jvel 2

---- Nivel 3

----------- "Nivel 4

Figura 7: Arvore planar

Quando uma arvore é desenhada desta maneira ela é correspondente a uma arvore
genealdgica, portanto é comum usarmos a terminologia desse conceito, por exemplo, de
acordo com a Figura 7 denominarmos o n6 v como filho do vértice u assim como dizemos
que o vértice u é pai do vértice v. Também, os vértices que possuem um mesmo pai sao
ditos irmaos e, uma folha pode ser vista como sendo um né que nao possui filho.

Vejamos um outro exemplo de arvore na Figura 8. Esta arvore possui a raiz R, as

arestas a; até aqq, as folhas F até Fjy, além dos outros noés intermediérios.

F F, Fy

Figura 8: Arvore planar

Recordemos que dada uma arvore com mais de uma aresta é possivel fazer um corte
eliminando uma delas, assim a parte que foi separada é uma subarvore. Por exemplo na
Figura 8, tomando o vértice v como sendo a raiz teremos uma subéarvore formada pelo
n6 que segue da aresta a; conforme mostra a Figura 9. Ela pode ser vista como sendo a

subarvore formada pelo corte da aresta a;.
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Figura 9: Subarvore da figura 8

Agora que sabemos o que é uma arvore e quais sao as partes que a compoem,
podemos perceber que existem uma infinidade de arvores com diferentes caracteristicas,
portanto cabe pensar se é possivel contar o nimero delas e em caso afirmativo, como pode
ser feita esta contagem. Veremos dois problemas relacionados a esta questao, um logo a
seguir e o outro na proxima secao.

Uma outra questao que pode surgir é determinar quantas arvores planares diferen-
tes existem contendo n arestas. Para nos familiarizarmos com esta questao comecaremos
examinando os caso pequenos, isto é, rvores com poucas arestas.

No caso em que a arvore planar nao possui nenhuma aresta temos apenas a arvore
formada unicamente pela raiz, sem nenhum galho.

Com a condicao da arvore possuir uma tnica aresta, também teremos uma tnica

possibilidade, mostrada na Figura 10.

Figura 10: Arvore com 1 aresta

Para o caso da arvore possuir duas arestas existe mais de uma formagao possivel,

na verdade temos duas arvores diferentes com tal condig¢ao, conforme mostra a Figura 11.

Figura 11: Arvores com 2 arestas
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Pensando no caso em que a arvore planar possui 3 arestas podemos ter 5 arvores

diferentes, que sao mostradas na Figura 12.

A

Figura 12: Arvores com 3 arestas

Acabamos de ver que para os casos em que as arvores possuem 0 ,1, 2 ou 3 arestas
podemos ter, respectivamente 1, 1, 2 e 5 arvores diferentes sendo formadas.

Para contarmos o niimero de arvores com n arestas vamos trabalhar com o contorno
de uma arvore. O contorno de uma arvore planar é feito partindo da raiz e descendo pela
aresta mais a esquerda, seguindo para baixo até que cheguemos a primeira folha, que
estard no lado extremo esquerdo da arvore, a partir dai vamos subir até nos deparemos
com um né que possui uma bifurcacao, ou seja, um n6é que possui mais de uma aresta
partindo dele em dire¢ao a um nivel maior. Entao voltaremos a descer e, caso apareca uma
nova bifurcagao, sempre tomaremos o caminho mais a esquerda até chegarmos na préxima
folha e seguindo esse processo contornaremos toda a arvore, passando por todas as arestas
e todos os nos e terminando na raiz, que foi nosso ponto de partida. Contornando uma
arvore desta maneira, podemos enumerar cada vértice e aresta da arvore pela ordem de
aparecimento.

A Figura 13 exemplifica o contorno de uma arvore partindo da raiz R.

R

7'\

Figura 13: Contorno da arvore

Representando por D cada vez que descemos ao lado de uma aresta e por S cada

vez que subimos, podemos definir o contorno da arvore mostrada na figura 13 pela sequén-
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cia (D,D,D,S,S,D,S,S,D,D,D,S,D,S,S,S). Como esta arvore possui 8 arestas e o
contorno é feito pelos dois lados de cada arestas, teremos 8 D’s e 8 S’s.

Nitidamente uma sequéncia que descreve o contorno de uma Aarvore contendo n
arestas serd formada por n D’s e de n S’s entao diremos que a sequéncia possui n pares
de D’s e S’s.

E importante notar que assim como é possivel, partindo de uma arvore escrever a
sequéncia que mostra o seu contorno, também podemos a partir da sequéncia que define
o contorno de uma arvore, construir esta arvore.

Facilmente percebemos que a sequéncia deve sempre comecar com [), terminar
com S e que, enquanto estamos formando a sequéncia, ela nunca apresentard um nimero
maior de S’s do que de D’s. Também percebemos que em qualquer parte da sequéncia que
aparecer um D seguido de um S, estamos em uma folha da arvore, assim como quando
aparecer um S seguido de um D estamos em um né que nao é folha e, neste caso se o
ntamero de D’s e S’s forem iguais, este n6 serd a raiz, caso contrario, estamos em um noé
interior que foi ramificado, isto ¢, um né interior que possui mais de um galho partindo
dele. Para desenharmos a arvore, cada vez que aparece um S na sequéncia faremos um
desenho de uma aresta e quando aparecer um D estamos contornando uma aresta que ja
foi desenhada.

Analisando a sequéncia (D, D, D, S,S,D,S,S,D,D,D,S,D,S,S,S) mostrada a
pouco concluimos que, partindo da raiz, os trés primeiros termos da sequéncia sao D’s,
isso nos indica que teremos trés arestas consecutivas. O quarto termo da sequéncia é um
S que é antecedido por um D e portanto o terceiro n6 apods a raiz é a primeira folha da
arvore relacionada a tal sequéncia. Continuando a sequéncia temos outro S e depois um
D, indicando que depois da primeira folha desenhada devemos descer contornando duas
arestas seguidas e voltando a subir, isso nos mostra que apds subirmos por duas arestas
estamos em um noé que foi ramificado, isto é, dele aparece uma nova aresta. Procedendo
desta maneira vamos reconhecendo todas as estruturas que formam a arvore relacionada
a sequéncia dada.

Dada uma sequéncia que representa o contorno de uma &arvore, o desenho desta
arvore pode ser feito da seguinte maneira: Primeiro desenhamos a raiz. Como o primeiro
termo da sequéncia é um D, desenhamos uma aresta, lembrando que cada aresta dese-
nhada deve acompanhar o desenho de um vértice na extremidade que estara mais abaixo
na arvore. A partir dela, olhando os termos da sequéncia vamos desenhar uma nova aresta
cada vez que aparecer um D, partindo do né em que estamos em direcao a parte de baixo
da arvore e se esse D vier precedido de um S a aresta devera ser desenhada voltada para

o lado direito da arvore e, cada vez que aparecer um S vamos apenas contornar a aresta
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(ndo serd desenhado nada), subindo em dire¢do a raiz, parando em cima de um no. O
desenho serd finalizado quando chegarmos ao dltimo termo da sequéncia, que serd um S
e indicara o ultimo contorno a ser feito, retornando até a raiz. Note que podemos passar
pela raiz antes de terminar a sequéncia, mas com certeza a sequéncia terminari com o
ultimo contorno chegando na raiz.

Para a sequéncia (D, D, D, S,S,D,S,S,D,D,D,S,D,S,S,S) que estamos anali-
sando, o desenho serd feito passo a passo como descrito a seguir, terminando como a

arvore da Figura 13.

desenhamos uma aresta,
desenhamos uma aresta
desenhamos uma aresta
contornamos uma aresta (acabamos de ter uma folha)

contornamos uma aresta

O »w »w U O U
Ll L4

desenhamos uma aresta em direcao ao lado direito (acabamos de passar por

um noé bifurcado)

i

contornamos uma aresta (acabamos de ter uma folha)

+

contornamos uma aresta (estamos na raiz)

)
4

desenhamos uma aresta em direcao ao lado direito (acabamos de passar por
um noé bifurcado)

desenhamos uma aresta

desenhamos uma aresta

Contornamos uma aresta (acabamos de ter uma folha)

contornamos uma aresta (acabamos de passar por um né bifurcado)
contornamos uma aresta (acabamos de ter uma folha)

contornamos uma aresta

n »n »nn U »nn O ©
R A A

contornamos uma aresta (estamos na raiz)

Desta forma finalizamos a sequéncia retornando para a raiz.
Vimos que o contorno de uma arvore com n arestas origina uma sequéncia € de

comprimento 2n, formada por n D's e n S’s tal que:

a) ¢ comega com D e termina com S.

b) € nunca possuird um namero maior de S’s do que D’s tomados os ¢ primeiros
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termos, 1 < ¢ < 2n.

Agora com o conhecimento de contorno de uma arvore podemos pensar em determinar
quantas arvores planares diferentes contendo n arestas podem ser formadas, mas isso sera

visto na secao 3.3.

3.2 SORTEIO DE PILHAS

Na computacao, uma pilha é uma estrutura de dados que armazena objetos em um
arranjo linear e para a qual a inser¢ao e remo¢ao acontece apenas em um dos extremos da
pilha. Este extremo é chamado topo da pilha que é visualizada como uma ordenacao de
objetos em coluna vertical. O exemplo prototipo de uma pilha é uma pilha de pratos de
jantar, onde um prato é colocado apenas no topo da pilha e um prato é removido apenas
do topo da pilha.

Queremos saber de quantas maneiras diferentes podemos empilhar n objetos que
estao enfileirados em uma mesa sendo antes de serem organizados como queremos eles
devem ser empilhados em uma caixa e dela serem retirados para entao formarem a pilha
desejada. Vamos organizar a situagao para melhor entendermos o problema.

Sejam n objetos colocados lado a lado em uma mesa, rotulados de 1 até n, orde-
nados de forma crescente da esquerda para a direita, conforme seus rotulos. Esses objetos
devem ser retirados desta mesa, empilhados em uma caixa para serem finalmente empi-

lhados em outra mesa, obedecendo as seguintes regras:

1. Os objetos devem ser movidos do local onde estao um a um.

2. Quando mais de um objeto forem colocados na caixa eles ficarao empilhados de
forma que na base da pilha estard o que, dentre esses, foi primeiramente colocado
seguindo até o topo, que sera o ultimo objeto 14 colocado.

3. Os objetos que estao enfileirados em cima da mesa devem ser retirados da direita
para a esquerda os que estao dentro da caixa devem ser retirados do topo da pilha

para a base.

Inicialmente a caixa esta vazia, entao vamos pegar o objeto n e coloci-lo na caixa.
A seguir temos duas opgoes, ou colocamos o objeto n — 1 da mesa para dentro da caixa
ou retiramos o objeto n da caixa e o colocamos base da pilha da mesa onde ficarao os
objetos reorganizados. Até que sejam retirados todos os objetos que estao enfileirados na
mesa ou que nao exista nenhum objeto na pilha formada dentro da caixa, basicamente
teremos sempre duas opgoes: colocar um objeto que esta enfileirado para dentro da caixa

ou retirar um objeto que estd no topo na pilha dentro da caixa e coloca-lo na pilha que



47

esta sendo formada na outra mesa.

Podemos ver essa situagdo como uma sequéncia de Push (empilha) e Pop (desem-
pilha), isto é, Push faz com que o proximo elemento da primeira mesa seja colocado na
caixa e Pop tira o elemento que esta no topo da pilha dentro da caixa e o coloca no topo
da pilha de objetos reorganizados que esta sendo formada .

Vejamos uma maneira de reorganizar cinco objetos. A Figura 14 mostra a formacao

da pilha passo a passo ap6s uma sequéncia inicial de Push, Push, Push.

123 45 1 2 3 4
5
Push
N 2l B iy 2
3
4 4
5 5
Push, Push Push, Push, Pusch

Figura 14: Pilha de 5 objetos em formacao.

Continuando a sequéncia de Push’s e Pop’s, vamos construindo a pilha conforme

mostra a Figura 15.

Push, Push, Push, Pop Push, Push, Push, Pop, Push

2 2
1 3 1 3
4
5 5
Push, Push, Push, Push, Push, Push
Pop, Push, Pop Pop, Push, Pop, Pop

Figura 15: Pilha de 5 objetos em formacao.

Ao finalizarmos a sequéncia Push, Push, Push, Pop, Push, Pop, Pop, Pop, Push,
Pop, teremos os objetos inicialmente rotulados como (1, 2, 3,4, 5) reorganizados na sequén-

cia (1,5,4,2,3), sendo que o objeto 1 estara no topo e o objeto 3 estard na base da pilha
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na segunda mesa, como mostra a Figura 16.

W N s Ot =

Figura 16: Pilha de 5 objetos.

O problema que acabamos de descrever pode ser resumido da seguinte forma: cada
pilha de 5 objetos, {1,2,3,4,5}, depois de uma operagao de Push e Pop, induz uma
permutacao, (1,5,4,2,3) , dos 5 objetos. Por construgao, pilhas de n objetos induzem
uma permutacao de n elementos. As permutacoes induzidas por esta construcao serao
chamadas sorteio de pilha.

Surge entao a pergunta: seguindo estas regras, de quantas maneiras diferentes
poderemos empilhar os n objetos na segunda mesa? Ou melhor, dada uma permutagao
de n elementos qualquer, estamos interessados em saber se esta permutacao pode ser
realizada por uma pilha de n objetos e saber qual é a propriedade das permutacoes tipo
sorteio de pilha.

Por exemplo seja 7 : {1,2,3} — {1,2,3}. Se 7 é a permutagdo (1,3,2) entdo
podemos formar a pilha através da sequéncia Push, Push, Pop, Pop, Push, Pop. E é claro
que tendo a pilha reordenada (1,3,2) temos a permutacao 7.

Porém se 7 for a permutagdo (2,3,1) ndo conseguimos formar a sequéncia de
Push’s e Pop’s pois teriamos que comecar a sequéncia com Push, Push, Push e entao
viria o primeiro Pop para colocar o 1 para a base da pilha e entao aparece o problema,
como vamos colocar agora o objeto 3 na pilha se ele estd embaixo do objeto 27

A propriedade que caracteriza estas permutagoes estd dada no seguinte resultado.

Definigao 3 Seja n > 0 um nimero inteiro e 7 : {1,2,...,n} — {1,2,...,n}. Dizemos
que T contém (iy,ig, -+ ,im) se existirem m < n indices 1 < j; < jo < -+ < iy, < n de

modo que (ji,) < m(ji,) < -+ < 7(Ji,,)-

Sendo assim, dizemos que uma permutagao 7 : {1,2,--- ,n} — {1,2,--- ,n}, com
n > 3 nao contém (2,3,1) se ndo existem 3 indices 1 < j; < jo < j3 < n de modo que

m(ja) < 7(j3) < w(j1)-
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Teorema 3.2.1 (Caracterizacao de sorteio de pilhas) Seja © uma permutacio no
conjunto {1,...,n}. Entdo, m é um sorteio de pilha se, e somente se, T nao conltém

(2,3,1).

Demonstragao: Seja 7 : {1,2,3} — {1,2,3}. Devemos ver que se 7 nao é a permutagio
(2,3,1) entao 7 é um sorteio de pilhas e vice-versa.

De uma forma geral, se quisermos classificar uma permutacao de n objetos pre-
cisamos entender quando ela pode dar errado. Isso acontecerd precisamente quando for
a hora de colocar na pilha algum objeto que estd na caixa, mas nao no topo, abaixo de
algum objeto b < a. Se o objeto b ja estiver colocado na caixa entao é porque tivemos que
retirar algum objeto ¢ da primeira mesa, sendo ¢ < b < a.

Temos a < ¢, pois ¢ ja foi removido da caixa e estamos tentando retirar a para
colocé-lo na pilha. Da mesma forma, temos b < a, pois nao queremos retirar b da caixa
(Pop), mas a. O subconjunto {c,b,a} de {1,2,... n}, portanto, da origem & permutacao

(2,3,1), que vimos nao ser possivel. O

3.3 NUMERO DE SORTEIO DE PILHAS

Agora vamos contar o nimero de sorteio de pilhas possiveis para n objetos.

Primeiro vamos observar alguns casos em que existem poucos objetos a serem
empilhados.

Com apenas um objeto na fila ¢ 6bvio que teremos apenas uma forma de organi-
zarmos uma pilha que serd composta por ele mesmo.

Quando dois objetos sao colocados na fila temos duas formas possiveis de empilhé-
los, que sao (1,2) ou (2,1).

Estes casos seriam obtidos através das sequéncias:

a) Push, Pop, Push e Pop,
b) Push, Push, Pop e Pop,

respectivamente.
Agora, para trés objetos na fila podemos formar 5 pilhas diferentes seguindo as

orientacoes dadas para a sua formacao. Estas pilhas seriam rotuladas como:
(1,2,3),(2,1,3),(1,3,2),(3,1,2) ou (3,2,1).
Ja estes casos seriam obtidos através das sequencias:

a) Push, Pop, Push, Pop, Push e Pop,
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b
¢
d

e

) Push, Pop, Push, Push, Pop e Pop,
) Push, Push, Pop, Pop, Push e Pop,
) Push, Push, Pop, Push, Pop, e Pop,
) Push, Push, Push, Pop, Pop e Pop,
respectivamente.
Temos assim, 1, 2 e 5 maneiras de organizar um, dois e trés objetos em uma
pilha, respectivamente. Estes sao os trés primeiros termos da sequéncia dos Numeros de

Catalan (vide apéndice A), partindo de n = 1, ou seja, desconsiderando o primeiro nimero

da sequéncia que seria para o caso n = 0.

n
Os numeros de Catalan sao definidos pela recorréncia Cyp =1e C, 1 = E C;Ch_;
=0

para n > 0. Podemos obter mais informagdes sobre os nimeros de Catalan em (ROMAN,
2015).

Fazendo o préximo caso, com 4 objetos na fila teremos as seguintes possibilidades
de pilhas:

(1,2,3,4),(2,1,3,4),(1,3,2,4),(3,1,2,4),(3,2,1,4)(1,2,4,3),(2,1, 4, 3),
(1,4,2,3),(1,4,3,2),(4,1,2,3), (4,2,1,3),(4,1,3,2),(4,3,1,2) e (4,3,2,1).

Portanto, para reorganizarmos os quatro objetos de forma que seus rétulos formam
um total de 14 sequéncias diferentes, que é o proximo ntimero de Catalan da sequéncia.

Vamos entao mostrar, por inducao forte, que a resposta da questao proposta é

dado pelo n-ésimo nimero Catalan, indicado por C),.

Proposicao 3.3.1 Seja n um inteiro positivo. O numero de sorteio de pilhas com n

objetos € igual a C,.

Demonstracao: Para n = 1 temos um modo possivel para organizarmos o objeto em pilha
e também (7 = 1. Na verdade ja vimos que a afirmacao é verdadeira para todos os casos
até n = 4.

Supomos a afirmacao verdadeira para todos os casos até n.

Para o caso n + 1, podemos organizar os objetos em pilhas do seguinte modo:

e Simplesmente colocando e retirando de dentro da caixa o objeto n + 1, sobrando
assim n objetos na fila para serem empilhados acima do objeto ja na base que, de

acordo com a hipotese de indugao, podem ser organizados de C,, maneiras diferentes.

Push, Pop n objetos restantes = Cy - C,,.

-

1 Chn

e Colocando o objeto n+ 1 dentro da caixa, mas antes de retira-lo, inserindo nela um

outro objeto, que pode ser organizado de uma tinica maneira, sobram ainda n — 1



51

objetos que, pela hipotese de indugao, podem ser organizados de C),,_; maneiras

diferentes.

Push, Push, Pop, Pop n — 1 objetos restantes = C, - C,_1.

1 Cn-1

e Colocando dentro da caixa o objeto n+ 1 e, agora colocando e retirando outros dois
objetos na caixa, seguindo as regras descritas, antes de retirar da caixa o objeto
n+ 1. Isso pode ser feito de C; maneiras, ainda restam outros n — 2 objetos que por

sua vez, podem ser organizados de C,_, maneiras.

Push, 2 objetos a serem empilhados, Pop n — 2 objetos restantes = Cy - C,,_s.

-~

CQ Cn—2

Prosseguindo desta forma um ntmero finito de vezes chegamos a:

e Colocando o objeto n + 1 dentro da caixa e organizando a pilha com outros n — 1
objetos antes de retird-lo da caixa que, pela hipotese de inducao, pode ser feito de
C,_1 maneiras, sobrando um 1nico objeto na fila que s6 pode ser colocado de uma

anica maneira.

Push, n — 1 objetos a serem empilhados, Pop push, pop=C,_1 - C}

Cn-1 C1

e E por fim colocando dentro da caixa o objeto n + 1 e antes de retird-lo, empilhar
os outros n objetos restantes que, de acordo com a hipdétese de inducao podem ser

organizados de C),, maneiras.

Push, n objetos restantes a serem empilhados, Pop =C, =C, - 1=C, - Cy

Cn

Portanto, somando todos os casos possiveis de cada item, temos
CoCptCr-Cog+Co Cogt o+ Crg - Cr4Cp-Co =Y Ci Cry = Cryr.
i=0

Logo, dados n objetos, podemos empilhi-los de acordo com as regras estipuladas

de C,, formas possiveis. O
O numero de Catalan C), pode ser reescrito como

1 se n =20,

C = n—1
" Z Cicnflfi sen Z 1.
i=0
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Vamos entdo a partir da recorréncia em (3.1) definir uma férmula explicita para o

numero de Catalan C),. Seja a sequéncia infinita Cy, C1, - - -, assim teremos a sua funcao
geradora
C(t) =) Cpt" =1+t +26*+ 5 + 14t | (3.2)
n=0

De acordo com a defini¢cdo de produto de séries e utilizando a expressdo (3.2)

teremos o produto C?(t)*:

C3(t) = Z C;Cyt"

i+j=n

= CoCh + CyCit + CoOst? + CoCst? +
+ CiCt + CiCit2 + CCt3 +
+ O.Ct? + G012 + (33)
+ C3Ct3 +
= 1 + 2t + 52 4+ 14 +

Olhando a soma (3.3) percebemos que o coeficiente de t"~! & igual a C,, sendo

assim, multiplicando C?(t) por ¢ teremos o coeficiente de t" igual a C,,, ou seja,

CP(t) =) Cut™ =t + 2 + 51° + 14t 4 - - . (3.4)

n=1

Agora comparando (3.2) e (3.4) vemos que
tC*(t) = C(t) — 1,

e dai segue
tC*(t) — O(t) +1=0. (3.5)

Resolvendo a equagao quadratica (3.5) , obtemos

IR ERVAET

C(t) 5

(3.6)

De acordo com a expressao (3.2) temos que C'(0) = 1 e como

1+ 1 -4t
lim —— =

t—0t 2t oo

lenty=C@)-C@t)---C(t)

n vezes
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e
.o 1+v1 -4t
lim ——— = —o0,
t—0- 2t
14++/1—4t
entdo a solucao de C(t) = +2—t da equagao (3.5) sera descartada. Por outro

lado, usando a regra de L’Hopital temos
1
—2s(1—4t)72.(—4) 1

polovIoa » -
S0 2t 0 2 =Y T

Portanto temos a fun¢ado C(t) como geradora para os numeros de Catalan, onde

1—+v1—4t

C(t) = 3.7
(=L (37)
- y . . 1 2n
Teorema 3.3.2 Seja C,, 0 n-ésimos numero de Catalan, entao temos C, = 1 .
n n
Demonstracao: Usando o teorema binomial generalizado temos que
L = (1
1—4t=(1—-4t)2 = 2 ) (—=46)"
-t =32 (2)
L G- 3E-D (-2
-1 Z(—4¢ 2 \2 —4t2 2 \2 2 —4t3
S+ D 22 T gy
iR -1 G —n+41)(—a)"
_ 2 \2 2 _
=1+ Zl w
Substituindo na equagao (3.7) temos:
O L (L ). (L 1) (=48
1— 1+Z2(2 ) (2'n ) (—4t)
- 2t B 2t
GG Gy
n!
n=1
_ i (=) (=3) (=3) - (55) (=)
B n!
n=1
RS I R o i
n!
n=1
1 1:3:5---(2n—3)an !
- Zanl nl
n=1
e 1-3-5.--(2n —
n!
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O coeficiente de t" em (3.8) é

13 2(n+1)=3)  _1-3--(2n—1)
Cn =2 (n+ 1)! =2 (n+1)!
" 1.2.3.4--(2n—1)(2n) 2" (2n)!
T (nt1) 2.4-6--(2Kk) T+ 2-1)-(2-2)-(2-3)- (2n)
2" (2n)! @) 1T (2n)

(D! 20-1-2.3--.n (n+ 1Dl n+1 nlnl

B 1 2n
n+1\n

Chegando ao resultado esperado. ([l

Utilizando o teorema 3.3.2 e aplicando o teste da razao para convergéncia absoluta
o0

na série C,t", veremos onde ela converge. De fato
? ?

n=0
L (20 4+ D)0 1 @n+2)! .
| Cpgat™ ! . n+1+1\ n+1 . n+2 (n+DLn+ 1)1
lim |————| = lim = lim
n+1\n n+1nln!
, (2n + 2)L.t" (n+1)l.n! (2n +2).2n +1).(2n)\.nl.t
= lim . = lim
n—oo | (n+2).(n+ 1)1 (2n)ltn n—oo | (n+2).(n+1).nl.(2n)!
~ lim (2n+2).2n+1).t ~ lim 2.(n+1).2n+1).t
n—00 (n—l—Q).(n—l— 1) n—o0 (n+2).(n+ 1)
2.(2 1).t 4 2).t
g |2En DA |t 2)t — 4lt|.

1
Portanto a série é convergente para 4[t| < 1 ou seja, para [t| < 7

Logo temos uma série centrada em zero e com raio de convergéncia igual a 1
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Por definicao, sabemos que ,

1
lim sup ]C’n\% =1 =4 = limsuplog ]Cn]% = log4
n—oo Z n—oo
1
= limsup — log C,, = log 4. (3.9)
n—oo TN

Assim sendo, para n grande, segue que

1
—logC, =logd = logC, ~nlog4
n
— log (), =~ log4"
— O, ~ A" (3.10)

Portanto, de acordo com (3.10), percebemos que C,, cresce de forma exponencial
ou seja, o crescimento dos ntimeros de Catalan é exponencial.

Voltamos ao problema de contagem em que queremos saber o nimero de arvores
contendo n arestas existem. Lembremos para arvores com zero até trés folhas, o ntimero
de arvores era igual ao respectivo nimero C, de Catalan, e isso é confirmado com a

proposigao a seguir.

Proposicao 3.3.3 Seja n um inteiro positivo. O ndmero drvores contendo n arestas é

wual a C,,.

Demonstracao: Primeiro note que como existe uma bijecao entre as arvores planares com
n arestas e a sequéncia € de n D’s e n S’s que descrevem o seu contorno, basta sabermos
quantas sequéncias do tipo % diferentes com comprimento 2n podem ser escritas.

Podemos provar que o nimero de sequéncias ¢ de comprimento 2n que descreve o
contorno de uma arvore de n arestas é igual ao n-ésimo niumero de Catalan de uma forma
semelhante & que provamos a Proposicao 3.3.1, o que realmente foi feito e pode ser visto
no apéndice A.

Aqui demonstraremos a proposicao identificando uma bijecdo entre a sequéncia
% relacionada com uma arvore com n arestas e a sequéncia de Push’s e Pop’s que se
relaciona com um sorteio de pilha com n objetos.

Basta para isso perceber que trocado cada Push por um D e cada Pop por um
S temos uma relacao um a um entre as sequéncias. Isso realmente pode ser feito visto
que as duas sequéncias possuem 2n elementos, divididos em 2 tipos (Push , Pop e D, S).
Ambas comecam com um elemento e terminam com outro e além disso possuem o mesmo
limitante enquanto estdo sendo formadas, ndo podem possuir mais Pop’s / S’s do que

Push’s /' D’s quando olhadas a qualquer momento enquanto estao sendo formadas.
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Portanto o nimero de sequéncias do tipo € de n elementos é igual ao ntimero de
sequéncias de Push’s e Pop’s, isto é, o nimero de arvores com n arestas ¢ igual ao nimero
de sorteio de pilhas de n objetos, que conforme mostra a proposicao 3.3.1, é igual ao

n-ésimo numero de Catalan. [l

Deixamos mais quatro exemplos de sequencias que sao relacionadas aos niimeros

de Catalan.

(a) C, conta o ntumero de caminhos monoténicos em uma grade n X n que nao sobe
acima da diagonal.

(b) C,, conta o ntamero de caminhos Dyck de comprimento 2n que terminam no eixo
horizontal.

(c) C, conta o ntimero de arvores planares binarias com n + 1 folhas.

(d) C, conta o ntimero de strings balanceadas de parénteses de comprimento 2n.

Poderiamos citar tantas outras ainda. Para mais informacoes da sequéncias dos exemplos

ou outras veja em (ROMAN, 2015).
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4 PERMUTACOES DE TIPO POLINOMIAL

Neste capitulo veremos que todo conjunto finito de n polinomios induz a uma
permutacao de n elementos. Mostraremos que para os casos em que n < 3, qualquer
permutacao de n elementos distintos pode ser induzida a partir de n polinémios distintos,
porém para n > 4 nem toda permutacao pode ser obtida desta maneira. Nosso objetivo
é descrever todas as permutagoes que podem ser induzidas por polinémios. Este tipo de
permutacoes serao chamadas de permutacoes polinomiais, permutacoes permissiveis ou
também de intercambios polinomiais. O teorema de Maxim Kontsevich apresenta uma
caracteristica de todas as permutacoes polinomiais de quatro elementos e o teorema de

Etienne caracteriza todas as permutacoes polinomiais com (n > 4) elementos.

4.1 PERMUTACAO POLINOMIAL

Defini¢ao 4 Sejam n > 2 um nimero inteiro e uma permutacio m : {1,2,... . n} —
{1,2,...,n}. Dizemos que m é uma permutacdo polinomial se existirem n polinémios
Py, ..., P, € Rlx] e existe € > 0 tais que:

(a) Pi(x) > Py(x) > -+ > P,(x) para todo —e < x < 0; e
(b) Pray(x) > Proy(x) > -+ > Prny(2) para todo 0 < x < €.

Uma permutagao polinomial também é chamada de permutacao permissivel ou de
intercimbio polinomial.

Observe que a permutacao 7 de (1,2,3) tal que 7(1) =3, 7(2) =1len(3)=2¢
uma permutagiao polinomial. Tome Pj(z) = 2% | Py(x) = 2° e P3(x) = z, para |x| sufici-
entemente pequeno temos Pj(x) > Py(z) > Ps3(x) para x < 0 e P3(z) > P(z) > Py(x)

para x > 0, conforme podemos ver no grafico dos polinémios apresentado na Figura 17.
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P

P

P

Figura 17: Permutagao (1,2 ,3) — (3, 1, 2)

Ficam algumas questoes em aberto. Sera que todas permutacdes sao permutagoes
polinomiais? Se nao, podemos saber quais permutacoes serao polinomiais e quais nao?
Responderemos essas questoes nas proximas secoes.

Para cada conjunto de n fun¢oes polinomiais dadas a partir de agora, vamos estudar

as permutagdes polinomiais a elas associadas considerando |z| suficientemente pequeno.

4.2 PERMUTACAO POLINOMIAL COM DUAS CURVAS

Podemos encontrar duas fung¢des polinomiais, digamos p; e pe, com py(z) > po(x)

para x negativo e que satisfacam as duas permutacoes possiveis para p; e ps com z positivo,

que sao py(z) > pa(x) e p1(z) < pa(x).
Por exemplo, tomando p;(x) = 2% e po(x) = z teremos pi(x) > po(z) para x

negativo e p;(z) < po(z) para z positivo, conforme mostra a Figura 18.

D1

D2

Figura 18: Permutacao (2 1)

Porém, tomando p;(z) = 2? e pa(z) = 0 teremos novamente p;(x) > ps(z) para =

negativo, mas agora pi(z) > pa(x) para x positivo. A Figura 19 mostra esse caso.
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D1

D2

Figura 19: permutagao (1 2)

E possivel ver que existem infinitos polinémios que satisfacam a definicio de per-
mutac¢ao polinomial para cada uma das permutagoes.

Para o caso em que p;(z) > pao(x) com z # 0, seja q,(x) = pi(x) + 2", assim
teremos ¢, (x) > p1(x) > pa(z) com x # 0, para todo n € N*.

Porém, se pi(z) > po(z) para x < 0 e pi(z) < pa(x) para = > 0, tome g,(z) =
pa(z) — 2 ,n > N € N com N suficientemente grande, assim teremos p;(z) > ¢,(x)
para x < 0 e ¢,(x) > p1(x) para x > 0.

Resumindo, todas as permutacoes de dois elementos (a permutacao identidade e a

permutagao ciclica) sdo realizadas por polinémios.

4.3 PERMUTACAO POLINOMIAL COM TRES CURVAS

Veremos agora as diferentes configuracdes dos gréaficos na vizinhanca da origem
escolhendo trés polindmios p;, ps € ps distintos que passam pela origem. Lembrando que
as posicoes relativas desses polindémios nos graficos quando olhamos em cada lado da
origem, sao determinadas pelas valoracoes das diferencas p; — p;.

Seja 7 : {1,2,3} — {1,2,3} uma permutacdo. Mostraremos através de exemplos

que cada uma das seis permutagoes possiveis para 7 sao de fato permutacoes polinomiais.

I) Permutagao (123 ).

1 1
Tome: 2 2
pi(z) = 22 3 3
pa(z) =0
p3(z) = —2?

Figura 20: Permutagdo (12 3 )
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IT) Permutagdo (13 2).

1 1
Tome: 2 3
p(z) = 2? 3 2
p2(z) = —a3
ps(x) =0 \

Figura 21: Permutacao (13 2)

IIT) Permutagao (21 3).

Tome: % %

pi() =0 33

p2($) =a°

pa(a) = —a? / \

Figura 22: Permutacao (21 3)

IV) Permutacdo (231 ).

1 2
Tome: 2 3
pi(z) = —x 3 1
pa(z) = 22
p3(z) = —2?

Figura 23: Permutacao (23 1)

V) Permutagao (312 ).

1 3
Tome: 2 1
pi(z) = z? 3 2
pa(x) = —2°
ps(z) =x

Figura 24: Permutacao (31 2)
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VI) Permutacdo (321 ).

1 3
Tome: 2 2
pa(x) =
ps(x) =z

Figura 25: Permutacdo (32 1)

4.4 TEOREMA DE MAXIM KONTSEVICH

Nesta secao, veremos que dada uma permutacao 7 de quatro elementos, nem sem-
pre é possivel encontrar quatro polindmios que realize 7. Assim, nem todas as vinte e
quatro permutagoes possiveis sao permutacoes polinomiais. Na verdade podemos mostrar
exemplos de polinémios que nos permitem dizer que vinte e duas delas sao permutacoes
polinomiais, sendo que para as outras duas é uma tarefa impossivel, conforme afirma o

teorema 4.4.1 para uma delas e a outra é uma decorréncia direta.

Teorema 4.4.1 (de Maxim Kontsevich) Nao existem quatro polinomios p,(x), pa(z),
ps(z) e py(x) passando pela origem tais que, tomando |x| suficientemente pequeno, temos

pi(z) > pa(x) > p3(x) > pa(x) para x <0 e pa(x) > ps(x) > pi(z) > ps(z) para z > 0.

Demonstracao: Suponha por absurdo que existam tais polinémios.
Seja P; = p; — py. Assim temos Py(x) = 0 para todo z € R, e Pi(x) > Py(z) >
Ps(z) > 0 para x < 0, assim como Py(x) > 0 > Pi(x) > P3(x) para x > 0, conforme

mostra a Figura 26.
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P
Py

Py

Py

P,=0 Py
Py
Py

Figura 26: Permutacao (2,4, 1, 3).

Note que Pj(z) e Ps(z) assumem valores positivos para x < 0 e valores negativos
para x > 0, isto ¢, mudam de sinal na origem e, sendo assim, pela proposi¢ao 2.3.2, temos
que v(Py) e v(Ps) sao impares. Também temos P»(x) > 0 para todo x portanto, utilizando
a mesma justificativa, v(P,) é par.

Agora, como Pj(z) > Py(z) > P3(x) > 0 para = negativo entao, pelo lema 2.3.4,

temos
U(Pg) Z ’U(PQ) Z ’U(Pl). (41)

Por outro lado, 0 > P;(z) > Ps(x) para z positivo implica que |P;| < |P;|, para x

positivo, sendo assim, novamente de acordo com o lema 2.3.4 temos que

U(Pl) Z U(Pg). (42)

Para que as desigualdades (4.1) e (4.2) sejam satisfeitas teremos
’U(Pl) = ’U(PQ) = U(Pg).

O que nos leva a uma contradi¢ao, pois vimos que v(P;) e v(P3) sao impares e v(Fy) é
par.

Logo concluimos que nao existem tais polindmios. 0

Acabamos de ver que a permutacao (2,4, 1,3) ndo é uma permutagdo polinomial,

sendo assim, veremos que a permutagao inversa (3, 1,4,2) também nao é.

Corolario 4.4.2 Nao existem quatro polinémios pi(x), pa(z), p3(x) e ps(x) passando pela
origem tais que, tomando || suficientemente pequeno, temos pi(x) > po(z) > ps(x) >

pa(z) para x < 0 e ps(x) > pi(z) > ps(x) > pa(x) para x > 0.
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Demonstracao: Escolhendo valores para |z| suficientemente pequeno, suponha que
existam Py, Py, P3 ¢ Py com Py(x) > Py(z) > P3(x) > Py(x) para x negativo e, P3(z) >
Pi(z) > Py(x) > Py(x) para x positivo. Tomando Q1 (z) = Ps(—x), Qa2(x) = Pi(—x), Q3(x) =
Py(—x) e Qu(x) = Py(—x), teriamos Q1(x) > Q2(z) > Qs(x) > Q4(z) para x negativo
e Q2(z) > Qu(z) > Q1(x) > Qs3(x) para x positivo, mas isso nos diz que a permuta-
¢ao (2,4,1,3) é polinomial, e acabamos de mostrar no teorema 4.4.1 o contrario. Logo a

permutacao (3,1,4,2) também nao é uma permutagao polinomial. 0

As permutagoes (2, 4, 1, 3) e (3, 1, 4, 2) sao chamadas de permutagoes proibidas
ou permutacoes de Kontsevich.
No apéndice sao mostrados exemplos de polinémios comprovando que todas as

outras vinte e duas permutacoes possiveis sao permutacoes polinomiais.

4.5 TEOREMA DE ETIENNE GHYS

Vimos que dada uma permutacao w de até trés elementos, existem polindmios dis-
tintos passando pela origem que induzem a permutacao m. Porém se m ¢ uma permutagao
de quatro elementos, nem sempre 7 é uma permutacao polinomial, mais precisamente as
tinicas permutagoes que nao sdo induzidas por polindomios sdo as permutacoes (2,4, 1, 3)
e (3,1,4,2). Mas como fica a situa¢do quando 7 : {1,2,--- ;n} — {1,2,--- ,n} é uma
permutacao para n > 57 E o que veremos nesta secao.

Vamos provar que os as permutagoes que nao contém as permutacoes proibidas
sao as tnicas que tornam uma permutacao m nao polinomial. Isso é o contetido do teo-
rema 4.5.3 de Etienne Ghys que, em outras palavras nos diz que dada uma permutacao
7 de quatro ou mais elementos ela ser& polinomial se, e somente, nao existe uma subcon-
junto de E C {1,...,n} tal que restricdo de m a F seja uma permutagao de Kontsevich.
Antes de enunciarmos o teorema de Etienne veremos alguns resultados que nos ajudario

na demonstracao do teorema.

Lema 4.5.1 Seja w:{1,2,...,n} — {1,2,...,n}, com n > 3, uma permuta¢io que naio
contém (2,4,1,3) nem (3,1,4,2). Entio existe um intervalo' proprio I = {m, ... k}, com

1 <m <k <n, de comprimento k —m+ 1 > 2 cuja imagem por m € um intervalo.

Demonstracao: Podemos ver nos exemplos mostrados na secao 4.3 que em todas as
permutacoes possiveis existem um intervalo cuja imagem por 7 também é um intervalo.

Sendo assim, daqui para frente trataremos na demonstracao para valores de n > 4.

1Sejam a,b € N com a < b. Vamos considerar I = {a,b} um intervalo em N quando I for o conjunto
formado por todos nimeros naturais de a até b, ou seja, I = {a,a+1,...,b}.
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Agora note que a permutacio “reversa’ 7 (k) = n4+1—m(k) 7 também nio contém
(2,4,1,3) nem (3,1,4,2). De fato, como 7 nado contém (2,4, 1,3) entdo nao existem 4
indices i1, 9,13 € iqy com 1 < iy < ip < i3 < 14 tais que 7w(iz) < 7(ig) < 7(i1) < 7(iz). Mas
como 7 (i3) = n+1—m(iz), 7 (i1) = n+1—m(iy), 7 (i) = n+1—m(is) e 7 (ig) = n+1—m(iy),

segue que:

7T(?:2) < 7T<i4) < 7T(7:1> < 7T(i3) - 7T/(i3> < F/(il) < 7T/(’i4) < 7T/(7:2>

Portanto 7 nao contém (2,4, 1,3) implica que 7 nao contém (3, 1,4,2).

De forma analoga temos que 7 nio contém (3,1,4,2) implica que 7' nio contém
(4,2,1,3).

Sem perda de generalidade podemos supor que 7(1) < m(2), pois caso contrério,

poderiamos substituir 7 pela permutacao reversa pois

) >702) = n+l—-al)>n+1-7(2) = (1) <7 (2)

Assim, se m(2) = w(1) + 1, terminamos, pois a imagem de {1,2} & o intervalo
[r(1), %)},

Porém, se m(2) # m(1)+1 , segue que m(2) > w(1)+1. Seja J = {x € N/7(1)+1 <
r < m(2)}

Sendo assim, considere o menor niimero inteiro k tal que 7({2,...,k}) contenha o
intervalo J. Note que 7 (k) estd em J, de modo que 7(1) < w(k) < w(2).

Agora, se a imagem 7({2,...,k}) é exatamente igual ao intervalo .J, entdo encon-
tramos um intervalo nao trivial cuja imagem por 7 é um intervalo.

Por outro lado, se a imagem 7({2,--- ,k}) ndo é exatamente igual ao intervalo J,
escolha um elemento [ entre 2 e k£ cuja imagem por m nao pertenca ao intervalo J. Deste
modo temos 7(l) < (1) ou 7(l) > 7(2).

Se m(l) < w(1), olhando os elementos 1, 2, [, k, verificamos que satisfazem 1 < 2 <
[ <ken(l) <m(l) <m(k) < m(2) de acordo com a Figura 27, o que seria impossivel pois

7 nao possui (3,1,4,2).
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Figura 27: Permutagao (3,1,4,2)

Portanto, podemos assumir que todos os elementos de 7({2,...,k}) sdo maiores
do que 7(1).

Podemos também assumir que ({2, ..., k}) ndo é um intervalo, caso contrario ter-
minariamos. Portanto, se w(l) > m(2) entdo ha pelo menos uma “lacuna” em ({2, ..., k}),
que deve ser maior que 7(2). Logo, existem m e [ tais que k < m e 2 < [ < k com
m(2) < w(m) < w(l). Perceba que assim os quatro elementos (2,[,k, m) sdo tais que
2<l<k<men(k) <m(2) <m(m) < n(l), como mostra a Figura 28, o que nos leva

novamente a uma contradigdo pois 7 nao contém (3, 1,4, 2).

® (l)
m ”
k % : W(m)
| @ m(2)
; (k)
2 (1) +1

1 06— 0@ 7(1)

Figura 28: Permutacao (3, 1,4, 2).

Portanto acabamos de ver que a imagem de todo os elementos entre 2 e k pertencem
a J. Assim, demonstramos o lema. O

A partir dele, podemos escrever o proximo lema.

Lema 4.5.2 Seja 7 : {1,2,....,n} — {1,2,....n} uma permutac¢io que nao contenha



66

(2,4,1,3) nem (3,1,4,2), com n > 2. Entao existem dois nimeros inteiros consecutivos

cujas imagens deles por ™ sao consecutivas.

Demonstragao: De acordo com lema 4.5.1 existe um intervalo proprio I = {m, ..., k}
sendo 1 < m < k < n, de comprimento k —m+1 > 2, cuja imagem por 7 é um intervalo.
Se k —m = 1 entao temos que as imagens de m e k por 7 sao consecutivas.

Caso contrario, note que a permutagao m de {m,m+1,... k} continua sendo uma
permutacao que nao contém (2,4,1,3) nem (3, 1,4, 2). Portanto, aplicando novamente o
lema 4.5.1, sabemos que existe um intervalo Iy C I com I} = {my,m1 + 1,...k;} sendo
m < my < k; <k, de comprimento k; —my + 1 > 2, cuja imagem por 7 é um intervalo.
Se k1 —my = 1 entdo as imagens de my e k; por 7 sdo consecutivas.

Caso contrario seguimos este processo até que encontremos um intervalo [; C
I,y C --- C I, C I, contendo apenas dois elementos, m; e k;, e portanto o lema 4.5.1
nos diz que a imagem deles por m é um intervalo que serda formado por no méximo
quatro termos, e de acordo com os exemplos mostrados no trabalho possui dois termos

consecutivos com respectivas imagens consecutivas. Portanto provamos o lema. [l

Teorema 4.5.3 (de Etienne) Seja 7 : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} para n > 4 uma
permutagdo. ™ € uma permutacdo polinomial se e somente se m nao contém (2,4,1,3) ou
(3,1,4,2).

Demonstracao: De acordo o teorema 4.4.1 de Maxim Kontsevich e com as defini¢oes
de permutacao polinomial e de permutacao que contém (2,4, 1,3) ou (3, 1,4, 2), temos que
todas permutagoes polinomiais sdo permutagoes que nao contém (2,4, 1,3) nem (3, 1,4, 2).
De fato, se 7 é uma permutacdo polinomial que contém (2,4,1,3) ou (3,1,4,2) entdo
existiriam quatro polindomios, P;,, P;,, P;, e P;, que iriam contrapor o teorema 4.4.1.

Portanto falta mostrar que se uma permutacdo m nao contém (2,4,1,3) nem
(3,1,4,2), entdao ela é uma permutagdo polinomial. Faremos isso usando o método de
inducao comecando em n = 4..

Seja 7 : {1,...,n} — {1,...,n} uma permutagao que nao contém (2,4, 1,3) nem
(3,1,4,2), isto é, ndo existem iy, 9,13, € 74 com 1 < iy < iy < i3 < iy < n de modo que
m(ia) < m(iq) < m(in) < w(iz) ou w(iz) < w(iy) < 7(ig) < 7(ia).

Ja vimos que para n = 4, se m nao contém (2,4, 1,3) nem (3, 1,4, 2), entdo 7 é uma
permutacao polinomial.

Supomos entao a afirmacao verdadeira para n.

Seja m : {1,2,...,n+ 1} — {1,2,...,n + 1} uma permutacio que ndo contém
(2,4,1,3) nem (3,1,4,2). Pelo lema 4.5.2, sabemos que existem dois ntimeros inteiros

consecutivos 4,7 + 1, com imagens consecutivas (i), w(i + 1).
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Colapsando {i,i+ 1} e {m(i), 7(i + 1)}, ou seja, tomando-os como sendo um tinico
elemento conforme ilustrado na Figura 29, teremos uma permutacio 7 de n elementos
que nio contém (2,4,1,3) nem (3,1,4,2). Entdo, de acordo com a hipotese, 7" é uma

permutacao polinomial.

Figura 29: Pontos colapsados.

Sendo assim, existem n polinémios Py, P, ..., P, de modo que, tomando |z| su-
ficientemente pequeno temos Pi(z) > Py(z) > -+ > Fy(z) paraz < 0e Py (x) >
Pogy(x) >+ > P,y (z) paraz > 0.

Vamos agora substituir o i-ésimo polinémio P; por dois polinémios, Pi' e Pl-”, para

produzir n + 1 polinémios

’ 1
Pla"'7pi—17PiaPz‘7Pi+17"'>Pn

que induzam a permutacgao 7. Basta definir

onde T deve ser maior do que o grau do polinémio P;.;, além disso, deve par se m(i +
1) > 7(i) ou impar se 7(i + 1) < m(i). Assim teremos n + 1 polinémios de forma que
Pi(x) > Pa(x) > --- > Pu(x) para < 0 e Pyyy(x) > Pry(x) > -+ > Prpy(x) para
x> 0.

Portanto se m nao contém (2,4, 1,3) nem (3,1,4,2), entdo é uma permutacao po-
linomial.

Logo o teorema estéd demonstrado. O

Concluimos que, tomando uma permutagao = : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} com
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n > 4, m é uma permutagdo polinomial se e somente se 7 nao contém (2,4,1,3) nem
(3,1,4,2).

Mas ainda nao respontemos quantas permutacoes polinomiais existem quando to-
mamos n > 5, nem sabemos se é possivel fazer esta contagem para um n qualquer. Esse

serd o foco do proximo capitulo.
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5 CONTANDO PERMUTACOES POLINOMIAIS

Neste capitulo vamos contar a quantidade de permutacoes de n elementos que sao
polinomiais. Para facilitar essa contagem iremos “arborizar polinémios”, isto é, traduzir o
problema descrito a um problema equivalente de contagem no nivel de arvores. Portanto,
calcular o niimero de permutagoes polinomiais de n elementos, equivale (a menos de uma
operagao que “poda” arvores) a contar o niimero de arvores podadas contendo n folhas.
Finalmente usaremos funcoes geradoras para estabelecer a contagem de arvores desejada.

Esperamos que o seguinte resumo facilite a leitura do trabalho a ser feito nesta

Secao.

RESUMO:

1. Todo conjunto de n polinémios que passam pela origem induz uma arvore
planar A com n folhas.

2. Toda arvore planar A com n folhas vem munido com duas relacoes de
ordem total definidas de forma natural.

3. Sabemos que qualquer conjunto finito munido de duas relacoes de ordem
induzem uma permutacao de n elementos. Em particular, qualquer arvore
planar A com n folhas induz uma permutacao de n elementos.

4. Duas arvores planares com n folhas podem induzir a mesma permutacao.
Para nao ter esta situacao indesejavel, iremos a “podéa-las”. Tal poda sera
feito mantendo a estrutura original da arvore, isto é, que a arvore planar
podada induza a permutacao original.

5. Toda arvore podada com n folhas induz uma tnica permutacao. Além
disso, esta permutacao associada é polinomial.

6. O namero de arvores planares podadas de n folhas é igual ao ntimero de

permutacoes polinomiais.

5.1 ARBORIZACAO DE POLINOMIOS

Comecaremos mostrando como podemos construir uma arvore a partir de um exem-

plo para oito polinémios dados. Sejam os polinémios:
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ps(r) = 3z + 22% + 2° — da* + 2°.
A Figura 30 mostra o grafico destes oito polinémios. Vamos analisar a configuragao

local dos graficos numa vizinhanca da origem.

Figura 30: Graficos dos oito polinomios.

Como estamos escolhendo polinémios que passam pela origem entao todos os coefi-
cientes do termo independente sao zeros, sendo assim vamos considerar primeiro os termos
de grau 1. Encontramos entao trés possibilidades: 3z (para pi, ps e ps), 0 (para py, py e
ps) e —x (para ps e pr).

Como podemos observar na Figura 31 que é uma linearizacao local da Figura 30,
dando um zoom nas proximidades da origem vemos apenas trés gréaficos. Isso porque
quando tomamos x suficientemente pequeno, as fungdes que possuem o mesmo coeficiente

para o termo de grau um sofrem pouca influéncia dos outros termos com maior grau.
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Figura 31: Zoom na origem.

Portanto, considerando valores positivos suficientemente pequenos para x temos
3r > 0 > —ux, e assim podemos dizer que para estes valores de = o grafico de p;, por
exemplo, estd acima do grafico de py, que por sua vez estd acima do grafico de p3. No
entanto os termos de grau 1 nao nos fornecem informagoes suficientes para compararmos
as fungoes que possuem coeficientes iguais relativos a esse termo, o que acontece entre py,

Pe € ps, também entre po, py € ps € com p3 e py. Visualizamos a situacao na Figura 32.

———————————— @ ----------Nivel0

Nivel 1

D1, Ps, P8 P2, P4, P5 Pp3, P7

Figura 32: Termos de grau 1.

O nivel 0 na Figura 32 indica a raiz da arvore. O nivel 1 mostra as posigoes dos
polinémios referentes aos termos dos coeficientes de grau zero, que para o nosso caso
sempre ocupam a mesma posi¢ao pois sao todos iguais a zero. J& o nivel 2 apresenta as
distincoes dos polinomios a partir dos termos de coeficientes de grau 1.

Considerando os termos de grau 2, a arvore passara a apresentar o nivel 3, no qual

existe a possibilidade de fazer a distingao dos polindmios que eram indistinguiveis no nivel
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anterior, o que de fato acontece. Temos entdo quatro possibilidades, 3z + 222, 3z + 22, 22

e —v + 22, mostradas na Figura 33.

___________ @ ---=-=-=-===-Nivel 0
---------- Nivel 1
==+ Nivel 2
==-Nivel 3
Ps D2, D4, D5
D1, Pe p3, p7

Figura 33: Termos de grau 2.

Os termos de grau 2 nos permitiram distinguir pg de p; e pg, portanto seré desne-
cessario continuar analisando este polindbmio em graus maiores, 0 que nao acontece para
os demais polindémios pois p; e pg, assim como po, Py € p; € também ps e p; ainda estao
igualmente posicionados. Prosseguiremos entao refinando nossa analise dos termos.

No nivel 4 os coeficientes dos termos de grau 3 nos permitem distinguir p; de pg

assim como p, de py e de ps, como mostra a Figura 34.

----------- Nivel 0
——————————— Nivel 1

== Niwvel 2

== Nivel 3

== Nivel 4
Ds b1 D2 P4, D5 Dps, P

Figura 34: Termos de grau 3.

A analise dos termos de grau 4 é inttil pois nao permite fazer a distingao entre dois

polinémios anteriormente indistinguiveis, porém olhando os termos de grau 5 podemos
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separar p, de ps enquanto que apenas quando olhamos os coeficientes dos termos de grau
6, j4 no nivel 7 da arvore, podemos fazer a distin¢do entre p3 e p7, conseguindo assim
separar todos os oito polindmios dados.

Codificaremos esta situagao em uma arvore planar onde, em cada nivel os nds sao
ordenados da esquerda para a direita e quando ocorre uma bifurcacdao em um determinado
no, colocamos mais a esquerda o filho que representa o polinémio que possui o maior
coeficiente do termo que foi responsavel pela separagao. A arvore da Figura 35 ilustra o

resultado final, onde cada folha representa um dos polinémios dados.

Nivel 0
Nivel 1

Nivel 2

Nivel 3

Nivel 4

Nivel 5

Nivel 6

Nivel 7

Figura 35: Arvore completa.

Vamos verificar que desta maneira a arvore possui informacoes suficientes para
construir a permutacao polinomial associada aos oito polinomios dados no exemplo.

De fato, é facil ver que tomando = positivo suficientemente pequeno temos

P8 > Pe > P1 > P2 > Pg > Ps > P3 > Pr-

Para ordenarmos os polindmios considerando valores de x negativos proximos ao
zero, isto é, determinarmos a permutagao polinomial, vamos avaliar as valuacoes da di-
ferenca entre dois polinémios. Na verdade esta ordenacao sera feita baseada na arvore
recém construida, olhando em qual nivel esta o primeiro ancestral comum a duas folhas
da arvore.

Vamos entao definir a relacdo de ordem para os polindmios quando tomamos ||
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suficientemente pequeno. Denote com p; A p; o primeiro ancestral comum as folhas que
representam p; e p;. Note que o nivel deste ancestral serd igual a valoragao da diferenca
dos polinémios representados por estas folhas. Sendo assim, devido a proposi¢ao 2.3.3
sabemos que de acordo com a paridade da valuacao desta diferenca, os polinomios se
cruzam ou nao quando passam pela origem. Sem perda de generalidade considere p; < p;
para x positivo. Portanto se p; A p; estd em um nivel par da arvore entao teremos p; < p;
para x negativo. Por outro lado, se p; Ap; est4 em um nivel impar da arvore entao teremos
p; > p; para r negativo.

Como cada folha da arvore representa um dos polindmios dados, apds reordenar-
mos os polindmios para os valores de = negativos, teremos o que pode ser chamado de
arvore “torcida” relacionada a arvore inicialmente construida, ou seja, partindo da arvore
construida podemos torcer os galhos fazendo com que as folhas passem a ocupar uma
nova posi¢ao. Vamos torcer os galhos a partir dos maiores niveis em que se encontram os
ancestrais comuns as folhas, como veremos nas figuras a seguir.

A Figura 36 mostra a arvore construida a partir dos polinémios e também a arvore
com a torcao dos galhos que partem de py A ps, que é o ancestral comum que aparece em

no maior nivel impar (nivel 5).

Nivel 0 Nivel 0

Nivel 1 Nivel 1
Nivel 2 Nivel 2
Nivel 3 Nivel 3
Nivel 4 Nivel 4
Nivel 5 Nivel 5

Nivel 6 Nivel 6

Nivel 7
ps p7 p3 pr7

Nivel 7

Torcao dos galhos com ancestral

Arvore original. )
no nivel 5

Figura 36: Arvore original e com torcio de py A ps.

A Figura 37 apresenta os graficos com a tor¢ao dos galhos que partem dos ancestrais
no nivel 3 e finalmente com a tor¢ao dos galhos que partem do ancestral no nivel 1,

formando a arvore torcida.
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Nivel0 === ====@-————====- Nivel 0

Nivell ===~ 7" Nivel 1

Nivel 2 - = =" Nivel 2
Nivel 3 - == Nivel 3
Nivel 4 = Nivel 4
Ds
Nivel 5 il A Nivel 5
Nivel 6 T~~~ =-==- Nivel 6
Nivel 7 @O ——— Nivel 7
b3 pr b3 D7
Torgao dos galhos com ancestral Torgao dos galhos com ancestral
no nivel 3 no nivel 1

Figura 37: Arvores com tor¢ao dos galhos partindo dos ancestrais nos niveis 3 e arvore
torcida.

De acordo com a relacao de ordem definida para x negativo temos

P3 > Pr > Ps > Py > P2 > Ps > P1 > Pe,

o que era esperado. Obtemos assim a permutagao polinomial

(1,2,3,4,5,6,7,8) — (7,8,6,5,4,1,3,2)

Passemos entao a considerar o caso geral.

Proposigao 5.1.1 Seja P um conjunto de n polindémios passando pela origem. Entao

existe uma drvore planar com n folhas induzida por P.

Demonstracao: A ideia é a seguinte, para cada k& € N vamos a definir uma re-
lacao de equivaléncia “~.” no conjunto P. Veremos que se k é grande, entao as classes
’
valénci . omio. Utiliz .
de equivaléncia correspondentes possuem um tnico polinémio. Utilizaremos essa relagao
para associar cada polindmio a uma folha da arvore dos polindémios que iremos construir.

Comecemos entao definindo a seguinte relagao “~” sobre P:
Vp,ge P, pryq <= vip—q) =k,

onde v(p) é a valuagao do polinémio p. Mostremos que “~,;” define uma relagao de equi-

valéncia. De fato, vamos mostrar que cada uma das propriedades sao satisfeitas.

o Reflexiva
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v(p —p) =v(0) =00 >k, logo p ~ p

e Simétrica
Seja p ~ q. Assim v(p — q) > k, mas como p —q = —(q — p), temos que v(q — p) =
v(=(p—q) =v(=1)+v(p—q) =0+v(p—q) =k, e dai temos que g ~ p.

e Transitiva.
Sejam t,p,q € P tais que p ~p q e q ~p t. Assim v(p —q) > ke v(qg—1t) > k.
Portanto v(p —t) = v(p — g+ q—t) > min{v(p — q),v(qg — t)} > k, logo p ~y t.

Note que para um valor de k suficientemente grande o conjunto P terd n classes
de equivaléncias cada uma contendo apenas um polinémio.

Isso pode ser mostrado por contradicao, supondo que exista uma classe com dois
polindémios equivalentes, digamos p ~, ¢. Entdo os coeficientes de 2°, 2!, ..., 2¥71 de p sdo
iguais aos coeficientes de 2% 2%, ..., 2¥"! de ¢, respectivamente, mas como p # ¢ temos
que os coeficientes de ambos os polinémios relativos a algum z° sao diferentes, porém
como tomamos k suficientemente grande temos k£ > ¢ e isso nos diz que os coeficientes de
x; referentes aos dois polindmios sao iguais, chegando a uma contradicao. Logo p % ¢,
ou seja, nao existe nenhuma classe de polindbmios com mais de um elemento de P se
escolhermos um £ suficientemente grande.

Podemos comegar a organizar a construcao da arvore que serd associada a n po-
linomios dados, de maneira que depois possamos mostrar que seguindo as regras definidas,
esta arvore serd unica.

A construcao da arvore relacionada a n polinomios dados se dara da seguinte forma:

O nivel zero vai conter a raiz, que serd rotulada pela classe de equivaléncia da
relagdo v(p — q) > 0, isto &, todos os polinémios de P.

O nivel 1 vai ser formado por todas as classes de equivaléncia formadas a partir
da relacao v(p — ¢) > 1. Como escolhemos polindmios passando pela origem (termo
independente igual a zero), continuamos com todos os n polinémios pertencendo a mesma
classe.

No segundo nivel teremos os netos da raiz, eles serao rotulados pelas classes de
equivaléncias da relagao v(p — q) > 2. Perceba que aqui podemos novamente ter apenas
uma classe de equivaléncia mas agora ha possibilidade de existirem mais classes, de fato,
para que isso aconteca basta que pelo menos um dos polindbmios possua o termo de grau
1 com coeficiente diferente dos demais. Os polindmios que possuem os coeficientes iguais
para o termo de grau 1 , pertencem a mesma classe de equivaléncia.

Apesar de podermos seguir esses passos infinitamente, aumentando os niveis cada
vez mais, tomando k > max{ty, tq,--- ,t,} onde t; é o grau do i-ésimo polindmio, teremos

cada classe de equivaléncia composta por apenas um polinémio de P e ai ja podemos
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parar o processo, ficando com n folhas rotuladas pelos n polinomios do conjunto P. [

Proposicao 5.1.2 Seja A uma drvore planar com n folhas. Entao o conjunto dasn folhas

induzem uma permutacdo em {1,... ,n}.

Demonstracao: Vamos nomear cada folha de acordo com a posi¢ao em que ocupa na arvore,
partindo da esquerda para a direita, assim, a primeira folha & esquerda sera a folha 1,
a proxima folha que aparecer no seu lado direito serd a folha 2 e assim sucessivamente.
Deste modo podemos definir uma ordenagao das n folhas de A, denotada por <, onde
a < b (a precede b) se a folha a ndo estiver & direita da folha b na arvore. Aqui estamos
considerando a ordenacao natural dada pelo plano.

Agora definiremos uma outra relacao denotada por <<.

Seja a A b o primeiro ancestral comum as folhas a e b.

Se a < beaAb estiver em um nivel par
a<<b < ou

Se b < aeaAb estiver em um nivel impar.

Isso pode ser visto como uma forma de “torcer” a arvore.
Assim definida, a relagdo << também é uma relagdo de ordem total pois dadas

folhas a, b, ¢ temos:

e a << a pois a < a (a ndo esta a direita de a). Aqui mostramos a reflexividade.

e Sea << beb << aentao, considerando que a Ab estd em um nivel par temos a < b
e b < a. Por outro lado se a A b estd em um nivel impar temos b < a € a < b. Em
ambos os casos, como < é uma relacao de ordem temos que a = b. Assim mostramos
a propriedade anti-simétrica.

e Para provar a transitividade, seja a << be b << c.

Vamos analisar caso a caso a paridade dos niveis em que a A b e b A ¢ podem estar.

(I) SeaAbebAcestdo em um nivel par entdo a A ¢ também estd em um nivel
par. Além disso temos a < b e b < ¢, mas como < ¢ uma relacao de ordem,

entao a < c. Sendo assim,

a<<beb<<c¢c = a<beb<c = a<c¢c = a=<<c

(IT) Se a Ab esta em um nivel par e b A ¢ em um nivel impar entdo a A ¢ esta em

um nivel impar e dai segue que

a<<beb<<c¢c = a<bec=<b.
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(I1T)

(IV)

Mas ainda nao podemos concluir diretamente que ¢ < a. Suponha por absurdo
que a < c.

Segue que a < ¢ < b. Como a A b estd em um nivel par e a A ¢ em um nivel
impar entao sabemos que eles pertencem a niveis diferentes da arvore. Para o
caso em que aAc estd em um nivel maior do que a A b, partindo de ¢ em diregao
a ¢ A\ b passamos por a A ¢, portanto a A b = ¢ A\ b. Mas isso é uma contradicao
pois eles pertencem a niveis diferentes da arvore. Analogamente chegamos a
uma contradicao para o caso em que a Ac estd em um nivel menor do que a Ab.
Logo temos que ¢ < a.

Sendo assim, como a A ¢ estd em um nivel impar, temos

c<a — a=<<c.

Se a A b estd em um nivel impar e b A ¢ estd em um nivel par entdao a < ¢ esta
em um nivel impar. Aqui, novamente estaremos em um caso semelhante ao
do item (II), onde nao chegamos a uma conclusao direta entre a e c¢. Fazendo
o raciocinio anélogo ao que foi feito no item anterior mostramos que ¢ < a.

Agora, como a A ¢ estd em um nivel impar, temos que
c<a = a<<c

Se aAbebAcestao em um nivel impar entao a A ¢ também estd em um nivel

impar e dai segue que

a<<beb=<<c¢c = b<aec<b—c<a = a=<<c

Portanto estd mostrada a transitividade.

Logo mostramos que << realmente é uma relagao de ordem. Falta mostrar que é

uma relacao de ordem total, isto é, se a e b sao duas folhas quaisquer entdao a << b ou

b << a. De fato, sendo < uma relacao de ordem total, as folhas a e b satisfazem a < b

ou b < a. Assuma que a < b. Entdo dependendo da paridade do nivel de a A b teremos

a <= b (nivel par) ou b << a (nivel impar).

O caso em que b < a pode ser feito de forma anéloga.

Logo, dados a e b temos que a << b ou b << a ou seja, << ¢é uma relacao de

ordem total.

Portanto, temos um conjunto de n elementos (folhas), munidos com duas rela-

coes de ordem total, < e <<. Sendo assim, como sabemos, induz uma permutacao de n

elementos.

O
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Desta maneira, dados n polinémios distintos que passam pela origem podemos
montar uma arvore planar com n folhas de modo que cada folha represente um dos
polinémios dados e a partir desta arvore teremos duas ordenagoes de suas folhas, denotadas
por < para a posicao natural das folhas na arvore original e << para a posicao das folhas

apos torcermos a arvore. Para o caso do exemplificado na Figura 35 teremos
1 <2<3<4<5<6<7=<8 e 7T<<8<<6=<<5<<4=<<1<<3=<<2,

que pode ser vista como a permutagao que leva (1,2,3,4,5,6,7,8) em (7,8,6,5,4,1,3,2).

5.2 ARVORES PLANARES DE SCHRODER

Ja sabemos que dado n polinomios podemos construir uma arvore associada a eles
contendo n folhas, que por sua vez induzam a uma permutacdo de n elementos. Agora
veja que é possivel escolher outros n polindémios que serdo associadas a uma arvore A”,
mas que induza a mesma permutacao 7 relacionada & arvore A’. Para isso vamos escolher
3 polinomios p;(z) = 22, pa(x) =0 e p3(z) = x e outros 3, qi(z) = 2% + 2, @(z) = 2% e
¢3(x) = . As arvores associadas a cada trio sdo diferentes, conforme mostra a Figura 38,

mas induzem a uma mesma permutacao.

= =" Nivel 2

_________ === Nivel 3

1 ) "7 Nivel 4
Arvore A’ associada a p1,p; e p3

____________ =" Nivel 5

" Nivel 6

qp @B

Arvore A" associada a q1,q € q3

Figura 38: Arvores associadas a trios de polinomios diferentes que induzem a mesma
permutacao.

Vamos mostrar que apés realizarmos algumas operagoes de “poda” de galhos, fa-
zendo com que as arvores A’ e A” sejam iguais a uma arvore podada A, que mantém
as caracteristicas principais e suficientes para o nosso estudo dos polinémios a ela asso-

ciados, ou seja que induza também & permutagao m. Mostraremos entao que para cada
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n-polindmios dados existe apenas uma arvore podada com n folhas associada a ele e que,
para cada arvore dessas existe uma tnica permutacao polinomial relacionada, chegando
a conclusao que para contar o nimero de permutacoes polinomiais existentes para n ele-

mentos basta contar o nimero de arvores podadas distintas contendo n folhas.

Definicao 5 Arvore planar podada é uma drvore em que todo nd interno, isto €, nd que

nao € folha nem a raiz, possui ramificacao.

Uma arvore planar podada serd chamada de drvore planar de Schroder.
Para nao alterarmos nem perdermos as informacoes que realmente sao importantes

no estudo da arvore, a poda deve seguir os critérios:

e Se um no interno possuir apenas uma folha em sua descendéncia, podaremos todos
galhos a partir dele, assim ele se tornara uma folha.

e Se um nd interno possui uma ramificacao vamos subindo a partir dele em direcao a
raiz até que encontremos um outro né que também possui uma ramificacao ou, caso
nao exista, até chegarmos na raiz. Se a quantidade de galhos entre os dois nés, ou
entre o no e a raiz, for par entao podaremos todos os galhos, unindo assim os noés, se
no entanto tiver uma quantidade impar de galhos entre eles, deixamos apenas um

galho ligando esses dois n6 e podamos todos os outros galhos restantes.

Como exemplo temos a Figura 39, que mostra a arvore da Figura 35 e ela apos a

poda.
Nivel 0  —--===="@~-=====-< Nivel 0
Nivell — =TT """~~~ °7 Nivel 1
Nivel 2 = = Nivel 2
Nivel 3 2D G Nivel 3
Nivel 4 -—@-@--—-——=—=—===== Nivel 4

Nivel 5

Nivel 6

Nivel 7

Figura 39: Arvore completa e arvore completa podada.

E importante perceber que as relacdes de ordem < e << permanecem inalteradas

quando sao tomadas a partir de uma arvore qualquer ou da arvore de Schroder associada a
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ela, pois apenas encurtamos alguns caminhos entre as folhas mas nao alteramos a posi¢ao
das folhas nem a paridade dos niveis dos nds que sao ancestrais comuns a elas, isto é, um
ancestral comum a duas folhas que estava em um nivel par, continua em um nivel par
apo6s a poda e um que estava em um nivel impar também continua em um nivel impar na
arvore podada.

Sendo assim podemos ter diferentes drvores que serao associadas a mesma arvore de
Schroder, porém cada arvore de Schroder gera uma tinica tinica ordenagao <<. Isto quer
dizer que podemos ter diferentes polindmios que serao relacionados a diferentes arvores,
mas se estas arvores se tornarem na mesma arvore podada entao, como a relacdo < e a
paridade nos nés ancestrais nao sao alteradas temos que a relacao << também sera a
mesma.

De acordo com as leis de formagao de uma arvore de Schroder, ela possui basica-
mente duas formas, ou a raiz possui mais de um filho ou o seu tnico filho tera mais de
um filho. Em qualquer um dos modos, ao ser escolhido aleatoriamente um de seus nos
diferente da raiz, esse né sera uma folha ou possuird pelo menos dois filhos, conforme

podemos ver nos exemplos mostrados na Figura 40.

Figura 40: Arvores de Schroder de raiz com mais de um filho ou com um #nico filho.

Alguns resultados podem ser retirados das arvores de Schroder com as relacoes de

ordem j4 definidas.

Lema 5.2.1 Seja A uma drvore podada com n > 2 folhas tal que 1 <2 <---<nemwa
permutacdo que associa a sequéncia de folhas ordenada por < com a sequéncia ordenada
por <<.

As imagens por m de dois inteiros i e i + 1 sdo consecutivas se, e somente se, i e

1+ 1 sao folhas irmas em A, isto €, possuem o mesmo pai.

Demonstracao:
(=) Se a arvore A possui apenas duas folhas, entdo é 6bvio que elas serdo irmas e
suas imagens por 7w de serdao consecutivas. Para o caso de A possuir mais de duas folhas,

sejam i e i+ 1 duas folhas irmas e j uma outra folha. Sendo assim temos i Aj = (i+1) Aj.
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Utilizando a relagdo << e supondo 7 + 1 < j, teremos quatro possibilidades para a

ordenacao de 7, i + 1 e j.

I) SeiA(i+1)eiAjestdo ambos em niveis pares, entdo ¢ << i+ 1 << j.
IT) SeiA(i+1) estd em um nivel par e i A j em um nivel impar, entdo j << i << i+ 1.
IIT) SeiA(i+1) estd em um nivel impar e i A j em um nivel par, entdo i +1 << i << j.
)

IV) SeiA(i+ 1) eiAjestdo ambos em niveis impares, entdao j << i <<+ 1.

Portanto nunca temos i << j << 17+ 1oui+ 1 << j << 7, ou seja, nao existe
um nimero entre 7(i) e 7(i + 1).

O mesmo acontece se j < i. Logo as imagens de i e ¢ + 1 por 7 sao consecutivas.

(<) Sejam (i) e (i + 1) consecutivos, portanto na sequéncia ordenada por <<
teremos ¢ e ¢ + 1 consecutivos. Suponha que i e i + 1 nao sejam irmas. Entao o caminho
que conecta ¢ e ¢ + 1 na arvore A possui pelo menos 3 arestas de comprimento e nele
existe um n6 = de modo que z e i A (i+ 1) estejam em um niveis com paridades diferentes.
Agora como cada nd tem pelo menos dois filhos em uma arvore podada, escolha j uma
folha que seja descendente de = e diferente de i e i 4 1. Dai segue que j Aie jA (i+1)
nao estao ambos em niveis pares ou impares e portanto teremos ¢ << j << i+ 1 ou

1+ 1 << 7 <<1, 0 que é uma contradicao, logo i e i + 1 sao folhas irmas. O

A Figura 41 mostra o caso em as folhas 7 e ¢ + 1 nao sao irmas. Perceba que se
o nivel K for par entdao o n6 z, que é j A i estard em um nivel impar, e dai teremos
1 << J << 1+ 1. Por outro lado de K for impar entao x estard em um nivel par, neste

caso teremos i + 1 << j << i. De qualquer forma 7 (i) e 7(i + 1) ndo sdo consecutivos.

o

Nivel K + 2
Nivel K + 3

Figura 41: Folhas ¢ e 7 + 1 nao sao irmas.

Este lema nos d4 uma outra demonstracao para o lema 4.5.2, bastando tomar o
n6 intermediario com maior nivel possivel na arvore podada. Como este n6 possui pelo

menos dois filhos, que serao folhas pela forma que foi feita a escolha, teremos dois irmaos
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que serao rotulados por niimeros consecutivos e devido ao lema 5.2.1 sabemos que terao
imagens consecutivas por .
Também podemos mostrar, usando o lema 5.2.1, que nunca teremos uma arvore

que nos possibilite 2 << 4 << 1 << 3 nem 3 << 1 <<4 << 2.

Proposicao 5.2.2 Toda permutacdao induzida por uma drvore planar podada é polino-

maual.

Demonstracao: De fato, supondo que tenhamos um dos casos proibidos, entao percebemos
que nao existe imagens de dois inteiros consecutivos que sao consecutivas, portanto pelo
lema 5.2.1 a arvore podada nao possui folhas irmas, o que é um absurdo pois como ja foi
falado toda arvore podada com duas ou mais folhas possui pelo menos duas folhas irmas,

mostrando que realmente nao teremos uma arvore que resulte nas permutacoes proibidas.

O

Teorema 5.2.3 Seja 7 : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} uma permutacdo. Se eriste uma

drvore podada com n folhas que gere tal permutacao, ela € iunica.

Demonstracao: Vamos provar por inducao para n > 2.

Para o caso n = 2 sabemos ter apenas duas permutagdes possiveis que sao (1,2)
e (2,1). Como temos apenas duas arvores podadas diferentes contendo duas folhas, cada
uma gerando uma das permutacoes dadas, conforme mostra a Figura 42, entao para cada

permutacao existe uma tnica arvore podada com 2 folhas que gere tal permutagao.

N\

1<<2

2<<1

Figura 42: Arvores podadas com 2 folhas

Suponha a afirmacao verdadeira para o caso n.

Vamos analisar o caso de uma permutagao de n + 1 elementos.

Se nao existe nenhuma &arvore que gere a permutacao m estd provado o teorema,
caso contrario, sejam A; e A, duas arvores podadas com n + 1 folhas cada e gerando a

mesma permutacao .
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Como toda arvore podada possui pelo menos duas folhas irmas entao A; possui 2
folhas irmas, digamos i e i+ 1. De acordo com o lema 5.2.1, 7(7) e w(i+ 1) s@o consecutivos.
Aplicando novamente o lema 5.2.1, mas agora levando em consideracao A,, teremos que
7 e 1+ 1 sdo folhas irmas em As.

Retirando a folha i 4 1 de A; e de A, ficamos com arvores A; e A, relacionadas a
Aq e A, respectivamente, ambas com n folhas. Se a folha 7+ 1 que foi retirada era a tinica
irma da folha i em alguma das arvores A; ou A,, entdo A] ou A, ndo estaria na forma de
uma arvore podada e neste caso, fazendo a poda teriamos a arvore A] correspondentes a

A assim como a A, correspondente a A,. A Figura 43 exemplifica esta situacio.

Ap Alk A"k

g i+ 1 7

Figura 43: Situagdo em que a (i+1)-ésima folha possui apenas uma irma.

Como A; e A; geram a mesma permutagao 7 : {1,---n+ 1} — {1,--- ,n+ 1}
entdo, apos a retirada da folha i + 1 as arvores A] e A, definem a mesma permutacio
w :{l,---,n} = {1,--- ,n} onde 7' (k) = w(k) se m(k) <i+1len (k) =mn(k)—1se
k > 1+ 1. Portanto, pela hipotese de inducao, ambas arvores sao iguais a alguma arvore
podada A” de n folhas. Partindo de A” para retornarmos a A; e a A, temos que realizar
uma das duas operagoes a seguir: adicionamos uma irma a sua i-ésima folha (para o caso
em que de i e i + 1 ndo serem tnicas irmas) ou adicionamos dois filhos a i-ésima folha
(para o caso em que ¢ era a tnica irma de i+ 1). Porém como A; e A, produzem a mesma
permutagao m, entdo ¢ A (i + 1) possui a mesma paridade em ambas as arvores, isso s6
sera possivel se A; e A, forem formados da mesma operacdo a partir de A", o que nos
levara a ter A; = As, como queriamos. O

A Figura 44 mostra um exemplo em que os casos em que a (i + 1)-ésima folha tinha
apenas uma ou mais de uma folha irma e como cada situagao gera ¢ A7 + 1 em niveis de

paridade diferente na arvore.
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Caso em que a (i+1)-ésima folha Caso em que a (i+1)-ésima folha
possuia apenas uma irma. possuia mais de uma irma. i
Nivel 0
Nivel 1
Nivel 2
Nivel 3
1 i+1
Figura 44: Retorno de A’ para A; e As.
Em partirular, temos o seguinte resultado.
Denotemos com &7, o conjunto de todas as permutagoes polinomiais de {1,...,n}

e denote com .7, o conjunto de todas as arvores planares podadas contendo n folhas.
Proposigao 5.2.4 O conjunto &, e o conjunto <, possuem a mesma cardinalidade.

Isso se da ao fato de que cada elemento de &7, é associado a uma tnica arvore podada
que por sua vez é relacionada a um tnico elemento de .7,, e vice-versa, ou seja existe uma
bijecao entre o niimero de permutacgoes polinomiais e a quantidade de arvores podadas.
Arvores podadas também sido chamadas de drvores de Schroder pois, como veremos
na préxima secao, a sequéncia dos niimeros formada pela quantidade de arvores podadas

diferentes, contendo n > 2 folhas, é igual a ao n-ésimo nimero (grande) de Schroder.

5.3 TAXA DE CRESCIMENTO DE PERMUTACOES POLINOMIAIS

Vimos até aqui que dada 7 : {1,...,n} — {1,...,n} uma permutagao, ela pode
ser ou nao uma permutacao polinomial. Também vimos os n polinémios que induzem uma
permutacao polinomial m podem ser relacionados com uma tinica arvore podada contendo
n folhas, onde cada polindémio sera representado por uma das folhas desta arvore, aléem
disso, ao ordenarmos estas folhas utilizando as relagoes de ordem < e << temos uma
permutacao que é polinomial. Portanto para contar o niimero de permutacoes polinomiais
de n elementos basta contar o ntimero de arvores de Schroder contendo n folhas existem.

Vamos entdo contar o niimero de permutagdes polinomiais a(n) para n elementos.

Teorema 5.3.1 Seja a(n) o nimero de elementos de &,,. Entao,

1
lim sup — log a(n) = log(3 + 2v/2).

n—oo TN
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Demonstragao: Seja b(n) o nimero de arvores de Schroder tais que a raiz possua mais de
um filho para n > 2 e nao tenha filho para n = 1. Dada uma arvore de Schroder deste
tipo podemos transformar sua raiz em um tnico filho de uma nova raiz, formando assim
uma nova arvore podada. Note que o processo inverso também pode ocorrer, cortando a
raiz e assim tornando seu tnico filho em raiz. Como toda arvore podada se encaixa em
um das duas formas entao temos que a(n) = 2b(n), considerando n > 2. Calculando b(n)

para os menores valores de n temos:

e (1) =1, a raiz cuja folha é a propria raiz.
e H(2) =1, a arvore com duas folhas partindo da raiz.

e b(3) =3 :sd0 as trés arvores contendo trés folhas cada, mostradas na Figura 45.

/0N

Figura 45: Arvores com 3 folhas

Vamos ver uma maneira de contar b(n) para um n qualquer.

Seja B uma arvore de Schroder com n folhas tal que sua raiz possua k filhos, com
2 < k < n. Se cortarmos fora a raiz e os galhos que partem dela de modo que cada um de
seus k filhos se torne uma nova raiz, formamos k novas arvores de Schroder com sua raizes
contendo mais de um filho ou nenhum e sendo ainda a soma de todas as folhas destas
arvores igual a n. Por outro lado, a partir de k£ arvores podadas em que suas raizes nao
possuam apenas um filho e com a soma total de suas folhas igual a n, podemos formar
qualquer arvore podada com n folhas cuja raiz contém £k filhos, para isso criamos uma nova
raiz e a ligamos a cada uma das k raizes originais, transformando-as em filhos. Isso nos
diz que contarmos quantas arvores de Schroder semelhantes a B existem ¢ o mesmo que
contar de quantas maneiras podemos formar k arvores podadas cujas raizes nao possuam
apenas um filho e que a soma total de suas folhas seja n.

Vamos considerar uma arvore como B. Seja ¢; o niimero de folhas da primeira
arvore mais a esquerda gerada depois do corte da raiz, i o ntimero de filhas da segunda
arvore logo a direita de 7; e assim sucessivamente até a k-ésima arvore, que estava no

extremo direito da arvore original, desta forma podemos ver que:

b(n) = > b(iy)b(is) - - - blix). (5.1)

2<k<n, i1+io+t...+ip=n
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Por exemplo, para encontrar o valor de b(5) a arvore da Figura 46 estaria contada
na parcela b(iq)b(i2)b(iz) = b(1)b(3)b(1) = 1-3 -1 = 3 do somatoério (5.1). Essa parcela
conta precisamente todas as arvores podadas de 5 folhas com o formato de B que apos
o corte da raiz geram a primeira drvore com apenas uma folha, a segunda com 3 folhas
e a terceira arvore também com uma folha. De fato, a primeira e a tltima arvore sao
formadas de apenas uma maneira enquanto que a segunda arvore pode ser formada de

trés maneiras diferentes como foi mostrado na Figura 45.

Figura 46: Arvore podadan=5e K =3

Alguém que se aventure a calcular o valor de b(n) usando a formula (5.1) vai
perceber que muito rapidamente essa tarefa se tornard extremamente desgastante, por
isso vamos usar o estudo de fungoes geradoras para facilitar nosso calculo.

Tomando a sequencia infinita (b(1), b(2), .. .) de nimeros reais, seja H(t) sua funcao

geradora. Assim

H(t) =Y b(n)t" =t+ 1>+ 3t + 11" + .- . (5.2)
n=1

A soma infinita em H (f) nos mostra que as poténcias de ¢ servem como “marca-
dores”, com t"™ marcando a enésima posicao nesta série, e neste caso marca o nimero de
arvores podadas com n > 2 folhas e com a raiz contendo mais de um filho, a excecao de
t que marca o nimero de arvore com uma folha.

Partindo da expressao (5.2) teremos
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H(t) = ) b(i)b(ix)t"

i1+i2=n

= b(1)b(1)t2 + b(2) + LB + b4 +
+ b(2)b(1)E2 + b(2)b(2)tT + b(2)b(3)t> +

+ b(3)b(1)tr + b(3)b(2)t5 +

+ b(4)b(1)t° +

= t2 + 2t3 + 7t + 280+

(5.3)
A nova série possui o coeficiente de t" igual ao nimero de arvores podadas de n
folhas com raiz contendo exatamente dois filhos, de fato, olhando o desenvolvimento de

Z b(i1)b(i2) em (5.3) para um dado n, temos que ele é a soma da combinacao de todos
11+i2=n
os possiveis produtos entre dois valores b(iy) e b(iz) com i3 + i = m, 0 que equivale a

parcela correspondente ao valor de b(n) em que a arvore original tem sua raiz cortada
dando origem a duas novas arvores, uma contendo p e a outra contendo ¢ folhas.

J& a série formada a partir do produto de H(t) - H?(t) sera

HYt) = > b(i)b(ia)b(is)t" = t° + 3t* + 127 + - . (5.4)

i1+ig+iz=n
E na série (5.4) o coeficiente de ¢" sera igual ao niimero de arvores podadas com
n folhas cuja raiz possui exatamente trés filhos. Isso pode ser confirmado ao observarmos

como se desenvolve o somatorio Z b(i1)b(iz)b(i3).

11+1i2+i3=n
Continuando desta forma temos que a série

HE(t) = > b(in)...b(ip)t"

i1+ tig=n
na qual o coeficiente de t" sera igual ao ntimero de arvores podadas com n folhas
cuja raiz possui exatamente k filhos.

Assim podemos ver que a soma infinita das séries

H?(t) + H?(t) + H*(t) + - - - (5.5)

soma toda as arvores podadas cuja raiz tem pelo menos dois filhos.

Das expressoes (5.2) e (5.5) resulta

H(t)—t=H*(t)+ H*(t)+ H'(t) + - . (5.6)
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Somando as séries no lado direito da equagao (5.6) obtemos
__H*@Y)

11— H(t)

— (L= H(1)(H(t) —t) = H*(1)

= —H*(t)+tH(t) + H(t) —t = H(t)

H(t) —t

= 2H*(t)— (t+1)H(t)+t=0 (5.7)

E resolvendo a equagio quadratica (5.7) teremos

i+ 1RV —6t+ 1
a 4

Como podemos ver em (5.2) que H(0) = 0 temos que a Gnica solu¢ao aceita da

H{(t) (5.8)

equagao (5.8) sera

t+1-VE—6t+1
- ; ,

Sabendo que o dominio da fungdo H(t) sera o intervalo de convergéncia da série

H(t) (5.9)
Z b(n)t™ entao vamos determiné-lo calculando a menor das raizes de > — 6t + 1. Portanto
n=1

temos a série centrada em zero com raio de convergéncia igual a 3 — 21/2.

Sendo assim,

-
Il
-

lim sup |b(n)| = limsuplog |b(n)|

1 1
- - —log [ ———
n—o0 3-2V2 n—o0 g(3—2¢§)
1
—  limsup — log b(n) = log(3 + 2v/2). (5.10)

n—oo TN

Lembrando que como a(n) = 2b(n) para n > 1, segue que

1 1 1
limsup —loga(n) = limsup —log2b(n) = limsup — (log2 + log b(n))
n

n—oo T n—oo T Nn—00

1 1 1
= limsup — log 2 + limsup — log b(n) = limsup — log b(n)(5.11)

n—oo T n—oo T n—oo 1

Portanto de acordo com as igualdades (5.10) e (5.11) concluimos que

1
lim sup - log a(n) = log(3 4 2v/2)

n—o0

Finalizando a demonstracao do teorema. U
Vimos que a taxa de convergéncia de a(n) é exponencial, portanto para n grande
a sequéncia se parece com z”, para algum x € R*.
n

Mas veja que lim - = 0 para z € R*. Primeiro tome m € N tal que n > m > x.
n—oo N!
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Agora queremaos mostrar quer

T " m'm

e (5.12)

0<
- mm  (m—1)!

<

n
n!

De fato. Se n = m temos que (5.12) se transforma em

T n n
0< =<

n " n T
_ on

nl = nr (n—11 (n—1)!

que é verdadeira pois n! > (n — 1)L
Se n > m entdo existe a € N tal que n = m + a. Assim a desigualdade (5.12) pode
ser reescrita como

m-a m m—4a

0 < ™ +a x m B x
~(m+a)! ~ mmte (m—1) me-(m—1

que também é verdadeira, pois comparando

(m+a)l=m+a)-(m+a—-1)---(m+1)-m-(m—1)!

(. S

VvV
a fatores

co1m

ma-(m—l)!zgm)-(m)---(m)-m-(m—l)!

S

~~
a fatores

percebemos que (m + a)! é maior do que m® - (m — 1).
n m

(m —1)!

~ ,
Agora como m > x entao — < le ¢ uma constante, temos
m

T n

1i oM
nr00 mT (m—1)!

Como também temos

lim 0 =0
n—oo
?
entao
.oa”
lim — =0
n—oo N

Portanto para um n grande, quando comparamos o nimero de permutacoes poli-
nomiais (exponencial) com o nimero de permutacoes (n!), temos uma quantidade muito
maior de permutacoes em relacao a permutagoes polinomiais. Isto quer dizer que dada
uma permutacdo 7 : {1,--- ,n} — {1,--+ ,n}, a probabilidade de ela ser uma permutagao

polinomial é muito pequena quando tomamos valores altos para n.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

6.1 INFORMACOES ADICIONAIS

Na matematica frequentemente problemas surgem por acaso, por um pensamento
simples mas agucado de estudiosos que conseguem enxergar a matematica em situacoes
onde outros nunca imaginariam que geraria uma fonte de estudo e aplicagoes, problemas
estes que muitas vezes podem ser facilmente enunciados, mas que ao nos debrucarmos
sobre eles encontramos uma linda e importante teoria, que nos leva a escavar mais e mais
profundamente os contetidos relacionados.

Vimos neste trabalho um estudo detalhado de um rabisco escrito em um bilhete de
metro, feito por Maxim Kontsevich e entregue a Etienne Ghys, de forma que agora nio
mais caberia no bilhete, porém podendo ainda ser muito ampliado.

Como o principal livro que tomamos como referéncia para este trabalho é o (GHYS,
2017), “Um Passeio Matemético Singular”, podemos também embarcar nesse metrod para
ver por quais caminhos percorremos e imaginar outros mais que poderiamos ter chegado.
Comecamos nosso percurso revendo conceitos de taxa de crescimento, que é onde queria-
mos chegar pensando na sequéncia do ntmero de permutacoes polinomiais, depois fomos
estudar sobre funcoes geradoras para nos ajudar a tratar com as sequéncias estudadas.
Logo apos, fizemos uma revisao de polindmios, nao tao profunda, mas estudando aspectos
interessantes como valuacao e suas implicacoes, fomos até de permutacoes, contetido que
falamos a todo momento da viagem. Tivemos um cuidado especial para tratar das arvo-
res, pois o assunto foi responsével direto para resolvermos a questao que da titulo a esta
dissertagao, mas antes de chegarmos nela, vimos a definicao de permutacgoes polinomiais,
mostramos exemplos para os caso que envolviam menos elementos, e chegamos ao teorema
do bilhete, que para noés foi de suma importancia, pois foi o norteador de toda a estrutura
do trabalho, nos preparando até chegarmos aqui e nos apoiando nele para continuarmos,
assim entdo estudando o teorema de Etienne. A partir deste momento nos concentramos
em criar uma estratégia para contarmos o niimero de permutagoes polinomiais de n termos
ou pelo menos saber como se comportam a medida que tomamos um valor cada vez maior
para n. Foi ai que reapareceram as arvores, mais precisamente as arvores de Schroder, ou
arvores podadas, que na verdade foram contadas no lugar das permutacoes, chegando ao
maior objetivo do trabalho.

Em todo esse caminho, poderiamos pegar desvios que nos levariam ao mesmo

destino, mas talvez com um pouco mais de conceitos a trabalhar, ou até atalhos que
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nos levariam mais rapido ao destino. Ainda poderiamos ter descansado um pouco, nos
demorando um pouco mais em outras sequéncia e estudando suas taxas de crescimento,
também acrescentando mais informacoes a sequéncia formada pelos niimeros de Schroder,
que na verdade é a sequéncia que responde a questao focal.

Uma outra proposta para continuacao deste trabalho, que até parece ser um ca-
minho natural mas, devido aos conceitos mais elaborados necessarios para tal estudo, se
torna mais desafiador, seria agora pensar na configuragao local dos graficos nao mais no
plano, mas sim no espaco tridimensional. Etienne descreve em seu livro como Newton
apresenta em De Methodis Serierum et Fluxionum, uma forma de resolver problemas do
tipo P(z,y) = 0 onde P é um polinémio em duas variaveis, visto como um polinémio
P(z)(y) em uma variavel y com coeficientes no campo das fungoes racionais C, aplicando
para o exemplo P(z,y) = y® — 5xy® + 23y* — T2%y? 4+ 62° + 2* = 0. Depois disso, Etienne
continua desenvolvendo o estudo e apontando a contribui¢ao de outros matematicos.

Também gostaria, como professor que sou, de aproveitar este trabalho para apresen-
tar um pouco dele para meus alunos, e se alguém tiver a mesma vontade de compartilhar,

na proxima secao faremos um esboco de uma forma de aplicacao.

6.2 APLICACAO

De uma forma geral, o contetido do trabalho pode ser explicado para uma pessoa
que nao possua conhecimento profundo em matematica, na verdade, alguém que entenda
os conceitos de polinémios, funcoes e permutacoes, consegue compreender boa parte do
que foi dito neste trabalho. Portanto, vamos propor uma maneira de aplicar o estudo feito
para alunos do ensino médio.

O conceito de polindomios comeca a ser estudado no oitavo ano do ensino funda-
mental, mas é no primeiro ano do ensino médio em que ele é aprofundado quando se
estuda as fungoes polinomiais, ji o conceito de permutacao ¢ visto normalmente no se-
gundo ano do ensino médio. Dito isto, podemos apenas com estes conceitos aplicar de uma
forma lidica o problema descrito por Kontsevich sobre os gréaficos dos polinémios que foi
estudado neste trabalho. Ainda podemos abordar o conceito de crescimento exponencial,
que também é visto no primeiro ano do ensino médio e que é um conceito bem atual,
especialmente agora no contexto da pandemia da Covid-19.

Uma proposta seria trabalhar com os alunos do primeiro ano do ensino médio,
apresentando o problema apds o estudo das funcdes polinomiais. A apresentacao aos
alunos poderia ser dividida em etapas, para gradualmente, a cada aula, entendermos o

problema. Assim teriamos um total de quatro aulas.
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AULA 1: Um pouco de historia e graficos de fungoes.

Para a primeira aula os alunos ja devem entender o conceito geral de fungoes e
também como plotar pontos no plano cartesiano. Essa aula terd duracao de 45 minutos.

Objetivo Geral: Introduzir atividades que visam o ensino de conceitos matematicos
para desenvolver o pensamento logico e a construcao de argumentos.

Objetivos especificos: Identificar uma funcao polinomial. Reconhecer e classificar
uma func¢ao polinomial do 1° e 2° grau.

Contetidos: Valor numérico de uma funcao. Func¢ao polinomial do 1° grau. Funcao
polinomial do 2° grau. Grafico de funcao.

Procedimento metodoldgico: Comegar contando a historia do bilhete do metrod, indi-
cando que o material escrito naquele papel serd o responsavel por nortear nossas proximas

2 explicando todos os

aulas. Logo ap6s, vamos analisar o grafico local das fungoes = e «
detalhes, por exemplo trabalhando o que acontece quando tomamos valores muito grande
para x, assim como quando escolhemos x muito pequeno. Fazer com que percebam que
ambas as func¢oes passam pela origem e ali podemos ter mudancgas marcantes em relacao
aos seus valores.

Recursos diddticos: Quadro branco e pincel para quadro branco.

AULA 2: Trabalhando com graficos de fungoes.

Para esta aula os alunos ja devem entender o conceito de fungoes polinomiais e de
grafico de uma funcao. Essa aula tera duracao de 45 minutos.

Objetivo Geral: Desenvolver a capacidade de analisar, relacionar, comparar situa-
coes.

Objetivos especificos: Construir, ler e interpretar graficos de func¢des polinomiais
do 1° e do 2° grau.

Contetidos: Valor numérico de uma fungao. Grafico de uma funcao polinomial do
1° grau e de funcao polinomial do 2° grau. Gréfico de fungao polinomial qualquer.

Procedimento metodoldgico: Passar a considerar trés polindomios quaisquer (que
passem pela origem) e usar o programa Geogebra para ir observando o que acontece
com seus graficos isolados e tendo uma percepcao geral, quando olhados trés a trés, da
configuragao local desses graficos na vizinhanca da origem.

Recursos diddticos: Quadro branco e pincel para quadro branco, computador e

projetor de imagens.

AULA 3: Permutacao.
Para esta aula os alunos ja devem estar familiarizados com a apresentacao dos

graficos das funcoes. Essa aula terd duracao de 45 minutos.
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Objetivo Geral: Apresentar os conteudos relacionando-os uns aos outros.

Objetivos especificos: Construir permutagoes de n elementos distintos.

Contetidos: Permutacoes. Graficos de funcgoes.

Procedimento metodologico: Dar uma nocgao de permutacao e associar a posi¢ao dos
graficos na vizinhanca da origem para valores de z negativos e positivos a uma permutacao.

Recursos diddticos: Quadro branco e pincel para quadro branco.

AULA 4: Teorema de Kontsevich.

Para finalizar, nesta aula o aluno devera ter compreendido os contetdos das trés
aula anteriores.

Objetivo Geral: Desenvolver a capacidade de analisar uma situacao e a generalizar.

Objetivos especificos: Identificar polind6mios que possam ser associados a uma
permutacao dada.

Contetudos: Permutacgoes. Graficos de funcgoes.

Procedimento metodologico: Mostrar exemplos de permutagoes a partir da escolha
de 2, 3 e 4 polindémios. Pedir que encontrem polindmios que forneca alguns outros exemplos
de permutacdes. Apresentar o problema de Kontsevich para permutacoes de 4 elementos.

Recursos diddticos: Quadro branco e pincel para quadro branco, computador e

projetor de imagens.

Tendo sucesso no que foi programado, os alunos podem fortalecer muito sua visao
de valores das funcoes e desenvolver a leitura de graficos, o que é muito importante em
sua vida estudantil e com certeza também ird ajudar no seu dia a dia, também colaboraria
para ter uma boa nocao sobre permutagoes para o proximo ano escolar. Qutra questao
que pode ser bem trabalhada ¢é sobre o uso do Geogebra, que se nao é costume da turma
utilizar, pode ser que valha a pena aumentar o tempo programado proposto em algumas

aulas para terem uma familiaridade com o programa.
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APENDICE A - Numeros de Catalan e Sequéncias de Contorno
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A relacdo de recorréncia (A.1) define os nimeros de Catalan junto com a condigao
inicial Cy = 1.

n—1
Cn =) CiCrn1y (A1)
k=0

Os nameros de Catalan foram nomeados pelo matemético John Riordan em 1948
em homenagem ao matematico belga Eugéne Charles Catalan (1814-1894). Catalao mos-
trou (em 1838) que o nimero de Catalan

(@)
 n!(n+1)!

conta o niumero de maneiras de colocar entre parénteses completos uma string de n 4+ 1
letras.
A fascinante sequencia,

1,1,2,5,14,42,132, 429, 1430, 4862, 16796, 58786, 208012, 742900, 2674440, 9694845 . ..

dos nimeros de Catalan aparecem em varios contextos da matematica. Por exemplo ja
vimos que esta sequéncia conta o nimero de sorteio de pilhas. No seguinte resultado
mostramos que este ntimero também é igual ao nimero de sequencias de D’s e S’s que
construimos no Capitulo 3.

Mostraremos aqui, utilizando o método de inducao forte, que o nimero de sequén-
cias € que definem o contorno de uma arvore com mn arestas é igual ao n-ésimo nimero
de Catalan.

Proposicao A.0.1S8e¢ja n um inteiro positivo. O nimero de sequéncias com n—pares D’s
e S’s, que comecam com D e terminam em S, € igual a C\,,. Em particular o nimero de
drvores planares com n-arestas é C,,.

Demonstracao: Veja que a afirmacao é verdadeira para o caso n = 1. De fato, quando
temos apenas um par de D e S, existe uma tinica maneira de organizarmos a sequéncia
que, de acordo com as regras exigidas, serd (D, S). Como também temos C; = 1,
confirmamos o caso paran = 1.

Supomos a afirmacao verdadeira para todos os casos até n.

Para o caso n + 1, podemos organizar a sequéncia das seguintes formas:

eComecando com um par de D e S, sobram n pares de D’s e S’s que, de acordo
com a hipotese de inducao, podem ser organizados de C,, maneiras diferentes.

(D, S) n pares de D’s ¢ S’s restantes = Cp . Cy,.
N / \a o

~
1 Chr

eComecando com um par de D e S, mas colocando entre eles um outro par de D e
S, que pode ser organizado de uma tnica maneira, sobram ainda n — 1 pares de
D’s e S’s que, pela hipotese de inducao, podem ser organizados de C,,_; maneiras
diferentes.

(D, D, S, S) n— 1 pares de D’s e S’s restantes = Cy . Cp_1.

1 C"n.—l
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eComecando com um par de D e S, mas colocando entre eles dois pares de D’s e
S’s, formando sequéncias que podem ser escritas de Cy maneiras, ainda restando
outros m — 2 pares que, por sua vez, podem ser organizados de C,,_o maneiras.

(D, 2 pares de D’s e S’s restantes, S) n — 2 pares de D’s e S’s restantes =

C2 Cn— 2

Cy.C, .
Prosseguindo desta maneira,chegamos a:

eComecando com um par de D e S, mas colocando entre eles outros n — 1 pares de
D’s e S’s, formando sequéncias que, de acordo com a hipdtese de inducao, podem
ser escritas de C),,_; maneiras, sobrando um tnico par de D e S que s6 pode ser
escrito de uma maneira.

(D, n — 1 pares de D’s e S’s restantes, S) (D, S) = C,—_1 . Ci.
N _~ N —

C'n— 1 C1

eComecando com um par de D e S e colocando entre eles todos os outros n pares de
D’s e S’s restantes formando sequéncias que, de acordo com a hipotese de indugao,
podem ser escritas de C,, maneiras diferentes.

(D, m pares de D’s e S’s restantes, S) =C, =C,, .1 =C, . Cy.

Cn

Portanto, somando todos os casos possiveis de cada item, temos

Co.C,+C.C 1 +Co.C 2+ -+ -+ Cp,1.C1 + C,.Cp = Z Cr.Crn =Cria

k=0
Logo existem C}, arvores planares diferentes contendo n arestas. O

Observacao: Podemos considerar a arvore planar que possui 0 aresta como sendo a

arvore formada apenas pela raiz e como Cy = 0 a afirmacao demonstrada vale para todo
n > 0.
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Seja w : {1,2,3,4} — {1,2,3,4} uma permutacdo. Vamos dar exemplo de
polinémios que mostram que 7 é uma permutagao polinomial para cada um dos vinte e
dois casos possiveis.

1 1
2 2
1.Permutacao (1,2, 3,4). 3 3
Tome: 4 4
pi(z) = =*
pa(z) = x4
ps(x) =0
pa(x) = —x?

Figura 47: Permutagdo (1 2 3 4)

2.Permutagao (1, 2,4, 3).

Tome:

pi(z) = 2? + =*
pa(z) = 2
ps(z) = —x3
pa(xz) =0

Figura 48: Permutacgao (1 2 4 3)

1
3
3.Permutagao (1,3, 2,4). 2
Tome: 4
p1(z) = x?
pa(z) = —x3
ps(x) =0
pa(x) = —x?

Figura 49: Permutagao (1 3 2 4)
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1 1
4.P A 2 3
.Permutagao (1, 3,4, 2). 3 4
Tome: 4 9
p1(x) = 222
pa(z) = 22 — 3
ps(z) = x?

pa(z) = 22 — z*

Figura 50: Permutacao (1 3 4 2)

1 1

. 2 4

5.Permutagao (1,4, 2, 3). 3 9

Tome: A 3
p1(z) = 222

pa(z) = 2 + z*
ps(z) = x? — z*
pa(z) = —2* + 2?

Figura 51: Permutagao (14 2 3)

1 1
6.Permutaca 2 4
. ¢ao (1,4,3,2).
Tome: i ‘;’
p1(x) = 222
pa(z) = 2

ps(x) = % + 3
pa(x) = 2 4 223

Figura 52: Permutacado ( 1 4 3 2)
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1 2
7.Permutacao (2,1, 3,4). 2 1
Tome: 3 3
pi(z) = 2 — 3 4 4
p2(x) = x* -
ps(x) =0
pa(z) = —x?

Figura 53: Permutagao (2 1 3 4)

1 2
2 1
8.Permutagao (2,1,4, 3). 3 4
Tome: 4 3
pi(z) = 22 — 3
pa(x) = x? X
ps(x) = —x3
pa(xz) =0

Figura 54: Permutagao (2 1 4 3)

9.Permutagao (2,3,1,4).
Tome:
pi(z) = x?
p2(x) = x? + «®
ps(z) = 22 + 2® — z*
pa(x) =0

K
== N

Figura 55: Permutacao (2 3 1 4)
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10.Permutagao (2, 3,4, 1).

Tome:

pi(x) = —x
pa(x) = x°
ps(x) =0
pa(x) = —x?

=N =
— s N

Figura 56: Permutagao (234 1)

11.Permutagao (2,4, 3,1).

%
— O N

Tome:

pi(z) = —=x
pa(x) = x?
ps(x) =0
pa(z) = 3

A
/

Figura 57: Permutagao (2 4 3 1)

12.Permutagao (3,1, 2,4).

W N =

Tome:

pi(z) = 22 + z*
pa(z) = 2
ps(z) = % + 3
pa(x) =0

Figura 58: Permutagao (3 1 2 4)
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1 3
2 2
13.Permutacao (3,2,1,4). 3 4

Tome: 4 1
pi(z) =z — 3
pa(x) = z*
ps(z) = 22 + 3
pm =0 \

Figura 59: Permutagao (3 2 1 4)

1 3
2 2
14.Permutagao (3,2,4,1). 3 4

Tome: 4 1
pi(z) = —=x
pa2(x) = x?
ps(x) = z? + o3
pa(z) = 0 \

Figura 60: Permutacao ( 324 1)

1 3
2 4
15.Permutacao (3,4, 1, 2). 3 1
Tome: 4 2
pi(z) = —x + x?
p2(x) = —x
ps(z) = 22 + z*
pa(z) = 22

Figura 61: Permutagao (3 4 1 2)
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1 3
2 4
16.Permutagao (3,4,2,1). 3 2
Tome: 4 1
pi(z) = —xz — 2
p2(z) = —
ps(x) = 2
pa(xz) =0

Figura 62: Permutagao (342 1)

1 4
N 2 1
17.Permutagao (4,1, 2, 3). 3 9
Tome: 4 3
p1(z) = x?
p2(x) =0
ps3(x) = —x?
pa(x) =«

Figura 63: Permutagao (4 1 2 3)

1 4
2 1
18.Permutagao (4,1, 3, 2). 3 3
Tome: 4 2
pi(z) = 2
p2(x) =0
ps(x) = 3
pa(x) =

Figura 64: Permutacdo (4 1 3 2)
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1 4
2 2
19.Permutacao (4, 2,1, 3). 3 1
Tome: 4 3
pi(z) = x?
pa(z) = 2 + 23
ps(x) =0 7
pa(x) =« /

Figura 65: Permutacao (4 2 1 3)

20.Permutagao (4,2,3,1).

Tome:

pi(z) = —=x
pa2(x) = x?
ps(x) =0
pa(x) =

ISNGUN Nl
— DN

Figura 66: Permutagao (42 3 1)

21.Permutagao (4, 3,1, 2).

Tome:
pi(z) = x*
p2(x) =0
ps(x) =«

pa(x) =z + °

\ e
&

Figura 67: Permutacao (4 3 1 2)
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1 4
2 3
22.Permutagao (4, 3,2,1). 3 2
Tome: 4 1
pi(xz) =0
pa(z) = °
ps(x) = 3
pa(x) =

Figura 68: Permutagao (4 3 2 1)
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