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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo primordial a apresentacao dos Nimeros de Bernoulli de
uma maneira clara e objetiva. Primeiramente, com o intuito de empregar ao trabalho uma
forma amplamente didatica, iniciaremos com uma motivacao, em seguida, apresentaremos
exemplos e aplicagoes. Abordaremos o conceito de fungoes geradoras e, a partir dai, serd
estabelecido uma relagéo entre a matematica discreta e matematica continua. Além disso,
iremos apresentar a fungao geradora como uma possivel ferramenta para a resolucao de
problemas de Analise Combinatoéria dentro do Ensino Médio.

Palavras-chave: Numeros de Bernoulli. Polinémio de Bernoulli. Fungoes geradoras.






ABSTRACT

This work has as main objective the presentation of Bernoulli’s Numbers in a clear and
objective way. Firstly, in order to use work in a widely didactic way, its initialization will
be explored through a motivation, then, we will focus on the exploration of examples and
applications. We will approach the concept of generating functions and, from there, a
relationship will be established between discrete mathematics and continuous mathema-
tics. In addition, we will present the generating function as a possible tool for solving
Combinatorial Analysis problems in high school.

Keywords: Bernoulli numbers. Generating functions. Bernoulli polynomials.
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1 INTRODUCAO

Os ntimeros de Bernoulli sao uma sequéncia de niimeros racionais com grande im-
portancia dentro da matematica moderna e aparecem com frequéncia dentro da teoria
dos numeros e da geometria diferencial. Os niimeros de Bernoulli surgiram com a ideia
de sintetizar somas infinitas, problema que ha milénios foi sendo trabalhado por diversos
matematicos, tendo diversas aplicagoes interessantes. Entre essas aplicagoes, temos: o ul-

timo teorema de Fermat, expansao de Euler-Maclaurin e céalculo diferencial.

Os numeros de Bernoulli fazem uma ponte entre a matemética discreta ou finita
e a matematica continua. Podemos definir estes niimeros de diversas maneiras, as mais
frequentes sao: recursiva, explicita e através de fungoes geradoras. Neste trabalho vamos

explorar a forma recursiva e a que utiliza fungao geradora.

No segundo capitulo faremos uma contextualizagao histérica sobre os matematicos
Jacob Bernoulli, Seki Takakazu e Leonhard Euler. Estes matematicos foram essenciais na
construcao dos niimeros de Bernoulli, os primeiros descobrindo estes niimeros e o terceiro

fazendo o processo de generalizacao e formalizagao.

E aceito que a primeira aparicdo dos ntmeros de Bernoulli foi no livro péstumo
Ars Conjectandi de Jacob Bernoulli, em 1713. Além da importancia do livro apresentar
os nimeros de Bernoulli, nele é possivel encontrar uma teoria fundamental para o estudo
de probabilidades. No livro, os niimeros de Bernoulli foram escritos com uma notacao que
nao é atual e nao apresentou uma formalidade matemética de generalizacao para estes

nimeros, apresenta apenas o calculo recursivo para estes nimeros.

No terceiro capitulo vamos ver os ntimeros de Bernoulli de maneira discreta através
da recursao e também calcular alguns ntmeros de Bernoulli. Mais a frente, quando falar-
mos dos Polindmios de Bernoulli, também veremos uma outra recorréncia para encontrar

estes nimeros.

No quarto capitulo vamos falar sobre as funcoes geradoras e a generalizacao dos
nimeros de Bernoulli. Nesta parte abordaremos toda a base tedrica necessaria para com-
preender essa generalizagao. Assim, temos uma visao dos nimeros de Bernoulli dentro

da matemética continua. Ao adentrarmos em funcgao geradora é essencial que saibamos
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trabalhar com séries, neste capitulo vamos falar sobre as séries e sua convergéncia.

No quinto capitulo vamos trazer algumas aplicagoes importantes dos niimeros de
Bernoulli. Iremos trabalhar os polindémios de Bernoulli e verificar uma nova relagao de

recorréncia dos ntmeros de Bernoulli.

No sexto capitulo vamos apresentar aplicagoes de fungoes geradoras dentro da
matematica do ensino médio. Através de alguns problemas vamos perceber que aplicando

o contetudo de fun¢oes geradoras conseguimos desenvolver uma resolugao rapida e simples.
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2 CONTEXTUALIZAGCAO HISTORICA

2.1 JACOB BERNOULLI

2.1.1 Uma abordagem breve sobre a vida de Jacob Bernouli (Jacob/Jacques/-
Jacob I)

Jacob Bernoulli (1655-1705), também
conhecido como Jacques (ou Jacob I),
durante sua trajetoria, foi reconhecido
como filésofo, tedlogo e matematico.
E, embora sendo de uma familia de
renomados matematicos, foi o primeiro
de sua linhagem a ser reconhecido como
um matematico renomado. A historia
nos mostra que Jacob Bernoulli, reali-
zando um desejo de seu pai, aprofundou

seus estudos nas areas da filosofia e te-

ologia. Entretanto, apds seus primeiros

contatos com a matematica, encontrou Figura 1: Jacob Bernoulli — Wikimedia

nela um grande apreco. Commons

Se formou em teologia em 1676 e, em seguida, atuou como professor particular na
cidade de Genebra. Em 1682, retornou a Basiléia, sua cidade natal, onde recusou sua no-
meacao como clérigo e dedicou-se demasiadamente aos estudos de conceitos matematicos

avanc¢ados.

Durante o periodo em Genebra, aproveitou para estudar com os seguidores de René
Descartes e, no ano de 1681, viajou para a Europa, onde conheceu Johann Hudde, Robert
Boyle, Robert Hooke, Gottfried Leibniz, Isaac Barrow ¢ Christian Huygens. Jacob tinha
muito interesse na area da astronomia e apresentou sua teoria sobre cometas, teoria essa
que na sequéncia foi provada incorreta. Estudou as principais obras dos matemaéticos de
sua época, incluindo La Géométrie de René Descartes e os trabalhos de Wallis e Barrow.

Com base nestes estudos, despertou interesse pela Geometria e pelo Célculo Infinitesimal.

No ano de 1684 casou-se com Judith Stupanus, com quem teve dois filhos, Nicolau
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e Verena. Nenhum dos filhos despertou interesse pelas areas da Matemaética e da Fisica,
embora a familia tenha influenciado fortemente para que isto, de fato, acontecesse. Trés
anos apos seu casamento com Judith, Jacob foi nomeado professor de Matematica em

Basiléia, onde ja era reconhecido, desde 1683, como professor de Fisica.

Também no ano de 1687, Johann Bernoulli, irmao mais novo de Jacob Bernoulli,
que era estudante de Medicina, conforme desejo de sua familia, pediu que Jacob o ensi-
nasse Matemaética. Apds o aceite de Jacob, iniciaram os estudos em Calculo Diferencial,
usando como base os estudos de Leibniz. Na época, as nocoes apesentadas por Leib-
nizeram consideradas conceitos de nivel avangado e, poucos matematicos desenvolviam

com-peténcias e aptidoes a partir deles.

Segundo (Peiffer, 2006) os irmaos Bernoulli desenvolveram diversas habilidades e
um avanco significativo, concentrando seus esforcos nos estudos de Leibniz. Posterior-
mente, Jacob percebeu que seu irmao havia apresentado um raciocinio légico ainda mais
aprimorado que grande parte dos estudiosos da época, inclusive, talvez mais aprimorado
que o do proprio Jacob. Essa percepcao de Jacob, fez com que um sentimento de riva-
lidade e competicao se desenvolvesse em ambos. Um fato que se destacou na rivalidade
entre os dois, foi que os irmaos desenvolviam desafios e os publicavam, afim de que o outro
nao conseguisse solucionar, causando assim, sentimentos de impoténcia intelectual e um
constrangimento perante outros estudiosos. Mesmo assim, ha diversas contribuigoes para

a Matemética advindas dos irmaos Bernoulli.

Dono de uma personalidade forte e considerado como uma pessoa dificil de li-
dar, Jacob realizou dentincias sobre praticas ilicitas que aconteciam na Universidade de
Basiléia, em 1691. Alguns profissionais da Universidade, sentindo-se ofendidos com tais
acusagoes inciaram um processo de limitagao das atividades exercidas por Jacob, essas
limitagoes foram encerradas ainda no final daquele ano, apds conversas entre os envolvidos

e um pedido de desculpas por parte de Jacob.

Em 1692, comecou a sofrer de problemas de satide que iniciaram com uma tosse
forte, seguida de gota e por fim uma febre debilitante que ocasionou seu falecimento em
1705.

A familia Bernoulli possuia o costume de dar nomes iguais aos seus membros.
Um exemplo disso é o fato de Jacob Bernoulli e seu irmao Nicolau terem dado o mesmo

nome para seus filhos, que curiosamente nasceram no mesmo ano. Diante disso, foram
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necessarias algumas caraterizacoes para diferenciar um membro de outro. Um exemplo
disso é o uso de numeros romanos, conforme vemos na imagem abaixo. No diagrama
aparecem os nomes em francés (Jacques e Jean) ao invés dos nomes em alemao (Jacob e

Johan), sendo Jacob Bernoulli retratado por Jacques 1.

Nicolaus
(1623-1708)
| ] ]
Jacques | Micolaus | Jean |
(1654-1705) | | {1662-1716) (1667-1748)
| l ]
| | | ]
Micalaus |l Micalaus Il Daniall Jean
(1687-1759) (1695-1726) | (1700-1782) (1710-1790)
|
I ] |
Jean Daniel Il lacques |l
(1746-1807) | |(1751-1834) | |(1759-1789)
Chiristaph
{1782-1863)
Jean Gustave
{1811-1863)

Figura 2: Arvore genealogica da familia Bernoulli.

2.1.2 Uma abordagem breve sobre a obra de Jacob Bernoulli (Jacob/Jacques/-
Jacob I)

Calculo diferencial, integral e equacgoes diferenciais foram os conceitos principais
que embasaram e direcionaram os estudos de Jacob. Entretanto, seu maior interesse foi
nas habilidades e teorias desenvolvidos através dos estudos das séries. Durante muitos
anos Jacob buscava solucionar problemas matematicos, destacando-se entre cles o pro-

blema da curva catenéaria.

Em 1682 comegou a submeter artigos no Jounal des savants onde apresentava
ou criticava obras sobre a area das ciéncias naturais — méaquinas para respirar embaixo
d’agua, pesar o ar, centro de oscilagao, entre outros. Foi a partir de 1685 que comecou
a fazer publicagoes sobre matematica, no mesmo jornal. Sua principal obra foi publicada

8 anos apos seu falecimento e ainda se encontrava-se incompleta, falaremos dela em breve.

Segundo (Zindel, 2018) Jacob fez uma enorme contribuigao para a area da pro-

babilidade e estatistica. Foi através do seu trabalho que a probabilidade comegou a ser
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mensurada — foi o primeiro matemético a quantificar/calcular variagoes e a incerteza.
Uma das suas maiores contribui¢des foi a Lei dos Grandes Ntimeros (ou Teorema Aureo).
Este teorema ¢é o teorema fundamental da teoria da probabilidade, através deste teorema
conseguimos estabelecer a relacao entre a frequéncia de ocorrer certo evento com a proba-
bilidade deste ocorrer — o teorema afirma que quanto maior a frequéncia deste evento mais
proximo a probabilidade da média aritmética dos resultados observados ira se aproximar
da probabilidade real. Portanto, temos que Bernoulli foi o primeiro a firmar o caréater

frequentista da probabilidade.

Temos por padrao que o surgimento da probabilidade matematica comeca com
a correspondéncia entre Pascal e Fermat, em meados de 1654. Os matematicos estavam
preocupados com a divisao do pagamento de um jogo quando ele ¢ interrompido antes do
final planejado. Pascal, Fermat e Huygens, em meados do século XVII, fizeram um grande
trabalho no campo de jogos de azar. Apoés isso, esta teoria ficou sem qualquer avango até
que Bernoulli deu continuidade a este estudo. Este periodo de pausa foi chamado por

Steve Stigles como “Idade das trevas das probabilidades”.

Para Bernoulli a prova do teorema Aureo permitiria estender a matemética apli-
cada nos jogos de azar para um grupo maior de situagoes que ocorrem no cotidiano,
incluindo questoes civis, morais e economicas. Porém, o préoprio matemético encontrou

dificuldades em exemplificar tais situacoes.

2.1.3 Ars Conjectandi

Em 1713, oito anos apds sua morte, o sobrinho ¢ também mateméatico Nicholas
Bernoulli (1687 - 1759) publicou a grande obra-prima de Jacob Bernoulli sobre a teoria
das probabilidades “Ars Conjectandi”, publicada com o titulo de “A arte da Conjectura’”.

A obra estava incompleta e foi publicada em sua forma original.

A obra apresenta conjecturas sobre assuntos da probabilidade que até entao eram
tratados apenas com o “bom senso”. Sao apresentados os principais estudos de Bernoulli
dentro deste campo foram: teoria de combinacoes e permutagoes, os nimeros de Bernoulli,
a previsibilidade matemética e a lei de Bernoulli para grandes numeros (necessaria para

toda teoria moderna de amostragem).
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Além da importancia historica, a obra ainda apresenta aplicacoes da teoria da pro-
babilidade em situagoes cotidianas — seguro, jogos de azar e anélise estatistica (que ainda
estava em formagao). Foi nesta obra que surgiram os nimeros de Bernoulli, na tentativa

de descrever uma forma de calcular a soma de poténcias de inteiros consecutivos.

O livro foi dividido em quatro partes conforme descrito por (Adame, 2016). A
primeira parte é uma reedigao do livro de Huygens, onde sao trabalhados algumas propo-
sigoes e problemas envolvendo a area da probabilidade. Bernoulli apresentou resolugoes
usando séries infinitas e logaritmos. Aos resultados numéricos apresentou generalizagoes
e novas formas de resolucao. Uma das maiores contribui¢oes de Bernoulli é a resolucao
do seguinte problema: calcular a chance de um jogador ganhar tendo infinitos jogadores e
cada um podendo langar o dado uma tnica vez. Esse problema relaciona a probabilidade

de um jogador ganhar com a probabilidade dos demais perderem.

A segunda parte foi intitulada de “A doutrina de permutacoes e combinacoes”. Este
trecho foi utilizado como livro texto de analise combinatoéria durante o século XVIII. Essa
parte abordou com muitos detalhes os seguintes temas: permutagoes, combinagoes, o nu-
mero de combinagoes de uma classe particular, nimeros figurativos e suas propriedades,
as somas de poténcias de inteiros, as propriedades dos C),, combinagoes com repeticao,
combinagoes com repeticao restrita, variagoes sem repeticao, variagoes com repeticao e

variagoes com repeticao restrita.

A terceira parte apresenta aplicagoes da teoria de combinagoes e traz a solucao
detalhada de 24 problemas de jogos de azar. Enquanto nas duas primeiras partes Ber-
noulli desenvolveu ferramentas para resolver problemas relacionados aos jogos de azar e
os aplicou em problemas classicos discutidos por Pascal, Fermat e Hygens, nessa parte ele

resolve novos problemas e, em sua maioria, os ilustra com jogos inventados por ele.

Por ultimo, a quarta parte apresenta o famoso Teorema de Bernoulli. Além disso,
apresenta toda a teoria fundamental e moderna da probabilidade. Além de aplicagao aos

jogos de azar, sao mostradas aplicagoes em problemas civicos, morais e econémicos.

Observamos, na figura 3, que Bernoulli utilizava o atual simbolo de integral “ [”
para representar os somatorios. Tal simbolo era e continuou por muito tempo popular
para representar soma de nimeros inteiros consecutivos. O simbolo atual para somatoério

“>"” foi inicialmente utilizado por Leonard Euler em 1755. Na época, alguns matematicos
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também aderiram a utilizacao desse simbolo, porém nao todos.

Foi entao, entre os anos de 1822 a 1829, com os matematicos Joseph Fourier e
Carl Gustav Jacob Jacobi, que o simbolo ) comegou a ser popularizado e aceito como
simbolo de somatoério. Devemos observar, também, que antes de se popularizar o simbolo
> para qualquer somatorio ele estava mais associado a somatoérios que envolviam indices

ou subindices.

.. Alque si porro ad altiores gradatim polestates pergere, levique ne-
gotio sequentem adornare laterculum licel :

Sunnnae Polestatum

In =~lrnn+~lrn.

fnn = -l,—n.3+:"}-nn+—g;n

il nd = :][714 +-]Tn.3 +:'r|-nn
fnt=ind+Int+1Ind—Jn

fn? = %716 +~lrn.5 +1§:n4 — qynn

fn® = %,n? +~lrn.5 +~'_rn5 —;l-nB’ +?1]'Z”-

fn’ = ]3718' +~lrn.-? +13_Tn5 —23_{?14 + yxnn
fn=In"+Inf4+2n” —Fnd+dnd—Jin
[ =404 In? + 38— Fnb 4 In
fnl0— ﬁ-u” —i—-lzn.m —i—%n? —In’ +In%—1nd -l—g%n

Quin imo qui legem progressionis inibi atlentuis ensperexit, eundem eti-
am continuare poterit absque his ratiociniorum ambabimus : Sumla enim
c pro polestatis cujuslibet exponenie, fit summa omnium n*® seu

- 1 s ) . spraYop=an
Jne = e g AT S e
gae—lwe—=R2he—Fve—4 - = =
7-34.56 .

coc—lc—2:c—3.c—4.c—5.c
2.-3-4.5.6.-7-8
exponentem potestatis ipsius n conlinué minuendo binario, quosque per-
veniatur ad n vel nn. Literae capilales A, B, C, D & c. ordine denotanl

—6 7
+ Dn®"" ... & ita deinceps,

coéfficientes ullimorum terminorum pro [nn, [ n*, f nt, f n® & c
nempe
1 1 . 1 1
A=—B=-—C=—,D=——.
é 30 42 30

Figura 3: Recorte de uma pagina do livro Ars Conjectandi mostrando a féormula de Ber-
noulli para soma de poténcias de niimeros inteiros.

Na ultima linha podemos verificar os coeficientes que posteriormente foram deno-
minados nimeros de Bernoulli. Os termos “julgamento Bernoulli” e “niimeros de Bernoulli”

sao os frutos desta obra.
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2.2 SEKI TAKAKAZU

O interesse pela determinacao de formulas que apresentem o resultado da soma das
poténcias de nimeros inteiros consecutivos tem mais de dois milénios. Muitos matematicos
se dedicaram a este estudo e entre eles temos o japonés Seki Takakazu (1642-1708) que,
curiosamente, também definiu os numeros de Bernoulli em seu livro poéstumo Katsu

Sampo.

Nesta situagao, conforme (Arakawa et al.,
2014) citado por (Mirkoski, 2018) nao ha

davidas quanto a descoberta independente.

- i
" =l
o= g S
Spfdgi.y )

= S
; Bl ¢ >~
'—4‘17['% ’g a

A descoberta dos dois matemaéaticos ocorreu

. I ;H- = e

quasc ao mesmo tempo, tendo scus livros Q F»- ] e ¢
bstumos : de dif T
poéstumos apenas um ano de diferenca, e stwm R e

. u,_ j:uruﬁ' W{FET:«%‘”"

praticamente usando os mesmos conceitos.

Vale observar que Bernoulli apresentou al-

‘IS*EZNJ(J =

& % ux Y ﬂ? R

L
LIETE ,

guns padroes dos coeficientes que nao foram 2|

citados pelo matematico japonés. Um fator

que leva Seki a nao ser tao citado nessa des-

coberta ¢ a linguagem da escrita que nao ¢

facilmente traduzida, além de que Bernoulli Figura 4: Ntimeros de Bernoulli por

apresentou seus estudos de maneira mais fa- Seki — Wikimedia Commons

cilmente compreensiva através de sequéncias.

Seki, também, é o primeiro matemaético a desenvolver determinantes, tentando re-
solver sistemas de equagoes, ao apresentar um polinomio associado a um quadrado de
ntmeros gerando, assim, a ideia de determinantes. De maneira independente, Leibniz, 10

anos depois, definiu e desenvolveu o estudo sobre este conceito.

Seki ¢ considerado o maior matematico japonés da histéria, desde crianga era consi-
derado um prodigio na mateméatica. Em 1683, langou seu livro Kai Fukudai no Ho (Método

de Solugao de Questoes Secretas) com o qual passou a ser um matematico conhecido.
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2.3 LEONHARD EULER

2.3.1 Uma abordagem breve sobre a vida de Leonhard Euler

O matematico Leonhard Paul Euler nasceu em
1707 na Suica, na cidade da Basileia. Nasceu em
uma familia bem estruturada, o que permitiu que
ele tivesse acesso a uma educagao de qualidade.
Em 1733, ele casou-se com Katharina Gsell com
quem teve 13 filhos -— somente 5 sobreviveram a
infancia. Katharina faleceu em 1773, apds 40 anos
de casamento. Trés anos apoOs este acontecimento,
Euler casou-se com a meia-irma da falecida esposa,

Salome Abigail Gsell. Foi com ela que Euler viveu os

tltimos anos de sua vida. Um amigo que presenciava

sua vida doméstica disse: “Uma crianca no colo, um

Figura 5: Retrato de Leo-
nhard Euler feito por Ema-
nuel Handmann em 1753.

gato sobre o ombro, assim escrevia ele suas obras
imortais” (Garbi, 1997) .

Seu pai, Paul Euler, era pastor na Igreja Calvinista e tinha o desejo de que o filho
seguisse 0 mesmo caminho (Boyer, 2003). Apesar de Euler ndo ter se tornado pastor,
mesmo apds muita insisténcia de seu pai, manteve sua vida seguindo fortemente os pre-

ceitos da religido (Simmons, 2002).

Enquanto Jacob Bernoulli teve grandes problemas com sua familia ao escolher
seguir os estudos na area da matematica, Fuler teve o apoio de seu pai. Isso pode ser
justificado pelo fato de que o pai de Euler também tinha grande interesse na area ¢ era
um grande amigo de Jacob Bernoulli, por anos os dois estudaram juntos. A proximidade
da familia de Euler com a familia Bernoulli talvez seja o que mais o influenciou interesse

do jovem Euler pela matematica (Boyer, 2003).

Aos 14 anos, Euler ingressou na Universidade da Basileia para estudar Medicina,
Teologia e Ciéncias Humanas. Dois anos depois, ainda na Universidade da Basileia, co-
megou a se dedicar a matematica (Simmons, 2002). Apoés sua tltima formagao iniciou sua

carreira como professor de Filosofia, Teologia e Matematica na mesma universidade.

Em 1727, por influéncia dos filhos de Bernoulli, Daniel e Nicolas, foi convidado a
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integrar a Academia de Ciéncias de Sao Petersburgo na Riissia, onde foi nomeado pro-
fessor de Fisica em 1730 e de Matematica em 1733 (Simmons, 2002). Aos 26 anos ele se
tornou um matematico de destaque melhorando muito a sua vida financeira e possibili-

tando se dedicar a pesquisa matematica.

Euler possuia sérios problemas de visao que pioraram com o decorrer dos anos e,
aos 28 anos, perdeu a visao do olho direito. Mas isso nao impediu que ele mantivesse sua
intensa produtividade de trabalhos. Possuia uma memoria excepcional, quase fotografica.
A produtividade era tanta que foram necessarios 50 anos para a Academia de Sao Peters-
burgo publicar toda a sua obra, mesmo publicando com regularidade. Em 1766, percebeu
que estava perdendo a visao do segundo olho e comecgou a treinar seus filhos e outros

ajudantes para escrever enquanto ele ditava.

Em 1741, foi para a Academia de Ciéncias de Berlim, onde foi convidado a ser
professor de Matematica. L4 conquistou a admiracao de pessoas importantissimas, porém
devido a sua timidez e a ter se tornado motivo de zombaria resolveu retornar, em 1766,
para a Academia de Ciéncias de Sao Petersburgo. Foi 1a que Euler trabalhou até o fim de

sua vida.

2.3.2 Uma abordagem breve sobre a obra de Leonhard Euler

A obra de Euler conta com mais de 850 titulos, entre artigos e livros, nas areas de
calculo, algebra, geometria, fisica e astronomia. Nenhum outro estudioso na histoéria da
matematica produziu tanto. Tinha como objetivo tornar a matematica acessivel para alu-
nos de engenharia, arquitetura ¢ outras arcas técnicas, sendo assim, suas obras possufam
carater didatico (Boyer, 2003). Seus trabalhos mais renomados foram A Introduction in
analysin infinitorum (1748), sobre fungdes matematica, ¢ Intitutiones calculi differentialis

(1755), sobre célculo diferencial.

Diversas areas da matematica evoluiram com os estudos de Euler, entre elas: o Cal-
culo Diferencial ¢ Integral ¢ a Analise Matemaética. Segundo Boyer (2003) a contribuicao
de Euler foi tao grande que é possivel dizer que Euler fez pela anélise o que Euclides fez

pela geometria.

Suas contribui¢Oes para a matematica sdo inameras, diversas féormulas carregam
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seu nome. Temos a Relacao de Euler para poliedros convexos: V — A+ F' = 2, em que
V é o ntmero de vértices, F o niimero de faces e A o nimero arestas. Em Trigonometria,
convencionou a notagao A, B, C' como os vértices opostos aos lados a, b, ¢ de um triangulo

ABC qualquer, convencionou ainda 7 como o raio de seu circulo inscrito (Boyer, 2003).

Na Algebra, introduziu a letra i para representar a raiz quadrada de —1, ou seja
1 = +/—1 e deu aos numeros complexos a forma z = a + bi, com a e b nimeros reais.
Ao resolver o problema das setes pontes de Konigsberg (sobre o rio Pregel, na Alemanha)

deu inicio & teoria dos grafos.

Desenvolveu também as Féormulas de Euler (e +1 =0 e ¢ = cos(x) + isen(z)),
a notac¢ao Y para somatorios e com o uso das séries de poténcias resolveu o problema da

Basileia.

Euler trabalhou a teoria dos niimeros figurados, mais especificamente os ntimeros
pentagonais. E também, em trabalho conjunto com Bernoulli, desenvolveu a equacao de
viga Euler-Bernoulli que se tornou extremamente importante na engenharia. Além disso,
estudou as funcgoes geratrizes e definiu o nimero de particao — o niimero de maneiras em

que um numero natural pode ser expresso pela adi¢ao de nimeros naturais.

Em 1735, se tornou conhecido internacionalmente apos resolver o problema de Ba-
sileia, que sera tratado com em maior detalhe na proxima se¢ao. Na época Euler era aluno
de Johann Bernoulli, e provavelmente foi Johann que apresentou o problema para Euler.
Jacob Bernoulli tentou resolver o mesmo problema, porém fracassou. Euler resolveu o
problema de maneira extremamente clara e didatica, gerando assim sua fama. A teoria
por tras da resolugao deste problema foi utilizada por Bernhard Riemann em seu artigo

de 1859, em que fez a extensao da funcao zeta para o plano complexo.

Euler foi o primeiro matematico a usar conhecimentos da éarea da Anélise para
resolver problemas sobre Teoria de Numeros. Entre eles, o problema de encontrar as
solucoes inteiras de uma equacao linear. Para isso, construiu um método popularmente
conhecido como Método das Fungoes Geradoras. Estudaremos mais sobre elas no quarto

capitulo.
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Figura 6: A nota de 10 francos suigos trouxe a imagem de Euler como estampa.

2.3.3 Problema da Basileia

Um famoso problema que deixou Euler muito conhecido foi o Problema da Basileia
sobre teoria dos ntimeros. Proposto por Pietro Mengoli em 1647 e em 1735. Por nao ter
sido resolvido pelos grandes matemaéticos da época fez com que Fuler fosse conhecido
rapidamente. Mais tarde, em 1859, suas ideias foram usadas por Bernhard Riemann em

um artigo que ele define a funcao zeta.

O Problema da Basileia consiste em encontrar o resultado da soma exata dos
inversos dos quadrados dos inteiros positivos, isto é, encontrar o resultado da seguinte

série infinita:
o0
> Lol
n?2 22 32
n=1
Como essa série converge, podemos calcular o seu valor.

3 pote]

Demonstragdo. (Feita por Euler) Sabemos que sen(v) = x — 5 + & — ‘;—T + - -+ converge

para todo x € R. Agora, considere a seguinte fungao:

z?2 ozt b
f@)=1—F 45—+
Note que sen(z) = xf(x) e, deste modo, podemos escrever f(zr) = %(m) Agora Euler

recorre a série de poténcias da funcao seno e a trata como um polindémio. Sendo assim,

a fungao f(z) possui infinitas raizes da forma k7 com k = +1,4+2,+3,--- . Portanto, a
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funcao f pode ser fatorada como produtos de fatores do primeiro grau:

o-(-9)(1-L) (- 2) (1- =) -

Observando o coeficiente do termo 22 em f(z) obtemos:

Desta forma Euler chega ao resultado. Porém, atualmente essa prova nao é vélida,
pois séries de poténcias nao sao polindmios e, portanto, nao temos as mesmas proprieda-
des. Na época de Euler, ele nao dispunha da teoria de convergéncia de séries que temos
hoje e, em funcgao disso, naquele tempo sua prova foi aceita. Bernoulli também fez uma
prova deste problema e hoje temos outras demonstragoes formais que utilizam o célculo,

como conhecemos hoje.

Dentre as provas encontadas para esse problemas temos duas que sao mais conhe-

cidas. Vejamos um pouco sobre elas.

A primeira escrita por Tom Apostol, conhecido por seus livros de célculo. O ma-
tematico resolve utilizando o calculo da integeral dupla fol fol ﬁdw, a expande em uma
série geométrica e a decompoe em produto. Outra forma, também, é fazendo uma mu-
danga de coordenadas rotacionando-as 45°, apo6s isso é feito substituicoes trigonométicas

que finalizam a resolucao.
A segunda prova nao tem um autor definido, mas os Arquimedianos atribuem a
John Scholes. O matematico relaciona os valores da funcao cotagente ao quadrado. Utiliza

duas identidades e mostra que as duas convergem para o mesmo valor.

As duas provas completas podem ser encontradas em (Filho, 2014).
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3 NUMEROS DE BERNOULLI - UMA INTRODUCAO

Os nimeros de Bernoulli sao os termos de uma sequéncia de niimeros racionais que
foram descobertos de forma independente pelo matematico suico Jacob Bernoulli e pelo
matematico japonés Seki Takakazu. Esses dois matematicos encontraram estes ntimeros

por acaso quando tentavam calcular as somas de poténcias inteiras.

A partir desta descoberta, os nimeros de Bernoulli apareceram em diversos resul-
tados importantes, incluindo as expansoes em série de fungoes trigonométricas e trigo-
nométricas hiperbolicas, a Formula de Soma de Euler-Maclaurin e nos valores da fungao

zeta de Riemann quando calculada em ntimeros pares.

3.1 NUMEROS DE BERNOULLI - RECORRENCIA

Nesta se¢ao vamos definir os ntimeros de Bernoulli através de recursao. Podemos

encontrar os numeros de Bernoulli através da seguinte recursao:

® By =1

n—1
° Z<n>Bk—Opara,n22.
k=0 \ k

Agora vamos calcular os cinco primeiros numeros de Bernoulli utilizando esta re-

corréncia.

Para n = 2, temos que:

' /2 2 2
> By = By + B,=1-1+2B; =0.

Portanto, By =

er—t

Para n = 3, temos que:

1
>Bz—1-1—0—3-<—§>+332—0;

— 1.

-
/\
v
T
o w
~_
=
+
/—\
v
X
+
N"“ /_\



Portanto, By = ;.

Para n = 4, temos que:

S [ 4 4 4 4 4 4
> B = By + B + By + By=1—5+1+4B3=0;
—\ k 0 1 2 3 2

4
4B3:_2+§:0

Portanto, B3 = 0.

Para n = 5, temos que:

(2 (1) (e (e (0 2o

5 10
1—=+— By = 0;
2+6+0+54 0;
1
5B4:—6

Portanto, By = —%.

Para n = 6, temos que:

O e O e O L O A W R O L

6 15 15
l— =4 —=40—=+6B;=0;
p e T =0

6-18+15—3

0.
6

6B; =

Portanto, B; = 0.
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Prosseguindo desta forma, podemos encontrar os proximos valores. Temos entao:

B;=0; Bs=4; Br = 0; By = —35; By =0;
Bi=¢g; Bn=0; Bp=-35.

Assim, reescrevendo o trecho do livro de Bernoulli com a linguagem da matemética mo-

derna, teremos:

So(n) =n,

Si(n) = gn* — 3n;

Sa(n) = n° — 30 + gn:

S4o) = ' — i +

Si(n) = gn® = gn' + g0 — gn

1.6 1.5, 5.4 1.2
6/t 5N+ 5N 127

1,7 1.6 1,5 1.3 1,.
Sg(n) = zn" — 5n° + 5n° — zn’ + 5n;

_ 1,10 1.9, 3.8 7.6, 1.4 3 2
So(n) = wn sn” 4+ 5n® — on® + gnt — 5n%;

1 1 5 1,.: 5
Sm(n) = ﬁnu — 5?110 + gng — n7 + n5 — 5713 — %n.

Bernoulli encontrou padroes nesta sequéncia de formulas. Alguns destes podemos

ver nos primeiros dez termos da sequéncia expostos acima. Por exemplo, o coeficiente de

m+1 Ard 1 : m 4 _ 1 : m—1 4 m
n em Sy, (n) sempre serd —— 5, 0 coeficiente de n™ é —3, o coeficiente de n é 15,

m=2 ¢ sempre nulo, e assim por diante. Obs.: Bernoulli ndo chegou a

o coeficiente de n
demonstrar esse resultado. Ele chegou a essa conclusao de forma empirica. Na se¢ao sobre

os Polinomios de Bernoulli voltaremos a falar da forma recursiva dos nimeros de Bernoulli.
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No préximo capitulo veremos os numeros de Bernoulli através da fungao geradora

f(r) = =% e, a partir disso, traremos diversos resultados importantes acerca deste tema.
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4 FUNCOES GERADORAS E NUMEROS DE BERNOULLI

Neste capitulo veremos como Euler estudou os niimeros de Bernoulli usando a fun-

T
er—1"

cao geradora f(z) = Mas antes de adentrarmos ao mundo das fungoes geradoras,

vamos relembrar alguns topicos sobre séries. Este contetdo esta intimamente ligado com

as fungoes geradoras e com os nimeros de Bernoulli.

4.1 SERIES

Nesta se¢ao vamos seguir os passos da referéncia [18| para trazer alguns resultados

acerca das séries numeéricas.

4.1.1 Definicao e Convergéncia

Definicao 4.1. Seja (a,) uma sequéncia em R, a soma infinita

Zan:a1+...—|—an—|—---
n=1

¢ chamada de série com termo geral a, e cada nimero a; € chamado de termo da série.

As somas finitas
N
SN:Zan:a1+"'+aN
n=1

sao chamadas de somas parciais da série.

Na maioria dos casos desejamos compreender o comportamento dessa soma infinita
e desenvolver métodos para determinar se uma série possui ou nao um valor de soma e,

caso possua um valor, buscamos calculé-lo.

Obs.: Quando os indices da série ja estao implicitos ou ja sao conhecidos podemos

denotar a série como simplesmente > a,,.

[e.@]
Definigao 4.2. Dizemos que uma série Y a, converge quando a sequéncia das somas
n=1
parciais (Sy) converge. Neste caso, se S = lim Sy, denotamos Y .~ a, = S. Se as
N—oo -

somas parciais divergem dizemos que a série também diverge.
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Exemplos:

o0
1. Considere a série ) n(; Temos que a n-ésima soma parcial desta série é dada
n=1

n+1)°
1 1 _1 1
n n+1l) n+1

Sp=11 ! + L1 4+
" 2 2 3
Portanto, lim S, = 1e, deste modo, > —— = 1. Ou seja, esta série é convergente.

o)

por:

Obs.: Para uma série »_ a, é comum usar a nota¢ao » _a, < oo quando a série é

convergente.

2. A série

o
D=1 =1—141—1+--

n=1

é divergente pois lim 5, nao existe, visto que S,, = 0 quando n é pare S, = 1
n—oo

quando n é impar, assim temos duas subsequéncias que convergem para diferentes

valores.

[o¢]
3. (Série Harmonica) A série S = | % ¢ divergente. De fato, suponha que esta série é

n=1

(ee] o0

~ L. _ L o 1 , .

convergente, entao as séries A = > o0 eB=> 2T também seriam convergentes.
n= n—=

Além disso, como S, = A,, + B,,, quando n — oo teriamos S = A + B.

Por um lado, temos que A= Y~ o= =1 3 1 =5 E assim, A= B = 2.
n=1 n=1
Por outro lado, temos que
1 1 1 1
B—A=1lim(B,—A,) =l i —— | > 0.
Jim ( ) nliléo<1.2+3.4+5.6+ +(2n—1)2n>
Assim, B > A. Contradicao.
4. (Série Geométrica) Considere a série 1 +a+a?+---+a"+---= > a", com a € R.
n=0

Se a = 1, a n-ésima soma parcial da série geométrica é

Sp=14+1"+124--.41"=n+1
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e assim temos que é divergente, pois lim S5, = +o0.
n—oo
Se a = —1 a série é divergente, pelo exemplo 2.
Se |a| # 1, podemos determinar a convergéncia ou a divergéncia da série. Como a
soma parcial é dada por:
S,=1+a+d>+a>+---+a",
ao multiplicarmos por a, obtemos:
a-Sp,=a+a’*+a*+--+a"t
Subtraindo a primeira igualdade da segunda igualdade, temos:
S,—a-S,=1—a"""

Logo, como assumimos |a| # 1 podemos escrever:

Sp=— = -

a—1 l—a 1—a

Se |a| < 1 segue que lim a"*' =0 e daf
n—oo

o0
1 7 . _ 1 . 4 L.
ou seja, concluimos que: > Oa” = 1=, em que |a| < 1, isto ¢, a série converge.
n=

Quando |a| > 1 a série sera divergente.

Teorema 4.3. (Teste da Comparagao) Sejam (ay) e (b,) sequéncias de termos nao ne-
gativos. Se existem ¢ > 0 e ng € N tais que a, < c-b, Yn > ng entao a convergéncia da
série by, implica a convergéncia da série »  a, e a divergéncia da série Y a, implica a

divergéncia da série Y by,.

Demonstra¢ao. Sejam (a,) e (b,) sequéncias de termos nao negativos arbitrarias. Supo-
nha que existam ¢ > 0 e ng € N tais que a,, < ¢- b, ¥Yn > ng. Sem perda de generalidade

podemos considerar a,, < c- b, para todo n € N.
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Assim, as somas parciais s, e t,, de Y a, e > b, respectivamente, formam sequén-

cias nao decrescentes tais que s, < c¢-t, para todo n € N. Como ¢ > 0, (¢,) limitada

implica (s,) limitada e (s,) ilimitada implica (¢,) ilimitada.

Do exposto segue o desejado. |

o
Teorema 4.4. (Critério do termo geral) Se a série ) a, converge entdo a sequéncia
n=1

(an) converge para zero, ou seja, nh_{glo a, = 0.

o o0
Demonstra¢ao. Suponha que a série ) a, converge. Digamos que S = > a,,.
n=1 n=1

Como Sy = Sy_1 + ay, temos que:

lim (SN,1 + CLN) = lim SNfl + lim anN = S+ lim an.
N—oo N—o00 N—oo N—oco N—oo

Disso scgue que lim ay = 0.
N—o00

|
o o

Proposicao 4.5. Sejam > a, e > b, séries convergentes com as somas A e B, respec-
n=1 n=1

tivamente, e k € R uma constante, entao:

o0

1. Y (a,+b)=> an+ > b, =A+B.
n=1 n=1 n=1

2. 3 (an—0by)=> a,— > b,=A—-B.
n=1 n=1 n=1

3. > ka,=k> a,=k-A.
n=1 n=1

Demonstra¢ao. Vamos demonstrar o item (1) inicialmente.

Sejam A, e B, as sequéncias das somas parciais de »_ a, e Y b,, respectivamente,

ou seja:

b

3

|
ol
Il 3
—

S

T

S

B, by.
k=1

Como Y a, ¢ > b, convergem para A ¢ B, respectivamente, temos que dado € > 0

existem ng,n; € N tal que Vn > ng = [A, — A| < SeVn>n = |B, — B| < 5.
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Tome n,, = max{ng,n,}. Assim, ¥Yn > n,,, valem:

€

A, — Al < =
4y = A] < 5

€
B, — B| < -.
B, B <

Entao, temos que:

€

2

= €.

(A, + B,) — (A+ B)| g\An—A|+\Bn—By<§+

Portanto, temos que:

lim (A, + B,) = A+ B.

n—oo

Por outro lado, temos que:

n

An +Bn = iak +ibk = Z(ak +bk)
k=1 k=1

k=1

E, assim, temos que:

A+ B = lim (A, + B,) = lim E (ar + by) = E (an + by).
n—00 n—r00
k=1 n=1

O item (2) é analogo ao item (1) e a demonstracao do item (3) também decorre
da linearidade do limite. |
Defini¢ao 4.6. Uma série Y a, € dita ser absolutamente convergente se Y |a,| con-

n=1 n=1
verge.

Exemplos:

1. Dada uma série convergente »_ a,, se os termos da série nao trocam de sinal temos
que Y |a,| também seré convergente, ou seja, a série é absolutamente convergente.
e}
2. Para —1 < a < 1 temos que a série Y a" é absolutamente convergente.
n=1
Defini¢ao 4.7. Uma série Y a,, que converge, mas que nao ¢ absolutamente convergente,

€ chamada condicionalmente convergente.

Corolario 4.8. (Teste da Raiz ou Teste de Cauchy) Dada a série Y an, se existe ¢ € R
tal que {/la,| < ¢ < 1 para todo n > ng (ou seja, a partir de um ng) entao a série é

absolutamente convergente.
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Demonstragao. Dada a série Y a,, suponha que existe ¢ € R tal que {/]a,| < ¢ < 1
para todo n > ng. Assim, |a,| < ¢ para todo n > ng. J& vimos que a série geométrica
>~ ™ converge. Portanto, pelo Critério de Comparagao, temos que a série » | |a,| converge.

Logo, > a, ¢ absolutamente convergente. |

Obs.: Caso lim {/|a,| > 1 temos que a série > a, diverge. De fato, neste caso

n—o0
temos que {/|a,| > 1 a partir de um ng suficientemente grande. Disso temos que |a,| > 1
para todo n > ng. Pelo Critério do Termo Geral segue que a série »  a, diverge. Além

disso, quando lim {/|a,| =1 a série pode ser convergente ou divergente.
n—oo

o0
. . Al _ (logn\n n _ logn
Exemplo: Considere a série Zl a, com a, = (=22)". Como {/|a,| = =2~ tende a
n=
zero, pelo Teste da Raiz, temos que esta série é absoltamente convergente.

o o
Teorema 4.9. (Teorema da Convergéncia Absoluta) Se > |a,| convergir, entio Y ay
n=1 n=1

convergird, ou seja, toda série absolutamente convergente € convergente.
Demonstragdo. Suponha que > |a,| converge. Entao pelo Teste de Cauchy temos que
dado € > 0,dny € N tal que, Vm > ng, implica

m

Z lan|| < e,

n=ng

ou seja,

|ano| + ‘ano-i-l’ et ’am‘ <€

Pela desigualdade triangular para moédulos, temos que:

|anu + Apoy1 + -0+ aml > |an0| + |an0+1| o+ |am| <,
e disso concluimos que:

m

Zan<e

n=nog+1

Vm > ng, ou seja, a série ) | a, também converge. |

Obs.: A reciproca deste teorema nao é valida. Por exemplo, considere a série:

= (—1)n 1 1 1

n=1
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Temos que as somas parciais de indice par sao:

1
S2:1_§7

(-3 (-
(D469

e assim por diante. Perceba que Sy, < Sy < Sg < -+ < Sy, < --- pois em cada

parénteses temos um numéro positivo. Agora veja que as somas parciais de indice impar

sao dadas por:

S, =1,
1 1
se1-(3-1)
1 1 1 1
% = —(5—5)—(1—5)’

e assim por diante. Portanto, agora temos que Sy > S3 > S5 > -+ > S, 1 > - .
Entao existem lim Sy, = s e hm Sopi1 = 8"
n—oo
Como Syni1 — Son = 57 +1 — 0, temos que s’ = s”. Denotando s = s’ = s”, temos

lim S,, = s. Logo, a série é convergente. Mas a série nao é absolutamente convergente.
n—oo

Veja:
e n+1 o0 | n+1| & 1
3 e ]

oo
cs e Lo 1 - 73-
E ja vimos que a série ) x é divergente.
n—=

Teorema 4.10. (Teste da Razao) Sejam Y a, uma série de termos todos nao nulos e
> b, uma série convergente com b, > 0 para todo n € N. Se existe ng € N tal que

b ~ .
% < = para todo n > ny, entdo ) a, € absolutamente convergente.
n n

Demonstragao. Sejam Y a, uma série de termos todos nao nulos e > b, uma série con-
vergente com b, > 0 para todo n € N arbitrarias. Suponha que existe ny € N tal que
lenta] < b"“ para todo n > ng. Para n > ng, multiplicando membro a membro as desi-

lan|  —

gualdades.
b

|ano+1| N no+1 |aTL0+2| N bn0+2 |an—1| N bn—l

bn

|a’n0+2 | bn0+2 |an0+3 | 10+3 |an| <
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. a, |
obteremos —%- < —bo Ou seja, |a,| < k- b, onde k = u"&
lang 1] no41 no+1

Portanto, segue do Teorema da Convergéncia Absoluta que Y a,, converge absolu-

tamente. [ ]

4.1.2 Série de Poténcias

Para este topico iremos trazer alguns resultados e exemplos que podem ser encon-

trados no Capitulo 4 da referéncia [17].

Definicao 4.11. Uma série de poténcias centrada em ¢ € R € uma série do tipo »_ a,(x—
c)" em que x € uma varidvel e a, € R. Podemos definir uma funcao f(z) = a,(z—c)”

cujo dominio € todos os pontos de R em que a série converge.

As séries de poténcia sao uma dtima ferramenta para representarmos algumas

funcgoes. Chamamos essa representacdo de expansio em série de poténcia.

Exemplos:

o

1. Ja vimos que a série geométrica ¢ dada por 14+a+a?+---+a"+--- = Zo a” = ﬁ
n=

quando |a| < 1. Temos entao que a série de poténcias »_ x™ (veja que aqui a, = 1

e ¢ = 0) representa a funcio f(x) = - e o intervalo de convergéncia ¢ dado por

(—1,1). -

2. (Série de Taylor) Sejam f : (a,b) — R uma funcdo infinitamente derivavel e

x,x9 € (a,b). Definimos a Série de Taylor de f em torno de zq calculada em z por:
) (g
Zf (' 0)($_$0)71,7
—~ nl

onde f(™(xq) denota a n-ésima derivada de f calculada em z,. A série de Taylor é

convergente ou divergente dependendo do valor de f(z).

3. (Série de McLaurin) Seja f : (—r,r) — R uma func¢do infinitamente derivavel com
r > 0. A Série de McLaurin é dada pela Série de Taylor em torno de x5 = 0. Ou

scja, a série de McLaurin ¢ a seguinte:

— f700) .
2-‘3 —
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4. Vamos representar a fun¢ao f(x) = % em uma série de poténcias centrada em 3:

1 L &y
v (@-3)+3 =241 2 g (e =3)

3 n=0

Este desenvolvimento ¢é vélido quando |z — 3| < 3. A série, neste caso, converge nos
pontos deste disco centrado em 3 e diverge fora dele. No préximo teorema podemos

ver essa convergéncia num caso mais geral.

Teorema 4.12. (Raio de Convergéncia) Toda série de poténcias > a,(x —c)"™ estd asso-
ciada a um nimero r > 0, tal que a série converge absolutamente em |x —c| < r e diverge
em |z — c| > r. Este nimero r é chamado de raio de convergéncia da série de poténcias
e o disco de centro ¢ e raio v {x € R : |[x — ¢| < r} € chamado de disco de convergéncia

da série de poténcias.

Demonstracao. Considere a série de poténcias Y | a,(x —c)™. Caso a série convirja somente
em x = ¢ entao temos r = (0. Caso contrario, a série converge em um certo r; # c. Entao

o termo geral a,(z1 — ¢)" tende a zero.

Portanto existe M tal que |a,(x; — ¢)"| < M para todo n € N. Assim,

n n
Jan(z — )" = an(y — )" |——| <M |—=

I —C r1 —C

Portanto, a série ) |a,(x — ¢)"| é majorada pela série
r—cl|”
MY |[—
Ci1 —C

L=¢| < 1, ou scja, no disco |z — ¢| < |z1 — ¢|. Logo, a série

que converge quando |=5

> an(x — )" converge absolutamente em todo x neste disco.
Seja r o supremo do conjunto dos nimeros |r; — ¢|, onde 7 varia no conjunto dos
pontos em que a série Y a,(x — ¢)™ converge. Dado &’ no disco |z — ¢| < r, pela defini¢ao

de r, existe x; onde a série diverge tal que |2’ — ¢| < |x; — ¢].

Do exposto segue que a série | a,(x — ¢)™ converge absolutamente em ' e, por-

tanto, no disco |z —¢| < r.

Além disso, pela definigdo de r temos que a série diverge em |z — ¢| > 7. |
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Defini¢ao 4.13. (Multiplicagcao de séries de poténcia) Dadas as séries Y an(z — )" e
n=0

> bo(x — )™ temos que:
n=0

(Z le >> (Z bn@c—c)") =Y oo

n
em que ¢, = Y agb,_r. Este produto é conhecido como Produto de Cauchy.
k=0

4.2 FUNCOES GERADORAS

Fungoes geradoras sao uma das principais ferramentas para a resolucao de proble-
mas de contagens, principalmente problemas que envolvem a selecao de objetos nos quais

repeti¢ao é permitida.

Esta técnica teve origem nos trabalhos de A. De Moivre (1667-1754), tendo sido
aplicada extensivamente por L. Euler (1707-1783) em problemas de teoria aditiva de ni-
meros, especificamente na teoria de particoes. Este método foi muito usado por S. Laplace
(1789-1827) no estudo de probabilidade. N. Bernoulli (1687-1759) utilizou este método no

estudo de permutacoes cadticas.

Antes de adentrarmos nos problemas envolvendo as fungoes geradoras precisamos

lembrar de um problema, apresentado no teorema abaixo.

Teorema 4.14. O nimero de solugoes inteiras positivas da equagado
Ty +To+r3t---+xr,=m>r

¢ dado por O 1.

Demonstracao. Estamos interessados em expressar o inteiro positivo m como soma de r

inteiros positivos, basta colocarmos r — 1 barras divisoras entre as m parcelas de 1.

T+ 14141+ 1+ 14+ +1=m

O valor de x; serd o numero de 1's que antecedem a primeira barra, o valor de
29 o valor de 1's entre a primeira e a segunda barra e assim por diante. Até obtermos
o valor de z,, como sendo o nimero de 1's a direita da barra de numero (r — 1). Como

cada distribui¢do de barras corresponde a uma tnica solugao para a equacao (1.1), basta
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contarmos de quantas maneiras podemos fazer isto. Devemos selecionar r — 1 dos m —
1 possiveis locais (os sinais de “+” que separam os “1's”) para a coloca¢ao das barras

divisoras, o que pode ser feito um total de C” !, maneiras diferentes. |

Exemplo 4.15. Encontrar o nimero de solu¢oes em inteiros positivos da equagao:
1+ Ty = 5.
Temos, pelo teorema anterior, que m =5 e r = 2 e portanto:

crl =0y =4.

m—1 —

Exemplo 4.16. Encontrar o nimero de solucoes em inteiros positivos da equagao:

$1+.’E2+$3+.’E4+£€5:9.

Temos, pelo teorema anterior, que m =9 e r = 5 e portanto:

8!
r—1 __ 4 __ _
C, - =0Cg = T 70.

Agora se quiseres solugoes inteiras nao negativas, admitindo a possibilidade do zero

como solugao, teremos algumas solucoes a mais.

Teorema 4.17. O nimero de solugoes inteiras nao negativas da equagao

ri+ro+rs+--4+r,=m>0

€ dado por C”:lr,l.

m

Demonstracao. Vamos escrever uma sequéncia de 1's e b's, neste caso as letras b's irao
substituir as barras utilizadas no Teorema 4.14.

Estamos interesssados em expressar o inteiro positivo m como soma de r inteiros
positivos, basta colocarmos r — 1 letras b entre as m parcelas de 1.

A diferenca agora é que podemos escrever letras b's uma ao lado da outra, sendo
assim a solucao entre elas é zero, pois nao ha parcelas de 1's entre as letras b's. Sendo
assim, temos r — 1 elementos permutando entre o total de m + r — 1 elementos.

Assim, o total de solugdes que vamos ter é de Cl L. |

Definicao 4.18. A fungao geradora de uma sequéncia {an}n>o de nimeros reais ou com-
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plexos € uma funcio G definida pela série de poténcias:

G(z) = Z a,z",

n=0

com dominio dado pelos pontos onde a série converge.

Teorema 4.19. Sendo f e g fungdes geradoras das sequéncias (a,) e (b,) respectivamente,

temos que:

1. Af(z)+Bg(x) € a fungdo geradora para a sequéncia (Aa,+Bb,) para todos A, B € R.
2. f@)g(w) = 30— (=g (arbnr))z".
3. A fungao geradora para a sequéncia a, = ag+a1+---+a, € (1+z+2*+---)f(z).

4. A fungao geradora para a sequéncia (ra,) € igual a xf'(x) onde f'(x) € a derivada

de f com relacao a x.

5. [ fle)de =307, n‘ﬂflx”“.
Demonstragao. 1. Sejam f e g fungoes geradoras das sequéncias (a,) e (b,) respecti-
vamente e A, B € R. Entao:
flz)=ap+az+ - +ax"g(x) =by+bx+---+ba".

Logo,

Af(xz) + Bg(x) = Aap + Aayz + - - - + Aa,a" + - - - + Bby + Bbyx + - - - + Bb,a"
Af(xz) + Bg(x) = (Aag + Bby) + (Aay + Bby)x + - - - + (Aa, + Bb,)x"
Assim, Af(z) + Bg(x) é a fungao geradora para a sequéncia (Aa, + Bb,).

2. Decorre do produto de Cauchy.

3. Tome b, = 1 em 2, ou scja, g(z) = 1 + 2 + 22 + - -+, assim teremos uma fungao

geradora para (ap + a1 + - -+ + a,).



4. Seja f(z) = > a"z". Entao f'(z) = >_ ra"x"~!. Disso segue que:
r=0 r=0

zf'(x) = i ra"z’.
r=0

Portanto, a funcao geradora de (ra,) é xf'(x).

5. [ f(z)dx = [ i a,x"dr = io: a, [a"dx = io: ap s
r=0 r=0

T
r=0 r+

4.2.1 Numeros de Bernoulli e fungoes geradoras

Euler definiu os nimeros de Bernoulli através das fungoes geradoras. Ele nao sabia

que Bernoulli ja havia feito a soma muitos anos antes, e acabou formalizando a soma.
Vejamos:

-
el — 1 _n:U "nl

Expandindo ambos os membros da equagao obtemos:

2 4 0 1 2 3 4
1-i+5 -4 =By + Bl + Boy + Bsh + Balg +

Igualando os coeficientes de " temos:

Bob =15
Bk - -4
By = 53
Bs& = 0t

Note que no membro esquerdo nao temos t com expoente impar maior que 2 ¢

portanto temos que no membro direito os coeficientes dos t com expoente impar maior

do que 2 devem ser iguais a zero como veremos na proxima prosicgao.

Sendo assim, encontramos os seguintes numeros de Bernoulli:

49
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B():l,Bl:— _%’

Ou seja, a fungdo f(z) = 5

é uma funcao geradora para a sequéncia (%) em

que os B,’s sao os numeros de Bernoulli.

Proposigao 4.20. Os numeros de Bernoulli satisfazem as sequintes afirmacoes:

1. By=1.
n—1 n

2. | | B.=0paran>1.
i=0 \ @

Demonstracao. Ja temos que:

ZB o

Assim, multiplicando e/ — 1 em ambos os membros obtemos:

[e9]

t= (e —1) z_;o BnL.
Escrevendo e! — 1 em expansao de Taylor temos:
2 3 n n m—+1 n
t= (t+t2_'+%+) ZOB trL' - Z m! Z B Iiz' - Z (frb—i—l)‘ ZB fL"

Fazendo o produto de Cauchy das séries acima temos:

||
gL

N ntlh Bk o Byt
> (nHi—k)! = kI — > 2. (n+1—Fk)'k!

3
|
=)
el
=
3
|
<)
>
I
=

8

_ B t 1 (n41)! L n+1 gnt1
=2 e = >y ( L) Betrm -

n=0 n=0 k=0

Trocando os indices do somatorio ficamos com:
oo n—1 n e
t=> > Biir
n=1k=0 \ k

Veja que de um lado temos apenas t. Temos que o coeficiente de ¢ no outro lado é

um e o coeficiente de qualquer poténcia de t é zero. Portanto, temos o desejado. [

Teorema 4.21. Sejam n um inteiro positivo e p um nimero primo tal que (p— 1) divide

2n. Entdo By, + > 1 = € um nimero inteiro.

Proposicao 4.22. Os numeros de Bernoulli com indice impar diferente de 1 sao iguais

a zero, isto €, Bapi1 =0 para n > 0
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Demonstracao. Considere a funcao geradora da definicao de Euler dos nimeros de Ber-
noulli:

x x? "
— 4+ ...+ Bn—' + ...
n!

— By+ Biz + B
s B I T

Defina a fungao f(r) = =5 — Bix. Vejamos que f é uma fungao par. Sabemos

que By = —%.Temos entao:

x +x_2x+x(6x—1)
et —1 2  2r—1)

e+ 1) e 2 g(er? 4 /)

_z(e”+1
f(x) = 2(e* — 1) Cez/2 T 2(e*/? — e=/2)
(

Por fim, vejamos que f(z) = f(—=x), para todo = # 0.

—z(e7? £ e/?)  —x(e?/? + e7/?)
f(—.',E) - 2(67:)0/2 _ ex/Q) - _2(61/2 _ 67:13/2) - f(l’)

Disso segue que a série de poténcias de = — Bz nao tem termos de poténcia

impar diferente de zero. |

Com a fungao geradora da defini¢ao de Euler conseguimos aplicar os nameros de

Bernoulli em outros resultados, como veremos no proximo capitulo.
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5 APLICACOES E RESULTADOS IMPORTANTES

Neste capitulo veremos algumas aplicagoes importantes dos niimeros Bernoulli.

Veremos os polinémios de Bernoulli e resultados que podem ser obtidos a partir deles.
5.1 FUNCAO COTANGENTE HIPERBOLICA:

Considere f a funcao geradora da definicao de Euler dos niimeros de Bernoulli:

f(z) = 5% = By + Biz + Bo% + ... + B %y + ..

er —

Fazendo f(z) — Byz obtemos:

_ x _ x(e®+1) g ev/24ew/2 .
f(x) =Bix = G55 + 5 = 5571 = semcer = 5 coth(3)

Além disso, temos que:

x coth(z) = 2= + Z By, 2" (2n => 4”Bgn( )

n>0
Em C podemos usar as relagoes:

senz = —isenh(iz) e cos(z) = cosh(iz)

para chegarmos nas seguintes séries:

0o

. o 25 o (71)nz2n+1

® senz =z 31 + Bl Z 2n+1)!

n=0

oo

_ 22 24 _ (—=1)"22"

e cos(z)=1-5+5—..= > Gy
n=0

22 24 o z
o cosh(z) =1+5+5+...= @)l

ONE — B — icoth(iz), temos:

i2)2n n 22n
zeot(z) = BQn(an)l = >.(—4) B%W'

n>0 n>0

Como cot(z) =

Note que estas sao as expancoes em série de Taylor destas funcoes.
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5.2 POLINOMIOS DE BERNOULLI

Os polinémios de Bernoulli sao uma generalizacao dos ntimeros de Bernoulli. Te-
mos diversas propriedades interessantes com estes polindmios e na proxima se¢ao vamos
utiliza-los na prova da féormula de Soma de Euler-Maclaurin. Veremos também a forma re-

cursiva destes polindmios e vamos relacionar com a recursao para os nameros de Bernoulli.

Definigao 5.1. Os polinémios de Bernoulli sio uma sequéncia de polinomios By(y) de-

finidos pela sequinte expansao da série de poténcias:

ze™ = Bi(y)at
et —1 kz_; K

Note que a fungao geradora dos polindémios de Bernoulli é a fun¢ao geradora dos
numeros de Bernoulli multiplicada pelo termo e®. Além disso se tomarmos y = 0 temos

que €*¥ =1 e, portanto, By(0) = By.

Vejamos agora uma relacao de recorréncia para os polinomios de Bernoulli.

Proposigao 5.2. Os polindmios de Bernoulli satisfazem a sequinte relagdo de recorréncia:

Demonstracao. Veja que:

s o . . [e%s) ok o) 2u)F
> P :m.ey:<2%) (ZS?,))

k=0

oo k oo k
By (y)a* ()" Bpa® v* "By .k
> B >0 e—n)! poy >0 k=)l ™’
k=0 k=0n=0 k=0 n=0
c© k k
Bk(y)mk _ k—n zk
P DY Y Byt
k=0 k=0 n=0 n

Agora, se compararmos os termos de x nas somas, obtemos o desejado:

Buy) = 3° ( " ) By,

n=0 n
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Usando essa relacao podemos calcular os primeiros polinémios de Bernoulli:

Bi(y) =y~ 3

Ba(y) =v* —y+5

Bs(y) = 9" = 59" + 3y

By(y) :y4—2y+y2_%

N R
Bs(y) =4 =3y° + 39" — 30" + 5.

Agora vamos analisar um desses polinomios mais de perto. O que acontece quando

integramos ou diferenciamos? Considere o polinémio Bs(y):
LBs(y) =5y* —10y° +5y* — s =5 (y* — 2y + y* — 55)
dy 0 Y ) Y Y 6 Y yry 30/ °
Ou seja,

iy Bs(y) = 5Bu(y).

Além disso,
lB dy = L8 — L5 i4_L21—0
L({‘ 5(3/) y_Gy Qy +12y 12y 0_ .

Na proxima proposigao veremos que esse resultado sera valido em geral. Mais que

isso, teremos uma defini¢ao indutiva dos polinomios de Bernoulli.

Proposigao 5.3. Uma familia de polindmios By(y) sdo os polinomios de Bernoulli se, e

somente se:
1. Bo(y) =1

2. Bi(y) = kBy_1(y) para todo k > 0.
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3. fol Bi(y)dy = 0 para todo k > 0.

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar que essa sequéncia de polinomios é tinica e depois

que os polinémios de Bernoulli satisfazem essas trés propriedades.
Unicidade:

Suponha que exista outra sequéncia de polinémios By(y) que satisfaca as proprie-
dades 1, 2 e 3. Ja temos, da propriedade 1 que By(y) = 1 = By(y). Agora, para k > 0 e
para todo y temos, pela propriedade 2, que:

/! -/

(Bt = Bo)(y) = Bily) = Biy) = kBi1(y) — kBi1(y) = 0

Assim, By (y) = Bg(y) + ¢ em que ¢ é alguma constante. Pela propriedade 3 temos

que:

1 1
0= [ Br(y)dy = [ Br(y)dy + [cdy =0+c
0 0

o,

Portanto, ¢ = 0 e, assim, By(y) = By(y).

Logo, de fato essa definicao indutiva gera uma sequéncia tnica. Note que a primeira
propriedade especifica o primeiro termo, a segunda propriedade determina cada préximo
termo com diferenca de uma constante e a terceira propriedade determina exatamente

essa constante.

Agora vejamos que os polindémios de Bernoulli satisfazem 1, 2 e 3. Da definigao dos

polinémios de Bernoulli ja temos que a propriedade 1 é valida. Vejamos a propriedade 2:

00
d zxe®™ _ d B (y)z*
dyer—1 — d k!
ye Y =0

Dividindo ambos os lados por z e, em seguida, trocando o indice £ por £ + 1 no

somatorio ficamos com:

re®Y
et —1

Agora, podemos igualar as duas expansoes de para obter:

Bi() _ Bily)
iDl — K




Disso segue que:

Bllc+1(y) =

(k+1)Bi(y)

Finalmente, para k > 0, a propriedade 3 também é satisfeita:

1
1 1
Jo Bily)dy = 22| —

0

e ka1
Z ( > B, = Bk’-i—l'
n=0 n

Proposicao 5.4. Os nimeros de Bernoulli satisfazem a sequinte relagao de recorréncia:

pois By+1(0) = Bii1 e Byya(l) =

= 737 (Bir1(1) = Brsa(0)) =0

m=l [ m+1
Q.Bm:—LZ< . )Bj,pamm>0.

J

Além disso, para m > 0:

Jo Buly)dy =0

Com isso, pela proposicao anterior, temos:

I
Mz

Logo,

57
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=—2(1-145-(—3)+10-:+10-0) =

As propriedades mostradas tornam os polinémios de Bernoulli uma ferramenta ana-
litica extremamente util. Com esta teoria poderemos compreender totalmente o proximo

resultado, que une integragao e soma em uma importante férmula matematica.
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6 FUNCOES GERADORAS NO ENSINO MEDIO

As fungoes geradoras podem ser abordadas no ensino da matemética dentro do
Ensino Médio para resolver problemas de contagem e de analise combinatoria, contetido
deste segmento. Porém, como citado por Dionisio Nogueira Neto (NETO, 2014) em sua
tese, para aplicar as fungoes geradoras na resolugao destes problemas precisamos utilizar

séries de Taylor que nao é contetido do Ensino Médio.

Comum a matematica do Ensino Médio e as fungoes geradoras temos os Binémios
de Newton. Dentro do Ensino Médio é trabalhado através de formulas que auxiliam no
calculo dos coeficientes binomiais, enquanto dentro das fungoes geradoras organizamos

um sistema de combinatoéria.

Abaixo vamos apresentar alguns exemplos de problemas combinatérios e em se-
guida apresentar algumas resolugoes: como é resolvida no Ensino Médio e como pode ser

resolvida através das funcoes geradoras.

Mais a frente, também, apresentaremos alguns resultados que podem facilmente
ser apresentados aos estudantes deste segmento como uma ferramenta mais rapida para

a resolucao de problemas desta area.

Exemplo 6.1. Dentro de um grupo com 5 pessoas, quantos subgrupos de no minimo 2

pessoas podemos formar?

Primeiramente vamos abordar uma resolu¢ao que pode ser trabalhada no Ensino

Médio com o objetivo de introduzir o assunto.

Resolucao 1. Como se trata de um problema “pequeno” podemos listar solucoes.
Assim, sejam A, B, C, D e E as 5 pessoas. Desejamos formar grupos de 2, 3, 4 ¢ 5 pessoas.

Vamos descrever todas as possiveis solugoes:

Grupo com duas pessoas: {4, B} ,{A,C},{A, D} {A E} {B,C},{B,D},
{B,E} . {C,D} {C.E} {D E};

Grupo com trés pessoas: {A, B,C},{A,B,D},{A,B,E} ,{A,C, D}, {A C E},
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{A,D,E} {B,C,D} {B,C,E} {B,D,E},{C,D, E};

Grupo com quatro pessoas: {A, B,C, D} . {A,B,C,E} {A,B,D,E} {A C, D, E},
{B,C,D, E};

Grupo com cinco pessoas: {A, B,C, D, E}.

Portanto, somando as quantidades de grupos acima, podemos formar 26 grupos.
Agora, vamos resolver usando os conceitos da analise combinatoria.

Resolucao 2. Temos um problema de combinatoéria simples, visto que a ordem

dos elementos nao importa e nao ha restrigoes. Vamos calcular quantas comissoes conse-

guimos formar com 2, 3, 4 ou 5 pessoas. Sendo assim:

C+C35 +C5 + 05 = 2!(5512)! + 3!(5513)! + 4!(5514)! + 5!(5515)! =10+10+5+1=26

Portanto, podemos formar 26 grupos.

Por atlimo, vamos resolver aplicando func¢oes geradoras.

Resolucao 3. Podemos resolver pensando na quantidade de subgrupos que um
grupo de 5 elementos possui e eliminar os grupos com quantidades de elementos que nao

desejamos.

Podemos formar 2° subgrupos de um grupo de 5 elementos. Porém, destes grupos

nao desejamos aqueles que possuem apenas um elemento ou nenhum elemento.

Assim, temos um total de : 2° — Cp — Ci =32 — 1 — 5 = 26 grupos.

Resolucgao 4. Primeiramente vamos descrever e contar todas as solugoes utilizando
polindbmos. Suponha que cada pessoa seja representada por xy, xs, T3, T4 € 5. Assim, a

quantidade de grupos que podem ser formados por uma pessoa pode ser representada por:

p1 = X1 + T2 + x3 + x4 + T5, um polinémio de grau 1 com 5 comissoes de uma

pessoa, em que xy, To, T3, T4 € Ty representam cada um dos grupos de uma pessoa.
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Analogamente podemos representar aos grupos de duas pessoas por z;z;, de trés
pessoas por x;r;Ty, de quatro pessoas por x;T;TipT,, ¢ de cinco pessoas Por T;T;TyTmTy

em que 4,7, k,m,n € {1,2,3,4,5} e i, j, k,m,n sdo todos diferentes entre si.

Assim temos os polindmios:

P2 = T1X9 + T1T3 + T1T4 + T1T5 + TaX3 + ToXy + ToXs + T3X4 + T3T5 + T4T5 UM

polindémio de grau 2 com 10 grupos.

P3 = T1X2x3 + T1X9Ty + T1T2X5 + T1X3T4 + T1X3T5 + T1T4X5 + ToX3Ty + T2T3T5 +

ToT4Ts + 31475 um polinomio de grau 3 com 10 grupos.

P4 = T1ToT3X4 + T1T2X3X5 + T1ToX4 L5 + L1 X3 4T5 + Tox324T5 um polindmio de grau

4 com 5 grupos.

Ps = T1T9T3x4x5 um polindmio de grau 4 com 5 grupos.
Podemos escrever esses polindomios de uma forma sintética:
p=1+z)(1+x2)(1+x3)(1 +24)(1 +25) =1+ p1+p2+ps+pa+tps,

sendo p o polinébmio que representa todos os grupos possiveis com cinco elementos,

em que cada termo representa um grupo distinto. A constante 1 pode ser associada ao

grupo vazio.

Apesar de que o polinémio p representa os grupos possiveis, este polinémio nao

representa a solucao do problema.

Vamos assumir x = xy = ro = T3 = T4 = 5, assim:

plz) = (1+2)°= 3> Cjz*.
0<k<5

Podemos escrever também:

pla) = (1+z)’ =
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5) 5 5 ‘ 5) ‘ 5 5
= 12204 14t 13224 12234 At 1025
0 1 2 3 4 5

p(z) =1+ 52 + 102? + 1023 + 5z* + 12°

Podemos obter a solucao do problema através da soma dos coeficientes dos termos
de graus 2, 3, 4 e 5 do polindémio p(z), visto que o problema aceita apenas os grupos de

2,3, 4 e 5 pessoas.

Além disso, temos que p(x) é denominado funcao geradora ordinaria deste pro-

blema, abordaremos mais profundamente mais & frente.

Abaixo vamos ver uma interpretagao de Dionizio (NETO, 2014) para um problema
apresentado por Santos (2009), que introduz, assim como no exemplo acima, a noc¢ao de

funcao geradora dentro da teoria de anélise combinatoria.

Exemplo 6.2. Suponhamos uma caixa contendo quatro bolas, sendo duas amarelas, uma
branca ¢ uma cinza. Denominaremos, respectivamente, por a, b e ¢ as bolas de cores
amarela, branca e cinza. Vamos listar as possibilidades de tirarmos uma ou mais bolas

desta caiza.

Primeiramente, precisamos lembrar que a ordem em que as bolas sao retiradas nao

serd levada em consideragao. Assim:

Maneira de tirar uma bola: a, b ou c.

Maneira de tirar duas bolas: aa, ab, ac, bc.

Maneira de tirar trés bolas: aab, aac, abc.

Maneira de tirar quatro bolas: aabc.

Associamos o polinémio 14 az + a?z? as bolas de cor amarcla, ¢ as de cor branca
e cinza associamos, respectivamente, 1 + bx e 1 4 cx.

Vejamos como interpretar o polindmio 1 + ax + a?x?:

1. O termo ax representa que uma bola amarela foi escolhida.
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2. O termo a%x? representa que duas bolas amarelas foram escolhidas.
3. O termo constante 1 (x°) representa que nenhuma bola amarela foi escolhida.
De maneira analoga podemos interpretar os polinémios 1 + bz e 1 + cx. Cada um

desses polinomios controla a escolha ou nao escolha de uma bola de determinada cor.

Fazendo o produto desses trés polindmios obtemos:

(1+az + a*z*)(1 + bx)(1 + cx) =
=1+ (a+b+c)x+ (a®> + ab+ ac + bc)x? + (a*b + a’c + abc)x® + abex?.

Podemos perceber que este polindmio determina diretamente todas as possibili-
dades de escolhas listadas anteriormente. O coeficiente determina as bolas retiradas e o

expoente de x determina o total de bolas retiradas.

Caso o problema tratasse de buscar o niimero de possibilidades, e nao de listé-las,

bastaria substituir a = b = ¢ = 1, obtendo:
1+z+22)1+2)(1+2z) =1+ 3z + 42 + 323 + 12?

que podemos interpretar da seguinte forma: existem 3 maneiras de retirarmos uma
s0 bola, 4 maneiras de retirarmos 2 bolas, 3 manciras de retirarmos 3 bolas ¢ 1 mancira de

retirarmos 4 bolas. Além disso, temos uma maneira de retirarmos nenhuma bola (1 = z°).

Dizemos que o polinémio 1 + 3z + 422 + 32% + 12* é a funcao geradora ordinaria
para o problema apresentado, e cada um dos seus coeficienes apresenta respostas para
esse problema.

Observagao: Teixeira (2004) chama o binémio (1 4+ x) de “polinémio contro-
lador”, pois este determina se uma pessoa/objeto é ou nao selecionado para compor a
solugao. E assim, temos que o 1 encontrado em p(x) ¢ interpretado como vazio, pois re-

presenta o coeficiente de z°.

Vejamos agora alguns teoremas que sustentam essa aplicacao direta, usada nos

exemplos acima, aos problemas de combinatoria.

A formalidade matematica de teoremas, proposicoes, corolario e demonstracoes
nao é muito presente dentro do ensino da matematica no Ensino Médio. Porém, é possivel
apresenté-los com a ideia de representar uma lei/formula, facilitando o entendimento da

sua importancia e seu uso.
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Definicao 6.3. Se a,, parar =0, 1, 2, 3, ..., € 0o numero de solugoes de um problema de

combinatoria, a funcao geradora ordindria para este problema € a série de poténcias:
_ 2 3 4 n
f(z) = ap + a1z + asx® 4+ agz® + asx* + ... + a,x™.

Temos que o o nimero de maneiras de retirarmos r objetos de um conjunto de n
objetos distintos, com r < n, é C] observamos entao que a fungao geradora desse problema

é
f(x)=C°+Cla + C%2? + C32® + ...Cx" + ... + C"a",
que é equivalente a:
(14 x)™

Teorema 6.4. O nimero de maneiras de distribuirmos n objetos distintos em k comparti-
mentos distintos, sem que nenhum compartimento fique vazio, que indicamos por T'(n, k),
é:
k k .
T(n.k) =2 (=1  J(k—=d"
i=0 7
Demonstracao. Temos que cada um dos k compartimentos deve ter pelo menos um objeto,

e a ordem dos n objetos distribuidos ¢é relevante, a fungao geradora exponencial para este

problema é:
2 3

k
f(x)z(%—i—%%—%—k) = (" —1)*

2!

~ L .. v
e, a solucao para esse problema ¢ o coeficiente de . Sabemos que:

(61‘ _ 1)k _ i(_l)z< k >€(k‘—i)m‘

]

€ COoImo

Assim, temos que

S |

(" = 1) = i(—l)( ¢ )z Lk -1 = 3 i(—l)( ’ )(k — iy,

=0 =0 1=0 7
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Exemplo 6.5. Uma companhia telefonica contrata 8 pessoas para trabalharem em trés
diferentes escritorios. De quantas maneiras ela pode distribuir esses 8 contratados para

trés escritorios diferentes de modo que cada um receba pelo menos um novo funciondrio?

Através do teorema anterior conseguimos resolver o problema de maneira bem

simples e rapida. Temos que n = 8 e k = 3, assim:

T(8,3):_2(—1)( 3 )(3—@)8:38—(3)-28+< 2 >:38—3-28+3:5796

Exemplo 6.6. Determine a fungao geradora ordindia tal que o coeficiente a,., de " € o
numero de solugoes inteiras positivas de:

x1+xo + 23 =71, em que r € {12,13,14,15,16, 17,18}
3<ux; <5, parai €{1, 2}

A solucao de a,., neste exemplo, € o coeficiente de z", conforme vimos na introdugao

a funcao geradora. Podemos obter este coeficiente através do produto:
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7 CONCLUSAO

Os numeros de Bernoulli sao uma sequéncia que pode surpreender com a quanti-
dade de aplicacgoes e resultados poderosos que os envolvem. Neste trabalho pudemos ver
alguns destes resultados. Estudamos a definigao dos nimeros de Bernoulli por recorréncia

e através da fungao geradora e também algumas aplicagoes importantes.

Vimos aqui a histoéria dos niimeros de Bernoulli, passando pela historia dos princi-
pais matematicos envolvidos. Apesar de serem descobertos ao somar poténcias inteiras, os
matematicos encontraram os niimeros de Bernoulli em diversos campos da matematica.
Lembramos também que Jacob Bernoulli e Seki Takakazu descobriram esses ntimeros de

forma independente e ambos merecem o reconhecimento.

Finalmente, no dltimo capitulo, conseguimos aplicar o contetdo de fungoes gera-

doras em problemas de contagem e combinatéria do ensino médio.
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