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“Nature uses only the longest threads
to weave her patterns,

so each small piece of her fabric reveals
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RESUMO

Numa colisdo de ions pesados ou no interior de estrelas de néutrons encontramos particulas de spin
1/2, com carga de cor que interagem majoritariamente pela forca forte, designadas como quarks,
formando a matéria hadrénica, nestes tipos de sistema podemos ter fortes campos eletromagnéticos
da ordem de m,zr, a massa do pion ao quadrado. A matéria hadrdnica é descrita pela Cromodindmica
Quantica (QCD), no entanto para um regime de baixas energias os calculos sdo muito extensos, e
devido a constante de acoplamento da QCD, a teoria perturbativa n3o é possivel e, portanto, uma
possibilidade é nos ater ao uso de modelos efetivos, que incorporam as principais simetrias da teoria. E
feito entdo um estudo da matéria de quarks de acordo com o modelo efetivo de Nambu-Jona Lasinio
SU(2), no qual se considera apenas os sabores de quark up e down, e feita uma analise adicionando
efeitos nao-lineares da Eletrodindamica Quantica (QED), através do uso da lagrangiana efetiva de
Euler-Heisenberg. Da lagrangiana completa obtemos a equacdo de gap que dita qual a massa efetiva
dos quarks no modelo. Discutimos o comportamento da massa efetiva em trés situacdes diferentes,
com campo magnético constante, elétrico constante e magnético e elétrico constantes paralelos
entre si. Na primeira situacdo conseguimos notar o comportamento ditado pelo fenémeno da catalise
magnética, na segunda conseguimos notar o contrario, a catalise inversa, mostrando que o campo
elétrico tende a restaurar a simetria quiral do modelo. Ja no terceiro caso foi feito um grafico em trés
dimensdes que mostra uma superficie de massa efetiva em funcdo dos dois campos simultaneamente,
e posteriormente foram feitos graficos a partir desta, onde notamos o comportamento limite de
campo elétrico nulo e magnético nulo separadamente, além disso, analisamos o comportamento em
funcdo dos dois campos em mesma intensidade, a fim de analisar esta competicdo entre fenémenos.
Este altimo mostra que a campos mais intensos, em geral, o efeito do campo elétrico € mais presente
e faz com que o resultado seja a diminuicdo da massa efetiva. Além dos resultados para a massa
efetiva, calculamos outro resultado, previsto pela QED: a taxa de producdo de pares de Schwinger, T’
especificamente a taxa em GeV# para a producdo de pares quark-antiquark na aproximagio do modelo
no caso de campo elétrico e magnético paralelos e, entdo, obtivemos uma superficie de I' em funcéo
dos dois campos e tomamos o limite de campo magnético nulo a fim de retomarmos o resultado de
apenas campo elétrico ja calculado na literatura. E finalmente analisamos o comportamento pressdo
da matéria em funcdo da intensidade dos campos elétricos e magnéticos.

Palavras-chave: Nambu-Jona Lasinio. Lagrangiana de Euler-Heisenberg. Modelos Efetivos da QCD.



ABSTRACT

On a heavy-ion collision or inside a neutron star we find particles of spin 1/2, color charged, interacting
mainly by the strong force, called quarks, composing the hadronic matter. In these types of systems,
it is possible to obtain electromagnetic fields of the order of m2, the square of the pion mass. The
hadronic matter is described by the theory of Quantum Chromodynamics (QCD), however in a low
energy regime the calculations become extense, and due to the QCD running coupling constant,
the perturbative theory is not possible. So an option is the use of effective models, that embed the
main symmetries of the full theory. In this work, it is done a study of the quark matter accordingly
to the two-flavor Nambu-Jona Lasinio model, which it is considered only the up and down quark
flavors, and it is done an analysis adding non-linear effects from QED (Quantum Electrodynamics)
through the use of the effective lagrangian of Euler and Heisenberg. From the complete lagrangian,
we obtain the gap equation that dictates the effective mass of the quarks in the model. We discuss
the behavior of the effective mass in three different scenarios: adding only magnetic field, only electric
field, and adding both magnetic and electric field parallel. From the first scenario, we can notice the
behavior dictated by the phenomenon of magnetic catalysis. From the second one, we can notice
the opposite, the inverse catalysis, demonstrating that the electric field tends to restore the chiral
symmetry of the model. Finally, in the third scenario, we produced an effective mass surface plot
as a function of both fields, so we could evaluate the limit of null magnetic field and null electric
field separately, beyond that, we obtain the behavior of both fields increasing in the same intensity,
in order to analyze this competition between phenomena. This last result shows that for the most
intense fields, in general, the effect of the electric field is predominant and makes the effective mass
decrease. Beyond the results for effective mass, we calculate another result predicted by the QED:
the Schwinger pair production rate, T, specifically the rate in units of GeV* for the production of
quark-antiquark pairs in our approximation within the model in the case of magnetic and electric
fields parallel. We obtained a T surface plot as a function of both fields and evaluated the limit of
null magnetic field so we could summarize the known result of only the electric field already described
in the literature. Finally, we evaluate and analyze the behavior of the pressure of the matter as a
function of the magnetic and electric field intensities.

Keywords: Nambu-Jona Lasinio Model. Euler-Heisenberg Lagrangian. Effective Models of QCD.
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1 INTRODUCAO

Nesta parte do trabalho, pretendo introduzir os tépicos e conceitos mais importantes para se
entender a pesquisa feita. E importante comentar o conceito de particulas elementares, particulas
compostas e seus diferentes tipos e, também, a interacdo entre elas. Uma consideracdo importante

a se ressaltar é o uso de unidades naturais nas contas, ou seja h=c=kg=1.

Tratando-se de elementaridade a fisica explica as particulas fundamentais e suas interacdes
usando o formalismo da Teoria Quantica de Campos, que é a linguagem que descreve o Modelo

Padrio da Fisica de Particulas.

O Modelo Padrdo consiste em explicar doze campos fermiénicos (de spin em unidades semi-
inteiras de h) e cinco campos bosénicos (de spin em unidades inteiras de h) fundamentais, e a
interacdo entre eles. Sendo seis campos de quarks, seis campos leptdnicos, cinco bésons de gauge e
o béson de Higgs. As particulas fundamentais podem ser resumidas numa tabela, com suas principais

cargas, como na Figura 1.

Standard Model of Elementary Particles

interactions / force carriers

three generations of matter
[elementary bosons)

[elementary fermions)

three generations of antimatter
[elementary antifermions)

mass | =2.2 MeWic =1.28 Gelic: =173.1 GeWic? =2.2 WeWics =1.28 GeWic: =173.1 GeWlc? o =124.87 GeWic:
" WO DI® O DI @] H
up charm top antiup anticharm antitop gluon higgs
=4.7 MeWic: =06 Melic: =4.18 Gelic: =4.7 WeWics =06 MeWic: =4.18 Gelic? ]
o N B B B B NS )
down strange hottom antidown | antistrange  antibottom photon
—_—
=0.511 KMeWic? =105.66 Me\ic? =1.7768 GeWic? =0.511 Me\Wc? =105 .66 MeWic? =1.7768 GelWic® =01.19 GelWc?
. @O O|I- @ @I @I @I|| @
electron muon tau positron antimuon antitau Z? boson
—
<2.2 eVic? <0.17 MeWics <18.2 MeWic2 <228Vt <0.17 Weic <182 WeVle* =B80.30 Gelic? =B80.30 Gelic?
. W WO ®I-W-®|| ! ®
elect_l_'un muqn tal_l_ e_lectru.!l !nunn._ ) tau i W+ boson w- bosonJ
neutrino neutrino neutrino antineutrino | | antineutrino | | antineutrino J

Figura 1 — Diagrama das particulas descritas pelo Modelo Padrao.

Fonte — Figura retirada de Cush (2021).

No contexto desta dissertacdo as particulas de interesse sdo os quarks, as particulas de spin 1/2
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que possuem carga de cor, o que faz com que interajam principalmente pela forca forte, mas também
possuem carga elétrica, massa e mudam de sabor, e, portanto, interagem eletromagneticamente,
gravitacionalmente e via for¢a fraca, respectivamente. Os quarks e suas antiparticulas (antiquarks)
ficam em estados ligados, de diferentes formas e em diferentes quantidades, tal que estas particulas

compostas, de estrutura complexa, sdo chamadas de hadrons.

1.1 QCD e a Matéria Hadrénica

Os hadrons sdo particulas compostas principalmente de quarks e antiquarks e glions intera-
gindo pela forca forte, em um estado ligado. Eles sdo classificados em: mésons: compostos por par

0, T, e tém spin inteiro e, portanto, sdo bdsons; e

de um quark e um antiquark, como o méson 7
barions (anti-barions): compostos de trés quarks (antiquarks), como o néutron, o préton, A**, e
possuem spin semi-inteiro e, portanto, sdo férmions. Para o caso de mais de 3 quarks e antiquarks
em sua composicdo, temos particulas exéticas que estdo sendo encontradas e teorizadas como os

tetraquarks, pentaquarks e hexaquarks.

Reenfatizando, a interacdo entre quarks se da principalmente pela interacdo forte devido a
carga ndo-abeliana que eles carregam, a carga de cor. E aceito atualmente que essa forca é descrita

pela teoria da Cromodindmica Quantica, ou QCD (do inglés Quantum Chromodynamics).

A QCD é uma teoria de gauge em SU(3) de interagdes de carga de cor entre quarks, de spin

meio, e gluons, de spin 1, na qual sua densidade lagrangiana, invariante por transformacdes de cor,

é dada por
_ . 1
“acp = G (iv" Dy—my) Qf—ZGﬁvGﬁw (1)
no qual
G8,=0,A3+gsfACADAS, (2)

tal que, Aﬁ sdo os campos de glions, g corresponde aos campos de quarks, o indice f corresponde
ao sabor (flavour) dos quarks, ou seja f=u,d,s,c,b,t, e a,b, ¢ sdo os indices de cor, que variam
de 1 a 3 para os quarks e de 1 a 8 para os glions, gs é a constante de acoplamento e fabe 5o
as constantes de estrutura do grupo SU(3). Além disso, D;, é a derivada covariante, cujo termo é

meramente
iy* Dugy =y*(idy + gAZt) gy, (3)

na qual t3=215/2, sendo 15 as matrizes de Gell-Mann.

A QCD é caracterizada principalmente por duas caracteristicas principais: confinamento e
liberdade assintética. Na qual, confinamento é o regime de baixa energia que dita que os quarks n3o

s3o observados em estados livres, eles estdo sempre confinados em hadrons. E liberdade assintética é
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um aspecto que se percebe em altas energias, quando quarks interagem fracamente via forca forte e
calculos perturbativos s3o possiveis. Numa linguagem mais técnica essas duas propriedades acontecem
devido a constante (parametro, mais corretamente) de acoplamento da QCD, as ,ser variavel com
a escala de energia do sistema, ela se torna fraca em pequenas distancias, ou equivalentemente para
momentos euclidianos grandes, Q, isto pode ser relacionado com o fato da funcdo f da QCD ser
negativa, implicando que a constante de acoplamento decresce com a escala de energia. A ordem
de 1-loop, é dada por (POLITZER, 1973), (GROSS; WILCZEK, 1973):

as(@?) =2 24(102) - = ’ (4)

d (11—§Nf)|n( Q2 )

2
Aacop

tal que Nf & o nimero de sabores (flavours) e Aqcp € pardmetro de escala da QCD a ser determinado
fitando a express3o 4 com dados experimentais para Q2 grande. A Figura 2 mostra a curva de evolucio

do parametro de acoplamento ag em funcdo de Q.

April 2004

0.5
- = o™
(D“"--—-h_____ Theory | o E 5
] T = : =
{IS(Q} —__|=Zz =2 3
Deep Inelastic Scattering A
e*e” Annihilation o @
0.4 Hadron Collisions o I
Heavy Quarkoma =
- y
\ hff_:s ”s{Mz-:h
245 MeV ----0.1209
L D ]
0.3 QD 1 2310 Mev —— 0.1182
Ofeey) .
180 MeV — —0.1155
J
0.2 1
0.1¢t

100

" QIGev]

Figura 2 — Valores da constante de acoplamento da QCD, as, em funcdo do momento Q.

Fonte — Figura retirada de Garcia Canal (2008).

Além disso, a QCD possui algumas simetrias de interesse. Ela é definida completamente
exigindo a invariancia por transformacdes de gauge locais, ou seja, a fisica se mantém a mesma para
transformagdes sob SU(3)pjor Para quarks e gluons. Também ha a simetria por uma transformagdo
global, uma rotacdo SU(2) no espaco de sabores. E a simetria quiral, que merece um destaque

especial no ambito deste trabalho: ela consiste uma simetria global que aparece no limite de massa
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zero. Exemplificando: tomando |im0££QCD tem-se:
m—

, - . 1
Nim “acp = (iv"Dy) Qf—ZGﬁvGﬁv- (5)

Nessa ocasido, as partes destra (right-handed) e sinistra (left-handed) dos campos fermiénicos

sdo separadamente invariantes. Ou seja, com @=qgr+q;, no qual
qR,L= % (1 iY5> q. (6)
A densidade lagrangiana entdo é invariante pelas transformagcdes SU(3); x SU(3)pg:
q—exp(i6dta)q, q— exp (iy56f\ta) q. (7)

Se adicionarmos o termo de massa, essa simetria ndo se mantém mais, ou seja, ela é

espontaneamente quebrada para o subgrupo vetorial:

SU(3) L x SUB)r=SU(3)y x SU(3)4 — SUB)y. (8)

As simetrias podem ser listadas de acordo com sua transformac3o, nome e manifestacio,
como na Tabela 1. Mais detalhes sobre as mesmas podem ser encontrados em uma revisdo mais
completa no trabalho de Klevansky (1992).

Tabela 1 — Tabela de simetrias da Cromodindmica Quantica.

Simetria Transformagdo Corrente Conservada ~ Nome Manifestacdo

SUy(2) w— e mo2y J[f = @yurkw Isospin  aproximadamente conservada
Uy(1) v — e_"“u/ Ju=wyuy Bari6nica sempre conservada
SUa@R) w—e ™y JE =gyuystiy Quiral  CSB!; Modo de Goldstone
Ua()  y—ePsy  jsu=gyursy Axial “enigma” Up(1)

Fonte — Tabela retirada de Klevansky (1992).

Estamos interessados na matéria de hadrons no regime n3o-perturbativo da QCD, quando a
constante de acoplamento, g=4nas, é maior que um, sendo que ha diferentes formas de aborda-la,
como por exemplo, através de equacdes de Dyson-Schwinger (DSE, do inglés Dyson-Schwinger
Equations) (ALKOFER, 2001),(ROBERTS; WILLIAMS, 1994), modelos holograficos (AdS/QCD,
na qual AdS se refere & Anti-de Sitter Space) (BRODSKY; TERAMOND, 2009), QCD na rede
(LQCD, do inglés Lattice QCD), modelos efetivos, entre outros; sendo que nesta dissertacdo fazemos
um estudo através do modelo efetivo de Nambu-Jona Lasinio, uma alternativa eficaz que mostra
bons resultados, ainda quando comparados com os fornecidos de LQCD (RATTI; WEISE, 2004),
(BUBALLA, 2005),(KLEVANSKY, 1992).

1

CSB é a sigla para designar “quebra de simetria quiral”, do inglés: chiral symmetry breaking.
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Dado o confinamento é impossivel observar e medir diretamente a massa dos quarks isolados,
essa massa é muitas vezes chamada de massa de corrente, crua ou nua, e através da teoria e de
resultados experimentais do espalhamento inelastico profundo de elétron-préton (LICHTENBERG;
ROSEN, 1980) é possivel inferir esta massa como sendo em torno de 4,7 MeV para o quark down e
2,15MeV para o quark up (TANABASHI et al., 2018). No entanto a massa de hadrons é da ordem
de 1000MeV, como por exemplo o préton cuja massa é de 938,272 MeV, composto de dois quarks
up e um down, que juntos tem uma massa total de 9,1 MeV. A razio disso estd na origem da massa
das duas ocasides, no caso dos quarks “desconfinados”, sua massa é gerada pelo mecanismo de Higgs
(ENGLERT; BROUT, 1964) e quando eles est&o interagindo, no caso, confinados em hadrons eles
apresentam uma massa muito maior, que é chamada de massa efetiva, ou massa constituinte, que
no caso do préton, assumindo my = My =m, seria cerca de 312MeV para cada quark. Essa massa

efetiva é consequéncia de outra simetria, ou melhor, quebra de simetria, a simetria quiral.

1.1.1 Diagrama de Fases da QCD

Ainda no dmbito do estudo do regime no-perturbativo da QCD, existe um grande desafio
ainda em pesquisa e que merece destaque: o estudo e a tentativa de entender melhor o Diagrama
de Fases da QCD (STEPHANOV, 2006), (SCHAEFER, 2005). A matéria composta principalmente
de quarks e gluons tém seu préprio diagrama de fases termodindmicas assim como a matéria usual,
onde as variaveis sdo a temperatura T, o volume V e o potencial quimico u, que esta relacionado
com a conservagdo da quantidade liquida de quarks, ou densidade bariénica. Atualmente é possivel

esquematizar um diagrama de fases no plano T x u representado na Figura 3.

Conforme é muito bem descrito em Mbller (2013), ha algumas transi¢des de fase que vale a
pena salientar. A fase de matéria comum, ou ordinaria, € uma fase mista de gotas de matéria nuclear
rodeada por vacuo, e ela existe para temperaturas préximas de zero e para relativamente baixos
potenciais quimicos. No potencial quimico u=pg~=310MeV ha uma transigdo de fase de gas para
liquido, passando da regido de vacuo para matéria nuclear. Para potenciais quimicos maiores, em
baixas temperaturas é esperado uma transicdo de fase para uma fase tedrica de supercondutividade
de cor, quando os quarks formam pares de Cooper, cujas propriedades de cor sdo correlacionadas
com suas propriedades de sabor e uma correspondéncia um a um: uma fase de cor-sabor-fixos, ou
CFL, do inglés, Color-Flavor-Locked (BAILIN; LOVE, 1984), (BARROIS, 1977), (ALFORD et al.,
2008).

Outra transicdo de grande interesse, é a transic3o entre a fase confinada, onde os quarks esto
confinados formando hadrons, e a fase desconfinada, ou parténica, chamada de plasma de quarks e
glions (ou QGP do inglés, quark-gluon plasma). Esse plasma é criado, aumentando a temperatura
e mantendo u relativamente baixo, e hd um crossover para esta fase em torno de uma temperatura
de 170MeV, e alguns modelos prevem que este se torne uma transicdo de fase de primeira ordem

para potenciais quimicos mais altos; no fim da transicdo de primeira ordem, ha um chamado ponto
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- Meutron stars 1]
[ Muclear superfluid/ ] 310

superconductor MeV

Figura 3 — Esquema do diagrama de fases da QCD.

Fonte — Figura retirada de Alford (2010).

critico, ou CEP, do inglés Critical End Point, o CEP de uma linha de primeira ordem & um ponto
onde a transicdo sera mais semelhante a de segunda ordem, um crossover, sendo a localizacido deste

CEP uma das grandes metas dos experimentos de colisGes de ions pesados (BZDAK et al., 2020).

Entretanto, neste trabalho, o foco é o estudo com um sistema mais simples, sem potencial
quimico e sem temperatura (u=0 e T =0) onde adicionamos outros elementos de interesse a matéria
hadrénica: campos elétricos e magnéticos intensos, sendo que esse Gltimo altera o diagrama de fases
(FERREIRA; COSTA; PROVIDENCIA, 2018), (FERREIRA, 2015), sendo que uma ilustragio desse
efeito pode ser vista na Figura 4, e as circunstincias onde podemos obter estes campos explanarei
na secdo a seguir. Ou seja, no que se refere ao estudo da QCD com estas variaveis (¢ e T), esta
dissertacio diz respeito a um trabalho introdutério, sendo possivel adiciona-las em estudos futuros e

generalizar o diagrama de fases com campos eletromagnéticos.

1.2 Campos Fortes e Colisdes de ions pesados

O estudo da QCD na presencga de campos eletromagnéticos fortes e/ou sob condigBes extremas
de densidade e temperatura € um assunto de grande interesse na atualidade. Pode-se obter esses
campos no interior de um magnetar ou, no caso de baixas densidades e altas temperaturas, estas

condicdes podem acontecer nas colisdes de ions pesados feitas em aceleradores de particulas, como
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Figura 4 — Esquema de como o campo magnético altera o diagrama de fases da QCD.

Fonte — Figura retirada de Ferreira (2015)

o CERN, FERMILAB e o RHIC, além do NICA e do FAIR, que ird testar a matéria em condicdes de

altas densidades e temperaturas moderadas.

Simula¢des (KHARZEEV; MCLERRAN; WARRINGA, 2008) mostram que, em reacdes de
fons pesados relativisticos ndo-centrais, campos elétricos e magnéticos extremamente intensos podem
ser gerados imediatamente ap6s a colisdo, sendo proporcionais a energia da colisdo, especificamente
campos da ordem do quadrado da massa do pion m,2, ~0,02GeV2, como é mostrado por Skokov,
lllarionov e Toneev (2009), a estimativa é de eBy ~0,1 m% no alcance de energia do SPS, eB), ~ m,zt
no RHIC e eBy ~ 1Om,2, no LHC, ou de uma referéncia um pouco mais recente, m,2I no RHIC e
10m,2, ~ 0,2GeV2 no LHC (TUCHIN, 2013), cerca de 1018G, ou seja, cerca de um quintilhdo de
vezes mais forte que o da Terra. Ainda é controverso quais devem ser os efeitos destes campos nas

reacdes e mesmo a duracdo dos mesmos ainda € um tema de pesquisa e debate.

No que se refere 3 matéria hadrdnica nestas condicdes, logo apds a colisdo, pode haver um
novo estado da matéria, o plasma de quarks e glions, que abrange parte do diagrama de fases da
QCD dado na Figura 3; nesta fase, os quarks e gltons ndo formam mais hadrons, visto que o livre

caminho médio dos mesmos é maior do que quando est3o confinados.

No dmbito do estudo da matéria de hadrons na presenca de campos eletromagnéticos, temos
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uma vantagem no uso de modelos efetivos, pois (no caso do modelo NJL) podemos adicionar ambos
campos elétricos e magnéticos, assim como potencial quimico e temperatura, sendo uma alternativa
a LQCD, por exemplo, na qual, devido ao chamado “Problema do Sinal”, temos uma incapacidade

em implementar o potencial quimico e o campo elétrico.

Na colisdo de ions pesados, geralmente é utilizado nicleos de chumbo (Pb) ou ouro (Au),
uma vez que sdo elementos com muitos nicleons: prétons e néutrons, se tornam 6timos objetos
para o estudo de aspectos da cromodindmica quantica. A dindmica do processo é acelerar varios
destes nicleos pesados em velocidades, ou energias muito altas, a fim de que alguns deles colidam
e produzam uma “chuva” de particulas que irdo interagir entre si. Dada a velocidade dos nicleos,
pensando nos mesmos como esferas compostas de nicleons eles se tornariam achatados na dire¢do
do movimento, devido ao efeito de contracdo de Lorentz, no caso dos nicleos de chumbo e ouro, na
ordem de 14fm (BUSZA; RAJAGOPAL; SCHEE, 2018), sendo ainda, que, em colisdes ndo centrais

é possivel a formacdo momentanea de QGP; um esquema da colisdo pode ser visto na Figura 5.

espectadores

antes da colisdo

depois da colisdo

Figura 5 — Esquema no momento da colisdo de ions pesados considerando a contragdo de Lorentz.

Fonte — Figura retirada de Micheletti (2020)

Logo apés a colisdo, dada a energia concentrada naquela regido do espaco, é possivel alcancar
temperaturas muito altas e atingir a fase de plasma de quarks e glions. Depois de um tempo
curtissimo, da ordem de 1fm/c~ 10245 (BUSZA; RAJAGOPAL; SCHEE, 2018), ha o resfriamento
e a volta para a forma confinada: acontece a hadronizacdo. Se considerarmos as possiveis colisdes
ultraperiféricas, quando os nicleos no interagem por meio de seus nicleons, mas pelos seus campos
eletromagnéticos ao redor do nicleo, como estudado pela ATLAS Collaboration (2017), e também
por Aad et al. (2019), é possivel identificar a ocorréncia do fenémeno do espalhamento féton-féton,

um efeito ndo-linear da eletrodindmica quantica.

Dada as circunstancias fisicas que é possivel encontrarmos hadrons, o intuito deste trabalho é
analisar algumas caracteristicas da matéria composta por estas particulas nestas situa¢des extremas,
particularmente iremos fazer um estudo do comportamento da massa efetiva dos quarks e da taxa
de criacdo de pares no dmbito do modelo de Nambu-Jona Lasinio SU(2). No préximo capitulo
apresentarei o modelo e no capitulo subsequente as alteracées que podemos adicionar no mesmo a

fim de representar as situacdes fisicas comentadas.
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1.3 Modelos Efetivos

Como mencionado na se¢do anterior, quando falamos de baixas energias, ou seja, ao traba-
lharmos no regime n3o-perturbativo da QCD, ha alguns artificios para conseguir os resultados fisicos
de interesse, um deles é o uso de modelos efetivos, que mantém algumas simetrias da QCD a fim
de reproduzir resultados satisfatérios em um regime de energias de interesse. H4 uma variedade de
modelos efetivos para serem usados na literatura, tais como o modelo de sacolas do MIT (MIT Bag
model) (CHODOS et al., 1974), (DEGRAND et al., 1975)), modelo Sigma Linear (GELL-MANN;
LEVY, 1960) e o modelo de Nambu-Jona Lasinio, ou NJL, abreviado, sendo que este Gltimo sera

abordado nessa dissertacio.

Destes diferentes modelos, temos que eles trazem consigo vantagens e desvantagens nos
resultados. Primeiramente, ndo representam a teoria completa, vinda de primeiros principios, sdo teo-
rias que mantém as principais simetrias e fisica do problema e com isso é possivel retirar informacdes

de uma forma que n3o é possivel na teoria original.

O uso de modelos efetivos é atil até certo ponto, no caso até certa escala de energia. Esta
escala de energia, no caso do modelo NJL vém atrelada ao fato de o modelo ser n3o renormalizavel
em 3+ 1 dimensdes, e aparece de uma regularizagdo nas quantidades divergentes, um truncamento

até uma escala A de energia. Isso serd abordado em mais detalhes nos capitulos seguintes.
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2 O MODELO DE NAMBU-JONA
LASINIO

Dentre os varios modelos efetivos para descrever a fenomenologia da matéria hadronica,
trabalharemos nesta dissertacio com o modelo de Nambu-Jona Lasinio, neste capitulo abordo a

motivacdo em usar este modelo, sua origem e os resultados que ele traz consigo.

O modelo de Nambu-Jona Lasinio, em sua forma original foi criado como uma teoria de
nacleons (componentes do nicleo atémico) que interagiriam via uma interag3o efetiva entre dois
corpos, trocando mésons 7 e o. Dado primeiramente dessa forma, pois, na época da publicacio,
os quarks ainda n3o eram conhecidos e t30 pouco as caracteristicas de confinamento e liberdade
assintética, assim como a geracdo da massa efetiva dos mesmos, sendo esta possivel obtermos pela
quebra espontanea de simetria quiral do modelo e também pela equacdo de gap, que abordarei neste

capitulo.

2.1 Formulacio

O modelo NJL &€ um modelo efetivo dindmico de particulas elementares baseado em uma
analogia com a teoria de Bardeen, Cooper e Schrieffer, a teoria BCS para a supercondutividade
elétrica, desenvolvido por Yoichiro Nambu e Giovanni Jona-Lasinio, (NAMBU; JONA-LASINIO,
1961a), (NAMBU; JONA-LASINIO, 1961b). Depois de certo tempo ele foi reinterpretado como um
modelo efetivo da QCD. A lagrangiana deste modelo efetivo é construida de tal forma que contenha
as principais simetrias da QCD (na primeira publicacdo continha todas as simetrias em 1, porém na
segunda parte, em Nambu e Jona-Lasinio (1961b), a simetria Ux(1) foi removida), especialmente a
simetria quiral, que é essencial para o entendimento dos hadrons mais leves. Mais detalhes podem

ser encontrados em Klevansky (1992). Em dois sabores, SU(2), a densidade lagrangiana é dada por
Lng =0 (yuid"=m) w+ G | () + (@iysTy)?| (9)

ou utilizando a notagdo barrada (slash) de Feynman e o operador de 4-momento linear p* = joH:
Lo =0 (p=m)y+ G |G+ (irsty)?). (10)

na qual ¥ corresponde aos campos dos quarks up e down, m é a matriz diagonal das massas de

correntes dos quarks, dados por:

Y, my O
W(‘Pd)’ m=(0 md)' )
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Além disso temos o parametro G, que tem o papel de uma constante de acoplamento, de
dimensdo candnica [G]=—2, significando que as eventuais divergéncias ndo podem ser eliminadas
por uma redefinicdo dos parametros originais do modelo (campos, massas e acoplamentos), sendo 7

o vetor de matrizes de Pauli e y5=1iygy1Y2Y3.

Podemos perceber da Equagdo (10) o primeiro termo contendo as informagdes cinéticas e
de massa e o segundo termo com a constante de acoplamento separado em dois termos, canais de

interacdo, um escalar que representa os mésons o e um pseudo-escalar representando os pions.

A partir de agora, vamos fazer uso da Aproximagdo de Campo Médio (ou MFA, do inglés
Mean Field Approximation), nesta aproximag¢do assumimos que as flutuacdes em torno do valor
médio de um certo operador, seja por exemplo, @, s3o pequenas quando calculamos as grandezas

termodinamicas e, portanto, negligenciamos termos da ordem de (A@’)z. Partindo da identidade
O=(0)+0—{0)=(0)+A0, (12)
podemos entdo escrever o quadrado de um operador como
0% = ((0) + AG)? (13)
=(0)? +(AG)? +2(0) AG, (14)
e com MFA obtemos
0%~ (0)2+2(0)AO =
=(0)2+2(0)(0- () =

— ()2 +2(0)O—2(0)° =
= 2(0)6—(0)2.

15
16
17

(
(
(
(18

)
)
)
)

Assim, aplicamos MFA aos termos de interagdo do modelo NJL, presentes na Equagdo (10), tal que

(Fy)? = 2@y) Gy —Gy)?; (19)
(Fiysty)® = 2 @iysty) wiysTy—iysTw)?, (20)
das quais definimos:
o=(yy),; (21)
7= (YiysTy). (22)

E possivel demonstrar que 7 =0 (STEFAN SCHERER, 2012), assumindo que o vacuo tenha

paridade definida, tal que a lagrangiana fica
LN =0 (p—(m=2Go)) y—Go?, (23)
do qual podemos identificar uma redefinicdo no termo de massa, que pode ser reescrito como

M=m-2Go, (24)
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do qual também podemos reescrever o em termos de m, M e G:

m-M
=56 (25)
tal que a lagrangiana do modelo em MFA fica dada como
n m—M)?
gll\\I{I/FA =W(P—M)W—%- (26)

E possivel mostrar (BUBALLA, 2005) que o condensado de quarks o = (/) pode ser escrito

como

_ [ d%
o= //(2n)4 trS(p), (27)

no qual tr S(p) é o traco do propagador do quark “vestido”, ou seja, confinado no hadron com sua

massa efetiva, dado por

1 p+M
S(p) = — = : 28
(o) p—M+ie p2—M?2+je (28)
e o traco é feito no espaco de cores, sabores e de Dirac, resultando na equacdo
m-M . d*p M
=———+— =—4iN¢N, , 29
7 2G f C/ (2]‘[)4 p2—M2+i€ ( )

na qual Ny=2 e Ng=3 sdo o nimero de sabores e cores do modelo em SU(2), respectivamente.
Para um acoplamento G suficientemente forte, hd uma solucdo n3o trivial tal que M # m, mesmo no
limite quiral de m=0, produzindo um gap de AE =2M no espectro de energia dos quarks. Fazendo

uma analogia com a teoria BCS, a equacdo 29 é referida como equacio de gap.

Pode-se realizar a integral da equacdo 29 (MOLLER, 2013), primeiramente integrando em
dpg aplicando o teorema dos residuos e através de coordenadas esféricas, integrando nos angulos 6

e ¢, restando a integral no médulo do 3-momento, resultando em

m-M © M @ p?
TR =4N¢Ng /O dp4ﬂ2 T (30)

A integral resultante é divergente, portanto é necessario implementar um método de regulari-

zacdo, que vai ditar a parte “efetiva’ do modelo efetivo, ou seja, nesta parte ditamos qual o regime

de aplicabilidade do modelo.

O método de regularizacdo que utilizaremos aqui é o Cutoff-3D, isto &, um corte no 3-
momento n3o covariante, ou seja, invés de integrar até infinito, colocamos um limite superior A nas
integrais em d3p que possuem divergéncia, como é uma divergéncia para altas energias, € comumente
chamada divergéncia ultravioleta. No 4mbito desta regularizacdo, portanto o modelo é efetivo nos
regimes de energia menor que A e portanto, caso adicionemos campos elétricos e magnéticos, o limite

é valido até cerca de A2. E importante ressaltar que ha outros métodos de regularizacio que sdo
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utilizados, como Pauli-Villars (PAULI; VILLARS, 1949), método do tempo-préprio (SCHWINGER,
1951) e também Cutoff-4D, no 4-momento (HATSUDA; KUNIHIRO, 1994).

Desta forma, temos trés parametros no modelo: G, m e A, que devem reproduzir certas

quantidades fisicas como a massa e constante de decaimento do pion dados respectivamente por
135MeV (GROUP et al., 2020) e 92,6 MeV (PESKIN; SCHROEDER, 1995), aproximadamente.

Assim, retornando a equacdo de gap, agora regularizada temos:

m-M M p?

A
MY _ 4NN, [ d A
— 2 2
m=M __NNeM |\ /x2 s M2—m2in <—A+ VAT+M >] (32)

2G 272 M

(31)

Na secdo seguinte comento mais sobre a funcio de gap e alguns resultados que reforcam a

utilidade deste modelo efetivo.

2.2 Potencial Termodindmico e a Equacdo de gap

Dado o modelo e as simetrias mantidas, podemos obter o resultado de massa efetiva através
deste modelo efetivo, na aproximacdo de campo médio, a partir da termodinamica, tal que pode-se
entdo achar a massa para qual a densidade de potencial termodindmico Q é minima, e teremos um
resultado estavel para o valor de Mgg. De um modo geral, Q é dado por (BUBALLA, 2005):

Q(T,u)=—TInE=-TIntrexp (—lT/d3x(J£—yq‘Lq)), (33)

no qual u é o potencial quimico, T a temperatura, # a densidade de hamiltoniano, = a fun¢do
de particdo grande-canénica e tr é o traco feito sobre todos os estados do sistema, incluindo spin,

sabor, cor e momento.

Para o caso deste trabalho utilizamos outra relagdo conhecida:
Q=u—-Ts—un=-P, (34)

na qual u, s, n e P sdo a densidade de energia, densidade de entropia, densidade de particulas e

pressdo respectivamente. No caso simples de temperatura e potencial quimico nulos, apenas teremos

Q=u=-P. (35)

No caso do modelo NJL simples podemos obter a densidade de energia da densidade de
hamiltoniano, que se pode relacionar com a densidade de lagrangiana, tal que (somando nos sabores

dos quarks, f)

A=Y aﬁl[/f—f, (36)

f=u,d oYy
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tal que ha de se realizar um processo de segunda quantizagdo para os operadores do campo ¥ em
termos de operadores criacdo e aniquilagdo (AVANCINI, 2021) e a densidade de hamiltoniana para

o modelo NJL é dada por

H=Go?+ > Ay, (37)
f=u,d

na qual # depende das energias relativisticas dos quarks e de consequentes regularizagdes necessarias
que o modelo necessita, que depende das condicdes que se deseja aplicar a matéria de quarks, por
exemplo no caso de adicdo de campo magnético ao modelo, deve ser feita uma soma sobre os niveis
de Landau, além disso teria o termo de densidade de energia do campo eletromagnético. E possivel
mostrar, que no caso do modelo puro, com a regularizacdo de Cutoff 3D, obtemos (KLEVANSKY,
1992)

_(M=m)2  NcN;
Oy (M) =—4=—+3>

M*In AJ,’\fA — A&\ <A2 +£,2\>} , (38)
na qual definimos a energia &,:
En=V N2+ M2, (39)
A equacdo de gap é entdo obtida pela minimizacdo do potencial efetivo:

0QNyL B
OM M:Meff_ 0= fgap(M) (40)

Tal que o objetivo é obter uma solugdo, um valor para a massa M= Mg para qual fgap(Mgg) =0.
No caso de interesse temos

fgap(M) = M—m—MZ"‘N" lAéﬁ’A—MZIn (AJ’—A/?‘)} , (41)
T

Esta equacdo é transcendental e, ent3o, temos que resolver numericamente buscando o zero
da mesma. Ha uma variedade de métodos numéricos na literatura para este tipo de procedimento
mas os mais utilizados e que conseguem melhores resultados sdo o método de Ridder (RIDDER,
1979) e o método de Brentq (BRENT, 1972).

Ha alguns conjuntos de pardmetros que ajustam a equacdo. Tomando o set 2 de Buballa
(2005), ou seja, o conjunto de parametros dado por A =587,9MeV, GA%2=2,44 ¢ m=5,6MeV,
iterando numericamente, o cédigo numérico informa que o zero da fungdo é para Mg = 399,44 MeV,
que é aproximadamente de um terco do valor da massa do hadron, esta que é medida experimental-

mente, assim, o modelo mostra um resultado satisfatério na obtencdo dessa quantidade.

Para outros conjuntos de parametros, ha diferentes resultados que reproduzem a massa e a
constante de decaimento do pion. A fim de exemplificar o processo, na Figura 6 mostro o grafico da
fungdo de gap para um intervalo de massas, para os conjuntos de pardmetros de Buballa (2005) que
estdo na Tabela 2, tal que podemos notar os diferentes pontos que a funcdo cruza o eixo de y =0 e,

portanto, denotando as massas efetivas.
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Figura 6 — Funcdo de gap para o modelo de NJL & temperatura e potenciais quimico nulos sem
campos adicionais, para quatro conjuntos de pardmetros conforme a Tabela 2.

Tabela 2 — Tabela dos conjuntos (sets) de pardmetros do modelo NJL, que ajustam os dados
da constante de decaimento do pion e a massa do pion aos seus valores empiricos:
fr =92,4MeV e my =135MeV. E o resultado aproximado da massa efetiva, Mg, ao
solucionar a equacdo de gap, o que pode ser visualizado na Figura 6.

Set A (MeV) GA? m (MeV) Mgy (MeV)

1 064.3 2.06 50 300
2 587.9 2.44 5.6 400
3 569.3 2.81 55 500
4 568.3 3.17 51 600

Fonte — Tabela retirada de Buballa (2005).

Com base nesse formalismo é possivel adicionar ao modelo quantidades fisicas de interesse,
como temperatura, potencial quimico e até campos eletromagnéticos, tal que neste caso é possivel
observar fendmenos de interesse no alcance de intensidades dos campos fortes mencionados na
introducdo (FUKUSHIMA, 2019), que é o que sera feito neste trabalho. No capitulo a seguir
introduzo como faremos isto e a regularizacdo do modelo NJL com estes campos adicionais. E
importante salientar que o modelo que estamos utilizando (NJL SU(2)) é a versdo mais simples,
sendo possivel encontrar na literatura o modelo NJL considerando 3 sabores (NJL SU(3)) e que
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adicionam o loop de Polyakov para simular o aspecto do confinamento, também conhecido como
PNJL (RATTI; THALER; WEISE, 2006), (SCHAEFER; WAGNER; WAMBACH, 2010), e também &
possivel trabalhar com um termo de acoplamento vetorial que é importante a densidades bariénicas
finitas (MENEZES et al., 2009).
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3 MODELO NJL NA PRESENCA DE
CAMPOS ELETROMAGNETICOS

Para analisarmos o comportamento da massa efetiva na presenca de campos eletromagnéticos
devemos acrescentar a lagrangiana de NJL um termo que traga consigo os efeitos dos campos
eletromagnéticos para as altas intensidades em que desejamos calcular. E estamos interessados em
calcular nossos resultados considerando efeitos n3o-lineares da eletrodindmica quantica, portanto
utilizaremos uma lagrangiana bem conhecida e que encapsula muita fisica em si, que foi obtida por
Werner Heisenberg e seu aluno Hans Euler, em 1936 (HEISENBERG; EULER, 1936), (HEISENBERG;
EULER, 2006), e separadamente por Weisskopf (1936). Esta lagrangiana, de Euler-Heisenberg,

descreve a dindmica ndo-linear de campos eletromagnéticos no vacuo, tratando-o como um meio.

Por ser n3o-linear nos campos, os termos de ordem quartica ou maior representam novas
interacdes que n3o ocorrem a tree level, ou aproximacdo de arvore, a ordem dominante na acdo
maxwelliana. A primeira destas novas interacdes é espalhamento féton-féton, cujo célculo da taxa era
a motivacdo original para Heisenberg e Euler, um problema proposto por Otto Halpern (HALPERN,
1933), na época, em virtude da obsoleta ideia da interpretacdo do Mar de Dirac para as solugdes
de frequéncia negativa da equacdo de Dirac. Este processo é as vezes chamado de espalhamento
Delbriick, nome dado por Hans Bethe em homenagem a Max Delbriick, biofisico de origem alem3 e
auxiliar de Lise Meitner, que publicou estudos sobre o espalhamento de raios gama por um campo
coulombiano, na década de 30. A amplitude do processo, em ordem mais baixa, pode ser dada pelo

seguinte diagrama de Feynman:

™

P4

P2

No qual ha uma “troca” de pares férmion-anti-férmion de massa m. A resposta da se¢do de cho-
que total deste processo pode ser dada no limite de baixas energias (w <« m), como (HEISENBERG;
EULER, 2006), (SCHWARTZ, 2013)

973 40

Otot = MCZ m8. (42)
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Como discutido primeiramente por Euler e Kéckel (EULER, 1935), estas ndo-linearidades
podem ser vistas como efeitos dielétricos, com o vacuo quantico se comportando como um meio
polarizavel. Como Weisskopf descreveu, no caso da luz passar por campos eletromagnéticos ela se
comportaria de tal forma que o vacuo, por causa dos campos, adquirisse uma constante dielétrica

e#€eg=1 (em unidades naturais).

O processo de espalhamento féton-féton foi completamente resolvido por Karplus e Neuman
(1951).

Além disso, a lagrangiana também antecipa a renormalizacdo da carga, fungdes-f e o limite
de campo forte da QED e também prediz a producéo de pares de Schwinger, ou seja, a criagdo de

pares particula-anti-particula no vacuo.

Na secdo a seguir vou apresenta-la e analisar os casos especificos que podemos usa-las, e

entio demonstrar brevemente estas Gltimas caracteristicas citadas.

E importante ressaltar que os calculos aqui utilizados, neste capitulo, no que se refere a
densidade de potencial termodindmico (que é igual a densidade de energia no nosso caso) é sempre
feito considerando apenas a correcdo a 1-loop de Euler-Heisenberg, 2M ou seja, sempre em relacdo
ao termo de maxwell %y =—%F5V. Assim, consideraremos apenas %) da densidade lagrangiana

eletromagnética Zgp:

Ly =Lo+ ). (43)

E como bem explica Walter Greiner (2009), neste caso, esta parte é o negativo da densidade
de energia proveniente dos campos: %) =—UE), tal que os potenciais termodindmicos que serdo
dados aqui nesta secdo sdo dados (3 T=0 e p=0) como a soma do potencial usual do modelo NJL

SU(2), Go2, com a densidade de energia eletromagnética:

() _ (M=m)?

G —M), (44)

2
QONyL+EM = U+ UEy = Go“ =&

3.1 Lagrangiana de Euler-Heisenberg

Primeiramente, se desejamos obter uma lagrangiana ndo-maxwelliana para descrever efeitos
nao-lineares do eletromagnetismo, ou seja, quando tratamos de casos de sistemas sujeitos & campos

eletromagnéticos intensos, da ordem dos campos criticos:

2 3
Eo="Te% _1,32x10'8V/m; (45)
eh
2 2
Bc=mee; ~4.41 x10°T, (46)

onde seria possivel perceber efeitos quanticos. E fundamental que ela seja proporcional as quantidades

invariantes de Lorentz e de gauge, & e ¢, que podem ser escritas em termos do tensor eletromagnético



Capitulo 3. Modelo NJL na presenca de Campos Eletromagnéticos 31

Fuv ou dos campos E e B, dadas por

F = %FWF“V = %(1”32—11:2) . g =—%Fﬂvﬁw = E-B=EBcos(0). (47)
Ou seja desejamos obter £(F,¥), por exemplo, a lagrangiana de Maxwell é apenas —%. As
consequéncias gerais destas extensdes nio-maxwellianas sdo frequéncias de propagacdo das ondas,
velocidades de grupo e indices de refracdo, inclusive do vacuo, dependentes da interacdo da onda
eletromagnética campos elétricos e magnéticos externos. Estas caracteristicas tem aplicacdes na
astrofisica, no estudo da estrutura do vacuo e inclusive em fisica de materiais, o que torna estas
novas formulagdes um campo de pesquisa efervescente nos dias atuais (BANDOS et al., 2020),
(ELLIS; MAVROMATOS; YOU, 2017), (ROBERTSON et al., 2021), (SEKINE; NOMURA, 2021)
(GULLU; MAZHARIMOUSAVI, 2020).

No apéndice A discuto e mostro algumas contas de como podemos obter a lagrangiana efetiva
de Euler-Heisenberg para o caso spinorial. De forma geral, para um campo eletromagnético dado
pelo tensor eletromagnético Fyy a Lagrangiana de Euler-Heisenberg pode ser dada por (DITTRICH;
GIES, 2000):

20 1/ ﬁe"’"zs{(es)zﬁﬂcot[es\/\/972+€92+9]coth[es\/ 92+<£2—§}+
0

" 872 s3
(48)

+

Wl N

(es)’>F —1 } (49)

Uma vez que 6 é o angulo formado entre E e B. Com isso posso redefinir a expressdo dentro

da cotangente e cotangente hiperbdlica como:

2

E4+ B4 +2E2B2¢cos(20) B?—E?
Xi=\/\/9>2+<52197=\/ ikl - cos(29) | 5 - (50)

Considerando trés casos de limites particulares, obtém-se:

S X.=B +=0

E=0= X, = ; B=0= X, = ; (51)
X_=0 X.=E
X+=B
9=0ZX¢= . (52)
X =E

E possivel realizar uma rotacio de Wick no plano complexo da integral de (1) realizando
uma mudanc¢a de variavel s— is tal que, reescrevendo em termos dos campos e da nova variavel
X5, tem-se
1 *ds _2

as ~m?s

P

872 Jo s3 {(eS)ZIE-Blcoth(eX+s)cot(eX_s)—%(33)2(92_,:32)_1}_ (53)
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Na qual foi usado que cot(ias) =—icoth(as) e que coth(ias) =—icot(as). Agora analisamos

a forma da densidade lagrangiana para os trés limites particulares.

3.1.1 Caso de Campo Magnético Puro

Neste caso E =0, consideremos primeiro que os campos sdo paralelos entre si (0 =0) e entdo

tomamos o limite: lim 2. Neste limite ha de tomar cuidado ao primeiro dos trés termos de
E—O0
20,

lim |E - B|cot(eX_s) = B8 (54)
E—o0 es

Assim, fazendo a substituicio deste termo no limite e de X, tem-se:

2
(m _ 1 / ©ads _mes { (eBs) }
Lrln=—5 —€ eBscoth(eBs)— —-1;. 55
E=0 872 0 g3 ( ) 3 ( )
Realizando uma mudanca de variaveis s+— s’/eB sem que interfira nos limites da integral,
tem-se:
3 R3 12
(1 _ —1 /Oo ds'e’B —mzs'/eB{ / n_(8) }
Lr o= e s coth(s')— -1;. 56
E=0 872 0 eB(SI)3 ( ) 3 ( )
Como S’ & apenas a variavel a ser integrada, podemos remover o apéstrofo e chegarmos na
forma final:
202 oo
(1) _—e°B / ds __ms/eB s 1
Lrln=—F5— —€ coth(s)—=—— ¢ | 57

3.1.2 Caso de Campo Elétrico Puro

Neste caso, B=0, consideremos primeiro que os campos s&o paralelos entre si (6 =0) e entdo

tomamos o limite: lim £, Analogamente ao caso de magnético puro, tratamos dos trés termos
B—0
de ().

lim |/1:-F:<|coth(ex+s)=£. (58)
B—o0 es

Assim, fazendo a substituicio deste termo no limite e de X_ tem-se:

1y =1 [*ds _pps
“B-0 g2 Jy B

2
{eEscot(eEs) + (elés) -1 } . (59)

Novamente, realizando uma mudanca de variaveis s— S'/eE, tem-se:

(1) —1 °°dS’63E3 —_m2 'leE (Sl)2
$B=0=8n2/o eE(s’)3e msieE o s'cot(s') + 3 (- (60)
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Como S’ & a apenas a variavel a ser integrada, podemos remover o apéstrofo e chegarmos

22 oo
1 —ecE as _,p s 1

na forma final:

3.1.3 Casode EeB paralelos entre si

Neste caso, temos 6 =0 e ao substituirmos os valores de Xy temos a seguinte forma (consi-
derando E = EE e B=BB), onde E e B sdo versores que d3o diregdo aos vetores campo elétrico e
magnético):

1 [*ds _ 1
3,(:-1”)B=—Q/0 3° mzs{(es)2EBcoth(eBs)cot(eEs)—g(es)z(Bz—E2)—1}_ (62)

Realizando uma mudanca de variaveis S— 7s’, podemos usar uma férmula desenvolvida por
Ramanujan e Sitaramanchadradao (GEORGE E. ANDREWS, 2013), que é dada por:

2

[x cot(nx)|[my coth(y)] =1 + %( y2

-x?) (63)

—2n§:ﬂ {y—zcoth(nnx/ )+X—zcoth(nn /x)} (64)
= n [n?+y2 V)t e e Yol

Observando .,%,(:-1”)8 com a mudanca de variaveis:

() 1 [705 pmins | oEd)n(eBs!)coth (reBs Es’
ZEiB="ga A (s’)3e n(eEs')n(eBs')coth(neBs') cot(neEs') + (65)

2

T

—?((eBs’)z—(eEs’)z)—1 } (66)
Associando (eBs') e (eES’) com y e x respectivamente na pendltima equacdo, temos o

cancelamento dos dois Gltimos dos trés termos na integral e ficamos com:

(1 _
ZEIB= 4,3

1) €2EB [®X ds' e ™78 (82 [ (eBs')? E\ (eEs)? B
coth| nn—= |+ —5——=5coth| nt—= .
0 (s)3 n n? +(eBs')2 B) n?—(eEs')? E

(67)

n=1

Realizando uma altima mudanca de variaveis por s’ — nt e simplificando os termos chegamos

na seguinte forma para a densidade lagrangiana:

2 oo ® —m2nmt 2 2
1) _e EB/ e (eBt) E (eEt) B
ZLE = 2 o n§=1 dt it |1+ (eBr? coth ( nx 5)* T (eEN?2 —(eE1)? coth ( nx )|} (68)

E importante evidenciar que no caso das lagrangianas de campo elétrico puro e nessa Gltima,

de E || B temos singularidades nos integrandos, no termo de cotangente da Equagdo (61) e no



Capitulo 3. Modelo NJL na presenca de Campos Eletromagnéticos 34

segundo integrando da Equag&o (68) (devido a presenca de campo elétrico), implicando em uma
parte imaginaria na lagrangiana, que por sua vez implica numa expressdo para a taxa de producio de
pares, como explicado no trabalho de Schwinger (1951), e, também, num processo de regularizagdo

mais cuidadoso, o que comentamos em mais detalhes na secdo a seguir, no Apéndice C e na Secdo 3.6.

3.2 Taxa de criacdo de Pares

Nos casos de campo elétrico puro ou campo elétrico e magnético paralelos, podemos notar
polos nas integrais presentes na lagrangiana, todas essas singularidades associadas com campos
elétricos constantes, provindas do termo de cotangente, cot(eES). Neste formato, os polos ocorrem
em S=8p= eE para n€R*; Ndo ha polos em s=0, o que pode ser notado expandindo o integrando
para S pequeno. Estes polos indicam que campos elétricos fortes podem criar pares particula-anti-
particula, no caso de criar um par elétron-pdsitron, é conhecido como produgéo de pares de Schwinger,

apesar de ser previsto, como vemos aqui, primeiramente por Euler e Heisenberg.

Como é bem descrito por DUNNE (2005): a presenga de um campo elétrico acelera a divide
pares de dipolo de vacuo virtuais, levando a criacdo de pares particula-anti-particula. Essa instabilidade
do vacuo foi notada por Euler e Heisenberg, motivada em parte pelo trabalho de Sauter (1931) sobre
o paradoxo de Klein, e posteriormente este processo foi formalizado na linguagem da eletrodindmica
quantica por Schwinger (1951). Heisenberg e Euler deduziram o termo dominante na producio de

pares com um campo elétrico fraco como

€ eE . (69)

A taxa pode ser obtida, pela técnica de Schwinger, partindo da parte imaginaria da Lagran-
giana efetiva:
I'=2Im{<¥}. (70)

No caso de somente campo elétrico, como Schwartz (2013) deduz, usando integra¢do com-
plexa, temos

11 2
F(B=O)=2Im[££B=0]_4_Z_2 mesp _ (71)
N= n
E 1 nnm2
—@ e = (72)
3 2
T 4n N
2E2 —m2n
= 647[3 LI2 (e eE ) , (73)

na qual Lis(X) é a fungdo dilogaritimica.

Se considerarmos o caso de campo elétrico e magnético paralelos, da Equagdo (68), temos

(1)

um polo em t=1/eE na integral em $E||B' e usando a prescricdo ie podemos usar a férmula de
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Sokhotski-Plemelj (SOKHOTSKI, 1873), (PLEMELJ, 1908), dada por

(P f(x) bt
elm)/a mdx:F’.V./a X_Xodx+lnf(xo), para Xg€[a,b], (74)

e obter a parte imaginaria.

A parte da densidade lagrangiana que contém coth(nmE/B) nio contribui com parte imagi-

naria ja que n3o possui polos. Realizando uma mudanca de variaveis ' — eEt pode-se reescrever a

(1)

parte de "%EHB de interesse, tal que a taxa de criacdo de pares sera dada por.

—mPnnt!

2 n2
_ e EB ,8 eE (t") B
'=2Im 6_)0/ dt . T—1—ie)(F + 1) coth (nnE) : (75)

Usando a férmula de Sokhotski-Plemelj no intervalo de integracio, onde o polo & dado por 1‘6 =1,a

parte imaginaria da integral é nf(t' =1), onde f(t') é obtida fazendo a comparacdo com a equacio

(74). Portanto,
2

B E -mm B
Zﬂ Ze—e oF coth( E)' (76)
o

Apenas para fins de simplificac3o, se a razdo nnB/E for suficientemente grande temos que

coth <nng) sera aproximadamente a unidade e podemos aplicar o resultado da convergéncia da

soma:
> =—In(1-¢79), (77)
n=1
e a taxa de criacdo de pares sera dada por
2
eBE m2n
[=— In{1—e™ e |. 78
472 ( ) (78)

Nota-se em ambos os casos que para termos uma taxa de criacdo apreciavel é necessario um
campo elétrico da ordem de m?/e, cerca de 1018V/m para o caso de um par elétron-pésitron, ou
no caso de quarks, cerca de 0,5GeV2, em unidades naturais, usando a massa efetiva a campo nulo

(~ 400 MeV).

3.2.1 Taxa de producdo de pares de quarks no modelo NJL em SU(2)

Aplicando ao modelo do trabalho, considerando a aproximacdo de campo médio, temos que
considerar a soma no espago de sabores e de cores (esta altima resultando apenas em Ng, uma vez
que ndo ha quantidade dependente da carga cor) dos quarks up e down ao realizarmos a conta da

taxa de producgdo de pares, tal que ela serda dada simplesmente pela Equagdo (75) onde a carga
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elementar e é substituida pelo médulo das cargas elétricas dos quarks e a massa m é substituida

pela massa efetiva Mggs, e a soma sobre os sabores ha de ser feita, resultando em:

M 1
r= 3y Nc|Qf|BZ|Qf| e coth( g) (79)

f=u,d n=1

tal que gf € o médulo da carga do quark de sabor f:

2

qU—lge =§e, (80)
1 1

qg = ‘—ge =3& (81)

A expressdo deve ser consistente de forma a retomar o caso de campo elétrico puro, no qual

devemos obter, como feito por Tavares e Avancini (2018)

_ Z ch|‘-7f

f=u,d n=1

2E2 _ My
larlE” (82)

E facil demonstrar tomando o limite de B— 0 da Equacio (79), expandindo a cotangente

hiperbélica, como na expansdo da série de Laurent, dada por

1 3 x3
coth(ax)—5+%—a4—5 +6(x°), (83)

ao substituirmos e tomando o limite:

: - Nc|C7f|B |C7f| ( B)
lim T'= lim 'quE coth

f=u,d
. Nc|q¢| B E naB (nn)3B3 5
= | - o(B
éinof_%:d nnB+ 3~ a5e8 08

. N [e¢] E _Mgﬂnn E
— ||m Z Ciifl/gz |qf| e la7|E ( |qf| )
n=1

B0 2. nm nr|gB

oo 22 _Mzﬁnn
- Y ey e @)
f=u,d Hn=1 (n”)

obtemos o limite e a consisténcia desejada, compativel com o resultado obtido primeiramente por
Schwinger (1951).

3.3 Renormalizagdo da carga, funcdo-f da QED e limite de campo

forte

A func3o B em teoria de campos descreve como a constante de acoplamento de uma teoria,

g por exemplo, varia com a escala de energia, u, introduzida pela regularizacdo dimensional, por
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exemplo, como

ag
B(9)=~——- (85)
olog(p)

Observando a forma da lagrangiana, na Equagdo (49), o primeiro termo é o resultado puro
n3o renormalizado, o terceiro termo corresponde a uma subtracdo do termo infinito de campo livre
e o segundo termo é uma subtracdo de um termo que diverge logaritmicamente que tem a mesma
forma da lagrangiana classica de Maxwell, o que corresponde ao que é chamado de renormalizacdo

de carga.

Tomando a lagrangiana de Euler-Heisenberg obtida no Apéndice A, mais especificamente
a expansdo da lagrangiana n3o renormalizada, se n3o tivéssemos removido os contra-termos, a

expansdo forneceria a expressio

1 e [®ds ; [ 1 1,
LEy=—+F F“V——/ —gl¢g™Sm +—FZ, | +termos finitos. 86
ER="q v 872 Jo S e2s2 6 M (86)

O primeiro termo no integrando é constante e fornece a densidade de energia do vacuo. Ja o
segundo termo tem a forma do termo cinético em tree-level da QED, se mantivermos apenas este

termo antes de renormalizar, temos

1 1 e’ [®ds m2
=——F FIJV__FZ / 1SE 4—S .

O que é uma expressido divergente no ultravioleta (UV), na regido de s ~ 0. Ao regularizarmos

com um cutoff Sy, invariante de Lorentz, temos

1% e~ F.FMV (1 22 alSe g=sm™ ) _
£H =7 Fuv ( +12”2/30 See ) (88)
1 &
=_ZFWFW (1 —@ In<som2) +constante> . (89)

Essa dependéncia logaritmica no cutoff esta relacionado diretamente com a fung¢do-f da
QED, relacionado a polarizacdo do vacuo. E estas divergéncias UV levam as equag¢des do grupo
de renormalizacdo e esta determina o coeficiente em ordem dominante da fun¢do-f. Neste caso, o

coeficiente do logaritmo, tal que a funcdo-f a 1-loop é
2
1272’

B(e) (90)

e ao contrario da QCD, na QED a funcdo beta é positiva e portanto a constante de acoplamento

dessa teoria aumenta com a escala de energia.
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3.4 Modelo NJL com campo magnético - Catalise Magnética

Uma vez que definimos a lagrangiana da parte eletromagnética, vamos adicionar esta a
lagrangiana do modelo NJL. Vamos considerar primeiramente o caso de adicionar apenas um campo

magnético de intensidade B constante na direcdo Z e derivar a equacdo de gap.

Como é feito por Avancini et al. (2021), aqui exemplificado no Apéndice B, temos que o

potencial efetivo para o caso de campo magnético puro no modelo NJL de dois sabores é dado por

(M=m)® NgNf [, 4 A+Ep o o
(M, B) == =+ =25t | M*In =0 —A£A<A +5A) +
NeB7 |, 1 5 X¢ (1+In(xp)
f=u,d
N.B? M2
"D o4 {'” (_2) ”E}’
f=u,d 4 A
na qual é definido
M2
Xf= 0,
= 2B,
Bf=qu,

e na qual yg (= 0,577215) é a constante de Euler-Mascheroni.

A partir da expressdo para Qpy (M, B), a fungdo de gap em SU(2) para o modelo NJL com

campo magnético B constante é dada por:

MGNcNf ) A+gA
fgap(M,B)=m—M+T[Ag’A—M In (T)]-'-
s /\//qullz’\’c_G {In[r(xf)]—lIn(2n)+xf—1(2xf—1)|n(xf) _ (92)
f=u,d 4 2 2

Nota-se que a parte magnética na equacio de gap vem acompanhada de um sinal positivo,
o que significa que podemos esperar um aumento da massa efetiva, uma caracteristica do campo

magnético, chamada catalise magnética, que abordarei em mais detalhes no capitulo seguinte.

3.5 Modelo NJL com campo elétrico - Restauracdo da Simetria Quiral

Agora, fazemos o procedimento analogo da secdo anterior, somando a lagrangiana com

apenas o campo elétrico E = EZ e entdo derivar a equac3o de gap para este caso.
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Como é feito, a menos de um termo de regularizacdo do campo, por Tavares e Avancini

(2018) e aqui nesta dissertacdo exemplificado no Apéndice C, temos que o potencial efetivo neste

caso pode ser dado por

(M=m)2  NgN¢ [, 4, A+8p 2, 2
(M, E) == =7+ 2 Mt in =7 A£A<A +gA) +
NeEF [, . m Yi( 3 (1+In(yy))
+f§d 2 {((—1)+ZYf+ 5 (YE_§+|n(Yf))_ >t

)2
(%))

na qual é definido, analogamente ao caso de campo magnético puro,

o0

+ k[&tan‘1 4
k[ (%
+ZNCE2

2472

M2
Yi=5>
= 2F;
E¢=qsE.

Tal que derivando em relagdo a massa M obtemos a fun¢io de gap em SU(2) para o modelo

NJL com campo elétrico E constante, que é dada por

fgap(M, E) =

-M+

MGN:N;
J-[2

+

[Ag I <A+£’A]

_deMSNCEf Zyr(yE=1+Inyy) +l;(arctan< > {()] (94)
u =

E ent3o, teremos que resolver numericamente para obter o zero desta funcio e consequente-
mente a massa efetiva. Nota-se que o termo com campo elétrico na equacdo de gap, ao contrario do
campo magnético, vem acompanhado de um sinal negativo, onde podemos esperar uma diminuicdo
de Mg, tendendo a restaurar a simetria quiral. A partir dos resultados no capitulo seguinte, fazemos

uma discussdo qualitativa deste fenémeno.

Agora, podemos nos perguntar qual o efeito de termos ambos campos elétrico e magnético.

3.6 Modelo NJL com Campo Elétrico e Magnético - Regularizacdo do

Potencial Efetivo e da Equacdo de Gap

Da lagrangiana obtida no caso de E e B paralelos entre si, ao aplicarmos ao modelo NJL,

naturalmente teriamos a seguinte expressdo para o potencial termodindmico (sem regularizagdo
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alguma):
M-m)?
QgL =%+QEB; (95)
Qpg= Z / e M*S[B;scoth(Bys) Erscot(E;s)]. (96)

A partir deste resultado para o potencial, poderiamos obter a forma regularizada, Qﬁi, do
mesmo jeito que foi feito para o caso das Secdes 3.4 e 3.5, com detalhes nos Apéndices B e C e ent3o
obter a funcdo de gap regularizada, derivando em relacdo a8 M. Porém, também podemos optar por
obter uma funcdo de gap a partir deste potencial ndo regularizado e, entdo, regulariza-la, obtendo
fgrg%, e desta reobter uma expressdo para o potencial termodindmico, integrando em M. No entanto,
contra-intuitivamente, este potencial n3o estara regularizado e precisara passar por este processo,

. . . reg
como descreveremos a seguir, tal que no final, resultara em QNJL' e deste temos que recuperar a

mesma expressio para fgagv que foi obtida e regularizada a partir da expressdo de Qp; dada nas
Equagdes (95( e (96).
Deste potencial, derivamos e obtemos a fun¢do de gap ndo regularizada:

00Ny M-m VN, _
WM Z MNe / M2sB scoth(Bys) Esscot(Ess). (97)

oM

Para regulariza-la usamos a expansio da expressdo entre colchetes, tal que:

1 3
Cothx——+g—2—5+ (98)

3
coty=;—§—i—5— (99)

Assim, ela pode ser reescrita na forma expandida:

2 4 2 4
stcoth(st)Efscot(Efs)=(1+(Bgs) -(B";g) +) (1—(Ef33 )-(E";? +...); (100)

(B?-E?)s? +0(s%). (101)

1
Bfscoth(Bss)Efscot(Ess) = 1+ 3

Tal que ao substituir a expansdo na Equagdo (97) notamos o termo divergente, dado pelo
termo proporcional a foo csise M2s , que ndo depende dos campos (E e B) e, portanto, corresponde
a regularizacdo do préprio modelo NJL, como estad descrito no Capitulo 2, no qual regularizamos
com um cutoff-3D no momento, A, também como é descrito para os casos de campo magnético
puro e campo elétrico puro nos Apéndices B e C no termo IOB = lg, tal que emprestamos e repetimos

aqui o resultado, ocasionando na equacdo de gap regularizada:

freg M—-m MNC /

Gan(E.B,M) = e M*S[B;scoth(Bys)E;scot(Ers)— 1]+

NchM [ o (A+é”A>]
AEA—MIn| —— ] |. 103
272 M (103)
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Agora vamos tratar a regularizacdo de Qpyy; e obter a expressdo para o potencial termodina-

mico regularizado, Qﬁi, integrando e lidando com as divergéncias. Da integracdo obtemos

2
QNJL—(M4C;n) NC,;If [M“InA;fA —Aé\ <A2+(5‘>/2\)} +

/ e M*S[B;scoth(Bys) Erscot(Ers)—1]. (104)

fud

Da mesma expans3o das cotangentes se colocarmos nesta nova expressdo para Qpyyy, uma
vez que é dividida por s3, temos que lidar com o termo %(B?—Efz)s2 e sua correspondente

regularizacdo com o cutoff 3D, assim:

Q _(M—m)2 Q QE=B=0 _red (105)
NIL=""gg  THEBYINULreg t icld’

tal que

Q

reg (/\/l—m)2 NCNf [M4|nA+£’A
M

2 2
NIL=""2G 2 —A&p <A +<§’A)}+

1
/ a5 g2 S[stcoth(st)Efscot(Efs)—§<B?—Ef2> 32—1]+

dS _M2 2
/ -t (B E,) (106)

e o termo devido ao campo regularizado pode ser reescrito como

ds 2 N © ds 2
reg Mes! (g2 _ c (g2 as__wpes
ine/d /Mz 3° (B Ef> —f; 2472 (B Ef>/1/A2 s€ (107)

A integral pode ser escrita em termos da fungdo gama incompleta (WEISSTEIN, s.d.):

F(a,z)=/ dyy® eV, (108)
722 28

r(0,z)= dyy eV ~—Inz- YE+Z——+ﬁ+@)( 4, (109)

e adotando a forma truncada dessa expressdo, para o nosso caso tem-se y = M2S e z= M2/A2,

logo:

N, M?
reg _Ne 2
Q9 -3 : e <B Ef> {ln(A )+y4 (110)

f:

Para verificarmos a consisténcia do processo, ao obtermos a equacio de gap pela derivada
em relacdo a M da Equagdo (106) temos que reobter a expressdo regularizada da fung¢do de gap
dada na Equagdo (103).
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Notamos diretamente que derivada do termo do campo regularizado em relacdo a M é dada

por

ot (55 (),

e cancela com a derivada do termo adicional o %(BfZ—Efz)s2

6 _MS1 2 NcM 2 2 S _MZ
/d 3B =‘@f§d(3f—5f) o 9T
__ NeM o_p2\ € 7™
B 12n2f§d<8" Ef) M2 o
N-M
=12er2 Z <B?_E}2)
f=u,d

Daqui em diante aplicamos a Equagdo (64) e trabalhamos com a expressdo contendo a

somatoria em n, tal que a express3o se torna:

reg _(M=m)® NeNg[, 4 A+&
NIL™ 4G 82 M

2
NcE;Bs / >, et [ (Bst)? ( E> (Eft)? ( B)]
- — 5 at coth | nm— ————coth| nt—=
2 Tan? Jy 2 1+(Byt)2 "B) 1= (/1) "E)|T

Q — A& <A2+£‘§)] +

=u,d n=1
Ne (o 2 M?
f=u,d

Prosseguindo, a altima coisa que resta a fazer para termos uma expressio definitiva e regula-
rizar a divergéncia nas integrais proporcionais a coth(nnB/E). Reescrevendo a parte da somatdria

de integrais como

f=u,d
- NeEBs [©SN e ™t [ (Bt)2 E\ (Eft)2 B
qint _ Ctf f/ dt |: f coth (n —) f—COth (n —):|
fgd 472 Jo ; nmt [ 1+(Byt)2 "B) T1-(E2 "E
(114)
o NgEfBr [ e Mt (B1)2 E
qint _ Tc=f f/ at 7 coth (n —) 115
LT 4n2 o ; nut 1+ (Bst)2 "B (119)
o NgEgBr [ e Mt (E.4)2 B
qint _ ZC=1 f/ dt ) coth (n —). 116
217 472 Jy n; nut  1—(Eft)2 "E (10

Primeiramente realizamos uma mudanca de variaveis, tal que

s = Eqt, ds’' = Egdt, (117)
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€ reescrevemos como

_ M2 /
Qint _ E;B;N; ood_sl O gMnns'/Es g2 coth nng _ (118)
2,f 472 o Ef p nns'/E¢ 1—g?2 E

EfBiNe - / * —Mrns/E S B
=—SZ e jcoth nm— |, (].].9)

47 =Jo 1-s E

na qual & possivel notar um polo em s’ =1 ao reescrevermos
1 1 1 1

(120)

s2-1 1-s2 (1-8)(1+8)

E assim podemos usar a férmula de Sokhotski-Plemelj (74) e usar o seguinte resultado para
o calculo do valor principal (BYRON; FULLER, 1969):

1 R-a R f(x)-f(a)
PV/ X2_a2 =f(@)5,In (—R+a)+P'V'/0 —a e 9

Tomando apenas a parte real, que é a que nos interessa, tem-se, com a=1 e tomando o

(121)

limite de R — oo e removendo o apéstrofo em s’ por simplicidade da notacdo, temos

se-MPnas/E; _ g~M2nrlE; coth( ,‘:3)

E:B:N; | f(1)
int fPfNe
Rel0g=—=" 3= | 5 Jim_ F?+1 +§j/ ds e -
—M?nns/E; _ 4~MPnn/E B
=_EfoNCOO/OOdS se nSIEf — g @ f) COth(l’mE>
473 Zn=1 0 s2—1 n '

Com isso, a expressdo final e real para o potencial termodinadmico efetivo do modelo NJL em

SU(2) com campo elétrico e magnético paralelos é dada por

QnyL(MLE,B) =

(M—m)>2

4G

812

+ NelNy {M“In

A+8p
M

—A&p <A2 +£/2\)} +

- Z 24n > (87-E7) {'” (,\12) "‘YE} (122)

2
NCEfo / X, et (Bt)2 ( E)
- at coth | nt—
2. 0 ; nat 1+ (B;i)2 "B)"

f=u,d
M2nns M2 nn
E: __ E. B
+ EfoNcio:/oods (Se ! ¢ f ) CO'[h (nﬂE>

473 0 s2—1 n '
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Com isso, a expressdo final para a equacdo de gap, dada apenas derivando em relacdo a M,

fica

foap (E, B) =

M—-m  MNcN¢ [, 5
oV 52 {M In

f=u,d

(Brs)?

N Z MNcEfoZ/ ds —Mznzrs1 5 S) 5 CO
+( Dby

fud

M2nns M2nn
MNB (26 vome
C VilNebf
z y @

) ()

(123)
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4 RESULTADOS

Os resultados que apresentarei neste capitulo sdo aplicacdes numeéricas para o calculo da
massa efetiva para os diferentes casos de campos elétricos e magnéticos. Foi utilizado um método
iterativo para a realizagdo dos célculos e geragdo dos graficos em cédigos escritos em FORTRAN e em
Python, onde para as rotinas de integrais foi utilizado o método de integracdo por exponencial dupla
(TAKAHASI; MASATAKE, 1973) e o método de encontrar raizes foram usados ambos os métodos
de Ridder (RIDDER, 1979) e Brentq (BRENT, 1972), os quais obtiveram resultados praticamente

idénticos e em velocidades também praticamente idénticas.

Além disso, enfatizamos que o conjunto de parametros usados foi o set-2 de Buballa (2005):
A =587,9MeV, GA? =2,44 ¢ m=5,6MeV. Ou seja, admitimos que os valores obtidos devem
ser satisfatérios no regime de energias até A ~0,58GeV e campos elétricos e magnéticos até A2~
0,36 GeV2. Vale destacar que os resultados de campo magnético puro, Secdo 4.1, e de campo elétrico
puro, Secdo 4.2, assim como as explicagdes qualitativas foram obtidas primeiramente por Klevansky

(1992) em seu trabalho seminal sobre o0 modelo NJL.

4.1 Massa Efetiva com Campo Magnético Constante

Tomando a funcdo de gap para o caso de um campo magnético constante na direcdo Z,
Equagdo (92), e encontrando os valores de Massa Efetiva para valores de eB no intervalo de 0 a

1GeV2, temos o grafico da Figura 7.

Como esperado, vemos o fendmeno da catélise magnética: ao aumentar a intensidade do
campo magnético, tem-se uma espécie de fortalecimento da ligacdo entre os quarks, uma vez que
o modelo é em SU(2), o condensado de quarks da equacdo de gap é um par quark-antiquark,
formando um méson, onde um tem carga e spin oposto ao outro, e entdo seus momentos magnéticos
estdo na mesma dire¢do, ao interagir com o campo magnético, esses momentos tendem a se alinhar,

fortalecendo a ligacdo.
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Figura 7 — Grafico da Massa efetiva obtida pelo modelo NJL na presenca de um campo magnético
constante B, em func3o de eB, dividida pela massa efetiva a campo nulo.

4.2 Massa Efetiva com Campo Elétrico Constante

Analogamente, agora tomando a func¢do de gap para o caso de um campo elétrico constante
na direcdo 2, Equagdo (94), e encontrando os valores de Massa Efetiva para valores de eE no

intervalo de 0 a 1GeV2, temos o grafico da Figura 8.

Como pode-se observar o efeito do campo elétrico é contrario ao do campo magnético,
tendendo a restaurar a simetria quiral conforme a intensidade do campo E aumenta. Ao atingir o
valor de eE ~ 0,2GeV2, a massa cai em valor rapidamente, tendendo ao limite “quiral” de Mgg=m.
Qualitativamente, poderiamos pensar que no modelo em SU(2) que estamos trabalhando, tendo um
par quark-antiquark de cargas opostas, teria uma forca contréaria entre eles enfraquecendo a ligacio

e, portanto, assintoticamente atingiriam a massa de corrente.
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Figura 8 — Grafico da Massa efetiva obtida pelo modelo NJL na presenca de um campo elétrico
constante E, em funcdo de eE, dividida pela massa efetiva a campo nulo.

4.3 Massa Efetiva com Campo Elétrico e Magnético paralelos

Por fim, tomando a funcio de gap para o caso de um campo elétrico E e um campo magnético
B paralelos entre si, Equagdo (123), encontramos a massa efetiva para valores de eE e eB até cerca
de 0,5GeV2. Primeiramente fazemos um grafico em 3 dimensdes para definir a superficie de massa

efetiva, dada no eixo z, em funcio do plano €E x eB, como esta na Figura 9.

Com estes resultados, primeiro precisamos verificar os limites de campo eE —0 e eB— 0

para verificar a consisténcia com os resultados das duas secBes anteriores.

Primeiramente, fixamos alguns valores de eE e fazemos um grafico da massa efetiva contra

0 campo magnético, resultando na Figura 10.

Podemos notar que, a medida que o campo elétrico se aproxima de zero, a curva fica cada
vez mais proxima da obtida com a da pendltima secdo. Além disso, percebemos o efeito do campo
elétrico, na qual cada vez mais intenso, mais a curva de Mg x B fica com valores deslocados para

massas menores.

Realizando o mesmo procedimento com os papéis invertidos, fazemos um grafico da massa

efetiva contra o campo elétrico, mantendo alguns valores de eB fixos, resultando na Figura 11.

Pode-se notar agora o efeito esperado, conforme B se aproxima de zero, mais se aproxima
da curva da dltima secdo, de B=0. E temos a presenca da catalise magnética: para valores mais

intensos de €B, a curva se desloca para valores maiores de massa.
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Figura 9 — Superficie de massa efetiva para o modelo NJL em SU(2) em funcdo de eE e eB
constantes e paralelos entre si.

Podemos verificar a consisténcia dos resultados novamente, mais precisamente: uma maneira
de controlar os resultados, seria analisar algumas curvas do potencial efetivo em relacdo a massa
para diversos valores de B e E, e comparando a massa onde ocorre o minimo global de Qpy; com
a massa obtida pela funcio de gap. Foram feitos alguns graficos, a fim de notar que o padrio se
mantivesse e que realmente foi obtido o resultado desejado. Como exemplo, as Figuras 12 e 13
mostram as curvas de potencial efetivo e pode-se comparar as massas para os minimos com as

massas das Figuras 10 e 11, reforcando a consisténcia das expressdes e resultados.
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Figura 10 — Valores de massa efetiva do modelo NJL em SU(2) em funcio

valores de eE fixos.
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Figura 11 — Valores de massa efetiva do modelo NJL em SU(2) em fun¢do de eE para distintos

valores de eB fixos.
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Figura 12 — Exemplos de minimos de potencial, Qpy, para trés eB e um conjunto de eE fixos.
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Figura 13 — Exemplos de minimos de potencial, Qpy, para trés eE e um conjunto de eB fixos.
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Outro resultado que vale a pena salientar € o comportamento da massa efetiva ao aumentar-
mos ambos os campos elétrico e magnético igualmente, como o intuito de responder qual efeito &
mais importante, a catalise magnética ou a restauracio da simetria quiral. Considerando a quantidade
k = E/B, fazemos, ent3o, um grafico da massa efetiva em funcdo da intensidade dos campos para o

caso de k=1, como consta na Figura 14.

Massa efetiva em termos de intensidade de E e B quando k=1=E/B

400 A

350 +

300 +

250 4

Merr

200 +

150 ~

100

50 A

T
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4
eE=eB (GeV?)

Figura 14 — Valores de massa efetiva do modelo NJL em SU(2) em func3o da intensidade do campo
eE e eB mantendo ambos igualmente intensos.

Notamos que o comportamento que vence esta disputa € o mesmo de campo elétrico puro,
ou seja, a massa efetiva diminui, mesmo tendo o campo magnético t3o intenso quanto presente, mais
similar ao resultado da Figura 8. A fins de comparacdo entre os trés casos que estamos cobrindo,
temos na Figura 15 um grafico da massa efetiva para os casos de B=0, E=0e B=E, onde é claro o
resultado desta “competicdo’. Ainda estamos estudando uma razio fisica qualitativa satisfatéria para
responder este fendmeno. Este resultado foi obtido de maneira diferente, na literatura, no trabalho

de Ruggieri e Peng (2016), como iremos comparar na Se¢do 4.6.
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Figura 15 — Valores de massa efetiva do modelo NJL em SU(2) em func¢do da intensidade do campo
elétrico €E (na curva em preto, em traco e ponto, para B=0), em fun¢do da intensidade
do campo magnético eB (na curva em vermelho, tracejada, para E =0) e em fungdo
de eB=eE no caso dos campos em mesma intensidade, na curva azul, continua.

Este comportamento se repete mesmo para eB=n-eE (n>0), no qual temos, em cada ponto
da curva, um campo B, nvezes mais intenso que E, isto desloca a curva para cima onde, naturalmente,
em cada ponto temos uma massa efetiva maior do que comparado com B =0 (campo elétrico puro),
porém, podemos notar uma tendéncia desta caracteristica da curva continuar, eventualmente caindo,
para certo valor de eB. Para termos uma ideia da supressdo podemos fazer curvas de massa efetiva
por campo magnético, variando o valor do campo elétrico em cada ponto, conforme a Figura 16, na
qual, conforme a curva “se avermelha” mais fraco se torna o campo elétrico, tendendo ao limite de
campo magnético puro; nessa figura podemos perceber uma tendéncia numérica que se apresenta,
mesmo com o campo elétrico fraco, é de se esperar que para certo valor de campo magnético a
massa efetiva eventualmente decrescera, ou seja, a simples presenca do campo elétrico no sistema
faz com que eventualmente a massa decresca em valor, para um campo magnético suficientemente

grande.
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Figura 16 — Diversas curvas de massa efetiva em funcdo de e€B, onde as curvas variam do roxo, com

o campo elétrico mais forte, E = B, para o vermelho, com o campo elétrico mais fraco,
com E=B/(5.1).

44  Pressdo Efetiva do modelo com campos paralelos

Outro resultado que podemos tirar é a pressdo efetiva, no nosso caso, equivalente a densidade
de energia, que o modelo reproduz, ou seja: P=—Q(Mgf). Fazemos um grafico desta quantidade
em funcdo dos campos, seguindo a comparacdo com os casos de campo magnético nulo e campo

elétrico nulo, conforme foi realizado nas secées anteriores.

Primeiramente, tomamos o caso de variarmos o campo magnético para diversos valores de
campo elétrico fixos e observamos o comportamento, dado na Figura 17, na qual é possivel notar,
naturalmente, que o campo elétrico aumenta a pressdo da matéria hadrénica descrita pelo modelo
para o mesmo valor de campo magnético. E notamos a consisténcia com o resultado para campo

elétrico nulo, baseado nos calculos de Avancini et al. (2021).

Num segundo caso, fazemos o procedimento contrario, variamos o campo elétrico e percebe-
mos o comportamento da pressdo efetiva para valores de campo magnético fixos, como na Figura 18,
onde notamos novamente, como esperado, que o campo magnético aumenta a pressdo da matéria
hadrénica descrita pelo modelo para o mesmo valor de campo elétrico. O que é consistente automa-
ticamente com o caso anterior: no qual fixando um valor de eB e analisando o comportamento para
varios valores de eE, notamos o aumento, neste Gltimo gréfico apenas tomamos o caso continuo
desta analise para valores de eB selecionados. Além disso, é possivel notarmos o limite bem definido
quando o campo magnético se aproxima de zero, dando a consisténcia entre o nosso resultado e no

resultado baseado nos calculos de Tavares e Avancini (2018).
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Finalmente, somente para fins de ilustracdo, podemos aumentar ambos E e B na mesma
proporcio e analisamos o que ocorre com a pressio efetiva, como dado na Figura 19. De maneira
geral, como esperado, quanto maior a intensidade dos campos elétricos e magnéticos, maior a
densidade de energia do sistema e, portanto, maior pressdo, todavia, vale a pena observar que estes
resultados trazem consigo mais uma instancia de consisténcia entre o limite de campo magnético

nulo e elétrico nulo do nosso trabalho com os trabalhos que tratam estes campos independentemente
(AVANCINI et al., 2021),(TAVARES; AVANCINI, 2018).
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Figura 17 — Curvas da Press3o da matéria hadrdnica descrita pelo modelo em funcdo de eB para
valores de campos elétricos selecionados.
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Figura 18 — Curvas da Press3o da matéria hadrénica descrita pelo modelo em funcdo de €E para
valores de campos magnéticos selecionados.
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Figura 19 — Grafico da Pressdo aplicada na massa efetiva em fun¢do de eE (= eB), considerando
que em cada ponto os valores de campo elétrico e magnético s3o iguais.
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4.5 Taxa de criacdo de Pares com campo Elétrico e Magnético Paralelos

Nesta secdo mostro os resultados obtidos para a taxa de criacdo de pares, de acordo com a
Equacgdo (79), primeiramente faco um grafico em trés dimensdes, dado na Figura 20, onde temos
uma superficie da taxa de producdo no eixo Zz em funcdo dos campos E e B nos eixos X e y
respectivamente, na qual podemos perceber que apés um campo eE ~ 0,3GeV2 o comportamento
das curvas muda de forma que a taxa de producdo aumenta muito mais rapidamente para a mesma
variagdo de campo elétrico (e magnético).

0.04 T

0.03

(N29) 1

0.02 T

0.01-

0.00

0.0

Figura 20 — Superficie de taxa de criacdo de pares em funcdo dos campos elétrico E=Eze magnético
B=Bz.

Como fizemos no caso da massa efetiva, analisaremos casos limites e interpretaremos com
base nas expressdes e resultados esperados. Primeiramente fazemos um grafico da taxa de producio

de pares em funcdo do campo magnético, para diversos valores de campo elétrico de acordo com a
Figura 21.
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Figura 21 — Grafico da Taxa de producdo de pares em funcdo do campo magnético para diversos
valores de campo elétrico fixos.

Percebemos, naturalmente, o aumento da taxa de criacdo com o aumento do campo elétrico,
porém, ha um campo magnético particular que dita o maximo possivel para esta situacdo, a partir
dele quanto maior a intensidade do campo magnético, a taxa de criagcdo de pares diminui, partindo
da expressdo para T, isso deve acontecer indiretamente, devido a catélise magnética, conforme
aumenta-se B aumenta-se a massa efetiva Mggr, que esta presente na exponencial decrescente da
expressdo da Equacdo (79), e, portanto, se torna um comportamento caracteristico, esta diminuigdo.
Além disso podemos perceber o grande aumento de T' para a mesma variacdo de eE, quando eE
passa do limite de 0,3GeV2 em poucos intervalos de intensidade a taxa aumenta drasticamente de
valor, sendo que nesta regido escolhemos colocar o grafico de mais valores de eE, quando geralmente
s6 variarfamos em intervalos 0,05GeV2, a diferenca no grafico para este intervalo € bem grande.
Como veremos na sequéncia, a partir deste valor a taxa realmente apresenta um comportamento de

aumento drastico.

O préximo caso que temos que analisar é o contrario, mantemos campos B fixos e fazemos
um grafico da taxa de criacdo em funcio do campo elétrico E, dado na Figura 22 a fim de notarmos
o limite de campo B=0 para compararmos com o resultado de campo elétrico puro, como foi feito
por Tavares e Avancini (2018), aqui replicado na Figura 23, a fim de mostrar a curva de evolugdo

em outra perspectiva.
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Figura 22 — Taxa de producdo de pares em funcdo de eE para valores selecionados de eB.
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Figura 23 — Taxa de producdo em funcdo do campo elétrico vezes a carga elementar, eE.
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Podemos ver, da figura, que o conforme o campo B se aproxima de zero, mais préximo o
grafico produzido chega ao caso de campo elétrico puro, trazendo credibilidade e consisténcia entre
os resultados. Além disso a figura mostra um comportamento curioso, de certa forma n3o intuitivo,
até a regido de eF ~ 0.33GeV2 n3o necessariamente o maior campo magnético produz a maior
taxa, mas muito pelo contréario, inclusive as curvas de maiores eB ficam abaixo da curva de B=0,

neste regime, um comportamento indireto que percebemos da Figura 21, onde temos maximos bem
definidos.

4.6 Comparacdo com a Literatura

Nesta sec3do tento confrontar, na medida do possivel, os resultados que obtivemos, usando
o caso de campo elétrico e magnético paralelos, com os encontrados na literatura. A respeito dos
resultados para o potencial efetivo, ou equivalentemente a pressio e para taxa de producdo de pares,
ndo encontramos nada na literatura que dé para comparar, somente os casos limites ja realizados
nas secdes anteriores. Antes dos resultados numéricos, ressaltamos que n3o encontramos nenhum
trabalho que use a expressdo da Equagdo (64) e férmula de Sokhotski-Plemelj, Equagdo (74), com

as aproximacdes e regularizacdo que utilizamos.

Primeiramente, sobre o resultado teérico obtido para a taxa de producio de pares: o caso de
campo elétrico puro foi primeiramente obtido por Schwinger (1951) e o caso de campo elétrico e
magnético, Equagdo (75), foi obtido por Nikishov (1969), porém as contas foram feitas de maneiras

completamente diferentes do caso deste trabalho e ambas estdo de acordo entre si.

Posteriormente, é possivel comparar os resultados de massa efetiva com os trabalhos de
Wang et al. (2018) e de Ruggieri e Peng (2016), porém apenas no dmbito qualitativo, ja que
quantitativamente os trés trabalhos usam regularizacées e parametros diferentes entre si. No primeiro
é feito um grafico da massa efetiva para o interessante caso de E = B em funcdo do invariante de
Lorentz, no que é chamado no artigo de lo = E - B. A principal diferenca entre nossos resultados sdo
o conjunto de parametros (G, A e m) usados devido a regularizagdo ser diferente, no caso deles, &
utilizado a regularizacdo de Pauli-Villars como eles se referem (CAO; ZHUANG, 2015) e o fato de no
artigo ser utilizado my # mgy num esquema de equagdes de gap acopladas. Na Figura 24 temos um
comparativo direto das curvas de massa efetiva, na qual pode-se notar uma consisténcia qualitativa,
em grande parte, entre os resultados, no que se refere ao comportamento desta quantidade fisica em
func¢do de b, no nosso trabalho obtemos um comportamento assintoticamente mais suave, sendo
que no trabalho em comparacdo o comportamento da massa efetiva cai abruptamente, em torno
de 15/4 =0,2GeV, evidenciando uma transicdo de fase de primeira ordem, que provavelmente é um

artefato do método de regularizacio utilizado.
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(a) Grafico da massa efetiva Mgs usando o mo-
delo e as contas desta dissertacdo em fun-
cio de (€2EB)V* com os pardmetros A =
587,9MeV, G=2,44/A% e m=5,6MeV.

(b) Figura retirada de (WANG et al., 2018), na
qual temos as curvas de massa efetiva para
my e Mg em funcdo de l;/4 = EB"4, as-
sim como as curvas para os condensados de
pion, que a principio podem ser negligencia-
das em comparacdo com os resultados desta
dissertacdo. Com os pardmetros A =653 MeV,
G=4,93GeV2 e m=5,0MeV.

Figura 24 — Figura de comparagdo do trabalho desta dissertagdo com o de Wang et al. (2018) no

que se refere ao comportamento da curva de massa efetiva em funcdo do invariante de
Lorentz EB.

Ja o trabalho de Ruggieri e Peng (2016) traz resultados mais préximos aos obtidos nesta
dissertacdo e podem ser vistos na Figura 25, na qual, agora fazemos graficos da massa efetiva em
fungdo de eB em unidades da massa do pion ao quadrado (my; =139MeV, como usado no artigo
em questdo). Apesar de usarmos métodos e pardmetros completamente diferentes, os resultados
mostram comportamentos qualitativamente muito parecidos a respeito da massa efetiva, tal que
nesse trabalho em comparagdo, foi utilizado o método de regularizacdo de tempo-préprio, no qual a
equagdo de gap foi feita utilizando 63(x,z), a terceira fungdo theta eliptica e no resultado obtido
por eles é possivel observar uma curva mais suave (considerando as curvas E=B, E=0,5B e

E =0,75B) enquanto que no nosso resultado, a mudan¢a em valor da massa efetiva acontece mais
“rapido” a fim da curva tomar o limite Mgg=m.
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(a) Grafico da massa efetiva Mg usando o mo- (b) Figura retirada de (RUGGIERI; PENG, 2016),
delo e as contas desta dissertacdo em funcio na qual temos as curvas de massa efetiva no
de (eB) com os parametros A =587,9MeV, modelo NJL em SU(2) em fungdo de eB,
G=2,44/A2 e m=5,6MeV. para selecionados valores de campo elétrico.

Pelo que se pode entender do artigo, a curva
designada com B =0 pode ser interpretada
como a curva de campo elétrico puro e o eixo
X deve ser tomado como eE e esta de acordo
com os resultados que obtivemos. Com os
parametros A = 1086MeV, G = 3,78/A2 e
m=5,49MeV.

Figura 25 — Figura de comparagdo do trabalho desta dissertagdo com o de Ruggieri e Peng (2016)
no que se refere ao comportamento da curva de massa efetiva em funcdo do campo
magnético (eB).
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5 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS
FUTURAS

O estudo da Cromodindmica Quéntica e da matéria hadrénica em geral assim como extensdes
ndo-maxwellianas do eletromagnetismos s3o campos de pesquisa efervescentes atualmente, sendo o
uso de modelos efetivos uma alternativa para descrever a matéria composta de quarks no regime
nao-perturbativo da QCD. Neste contexto mostramos um trabalho feito sobre o modelo de Nambu-
Jona Lasinio em 2 sabores (NJL SU(2)) a fim de reproduzir resultados para a massa efetiva dos
quarks, pressdo e taxa de producdo de pares quark-antiquark, quando esta matéria é submetida a
um campo elétrico constante E e um campo magnético constante B paralelos entre si descritos
pela lagrangiana de Euler-Heisenberg, no qual o modelo completo é regularizado com um corte no

3-momento por um pardmetro A. Todo o procedimento numeérico é realizado usando os pardmetros
do set-2 de Buballa (2005): A =587,9MeV, G=2,44/A%? e m=5,6MeV.

Os resultados se mostraram satisfatérios ao serem comparados com os resultados da literatura.
Utilizamos a lagrangiana de Euler-Heisenberg como base descritiva dos efeitos eletromagnéticos
somada a lagrangiana usual do modelo NJL, tal que nos limites de campos nulos B—0e E—0
recuperamos com certa clareza os limites ja tidos na literatura, principalmente tomando como
referéncia os trabalhos de Menezes et al. (2009) e de Tavares e Avancini (2018), nos quais obtivemos
as curvas de massa efetiva se aproximando do caso de campos independentes, para somente B e

somente E respectivamente.

Sobre a massa efetiva, pudemos notar, nos graficos dos resultados, o comportamento dado
por ambos o fendmeno da catélise magnética e da catélise magnética inversa e a competicdo entre
esses dois efeitos. De modo geral, foi feito um grafico em trés dimensdes, Figura 9 da massa
efetiva em funcdo de ambos os campos, especificamente em funcdo de eB e €E no intervalo de
interesse, e entdo analisamos casos particulares desta figura geral. Como feito na Figura 10, o
evoluirmos a massa efetiva com o aumento do campo magnético, notamos um aumento da mesma:
a catalise magnética, e o comportamento é o mesmo para diversos valores de campo elétrico, sendo
a diferenca dada por este altimo, em deslocar a curva para baixo quanto maior a intensidade de eE.
O efeito do campo elétrico é melhor visto entdo na Figura 11: ao evoluirmos a massa efetiva com o
aumento de eE, notamos uma diminuicdo da mesma e relacionado com o resultado anterior, como
esperado, o comportamento segue para diversos valores de eB fixos, uma vez que quando maior
essa quantidade, mais deslocada a curva fica para cima. Ainda sobre o resultado da massa efetiva,
é interessante ressaltar a curva do plano que intersecta a Figura 9 onde eB = eE, ao evoluirmos
com o aumento simultdneo ambas quantidades, que como ja mencionado, tem resultados distintos

no valor final da massa efetiva, percebemos um comportamento que é predominado pelo do campo
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elétrico eE e a massa diminui nestas circunstancias, no entanto, ainda ndo possuimos uma explicacdo
fisica satisfatéria, qualitativamente falando, para o porqué dos efeitos da catalise magnética serem
suprimidos. Como ja descrito na Secdo 4.6, nossos resultados para o comportamento das curvas
de massa efetiva sdo compativeis, de modo qualitativo, com os resultados de Wang et al. (2018) e
de Ruggieri e Peng (2016), nos quais foram realizados procedimentos diferentes de regularizacio e
conjunto de parametros diferentes, ocasionando apenas em resultados quantitativamente distintos

dos resultados do nosso trabalho.

Ja para os resultados de pressio efetiva da matéria hadrénica obtemos as curvas de evolucio
que esperariamos: a pressdo aumenta conforme os campos magnéticos e elétricos aumentam, mas
vale a pena ressaltar que estes resultados, dados nas Figuras 17 e 18 reforcam a consisténcia entre
as nossas contas feitas no Capitulo 3 a respeito do caso de campo elétrico e magnético paralelos e
os resultados para o potencial termodindmico baseados nos calculos feitos por Avancini et al. (2021)
e Tavares e Avancini (2018) que apresentam os resultados para os casos de campo magnético puro

e campo elétrico puro.

No que se refere a taxa de producdo de pares, T, analogamente ao caso da massa efetiva, foi
feito um grafico em trés dimensdes em funcdo de eE e eB desta quantidade, dada na Figura 20,
usando resultados anteriores para massa efetiva, de maneira geral o campo responsavel pela parte
imaginaria da lagrangiana e, por consequéncia, para ser possivel a criacdo de pares quark-antiquark,
é o campo elétrico, assim notamos uma evolucio bem rapida de T a partir de eE ~0,3GeV2. Ao
selecionarmos planos particulares e paralelos entre si de curvas da Figura 20, fizemos primeiramente
graficos da taxa de pares em funcdo do campo magnético para diversos valores de eE diferentes de
zero, como vemos na Figura 21 tal que notamos que todas as curvas evoluem com eB de forma a
crescer até um valor de campo magnético onde a taxa é maxima e entdo caem para zero, 0 motivo
disso foi constatado que, mesmo que o campo magnético ndo tenha influéncia na taxa de criacdo
diretamente, indiretamente ele possui, uma vez que a catalise magnética esta presente e a massa
efetiva aumenta, tornando cada vez mais dificil a probabilidade da criacdo de par quark-antiquark para
um aumento da intensidade de eB, isso é manifestado na exponencial decrescente da Equagdo (79).
Analogamente com os resultados anteriores, repetimos o processo fazendo um grafico de T’ por eE,
mantendo diversos valores de eB fixos, dado na Figura 22, incluindo o valor de B=0 a fim de
reproduzir no limite o resultado de Tavares e Avancini (2018), o que é observado, além disso notamos
um resultado curioso onde curvas se cruzam e para campos €E maiores que aproximadamente 0,33,

quanto maior o valor de campo magnético, maior a taxa de producdo de pares.

Como uma visdo geral do trabalho, ressaltamos que n3o foi encontrado na literatura um
procedimento de calculo e regularizagdo do modelo NJL em SU(2) como fizemos, com o método
de regularizagdo Cutoff-3D e usando as Equacdes (64) e (74) para extrairmos o Valor Principal
e trabalharmos com a parte real do potencial termodindmico e também para conseguirmos uma
expressdo para a taxa de produgdo de pares, dada na Equagdo (79), completamente compativel com

o resultado chegado por Nikishov (1969), obtido de uma maneira distinta. Porém, é importante
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salientar que os resultados obtidos foram feitos para esse procedimento de regularizagdo especifico e
também especificamente para o conjunto 2 de pardmetros, dado por Buballa (2005), sendo que no
podemos afirmar, com certeza, que o comportamento dos resultados, mesmo que a nivel qualitativo,
para outros procedimentos de regularizagdo e/ou outros conjuntos de pardmetros, seja 0 mesmo,

sendo interessante analisar a possivel influéncia das parametrizacées nos resultados.

Como perspectiva futura, é possivel estender os resultados deste trabalho considerando efeitos
da temperatura, que desempenha um papel de catalise magnética inversa e também do potencial
quimico diferentes de zero, assim como incorporar o quark strange e analisar a influéncia dos mesmos
nos calculos, mudando assim para o modelo NJL em SU(3). Outra possibilidade, seria considerar
uma constante de acoplamento dependente dos campos, no entanto devido a escassez de resultados
de LQCD, com campos elétricos e magnéticos, seria apenas um trabalho académico. Ainda é possivel

implementar o Loop de Polyakov, como é bem sabido, simula o aspecto de confinamento da QCD.
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APENDICE A — OBTENCAO DA
LAGRANGIANA DE EULER-
HEISENBERG

Neste apéndice abordarei uma revisdo bibliografica da Lagrangiana de Euler-Heisenberg, uma
lagrangiana efetiva para a eletrodindmica quéntica, obtida por Hans Euler e Werner Heisenberg
(HEISENBERG; EULER, 1936) e independentemente por Weisskopf (1936) colocada na linguagem
da QED por Julian Schwinger (1951). Vou principalmente revisar a abordagem feita por (SCHWARTZ,

2013) sobre agdes efetivas e a lagrangiana de interesse.

Uma agdo efetiva Sy se refere a um funcional dos campos definida de forma a reproduzir
as mesmas funcdes de Green e elementos de matriz-S para a correspondente acdo S, chamada ac¢do

da teoria completa, tal que corresponde com a lagrangiana efetiva Lg:
4
Seff=/d X ZLff(X)- (A.1)

Em relacdo a S, Sy frequentemente tem menos campos, é ndo-renormalizavel, ou seja, tem
um limite de efetividade para certo intervalo de validade. Além disso, dizemos que quando um campo

esta presente na teoria completa mas n3o na parte efetiva, dizemos que ele foi integrado.

A vantagem em utilizar uma ac3o efetiva é que se focarmos apenas nos graus de liberdade
relevantes para um dado problema os célculos sdo frequentemente mais faceis. Existem diferentes
jeitos de obter a acdo efetiva, como por exemplo, por correspondéncia (ou expansdo em produtos

de operadores) de modo a expandir a lagrangiana efetiva em operadores, por exemplo

Lefi=)_ Ci0j. (A.2)
i

E, entdo, encontrar os coeficientes de Wilson, C; igualando elementos de matrizes das duas

teorias (completa e efetiva):
QUT{gyuy} I s, = QUT{y i} Q) s. (A.3)

Ou pode-se obter a ac3o efetiva através de valores esperados dependente de campos usando
o método do tempo-préprio de Schwinger ou ainda, como iremos calcular neste apéndice, usando

determinantes funcionais vindo de integrais de caminho de Feynman.
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Neste caso de interesse, a acdo efetiva pode ser obtida integrando um férmion de massa m

na QED, tal que a acdo efetiva pode ser dada por

/ 9 AeSerlAul = / D ADgoye | X i FlriiD-my) (A.4)

Podemos, primeiramente reescrever as integrais nos campos fermidénicos como:
. i [ d*x(w(iD— .
/ ggaye! | IXWID-my) _ 4 det(iD—m), (A.5)
na qual .4/ é uma constante de normalizacdo. Logo para satisfazer a equacdo A.4 temos que ter

g/Serl ALl [ X4 Fl, _ g det(iD—m). (A.6)

Tomando o logaritmo neperiano de ambos os lados tém-se, usando uma base ortogonal
completa (ELMFORS; PERSSON; SKAGERSTAM, 1994):

iSoslAl+i / d4x FZ,—In.4 =—In[det(iD—m)] ==Tr{tr[In (iD—m)]}, (A7)

na qual Tr é o traco de Dirac e tr é o traco que indica a soma nos autovalores, a integracdo em xH

ou p*, como o traco independe da base, aqui optamos pela base no espaco-tempo. Tal que

SenlAl = / A4 X Lot =— / d*x ( F2 —/Tr{<x|[ln(ilD—m)]|x>}) +constante; (A.8)
i”eff——ZFm iTr{{x|[In(iD—m)]|1x)} + constante. (A.9)

Podemos rearranjar esta expressio utilizando uma identidade para o logaritmo neperiano:

lim / d—se_AS=—In(A), (A.10)
Sp—0 So S
e reescrevendo
Tr(x|In(iD—m)|x) = Tr{x|In(iD—m) |x)* = Tr(x|In(—iD—m) | x}, (A.11)
tal que
2Trx|In(iD—m)|x) = Tr{x|In(iD—m) |x) + Tr{x[In(—=iD—m) | x) ; (A.12)
2Trx[In(iD—m)|x) = Tr(x|(In(iD—m) +In(—iD—m)) | x); (A.13)
2Trx|In(iD—m)|x)y =Trx|In[(iD—m)(—iD—m)]Ix) 2 Tr (x| INn(iD—m) |x) = Tr(x|In [(Dz+m2)} |X) .

(A.14)

Usando a identidade da Equagdo (A.10) e dividindo por 2 em ambos os lados, ficamos com

Tr(x|In [(12)2 )} |x>——§/0 CLS e M Ty [<x|e“”23|x>] (A.15)
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E utilizando mais uma identidade para a derivada covariante e as matrizes de Dirac:

D?=D2+ szaﬂ —(p-eAu)?+ gF,WaW, (A.16)

na qual oMV = %[y”,)f"]. Finalmente a expressio fica, dependendo do hamiltoniano:

1 / dS _ —|—(p—eA 2 eF, oM
Leff(X) =— 4F,?W 2/0 = e M S Ty {(xle ~(p-eA)+5Fno }S|x)} (A.17)

O que falta é ent&o realizar o trago no integrando; ha algumas formas de calcula-lo, podemos,
por exemplo calcular os autovalores do operador H =—(,b— eAy)2+ gFIWU/“’, visto que podemos

colocar na base de autovetores do mesmo |}, assim o traco fica

/d4x(x|]le_H°s|x>=/d4xZ(x|1pn> (wnle H0S |x) (A.18)
n

= /d4xz lyn|* e Ens = > eEns, (A.19)
n n

Ha uma maneira mais geral e completa de realizar este calculo, como fez Schwinger, com
seu método de tempo-préprio. Pode-se demonstrar depois de varios passos que a lagrangiana para

um campo eletromagnético genérico, dado por Fyy se torna:

1 ., € /"Oﬁ _m2s Re[cosh(esX)]

= =— FuvF A2
ZLett = LEH s°® Im[cosh(esX)] ¥V HV (A.20)

F2 __~
4" H 3272 Jo

no qual

1 -
e nos quais: I:_W = %e“"“ﬁFaﬂ.

A integral resultante é divergente e devemos regulariza-la, na qual faremos uma subtracio

dos termos divergentes expandindo perturbativamente na carga elétrica e:

Re[cosh(esX)] - = 4 2 _, €2s2[, Z o
Im[c:osh(esX)]F‘WF*W *3F (Fitv)? + 7 (FuvFu)® | +... (A.22)

252 3 M 45

Os dois primeiros termos da expansdo representam uma divergéncia no ultravioleta e portanto
removemos os infinitos com minima subtrac3o, resultando

2 o)
° ds__nes|Re[cosh(esX)] - = 4
/ s° [lm[Cosh(esX)] Fuv Fuv= 252 SFW (A.23)

2
“EH = 4F’u v 3272

Considerando o caso de E e B paralelos entre si com intensidades E e B respectivamente,

temos as quantidades:
Fg, =2 (BZ—EZ) ; (A.24)
F,LLV,:_/JV =4EB, (A.25)
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tal que
X2 = (B+IiE)?. (A.26)
E é possivel demonstrar a relacio:
Re[cosh(a+ib)]
Im[cosh(ax+ib)] ~ C(@ cot(b). (A.27)

com a=eBs e b= eEs, substituindo na lagrangiana obtemos, rearranjando os termos em fungio
de (eEs) e (eBs),

zEH=—1(BZ—E2)—L / 98 gmPs {(eEs)cot(eEs)(eBs)coth(eBs)—1—
0

(eBs)?—(eEs)?
2 8712 s3 '

3

(A.28)
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APENDICE B — REGULARIZACAO
DO POTENCIAL EFETIVO PARA O
CASO DE CAMPO MAGNETICO
PURO

Neste apéndice apresento algumas contas, como é feito por Avancini et al. (2021), para
regularizarmos o potencial no caso de campo magnético puro. Partindo do resultado n3o regularizado
do termo magnético do potencial termodindmico, provindo da lagrangiana de Euler-Heisenberg,
temos

M2s

2 roo B 0o —M2s
By NelB® dseszf coth(s)= 3 ;’702/0 ds%sfscoth(st). (B.1)

Como ja descrito, a integral diverge em s — 0 e entramos com o processo de regularizagio
com um cutoff 1/A2 no limite inferior da integral dos termos divergentes. Para isso expandimos o

integrando com

—M? —M?s 2
e e (Bts) 4
S—S(stcoth(BfS))= 3 (1 t g +0(s7) ), (B.2)
assim, pode-se notar que sdo os dois primeiros termos que divergem para S— 0 e o processo de
regularizacdo consta em reescrever /B para a forma regularizada: 1B — IBg como a soma de um

termo de regularizacdo do modelo, independente do campo (e consequentemente independente das

cargas), IB com um termo de regularizagdo do campo, IfEi;e/d' e um termo finito de contribuicdo do
campo B I/ﬁt Resumindo, temos
I =16+ Ifoig + lig: (B.3)
N¢N —M?s
B C/ as& (B.4)
872 /A2 s3
oM2s
A Z 542 //A2 o (B.5)
5 Nc Bf (s)°
lint = ds coth(s)—1 — 5 | (B.6)
f=u, d
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Assim como no caso da Secdo 3.6, 163 representa a regularizacdo do modelo NJL, e empres-

tamos o resultado de campo nulo:

g_ NNy [M“ In

8712

A+Ep

v —Aé”A(A2+£‘/2\)} , (B.7)

Para a regularizagdo do campo Ii?e/d usamos a expansdo da fungdo gamma incompleta e

analogamente a Secdo 3.6, s6 que tendo apenas B, tém-se, considerando o limite A — oo:

NcB2? M2
B chf
f=u,d
Jaem I/%t' usando representacdes da funcdo gamma e da funcdo zeta de Hurwitz-Riemann

respectivamente:

A ds s = (B.9)
T
{(z.9)=) . (B.10)
2+ (q+k)
tal que é possivel obter
00 21—2 i 1
z=1 By - LA P,
/0 dy y<~ e P’ coth(ay) F[z]{ p”3 ((z, Za) ﬁz}' (B.11)

Substituindo as integrais pelas expressdes dada e adicionando um pardmetro € a fim de tomar o

limite zero do mesmo no final, e usando X = M2/2B; ficamos com

r(—2+¢) 1 T(e)

B _!
(2x)=2*+ 3 (2x¢)¢

N.B2 _
e > o 10 (s )-
f=u,d

] . (B.12)

Agora, através do uso das seguintes expansdes e relacées:

a € ~1-In(ae)+0(c); (B.13)
(=1)" 1 :
[(—n+e€)= Py {; +1//1(n+1)+6’(€)1 ; (B.14)
1//1(n+1)=1+%+...+:—7—y5, (B.15)
Das quais segue que:
I'(e) = %—YE+@>(€); (B.16)
I(—1+¢)=— E+ 1 —)/E+@‘(e)} X (B.17)

F(—2+e)=% [;+g—y5+@’(e)] : (B.18)
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/B

tal que reescrevemos /2

t como

B NCB,'? . 1 ,
lint = Z 3 Ilr%{— l;+1 —yEl l4(1 —In2¢) (((—1,Xf)+€C (-1 ,Xf))—2x,c[1 —eln(2x¢)]| +

~4x 5 | 1o 5 -ve|l1-eniexl-3 | Lve |11 -emix+ote) . (B.19)

na qual foi usado que

1 (o.0]

{(e=1,xy) =§W = nzz;(xfmﬂ-e = (B.20)
=§: [(xf+n)(1 —e|n(xf+n))+@(62)] - (B.21)
n=1
:é(x,m)—aé%=c(—1,xf)+ec’(—1,x,), (B.22)
considerando que
(2.59) = oi(2,5) = (,%f; R =—§;'{‘X(ij—;)”) (8.23)

Depois de tomar o limite e utilizar o resultado (em funcio do polinémio de Bernoulli Bp(x)):

¢(-=1,x5) =—B2éxf) =—% [%—x,wx;?] , (B.24)

e mais alguns passos algébricos, é possivel obter

N.B? , 1 x2 1
li%tzfzd_ 207[2f {( (_1,Xf)—E(X]?—Xf)ln(Xf)+If—ﬁ(1 +In(x¢)) ¢ - (B.25)
=Uu,

Assim, obtemos a parte regularizada do modelo com a contribuicdo magnética que fica dada

por
NcN A+ &
B _NeclVf 4 A 2 2
g =g [M In=R - A8, (A +gA)}+
NCB? ! 1.5 Xf2 1
_f_EUd: o2 {((—1,x,«)—§(xf —x,c)ln(xf)+—4 ——12(1+In(xf)) + (B.26)

ot " () ]

- nN{—=|+YE]|-
2 2

feud 24rn A
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APENDICE C — REGULARIZACAO
DO POTENCIAL EFETIVO PARA O
CASO DE CAMPO ELETRICO PURO

Neste apéndice explico o procedimento de regularizacdo do potencial termodindmico para
o caso de campo elétrico puro, conforme é feito por Tavares e Avancini (2018). Empresto aqui
os resultados e argumentos do apéndice anterior, B, para obtermos /r%g: uma vez que, como é
demonstrado em diversas referéncias (SCHWARTZ, 2013), (NIKISHOV, 1969), (KLEVANSKY,
1992), (DUNNE, 2005), (WALTER GREINER, 2009) ha uma dualidade entre os resultados para o
potencial e a Lagrangiana entre os casos de campo magnético e elétrico puros, no qual para passar
de um para outro é sé usar a transformacido B — —iE. Aplicando esta transformacdo no resultado pra
/r%g do Apéndice B, resultaria em /OE ser igual, uma vez que independe do campo, ja a regularizaco

do campo fica diretamente

NeE? [/ M2
E et
lfieid = Z 2472 {In (A )'WE] (C.1)
f=u,d
No entanto ao transformarmos a expressdo I/%t //[r:;t (na qual Xf — iyf) ganhamos uma parte

imaginaria que n3o deve ser utilizada para a equacdo de gap, uma vez que temos que ter resultados
reais e portanto trabalhar apenas com o valor principal de Cauchy, ou seja, desejamos obter Re[lm].

Primeiramente, explicitando a expressio:

NeE? (1 YR .
o= >~ {c (1. iy7) =5 ¥ =iy (iyn) == = 55 +In<:yf))} (C2)

f=u,d

A dificuldade principal em isolar a parte real desta expresso esta na fungdo {'(—1,iys), para

isso pode-ser derivar uma expressdo da mesma em funcio do logaritmo da funcdo I'. Partindo de

o'(-1,9)_ 0 0 0
6~ aqaztZX) ‘z=—1_ a2 ta, (€3)
dado que
a a o0 o0
_((Z,Q)=_ 1 __Z((Z+1!q)’ (C4)
9q 99,5 k=0 q+k )=
tal que utilizando as relagdes:
1
(0,9)=5-9 (C.5)

{'(0,q) =In1“(q)—%|n(2n), (C.6)
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resulta em

%;q)?(%—q) ; {InF(q)—%ln(Zﬂ)}. (C7)

Integrando a dltima equagdo de 0 a g genérico, chegamos em

q
1,6 =0(-1,0)-3(1-q)-g n(2r) + [ o n(r(q), (C8)

na qual ¢'(-1,0) ={'(-1) =—11—2—In(A), na qual A=1.2814271291... & a constante de Glaisher-
Kinkelin.

Por fim resta avaliar a integral no logaritmo da funcdo gamma, que é possivel ser feito ao

escrevé-la na seguinte representacdo:

In(r(q)) =—y£g-In(q +i[——ln< )] (C.9)

k=1

Como temos que obter {'(—1,iys) a integral & feita de O até jys, assim & possivel obter a

expressdo por continuacdo analitica:
i YEyf r [ yE 1 o\ V.. 1Vt
/ / _Jr _ _ 7T 7T
/Oy,cdq In(T'(q")) 5 gt E 5 k(zln<1+yf> ktan k) +
0o y y2 y
+i{—yfln(yf)+yf— E [k <2lf( In (1 +ﬁ> +tan_1 #c) —yf] } (C.].O)

k=1

A partir destas relacdes é possivel extrair a parte real de IEt e obtermos a expressio final do

potencial efetivo para o modelo NJL em SU(2) no caso de campo elétrico puro. Usando que
In(iyf)=In(yf)+|n(i)=ln(yf)+ig; (C.11)
1 1 i 1 1 /4
N ) = _112Y _ D=1y 2 L im\ _ 1 _ >
in(i)=In(v=T) =In(<112) S In(=1) 2In<e ) Simne) = iZ,  (C12)

e ap6s multiplicar todos os termos e eliminarmos a parte imaginaria chegamos na expressio final:

2
reod 2F

ék[gtanq () am(1+ (") -2 ()" } (€13)

NcE? /4 y2 3 1
=Y 52 {c’(—1)+zyf+3" (ve=g i) =51 +m)+
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Assim, obtemos a parte regularizada do modelo com a contribuicdo elétrica que fica dada por

/,%gJé;Nf {M“I n2*8A g, (Ahéﬁﬂ ¥

M
NgE? 2 3 1
oY {m 1)+ 4yf+y—<yE——+ln(yf)) 1+ In0p)+
eS|t () - (1 (2)7) - } (c.14)
k=1
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