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RESUMO

Na primeira parte deste trabalho apresentamos alguns resultados fundamentais sobre
Andlise Funcional, Célculo das Variagbes e Andlise Convexa, em geral sem provas,
as quais serao utilizados nas partes posteriores do texto. Na segunda parte, estende-
mos e generalizamos um resultado conhecido, publicado por J.F. Toland em 1979 para
otimizac&o variacional ndo-convexa, mais especificamente, para a diferenca de dois
funcionais convexos, a chamada abordagem de otimizagao D.C. No ultimo capitulo,
aplicamos o resultado anterior obtido para o sistema Ginzburg-Landau em supercon-
dutividade, estabelecendo um novo principio de dualidade para tal modelo. Na parte
final do texto, apresentamos um algoritmo numérico correlato e realizamos alguns cal-
culos numéricos para a versao real mais simples do sistema de Ginzburg-Landau em
supercondutividade.

Palavras-chave: Principios de dualidade. Sistemas do tipo Ginzburg-Landau. Otimiza-
¢ao nao-convexa.






ABSTRACT

In the first part of this work we present some fundamental results on functional analysis,
calculus of variations and convex analysis, in general with no proofs, which will be used
in the subsequent text parts. In a second step we extend and generalize a well known
result published by J.F. Toland in 1979 for non- convex variational optimization, more
specifically, for the difference of two convex functionals, the so-called D.C. optimization
approach. In the last chapter we apply such a previous result obtained to the Ginzburg-
Landau system in superconductivity establishing a new duality principle for such a
model. In the final text part we present a concerning numerical algorithm and perform
some numerical computations for the simpler real version of the Ginzburg-Landau
system in superconductivity.

Keywords: Duality principle. Ginzburg-Landau type systems. Non-convex optimization.
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1 INTRODUGAO

A medida da capacidade de um material transportar carga elétrica, chamamos
condutividade elétrica. Se ndo temos uma boa condutividade elétrica dizemos que o
material resiste ao fluxo da corrente elétrica. Sendo assim os dois estados do material
estao intimamente interligados, uma vez que ao quantificar o aumento da resistividade
elétrica, perde-se condutividade elétrica e vice-versa.

Em 1911 o fisico Heike Karelingh Onnes observava a resistividade elétrica
do mercurio quando este era resfriado, percebendo-a entdo como uma funcao que
depende da temperatura. De fato, de forma abrupta e completa este material perdia
sua resistividade quando resfriado abaixo de -268,8° C. A este estado de resistividade
zero, ele denominou "supercondutividade". Desde entao, diversos fisicos contribuiram
para o desenvolvimento da teoria de materiais em estado supercondutor, observando
seu comportamento e suas propriedades.

A teoria da supercondutividade por Vitaly Lazarevich Ginzburg e Lev Davidovich
Landau de 1950 descreve a transicao da fase normal para a supercondutora de um
material, levando em consideracao as variedades de materiais e caracterizando-os
como tipo | e tipo Il, bem como sua reacdo quando expostos a um campo magné-
tico externo. Tal teoria é derivada das ideias de Landau para transicoes de fase de
segunda ordem, que se fundamentam na existéncia de uma variavel termodinamica,
denominada parametro de ordem, que por sua vez caracteriza o estado ordenado de
baixas temperaturas. O aspecto central da teoria Ginzburg- Landau (G-L) é a nocéo
de parametro de ordem supercondutor. Este conceito tem origem na proposta de Fritz
London em caracterizar o estado supercondutor como um estado quantico macroscé-
pico, no qual a densidade de superparticulas, ng, esta associada ao comprimento de
penetracdo, que é o indicador do comprimento de penetracdo do campo magnético na
superficie do material. Aqui enfatizamos que o parametro de ordem ¥(7) € um ndmero
complexo tal que |¥(7)|? representa a densidade local de superparticulas; ou seja

1¥(7)12=ng(T).

As variacdes de ¥(7) sdo determinadas pela minimizagao da energia livre de
Hermann von Helmholtz, cuja expresséo € a versao supercondutora da expansao em
série de poténcias do parametro de ordem da teoria de Landau para as transicoes
de fase de segunda ordem. Empregando a notacao usual, na auséncia de campos
magnéticos aplicados, a densidade de energia livre G-L é escrita como

(%, T) = tu(T)+ a( TP+ Lyl syl (1.1)

onde fy(T) refere-se ao estado normal e a, 8,y sdo parametros fenomenoldgicos
(dependem do material e da temperatura). Esta expressao se justifica em situacoes
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em que |¥| € relativamente pequeno, como nas vizinhancas de uma temperatura
critica T, que depende do material em questédo. Nestas circunstancias é aceitavel o
desenvolvimento da expressido para a energia livre numa série de poténcias em |¥|?,
com a retencao apenas dos termos de mais baixa ordem. Na expansao deve-se excluir
o termo proporcional a |¥|, pois impede que o estado com parametro de ordem nulo
(fase normal) seja um estado de equiibrio. O termo cubico no médulo do parametro de
ordem € importante na teoria para transi¢cdes de fase de primeira ordem, o que ndo é o
caso da transi¢cao supercondutora. Por outro lado, a introdug¢ao do termo proporcional
a |V¥|? visa refletir a penalizagdo em energia livre causada pela variagdo espacial
de ¥(r). Notamos que f n&o deve depender de VV¥ se estivermos falando de sistema
isotrépicos. Observamos também que a inclusdo de um termo em V2¥, que seria de
mesma ordem que o terceiro termo em 1.1, é de fato supérflua, pois numa integragéo
em volume

Fs(1W].T) = / fs(1 W], T)ar3,

tal termo se tornaria, pelo teorema da divergéncia, num termo de superficie mais um
termo em |V¥|2 o qual ja esta incluso em 1.1. Para sistemas suficientemente grandes,
as contribuigbes de superficie para energia livre Fg podem ser desprezadas.

Em relacdo as Propriedades de Equilibrio, consideramos inicialmente o caso
de um sistema homogéneo em que nao hajam gradientes do parametro de ordem. O
estado de equilibrio € entdo dado pela minimizagdo da densidade de energia livre, que
é obtida de

W—2a|‘1’|+2ﬁ|‘1’| —0.
As solucdes sao
¥|?2=0 (1.2)
e
a
P2 =——. (1.3)
p
O tipo de solugao que procuramos € a que fornece
v 0, se T>Tg; (1.4)
¥(T)#0, se T<Tg.

Considerando as condi¢coes em 1.2, 1.3 e 1.4, na auséncia de gradientes de ¥,
a expansao 1.1 pode ser escrita como

B

fo—fv=ao(T=To)¥[*+ 5 ¥[*.
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Os estados de equilibrio serdo o =0 para T> T¢ € |¥|2 = W2 =—(ao/f)(T—T¢)
para T < Tg.
As densidades de energia livre de equilibrio serao

fS=fN’ se T> TC

e

2 2
ag Bl _ag ag
fo=fny+ag(T=Te)|——(T=Tp)| += | ——(T-T, =fN—==(T-T, se T<Tg.
s=fv+ao( c)[ ﬁ( c)] 2[ ﬁ( c)] N 2[3( o), c
Veja (PUREUR, 2004) para mais detalhes. Por outro lado, incluindo um termo
com gradiente de ¥, Ginzburg e Landau postularam que a densidade de energia livre

proximo a T pode ser escrita como

h T T
fS(T)=fN(T)+m/ﬁ|W|§dx+#/me“dx—%/gpmzdx,

onde ¥ € um parametro complexo, h € a constante de Planck, m é a massa de um
elétron em repouso, a e B sdo parametros fenomenolégicos e fy(T) e fg(T) séo as
densidades normal e supercondutora, respectivamente.

Considerando que Q c RS denota a amostra supercondutora com uma fronteira
denotada por 00, a fungdo complexa W € W'2(Q;C) tem como objetivo minimizar fg(T)
para uma temperatura fixa T.

Denotando a(T) e B(T) simplesmente por a e B, as equacdes de Euler-Lagrange
séo dadas por

h . .
—ﬁvz‘{' +a|¥YP¥-p¥=0, no interior da amostra: Q;

oY .
an = 0, na fronteira da amostra: 0Q.

Este ultimo sistema de equacdes é bem conhecido como o de Ginzburg-Landau
(G-L). Apresentamos-o como a formulagéao do problema

2 : minimizar a densidade de energia livie em W1:2(Q;C).

Na literatura de fisica, também & bem conhecida a energia G-L na qual um
potencial magnético aqui denotado A esta incluso. O funcional em questao é dado por

/|\P|4dx ﬁ/|‘lf|2dx

onde, rot A é o rotacional de A e i é a unidade imaginaria tal que i =—1
E consideramos sua minimiza¢cao no espaco U, onde

/ |rotA— B0|2dx+—/‘ ‘P—%A\P
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U=W"2(Q;c) x WH2(R3;R3)

As correspondentes equagdes Euler-Lagrange sao

1 (Cing-2%a 2‘P+a|‘I’|2 —-f¥=0 emQ
2m c v B
. 2e
/hV\P+?A\P ‘n=0 em o0Q
e
4 -
rot(rot A) = rot BO+?J, em Q
rot(rot A) = rot B em R3-0Q,
Em que,
- leh 262
J=—L wryw_wvw) - =2 1y P2A.
2m mc
e

B € L2(R%,R%)
€ um campo magnético conhecido. Essas equacdes nos sugerem a formulagédo de um
novo problema 2 referente ao funcional J: U= W12(Q;C) x W12(r3;R3) — R, que sera
melhor detalhado adiante. Referéncias da teoria da supercondutividade sdo (ANNETT,
2010) e (LANDAU; LIFSCHITS, 2008).

Sendo assim, considerando que o problema £ em questao é relevante na teoria
de otimizagdo nao-convexa, no sentido que utilizaremos um principio de dualidade
adequado para uma classe de problemas variacionais ndo-convexos, estabeleceremos
esse principio de dualidade para tal problema.

Na primeira parte deste trabalho apresentamos alguns resultados fundamentais
sobre Analise Funcional, Calculo das Variagdes e Analise Convexa, partimos da defi-
nicdo de um espacgo com estrutura Hilbertiana para construcdo da nocao de espacgo
de funcdes de Sobolev, que € 0 espaco a ser considerado nesse texto. Apresentamos
também teoremas com propriedades importantes para elementos nesses espacgos,
principalmete como se comportam em dominios compactos e convexos. Em geral
esses resultados sao apresentados sem as provas, as provas e um estudo mais apro-
fundado podem ser encontrados em (BOTELHO, 2014), (ADAMS; FOURNIER, 2003),
(EKELAND I.; TEMAM, 1999) e (ROCKAFELLAR, 1970).

Na segunda parte, estendemos e generalizamos um resultado conhecido, pu-
blicado em (TOLAND, 1979), e incluimos o Teorema 3.2 que antecede a formulagéo
do nosso resultado principal, e apresenta o caso real mais simples para um princi-
pio de dualidade onde para um funcional ndo-convexo pode-se considerar a aborda-
gem dual desde que escrito como a diferenga de dois funcionais convexos, a cha-
mada abordagem de otimizagao D.C. O Teorema 3.2 considera o espag¢o de Sobolev
U={pe W'2:$=0em Q)= W,(QcR,C), para definir o funcional J : U — R onde
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Jp)=7 / Vo.Vpdx+ 2 / ptax—P / (BRax—(, ) 2
2 Ja 4 Ja 2 Ja

Denotamos

G(cp)=g/ﬂvcp.wpdx+g/g|¢>|2dx—<gb,f>Lz

K
F((,b)=—%/Q|<p|4dx+g/Q|cp|2dx+E/Q|¢>|2dx

para K > 0 suficientemente grande de modo que G e F sdo convexos em Uy,
onde

Uy ={ue U: Ul < VK}

Aqui os respectivos polares de G e F séao

G*(u*) = sup {(p, U™y 2— G(¢)}
¢el;

F*(u*) = sup{{p,u™) 12— F(¢)}.
peU

Considerando que em caso de convexidade o funcional polar coincide com o
de Legrendre, isso nos possibilita usar as propriedades apresentadas em 2.10.1 e
concluirmos que

J(¢o) = qgQL{J(¢>)} = uijU*{—G*(U*) +F*(u™)}==G"(ug) + F* (up),

onde v =—V2¢po +kpo—f, e g pertence & um subespaco especifico, contido
em U, e inf {J(¢)} = J(g)-
pelU
No ultimo capitulo, aplicamos o resultado anterior obtido para o sistema Ginzburg-
Landau em supercondutividade, estabelecendo o novo principio de dualidade para tal
modelo, que trata-se do modelo com campo e potencial magnético. Apesar do fato
de o funcional ser ndo convexo, usando uma constante K > 0 associada e relativos

funcionais quadraticos, conseguimos escrever o funcional de energia principal como a
diferenca de dois funcionais convexos em um dominio devidamente definido. Em

Us={pe Uj : [pll1 00 = VK},
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Ug={AeUs:lAl{ o< VK, divA=0, em Q; e A-n=0, em 3Q},

consideramos os funcionais F,G: U3 x Uy — R, tais que

1
G(¢,A) %/QV(/)'V‘P* dX+8_n” rot A—Bollg,Q1

+5/ |¢>|2dx+5/ |A|2dx+5/ Vp.Ve* dx
2 /g 2 Jo, 2 Jo

Fo.A) = =5 [ 1o oxel [ o ox
i / 2Re[Ve* - (ipAd)] dx— L / BRIA[2 dx
2 Ja 2 Ja

N / 02 dx+ 5 / A2dx+ X / Vp.Vp* dx.
2 Q 2 Q4 2 Q

Assumindo que K > 0 é grande o suficiente de modo que F e G sdo convexos em
Uz x Uy, definindo os polares F* e G* e adicionando algumas hipdteses importantes,
como condi¢oes necessarias de otimalidade, concluiremos que

J(Pg, A = min J(o, A
(¢0,A0) oA (¢,A)

min  J*(v§,vs
(v7,v3)eAr v1.2)
J*(V], 05),

onde
A = {(v1*,v§)€ Y{ x Y5 . existe (¢,A) e Uz x Uy
_OF(pA) . OF(9,A)
tal que v{ = 30 eVo=—"7A
e

As = {(vi,vg)e Yy x Y5 : talque (¢,A)e Ugx Uy

. 0G(,A) . 0G(,A)

Finalmente, encerramos o texto com um algoritmo numérico para resolver um
sistema especifico de equagdes relacionado ao de Ginzburg-Landau em superconduti-
vidade na auséncia de um campo e potencial magnético, o caso real mais simples. Por
fim, destacamos que o procedimento numérico desenvolvido é bastante econdmico do
ponto de vista computacional, pois envolve a inversdo de uma Unica matriz, adequada
para todas as iteragdes (ou solucao do sistema linear correspondente), que em um
certo sentido qualitativo, é altamente positiva definida (diagonal dominante positiva).
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2 ELEMENTOS DE ANALISE FUNCIONAL E ANALISE VARIACIONAL CONVEXA

Neste capitulo apresentamos resultados preliminares de Analise Funcional, Cal-
culo das Variagbes e Andlise Convexa. A ideia € que de posse dessas ferramentas
tenhamos suporte para seguir aos capitulos 3 e 4, em especial o capitulo 4, que é o
objetivo principal do texto.

Iniciamos com algumas definicdes fundamentais.

Definicao 1. Um espaco vetorial U é dito ser espaco normado, se é possivel defi-
nir uma fungéo |.|ly : U — R* =[0,+00), chamada norma, que satisfaz as seguintes
propriedades:

1. luly=0,e |lul=0, se e somente e se u=0,Y u € U;
2. lu+vilg=luly+iviy,Yu,veU;

3. llaully=lalluly,Yue U,acR.

Definicao 2. Um conjunto U é dito ser um espaco métrico se é possivel definir uma
funcéo d: U x U — R chamada métrica em U, tal que

1. 0<d(u,v),Yu,ve U,
2. dlu,v)=0=u=v,vu,ve U,
3. d(u,v)=d(v,u),Vu,ve U,
4. d(u,w)=d(u,v)+d(v,w),Yu,v,we U.
Uma métrica pode ser definida mediante uma norma, da seguinte maneira
d(u,v)=llu-vliy.

Neste caso, dizemos que a métrica é induzida pela norma.

O conjunto Br(u) ={v € U tal que d(u,v) < r} € chamado de bola aberta com
centro em u e raio r.

Uma métrica d: U x U — R* é dita ser invariante se

du+w,v+w)=d(u,v),vu,v,we U.

Defini¢ao 3. Dado um espago métrico U, dizemos que {un} < U converge para ug € U,
quando n— oo, Se para cada e >0, existe ng € N, tal que se n= ng, entdo d(un, Up) <e.
Neste caso, escrevemos up — Ug, quando n— +oo.

Definicao 4. {un} < U é dito ser uma sequéncia de Cauchy se para cada ¢ >0 existe
ng € N tal que d(un,um) <e, Ym,n= ng.
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Definicao 5. Um espacgo normado U é dito ser um espaco de Banach se cada sequén-
cia de Cauchy de U relacionada a métrica induzida pela norma converge para um
elemento de U.

2.1 ESPACOS DE HILBERT

Nesta secdo definiremos uma importante classe de espacos métricos a saber,
0s espacos de Hilbert.

Definicao 6. Seja H um espaco vetorial. Dizemos que H € um pré-espaco de Hilbert
se existe uma fungéao (-,-)y : Hx H— R tal que

1. (u,v)y=(v,u)y,Yu,veH,
2. (U+v,w)y=(U,w)g+(v,w)y,Yu,v,weH,
3. (au,V)g=a(u,w)y, Yu,ve H,a eR,
4. (u,u)y=0,YueHe (u,u)=0, se e somente se u=6.
Observacgao: A funcéo (-,-)y : Hx H— R é chamada produto interno.

Proposicao 1 (Inequacao Cauchy-Schwarz). Seja H um pré-espaco de Hilbert. Defi-
nindo

lully =+ (u,u)y,Yue H

temos

l(u,v)| < llulylviyg,Yu,veH.

A igualdade é vélida se e somente se u=ayVv para algum a€R ou v=0.

Proposicao 2. Em um espacgo pré-Hilbert H, a funcédo (-,-)y : H— R € uma norma,
onde como acima

luly=+/(u,u).

Definicao 7. Um espago Pré-Hilbert H é dito ser um Espaco de Hilbert se € completo,
isto €, se toda sequéncia de Cauchy em H converge para um elemento em H.

Um espago vetorial € dito ser Hilbert se € munido de um produto interno cuja
norma determinada por esse produto interno o torne um espaco completo. Sendo um
Hilbert espago normado completo, convém observar que espacos de Hilbert também
sado espacos de Banach e em conjunto com uma série de propriedades e resulta-
dos sdo muito uteis na modelagem de uma grande classe de problemas em analise
funcional.
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Lema 1 (Lema de Riesz). Seja H um espaco de Hilbert e f : H— R um funcional linear
e continuo. Entdo existe um unico ug € H tal que
f(u)=(u,up)y,Yue H

Além disso,

Il g = llupll 4

Notamos que o Lema de Riesz associa 0 espago de Hilbert H ao conjunto de
todos os funcionais lineares continuos definidos em H, isto €, o seu respectivo espaco
dual.

2.2 O TEOREMA DE HAHN-BANACH

O teorema de Hahn-Banach e suas implicagdes sao resultados fundamentais
para a teoria a seguir desenvolvida, portanto enunciamos agora os teoremas de ex-
tensdo e separacédo de Hahn-Banach. Observamos que o teorema de Hahn-Banach
estende funcionais lineares que cumprem determinadas condi¢ées quando definidos
em um subespaco, a todo espaco vetorial e quando visto como um teorema de sepa-
racao, atenta-se a sua interpretacao geométrica.

2.2.1 Teorema de Hahn-Banach
Teorema 2.1 (Teorema de Hahn-Banach). Seja U um Espacgo de Banach, considere

um funcional p : U — R satisfazendo

p(Au)=Ap(u),Yue U,1>0

p(u+v) <p(u)+p(v),vYu,veU.

Sejam V < U um subespaco vetorial e
g:V-R
um funcional linear tal que
g(u)=p(u),Yue V.
Entao existe um funcional linear f : U — R tal que

g(u)=f(u),YueV ef(u)<p(u),Yue U.
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Corolario 2.1.1. Seja V < U um subespaco vetorial de U, g: V — R funcional linear e
continuo para o qual a norma é

Igllv- =sup{lg(u)]: lully <1}
ueV
Entdo existe um u* em U* tal que
(uusy=9(u),vue Ve lu*ly-=Ilgly-
Corolario 2.1.2. Dado ug € U existe u; € U™ tal que
luglly- = llugll e (g, ud) = g3,

Corolario 2.1.3. Dados ue U temos

lully=sup {[Ku,u™yy:lu*lly- <1}
urelUr
Definicao 8 (Hiperplano Afim). Seja U um espaco de Banach. Um hiperplano afim H
€ um conjunto da forma

H={ueU:(u,u*yy=a}

para algum u*eU* e aeR

Definicao 9 (Separacao). Dados A, B < U dizemos que um hiperplano H separa Ae B
se

(uuyy=sa,vueAeu,u*)yza,vueB.
Dizemos que H separa A e B estritamente se existe € >0 tal que

(uu Yy<sa—-eg,Yue A eu,u*yy=a+e,VueB.

2.2.2 Teorema de Hahn-Banach, forma geométrica

Teorema 2.2 (Teorema de Hahn-Banach, forma geométrica). Considere A e B c U
conjuntos convexos, disjuntos, ndo vazios, e A € aberto. Entao existe um hiperplano
fechado que separa A e B.

2.3 TOPOLOGIAS FRACAS

Nesta secdo vamos introduzir as topologias fraca e fraca-estrela, definiremos as
vizinhancgas que determinam os abertos nas respectivas topologias, apresentaremos
0s resultados que asseguram que munidos com qualquer dessas topologias um espacgo
de Banach é Hausdorff, e entdo, por fim, enunciamos os teoremas de compacidade
correspondentes.
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Definicao 10. Para um espaco topolégico U e ug € U, nés definimos uma vizinhanga
fraca de ugp denotada por 7, como

Yw={ue Utal que [(u—ug,u;)yl<e;,VYie{l,---,m}},

para algum meN,¢;>0e ur e U*, Vie(l,---,m}.

Também definimos a topologia fraca para U: Dizemos que E < U é fracamente
aberto, quando para cada u € E existe alguma vizinhanga 7 (u) c E. Assim, definimos
a topologia fraca para U, denotada por o(U, U*) como o conjunto de todos os conjuntos
E c U fracamente abertos.

Notacao: Se {un} < U é tal que up converge para u em o (U, U*), entdo escreve-
mos up — U.

Proposicao 3. Um espaco de Banach U é Hausdorff, quando munido com a topologia
a(U,U").

Proposicao 4. Seja U um espaco de Banach. Considerando {up} < U, temos

1. up—u, parao(U,U*) <= (up,u™)y—(u,u*yy,vu* e U*,

2. se up— u fortemente (em norma), entdo un — u fracamente,

3. se up— u fracamente, entéo {llunlly} é limitada e ||ully <liminfp— llunlly,

4. se up— u fracamente e uj, — u* fortemente em U*, entdo (up, up)y — (U, u™)y.
Definicao 11 (Espacos Reflexivos). Seja U um espaco de Banach. Dizemos que U é
reflexivo se a injecao candnica J: U — U** definida por

(u,u*yy=u*,J)y-,vYue U,u* e U*,

€ sobrejetora.

A topologia fraca para U* é denotada por o(U*, U**). Analogamente, podemos
definir a topologia o(U*, U), que é chamado topologia fraca estrela. Uma vizinhanga
padréo de uy € U* na topologia fraca estrela, que denotamos por 7+ € dada por

Vw ={u* e U" : [uj, u”" —upyyl<e;, Vie{l,...,m}}

para algum ¢;>0,meN, uj € U, Vie{1,...,m}. E claro que a topologia fraca para
U* e a topologia fraca estrela coincidem se U é reflexivo.

Proposicao 5. Seja U um espaco de Banach. U* dotado com a topologia fraca estrela
€ um espaco de Hausdorff.

Teorema 2.3 (Teorema Banach-Alaoglu). O conjunto B, ={f e U* : |Ifly- <1} € com-
pacto para a topologia fraca estrela a(U*, U).
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Teorema 2.4 (Kakutani). Seja U espaco de Banach. Entao U é reflexivo se e somente
se

By={ueU:ully=1}

€ compacto para a topologia fraca a(U,U™).

2.4 OPERADORES

Essa é uma breve secdo sobre operadores: definicbes e propriedades. Em
especial o Teorema 2.6 a seguir descreve alguns comportamentos dos operadores
lineares limitados em espacos de Hilbert, a propriedade 2 deste teorema, por exemplo,
nos diz que o adjunto do adjunto de um operador € o préprio operador, se o operador
é linear, limitado e definido de um Hilbert nele mesmo.

Definicao 12. Sejam U, V espacgos de Banach. Chamamos a fungdo A: U — V um
operador.

Definicao 13. Sejam U, Y espacos de Banach. Dado um operador linear limitado
A:U-Yev*eY* temos que T(u)=(Au,v*)y étal que

IT(u)l < lIAully - IV¥ITy- < IAIIVF T y-llully.

Portanto, T(u) € um funcional linear continuo em U e da nossa hip6tese de represen-
tacdo do espaco dual, existe u* € U* tal que

T(u)=<(u,u*yy,vYue U.
Definimos A* por u* = A*v*, ou seja,
T(u)=(u,u™yy=W,A v,
isto &,
(U, A*v*yy=(Au,v*yy,Yue U,v* e Y*.

Nés chamamos A* : Y* — U* o operador adjuntode A: U — Y.

Teorema 2.5. Sejam U,Y espacos de Banach e seja A: U — Y um operador linear
limitado. Entao
1Al = 1A%

No caso particular em que U =Y = H, com H espaco de Hilbert, o seguinte
teorema é valido:

Teorema 2.6. Dados operadores lineares limitados A,B : H — H, temos que
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1. (AB)* =B*A*,
2. (A=A,
3. se A possui inversa limitada A=, entdo A* possui inversa limitada e

(A*)—‘I _ (A_1)*_

IAA* | = | AlI2.

Defini¢cao 14. Seja C um subconjunto de um Espaco de Banach Ue T:C — C um
operador. O operador T é dito ser uma contracdo em C se existe 0 < a <1 tal que

IT(w)-T(vV)lly<allu=vly,v,uceC

Teorema 2.7 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja C um subconjunto fechado de
um espaco de Banach U. Assuma que T € uma contragdo em C, entdo existe um unico
ug tal que ug = T(ug). E ainda, para uq € C arbitrario, definindo a sequéncia

Uo=T(uq) e upy1=T(un),YneN.

temos
Un — Ug, em norma com n— oo.

2.5 MEDIDA E INTEGRAGAO

Nesta secao, caminharemos pela construgao da teoria da medida, funcdes u-
integraveis, Espacos LP e Espacos de Sobolev. Aqui, ¢ € uma medida; elementos de
um espaco LP sao fungdes p-integraveis, com respeito a medida u. Seja U um espago
topolégico, iniciamos definindo os subconjuntos de U que podem ser medidos, isto é,
0S conjuntos mensuraveis de U.

Definicao 15 (0 —algebra). Uma coleg¢do .4 de subconjuntos de U é dito ser uma
o-algebra se ./ tem as seguintes propriedades:

1. Ue 4,
2. Se Ae ., entao U-Ae .,
3. Se Ape 4,YneN, entao u(,’;’:OAne/%.

Definicao 16. Se .« é uma o-algebra em U, dizemos que U é um espago mensuravel.
Os elementos de .# sdo chamados de conjuntos mensuraveis de U.
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Definicao 17. Se U é um espago mensuravel e V é um espaco topoldgico, dizemos
que f: U— V é uma funcdo mensurdvel se f~1(¥) é mensuravel, sempre que ¥ c V é
um conjunto aberto.

Definicao 18. Uma fungao f: U — C é dita ser uma fungéo simples se a imagem (R(f))
contém somente finitos pontos. Se {a{,...an} = R(f) e temos o conjunto Aj={ue U:
f(u) = a;}, claramente temos f=3>"7 a;Zp;, onde

Za(U)=

!

1, seue Ai,
0, caso contrario.

Teorema 2.8. Sgja f: U — [0,00] uma fungcdo mensuravel. Portanto existe uma sequén-
cia de fungbes simples {sn: U — [0,00]} tal que

1. 05515525...Sf,

2. sp(u) — f(u) quando n— oo, Yue U.

Definicao 19. Seja .« uma o-algebra em um espacgo topologico U. A funcao u: .4 —
[0,00] é dita ser uma medida se u € enumeravelmente aditiva, isto é dado {A;} < U, uma
sequéncia de conjuntos, dois a dois disjuntos, entdo

(0,0
Uiz 1A = Z,u
i=1
Neste caso (U,.#,u) é chamado espaco de medida.

Proposicao 6. Seja u:.# — [0,00] uma medida, onde .# € uma o-algebra de U. Entao
temos o seguinte:

1. w(Aqu...uApn)=pu(Aq)+...u(An) para qualquer sequéncia {A;} de conjuntos men-
suraveis e disjuntos dois a dois.

2. Se A,Be .« e Ac B, entdo u(A) < u(B).
3. Se{An}cll,A=U2 /Ane AjcAxcAzc..., entdo nlim w(An) = u(A).
= —00

4. Se {An} <l ,A=n7)Ane A1 2 Ay > Az > ... e u(Ayq) € finito, entao nlim w(An) =
- —00
H(A).

A integral de uma fungao com respeito a u sera definida na seguinte ordem: in-
tegrais de fun¢des simples, integrais de fungdes ndo-negativas e finalmente a integrais
de uma fung¢des mensuraveis quaisquer.
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Definicao 20 (Integral para Funcdes Simples). Seja s: U — [0, 00], uma fungao simples
mensuravel, isto é,
s=>"IL1a;Zp,. Definimos a integral s sobre E € ., denotado por [ sdu, como

n
/Esd,u = Z aju(AinE).
i=1

Aqui convecionamos que 0.co=0

Definicao 21 (Integral para fungées mensuraveis nao negativas). Se f: U — [0,00] €
mensuravel, para E € ., definimos a integral de f em E, denotado por [g fdu, como

/fd;u:sup{/sd,u}
E seA E

onde A={s:U—[0,+o0] | s simples e mensuravel e 0<s<f}.

Definicao 22 (Integrais para fungées mensuraveis). Para uma fungao f: U — [—o0,o0]
e E e ., definimos f* = max{f,0}, f~ = max{—f,0} e a integral de f em E, denotada por
[ fdu, como

Dado uma sequéncia de f, de fungdes mensuraveis, apresentamos agora 0s
seguintes resultados: o Teorema da Convergéncia Moné6tona, o Lema de Fatou e o
Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, que permitem comutar o limite com
a integral sem que se tenha a convergéncia uniforme da sequéncia.

Teorema 2.9 (Teorema da Convergéncia Mono6tona). Seja {fn} uma sequéncia de fun-
cbes mensuraveis reais em U e suponha que

1. 0<sfi(u)<h(u)=<..<oo0,Vue U,
2. fp(u) — f quando n— oo,Vu e U. Entdo

a) fé mensuravel,

b) [, fadu— [, fdu quando n— oco.

Corolario 2.9.1. Seja {fn} uma sequéncia de fungdes mensuraveis nao negativas defi-
nidas em U,
(fn: U—10,00],VneN). Definindo f(u)=>"721 fa(u),Yue U, temos

fdu = /fd.
/U,U;Un#
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Teorema 2.10 (Lema de Fatou). Seja {fy : U — [0,00]} uma sequéncia de fungbes
mensuraveis, entao

/ lim inffpdu< lim inf/ fndu.
Un—>oo n—oo U
Teorema 2.11 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue). Suponha {f,} é

uma sequéncia de fungbes complexas mensuraveis em U, tal que

lim fh(u)=f(u),vue U.

n—oo
Se existe uma fungdo mensuravel g : U — R* tal que [;9du <oo e |fp(u)| <
g(u),Yue U,neN, entdo

1. Jylfldu<oo,
Ilm/lfn—fldu 0.

Teorema 2.12 (Fubini). Seja (U, #4,u1) e (V, 4o, o) dois espagcos de medidas com-
pletos e f uma fung&o integravel em U x V. Entdo

1. fu(v)="f(u,v) € mensuravel e integravel para quase todo u,
2. fy(u)="f(u,v) é mensuravel e integravel para quase todo v,
3. hy(u)= [y f(u,v)dux(v) é integravel em U,
4

v)= [, f(u,v)duq(u) é integravel em V,

/[/ fdus(v ]dlh( /[/ fduq(u ]dﬂz() /vafd(mxuz).

Destacamos o item 5 do Teorema de Fubini, por ser de grande utilidade ao
calcular uma integral dupla, o fazemos como duas integrais simples sucessivas, apenas
trocando a ordem de integragao.

O

2.6 ESPACOS LP

Introduzimos agora a definicdo dos espacos de Lebesgue, denotados por LP(Q),
onde 1= p<oco e Qc R’ é um conjunto aberto. Neste ponto, integrais sempre se
referem a medida de Lebesgue.

Definicao 23 (Espagos LP). Para 1 < p<oo, dizemos que u:Q — Re LP(Q) se tal fungédo
€ mensuravel e

/ |ulPdx < co.

Q
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1
Também denota-se |ullp=[J, |ulPdx]?. Que, de fato, € uma norma.

Definicao 24 (Espaco L*°). Dizemos que u e L*°(Q) se u é mensuravel e existe M € R*,
tal que |u(x)| < M, em quase todo ponto de Q. Definimos

lulloo = INf{M > 0 tal que |u(x)| < M em quase todo ponto de Q}.

Para 1 < p < oo, definimos g que satisfaca as relacdes seguintes

+o00, Se p=1,

p
q= -1’ se 1<p<+oo,

1, se p=+oo.

Dssa forma, temos

1 1
—+—=1.
p q

Teorema 2.13. Considere ue LP(Q) e ve L9(Q) com 1 <p=<oo. Entdouve L1(Q) e

/ luv|dx < llullplivilg-

Q

Teorema 2.14. LP(Q) é um espaco vetorial e |.llp € uma norma Vp tal que 1 < p < oco.
Teorema 2.15. LP(Q) é um espaco de Banach para qualquer p tal que 1 < p < oco.

Teorema 2.16. Seja {up} < LP(Q) e ue LP(Q) tal que |lup—ul p — 0. Entao existe uma
subsequéncia {un,} tal que

1. un(x) = u(x), a.e emQ,
2. |up,(x)| < h(x), a.e em Q, Yk €N, para algum he LP.
Teorema 2.17. LP(Q) é reflexivo para todo p tal que 1 <p < oo.

Teorema 2.18. Seja 1 < p< oo e sgja f um funcional linear continuo em LP(Q). Entdo
existe um unico ug € L9 tal que

f(v) =/ vugdx, Vv e LP(Q).
Q

2.7 ESPACOS DE FUNGOES CONTINUAS

Incluiremos algumas definicdes e propriedades relativas a espacos de funcdes
continuas. Primeiro lembramos que por dominio nos referimos a um aberto do R".
Portanto para um dominio Q < R” e para um inteiro ndo-negativo m definimos por
C™M(Q) o conjunto de todas as fungdes u em que as derivadas parciais D*u sdo
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continuas em Q para algum « tal que |a| < m, onde se D* = D{"D3?...D5", temos
|a| = aq +... + an. Definimos C®(Q) = n%_,C™(Q) e denotamos C%(Q) = C(Q2). Dada
uma funcgéo ¢ : Q — R, o fecho do conjunto de elementos em Q tais que ¢ € ndo nula é
chamado de suporte de ¢, denotado por supp(f). Ou seja,

supp(¢) ={x € Q, tal que ¢(x) #0}.

C%O(Q) denota o conjunto de fungdes em C° com suporte compacto em Q.

Os conjuntos Cy(Q2) e C3°(Q), consistem do fecho de C¢(Q)(que € o conjunto
de fungdes em C(Q2) com suporte compacto em Q) e C, respectivamente. Por outro
lado, CZ'(Q) denota o conjunto das fungdes ue C™(Q) para qual Df é limitada em Q
para 0 < |a| = m. Observe que Cg' € um espaco de Banach, com a norma denotada
por |.Ilg, m dada por

lulg,m=_max sup{|D%u(x)|}.
Os|al=mxeQ

Também definimos C™(Q) como o conjunto de fungdes ue C™M(Q) para qual
D%u é limitada e uniformemente continua em Q para 0 < |a| < m. Observe que C™(Q)
€ um subespaco fechado de CE’(Q) e € também um espaco de Banach com a norma
herdada de Cj'. Um importante espaco é o das fungdes continuas de Hélder.

Definicao 25. Se 0 < 1 <1, para um inteiro ndo negativo m, definimos o espaco de
fungées continuas de Hélder, denotado por Cm’A(Q), como o subespaco de C(Q)
consistindo das fungdes u as quais, para 0 < |a| < m, existe uma constante K tal que

|D%u(x)—D%u(y)| < K|x—y|*, Vx,y € Q.

C™A(G)) é um espaco de Banach com a norma denotada por lI.Ilm,2 dada por

{ID“U(X)—D“U(}/)I

lulma=llulgm+ max sup
’ Ix—y|*

O<|al=smx,yeq

,x;éy}. 2.1)

De agora em diante nds diremos que f:Q — R € localmente integravel, se é

Lebesgue integravel em todo compacto K c Q. Além disso dizemos que f e L'Z)C(Q) se

f e LP(K) para todo compacto K < Q. Finalmente, dado um aberto Q < R", denotamos
W cc Q sempre que W é compacto e W c Q.

Teorema 2.19. O espaco Cy(Q) é denso em LP(Q), para1 < p < oo.

Lema 2.20. Seja fe L) () tal que

/ fudx =0,Vue Cy(Q)
Q

Entdo f=0 a.eem Q.
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Teorema 2.21. LP(Q) é separdvel para qualquer 1 < p < co.

Seja Q um subconjunto aberto do R, 1 < p<ocoe meN. Se u e LP entdo u possui
derivadas de todas as ordens em um certo sentido, chamado sentido das distribuigdes.
D%u, n&o é, em geral, uma distribuicdo definida por uma fungéo de LP(Q). Quando D%u,
é definida por uma fungéo de LP(Q), define-se um novo espago denominado Espaco
de Sobolev. A derivada no sentido das distribuicdes de uma fungéo u € LP(Q) pode ser
definida de um modo direto e de facil entendimento. Podemos chama-la de derivada
distribucional. Seja ue LP(Q),1 < p < oo, com Q aberto do R".

Dizemos que uma fungdo v; é a derivada distribucional de u, em relagdo a
variavel x;=1,2,...,n, se:

para toda fungao ¢ € C3°(Q2).
: - ou .
Se isso for o0 caso, usaremos a notagao: v; = Fll 1,2,...,n
I

Se v; também possui derivadas distribucionais entdo se denota:

0%u _0v;
GXjGX,' GXI'
Analogamente, denotamos:
olaly
a
Dru= oxa' .. .ox"
1 . n
com a=(aq,...,an),ajeNe |a|=aq+...+an.
. L i
Aqui D; = ax; ©
Da=D;X1 ---D,C-,(n

denota o operador diferencial de ordem |a|= Zj’-’=1 aj.
Além disso, denotamos D(0--0)y = y.

2.8 OS ESPACOS DE SOBOLEV

Agora definiremos os espacgos de Sobolev, denotados por W™P(Q)

Definicdo 26 (Espacos de Sobolev). Dizemos que ue WMP(Q) se ue LP(Q) e D%ue
LP(Q), para todo « tal que 0 < |a| < m, onde as derivadas sdo entendidas no sentido
das distribuicdes. Dizemos que o conjunto W™P(Q) é o Espaco de Sobolev de ordem
m.

W™P(Q) = {ue LP(Q)|D*ue LP(Q)Va com 0 < |a| < m}
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Para o contexto de parametro de ordem considere imagem complexa, isto &,
ue L(Q) tal que u:Q — C,, o que notaremos por W™P(Q,C)

Definicdo 27. Definimos a norma | - [|mp para W'™P(Q) onde meN e 1 < p < oo, como

1

||U||m,p={ 3 ||D“u||§}p,se1sp<oo

O<|a|=m
lullmeo=sup D%l
O<|al=m
Teorema 2.22. WMP(Q) é um espaco de Banach.

Teorema 2.23. W™P(Q) é separdvel se 1 < p < oo. Particularmente, W™2(Q) é um
espaco de Hilbert com o produto interno

(u,vV)m= Z (D%u, D* V>L2(Q)-
O<|a|=m

Lema 2.24. Seja 1 < p < oo e definimos U = LP(Q;RN). Para cada funcional linear
continuo f em U, existe um Unico v e Lq(Q;RN) = U" tal que

N
f(u)= Z(u,-, viy,VYue U.
i=1

Mais ainda,
Il s = IIVIIqN,

onde [l.lign = Il .a(q mM)-

Teorema 2.25. Seja 1 < p <oo. Dado um funcional linear e continuo f em W™MP(Q),
existe v e L9(Q,RN) tal que

f(u) = Z (D%u, Va) 12(0)-

O<|a|=m

Definicdo 28. Seja Q = R" um dominio. Para um inteiro positivo me 1 < p < co definimos
Wé”’p(Q) como o fecho em ||.[|m,p de C‘g’(Q), onde relembramos que C%O(Q) denota o
conjunto de fungbes de C°°(Q2) com suporte compacto contido em Q.

Lembramos que para espacos normados X,Y dizemos que X esta imerso em Y
e denotamos X — Y, se X c Y e existe uma constante K >0 tal que

luly <Klullx,VueX.
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Se,além disso, a imersao for compacta entao para qualquer sequéncia limitada
{un} < X existe uma subsequéncia que converge para algum u, em Y, na norma |.| y.
Neste ponto, pimeiro apresentamos a seguinte definigcao.

Definicdo 29. Seja Q < R" um conjunto aberto e limitado. Dizemos que 9Q é C' se
para cada xp € 0Q2, denotando X =(xq,---,Xp_1) para um sistema de coordenadas local,
existe r>0 e uma fungao f(xq,---,Xp_1) = f(X) tal que

W =Qn Br(xg) ={x € Br(xp) tal que xn < f(xq,---, Xn)}-
Além disso, f(X) € uma funcao Lipschitz continua tal que

[f(X)=f(7)] = C11X=F2,

em seu dominio para algum C; > 0. Finalmente, assumimos que

{61‘(5()}”‘1

Xk ) k=1

€ definida da forma usual em quase todo o ponto do seu dominio, de forma que
fe w2,

2.8.1 Imersoes de Sobolev, Teorema do Traco e compacidade de Rellich-Kondrachov

Essenciais na teoria qualitativa das Imersdes de Sobolev enunciamos a seguir
o Teorema das Imersdes de Sobolev, Teorema do Traco e o Teorema de compacidade
de Rellich-Kondrachov. Em particular o Teorema do Trago permite-nos pensar em U|ag
para fungées em W1.P(Q) e o Teorema das Imersdes de Sobolev é uma ferramenta
importante para prova das existéncias de solugdes dos problemas apresentados nos
capitulos 3 e 4, que assumimos estar bem estabelecidas.

Teorema 2.26 (Teorema das Imersdes de Sobolev). Seja Q um conjunto aberto e
limitado em R" tal que 6Q é C'. Seja j=0 e m =1 inteiros ndo-negativos e seja

1<p<oco.
1. Parte |

a) Caso A Se mp>nouentdom=nep=1, entdo
WHMP(Q) — CL().

Alem disso,
W/*mMP(Q) — WH9(Q), para p< q < oo,

e, em particular
WMP(Q) — L9(Q), parap< q < oo.
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b) Caso B Se mp=n, entao
W/+mp(q) — WI9(Q), para p< q<oo,
e, em particular,
W™P(Q) — L9(Q), para p < q < co.

c) Caso C Se mp<noup=1, entdo

J+m.p(q) o W9 * _
W (Q) = W"9(Q), parap=q=<p —mp’
e, em particular,
WMP(Q) — L9(Q), parap<sq=<p* = mP_
’ n—mp

2. Parte ll Se mp>n>(m-1)p, entdo
wi+mp —, clA@Q), para0<A<m—(n/p),
e se n=(m-1)p, entao
wi+mp . chA@Q), paraO<A<1.

Além disso, se n=m—1 e p=1, entdo a equacdo acima é valida para A = 1
também.

3. Parte lll Todas as imersbes das Partes A e B sdo validas para dominios arbi-
trarios Q) se o W-espaco envolvido na imersdo é substituido pelo Wy-espago
correspondente.

Teorema 2.27 (Teorema do Trago). Segja 1 <p<oo e segja Q <R um conjunto limitado
aberto tal que 0Q é C1. Entao, existe um operador linear limitado

T:WhP(Q) — LP(6Q),
tal que
1. Tu=u| seue W1P(Q)n C(Q),

2. ITullppq = Kllully po,YUE wi P(Q), em que a constante K depende apenas de
peQ.

Teorema 2.28 (Teorema de Rellich-Kondrachov). Seja Q < R um conjunto aberto e
limitado tal que 0Q é C'. Sejam j, m inteiros e seja 1 < p<oo.
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1. (Parte ) Se mp < n, entao as sequintes imersées sdo compactas:
W/+mp(q) — W9(Q), se 0<n—mp e 1 < g< npl(n—mp),
WI*MP(Q) — W/9(Q), se n=mp,1<p<oco.
2. (Parte ll) Se mp > n, entdo as seqguintes imersées sdo compactas:
witmp . clq),
WI+mpP(Q) — WH9(Q), se 1< q=<oo.
3. (Parte Ill) As seguintes imersbées sdo compactas:
WI+mP Q) — C/(@Q), se mp> n.
Wi*mpP Q) — @), se mp>n=(m-1)p e 0<A<m-nip.

4. (Parte 1V) Todas as imersGes acima sdo compactas se substituirmos WI+m.p(q)
por WAT™P(@), onde W, "P(Q2) é o fecho de C(2) no espago W™P(Q)

2.9 INTRODUGAO AO CALCULO VARIACIONAL

Nesta secdo apresentamos as principais definicdes e resultados que norteiam
a teoria variacional. Chamamos problemas variacionais a problemas em que se esta
interessado em encontrar uma solucao 6tima, minimizando ou maximizando um funci-
onal F definido em um subconjunto D de um Espaco de Banach U. A esses dois tipos
de problemas nos referiremos apenas a minimizar o funcional F em D, uma vez que
maximizar F em D é equivalente a minimizar —F na mesma regiao.

Definicao 30. Dado F: D < U — R, definimos o espaco das variagées admissiveis para
F, denotado por 7 como

V={peUtalque u+¢peD,Yue D}.

Por exemplo, para F : U — R dada por

F(u)= %/QVU.Vudx—(u, Hu

onde QcR3 e

U={ue W"2(Q):u=0em aq).

temos
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Definicao 31. Dado F : U — R, dizemos que ug € U é um minimo local para F se existe
6 >0 tal que
F(u)= F(ug),Yue U, tal que llu—uglly <9,

ou equivalentemente,

F(up+¢) = F(ug),Ve e 7, tal que llglly<§.

2.9.1 Diferencialbilidade a Gateaux

Definicao 32. Dado F: U — R, nods definimos a Variacdo a Gateaux de F em ue U na
direcao ¢ € 7, denotada por 6 F(u, ) como
Fu+ep)—F(u)

6F U, =||m ]
(U, ) Jim -

se tal limite existe e &€ bem definido. Além disso, se existe u* € U* tal que
6F(u,p)=(p,u™)y, Ve U,

dizemos que F € Gateaux diferenciavel em ue U e u* € U* é dito ser o diferencial a
Gateaux de F em u. Finalmente, denotamos,

oF(u)
ou

*

u*=6F(u)ou u* =

Seja F: R" — R uma fungéo, as derivadas parciais dessa fungdo, quando exis-
tem, fornecem informacdes sobre a fungao ao longo de retas paralelas aos eixos. O
diferencial a Gateaux (ou aqui, derivada direcional) de F em um ponto u € U permite
a analise do comportamento da fungcéo em outras dire¢des. Podemos dizer que uma
funcao Gateaux diferenciavel considera todas as direcdes admissiveis do Espaco das
direc6es admissiveis.

Teorema 2.29 (Lema fundamental do célculo das variacées). Considere um conjunto

aberto QOcR" eue L] (Q) tal que

/ugodx =0,Yp e CZ(Q),
Q

entdo u=0,q.t.p em Q.

2.9.2 Diferenciabilidade a Fréchet

Uma definicao ainda mais geral é a de derivada de Fréchet. Quando F é diferen-
ciavel a Fréchet, entao é diferenciavel a Gateaux.
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Definicao 33. Sejam U, Y espacos de Banach e considere a transformacao 7:U — Y.
Dizemos que T é Fréchet diferencidvel em u e U se existe uma transformagéo linear
limitada T'(u): U — Y tal que

im I T(u+v)=T(u)=T'(u)(v)

ly =0,v#0
v—0 Ivily

Neste caso T'(u) é chamada derivada de Fréchetde T e ue U

Proposicao 7. Seja f:R"” — R duas vezes diferenciavel e

0%f(x)
ax;0x; |’

positiva definida, para todo x € R". Entdo f é convexa

Proposicao 8. Seja U um espaco de Banach. Considere que F : U — R é um funcional
Gateaux diferenciavel. Entdo F é convexa se, e somente se

F(v)—F(u) = (F'(u),v—uyy,Yu,veU.

Definicao 34 (A segunda variacao). Seja U um espaco de Banach. Suponha F: U — R
um funcional Gateaux diferenciavel. Dados ¢,n € 7, definimos a segunda variacéo de
F em u, em relacao as diregcbes ¢,n, denotada por

82F (u,,m),

por
52F(U"Ps77)= |ir%5F(U+€77,</;)—5F(u,(p)’
E—

Se tal limite existe Vo,n €7, dizemos que F é duas vezes Gateaux diferenciavel em u.
Finalmente, se = ¢, denotamos 62 F(u, ¢,n) = 62F (u, ¢).

Teorema 2.30. Segja U um espaco de Banach. Suponha que F : U — R é um funcional
duas vezes Gateaux diferenciavel e que

62F(u,(p) >0,Vue U,pe7.

Entéo,
FAu+(1-Av))<AF(u)+(1-A)F(v),Yu,ve U,A1€[0,1].

Ou seja, F ¢é convexo.

Faz-se necessério, pela funcionaliadade de simplificar a busca das solu¢des
6timas, o teorema 30 a seguir.
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Teorema 2.31. (Condigao Suficiente para um Minimo Local): Seja U um espaco de
Banach. Suponha F : U — R € um funcional duas vezes Gateaux diferenciavel em uma
vizinhanga de uy, tal que

6F(up)=0

82F(u, ) =0,Yue Brug),p €7,
para algum r >0. Sob tais hipoteses, temos que
F(ug) = F(ug+ey),Ve, @
tal que |e| < min{r,1},llplly < 1. Ou seja, uy € um minimo local do funcional F.

Proposicao 9. Assuma

U={ue W1’2(Q;RN);U=UO em I'g}

onde I'p c0Q é fechado e 0Q=T=TguI'y sendo I'y abertoem I' e 'qul{=9.
Portanto se 0Q e C1, fe C2(Q,RN,RN*") e ue C2(Q;RN), e também

8F(u,p)=0,Ygp e C'(;RN) tal que ¢ =0 em Ty,

entdo u € um extremo de F que satisfaz as seguintes condi¢cdes naturais de
fronteira:

nafffx(x, u(x)Vu(x))=0,a.eemTI'y,Vie{l,...,N}.

2.10 ANALISE CONVEXA

Esta secdo enuncia ferramentas elementares para se entender e manipular
problemas de convexidade. Problemas nos quais a funcao objetivo e o conjunto factivel
sdo ambos convexos e fornecem estruturas para as quais teoremas decorrentes da
andlise convexa podem ser generalizados ou usados como base para a construgao de
novas teorias mais amplas.

Definicao 35 (Conjunto convexo). Seja S um subconjunto de um espaco vetorial U. S
€ convexo se dado u,ve Sentdo Au+(1-A)ve S,vA1e[0,1].

Definicao 36 (Envoltéria convexa). Se S € um subconjunto de um espaco vetorial U.
Definimos o envelope convexo de S, denotado por Co(S) como

n n
Co(S)= {Z/l,'u,-:neN,ZA,-:LA,-zO,u,-eS,Vi{1,...n}}

i=1 i=1
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Definicao 37. Seja S um subconjunto convexo de um espaco vetorial U. Um funcional
F:S—R={Ru+/—oc} é dito ser convexo se F(Au+(1—-2A)v) < AF(u)+(1=2A)F(v),
Yu,ve S,1€[0,1]

Definicdo 38. Dado F : U — R definimos seu epigrafo, denotado por Epi(F) como

Epi(F)={(u,a) e UxR:a= F(u)}.

Definicao 39. Seja U um espaco de Banach. Considere a topologia fraca (U, U*) e
seja F : U— Ru{+oo}. Tal funcao é dita ser fracamente semicontinua inferiormente se,
VA tal que A < F(u), existe uma vizinhanga fraca V;(u) e o(U, U*) tal que

F(v)>A,Vve Vy(u).

Teorema 2.32. Seja U um espaco de Banach e seja F : U — Ru{+oo}. As seguintes
afirmacgdes sdo equivalentes:

1. F é fracamente semicontinua inferiormente (f.s.c.i.).

2. Epi(F) é fechado em U xR com a topologia produto entre a(U, U*) e a topologia
usual em R.

3. HE ={ue U: F(u) <y} é fechado em o(U,U*), ¥y € R.

4. O conjunto Gf' ={ue U:F(u)>y} é abertaem o(U,U*),Vy €R.

lim inf F(v) = F(u),vue U.

Corolario 2.32.1. Cada funcdo convexa s.c.i. F: U — R é também f.s.c.i.

Definicao 40. Seja U um espaco de Banach. Um funcional F : U — R é dito ser continuo
afim se existe u* € U* e a e R tal que

F(u)=(u,u*yy+a,Yue U

Definicdo 41. (I'(U)) Seja U espaco de Banach. Dizemos que F : U — R pertence I'(U)
e escrevemos F € T'(U) se F pode ser representado pontualmente como o supremo de
uma familia de fun¢des continuas afins. Se F e T'(U) e F(u) e R para algum u e U entdo
escrevemos F e T'g(U).

Proposicao 10. Seja U um espaco de Banach, entdo F e I'(U) se e somente se F é
convexa e s.c.i., ainda se F toma o valor —oo, entdo F = —oo.
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Definicao 42 (Envelope Convexo). Seja U um espaco de Banach. Dado F : U — R,
definimos seu envelope convexo, denotado por CF : U — R por

CF(u)= sup {(u,u")+a},

(u*,a)eA*

onde

A*={(Uu*a)e U xR:(v,u")y+a < F(v),Yve U}.

Definicao 43 (Funcional Polar). Seja U um espago de Banach. Dado F: U — R,
definimos seu funcional polar, denotado por F*(u*) : U* — R, por:

F*(u™) =sup{<u,u™) y—F(u)},
uelU

vu* e U*.

Definicdo 44. (Funcional Bipolar) Dado F : U — R, definimos o funcional bipolar asso-
ciado, denotado por F** : U — R, como

F**(u)= sup {(u,u*yy—F*(u*)},Yue U.

u*elU*

Definicdo 45 (Sub-gradientes). Dado F : U — R definimos o conjunto de sub-gradientes
de F em u, denotado por aF(u) como
OF(u)={u* e U*, tal que (v—u,u™yy+F(u)<F(v),vve U}.

Proposicao 11. Seja F : U — R uma funcéo finita e continua em u e U. Entdo aF(u) # .
Proposicéo 12. Para o funcional G: U — R, definido por G(u) = [5g(x, u(x))dS, onde
U= U*=[L?(S)]'. Podemos expressar G* : U* — R como

G*(u™) =/ g*(x,u*(x))dS

S

onde g*(x,y) =sup(y.n—g(x,n)) quase toda parte em S.
ner!

2.10.1 Transformada de Legendre

A Transformada de Legendre toma uma variavel x no dominio de uma funcéo g,
e a relaciona a uma nova variavel y* de um funcional definido como segue.

Definicao 46 (Transformada de Legendre e Funcional associado). Considere uma
fungéo diferenciavel g : R” — R. Sua transformada de Legendre, denotada por g; :
R’L" — R, é expressa como:
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9/ (y*) =xgi.¥; —9(x0),

onde xp € a solugdo do sistema:

«_ 09(xp)
Yi = 0Xj

e R’ ={y* eR" tal que o sistema acima tem solugao Unica }.
Além disso, considerando o funcional G: Y — R definido como G(v) = fsg(v)dS,

definimos o funcional transformada de Legendre associado, denotado por G; : Y)* — R
como

GZ(V*)=/SQZ(V*)dS,
onde Y/ ={v*e Y*:v*(x)e R],a.e.em S}.

Observamos que, quando a funcdo g € também convexa, o funcional de Legen-
dre coincide com o Funcional Polar.

Proposicdo 13. Considerando as ultimas definigcdes, suponha que para cada y* € R/,

finalmente em uma vizinhancga (de y*) é possivel definir uma fungéo diferenciavel pela
expressao:

%00)=[2] o).

Entdo podemos escrever

. 0g(xp) ogf ") .
yi = ox; < Xgi = 5}/,-* ,Vie{l,...,n}.

Teorema 2.33. Considere o funcional J : U — R definido como J(u) = (Go A)(u)—<(u, fyy
onde A({Aj}) :U— Y (i€{1,...,n}) é um operador linear continuo e G: Y — R é um
funcional que pode ser expresso como G(v) = [¢g(v)dS,Vve Y (aquig:R" —R é uma
fung&o diferenciavel que adimite transformada de Legendre denotada por g; : R’L’ —R.
Isto é, a hipdtese mencionada na proposicao anterior € satisfeita).

Sob tais suposicoes temos

8J(Up) =0« 6(=Gj (vy) +{ug, A" vy —Hy) =0,
0G(A(up))
ov

onde vjy = e suposto ser tal que vjj € F?’i’ ,a.e. em S e neste caso

J(ug) =—Gj ().
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2.11 DUALIDADE EM OTIMIZAGAO CONVEXA

Nesta secdo iremos associar a um problema de minimizacdo 22, o problema
primal, um problema de maximizagao 22*, denominado problema dual de & e examina-
remos a relacao entre esses dois problemas (a comparacao do infimo com o supremo,
e a relacdo entre as solugdes, em particular).

Sejam U e Y espacos de Banach. Dado F: U — R (F eT'g(U)). N6s definimos o
problema 22 como:

22 : minimize F(u) em U.

Dizemos que ug € U € uma solugéo do problema 22 se F(ugp) = inLF(u). Consi-
ue
dere (ou defina) uma fungao ¢ : U x Y — R tal que

(U, p) eR e ¢(u,0) = F(u)

Nés definimos o problema £22* como:

2* . maximize —¢*(0,p*) em Y*

Observe que

¢*(0,p%)= sup {K0,u)y+(p,p")y—d(u,p)}=—¢(u,0),
(up)eUxY

ou

inf {p(u,0)} = sup {-¢"(0,p")}.
uelU preY*

As provas das proposicdes a seguir é apresentada por (EKELAND |.; TEMAM,
1999).

Proposicao 14. Considere ¢ € T'o(U x Y). Se definimos
h(p) = inf {$p(u, p)},
uel
entdo h é convexo.

Prova. Temos que mostrar primeiro que dados p,ge Y e 1€(0,1), temos

h(Ap+(1-21)q) < Ah(p) +(1-2)h(q).

Se h(p) = +oco ou h(Q) = +o0, ja esté feito. Portanto assumimos que h(p) < +oco e
h(q) < +oo. Para cada a> h(p) existe ue U tal que
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h(p) = d(u,p) < a,

e se b> h(q), existe ve U tal que

h(q) = ¢(v.q)<b

Portanto

h(Ap+(1-2)q) = int {p(w,Ap+(1-2)q)}

<¢(Au+(1=)v,Ap+(1-2)q) < Adp(u, p) +(1-21)¢(v, q)

< Aa+(1-A)b.

Fazendo a— h(p) e b— h(q) obtemos

h(Ap+(1-2)q) = Ah(p) + (1-2)h(q).
|

Proposicao 15. Para h como acima, temos h*(p*) =¢*(0,p*),Vp* € Y* de modo que

h**(0)= sup {-¢*(0,p")}.
preY*

Prova. Observe que, por definicao

h*(p*) = sup{{p,p*)y—h(p)}
peY

=sup{(p,p*) y— inf {¢(u, p)}}
pEY uelU

=sup{(p,p*) y +sup—¢(u, p)}
peY uel

=supsup{(p,p*)y—¢(u, p)}
peY uelU

= Sup {(,D,P*>Y_¢(Uap)}
(u,p)e(UxY)

=¢(0,p")
de modo que disto e da definicdo de bipolar temos

h**(0) = sup{¢0,p™)y—¢*(0,p")} = sup {—¢(0,p")}.
p*eY p*eY*
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Proposicao 16. O conjunto de solugcbes do problema 22* (o problema dual) € idéntico
aoh**(0)

Prova. Lembre que da definicdo de sub-gradiente, o sub gradiente de h** em 0, deno-
tado por 0h**(0) é o seguinte subconjunto de Y*

on**(0)={p" € Y*[(p—0,p")y +h**(0) < h**(p), ¥ pe Y},

gue é equivalente a

0h**(0) ={p™ € Y*|n**(0) = h**(p)—(p,p*)y, ¥ pe Y},
Se tomarmos p;; solugéo do problema dual e mostrarmos que cumpre a con-
dicao h**(0) = h**(p)—<(p,py’y, YP € Y e reciprocamente, entao teremos provado a
proposicao.
Assim, considere pj € Y* uma solugéo do problema 27, isto &€, p; maximiza
—*(0,P*)em Y*,
_(p*(05p6) 2_(p*(0=p*)svp* € Y*’

que € equivalente, pela proposicao anterior a

—h*(pg) ==h(p*), Vp* € Y*,

e portanto

—h(pg) = sup {<0,p™)y—h"(p*)}.
preY*

E disso concluimos que

—h*(p§) = h"*(0).
Como h**(p)=h(p), YpeY,

—h*(pg) = Agfy{h(p)—<p,po>y}= plgfy{h (p)—<(p, Py y}=h""(0)

o que finalmente equivale a

pg € 3h**(0).

Assim, p; € solugao do problema dual se e sé se, também é subgradiente de
h** em 0. [ |

Teorema 2.34. Considere ¢ : U x Y — R convexo. Assuma inlfJ {#(u,0)} € R e existe
ue
ug € U tal que p — ¢(up, p) € finito e continuo em Q€ Y. Entdo
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inf {¢(u,0)} = sup {~¢(0,p")}
uelU preY*

e o problema dual tem finalmente uma solug&o.

Prova. Da hipétese h(0) e R e como mostramos acima, h € convexa. Como a funcao
p— ¢(ug, p) é convexa e continua em 0 € Y existe uma vizinhanga V de zero em Y tal
que

P(Ug,p) = M < +o0,VpeV,

para algum M e R. Portanto, podemos escrever

h(p) = uig;‘_j{</>(u,p)} = $(Up,p)=M,¥pe¥

Consequentemente, h é continua em 0. Portanto, h é sub-diferenciavel em 0,
que significa h(0) = h**(0). Assim o problema dual tem solugéo e

h(0) =inf{¢(u,0)} = sup {~¢*(0,p*)} = h"*(0).
preY*

Agora aplicamos os ultimos resultados para ¢(u,p) = G(Au+p) + F(u), onde
A:U—Y é um operador linear continuo de quem o operador adjunto é denotado por
A* YR = U™,

Teorema 2.35. Suponha que U é um espago de Banach reflexivo e defina J : U — R
por

J(u) = G(AU) + F(u) = ¢(u,0),

onde limJ(u) = +oo como |ully — oo e F eTg(U), GeTy(Y). Também suponha
que existe U e U tal que J(U) < +oo com a funcao p — G(p) continua em Al. Sob tais
hipoteses, existe uge U e py € Y* tal que

J(up) =min{J(u)} = max {~G"(p")—F"(-A"p")}

ue pre

=—G"(pg)—F*(-A"py)

Prova. A existéncia de solugdes para o problema primal segue do método do calculo
de variagdes. Isto é, considerando uma sequéncia minimizando, por cima (hipétese
de coercividade), tal sequéncia é limitada e tem uma subsequéncia fracamente con-
vergente para algum ug € U. Finalmente da semicontinuidade inferior da formulagéo
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primal, podemos concluir que Uy € minimo. As outras conclusées seguem observando
que

¢*(0,p")= sup {p,p")y—G(Au+p)-F(u)}
uelU,peY

= sup {(q,p")y—G(qQ)—(Au,p*)y—F(u)},
uel,qeY

de modo que

¢*(0,p") = G*(p*)+su5{—<u,A*p*>u—F(U)}
ue

=G (p")+F*(-A"p").

Portanto

inf {¢(u,0)} = sup {—¢"(0,p")}
uelU preyY*

e as solugdes ug e py para o problema primal e dual, respectivamente, implica
que

J(uo) =min{J(u)} = pTEag*{—G* (p*)—F*(=A"p)}

=~G*(p§)~F*(-A"P}).
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3 A ABORDAGEM DUAL-CONVEXA PARA OTIMIZACAO NAO-CONVEXA

Apresentamos na sec¢éo 2.11 como podemos tratar um problema de otimizacao
na perspectiva dual. Nesta perspectiva, a solugao para o problema dual fornece um
limite inferior para a solugdo do problema primal 22, mas ainda, quando o problema &
trata-se da minimizacao de um funcional convexo, entdo dizemos que 0s problemas
sao equivalentes, isto €, as solugbes dos problemas primal e dual sdo as mesmas.

Resumidamente, na dualidade em otimizagdo convexa tratamos um problema
2 associando-0 a um problema derivado, o problema dual. Em geral a manipulagao
do problema dual pode ser mais simples, justificando o uso deste. No entanto, resolver
problemas de otimizagdo nao-convexa exige a ampliacao dessa teoria. Neste texto,
estendemos e generalizamos um resultado conhecido, publicado por J.F. Toland em
1979 para otimizacao variacional nao-convexa, mais especificamente, para a diferenca
de dois funcionais convexos, a chamada abordagem de otimiza¢ao dual-convexa(D.C.),
que baseia-se na suposicao de que o funcional ndo-convexo a ser minimizado, possa
ser escrito na forma de uma diferencga entre dois funcionais convexos.

Neste capitulo, primeiramente apresentamos o resultado obtido por Toland, onde
dados dois funcionais F e G, tal que existe um a real que € a maior das cotas inferiores
das diferengcas G—F em U, temos também que a é a maior cota das cotas inferiores
para as diferencas F*— G* em U*, isto é, o infimo do conjunto dessas diferencas
tomadas em U*, aqui F* € o polar de F e G* o polar de G. Com isso, estamos
interessados principalmente que a seja também minimo das diferencas em algum ug
em U, e além disso, F possua sub-gradiente em uy ndo-vazio. A seguir, o Teorema 3.2
antecede a formulagéo do nosso resultado principal, descrito no capitulo 4, e apresenta
0 caso real para um principio de dualidade adequado para uma classe de problemas
variacionais nao-convexos.

3.1 UM PRINCIPIO DE DUALIDADE PARA OTIMIZACAO NAO-CONVEXA

Teorema 3.1 (Toland, 1979). Seja U um espaco de Banach e sejam F,G: U — R
funcionais tais que inL {G(u)—F(u)} = a e R. Sob tais hipoteses
ue
F*(u*)-G*(u*) > a, YV u* e U*.

Alem disso suponha que ug € U seja tal que G(ug)—F(ug) = miB{G(u)—F(u)} =a.
ue
Assuma tambem que ug € 0F (Ug). Sob tais hipéteses F*(uy)—G*(uy) = a de modo que,

G(up) —F(up) = minye y{G(u)— F(u)} = Ugfli{lj*{/:*(u*)— G (u™)}= F*(ug)—Glup)-

Prova. Das hipéteses,
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inL{G(u)—F(u)} =a €R.

Logo,

Gu)-F(u)=a, Yue U. (3.1)
Portanto para u* € U*, temos que (somando zero),
—u,u*yy+Gu)+u,u*yy—Fu) > a, VY ue U.
Assim,

—(U,u*) y+ G(u) +sup{u, u*y y—F(u)} = —(u,u™y y+ G(u) +(u, u™ Y y—F(U) > a, Y ue U,

uelU
de modo que,
—(u,uy+GU)+F*(u*) > a, Y ue U,
assim,

inf {—~(u,u™yy+G(u)}+ F*(U*) > a,

uel
logo,

—sup{(u, u*) y—G(u)}+ F*(u*) > a,

uelU

isto &,

-G*(u*)+F*(u*) > a,Yu* e U*.

E assim temos

inf {F7(u)-G"(U") z (3.2)

u*e
Também das hipéteses,
G(ug)—F(ug) < G(u)—F(u),Yue U. (3.3)

Por outro lado de g € 0F (ug) obtemos

(Ug, Uy y—F(up) = (u,up) y—F(u),Yue U, (3.4)

de modo que,

—F(u) < (ug—u,uyyy—F(ug), Y ue U.
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Disto e 3.3,

G(ug)—F(up) < G(u)—F(u) < G(u) + (ug—u, ud) y—F(up), V ue U,

isto e,
G(ug)—F(ug) < G(u) +<up—u, ug) y—F(up), v ue U,
de modo que,
(Up, UyYu—Glup) = (u,uydy—G(u), v ue U,
ou seja,

G*(up) = suB{<u, uy) y—G(u)} < (up, uyd y—Glup).
ue

Da definicdo de supremo (em particular para ug € U) temos

G* (4§) =Sup{(w,Up) = GIU)} > (U, Uy = Glo)
ue

Logo,

G*(up) = (g, ug) y— G(up).

Temos também,

F*(ug) = (Ug, ug) y—F(up)-
Logo,
F*(ug)—G* (ug) = (Up, Uy y—F (ug)—(ug, uy) y+G(ug) = G(ug)—F (ug) = umeiU{G(“)_F(u)} =a,
isto é,
F*(up)—G*(up) = .

De modo que, disto e de 3.2,

G(uo)—F(up) = min{G(u) —F(u)} == min {F*(u™)=G"(u")} = F" (up)—G"(up)-

u*elU*
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3.2 FORMULAGAO D.C. SOBRE AS EQUACOES GINZBURG-LANDAU: O CASO
REAL MAIS SIMPLES

As equacgdes G.L, o caso real, sdo condicdes necessérias para a solugdo do
problema 22 , onde

Problema 22: encontre ¢q € U tal que J(¢pg) = miB{J(¢>)}
ue

Jp)=1 / Vo.Vgdx+ L / pl4ax—P / (BRAx—(, Py,
2 Jo 4 Jq 2 Ja

A solucao para o sistema de equacgdes G-L existe como mostra Botelho (BOTE-
LHO, 2014).

Quanto a formulacédo D.C., propbe-se reescrever o funcional J: U — R, onde
U={pe W'2:$=0em aq}=W,>(Q,c), como J(¢) = G(¢)— F(¢), em que

K
G(¢)=g/9v¢.v¢dx+§/Q|¢>|2dx—<¢>,f>L2

K
Fo) = | toltax+ [ ook [ joPox

para entao resolver o problema & através da abordagem D.C. Para isso inclui-
mos 0 seguinte teorema

Teorema 3.2. Seja Q < R® um conjunto aberto, limitado, conexo com uma fronteira
regular (Lipschitziana) denotada por 6Q). Considere o funcional J : U — R onde

J(d) =3 [ Vo.Vpax+ % [o|pl4ax—E [ 1pIRax—(p, )2

ondey>0, a>0, >0, U={pe W'2:p=0 em a0} = W, *(Q,C), e fe L2(Q).
Denotemos,

K
G((,b)=g/QV<p.V¢dx+E/Ql(plzdx—(cp,fnz

K
F((p)=—%/Q|cp|4dx+§/9|(p|2dx+§/9|¢|2dx

para K >0 suficientemente grande de modo que G e F sdo convexos em Uy e

J(¢) = G(¢)=F (o).

Defina Uy ={p € U | ¢lloo < VK}.
E assuma que ¢g e U é tal que (gnL{J(</>)} =J(¢pg) e ¢pg € Uy.
€
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Sob tais hipdteses, denotando,

G*(u*) = sup{(p,u™y2— G(¢)},

peU
F*(u™) = sup{{¢p,u”)2—F(¢)},
pelU;
e
JHUH)==G*(u™)+ F*(u").
temos,

J(o) = (AQL{J(@} = inf EGT W)+ P (U} ==G" (up) + F* (up).

onde ug =—V2¢q + ko —1.

Prova. Como F, G séo funcionais tais que

inf{G(u)—F(u)}=a€eR,
uel

do Teorema de Toland (1979) temos

F*(u*)-G*(u*) = a= inf J(¢p),Vu*eU*
el

Observe que

G*(u*) = sup {(p,u")2—G(¢)}
pe Uy

K
= Sup {((,b, U*)Lz—%/ V(p.chdx—E/ |¢>|2dx+<¢>, f)Lz}
¢el; Q Q

Como tal funcional é quadratico e convexo, este Ultimo supremo é atingido

mediante a equagao
U* +yV2h—Kp+f=0em Q,
isto &, em Q se e Uj.
b=(Klg—yVv3) N (u* +f
¢ =(Klg=yVe)(u” +1).
De modo que neste caso,

G*(u*) = (p,u*) 2~ G()
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=/¢3u*dx—z/ V(ﬁ.védx—ﬁ/ B2 dx +(p, )2
Q 2 /o 2 Jo

= [[duax-} [ vovpax-7 [ g+ [ orox
. y AN K [ .2
=/¢(u +f)dx——/ V$.Vod. ——/ |p[=dx

_ / U +Fdx— / YVGVbax— / K¢2dx
Q 2 Ja 2 Ja
=/ cﬁ(u*+f)dx—1/~ycf>vzci>dx—1/ K$2dx
Q 2 Ja 2 Ja
/ u +fdx——/—ch>V2¢3+K(I>2dx

I Ay LY A YIS 3
- /Q blu + ok~ /Q (kd—yV2H)ax

7 * _1 7 *
=/Q<p(u +f)dx 2/Q</)(u +fdx

10
=§/qu(u +f)dx
1

- /Q [(Klg—y V2" (u* + O](U* + .

Similarmente temos,

F*(u*)= sup {(p,u”y 2= F(¢)}
pelU;

K
= sup <¢>,u*>L2+—a |</>|4dx—é |<p|2dx—— |¢|2dx
4 2 2
PeU; Q Q Q

Observe que para K > 0 suficientemente grande, este ultimo supremo é atingido
mediante a equacgao:

Ut +ad>—ph—Kp=0
em Q, se ¢pe Uy.
Assim,

)-

*S»

F*(u™) =, u™) 12— F(

Lembre que,
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J* () =—G* (Ug) + F* (ug).

e portanto
0J*(U§) = 5(-G" (ug) + F* (Ug)) =——5 0+ ——0=.
onde
0G*(uy) 1, %
au*o =(K/d_7/v2) 1(U0+f)=¢0
de modo que

G™ (ug) = ($o, Uy> 12— G(Up)

e
o0F*(ug)
SJ*(UF) = — 0 )
JH(Ug) =—bo+—5

De 6J(¢pg) =0, temos em Q

—yV2 o+ agy— oo~ =0.
Portanto em Q,

~yVE¢po + Kpo—f + apy — fpo—Kp =0.

Consequentemente, em Q,

ug +ad3—Bpo—Keg =0,
isto é,

N oF
Up =—“¢’8 +Ppo + Ko = a((pO) -
¢
Disto e das propriedades da transformada de Legendre, temos
0F*(up)
Po="%u

De modo que

F*(ug) = ($o. Uy 12— F (Up)

e

OF*(ug)
au*

5J*(Ug) =—pg + -0.
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Novamente, usando as propriedades da transformada de Legendre, obtemos

—G*(ug) + F*(uy) = J* (up) = J(¢o) = G(¢o)— F(¢o)

€ como mostramos no inicio que

Jnt (@)= it =G (W) +Fr(un)

podemos concluir que

—G™(ug) + F*(ug) = J* (ug) = J(bo)

= (AQL{J&P)} = nf G W)+ F (W)
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4 PRINCIPIO D.C. PARA O SISTEMA G.L NA PRESENCA DE UM CAMPO E PO-
TENCIAL MAGNETICO

A existéncia de um minimizador global para o funcional de energia de Ginzburg-
Landau, num sistema em supercondutividade com a presenca de um campo e potencial
magnético é provado em (BOTELHO, 2014), veja também (GIORGI; SMITS, 2003).
A hipétese chave da demonstracdo é que norma infinito do potencial magnético é
limitada, ressaltamos que tal hipétese é fisicamente observada. Assim, considere a
existéncia do minimizador. Sobre a teoria de dualidade, seguimos (BIELSKI; GALKA;
TELEGA, 1988) e (BIELSKI; TELEGA, 1985), sendo que apesar do fato de o funcional
original ser ndo-convexo, usando uma constante K >0 associada e relativos funcionais
quadraticos em um dominio devidamente definido, escrevemos o funcional de energia
Ginzburg-Landau como a diferenca de dois funcionais convexos. Isto &,

J: Uz x Uy — R, onde

_ 7 _ioAsPax+ " [ 1o/ ax=P [ 10 dx+ - _By |2
Joh) = 5 [ vo-ipnsP o g [ 01t a5 [ ol dxr g ot ABoiB g,

€ escrito como

J(¢,A) = G($,A)-F($,A),

em que,

_ Y Yok 1 _R.I2 E/ 2 K 2
G(p,A) = /wp Vo' g Tot A-Bol g v | loPoxeg | APdx

2 Ja
+5/ Vp.V™dx, (4.1)
2 Ja
e
FoA) = =5 [0 axel [ ofaxe] [ 2Relvy” ipAn)ox=] [ iofPIAR ox
A [wwPae s [ 1aPa [ vovetax “2)
2 Q 2 Q4 2 Q

Analogamente ao feito para o caso real, incluindo agora campo e potencial
magnético, aplicamos o obtido no capitulo 3, para o sistema Ginzburg-Landau em su-
percondutividade, ampliando o novo principio de dualidade para o0 modelo com campo
e potencial magnético. Na préxima secéo, apresentaremos um algoritmo numérico para
resolver um sistema especifico de equacgdes relacionado ao de Ginzburg-Landau, que
neste caso, esta associado a supercondutividade na auséncia de um campo e potencial
magneético, ou seja, para a versao real mais simples do sistema de Ginzburg-Landau
em supercondutividade. Destacamos que o procedimento numérico desenvolvido é
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bastante econdmico do ponto de vista computacional, pois envolve a inversao de uma
Unica matriz, adequada para todas as iteragcées (ou solucéo do sistema linear corres-
pondente), que em um certo sentido qualitativo, € altamente positiva definida (diagonal
dominante positiva).

O principio de dualidade para o sistema Ginzburg-Landau na presenca de um
campo e potencial magnético inclui condigbes suficientes de otimalidade global e é
resumido pelo préximo teorema. Notamos que por uma fronteira regular limitada 0Q
de Q, queremos dizer regularidade suficiente para que os teorema das Imersdes de
Sobolev e o teorema do Trago se mantenham. Observamos também que derivadas
aqui sdo sempre entendidas no sentido distribuicional.

Teorema 4.1. Sejam Q,Q4 <R3, conjuntos abertos, limitados e conexos com fronteira
regular (Lipschitziana) denotadas por 0Q,0Q respectivamente. Assuma que Q< Q4 e
Q4 é convexo.
Seja U= Uy x Uy onde Uy = W12(Q;C) e Us = W1-2(Qq;R5).
Seja K >0 uma constante real, suficientemente grande, a ser especificada e
defina
Us={¢pe Uy : 1§ll1 oo = VK],

e
Ug={AeUs:||All{ oo < VK, divA=0, em Q; e A-n=0, em 3Q4}.
Defina também, J : Us x Uy — R como
J(p,A)=G(p,A)-F(p,A),
onde
G(p,A) = Z/vq)-v(p* dx+l|| rot A-Bg |13
’ P Q 8n 2,0
+5/ |2 ax+ K |A[2 dx+5/v¢.v¢*dx,
2 Jo 2 Jo, 2 Jo
e

F($,A)

& ot axs P [ o2
3 |10t a5 [ 102 ax

i / 2Re[V" - (ipAg)] dx— L / GRIAL2 dx

2 Ja 2 Ja
+5/ |2 dx+5/ A2 dx+5/ V.Vo*dx,
2 Ig 2 Jo, 2 g

Neste ponto assumimos que K >0 é grande o suficiente de modo que F e G sdo
convexos em Uz x Uy.
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Aqui nos ressaltamos que

_ Y _ioAolax+E [ 1o/t ax=P [ 162 ax+ - B2
Joh) = 5 [ vo-ipnsPar g [ 01 a5 [ 1ol der g rotA-Boif g,

Defina também

JH (v, Vo) = Fr(vi,v5) =G (vy,v5),

onde
Fr(vi,v3)=  sup  {@,v{)pe+ (A v3) 2 —F(g, Al
(p,A)e Uz x Uy
e
G*(vi,v3)=  sup  {(p,v{) 2+ (A, v3) 12— G, A)},
(p,A)e Uz x Uy
v(vi,v5) e Y{ x Y5, onde
Y = L3(Q;C)
e
Y = L2(Qq;R3).
Seja (([)0,A0) € U3 x U4 tal que
6J(¢o,Ag)=0
e
J(po,Ap) = min  J(¢,A).
(¢0,A0) wAm U (¢,A)
Sob tais hipdteses, definindo
N 2 2
1 ==YV g+ Kpg—KV=ho,
e
V5 = rot ( rot Ag—Bg) + KA,
temos que
J(Pg,Ag) = min J(p,A
(¢0,A0) oA (¢,A)
= min  J*(v§,Vv5
(v7,v3)eA" (v, v2)
— J*(‘71*,‘7*),
onde
A>k =A1 ﬂAz,

Ar = {(%.v3)e Yy x Y3« existe (¢, A) e Usx Uy
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tal que vy =

ap 27 5A

oOF(¢,A) | « 0F(</>=A)}

A = {(v§,v3)eY{ x Yy i tal que (¢,A)e Uz x Uy
0G(p,A) . GG((/),A)}

o °2= 7 5A

tal que vy =

Prova. De 6J(¢pg,Ag) =0 temos
0G(¢o,Ag) _9F(¢o.A0) _

30 o O (4.3)
e
0G(¢g,Ag) 0F(¢o,Ag) _
A A =0. (4.4)
Observe também que
. 0G(¢pg,A
vy = % (4.5)
© 0G(¢pg,Ap)
05 = %, (4.6)
de modo que de (4.3) and (4.5) obtemos
o» _ 0F (40, Ag)
1~ a(p '
Similarmente, de (4.4) e (4.6) temos
o« _0F(¢0,A0)
2 oA
Disso e da convexidade de G e F, temos
F*(V§,05) = (o, Vi) 2+ (o, V] 12— F (o, Ap) (4.7)
e
G*(Vy,V5) = (o, V3)2+(po, V1) 12— Glebg, Ag) (4.8)
Consequentemente, de (4.7) and (4.8) temos
J(¢o,Ag) = Glpo,Ag)—F(¢o.Ap)
= F'(1],05)-G"(%,53)
= JHL5). (4.9)

Neste ponto, seja n € R tal que

= min J(o,A) =J(pg,Ap).
n wAm U (¢, A) = J(dg,Ag)
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Consequentemente,
J(¢,A)=G(p,A)=F(¢p,A) =1, V(p,A) € Uz x Uy.
Portanto,
—(p, vy 2— (A, V5) 2+ G(¢p,A)
+Hp, Vi 2+ (A Vo) 12— F(p,A) =1, V(p,A) € Uz x Uy, (v§,v5) € A", (4.10)
Portanto,

—(, VT>L2—(A, V5>L2+G((/),A)+ sup {(([), V1*>L2+(A, V5>L2—F((/),A)}
(¢p,A)eUsx Uy

= —(p, vy 2= (A, v5) 2= G(p,A)+ F*(vi,v5) =n, V(p,A) € Ug x Uy, (v, v5) € A",
Disto, temos
inf —(p, Vi) 2—(A, V5 G(p, A+ F*(vs,vs
(<1>,A)€U3><U4{ (P, Vi) 2= (A, Vo) 2+ G, A)} + F7(vy, vp)
= =G"(v{,v5)+F"(v{,v5) =n=J(¢pg,Ap), V(vy,v5) € A",
Disto e de (4.9), obtemos
J(dg,Ag) = min  J(¢p,A
(¢0,A0) L (¢, A)
min  J*(v§,Vv5
(Vi v3)eA" (vi,v2)

0k ok

4.1 ALGORITIMO NUMERICO

Considere a formulag&o variacional primal dual

J1(¢>,z*)=g/Qw)-v(pdmg/gcpzdx—(cp,f>L2—<<p,z*>L2+F*(z*).

Para uma aproximacéo finita dimensional para tal problema de diferengas finitas.
Considere o seguinte algoritmo:

1. Seja n=1 e para um dado ¢4 € U; especifico, defina z; =—a¢>? + B+ Kpq.
2. Calcule ¢p.1 € Uy tal que
=arg min J5 (¢, z5;
Pns1 g</>€U1 1 (4, 2p)

isto é, ¢p.1 tal que

—YV2¢n+1 +Kni _f_Z;; =0
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%
3. Calcule z;_, tal que

z¥ =arg min J; .Z%),
N+ Qz*EU2 1 (Pne1,27)

A *
que é, z, , tal que

oF*(zZ,4)
~Pni1 + TSH =0
de modo que,
Z* _ 6F(¢n+1)
n+l1 = 6(/)

E consequentemente,

3
Z,>;+1 =_¢n+1 +:B(Pn+1 +K¢n+1

4. Seja n:=n+1 e vamos para o item 2, até a satisfagdo de um critério de conver-
géncia adequado.

No préximo teorema provamos que sob algumas condigdes especificas que o
algoritmo € convergente.

2
)>K1/d, A4

Teorema 4.2. Seja ¢ € Uy tal que existe r >0 e Ky >0 tal que 02 =

¢ € Br(¢1), onde |y denota a matriz identidade.
Defina a sequéncia {¢n} < Uy usando a relagio:

~y V2Pt + Kbt =—apS+Bpn+Kpn+f

para um K >0 tal que existe 0 < A < % tal que

(1-A)(=yV2 +Klg) < Ky I,

—Bag? +Bly+Kly>0,Y¢p € Br().

Sob tais hipdteses, se Ky >0 é suficientemente grande, existe ¢g € Uy tal que
¢n— ¢g, quando n— oo e dJ(¢pg) = 0.

Prova. Observe que, da hipétese, fixando ¢ € Br(¢41) temos

9°J(¢)

55 =—yV2 + Klg+3a¢?—Bly—Klg= Kyly>0
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e existe 0< A< tal que

(1=A)(=yV2 +Klg) < Ky I4.

Neste ponto, assumimos que Ki >0 é suficintemente grande, para que tal K>0
possa ser tal que

lpo—pqll < (1=-ANr<r

Observe que, para tal 1, temos

°J(¢)

A (—yV2 + Kly) +3a¢p? — flg—Kly = Ky Iy > (1= 1) (~=yV2 + Klg).

Também da hip6tese K >0 é tal que

—3ap®+ply+Kly>0, V ¢ € Br(pq).

Portanto temos

M=yV2 + Klg) >—3a¢p® + plg+ Kly >0,
isto é,
My > (—yV2 + Klg) ™1 (-8ag? + Bly+ Klg) >0,

de modo que,

I(=yV2+ Klg) ™ (-3ag? + Blyg+ Klg)l <A< 1, ¥V ¢ € Br(pq).

Por outro lado, retomando a sequéncia em questao, temos

V2 Pnio+ Kppio =—a¢> 1+ Pppet +Kdpyq +1,

V2Pt + Kbt =—add+Bpn+Kpn+f, ¥ neN.

Destas duas ultimas equacdes e o Teorema do Valor Médio, para cada coorde-
nada escalar, obtemos:

(V2 + Klg) [, 1 —43) + B(@ns1 —Pn) + K(Pns1 —¢n)]
(~yV2 + Klg) " [-3ad2 (st —dn) + B(@ne1 —bn) + K(Pppq —bn)]
(~yV2 + Klg) " [-3ad+ Bly + Klgl($ne1 —$n),

Pni2—bny

de modo que,
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Ipnso—Pnetll < I(=yV2 +Klg) " (=8ad? + Bl + Klglldne1 —dnll < Mdpet —dnl,

onde {¢n} esta na linha entre ¢p € ¢, 1.
Disto obtemos

lpn—=¢1ll=llpn—dppq +...p2—P4ll

<lpn—ppqll+...+lPpo—P1l

<(1+1+..A72) [ po—p1

1
< m||(/’2_¢1 I

<r, vneN.

Portanto, temos

{¢n} < Br(1)-

Consequentemente de tal resultado e do teorema do ponto fixo de Banach, n6s
podemos inferir que {¢pn} é convergente, de modo que existe ¢q € Uq tal que ¢n — ¢y,
quando n— oo.

A conclusdo restante, 6J(¢g) =0, segue da continuidade das fungdes em ques-
tao. [ |

4.2 UM EXEMPLO NUMERICO

Nessa se¢do apresentamos um exemplo numérico relativo ao algoritmo previa-
mente desenvolvido.
Considere a equacéao do tipo Ginzburg-Landau definida por

—eu"+ud-u-1=0em[0,1]
com as condicbes de contorno
u(0)=0e u(1)=0.
Para tal caso, o algoritmo em questéao é resumido por

1. Escolha K>0, bio =1 e definan=1, u; =10, z;"so
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2. Calcule up, 1 solugéo da equagéo
—eUp 4 +Kup1—25—1=0, em [0,1]
com as condi¢des de contorno

Uny1(0) = upy1(1) =0.

3. Calcule
3
Zpoq=—Un 4 +Unp1+Kup,q.

4. Obtenha
b1 =llun—Up,1llco-

5. Se byo <107 ou n>500, pare, sendo n— n+1 e va para o item 2.

Sobre os resultados numéricos, para o caso em que € =0.1 e K =500 veja a
figura 1, para o caso em que ¢ =0.01 e K =15000 veja a figura 2. Mais exemplos
podem ser encontrados no livro Functional Analysis ( (BOTELHO, 2014)).

0.8

0.6

0.4

02r

0

0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 1 — Solucéo u(x) para e=0.1.

Observamos que quando € >0 é menor, isto é, e=0.01, a solugdo aproxima-se
do valor constante ~ 1.32 ao longo do dominio, o que € esperado, pois = 1.32 € uma
solucdo aproximada da equacédo u3—u—1=0.
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1.4

081

061 | \
’!

iy |

02 \

0 . . . . .
0 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 2 — Solucéo u(x) para € =0.01.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho desenvolvemos um principio de dualidade que, em certo sen-
tido, aplica e generaliza um importante resultado publicado por J.F. Toland em 1979
(TOLAND, 1979). Mais especificamente escrevemos a formulagao variacional das equa-
cbes de Ginzburg-Landau como uma diferenca entre dois funcionais convexos, o que
viabilizou a aplicagédo do resultado mencionado.

Estabelecemos principios de dualidade primeiramente para o caso real e sem
potencial magnético, o qual é mais simples e, num segundo passo, para 0 modelo
completo incluindo campo e potencial magnéticos.

Finalmente, nas ultimas sec¢des, com base em tais principios de dualidade,
desenvolvemos um algoritmo para a solucado numérica do problema.

Os resultados obtidos incluem a prova da convergéncia do método sob certas
hipoteses especificadas. Na ultima seg¢do apresentamos alguns resultados numéri-
cos para um problema real unidimensional correlato para ilustrar as aplicacées dos
resultados obtidos.
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