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Resumo

Este trabalho versa sobre o problema de Poincaré para folheagdes. Dada uma folheacao
definida em CP(2), esse problema consiste em determinar se € possivel limitar o grau de todas
as suas separatrizes pelo grau da folheac@o. Nesse texto exploramos o problema sob o ponto
de vista algébrico e geométrico, exibindo condi¢des necessdrias para a resposta positiva do
problema. Inicialmente apresentamos a solucdo do problema quando as separatrizes possuem
todas as singularidades do tipo nodal. Em seguida apresentamos a solucdo no caso em que as

singularidades da folhea¢@o sobre a separatriz sdo todas ndo dicriticas.

Palavras chave: Folheacgdes, Separatriz, Singularidades.



Abstract

This work deals with the Poincaré problem for foliations. Given a foliation defined in
CP(2), this problem consists in determining whether it is possible to limit the degree of all its
separatrices by the degree of foliation. In this text, we explore the problem from an algebraic and
geometric point of view, showing necessary conditions for the positive response of the problem.
Initially, we present the solution to the problem when the separatrix have all the singularities of
the nodal type. Then we present the solution in the case where the singularities of the foliation

on the separatrix are all non-dicritical.

Keywords: Foliations, Separatrix, Singularities.
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Introducao

O principal objetivo do trabalho € apresentar a demonstra¢do de dois resultados que
dizem respeito ao problema de Poincaré para folheacdes holomorfas em CP(2). Historicamente,
esse problema comeca em 1981, quando Poincaré publicou trés artigos tentando responder a
seguinte questio: "E possivel decidir se uma equacio diferencial algébrica em duas varidveis
¢ algebricamente integravel?" Nessa questdo, o termo "algebricamente integravel" significa

dizer que a equacdo possui uma integral primeira racional, e por equacdo diferencial algébrica

dy _ P(xy)
dx = Q(xy)

polindmios. Usando a terminologia da teoria de folheagGes, esse problema pode ser escrito de

estamos nos referindo a equacdes diferenciais definidas da forma onde P e Q sdo
uma forma moderna como: "E possivel decidir se uma folheagio holomorfa & no plano projetivo
complexo CP(2) possui uma primeira integral racional?". Poincaré observou que para resolver
esse problema basta achar um limite para o grau das folhas genéricas de ¥, e entdo chega-se na
formulagdo atual: "E possivel limitar o grau das separatrizes de uma folheacdo pelo seu grau?"

Esse problema, como formulado na dltima frase recebeu a atencdo de diversos matématicos
durante o século passado. De modo geral, a resposta € negativa.

Entretanto, se colocarmos condi¢des sobre a curva algébrica S que € invariante pela
folheagdo ¥, pode-se cotar o grau de S por . O Teorema que estabelece esse resultado é
apresentado aqui com base no estudo do artigo [6]: "Holomorphic foliations in CP(2) having
an invariant algebraic curve" publicado em 1991 por Dominique Cerveau e Alcides Lins Neto.
Nesse caso, as técnicas utilizadas sdo predominantemente algébricas.

O outro ponto de vista € quando coloca-se uma restricdao sobre a folheagao e nao mais
sobre a curva. Um resultado dessa forma foi enunciado e provado em 1994 no artigo de
Manuel Carnicer que se chama "The Poincaré problem in the non-dicritical case". A solugdo
desse problema também € apresentada nesse texto. Nesse caso, as técnicas empregadas sao
predominantemente geométricas.

O trabalho se divide em 7 capitulos. No capitulo 1 s@o apresentados os conceitos bédsicos
sobre teoria de folheagdes holomorfas. Foram provados apenas os resultados que ilustrassem
alguma técnica relevante para a compreensao do texto. O capitulo 2 trata de resultados sobre a
propriedade de divisao relativa estudada em [6]. No capitulo 3, temos a resposta para o problema
de poincaré dada por Cerveau e Alcides. O capitulo 4 € devotado a algumas aplicacdes dos
resultados dos capitulos 2 e 3. Os capitulos 5 e 6 s@o pré- requisitos para o capitulo 7. No capitulo
5, apresentamos resultados bdsicos sobre o processo de blow-up e singularidades de folheacoes.
O capitulo 7 versa sobre curvas generalizadas, um importante conceito pra a compreensao da
prova dada por Carnicer. Um estudo um pouco mais detalhado sobre curvas generalizadas pode
facilitar o entendimento da prova dada por M. Carnicer. No capitulo 7 temos finalmente essa

demonstracao.






1 Preliminares

Nesse capitulo, serao expostos alguns fatos bédsicos sobre folheacdes holomorfas. Tal
objeto consiste, de um certo modo, em uma particdo de uma variedade M em subvariedades
(imersas) de M. Em certos casos esse objeto pode ser representado por uma certa cole¢do
de 1-formas holomorfas ou campos de vetores. Daremos também a definicao de folheagdes
holomorfas singulares e enunciaremos resultados elementares para o texto. Grande parte dos

resultados € apresentada sem demonstragao.

1.1 Folheacoes Regulares

Definicao 1.1. Seja M uma variedade complexa de dimensdo m. Uma folheagcdo holomorfa
regular ¥ n-dimensional de M, é dada por um atlas maximal holomorfo {(U;, ¢;)} de M tal

que ¢;(U;) ¢ C" x C"™" onde os mapas de mudanga de coordenadas
¢jo¢7' 1 ¢i(UinU)) — ¢;(U; N U;)

sdo da forma

(x,y) — (gij(x,¥), hij(y)),x e U cC",y e C"™,

com g;j, h;j holomorfas.

Em todo esse texto, por uma variedade complexa entendemos uma variedade complexa
conexa.

Observamos que se A = {(U;, ¢;)} € um atlas satisfazendo a definicdo, entdo existe
um unico atlas maximal da forma acima. Assim, uma folheagao holomorfa regular € dada por
um atlas maximal do tipo acima. Note ainda que a fun¢do /;; dada acima €, na verdade, um

biholomorfismo.

Definicao 1.2. Seja ¥ uma folhecdo holomorfa de dimensdo n da variedade complexa M, de
dimensdo m. Fixe (U, ¢) uma carta da folheagcdo. Uma placa da folheagcdo é um conjunto da

forma ¢~ (V x {c}) onde V é um conjunto aberto conexo em C" e ¢ estd em C"™"

Sejam ¥ uma folheacdo de M e Uy, U, dois abertos coordenados de # tal que Uy NU, # 0.
Se Py é uma placa de U; e P, € uma placa de U, entdo ou essas placas coincidem na intersec¢ao
de U; e U, ou elas possuem interseccao vazia. De fato, suponha que a intersec¢do € nao
vazia. Entdo existe (xg, yg) € U; N U, de modo que (xg, yp) € P; N P,. Notando que P; é
da forma ¢! (V) x {c1}) e P> da forma ¢, (V> X {c2}), teremos que (x1,c1) = ¢;(x0,y0) €
(x2,¢2) = ¢2(x0, y0), com x; € V| e xp € V,. Utilizando a forma dos mapas de transi¢do dada na

defini¢do de folheacdo, obtém-se que ¢, = hj2(cy). Se (x,y) € Py, temos (x’,c1) = ¢(x,y), com
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(x,y) € Uy N Us. Note que ¢ 0 ¢, (x,y) = ¢a(x,y) = (g12(x, ¢1), hia(c1)) = (g12(x, 1), ¢2),
donde concluimos que Py N Uy N U, € P, NU;p N U;. Do mesmo modo, prova-se a inclusao
contréria.

Definimos agora uma relacdao de equivaléncia do seguinte modo: Dados p,q € M,
dizemos que p e g sdo equivalentes por ¥ se existe uma sequéncia finita Py, ..., P, de placas
de ¥ talque p € P;,q € P,e PN Piy; # Qparai =1,...,n — 1. Finalmente, dizemos que as
folhas da folheagao sao as classes de equivaléncia dadas pela relac@o anterior. Duas folheacdes
serdo ditas equivalentes (iguais) se elas possuem as mesmas folhas e seus respectivos atlas sao
compativeis.

E possivel mostrar que cada folha L de uma folheacio possui uma estrutura de variedade
complexa, chamado a estrutura intrinseca de L, de modo que a inclusdo candnicai : L — M
€ uma imersao (veja [1]). Assim, podemos também definir uma folheagdo como uma particao
de M por subvariedades imersas de L tal que para todo x € M existe uma vizinhanca U de
x biholomorfa a A" x A", tal que as folhas da particao intersectam U na folheacao trivial
{A" x y;y € A"}, Aqui, A denota o polidisco centrado na origem, isto é, um produto de discos

centrados na origem. Assim, tem-se a seginte defini¢dao equivalente de folheacao ([18]):

Definicao 1.3. Uma folheacdo holomorfa regular de dimensdo n de M é uma particdo ¥ de
M consistindo de subvariedades imersas disjuntas L C M com a seguinte propriedade: Para
cada x € M existe uma vizinhangca U de x e um biholomorfismo ¢ : U — A" X A", tal que
Vy € A" 7" existe L € F satisfazendo:

¢ '(A"xy) C L.

As subvariedadades imersas da definicdo sdo as folhas da folheagdo. Se p € M, o espaco
tangente de ¥ em p, denotado por T,F, € o espago tangente da subvariedade L em p tal que
p € L,ouseja, T, =T,L.

Construiremos agora exemplos e resultados basicos. Para isso precisaremos do seguinte

resultado:

Teorema 1.4. (Teorema da Submersdo Holomorfa) Seja M uma variedade complexa de dimensdo
m, U C M um dominioem M e f : U — C* uma submersao holomorfa. Entdo para todo ponto
p € U, existe uma vizinhang¢a U, de p, uma vizinhanga W de f(p), um dominio abertoV C cmk
e um mapa holomorfo g : U, — V tal que q — (g(q), f(q)) define um biholomorfismo de U,

para um subconjunto aberto de VX W.

Para a demonstragao veja [8]. O uso do teorema anterior nos conduzird a uma definicao
equivalente de folheagdo muito atrativa. Seja F uma folheacdo de dimensao n de uma variedade
complexa M. Definindo f; : U; —» C" ™" por f; = mpyo¢p;, onde 1y : C"x C"™" — C"" éa

projecao candnica, temos
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fi=mo¢;=mop;jop opi=mop;o¢;')od;=hijo(mo¢;)=hijo f

Assim, F é equipada com uma cobertura {U;} de M e submersdes f; : U; — C"™" tal
que para todo i, j existe um biholomorfismo #;; : C"™" — C"™" satisfazendo as relagdes de

cociclo:

fj = hijofi’ hii =id

Os f!s como acima sdo ditos mapas distinguidos de . Note que as folhas de ¥ sdo dadas
pelas colagens das componentes conexas das imagens inversas dos f;'s. De fato, basta notar que
uma placa é dada por ¢~ (V x {c}).

A reciproca do fato acima também ¢ valida. Seja (U;, f;) uma cobertura de M por
submersoes satisfazendo as condi¢des de cociclo. Para cada ponto p € U;, pelo teorema
da submersdo holomorfa, existe uma vizinhanga U;, C U de p tal que ¢;, = (gip, f;) € um
biholomorfismo entre U;;, e um subconjunto aberto V x W c C" x C"™™. Refinando {U;} para a
cobertura {U;,, }, temos um atlas {(U;,, ¢;,)} de M. Sejam (U;,, ¢ip) € (U4, ¢4) duas cartas
comU;, NUjy #0. Sez e U, NUj e (x,y) = ¢l._pl(z), ou seja, x = g;4(z) e y = fi(z). Entdo:

Ojq0 ¢l_p] (x,y) = ‘qu(z) = (gjq(Z)’hij(fi(Z))) = (gjq(‘Pip(xa)’)’ hij(y)),

e portanto o atlas define uma folheacdo. Essa discussao nos permite dar outra definicao de

folheacao:

Definicao 1.5. Uma folheagdo holomorfa regular de dimensdo n de M é uma colecdo (U;, f;) de
modo que {U;} é uma cobertura de M por abertos conexos e f; : Uy — C"™"" é uma submersdo

holomorfa satisfazendo as condigoes de cociclo.

Temos entdo trés maneiras equivalentes de definir uma folheacdo holomorfa regular.

Exemplo 1.6. Um primeiro exemplo de folheacio é considerar C" = CK x C" %, munido da
tnica carta ¢, , = (x,y), comx € Ck e y € C"*. Note que essa carta define uma folheacio de

dimensdo k e as folhas dessa folheagio sdo conjuntos da forma CK x {c¢}, com ¢ € C"7*, )

Exemplo 1.7. Sejam M e N variedades complexas de f : M — N uma submersdo. Se
dimM —dimN = k, onde 1 < k < m, entdo as subvariedades de dimensdo k da forma
f~1(z) # 0, onde z € N, sio as folhas de uma folheacio ¥ de dimensdo k de M. Para mostrar
isso basta adaptar as ideias descritas anteriormente. Neste caso, para todo p € M, temos
T, = Ker(df(p)), onde df (p) : T,M — Ty¢,)N. <
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Exemplo 1.8. (Folheacdes definidas por campos de vetores holomorfos)

Sejam M uma variedade complexa de dimensdo m e X um campo de vetores holomorfo
que ndo é identicamente nulo em M. Seja Sing(X) = {p € M; X(p) = 0} o conjunto singular
de X. Entdo X gera uma folheacdo de dimensao um no aberto U = M\ Sing(X). Esse fato segue

do seguinte teorema ([16]):

Teorema 1.9. (Fluxo Tubular) Seja M uma variedade complexa de dimensdo m e X um campo

de vetores holomorfo definido em M. Para todo p € M tal que X(p) # 0, existe um sistema de

coordenadas holomorfo (U, ¢ = (z1,...,zm)), ondep € U, ¢ : U — ¢(U) = AXxB c CxC"!
g

e no qual X = ai“. Ou seja, X é biholomorficamente conjugado a 3o

Agora, como as trajetérias de X sdo as solucdes da equacao diferencial % = X(z(1)),e
Xly = a%, vemos que as trajetérias de X em U sdo da forma ¢~ (A x {w}) com w € B. Assim,
da definicdo 1.1, obtemos uma folheacdao de dimensao um cujas folhas sdo as trajetdrias de X.

Observe agora que se U é um aberto com U N U # 0, admitindo a existéncia de um campo
holomorfo ndo singular X que satisfaz X|;~5 = f Xy g, onde f : UN U — C* é uma fungdo
holomorfa que ndo se anula. Entdo X e X induzem a mesma folheagdo em U N U.

Observamos por fim que uma folheagao de dimensdo um € dada localmente por campos de
vetores nao singulares. De fato, para cada aberto trivializador U;, tome o campo X; = d (gbl._l) (a%) ,
onde (z1, (z2,...,2Zm)) sdo coordenadas de C X C™ !, Nesse caso, existem fun¢des holomorfas
fijtalque se U; N U; # 0, entdo fi; : U;NU; — C* sdo tais que X; = f;; X;. Concluimos entdo
esse exemplo com o seguinte resultado:
Proposicao 1.10. Sejam M uma variedade complexa de dimensdo m > 2 e ¥ uma folheagdo

holomorfa regular de dimensdao um em M. Entdo existem colecoes (U;, X;)ica € fungoes

holomorfas que ndo se anulam f;; : Uy N U; — C* tais que:

(i). (Uj)ica € uma cobertura de M por abertos.

(ii). X; é um campo de vetores holomorfo em U; que ndo se anula em nenhum ponto.
(iii). EmU; N U; # 0, temos X; = f;; X;.

(iv). Se p € U;, entao T,F = C.X;(p) é o subespago de T,M gerado por X;(p).

Reciprocamente, dada uma colecdo (U;, X;)ica do tipo acima, entdo essa colecdo define

uma folheacdo de M.

Exemplo 1.11. (Folhea¢des dadas por 1-formas holomorfas)

Sejam M uma variedade complexa e U C M aberto. Seja w uma 1-forma holomorfa em
U e seja Sing(w) = {p € U, w(p) = 0} seu conjunto singular. Dizemos que w é integravel se
existe uma folheacdo ¥ ndo sigular de codimensdo um em U\Sing(w) tal que T, coincide com
o nicleo de w(p) para todo p € U\Sing(w), ou seja, T, = Ker(w(p)).

O seguinte teorema nos d4 uma nocao equivalente de 1-formas integraveis ([1]):
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Teorema 1.12. (Frobenius) Nas condigoes acima, w é integrdvel se, e somente se, wAdw = 0

E comum dizermos que a folheacdo F ¢ definida pela equagio diferencial w = 0 e que as
folhas de # sdo as subvariedades integrais dessa equagao.

Observamos que se U;, U; C M sdo abertos com U; N U; # 0 e w;,w; sdo 1-formas
holomorfas integrdveis em U; e U, respectivamente, entdo elas geram a mesma folheagdo em
U; N U; se e somente se existe g;; : U; N U;\(Sing(w;) U Sing(w;)) — C* tal que w; = g;jw;
no conjunto acima.

Como no caso de campos de vetores, dada uma folheagdo ¥ e uma carta trivializadora

(Ui, ¢i = (21,-..,2m)), defina w; = ¢} dz,. Finalizamos esse exemplo com o resultado:

Proposicao 1.13. Sejam M uma variedade complexa de dimensdo m > 2 e ¥ uma folheagdo
holomorfa regular de codimensdo um em M. Entdo existem colecoes (U;, w;)ica € fungoes

holomorfas que ndo se anulam f;; : Uy N U; — C* tais que:

(i). (Uj)ica € uma cobertura de M por abertos.

(ii). w; é uma 1-forma holomorfa integravel em U; que ndo se anula em nenhum ponto.
(iii). EmU; N U; # 0, temos wj = fijw;.

(iv). Se p € U;, entdo T,F = Ker(w;(p)).

Exemplo 1.14. (Pullback de uma folheacao)
Seja f : M — N é uma funcdo holomorfa entre duas variedades complexas. Dizemos

que f € transversa a uma subvariedade S C N se para todo p € M tal que f(p) € S temos
df (p) . TyM +Trp)S = Tr(,)N.

Se F € uma folheacdo definida em N, dizemos que f € transversa a F se f € transversa a
toda folha de #. Assim, seja ¥ uma folheagdo definida em N e f transversa a . Afirmamos que
existe uma tnica folheacdo em M denotada por f*(¥) de codimensao cod(f*(F)) = cod(F) =k
cujas folhas sdo as componentes conexas dos conjuntos f~'(L), onde L é uma folha de . De fato,
seja (U;, g;) uma colecdo de mapas distinguidos que define 7, onde g; : U; — CF e gj = hijgi
em U; N U; # 0. Definal; = g;o f : f~'(U;) — C*. Mostraremos que a colegio (f~'(U;), ;)
define uma folheagdo em M. Note que f~1(U;) N f~1(U;) # 0 se e somente se U; N U; # 0.
Além disso, em f~1(U;) N f~1(U;) # O temos [; = g;o f = hjjo fio f =hijo(fio f) = hijol,.
Resta mostrar que /; é de fato uma submersao. Isso segue da condicdo de transversalidade. Como

f étransversaa F, se p € U;, e g = f(p), entdo:

T,N = T, + df (p).T,M.
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Aplicando dg;(q) : T,N — C* a ambos os lados e usando a regra da cadeia, obtemos

C* = dgi(q).T;N = dgi(q).T,(F) +d(g;i o f).T,M.

Como f € constante em cada placa de ¥ em U; que passa por g, temos df (q).T,F = {0}, isto &,
gi o f é uma submersdo. Segue entdo que a folheacdo f*(F) € bem definida. f*(¥) é chamada
o pullback de ¥ por f. <

1.2 Folheacoes Holomorfas Singulares

Nem toda variedade complexa pode ser folheada. Por exemplo, é um fato conhecido que
0 espago projetivo complexo CP(n) nao possui folheagdes holomorfas regulares de dimensao
k, 1 < k < n. Para uma prova desse fato, no caso de codimensao um, veja [14]. Em particular
CP(2) nao pode ser folheado.

Tendo em vista esse ultimo fato e levando em conta os exemplos apresentados na se¢ao

anterior, torna-se natural a seguinte definicdo:

Definicao 1.15. Uma folheacdo holomorfa singular de codimensdo um numa variedade complexa
M é dada por uma cobertura (U;);e; de M por abertos conexos e por colecoes (w;);es e fungcoes

(8ij), 8ij 1 Uij =U;NnU; — C, tais que:
(i). w; é uma 1-forma holomorfa integravel (w;Adw; = 0 em U;) ndo identicamente nula.
(ii). Se U;; # 0, entdo w; = g;jw; em Uj;.

(iii). Se W = U;¢;Sing(w;), entdo Cod(W) > 2.

Se Sing(w;) = {p € U;;w;(p) = 0} entdo a condi¢do (ii) da defini¢do nos diz que
Sing(w;)NU;; = Sing(w;)NU;;. Definimos o conjunto singular de F por Sing (F) = U;Sing(w;).
O conjunto Sing(F) é um subconjunto analitico de M. Com efeito, dado p € U;, tomamos
uma carta local (V,¢ = (z1,...,2m)), com p € V. Nesta carta w;ly = ZTZI fi(z)dz; e
Sing(F)NnV ={fi =--- = fu = 0}, portanto Sing(F) é localmente definido por equacdes
analiticas, logo € analitico.

Desta maneira, uma folheacdo singular de codimensao um € definida localmente por
1-formas holomorfas integraveis com uma condi¢@o de compatibilidade w; = g;;w; na intersec¢ao
dos abertos onde as formas estao definidas, chamada condicao de colagem. De fato, observe que
esta condicdo faz com que as curvas tangentes de w; € w; se "colem" em U;;.

Quando restrita a V = M\Sing(F), a colegao como dada na definicdo 1.15 define uma

folheac@o holomorfa regular ' de codimensdo um em V. As folhas de # sdo por defini¢do as
folhas de " em M\Sing(F).
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Diremos que duas folheacdes de codimensdo um ¥ e ¥, sdo iguais se Sing(F) =
Sing(9) e as folheagdes que elas induzem no complemento de seus conjuntos singulares também
coincidem.

Analisaremos agora a importancia de impor que CodSing(¥) > 2. Considere o exemplo:

Exemplo 1.16. Sejam ¥ e ¥, folheacdes definidas em C? definidas pelas 1-formas w, =
d(z%) = 2z1dz1 e wy = d(z?) = 3zfdzl. Elas possuem o mesmo conjunto singular (de
codimensdo um) e as folhas de ambas sdo as hipersuperficies z; = ¢, ¢ # 0. Porém, ndo existe
fun¢do holomorfa que nunca se anula tal que uma seja miltipla da outra. (Note: w; = %zlwl e

%zl se anula em (z; = 0)). <

De todo modo, caso ndo exigissemos esse fato na defini¢ao, temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.17. Seja F uma folheacdo de codimensdao um na variedade complexa M tal que
Sing (F) tenha codimensdo um. Entdo existe uma folheacdo G de codimensdo um em M tal que
CodSing(G) > 2 e G coincide com F em M\Sing(F).

Isso ocorre pois dado um germe de forma w, dizer que seu conjunto singular tem
codimensdo menor ou igual a um equivale a dizer que as componentes de w na representacao
local tem fatores em comum. A prova dada em [16] consiste em fatorar essas representagcdes
locais, eliminando os fatores em comum das componentes.

Define-se também o conceito de folheagdo holomorfa singular de dimensdo um da mesma
forma que folheacoes de codimensao um, "trocando-se" as 1-formas na definicao por campos
vetoriais holomorfos satisfazendo a condi¢@o de colagem X; = f;;X; na intersec¢io dos abertos
U;NU; # 0 (onde definidos). Toda a discussio feita para folheagdes de codimensdo um se
adapta naturalmente para folheacdes de dimensao um. Quando definimos algum conceito para
folheagdes de codimensao um, a menos que mencionado o contrério, a defini¢do serd de uma
forma natural modificada para folheacdes de dimensao um e vice-versa.

Quando se estuda folheacdes singulares, é de muito interesse estudar o comportamento
de uma folheacdo em torno da singularidade. Logo, do mesmo modo que falamos de germes de
funcdes holomorfas, falamos naturalmente de germes de formas holomorfas, campos holomorfos,
e portanto de germe de folheagdo em um ponto.

Antes de prosseguirmos enunciaremos alguns resultados que serdo utilizados nos capitulos

posteriores. Iniciamos pelo seguinte:

Teorema 1.18. (Remmert-Stein). Seja M uma variedade complexa e A C M um subconjunto
analitico de M, de codimensdo > 2. Se f é uma funcdo holomorfa definida em M\ A, entdo f se

estende para uma fungdo holomorfa F em M, isto é, F|yna = f.

O mesmo resultado vale trocando-se a palavra holomorfa por meromorfa no teorema
acima (Teorema de Levi). A prova do Teorema 1.18 (e também do Teorema de Levi) pode ser

vista em [12].
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Proposicao 1.19. Sejam w; e w; duas formas diferenciais holomorfas definidas em um polidisco

A(zop;r) € C". Escreva w = Z;f:] ajdzj. Se CodSing(w1) > 2, sdo equivalentes:
(i) w1 Awy=0
(ii). Existe h € Ocn(A(z0;7)) tal que wy = hw

Demonstragdo. (ii) = (i). E claro que se wy = hwi, entdo w; A wy = 0.

(i) = (ii). Escreva wy = Z?:1 bjdz;. Temos:

n
wANwy =0 Za,-bjdzi/\dzj :O@Gibj—ajbiZO,Vi,j: 1,---n
i,j=1

Note que fixando z € A(zo;7)\Sing(w1), existe um inteiro 1 < i < n tal que a;(z) # 0.
Pela continuidade desse a;, podemos tomar uma vizinhanga de z de modo que a; nunca se anula.

Nessa vizinhanga, denotada por U;, definimos:

Note que #; | unu; = hj |Uiji . Assim, ficabem definida a fungc@o holomorfa hem A(zg; r)\Sing(w),
de modo que h|y, = h;. Usando o teorema de Remmert-Stein, podemos estender essa fungdo h
para uma fung¢do em todo o polidisco, também denotada por 4, de modo que # € Ocn (A(zo;7))

e, por constru¢do, wy = hwi, cOMoO queriamos. [ ]

E claro que este resultado vale em uma variedade complexa localmente, isto é, a nivel de
germe. Vemos portanto que se o conjunto singular de uma folheacdo tem codimensdo maior ou
igual a 2, temos w; A w; =0, Vi, j.

Existe uma generalizagdo da proposicdo 1.19. Enunciamos aqui diretamente na forma
como utilizaremos no texto. Para mais detalhes e demonstracdo veja [17], ou mesmo o capitulo 5
de [4].

Teorema 1.20. (Divisdo de Rham-Saito) Seja w um germe de 1-forma holomorfa de C" (n > 2)
e B um germe de k-forma tal que wAB = 0. Se k < CodSing(w), existe um germe 6 de
(k — 1)-forma tal que

B =wAb

Em particular, quando w possui singularidades isoladas, o teorema se aplica a toda forma
de grau menor ou igual an — 1.
O resultado seguinte mostra que se M € uma superficie complexa, as no¢des de folheacao

de dimensao ou codimensao um Sao as mesmas.

Proposicao 1.21. Seja M uma superficie complexa. Entdo dada uma cole¢cdo de campos
holomorfos satisfazendo a condigcdo de colagem, existe uma colegdo de 1-formas satisfazendo a

condicdo de colagem e vice-versa.



17

Demonstragdo. Seja {X;}, {U;} e {gi;} cole¢do de campos holomorfos saisfazendo a condi¢do
de colagem. A menos de um refinamento da cobertura {U;}, podeos supor que U; € dominio de
uma carta local ¢; : U; — C?. Para cada i podemos escrever ¢; = (x;, y;) € X; = a,-a% + biaiy,-'
Consideramos a 1-forma dual de X; definida por w; = iy, (dx;Adu;) = a;dy; — b;dx;. Segue que
se X; = gi; X;, entdo w; = g;;.det;;, sendo det;; o determinante da jacobiana da mudanca de

coordenadas ¢; o ¢I.—1. A reciproca segue de modo andlogo. [

Deixamos aqui alguns comentdrios superficiais sobre o problema de Cousin. Seja M uma
variedade complexa e {U; };c; uma cobertura de abertos que sdo imagens de polidiscos de C"
pelas cartas de M. Um cociclo de fun¢des holomorfas em M é dado por uma cole¢do de fungdes

holomorfas h;; € Oy (U; N Uy) satisfazendo:

hjk+hkl+hlj =0; hjk+hkj =0

em U; NU; N Uy e U; N Uy, respectivamente. Dizemos que o cociclo {4} é um cobordo se é

possivel encontrar funcdes h; definidas nos abertos U; de modo que
hjk = hjju;nve = Pku,nu, -

Esse é o problema aditivo ou primeiro problema de Cousin. Enunciamos abaixo o

Teorema de Cartan da forma como serd utilizado nesse texto e cuja prova pode ser vista em [8].

Teorema 1.22. Seja {U;} uma cobertura de abertos de C"\{0} com n > 3 ou de C" comn > 1.

Entdo todo cociclo é um cobordo.

De modo andlogo, podemos considerar o problema de Cousin multiplicativo ou segundo
problema de Cousin, que trata de decidir se todo cociclo é um cobordo no caso multiplicativo.
A préxima proposi¢ao caracteriza completamente folheagdes definidas em C" e nos

fornece um exemplo do uso do Teorema de Cartan.

Proposicao 1.23. Uma folheacdo F em C" é definida por uma 1-forma integravel global.

Demonstragdo. Seja ¥ uma folheagdo em C" e {(U;,w;)} um sistema que define #. Na
interseccdo U; N Uy # (0, a condic@o de colagem nos diz que w; = hjrwy, onde hj; € Ocn. Note
que se U; N U NU; # 0, teremos em Uy N U; que wy = hyjw; € também w; = h;jw;. Unindo
esses fatos, segue que w; = hjrwi = hjhihjjw;. Segue entdo que hjihgh;; = 1. E claro que
hjxhi; = 1. Portanto o problema de Cousin € satisfeito. Entdo, segue que & = hi/h;. Defina

agora a forma global w que definird # pondo w|y, = hjw;. [

1.3 Separatrizes

Seja f uma fun¢do holomorfa definida em uma variedade complexa M, f : M — C.

Dado p € M, tomamos uma carta local ¢ = (z1, ..., zZm), em torno de p, de modo que ¢(p) = 0.
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A expansdo de Taylor de f em p € dada, nessas coordenadas, por

fod  ziovzm) = frlztse s zm) + fra1 (s e e s Zm) + ...

onde cada f; € um polindmio homogéneo de grau i e f, # 0. Chamamos o inteiro ndo negativo
v de multiplicidade de f em p, v, f = v. Um célculo direto mostra que a defini¢ido independe
da carta local escolhida. Note que f ndo se anula em p se e somente se v = 0. Assim, se
¢ uma folheacdo de codimensao um definida em M, definimos a multiplicidade algébrica ou
simplesmente multiplicidade de ¥ em p, denotada por v, tomando um germe de 1-forma w que
representa ¥ em p, w = 37", fidz;, e colocando v, (F) = min(v, fi, ..., v, fn). Observamos

que v, (F) # 0 se, e somente se, p € Sing(F).

Definicao 1.24. Seja ¥ uma folheagdo de codimensdo um em uma variedade complexa M. Se
p € Sing(F), uma separatriz em p é um germe de conjunto analitico H contendo p de modo

que H\Sing(F) é, localmente, uma reunido de folhas de F.

Claramente se H é uma separatriz de ¥, entdo H deve ter codimensdo um. Se f é uma
equacdo local e redutivel de H, mediante uma aplicagao do Teorema dos Zeros de Hilbert-Riickert
([12]), H é separatriz de ¥ se e somente se dado um gerador local w de F em p, temos que f

divide wAdf, isto é, existe um germe de 2-forma holomorfa 7, tal que

wAdf = fn.

Exemplo 1.25. Seja w = pydx + gxdy, onde p e g sdo naturais. Entdo a folheacdo dada por
w = 0 tem separatrizes na singularidade (0, 0) dadas por x = 0 e y = 0. Para ver isso, basta
observar que w A dx = x(—qgdxAdy) e wAdy = y(pdxAdy). <

Exemplo 1.26. Se w = pxdy — gydx, onde p, g sdo naturais relativamente primos, existe uma
infinidade de separatrizes contendo a singularidade (0,0) da forma f = y” — cx? = 0, onde
¢ € C". De fato, basta notar que wAdf = f(—pgdxAdy) <

O Teorema de Camacho-Sad (para uma prova veja, por exemplo, [4]) afirma que se p é
uma singularidade de uma folheagao definida em uma superficie complexa, entdo existe uma

separatriz passando por p.

1.4 Folheacoes no Espaco projetivo

Caracterizaremos agora as folheacdes singulares definidas em espagos projetivos.
Seja M uma variedade complexa. Uma 1-forma meromorfa w em M se diz integravel se
e somente se satisfaz wAdw = 0. Denotamos por |w|« 0 conjunto de pélos de w. Note que w é

integravel e holomorfa quando restrita ao aberto M\ |w|w, onde Sing(w) é o conjunto de zeros
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de w. Dizemos que uma folheagdo de codimensao um ¥ em uma variedade M pode ser definida
por 1-formas meromorfas se para todo ponto p € M existe uma 1-forma meromorfa integravel w

em M tal que p ¢ |w|w € w define F em M\ |w|c.

Exemplo 1.27. Nesse exemplo, veremos como estender uma folheagio definida em C" para uma
folheagao em CP(n).

Seja w = Z;le fi(2)dz; uma 1-forma holomorfa integrdvel definida em C", n > 2, com

f1, .., fu polindmios. Como CodSing(w) > 2, entdo fi, ..., f, ndo possuem fator irredutivel
em comum. Identificamos C" com a carta afim U, = {[z] = [z0,...,2:] € CP(n);z, # 0}.
O hiperplano no infinito é dado por H = {[z] = [z0,...,2x];2: = 0}. Fixamos z € H,
z=[x1: -1 x,: 0] tal que por exemplo, x; # 0, ou seja, z € Up. A mudancga de cartas

¢:Uy—> U, é[z] =0[1:x]= [xl,, xi,,] Logo, a expressao de w na carta Uy é dada por

vomnfn)el) 2ol

Como os f; sdo polindmios, a 1-forma acima é meromorfa, sendo [¢*w|w = {x, = 0}. Podemos
entdo escrever ¢*(w) = ;#,‘j, onde wy possui coeficientes polinomiais (em particular € holomorfa).
n

A forma wy € integrdvel, pois sendo w integrdvel, obtemos:

wo dwoxﬁ — kxk 1w,

n

e portanto dwoAwg = 0. Assim a 1-forma wq define uma folheacao que estende ¥ a H N U).
Procedendo de maneira andloga, obtemos formas integrdveis w; cujas folhea¢bes associadas

estendem ¥ a uma folheacdo G de CP(n). <

Com argumento similar ao do exemplo anterior mostra-se que folheacdes definidas por
campos de vetores polinomias em C" se estendem a folheagdes em CP(n) ([16]).

Denotaremos por E(x) = x| 6% +--+ x”%, o campo radial definido em C".

Lema 1.28. Seja w uma 1-forma polinomial homogénea de grau k definida em C" e tal que

ig(w) = 0. Nessas condicoes, ip(dw) = (k + 1)w.

Demonstragdo. Seja w = Z’}:l fijdzj, onde os f; sio homogéneos, todos de grau k. Note que
ig(w) = Z;zl fixj =0. Logo,

d(ig(w)) = an (Zn: %dxi) xXj+ an fidx;.
i =1

j=1 \i=1
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Note que dw = 3, ( " 6‘—f’:dx,-) Adx e portanto,

i=1 0x;
ip(dw) —ZZ 8fjx,dx] ZZ 0x1xjdxl (1.1)
J=1i= j=1 i=
Note que )
d(zE(w))—ZZa—] x,+ZZf]6xjdx,
J=1i= j=1 i=1
ou seja,

d(ip(w)) = a—’ dx; +Zf]dx] (1.2)
=11

Usando a relac@o de Euler em 1.1, e somdando 1.1 com 1.2, obtemos

ip(dw) +d(ig(w)) = (k+1) Z fidx;.

j=1
Porém, ip(w) = 0. Logo, ip(dw) = (k + 1) w. [

Teorema 1.29. Seja F uma folheacdo holomorfa singular de codimensdo um em CP(n), n > 2.

Entdao F pode ser representada em coordenadas homogéneas por uma 1-forma polinomial

n
W= Ajdz
j=0

onde os polindomios A sdo homogéneos e satisfazem a condigdo de Euler

n
2, =
/=0

Demonstracéo. Seja r : C"*1\{0} — CP(n) a projecio de um ponto em sua classe. Como 7 é

integravel em C™*!

uma submersio, entdo 7% € uma folheacao de codimensiao um definida em C"1\{0}. Como
n+1 > 3, o Teorema de Cartan nos permite definir 7*% por uma 1-forma global, digamos W,
em C"1\{0}. Pelo Teorema de Hartogs, podemos estender W para uma 1-forma holomorfa,
ainda denotada por W, definida em C"*!. Mostraremos agora a homogeneidade de W. Escreva a
expansao de Taylor de W como

W=W,+W, 1 +...

tal que W = hW,. Se E €

o campo radial, afirmamos que ig (W) = 0. De fato, F € dada localmente por 1-formas 7;

Para concluir a prova basta mostrarmos que existe h € OE:

n+1

em CP(n). Consideramos a carta (Uy, ¢9). Note que se, por exemplo, temos 7 definida

em Up, entdo em 7~ !(Up) temos W dada por W = n*5. Na carta (U, ¢o), 7 é dada por
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¢o o (20, -.>2n) = (;—(1), e i—:’)) Entdo se n = a;dZ] + - - - + a,dZ,, temos nessa carta que

n'n =a, (idzl - %dzO )+- <+ ap (ldzn - Z—;dzo)
20 5 20 25
e portanto, ig (7*n) = 0. Repetindo o argumento nas outras cartas, obteremos ig (W) = 0.
Note que WAAW =0 = ig(WAdW) = 0 = WAig(dW) = 0. O lema de divisao de
Rham-Saito, nos d4 4 € O*(C™) tal que iz (dW) = hW. Como cada W; € homogéneo de grau
J,temos ip (dW;) = (j + 1)W;. Assim, temos

AW=w+1)W, + (v+2)Wy 1 +....

usando a expansdo de & em Taylor e igualando termos de mesma ordem, obtém-se que

W; = h;._ , Wy, onde os h;._ , 880 homogeéneos de grau j — v. Entdo segue que

W=[1+ > 0, |W, =W,

j=2v+l

Assim, a folheacdo € dada pela 1-forma homogénea de grau v, W,.. Por fim, note que ig(W) =0

nos dé a condicao de Euler. [

Observe que dado W como no enunciado do teorema 1.29, considerando CP(n) dado
pelas cartas U; = {(z0,...,21);2; = 1}, e dada a imersdo canonica i; de U; em C”“, se
wj= i;‘.W, entdo as formas w; se colam definindo uma folheagdo em CP(n). Identificando C"
com a carta U,, tomando W como no anteriormente e pondo z, = 1, obtemos uma 1-forma
polinomial definida em C".

Note também que a palavra "singular" que aparece no enunciado do Teorema 1.29 poderia,
a priori, ser retirada. Porém, como afirmamos antes, ndo existe folheacao regular definida em

CP(n). Para CP(2) esse fato segue como corolario do Teorema 1.29.

Corolario 1.30. Seja ¥ uma folheacdo definida em CP(2). Se F ndo possui singularidades
nos pontos tais que z = 0, entdo F possui singularidades nos pontos onde 7 = 1. Assim, toda

folheagdo de CP(2) possui singularidades.

Demonstracdo. Pelo Teorema de Bézout os polindmios A e B t€m um ndmero finito de
zeros comuns. Seja p = (xg, yo,z0) um ponto tal que A(p) = B(p) = 0. Assim, como
x0A(p) + yoB(p) + z0C(p) = 0 temos que se zg # 0 entdo C(p) = 0, e assim temos uma
singularidade onde z = 1. Se zo = 0, isto é, se p € L, entdo basta aplicar uma transformacao

projetiva de modo que p ¢ Lo, e assim podemos usar 0 mesmo raciocinio de antes. [

Nas condigdes do Teorema 1.29, se ¥ é uma folheagdo definida em CP(n) e k+1 é o grau

da 1-forma W, dizemos que k € o grau de ¥. Denotamos por ¥ (n, k) o conjunto das folhea¢des
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holomorfas de codimensdo um e grau k definidas em CP(n). Note que o conjunto ¥ (n, k)
pode ser visto como o conjunto de 1-formas homogéneas W de grau k + 1 que satisfazem as
condicoes ig (W) =0e WAdW = 0. A primeira condi¢ao é uma condicdo linear nos coeficientes
de W e a segunda condicao é quadratica. Desse modo, tomando-se o projetivizado do conjunto
acima, obtém-se ¥ (n, k) que portanto tem uma estrutura natural de conjunto algébrico. Para
mais detalhes sobre esse fato veja, por exemplo, [16].

Daremos agora a definicdo geométrica de grau de uma folheacdo em CP(2). Seja
L c CP(2) uma linha projetiva que nio € invariante pela folheacdo . Dizemos que p € L é um
ponto de tangéncia de ¥ com L, se p € Sing(F) ou p ¢ Sing(F) e os espacos tangentes de F e
L coincidem. Esse fato pode ser expresso da seguinte forma: tome um sistema de coordenadas
afins (x,y) de CP(2). Seja w = P(x,y)dx + Q(x, y)dy um representante de ¥ e suponha que
L N C? seja parametrizada por ¢(t) = (xq + at, yo + bt) onde p = ¢(1;). Nesse caso, como L
ndo € invariante por ¥, temos ¢*w # 0 e vemos que p € um ponto de tangéncia se, e somente se,

¢*w(t) = 0 quando t = 1. A relacdo ¢*w(r) = 0 pode ser escrita como

P(p(1).a+Q(¢(1)).b = 0.

Assim, p é um ponto de tangéncia se, e somente se, ¢ é raiz do polinomio P(¢(t)).a+Q(¢(1)).b =
h(t). A multiplicidade de tangéncia de ¥ com L em p é a multiplicidade de #; como uma raiz de
h. Denotaremos esse nimero por m(¥, L, p). Como € de se esperar, m(F, L, p) ndo depende da

parametrizacdo de L N C2. Definimos o nimero total de tangéncia de ¥ com L como

n(F,L)= ) m(F,L,p)

pEeL

convencionando que n(¥, L, p) = 0 se p ndo € um ponto de tangéncia. O teorema seguinte nos

conduz a definicao de grau de uma folheacao:

Teorema 1.31. O niimero n(F, L) independe de L, sendo L uma reta projetiva ndo invariante

por F.

De forma bastante natural e esperada, definimos o grau da folheacdo ¥ por n(¥F, L),
tomando alguma reta L.

O teorema a seguir dd um método de cdlculo do grau de uma folheacao.

Teorema 1.32. Seja F uma folheacdo holomorfa em CP(2) expressa em coordenadas afins
por P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0, onde d = max(grau(Q), grau(P)). Entdo grau(¥) = d ou
grau(¥F) =d — 1. Se Py e Q4 sdo as partes homogéneas de grau d, respectivamente, de P e Q,

entdo, sdo equivalentes:
(i) grau(¥) =d;

(ii) xPa(x,y) +yQu(x,y) #0;
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(iii) A reta no infinito ndo é invariante por F.

A demonstracdo dos Teoremas 1.31 e 1.32 podem ser vistas em [15]. Usando as cartas do

plano projetivo complexo e o Teorema 1.32, obtém-se a equivaléncia das duas definicdes de grau.

Exemplo 1.33. Seja ¥ a folheagdo definida em coordenadas afins por axdy — bydx = 0 onde
a, b # 0 sdo nimeros complexos nao nulos. Temos que grau(¥) =0sea =b, e grau(¥) =1
sea # b. <

O préximo exemplo classifica completamente folheagdes de grau zero.

Exemplo 1.34. (Folheagdes de grau zero)

Considere P e Q polindmios homogéneos de grau um definidos em C"*!, linearmente
independentes. Notamos que a forma Q = PdQ — QdP define, em coordenadas homogéneas,
uma folheagdo de grau zero em CP(n). De fato, tomando a carta afim Q = 1, temos a 1-forma
w =dl, onde | = P calculado em Q = 1. O fato de P e Q serem linearmente independentes
implica que d! é uma 1-forma com coeficientes constantes em C".

Toda folheacdao de grau zero € do tipo acima. Seja ¥ representada em coordenadas
homogéneas pela 1-forma €, tal que QAdQ = 0. Note que d€2 possui coeficientes constantes, pois
Q possui grau um. Afirmamos que existem 1-formas «, S holomorfas e com coeficientes constantes
tais que dQ = aAB. Para mostrar isso, seja a = i,(i,(dQ)), com u e v vetores constantes
escolhidos de modo que a é um complexo ndo nulo. Note que dQAdQ = d(QAIQ) = 0.
Portanto,

0 = i, (dQAdQ) = 2i,(dQ)AdQ =
0 = iy (i, (AQ)AQ) = iy (iy (dQ))dQ — i, (dQ) Aiy (dQ)

= dQ = aAf
onde a = a™'i,(dQ) e 8 = i,,(dQ). Como a e 8 tém coeficientes constantes (sio fechadas em

C"), existem polindmios de grau um P e Q tais que @ = dP e 8 = dQ. Segue entdo que
2Q =ipdQ =ig(dPAdQ) = ig(dP)dQ — ir(Q)dP = PdQ — QdP,
como queriamos mostrar. <

Denote por £ (n, k) o conjunto dos polindmios homogéneos de grau k em C". O que o

exemplo anterior mostra € que o espaco ¥ (n, 0) é parametrizado pela funcéo:

(P,0) e P(n+1,1) x P(n+1,1) = [PdQ — QdP] € P (A (n))

Por fim, observamos que sendo P e Q linearmente independentes, podemos tomar uma
transformacao linear 7', que associa no espago dos polindmios (homogéneos) P ao polindmio x e

Q ao polindmio y, de modo que dada uma folheagdo  em F(n, 0), podemos mudar o sistema de
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coordenadas por T a fim de que ¥ seja dada pela 1-forma w = xdy — ydx. A folheacdo gerada

por w € chamada de folheacao radial.
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2 Divisao Relativa e Lema de Noether

Nesse capitulo, desenvolveremos uma técnica que serd utilizada posteriormente para
resolver o problema de Poincaré, quando pomos uma restricao na separatriz, pedindo que esta
tenha singularidades do tipo nodal.

Lembramos que se S é uma curva algébrica S ¢ CP(2) e p € S é uma singularidade de
S, dizemos que p € do tipo nodal, ou com cruzamento normal, se em torno de uma vizinhanga de
P, existe um sistema de coordenadas local em que o polondmio homogéneo que define S € dado
por f = xy. Isso é equivalente a dizer que existem dois ramos suaves de curva passando por p.

Seja ¥ uma folheacdo holomorfa singular de codimensao um em CP(2), dada em
coordenadas homogéneas pela 1-forma w = Pdx + Qdy + Rdz, onde P, Q e R sdo polindmios
homogéneos de mesmo grau. Seja S uma curva algébrica em CP(2) dada por S = {f = 0},
onde f € um polindmio homogéneo. Neste capitulo, vamos supor que f € reduzido, isto €, sua
decomposi¢ao em fatores primos ndo contém fatores com poténcias > 2, e que ¥ tenha S como

separatriz. Nessas condi¢des, damos a seguinte defini¢do:

Definicao 2.1. Dizemos que w tem a propriedade de divisdo relativa (PDR) com relagcdo a f se
pudermos escrever w = gdf + fu, com g polinomio homogéneo e u uma 1-forma holomorfa.
Dizemos que w tem a propriedade de divisdo relativa (PDR) no ponto p com relacdo a f, se
existem germes g, e |1, tais que w, = gpdf + fu,. Dizemos que w tem PDR localmente com
relacdo a f se satisfaz PDR em todos os pontos de C>\{0}.

No primeiro caso da definicdo acima, dizemos também que w tem PDR global com
relacdo a f. Se algum dos itens da definicdo for satisfeito, também dizemos que a folheagdo tem
PDR em relagdo a f.

Notamos que se uma folheagao é dada em coordenadas afins e satisfaz PDR nesse sistema

de coordenadas, entdo o projetivizado dessa folheagdo também satisfard esta propriedade.

Exemplo 2.2. Considere uma folheacdo representada em coordenadas homogéneas pela 1-forma
w tendo areta z = 0 como separatriz. Nesse caso, w pode ser escritacomo w = zadx+zBdy+ydz,
onde a, B e y sdao holomorfas.Tomando g =y e u = adx + Bdy, obtemos que w tem PDR em

relacdo a z. <

Exemplo 2.3. Seja f um polindmio homogéneo reduzido e f = fi--- f; a decomposicdo de
f em fatores irredutiveis, onde k > 1. Considere a folhea¢do w em coordenadas homogéneas
dada por w = df. Note que a equag@o f; = 0 dd uma curva invariante por w. Nesse caso, temos
df =%, fi-- fi++- fudf.. Tomando h = fi---f;--- fr, obtemos que, ¥, df = hdf; + f;a,
onde fia = X f1--- fi -+ fudfi. Segue que a folheagio tem PDR em relagio a cada fi- <

Comecamos explorando alguns fatos bédsicos concernentes a defini¢cdo 2.1.
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Proposicao 2.4. Se w tem PDR localmente com relacdo a f, entdo w tem PDR global.

Demonstragdo. Seja (P;)ies uma cobertura de C>\{0} por polidiscos tal que w| p, = gidf + f i,
onde g; € O(P;) e u; éuma 1-formaholomorfa. Em P;,NP; # (0, temos g;df+fui—g;df —fu; =0
e entao,

(g —gj)df = f(uj — pi).

Sendo f reduzida, entdo f divide g; — g;.

Como consequéncia, existe #;; € O(U; N U;) de modo que

(8i = &) = hijf. 2.1)

Como 0 = g;—g;+g;—8k+8k—&i>por(2.1)segue que 0 = (h;j+hjx+hi;) f = hij+hji+hi; = 0.
Entdo h;; satisfaz a condigdo de cociclo aditivo em P; N P; N Py. Pelo Teorema de Cartan, h;;
pode ser escrito como h;; = hj — h;, onde h; € O(P;). Substituindo essa igualdade em (2.1),
obtemos
gi—8;=(hj—h)f=gi+hf=g;+h;f.
Definimos g em C>\{0} pondo
glu, = gi+hif.

Pelo Teorema de Extensdo de Hartogs, g pode ser estendida a C3. Por outro lado, temos também

que h;jdf = pj — u;. Como h;; = h; — h;, temos

(hj = h)df = pj — p

e entdo, y; — h;df = u; — h;df em P; N P;. Assim, podemos definir uma 1-forma holomorfa em
C*\{0} pondo y| p, = i — h;df. Novamente, pelo Teorema de Hartogs, podemos estender u a

C3. Por construgio, podemos escrever

w=gdf + fu.

Como f e w s3o homogéneas, podemos supor que g e ¢ sao homogéneas, eliminando, se

necessario, os mondmios de graus nao compativeis de g e u. [ |

Exemplo 2.5. Consideremos o caso em que uma folheacao € representada em coordenadas
homogéneas por uma 1-forma w e que possua uma separatriz lisa (sem singularidades) dada por
f =0. Como f é lisa, podemos achar um sistema de coordenadas em que a curva { f = 0} é dada
por y = 0. Note que nessas coordenadas, w se escreve como w = yAdx + Bdy + yCdz com A, B
e C polindmios homogéneos. Assim, w = Bdy + y(Adx + Cdz) e portanto w tem PDR global

com relacdo a f.
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Exemplo 2.6. Considere a folheacdo dada em coordenadas afins pela 1-forma w = pxdy — gydx
com p e g primos entre si e a separatriz de w dada por f(x, y) = x? —y? = 0. Afirmamos que w nio
tem PDR em relacdo a f. De fato, se tivermos w = gdf + fu entdo dw = dgAdf + df Au+ fdu.
Como f é singular em p = (0,0), temos f(p) = 0e df(p) = 0. Portanto, dw(p) = 0. Porém,

isso ndo pode acontecer pois dw = (p + q)dxAdy nunca se anula. <

A Proposi¢do 2.4, em linhas gerais, nos diz que uma certa propriedade local € equivalente
a mesma propriedade global. O préximo teorema caminhard no mesmo sentido, tratando-se
de um tipo de Lema de Noether para folheacdes em CP(2). Note que se uma folheacdo ¥ de
grau n é dada pela forma homogénea w = Pdx + Qdy + Rdz, fixado p € C>\{0} podemos tomar
germes P,, Q,, R, gerados por R, P e Q e considerar o ideal local /(w), C O, gerado por
(Pp,Qp,R),) e também o ideal gerado por (P, Q, R). Um deles € de caracteristica local e outro

global. A proposicao seguinte relaciona de algum modo esses ideais:

Proposicio 2.7. Seja g um polindmio homogéneo de C tal que para cada p € C*\{0} o germe

gp pertence a I(w),. Entdo g € I(w), isto é, existem polindmios homogéneos A, B, C tais que

g=AP+BQ +CR.

Demonstragdo. Seja (U;) uma cobertura de C>\{0} por abertos, tais que para cada i, temos
g|Ui = AlP + B,Q + C,R

onde A;, B;, C; € O(U;). Em U; definimos a 2-forma:

i = A;dy Ndz+ Bidz A dx + Cidx A dz.

Com isso, temos que

w A p; = gly, Q2

com Q = dx A dy A dz. De fato, temos

w A i = (Pdx+Qdy + Rdz) A (A;dy A dz+ Bidz A dx + Cidx A dy)
e entao

w A pj = PAjdx ANdy A dz+ QBidxAdyAdz + RCidxAdyAdz = gly,Q

exatamente como afirmado.

Calculando wAu;;, obtemos

WAL = WA — wAp; = Q- g;Q=0
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em U; NU; # (. Assim, contraindo wAu;; pelo campo radial £ = xg—x + ya% + Za%’ obtemos:
0 =ig(wAuij) = ip(W)Aui; — ONE(Hif)-

Lembrando que i (w) = 0, obtemos da equagdo acima que wAig (u;;) = 0. Como CodSing(w) >
2, pelo lema de divisao de Rham-Saito, podemos escrever ig (1;;) = h;jw, onde h;; € O(U;NU;).
Agora, como u;j + pjx + ki = 0em U; N U; N Uy # 0, temos
0=ig(uij) +ip(pjx) +ie(ur) = (hij + hjx + hi)w
e isso implica que h;; + hji + hy; = 0 para U; N U; N Uy # 0. Sendo w homogénea de grau k, e
lembrando que ig (dw) = (k + 1)w, segue que
i) = i (dw)
k1

= temos

e assim, ig (,uij - %dm) = 0. Chamando h;; =

ig(pij — hijdw) = 0.
Para completar a demonstragdo, provaremos a seguinte afirmacao:

Afirmacdo 2.1. Sejan = AdxAdy +BdyAdz+CdxAdz uma 2-forma em U € C> e X um campo
holomorfo que ndo se anula em U. Se ix(n) = 0, entdo n = lix(Q) para algum [ € O(U).

De fato, escrevendo X = Xlﬁa—x + Xza% + X3C%, como ix(n) = 0, temos:

(—AX2 - CX3)dx + (AX1 - BX3)dy + (BX2 + CX])dZ =0. 2.2)
Agora, note que
ix(Q) = X1dyAdz — XodxAdz + Xzdx Ady. 2.3)
A -C _ B

Usando (2.2), notamos que onde as expressoes sdo bem definidas. Definimos

Xs X2 T X’
entdo / como um dos quociente:s acinia, onclle isso pode ser feito. Note que dado x € U, algum dos
X; € ndo nulo; podemos entdo definir, em uma vizinhanga em torno de x, uma fun¢ao holomorfa
como sendo a fragdo que nado se anula. Faca isso para todo x € U e defina / como a colagem de
todas essas fungdes. Por fim, substituindo essas relagoes em (2.3), obtemos que 7 = lix (), o
que prova a afirmacdo.

Usando agora a afirmacio 2.1 observando que o campo radial ndo se anula em C>\{0},

obtemos /;; € O(U; N Uj), de modo que

wij = hijdow + 1;jip (Q). (2.4)



29

Como p;; e h;; satisfazem a condi¢@o de cociclo, 0 mesmo acontece com /;;. Logo, pelo Teorema

de Cartan, temos h;j = h~j —hie l;j = I; — I;. Substituindo em (2.4), temos

Mi— M) = (hj —hi)d(,()+ (lj _ll)lE(Q)

e entao,

pi + hidw + Lig(Q) = uj + hjdw + Lip(Q).

Logo, podemos definir uma 2-forma holomorfa em C>\{0} de modo que quando restrita a U,

seja u; + hidw + l;ip (Q). Dessa forma, em cada U;, temos
WAL = WAL + WALdw + WALITE(Q).

Como wAQ =0, temos 0 = ig(WAQ) = ig(W)AQ + wAig (L), donde wAig () = 0. Usando o

fato de que wAdw = 0 e wAig(Q) = 0, juntamente com o modo como u foi definida, obtemos
WAL = wAu; = gQ.

Podemos supor que ¢ € homogéneo pois w, g € € sdo homogéneos. Logo, todas as componentes

da 2-forma u sdo homogéneas e isso € suficiente para garantir que g € I(w). [

Usando os resultados anteriores, podemos dar uma resposta positiva para o problema de
Poincaré no caso de a separatriz da folhecao ser lisa. Na verdade, a estimativa do grau da curva

em termos do grau da folheagdo fica um pouco melhor nesse caso.

Teorema 2.8. (/6]) Seja F uma folheagdo de grau n em CP(2) dada em coordenadas homogé-
neas por uma I-forma polinomial w. Seja S uma separatriz lisa de F, definida pelo polinomio

irredutivel f de grau m. Entdo w tem PDR em relacdoa f em < n+ 1.

Demonstragao. Pelo exemplo 2.5, w tem PDR em relagdo a f e portanto w = gdf + fpu.
Repetindo argumentos das proposicaos 2.4 e 2.7 podemos supor que g € ¢ sao homogéneos.
Vamos mostrar agora que u # 0. De fato, supondo que u = 0, obtemos w = gdf e portanto
ig(w) =ig(gdf) = mf, usando a relacdo de Euler. Mas isso € uma contradicao, pois ig(w) = 0.

Comparando os graus da equacdo w = gdf + fu, obtemos que m < n + 1. [

Corolario 2.9. Nas hipoteses do Teorema 2.8, suponha que m = n+ 1. Entdo ¥ coincide com

uma folheagdo dada pelas curvas de uma fungdo racional L onde o grau de g é um. Em

gm
particular, podemos escolher um sistema de coordenadas afins C? c CP(2) tal que F|2 € dada

pelas curvas de nivel de um polinomio.

Demonstragdo. Sem =n+1,de w = gdf + fu, obtemos que o grau de g € um e o grau de u é
zero. Como ig(w) = 0, obtemos que

0=ip(w) =ip(gdf + fu) =ip(gdf) +ie(fu).
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Como ig(df) = m f, concluimos que

ig(p) = -mg.

Fazendo u = Adx + Bdy + Cdz e observando que A, B e C sdo nimeros complexos ( pois o grau
de u € zero), obtemos:

ig(u) = Ax+ By + Cz = —mg,

e entao
Adx + Bdy + Cdz = —mdg,

logo, u = —mdg. Usando PDR, concluimos que w = gdf — m fdg. Observando agora que

gm

b

d( f ) _g" N(gdf —mfdg)

g2m

—-m—1

temos d (gim) =g w ou seja,

w=g""d (im) .
8

Dai, a folheacdo coincide com a folheacao dada pelas curvas de nivel de gim. Por fim, se tomarmos
um sistema de coordenadas afim C? c CP(2), tal que g = 0 € areta no infinito, obtemos a tltima
afirmacao dada no enunciado, pois nesse caso, as coordenadas afins correspondem a g # 0 e
portanto, d (gim) = 0 se, e somente se, mdg = gdf; logo w = 0 se e somente se (g — fg)df =0,

e o resultado segue. [

Proposicao 2.10. Seja ¥ uma folheacdo de grau n dada por uma 1-forma w. Suponha que todas
as singularidades de w sdo ndo degeneradas (isso é equivalente ao fato que F tem n + n* + 1
singularidades distintas). Seja g um polinémio homogéneo em C> que se anula no conjunto

singular de w. Entdo g € I(w).

Demonstragdo. Fixado p € C2\{0}, temos, por hipétese que gp € I(w),, logo pela Proposicdo
2.7, g € (w). [

Veremos agora a divisdo local em dimensao 2, pois a aplicagdo concreta da Proposi¢ao
2.4 s6 € possivel se conhecermos como a folheagdo se comporta localmente.

Considere um germe de curva f = 0 na origem de C?, com f reduzida. Denotamos
por Ag(f) o conjunto de germes de 1-formas holomorfas tendo f como separatriz. Uma forma
w € Ao(f) se e somente se wAdf = fn, onde n é um germe de dois forma holomorfa. Note que
Ao(f) € um O, médulo. Denotaremos por A1 ( f) o conjunto dos germes de 1-formas holomorfas
em 0 € C? que tem PDR com relagio a f. Notamos que A;(f) é um submédulo de Ag(f). De
fato, seja w € Aj(f) e escreva w = gdf + fu, onde u é um germe de 1-forma e g € um germe de
curva. Obtemos entdo que wAdf = gdf Adf + fundf = f(uAdf), e entdo w € Ag(f), Agora,



31

se h € Oy, hw = hgdf + huf, donde hw tem PDR em relacdo a f e Aj(f) C Ao(f) é um

submodulo.

Definicao 2.11. Seja f € O, uma funcdo holomorfa. Dizemos que [ é quasihomogénea se

existem um sistema de coordenadas (x,y) e racionais positivos k, [ tais que f se escreve como
— i\,J
f= Z a;jx'y’l.
ki+lj=1

Por exemplo, € imediato que todo polindbmio homogéneo é quasihomogéneo, pois se d é

o grau de um polindmio homogéneo, basta tomar [ = k = 5. Outro exemplo pode ser dado por

f(x,y) =x" + y*®, pois

Observamos que a definicio dada acima se estende naturalmente para uma fungdo
holomorfa de n varidveis. Outro fato importante que serd utilizado posteriormente, € que se

I = (fy, fy) é oideal jacobiano de f e f € quasihomogénea, entdo f € I(fy, f,). De fato, escreva

f= Z aijx'y’

ki+lj=1

com [/, k racionais positivos. Calculando f, e f,, obtemos

fo= Z iai]~xi_1yj e fy: Z jaijxiyj_l

ki+lj=1 ki+lj=1
e usando o fato que ki + [j = 1, obtemos
f=xkfi+ylfy

e entdo f € I(fx, fy).

Para f como descrita acima, considere a folheagdo dada por wg = lydx — kxdy. Note

que sendo f quasihomogénea, f = Ixf, + kyf,, e portanto
woNdf = (=lydx — kxdy)A(frdx + fydy) = (kx fy + 1y f,)dxAdy = fdxAdy,

ou seja, f € uma separatriz de wg; em outras palavras, wg € Ag(f).

Lema 2.12. Seja f € O, quasi-homogénea. Se w € No(f) entdo existem g, h € O, tais que
w = gdf + hwy.

Demonstragcdo. Como w € Ag(f), entdo wAdf = fn, onde n = hdxAdy é uma 2-forma
holomorfa. Assim, podemos escrever wAdf — hfdxAdy = 0. Agora, wg €y (f) e woAdf =
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fdxAdy e substituindo na expressao acima, obtemos
wAdf — h(woNdf) =0,
ou seja,
(w — hwo)Adf = 0.

Logo, pelo lema de divisdo de Rham-Saito, sendo f reduzida (e portanto, CodSing(df) > 2),
obtemos w = gdf + hwy. [ |

Lema 2.13. Sejam [ quasihomogénea e h € O,. Entdo hwo € Ai(f) se e somente se

h € I(fx,fy)-

Demonstragdo. Suponha inicialmente que hwg € Aj(f). Entdo, podemos escrever

hwo = gdf + fu, onde g é uma fungdo holomorfa e u € uma 1-forma holomorfa. Entao

hfdxAdy = hwoAdf = (gdf + fu)Adf = fuNdf

e portanto hdxAdy = uAdf. Escrevendo p = Adx + Bdy, obtemos que h = —Bf, + Af,, donde
h e I1(fx, fy)-

Reciprocamente, seja h € I( fy, fy) Entdo h = a f, +b f,, e tomando u = bdx —ady, temos
hdxAdy = undf. Logo, (hwo — fu)Adf = 0. Como f € reduzida, temos hwy — fu = gdf,
g € 0;. ]

Proposicao 2.14. Nas hipoteses anteriores,

Ao(f) =A1(f) @ Chiwg® -+ & CfLwo

onde fi, ... f, é uma base de —I(ngy)

Demonstragcdo. Se w € Ao(f), entdo pelo Lema 2.12, w = gdf + hwy, onde g,h € Os.
Escrevendo h = ¢y fi +- - -+ ¢y fu + hi fix + hao f, e observando que gdf € Ay, temos o resultado.m

Proposicao 2.15. Com as hipéteses anteriores, I1( fx, fy).Ao C A1. Em particular, se f tem

apenas duas componentes transversas, entdo m.Ay C Ay, onde m é o ideal maximal de O>.

Demonstragdo. Como no Lema 2.12, escreva w = gdf + hwy. Se h € I(fy, fy), entdo o lema
2.13 nos dd hwgy € Aj. A ultima afirmacdo é obtida observando que se f possui duas componentes
transversais, entdo fy, f, geram o ideal maximal de O». []

Terminamos esse capitulo com um tltimo resultado que serd utilizado no capitulo seguinte:

Proposicao 2.16. Seja w um germe de 1-forma holomorfa e seja f = 0, sendo f quasihomogénea,
a equacdo local reduzida de uma curva S em p = (0, 0) que tenha dois ramos transversais suaves

em p e que seja separatriz de w. Entdo w tem PDR em relagdo a f se e somente se dw(0) = 0.
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Demonstragao. Se w tem PDR emrelacdo a f, escreva w = gdf + f u. Dessa expressao, obtemos
dw = dgAdf + df Au + fdu. Note que a hipétese implica que p é um ponto nodal e portanto,
f(p)=0edf(p) =0. Assim, teremos que dw(0,0) = 0.

A volta é uma aplicacdo dos resultados anteriores. Se dw(0) =0, e f € separatriz de w,

obtemos do lema 2.12 que w = gdf + hwo e tomando a diferencial dessa expressao, obtemos:
dw = dgAdf + dhAwy + hAdwy,

lembrando que wy = lydx — kxdy, temos w((0) = 0 e sendo df (0) = 0, obtemos dw(0) =
h(0)Adwy = 0. Notando que dwg = (k + [)dxAdy, teremos h(0) = 0 donde concluimos que
h € I(fy, fy). Temos entdo hwo € A1(f) e portanto, w € A{(f), donde w tem PDR em relagdo

af. [ |

Exemplo 2.17. Considere a curva dada por f = xy, que possui uma singularidade do tipo nodal
em p = (0,0). Seja ¥ uma folheacdo em CP(2) dada pela 1-forma w = 2ydx + xdy. Note que f

¢ uma separatriz de w. Porém, um simples cdlculo mostra que
dw = —dxAdy,

que nunca se anula. A Proposicdo 2.16 nos permite concluir que w nao possui PDR em relagdo a

f- <

Exemplo 2.18. Um exemplo simples mostra que a hipétese de a curva ser singular na origem
€ necessdria. De fato, se temos uma curva suave, podemos tomar um sistema de coordenadas
em que essa curva é dada por y = 0. Tomando a folheagio induzida por w = ydx + (x> + 2x)dy,
vemos que y = 0 é separatriz de w e pelo exemplo 2.5 w tem PDR em relagdo a f. Porém,
dw(0,0) # 0. <
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3 Problema de Poincaré no caso Nodal

Tendo em vista os resultados da secdo anterior, estamos agora prontos para dar uma
solucdo do problema de Poincaré pondo uma restri¢do na curva que € separatriz de uma folheagao.
Antes de comecarmos a enunciar os resultados, damos algumas defini¢cdes e propriedades
elementares.

Seja M uma variedade complexa, com dim M > 2. Sejam fi, ... fi, funcdes holomorfas

definidas sobre M que ndo sdo identicamente nulas, € 41, . . . , 4x nimeros complexos. A 1-forma
meromorfa
n
_ df;
=N
j=r

d4 origem a uma folheacdo que chamamos logaritmica. Por exemplo, a folheacdo radial do

exemplo 1.34 € logaritimica, pois w = xdy — ydx pode ser escrita como

Para a demonstragdo do Teorema 3.2, vamos precisar do seguinte resultado, cuja prova
pode ser encontrada em [7]:

Teorema 3.1. Sejam w uma I-forma holomorfa definida em C" e f = fi ... f,, um polinémio

reduzido, de modo que d (%) = 0. Entdo existem escalares A1, ..., A, € C tais que

Com isso em maos, damos uma resposta para o problema de Poincaré dada em [6].

Teorema 3.2. Seja F uma folheacdo em CP(2) de grau n, tendo S como separatriz, onde S é
dada pelo polinomio homogéneo reduzido f, de grau m, e todas as singularidades sdo nodais.

Entdom < n+ 2. Além disso, se m = n+ 2, entdo f é redutivel e F é logaritmica.

Demonstragdo. Seja w uma 1-forma integravel homogénea definida em C? que representa .

Como S € uma separatriz de ¥, existe uma 2-forma r de modo que

wAdf = fn. 3.1)

Defina uma 1-forma holomorfa y por u = n+dw. Notamos que, sendo f reduzida, e w homogénea
de grau n + 1, entdo n € homogénea de grau n. Segue entdo que u como definida acima €&
homogénea de grau n. Isolando 7, temos n = u — dw. Segue entdo que wAdf = f(u — dw) e
portanto,

wAdf + fdw = fu. (3.2)
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Afirmacao 3.1. Se p é singularidade de f, entdo u(p) = 0.

Note que como p ¢ singularidade nodal de f, existe um sistema de coordenadas locais
(x,v,z) tal que f = xy e a singularidade p se escreve como x = y = 0. Como f € separatriz de

w, podemos escrever w nesse sistema de coordenadas como
w = aydx + Bxdy + xyydz, 3.3)

onde a, S e y sdo holomorfas. Considere as equagdes 3.2 e 3.3. Usando-as juntamente, temos

que
wAdf + fdw = (aydx + Bxdy + xyydz) A(ydx + xdy)
+ xy(adyAdx + ydaAdx + BdxAdy + xdBAdy
+ yydxAdz + xydyAdz + xydyAdz)
e portanto,

wAdf + fdw = xy2ydzAdx + xzyydzAdy + xyzdaAdx + x2yd,8Ady
+xy*ydxAdz + x*yydyAdz + x*y>dyAdz,

que nos da como resultado:
wAdf + fdw = xy*daAdx + x*ydBAdy + x*y*dyAdz.

Note que o 2—jato do lado direito da expressdo acima € nulo e, tendo em vista a equagao
(3.2), obtemos que fu = xy>daAdxx’>ydBAdy + x*y*dyAdz e portanto u = yda AdxxdBAdy +
xydyAdz. Assim, ou u tem pelo menos grau um, ou € identicamente nulo (caso em que o lado
direito da expressdao também se anula) e portanto se anula em x = y = 0. Assim, u(0) = 0. Isso
finaliza a prova da afirmacdo.

Voltamos a prova do teorema. Dividiremos em dois casos. O primeiro caso em que u é
identicamente nula e o segundo caso em que nao é.
Caso 1: u = 0. Nesse caso, lembrando que u = n + dw, segue que dw = —n e portanto, de
wAdf = —fn, conclui-se que wAdf + fdw = 0, e entdo

w fdw + wAdf
dl=]|=——=0
[7)- 5

O Teorema 3.1 nos permite concluir que
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Se denotarmos o grau de f; por d;, usando o fato que i (w) = 0, fazendo a contra¢do da expressdo
acima pelo campo radial, obtemos que Zle A;d; = 0. Entdo k > 2 e os coeficientes de w tem
grau m — 1, pois observando que a forma % tem grau —1, obtemos que gr(w) —grf = —1 e como
grf = m, concluimos que gr(w) = m—1. Porém gr(w) = n+1. Logo,n+1 =m—-1=n=m-2.
Isso prova o teorema no primeiro caso.

Caso 2: u # 0. Nesse caso, seja g uma componente de u, g # 0. Defina
V = {h; h € polindbmio homogéneo de grau n e & se anula no conjunto singular de f }.

E claro que V é um espaco vetorial. Além disso V # {0}, pois g € V, pela a afirmacdo feita
acima.

Seja h € V — {0}. Como h se anula no conjunto singular de f, existe um sistema de
coordendas (f é uma curva nodal, entdao localmente f = xy) local em torno de p € Sing(S) de
modo que & € I(x,y). Sendo f homogénea e portanto, quasihomogénea, temos pelo lema 2.13
que hwgy € A1 (f), com wy como no capitulo 2. Como hwy € Ai(f), pelo lema 2.12, podemos
escrever

hw = adf + f6 (3.4)

onde a ¢ homogéneo. Usando (3.4), concluimos que a tem grau 2n+2 —m, pois h tem grau n e w
grau n + 1. Suponhamos agora que hw possa ser escrito de outra forma, isto € hw = adf + f61,
onde a; € homogéneo, e como as duas formas de escrever sdo diferentes, a # a;. Note que

subtraindo as duas formas de escrever hw, obtemos:

(a —ay)df = (01 - 02).

Como f é reduzida, f divide (a —ay) e como gr(a) = gr(a;) =2n+2—-me gr(f) = m, temos
m < 2n+2 —m e portanto m < n+ 1 e a prova do teorema acaba.

Suponhamos agora que a € unicamente determinado por 4. Assim, podemos definir um
mapa, que denotaremos por 7, que leva um elemento de V no espago vetorial dos polindmios
homogéneos de grau 2n + 2 — m. A aplicacdo T é da forma T'(h) = a, em que vale a equacio
hw = adf + f0. Notamos que se T ndo € injetivo, podemos tomar h; # h,, de modo que
hiw = adf + f01 e hyw = adf + f0; eentdo (hy — hy)w = f(0, —0;). Como CodSing(w) > 2,
as componentes de w ndo possuem fator irredutivel em comum e entdo essa tltima igualdade
implica que f divide h| — hy. Assim, f divide um polindmio de grau n e portanto, m < n e a
prova do teorema acaba. Suponhamos entdo que 7 € injetiva. Veja que m < n + 2 é equivalente a
n < 2n+?2 — m. Suponha que n > 2n + 2 — m. Afirmamos que para qualquer 4 € V o polindmio
a = T(h) se anula no conjunto singular de f. De fato, como hw — adf — f6 = 0, tomamos
um sistema de coordenadas local em torno do ponto singular de modo que f = xy, donde o
primeiro jato da expressao hw — adf — f6 = 0 € escrito como —a(0)(xdy + ydx) = 0, e entdo,
a(0) = 0. Seja V| o espaco de polindmios homogéneos de grau 2n + 2 — m que se anula no

conjunto singular de f. Note que o mapa 7 : V — V| é um mapa linear injetivo (isso implica que



38

dimV < dim V). Mas isso é impossivel, pois se A é qualquer polindbmio homogéneo de grau
m —n —2 > 0, podemos construir um mapa linear injetivo i : V; — V dado poris(h;) = Ah;.
Isso implica que dimV; < dimV =dimV = dim V] e portanto o mapa i4 € um isomorfismo e
isso ndo pode acontecer, pois ndo € possivel que todos os elementos em V sejam divisiveis por
qualquer polindbmio homogéneo A de grau m — n — 2 que escolhermos. Por contradicao fica
provado que m < n+2.

Seja agora m = n + 2. Provaremos que w € do tipo logaritmica. A prova € por indugdo
no grau k = n + 1 da 1-forma que determina a folheacdo. Seja k = 1. Nesse caso, w pode ser
escrita como w = Pdx + Qdy + Rdz, onde P, Q e R sdo homogéneos de grau 1. Lembrando que
em coordenadas locais, f = xy é separatriz, obtemos que existe um sistema de coordenadas tal
que w se escreve como w = —ydx + xdy (folheacdo radial). Portanto, € logaritmica. Suponha
que a afirmacao € valida para todo k < ko — 1, onde k¢ > 2. Vamos prova-la para ko. Temos,
n+l=m-1=2n+2—-m =n, oque implica V| = V. Assim, podemos supor que o mapa
T : V — Vj € bem definido e injetivo. Em espacos vetorias complexos, todo operador linear

possui autovalor. Seja entdo A um autovalor de 7. Escrevemos
hw = Ahdf + f0 (3.5)

onde A € C € o autovalor associado ao autovetor /4. Observe que a relacdo acima implica que se
hi € um fator irredutivel de A, entdo & divide f ou 6. Como gr(h) =n < n+2 = gr(f), entdao
podemos efetuar todas as possiveis divisdes, eliminando /4 por completo, ficando com

w = /ldf+f191 (3.6)

onde fi divide f e fi ndo € constante. Isso € claro, observando que gr(f1) > gr(f) —gr(h) =2.
Sendo f ndo constante, obtemos que gr(6;) < gr(w). Escreva f = ff,. Como ig(w) =0,

usando a equacdo (3.6) e a relagdo de Euler, obtemos

fiip(01) + Amf = 0.

Entao:
ip(61) = —Amf;.

Denote por m| e mj os graus de f] e f, respectivamente. Entdo a expressao acima nos diz que
ki =my—1¢€ograude 6. Seja Lg a derivada de Lie na dire¢cdo do campo radial E. Usando

a linearidade de Lg e a equacgdo (3.6), temos Lg(w) = Lg(Adf) + Lg(f161) e portanto, pela



defini¢do de Lg:

ig(dw) +d(ip(w)) Lg(Adf) + Lg(f161)

ig(dw) — Lg(Adf) = Lg(f161)
ip(dw) —ip(Ad*f) — d(ig(Adf) = Lg(fi61)
ip(dw) —d(Amf) = Lg(fi61)

e entdo ig(dw) — Amdf = Lg(f1601). Notando que ig(dw) = (n + 2)w, obtemos

(n+2)(w—Adf) = Lg(f161)
Calculamos agora L (f161):

Lg (f161) =i (dfi A 01+ f1d61) +d (ip (f161))
=my f101 — dfiy Nig (01) + fiig(01) +dfi ANig (61) + fid(ig (61).

=m1f101 + fi(Lg61).
Ou seja,

Le(f101) = my fi61 + fi(Lg61).

Usando as equagdes 3.7 e 3.8, juntamente com w = Adf + f16;, obtemos:
(n+2)fi61 =mi f161 + filem
oquenosda (n+2—mj;)0; = Lg#;. Note que n + 1 —m; = ky, logo

Lg0, = (kl + 1)91.

Pela definicdo de Lg, temos Lg0; = ig(d01) + dig(61). Como ig(61) = —Am f>, temos:

LE91 = iE(dgl) - /lmdfz.

ig(dfr)
k1+1

Seja w) = . Note que gr(w) = k; < k. Da forma como definimos w1, temos
(lq + 1)91 = (kl + 1)(1)1 - /lmdfz.

Usando o fato que k| + 1 = m, na equagdo acima, obtemos

my01 = myw| — Amdf,

39

(3.7)

(3.8)

(3.9
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e entao
m
91 = w1 — /l—dfz.
mj

Usando (3.6), obtemos:
m
w = Adf + fiwy — A— fidf>.
my

Observando que m = m| + mp e que f = fi f>, temos:

w= fiw +Ad(fifz) - ﬂ%fl df, - Afidfs,

calculando d( f] f>) acima, depois de algumas manipulacdes, teremos:

w = fiw + A (ma fodfy —my fidf2) .
my

Contraindo a expressao anterior pelo campo radial E, segue que

. . m
frig(@1) = =ig \Af2dfi = " fidfs)
Essa ultima expressao implica que ig(w1) = 0. De fato, basta notar que

ip(madfi —my fidfy) = mafomy fi — my fimafo = 0.

Notamos que f> € separatriz de w1, pois € uma componente de f. Sendo f = fif, e df =
fidf> + fodfi, obtemos df Adf; = frdfi Adf; e entdo f, € separatriz de df e portanto, temos que
f> é separatriz de 61, pois w = Adf + f16;. Como w = 61 + /l%dfz, entdo f> € separatriz de wj.

Usando a equagdo que define wy, resulta que gr(f2) = gr(¥,,) + 2, ou seja, my =
gr(wi)+1,logo como my = ki +1 segue que gr(w;) = k1 < k. Aplicando a hipétese de inducao
em f> e wi ganhamos

dh;
wi = A jh—j,

onde Ay, ..., h, sdo componentes de f,. Portanto, 6 € logaritimica e assim, w € logaritmica. m

A estimativa pode ainda ser melhorada se tivermos mais restrigdes sobre a separatriz de

y

Teorema 3.3. Seja F uma folheagdo de grau n em CP(2). Seja f irredutivel de grau m, sendo
que a curva S = {f = 0} é uma separatriz de F com apenas uma singularidade, do tipo nodal.

Se F ndo possui PDR em relagdo a f, entdom < 5 +2.

Demonstragdo. Seja w uma 1-forma homegénea de grau n+ 1 em C* que represente . Fazendo
uma mudanga projetiva de coordenadas, podemos supor que o ponto nodal de f € [0: 0 : 1].

Consideramos as fungdes lineares x e y.

Afirmacao 3.2. As [-formas xw e yw satisfazem PDR (global) com relagdo a f.
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De fato, tomando coordenadas locais em 0, temos x € I( fy, f,). Entdo, segue do Lema 2.13 que
xwo € A1(f) (note: como a singularidade € nodal, temos f = xy, e entdo I(fy, fy) = (x,y)).
Como w € Ag(f) e f é homogénea, o lema 2.12 nos diz que existem g,h € O, tal que
w = gdf + hwy. Segue entdo que xw = xgdf + hxwy, e usando o fato que xwq possui PDR local,
obtemos que xw também possui. Logo, xw possui PDR global. A prova para yw € a mesma.

Assim, escrevemos:

xw=gidf + fur e yw = gadf + fra. (3.10)

Logo, os graus de g e g» sao dados por grau(g,) = grau(g;) =n+2—-(m—-1)=n—-m+3.
Note que g ndo pode ser identicamente nula. Com efeito, se fosse, terfamos xw = fu;. Como f
¢ irredutivel, teriamos que x divide ;. Entdo, podemos escrever w = f ’%, e w teria PDR em
relacdo a f, o que é uma contradi¢do por hipétese. Assim, g; ndo € identicamente nula. Com o
mesmo argumento se conclui que g> nao € identicamente nula. Note que multiplicando xw por y

e yw por x na equacio (3.10) e depois subtraindo, obtemos:

(xg2 — ygu)df = f(yur —xu2).

Temos duas possibilidades: ouxg, —yg; € identicamente nulo ou ndo €. Na primeira possibilidade,
temos xg» = ygi, € portanto, x divide g;. Assim, usando (3.10) obtemos que x divide u; e
entdo w possui PDR com relacdo a f, o que ndo pode acontecer por hipdtese. Segue que vale
apenas a segunda possibilidade. Nesse caso, sendo f irredutivel, concluimos que f divide

xg> — ygi e como grau(g)) = grau(gz) = n—m+ 3, entdom < 1 + (n —m + 3), ou seja,

2m<n+4=m< % + 2. Portanto, o teorema esté provado. [ |

Vamos agora construir um exemplo que mostra que a estimativa dada no Teorema 3.3 € a
melhor possivel. Considere coordenadas afins (x, y) e suponha que f tem um ponto nodal em

0,0). Escolhemos um sistema de coordenadas tal que
( q
f=22=y+ =2 (va) =y (1+5),

onde os graus de 1 + @ e 1 + 8 sdo m — 2. Seja F a folheacdo em CP(2), que € dada em
coordenadas afins pelas curvas de nivel da fungdo x*(1 + @)/y*(1 + ) = fi/ f>. Essa folheacio
pode ser representada pela 1-forma:

dx« _dy da ag \ _ fdfi — fidf

= 1 1 2— —2—= — =
wi =xy(1+a)(l+p) X y +1+a/ 1+ Xy

Seja wg a 1-forma homogénea em C> obtida depois da homogeneizagdo. A expressio
de w; acima nos mostra que grau de wg > 2m — 3, e entdo grau de ¥ > 2m — 4. Afirmamos
que wq nao satisfaz PDR com relagdo a f. De fato, se isso fosse verdade, escreveriamos em

coordenadas afins w; = gdf + fu, e entdo dw;(0) = 0, pois 0 € um ponto nodal de f. Mas,
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calculando dwi, obtemos que dw;(0) = —4dxAdy. Entao grau de ¥ < 2m — 4 pelo teorema

anterior. Segue entdo que o grau da folheagdo € exatamente 2m — 4, como queriamos.

Corolario 3.4. Sejam f, wy como antes e ¥ uma folheacdo de grau n tendo f como separatriz.
Seja w o representante de ¥ em coordenadas homogéneas. Entdo, oum —2 <n <2m—-4e
w tem PDR com com relacdo a f, oun > 2m — 4 e existe um polinémio homogéneo de grau
n—2m+4, h, tal que w — hwoy tem PDR com relacdo a f. Além disso, se p é o ponto nodal de

f, entdo h(p) = 0 se, e somente, w tem PDR com relacdo a f.

Assim, se denotarmos

Ao(f,n) ={w;grau(w) =n+1,ig(w) =0e wAdf = fn },

A1(f,n) ={w € Ao(f,n); w tem PDR com relagdo a f },

entdo o coroldrio anterior implica que

. Ao(fim) |0 if n<2m-—4,
dim ————= = ‘
Ai(f,n) 1 if n>2m-4.

Consideraremos agora o caso em que f = 0 tem k > 2 pontos nodais em posi¢do geral,
isso €, se k > 2, existem k linhas distintas Ly, ... L tal que para todo j € {1, ..., k} tal que os

pontos nodais de f estdo contidos em | J;,; L;. Temos entéo o seguinte teorema:

Teorema 3.5. Seja F uma folheacdo em CP(2) de grau n, tendo f = 0 como separatriz, onde f
é um polinomio homogéneo de grau m com k singularidades nodais em posigdo geral. Entdo ou

F tem PDR em relacdo a f em < n+ 1, ou:
1. Sek >3, entdo2m <n+k+2;

2. Sek <2, entdo2m <n+k+3.

Demonstragdo. Seja w uma 1-forma homogénea de grau n + 1 que representa . Suponhamos
que w nao tem PDR em relacdo a f. Vamos considerar primeiro o caso k > 3. Sejam Ly, ..., L
as linhas retas tais que para todo j € {1,...k}, os pontos nodais de f estdo contidos em
Li,...,Lg/L;j =0. Seja Ej = Ly...Lg/L;. Observe que, fjw = h;df + fu;, pois como EJ-
se anula nas componentes nodais de f, entdo pelo lema 2.13 obtemos que E i tem PDR local e

portanto global. Agora, multiplicando L; por L;, obtemos:
Li...Liw= le’ljdf+ Ljf,Uj.
Sejai # j. Repetindo a mesma conta para L;, com i # j e subtraindo as equagdes, obtemos:

(Lihi = Ljh;)df = f(Lju; — Lip;).
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Agora, temos dois casos a considerar: O primeiro caso € quando L;h; — L;h; € iden-
ticamente nulo e o segundo quando ndo €. No primeiro caso, L; divide h;, para todo i # j.
Logo, conclui-se que w possui PDR em relacdo a f, o que é um absurdo. No segundo caso,
temos que f divide L;h; — L;h; e portanto, m < n—m+k +2 = grau(L;h; — L;hj), ou seja,
2m < n+ k +2. Suponhamos agora que k < 2, ou mais geralmente, todos os pontos nodais estao
na mesma linha L. Tome um ponto p que ndo pertence a reta L, e denote por Ly,...,L; as

linhas retas que ligam p aos pontos nodais de f. Temos:
Lo=hdf + fuelL...Liw=hdf+ fu (3.11)

pois as retas acima se anulam nos pontos nodais de f. Comparando os graus da equagdo acima,
obtemos grau(h) =n—-m+3e grau(h;) = n+k —m+2. Usando a equacdo 3.11, obtemos que
oulh; —L;...Lgh=0,enesse caso temos PDR, ou f divide Lh; — L;...L;h # 0 e nesse

altimo caso, obtemos m < n+ k —m + 3. [ ]

Facamos uma observagao sobre resultado acima. Podemos enuncid-lo de uma forma mais
geral. Se denotarmos por k£’ o nimero de linhas retas L ... Ly tal que para todo j € {1,...k"}

. ~ . Ly...Lys .
os pontos nodais de f estdo contidos em =5~ = 0, repetindo os passos do Teorema 3.5 prova-se
J

que se ¥ ndo tem PDR com relagdo a f, entdo 2m < n+ k' + 3.
Iremos agora considerar o caso em que S = {f = 0} tem k£ > 2 n6s e o grau da folheacdo
€ n > 2m — 4. Primeiramente, construiremos k 1-formas wy,...,wy de graun+1 =2m -3

com a propriedades seguinte:
Se pi1,...,pksaoosndésde f =0entdo dw;(p;) =0sei # j,edw;(p;) # 0.

Observe que as formas w; sdo extremos da desigualdade n > 2m — 4. E suficiente construir

apenas wi. Com um procedimento andlogo ao feito antes, construiremos w; em um sistema de

coordenadas afins. Tome (x, y) um sistema de coordenadas afim com as seguintes propriedades:
1. p1=1(0,0).
2. pa,...,pk nado estdo contidos na reta do infinito.
3. Paratodo/ > 2, p; ¢ {x =0} U {y = 0}.
4. O segundo jato de f em (0,0) é x> — y2.

Esse tal sistema é possivel obter, pois sendo as singularidades da curva nodais, podemos tomar

um sistema de coordenadas em que f se escreve como
22,2 2 2 2
f,y)=x"=y " +x"a -y B=x"(1+a) -y (1+p)
onde o maximo dos graus de @ e S é m — 2. Além dos itens acima, podemos também supor que

(1+a/)pj #0
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paratodo j € {2,...,k}.

De fato, observe que o grau de f € > 4, pois k > 2. Além disso, f se escreve:
f=x*(1+a) = y)(1+B) =x*(1 + a + Ay*) — y*(1 + B+ Ax?),

é claro que podemos escolher A € C tal que (1 +a +1y?) (pj) # Oparatodo j € {2,...,k}, pois
y(p ;) # 0 para todo j. Como feito antes, consideramos:
dX _dY d d,
G =XY(1+a)(1+p) (295 4 de B
X Y l1+a 1+

=2Y(1+a)(1+B)dX —2x(1 +a)(1 + B)dY + XY (1 + B)da — XY (1 + a)dp

Usando a expressdo acima, um célculo nos mostra que d«1(0,0) = —4dxAdy # 0. Além
disso, pela propriedade 2, temos w1 (p;) = 0 para j > 2. Vamos agora ver que da; (p;) = 0 para
j>2 Fixeje{2,...,k}esejaf=fi— fr,onde fi =x*(1 +a)e f» = y>(1 + 8). Note que
1 pode ser escrita como
- Y4B [ fi fi fi

- ()=

@1 " % E) = doy=dgNd (E)

Observamos que g(p;) # 0 e fo(p;) # 0 pelo item 3 e também pelo fato adicional de
que (1 +a)(p;) # 0. Isso implica que

(2 (pj) dfi (p;) = fi (p;) df2 (p;))
£ i)

dwy (pj) = dg (pj) A :
Como f(p;) =0e p; é um ponto nodal de f, temos fi(p;) = f2(p;) # 0e dfi(p;) =
df>(p;). Isso implica que dwi(p;) = 0 como querifamos mostrar. Olhando para a expressdo de
W1, vemos que o grau de «; € claramente < 2m — 3, pois 0 mdximo grau de cada termo que
aparece na expressao de &y € 2m — 3.
Tendo em vista a construgao apresentada, e considerando Ag(f,n) e Aj(f,n) como
definidos anteriormente, enunciamos o ultimo teorema do capitulo:

Teorema 3.6. Se n > 2m — 4 entdo dimc ﬁ?gg; = k, onde k é o niimero de pontos nodais de f.

Demonstragdo. Sejam wyi, . . ., w; como na construgao feita no texto. Fixen > 2m—4 e considere
polindmios homogénios Ay, ... h; de grau n — 2m + 4 tais que hj(p;) = 1, Vj € {1,...,k}.
Observe que parai # j,

d(hjw;)(pi) = dhjw;(pi) + hj(p)dw;(p;) = 0.

Porém,
d(hjw;)(p;) =dhj(pj)w;(p;)+h;(p;)dw;(p;) =dw;(p;) # 0,

para todo j € {1,...,k}. Afirmamos que para qualquer 1-forma w € Ay(f,n), existem
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Aly..., Ak € Ctal que w — Z;‘.:l Ajhjw; € Ai(f,n). De fato, sejam Ay, ..., nimeros

complexos tais que dw(p;) = A;dw;(p;). Entdo, tomando a diferencial, obtemos:

k
dw,, — Z A;d(hjwj)(p:) = dw(pi) — Lidwi(p;) = 0.
=)

Assim, usando a Proposi¢do 2.16, concluimos que w — Zle Aj(hjw;) € Ai(f,n), pois possui
PDR global, o que prova a afirmacdo feita.

Comoparai # j,d(hjw;)(p;) =0eparatodo j € {1,...,k},d(hjw;) # 0, temos que
hiwi, ..., hiwy sdo linearmente independentes e formam uma base para o espaco quociente

A?(f,n). Logo, dimg A?(f,n) = k.
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4 Aplicacao do caso nodal em dominios de

Poincaré

Este capitulo é devotado a algumas aplicagOes simples dos teoremas estudados nos

capitulos anteriores. Inicialmente serdo expostos alguns resultados gerais necessdrios ao texto.

4.1 Fatos basicos

Dada uma curva algébrica C definida em CP(2), para cada ponto ndo singular dessa
curva, podemos considerar a reta tangente a curva no ponto. Cada reta definida em CP(2) pode
ser vista como um ponto no espago projetivo dual de CP(2). Assim, as retas tangentes da curva
algébrica C correspondem a pontos nesse espago projetivo dual e definem uma curva algébrica
nesse espaco. A curva formada pelas retas tangentes de C € chamada de curva dual de C e é
denotada por C*. Geometricamente, o grau d de C € o nimero de interseccdes, contadas com
multiplicidade, que uma reta qualquer faz com C (Teorema de Bézout). De modo andlogo, d* é o
nidmero de tangentes de C que passam por um ponto dado em CP(2).

Se 6 € o nimero de nds, ou singularidades nodais, de uma curva C e x € o nimero de

cuspides, entdo uma das férmulas de Pliicker afirma que

d(d—1)=d"+26 +3«k.

A prova de que C* € uma curva algébrica e a prova da férmula de Pliicker podem ser vistas em
[9].

Seja F uma folheagdo em CP(2) e p € Sing(¥) um ponto singular de F. Seja
X = Paa—x + Qaa—y um campo vetorial que representa ¥ em coordenadas locais em torno de p.
Dizemos que ¥ € do tipo Poincaré em p, se a razdo dos autovalores da parte linear de X € um
nimero real ndo negativo e os autovalores sao nao nulos. Nesse caso, dizemos também que a
singularidade p estd no dominio de Poincaré. Um fato que pode ser visto em [21] € que se F €
do tipo Poincaré em p, entdo existem duas separatrizes locais, lisas e transversais em p.

Considere a folheacdo ¥, dada em coordenadas afins pela 1-forma
W, = (x" = y"™)dx = (1 = xy")dy

Essa folheacdo € conhecida como folheacao de Jouanulou. Jouanulou provou em [13] que essa
folheagdo nao possui separatrizes. Neste capitulo daremos uma prova mais simples desse fato.
Note que a folheacdo de Jouanulou possui grau n e além disso, um cdlculo mostra que w,, possui

n*> + n + 1 singularidades. Esse célculo (e outros fatos sobre a folheacio de Jouanulou), que
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trata-se de uma conta direta, pode também ser visto em [15]. Na verdade, temos mais geralmente

o teorema ([14]):

Teorema 4.1. Se ¥ ¢ uma folheagdo de dimensdo um e de grau k, definida em CP(n) com todas

as suas singularidades ndo degeneradas, entdo o niimero de singularidades de F ¢ dado por
l+k+---+k"

Calculando a matriz da parte linear de w,, mostra-se que o quociente dos autovalores é
um numero real positivo. Ou seja, todas as singularidades de ¥, estdo no dominio de Poincaré.

Denotaremos por Al (CP(2)), o sub-espago linear das 1—formas, definido como

AL(CP(2)) = {w = Adx + Bdy + Cdz; xA+yB +zC =0;
dg(A) = dg(B) = dg(C) =n+1}

Ou seja, o projetivizado desse conjunto € o conjunto das folheagdes de grau n. O subconjunto $,, C
P,(A}(CP(2))) é definido como sendo o espago das folheagdes de grau n, cujas singularidades
sdo do tipo Poincaré. $, € um aberto de Zariski no espago projetivo. Denotaremos ainda por
PV c P, o conjunto das folheagdes cujas singularidades estdo no dominio de Poincaré e que tem

uma separatriz algébrica. A préxima segio nos dd resultados acerca de P?.

4.2 Aplicacoes

Antes de enunciar o primeiro teorema, obervamos que se ¥ ¢ uma folheacdo cuja
singularidade p estd no dominio de Poincaré, entdo dada uma separatriz em p, ou essa separatriz
€ suave ou possui uma singularidade nodal. Isso segue facilmente do fato de que ¥ tem duas

separatrizes locais e suaves passando em p.

Teorema 4.2. A folheacdo de Jouanulou definida em CP(2) ndo possui separatriz, ou seja,

Fn g PO

2ri
il
Definindo o (x, y) = (Ax, A"*!y), observamos que o*w, = " 'w,. Assim, informalmente, a

Demonstracdo. Seja N = n*> + n + 1 o nimero de singularidades de #,. Seja A = exp
folheacdo "ndo muda" pelo pullback de . Formalmente, w, € equivariante pela agcdo de o .

Notamos que as singularidades de ¥, sdo dadas por c(1,1),i =0,--- ,N — 1. Suponha por

absurdo que Sy € uma separatriz de ¥,. Entdo, como o ndo altera a folheacao,
N
s=|Jo'(s0)
i=0

¢ uma separatriz de ¥,. Note que as singularidades de S sdo nodais pois Sing(S) C Sing(F) e

¥, estd no dominio de Poincaré. Segue entdo que grau(S) < n+ 2. Mas pela invariancia da
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2

folheacdo por o, S possui n“ + n + 1 singularidades nodais. Porém, isso ndo pode ocorrer. Com

efeito, a formula de Pliicker nos diz que
d"+26+3k=d(d-1).
Aplicando a curva S, temosque d < n+2,6 = n+n+1,k=0,e portanto,

d* < (n+2)(n+1)—2(n2+n+1) =—n’+n,

logo d* < 0 se n > 1 0 que é uma contradicao. Concluimos entao que S € uma curva suave e

portanto irredutivel. Nesse caso, temos m < n+ 1 e vale
w, =adf + fn,

onde w,+1 € f sdo as equacdes homogéneas de ¥, e S. Comparando os graus na equacao acima,
obtemos que a é um polindmio ndo constante, poistem grau > n+1-m+1=2+n-m > 0.
Assim, todas as singularidades de ¥, estdo em S, e sendo S lisa, essas singularidades serdo dadas
por a = f = 0. Pelo teorema de Bézout, obtemos

n+n+1<m.grau(a) =mmn+2-m) < (n+1)(n+2—m)

eentdo 1 < (2—m)(n+1). Entdo, m = 1 e todas as singularidades estdao em uma reta, o que é

um absurdo. [
Teorema 4.3. Se n > 2 entdo PO é um subconjunto algébrico préprio de P,.

Demonstragdo. Seja F € P, dada por w, tendo uma separatriz irredutivel S = (f = 0). Temos,
wAdf = f6,

onde 6 € uma 2-forma. Como as singularidades de F sdo do tipo Poincaré, entdo ou S € suave ou

¢ uma curva nodal. Assim, temos m = grau( f) < n + 2. Considere o conjunto X(m, n) dado por

{(w, f,0);w Adf = f0,dg(w) =n+1,dg(f) =m,dg(0) = nj}.

A relacdo wAdf = f6 € uma relacdo algébrica, e notando que

7'),?= U P, NP(priZ(m,n)),

1<m<n+2

vemos que PV ¢ algébrico, pois é a unido finita de algébricos. Acima, pri denota a primeira
projecdo (w, f,6) — w. O Teorema 4.2 nos diz que a folheacdo de Jouanulou estd em £, mas

ndo em PY; portanto, PV & préprio. [
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Teorema 4.4. Seja F uma folheagdo em CP(2) e S uma separatriz de F. Suponha que F € P

e que todas as singularidades de F estdo contidas em S. Entdo n = 1.

Demonstragdo. Suponhamos que ¥ tenha grau n e seja dada em coordenadas homogéneas pela
1-forma homogénea w. Seja f = 0 a equacdo homogénea da separatriz S. Nesse caso, temos
m = grau(f) < n+2. Se todas as singularidades de ¥ estdo em S, o Lema de Noether para
folheagdes implica que f pertence ao ideal gerado pelos coeficientes de w. Portanto, n + 1 < m.
Como m < n + 2, obtemos que

n+l<m<n+2.

Nesse caso,oum =n+1oum =n+2. Se form = n+ 2, entdo w € do tipo logaritimica, isto &,

f:fl"'fpe

w=fZ/1i%, Z/limz:(), m; =dg (fi) -

Assim, as singularidades de ¥ sdo exatamente as singularidades de S. Segue que S possui
exatamente n> + n + 1 singularidades que sdo todas nodais. Usando agora a férmula de Pliicker

paraS,comd:n+2e6:n2+n+leassim,
d+2(n*+n+ 1) +3k=(n+2)(n+1).

Sendo d* > 0 e k = 0, temos

+2)(n+1
n2+n+1=#n6sde S < %
e isso € possivel apenas paran = 1.
Agora, seja f de grau n + 1. Nesse caso, escrevemos w = Pdx + Qdy + Rdz. Como P, Q
e R possuem grau n + 1, existem constantes a, S e y tal que f = aP + S0 + yR. Neste caso,

tomando a 2-forma constante 79 = adyAdz + BdzAdx + ydxAdy, obtemos que
wAn = fdxAdyAdz.

Fazendo uma mudanga de coordenadas, podemos supor que n = dyAdz Assim, obtemos que
P = f e portanto P = 0 € uma separatriz de w. Entdo, i 2w = 0 quando calculado nos pontos de
f, e portanto 66_)( é tangente a w quando P = 0. Notamos que sobre P = 0, P, = 0 e portanto,
i a dP = P, = 0. Disso segue que P divide P,. Assim, P, = 0 e portanto, P ndo depende
de x, isto é, P = P(y,z). Assim, P = 0 consiste dos planos passando pelo eixo x. Como as

singularidades sdo do tipo Poincaré existem no maximo dois planosem P =Qeentdion+1 < 2.m
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S Blow-up e singularidades de Folheacoes

Neste e no préximo capitulo, daremos os pré-requisitos para a solu¢ao do problema de
Poincaré quando temos uma restricao sobre a folheacdo (a explosdo € nao dicritica), ndo mais
sobre a curva. Falaremos um pouco sobre o processo de explosdo de uma superficie complexa
e seus efeitos sobre uma folheacao e também sobre uma curva. Intuitivamente, o processo de
blow-up em torno de uma singularidade consiste em "substituir essa singularidade" por um
espaco projetivo, de modo que fora do espaco projetivo a folheagdo encontrada coincida com a
folheagao original. Daremos alguns resultados (de carater local) que nos dizem como a folheac¢ao
se comporta em torno de determinado tipo de singularidade. No préximo capitulo, falaremos de

um tipo especial de folheagdo, que sdo as curvas generalizadas.

5.1 O blow-up

Nesta secao, definiremos o blow-up de uma superficie complexa M. Nesse texto a
abordagem ¢€ feita de de uma maneira rudimentar, porém suficiente para nossos propositos.

Considere:

& = {(x,y, [u:v]) € C2x CP(1)|xv = yu} c C2 x CP(1).

Ou seja, & éo conjunto dos pontos (x, y, [u : v]), de modo que (x,y) € [u : v]. Isso é
claro, pois se [u : v] € CP(1), entdo sem perda de generalidade, podemos supor v # 0, donde
podemos escrever x = £, logo 2 (u, v) = (x,y) e entdo (x,y) € [u : v].

Chamamos o conjunto D = {0} x CP(1) C & de divisor excepcional. Note que
D ¢ identificado com CP(1). Chamaremos a projecdo candnica 7 : ¢ - 2 dada por
n(x,y, [u:v]) = (x,y) de blow-down. Note que o divisor excepcional é dado por 7~ ({0}) ¢ o

_ s . ~2
A proposicdo a seguir dd uma estrutura de variedade complexa em C".

Proposicao 5.1. & é uma superficie complexa.

Demonstragdao. Considere os conjuntos:
=2
U = {(x,y, [u:v]) € Clu# 0} = {(x,x2, [1: 2] (x,y) € C*};

Ur={(x.y. [u:v]) € €y # 0} = {(wy. . [w : 1D (. w) € C}.

Note que U; = {(x,y, [u: v]) € C2x CP(1);u # 0} N e portanto € um aberto de o

Analogamente, U, € também aberto de &, E claro que Uy VU, = ©*. Considere as aplicacdes:

l//11U1—>C2
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(x,xz,[1:z]) — (x,2)

Yo Uy — C?
(wy,y, [w:1]) = (y,w)

que sdo, claramente, bijecdes. Note que, em U; N Uy,

Y1 owy (vow) =g (wy,y, [w: 1]) =y (wy,y, [1: &]) = (wy, %)

do mesmo modo,
» 1
Yoy (x,2) =[xz, -

- . . . 2 .
que sao holomorfas e bijetivas, logo biholomorfismos. Assim, C™ possui uma estrutura de

superficie complexa. [

. ~2 ~ © . .
Considere o atlas de C™ dado na demonstrac¢do da proposicao anterior. Expressando 7 e

D nas cartas U e Uy, temos:
m=moyy! s (1) - (x.1x) = (x.)

e D NU; = {x = 0}. Analogamente,

my=moyy i (s,y) > (sy,¥) = (x,¥)

eDNU,={y=0}.
Notamos que 7 : C2\D — C2\{0} ¢ bijetiva. A expressdo nas cartas nos diz que 7

W A2 . . o .
quando restrita 8 C\ D € holomorfa e 0 mesmo ocorre com a inversa da bijecdo dada acima.
.~ . ~ =2 , . ~ f .
Proposiciio 5.2. A aplicagdo n : C — C? é uma aplicacdo propria.

Demonstracdo. Pela defini¢do de 7, para todo compacto K ¢ C2, n71(K) c K x CP(1), que é
compacto, pois é produto de compactos. Pela continuidade de 7, 77! (K) é fechado, e como estd

contido em um compacto, € também compacto. [

A imagem inversa de C? pela funcdo  é chamada de blow-up da origem.
Podemos fazer a constru¢do do blow-up da origem de C”", generalizando a constru¢éo

acima. De fato, definimos:
C" = {(x,X) e C"xCP(n—1)|x € CP(n - 1)},

H;i={[a;:---:a,] € CP(n—1)|a; + 0}.

E claro que H; ~ C""!. Sejam

U =C'n(C"xH;)={(x,X)|x e X =[ay,...,a,] ea; %0}
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e
y; U —C"
wx e (KX X XX
’ > AR ] sV IR
Xj Xj X X; X;

Como na proposicdo 5.1 a colecdo (U}, ;) dard a C" uma estrutura de variedade complexa de
dimensao n. Nesse caso, a aplica¢do de blow-down continua sendo a projec¢ao 7(x, X) = x, e em

cartas se 1€ como:
-1
moy; ((x1y...,xp) = (xlxj,xzxj,...,xj-_lxj,xj,xj+1xj,...,x,,xj).

Novamente, chamamos de blow-up da origem em C" a imagem inversa do blow-down e
n~1(0) é o divisor excepcional que se identifica com CP(n — 1). Note que o processo de blow-up
pode ser feito em qualquer aberto de C", e como o grupo de automorfismos de C" € transitivo,
podemos considerar o blow-up de qualquer ponto também. Vamos agora generalizar o processo
de blow-up para uma superficie complexa. Seja M uma superficie complexa e considere p € M
fixo. Fixemos uma carta local em torno de p como ¢ : U — C2 tal que p € U e ¢(p) = 0.
Sejam 7 : & > C?a aplicacdo de blow-down em 0, com divisor D. Seja ¢ = aI(C?). A
unido de M\{p} e C2¢ disjunta e denotada por M’. Definimos uma relag¢do de equivaléncia ~,
dizendoque x ~ ysex = yousex € U\{p}, y € éZ\D ey =n""(¢(x)). O blow-up de M
em p é o quociente M = M’\ ~. Como C2 é uma variedade e 7-! 0 ¢ : U\{p} — C*\D é um
biholomorfismo, temos que M é uma variedade complexa. Intuitivamente, M foi obtida de M
substituindo o ponto p por um espago projetivo.

Definimos a aplicacio de blow-down IT : M — M como sendo I1(x) = p, no caso em
que a classe de equivaléncia de x estd em D, I1(x) = x, caso a classe de equivaléncia de x
estejaem M\U e II(x) = y, no caso em que a classe de equivaléncia de x contenha dois pontos
y e U\{p} ey € (éz\D. Note que a funcdo IT como definida acima é tal que IT"'(p) = D,
Ul p M\D — M\{p} é um biholomorfismo e IT é prépria. Essa discussio nos permite iterar
o processo de blow-up de uma superficie. Dada uma variedade M e um ponto g € M, fazendo o
blow-up em ¢, obtemos uma superficie M, onde 7| : M| — M € a aplicacao de blow-down e
D = n~(q) é o divisor da primeira explosdo. Se tomarmos ¢; € M;, podemos considerar a
aplicacdo de blow-down 7, : M> — M, onde M, é o blow-up de M. Podemos prosseguir com
esse processo indutivamente, obtendo um nimero n de blow-ups:

M, B M ™S D My =M.
Assim, apds n blow-ups, temos a variedade M,, e uma aplicacdo de blow-down I1,, : M,, — M,,_;
com divisor D,. A compostaw = m, 0---om : M,, = M € uma aplicagdo holomorfa prépria,
que serd chamada de um processo de blow-up ou explosdo. Definimos o divisor D da explosdo
de modo indutivo, pondo D = D; se tivermos uma explosao e na dltima explosido colocamos
D"=D=D,Un, (D" ).



54

Resumimos essa discuss@o no seguinte teorema:

Teorema 5.3. Seja M uma superficie complexa e S C M um subconjunto finito de M. Existe

uma superficie complexa M e uma aplicacdo holomorfa prépria Il : M — M tal que

1. paratodo p € S, D, é biholomorfo a uma unido de linhas projetivas, onde D, = I (p) =
CP(1) e os D, sdo disjuntos.

2. Tl induz uma bijecdo entre M\ Upes D, = M\S.

3. para todo p € S, existe uma vizinhanga aberta V, de D, em M tal que Hly, seja

biholomorficamente conjugado a aplicacdo m em uma vizinhanca de D em C2.

Nesse caso diremos que efetuamos explosoes simultaneas.

Observamos que I1(D") € um conjunto finito de M: sdo os pontos de M onde foram
executados os blow-ups. Notamos que do modo como o divisor apds n explosdes foi definido, ele
de fato € uma unido de n curvas complexas, todas difeomorfas a esfera de Riemann CP(1). Note
que, por exemplo ao efetuar a segunda explosdo em g1 € D, temos D> = D, U I (Dy). E
facil ver que IT; 1(Dy) corresponde a CP(1) e que D> corta IT; !(g) transversalmente num tnico
ponto, ou seja, D? é a unido de dois espacos projetivos.

Considere um processo de blow-up em que para todo j = 1,...,n — 1 o j-€simo blow-up
é feito em um ponto de D/, isto €, para cada i 0 projetivo D; corta um outro D transversalmente
num Unico ponto. Pontos desse tipo serdo chamados de esquinas de D", de modo que se
DiiNDp#0,...,Di—1 N D;iy # 0, entdo as intersecgdes sao transversais, consistem em um
unico ponto e D;; # D;,,. No que segue, tentaremos dar um entendimento do que ocorre com
uma folheag¢do ou uma curva quando efetuamos um processo de blow-up sobre a superficie em

que estao definidos.

5.2 Efeito de uma explosao sobre uma curva

Lembramos que uma curva holomorfa ou analitica definida em C" € um conjunto analitico
C de dimensdo um. Assim, uma curva holomorfa em C? é um conjunto C localmente dado por
zeros de funcdes holomorfas, isto €; dado p € C existe um aberto U em torno de p e uma fungdo
holomorfa f tal que CNU = {q € U|f(q) = 0}. Tomando cartas locais, estende-se a defini¢do
para uma superficie complexa. No que segue, quando estivermos interessados no carater local de
uma curva em um certo ponto, confundiremos os termos curva e germe de curva.

Consideremos uma curva holomorfa C, definida em Cz, com 0 € C, onde localmente em
torno de 0, temos C = {f(x, y) = 0}. Considere o desenvolvimento de Taylor de f em torno de
0 dado por f = Z;‘;k fi(x,y), onde cada f; € um polondmio homogéneo de grau j. Considere o

blow-upem 0 € C%,r: @72 — C2. Na carta (x, 1), obtemos
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fon(x,t) = f(x,tx) = ifj(x,xt) = x* ixj_kfj(l,t) = xF f(x,1)
Jj=k j=k

O calculo acima nos mostra que 7~ (C) N U; = {x = 0} U {f(x,7) = 0}. Do mesmo
modo, na outra carta, 77 (C) N U, = {y = 0} U {f(s,y) = 0}. Assim, o blow-up de C é
dado por 77'(C) = DU C, onde C = {f(x,t) =0} U {f(s,y) = 0}. Chamamos a curva C de
transformado estrito da curva C. De um modo geral, podemos considerar uma sequéncia de n
explosdes em uma superficie complexa M, dada por um blow-down r : M,, — M, tendo como
resultado 7~ (C) = D U C,,, onde a curva C, é a transformada estrita de C por 7.

Dada uma curva holomorfa C em uma superficie complexa M, dizemos que um processo
de blow-up 7 : M,, - M, com divisor D = U’]’.lej € uma resolugao de C, se a sua transformada
estrita C,, € regular (ndo possui singularidades), C, corta cada D; C D transversalmente, e
a intersec¢do da transformada estrita com o divisor ndo contém nenhuma esquina. A seguir,

enunciamos um importante teorema cuja demonstracdo pode ser vista em [3]:

Teorema 5.4. Toda curva holomorfa numa superficie complexa admite uma resolugdo.

Dada uma curva holomorfa, depois de aplicarmos o processo de resolucdo nessa curva,
diremos que a curva esté resolvida ou reduzida.

Se C é uma curva holomorfa numa superficie complexa M, dado p € C, existe uma
vizinhanga U de p e curvas holomorfas irredutiveis Cy, .. .,...C, C U de modo que p € C;
para todo j, C N U estd contida na unido das curvas C; e também C; N C; = {p} se i € diferente
de j. Por dltimo, para todo j, existem uma aplica¢gdo holomorfa injetiva y; : D — U, onde a
imagem € justamente S; e y; € um mergulho. Aqui, D € o disco de raio 1 em C (veja [12] para a
prova desses fatos).

As curvas Cy,. .., C, acima sdo chamadas de ramos de C em p. No caso de p ser um
ponto regular, existe um dnico ramo, que € o germe da propria curva em p e tal ramo € uma
curva suave. No caso de p ser uma singularidade nodal, existem dois ramos passando por p que
sdo suaves. As parametrizagdes y; dos ramos sio ditas parametriza¢des de Puiseux do ramo C;.
Mais geralmente, se S € um germe de curva analitica irredutivel com equacgdo local reduzida
f =0 em torno de 0 € C2, existe uma aplica¢do holomorfa @ : (C,0) — (C2,0) da forma
a(t) = (t",t"u(t)), onde u € holomorfa com u(0) # 0 e m,(f) = min{m, n}, cuja imagem
coincide com a imagem da curva S. Esse € o chamado Teorema de Parametrizagdo de Puiseux
([101).

Usando o Teorema 5.4 pode ser mostrado que se C € uma curva holomorfa definida em
uma superficie complexa M, entdo existe uma superficie de Riemann C tal que 4 : C — C é um
homeomorfismo fora de Sing(C) ([16]). A superficie de Riemann C é chamada de normalizagio
de C. Esse resultado nos permite entdo definir a caracteristica de Euler-Poincaré de C como

sendo a caracteristica de C.
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5.3 Efeito de uma explosao sobre uma Folheacao

Considere uma folheagdo holomorfa singular # definida em uma vizinhanca de 0 € C,
pela 1-forma w, e tendo uma tinica singularidade na origem. Considere a pré-imagem 7~ (F).
Note que 7*w define uma folheacdo holomorfa regular em @2\7r_1 (Sing(¥)) U D. Porém, como
cod(D) = 1, podemos estender 7*w de modo que ela defina uma folheag¢ao holomorfa singular
(CodSing(F) = 2) em éz. Do mesmo modo e mais geralmente, se ¥ estd definida em uma
superficie complexa M com ponto singular p, podemos fazer o processo de blow-up e obter uma
folheagdio em M. Essa folheacdo, denotada 77*(F) ou ¥ serd chamada de transformada estrita de
¥ por m. Observe também que iterando o processo de blow-up, podemos obter uma sequéncia de
explosoes e na ultima explosao teremos bem definida uma folheagdo singular.

Vamos agora definir conceitos importantes: o de explosao dicritica e ndo dicritica. Seja
definida localmente em torno de uma singularidade p € M por uma 1-forma holomorfa w. Tome
coordenadas locais (x, y) no qual p = (0,0) e ¥ € induzida por w = Pdx + Qdy, ou, pelo campo
dual X = aaa—x + ba%’ onde b = —P e a = Q. Lembramos que a multiplicidade da folheacao
v = v,(F) em p € dada pelo grau do polindmio homogéneo de menor grau que aparece nas
expansoes de Taylor de P e Q, e que ndo depende do sistema de coordenadas escolhido. Escreva
entio P =P, + P e Q = O, + Q’, onde P, e O, sdo polindbmios homogéneos de grau v nas
vardveis x e y e v é a multiplicidade da folhea¢dao. Consideramos a explosao de ¥ dada por 7*F.

Na 1° carta do blow-up, temos as coordenadas (x, t), onde x é da forma 7 (x, t) = (x, xt),

y = xt, de onde obtemos

mrw(x,t) = (Py(x,xt) + P'(x,xt))dx + (Q,(x,xt) + Q' (x, xt)) (tdx + xdt)
= (P(x,xt) +tQ(x,xt))dx + xQ(x, xt)dt.

Como min(grau(P), grau(Q)) = v, e vendo que
7w = (Py(x,xt) +10,(x,xt) + P’ (x,xt) + tQ’(x, xt))dx + (xQ(x, xt))dt,
obtemos
mw=x"[(P,(1,t) +tQ,(1,1) + P’ (x,xt) +tQ"(x,xt))dx + x(Q,(1,1) + Q" (x, xt))dt].

Para simplificar a escrita, colocamos f] (x, 1) = P’ (x,xt)+tQ’'(x.xt) e fo(x,1) = Q,(1,1)+

Q’(x,xt), e entdo
7w =x"[(Py(1,1) +tQ,(1,1) + fi(x,1))dx + x fr(x, t)dt]. (5.1)

Na segunda carta, temos as coordenadas (s, y), de forma que n(s,y) = (sy,y), x = sy.
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Escrevendo a expressdao de P e Q como antes, obtemos:

mw(s,y) = (P(sy,y)(yds + sdy) + Q(sy, y)dy)
= yP(s,sy)ds + (sP(sy,y) + Q(sy,y))dy

ou seja,
mrw(s,y) =y [y(Py(s, 1)+ P'(sy,y))ds + (sP(s, 1) + Q(s, 1) + sP'(sy,y) + Q'(sy, y))dy]

Como antes, chamando g (s,y) = sP'(sy,y)+Q’(sy,y) e g2(s,y) = P, (s, 1)+ P'(sy,y),
obtemos

m'w =y"[yga(s, y)ds + (sP(s, 1) + Q(s. 1) + g1 (s, y))dy] (5.2)

Vamos analisar as expressoes finais obtidas nas duas cartas. Considere o polindmio
R(x,y) =xP,(x,y) + yQ,(x,y). Temos dois casos a considerar, quando R(x,y) # 0 e quando
R(x,y) = 0. No primeiro caso, dizemos que a explosio € ndo dicritica e no segundo caso, temos
uma explosdo dicritica

Se a explosdo € ndo dicritica, podemos dividir 7w por x” na primeira carta e y” na
segunda carta, e escrevemos

*

1°carta: @) = =2 = (P (1,1) + 10, (1, 1) + fi)dx +x fods;
X

*

2° carta: @y = = 3) = yg2(s,y)ds + (sP,(s,1) + O, (s, 1))dy.
y

Na primeira carta o divisor excepcional € dado por x = 0 e portando, &1 Adx = x fodtAdx.
Na segunda carta, ele € dado por y = 0 e entdo wrAdy = ygrdsAdy. Assim, podemos concluir
que no caso de a explosao ser ndo dicritica o divisor excepcional € uma separatriz do transformado
estrito de . De fato, essa € uma condic¢ao equivalente da explosdo ser nao dicritica.

Note que, por exemplo, na 1° carta, as singularidades sobre o divisor excepcional (x = 0)
correspondem as raizes da equacdo P, (1,7) +tQ,(1,¢) = 0 e, possivelmente, a uma outra singu-
laridade na origem do sistema de coordenadas (s, y). Observamos também que se Q, (0, 1) # 0,
entdo O, possui um termo de y”. Neste caso, temos que todas as singularidades estdo no aberto
coordenado da 1° carta. Essa situacdo em que todas as singularidades estdo no aberto coordenado

da 1° carta é sempre possivel obter por meio de uma mudanca de coordenadas.

Se a explosio € dicritica, temos R(x, y) = 0 e portanto, 7*w pode ser escrito como:

12 carta: w¥w(x, 1) = X" [(Pya1 + 1Qye1 + X fi(x,0))dx + fo(x, 1)dt]
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onde f| e f> sdo holomorfas.

2° carta: mw(s,y) = y”+1 [82(s, y)ds + sPyi1 + Qi1 (s, 1) + €1(s, )]

onde g7 e g> sdo holomorfas. Nesse caso, nota-se que o divisor excepcional ndo € separatriz de
n*F e as singularidades de 7* (%) sobre o divisor excepcional correspondem, por exemplo, na
primeira carta as solucdes simultineas das equacgdes P,.1(1,7) +tQ,4+1(1,1) =0e Q,(1,1) =0
e, possivelmente mais a origem da segunda carta. As folhas de 7*% sdo transversais ao divisor
excepcional (se fossem ndo transversais, o divisor seria invariante), com exce¢do das que passam
por pelos pontos que sdo raizes de Q,(1,7) = 0, e possivelmente da origem da outra carta. Note
que nos pontos (7o, 0) tais que Q,(1,7) # 0 (que sdo infinitos) as folhas s@o transversais ao
divisor, e gerardo, via aplicacdo blow-down, separatrizes infinitas em p.

Observamos que se tomdssemos um campo X que define ¥ e fizessemos o pullback de X

por 7, o transformado estrito da folheacdo na primeira carta seria dado por

X

xS

X =

) (5.3)

onde s = v — 1 no caso ndo dicritico e s = v no caso dicritico. Na segunda carta X é dado de

forma anéloga.

Exemplo 5.5. Seja M uma superficie complexa e seja # uma folheacdo com uma singularidade

isolada p € M de tal modo que tomando cartas em torno de p, teremos p = (0,0) e ¥ dada por:
w =xdx +ydy + f(x,y)dx + g(x,y)dy,

onde f e g tem multiplicidade maior ou igual a 2.

Sejaw : M — M aexplosdo de M em p. Na carta com coordenadas (x, ), temos:

m*w = xdx + xt(xdt + tdx) + f(x,xt)dx + g(x,xt)(tdx + xdt)

= (x +xt? + X2 f(x, 1) + X215 (x, 1)) dx + (Xt + X33 (x, 1))dt,

onde g(x,xt) = x2g(x,1) e f(x,xt) = x>f(x,1), com f e g holomorfas, pois f e g possuem
multiplicidade pelo menos 2. Fatorando a expressdo acima pelo termo comum x, obtemos que o
transformado estrito de F, 7~7, ¢ dado pela 1-forma:

G = (L+ 2 +xf(x, 1) +xt3(x,1))dx + (xt +x>3(x, 1))dt.

Segue que na primeira carta o divisor excepcional dado por D = {x = 0} é uma separatriz do

transformado estrito de . Um célculo andlogo usando a outra carta mostra que

@y = (1+u? +yg(u, y) + yuf(u,y))dy + (uy + y* f (u, y))du.
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As expressdes acima nos mostram que a explosao € nao dicritica, ou seja, o divisor excepcional é

uma separatriz de F. <

Para finalizar essa sec¢do, relacionaremos a explosao de curvas com a explosao de
folheacdes. Faremos isso em €2, observando que os resultados de carater local se estendem para

uma superficie complexa tomando cartas locais. Comegaremos provando o seguinte

Lema 5.6. Sejam F um germe de folheacdo em C? gerada pela I-forma w = a(x, y)dx+b(x, y)dy

e S = {f = 0} uma curva irredutivel, com parametrizacdo de Puiseux y. Sdo equivalentes:
1. S é uma separatriz de F
2. Y'w=0.

Demonstragdo. Escreva y como y(t) = (a(t),B(t)). Como y é parametrizacdo de S, temos

f(y(t)) = 0. Derivando essa expressdao com relacdo a ¢, obtemos:

f da(f) f dﬁ(t)

=0,

25 7 (D) (())

e isso quer dizer que os vetores

(5f

). 2L ()/(t))) (%@ dczn)

sdo paralelos. Note que

wANdf = (a(x,y)dx + b(x,y)dy) A (a—f(x, y)dx + @(x, y)dy)

(a(x ¥ f(x Y- by, y))dmdy
= A(x, y)dx A dy.

Assim, f divide A(x, y) se, e somente se, f divide wAdf. f dividir A(x, y) significa que existe
g de modo que A(x,y) = g(x,y)f(x,y) e entdao A(y(z)) =0, ou seja

A1) = a(y(r))?—ﬁ(y(r)) b)) =0

Usando a proporcionalidade dos vetores acima, obtemos que isso equvale a

(t) a’ﬁ (f)

+b(y(1))

Y'w=a(y())

Antes de prosseguirmos faremos algumas observag()es simples acerca de conjuntos
analiticos. Seja X um conjunto analiticoem U C N, onde N € uma variedade complexa. Entao
se f : M — N é uma funcdo holomorfa, a imagem inversa f~!(X) é claramente um subconjunto
analitico de f~!(U), como se pode verificar facilmente. Observamos porém que a imagem direta

de conjuntos analiticos pode ndo ser analitico.
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Exemplo 5.7. Considere o conjunto analitico X ¢ C? dado pelas equagdes
z21(ziza—1) =0 e 22— 1 =0.

~ 27TiZ _ . . . ~ _ _ 1
A equagdo e — 1 = 0 nos diz que z, € Z, e a primeira equagéo, que z; =0 ou z; = .

Assim, X € descrito por

1
X = {(—n) in € Z*} U{(0,n);n € Z}.
n
Considere f : X — C dada por f(z1,22) = z1. Claro que f¢é holomorfa e
1 :
Y=f(X)={0}u{-neZ}.
n

E facil ver que Y ndo é analitico em C, pois uma funcdo holomorfa de uma varidvel que se anula
em torno de 0 € C s6 pode se anular em um conjunto discreto, assim a defini¢cdo de conjunto
analitico ndo pode ser satisfeita em 0 € C. . Outro exemplo, devido a Osgood pode ser dado por

@ : C? - C3, onde ®(x, y) = (x,xy,xe”). Nesse caso a imagem de C? ndo & analitica em C>.«

Intuitivamente, o que ocorre no exemplo anterior € que os pontos da forma (%, n) estao
"escapando" para o infinito e isso implica na falta de analiticidade em 0. Porém, se a fungdo
f de alguma forma evitar que os pontos escapem para o infinito, a imagem de um conjunto
analitico € analitico. Isso se traduz formalmente exigindo que f seja uma aplicacao propria.
Com isso, temos o teorema a seguir, conhecido como Teorema da aplica¢do prépria, ou Teorema
de Grauert-Remmert ([10]).

Teorema 5.8. Seja ® : M — N uma aplicagdo holomorfa e prépria entre as variedades
complexas M e N. Se A C M é um subconjunto analitico de M, entdo ®(A) é um subconjunto
analitico de N e além disso
dim,Y = sup dim/X.
zef~(w)

Em particular, se um conjunto analitico definido um uma superficie complexa M tem
dimensao 1, sua imagem por uma aplicacao prépria f : M — N, onde N € uma superficie
complexa, terd também dimensao 1.

Unindo os comentdrios feitos a respeito de imagens de conjuntos analiticos e tendo o

lema 5.6 em mente, provamos facilmente o préximo resultado:

Proposicao 5.9. Seja F um germe de folheacdo holomorfa gerada por uma 1-forma w. Se

S © C? é uma curva irredutivel, entdo sdo equivalentes:
(i). S éuma separatriz de F.

(ii). S é uma separatriz de ¥ no ponto S 0 71=1(0).
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Demonstracdo. Sejam y e 7 parametrizagdes de Puiseux de S e S respectivamente. Pelo Lema
5.6, segue-se que y*w = 0. Como w o ¥ = y, entdo ¥* o m*w = y*w e portanto a equivaléncia

segue novamente do lema 5.6. [ |

5.4 Singularidades de Folheacoes

Seja X um campo vetorial holomorfo definido em um abeto U c C". Nesse caso,
podemos escrever X = (Xi,...X,). Vendo X : U — C" como uma aplica¢do holomorfa,
consideramos a matriz Jacobiana DX (p), onde p € um ponto singular de X. Consideramos
o espectro A = {Ay,...,4,} de DX(p). Se ¢ : U — V € um biholomorfismoe Y = ¢.X é o
pushforward de X por ¢, entido DY (¢(p)) = de(p)DX(p)de(e~(p)), pois X(p) = 0. Isso
mostra que DY (¢(p)) e DX (p) sdo matrizes conjugadas e portanto possuem 0 mesmo espectro.
Segue que o espectro independe do sistema de coordenadas e assim podemos definir o espectro
em p de um campo singular definido numa variedade complexa qualquer, definindo o espectro
desse campo como o espectro do pushfoward desse campo via uma carta local em torno de p.

Considere agora um campo holomorfo X definido em um conjunto aberto U c C2. Sejam
A1, A os autovalores de DX (p), onde p é uma singularidade de X. Dizemos que p é singularidade
reduzidade X se 4,42 #0e % ¢Q%ould; =0, #0;0ud; #0,4, =0. SejaagoraY = fX,
onde f : U — C é uma fun¢@o holomorfa que nunca se anula. Um simples cdlculo mostra que
DY (p) = f(p)DX(p) + X(p)D f(p), e como X(p) = 0, temos DY (p) = f(p)DX(p), logo
f(p)A; e f(p)A; sdo os autovalores de DY (p). Assim p é singularidade reduzida de X se e
somente se € singularidade reduzida de Y. As discussdes feitas até aqui mostram que a definicao

seguinte estd bem definida.

Definicao 5.10. Sejam F uma folheacdo em uma superficie complexa, p € Sing(F) e X um
campo vetorial holomorfo que representa F em torno de p. Sejam Ay, A os autovalores de

DX (p). Dizemos que p é singularidade reduzida de F se
1. 21,4 ¢Oe% ¢ Q" ou
2.1 =0, #00uld; #0,4, =0.

No primeiro caso, p é dita uma singularidade simples e no segundo caso uma sela-né.

O resultado a seguir € conhecido como Teorema de reducio (ou resolucao) de singu-
laridades e representou um grande avancgo na teoria de folheacdes. A demonstragdao pode ser

encontrada em [19].

Teorema 5.11. Sejam F uma folheacao holomorfa e p € Sing(F). Entdo existe uma sequéncia
finita de explosoes m em p tal que todas as singularidades do transformado estrito de ¥ sobre

71~V (p) sdo reduzidas.
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O Teorema 5.11 nos permite dar a seguinte defini¢ao:

Definicao 5.12. Seja F uma folheagdo definida em uma superficie complexa M e p € Sing(F).
Dizemos que p é uma singularidade ndo dicritica se na quantidade minima de blow-ups
necessdrias para dessingularizar p, tivermos todas as explosoes ndo dicriticas. Equivalentemente,
todas as linhas projetivas do divisor sdo separatrizes da folheagdo reduzida. Se alguma das

explosoes for dicritica, entdo p é dita uma singularidade dicritica.

Se ¥ € uma folheacdo definida em uma superficie complexa M, e p € Sing(¥) é um
ponto singular de ¥, tomando cartas locais de modo que p = (0,0) € C? e X = aaa—x + b;—y
represente ¥, chamaremos a matriz Jacobiana D X (0) de matriz da parte linear de X, ou mesmo
matriz da parte linear de ¥, ou simplesmente parte linear de .

Seja ¥ como no paragrafo anterior e tal que v, (%) = 1. Nesse caso a parte linear de F €
uma matriz nao nula. Usando a forma candnica de Jordan, podemos supor que DX (0) tem uma

das seguintes formas:

(a0 . oA .
(1).(0 0),/16C, (111).(0 /l),/lEC
.. [A4 O . , 0 1

(i1). ( 0 1 ),/11,/12 e C*; @iv). ( 0 0 )

O caso (i) acima ocorre quando um autovalor da matriz € nulo e o outro nao, isto é, a
singularidade € uma sela-né. Se o caso (iv) ocorre, dizemos que a singularidade é nilpotente, ou
de forma equivalente, uma singularidade de uma folheacgao € dita nilpotente se a matriz da parte
linear de ¥ € nilpotente.

Nosso objetivo € explorar um pouco os tipos de singularidades (i), (i7), (iii) e (iv). Esse
estudo nos serd ttil para estabelecermos alguns resultados sobre curvas generalizadas. Em
particular, entenderemos como uma singularidade de um determinado tipo se comporta quando é
explodida por um blow-up. Note que se a singularidade €, por exemplo, do tipo (ii), podemos
diagonalizar a matriz da parte linear de ¥, obtendo coordenadas em que a matriz do representante
X de ¥ é dada como em (ii). Nessas coordenadas, se X = aaa—x + baa—y, comparando a matriz

jacobiana com a matriz (ii), obtemos que
da ob ob da
—(0)=4;, —(0)=2e —(0) =—(0) =0.
5e (@ =1 50 = e 52(0) = Z5(0)
Nesse caso, tomando a forma dual w de X, escrevemos nesse sistema de coordenadas
w = (—2y + fi(x,y))dx + (41x + fa(x, y))dy,

onde f; e f> sdo funcdes holomorfas com ordem maior ou igual a dois. Assim, cada tipo de

singularidade nos d4 um sistema de coordenadas em que a folheacdo € descrita de um certo modo.
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Fazendo o blow-up nessas representagdes locais obtemos algum entendimendo do comportamento

dessas singularidades por blow-ups.

Proposicao 5.13. Se p é uma singularidade de uma folheacdo defininida em uma superficie
complexa do tipo (iii) acima, entdo n*F possui uma uinica singularidade do tipo sela-no sobre o

divisor excepcional.

Demonstragdo. Seja w = a(x,y)dx + b(x,y)dy um representante local de ¥ em torno de

p = (0,0), de modo que nessas coordenadas, temos
A 1
DX(0) = ,1eC".
0 A

Olhando para a matriz acima, obtemos que

ob

ob
Z00) = -a, —
6x() 0y

da oa
=-1, —(0)=0, —(0) =A1.
5 (=0, 550
Tomando o desenvolvimento de Taylor de a e b em torno de 0, temos:
a(x,y) =y +Apxy +--- = Ay +g(x,y)

b(x,y) ==Ax—y+Bixy+---==Ax -y + f(x,y)

onde f e g possuem multiplicidade pelo menos 2. Usando as expressdes acima, podemos escrever

w COmo

w(x,y) = =(Ay +g(x,y))dx + (Ax +y + f(x,y))dy.

Calculando 7*w nas coordenadas (x, ¢), obtemos:

mrw(x,t) = —(Atx + g(x, xt))dx + (Ax + xt + f(x, xt))(xdt + tdx)
= (=Atx + g (x, xt) + Axt +x1% + £ f (x, xt))dx + (A%t + X%t + x f (x, xt))dt

= (xt? = xg + tx f)dx + (Ax°t + X%t + x> f)dt,

onde f(x,xt) = xf(x,1) e g(x,xt) = x3(x,t) e portando, f e g possuem multiplicidade pelo

menos um em x. Assim, o transformado estrito de ¥ por x é dado por:

rw ~ ~
A(x, 1) = — = (> +1f = )dx + (Ax + tx + x f)dr.
X
Note que a explosdo € ndo dicritica e além disso, sobre o divisor excepcional, temos

@(0,1) = (1?)dx,

pois f e g se anulam sobre o divisor excepcional por possuirem multiplicidade pelo menos 1 em

x. Assim, a unica singularidade sobre o divisor D € dada por ¢ = (0, 0).
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Note que se o coeficiente de dx em & tem multiplicidade pelo menos 2, entdo as derivadas

(tanto em 7, quanto em x) sdo nulas. A matriz jacobiana em 0 € dada por

DX(O):(g ;)

e portanto, a singularidade € uma sela-n6. Se o coeficiente de dx ndo tem multiplicidade pelo
menos 2, entdo ¢ € da forma g(x,7) = x +---. Nesse caso, ¢ ainda é uma sela-nd, pois os
autovalores da jacobiana serdo A e 0.

Verificaremos que nio ha singularidades na segunda carta. Facamos x = uy. Calculando

m*w, obtemos

mrw(u,y) = (Auy +y + f(uy,y))dy — (dy + g(uy, y))(udy + ydu)
= (Auy +y + f(uy,y) — duy — ug(uy,y))dy + (=Ay* = yg(uy,y))du
= (y+ f(uy,y) — ug(uy, y))dy + (—=y* = yg(uy, y))du
=y[(1+ f = u@)dy + (-y - yg)du].
Portanto,
&(u,y) = (=Ay = y@)du+ (1 + f —ug)dy

Sobre o divisor excepcional {y = 0}, temos @(u, y) = dy, que claramente ndo possui singulari-

dades. Isso conclui a demonstragao. [

Proposicao 5.14. Seja F uma folheagcdo em uma superficie complexa com uma singularidade p

do tipo (ii) com A1 = A = A. Entdo n* (F) ndo possui singularidades sobre o divisor excepcional.

Demonstragdo. Tome cartas em que ¥ seja dada localmente em torno de p = (0, 0) pela 1-forma:
w = (=Ay + fi(x,y))dx + (Ax + fa(x, y)dy,

onde f; e f» possuem multiplicidade pelo menos 2. Na 1° carta do blow-up, escrevemos

n(x,t) = (x,xt), e entdo

mrw(x,t) = (=Axt + fi(x,xt))dx + (Ax + fo(x, xt))(xdt + tdx)
= (=Axt + fi(x,xt) + Axt + t fo(x, x1))dx + (Ax*> + x fo(x, xt))dt
= (fi(x,xt) + t fo(x, x1))dx + (Ax% + x fo(x, x1)) dr.

Escrevendo fi(x,xt) = x2fi(x,1), fr(x,xt) = x> f>(x, 1) e dividindo pelo termo comum

x? que aparece nas coordenadas de w, obtemos que o transformado estrito de &, ¥ é dado por

w(x, 1) = (fi(x, 1) +tfo(x,0))dx + (A +x fr(x,1))dt.
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No divisor excepcional {x = 0}, temos
w(0,7) = Adt + -

que claramente ndo € singular.

Fazendo célculos anédlogos na segunda carta, obtém-se o resultado. [

Proposicao 5.15. Se F é uma folheacdao com uma tinica singularidade p do tipo (ii) com A1 # A3,
entdo o transformado estrito ¥ de F possui duas singularidades sobre o divisor excepcional,

com autovalores 11 — Ay, Ay e A» — A4, Ay, respectivamente.

Demonstragdo. Novamente, as contas serdo feitas na primeira carta. Tome um sistema de

coordenadas em que ¥ € induzida localmente pela 1-forma:
w = (=A2y + fi(x,y))dx + (hix + f2(x, y))dy.
O pullback de w por 7 se escreve:
m*w(x, 1) = (=Aoxt + fi(x, x)A1xt + 1 f(x, x1))dx + (Aox? + x fo(x, x1))dt.
Dividindo pelo termo comum x, obtemos que o transformado estrito de # € dado pela 1-forma:
Ox, 1) = (4 — )t +xfi(x, 1) + tx fo(x,1))dx + (Aax + x% fo(x, 1)) dt,

onde fi, f>, f1, > sio como na proposicio anterior. Note que sobre o divisor excepcional, {x = 0},
temos
w((~), t) = (A1 — Ap)tdx

que tem uma singularidade em ¢+ = 0. Calculando a jacobiana do campo conjugado a @
obtém-se os autovalores como no enunciado da proposi¢ao. A segunda carta nos dard a outra

singularidade. u

Vamos apresentar um coroldrio da proposi¢cao 5.15. Trata-se de um resultado técnico.

Corolario 5.16. Se uma singularidade é do tipo (ii) e possui autovalores A1, A, tais que j—; € Q*,
entdo apos um nimero finito de explosoes, teremos que os autovalores das singularidades sdo

iguais ou o quociente é um racional negativo.

Demonstragdo. Sem perda de generalidade, suponhamos que 0 < 47 < A».

Pela Proposicao 5.15, temos que uma explosao nos da duas singularidades com autovalores
A1 — A2, Az e A1, A2 — A1. No primeiro caso, temos 41 — Ay < 0e % eQ .

No segundo caso, se 1, — 41 = A1, entdo obtemos autovalores iguais. Por outro lado,

se Ao — A1 # 41, nada podemos concluir sobre a singularidade que tem como autovalores A
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e Ao — 1. Assim, explodimos essa singularidade. Novamente pela Proposicao 5.15 teremos
duas singularidades com autovalores dados por A1 — (4 — 41), A2 — A1 e A1, (42 — A1) — 41, ou
seja, —Ap + 241, Ap — A1 e A1, A2 —241. Se —Ap + 241 < 0, entdo %J’iﬂ' € Q7. Além disso, se
Ay — 241 = A1, entdo teremos uma singularidade com dois autovalores iguais.

Se A, # 311 e 1, — 241 > 0, entdo realizando mais uma explosdo nessa singularidade
obtemos, pela Proposicdo 5.15, uma singularidade com autovalores 41 — (4 — 241), (42 — 24)

e A1, Ap — 241 — 44, ou seja, temos —Ap + 34y, Ao — 241 e 41,42 —341. Se =1, +34; < 0O,

—Ar+31;
A=A

autovalores iguais.

entao € Q. Novamente, sendo 4, — 34; = 41, teremos uma singularidade com dois

Seguindo esse processo, na g-ésima etapa, teremos duas singularidades com os autovalores

—/12 +CI/11,/12 - (q — 1)/11 e /11,/12 - qﬂl.

~ —/12+q11 —
Se A +Q/11 < 0, entao T=(q-DA; S Q .
Se =1, + g4; = 0, entdo temos que na etapa anterior os autovalores 1; e Ay — (¢ — 1),
associados a singularidade sdo iguais.
Novamente, sendo A, — g4; = r > 0 ainda nada podemos concluir sobre Ay — gd; =r.

Uma vez que pelo Algoritimo de Euclides, existe n € N tal que:

/12:q/11+7‘
A =qr+r
r=gqsri+r;

ry=4q3ry+r3

T'n-2 ={4nrn-1 +1,

=0

com 0 < r;_1 < r;, aplicamos o que foi descrito acima para r e 41 e assim sucessivamente. No
transcorrer desse processo obtemos autovalores cujo quociente pertence a Q~, ou sdo iguais, em

um nimero finito de explosdes. [

5.5 Singularidades Simples de uma Folheacao

Seja ¥ um germe de folheacdo holomorfa em 0 € C2, definida por w = a(x, y)dx +
b(x,y)dy, com uma singularidade simples em O (Defini¢do 5.10). Neste caso, podemos
diagonalizar a matriz jacobiana do campo que representa ¥, de modo que se A € u sdo os

autovalores da matriz, obtemos um sistema de coordenadas tal que:

ob __ Oa_ ., 0b_da
ox - M ey T %x "oy
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Nao € dificil ver, usando as expansdes de Taylor de a e b em torno de zero que as
relagdes acima implicam que a(x, y) = Ay +a’(x,y) e b(x,y) = —ux+b’(x, y), onde a’ e b’ sdo
holomorfas de multiplicidade maior ou igual a 2.

Se temos uma folheacdo com uma singularidade simples, ela ja estd resolvida e além

disso, temos o resultado seguinte:

Proposicao 5.17. (Estabilidade por explosoes). Suponha que a origem é uma singularidade
simples de F e sejan : M — M a explosio de C* centrada na origem. Se F é o transformado

estrito de F por m, temos o seguinte:
(i). A explosdo é ndo-dicritica.

(ii). A folheagdo F possui duas singularidades sobre o divisor excepcional que sdo também

simples.

Demonstragcdo. Tendo em vista o que observamos antes, podemos escolher um sistema de
coordenadas (x, y) em que ¥ é representado pela 1-forma w = ydx—ady+a’(x,y)dx+b'(x,y)dy,
onde a’ e b’ sdo pelo menos de ordem 2. Usando a primeira carta do blow-up, escrevemos y = xt

€ portanto,

m*w = xtdx — ax(xdt + tdx) + a’(x, xt)dx + b’ (x, B) (xdt + tdx)
= x[((1 = @)t + xA(x,1))dx + (x*B(x, 1) — ax)dt],

onde A e B sdo holomorfas. A folheacao F é dada por )%7(*0). Como o divisor excepcional na 1°
carta é D = {x = 0}, entdo é uma separatriz de F. Observamos que a origem da 1° carta é uma

singularidade de #. Calculando a jacobiana do campo conjugado, obtemos a matriz

( 0 : )
J =
A0,0) 1-a

e portanto a razio dos autovalores € 1%, e como @ ¢ Q*, obtemos que ;% ¢ Q*. Os cdlculos

usando a segunda carta sd@o andlogos e obtém-se a outra singularidade. [ |

O préximo resultado € de nosso interesse e serd utilizado posteriormente.

Teorema 5.18. Se F é uma folheagdo definida em uma superficie complexa M tal que p € M é
uma singularidade simples de F, entdo F tem exatamente duas separatrizes em p que sdo suaves

e transversas.

O Teorema 5.18 € na verdade um corolério do Teorema de Briot-Bouquet, cuja demons-
tracdo pode ser encontrada em [4]. Esse teorema implica que uma singularidade do tipo reduzida
possui no maximo duas separatrizes. O proximo exemplo mostra que o Teorema 5.18 néo é

verdade quando a singularidade apesar de reduzida ndo € simples.
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Exemplo 5.19. Considere a folheacio dada por w = (x — y)dx +x2dy. Essa folheagio é chamada
de folheagdo de Euler. Notamos que 0 € C? é uma singularidade da folheagdo. Além disso, essa
singularidade € uma sela-n6 como pode ser observado calculando-se a matriz Jacobiana de w.
E imediato que x = 0 é uma separatriz de w, vamos mostrar que ¢é a tnica. De fato, seja
v(t) a parametrizagdo de Puiseux de uma curva irredutivel que € separatriz de w. Sabemos que

Y*w = 0. Escrevemos y como y(t) = (¢, 27" | a,t") e assim,

() 00 o0 o
0=y'w= Z ant" —t|dt +1* Z nat" V| dt = [ayr — 1+ Z ant" + Z na,t™| dr.
n=1 n=1 s p—

Portanto,
(o]
n+l _
a1t+Z(an+1 +na)t"" =1t.
n=1
Com isso, obtemos a; = 1 € a,41 +na, = 0, que recursivamente nos dd a, = (—1)"—1 (n—

1)!. Segue entdo que

(o)

[Se] [Se]

Fry)=y= ax"=y= > (=" (n- D" =y = > (=1)"nk"!
n=1 n=1 n=0

seria uma separatriz. Porém, note que essa série nao € convergente. Assim, ndo existem mais

separatrizes em torno da origem, porém existe uma separatriz formal. <

Podemos dar uma definicdo equivalente de singularidades dicriticas considerando a
quantidade de separatrizes que passam pela singularidade: Uma singularidade p de uma
folheacdo F € dicritica se e somente se possui uma infinidade de separatrizes. Com efeito, se p é
dicritica, entdo tomando uma sequéncia de blow-ups sobre p que reduz ¥, temos que alguma
componente irredutivel de do divisor D ndo € invariante pela folheacdo reduzida F. Nesse caso,
existe um ponto regular sobre o divisor, digamos p, de modo que as folhas passando por p sdo
transversais ao divisor. Assim, mediante uma composi¢ao de blow-downs, projetamos essas
folhas em infinitas separatrizes em p. Por outro lado, se 7 € uma sequéncia de blow-ups sobre p
que reduz F e S é uma separatriz em p, entdo o transformado estrito S de S é uma separatriz de
F em um ponto 5 € D. Se D é invariante por F entio 5 é um ponto singular de ¥. Mas uma
singularidade reduzida tem no méximo duas separatrizes. Portanto, ou p tem um nimero finito

de separatrizes ou D ndo € invariante por ¥.



69

6 Curvas Generalizadas

Neste capitulo, falaremos brevemente de curvas generalizadas. Este capitulo consiste
basicamente de um rdpido estudo de uma parte do artigo [2], juntamente com o capitulo 8 de [21].
Inicialmente comecaremos com a definicdo de peso projetivo, que leva em conta as intersecgoes
dos espacos projetivos criados em uma resolucdo (esquinas). Veremos um importante teorema
que relaciona esse peso com a multiplicidade da folheag@o. Depois, daremos a defini¢do de curva
generalizada e algumas propriedades.

Neste capitulo, salvo mencao contraria, M designard uma superficie complexa e as
explosdes serdo consideradas nao dicriticas. Além disso, para simplificar a nota¢do, denotaremos
a linha projetiva CP(1) simplesmente por P. O divisor excepcional podera as vezes ser denotado

por P.

Definicao 6.1. O peso w(P) de uma linha projetiva P que aparece no processo de desingulari-

zagdo é:
(i). 1, se a linha projetiva aparece imediatamente depois de explodir p € M;

(ii). A soma dos pesos das linhas projetivas que contém a singularidade na qual foi feito o

blow-up que originou P.

Observamos que uma vez criada a linha projetiva P, associamos um inteiro a essa linha

que fica inalterado apds sucessivas explosoes, ou seja, o peso dela permanece constante.

Definicao 6.2. Seja F uma folheagdo singular em uma superficie complexa que em coordenadas
locais é dada por um campo de vetores holomorfo X com uma singularidade na origem. Seja B
um ramo de S que é separatriz de F. Tomando uma parametrizacdo de Puiseux minimal de B, ¢,
definimos a multiplicidade de F em p ao longo de S (p € B) como a ordem de ¢*X. Denotamos

esse niimero por [i,(F, B).

E claro que a defini¢do anterior independe da escolha de coordenadas locais, uma vez que
a ordem de X nao depende das coordenadas locais e ¢ € tomada como sendo a parametrizacao
minimal.

No apéndice mostramos que o campo ¢*X € holomorfo e mostramos que u, (¥, B) é na
verdade o indice do campo X quando restrito ao ramo B. Esses fatos sdo necessarios para um
teorema a ser provado no capitulo 7.

Se tomarmos uma curva suave S invariante pela folheagdo, podemos tomar um sistema
de coordenadas (x, y) em torno da singularidade em que S é dada por S = {y = 0}. Se nessas
coordenadas ¥ € dada pela 1-forma w(x,y) = yf(x,y)dx + g(x, y)dy, entdo a multiplicidade
m de g(x,0) é a multiplicidade de # em p ao longo de S. O préximo lema sera de extrema

importancia tanto nesse capitulo quanto no préximo:
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Lema 6.3. Sejan : M’ — M blow-up com centro p, B’ o transformado estrito de B por nr, F o

transformado estrito de F e seja p’ um ponto de n='(p) N B'. Entdo

Uy (F',B) +vp(B) - vp(F) s 7 é dicritica

L (6.1)
pp (F',B) +v,(B) - (v,(F)—1) sen éndo dicritica

:up(?’ B) = {

Demonstragdo. Tome cartas locais (x, y) em torno de p e ¢ = (¢, ¢y) : (C,0) — (C2,0), uma
parametrizacao de Puiseux do ramo B. Suponhamos, sem perda de generalidade que ¢, # O.
Entdo B’ pode ser descrita completamente nas coordenanas (x, 7) da primeira carta do blow-up,

bx
X = a% + ba% o campo que gera ¥, dado em coordenadas locais. Entdo, pela equagdo 5.3:

onde y = tx. Seja ¢ a parametrizacdo de B’. Da equagio 7 o ¢ = ¢, obtemos ¢ = (cﬁx, —y). Seja

X =x'X

onde X representa, em coordenadas locais, o transformado estrito de . No caso, temos
s = vpy(F) —1ous = v,(F), dependendo de a explosdo ser ndo dicritica ou dicritica,

respectivamente. Logo, como 7 o ¢ = ¢, temos:
¢ X =(mod)'X =¢"(n"X) = ¢*(x’X) = 6" (X),

ou seja,
¢*X = ¢36" (X). (6.2)

Lembrando que ord(¢y) = v, (B), e que p, (7*F, B’) = ord¢*(X), interpretando 6.2, obtemos:
up(F, B) = up (x*F, B') + v, (B)s.
Substituindo o s adequado a cada caso obtemos o resultado. [

Antes de enunciar e provar o proximo teorema, vamos estabelecer notagdes que nos
ajudardo a realizar cdlculos com a defini¢cao de peso projetivo. Para isso, considere uma sequéncia
de explosoes:

M, 2 M, 5D My = M.
Seja D = 711_1 (p) o divisor excepcional da primeira explosdo, que sera denotado também por P}.
Ouseja, Dy = Pll. Além disso, se ¥ € uma folheacdo em My = M, denotamos por ¥ a folheagdo
que aparece em M, ¥; a folheagc@o que aparece em M, que sdo as explosdes sucessivas de
¥. Assim, por exemplo, F1 = n{F. Seja agora D; o divisor excepcional da i-€sima explos@o.

Denote p por pg. Se p,-1 € D,—1, definimos:

PZ = ﬂgl(pn—l)-
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Além disso, para k = 1,...,n — 1, fica bem definido o seguinte:
n _ _xpn—1
= TP

Por exemplo, Pf = nZP}, P? = ngP% e assim por diante. Entendendo a definicdo de peso
projetivo em termos dessa notagdo, temos w(P}) = 1, pois € a linha projetiva depois da primeira
explosdo. Se tivermos p; € P!, considerando P% =7, Y(p1), como P% ¢ a Unica linha projetiva

que contém a singularidade p, a defini¢do nos da:

w(P2) = Z w(Pl) = 1.

1
plepl

Prosseguindo com esse raciocinio, teremos

wP = > wPh.

Pn—IEPz_l
Além disso, observando que PZ = nj‘,PZ‘l, também temos
ny\ _ n—1
w(Py) =w(P; ).

Vamos aplicar a defini¢do 6.2 ao caso especifico em que B € uma reta projetiva do divisor

excepcional em uma etapa qualquer. Seja p € P} = B. Definimos o seguinte nimero:

Up(Fn, P}) se p € P ndo € uma esquina,

¢e(p,P) = (6.3)

up(F, P}) = 1se p € P é uma esquina.

. . o n C e . .
Note que se p € uma esquina, p = PkI N sz e temos dois inteiros associados a p:

o(p, P} ) ee(p,P})
Tendo em vista essas notacdes, passamos ao:

Teorema 6.4. Se p € M é uma singularidade ndo-dicritica de ¥, entdo denotando v = v,(F),
temos:
vel= ) w(PDe(q. Pp).
qePNSing(Fp)
Demonstragdo. A prova serd por indug¢do em #n, ou seja, no nimero de explosodes da folheacao

. Comecaremos a prova paran = 1. A assercdo para n = 1 € equivalente ao seguinte:

v+1= Z 1y (7°F, D),
qeDNSing (n*F)

pois nesse caso, toda singularidade que estd no divisor excepcional ndo € uma esquina e portanto,
¢(p,D) = p,(7*F, D). Consideramos nesse caso que ¥ seja gerado pelo campo vetorial

holomorfo X = a(x, y)aa—)C + b(x, y)aa—y. Note que podemos supor, conforme ja observado, que
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todas as singularidades no divisor excepcional estao na verdade contidas no aberto coordenado
da primeira carta da explosdo. Entdo, o blow-up de F é gerado pelo campo X, onde:

X

X= xv—l’

pois a explosdo € ndo dicritica. Assim, se g = (0,1y) € Sing(n*F) N E, entdo u,(n*F,D) é a
multiplicidade de 7y com raiz do polindémio b, (1,7) + ta,(1,t). Assim, obtemos:

Z 1y, (T°F, E) = grau(b,(1,1) +ta,(1,1)) = v + 1.
q€ENSing (n*F)

Assim, a férmula estd provada para o cason = 1.

Suponhamos a validade da afirmacdo para n explosdes. Realizamos entdo uma explosao
em p, € D,. Levando em conta a defini¢cao antes adotada, temos que separar os casos em que
pn € ou ndo é uma esquina.

Caso 1: p, ndo € uma esquina. Nesse caso p, estd em uma Unica linha projetiva,
digamos, p, € P;. Como PZ“ =P}, 0 inico termo modificado pela explosdo em p, € o
termo w(P)¢(pn, P}) = w(P})pp, (Fu, P}). Sefor g € PZ” N PZH entdo g é uma esquina.

Lembrando que (Lema 6.3)

,Uq(TnH,PZH) = #pn(?dn,PZ) - (Vpn(Tn) - 1),

temos:
w(PD(p, PT) = w(PIY (g (Frsts PP = 1) + w(P Yy, (F). (6.4)

O fato de g ser uma esquina nos permite concluir que
1 1
SO(Q’PZ+ ) = ﬂp(7:n+1,PZ+ ) — 1. (6.5)
Notando que PZ” € a Unica reta projetiva de D, que intersecta PZi}, teremos

w(P") = w(Pph. (6.6)

n+l/ =

Usando a validade do teorema quando temos apenas uma explosio, escrevemos:

v (F)+1= > u(Faer, P, 6.7)

SEPZ:{ NSing(Fn+1)
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Usando 6.7, 6.6, 6.5 em 6.4, obtemos:

w(PD@(pus PY) = w(PP) [@(pa, P = 1] + w(PY)vp, (F)
=w(P (g, P + w(P)vy, (Fn)

=w(Pye(q, P + w(Prt)) > ps(Fuet, PLED) = 1
se(P™INSing (Fuv1))

n+l

=w(PP ) e(q, P + w(PI) (g (Fus PP = 1)

n n+l

+ W(PZIi Z ,us(7:n+l’ PZ:%
SGP"+1—{(]}

n+l

= w(Py) (g, Py + w(Pi] > ps(Fusr, PIED).
sePZﬂﬂSing(Tn)—{q}

Usando entdo a hipétese de indugio, e substituindo o termo acima na expressao de v + 1,

obtemos:

vil= Y wPe@ P =Y w(PDe(q. P
qeD,NSing(F) gD 1NSing (F 1)

e 1Ss0 mostra o caso em que p, ndo € uma esquina.
Caso 2: p, é uma esquina Nese caso, a explosdo em p, modificard os termos
; — +1 +1 — +1 +1
w(PZl)go(pn, PZI) e W(PZZ)"D(p”’ Pzz). Sejam g1 = le NP eqr= PZZ NP7 . Usando o

n+l
fato de p,, ser uma esquina, temos:

w(PL)e(pn, PL) +w(PL)e(pn, PY)
(P2 )ty (Fo P2 ) = 1) 4w (P2t (Fs P2 = 1)
= w (P! ) ((Hg, (Fus P 4 v, (Fo) = 1) = 1)+ w(P}) (g (Fs P
+vp, (Fu)—1) = 1)
= WP ) (tgy (Fns P = 1)+ w(PL) (tigy (s P = 1)+ (e (P
WD) (v (F) — 1)
= w(P) (0(qn PE) + w(PE) (0(q2. PEY) + w(Pit) (v, (Fn) — 1).

Notemos que w(Py1) = w(P*) + w(Pt!), pois Pt} é gerado pela explosio de
pn=Pr, N Pzz, além disso, w(le) = w(PZI) e w(Pzz) = w(PZZ). Portanto, a definicdo de peso

projetivo nos permite escrever

w(Pit)) = w(P} ) +w(Pp) = w(P) +w(PE).
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Usando agora o resultado para uma explosao, ou seja, que

Yo (Tn) +1= Z /-ls(q:n+1’ P::_t% s

n+1
sePn+1

obtemos:

v ) —-1= > (T, P =2

se(P")NSing (Fue1)

n+l

= Z /Js(g:n+la PZ:%) + (,uql(g:rﬁl»PZID - 1) + (,uqz(q:iﬁl, PZI%) - 1)
se(P™1—{q1.q92})

D, e P+ P +¢(a2 Pit)).
se(Prt1—{q1.q2})

Usando essa expressao, obtemos como os termos que se alteram sdo modificados. Logo,

levando em conta a hip6tese de indugdo, obtemos o resultado. [

Damos agora a defini¢do principal desse capitulo:

Definicao 6.5. Seja F uma folheacdo definida em uma superficie complexa M com uma
singularidade p € M. Dizemos que ¥ é uma curva generalizada em p se ndo existem

singularidades do tipo sela-né na folheagdo dessingularizada F.

Exemplo 6.6. Seja f = 0 a equacio local e reduzida de um germe de curva em (C2,0) que
¢ singular na origem. Considere a folheacdo ¥ induzida por df. Nesse caso ¥ € singular na
origem. Afirmamos que a origem € uma singularidade ndo dicritica. De fato, escreva a expansao
de f em torno da origem como
f =2 fiondei > 1ecada f; ¢ homogéneo de grau i. Denotando por iy 0 minimo dos
i’s tal que f;, # 0, temos, pela relagdo de Euler que
x% + 9fiy

Yo _ o fio #0.
Ox yﬁy ofio #

Prosseguindo com esse raciocinio até reduzir a folheacdo ¥, obtemos que a origem € uma
singularidade ndo dicritica.

Um fato importante para o capitulo 7 € que df € uma curva generalizada. A justificativa
pode ser vista em [2]. <

Exemplo 6.7. O fato de df ser curva generalizada nos permite dar uma rapida demonstragao
do teorema de resolu¢do de curvas em (C2,0) como coroldrio do teorema de reducao para
folheacdes. Com efeito, seja C = {f = 0} um germe de curva redutivel e singular na origem.
Considere a folheagdo dada por df. Essa folheacdo € singular na origem. Denotamos por 7 uma

dessingularizacdo de df. Como C € separatriz de df entdo n*C & separatriz de n*df. Como df é
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curva generalizada entdo s6 existem singularidades simples de 7*df sobre o divisor excepcional.
Assim, existem duas separatrizes lisas e transversais nas singularidades de 7*df. Portanto, as
singularidades em que passam as separatrizes de 7*df nao podem ser do tipo esquina. Como

n*C € separatriz de m*df, obtemos que a curva C estd resolvida. <

Vamos explorar a Defini¢do 6.5 e entender como se comporta uma curva generalizada em
torno de suas singularidades. Para isso precisaremos de alguns resultados auxiliares. Enunciamos
a seguir o Teorema de Linearizacdo de Poincaré, que serd necessario, e cuja demonstracdo pode

ser vista em [3].

Teorema 6.8. Seja ¥ uma folheagdo definida em uma superficie complexa e A1, 15 os autovalores
da parte linear de F em p € M. Suponha que o quociente r = % estd no dominio de Poincaré e
que r ¢ Z*\{1}. Entdo existe um sistema de coordenadas locais em que a folheacao F, é dada

em torno de 0 € C? pela 1-forma
W = A1xdy — Arydx.

Lema 6.9. Seja F uma folheagcdao em uma superficie complexa M e p € Sing(F) cuja matriz
Jjacobiana ndo nula é diagonalizavel e com autovalores A1, Ay # 0 satisfazendo % € Q*. Entao

existe um niimero infinito de separatrizes em p.

Demonstragdo. Se % ¢ Z*, pelo Teorema de Linearizagdo de Poincaré, podemos supor
definida pela 1-forma
w = A1xdy — Arydx.

4 _p + ox . . ~
prlr onde p,q € Z" sdo primos entre si. Note que a funcao meromorfa

G(x,y) = ’;—Z é tal que suas curvas de nivel G(x,y) = ¢ sdo da forma x” — cy? = f(x,y) =0,

Suponha que

c € C. Temos df = pxP~'dx — cqy?~'dy e portanto
wAdf = f(=A1)pdxAdy

donde segue que ¥ possui uma infinidade de separatrizes.

Se for % € Z*\{1} ou ﬁ—f € Z*\{1}, entdo pelo coroldrio 5.16 uma sequéncia finita

de explosdes produzird uma singularidade com jacobiana diagonalizavel onde os autovalores

possuem razao um. Essa singularidade € dicritica e portanto o resultado segue. [

Utilizando os resultados anteriores provamos o seguinte:

Lema 6.10. Seja ¥ uma curva generalizada em p € Sing(¥F), definida em uma superficie

complexa M. Se ¥ admite apenas duas separatrizes lisas e transversais em p, entdo p é reduzida.

Demonstragdo. Comecamos com a afirmagao:

Afirmacdo 6.1. v,(¥) = 1.
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Consideramos a resolu¢cdo de ¥ em p. Uma vez que hd apenas duas separatrizes em p, a
resolucio é ndo dicritica, o que quer dizer que o divisor excepcional D = 7~!(p) é uma separatriz
de . Sejam C; e C, as duas separatrizes suaves de ¥ em p. Sejam Cj, C; seus blow-ups e
P1, P, as retas projetivas contidas no divisor excepcional que interceptam C; e C, em g € g2,
respectivamente. Observamos que as tnicas singularidades de ¥ fora das esquinas de D sio
q1 € q2. De fato, uma singularidade fora das esquinas de D seria uma sela-n6, por admitir uma
Unica separatriz (o divisor excepcional) e isso nao pode ocorrer por hipédtese (se fosse simples, o
Teorema 5.18 nos daria duas separatrizes lisas). Além disso, w(P;) = w(P;) = 1. Entdo, pelo

teorema 6.4 , obtemos

vp(F) + 1= w(P1)pg, (F, P1) + w(P2) g, (F, P2) = 2,

portanto v, (%) = 1 e isso prova a afirmacio.

Como v,(F) = 1, p é uma singularidade de um dos tipos listados no capitulo 5. No
caso (i), a singularidade € uma sela-n6, o que nao pode ser pois ¥ € curva generalizada. O tipo
(#ii) origina uma sela-n6 por explosio (Proposicdo 5.13) e portanto € igualmente descartado.
Agora, se tivermos o caso (iv), entdo uma explosio 71 em p origina uma unica singularidade
sobre a reta projetiva 77 (p). Porém, o transformado estrito das duas separatrizes transversais
em p interceptam 7~ ! (p) em dois pontos distintos, que sdo singularidades. Assim, o tipo (iv) é
também descartado. Nos resta o tipo (i7). Nesse caso, % ¢ Q*, pois caso contrdrio, pelo lema

6.10, teriamos um ntimero infinito de separatrizes em p. [

Lema 6.11. Seja F uma curva generalizada em p € Sing(F), singularidade ndo dicritica

admitindo uma separatriz lisa em p. Entdo existe outra separatriz em p.

Demonstragdo. A demonstracdo serd feita por indu¢do no nimero minimo n de explosdes
necessdrias para resolver ¥ em p. Se p € reduzida, entdo ndo ha o que provar, pois p € simples e
portanto admite duas separatrizes lisas e transversais.

Suponha que n > 1 € o nimero minimo de explosdes que dessingulariza ¥ em p.
Supomos por indugdo que o resultado € vdlido para singularidades que se resolvem com menos
de n explosodes. Seja C a separatriz lisa em p. Considere uma primeira explosdo nr; em p. Seja
P = 7r1_1 (p), e po = n{C N P. Se houver outra singularidade em P diferente de po, precisaremos
de no maximo n — 1 blow-ups para resolver pg e portanto a hipétese de indugdo implica que
existe uma outra separatriz nao contida em P, que se projeta, via 771, em uma separatriz em p,
distinta de C e portanto o teorema estd provado. Consideremos o caso em que pg € a unica
singularidade de 77 em P. Se n{C e P s@o as Unicas separatrizes em py , entdo pelo Lema
6.10, po € reduzida. Temos entdo, pelo Teorema 6.4 (observe que temos apenas uma explosao, e
po ndo € uma esquina)

Vp(F) + 1 = pp (7°F, P) = 1

e portanto v, () = 0, o que contradiz o fato de p ser uma singularidade de ¥. ]
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Antes de prosseguir introduziremos algumas defini¢des. Seja p € Sing(¥). Uma
dessingularizacdo para o conjunto de separatrizes de # em p € uma sequéncia de explosdes  em
p tal que as separatrizes de 7*F que cortam o divisor excepcional sdo todas lisas e disjuntas e
além disso, nenhuma dessas separatrizes passa por uma esquina de D e todas as separatrizes
sdo transversais a D. Ainda mais, se todas as singularidades de 7*¥ sdo reduzidas e estdo sobre
retas projetivas invariantes de D, dizemos que 7 é uma dessingularizagcdo para F em p.

Apresentamos agora o resultado principal desse capitulo.

Teorema 6.12. Seja F curva generalizada em p € Sing(F) e suponha que p possui um
numero finito de separatrizes (p é ndo dicritica). Entdo ¥ e seu conjunto de separatrizes sao

dessingularizados pela mesma sequéncia de blow-ups.

Demonstragdo. A dessingularizacdo de F implica na dessingularizacdo de seu conjunto de
separatrizes, pois neste caso, as singularidades da folheagao reduzida sdo simples. O Teorema
5.18 implica que temos, em cada singularidadde da folheagdo dessingularizada, duas separatrizes
lisas e transversais e portanto as separatrizes de # foram dessingularizadas. Reciprocamente,
seja m uma sequéncia de explosdes que dessingulariza o conjunto de separatrizes de ¥ em p.
Mostraremos que todas as singularidades de 7*F estdo reduzidas. As singularidades de 7*F que
estdo em alguma esquina do divisor excepcional D ou na intersec¢do de D com o transformado
estrito de alguma separatriz. Assim, cada singularidade de 7*¥ admite duas separatrizes lisas
e transversas e entdo sao reduzidas, pois ¥ € curva generalizada. Note que essas sdo todas as
singularidades de 7*¥, pois uma singularidade de 7*# que ndo € de nenhum dos tipos acima

teria uma Unica separatriz contida em D e isso contraria o Lema 6.11. [ |
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7 Problema de Poincaré no caso nao dicri-

tico

Unindo os ingredientes e as técnicas apresentadas nos dois capitulos anteriores, estamos
aptos a dar uma resposta (positiva) para o problema de Poincaré no caso nao dicritico.

Antes de enunciar o primeiro resultado, a introdu¢@o de algumas notacdes se faz necessaria.
Seja S uma curva algébrica em CP(2). Dado p € S um ponto singular de S, denotamos por

S{p} o conjunto de todos os ramos de S que passam por p. Com essa nota¢do, temos a seguinte

Proposicao 7.1. Seja S uma curva irredutivel em CP(2) de grau m e ¥ uma folheacdo de grau

n, tendo S como separatriz. Entdo:

X(S)+mn=1)=>" " u,(F,B).

pES BeS{p}

Demonstragdo. Considere uma reta L em CP(2) que seja transversal a S. Tome um sistema
de coordenadas em que L seja a linha no infinito. Como L € transversal a §, L N S ndo possui
singularidades de . Note que sendo a interseccao acima transversal, como consequéncia do
Teorema de Bézout, obtemos que essa intersec¢ao tem exatamente m pontos. Como L € a linha
no infinito, identificamos C? por C? = CP(2) — L. Consideramos agora coordenadas afins
(x,y). Seja ¢, dado por ¥ (u,v) = (%, ﬁ) = (x,y). Se X é um campo vetorial que define ¥ nas

coordenadas (x, y), fazendo o célculo de y*X, obtemos:

onde Y é um campo vetorial holomorfo que define # nas coordenadas (u,v). Sepe LNSe ¢ é
uma parametrizag¢do de S em torno de p, obtemos que ord¢*(¥*X) = —(n—1).

Seja 7 : § — S uma resolucdo por blow-ups de S. Conforme foi definido no Capitulo 5,
temos 2 — 2g(S) = x(S). Seja 7*X = X. Note que 7*(X|s) = X|s é um campo meroformo com
m polos de ordem n — 1. Para cada ramo local B de S passando em um ponto singular p de X,
obtemos um ponto singular de X de ordem u »(F, B). Como os pontos de S N L sdo pdlos de
X|s de ordem n — 1, obtemos para cada ponto um polo de X de mesma ordem.

Usando o Teorema de Poincaré-Hopf (Teorema A.2) podemos escrever:

x(8) = (X]s)o = (X]s)co -

Observe que existem m polos do campo X, cada qual com ordem (n — 1). Portanto obtemos a

férmula dada no enunciado. [
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Lema 7.2. Seja S uma separatriz de uma folheacdo ¥ em uma superficie complexa. Seja p € S
e (x,y) coordenadas locais em torno de p, onde p € B C S e B é um ramo de S em p. Seja
¢ : D — B uma parametrizagdo de Puiseux de B em p, onde ¢ = (¢x, ¢y). Se F é gerada

—g9 L po =
localmente pelo campo X = a3 + b 5y €ntao:

vo(a(x (1), ¢y (1)) = vo(hx(2)) + 1, se ¢ (1) #0

7.1
vo(b(¢x(1), ¢y(1))) = vo(y (1)) + 1, se ¢y (1) # 0 b

#P (¢’ B) = {
Demonstragdo. Note que, pela defini¢do de pullback, podemos escrever d¢ o ¢*(X) = X(¢(¢))
e entdo, segue que

(63(1), 5(0) ("X (1)) = (a(¢(1)), b((1))).
a(¢(1)

Denotando ¢*X (t) = Y (), no caso em que ¢, (t) # 0 a equagdo acima implica que Y (7) = AR

Lembrando que u,(#, B) é a ordem de Y (z), essa tltima expressdo nos diz que

Vy(r) = VY(t)(a(‘/’(t)) - VY(z)((b;(t))-

Observando que vy ;) (¢5 (1)) = vo(¢x()) — 1, obtemos o resultado no caso ¢, (t) # 0. O caso
em que ¢,(¢) # 0 € andlogo.

Lema 7.3. Seja F uma folheagdo singular por curvas em uma superficie complexa M, e seja
p € M uma singularidade ndo dicritica de F. Se C é uma curva analitica e separatriz de

passando por p, entdo v,(F) +1 > v,(C).

Demonstragdao. Considere uma sequéncia de explosdes em M que resolva ¥ e o seu conjunto de

separatrizes a0 mesmo tempo; denotamos por ¥ a folheacdo resolvida.

Tn-1

Tn s\
M, > M, —> ...>My=M.
Pelo Teorema 6.4, podemos escrever

) +1= > w(Pe(q,P}) (72)

geDNSing(F)

Seja f = 0 a equagdo local reduzida de C e seja G a folheagdo induzida por df. Note que
Vp(g) +1= Vp(f) = Vp(c)-

Como a folheacdo G € curva generalizada, e a sequéncia de explosdes que dessingulariza
¥ também dessingulariza C, ento a sequéncia de explosdes acima dessingulariza G. Seja G o
transformado estrito de G. Dividiremos a soma dada em 7.2 em duas parcelas. Chame de M,
o conjunto constituido das singularidades de ¥ sobre o divisor excepcional que possuem duas
separatrizes € que nao sao esquinas, ou seja, os pontos de M; sdo os pontos onde passam 0s

transformados estritos de C. Chame de M> as demais singularidades. Assim, escrevemos a soma
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em 7.2 como
vp(F)+1= Y w(PDe(a, P+ > wPe(q, P
qeEM; qeEM>
Note que as singularidades de G estdo contidas nos pontos de M, pois o transformado
estrito de C ¢ separatriz de G. Relembre que como G s6 possui singularidades simples, entdo
pode ser dada em um sistema de coordenadas por w = (Ajx +...)dy + (Ay + ... )dx, logo

obtemos 11, ( G, P}) = 1, o que nos permite concluir que ¢(p, P}) = 1. Assim, obtemos:

vp(C) =vp (@) +1 = ) wPDe(p, P+ > w(Pe(p, P}) = vp(F) + 1.

pEMl p€M2
Ou seja, v, (F) +1 > v, (C), como queriamos demonstrar. ]

Lema 7.4. Seja p € M uma singularidade nao dicritica de ¥ e seja C uma curva analitica,
separatriz de F, tal que p € C. Seja f = 0 a equagdo reduzida local de C em p e seja G a

folheacdo dada por df em uma vizinhanga de p. Dado um ramo B de C em p, entdo:

:up(T’ B) Z ,up(g’ B)

Demonstragdo. Considere uma sequéncia de explosoes de M,
Tn TTn—-1 |
M,->M, |, —> ... >oMy=M

tal que se B = By, e B; é o transformado estritode B;_1, temos pg = p, p; = DiNB;,i = 1,...,n—1
e B, é ndo singular e transversal a D,,. Seja Cy = C e C;, G; os transformados estritos de C;_,
Gi-1 por n;. Entao p, = D, N B, é um ponto singular de ¥, pois D, e B, sdo separatrizes
de ¥. Além disso, p, € singularidade simples de G,, pois G € curva generalizada. Entdo,
utilizando argumentos andlogos ao lema 7.3, obtemos i, (G, Bn) < pp, (¥, Bn). Note que se
mostrarmos que v, () > v,,(G;), parai = 0,...,n — 1, entdo pelo Lema 6.3 mostraremos que
pp(Fi, B) = up(G, B).

Seja e(0) = 0 e e(i) o nimero de componentes irredutiveis do divisor excepcional
D= (mo---om)  (p) passando por p;,i = 1,...,n. Noteque e(1) = 1,e(n) = 1 e e(i) é um
oudois, parai = 2,...,n—1. Pelo Lema 7.3, notando que v,,(G:) = v,,,(C;) + e(i) — 1, obtemos

que v, (Fi) = v,,(G;) e entdo o resultado segue.

Lema 7.5. Sejam C uma curva projetiva analitica suave de grau m e f € C[x, y| de modo que
C = {f = 0}, em coordenadas afins (note que como C é suave, f é automaticamente irredutivel).
Suponhamos que a linha no infinito L seja transversal a C. Se G é a folhegdo induzida por df,
entdo u,(G,C) =1, onde p € C N L.

Demonstragdo. Consideramos a homogeneizacio de f, dada por F(x,y,z) = 7" f (’Z‘, %) A

folheacdo G € dada em coordenadas afins pelas curvas de nivel de f(x,y) = ¢ e portanto, sua
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homogeneizacgao é dada pelas curvas de nivel F(x, y, z) = z"c. Agora, sabemos que a linha no
infinito € dada por z = 0. Considere entdo y # O e as coordenadas afins v = ;—‘,, u= f Nessas
coordenadas, temos L, = {# = 0}. Suponha que p = 0 nessas coordenadas. Defina agora
h(u,v) = F (f, 1, %) Como por hipétese C € transversal a Lo, seu espaco tangente em 0 é
diferente do espago tangente de L, 0 que quer dizer que %(0, 0) # 0. Portanto temos uma
mudanga analitica de coordenadas em torno de p dada por

(x,5) = (h(u,v),v)

onde L, :{)Z:O}eC:{y:O}ecomoh(uv):F(— )—() cv'™, as curvas
integrais de G sdo dadas por ¥ = c¢y™. Isto implica que G € induzida por yim = c¢. Tomando a

diferencial, obtemos:

J (f) _ ydx - gmy™'dy
y (7)2m

ou seja, ydxX — mxdy = 0. Essa folheacdo terd como campo associado

.
X =mi—+j—
mxax ay
e como C € a curva § = 0, temos a parametrizacdo de Puiseux ¢(¢) = (0,¢), e portanto,
P X(1) = t%, e portanto, u,(G,C) = 1. .

Com os lemas anteriores, obtemos o Teorema de Carnicer:

Teorema 7.6. Seja F uma folheacdo de CP(2) e seja C uma curva algébrica em CP(2).

Suponha que C é separatriz de F e ndo existem singularidades dicriticas de  em C. Entdo:
grau(C) < grau(F) + 2.

Demonstragdo. Tomamos um sistema de coordenadas afins (x, y) de modo que a reta no infinito
L. e acurva C sejam transversais. Seja f = 0 a equagdo reduzida de C em coordenadas afins e
seja G a folheagdo em CP(2) que estende a folheagdo de C? dada por df. Pelo Lema 7.5, se
q1---,qm s30 os pontos de C N Lo, entdo yg, (G, B) = 1, onde B é umramode C. Se p € C,
com p # q;, e B € C{p}, entdo u,(¥,B) > u,(G, B). Sejam Cy, C», ..., C; as componentes
irredutiveis de C. Entdo

D x(C)+mmn-1=>| > up(F.B)
j=1 peC \BeC{p}
t
ZZ Z up(G., B) —m:ZX(Cj)+m(m—3)
peC \BeC{p} j=1

Na conta acima foi usado o fato que o grau de G é m — 1. A desigualdade acima nos diz
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que m(n—1) > m(m — 3), e como m > 0, obtemos o teorema. [

No caso dicritico, ndo podemos limitar o grau de uma curva invariante pelo grau de
uma folheagdo. Considere a folheagdo ¥, , (em cartas afins) dada por w = pydx — gxdy, com
p € g naturais e primos entre si. Pelo exemplo 1.25 essa folheag¢do possui uma infinidade de
separatrizes em (0, 0) da forma y” — cx? = 0, ¢ € C*, e portanto a singularidade é dicritica. O
exemplo 1.33 mostra que ¥, , possui grau 1. Porém tomando p e g arbitrariamente grandes,

vemos que a separatriz y” — x? = 0 possui grau também arbitrariamente grande.

7.1 Comentarios finais

Se denotarmos por N, o conjunto de folheacdes ndo dicriticas de CP(2) e por N o
subconjunto de N, das folheagdes que possuem curva algébrica invariante, entdo procedendo de
modo andlogo ao feito no Capitulo 4, pode ser mostrado que NV é um subconjunto algébrico
de N,. Nesse caso, usamos o Teorema de Carnicer, ao invés do teorema que da a solu¢ao do
problema de Poincaré no caso nodal. Novamente, a folhea¢ao de Jouanulou é uma folheacdo que
estd em A, mas nio estd em N,

Pode ser notado nas duas solucdes apresentadas aqui, que a principal diferenc¢a na solugao
de Carnicer € o uso da multiplicidade da folheacdo ao longo de uma curva. Porém, Alcides
e Cerveau ja haviam utilizado essa multiplicidade em [6]. De fato, a Proposicdo 7.1 além de

provada em [6] foi utilizada para provar o resultado seguinte:

Corolario 7.7. (da Proposigcdo 7.1) Seja S uma curva irredutivel em CP(2) cujas singularidades
sdo do tipo nodal. Seja ¥ uma folheagdo tendo S como separatriz e tal que todos os pontos
singulares de F em S tem multiplicidade 1. Entdo temosm < n+?2, ondem é o graude Sen é o

grau de F.

Demonstragdo. Se ¥ € representada localmente em torno de um ponto singular p pelo campo
Paa—x + Qaa—y, entdo a multiplicidade de p € dada pela multiplicidade de interseccdo de P e Q. Esse

nimero é dado pela dimensdo complexa do espaco vetorial

9))
(P,Q)’

que € justamente o Nimero de Milnor de ¥ em p. Observamos que
ind, (X) = pp(F, B),

onde acima estamos restringindo o campo X a B para o cdlculo de u, (¥, B) e ind,(X). Por
hipétese, temos que u,(F, B) = 1 para todo ramo B. Se tivermos k pontos nodais de ¥,
cada ponto nos d4 dois ramos, e portanto, a contribui¢do dos pontos nodais de S para a soma

2p 2ipes{p} € dada por 2k. Assim a proposi¢@o 7.1 nos permite escrever:
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2-2g(8)=2k+l-m(n-1)

onde [ = Zp ZBeS{p} :up(T, B) > 0.
A férmula do genus aplicado em S nos da:

(m=1)(m=2) _

5 k| =-m?+3m+2k.

2-2g=2-2

Assim:

2k +1—m(n—1) = —m?+3m + 2k,

entao temos
0<l=mn+2-—m)

e isso implica o resultado.



85
A Apéndice

Essa parte do trabalho € devotada a entender um pouco melhor a definicdo de multiplicidade

ao longo de uma curva e enunciar alguns resultados que foram a respeito do Nimero de Milnor.

A.1 Grau de uma aplicacao

Seja f : M — N uma aplicacao suave entre duas variedades suaves e orientadas, com
M compacta. Se p é um valor regular de f, entdo f~'(p) é um subconjunto discreto de M e
como M é compacto, f~!(p) é finito. Assim, escrevemos f~'(p) = {x1,- - - x,}. Pelo Teorema
da Funcdo Inversa, dado x; € f~!(p), existe um aberto U em torno de x; tal que f|y é um
difeomorfismo. Se esse difeomorfismo preserva a orientagio coloca-se n(f,x;) = 1. Se reverte,

n(f,x;) = —1. Define-se entdo o grau da aplicacdo suave f por

grau(f) = > n(f,x).

1

Ainda existe o trabalho de mostrar que a definicao € boa, isto €, ndo depende do valor
regular escolhido. Para a definicao e propriedades do grau veja [11]. Essa defini¢do € dada na
Linguagem da topologia Diferencial. Ela coincide com a definicdo dada em Topologia Algébrica
no caso diferencidvel.

No caso de M e N serem variedades complexs, com M compactae f : M — N uma
aplicacdo holomorfa (nesse caso N € automaticamente compacta) entdo M e N sdo orientdveis e

todo biholomorfismo preserva orientacao ([8]).

A.2 O Indice de um campo holomorfo

Seja X : U ¢ C" — C" um campo holomorfo e p uma singularidade isolada de X.
Identificando C" com R?", vemos X como uma aplicagio de R?* em R?" e tomamos € > 0 tal
que X tenha apenas p como singularidade em B(p, €) C U, a bola fechada de raio € centrada em

p. Definimos

) X
ind, X = grau —

1X|
onde ¥
m . Sgn_l N S%n_l

X

I —
| X]|
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com S2"~! denotando a (2n — 1) esfera de raio € centrada em p e S%”‘l a (2n — 1) esfera de raio
1 centrada na origem.

E possivel mostrar que o indice de campos difeomorficamente conjugados sdo os mesmos,
isto é, sejam U e V sdo dois abertos de C", ¢ : U — V um difeormorfismo e X um campo
definido em U, singular em p € U. Entdo se Y € um campo em V dado por ¥ = ¢.X, os
indices dos campos X e Y s3o os mesmos em p e ¢(p), respectivamente. [sso entdo nos permite,
tomando cartas locais em torno de um ponto singular de um campo definido em uma variedade
compacta, definir o indice desse campo.

Considere agora o caso de um campo holomorfo X definido em C. Identificamos C com
R?. Considere uma circunferéncia S, centrada em uma singularidade p de X, de modo que X
seja singular em p e tanto em S, quanto no interior de S, ndo exista mais nenhuma singularidade
além do ponto p. Quando percorremos S, em uma volta completa e olhamos para o vetor definido
pelo campo em cada ponto da circunferéncia, obtemos que se o vetor gira n vezes apds uma volta

completa, temos ind, (X) = n.

Exemplo A.1. Seja X : C — C um campo holomorfo com unica singularidade em 0 € C e
com expansdo de Taylor dada por X(¢) = Y2, a;t' onde a,, # 0. Nesse caso, indy(X) = m.
Com efeito, note que X pode ser escrito como X (z) = t"A(t) onde A1(0) # 0. Ser > 0 ¢
imé

suficientemente pequeno, entdo a variacdo do argumento de X (re'?) = r™e™%y(re'?), quando 6

varia de 0 a 27 € m. Segue que indy(X) = m, exatamente como queriamos. )

O préximo resutado foi utilizado no capitulo 7; trata-se do Teorema de Poincaré-Hopf:

Teorema A.2. Seja M uma variedade compacta suave, sem bordo, ndo necessariamente
orientada e considere um campo de vetores X com singularidades isoladas, tangente a M. Entdo

a caracteristica de Euler-Poincaré vale

X(M) = ) ind(X,x),

x;eM

onde a soma é feita sobre todas as singularidades de X.

A.3 O Numero de Milnor

Seja O, o germe de fungdes holomorfas definidas em uma vizinhanga de p € C"
e seja I(Xy,---X,) o ideal gerado pelos germes em p € C" de fungdes coordenadas de

X = (X1, -, X,). A dimensdo do espago vetorial

(X19"' ,Xn)

€ chamada de Numero de Milnor do campo X em p.
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Note que a definicdo do Nimero de Milnor € local. Assim, podemos tomar um germe
de X. Consequentemente, se ¥ é uma folheacdo de dimensao n definida em uma variedade
complexa M, definimos o Nimero de Milnor da folheacdo em p € M como o Numero de Milnor
do campo que representa ¥. Enunciaremos a seguir algumas propriedades do Nimero de Milnor.

Denotaremos o Niimero de Milnor de um campo X em p por 1, (X).

Proposicao A.3. u,(X) = 0 se, e somente se, p ndo é uma singularidade de X.

Demonstragdo. De fato, o Niimero de Milnor € nulo se, e somente se, (X1, -+, X,,) = O p. Isso

ocorre se, € somente se, existem germes hy,---, h, tais que
1= h1X1 + - han;

por sua vez isso sO ocorre se as coordenadas de X nao se anulam simultaneamente em p pois
caso isso acontecesse a expressdo acima nao poderia ser satisfeita. Se existe alguma delas que
ndo se anula em p, entdo /(Xy, - - -, X,,) conterd um elemento inversivel de O, , e portanto / serd

iguala O, .
Temos também o seguinte resultado: seguinte:

Teorema A.4. 0 < u,(X) < co se, e somente se, p é singularidade isolada de X

A prova pode ser vista em [20].

Teorema A.S. y,(X) =ind, X

A prova também pode ser encontrada em [20]. Para uma exposicdo um pouco mais
detalhada, veja [21]. O Ndmero de Milnor € um invariante topolégico, como pode ser visto em
[2].

Na sequéncia, temos o resultado que o campo que aparece na defini¢do 6.2 € de fato um

campo analitico.

Proposicao A.6. Sejam Z um campo vetorial holomorfo definido em C2, singular em 0 Oe B um
ramo de separatriz da folheacao F dada por Z. Seja ¢ : (D,0) — (C2,0) uma parametrizagdo
de Puiseux de B. Entdo existe um tinico campo vetorial holomorfo X em D tal que dpo X = Z o ¢.
Ou seja, fica bem definido o campo analitico dado por ¢*Z. Além disso, se X (1) = 2 jsp a;t’,

com ay, # 0, entdo ind,(Z|p) = m.

Demonstragdo. Sejat € D — {0}. Entdo o espago tangente de B em ¢(¢) € gerado por ¢'(7).
Assim, pela invaridncia de B por Z, escrevemos Z(¢(t)) = X(1)¢'(t) = d¢(t).X(t), onde
X(t) € C. Claramente X(z) : D — {0} — C € holomorfo. Provaremos que X se estende
analiticamente em 0. Escreva ¢(t) = (¢1(¢), ¢p2(2)) = (¢™, "u(t)), m; > 1,u(0) #0ouu = 0.
Seja v = min{m, m,}. Como 0 € C? ¢ singularidade de Z a série de Taylor de Z; em 0 € C?

pode ser escrita da forma Zy (z) = 2(; j) A ;x'y/. Temos:
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Z1($(1)) = Z gty

i,J
Zo(g() = ) bigt™ iyl
L,j
Segue que Z; (¢(1)) = t”Ax () onde Ay é analitica em uma vizinhanga de zero. Temos

¢ (1) = mit™ e #5(t) = mat™ () + ™. () = ™1 v(¢), onde v(0) # 0. Isso implica

que

1 (1)
0 Zi(¢(1)) = ()

¢ analitica em 0. Como ¢ € um biholomorfismo nos pontos em que ¢ # 0, entdo X € um campo

holomorfo bem definido e além disso, os indices de X em 0 € D e Z;3 em 0 € B sdo iguais.

X(t) =

Assim, o exemplo A.1 nos d4 a dltima afirmacdo da proposicao. [
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