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APRESENTACAO

A disciplina de Légica 111, para a qual o presente texto foi escrito,
tem como ementa “tépicos de l6gica contempordnea”. Ora, se pen-
sarmos nos mais de dois mil anos de histéria da logica, veremos que
0 que mais caracteriza o estado da légica contempordnea é a exis-
téncia de uma infinidade de sistemas de l6gica, tanto estendendo a
logica cldssica, quanto rivalizando com ela — ou até as duas coisas
ao mesmo tempo. Sdo as chamadas “légicas ndo cldssicas”. O desen-
volvimento da informatizagdo também propiciou o surgimento de
intimeras aplicagées computacionais das logicas, para além do qua-
dro usual de l6gica como ferramenta para a andlise de argumentos.

Sendo assim, o enfoque central deste texto serd o do exame de
algumas dessas l6gicas ndo cldssicas, bem como de questées filosofi-
cas que motivaram seu surgimento, e que esse surgimento suscitou.
Evidentemente, para discutir questoes filoséficas suscitadas por cer-
to sistema de logica, precisamos também ter conhecimento da parte
técnica — como tal sistema é constituido, e assim por diante.

Para tanto, iniciaremos fazendo uma revisdo da légica cldssica,
ou parte dela (o calculo proposicional), que jd deve ser sua conhe-
cida e, ao mesmo tempo, faremos alguns comentdrios gerais sobre o
que é uma logica.

Capitulos posteriores tratardo de alguns sistemas especificos de
l6gica ndo cldssica, como logicas do tempo e lgicas polivalentes,
discutindo suas motivagoes filosoficas. Um capitulo final discutird



algumas questées filosdficas a respeito dessa diversidade de sistemas
de légica.

Pré-requisito para leitura deste texto é que vocé tenha feito com
sucesso algum curso de logica (como as disciplinas Logica I e Légica
II) e esteja bem familiarizado com o material que ld foi tratado.

O autor



s CAPITULO 1 =

LOGICA CLASSICA

Neste capitulo, faremos uma apresenta-
¢do bastante rdpida da l6gica cldssica — ou
parte dela, mais especificamente o cdlculo
proposicional cldssico (CPC). Discutiremos
também algumas questoes bdsicas, como o
que é uma logica e quais sdo os objetivos da
formalizagdo. O objetivo maior deste capitu-
lo é relembrar algumas nogoes que vocé viu
nas disciplinas de Logica I e Légica II, mas
também serdo introduzidos alguns conceitos
novos que serdo mais adiante necessarios.
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1.1 O QUE E UMA LOGICA?

No decorrer deste livro, teremos ocasido de examinar alguns
sistemas de légica, ou légicas. Agora, se estamos usando o plural,
falando de varias ldgicas — e entendendo com isso que sejam di-
ferentes — , o que faz com que alguma coisa seja uma légica? Que
passos tomamos para identificar uma teoria formal como uma 16-
gica? O que tém em comum as vdrias ldgicas; o que faz com que
sejam ldgicas e ndo outra coisa?

Vocé recorda ter visto, nas disciplinas introdutérias, uma pri-
meira teoria logica, a chamada Iégica elementar, ou cdlculo de pre-
dicados de primeira ordem (com identidade e fungdes). E vocé viu

© © ¢ 0 00000 00000000000 0000000000000 0000000000000 0000 0 o

Veja, por exemplo, o livro que tal teoria é apresentada como um sistera formal: temos, pri-

Introducdo a légica - . . . ) o )
(MORTARI, 2001), utilizado nas meiro, a especificacdo de uma linguagem artificial (uma linguagem
disciplinas Légical e Logicall. formal); em seguida, uma interpretagdo para essa linguagem e, fi-
nalmente, define-se uma nog¢ao de consequéncia para as féormulas

da linguagem especificada.

Uma questao interessante associada a isso é saber se a teoria
légica resultante é decidivel, ou seja, se podemos sempre obter
uma resposta (positiva ou negativa) para a questao de se algu-
ma coisa é ou nao consequéncia ldgica de outras.

Essa ¢ justamente a motivagao inicial para um sistema de logi-
ca: a nogao de implicagdo ou consequéncia légica, a nogao de que
certas coisas seguem-se de outras por necessidade. Em outras pa-
lavras, dado que certas afirmagdes sao verdadeiras, entdo outras
também o sdo.
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Considere, por exemplo, as trés sentengas a seguir:

Todo gato voa.
Miau nao voa.

.. Miau ndo € um gato.

Supondo que as duas primeiras sejam verdadeiras, nao pode-
riamos inferir que a terceira também seja? Esse conjunto de trés
afirmacdes ¢ denominado um argumento, que pode ser brevemen-
te definido como um conjunto nao vazio e (geralmente) finito de
sentencas, das quais uma é denominada a conclusdo do argumento,
as demais sdo as premissas, e pretende-se que a conclusdo decorra
das premissas, ou que as premissas justifiquem a conclusao. (Em
vez de falar de sentengas, é claro, podemos falar também de propo-
si¢oes ou de enunciados; ver o Capitulo 1 de Introdugdo a légica.)

Repetindo, o conjunto de sentencas apresentado acima constitui
um argumento. A conclusio esta identificada pelo simbolo “..” —
um sinal costumeiramente usado para marcar a conclusdo de um
argumento. As outras duas sentengas sdo as premissas.

Dado um argumento, coloca-se a questao de se ele é vdlido (de
um ponto de vista 16gico) ou ndo. Costuma-se dizer que um argu-
mento é valido se suas premissas implicam sua conclusao, ou se sua
conclusao for consequéncia logica de suas premissas — e invalido
em caso contrario. Mas o que é preciso para que uma sentenca
seja consequéncia logica de outras?

Intuitivamente, diriamos: é preciso que em qualquer circuns-
tancia em que as premissas sejam verdadeiras a conclusdo tam-
bém o seja. Dito de outra maneira: nao é possivel haver qualquer
situacao em que as premissas do argumento sejam verdadeiras
e sua conclusao seja falsa. A verdade das premissas implica a
verdade da conclusao.

No exemplo acima, temos certeza de que o argumento apresen-
tado é valido, de que a conclusdo é mesmo consequéncia logica das
premissas. Mas o que nos garante isso? O que nos da essa certeza?
Note que sabemos que ndo é verdade que os gatos voam. O ponto é
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que, se fosse verdade que os gatos voam, e que Miau nao voa, entdo
seria verdade que Miau ndo é um gato. Nao ¢ possivel que Miau
fosse um gato e nao voasse, se fosse verdade que todo gato voa.

Vocé certamente ouviu falar que a validade de um argumento
¢ uma questdo de sua forma, e ndo de seu conterido. Em outras
palavras, podemos dizer que um argumento ¢ valido se for uma
instancia — um caso particular — de uma forma valida de argu-
mento. Mas o que é exatamente essa forma de um argumento? Os
sistemas ldgicos procuram explicitar isso através de linguagens
artificiais, em que as palavras do portugués sao substituidas por
certos simbolos. A forma é representada por meio de férmulas. Do
argumento apresentado acima resultaria, usando as linguagens de
primeira ordem que vocé conhece, um conjunto de férmulas como
o seguinte (em que m: Miau; F: x voa; G: x é um gato):

Vx(Gx = Fx)
-~Fm
. Gm

Note que, neste caso, abstraimos do conteudo de ‘gato;, ‘voa’ etc.
para ter apenas certas letras representando predicados. E se em
todas as interpreta¢des dos simbolos G, F e m em que as premissas
forem verdadeiras a conclusdo também for, dizemos que ~Gm se
segue das outras duas formulas.

Por exemplo, se G representasse o predicado ‘x é gaticho, F re-
presentasse ‘x ¢ florianopolitano, e m fosse um nome para Maria,
terfamos o argumento a seguir:

Todo gatcho é florianopolitano.
Maria nao é florianopolitana.
. Maria ndo ¢ gaucha.

O que ha em comum entre os dois argumentos é justamente sua
forma, dada pelas féormulas anteriormente listadas. Nao importa a
que predicados associemos as letras G e F, e a que individuo asso-
ciemos a constante m, o argumento resultante é valido.
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Mas por que mudamos apenas a interpretacao de certos simbo-
los (G, F e m) e nao de outros, como V, = e —? Como vocé deve
recordar, é porque V, - e — sdo denominados simbolos légicos, ao
contrario de G, F e m, que sao simbolos ndo l6gicos. Muito bem.
Contudo, cabe entao aqui a pergunta: como sabemos se algo é um
simbolo logico ou nao?

Nao ha uma resposta clara para isso. Se tivermos diferentes
conjuntos de simbolos légicos, poderemos ter diferentes logicas.
Ninguém teria dificuldade em dizer que o argumento a seguir ¢é
valido:

Joao é mais velho que Maria.
.. Maria € mais jovem que Joao.

Mas de fato ndo ha uma légica do ‘mais velho’/‘mais jovem. Tal-
vez porque esses termos nao tenham generalidade suficiente, ao
contrario de todo ou ‘ndo. Estas duas ultimas palavras podem ser
usadas em argumentos sobre qualquer assunto, o que corresponde
a no¢ao que temos da aplicabilidade da 16gica; ‘mais velho' e ‘mais
jovem, no entanto, sao expressdes cujo uso parece ser restrito a
pessoas.

Note que se V, por exemplo, ndo fosse considerado um simbolo
légico, se permitissemos que V mudasse de significado — diga-
mos, que passasse a significar ‘algum’ em vez de ‘todo’ —, o argu-
mento deixaria de ser valido. A forma anterior estaria, na verdade,
representando um argumento intuitivamente invalido como:

Algum gato voa.
Miau ndo voa.
.. Miau ndo ¢ um gato.

A validade fica garantida somente se restringirmos as reinter-
pretagdes aos termos ndo légicos que ocorrem no argumento.

Assim, para resumir o dito acima, se formos criar um sistema
de logica — uma légica — o primeiro passo é escolher um con-
junto de termos que serao denominados termos légicos daquela
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logica. Por exemplo, o calculo de predicados de primeira ordem
com identidade, que vocé ja conhece, tem a seguinte lista de ter-
mos ldgicos:

ndo, e, ou, se-entdo, se e somente se, todos, alguns, ¢ idéntico a,

costumeiramente representados pelos simbolos

aL,A,V,, &,V 3, =

Agora, vocé pode estar se perguntando se a lista acima é comple-
ta, ou seja, se inclui todos os termos logicos que vocé conhecia. Por
exemplo, os argumentos seguintes ndo seriam também validos?

Nenhum gato voa. e Nem Miau nem Fifi sdo gatos
Miau € um gato. .. Miau ndo € um gato
.. Miau nao voa.

Intuitivamente, diriamos que sao validos. A validade do primei-
ro depende de considerarmos ‘nenhum’ um termo logico, ao passo
que a validade do conjunto depende de considerarmos ‘nem-nem’
um termo légico. Quer dizer que nossa lista é entdo incompleta?

Na verdade, ndo. O ponto é que podemos definir esses termos

Usamos osinal ‘=’ para repre- .
sentar ‘pode ser definido como’ .
ou ‘éigual por definicdoa’. -

em funcdo dos outros. O quantificador ‘nenhum’ pode ser definido
usando-se ‘todo’ e ‘nao, da seguinte maneira:

nenhum gato voa =, todo gato ndo voa.

De maneira similar, ‘nem-nem’ pode ser definido usando-se
‘nao’ e ‘€, como segue:

nem Miau nem Fifi sao gatos =, Miau ndo é um gato e Fifi ndo
¢ um gato

Para resumir essas consideragdes iniciais, alguns dos sistemas
de logica nao cldssica que iremos considerar partem de uma lista
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diferente de termos logicos — talvez acrescentando outras coisas
a lista, ou talvez tendo listas bem diferentes. Outros terao a mesma
lista de termos l6gicos — mas entendo que eles funcionam de uma
maneira diferente (veremos depois os detalhes). Em qualquer dos
casos, obteremos entio outros sistemas formais que também sao
denominados “légicas” Mas sera que sao mesmo ldogicas? Ou ndo
passariam de sistemas formais, pois hd apenas uma légica?

Discutiremos essas questdes mais ao final do texto, depois de
termos examinado alguns exemplos de logicas nao classicas. Pri-
meiro, porém, uma rapida revisao da légica classica — mais preci-
samente daquela sua parte denominada cdlculo proposicional clds-
sico. Isso nos permitird recordar algumas coisas, fixar uma certa
nomenclatura, e ter uma referéncia para fins de comparagdo com
légicas ndo classicas.

1.2 LOGICA CLASSICA

Talvez fosse bom comegar lembrando que a ldgica classica nao
¢ a mesma coisa que a ldgica tradicional, com o que estamos nos
referindo a teoria do silogismo tal como foi formulada por Aris-
toteles no século IV a.C. e aperfeicoada durante a Idade Média. O
que entendemos por légica classica compreende ao menos o que
denominamos Il4gica elementar, ou seja, o calculo de predicados
de primeira ordem com identidade e simbolos funcionais, que foi
formulado por Gottlob Frege na segunda metade do século XIX.

A ldgica classica tem algumas propriedades que a caracterizam
como tal, por exemplo, a obediéncia a certos assim chamados prin-
cipios légicos fundamentais, a saber:

Principio de Identidade: todo objeto é idéntico a si mesmo (ou
entdo: se uma proposicao é verdadeira entdo é verdadeira);

Principio de Nao Contradi¢ao: um objeto ndo pode ter e ndo
ter certa propriedade ao mesmo tempo e sob o mesmo aspecto
(ou ainda: dadas uma proposic¢do e sua negagao, pelo menos uma
delas ¢é falsa);

Aristoteles (384 a.C. — 322
a.C.). Fonte: http://www.
dialogocomosfilosofos.com.

Friedrich Ludwig Gottlob Frege
(1848-1925). Fonte: http://www.
denstoredanske.dk
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Principio do Terceiro Excluido: um objeto ndo pode deixar de
ter e deixar de nao ter uma certa propriedade ao mesmo tempo e
sob 0 mesmo aspecto (ou entdo: dadas uma proposicao e sua ne-
gacdo, pelo menos uma delas é verdadeira);

Principio de Bivaléncia: toda proposi¢do é ou verdadeira ou
falsa.

Além desses principios, outras propriedades caracterizam a 16-
gica classica. Como vocé deve recordar, os operadores sao fungoes
de verdade (vamos rever isso logo a seguir), o universo das estru-
turas nao pode ser vazio, e assim por diante.

O que faz, entdo, com que uma logica seja ndo cldssica? Bem,
por um lado, ela pode estender aldgica classica, acrescentando coi-
sas de que ela ndo é capaz de lidar porque nao foi desenvolvida
para tanto, por exemplo, tempo (foi, sera) e modalidade (podia ter
sido, tem que ser). Temos, neste caso, o que se costuma chamar de
l6gicas complementares, ou ampliadas, ou ainda extracldssicas.

Por outro lado, uma légica ndo classica pode rivalizar com a
légica classica ao recusar certos principios ou certas teses desta
ultima. Por exemplo, recusar o principio de bivaléncia, ou recusar
que uma dupla negagao seja equivalente a uma afirmagao. Temos,
neste caso, o que se costuma chamar de légicas alternativas, ou he-
terodoxas, ou ainda anticldssicas.

Légicas nao classicas surgiram praticamente ao mesmo tem-
po que a ldgica cldssica. Ja Aristoteles tinha procurado estender
sua teoria do silogismo com uma teoria dos silogismos modais,
ou seja, aqueles que envolvem termos como ‘necessariamente’ e
‘possivelmente’. Mas isso ndo deu muito certo, e as 1dgicas modais
foram surgir apenas nas primeiras décadas do século XX — o mes-
mo aconteceu com outros sistemas de 16gica nao classica, a partir
de diferentes motivagdes.

Antes de entrarmos em mais detalhes sobre légicas nao classi-
cas, recordemos como se apresenta um sistema de logica, tomando
como exemplo o calculo proposicional classico, abreviadamente:
CPC.
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1.3 SINTAXE DO CPC

Como vimos acima, para apresentar um sistema de légica come-
¢amos por especificar sua linguagem. No caso do célculo proposi-
cional classico, o tipo de linguagem que teremos é uma linguagem
proposicional — algo mais simples que as linguagens de primeira
ordem com as quais vocé estava acostumado.

A caracterizagdo a seguir é bastante geral, e vai nos servir nao
apenas para o CPC, mas também para outros sistemas nao classi-
cos de logica proposicional que vamos examinar neste livro.

Uma linguagem proposicional consiste no seguinte:

(i) um conjunto VAR de variaveis proposicionais (também cha-
madas letras sentenciais);

(ii) um conjunto op de operadores (ou conectivos);

(iii) sinais de pontuagao.

Com respeito a (i), o conjunto VAR pode ser finito ou infi-
nito; isso vai depender das aplicagdes que temos em mente. Para

proposicionais, para as quais usaremos as letras p, g, r etc., com ou
sem subscritos (nimeros naturais positivos). Ou seja, nosso con-
junto VAR de varidveis incluira expressdes como:

p) q) r; S’ pl) qz’ p23J qgs) 5200) 000

Os elementos do conjunto OP, os operadores, tém associados a
eles um numero natural n que indica seu grau. Assim, poderemos
ter operadores que sdo undrios (de grau 1), binarios (de grau 2),
ternarios (de grau 3) etc. Dos operadores classicos que vocé cer-
tamente conhece, a negagdo é unario, e a conjungdo, por exemplo,
binario. Isso significa que uma negagdo aplica-se a uma férmula
para gerar uma férmula mais complexa. Operadores de grau maior
do que 2 ndo sdo tao usuais nos textos de logica, mas nada impede

e e 0000000000000

Vocé dever recordar que um
conjunto enumerdvel tem a
mesma cardinalidade (nimero
de elementos) que o conjunto
dos nimeros naturais. Para
maiores detalhes, ver o
Capitulo 4 de Introducao a
l6gica.
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que os tenhamos. (Por exemplo, poderiamos ter uma conjungdo
ternaria, se quiséssemos, correspondendo ao portugués ‘peger.)

Nosso conjunto de operadores primitivos serd, para o CPC, o
seguinte:

oP={,A,Vv,—>,}

respectivamente os operadores de negagdo, conjungdo, disjungdo,
implicagdo e equivaléncia (ou bi-implicagdo). Como vocé deve re-
cordar, o operador de negagdo ¢ undrio (ou de grau 1), ao passo
que os demais sdo binarios (ou de grau 2).

Finalmente, usaremos parénteses, ( e ), como sinais de pontuagao.

Dados os simbolos da linguagem, é o caso agora de definir as ex-
pressoes bem formadas. No caso de uma logica proposicional, isso
resume-se a dizer quais sao as formulas da linguagem. A defini¢ao
a seguir é bem geral, e sera aplicada a linguagem de todas as 1dgicas
proposicionais que investigaremos neste livro.

Defini¢ao 1.1. Uma férmula (de uma linguagem proposicional)
¢ uma expressao que pode ser obtida através das seguintes regras:

(a) variaveis proposicionais isoladas sao formulas;

(b) se @ é uma formula e x é um operador unario, x ¢ é uma
formula;

(c) se @ e B sdo férmulas e % é um operador binario, (@ x 3) é
uma férmula;

(d) nada mais é uma férmula.

Note que a defini¢cao ndo se refere explicitamente a nenhum dos
operadores classicos, como —ou A, mas é claro que se aplica a eles.
- é um operador unario, portanto se @ é uma férmula, ~¢ também.
Do mesmo modo, v é um operador bindrio: assim, se & e B sdo for-
mulas, (@ v ) também é. Em capitulos posteriores, veremos outros
exemplos de operadores unarios e binarios.
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Vamos denotar por FOR _, o conjunto de todas as formulas de
uma linguagem proposicional <. Se a linguagem estiver clara
pelo contexto, escreveremos simplesmente FOR.

Adotaremos a convengdo de eliminagdo de parénteses da Intro-
dugdo a légica, ou seja, os parénteses externos de uma férmula po-
dem ser eliminados. Assim, em vez de escrevermos

(=(pVvq) > (mq 1)),
escreveremos simplesmente
~(pvg) > (~ger).

Os parénteses externos serdao os unicos que eliminaremos; todos
os demais devem permanecer.

Dispondo de uma linguagem formal & bem definida, pode-
mos agora representar argumentos formulados em portugués por
meio de formulas dessa linguagem — o que costumamos chamar
de “formalizar o argumento”. Para tanto, ¢ claro que precisamos de
uma correspondéncia entre expressdes do portugués e férmulas de
. As variaveis proposicionais sdo usadas para representar sen-
tengas (ou proposi¢des) simples, tais como:

p: Platao é um filésofo,

q: Socrates é um fildsofo,

r: Socrates é o mestre de Platao.

E em segundo lugar, precisamos especificar a que expressoes do

portugués correspondem nossos operadores. As mais usuais vocé
encontra relacionadas abaixo:
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Para recordar o uso dos operadores, procure fazer o exercicio
abaixo.

1.3.1 ATIVIDADES RECOMENDADAS
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(f) Platdo é um fil6sofo se e somente se Sdcrates for o mestre de Platdo.

(g) Nem Platdo nem Sécrates sdo filésofos.

(h) Nao é o caso que Platao ou Sécrates sdo filésofos.

(i) Ou Platao é um filésofo ou é mais jovem do que Socrates.

(j) Platao nao é mais jovem do que Sécrates, se Sécrates é o mestre de Platao.
(k) Se Socrates e Platdo sdo filésofos, entdo Socrates é o mestre de Platéo.

(I) Nao é verdade que Platdo seja mais jovem do que Sécrates, nem que

Socrates seja 0 mestre de Platao.

(m) Platdo nao é um fildsofo, mas é mais jovem do que Sécrates se Sécrates for

seu mestre.
(n) Socrates ndo € o mestre de Platao se e somente se Platdao nao for mais

jovem do que Sécrates.

1.4 SEMANTICA PARA 0 CPC

Na semantica, vemos como interpretar as férmulas de uma lin-
guagem ldgica: isso consiste em atribuir um significado aos sim-
bolos nao légicos de tal linguagem. No caso de uma linguagem
proposicional, nossos simbolos nao légicos sdo justamente as
varidveis proposicionais. Assim, uma interpretagdo vai associar a
cada uma delas um significado.

Mas que significado? Vocé deve recordar que a seméntica para
sistemas de logica classica ¢ uma semantica extensional, ou seja,
a cada simbolo nao légico é associada uma extensdo. No caso de
sentencas, tal extensdo é simplesmente um valor de verdade.

A ldgica classica aceita o principio da bivaléncia, ou seja, ha dois
valores de verdade, o verdadeiro e o falso, que representaremos
aqui por V e F, respectivamente. Cada proposi¢cdo toma um e sé
um desses valores. Assim, uma interpreta¢ao para uma linguagem
proposicional & — vamos chamé-la de valoragdo — vai atribuir
a cada variavel proposicional de & um desses valores. Ou seja:

Recorde que a semdntica
que estamos fazendo para
uma linguagem Iégica é uma
semantica formal.
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Defini¢ao 1.2 Uma valoragdo V é uma fungdo de VAR no con-
junto {V, F} de valores de verdade.

A partir dai podemos associar um valor de verdade a cada uma
das formulas de . Uma férmula atomica recebe esse valor ime-
diatamente, e fébrmulas moleculares tém seu valor (em uma valora-
¢do) calculado a partir dos valores das formulas atdbmicas usando-
se as seguintes tabelas:

» a B anf avpf a->pf aof

F Vv Vv vV v v v
F Vv F Vv \'} F

v V F F v F F
F F F F v v

Em outras palavras, dada uma valora¢ao V, podemos estendé-
la a uma fung¢do que dd um valor a todas as formulas de & — a
qual continuaremos, por abuso de linguagem, a chamar de V. E
facil ver que as seguintes condi¢des valem (sendo V uma valora-
¢do qualquer):

@) V(~a)=V sse V(a)=F

(b) V(eap)=V sse V(a)=Ve V(P =V;
() V(evp)=V sse V(a)=VouV(B)=V;
(dVe—->p=V sse V(a)=FouV(@)=V;
(e) Ve p)=V sse  Vi(a)=V(p).

Essas condicoes de verdade refletem, se vocé examinar bem, o
que esta dito nas tabelas dos operadores. Por exemplo, pela clau-
sula (b) uma conjungdo ¢é verdadeira se e somente se ambos os
elementos da conjungio o forem. E o que diz a tabela acima apre-
sentada. E assim por diante.

Uma questio interessante é: até que ponto os operadores de
nossas linguagens formais capturam o sentido de seus corres-
pondentes em portugués? Qual a relagao entre o ‘e’ do portu-
gués e o operador A? Note que o operador A é comutativo: as for-
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mulas p A g e g A p sdo logicamente equivalentes (qualquer que
seja a valoragdo V, elas serao ambas verdadeiras ou ambas falsas
em V). Mas parece que o ‘€ em portugués ndo é sempre comutati-
vo, como ilustra o exemplo a seguir:

Joao pulou do edificio e morreu.

Joao morreu e pulou do edificio.

Em certos casos, entao, a ordem das sentencgas importa. Mas isso
pode ndo fazer parte das propriedades ldgicas do operador, sendo
talvez mais uma questao de pragmatica (isto é, do uso da lingua-
gem): a ordem em que as sentengas sdo pronunciadas indica a or-
dem em que os eventos ocorreram. Note ainda que, ndo importa
a ordem em que apresentemos as sentengas, se ¢ verdade que Jodo
pulou do edificio e morreu, entio é verdade que: (i) Jodo morreu e
(ii) Jodo pulou do edificio. E isso é capturado por nosso operador A.

Algumas férmulas, como vocé recorda, sdo verdadeiras em to-
das as valoragdes. Estas sdo as formulas vilidas de uma légica. No
caso do CPC, elas sao chamadas de tautologias. Outras férmulas
sdo falsas em todas as valora¢des, as chamadas contradicées. As que
sao verdadeiras em ao menos uma valora¢ao e falsas em ao menos
uma — ou seja, que nao sao nem tautologias nem contradi¢des —
damos o nome de contingéncias.

Além da defini¢do de validade, temos uma definicdo de conse-
quéncia légica. No caso do CPC, isso também é chamado de conse-
quéncia tautoldgica. A definigdo a seguir resume isso tudo.

Defini¢ao 1.3

(a) Uma férmula « ¢é vdlida (ou, no caso proposicional, uma
tautologia), o que indicamos por k «, se para toda valoragao V,
Via) = V.

(b) @ é uma contradicao se, para toda valoragao V, V(a) =F.

(c) a é uma contingéncia se ndo for nem tautologia nem
contradi¢ao.

(d) Uma valoragao V é modelo de um conjunto de féormulas T,
o que indicamos por V k T, se, paratoday €T, V(y) = V.
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(e) Uma férmula « é consequéncia logica de um conjunto de for-
mulas I o que indicamos por I'E ¢, se, para toda VE I, V(a) = V.

(f) Duas formulas « e B sdo logicamente equivalentes se e so-
mente se, para toda valoragdo V, V(a) = V(B).

Com essas defini¢des, obtemos a nog¢ao de implica¢do ou conse-
quéncia légica desejada para caracterizar a validade de argumen-
tos. Um argumento sera valido se puder ser traduzido para um
conjunto de féormulas em que uma certa férmula (a conclusdo) é
consequéncia logica das demais (as premissas). Ou seja: digamos
que temos um argumento P1>Pz" . .,Pn,C consistindo em 7 premis-
sas e uma conclusdo. Suponhamos agora que a cada premissa P,
corresponda uma férmula «, de &£, e a conclusdo corresponda
uma férmula  de <. Dizemos entdo que:

pP,pP

ey P oo Cé um argumento valido sse {0‘1,“2’- . .,an} Ef,

1)

ou seja, o argumento ¢ valido se, e somente se, 8 for consequéncia
légica do conjunto {al’az,. . an}.

Em termos de métodos para determinar se uma férmula é ou
ndo uma tautologia, se uma férmula é ou ndo consequéncia logica
de outras, vocé deve recordar das tabelas de verdade (e se nao, con-
fira mais uma vez o Capitulo 9 de Introdugdo a logica). Tabelas de
verdade sdo um procedimento mecanico, efetivo, que constitui um
método de decisao para o CPC. Ou seja, o CPC é um sistema logi-
co decidivel. (O que ndo acontece, como vocé certamente recorda,
com o calculo de predicados de primeira ordem; ver o Capitulo 13
de Introdugdo a logica).

Caso vocé queira, pode refazer os exercicios envolvendo tabelas
de verdade que estao no Capitulo 9 de Introdugdo a logica. Mas nao
€ necessario.
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1.5 O QUE E UMA LOGICA?

Dadas essas definicoes, podemos finalmente retornar a uma
pergunta que haviamos feito antes: o0 que é uma légica? Uma pri-
meira resposta que poderiamos dar surge por meio da relagdo de
consequéncia que acabamos de definir.

Um exemplo. Suponhamos que Jodo e Maria sejam os pais de
Pedro, mas que nao sejam os pais de Carlos. Dizemos entao que
Pedro esta na relagao ser filho de com Jodo e Maria, ao contrario de
Carlos, que nao esta nessa relacao com Joao e Maria.

Considere agora o conjunto de férmulas {-Pa, Pa v Qb} e as
férmulas Qb e Rab. E ficil ver que Qa é consequéncia ldgica desse
conjunto de férmulas, mas Rab nao. Escrevemos isso assim:

=Pa, Pav Qb E Qb
=Pa, Pa v Qb ¥ Rab.

E facil ver por que: se Pa v Qb for verdadeira (em alguma valora-
¢do V) entdo ou Pa ou Qb tem de ser verdadeiras em V. Mas se ~Pa
também for verdadeira em V, segue-se que Pa é falsa, de onde con-
cluimos que Qb ¢ verdadeira. Isso significa que Qb esta na relagao
ser consequéncia légica de com as formulas —Pa e Pa v Qb, ao con-
trario de Rab, que ndo esta (como vocé também pode facilmente
verificar).

A relagdo F, que definimos acima, é um objeto bem definido:
uma relacao entre conjuntos de férmulas e uma formula. Poderi-
amos entdo dizer, abreviadamente, que ¢ isso o que é o CPC: a
relagdo F acima definida.

No caso geral, diriamos, uma légica é uma relagao de conse-
quéncia entre conjuntos de formulas e uma férmula. Obviamen-
te tal defini¢do pressupde que tenhamos especificado uma lingua-
gem artificial e uma interpretacao para essa linguagem.

Mas essa é uma primeira defini¢io do que seja uma logica.
Nao haveria outras?
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Ha sim. A defini¢ao acima nos da ainda outra maneira de defi-
nir uma légica — no caso, o CPC — que ¢ através do conjunto das
formulas validas. Nesse caso particular, o conjunto das tautologias.
Mas o que tem isso a ver com a relagdo de consequéncia F?

Digamos que se tenha trés formulas, «, B, e y, tal que acontega o
seguinte:

a,BEY

Ou seja, y é consequéncia logica de a e . Pela nossa defini¢do
de consequéncia, toda valoracio que for modelo de @ e 8 é modelo
dey. Seja entdao V alguma valoragdo tal que a e 8 sdo verdadeiras
em V, isto é, V() =V e V(B) = V. Entio, claro, V(y) = V.

Agora, se V() =V e V(B) =V, entdo, obviamente, V(a Af8) =V,
certo? O que temos entdo € que, se V(a A ) =V para uma valora-
¢do V qualquer, entdo V(y) = V. Mas se isso ocorre, entdo é facil ver
que o condicional

(@npB) -y

deve ser uma tautologia. Esse condicional s6 seria falso se houvesse
alguma valoracao em que « e 8 fossem verdadeiras, mas y fosse fal-
sa. Mas isso ndo ocorre, pois y é consequéncia logica de a e 5.

Generalizando: digamos que se tenha um conjunto finito de
formulas, {a, «,...., @ }, e alguma férmula y qualquer. Podemos
demonstrar o seguinte fato:

@, Ap..q, Fy  sse I=(oc1/\a2/\.../\an)—>y

Ou seja, y é consequéncia logica de a, Q.0 S€ € somente se 0
condicional (¢, A, A ... Aa ) =y é uma tautologia.

Poderiamos, entdo, dizer que o CPC ¢ o conjunto de todas as
tautologias. No caso geral, diriamos entido que uma légica é um
conjunto de formulas validas sob certa interpretacao.
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Bem, se temos essas duas maneiras de caracterizar uma logica,
cabe a pergunta: sdo equivalentes? Tanto faz qual usemos? A res-
posta é que isso nem sempre é assim; mas um exemplo vai ter que
aguardar um proximo capitulo.

Para encerrar esta se¢do, note que apresentamos uma caracte-
rizagdo semantica do que seja uma logica: ou por meio da relagao
(semantica) de consequéncia légica, ou por meio da nogao (seman-
tica) de tautologia. No entanto, na Introdugdo a légica vocé havia
visto outra maneira de definir consequéncia, que era uma maneira
sintdtica. La era dito que uma féormula o é consequéncia 1dgica
(sintatica) de um conjunto de férmulas I' se ha uma dedugdo de «
a partir de formulas de I'. Como a via sintatica é outra maneira de
caracterizar o que seja uma ldgica, falaremos um pouco a respeito
disso na proxima se¢ao.

1.6 UMA AXIOMATIZACAO PARA 0 CPC

A maneira sintatica de definir consequéncia logica é feita, de
modo geral, com recurso a algum sistema de prova — o que permi-
te derivar uma férmula a partir de outras, através de operagoes de
manipulagdo de simbolos. Existem varias maneiras de fazer isso,
como vimos na Introdugdo a légica: 1a o principal método utiliza-
do (capitulos 13 e 15 do livro) foi o de dedugdo natural. Ha ainda
muitos outros: calculo de sequentes, resolu¢ao — ou ainda, que é o
que vamos ilustrar aqui, o método axiomdtico.

Ora, por que tal método? A razdo basica é que varios sistemas de
légica ndo classica foram apresentados inicialmente dessa maneira,
e o método axiomatico tem a vantagem de permitir comparagdes
faceis entre os diferentes sistemas. Assim, embora o método axio-
matico seja menos intuitivo quando se pretendetrabalhar dentro
de um sistema de logica, ele é muito mais ilustrativo quando se tra-
balha com varios sistemas ao mesmo tempo, para as inter-relacoes

entre tais sistemas.

O propdsito desta segdo é apenas exemplificar uma logica, o CPC,
do ponto de vista axiomatico; vocé ndo precisa se preocupar em
operar com o sistema, ou fazer demonstragdes dentro do sistema.

oo o0

ee e o000 00

Ndo que ndo se possa fazer
isso com outros métodos, é
claro, mas as vezes as coisas
ficam menos perspicuas.
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Vamos la entdo. A apresenta¢do axiomatica de um sistema de
légica (um sistema formal de modo geral) consiste em apresentar
a linguagem do sistema (o que ja fizemos antes para o CPC) e de-
finir as expressdes bem formadas, o que também ja fizemos com a
defini¢do de féormula.

Como vocé recorda de Introdugdo a logica (e se nao, dé uma
olhada outra vez no Capitulo 12), um sistema formal F qualquer é
especificado por meio de quatro componentes basicos:

(i) um alfabeto, isto é, um conjunto de simbolos primitivos que
contém os caracteres da linguagem formal empregada em F (por
exemplo, o alfabeto do CPC que vimos anteriormente: as varia-
veis, os operadores e os sinais de pontuagéo);

(ii) um conjunto de regras de formagdo que caracterizam quais
sdo as expressdes (sequéncias de caracteres) da linguagem de F
que sdo bem formadas (por exemplo, a defini¢ao de férmula no
CPC nos da um exemplo de um conjunto de regras de formagao);

(iii) um conjunto de axiomas, isto é, um conjunto de expressodes
bem formadas aceitas sem demonstragio;

(iv) um conjunto de regras de producdo, ou regras de transfor-
magdo, que nos dizem como obter (produzir, derivar) novas ex-
pressdes bem formadas a partir dos axiomas e outras expressoes
ja derivadas.

O primeiro item constitui entdo o conjunto de simbolos pri-
mitivos da linguagem de um sistema formal. E claro que outros
simbolos podem ser introduzidos como simbolos definidos. Nosso
exemplo aqui sera a axiomatica para o CPC apresentada por E.
Mendelson (1979), que tem apenas os operadores - e — como pri-
mitivos. Os demais operadores, A, v e <>, sdo definidos da maneira
usual, isto é:

anf =, -(a—>-p),
avp =, -a-p,
aeopf =, (@->p)AB-a).
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Isso deve ser entendido da seguinte maneira: uma formulaa A S,
por exemplo, é uma abreviagdo da férmula ~(a — =) correspon-
dente, e assim por diante.

As regras de formacdo sdo a defini¢ao de férmula ja vista.

O passo seguinte consiste em selecionar, dentre o conjunto de
todas as férmulas, um subconjunto de férmulas que consistird nos
enunciados primitivos, ou axiomas, do sistema. Feito isso, sdo indi-
cadas regras de transformacao (ou regras de inferéncia) que dizem
como manipular certas sequéncias de simbolos para derivar outras.

Usaremos o seguinte conjunto de (esquemas de) axiomas:

Al.a— B — ),
A2.(@a > B ->y) - (@a—p) - (@),
A3. (> —a) > (-6 - a) > B).

Um axioma ¢ uma férmula de uma linguagem — e vocé deve ter
notado que A1-A3 acima nao sao férmulas, mas esquemas de for-
mulas. Axiomatizando o CPC através de esquemas, temos, claro,
um conjunto infinito de axiomas. Por exemplo, todas as férmulas
abaixo sao instdncias de Al, ou axiomas Al:

p - (g-p)
q—> (p—q),
p - (p->p)
=g > ((pvq) > ~q),
pr-g) —> (s 1)—>(pA9g).

Na primeira, temos p no lugar de & e g no lugar de 8. Na segun-
da, é o contrério: g no lugar de « e p no lugar de . Na terceira, p
aparece tanto no lugar de & quanto de 3. Isso ndo é um problema;
a e f§ sao formulas quaisquer — podem ser a mesma. O que ndo
pode acontecer ¢ trocar uma ocorréncia de « por alguma férmula
e outra por uma férmula diferente. Por exemplo, a férmula a seguir
ndo ¢ uma instancia do axioma Al:
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p—o> (@),

pois a substituicdo de & ndo foi feita de maneira uniforme.

Além dos axiomas, temos num sistema formal as regras de in-
feréncia. A tnica regra de inferéncia de nosso sistema serd a regra
de modus ponens:

MP. de @ e @ — 8 podemos inferir f3.

Se vocé ja trabalhou, como na Introdugdo a légica, com algum
sistema de dedugao natural, a regra de modus ponens ja ¢ uma velha
conhecida. Se tivermos um condicional, e também o antecedente
desse condicional, podemos inferir seu consequente. Veremos logo
mais um exemplo de como isso funciona.

Vamos chamar o sistema axiomadtico apresentado acima de P.
Essa, é claro, é apenas uma de muitas maneiras de apresentar axio-
maticamente a ldgica proposicional classica. Vocé pode conferir
em Mendelson (1979, p. 41- 43) algumas outras possibilidades.

Seja agora F um sistema formal qualquer (como o sistema P
apresentado acima). Vamos definir as nog¢des de prova (ou de-
monstra¢do) em F, e uma deducdo em F. (Note que isso vale para
qualquer sistema formal, o que vai incluir as légicas nao classicas,
que veremos mais adiante.)

Definigao 1.4. Seja o uma férmula. Uma prova (ou demonstra-
¢do) de @ em F é uma sequéncia finita ,..., @ de férmulas, tal
quea =aeparatodoi, 1 <i=<n,(i)a, éuumaxiomade F, ou (ii)
a. foi obtida a partir de féormulas que aparecem antes na sequén-
cia por meio da aplicagao de alguma regra de inferéncia de F.

Em outras palavras, uma prova de & é uma sequéncia finita de
féormulas em que « ¢ a ultima férmula, e qualquer férmula da se-
quéncia ou é axioma, ou entdo, se ndo for um axioma, foi obtida
por regras de inferéncia de férmulas anteriores. Em nosso caso, a
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unica regra de inferéncia é modus ponens; assim, uma prova sera
uma sequéncia de féormulas que, ou sdo axiomas, ou foram obtidas
por MP de férmulas que aparecem antes na sequéncia.

Se ha uma prova de @ em F, dizemos que « é teorema de F, o que
representamos por k-, c.

Mas passemos a um exemplo de uma prova em nosso sistema
P, para explicar tudo o que estd acontecendo: vamos mostrar que
p — p é um teorema dessa axiomatizagao do CPC.

Considere a sequéncia de 5 férmulas apresentada a seguir:

Lp—>@{@p-p) A1
2p->(((p—>p)—p) A1
3.p=>((p—=>p)=p)>((p>p@—->p)—>@P—-p) A2
4.(p—>@—->p)—>@—->p) 2,3 MP
5p—>p 1,4 MP

A estrutura acima satisfaz a defini¢ao de prova apresentada. Te-
mos uma sequéncia finita de férmulas — 5 férmulas, numeradas
de 1 a 5. No lado direito, escrevemos a justificagdo de cada linha,
isto é, indicamos se a fdrmula é um axioma ou foi obtida por meio
da aplicagdo de regras de inferéncia. Como vocé facilmente pode
verificar, cada uma das formas é mesmo um axioma (nas linhas 1,
2 e 3) ou foi obtida por meio de MP de formulas anteriores (linhas
4 e 5). Por exemplo, a formula na linha 5 foi obtida por MP das
féormulas que estao na linha 1 e na linha 4. Veja:

p—>(—p)
p—>@-p)->pP-—p
p—>p

Note que a formula nalinha 1, p — (p — p), ¢ um axioma: é uma
instancia (um caso particular) do axioma A1. Nesse caso, trocamos
tanto a quanto 8 por p. A férmula na linha 4 também é uma ins-
tancia de Al: trocamos « por p, e f por p — p.
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Uma vez que temos essa prova, esta demonstrado que p — p é
um teorema do sistema P, o que registramos escrevendo +, p — p.

A nogao (sintatica) de um teorema corresponde a no¢ao seman-
tica de uma formula vdlida ou, no nosso caso, de uma tautologia.
Assim, se tinhamos caracterizado o CPC semanticamente como
o conjunto de todas as tautologias, podemos agora caracteriza-lo
sintaticamente como o conjunto de todos os teoremas do sistema P,

Obviamente, tal caracterizagdo pressupde uma coisa: que tenha-
mos demonstrado que uma férmula é uma tautologia se e somente
se for um teorema de P. Isto é, precisamos ter estabelecido a pro-
posi¢do a seguir:

Teorema 1.1 F,a sse Ea

Este teorema ¢ chamado de Teorema de Corregdo e Completude.

Aqui uma observagdo importante: o Teorema 1.1 nao é um
teorema do sistema P, mas um teorema (na metalinguagem) a res-
peito de P. Ou seja, um metateorema. A distingao aqui é entre uma
féormula da linguagem de um sistema que pode ser demonstrada
a partir dos axiomas do sistema (teorema de P) e entre uma pro-
posi¢do na metalinguagem a respeito do sistema, mostrando que
o sistema como um todo tem certa propriedade (metateorema, so-
bre P).

Voltando as correspondéncias entre sintaxe e semdntica, tinha-
mos antes uma no¢ao semantica de consequéncia logica. Podemos
ter também nogdo sintatica. Para isso, precisamos definir o que
seja dedugao em um sistema formal F qualquer.

Defini¢ao 1.5 Sejam I' um conjunto qualquer de férmulas e @
uma formula. Uma dedugdo de « a partir de I em um sistema F
¢ uma sequéncia finita d ,..., 6n de formulas, tal que (Sn =q e para
todoi, 1 =i =<n, (i) §, ¢ um axioma de F, ou (ii) 6, € T, ou (iii) 6,
foi obtida a partir de formulas que aparecem antes na sequéncia,
por meio da aplica¢do de alguma regra de inferéncia de F.
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A diferenga de uma dedugdo para uma prova é que as formulas
em uma dedugdo, além de serem axiomas ou obtidas por regras de
inferéncia, podem ser também foérmulas que pertencem ao con-
junto I' de premissas.

Podemos, claro, mostrar que uma prova de & com uma dedugao
de o a partir do conjunto vazio &J.

Com isso, podemos agora definir consequéncia légica.

Defini¢ao 1.6 Seja I' um conjunto qualquer de férmulas e @ uma
formula de um sistema formal F qualquer. Dizemos que « € con-
sequéncia légica de I em F, ou que a ¢ dedutivel de " em F, o que
denotamos por T+, @’, se hd uma dedugdo de « a partir de I"'em F.

Note-se que a relacao de dedutibilidade é sempre relativizada
ao sistema F (e a uma certa linguagem proposicional). Porém, se
estiver claro pelo contexto qual ¢ a linguagem, ou isso for irrele-
vante, podemos escrever simplesmente T ¢’ para indicar que « é
dedutivel de T em F.

Vamos a um exemplo de dedugdo em P, nossa axiomatizagao do
CPC. Mostraremos que p > ¢, q > rkp —>r.

l.p—>gq Férmula de I
2.9q->r Foérmula de I'
3.p0>(@-on)>(p>q9—>@p—or1) A2
4.(q->r-o>@(Pp-o>@->r) Al
5p—>(@—>r) 2,4 MP
6.p>q) > @p-or) 3,5 MP
7.p—>q 1,6 MP

Assim, podemos caracterizar o CPC sintaticamente como a re-
lagao de consequéncia I acima definida. E uma ldgica, no geral,
como uma relac¢ao de consequéncia sintaticamente definida.

Definidas as no¢des de consequéncia semantica e sintatica, co-
loca-se imediatamente a questdo de se sio ou ndo a mesma nogao.
Ja vimos acima que o conjunto de férmulas validas é o mesmo
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conjunto que o de teoremas. Coincidem as nogdes semantica e sin-
tatica de consequéncia logica?

Podemos demonstrar (de modo razoavelmente simples) que,
para o calculo proposicional cldssico, isso também acontece. Ou
seja, temos uma versao mais forte do metateorema anterior, a saber:

Teorema 1.2 T'+ assel E a.

Para encerrar, uma palavra a respeito de decidibilidade. O CPC
¢ decidivel, ou seja, existe um método mecanico para determinar
se uma formula é ou ndo uma tautologia, ou se uma férmula é ou
nao consequéncia logica de um conjunto de férmulas. E vocé co-
nhece esse método: é o das tabelas de verdade. Nao vamos revé-lo
aqui, mas faremos ocasionalmente referéncia a ele. Se vocé tem
alguma duvida, consulte o Capitulo 9 do livro Introdugdo a l6gica.

Lembre que nem todo sistema ldgico ¢ decidivel: o calculo de
predicados de primeira ordem néo é (confira o capitulo 13 da In-
trodugdo a logica para mais detalhes a respeito).

1.7 DEFICIENCIAS DA LOGIicA CLASSICA

Apesar de seu extraordindrio desenvolvimento e grande niime-
ro de aplicagdes, a logica classica ndo deixa de ter suas insuficién-
cias e, segundo alguns, até mesmo incorre¢des. Dai a motivagao
para que se proponham sistemas de légica nao classica.

Como foi mencionado anteriormente neste capitulo, costuma-
se separar as logicas ndo classicas em dois grupos:

Logicas complementares: aquelas cujo objetivo é estender a
logica classica, por exemplo, ampliando o conjunto de termos 16-
gicos, com novos operadores a linguagem. Por isso também séo
chamadas de logicas estendidas ou ampliadas ou extracldssicas.

Logicas alternativas: aquelas cujo objetivo é substituir a 16gica
classica, considerando que ela esta errada em parte. Também cha-
madas de 16gicas rivais ou heterodoxas ou anticldssicas.
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Essa divisao, contudo, é bastante artificial. (Desde ja vocé pode
imaginar que poderiamos ter alguma légica que estende a classi-
ca por meio de novos operadores, mas que rejeita alguns de seus
principios.) Mas ¢ uma divisdo que serve para um comego de con-
versa e tem suas vantagens do ponto de vista didatico.

Com relagdo a légicas complementares, e ficando apenas no
nivel da légica proposicional, pensemos nos operadores. A nogao
basica de um operador é que é uma expressao que, aplicada a uma
ou mais sentencas, gera uma senten¢a mais complexa. No CPC vi-
mos alguns exemplos, como ‘€’ e ‘ndo’ etc. Mas muitas outras coisas
ficaram de fora. O que dizer, por exemplo, dos seguintes (em que p
¢ uma sentenga qualquer):

sera verdade que p

foi sempre o caso que p

p sera verdadeira enquanto g for verdadeira

necessariamente p

é possivel que p

sabe-se que p

acredita-se que p

¢ obrigatorio que

p é permitido

¢ proibido que p

Tais expressoes também sdo operadores, mas ndo sdo tratadas
na logica classica. Por um lado, nao sao fungoes de verdade (e se o
fossem seriam definiveis por meio das demais). Por outro, a 16gica
classica nao se ocupou de coisas como tempo e modalidades.

Assim, temos extensoes (do CPC, por exemplo, mas também do
calculo de predicados) que consistem em ampliar o conjunto dos
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termos ldgicos por meio de operadores como esses acima. Temos
entdo varios outros tipos de 1dgica, a saber:

logicas modais: necessariamente, possivelmente, implica;

logicas temporais: sera o caso, foi sempre o caso, desde, até
que, enquanto;

logicas epistémicas: sabe-se, acredita-se, é conhecimento co-
mum que;

l6gicas dednticas: é obrigatdrio que, é permitido que, é proibi-
do que.

Neste livro, vamos falar um pouco mais detalhadamente so-
bre ldgicas temporais, para exemplificar sistemas de ldgicas
complementares.

Mas ¢é claro que as extensoes da légica classica nao se limitam
a operadores. Poderiamos ter outras espécies de quantificadores,
como: ‘a maioria dos, ‘muitos, ‘poucos’ etc. Tais quantificadores nao
sao definiveis com os recursos do calculo de predicados de primei-
ra ordem, mas podem sé-lo numa légica de segunda ordem. Esta-
riamos, entdo, ainda na ldgica cldssica — a menos que sé conside-
remos a logica elementar como 1dgica classica (o que ¢ a posi¢ao
de alguns filésofos, como W. V. O. Quine).

Mas passemos a ldgicas alternativas. Aqui a motivagao para pro-
por novas légicas é muito variada. Por exemplo, devemos mesmo
admitir os quatro principios fundamentais? Poderia haver contra-
di¢oes verdadeiras? Sera que toda proposicao ¢ mesmo verdadeira
ou falsa? Ndo poderia haver proposi¢cdes que nao sao nem uma
coisa nem outra?

Considere o exemplo a seguir:

O Coelho da Pascoa mora na mesma rua que Papai Noel.

Willard Van Orman Quine
(1908-2000). Fonte: http.//
www.conductitlan.net/
wilard_van_orman_quine.jpg

Certamente vocé ndo diria que essa afirmagao (proposi¢ao? e o
que é uma proposi¢ao?) é verdadeira. Por outro lado, também pa-
rece estranho dizer que é falsa, pois daria a entender que o Coelho
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da Pascoa mora em outra rua. O que nos pareceria mais razoavel
¢ dizer que ela ndo é nem verdadeira nem falsa, ja que os supostos
individuos em questdo de fato nao existem. (Minhas desculpas a
todos os que ainda nao sabiam disso.)

Mas talvez ndo precisemos rejeitar a bivaléncia ainda: poderia-
mos continuar afirmando que toda proposi¢ao é mesmo verdadei-
ra ou falsa, mas que (1) acima nao expressa uma proposicao.

Essa saida, contudo, parece ndo funcionar no caso de proposi-
¢Oes sobre o futuro, como

Estarei em Sao Paulo na semana que vem.

Note que nesse caso estamos falando sobre objetos existentes.
Contudo, dizer que tal proposi¢do é verdadeira pareceria implicar
que de certa forma ja esta determinado que estarei em Sao Paulo
na semana que vem. Analogamente, se ela for falsa, parece impos-
sivel que eu va estar 14 semana que vem. Em qualquer caso, parece
que o futuro ja estaria pré-determinado (fatalismo).

Talvez entdo o principio da bivaléncia nao se aplique a propo-
si¢des sobre o futuro. Nesse caso, teriamos légicas polivalentes —
em que temos mais de dois valores de verdade.

Por motivos parecidos, poderiamos ser tentados a rejeitar o
principio de ndo contradigdo. Alguns fildsofos defendem que ha
contradi¢des reais, verdadeiras. Sentencas paradoxais, como a
do mentiroso (‘Esta sentenca ¢é falsa’), seriam um exemplo. Nes-
se caso, para tratar de tais fenomenos terfamos de usar logicas
paraconsistentes.

E assim por diante; as motivagdes para ldgicas rivais a 1dgica
classica sao muitas. Neste livro, vamos examinar em detalhe ape-
nas um exemplo de légica heterodoxa, o das légicas polivalentes.
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LEITURAS RECOMENDADAS

o Os capitulos acima relacionados de Introdugdo a légica.

o Releia também o Capitulo 18, que fala sobre logicas nao
classicas.

REFLITA SOBRE

« Argumentos informais e argumentos formalizados.

« O que sdo termos logicos.

» Como especificar um sistema de 1égica.

« As maneiras sintatica e semantica de definir consequéncia
légica.

 Caracteristicas da ldgica classica.

« Deficiéncias da logica classica.






s CAPITULO 2 =

LOGICAS DO TEMPO

Neste capitulo, vamos investigar um pri-
meiro tipo de ldgica ndo cldssica, as logicas
do tempo ou légicas temporais, que estendem
a logica cldssica tratando de algo que ela dei-
xa de considerar: o tempo...
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2.1 TEMPO

A motivagao que levou ao surgimento da ldgica cldssica, no sé-
culo XIX, tinha a ver com a fundamenta¢do da matematica. Na
matematica, contudo, tempo é um aspecto irrelevante: podemos
até dizer que proposi¢des matematicas sao atemporais, pois, afinal
de contas, 2 + 2 = 4 ndo muda de valor de verdade com a passagem
do tempo; se alguma coisa era ontem um triangulo, vai continuar a
sé-lo por todo o futuro afora. Assim, para representar argumentos
envolvendo nog¢des matematicas, e determinar sua validade, nao
era necessario levar em conta aspectos temporais.

Mas ¢ claro que isso nao vale em geral. Por exemplo, ontem es-
tava chovendo em Floriandpolis, mas hoje nao esta. A capital do
Brasil em 1950 era o Rio de Janeiro, em 2011 é Brasilia e em 2258
quem sabe seja alguma outra cidade. Em suma, os objetos, em ge-
ral, tém ou deixam de ter propriedades dependendo do momento
em que se encontram. E mudanga é justamente isso: passar a ter
uma propriedade que antes ndo se tinha, ou vice-versa; passar a
estar numa relagdo em que antes nao se estava, e vice-versa. Tudo
isso, claro, pode ter — e tem — consequéncias para a validade ou
nao de inferéncias que fazemos.

Considere um argumento como o seguinte:

1. Todos os jogadores da sele¢do brasileira estao treinando.
Jodao é um jogador da selegao brasileira.

.". Jodo esta treinando.
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Vocé certamente diria que esse argumento é valido: se as premis-
sas forem verdadeiras, nio ha como a conclusio ser falsa. Ou h4?

Para falar a verdade, esse argumento s6 é valido se abstrairmos
do aspecto temporal, exigindo que as premissas sejam verdadeiras
ao mesmo tempo para testar se, nessa situac¢ao, a conclusao tam-
bém é verdadeira. Podia muito bem acontecer que os jogadores da
selecdo brasileira estivessem treinando as 9 da manhd, mas Joao,
um jogador da sele¢do brasileira, ainda nao tivesse chegado e nao
estivesse treinando as 7 da manhd. Do ponto de vista da 1dgica
classica, porém, tais distin¢des sao desconsideradas: temos de con-
siderar somente situagdes em que, ao mesmo tempo, todas as pre-
missas sejam verdadeiras, e perguntar se nessas situagoes e nesse
mesmo tempo a conclusdo também ¢é verdadeira. No caso acima,
ndo temos problema algum: diriamos, intuitivamente, que o argu-
mento (e todo outro da mesma forma) é valido, e a logica classica
confirma que ele é mesmo. (Faga o exercicio, se quiser: represente
o argumento acima na linguagem do CQC, que vimos em Introdu-
¢do a logica, e teste sua validade.)

Mas ¢ claro que ha outros argumentos cuja validade (ou invali-
dade) realmente depende de considera¢des temporais. Veja o pro-
ximo exemplo:

2. Se Joao é um professor de filosofia, entdo ele leciona em al-
guma instituicdo de ensino.

Joao foi um professor de filosofia.

.. Jodo leciona em alguma institui¢do de ensino.

Note que a segunda premissa nao diz que Joao é um professor
de filosofia, mas que ele foi um professor de filosofia. Ora, esse ar-
gumento, se traduzido para a linguagem do CPC, seria considera-
do valido, pois o abstraimos do tempo. Tudo é considerado como
se estivesse no presente; a distingao entre Jodo é e Joao foi professor
de filosofia se perde. Se usarmos a notagao seguinte:
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p: Joao é um professor de filosofia.

q: Jodo leciona em alguma institui¢do de ensino.

o resultado da tradugdo do argumento para a linguagem do CPC é:

pP—4
p
o Gl

Trata-se de uma forma de argumento valida, como podemos
facilmente mostrar (ela corresponde a regra de inferéncia modus
ponens, que vimos no capitulo anterior). Contudo, tal representa-
¢do formal ndo corresponde as nossas intui¢oes, pois dirfamos que
o argumento original nao é valido.

Naturalmente, ha uma maneira adequada de representar esse
argumento em uma linguagem artificial, mas na linguagem do cdl-
culo de predicados. Isso pode ser feito assim: cada predicado de
grau n passa a ser um predicado de grau n + 1. Por exemplo, um
predicado unario (propriedade) como ‘x é um fildsofo’ passa a ser
predicado bindrio (rela¢do bindria) entre um individuo x e um
instante ¢ qualquer: ‘x ¢ um fildsofo no instante ¢. Usando ¢ como
varidvel para instantes temporais, temos:

x é um gato > xéum gatoem ¢
X corre — X correem t
x gosta de y > x gostade yem ¢

xestdentreyez +— xestientreyezemt

etc.

Todos os predicados, assim, ganham um argumento a mais, ‘em
t, no qual t é algum instante. Em particular, predicados de grau
zero passam a ser propriedades. Assim:
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Chove — Choveem t
Sdcrates corre +— SOcrates corre em t
Romeu ama Julieta  +— Romeu ama Julieta em ¢

etc.

No caso de nosso argumento acima, as letras sentenciais (que,
do ponto de vista do calculo de predicados, seriam predicados de
grau zero) passam a ser predicados de grau um: propriedades de
instantes do tempo. ‘Jodo ¢ professor de filosofia em #’ significa, as-
sim, que o instante ¢ tem a propriedade de que, nele, Jodo é um
professor de filosofia.

Usando a notagao a seguir:

P: Joao é um professor de filosofia em ¢,
Q: Jodo leciona em alguma institui¢ao de ensino em ¢,

A: x é anterior a y,

nosso argumento acima seria representado da seguinte forma:

Pt — Qt
Jt'(At't A Pt')
L Qt

Note que a segunda premissa, Jodo foi um professor de filosofia,
¢ representada como: existe um instante ¢’ tal que ¢’ é anterior a ¢
(ou seja, esta no passado de t) e Jodo é um professor de filosofia em
t'. E esse argumento, como se pode mostrar na logica de primeira
ordem (por exemplo, fazendo um tablé como vocé aprendeu), é
mesmo invalido. O resultado, assim, esta de acordo com nossas in-
tuicdes. Portanto, hd uma maneira de representar distingdes tem-
porais dentro da logica classica de primeira ordem.

Contudo, embora possamos fazer isso, a tradugéo resultante fica
mais complexa, pois, para representar nosso argumento proposi-
cional estamos (i) usando ja uma linguagem de primeira ordem e
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(ii) quantificando sobre instantes do tempo (note que a segunda
premissa tem um quantificador existencial). Recorde, além disso,
que o calculo de predicados de primeira ordem (com pelo me-
nos um simbolo de predicado bindrio, como acima) é indecidivel.
Niao haveria uma solu¢do mais facil, em particular, uma que
continuasse representando o argumento em uma linguagem
proposicional?

Ha de fato uma alternativa, que sdo as ldgicas do tempo. A estra-
tégia utilizada é ampliar nosso conjunto OP de operadores acres-
centando alguns operadores temporais. Um deles é um operador
undrio P para o passado, cujo significado é:

Pa: foi (pelo menos uma vez) o caso que c.

Assim, se p é a proposi¢do (atemporal) ‘Joao é professor de filo-
sofia, Pp representa ‘Jodo foi um professor de filosofia.

Desta forma, dispondo de nosso operador unario P para o pas-
sado, o argumento anterior poderia ser representado assim:

=0
Pp
>

Nesse exemplo, Pp significa foi o caso que p; isto &, p foi verda-
deira em pelo menos uma ocasido passada, mas nada impede que
tenha sido verdadeira em mais de uma ocasido. Agora, essa forma
de argumento, como mostraremos adiante, é mesmo invdlida nas
légicas temporais usuais, capturando formalmente nossa intui¢ao
de que o argumento informal (IT) acima era invalido. A vantagem ¢é
que podemos representar adequadamente essa forma de argumen-
to continuando a utilizar uma linguagem proposicional — e num
sistema logico decidivel.

Resumindo, a estratégia das logicas temporais vai ser ampliar
o conjunto de simbolos logicos, acrescentando operadores tem-
porais, tanto para o passado quanto para o futuro. Tal ideia foi
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colocada em pratica a partir dos anos 50 do século XX, inicial-

mente devido aos trabalhos do 1dgico neozelandés Arthur Prior.

: Arthur Norman Prior (1914-
. 1969). Considerado o
+  fundador da légica do tempo

2.2 A LINGUAGEM TEMPORAL BASICA (ver, em particular, os livros:

Prior, 1957 e 1967).
Em resumo, as légicas temporais usuais estendem a ldgica clas-
sica acrescentando operadores que, como veremos, nao sao fun-
¢oes de verdade. Consideraremos aqui uma linguagem temporal
basica ., que consiste em ampliar nossa linguagem do CPC por
meio de quatro novos operadores unarios, dois para o passado e
dois para o futuro. Sao estes os operadores:

F: serd o caso que;
G: serd sempre o0 caso que;
P: foi o caso que;

H: foi sempre o caso que.

Uma vez que esses operadores, como dito, sdo unarios, a defini-
¢do de formula que apresentamos no Capitulo 1 ja da conta deles:
se a é uma formula, entao Pa, Fa,, Ga e Ha também sio férmulas.

A seguir, alguns exemplos do que podemos dizer usando tal lin-
guagem. Digamos que temos a variavel p representando a sentenca
(atemporal) Jodo é um professor de filosofia, como acima. Temos
entao:

1. Fp: Joao sera um professor de filosofia.
2. Pp: Joao foi um professor de filosofia.
3. Gp: Joao sempre serda um professor de filosofia.

4. Hp: Jodo sempre foi um professor de filosofia.

Vamos conversar um pouco sobre essas senten¢as. A primeira
¢ representada por Fp. Isso significa que a sentenga p (Jodo é um
professor de filosofia) sera verdadeira em algum instante futuro.
Isso € o que faz o operador F. Analogamente, Pp, em (2), diz que p
foi verdadeira em algum instante passado, isto é, foi o caso que p.
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Note que, como dissemos acima, esses operadores ndo sdo fungoes
de verdade. Do fato de p ser verdadeira agora nao se segue nem
que foi verdadeira em algum instante passado, nem que serd ver-
dadeira ainda em algum instante futuro. Logo, a seméntica para os
operadores temporais nao sera feita (como no caso do operador )
através de uma tabelinha basica. Mas falaremos sobre isso depois.

Considere agora (3). Em portugués, dizemos que Jodo sempre
sera um professor de filosofia. A ideia é que a sentenca p, portanto,
seja verdadeira em todos os instantes do futuro — ela sempre sera
verdadeira. E € isso o que faz o nosso operador G. Analogamente,
Hp, em (4), diz que p foi verdadeira em todos os instantes passados,
isto ¢, foi sempre o caso que p.

(Antes de continuarmos, contudo, uma observagdo importante:
é claro que Gp sera verdadeira se Jodo for um professor de filosofia
em todos os instantes futuros, mas isso obviamente nao deveria in-
cluir instantes que acontecem daqui a mil anos, digamos, quando
Jodao ndo estiver mais entre nds... Do mesmo modo, ao dizer que
‘Joao sempre foi um professor de filosofia’ estamos talvez querendo
dizer que, desde que comecou a trabalhar, Jodo tem sido professor
de filosofia — ¢ diferente de dizer que Jodo tinha essa profissao
desde que nasceu. Assim, ha de se ter um certo cuidado ao repre-
sentar proposi¢des do portugués em nossa linguagem temporal.
Estamos aqui vendo as coisas ainda de modo bastante simplifica-
do; linguagens temporais mais sofisticadas que a nossa permitirao
fazer distin¢cdes mais finas.)

Mas voltemos aos nossos exemplos, considerando agora al-
gumas interagdes entre operadores temporais e o operador de
negagao:

5. 7Gp: Joao nem sempre sera um professor de filosofia.

6. ~Fp: Jodo nunca serda um professor de filosofia.

(5), agora, é claramente a negacdo de (3). Esta diz que Jodo sem-
pre sera um professor de filosofia, mas (5) nega isso, dizendo que
nem sempre Jodo sera professor de filosofia: ~Gp. Porém, para que
seja verdade que Jodo nem sempre serd um professor de filosofia,
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deve haver algum momento futuro em que ele nao seja um pro-
fessor de filosofia. Assim, a sentenga em portugués em (5) pode
também ser representada por F—p, ou seja: vai ser o caso, em pelo
menos alguma ocasido futura, que Jodo nao é um professor de fi-
losofia em tal ocasido. Concluimos disso que ~Gp e F-p devem ser
equivalentes (e vamos mostrar mais adiante que sdo mesmo).

Passemos agora a sentenca em (6). Ela diz que Jodo nunca sera
um professor de filosofia. Isso significa dizer que p nunca sera ver-
dadeira, ou seja, ndo é verdade que ha algum instante futuro em
que p seja verdadeira. Ou seja, ~Fp. Mas note agora que, se p é falsa
em todo instante futuro, sua nega¢do —p ¢ verdadeira em todos os
instantes futuros. Assim, podemos também representar que Joao
nunca sera um professor de filosofia através da férmula G-p.

Note, entretanto, que Gp e G-p ndo sdo contraditorias; uma nao
¢ a negacao da outra. Tampouco ~Fp e Fp o sdo. Com efeito, Gp
e Gp podem ser ambas falsas, desde que p seja falsa em algum
instante futuro, e que seja verdadeira em pelo menos um outro.
A contraditdria de Gp € sua negagdo, ~Gp. Da mesma forma, as
contraditérias de Fp, Pp e Hp sao respectivamente ~Fp, =Pp e ~Hp.

Por outro lado, qual seria a contraditéria de G-p? Obviamente
sua nega¢ao, Gp. Isso diz (conforme nosso exemplo acima) que
nao € 0 caso que sera sempre o0 caso que —p, ou seja, que nao € o
caso que —p sera sempre verdadeira. Mas isso significa que ndo é o
caso que p sera sempre falsa, de onde inferimos que p sera verda-
deira em pelo menos algum instante futuro: Fp, portanto. Assim,
concluimos que ~G—p ¢ equivalente a Fp.

Da mesma forma, podemos facilmente mostrar que Gp e =F-p
sao equivalentes. E finalmente, as mesmas observac¢des valem com
relagdo aos operadores para o passado. Representamos que Joao
nem sempre foi um professor de filosofia através de =Hp ou P-p, e
dizemos que ele nunca foi tal coisa usando —~Pp ou H-p.

Das consideragdes acima, verificamos que temos certas equiva-
léncias entre nossos operadores temporais, explicitadas a seguir
(em que « é uma féormula qualquer):
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Ga & ~F-a
Fo < -G«
Ha <> —P-«
Pa < -H-«

Que tenhamos tais equivaléncias nao é de surpreender. Recorde,
da Introdugdo a légica, que temos certas leis de equivaléncia entre

quantificadores, a saber:

Vxa <> ~3Jdxa

dxo <> "Vx«

Se atentarmos agora aos operadores temporais, vemos que F
significa ‘sera alguma vez verdadeiro que’, ao passo que G signi-
fica ‘sera todas as vezes verdadeiro que’. Estamos, evidentemente,
usando os quantificadores existencial e universal, mas esse uso é
deslocado para o nivel da metalinguagem. Nossa linguagem tem-
poral % é uma linguagem proposicional.

Em virtude das equivaléncias acima, vemos que bastaria ter G e
H em nossa linguagem (ou F e P) para que pudéssemos introduzir,
por meio de defini¢des, os outros operadores — como podemos
fazer na logica classica introduzindo um operador para disjungdo

exclusiva, e assim por diante.

As relagdes entre Gp, Fp etc. podem ser representadas por meio
de um quadrado (como o quadrado tradicional das oposi¢des na
teoria do silogismo). A seguir vocé encontra dois quadrados, um
para o passado e outro para o futuro, indicando as relagoes de con-
traditoriedade etc.:

Hp Contrariedade  H-p Gp Contrariedade  G-p
bz bQ'
G P C D
8 ., & 2 2 L. & 2
3 S O O O On
s Y, © [°] X% ©
= SXo £ c KXo £
g Y &, g g & XK, L
=< N & = =< S & =
G % G %
. 1 F . =
Pp Subcontrariedade Pop P Subcontrariedade Fp

Quadrado de oposicdes para proposi¢oes temporais.
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Vendo no quadrado, por exemplo, que Hp e P-p sdo contradi-
torias, sabemos que uma é equivalente a negacao da outra. Assim,
Hp e ~P-p sdo equivalentes, bem como P—p e ~Hp. E similarmente
para os demais operadores.

Das outras relagdes vocé deve se recordar: duas proposi¢des sao
contrdrias se ndo podem ser ambas verdadeiras, mas podem ser
ambas falsas. Isso parece acontecer, por exemplo, entre Gp e G—p:
nao dirifamos que ambas podem ser verdadeiras, pois parece es-
tranho imaginar que ‘sempre vai ser o caso que p’ e ‘nunca vai
ser o caso que p. Por outro lado, podem ser ambas falsas: p vai
ser verdadeira em algumas ocasides futuras (mas nem todas) e —p
também vai ser verdadeira em algumas ocasides (mas nem todas).

Duas proposigoes sao ditas subcontrdrias se ndo podem ser am-
bas falsas, mas podem ser ambas verdadeiras. Nos quadrados aci-
ma, tal relagio se dd entre Fp e F=p, por um lado, e entre Pp e P-p,
por outro. Parece 6bvio que, por exemplo, Pp e P-p possam ser
ambas verdadeiras: p aconteceu pelo menos uma vez, e deixou de
acontecer pelo menos uma vez. Mas pareceria estranho imaginar
que p nunca foi verdadeira e que —p também nunca foi verdadeira.

Finalmente, a relagdo de alternagio se da entre as proposicoes
na parte superior dos quadrados e aquelas imediatamente abaixo.
Por exemplo, entre Gp (dita superalterna) e Fp (dita subalterna). A
defini¢do é que, se a superalterna é verdadeira, entdo a subalterna
¢ verdadeira. Isso parece ser o caso: se p sempre vai ser verdadeira,
entdo vai ser verdadeira pelo menos uma vez.

Mas vejamos mais algumas coisas que podemos representar
usando operadores temporais. Considere as sentencas abaixo, e as
formulas que as representam.

7. PPp: Joao fora/tinha sido um professor de filosofia.
8. FPp: Jodo tera sido um professor de filosofia.

9. PFp: Foi verdade que Jodo serd/seria (?) um professor de
filosofia.

e e 0000000000000 00

Veremos mais adiante, porém,
que, exceto pela relagdo de
contraditoriedade, todas as
demais dependem de certas
suposicoes adicionais que
estamos fazendo sobre a
natureza do tempo. Vocé
consegue imaginar que
suposicoes sdo essas?
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Comecemos por (7). A combinagao PP parece representar o que
chamamos de pretérito perfeito: foi o caso que foi o caso que Joao
¢ um professor de filosofia, ou seja, foi o caso que Pp. Isso equivale,
aparentemente, a tinha sido (ou fora) o caso que p.

Por outro lado, parece que nao temos em portugués uma expres-
sao correspondendo a combinagdo FFp: tal formula diz que, em
algum instante futuro, serd verdadeiro que, mais adiante ainda no
futuro, p sera verdadeira. Nao parece haver um tempo verbal em
portugués para isso (um “futuro distante”?), mas claro que podemos
expressar tal coisa usando essa formula de nossa légica do tempo.

Ja (8) diz que para algum momento futuro, serd verdade que
Jodo foi um professor de filosofia. Isto ¢, ha algum instante t, no
futuro tal que existe um outro instante t, no passado de t e emt,
Jodo é um professor de filosofia. Mas claro que ¢, pode estar tanto
no 10sso passado quanto no 1osso presente ou no nosso futuro, isto
é, ser posterior ao agora. Isso é compativel com qualquer uma das
trés situagdes abaixo (em que a marca o instante presente, o agora,
e a seta indica o sentido da passagem do tempo):

Se FPp é verdadeira no instante a, o agora, isso significa que Pp
¢ verdadeira em algum instante ¢, que estd no futuro de a, ou seja,
posterior a a. Isso é representado nos trés diagramas acima. Agora,
se Pp é verdadeira em ¢, entdo p é verdadeira em algum instante
t,que ¢ anterior a t, (ou seja, que estd no passado de t,). Contudo,
qual a relagdo entre £, e 0 agora, a? Ora, t, pode estar no passado de
a (diagrama da esquerda) ou no futuro de a (diagrama do centro),
ou mesmo ser o proprio a (diagrama da direita). A informagao dada
com a sentenca (8) € consistente com cada um desses trés diagramas.

(9), por outro lado, parece ser um pouco mais problematica. PFp
diz que, em algum instante do passado, Fp foi verdadeira. E isso
acontece se p ¢é verdadeira em rela¢ao ao futuro — no caso, o fu-
turo daquele instante passado. Mas isso ja esta no nosso passado
também, no nosso presente, ou ainda estara no futuro? ‘Foi verdade
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que Jodo serd um professor de filosofia’ parece dar a entender que
isso ainda estd em aberto, ao contrario de ‘Foi verdade que Joao
seria um professor de filosofia, que dd a entender que ele agora ja
foi professor de filosofia — ou talvez ainda seja, o que dirfamos em
portugués, de forma mais precisa, através da sentenca ‘Foi verdade
que Jodo seria agora professor de filosofia’ Nossa linguagem tem-
poral ainda ndo consegue captar essa distingdo (mas é claro que
podemos estendé-la ainda mais, o que nao vamos fazer aqui).

Embora haja alguma relagdo entre os operadores temporais e os
tempos verbais do portugués, ha algumas criticas de que a 1dgica
temporal ndo represente adequadamente os tempos do portugués:
por exemplo, uma das criticas que se faz é que uma linguagem
temporal como & admite construgées como FFPGFp que pa-
recem nao ter correspondentes em lingua natural. Por outro lado,
dadas certas suposi¢des simples, é possivel mostrar que tais for-
mulas sdo equivalentes a constru¢des mais basicas — um assunto
para mais adiante.

Para encerrar esta secdo inicial, talvez vocé esteja se pergun-
tando o seguinte: se podemos definir o operador G através de F,
sera que um operador temporal nao seria suficiente para definir
todos os demais? Nao poderiamos definir G por meio de H, ou
vice-versa? A resposta é que ndo podemos — mas para mostrar
isso, precisaremos desenvolver primeiro a semantica para nossa
linguagem & .

Finalmente, é interessante notar que hd ainda outros tipos de
operadores temporais, além dos quatro que vimos até agora, como
< > < r >
desde que’ e ‘até que’ Por exemplo:

10. Jodo é rico desde que ganhou na loteria.

11. Maria vai ficar em Sao Paulo até que o tempo melhore.

Esses operadores, que sdo operadores bindrios, como vocé pode
ver, também nio podem ser definidos usando-se os operadores
usuais. Nao vamos tratar deles aqui.
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2.2.1 ATIVIDADES RECOMENDADAS

Exercicio 2.1 Simbolize as sentencas abaixo, usando a notacao sugerida,
e indique, para cada par de sentencas, que relacao se da entre elas (equiva-
Iéncia, contraditoriedade, contrariedade etc.):

p: Romeu ama Julieta;
g: Julieta ama Romeu;

r: Julieta casa com Romeu.

(a) Romeu amarad Julieta.
Néo é verdade que Romeu nunca vai amar Julieta.
(b) Nem sempre Romeu amara Julieta.
Romeu sempre amara Julieta.
(c) Sempre foi verdade que Romeu ndo ama Julieta.
Romeu nunca amou Julieta.
(d) Romeu amou Julieta.
Sempre foi falso que Romeu ama Julieta.
(e) Julieta sempre vai amar Romeu.
Nunca vai acontecer que Julieta ndo ame Romeu.
(f) Julieta nunca vai casar com Romeu.

Julieta ndo vai casar com Romeu.

Exercicio 2.2 Represente as sentencas abaixo em nossa linguagem tempo-
ral basica, usando a notagao sugerida:

p: Boris é um espiao;
g: Natasha é uma espig;
r: Boris é mais perigoso que Natasha;

s: Natasha é mais esperta do que Boris.

(a) Boris foi um espido, mas nao é um espiao agora.
(b) Nem Boris nem Natasha serao espioes.

(c) Se Boris sempre vai ser um espidao, entao sempre vai ser mais perigoso
que Natasha.

(d) Nunca aconteceu que Boris fosse e nao fosse um espiao, mas ele sera
um espido.
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(e) Sera sempre verdade que, se Natasha é uma espid, entao ela é mais es
perta do que Boris.

(f) Ou Boris sempre foi mais perigoso que Natasha, ou ele nunca foi um
espiao.

(g9) Nao foi sempre verdade que Natasha era uma espia, nem que era mais
esperta do que Boris.

(h) Se Natasha é uma espia e é mais esperta do que Boris, entao ela sempre
sera espia e mais esperta que Boris.

(i) Nunca foi, nem &, nem sera verdade que Boris é mais perigoso que
Natasha.

2.3 SEMANTICA

Se uma logica do tempo realmente pretende estender a logica
classica, entdo os operadores temporais ndo deveriam ser fungoes
de verdade: ndo entraremos nos detalhes aqui, mas é relativamente
facil mostrar que qualquer funcao de verdade pode ser definida
usando-se apenas os operadores 7, A e V. Se operadores temporais
fossem funcoes de verdade, entao ainda estariamos, de fato, na 16-
gica classica e ndo em alguma extensao dela.

De outra maneira, mais intuitiva, também podemos estabelecer
que os operadores temporais ndo sio funcdes de verdade se ten-
tarmos construir uma tabela de verdade para eles. O resultado é o
que seria de se esperar:

o | Ga | Fa | ta | P
vV 2 O I

F 2?2 72 7 2

Se « ¢ verdadeira, isso ndo garante nem que foi alguma vez ver-
dadeira, nem que seréd alguma vez verdadeira — quem dird nunca
ou sempre. E se ¢ falsa, também nao sabemos se sempre foi as-
sim ou se vai continuar sendo assim. Em qualquer dos casos, nao
temos como saber. Nossos operadores temporais ndo sao mesmo
func¢des de verdade.



. . . .”‘i‘ - . . . .

sssssnssn
i

Fonte: http://www.gruposal.
com.br/site/wp-content/
uploads/2010/06/filme.jpg
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A solug¢ao é tornar mais complexos nossos modelos. No caso do
CPC, um modelo ¢é simplesmente uma valoragdo: uma fung¢do que
atribui V ou F as variaveis proposicionais. Mas é claro que, nessa
légica, abstraimos do tempo. E aqui ndo. Assim, o primeiro passo
para fazer uma seméntica para nossa linguagem temporal basica é
introduzir uma estrutura temporal em nossos modelos.

2.3.1 ESTRUTURAS TEMPORAIS

A razdo para considerarmos invalido o argumento (II) da pri-
meira se¢do deste capitulo era que, embora a proposi¢ao (atempo-
ral) ‘Jodao é um professor de filosofia’ tenha sido verdadeira no pas-
sado (ou seja, Jodao foi um professor de filosofia), isso ndo garante
que ainda o seja agora. Como vimos, proposi¢des podem mudar
de valor de verdade de acordo com o momento: verdadeiras hoje,
falsas amanha, verdadeiras outra vez semana que vem... Por trds
disso esta a ideia de que o mundo esta temporalmente estruturado:
estamos num certo instante particular, o presente, mas além desse
instante ha outros que ja fazem parte do passado, e ainda outros
que estdo no (ou sdo o) futuro. Todos esses instantes, assim, en-
contram-se numa certa ordenagdo: dizemos, por exemplo, que um
certo instante £, € anterior a um outro instante ¢, — ou entdo, que
t, é posterior a ¢, 0 que d4 no mesmo. Para simplificar a discussao,
vamos representar esse fato por ‘t, < t.

Nossa ideia basica de uma estrutura temporal, entdo, é a de um
conjunto infinito de instantes ordenados por alguma relagdo <
que indica anterioridade/posterioridade. E claro que costumamos
fazer algumas exigéncias dessa relagao de ordem: por exemplo, nao
pode acontecer que um instante t seja anterior (ou posterior) a si
mesmo, certo? Nem pode acontecer que ¢, seja anterior e também
posterior a t,, concorda? E assim por diante.

Contudo, o que ¢ afinal de contas o tempo, de cujos instantes
estamos falando? Serd que existem mesmo instantes do tempo?
Ou o que temos sdao apenas estados diferentes e sucessivos da
histdria do universo?

Vamos procurar esclarecer isso um pouco. Imagine que a his-
toria do universo seja como num filme de cinema: temos uma
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sucessdo de imagens (estaticas) distintas. No caso do cinema, é a
projecdo dessas imagens com certa velocidade que nos da a im-
pressdo de movimento e “passagem do tempo’, na verdade o que
temos é simplesmente uma sucessdo de cenas estaticas.

Tente agora imaginar o seguinte e reflita se é mesmo possivel:
poderia acontecer que, em certo instante, o universo inteiro ficasse
“paralisado”, sem ocorrer nada de novo... e enquanto isso se pas-
sassem um milhao de anos? Se vocé acha que isso é teoricamente
possivel, vocé tem uma ideia de tempo como algo absoluto: pode
haver passagem do tempo sem que haja mudanga alguma nas coi-
sas (assim como podemos ter um espa¢o que nao contém abso-
lutamente nada, nem matéria nem energia). Essa visao absoluta é
a que encontramos, por exemplo, na concep¢ao de Isaac Newton.
(Para maiores detalhes acerca desse tipo de teoria sobre o tempo,
recomendamos a leitura do Capitulo IV de A linguagem do espago
e do tempo, Lacey 1972, especialmente a se¢do 17).

Uma concepgao diferente é a do tempo como algo relativo: nao
ha tempo se ndo houver mudanga. Aquilo que chamamos de tem-
po ¢é simplesmente a ordenac¢do dos diferentes estados em que se
encontra o universo, como a sequéncia de cenas num filme. Tal
concep¢ao — uma versdo da que ja tinha sido sustentada por Aris-
toteles — é a que encontramos na filosofia de Gottfried Leibniz.
(Maiores detalhes vocé encontra também no Capitulo IV de Lacey,
1972, especialmente na se¢ao 19). Segundo essa maneira de ver as
coisas, nao poderia ocorrer o que imaginamos acima: que o tempo
fosse passando, um instante ap6s o outro, sem que houvesse mu-
danga alguma no universo. Tempo seria apenas a ordem em que
colocamos os diferentes estados do universo.

A légica do tempo ndo procura resolver a questdo acima. Sabe-
mos que é preciso introduzir uma estrutura temporal em nossos
modelos: teremos entdo um conjunto nao vazio T, cujos elementos
denominaremos informalmente ‘instantes’ ou ‘momentos, mas po-
demos também pensar neles como os sucessivos estados do mun-
do, ndo importa. O que importa é que as proposi¢des terdao valores
de verdade de acordo com esses elementos de T.

Sir Isaac Newton (1643-1727).
Fonte: http://goo.gl/qoxX6

Gottfried Wilhelm von Leibniz
(1646-1716). Fonte: http://goo.
gl/fnvdr
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Porém, como vimos acima, nosso conjunto T nao vai ser ape-
nas um amontoado de instantes sem relagdo alguma uns com os
outros: a ideia é que esses instantes estejam em uma certa ordem
ou sucessao, representada por <. Mas que propriedades tem essa
relagdo < de ordenagao?

Pense um pouco em qual é a visdo que vocé tem do tempo. A
concepgao usual, e imagino que a sua também, ¢ de que os instantes
estdo ordenados como se estivessem em uma linha reta sem comeco
nem fim (ou seja, temos um conjunto infinito de momentos): o tem-
po sempre existiu e sempre vai existir. Ha, no entanto, uma dire¢ao
nessa reta, que aponta do passado em diregdo ao futuro. Assim:

Passado Presente Futuro

a

A reta temporal usual

A direcao da seta indica a dire¢do da passagem do tempo, da
esquerda (passado) para a direita (futuro). E a linha vertical com o
a marca o ‘agora, o instante presente.

Além disso, costumamos pensar que essa relagdo de ordem tem
a propriedade de ser ao menos densa: entre dois instantes quais-
quer ha sempre pelo menos mais um. Entre as quatro e as cinco
da tarde temos as quatro e meia, mas entre quatro e quatro e meia
temos quatro e quinze, entre as quatro e as quatro e um minuto
temos as quatro horas e 30 segundos, e assim por diante, contando
décimos, centésimos, milésimos de segundo. Em outras palavras,
essa reta temporal teria a mesma estrutura do conjunto dos nume-
ros racionais. Ou quem sabe até dos reais, caso em que teriamos
uma reta continua. (Em certo sentido, a reta racional tem muitos
“buracos’: é onde estao os numeros irracionais, como 7 e Ve 3 ,
por exemplo.) Assim, a concep¢do usual da estrutura temporal é
a de um conjunto infinito, pelo menos denso, de instantes linear-
mente ordenados.

Mas sera? Talvez vocé tenha ouvido falar naquela concepgado
do “eterno retorno”: nesse caso, os instantes ainda estariam linear-
mente ordenados, mas formando um circulo! Tudo o que ja acon-
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teceu vai voltar a acontecer. Algumas culturas tém tal concepcao:
por exemplo, o grande ano de Brahma no hinduismo.

a

Tempo circular

No diagrama acima, o tempo ¢ uma linha, mas tem a forma de
uma circunferéncia. Se a é o agora, os instantes a direita formam
o futuro — mas veja que indo suficientemente longe no futuro,
chegamos ao passado. Isso tem a consequéncia, claro, de que cada
instante € anterior e posterior a si mesmo.

Para uma outra variante, a fisica contemporanea nao considera
o tempo como algo totalmente separado do espago: o que temos é
um espagotempo. E se a teoria do Big Bang estiver certa, o tempo
comegou junto com o universo: assim, teriamos uma espécie de
primeiro instante. Mesmo se considerassemos o tempo como uma
reta, podia ser uma reta com um inicio, assim:

Passado Presente Futuro

P ! > ...
Primeiro instante a

Reta temporal com inicio.

E talvez nao tenhamos um conjunto infinito de instantes: o tem-
po poderia ter fim, poderia haver um ultimo momento (ao final
do universo). E talvez ndo seja verdade que entre dois instantes
sempre h4 um terceiro: o tempo, assim como matéria e energia,
poderia ter uma estrutura discreta.

E, finalmente, costumamos pensar que o passado, o que ja acon-
teceu, ndo mais pode ser alterado: o passado é fixo e é um sd. Ja
o futuro ainda esta “aberto’, indeterminado; ha muitos modos di-
ferentes como o futuro pode ser, varios futuros alternativos, por
assim dizer. Nossa estrutura temporal poderia entao parecer como
a apresentada na figura a seguir:

Estatua de Brama, o criador.
Brama, também conhecido com
grafia Brahma, é o primeiro
deus da Trimurti, a trindade do
hinduismo, que forma junto
com Vixnu e Shiva. Fonte: http://
pt.wikipedia.org/wiki/Brama
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Futuros

Y

Passado  Presente

a —

~—

Estrutura temporal com futuros possiveis.

Nessa figura, o passado é uma linha — ha s6 um curso de even-
tos que de fato ocorreu. Mas a partir do instante presente a, ha va-
rias possibilidades de como possa ser o futuro. Talvez dependendo
de escolhas que fagamos.

Entdo, como vocé vé, ha muitas concepg¢oes diferentes sobre
como seria a nossa estrutura temporal. Em vista disso, duas ques-
toes surgem imediatamente. A primeira delas é:

Estruturas temporais diferentes ddo origem a diferentes 16gicas
do tempo? Ou seja, o conjunto das férmulas validas vai variar de-
pendendo de qual estrutura temporal consideremos?

A resposta é sim! Nao podemos mostrar isso ainda — precisa-
mos primeiro das defini¢oes de verdade, validade etc. — mas sim,
diferentes estruturas temporais dardo surgimento a diferentes 16gi-
cas do tempo. Uma ou outra sera a mais adequada, dependendo da
estrutura temporal subjacente. E isso nos traz a préxima questao:

Qual estrutura temporal devemos adotar ao desenvolver uma
légica do tempo?

A resposta ¢ que, de um ponto de vista logico... nenhuma delas!

Esclaregamos isso. Se diferentes estruturas originam diferentes
légicas, podemos nos perguntar se alguma dessas ¢ alogica correta
do tempo... ou até se faz sentido perguntar se hd alguma légica cor-
reta. Por exemplo, a logica que deveriamos utilizar deve ser ade-
quada a como o tempo de fato é, ou a como pensamos que ele é?
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Podemos fazer aqui uma analogia com as geometrias. Vocé sabe
que existem vdrias geometrias: a geometria euclidiana, a geometria
de Riemann, a de Lobachevski, todas elas diferentes. Por exemplo,
na geometria euclidiana a soma dos angulos internos de um trian-
gulo ¢ 180 graus. Na de Riemann’, é maior do que 180 graus; na de
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Lobachevski?, é menor.
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Ora, um gedmetra ocupa-se de desenvolver as diferentes geo-
metrias, mas nao estd preocupado em saber qual delas de fato cor-
responde ao espago fisico. Analogamente, um légico procura de-
senvolver diferentes sistemas de ldgica — do tempo, por exemplo
— sem se preocupar em saber qual deles corresponde a estrutura
do tempo fisico. Essa decisdo ¢ deslocada para o usudrio da légica.

Logicas, assim, seriam como ferramentas — mais ou menos
adequadas dependendo do contexto de uso. Falaremos de tais coi-
sas mais adiante, no Capitulo 4.

Mas antes disso, e antes que se passe muito tempo... voltemos a
nossa semantica.

A ideia basica aqui é que as proposi¢cdes podem ter diferentes
valores nos diferentes instantes. Assim, uma valoracao nao sera
mais simplesmente uma funcao de var em {V, F}, mas uma funcao
de var x T'em {V, F}. Ou seja, poderemos ter coisas como:

V(pl tl) - v>
Vip.t) =

Sl

em que ¢, e ¢, sdo dois diferentes instantes pertencendo ao conjun-
to T. A proposicdo p, assim, é verdadeira em t,, mas falsa em t,

Vejamos as defini¢des (e vamos usar a letra gética T para nossas
estruturas temporais):

Defini¢ao 2.1. Uma estrutura temporal T para nossa lingua-
gem temporal basica é um par ordenado (T, <), em que:
a) T é um conjunto ndo vazio (instantes ou estados);
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"Geometria de Riemann, ou
geometria riemanniana, é o
ramo da geometria diferencial
(estudo da geometria
usando o cdlculo) que estuda
variedades de Riemann,
variedades diferencidveis (ou
suaves) com uma métrica
riemanniana, isto é, com

um produto interno sobre

o0 espaco tangente em

cada ponto em que varia

a suavidade de ponto a
ponto. Isto dd uma nogdo
local particular de dngulo,
comprimento de curvas, drea
de superficie, e volume.

2Também chamada de
geometria hiperbélica

é uma geometria ndo
euclidiana que ndo possui

o postulado das paralelas,
possuindo em seu lugar o
postulado de Lobachevski.
Foi desenvolvida por Nikolai
Ivanovich Lobachevski. Com
essa geometria, comprova-se
que o postulado das paralelas
é independente dos outros
postulados de Euclides

Na matematica, geometria
euclidiana é a geometria
sobre planos ou objetos em
trés dimensoes baseados nos
postulados de Euclides. Fonte:
http://goo.gl/NHCZS
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b) < é uma relagdo bindria em T (relagdo de ordenagdo tempo-
ral), ouseja, < < Tx T.

Uma estrutura corresponde a uma ontologia: que instantes te-
mos, e como eles estdo ordenados entre si. Em outras palavras,
vai dizer como o tempo esta estruturado para nds. A concepgio
usual que temos do tempo é como se ele fosse uma linha reta, sem
inicio nem fim, mas a defini¢do acima realmente ndo diz nada a
respeito disso. Para comec¢o de conversa, T é simplesmente um
conjunto ndo vazio. Poderiamos ter entdo um conjunto de dois
instantes: t, e ¢, tal que t, < ¢, como na figura abaixo.

t t

1 2

Uma estrutura temporal finita.

Para que tenhamos uma estrutura temporal de acordo com nos-
sas concep¢des — um conjunto infinito de instantes, linearmente
ordenados — precisamos exigir algo mais de T'e <.

Porém, como dito acima, na légica do tempo nao deveriamos
nos comprometer com uma estrutura temporal particular, e sim
ter varios sistemas dependendo da estrutura. Questao: haveria for-
mulas que sdo validas em nossa linguagem temporal independen-
temente de qual seja a estrutura do tempo? A resposta é positiva,
como logo mais veremos.

Vamos, entdo, apresentar um primeiro sistema de 16gica tempo-
ral — uma logica temporal minimal — que podera ser aplicada a
qualquer estrutura. Mais adiante veremos o que precisamos exigir
de T e < para gerar estruturas de acordo com outras concepgdes
(como tempo linear, circular, continuo etc.).

2.3.2 MODELOS E VERDADE

Uma estrutura temporal, portanto, nos diz que instantes ha e
como eles estdo ordenados. Para definir a verdade de uma formula,
no entanto, precisamos da no¢ao de um modelo, que é simples-
mente uma estrutura temporal junto com uma valoragao:
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Defini¢do 2.2 Um modelo 901 para a linguagem temporal basica
¢ um par ordenado (%, V), em que T é uma estrutura temporale V'
uma valoragdo, ou seja, uma fungao de var x T em {V, F}.

Para simplificar, podemos falar de um modelo também com
uma tripla ordenada (T, <, V), mas lembre que na verdade sao
duas coisas: uma estrutura temporal junto com uma valoragdo.

Um modelo, assim, tem um conjunto de instantes ordenados
por =< e avaloracao que atribui a cada variavel um valor num cer-
to instante. Como agora calcular o valor de uma férmula complexa
em certo instante ¢

No caso dos operadores usuais do CPC, isso é simples: eles sdo
fungoes de verdade, recorda? Assim, se & for verdadeira em algum
instante t — isto é, V(«t, t) = V — , o valor de ~« nesse mesmo ins-
tante sera F — isto é, V (n«, f) = F. E 0 mesmo vale para os demais
operadores cldssicos: uma conjungédo é verdadeira (num certo ins-
tante) se cada um de seus elementos for verdadeiro (nesse instante).

Mas como ficam os operadores temporais? A resposta estd na
proxima defini¢dao, que vamos comentar logo em seguida:

Defini¢ao 2.3 Seja M = (T, <, V) um modelo para a linguagem
temporal basica. O valor de alguma férmula nao atomica o em
algum instante t € T é determinado da seguinte maneira:

a) V(ma, t) =V sse Via, t)=F;

b) VieAB, )=V  sse V(g t)=VeV({B,t)=V;
AVievpt)=V sse Vg t)=VouV(@t)=V;
d)Vie—>p,t)=V sse Viat)=FouV({B,t)=V;

e)Vieep, )=V sse Via t)=V({B1);

f) V(Fa, t) = sse existeumt' e Ttalquet <t eVia,t)=V;

Vv

Vv sse paratodot e Ttalquet <t eVi(a,t)=V
h) V(Pa, t) =V sse existeumt e Ttalquet' < teVi(a, t)=V;

' "

sse paratodot e Ttalquet <teVi(a,t)=
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Vamos esclarecer isso tudo. As clausulas (a)—(e) sdo praticamen-
te as mesmas que vocé ja conhece: a diferenca ¢ a relativiza¢ao do
valor de uma férmula a um instante, ou seja, a um elemento de T.

Passemos entdo ao que ha de realmente novo, as condicoes de
verdade para férmulas envolvendo os operadores temporais. Note
que as defini¢oes refletem nossa intuicdo: a clausula (f), por exem-
plo, diz que Fa é verdadeira em um certo instante ¢ se existe algum
instante t' posterior a t — ou seja, no futuro de t — e ¢ é verdadeira
em ¢'. Similarmente na clausula (g): Ga é verdadeira em ¢ se o for
verdadeira em todos os instantes ¢’ posteriores a ¢, isto é, se a for
sempre verdadeira a partir de . (A propdsito, o fato de Ga ser ver-
dadeira em t ndo significa que « jd é verdadeira em t: apenas que &
serd verdadeira em qualquer instante posterior a f).

A mesma coisa vale para os operadores do passado. Por exem-
plo, Pa ¢ verdadeira em um certo instante ¢ se existe algum ins-
tante ¢’ anterior a  — ou seja, no passado de t — e a ¢ verdadeira
em¢t'.

Alguns exemplos podem ajudar a esclarecer isso. Considere
o modelo, vamos chamd-lo de 91, representado no diagrama a
seguir:

Exemplo de modelo temporal: )T,

Nesse modelo, o conjunto T de instantes é finito: apenas 7 ins-
tantes, de ¢, a t, representados no diagrama por circulos pretos.
Para simplificar a representacao da relagdo de ordenagdo temporal
<, vamos convencionar o seguinte: se um instante aparece a es-
querda de outro, ele é anterior ao outro. Logo, ¢, é anterior a todos
os demais instantes, sendo assim o primeiro momento da historia
no modelo 9 . Ja ¢, é anterior apenasa t_e t.. Este, alids, € o tltimo
momento desse universo: o tempo acaba em ¢..

Note ainda que temos uma estrutura temporal descontinua: en-
tre t, e t,, por exemplo, ndo hd outro instante.
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A valoragdo V, para as varidveis p e g apenas, estd sendo re-
presentada da seguinte forma: se a um instante temos associa-
da uma letra (por exemplo, acima de ¢, encontramos p), isso
significa que a variavel é verdadeira naquele instante. Assim,
V(p, t,) = V. Se a letra ndo aparece, a varidvel ¢é falsa. Assim,
V(p, t,) = F. Note que, em ¢, tanto p quanto g sdo falsas. Por ou-
tro lado, em t, ambas sdo verdadeiras.

Agora podemos verificar que valores certas férmulas complexas
obtém nos diferentes instantes do modelo acima.

Exemplo 2.1 Qual o valor de =g em ¢ ?
Temos, pela clausula (a) da defini¢ao 2.3 de modelo, que:
a) V(-a,t)=Vsse V(a,t) =F

Ou seja, uma negagdo ¢ verdadeira (em um instante) se a for-
mula negada ¢é falsa (naquele instante). E como podemos ver no
diagrama, V (q, t,) = F. Logo, V (=g, t,) = V.

Mas isso vocé ja sabe calcular. Vamos ver o que ocorre com for-
mulas envolvendo operadores temporais.

Exemplo 2.2 Qual o valor de Fp, Gp e G-p em 2

Note que p é falsa em ¢,. Mas o que Fp diz é que p serd verdadeira,
isto é, que p é verdadeira em algum instante no futuro de t,. E isso o
que temos na clausula (f) da defini¢do 2.3 de modelo, que diz:

f) V(Fa,t) =Vsseexisteumt' € Ttalquet < t'eV(a,t')=V.

Podemos agora facilmente ver que (i) V(p, t,) =V eque (i) t, < ¢,.
Logo, V (Fp, t3) =V.

Por outro lado, é claro que V (Gp, t,) = F. Para que Gp fosse
verdadeira em ¢, p teria que ser verdadeira em todos os instantes
posteriores a £,. Mas como podemos ver no diagrama, p é falsa em
t.. Logo, V (Gp, t,) = F. Disso se segue, claro, que V (=Gp, t,) = V.

Qual, porém, é o valor de G-p? Como vimos ao apresentar
Z .., as formulas ~Gp e G-p informam coisas diferentes.

Pela clausula (g) da defini¢ao 2.3 de modelo, temos:
g) V(Ga,t)=Vsseparatodot'e Ttalquet<t'eV(a,t')=V.

G-p seria verdadeira em ¢, se —p fosse verdadeira (isto &, se p
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fosse falsa) em todos os instantes posteriores a ¢,. Mas embora p
seja mesmo falsa em alguns deles (como em t.), ela também ¢ ver-
dadeira em alguns outros (como t,). Assim, V(G-p, t,) = F.

Isso nao significa que Gp nao possa ser verdadeira em outros
instantes, como mostra o proximo exemplo.

Exemplo 2.3 Qual o valor de G-p em ¢ ?

Vocé pode facilmente verificar que ¢, é o ltimo instante em que p
é verdadeira. Dai em frente (ou seja, em t.), p € falsa — o que equiva-
le a dizer que —p é sempre verdadeira. Assim, € claro, V(G-p, ) =V.

Exemplo 2.4 Qual o valor de H(pA—q) em £.2
A clausula (i) da defini¢do 2.3 de modelo, temos:
i) V(Ha,t)=V sse paratodot' € Ttalquet < te V(a,t')=V.

Ou seja, V(H(p A —q), t,) = V se e somente se p A —q for verda-
deira em todos os instantes anteriores a t,. E isso € o caso, como
vocé facilmente pode conferir. Em todos os instantes antes de £.: (i)
p é verdadeira e (ii) g ¢é falsa. Logo, =g é verdadeira.

Assim, V (H(p A 1q), t)=V.

Talvez nao seja preciso dizer isso, mas note que H(p A =q) e Hp
A —q ndo sdo a mesma férmula. Com efeito, quais sdo as condi¢oes
para que Hp A —q seja verdadeira em ¢;? Ora, essa formula é uma
conjungdo; ela sera verdadeira se os dois elementos forem. Bem,
obviamente V(Hp, t,) =V, pois p é verdadeira em todos os instantes
anteriores a f,. Contudo, V(—gq, t,) = F, ja que q € verdadeira em ¢..

Concluimos que V(Hp A =g, t,) = F.

Para encerrar esta série de exemplos, um envolvendo mais de
um operador temporal:

Exemplo 2.5 Qual o valor de HFg em ¢.?

Pela cldusula (i) da defini¢do 2.3, V (HFg, t,) = V se e somente se
Fgq for verdadeira em todo instante ¢’ tal que ¢'< ¢,. Agora, é facil ver
que isso € o caso. Como g é verdadeira em ¢, em qualquer instante
t" anterior a t_ teremos: existe um instante posterior a t' (que € £,
claro!) em que g é verdadeira. Assim, Fg é verdadeira em todo o
passado de ¢, o que inclui o instante ¢.. Logo, V(HFg, t,) = V.
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Para ver se vocé compreendeu bem isso tudo, vamos a alguns
exercicios.

2.3.3 ATIVIDADES RECOMENDADAS

Exercicio 2.3 — Determine o valor que as férmulas a seguir obtém no ins-
tante t, do modelo 91, anteriormente apresentado. Faca depois 0 mesmo
comt.,.

(a) F(p A—q)

(b)Gp—p

(c) Fp A P-p

(d)H(p A—p)

(e)Gpe Gp

(f) Pp — PFp

(9) GH~q

2.4 VALIDADE E CONSEQUENCIA LOGICA

Agora que definimos estruturas temporais, modelos e mostra-
mos como determinar o valor de verdade de uma férmula qual-
quer em um instante de um modelo, é chegado o momento de
verificar que 1dgica temporal vamos obter. Ou seja, que féormulas
serdo validas? Como definiremos a nogao de consequéncia logica?

Comecemos pela nogao de validade. Recorde que, no CPC, de-
finimos validade como “verdade em todas as valoragoes”. Isso por-
que la nossas valoragdes eram nossos modelos. Aqui a nogao de
modelo ¢ mais complexa: temos uma estrutura temporal (um con-
junto de instantes e uma relagdo de ordena¢ao) e uma valoragao.

A ideia intuitiva de uma férmula vélida é a de uma féormula que é
verdadeira em qualquer situa¢do. No nosso caso, quais seriam as si-
tuagoes? Ora, podemos dizer que sdo os instantes de nossos modelos.
Assim, uma foérmula sera valida se for verdadeira em todos os ins-
tantes de todos os modelos. A defini¢io a seguir torna isso oficial:
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Defini¢do 2.4 Seja ¢ uma férmula de & . Dizemos que:

a) a é vdlida (o que indicamos por k @) se, para todo modelo
M =<T, <,V> etodo instante t € T, V(a,t) = V;

b) a é uma contradigdo se, para todo modelo 9 = <T, <, V> e
todo instante t € T, V(a, t) = F;

c) a é uma contingéncia se nido for nem valida nem uma
contradicéo.

Antes, contudo, uma observagdo importante. Recorde que nossos
modelos sao pares <%, V> em que T = <T, <> é uma estrutura
temporal. Como veremos depois, o conjunto de férmulas validas vai
depender de que tipo de estrutura temporal se trata. Uma mesma
estrutura da origem a muitos modelos, basta variarmos a valoragao.

As formulas que serdo validas aqui, entdo, sao aquelas validas
em qualquer tipo de estrutura temporal. Esse conjunto de férmu-
las vélidas caracteriza uma légica temporal minimal chamada K,
que foi introduzida por E. J. Lemmon. K, ¢ dita minimal porque é

o menor conjunto de fdrmulas validas (de acordo com a semantica
que apresentamos aqui); as demais logicas temporais de que ainda
vamos falar sdo todas extensdes de K.

Mas enfim, dada essa defini¢ao de validade, quais formulas tere-
mos como validas, se considerarmos a classe de todas as estruturas
temporais? Obviamente todas as tautologias sao validas, pois con-
tinuamos estendendo a ldgica proposicional classica. Assim, nem
s6 as tautologias como

pN P,
=(p A p),
“p—> (p—q)s

sao validas, mas também férmulas contendo operadores tempo-
rais que, mesmo assim, sao tautologias, como
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Fp v =Fp,
-(Pp A Pp),
~Hp — (Hp — Gq).

A pergunta é: que férmulas que ndo sejam instancias de tauto-
logias, como as acima, sao mesmo assim validas? O que ganhamos
em termos de novas férmulas validas?

Por exemplo, as férmulas a seguir sdo todas validas:

a) Gp <> ~Fp h) Hp <> =P —p

b) Fp <> ~G-p i) Pp <> ~H —p

c) G(p = q) > (Gp = Gq) j)H(p — q) > (Hp - Hq)
d) (Gpv Gq) > G(pvq) k) (Hp v Hq) - H(p v q)
e) F(p A q) - (Fp A Fq) 1) P(p A q) <> (Pp A Pq)

) G(p A q) <> (Gp A Gq) m) H(p A q) <> (Hp A Hg)
g) Fp v q) < (Fp v Fq) n) P(pvq) <> (Ppv Pq)

Os casos (a), (b), (h) e (i) ja eram nossos conhecidos dos qua-
drados de oposi¢do. As demais formulas sdo validas, mas nao sao
tautologias. Note agora algo curioso: ha uma espécie de semelhan-
¢a entre as colunas da esquerda e as da direita. Se tomarmos uma
féormula, como (c), e trocarmos as ocorréncias dos operadores fu-
turos por operadores passados, o resultado ¢ (j).

Mas tomemos uma dessas férmulas como exemplo, tentando
mostrar que é de fato valida: a férmula G(p — q) = (Gp — Gq).
Ou seja, se uma implicagdo p — g sera sempre verdadeira, e seu
antecedente também (Gp), e entdo seu consequente também sem-
pre sera verdadeiro.

Como mostrar que essa féormula é valida? Vamos aplicar uma es-
tratégia semelhante aos tablos semanticos que vocé viu na Introdugio
a logica: suponhamos que essa formula ndo é vdlida. Mas se esse é 0
caso, temos algum instante ¢, de algum modelo em que ela ¢ falsa
(pois uma formula valida é verdadeira em qualquer instante de qual-
quer modelo). Mas a formula em questdo é um condicional falso, o
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que significa que seu antecedente G(p — q) é verdadeiro e seu conse-
quente Gp — Ggq falso (o tnico caso em que um condicional é falso).
E visto que o consequente Gp — Gq ¢ outro condicional, igualmen-
te falso no instante £, de nosso suposto modelo, concluimos final-
mente que deve haver entdo um instante ¢, de algum modelo em que
G(p — q) e Gp sdo verdadeiras, mas em que Gq ¢ falsa. Podemos
representar isso graficamente por um diagrama como o seguinte:

V Gp—9g
vV Gp
F Gqg

4

Como proceder agora? Note que tanto G(p — q) quanto Gp sdo
verdadeiras em ¢ . Pela nossa defini¢io de verdade, tanto p — g
quanto p sdo verdadeiras em todos os instantes no futuro de ¢,.
Mas note que, por enquanto, ndo temos ainda nenhuma garantia
de que haja algum instante posterior a ¢, — este bem pode ser o
ultimo instante da historia!

Contudo, Gq ¢ falsa em ¢,. Assim, ndo ¢ verdade que g ¢ verda-
deira em todos os instantes posteriores a t.. Deve haver, portanto,
pelo menos algum instante, vamos chamd-lo de ¢, em que g seja
falsa. Nosso diagrama passa entdo a ter dois instantes:

V Gp—q)
va o F 4
F Gg t,

l

Agora, se G(p —> q) e Gp eram verdadeirasem t, p — g e p tem
de ser verdadeiras em todos os instantes posteriores a f,. Em nosso
diagrama, o Unico instante posterior a t, é £.. Assim, temos a se-
guinte situagao:

V Glp—>q F ¢
V Gp V po>gq
F Gg V ¢

t

~

1 2
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Tal situagdo, contudo, ndo pode ser o caso: se p — g e p sdo ver-
dadeiras em t, q teria também que ser verdadeira em t,mas é fal-
sa! Portanto, supor que a féormula G(p — q) —» (G — Gq) poderia
ser falsa leva a um absurdo; assim, ela é valida.

Vejamos agora um exemplo de uma férmula mista, isto é, que
combine operadores do passado e do futuro. Considere a formula
p — GPp. Suponhamos que nao seja valida; entdo, deveremos ter
algum instante, em algum modelo, em que a férmula seja falsa.
Graficamente:

F prP—o>GPp

Como é um condicional, seu antecedente deve ser verdadeiro e
seu consequente falso. Ou seja:

F p»—>GPp
vV p
F GPp

f

Note agora que a formula GPp recebe valor F em ¢,. Assim, deve
existir algum instante posterior a t,, digamos, £, em que Pp é falsa.
Assim:

F »—GPp
v r —|F Pp
F GPp tz

Agora, se V(Pp, tz) =0, entao nao hd um instante anterior a t,em
que p seja verdadeira: isto ¢, p ¢ falsa em todos os instantes anterio-
res at,. No caso, é falsa em t,. Temos assim uma contradic¢ao, pois
p precisaria ser verdadeira e falsa em ¢ :

F p—> GPp

v p F Pp
F GPp y

F P ’

f
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Além da férmula anterior, vemos facilmente (tente mostrar)
que p — HFp também ¢ valida. E o mesmo vale para PGp — p e
FHp — p.

Outras formulas, contudo, serdo invalidas. Por exemplo:

a)Gp—>p g) Hp—>p
b)p —> Fp h)p— Pp

c) Gp — GGp i) Hp — HHp
d) FFp — Fp j) PPp — Pp
e) Gp— Fp k) Hp — Pp
f) GGp — Gp 1) HHp — Hp

E de se esperar que Gp — p ndo seja valida: mesmo que p sem-
pre vd ser o caso, ndo se segue que ja seja o caso agora. Se tentds-
semos construir um diagrama como os anteriores, ficariamos na
seguinte situagao:

Tal situagdo ¢ perfeitamente cabivel: imagine que ha uma infini-
dade de instantes posteriores a t, em que p seja verdadeira: assim,
V(Gp, t,) = V. Por outro lado, no préprio ¢, a férmula p ¢é falsa.
Disso se segue que V(Gp — p, t,) = F,logo, tal férmula ndo é vélida.

Analogamente, Hp — p ¢ invélida. Mesmo que p sempre tenha
sido verdadeira, ndo se segue que continue a ser verdadeira. Con-
sideragdes analogas valem para p — Fp e Fp — p, e para féormulas
similares envolvendo operadores do passado.

Contudo, o que dizer de FFp — Fp? Se FFp é o caso agora (diga-
mos, tl), entdo em algum instante futuro t, vai ser o caso que Fp, e
entdo p deverd ser o caso em algum instante posterior ¢,. Podemos
representar isso no diagrama:

V FFp V Fp —— V p

l 5 L
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Nao deveria entdo ser o caso agora, em t,, que Fp? Afinal, t, ndo
esta no futuro de t?

Intuitivamente, poderiamos pensar que sim, mas recorde que a
relacdo de ordenagdo temporal é uma rela¢ao qualquer. Ela pode
ndo ser transitiva, o que significa que, ainda que t, esteja no futuro
det), et seja posterior a {, ndo se segue que ¢, estd no futuro de ¢,.

Recorde que uma relag¢ao bindria R qualquer é transitiva se e
somente se:

VxVy Vz ((xRy A yRz) — xRz).

No caso de nossa relagdo temporal <, para que ela fosse transi-
tiva precisaria valer o seguinte:

VEVEVE((t X LA =) >t <L)

Mas néo fizemos essa exigéncia ao apresentar nossas estruturas
temporais! Elas sdo estruturas em que a relagdo de ordenagdo é
uma rela¢do qualquer — que pode muito bem nao ser transitiva.

Para que uma férmula como FFp — Fp seja vélida, entdo, preci-
samos exigir de < que seja uma relacio transitiva. Veremos mais
detalhes sobre isso na se¢do a seguir.

Da mesma forma, Gp — Fp ndo deveria ser valida? Se vai ser
sempre o caso que p, ndo deveria ser pelo menos uma vez o caso
que p?

A resposta é que nao. Talvez o instante em que Gp é verdadeira
seja o ultimo instante do tempo: ndo ha nenhum futuro, logo, ne-
nhum futuro em que p seja falsa, logo, Gp é verdadeira — mas Fp
é falsa, pois também nao havera nenhum instante futuro em que p
seja verdadeira. Nao temos aqui ainda nenhuma garantia de que a
relacao de acessibilidade seja serial na direcdo do futuro. E no que
diz respeito ao passado, pode ser que haja um primeiro instante,
um instante tal que nenhum instante seja anterior a ele. Nesse caso,
Hp — Pp também falha.

Para encerrar as consideracdes desta se¢ao, precisariamos defi-
nir consequéncia légica. A defini¢do é bastante simples:
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Defini¢ao 2.5 Sejam I' um conjunto de férmulas e & uma for-
mula de nossa linguagem temporal & . Dizemos que a é conse-
quéncia logica de I' (o que escrevemos: I' E @) se, para todo mo-
delo 91 e todo instante ¢ nesse modelo, se todas as formulas em I
sao verdadeiras em ¢, entdo o também ¢ verdadeira em t.

Como vocé vé, essa é uma generalizacdo da definicdo de
consequéncia ldgica apresentada para o CPC: em vez de falar-
mos da verdade de uma féormula em uma valoragéo, falamos da
verdade de uma féormula em um instante de um modelo. A ideia
continua sendo aquela de que a verdade das premissas garante a
verdade da conclusao.

2.4.1 ATIVIDADES RECOMENDADAS

Exercicio 2.4 Tente mostrar, usando diagramas, que as formulas validas lis-
tadas acima sao mesmo validas, e que as invalidas séo mesmo invalidas.

Exercicio 2.5 Encontre outros exemplos de férmulas vélidas e invalidas
que tenham operadores de passado e futuro (na mesma férmula).

2.5 LOGICAS TEMPORAIS

Nesta se¢do vamos ver alguns exemplos de logicas do tempo —
apenas uns poucos sistemas, os mais conhecidos, para que vocé
tenha uma ideia melhor dessa pluralidade de légicas. Nao vamos
demonstrar o fato neste texto, pois isso iria muito além de seu am-
bito, mas a verdade é que poderemos ter uma infinidade de siste-
mas de 1égica do tempo.

Apresentaremos os sistemas apenas de uma maneira semantica,
dizendo que restri¢gdes precisamos colocar na relacao de ordena-
¢ao temporal, e que férmulas resultam entédo validas.

Todas as logicas temporais que consideraremos neste capitulo
sao extensoes do CPC.
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2.5.1 O SISTEMA K

A légica temporal minimal, como dissemos acima, ¢ o sistema
K., introduzido por E. J. Lemmon. K, é determinada pela classe de
todas as estruturas temporais — ndo importa quantos elementos
T tenha, nem qual seja a relacdo de ordenagao temporal entre os
instantes de T. Nesse sentido, K, ¢ a mais geral entre as logicas do
tempo de que estamos falando aqui.

Agora, como vimos acima, a relacdo de ordenagdo temporal para
K, ¢ uma relagdo qualquer, e isso ndo corresponde a nossa ideia de
como ¢ o tempo. Pensamos que os instantes estdo organizados em
uma ordem linear, sem inicio nem fim — e, obviamente, transitiva:
set =t et = t,entdot < t.Masnem isso exigimosde < paraK,.

Vamos ir progressivamente até um sistema de logica linear como
desejamos. Isso sera feito colocando-se mais restricoes em como
pode ser a relacdo de ordenagao temporal nas estruturas.

2.5.2 O SISTEMA CR

Um primeiro sistema de logica que estende K, € o sistema CR,
introduzido por Nino Cochiarella (em sua tese de doutorado,

..............................................

1966). CR ¢ uma extensao de K, ou seja, temos todas as formulas
validas de K,e ainda mais algumas.

Em CR, temos a ideia de que a relagdo de ordenagdo temporal
¢ transitiva. Ou seja, exigimos de < o seguinte:

VEVEVE (< AL <L) >t <L)

Em consequéncia disso, todas as férmulas da forma abaixo pas-
sam a ser validas:

Gp = GGp
Hp — HHp
FEp — Fp
PPp — Pp.

Nino Cocchiarella (1933-).
Professor emérito da
Universidade de Indiana.
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Vejamos um exemplo: FFp — Fp. Se FFp é o caso agora (diga-
mos, tl), entao em algum instante futuro £ vai ser o caso que Fp, e
entdo p deverd ser o caso em algum instante posterior ¢,. Podemos
representar isso no diagrama:

V FFp VI — Vp

tl ZL2 t3

Agora, como a relagdo < ¢ transitiva, temos que t < t, do que
se segue que Fp ¢ verdadeira em t,. Logo, se FFp ¢ verdadeira em
algum instante, Fp também ¢ — do que se segue que FFp — Fp é
uma férmula valida de CR.

2.5.3 O SISTEMA CL

Contudo, a transitividade sozinha nao garante a linearidade. Se
olharmos na Figura 2.5 e acrescentarmos transitividade, veremos
que mesmo assim o tempo nao ¢ linear. Precisamos entdo acres-
centar mais coisas.

Para que tenhamos estruturas lineares, precisamos que ocorra
o seguinte: primeiro, sempre que Fp e Fq sdo ambas verdadeiras
em um instante ¢, qualquer, entdo uma entre as férmulas a seguir
também tem de ser verdadeira em ¢ :

1. F(p A q): p e q sdo verdadeiras em algum instante futuro ¢,

2. F(p A Fq): p é verdadeira em algum instante futuro ¢, e g é
verdadeira em um instante t, posterior a £ ;

3. F(Fp A q): q é verdadeira em algum instante futuro ¢, e p ¢
verdadeira em um instante ¢, posterior a £..

Ou seja, precisamos que a féormula a seguir seja valida:
(Fp A Fg) > (F(p A q) v F(p A Fq) v F(Ep A q)).

Isso proibe que p seja verdadeira em um instante futuro ¢, g
verdadeira num outro instante futuro ¢, e tal que nao ocorra
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t, < t,nemt, < t (ou seja, que £, e £, ndo estejam temporalmente
relacionados um com o outro).

Pela mesma razdo, precisamos de algo parecido no que diz res-
peito ao passado. Nada proibiria que um instante tivesse varios
passados diferentes. E necessario que a versdo da férmula acima
usando P em vez de F também seja valida, isto é:

(Pp A Pq) = (P(p A q) v P(p A Pq) v P(Pp A q)).

No que diz respeito a semantica, exigimos as seguintes condi-
¢oes da relagdo de ordenacao temporal:

VEVEVE (L S At =)o (L=t v <t vt <t)),
VEVEVE (L, <t AL =) > (L=t v <t v <L)

A primeira dessas condi¢oes é denominada linearidade a direita
(ou seja, na direcao do futuro). A outra é a linearidade a esquerda.
Isso corresponde as nossas intui¢des de que o tempo pode ser ra-
mificado (ou linear) em uma das dire¢des, mas nao na outra.

Temos ainda as seguintes féormulas como exemplo de algumas
das férmulas vélidas de CL:

a) G(pAq) AG(pv Gq) A(Gp v q) = (Gp v Gg),

b) H(p Aq) AH(pv Hq) A (Hp v q)) — (Hp v Hg),

c) P (Fp A Fq) — (PE(p A q) v PE(p A Fq)) v PF (Fp A q)),
d) F (Pp n Pq) — (FP(p A q) v FP(p A Pq)) v FP(Pp A q)),
e) PFp —> (Ppv p v Fp),

f) FPp — (Pp v p v Fp),

g) (PFp v FPp) — (Pp v p v Fp),

h) (Gp A p A Hp) - HGp,

i) (Gp A p A Hp) — GHp,

j) (Gp A p A Hp) — (HGp A GHDp).



Dana Stewart Scott (1932-).
Professor de Ciéncia da
Computacao, Filosofia e Ldgica
Matematica da Universidade de
Carnegie Mellon. Fonte: http://
goo.gl/QdyyC
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2.5.4 O SISTEMA SL

Como vimos entdo, o sistema CL exige que os instantes estejam
linearmente ordenados. Contudo, isso vale também para linhas
que tenham inicio e fim. Se quisermos que nao exista um primeiro
instante, ou que nao exista um ultimo, ou ambas as coisas, precisa-
mos acrescentar mais axiomas.

Dana Scott apresentou um sistema chamado SL que tem justamen-
te essa caracteristica: tempo linear “infinito” em ambas as direcoes.

A condi¢ao na semantica é a serialidade:

vt 3t (1< t),
vt 3t (1, < t).

Ou seja, dado qualquer instante ¢, hd um instante ¢, que é poste-
rior a t,. Igualmente, dado qualquer ¢, hd um instante ¢, anterior a t,.

Dadas essas condigdes, as formulas a seguir ficam sendo validas:

a) Gp — Fp,
b) Hp — Pp,
¢) F(p = p),
d) P(p — p).

Algo curioso, afora: note que o fato de ndo haver um primeiro
nem um ultimo momento ndo garante que tenhamos um nimero
infinito de instantes. Se tivermos um conjunto de dois instantes,
por exemplo, t, e t,, tal que o seguinte valha:

= = =
tl tl’ tl t2’ t2 t2’

teremos um modelo de tempo linear “infinito”: o instante anterior

at €o proprio f, € o instante posterior a £, € 0 proprio £,.

Como evitar o caso acima? Intuitivamente, o que queremos ¢
que a cada instante ¢, exista um instante ¢, que seja diferente de ¢,
claro! Serd que as condigdes abaixo resolveriam isso?
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Vt 3t (t, < t, AL #L),
Ve 3L (8, <t At #L).

E facil ver que isso nio é suficiente: uma estrutura temporal com
apenas dois instantes, t, e ¢, tal que o seguinte vale,

b TS g By TS g

satisfaz as condi¢cdes acima — e continuamos nao tendo um con-
junto infinito de instantes.

A ideia € que o instante posterior a um certo instante ¢, seja di-
ferente ndo s6 de ¢, mas de todos os instantes anteriores. Ou seja,
para que tivéssemos de fato uma sequéncia infinita de instantes,
evitando circulos, precisariamos introduzir condi¢des adicionais,
tais como a irreflexividade:

V(< t).

Juntando isso as condi¢des anteriores, temos uma classe de es-
truturas transitivas lineares e irreflexivas.

e 0000000000000 D A A ) e e e o000 o0

2.5.5 O SISTEMA PL

Esta é uma extensdo de SL apresentada por Arthur Prior. Estru-
turas para SL podem incluir, por exemplo, o conjunto Z dos intei-
ros com a ordem usual — em que o tempo ¢é discreto (ou desconti-
nuo). Ou seja, dado um instante qualquer, sempre ha um préximo

instante e um instante anterior.

Mas podemos também imaginar que a ordem temporal seja
densa — como estruturas em que a base é o conjuntoQdos
racionais com a ordem usual —, e é isso o que temos em PL.

Formalmente, a condi¢do de densidade exigida para nossas es-
truturas temporais corresponde ao seguinte:

VEVE (<t >3t (8 < AL <L),

ee e e oe 000000000

Porém — e esse éum
problema interessante no
que se costuma chamar
teoria da correspondéncia
— nao hd férmula modal
correspondente a essa
condicdo. Mas tais questées
envolvem nogées bastante
avangadas, das quais ndo
poderemos nos ocupar neste
livro. Vocé pode ler mais
arespeito em Hughes &
Cresswell, 1996, por exemplo,
em particular no Capitulo 9.

Arthur Norman Prior (1914-
1969). Importante filésofo

e légico, com contribuigoes
para a légica temporal e
intensional. Fonte: http.//
en.wikipedia.org/wiki/Arthur_
Prior
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Em consequéncia, as férmulas a seguir sdo validas em PL:

a) GGp — Gp,
b) HHp — Hp,
c) Fp — FFp,
d) Pp — PPp.

2.5.6 O SISTEMA PCr

Este sistema de tempo também foi apresentado por Prior. A
ideia é que o tempo seja circular, conforme representado na Figura
Tempo circular (p. 62).

Para tanto, precisamos que as formulas a seguir sejam validas:

a) Gp — GGp,
b) Gp — p,
c) Gp — Hp.

Em PCr, G e H sao equivalentes, bem como F e P. Ou seja,
também as formulas

a) Gp <> Hp,
b) Fp <> Pp,

serdo validas. PCr é alogica de um tempo linear circular, e contém
todas as outras logicas anteriores como subsistemas.

Asrelagoes entre todos os sistemas apresentados sdo as seguintes:

Kt—>CR—>CL—>SL—>PL—>PCr

Mas esses sao apenas alguns dos sistemas temporais; ha muitas
outras propriedades que ndo consideramos. Além disso, falamos
apenas sobre logicas temporais proposicionais: e existem versdes
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de primeira ordem de cada um desses sistemas. Estes, contudo, sao
tema para um outro livro — ou para as leituras adicionais indica-
das ao final do capitulo.

2.6 TEMPO E DETERMINISMO

Com excecdo de K e CR, as 16gicas que vimos acima encorpam
a concepcao de que o tempo é linear, correspondendo a nossa ideia
intuitiva sobre a estrutura do tempo: uma linha reta sem inicio
nem fim... Isso, contudo, levanta algumas questdes que podem ser
problematicas.

Considere o exemplo a seguir:

12. Chapecd vai ser a capital de Santa Catarina.

Se usarmos a variavel p para a sentenca (atemporal) ‘Chapecdé é a
capital de Santa Catarina, a sentenca acima seria representada como:

13. Fp.

Qual seria, agora, seu valor de verdade no momento presente?
Se Fp é verdadeira, e o tempo ¢ uma linha, em algum instante do
futuro p é verdadeira. Lembremos da definicdo de verdade:

14. V(Fp, t) =V sse existe algum ' talque t < t' e V (p, ') = V.

Mas entdo parece que ja esta determinado agora que Chapecd
sera a capital de Santa Catarina (ou que isso nunca acontecera, se
Fp é agora falsa). Note que o problema é que Fp deve ter algum va-
lor de verdade: ou bem ha um instante posterior em que p ¢ verda-
deira, ou bem p ¢ falsa em todos os instantes posteriores. Em qual-
quer caso, pareceria que o futuro ja esta de antemao determinado.

Questdes envolvendo tempo e determinismo ja tém uma lon-
ga tradi¢do na historia da filosofia, come¢ando ja com os gregos
(e falaremos um pouco mais sobre isso no préoximo capitulo). Do



Nicholas Rescher (1928-).
Fil6sofo norte-americano da
University de Pittsburgh e da
Princeton University. Fonte:
http://goo.gl/03QcE
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mesmo modo, os filésofos e tedlogos medievais preocupavam-se
com questdes semelhantes envolvendo a onisciéncia divina. Su-
postamente Deus tem conhecimento de tudo, inclusive sobre o que
vai acontecer. Contudo, se Deus sabe, agora, que Jodo vai cometer
tal ou qual agdo, e Deus ndo se engana, ja nao estaria determinado,
agora, que Joao vai cometer tal ou qual agao? Como conciliar isso
com a ideia de livre-arbitrio?

Voltando ao nosso tempo linear, se pararmos para pensar me-
lhor, nossa ideia intuitiva é a seguinte: o passado é imutavel, ha
apenas um passado. Eventos passados ja aconteceram e ndo podem
mais ser alterados. Por outro lado, o futuro parece estar em aberto.
Pode ser que Chapeco venha a ser a capital de Santa Catarina, e
pode ser que isso ndo aconteca. Assim, a estrutura temporal nao
seria uma linha reta, mas algo ramificado em diregdo ao futuro:
ndo ha apenas um futuro, mas varios futuros possiveis. Na Figura
Estrutura Temporal com futuros possiveis (p. 63), que vimos antes,
vocé encontra uma representacio de tal situagcdo. Dado qualquer
instante, o passado é Unico, mas o futuro sempre esta em aberto.

Qual seria alogica de tal estrutura temporal?

2.6.1 O SISTEMA Kb

K, é um sistema introduzido por N. Rescher e A. Urquhart
(1971). Ao contrario de véarios dos sistemas anteriores, ¢ um sis-
tema de tempo nao linear. Mais precisamente, temos linearidade
a esquerda, ou seja, dado um instante qualquer, ha apenas uma
historia linear que levou até ele. Contudo, ramificagdes a direita
— para o futuro — sdo permitidas. Uma interpretacao intuitiva
para isso é que o passado esta determinado e é imutavel, mas o
futuro esta aberto: para cada instante podem haver varios futuros
possiveis. Isso introduz um elemento modal na interpretacao dos
operadores F e G.

K, é uma extensdo do sistema CR de tempo transitivo de Co-
chiarella, que vimos na se¢do anterior, acrescentando-se a exigén-
cia de que o passado seja linear (mas nao, claro, o futuro).

Em vez das duas condi¢des exigidas para o sistema CL (linear),
temos apenas uma delas, a saber:
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VEVEVE (L, =Xt AL =) > (E, =t vE <t VvE <t)).
Isso faz com que as féormulas a seguir sejam validas:

(GpA@ AG(pv Gqg) A(Gp v q)) = (Gp v Gg),
(H(pvq)AH(pv Hqg) A (Hpvq)) = (Hp v Hg),

que ¢ o que desejavamos. Por outro lado, as versdes das férmulas
acima com F e G no lugar de P e H ndo sdo validas. O tempo néo é
linear na direcdo do futuro.

Isso pareceria resolver nosso problema com rela¢ao ao determi-
nismo. No entanto, tal modifica¢do faz com que percamos o signi-
ficado de vai ser o caso que anteriormente associado ao operador
F. Ao afirmar Fp ja ndo temos garantia de que p vai ser verdadeira,
apenas que p poderd ser verdadeira. E o que temos na situacéo re-
presentada a seguir: o que podemos dizer do valor de Fp no ins-
tante a esquerda, se p acontece em um dos futuros possiveis, mas
ndo no outro? Se dissermos que Fp é verdadeira, entdo Fp significa
mesmo apenas que p poderd ser verdadeira, e nada mais.

-p

Fp

p

Precisamos entio de mais um operador a respeito do futuro? E
uma ideia. No préximo capitulo, contudo, veremos uma solugao
diferente para a questdo de proposi¢oes envolvendo o futuro: uma
solugdo que passa por uma logica alternativa a légica classica.
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LEITURAS RECOMENDADAS

« Uma boa fonte para ler sobre légica do tempo sdo as obras
originais de Prior, Time and Modality (Prior, 1957) e Past,
Present and Future (Prior, 1967).

« Além disso, ha varias obras introdutorias a légica do tempo,
por exemplo:

Rescher & Urquhart, 1971;
Lacey, 1972;

McArthur, 1976;

Burgess, 2002;

Burgess, 2009, Capitulo 2.

REFLITA SOBRE

o DPararepresentar aspectos temporais, ¢ melhor usar uma logi-
ca (proposicional) ndo classica ou fazer as coisas no calculo
de predicados (classico) de primeira ordem?

o Em que medida a estrutura temporal influi na validade de
féormulas de nossa linguagem temporal basica?

o Qual logica do tempo seria a mais adequada? Isso depende
de aplicagoes especificas?

« Semadntica para operadores que nao sao fung¢des de verdade.






= CAPITULO 3 =

LOGICAS POLIVALENTES

Como o nome diz, légicas polivalentes ad-
mitem mais de dois valores de verdade; conse-
quentemente, teremos uma rejeicdo do principio
classico da bivaléncia. As logicas polivalentes
surgiram, de modo independente, com os traba-
lhos do logico polonés Jan Lukasiewicz, a partir
de 1920, e de Emil Post (1921), légico americano
nascido na Polénia. A motivagdo filoséfica que
levou tukasiewicz a propor logicas polivalentes
(inicialmente uma logica trivalente e, mais tar-
de, com mais valores) foi o problema dos chama-
dos “futuros contingentes” — mais precisamente,
a questdo de se o principio de bivaléncia impli-
caria o determinismo e, portanto, a ndo existén-
cia do livre-arbitrio.







Jan tukasiewicz (1878-
1956). Foi um filésofo
polonés, responsavel pelo
desenvolvimento da légica
multivalente e pelos estudos

relacionados a histéria da l6gica.

Fonte: http://www.voutsadakis.
com/GALLERY/ALMANAC/
Year2010/Dec2010/12212010/
lukas.jpg
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3.1 UM ARGUMENTO PARA O
DETERMINISMO?

Nesta secdo, vamos examinar o argumento apresentado por
Lukasiewicz que levaria ao determinismo, para depois ver a solu¢ao
que ele apresenta. Esta secdo esta baseada no famoso artigo On
Determinism (Lukasiewicz, 1967; o artigo data de 1922).

Comecemos por um exemplo. Digamos que

(1) Jodo encontrou Maria ao meio-dia de ontem na Praia Mole.

O fato do encontro nao existe mais; no entanto, certamente afir-
mariamos o seguinte:

(2) E verdadeiro, em todos os instantes do dia de hoje, que Jodo
encontrou Maria ao meio-dia de ontem na Praia Mole.

E ndo so isso. De acordo com nossas intui¢des, o passado é imu-
tavel: algo que aconteceu nao pode mais ser “desacontecido”. As-
sim, afirmariamos ainda que:

(3) E verdadeiro, em qualquer instante posterior ao meio-dia
de ontem, que Jodao encontrou Maria ao meio-dia de ontem na
Praia Mole.
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Deste modo, no caso geral, diz Lukasiewicz, aceitamos que se
um objeto a tem a propriedade P no instante ¢, é verdadeiro em
qualquer instante ¢’ posterior a t que a tem a propriedade P no
instante .

A questdo que poderiamos colocar agora € a seguinte:

o Era verdadeiro, em qualquer instante anterior ao meio-dia
de ontem, que Joao iria encontrar Maria ao meio-dia de on-
tem na Praia Mole?

Note que estamos falando de qualquer instante ¢ anterior ao
meio-dia de ontem: hd dois anos atras, ha vinte, antes de Jodo e
Maria nascerem, ha um milhao de anos atras... E colocando isso
de outro modo, Lukasiewicz pergunta: “Sera que tudo o que vai
acontecer e ser verdadeiro em algum instante futuro ja é verdadei-
ro hoje, e sempre foi verdadeiro desde toda a eternidade? Sera que
toda verdade é eterna?” (Lukasiewicz, 1967, p. 22).

Nossas intui¢des divergem a respeito desse ponto. Um determi-
nista responderia afirmativamente a essas questoes; um indetermi-
nista responderia negativamente. Alids, é assim que Lukasiewicz
vai definir o que entender por determinismo (1967, p. 22): Deter-
minismo é a crenc¢a de que se a é P num instante ¢, é verdadeiro
em qualquer instante ¢’ anterior a t que a é P nesse instante £.

Apresentada essa definicao, Lukasiewicz passa a considerar dois
argumentos conhecidos desde a Antiguidade que parecem impli-
car o determinismo: um dos argumentos, que vai nos interessar
aqui, é baseado no principio do terceiro excluido, e ja era um ar-
gumento conhecido por Aristételes. O segundo, apenas para men-
ciona-lo (pois ndo vamos nos ocupar dele), é baseado no principio
fisico da causalidade, e ja era conhecido pelos estoicos.

O principio do terceiro excluido, como vocé recorda, diz que,
dadas uma proposicdo e sua nega¢ao, pelo menos uma delas é ver-
dadeira. Assim, se Pedro diz que

(4) Maria vai estar em casa amanha ao meio-dia,

e 0 0o 0000 0000000000000 00000 o0

Estoicismo

0 estoicismo é uma das
grandes escolas filosoficas
do periodo helenistico. Tinha
como principio a afirmacéo
do primado da questao
moral sobre as teorias e 0
conceito de filosofia como
vida contemplativa acima das
ocupacdes, das preocupacoes
e das emocdes da vida
comum. Seu ideal de vida,
portanto, é o da ataraxia, ou
apatia.
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e Paulo diz que
(5) Maria néo vai estar em casa amanha ao meio-dia,

entdo um deles fala a verdade, mesmo que nao saibamos isso ago-
ra. Se formos visitar Maria amanha ao meio-dia e ela estiver em
casa, Pedro tera falado a verdade, e se ndo estiver, foi Paulo quem
falou a verdade.

Parece, portanto, que ou ja é verdade hoje que Maria vai estar
em casa amanha ao meio-dia, ou ja é verdade hoje que Maria ndo
vai estar em casa amanha ao meio-dia: apenas nao sabemos qual
das alternativas é o caso. E as consequéncias disso aparentam ser
realmente indesejaveis: parece que, afinal de contas, Maria nao tem
liberdade de escolha sobre estar em casa ou nao amanha ao meio-
dia: isso ja estaria determinado de antemdo. O mesmo vale para
qualquer agdo futura de Maria — e nao s6 de Maria como de to-
dos nos. Em resumo, achar que temos livre-arbitrio, que temos
liberdade de escolha é uma ilusao.

Mas vejamos como procede exatamente esse argumento a favor
do determinismo, e qual a sugestdao de Lukasiewicz para evita-lo.

A primeira premissa do argumento, que parece decorrer do
principio do terceiro excluido, seria:

(A) Ou é verdadeiro no instante t que Maria vai estar em casa
amanha ao meio-dia ou é verdadeiro no instante ¢ que Maria nao
vai estar em casa amanha ao meio-dia.

A segunda premissa, segundo Lukasiewicz, ndo é baseada em
um principio légico, mas pode ser expressa de forma geral no con-
dicional “se é verdadeiro no instante t que p, entdo p”, em que p é
uma sentenca qualquer. Em nosso exemplo, teriamos:

(B) Se é verdadeiro no instante t que Maria nao vai estar em
casa amanha ao meio-dia, entao Maria nao vai estar em casa ama-
nha ao meio-dia.
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E essa premissa aparenta ser intuitivamente verdadeira
(Lukasiewicz, 1967, p. 25). Contudo, aceitando ambas as premis-
sas, a tese do determinismo se segue, como Lukasiewicz procura
demonstrar. Vamos ver como isso é feito.

Para comecar, lembremos que a férmula a seguir,
(@— ) & B> a),
¢ uma tautologia. Aplicando isso a premissa (B), obtemos:

(C) Se Maria vai estar em casa amanha ao meio-dia, entdo ndo é
verdadeiro no instante ¢ que Maria ndo vai estar em casa amanha
ao meio-dia.

Outra tautologia agora é:
(avp)o (- a).
E se aplicarmos isso a premissa (A), obtemos:

(D) Se nao ¢é verdadeiro no instante ¢ que Maria ndo vai estar
em casa amanha ao meio-dia, entao é verdadeiro no instante t que
Maria vai estar em casa amanha ao meio-dia.

Comparando agora os dois condicionais (C) e (D), vemos que o
consequente de (C) é o mesmo que o antecedente de (D). E, como
vocé lembra, vale também no CPC que:

(@a=>B)AB—>7)—(@—yp).

Essa é a chamada “lei do silogismo hipotético’, também conhe-
cida como “transitividade do condicional”

De (C) e (D), portanto, concluimos:
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(E) Se Maria vai estar em casa amanhd ao meio-dia, entao é
verdadeiro no instante t que Maria vai estar em casa amanha ao
meio-dia.

Note agora que esse instante ¢ ¢ um instante arbitrario: ele pode
ser posterior a amanhd ao meio-dia ou simultdneo a amanha ao
meio-dia — ou anterior. Assim, afirma Lukasiewicz, demonstra-
mos, com base em um exemplo particular, que: se a ¢ Pnum instan-
te t, é verdadeiro em qualquer instante anterior a t que a é P nesse
instante t. O determinismo vale. E como vimos, isso entio mostra
que o futuro ja esta predeterminado, que ndo temos escolha.

Mas isso vai contra nossas intui¢des, nds achamos que temos
livre-arbitrio, que temos escolhas. Alguns fatos a respeito do futuro
podem ja estar determinados agora — por exemplo, é facil calcular
e ver que a Terra vai estar em certa posi¢ao de sua orbita em 4 de
novembro do ano que vem —, mas outros nao (como se Maria vai
ou ndo estar em casa amanha ao meio-dia). Assim, se nosso argu-
mento nos leva ao determinismo, alguma coisa deve estar errada
com ele: ou partimos de premissas que nao sao verdadeiras, ou
cometemos algum erro de raciocinio em algum momento.

Uma solugdo ¢ a seguinte: estamos rejeitando tanto

(A1) é verdadeiro no instante t que Maria vai estar em casa
amanha ao meio-dia

quanto

(A2) é verdadeiro no instante t que Maria ndo vai estar em casa
amanha ao meio-dia.

Em consequéncia, rejeitamos a hipétese (A). Mas note que rejei-
tar (A) ndo significa rejeitar o principio do terceiro excluido, pois
(A) ndo é uma instancia desse principio. Lembre que o principio
diz que “dadas uma proposicao e sua nega¢ao, pelo menos uma é
verdadeira” Mas ¢é claro que (A1) e (A2) nao sdo uma a negagao
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da outra! A negagdo de (A1), por exemplo, é: “ndo é verdadeiro no
instante t que Maria vai estar em casa amanha ao meio-dia”

Isso parece ser uma maneira de escapar ao argumento do de-
terminismo. Contudo, Lukasiewicz acha essa solucdo insatisfa-
toria. Primeiro, porque ha uma diferenga entre ndo aceitar (Al)
porque ndo esta agora decidido se Maria vai ou nao estar em casa
amanha ao meio-dia, e ndo aceitar (A1) porque ja esta certo ago-
ra que ela ndo vai estar em casa amanha ao meio-dia. Segundo
Lukasiewicz, s6 no segundo caso teriamos o direito de rejeitar a
sentenca e dizer que “nao é verdade no instante presente que Ma-
ria vai estar em casa amanha ao meio-dia”. E isso estaria de acor-
do com nosso uso coloquial da linguagem. Se ndo estd garantido
agora onde Maria vai estar amanha ao meio-dia, diremos que é
possivel que ela esteja em casa amanha ao meio-dia, mas também
é possivel que nao esteja.

Assim, na hipotese de que a presenca ou auséncia de Maria em
sua casa amanha ao meio-dia ndo esteja decidida, ndo podemos
nem aceitar nem rejeitar “é verdadeiro no instante presente que
Maria vai estar em casa amanha ao meio-dia>. Mas entao nao po-
demos nem aceitar nem rejeitar sua negacao: “nao é verdadeiro no
instante presente que Maria vai estar em casa amanha ao meio-
dia”. Dadas essa proposicao e sua negagao, nao aceitamos que pelo
menos uma delas seja verdadeira. Mas como representar isso em
um sistema de 16gica?

A solugao apresentada por Lukasiewicz foi rejeitar também o
principio de bivaléncia, ou seja, de que toda proposicao seja verda-
deira ou falsa. Vejamos como isso funciona.

3.1.1 ATIVIDADES RECOMENDADAS

Exercicio 3.1 O que vocé acha do argumento discutido por tukasiewicz a respei-
to do determinismo? Ha alguma objecao que vocé faria contra esse argumento?
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3.2 A LOGICA TRIVALENTE DE
P UKASIEWICZ

O que Lukasiewicz, que também aceitava a validade do argu-
mento anteriormente apresentado, propds como solu¢ido para o
problema foi uma légica trivalente, rejeitando assim o principio de
bivaléncia. A ideia é ter, além de V e F, um terceiro valor, I, que po-
deria ser considerado o possivel ou indeterminado. Note que essa
indeterminagao ¢ ontoldgica, e nao epistemoldgica. Isto é, uma pro-
posi¢ao com valor I ndo é, de fato, nem verdadeira nem falsa — ao
contrario do caso em que uma proposicao é verdadeira (ou falsa),
s6 que nao sabemos qual das alternativas é a correta.

Vamos entdo examinar o sistema de 16gica de Lukasiewicz, que
chamaremos de L.

A parte sintatica de Lk, é bastante simples: temos 0s mesmos
operadores que tinhamos no CPC, as mesmas variaveis propo-
sicionais, a mesma defini¢do de férmula. Nada se altera. A uni-
ca diferenca sintatica para a nossa apresentacio do CPC ¢é que
Yukasiewicz utilizou — e — como operadores primitivos, definin-
do os demais em fun¢do destes (veremos depois como).

A grande mudanga, porém, esta na semantica, pois temos agora
um conjunto de trés valores de verdade. Para comeco de conversa,
isso muda nossa definicdo de valoracio. E claro que uma valora-
¢do vai continuar sendo uma atribui¢do de um valor de verdade
as variaveis proposicionais, mas temos agora trés valores. Em vista
disso, temos:

Defini¢ao 3.1 Uma valoragdo V é uma fungdo de VAR no con-
junto {V, I, F} de valores de verdade.

A segunda mudanca ¢ nas tabelas basicas dos operadores. Ao
contrario das légicas temporais, em que os novos operadores nao
eram fungdes de verdade, em k, eles ainda sdo verofuncionais: a
diferenca é que eles sdo fungdes de verdade trivalentes.
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Recordemos a tabela da negagdo para o CPC:

Vv F
Vv F

Em L, a tabela terd uma linha a mais, para considerar o caso em
que « é indeterminada:

F Vv

Note que uma negag¢do continua sendo falsa se a férmula nega-
da é verdadeira, e verdadeira se a férmula negada for falsa. Agora,
como seria de se esperar, se uma formula tem o valor indetermina-
do, sua nega¢do também vai té-lo.

Vejamos entdo como ficam os demais operadores. Como dito
acima, para Lukasiewicz = e — eram operadores primitivos; pre-
cisamos, assim, especificar a tabela da implicagdo. Como faremos
isso? A estratégia de Lukasiewicz ¢ estender o caso classico. Quan-
do a e 3 tém valores V e F, o resultado é como no CPC. O que te-
mos a mais sdo os casos em que pelo menos uma das férmulas, ou
ambas, tem o valor indeterminado I. Nessas situagdes, se o valor
classico (V ou F) de um componente, ou de ambos, for suficiente
para determinar o valor do todo, isso é feito. Por exemplo, se o tem
valor F, entdo @ — f tem valor V, ndo importa qual seja o valor de
B. Considerado isso, temos uma primeira aproximacao da tabela
de uma implica¢ao a — f3:

- \') | F
Vv \') ? F
| Vv ? ?
F \') \') \')
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Para simplificar, vamos apresentar as tabelas como matrizes: a
coluna V, I, F, do lado esquerdo, abaixo do simbolo —, correspon-
de aos valores de ¢; a linha superior V, I, F, a direita de —, corres-
ponde aos valores de . Por exemplo, na segunda linha, quando «
éleféV,a — recebe o valor V.

Consideremos agora o caso (primeira linha) em quea é Ve f3 é
I: qual o valor de @ — f3? Ora, 8 é indeterminada — pensemos que
seja uma proposi¢ao contingente a respeito do futuro. Se f3 resultar
verdadeira mais adiante, @ — f8 sera verdadeira; se f3 resultar falsa,
a — f3 sera falsa. Assim, é razoavel dizer que,sea é Ve 5 ¢é1, entdo
a — B é 1. Consideragdes similares aplicam-se ao caso em que & é
I e 3 é F. Nossa tabela da implicac¢ao fica entdo assim:

— Vv | F
\') Vv | F
| Vv ¢ |
F \'J Vv Vv

Falta apenas preencher o campo central, o caso em que tanto «
quanto 3 tém l. Esperariamos aqui que o — f tivesse valor | tam-
bém, mas nao foi isso o que Lukasiewicz fez: nesse caso, ele estipu-
lou que & — f3 ganha valor V.

Mas qual a razio disso? E simples. Lukasiewicz achava que @ — «
deveria ser uma férmula valida (correspondendo ao principio de
identidade), ou seja, deveria receber sempre o valor V. Assim, se
na tabela acima tivéssemos | quando tanto « quanto 3 tém valor I,
a — « teria valor | em alguma valoragdo e ndo mais seria vali-
da! Essa é a razdo da exce¢ao aberta por Lukasiewicz no caso da
implicacao.

A tabela pronta, entdo, fica assim:

— \'} |

Vv Vv I F
I \' \" I
F \" \" \"




100 ¢ LéaGicalIll

Para completar a apresentagdo semantica de k., precisamos ain-
da das tabelas para os operadores A, v e <>, que, para Lukasiewicz,
eram operadores definidos.

A ideia que norteia a construgdo das tabelas para a conjuncéao e
a disjuncao é simples: digamos que F seja o menor valor, V o maior.
I, claro, é um valor intermedidrio. No caso classico, uma conjun¢ao
¢ falsa se um dos elementos o for — ou seja, a conjuncao recebe
sempre o menor valor que tém seus elementos. Jd4 uma disjungao
recebe o maior valor: se um dos elementos for V, a disjun¢ao sera
V. Generalizando essa ideia para uma ldgica trivalente, temos as
tabelas a seguir para A e v:

v Vv [ F
Vv \') \') \')
| \') | F
F \') F F

Como no caso da implicacao, vocé pode ver que essas tabelas
sao uma extensdo das tabelas do caso classico. Quando « e § tém
valores V e F (o que corresponde aos “cantos” da tabela), o resulta-
do é como no CPC. O que temos a mais sdo as linhas em que pelo
menos uma das formulas tem, ou ambas tém, o valor indetermi-
nado .

Para o operador <>, bi-implica¢ao ou equivaléncia, Lukasiewicz
usou a defini¢ao usual, que ja encontramos no CPC:

as> B =, (@>pHrB->a).
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A tabela resultante, assim, é:

<> Vv I F
Vv Vv |

| I \') |
F F | Vv

Note que @ <> 8 ganha valor V quando « e  tém o mesmo valor,
como seria de se esperar de uma equivaléncia.

Como dito, Lukasiewicz usou somente = e - como operadores
primitivos de sua légica L. ; os demais operadores foram definidos.
No CPC, temos uma conhecida defini¢do de A usando — e v, e foi
essa a defini¢do também usada por Lukasiewicz:

anp =, -(-av-p).

Precisamos, portanto, apenas de uma defini¢do de v em fungao
de - e —. A definigao classica, que vimos no Capitulo 1, é:

avp =, -a—p.

Contudo, em func¢do do tratamento diferenciado de —, tal
defini¢io ndo funcionard em E, A defini¢do encontrada por
Yukasiewicz para v foi a seguinte:

avp =, (a—=>p)—>p.

Vamos fazer uma tabela como exemplo, verificando se essa de-
finicdo de fato corresponde a tabela apresentada acima para v. A
propdsito, continuamos usando em £, a mesma defini¢ao de equi-
valéncia légica do CPC, a saber: duas férmulas « e  sdo logicamen-
te equivalentes se e somente se para toda valoracao V, V(a) = V().

Vamos entdo ver se, por exemplo, p v g e (p = q) — g de fato sao
equivalentes. Temos apenas duas variaveis, p e g: quantas linhas
terd nossa tabela?
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Vocé deve recordar (caso contrdrio reveja o Capitulo 9 de Intro-
dugdo a légica) que o numero de linhas / de uma tabela de verdade,
no CPC, era dado pela equagio

=2k

em que k é o numero de varidveis proposicionais ocorrendo na
féormula e 2 corresponde ao nimero de valores de verdade. Assim,
uma tabela para p A g tinha 4 linhas, correspondendo a [ = 2% = 4.

No caso de L, temos trés valores. A equagdo correspondente,

entao, é:

=58,

Ou seja, uma tabela para uma férmula com duas variaveis tera

De resto, para calcular o valor de (p — q) — g precisamos pri-
meiro do valor de p — g. O inicio da tabela fica entdo assim (para
facilitar, estamos separando as linhas em grupos de trés):

p q pvqg p—o>q (P9 —>q
\'/ \'/
| \'/
F \'/
v I
I I
F I
Y F
| F
F F

Na primeira coluna (p), os valores vao se alternando de um em
um. No CPC, na préxima coluna duplicavamos isso: os valores

Essa ideia pode ser
generalizada: podemos ter
légicas com 4 valores de
verdade, ou 5 etc. No caso
geral de termos n valores de
verdade, o numero de linhas |
de uma tabela serd dado pela
equagdo | =n* em quen éo
ntmero de valores de verdade
e k o niimero de varidveis
proposicionais ocorrendo na
férmula.
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eram dados de dois em dois (dois V, dois F), e assim por diante.
Mas duplicavamos porque a ldgica classica é bivalente. Aqui temos
trés valores, assim cada coluna subsequente vai triplicar o que ti-
nha sido feito antes: trés V, trés I, trés F. E o que se vé na coluna

correspondente a q.

Setivéssemos umaterceira . """ttt ettt
varidvel na formula — . por Agora ¢ s6 calcular e preencher as colunas restantes, usando as

exemplo — atabela teria 3°= tabelas basicas dos operadores em L. O resultado é:
27 linhas, e na terceira coluna ~ °

os valores seriam dados nove

a nove: nove V, nove I, nove F. p q pvg p—>q (PpP—->9 —>q

E assim por diante. Vv Y, v v Y

| \'} \'/ \'/ \'}

F \'} \'/ \'"/ \'}

\'} | \') | \')

[ | | \') |

F | | \') |

v F \') F \')

| F | | |

F F F \'/ F

Observe a tabela e veja que, de fato, as colunas sob as formulas
pVvge(p—q) — qsdoidénticas. Assim, essas férmulas sdao mes-
mo logicamente equivalentes em L.

Por outro lado, podemos mostrar que, ao contrario do que ocor-
reno CPC,em L., p v ge-p—> qndo sdo equivalentes. A tabela é:

p q P pvq P4
vV v F v v
Y | v v
F v v v F
Voo F v v
| | I | v
F I v | |
V F F v v
| F | I |
F F v F F
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Como vocé pode ver, na linha 3 a férmula p — g tem valor V, mas
—p v qtem F. E nalinha 5 p — g tem valor I, ao passo que -p v g
tem V. Assim, essas formulas ndo sdo logicamente equivalentes, e
ndo podemos definir v por meio de = e —, como faziamos no CPC.

3.2.1 ATIVIDADES RECOMENDADAS

Exercicio 3.2 Mostre que as definicdes de A e <> também estao corretas, fa-
zendo as tabelas de verdade correspondentes.

3.3 VALIDADE E CONSEQUENCIA
LOoGIcA EM %

Dadas a defini¢do de valoragao e as tabelas basicas dos operado-
res, o resto se segue. Ou seja, podemos manter — ao menos em um
primeiro momento — as mesmas defini¢oes de tautologia, contra-
di¢do, contingéncia, consequéncia logica etc., a saber:

Defini¢ao 3.2

(a) Uma férmula « € vdlida (ou uma tautologia de L), o que
indicamos por E . O, se para toda valoragao V, V(a) = V.

(b) & é uma contradigdo se, para toda valoragdo V, V() =F.

(c) a é uma contingéncia se nao for nem tautologia nem
contradigdo.

(d) Uma valoragao V é modelo de um conjunto de férmulas I, o
que indicamos por V| T, separatoday €T, V(y) = V.

(e) Uma formula a é consequéncia logica de um conjunto de
férmulas I', o que indicamos por I', a, se para toda valoragao V'
talque VET, V(a) = V.

(f) Duas férmulas a e 8 sdo logicamente equivalentes se e so-
mente se, para toda valoragdo V, V(a) = V(f).
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As defini¢oes, como vocé pode verificar comparando com o
CPC, sdo as mesmas! O que mudou foi, basicamente, a introdu¢ao
de um terceiro valor de verdade. Mas note que estamos ainda con-
siderando — por exemplo, ao definir consequéncia logica — as si-
tuagdes em que, sendo as premissas verdadeiras, a conclusao tam-
bém é verdadeira. O valor | nao esta sendo considerado, ao menos
neste primeiro momento.

Dadas essas defini¢des, cabem algumas perguntas, ja que L, ¢é
uma logica alternativa ao CPC:

« Todas as formulas vélidas em £, também sao vélidas no
CPC, ou ha divergéncias?

¢ Quais tautologias do CPC sdo também tautologias de £.?
Perdemos alguma? Ganhamos alguma?

o Haalguma diferen¢a no que diz respeito a nogdo de conse-
quéncia ldgica?

Comegando pela primeira pergunta, é facil ver que, se alguma
férmula « for vélida em L., entdo serd uma tautologia. Ou seja, 0
conjunto de férmulas vélidas de £, é um subconjunto do conjun-
to das tautologias classicas. Nesse sentido, L é um subsistema do
CPC, ou o CPC pode ser considerado uma extensao de o

Com relagao a segunda questdo, vamos ter entao algumas dife-
rengas — certas tautologias cldssicas nao valem em L...

Comecemos pelos principios fundamentais. Conforme obser-
vado acima, o principio de identidade continua valendo: =, p — g.
3

Mas o que acontece com o principio do terceiro excluido, p v ~g?

Facamos as contas. A tabela é:
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Olhando o resultado, é facil ver que p v =p ndo é valida: quando
p recebe o valor I, o valor de -p também é I, e o valor de p v —p
sera igualmente I, como esta claro pela tabela acima. E uma vez que
formulas validas sdo definidas como aquelas que sempre tém valor
V, p v =g ndo ¢ vélida. Assim, a rejei¢ao da bivaléncia teve como
consequéncia também a rejeicao do terceiro excluido!

Mas isso é mesmo assim? Na logica classica, como vimos na
secao anterior, a disjun¢do era definida de outra maneira: no CPC,
p Vv q e p— psao equivalentes. Usando essa nogao, poderiamos
entdo introduzir, por meio de uma defini¢do, um outro operador
de disjuncao, Y, definido da seguinte forma:

aY =, —a— f.

Nesse caso, & Y -« sera uma tautologia, como vocé pode veri-
ficar, entdo temos uma espécie de principio do terceiro excluido.
Contudo, o operador definido Y nio tem todas as propriedades da
disjuncéo classica. No CPC, (p v p) — p é uma tautologia. No entan-
to, (p Y p) — p é invalida em £, (ver o exercicio ao final da se¢io).

As seguintes tautologias cldssicas também nao sio vélidasem £.:

(p—>p)—>p) —p
p—=>0P—>9)—>0@—>9.

Por outro lado, as seguintes valem:

p—>(@—p)
—p—>(p—9q),
—p —> p.

Curiosamente, a férmula a seguir ¢ verdadeira em algumas
valoragoes:

(pv=p) <> (pA-p)
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Isso parece mesmo ser estranho: na légica classica, p v =p é um
principio valido, ao passo que p A =p é uma contradi¢ao! Como
podem ambas ter o mesmo valor em alguma circunstancia?

Para a resposta, vejamos o que acontece com —(p A —p), o prin-
cipio de ndo contradigdo. A tabela para essa formula é:

p p prp ~pAp)
V F F v
| | | |
F Vv F v

Mas isso é realmente surpreendente! Ainda que estivéssemos
preparados para rejeitar o principio do terceiro excluido, em fun-
¢ao da rejeicao da bivaléncia, gostariamos de manter o principio
de nao contradi¢ao. Mas se definimos contradi¢do como uma for-
mula que é sempre falsa, entdo p A —p ndo seria, em L, uma con-
tradi¢do. Quando p tem o valor I, tanto p v =p quanto p A —p aca-
bam tendo o valor I. E, nessa situagdo, sdo equivalentes.

Entdo, sera que ndo ha contradi¢des em L?

E claro que hd. Por exemplo, p — p é vélida (tem valor V em
todas as valoragdes), logo sua negagao, ~(p — p), tera F em todas
as valoragoes, sendo portanto uma contradi¢ao. Analogamente,
a negacdo de qualquer férmula valida sera uma contradi¢do. O
que acontece é que, ao contrario do CPC, uma férmula da forma
a A 1o ndo é uma contradicdo, pois ha situagdes em que ela ndo
é falsa.

Na verdade, se vocé parar um pouco para pensar, vai notar
que nenhuma térmula que tenha como operadores somente -, A
e Vv sera uma contradicdo — e tampouco sera valida. E a razao
¢ simples: numa valoragdo em que todas as variaveis da férmula
recebem |, a férmula toda recebe l. Basta verificar isso olhando as
tabelas basicas para esses trés operadores: quando « é I, sua nega-
¢do recebe I; quando a e f tem ambas I, tanto o A f quanto a v
recebem .

Assim, para que uma férmula seja valida, ou uma contradicéo,
precisa ter pelo menos alguma ocorréncia de = ou <.
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O fato acima — de que p A —p ndo é uma contradi¢do — parece
ser uma caracteristica indesejavel do sistema k., de Lukasiewicz. H4
alguma saida para isso?

Voltemos por um instante a logica classica. La podemos definir
uma tautologia de duas maneiras: ou como uma férmula que sem-
pre ganha V, ou, alternativamente, como uma férmula que nunca
ganha F. E analogamente para as contradigoes.

Em L, contudo, essas duas maneiras nao sdo equivalentes. Uma
férmula pode nunca ganhar F — ¢ o caso de p v =p — mas nem
sempre receber V.

Isso sugere introduzir a no¢ao de um valor designado, isto é,
aquele que corresponde ao “nao ser falso” Para que uma férmula
seja uma tautologia, ela precisa receber um valor designado em
todas as valoragdes. Se dissermos que V e | sdo valores designados,
entdo, claro, p v 7p passa imediatamente a ser uma tautologia, e o
mesmo ocorre com —(p A —p). Temos de volta o principio do ter-
ceiro excluido e o principio de nao contradi¢do, mas continuamos
sem o principio de bivaléncia, como desejado.

Poderiamos agora pensar que, se tomarmos V e | como valores
designados, obteremos todas as tautologias da ldgica proposicio-
nal classica. Mas isso ndo é o caso. Consideremos o exemplo (devi-
do ao logico A. R. Turquette):

=(p = —p) v ~(=p = p).

Essa formula é uma tautologia no CPC, mas seu valor ¢ F quando
p toma o valor I. Assim, se denotarmos por L; o conjunto de for-
mulas validas tomando-se V e | como designados, veremos que L]
estende o conjunto de férmulas validas em k., mas ainda ¢ um sub-
conjunto proprio do CPC. Ou seja, a situagdo entre essas logicas é:

L, — L, —> CPC,

sendo que L, ¢ a l6gica mais fraca e o CPC a mais forte.
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Por outro lado, ainda que —(p A —p) seja uma tautologia,
P A —p continua ndo sendo uma contradi¢do! E isso pelo simples
fato de nao receber F em todas as valoracdes. Precisamos entdo de
um conceito adicional, o de um valor antidesignado, correspon-
dendo ao “ndo ser verdadeiro” Se dissermos agora que | e F sdo
antidesignados, teremos entdo p A -p como contradigdo, e sua ne-
gagao como tautologia.

Note que I, nessa situagao, ¢ tanto um valor designado quanto
antidesignado. Isso ndo precisa ocorrer em todas as logicas, claro.
Poderiamos ter, digamos, uma logica com 5 valores, de 1 até 5, sen-
do 1 e 2 designados e 4 e 5 antidesignados, enquanto 3 nao é uma
coisa nem outra. Logicas polivalentes nos ddo muitas possibilida-
des para a construgdo de sistemas logicos!

Em termos de nossa versao sintatica das ldgicas, E, ndo foi axio-
matizada por Lukasiewicz, mas por Mordchaj Wajsberg, em 1931.
O conjunto de axiomas (esquemas) é o seguinte:

(a—=pB)=>((B—y) = (@—y)
(~a—p) = B - ),

(> a) > a) > «a.

E a Unica regra de inferéncia primitiva é modus ponens.

Vamos agora a alguns exercicios sobre o que vimos nesta se¢ao.

3.3.1 ATIVIDADES RECOMENDADAS

Exercicio 3.3

(a) Apresente a tabela basica do operador Y, em funcdo da definicdo
apresentada.

(b) Mostre quel=, p Y —ip.

(c) Mostre que ¥, (p Y p) = p.
Exercicio 3.4 Mostre que —(p — —1p) vV —1(p —> p) é uma tautologia clds-

sica, mas que ngo € valida em £, nem mesmo se usarmos V e | como valores
designados.
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Exercicio 3.5 Usando tabelas de verdade trivalentes, determine quais das se-
guintes férmulas sdo validas em .. Alguma das invélidas seria vélida se o valor
I também fosse designado?

@pv-p

(0b) (p > =p) A (=mp > p)

(@ ~(p A -p)

d) (prg)—>(qAp)

@ -(pvag) = (=pAr-q)

(f) (pv —=p) = (==p—>p)
@@—>9—>-(pArq)

(h) =((=p > ~q) > ~q) > (p A q)
(i) 2((=p = =q) > ~q) > (p v q)

3.4 A LOGICA TRIVALENTE DE KLEENE

Um outro sistema de 1dgica proposicional trivalente foi apre-
sentado por S. C. Kleene em 1938. (Cf. Kleene 1938; ver também
a apresentacao feita em Kleene 1952, p. 332-40). A motivac¢ao foi
a existéncia de predicados matematicos nao totalmente definidos.
Digamos, por exemplo, que definamos um predicado de nimeros
reais P da seguinte maneira:

Px =,1<1 <2
X Stephen Cole Kleene (1909-
1994). Fonte: http://upload.
i wikimedia.org/wikipedia/
E facil ver que 1 < 1 <2 éverdadeira quando x =1, mas é falsa commons/1/1c/Kleene.jpg

X
quando x = -1. Por outro lado, ndo tem valor algum se x = 0, visto

que nao ha divisdo por zero. A proposta de Kleene é que nesse caso
a afirmagdo receba um terceiro valor I, ndo um valor intermedia-
rio, como em Lukasiewicz, mas representando o matematicamente
indecidivel.

Vamos denominar K a logica de Kleene. As matrizes de Kleene
sao construidas de acordo com a seguinte orientagao: se o valor
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classico de um componente é suficiente para decidir o valor classi-
co de uma férmula complexa, a fdrmula toma esse valor, ainda que
tenha outras partes indecidiveis. Caso contrario, o composto todo
¢ indecidivel.

Assim, as matrizes para K, sao quase as mesmas de Lukasiewicz,
com uma unica diferenga no caso de @ — f3, que pode ser definida
do modo usual como - v B:

E A VI F v V1 F
V F V VI F V V VYV
| ] R R VA
F Vv F F I F F VI F
> VI F & VI F
V VI F V V I F
I VA T I
F V VYV F F I V

A logica de Kleene, a propdsito, ndo tem férmulas validas, como
é facil verificar: quando todas as variaveis proposicionais em uma
féormula tém o valor I, a férmula como um todo recebe também I,
e portanto ndo ¢é valida. Assim, uma das maneiras anteriormente
mencionadas para caracterizar uma légica (um conjunto de for-
mulas validas) ndo funciona para a légica trivalente de Kleene.

Por outro lado, podemos ainda definir uma nog¢ao de
consequéncia logica da maneira usual. Repetimos aqui a defini¢do
dada para o CPC:

Defini¢ao 3.3

(a) Uma valoragao V é modelo de um conjunto de férmulas I, o
que indicamos por VI I,separatoday €I, V(y)=V.

(b) Uma férmula « é consequéncia légica de um conjunto de
férmulas I', o que indicamos por I' @, se para toda valoragao V
tal que Vi T, V(a) = V.
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Para um exemplo, vamos verificar que p —> g & x 74— P

P ) P q p—>9 —~q—>7p
Vv Vv F F Vv Vv
| Vv | F Vv Vv
F Vv Vv F Vv Vv
Vv | F | | |
| | | | | |
F | Vv | Vv Vv
Vv F F Vv F F
| F | Vv | |
F F Vv Vv Vv Vv

Se vocé observar a tabela acima, vera que, em todas as linhas
em que p — g tem valor V, =g — —p também tem o valor V.
Portanto, =g — —p é consequéncia logica de p — g. Contudo, ao
contrario do que acontecia no CPC e também em L,a formula
(p = q) = (—g — —p) ndo é valida.

3.4.1 ATIVIDADES RECOMENDADAS

Exercicio 3.6 Se K, ndo tem férmulas validas, o que acontece com as contradi-
¢oes? Vocé consegue encontrar algum exemplo de uma contradi¢ao em K.? Por
qué?

3.5 A LOGICA TRIVALENTE DE BOCHVAR

Também o ldgico russo D. A. Bochvar propos, em 1939, uma
légica trivalente, em que | é o valor “sem sentido” ou “paradoxal”
A motivagao para isso é tratar do valor de verdade de sentengas
paradoxais como o conhecido Paradoxo do Mentiroso, que pode

ser formulado da seguinte maneira:

(M) Esta sentenca é falsa.

A versdo mais antiga do
paradoxo do mentiroso é
atribuida ao fildésofo grego
Eubulides de Mileto que
viveu no século IV a.C..
Presumivelmente, Eubulides
disse: “um homem diz que
estd mentindo. O que ele diz é
verdade ou mentira?” Fonte:
http://pt.wikipedia.org/wiki/
Paradoxo_do_mentiroso
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Se vocé procurar determinar se (A) tem valor V ou F, chegara
a um impasse. Se (\) for verdadeira, entdo o que ela afirma deve
ser o caso — seguindo a maxima Aristotélica de que “é verdadeiro
dizer do que é, que ¢” (ARISTOTELES, Metafisica, IV, 7, 1011b). O
que (A) afirma é que ela propria é falsa: se for verdade o que diz,
entdo (A) é falsa. Mas isso nao pode ser! Portanto, (A) tem de ser
falsa. Mas se (M) for falsa, entao o que ela afirma é o caso, do que se
segue que, afinal, (A) é verdadeira. Mas ndo pode ser verdadeira! E
também nao pode ser falsa!

A solugdo de Bochvar ¢é introduzir esse terceiro valor, I, que re-
presenta algo paradoxal ou sem sentido. O valor de (), assim, nao
seria nem V nem F, mas .

Que légica resulta disso?

Tomando nega¢do e conjun¢ao como primitivos, os operado-
res concordam com a logica bivalente apenas quando V e F estao
envolvidos; em todos os outros casos a féormula fica com | quando
um de seus elementos tem . Em certo sentido, | é um valor “infec-
cioso’: basta um elemento da férmula tomar esse valor para que
ela toda tome o valor I.

Bochvar definiu os outros operadores, A, — e <>, da maneira
classica usual, ou seja, usando as seguintes defini¢des:

av f =, ~(=an-p),
a—>p =, ~(anr-p),

ap =, (@a=>p)rB—>a)

Em consequéncia disso, as tabelas do sistema B,, de Bochvar,
sdo:

<

-
mnm-<< >
m—-—< <
T — T M
< - < <
M —-< M
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-
\')

[

F

< - < <
L = T =M

<>
\'}

|

F

m-< <
L = T =M

A semelhanca do sistema de Kleene, ndo ha tautologias (nem
contradi¢des) no sistema de Bochvar — uma vez que uma for-
mula tenha alguma parte com valor I, a férmula toda obtém I.
Isso nos leva mais uma vez a no¢ao de valores designados e anti-
designados, e um certo valor (I, por exemplo) pode ser ambas as
coisas. Se definirmos entdo uma tautologia como uma férmula
que nunca leva F — ou seja, se considerarmos V e | como valores
designados — as férmulas validas de B, sdo as tautologias cldssi-
cas. Mas continuaremos sem contradi¢des, pois ha casos em que
p A —p ndo fica com F. Teriamos de definir uma contradigdo como
uma férmula que nunca é verdadeira (valor V), ou seja, considerar
| também como antidesignado.

Bochvar estende seu sistema fazendo uma diferenca entre dois
modos de assergdo: interna e externa. Essa tltima é feita por meio
de um novo operador na linguagem, o operador de assercao A,
cuja tabela é a seguinte:

Aa

F
F

m—-<

Poderiamos dizer que A« significa algo como ‘afirma-se «), ‘o é
verdadeira. E facil entio perceber a justificagio da tabela acima:
se a é verdadeira, entdo afirmar a também. Mas se @ ndo ¢ ver-
dadeira, isto ¢, é indeterminada ou falsa, ¢ falso dizer que estamos
afirmando a.

Dispondo do operador A de asser¢do externa, podemos entao
definir conetivos externos da seguinte maneira:



LOGICAS POLIVALENTES ¢ 115

sa =, -Aa a=>pB =, Aa—>AB
aRB =, Aanag a=f =, AcoAp
aVp =, AavAp

Usando as definigdes acima, e a tabela do operador de assercao
A, chegamos as matrizes seguintes para o sistema estendido de Bo-
chvar — vamos denomina-lo: B;

5 AV | F V V 1| F
V F V V F F V V V V
I F 1 F F F 1 V F F
F V F F F F F V F F

= V | F & V I F
V V F F V V F F
Il VvV V V I F V V
F V V V F F V V

Podemos mostrar que aA=a ¢é sempre falsa, e que tanto
a(aA=¢) quanto aV = sio sempre verdadeiras. E dadas ae=a,
uma sera verdadeira e a outra falsa. Podemos mostrar também que
todas as tautologias do CPC sdo validas em B§ , e todas as formulas
validas que s6 contenham como ocorréncias operadores externos,
sao tautologias. Em certo sentido, entao, o sistema de Bochvar con-
tém a logica proposicional cldssica.

Note que este ultimo fato é curioso. B; ndo era uma logica al-
ternativa a 16gica proposicional classica? Em certo sentido, sim —
se considerarmos apenas os operadores usuais =, A etc. Mas Bj
nao tem somente esses operadores; tem também I, A etc. Assim, a
linguagem de B; ¢ mais expressiva. Todas as tautologias do CPC
(se reescritas usando os operadores etc.) sdo validas em B;; além
disso, B§ tem ainda outras formulas validas. Deste modo, B;: acaba
sendo uma extensao do CPC!
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O que concluimos disso é que nem sempre ¢ facil dizer se uma
légica é complementar ou alternativa. Isso vai depender, por exem-
plo, dalinguagem dos sistemas ldgicos que estejamos comparando.

Para encerrar esta secao, voltemos a motivacao inicial de Bochvar
ao introduzir um terceiro valor de verdade: resolver problemas
como o do Paradoxo do Mentiroso. Contudo, mesmo com trés
valores o paradoxo pode ser reintroduzido — é o chamado “Men-
tiroso Refor¢cado”. Considere a afirmagao abaixo:

(\") Esta sentenca é falsa ou paradoxal.

Fica como exercicio para vocé mostrar que (A') conduz a um
paradoxo.

3.5.1 ATIVIDADES RECOMENDADAS

Exercicio 3.7 Mostre que as férmulas abaixo nao sao validas em B,, mas que, se
trocarmos os operadores por suas versdes externas (— por = etc.), as formulas
resultantes sdo validas em Bl;‘:

(@)pv-p

(b) (p > ==p) A (=7p —> p)
(c) =(p A -p)

(d) (pAq)—>(qnp)

(e) 2(p v q) > (=pA—9q)
(f) (p v p) <> (=p > p)
(g (p > q) > (=g —> )
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LEITURAS RECOMENDADAS

Vocé pode ler o Capitulo 11 de Haack, 2002, que trata de al-
gumas ldgicas polivalentes e suas motivagdes filosoficas.

Para um tratamento mais extenso, em inglés, recomendo
muito o livro de Nicholas Rescher, Many-valued logic (RES-
CHER, 1969).

Uma introdugao contemporanea (em inglés) vocé encontra
no artigo Urquhart, 2002.

REFLITA SOBRE

Pode-se tirar uma consequéncia como o determinismo so-
mente a partir de principios légicos?

Motivagdes para rejeitar o principio de bivaléncia: futuros
contingentes, predicados indecidiveis, sentengas paradoxais.

As diferentes possibilidades de fazer as tabelas basicas para
os operadores (como vistos nos sistemas de Lukasiewicz,
Kleene, Bochvar).

O sentido de fazer uma distin¢do entre légicas alternativas e
complementares, em vista de sistemas como a légica B} de
Bochvar.






= CAPITULO 4 =

ALGUMAS QUESTOES
FILOSOFICAS SOBRE A LOGICA

Nos capitulos anteriores, vimos exemplos de sis-
temas logicos. Por um lado, a logica cldssica em sua
versdo proposicional, o CPC; por outro, alguns siste-
mas de légica ndo cldssica, l6gicas que procuram es-
tender a logica cldssica ou mesmo substitui-la. Neste
capitulo, vamos examinar algumas questoes sobre o
estatuto da prépria logica, suscitadas pela existéncia
de uma variedade de sistemas logicos.
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4.1 HA MAIS DE UMA LOGICA?

A existéncia de mais do que apenas um sistema de logica suscita
algumas questdes interessantes, em particular o fato de que varios
desses outros sistemas pretendam ser alternativas a ldgica classica.
Serdo eles mesmos légicas? Se forem, sao realmente alternativas?
E se temos alternativas, qual delas devemos entdo escolher? E com
base em que razdes?

Vamos conversar um pouco sobre tais questdes neste capitulo.
Antes de nos ocuparmos disso, porém, é preciso esclarecer uma
questdo preliminar: ha realmente mais de uma 16gica?

Essa ¢ uma questdo que parece ter uma resposta 6bvia. Nao ha
como negar a pluralidade de sistemas l16gicos. Vimos alguns exem-
plos de logicas ndo classicas, tanto complementares quanto alter-
nativas — varias logicas do tempo, varias ldgicas polivalentes —,
mas ainda ha muito mais: inumeraveis sistemas de logica modal,
légica epistémica, logica dedntica, logica dinamica (para falar de
extensOes da ldgica classica), mas também a ldgica intuicionista,
as logicas da relevancia, logicas paraconsistentes (para citar mais
alguns exemplos de légicas alternativas).

Assim, obviamente existe uma infinidade de sistemas formais
denominados “logicas”. Alguns autores, porém, mesmo reconhe-
cendo a existéncia desses sistemas formais, negam que tais siste-
mas sejam ldgicas: ele seriam apenas formalismos, sistemas de sim-
bolos, até formalismos “logicoides”, mas nada além disso. Logica
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mesmo sd haveria uma (provavelmente a classica). Nesse sentido,
precisariamos primeiro estabelecer como legitima a pretensao dos
outros sistemas logicos de serem, de fato, ldgicas.

Os fundadores das logicas ndo classicas — como Lukasiewicz,
Vasiliev, Post, Lewis — assimilaram a existéncia da diversidade
de sistemas logicos a existéncia de geometrias ndo euclidianas. A
ideia fundamental, entdo, era a de construir ldgicas ndo aristotéli-
cas, ja que a légica classica incorporava os principios fundamentais
da ldgica de Aristoteles.

Vocé sabe que existem varios sistemas de geometria: a geome-
tria de Euclides, a de Lobachevski, a de Riemann etc. O que apren-
demos na escola ¢ a geometria euclidiana. Nessa geometria valem
coisas como:

a) a soma dos dngulos internos de um triangulo é 180 graus;

b) dada uma reta R num plano, e um ponto P fora de R, existe
uma unica linha reta paralela a R que passa por P.

Em outras geometrias, tais coisas sdo diferentes. Na geometria
de Lobachevski, por exemplo, a soma dos angulos internos de um
triangulo é menor do que 180 graus, e pode-se tragar infinitas retas
passando por P que sejam paralelas a R; na geometria de Riemann,
por outro lado, a soma dos angulos internos de um triangulos é
maior do que 180 graus, e ndo ha nenhuma linha reta passando
por P que seja paralela a R. Tais geometrias sao denominadas ndo
euclidianas, ja que conflitam com a geometria de Euclides. Ainda
que tenham resultados bastante anti-intuitivos (como assim nao se
pode tragar nenhuma paralela? ou pode-se tracar infinitas?), a ver-
dade € que tais sistemas sdo tao consistentes quanto a geometria de
Euclides. Em termos de sistemas formais, todos os trés encontram-
se no mesmo patamar; todos os trés sdo geometrias; nenhum deles
é, desse ponto de vista, melhor do que os outros.

Mas o que faz com que certo sistema formal seja uma geometria
e nao outra coisa? Ora, é preciso que haja uma interpretacdo desse
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sistema segundo a qual certos simbolos representem nogdes geo-
métricas intuitivas: pontos, retas, planos e assim por diante.

A analogia aqui é que, se do ponto de vista formal ndo ha razao
para preferir uma geometria sobre outra, entdo do ponto de vista
formal nao ha igualmente razdo para preferir uma logica em detri-
mento de outra. A questdo para as geometrias s6 se coloca no caso
de sistemas geométricos fisicamente interpretados: qual a geometria
do espago fisico? Uma geometria sd pode ser dita correta com rela-
¢30 a0 nosso espaco fisico se descrevé-lo adequadamente. As demais
geometrias descrevem espagos possiveis (mas nao o espago real).

A questao para as 1dgicas ¢ similar: ndo pode haver uma “légica
pura’, ndo interpretada. Ha muitos sistemas formais: o que distin-
gue um deles como logica — em vez de ser uma axiomatizagao de
alguma teoria matemadtica, fisica ou o que seja — é de haver algum
tipo de interpretagdo (semantica) ao modo usual.

Voltamos assim a dificil questdo: o que é uma légica? O que faz
com que um sistema formal seja uma logica?

Note que nao basta dizermos que temos um sistema formal em
que certas expressoes podem ser obtidas sintaticamente a partir de
outras, ou que temos um conjunto de férmulas que sao teoremas de
um sistema, ou que temos um conjunto de férmulas definidas por al-
gum tipo de interpretacdo formal (seméntica formal). E preciso mais
que isso, uma semantica informal, aplicada (cf. Plantinga, 1974).

Que uma semantica puramente formal nao basta, vocé pode
ver lembrando como definimos modelos para nossas logicas do
tempo: um modelo consiste em uma estrutura temporal e uma
valoragdo. E uma estrutura temporal? Ora, um conjunto nao va-
zio de coisas que denominamos “instantes” ou “estados do uni-
verso”. Mas note que, formalmente, o que temos é um conjunto
nao vazio — qualquer conjunto nao vazio. Podia ser o conjun-
to das capitais brasileiras, ou o conjunto das latas de cerveja no
supermercado da esquina. Mas se é assim, por que um sistema
formal como K, seria uma ldgica do tempo? Ora, porque entre as
estruturas temporais possiveis ha aquelas em que o conjunto T
¢ mesmo um conjunto de instantes, ou estados do universo, e as
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variaveis sdo interpretadas como proposi¢oes, etc. Isso, porém, ja
¢ o que Plantinga denomina semdntica informal, ou aplicada.

Certamente um sistema de logica tem a ver com a estrutura
formal de inferéncia e raciocinio. Precisamos de uma interpreta-
¢do envolvendo nogoes de significado e verdade de proposigoes, e
relagdes de consequéncia e (in)consisténcia entre grupos de pro-
posicdes. Dadas essas condi¢des, um sistema podera qualificar-se
a ser um sistema de légica.

Para que isso fique claro, voltemos a logica proposicional classi-
ca, apresentada como um sistema formal. E tomemos como exem-
plo uma férmula da linguagem do CPC, como a seguinte:

D(pargvpnar)vignar).

O que “diz” tal férmula? Bem, poderiamos pensar que ela estd
representando alguma proposi¢do complexa, assim que souber-
mos que proposi¢oes basicas as variaveis p, g e r representam. Mas
note que aqui ja estamos interpretando o sistema: dizendo que as
varidveis representam proposigoes.

Talvez vocé pergunte agora: mas se ndo representam proposi-
¢oes, entdo representam o qué?

Considere a seguinte situa¢ao: ha um comité de 3 pessoas que
toma decisdes por maioria apertando-se um botao. Quando pelo
menos dois membros do comité apertam o botao, uma luz acende.
Temos entdo 3 interruptores, um para cada pessoa. Vamos chama-
los de p, g e r. Em que condigdes a luz acende? Quando pelo menos
dois dos interruptores estiverem ligados: pe g,ouper,ouqger,
certo? Representamos isso na figura a seguir:

P\ A\
i AN AN
a\ AN
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Note agora que a férmula (1) acima descreve justamente essa
situagao! Se os interruptores p e g estiverem fechados, a corrente
passa. Ou se p e r estiverem fechados, etc. Formulas do CPC, as-
sim, sob outra interpretagdo, ndo representam proposi¢cdes, mas
circuitos elétricos! Alids, essa é justamente uma grande drea de
aplicacdo do calculo proposicional classico: desenho de circui-
tos. A féormula acima, como se pode facilmente mostrar, é equi-
valente a seguinte:

2)(pa(gvr)vignar).

Mas isso representa outro circuito, mais simples que o original!
E como as formulas sdo equivalentes, também o sao os circuitos
representados.

O que tiramos do exemplo acima é que um sistema formal por
si s0, sem interpretac¢do, nao passa disso: um formalismo que pode
representar muita coisa. Um sistema formal sé pode ser denomi-
nado uma légica se houver alguma interpretacao dele em termos
de proposicoes etc.

Indubitavelmente, o que vimos anteriormente sob o nome de
“légicas” responde a isso. Numa logica do tempo, as variaveis re-
presentam proposicoes, os operadores representam certos termos
légicos por meio dos quais argumentos em portugués sdo repre-
sentados, ha uma rela¢ao de consequéncia légica entre certas pro-
posicdes... Consideragdes andlogas valem para as logicas poliva-
lentes que vimos. Podemos entdo dizer, em resumo, que ha varios
sistemas de logica.

Mas sao eles realmente alternativas uns aos outros, ou apenas apa-
rentam sé-1o? O que faz com que sistemas de logica sejam diversos?

4.2 HA LOGICAS ALTERNATIVAS?

Parece facil determinar quando uma logica é extensao de outra.
Consideremos o CPC e algum sistema de logica do tempo, como
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K. A linguagem de K, estende a linguagem do CPC por meio de
novos operadores (temporais). Todas as tautologias do CPC sao
validas em K; além disso, K, tem outras férmulas vélidas (como
p — HFp). Nesse sentido, K, estende o CPC.

Quando, porém, sao duas ldgicas alternativas uma a outra? Para
que dois sistemas sejam alternativas genuinas, deve haver algum
conflito real entre eles. Conflitos, no entanto, podem ser fracos ou
fortes. Dois sistemas conflitam fracamente se um deles afirma « e
o outro nao afirma «. Nesse sentido, o CPC e K ,estdo num conflito
fraco: K, afirma p — HFp como vilida, e o CPC ndo.

No sentido forte, dois sistemas conflitam se um deles afirma
a e o outro afirma ndo «. Isso acontece no caso das geometrias
que vimos acima: a geometria euclidiana afirma que a soma dos
angulos internos de um triangulo ¢ igual a 180 graus; as outras
duas geometrias afirmam que ¢ diferente de 180 graus: ou maior
ou menor. No caso das logicas, ja fica mais dificil encontrar um
exemplo tal que uma logica o afirme e a outra afirme sua negacao.

Consideremos agora um primeiro exemplo de conflito entre 16-
gicas alternativas, K, e o CPC. Formalmente, a linguagem ¢ a mes-
ma: um conjunto de variaveis proposicionais e os operadores =, A,
Vv, = € <>. Além disso, vimos que todas as férmulas validas em £,
sao tautologias do CPC. O contrario, claro, nao vale: ha tautologias
que nao sio validas em k., por exemplo, p A —p. Nesse caso, seria
o CPC uma extensdo de £,? Recorde que haviamos classificado £,
como uma légica heterodoxa, ou rival da logica cldssica. Se formos
considerar o CPC como uma légica ampliada em relagao a L, tal-
vez tivéssemos que considera-la uma logica alternativa em relagao
a uma ldégica do tempo, como K.

Isso ndo parece fazer muito sentido. Afinal, qual a diferenga
entre o0 CPC e K ? Ora, as linguagens diferem; K, tem operadores
que o CPC ndo tem. O que ndo € o caso comparando-se CPCe L ;
a linguagem, formalmente, é a mesma.

Mas aqui outra questao surge: ainda que ambas as ldgicas te-
nham tipograficamente o mesmo conjunto de operadores, sera
que o significado dos operadores é o mesmo? Sera que, ao afirmar
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que p v —p é valida, o CPC esta dizendo a mesma coisa que a logica
L, quando afirma que p v —p ndo ¢ valida?

Para deixar isso claro: ambas as logicas usam os simbolos - e v.
Contudo, o que representam esses simbolos? No CPC, - representa
uma fungéo de verdade bivalente; em L, - representa uma funcao
de verdade trivalente — fun¢des que sdo dadas, respectivamente,
pelas tabelas a seguir:

\') F
\') F : |
F \')

F \'

E as mesmas consideragdes valem para o simbolo v. Nesse sen-
tido, se — e v representam funcdes diferentes nas duas logicas (sig-
nificam coisas diferentes), como podemos dizer que as logicas sdo
alternativas, que estdo em conflito? Seria a mesma coisa que ocorre
quando duas pessoas afirmam cada uma o seguinte:

1) Maria é velha.

2) Maria néo é velha.

Sendo que a primeira entende ‘velha por ‘tem mais de 30 anos,
ao passo que a segunda entende ‘velha’ por ‘tem mais de 60 anos.
O conflito é apenas verbal, é um conflito aparente. O mesmo ocor-
re se alguém afirmar que Sdcrates era um fildsofo grego, e outra
pessoa negar isso, dizendo que Sdcrates era um jogador de futebol
brasileiro. No caso, a palavra ‘Socrates’ estaria se referindo a dois
individuos diferentes.

A critica, entdo, é que os simbolos — e v ndo estao representan-
do a mesma coisa nas duas ldgicas: ha apenas um conflito verbal
entre elas.

A questao de dizer se duas logicas sao realmente alternativas, ou se
uma é extensao da outra, fica ainda um pouco mais complicada. Con-
sideremos outro exemplo, que vocé ja conhece do tltimo capitulo de
Introdugdo a logica, as légicas modais. O primeiro sistema contem-
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poraneo de logica modal foi apresentado por seu autor, C. I. Lewis,

como uma légica alternativa. A motivagdo era o descontentamento » Clarencelrving Lewis (1883-
. . . ~ . [ . 1964).
com certas propriedades da implicacdo material da logica classica, os )

chamados “paradoxos da implica¢ao’, que sdo os seguintes:

p—>(@—p)
“p—>(p—q)

(p—>q vig—p).

Se formos ler o operador — como implicagdo, temos algumas
consequéncias estranhas. A primeira das formulas acima diz que
uma proposic¢do verdadeira é implicada por qualquer proposi¢ao;
a segunda, que uma proposi¢ao falsa implica qualquer proposicao;
e a terceira, que, dadas duas proposi¢des quaisquer, a primeira im-
plica a segunda, ou a segunda implica a primeira. Isso nao corres-
ponde a nossa ideia intuitiva do que seja uma implicagao.

A sugestao de Lewis era apresentar um sistema de logica com
uma implicagdo mais forte, que fosse uma implicagdo de verdade:
a implicagdo estrita. Assim, ele apresentou um primeiro sistema de
légica modal (mais tarde chamado de S$3), cuja linguagem conti-
nha, além das variaveis proposicionais, os operadores classicos -,
A e v e um novo operador de implicagdo, -3, para a implicagao
estrita. Esse novo operador nio é uma fun¢ao de verdade. Intuiti-
vamente, dizemos que p -3 g se, e somente se, é impossivel que p
seja verdadeira e g seja falsa.

Lewis apresentou seu sistema axiomaticamente. Nao vamos listar
os axiomas aqui, mas o resultado ¢ um sistema de logica que pare-
ceria ser uma alternativa a légica cldssica. Com essa nova implica-
¢do, por exemplo, ndo temos os paradoxos da implicagdo material.

Contudo, as coisas ndo sao tao simples. Note que no sistema de
Lewis temos os operadores classicos 1, A e V. Assim, mesmo que —
ndo seja um operador primitivo do sistema, poderiamos introduzi-
lo, bem como o operador <> como operadores definidos. Assim:



Susan Haack (1945-). Fonte:
http://www.csuchico.edu/
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a—->p =, -(an-p),

aop =, @->pn@B-—a).

Mas entdo temos como teoremas do sistema (ou como formulas
validas) todas as tautologias do CPC! Assim, o que parecia ser uma
légica alternativa pode ser considerado (e hoje o é) uma extensdo
da logica classica.

A pergunta que fica é: teriamos uma situa¢ao analoga no caso
das logicas polivalentes? Recordemos os conetivos externos defi-
nidos no sistema de Bochvar: através desses conetivos, verificamos
que o sistema, de certa forma, estende o CPC.

A questdo das logicas alternativas, entdo, ¢ um tanto complica-
da. Talvez possamos resolvé-la dizendo que hd, na verdade, uma
coisa que € a negagdo, e se 0 CPC e L, atribuem coisas diferentes a
esse operador de negacdo, uma delas deve estar errada — ou am-
bas. Isso nos leva ao nosso proximo toépico.

4.3 HA UMA LOGICA CORRETA?

Suponhamos, entdo, que estejamos reconhecendo ou classifi-
cando dois ou mais sistemas de légica como alternativas legitimas.
Como escolher entre eles? Como dizer que algum deles é melhor
que os demais? Ha algum deles que seja a verdadeira logica? Ha
apenas um sistema ldgico correto, ou pode haver varios sistemas
que sejam igualmente corretos?

A pergunta de se um sistema de logica é correto envolve a ques-
tao adicional: correto em relagao a qué?

Ora, qual o objetivo de um sistema de 16gica? Diriamos que é o
de formalizar padroes de raciocinio/inferéncia considerados vali-
dos informalmente. Isto é, temos primeiro uma nogao de validade
que é pré-tedrica, externa a um sistema de logica — validade ex-
trassistemdtica, para utilizar a expressdo da fildsofa Susan Haack
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(ver Haack, 2002, Capitulo 12). Assim, se um sistema de 16gica cap-
tura adequadamente inferéncias que sao extrassistematicamente
validas, dizemos que ele é correto.

Contudo, o que ¢ um argumento intuitivamente valido? Em que
se baseia essa no¢ao pré-teorica? A respeito disso temos dois pon-
tos de vista bastante conhecidos: o psicologista e o platonista.

Para o psicologismo, a ldgica é um empreendimento descri-
tivo. A tarefa da légica é formular uma teoria do raciocinio
— teoria de como as pessoas fazem raciocinios bem-sucedidos
(isto é, sem cair em confusiao ou erro). Nesse caso, a logica é
uma disciplina empirica: um légico estuda os processos de ra-
ciocinio realmente observados de algum grupo de pessoas in-
teligentes. Assim, a questiao da légica correta é uma questao
empirica: sistemas que conflitam devem estar representando
inadequadamente os raciocinios reais.

Tal versdao de psicologismo ¢ denominada por S. Haack de psi-
cologismo forte, e parece ter sido defendida por Kant. Ha também
uma versao fraca do psicologismo, que diz que a logica ndo é des-
critiva, mas € prescritiva em relagdo a processos mentais (ou seja,
ela nos diz como nés deveriamos pensar) — o filésofo americano
C. S. Peirce parece ter defendido uma posicio assim. E claro que,
se deveriamos raciocinar de tal ou qual modo, isso pressupde que
ha uma maneira correta de fazé-lo — o que parece pressupor um
reino abstrato de entidades, e isso nos leva a posicao seguinte.

Para o platonismo, por outro lado, a ldgica também é des-
critiva, mas nao das praticas de raciocinio humanas e sim da
geografia de um reino abstrato de conceitos. Ha um reino de
entidades logicas (como proposi¢des abstratas) e o objetivo da
logica é estudar as inter-relagdes entre tais entidades: que pro-
posicoes sao universalmente verdadeiras, que proposicoes se
seguem, ou sao consequéncia, de quais outras proposicdes, e as-
sim por diante. Os principios da légica sdo verdades universais
a respeito de um setor (abstrato) da realidade.

Psicologismo e platonismo sdo absolutistas e (aparente-
mente) monistas: ha uma unica logica correta. Mas é claro que
poderiamos ter uma versao pluralista, a de que varios sistemas 16-

Immanuel Kant (1724-1804).
Fonte: http://2.bp.blogspot.
com

Charles Sanders Peirce
(1839-1914). Fonte: http://
upload.wikimedia.org/



Se vocé estudou um pouco
de Filosofia da Linguagem,
deve ter encontrado a
distingdo frequeana entre
sentido e referéncia, e sua
argumentacgdo de que o
sentido de uma expressdo
ndo é uma entidade mental,
mas algo objetivo. No caso
de uma senten¢a, Gedanke
— literalmente, pensamento,
mas correspondendo d nossa
ideia de uma proposicao.
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gicos sao, parcialmente, corretos. Por exemplo, o CPC estaria cor-
reto, mas nao ¢ suficiente, precisamos estender a linguagem com
alguma outra coisa, etc.

Havendo uma nogéo de corregao para ldgicas, a questao é saber
qual, dentre todas as logicas, € a correta. E mais ainda, como sabé-
lo. No caso do psicologismo forte, parece mais facil obter uma res-
posta, uma vez que podemos observar certos grupos de pessoas,
ver como raciocinam e registrar os padrdes de raciocinio empre-
gados. Isso evidentemente é mais facil do que ter acesso a um reino
abstrato de proposi¢oes — entidades rejeitadas por alguns filéso-
fos (Quine, por exemplo), devido a seu carater obscuro.

Contudo, a posi¢ao psicologista na légica sofreu criticas devas-
tadoras desde Frege, e hoje em dia praticamente ninguém defen-
deria tal posi¢do. O argumento basico de Frege é de que a logica é
objetiva e publica, ao passo que processos mentais, por sua natu-

reza, sdo subjetivos, sdo privados. Portanto, l6gica ndo tem nada a
ver com processos mentais.

Mas talvez nao estejamos satisfeitos com nenhuma dessas posi-
¢oes, psicologismo ou platonismo, pois ndo vemos a logica como
uma ciéncia empirica, ou nao queremos postular um reino abstra-
to de entidades causalmente inatingiveis.

Ou devemos tomar uma perspectiva pragmatica e pergun-
tar qual sistema é mais eficiente para propdsitos especificos? Por
exemplo, temos a fisica newtoniana e a fisica relativista. Para cons-
truir um edificio, ndo é necessario levar em conta fendmenos ex-
plicados pela teoria da relatividade. Mas ndo podemos ignora-los
se estivermos projetando um sistema de satélites para GPS, em
virtude das altas velocidades envolvidas. Talvez a coisa fosse simi-
lar com respeito a 16gicas. Usamos a geometria de Euclides para
regides pequenas do espago, mas talvez precisemos da de Riemann
se consideramos regides bem maiores do universo.

Uma saida, entdo, é a posi¢do instrumentalista. Para o instru-
mentalismo, a tarefa do 16gico é construir sistemas codifican-
do possiveis instrumentos do raciocinio, que ficam disponi-
veis para quem os queira usar. Légicas sao ferramentas, como
martelos ou chaves de fenda. Nao ha a questio de uma légica
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correta: algumas sao mais apropriadas para utilizar em certos
contextos do que outras. Por exemplo: na légica classica vale o
seguinte padrao de inferéncia:

p,pFQq

ou seja, se tivermos uma contradigdo (tanto p quanto —p), qualquer
coisa (qualquer proposi¢ao q) é consequéncia légica disso. Ou seja, a
presenga de uma contradigao trivializa um sistema: tudo vale.

Assim, talvez ndo possamos utilizar a loégica classica em todas as
situagoes. Se estivermos lidando com raciocinio a respeito de al-
gum enorme banco de dados, o qual recebe informagdes de varias
pessoas diferentes, talvez seja mais adequado utilizar uma Ildgica
paraconsistente, para a qual a presenca de alguma contradi¢do nao
trivializa o sistema, ja que uma pessoa pode inserir uma informa-
¢d0 no sistema, por exemplo, que vocé é casado, e outra informa-
¢do contradizendo isso (que vocé é solteiro). Assim, se o sistema
conclui que vocé é e ndo é casado, pode imediatamente concluir
que vocé fraudou o imposto de renda em um milhdo de reais, e
tomar as providéncias cabiveis.

Usando uma logica paraconsistente, tal coisa nao ocorreria.

Como outro exemplo, algumas ldgicas polivalentes foram tam-
bém sugeridas como a melhor maneira de raciocinar sobre certos fe-
ndmenos da mecénica quantica. Parece que a seguinte equivaléncia,

P A(@gvn)o@rgvipnr)

uma das leis de distributividade da légica classica, nao deveria va-
ler, ja que, por exemplo, embora possamos determinar a posi¢ao de
uma particula em certo instante, ou sua velocidade nesse instante,
~ . <« . b2l A .
nao podemos fazer as duas coisas. Certas “anomalias” quanticas
seriam, assim, resolvidas trocando-se de légica. No contexto da
microfisica, uma logica polivalente (ou algum outro tipo de légica
qudntica) seria a ferramenta mais adequada.
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A posicao instrumentalista, segundo N. Rescher (ver 1969,
Capitulo 4), divide-se ainda em dois polos: um polo formalista,
segundo o qual a construcao de sistemas légicos é um exerci-
cio livre em engenhosidade criativa, e um polo pragmatista,
que da énfase ao uso eficiente ou de conveniéncia de alguns
sistemas em detrimento de outros. Que um sistema seja usado
em vez de outro quer dizer simplesmente que o primeiro é um
instrumento melhor.

O instrumentalismo é uma posi¢ao, nesse sentido, pluralista, ao
contrario do monismo do psicologismo e do platonismo.

A versao formalista do instrumentalismo pareceria ser a solugao
facil para as questdes levantadas neste capitulo: todos os sistemas
sdo igualmente aceitaveis como légicas, a escolha entre eles seria
completamente indiferente. Mas se a escolha ¢ indiferente, se ndo
hd uma légica correta mesmo, se a escolha ¢ arbitrdria, ndo nos
arriscamos a cair numa antilégica? Digamos que tivéssemos uma
légica segundo a qual o seguinte padrao de inferéncia fosse valido:

PEpPAG.

Sera que diriamos que tal sistema formal é mesmo uma ldgica?
Intuitivamente, parece ndo podermos aceitar que, da verdade de p,
possamos inferir a verdade de p A g. Mas isso, claro, ja nos coloca
outra vez na posi¢ao de presumir que padrdes de inferéncia devem
pelo menos preservar a verdade e que ha uma nocao extrassiste-
matica da validade de argumentos.

Como vocé vé, ha muitas questdes interessantes — e muito mais
do que o que tratamos aqui — mas ndo temos, ainda, uma resposta
definitiva para elas.
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LEITURAS RECOMENDADAS

Para questoes filosoficas sobre a logica, um 6timo texto em
portugués ¢ o livro Filosofia das logicas, de Susan Haack (ver
2002), particularmente o Capitulo 12.

Vocé ainda pode ler com proveito a obra Filosofia da légica
de W. Quine (ver 1972).

Em inglés, o Capitulo 4 de Rescher, 1969, também discute
tais questoes.

E ha um 6timo livro, bem recente, de J. P. Burgess (2009) so-
bre sistemas de 16gica nao classica.

REFLITA SOBRE

O que caracteriza um sistema formal como uma légica?
Faz sentido falar da corre¢do de uma légica?

Se ha uma ideia de corregdo logica, pode haver mais de uma
légica correta?

Como poderiamos saber se uma logica, afinal, é correta?

Como evitar um relativismo total no que diz respeito aos sis-
temas de logica?
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Capitulo 1

pagina 27:

linha 2: ondeselé: paratodaV ET
leia-se: paratoda V talque VET

Capitulo 2

pagina 52:

linha 21: onde selé: suanegacdo, —-Gp
leia-se: sua negacao, ~G—p

pagina 66:

linha 28: ondeselé: paratodot’ €T talquet <t'eV(a,t’)=V;
leia-se: paratodo t’' € T talque t < t’, V(a,t') = V;

linha 30: ondeselé: paratodot' €T talquet' <teV(a,t')=V.
leia-se: paratodo t’ € T tal que t' < t, V(a,t’) = V.



pagina 68:

pendltima linha: ondeselé: paratodot' €T talquet <t'eV(a,t’)=V.

leia-se: paratodo t' € T talque t < t/, V(a,t") = V.
pagina 69:
linha 12: ondeselé: paratodot' €T talquet' <teV(a,t')=V.
leia-se: paratodo t’' € T tal que t' < t, V(a,t’) = V.
pagina 72:
linha 12: ondeselé: 1) P(pAq) < (PpAPq)
leia-se: D) P(p ~nq) —» (Pp A Pq)
pagina 86:
linha 3: ondeselé: (G(pvq)rG(pvGq)AG(Gpvq))—(GpvGq)
leia-se: (PpAPq)— (P(p~rq)vP(pAPq)vP(Ppnrq))

Capitulo 3

pagina 94:

linha 6: ondeselé: (a—-f)e(f—-a)
leia-se: (a =)= (B —-—a)

pagina 98:

a tabela da negacdo nas linhas 2-4 estd incorreta. A tabela correta é:

\)
F

< 7

pagina 100:

a tabela da disjuncdo nas linhas 16-19 estd incorreta. A tabela correta é:

viv 1 F
Viv v v
v 1o
FIV I F



pagina 103:

ha um erro na tabela para p v q e =p — q (que estd nas linhas 23-32). A tabela correta é:

blg|—pP|pvq|—P—4g
V|V]| F \' \")
N VA I \' \")
F|V|V \' \")
Vil F \'% \%
1] | | \")
F|Il |V | |
V|F| F \' \")
I F | | | |
F|F| V F F

pagina 105:

linha 24: ondeselé: F; p—gq
leia-se: Fi,p—>p

linha 25: ondeselé: pv—g
leia-se: pv-p

pagina 106:

linha5: ondeselé: pv—q
leia-se: pv-—p

linha 9: ondeselé: —p—p
leia-se: —-p —>q

linha 19: ondeselé: ((p—-p)—p)—p
leia-se: (p->q@)—p)-p
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a tabela da conjuncao (da légica de Kleene) nas linhas 8-11 estd incorreta. A tabela correta
é:

m-<|>
n-<K (<
M . m T

T == == -
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a tabela da negacdo externa = nas linhas 9-10 estd incorreta. A tabela correta é:

\)
|
F

< < 7|

linha 16: onde se l1é: quanto a V= sdo
leia-se: quanto a ¥ = a sao

Capitulo 4

pagina 122:

linha 21: onde se 1é: de um triangulos
leia-se: de um tridngulo

pagina 126:

linha 23: ondeselé: paA—p
leia-se: pv-p

Referéncias

pagina 136:

linha 5: onde se 1é: Time and modality
leia-se: Time and modality



