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Resumo

Problemas inversos formam uma classe de problemas matematicos que possuem varias
aplicagoes de relevancia pratica. Sendo um problema inverso frequentemente caracterizado
como um problema mal-posto, métodos de regularizagao sao necessarios para calcular
solucoes numericamente. Este trabalho se dedica ao estudo de um método iterativo que visa
obter solugoes de problemas mal-postos formulados por operadores lineares que atuam entre
espacos de Banach. Trata-se de um método do tipo Tikhonov iterado nao-estacionario
com o termo de penalizacao sendo a distancia de Bregman induzida por uma funcao
uniformemente convexa. A escolha dos parametros de regularizacao é feita a posteriori
e a estratégia adotada para o calculo dos multiplicadores de Lagrange gera o chamado
método das projegoes relaxadas. Para a formulagao do algoritmo sao usadas técnicas de
otimizacao e analise convexa em espacos de Banach. O estudo trata de uma analise tedrica,
onde se discute as propriedades de convergéncia, estabilidade e regularizacao das solugoes

computadas pelo método proposto.

Palavras-chave: Problemas mal-postos. Métodos de regularizagao. Otimizacao convexa.

Distancias de Bregman. Geometria dos espagos de Banach.



Abstract

Inverse problems are a class of mathematical problems that have several applications of
practical relevance. Due to the fact that an inverse problem often leads to an ill-posed
problem, regularization methods are needed in order to compute solutions numerically.
This work is dedicated to the study of an iterative method that aims to obtain solutions
for ill-posed problems formulated by linear operators acting between Banach spaces. It is
a nonstationary iterated Tikhonov-type method with the penalty term being the Bregman
distance induced by a uniformly convex function. The choice of regularization parameters is
made a posteriori, and the strategy adopted to compute the Lagrange multipliers generates
the so-called range relaxed method. The algorithm is defined employing optimization and
convex analysis techniques in Banach spaces. The study deals with a theoretical analysis,
where the properties of convergence, stability, and regularization of the solutions computed

by the proposed method are discussed.

Keywords: Ill-posed problems. Regularization methods. Convex optimization. Bregman

distances. Geometry of Banach spaces.
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1 Introducao

Na literatura sobre problemas inversos e mal-postos é mais frequente nos depararmos
com métodos de solugdo para problemas definidos em espacos de Hilbert, enquanto que os
definidos em espagos de Banach mais gerais ainda ocupam um menor espago. A andlise
de convergéncia de algoritmos definidos em espacos de Banach geralmente é muito mais
complicada do que as realizadas em espacos de Hilbert. Porém, como recompensa, muitas
informagdes sobre a solucao do problema inverso, como caracteristicas de esparsamento e
de descontinuidade, podem ser mais facilmente incorporadas ao problema. Como resultado,
algoritmos definidos em espacos de Banach frequentemente recuperam solugbes mais

apropriadas e sao a estrutura correta para a modelagem de muitas aplicagoes.

O fato de que um problema inverso ser geralmente mal-posto nos leva a adotarmos
métodos de regularizacao, que sao estratégias que transformam um problema mal-posto em
uma familia de problemas bem-postos indexados pelo chamado parametro de regularizagao.
Uma das principais questoes é como construir uma escolha deste parametro de modo que
gere um método de regularizagao eficiente. No caso de problemas lineares em espagos de
Hilbert, métodos de regularizagao sao usualmente construidos aproximando a pseudo-
inversa AT (do operador linear A) por uma familia de solugdes regularizadas da forma
149 = g,(A*A) A*y°. Isto é realizado usando a familia espectral associada ao operador
A*A e no caso mais particular em que o operador A é também compacto, usamos a
decomposi¢ao em valores singulares. O mesmo procedimento nao pode ser aplicado para
espagos de Banach mais gerais, uma vez que nao temos disponivel o operador A* A, pois

se A: X — Y entao A*: Y* — X* atua nos espacos duais.

A auséncia de um produto interno em um espago de Banach (que nao seja Hilbert)
gera uma série de dificuldades, pois o conceito de produto interno torna espagos de Hilbert
proprios para varios resultados que, em suas esséncias, sao geométricos. Para superar tais
dificuldades, introduzimos novos conceitos como os de operador de dualidade e distancia de
Bregman. Além disso, vemos que alguns espagos de Banach possuem melhores propriedades
geométricas do que outros. Entramos assim no estudo da geometria dos espagos de Banach.
Tudo isso possui grande intersecao com a area de andlise convexa, sendo esta a razao para

incluirmos um longo capitulo discutindo tépicos relacionados.

O ponto principal deste trabalho é a apresentagdo de um método do tipo Tikhonov
iterado nao-estacionario com escolha a posteriori dos parametros de regularizacao para
solucao de problemas lineares mal-postos em espacos de Banach. Este documento esta

organizado da seguinte forma:
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o Nas subsecoes deste capitulo introdutoério discutimos brevemente alguns dos principais
conceitos relacionados a teoria dos problemas inversos e apresentamos os métodos

do tipo Tikhonov.

o No segundo capitulo apresentamos uma série de pré-requisitos necessarios para uma

boa compreensao do algoritmo, em geral sobre analise convexa.

o No terceiro capitulo definimos o método iterativo e demonstramos os resultados
necessarios para concluirmos que de fato obtemos uma estratégia de regularizacao

para o problema inverso considerado.

o Por fim, reunimos alguns resultados sobre a teoria de regularizagao em espagos de
Hilbert no Apéndice A, enquanto que no restante do texto damos enfoque em espacos
de Banach mais gerais. J4 o Apéndice B trata de alguns topicos de andlise funcional

utilizados neste trabalho.

1.1 Problemas Inversos e Problemas Mal-Postos

Grande parte do nosso conhecimento sobre o interior da Terra é baseado em
interpretacoes de medicoes feitas na superficie, pois é improvavel que uma amostra direta
do material no interior de nosso planeta esteja disponivel. Normalmente, aproximamos
a verdadeira geologia por um modelo tedrico e tentamos determinar os parametros do
modelo a partir dos dados coletados. Problemas inversos surgem de situagoes como essa,

em que ¢é necessario interpretar medic¢oes indiretas.

Quando fazemos a modelagem matematica de um fendémeno natural, frequentemente
nos deparamos com o fato que tal fenémeno é governado por um sistema do tipo F(x) =y,
onde o operador F é conhecido (no entanto, geralmente depende de certos pardmetros) e
descreve as caracteristicas do problema estudado. No problema direto, conhecemos = e
nosso objetivo é avaliar o operador F neste ponto. Ja no problema inverso, conhecemos y
e procuramos por alguma solu¢do x do sistema F(x) = y. Neste sentido, um problema
inverso pode ser associado com o problema de identificar a causa (entrada x do sistema)

de um fenémeno natural, observando-se os efeitos (saida y do sistema) por ele produzido.

Problemas inversos sao dificeis de serem resolvidos pois geralmente levam a
problemas mal-postos. Hadamard (1902) introduziu o conceito de um problema bem-posto
e, embora sua motivagao tenha surgido durante seus estudos sobre equacoes diferenciais
parciais, este conceito ¢ abrangente e aplicavel em diferentes contextos. Dizemos que um
problema matemético é bem-posto (no sentido de Hadamard) se este possuir as seguintes

propriedades:
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H1 Existéncia: Para todos os dados admissiveis, existe alguma solucao.
H2 Unicidade: Para todos os dados admissiveis, existe apenas uma solugao.

H3 Estabilidade: A solucao depende continuamente dos dados do problema.

Contudo, estas afirmacoes nao sao matematicamente precisas. Para dar um significado
concreto, precisamos dizer quais dados sao considerados admissiveis, o que aceitamos como
solucao do problema e qual a topologia usada para verificar a continuidade. Em principio,
sempre conseguimos classificar um problema como bem-posto se criarmos artificialmente
tais conceitos. Ao fazermos isso, no entanto, é muito provavel que vamos estar criando
um modelo sem interesse pratico. Logo, o conjunto de dados, o conceito de solucao e a

topologia escolhida devem estar de acordo com as caracteristicas do problema estudado.

A razao para se exigir (H1) e (H2) é bastante clara: apenas evita trabalharmos
com um problema que nao possui solucao alguma ou que possui varias solugoes. Ja a
condigao (H3) é motivada pelo fato de que em situagoes praticas nao dispomos de dados
exatos e, portanto, é desejavel que pequenos erros na medi¢ao dos dados provoquem uma
pequena mudanca na solucao do problema. Matematicamente, se um problema nao possui
solugdo, pode-se alterar o conceito de solu¢ao para ampliar o conjunto solucao (solugdes
fracas para equagoes diferenciais e solugoes de minimos quadrados para sistemas lineares
sao exemplos tipicos). Se um problema tiver mais de uma solugao, entdo informagoes a
priori sobre a solu¢ao podem ser inseridas no modelo para impor unicidade (por exemplo,
condi¢Oes iniciais para equagoes diferenciais e solu¢ao de norma minima para sistemas
lineares). Entre as trés condi¢oes de Hadamard, a violacdo da terceira é a mais dificil de
se lidar. Nesse caso, um fator arbitrariamente grande pode amplificar os inevitaveis erros
de medicao e arredondamento, inutilizando a solucao aproximada calculada. Métodos
numéricos que podem resolver problemas que carecem de estabilidade sao os chamados

métodos de regularizacao.

Um sistema F(x) = y esta bem-definido quando o operador F: D(F) C X — Y,
bem como seu dominio de definigdo D(F) e os espagos X e Y sdo conhecidos. Para o
problema inverso associado ao sistema F(z) =y, ¢ natural considerar Y como o conjunto
de dados e, para cada y € Y, o conjunto solu¢ao dado por {z € D(F) | F(x) = y}. Neste
contexto, existéncia e unicidade de solugoes estao relacionadas com propriedades algébricas
do operador F . Se este for sobrejetivo, entao para cada y € Y temos garantia de ao menos
uma solucao. Por outro lado, se F for injetivo, entdo temos que se uma solugao existir, serd
unica. Combinando estes dois fatos, precisamos que F seja bijetor para que o problema
inverso seja bem-posto. Note ainda que, adotando estes conceitos de dados admissiveis e de
solugao, ao modelarmos o problema o espaco Y deve incorporar caracteristicas dos dados
(como por exemplo, exigir que os elementos de Y sejam fungoes continuas), enquanto

que X deve incorporar caracteristicas desejaveis da solugao procurada. Por fim, temos
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garantia da estabilidade se tivermos a continuidade do operador inverso F ~'. No entanto,
para falarmos de continuidade precisamos equipar os espagos com topologias. Aqui, vamos

considerar que X e Y sao espagos normados.

Definigao 1.1. Sejam X e Y espacos normados e F: D(F) C X — Y um operador.

Dizemos que o sistema F(x) = y é bem-posto se as seguintes propriedades forem satisfeitas:

P1 F ! existe. Assim, para cada y € Y o sistema F(r) = y admite uma tnica solucao.

P2 F~! ¢ continuo. Assim, a tnica solugdo z = F ~!(y) € D(F) do sistema F(x) =y

depende continuamente de y € Y.

Se ao menos uma das propriedades for violada, o sistema é chamado de mal-posto.

Convencao 1.2. Neste trabalho, somente serdao considerados espacos vetoriais reais ou
complexos. Se o contrario nao for explicitamente mencionado, sempre considere que um

dado espaco vetorial é real.
|

Este trabalho se concentrara em problemas onde o operador envolvido ¢ linear.

Vamos adotar uma pratica comum e denotar operadores lineares por A: X — Y.

As condigoes (P1) e (P2) nio sdo independentes. E evidente que s6 faz sentido
verificar (P2) uma vez que (P1) for satisfeita. Além disso, se X e Y forem espagos de
Banach e A: X — Y for linear e continuo, entdo (P2) nao precisa ser verificada, uma

vez que segue de (P1) pelo Teorema da Aplicacao Aberta (veja Kesavan (2009, p. 106)).

1.2 Métodos de Tikhonov

Sem grande rigor, vamos apresentar os métodos de Tikhonov. Para maiores detalhes,
veja Engl, Hanke e Neubauer (1996) e Schuster et al. (2012). Sejam X e Y espagos de

Banach e A € B(X,Y). Suponha que queremos resolver o problema inverso:
Ar=y,lly-y’[ <o

onde y € R(A) é o vetor exato e 6 > 0 é o nivel de ruidos. Para simplificar, assumimos
que existe um tnico ' tal que Azt = y. Caso o sistema linear 4 x = y seja mal-posto,

pode existir uma sequéncia (zy) satisfazendo:
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Azy —y e |z — 00 quando k — oo

Isso significa que mesmo que o valor do residuo || Az — y|| seja muito pequeno, temos
k )

que z;, pode estar arbitrariamente distante da solucdo =T procurada. Uma maneira de

contornar este problema é penalizar a norma do vetor. Assim, para a > 0 definimos o

funcional de Tikhonov:
s 1 sp2 . @ 2
Tia) = 5 Az~ 712 + 5 o] (11)
O pardmetro o > 0 é chamado de pardametro de regularizacdo. Agora, tomamos:
£%° = arg min {Tg(:v) ‘ x € X}

como uma aproximacdo da solucdao x' do problema inverso. Métodos que seguem este
procedimento sao chamados de métodos de Tikhonov de um passo, pois o minimizador
x4 de T? é imediatamente aceito como uma aproximacio para z'. Por outro lado,
temos também os chamados métodos de Tikhonov iterado. Estes sao caracterizados por
sucessivamente minimizar funcionais para construir uma sequéncia (xi) para aproximar a

solugao. Escolhemos um chute inicial 2§ e definimos:
1 (693
T3, (1) = 5 Mz — 7)1 + S o — o)

bem como:

zp., = argmin {Tgk(x) ‘ x € X}

A iteragao deve continuar até que um determinado critério de parada for satisfeito.

A escolha da sequéncia («y,) é de grande importéncia para um bom desempenho e
convergéncia dos métodos de Tikhonov iterado. Como escolhas a priori podemos citar
a sequéncia constante aj = « (método Tikhonov iterado estacionario) e a sequéncia
geométrica ay, = apn® (método Tikhonov iterado geométrico), onde n € (0,1) . J& para

uma escolha a posteriori podemos computar oy de forma que z? 1 satisfaca:
L= o+7llAzy =yl < Az =yl < A =n)é+nllAzg —y°| (1.2)
onde 0 < 77 < 7 < 1 s@o constantes pré-fixadas. Métodos onde ay, é calculado visando obter

(1.2) sdo denominados de métodos com projecoes relaxadas. Serd esta a abordagem que

vamos utilizar para a definicao do método iterativo apresentado no terceiro capitulo.
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Em (1.1) temos a forma mais classica do funcional de Tikhonov. Em uma formulacao

mais abrangente, fixamos r > 1 e definimos:
é 1 S|
Ta(@) =~ Az —y°l" + a ¥(z) (1.3)

onde o termo de penalizacdo é caracterizado por uma funcao convexa nao-negativa V.
A escolha de W(z) = /2 ||z||* pode ser adequada em espacos de Hilbert, mas em geral
nao apresenta as propriedades necessarias para o estudo de métodos definidos em espagos
de Banach. Por fim, observamos que através de uma mudanga de variavel (1.3) pode ser

escrita como:

A
@) =~z = y||" + ()

com o multiplicador de Lagrange A\ = 1/a > 0 cumprindo o papel do pardmetro de

regularizacao.



2 Analise Convexa

No proximo capitulo serd apresentado um método iterativo para solucao de
problemas lineares mal-postos em espagos de Banach. Para mostrar que a iteragao
estd bem-definida, bem como propriedades de convergéncia, estabilidade e regularizacao,
serd necessario o uso de técnicas de analise convexa. KEste capitulo tem como objetivo

apresentar o material essencial para uma boa compreensao do algoritmo que sera definido.

2.1 Fundamentos

Seja X um espago normado. Estaremos estudando func¢oes definidas em X e
tomando valores no conjunto dos nimeros reais estendidos R Lof [—00,00]. Para uma
fungao F': X — R, definimos o seu dominio efetivo, denotado por dom (F'), como sendo

o conjunto:

dom (F) = {z € X | F(x) < o0}

Usamos a notacdo F = « para indicar que F é a funcdo constante o € R. Observe que

dom (F’) é vazio se, e somente se, F' = 0o.

Dizemos que F': X — R é conveza se F' = oo ou se satisfaz a seguinte propriedade:

Para quaisquer z,y € dom (F) e A € (0,1), temos que:
F(1=Nz+Ay) <(1—=NF(z)+ AF(y) (2.1)

Note que se F' é uma fungao convexa, entdo dom (F') é um conjunto convexo. Além disso,

dizemos que F' é concava se — F' é convexa.

Para r € R, o conjunto de nivel de F': X — R na altura r ¢ definido por:

Np(r) € {zeX|Fx)<r}

Note que se F' é convexa, entao para todo r € R temos que N (r) é um conjunto convexo.

Suponha que estamos interessados em encontrar pontos de minimo (globais) para
F: X — R. Se F atinge o valor — 0o, entdo este problema de minimizacdo ¢ trivial, pois
possui uma resposta imediata: Qualquer T € X tal que F(Z) = — oo é um minimizador.
Um outro caso patolégico é minimizar a funcao F' = oco. Portanto, dizemos que F' é

propria para minimizacdo se F nunca atinge o valor —oo e se F' # oo. Similarmente,
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dizemos que F' é propria para mazximizagdo se F' nunca atinge o valor oo e se F' # — 0.
Vamos nos concentrar em estudar fungdes convexas, para as quais associamos um problema
de minimiza¢ao. Logo, vamos abreviar e dizer simplesmente que F' é propria para indicar
que F' é propria para minimizagao. Para fungoes proprias vamos restringir o contradominio

def

para o conjunto R, = (—00,00].

Seja F': X — R, uma funcao propria. Dizemos que F' é estritamente convexa
se satisfaz a seguinte propriedade: Para quaisquer z,y € dom (F) distintos e A € (0, 1),
temos que é vélida a desigualdade estrita em (2.1). Observe que o conceito de estritamente
convexa s6 fica bem definido para funcoes proprias. De fato, naturalmente queremos
excluir o caso F' = oo, pois nenhuma funcao constante deve ser considerada estritamente
convexa. Por outro lado, F' nao pode atingir o valor — oo, pois caso contrario o lado

direito de (2.1) pode ser — oo e, portanto, é impossivel valer a desigualde estrita.

Para S C X, definimos sua func¢do indicadora Is: X — R, por:

7 (x)d_ef 0 se z€S8
g oo se T ¢S

Note que a func¢ao indicadora I g é propria e convexa se, e somente se, S é um conjunto

nao-vazio e convexo.

Definimos o epigrafo de F': X — R, denotado por epi (F), como sendo o conjunto:
epi (F) & {(m,r) e X xR ‘ F(z) < r}

Note que (z, F(x)) € epi (F) se, e somente se, F'(x) é um ntmero finito.

Proposigao 2.1. Uma funcio F': X — R é convexa se, e somente se, epi(F) é um

conjunto convexo em X X R.
Prova: Veja Bauschke e Combettes (2011, p. 139).

Proposigdo 2.2. Se {F;: X — R | i € I} ¢ uma familia de fungoes convexas, entio a

fungdo F: X — R definida por F(x) = sup {F;(z) | i € Z} também é convexa.

Prova: Veja Bauschke e Combettes (2011, p. 143).
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2.2 Funcdes Semicontinuas Inferiormente

Aqui apresentamos um conceito muito utilizado para obtencao de resultados de

minimizacao de uma funcio F: X — R.

Definicdo 2.3. Sejam X um espaco topolégico e F': X — R uma funcdo. Dizemos que
F é semicontinua inferiormente (sci) em um ponto xy € X se F(z9) = — 0o ou se para

todo r € R satisfazendo r < F'(xy), existe uma vizinhanga U C X de z, tal que:

VeeU,r < F(x)

Dizemos que F' é sci se F' é sci em todo ponto xg € X. Ainda, dizemos que F' é semicontinua

superiormente (scs) [em xg] se — F é sci [em xg).

Teorema 2.4. Sejam X um espaco topoldgico e F': X — R uma funcido. Entao, as

seguintes afirmacoes sao equivalentes:

I. F' é semicontinua inferiormente.
II. Vr € R, o conjunto de nivel Ng (r) é fechado em X.

III. epi(F') é fechado em X X R.

Prova:

(I) = (III) Vamos mostrar que (epi (F))“ é aberto. Caso (epi(F))“ = @, o resultado segue.
Do contrario, tome (xg,r9) € (epi(F))°. Observe que rq < F(zg) e, portanto, podemos
tomar s € R satisfazendo ry < s < F(xp). Sendo F' sci em zg, existe uma vizinhanga
U C X de xj tal que para todo x € U, temos s < F(z). Portanto, U X (— o0, s) é uma
vizinhanga de (g, ro) que estd contida em (epi (F)))“. Logo, todo ponto (zg, ro) € (epi (F))*

¢é ponto interior.

(III) = (II) Para r € R, considere a fun¢ao G,: X — X X R dada por G, (z) = (z,r).
Note que G, é continua e que Ng (1) X {r} =epi(F)N (X X {r}). Sendo epi (F') fechado,
temos que Np (r) X {r} é fechado em X X R. Assim, Np(r) = GV (Np(r) X {r}) é
fechado em X.

(IT) = (I) Seja zp € X qualquer. Vamos mostrar que F' é sci em xy. Caso F(z9) = —00, 0
resultado segue. Do contrario, tome r € R satisfazendo r < F(zg). Assim, zg € (Np (1)) °

e como (Np (r)) é aberto, x é ponto interior. Logo, existe uma vizinhanga U C X de zg
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tal que U C (Ng (r))°. Ou seja, para todo z € U, temos r < F(z). Portanto, F' é sci em

xo. Como xy € X é arbitrario, F' é sci.

Além dessa definicdo topoldgica de semicontinuidade inferior, frequentemente

usamos a definicao sequencial.

Defini¢do 2.5. Sejam X um espaco topolégico e F': X — R uma funcdo. Dizemos
que F' é sequencialmente semicontinua inferiormente (sequencialmente sci) em um ponto

xo € X se para toda sequéncia (x,)2°; C X tal que z,, — ¢, temos que:
F(zg) < 1}{210%13 F(z,)

Dizemos que F é sequencialmente sci se F' é sequencialmente sci em todo ponto xy € X.
|

A topologia de um espaco topoldgico arbitrario nao é necessariamente caracterizada
por sequéncias. Logo, os conceitos apresentados nas Definigoes 2.3 e 2.5 sdo distintos, mas
coincidem, por exemplo, se estamos trabalhando com um espago métrico. Em geral, a
definicdo topolégica implica a definicio sequencial. De fato, suponha que F: X — R é

sci em zp € X. Seja (x,)2, C X tal que z,, — xp. Queremos mostrar que F(zg) <7,

n

onde r = liminf,, , , F(z,). Suponha, por absurdo, que r < F(xy). Neste caso, tome
s € R satisfazendo r < s < F(zg). Como F ¢é sci em zg, existe uma vizinhanga U C X de
xg tal que para todo x € U, temos s < F(z). Como z, — ¢, existe um indice ng > 1

tal que se n > ng, entao x,, € U. Disto, obtemos:

sup inf F(z,)=7r<s< inf F(z,)
k>1n>k n>ngp

que resultada em uma contradigao. Logo, F'(xy) < r = liminf, ., F(z,) e, portanto, F

é sequencialmente sci em zy € X.

Teorema 2.6. Sejam X um espaco topoldgico e F: X — R uma funcdo. Entdo, as

seguintes afirmacoes sao equivalentes:

[. F é sequencialmente semicontinua inferiormente.
II. Vr € R, o conjunto de nivel N (r) é sequencialmente fechado em X.

III. epi(F') é sequencialmente fechado em X X R.
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Prova:

(I) = (III) Seja (xp,7n)0_; C epi(F) tal que (x,,7,) — (z,7) € X X R. Queremos

mostrar que (z,r) € epi (F'). Note que z,, — x e r,, — r. Ainda, temos F(z,) < r,,

para todo n > 1. Como F' é sequencialmente sci em x, obtemos:
F(z) < l%rr_1>101<13fF(q:n) < liminfr, =7

Logo, segue que (x,r) € epi (F).

(ITI) = (II) Sejam r € Re (x,)5°, € N (r) tal que z,, — = € X. Queremos mostrar

que x € Ng (r). Note que (x,,r)°_; C epi (F) satisfaz (z,,7) — (z,r) € X X R. Como

n=1

epi (F) é sequencialmente fechado, temos (z,r) € epi (F'). Logo, segue que z € Np (7).

(I) = (I) Sejam zg € X e (z,)5°.; € X tal que z,, — xy. Queremos mostrar que
F(z¢) <r,onder = liminf, , ., F(z,). Casor = co, entdo a desigualdade é imediata. Do
contrario, tome s € R satisfazendo r < s. Agora, podemos extrair uma subsequéncia (z,, )
de (z,) tal que limy_, o F'(z,,) = r. Portanto, para k > 1 suficientemente grande, temos
Zn, € Np(s). Como x,, —> o e o conjunto Np (s) é sequencialmente fechado, segue
que xg € Np (s), ou seja, F(xg) < s. Como s € R tal que r < s é arbitrario, obtemos que
F(z9) <r =liminf, , . F(x,). Logo, F' é sequencialmente sci em xy. Como zy € X é

arbitrario, temos que F' é sequencialmente sci.

Vamos nos concentrar no caso em que X é um espaco de Banach. Para uma funcao
F: X — R, podemos aplicar a Definicao 2.3 tanto para a topologia forte, quanto para
a topologia fraca (veja Apéndice B.3 para detalhes). Quando consideramos a topologia
forte, vamos usar a mesma nomenclatura e denominar F' semicontinua inferiormente. J&
para a topologia fraca, vamos denominar F' fracamente semicontinua inferiormente. No

caso em que F' é uma fungdo convexa, temos um importante resultado:

Teorema 2.7. Sejam X um espaco de Banach e F': X — R uma funcdo convexa. Entdo,

as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

[. F é sequencialmente fracamente semicontinua inferiormente.
II. F é sequencialmente semicontinua inferiormente.
[TI. F' é semicontinua inferiormente.

IV. F é fracamente semicontinua inferiormente.
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Prova:

Seja r € R qualquer. Usando os Teoremas 2.4 e 2.6, podemos traduzir todas as afirmacoes
em termos do conjunto de nivel Ng (r). Como F' é convexa, N (r) é convexo. O resultado

entao segue do Corolario B.26.

Proposigao 2.8. Se {F;: X — R |i € Z} é uma familia de fungdes sci, entdo a funcio
F: X — R definida por F(z) = sup {F;(x) | i € Z} também ¢é sci.

Prova: Veja Bauschke e Combettes (2011, p. 13).

Para um espacgo normado X, definimos o conjunto:

IO {F: X — R | F é convexa e sci}

Proposigao 2.9. Sejam X um espago normado e F' € T' (X). Se existir g € X tal que
F(z9) = — 00, entdo F nunca assume um valor finito. Ou seja, para todo z € X, temos
que F(z) € {— 00, 00}.

Prova: Veja Bauschke e Combettes (2011, p. 158).

Logo, fungoes F' € I' (X)) que atingem — oo nado sao interessantes. Por conta disso,

definimos o conjunto:
def , ;. .
Iy (X) = {F: X — R | F é propria, convexa e SCl}

As fungbes do conjunto I'g (X') desempenham papel importante na teoria de otimizagao.
Na préxima secao, mostramos a existéncia de solugao para um problema de minimizacao

envolvendo uma funcao F € Ty (X).

2.3 Existéncia de Solucdo para um Problema de Minimizacao

Seja X um espaco de Banach. Para I': X — R, prépria e S C X nao-vazio,

estamos interessados em resolver o seguinte problema de minimizacao:
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minimizar: F(z)
(P)

sujeitoa: x €S

Uma solugdo para o problema (P) é qualquer ponto Z € S tal que:
F(#) =infs F < inf{F(z) |z € S}
Quando F' for uma funcao convexa e S C X for um subconjunto convexo, dizemos que o

problema (P) é convezo.

Proposicao 2.10. Se o problema (P) é convexo, entdao seu conjunto solu¢do é convexo.
Prova:

Se o conjunto solucao for vazio, o resultado segue. Do contrério, sejam Z1, T € S solugdes

do problema (P). Para A € (0,1) qualquer, obtemos:
F((1=XN)Z1+ M%) < (1= X)) F(Z1) + A\F(Z) = infg F (2.2)

Como S é convexo, segue que (1 —\)Z1 + ATy € S. A definigao de infg F' e a desigualdade
(2.2) implicam que F((1—\)Z;+AZy) = infg F. Logo, obtemos que a combinagao convexa

(1 —)X)Z; + ATy também é uma solugao.

Teorema 2.11. Suponha que:

[. X é um espaco de Banach reflexivo.
II. S € X é um subconjunto nao-vazio, convexo e fechado.
III. F: X — Ry étalque F € Iy (X) edom (F)NS # 2.

IV. Vr € R, o conjunto Ng (r) NS é limitado.
Sob tais hipdteses, temos que infg F' é finito e o problema (P) admite solucao.

Prova:

Como dom (F) NS # @, existe um ponto xy € S tal que F(zy) < co. Portanto, infg F
ou ¢é finito ou infg F' = —oo. Tome r € R tal que F(z() < r e seja (x,) uma sequéncia

minimizadora para o problema (P), isto é, uma sequéncia (x,)°_, C S satisfazendo:
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F(x,) —infs F <r

Para n > 1 suficientemente grande, temos F'(z,) < r. Logo, eventualmente temos que
x, € Np(r)NS. Portanto, a sequéncia (z,) é limitada. Sendo X espaco de Banach
reflexivo, segue da Proposi¢ao B.23 que (z,) admite uma subsequéncia que converge
fracamente. Assim, seja (r,,) uma subsequéncia tal que x,, — 7 € X. Como S ¢é
convexo e fechado, pelo Corolario B.26 temos que ¥ € S. Como F' é convexa e sci, pelo

Teorema 2.7 obtemos que:
F(z) < likm inf F(z,,)=infg F
— 00

Portanto, segue que F(Z) = infg F' é finito e que Z € S é uma solu¢ao do problema (P).

Observagao 2.12. No Teorema 2.11, podemos substituir a hipétese (IV) por uma das

seguintes alternativas:

o (IV.A) S é limitado.

o (IV.B) F é coerciva em S, isto é, para qualquer sequéncia (z,)%°_; C S satisfazendo

|z || — oo, temos F(z,) — 0.

Corolario 2.13. Suponha as mesmas hipoteses do Teorema 2.11 e, adicionalmente,
suponha que F' ¢é estritamente convexa. Neste caso, a solu¢ao do problema (P) garantida

pelo Teorema 2.11 é tnica.
Prova:

Suponha, por absurdo, que existam 7y, Zo € S solugoes distintas do problema (P). Da

Proposicao 2.10, obtemos:

) = inst

o pen e P
infs F = F () < (@) + F (&,

2 2

que claramente é uma contradi¢do. Portanto, a solucao é tnica.
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2.4 Continuidade de Funcdes Convexas

Se X é um espaco normado de dimensao infinita, entdo existe um funcional linear
g: X — R descontinuo. Sendo ¢ linear, em particular é convexo. Assim, fungoes convexas
nao sao necessariamente continuas. Porém, como mostraremos nesta se¢ao, sob algumas
condic¢bes razoaveis temos que uma fungao convexa é continua no interior de seu dominio

efetivo.
Teorema 2.14. Sejam X um espago normado e F: X — R, uma fungao propria e
convexa. Para zy € dom (F'), as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
I. F é Lipschitz-continua em uma vizinhanca de z.
II. F' é continua em =z .
III. F ¢ limitada em uma vizinhanca de xq.

IV. F ¢ limitada superiormente em uma vizinhanca de x.

Prova: Veja Borwein e Vanderwerff (2010, p. 128).

2

Ressaltamos que o Teorema 2.14 ¢é falso se trocarmos “limitada superiormente
por “limitada inferiormente ”. De fato, considere o caso em que X é de dimensao infinita

e F(z) = |g(x)| para algum funcional linear g: X — R descontinuo.

Proposicao 2.15. Sejam X um espaco normado e F': X — R, uma func¢ao propria
e convexa. Se F' é continua em algum ponto xy € dom (F'), entdo x¢ € int(dom (F)) e
F é continua em todo o interior de dom (F'). Além disso, para cada r € R satisfazendo

F(z9) < r temos que (xq,r) € int (epi (F)).
Prova:

Como F' ¢é continua em zy € dom (F'), entdo do Teorema 2.14 F' ¢ limitada superiormente
em uma vizinhanga de xy. Sejam Ky € R e Uy C X vizinhanca de zg tais que F(z) < Ky,
para todo z € Uy. Portanto, vemos que Uy C dom (F') e zg € int(dom (F')) # @. Seja

T € int(dom (F')) qualquer. Tome § > 0 suficientemente pequeno tal que:

2 ¥ 40T —m) = (L+6)T —d o € dom (F)

Considere A & (1+6) 1 € (0,1) e note que = (1—A) 2o+ z. Logo, U & (1=\) Up+ A =

¢ uma vizinhanca de T. Vamos mostrar que F' é limitada superiormente em U e concluir
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que F' é continua em 7. Ainda, como T € int(dom (F')) foi arbitrario, vamos obter que F'

é continua em int (dom (F')). Para y € Uy obtemos:
F((1=Ny+A2) (1= NF(y) +A\F(z) < (1= N Ko+ AF(z) € K

Ou seja, para todo x € U, temos F(z) < K < oo. Por fim, seja r € R tal que F(xg) < r.
Tome s € (F(xg),r). Da continuidade de F' em zy, existe uma vizinhanga V C X de =
tal que F(z) < s, para todo = € V. Assim, (x¢,7) € V X (s,00) C epi (F') e, portanto,
(xg,7) € int (epi (F)).

Usando a Proposigao 2.15, para podermos afirmar que F' é continua em int (dom (F')),
precisamos antes encontrar um ponto de continuidade. Esta etapa pode ser removida caso

o espaco X seja completo. Um resultado preliminar é quando X é de dimensao finita.

Proposicao 2.16. Sejam X um espago de dimensao finita e F': X — R, uma funcao

prépria e convexa. Entao, F' é continua em int (dom (F)).
Prova:

Suponha dim X = N e seja (e;)?_, uma base para X. Seja xq € int (dom (F)). Através de
uma translacdo adequada, vamos assumir que o = 0. Como a origem é ponto interior
de dom (F'), para r > 0 suficientemente pequeno temos que re; € dom (F') para todo

1=1,2,... N e também que:
def o r
U< {xzz mieiGX‘Vizl,Q,... N, x; € <O,N>} C dom (F))
i=1
Para z € U, temos:

=i=§ (f)mﬁ(l_i <‘“)>e

=1

Note que 3, (r ' z;) € (0,1). Como F é convexa, obtemos:

N

N N

T, Z; 1 e

F@) =Y (2)Fored+ (1 -y <7~>> F©) <+ 3 e+ [F(O) < K
i=1 i=1 j

Ou seja, para todo x € U, temos F(z) < K < oo. Como U é aberto, entdo U é uma

vizinhanca de cada um de seus pontos. Assim, para z € U qualquer, U é uma vizinhanca

de z onde F é limitada superiormente. Logo, F' é continua em z e o resultado segue entao

da Proposigao 2.15.
|
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Proposigao 2.17. Sejam X um espago de Banach e F' € T'y(X). Entdo, F é continua
em int (dom (F')).

Prova:

Seja xg € int(dom (F)). Através de uma translacido adequada, vamos assumir que xg = 0.
Tome A € R tal que F(0) < A. Para um dado z € X, defina a funcdo G,: R — R, por
G.(s) = F(sx). Note que G, é prépria e convexa. Como 0 € int (dom (G)), entdao da
Proposicao 2.16 segue que G, é continua na origem. Assim, para n > 1 suficientemente
grande, temos F(n ' x) < X e, portanto, n 'z € Np (\). Repetindo este argumento para,
cada x € X, obtemos X = J;°_; n N (A\). Como F € I'y(X), entdo o conjunto de nivel
Np (M) é fechado. Portanto, do Teorema da Categoria de Baire (veja Brezis (2010, p. 31))
existe ng > 1 tal que ny Np (A\) possui interior ndo-vazio. Logo, U = int (Ng (X)) # @ é
um aberto em que F' é limitada superiormente por A € R. Pelo mesmo argumento que foi

utilizado no final da prova da Proposigao 2.16, temos que F' é continua em int (dom (F)).

Observagao 2.18. Resumindo, se X é um espaco normado e F': X — R, é uma funcao
propria e convexa, temos que F' é continua em int (dom (F)) se:

o F é continua em algum ponto de dom (F).

o X é de dimensao finita.

o X é um espaco de Banach e F' ¢é sci.

2.5 Subdiferencial

Definicao 2.19. Sejam X um espago normado e F': X — R, uma fun¢ao propria.
Dizemos que z* € X* é um subgradiente de F' no ponto xy € dom (F) se satisfaz a seguinte

propriedade:
Vee X, Fz) = F(xo) = (z" |z — x)

Dizemos que F' é subdiferencidvel em xy se F admitir ao menos um subgradiente em zq .
O conjunto de todos os subgradientes de F' no ponto zy sera denotado por OF(x). Ainda,
definimos dom (9F) & {z € dom (F) | 9F(z) # o}.
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Um funcional g: X — R é dito ser afim se difere apenas por uma constante de um
funcional linear. Ou seja, g é afim se existem z* € X* e ¢ € R tais que g(z) = (x* | x) + c.
O elemento do dual z* € X* é chamado de inclinacao de g. Seja F': X — R, uma funcao
prépria. Dizemos que g é um funcional suporte de F' em xg € dom (F') se g(x¢) = F(xo)
e g(x) < F(x), para todo z € X. Se g(z) = (2" |z) + ¢ ¢ tal que g(zo) = F(xo), entdo
necessariamente ¢ = F(zg) — (2" | z9) e g assume a forma g(x) = (z* |z — x0) + F(x) .

Agora, observe que:
Vee X, g(x) < Fz)<=VreX, (" |z —x) + F(xy) < F(z) <= 2" € 0F(xy)
Portanto, OF(x() consiste nas inclinagoes z* que tornam g(x) = (z* |z — xo) + F(z9) um

funcional suporte de F' em z.

Proposicao 2.20. Sejam X um espago normado e F: X — R, uma func¢ado propria.

Entéao, para xy € dom (F') temos que 0F(zy) é um conjunto convexo.
Prova:

O resultado segue caso OF (xg) seja vazio. Do contrario, tome %, 2% € 0F(xy). Para um

r € X arbitrario, temos:
Fla) = Flro) > () | 2 — o) (2.3)
F(z) — F(xo) > (2% |z — o) (2.4)

Seja A € (0,1). Multiplique (2.3) por (1 — \) e (2.4) por A\. Apés somar as desigualdades

resultantes, vemos que (1 — X))z + Ax% € OF (zo).

|
Uma consequéncia imediata da definicdo de subgradiente é:
Vee X, F(zy) < F(z) < 0 € 0F (20) (2.5)

que ¢ uma similaridade com o que fazemos em cursos de Calculo quando procuramos
candidatos de pontos de minimo de uma func¢ao de uma varidvel real resolvendo F'(x) = 0.

Para funcdes F': X — R temos dois conceitos de diferenciabilidade:

Definig¢ao 2.21. Sejam X um espaco normado, F': X — R uma funcio e 2o € X um
ponto tal que F'(xy) é um ntmero finito. Definimos a derivada direcional de F' em xy com

diregao v € X, denotada por F'(zg,v), como:

o F —F
F'(x9,v) f im (o +tv) (o)

t—0t t
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sempre que o limite acima existir em [— 0o, 00]. Caso F/(xg, v) exista e seja finito para todo
v € X, podemos definir o funcional F'(xg, -): X — R. Se ainda, F'’(zy, -) for linear e
continuo, entao dizemos que F' é Gateauz-diferencidvel em xy. Denotamos por F'(xy) € X*
o elemento do dual tal que (F'(xg)|v) = F'(x0,v), para todo v € X. Chamamos F'(x)
de derivada de Gateaur de F' em xzy. Ademais, dizemos que F' é Fréchet-diferencidvel em

xg se F' é Gateaux-diferenciavel em z( e, adicionalmente, sua derivada de Gateaux satisfaz:

b [F o) = Flao) = (F'(zo) | v)

=0
o]l — o0+ |v]]

Por fim, dizemos que F' é Gateaux-diferenciavel (Fréchet-diferencidvel) em U C X se F é

Gateaux-diferencidvel (Fréchet-diferenciavel) em todo x € U.

Proposicao 2.22. Sejam X um espaco normado e F': X — R, uma funcao propria e
convexa. Entdo, para zo € dom (F') temos que a derivada direcional F'/(x,v) existe para

todas as direcoes v € X e vale que:

Prova:

Basta verificar que, para um dado v € X arbitrario, a funcao g(t) = (F(xo+tv)—F(xg))/t
é nao-decrescente em (0, 00). De fato, sejam 0 < s < t. Com uma pequena manipulagao

dos termos obtemos:
g(s) < g(t) < Flzo + sv) < (j) Flzo+1tv) + (1 _ j) F(o)

sendo a segunda desigualdade verdadeira, uma vez que F' é convexa.

Exemplo 2.23. Defina a funcao F: R — R, pondo F(x) = —v/1 — 22 caso |z| < 1
e F(xz) = oo do contrario. Entao, F' é prépria e convexa. Note que dom (F') = [—1,1] e
F’(1,£1) = £ 00. Observe ainda que as derivadas direcionais de F' existem em qualquer
ponto no interior de dom (F'), mas se tornam ilimitadas na fronteira de dom (F’). Este
¢ um simples exemplo ilustrando que F'(zg,v) pode atingir os valores extremos + oo,

mesmo quando zy € dom (F).
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Teorema 2.24. Sejam X um espago normado e F': X — R, uma funcao propria e

convexa. Entdo, para zg € dom (F') temos que:

OF (z9) = {2" € X*

Vo e X, Fl(z,v) > (x"|v)}
Prova:
Seja z* € OF(zy). Entao, da defini¢do de subdiferencial segue que:

Voe X, Vt>0, Flxg+tv) — F(zg) > (¥ |tv) =t (z" |v)

Logo, vale F'(xzg, -) > (z*|-) . Por outro lado, seja * € X* tal que F'(xg, -) > (z*]-).
Neste caso, temos que:
F(zo+tv) — F(x)

VUGX,F(%‘FU)—F(%)ZEQ% ; = F'(z9,v) > (27| v)

Ou seja, z* € 0F (xo) .
|

Uma consequéncia imediata do Teorema 2.24 revela a ligacao entre os conceitos de

Gateaux-diferenciabilidade e subdiferenciabilidade para fungoes convexas.

Corolario 2.25. Sejam X um espaco normado e F': X — R uma funcao prépria e
convexa. Se F' é Gateaux-diferencidvel em zy € dom (F'), entdo F' é subdiferencidvel neste

ponto e OF(xg) é igual ao conjunto unitério {F'(z)}.
|

Para a funcao dada no Exemplo 2.23 temos que 0F (1) e OF(—1) sdo conjuntos
vazios, enquanto que OF (z) é unitario para 2 € (—1,1) = int (dom (F)). E possivel que uma
funcgao convexa possua subdiferencial vazio mesmo em pontos interiores de seu dominio
efetivo. Por exemplo, se X é de dimensao infinita e g: X — R é um funcional linear
descontinuo, entdo dg(x) é vazio em todos os pontos. No entanto, este fenémeno nao

ocorre em pontos de continuidade.

Teorema 2.26. Sejam X um espago normado e F': X — R, uma funcao propria e
convexa. Suponha que F' é continua no ponto zg € dom (F'). Entao, temos que 0F(xg) é

um conjunto nao-vazio e limitado.

Prova: Veja Clarke (2013, p. 62).
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Assim, sempre que F' for continua em int (dom (F')) (veja Observagao 2.18) temos

que F é subdiferencidvel em int (dom (F')).

Vamos considerar o caso em que X =R. Se F': R — R é convexa, entao para

r < z < y obtemos:

F(:) = F@) _ Fly) = Fl@) _ Fly) = F(2) 6
z—x y—x y—z
No caso em que F' é diferencidvel, segue de (2.6) que:
y—x

Em particular, temos que I’ é nao-decrescente. Sendo monétona, F'' pode ter somente
descontinuidades de salto. Porém, do Teorema de Darboux, F'' possui a propriedade do
valor intermediario, impossibilitando a ocorréncia de descontinuidades de salto. Ou seja,
I’ é continua. Portanto, se I': R — R é convexa e diferencidvel, entao necessariamente
é continuamente diferencidvel. E possivel generalizar este resultado para espacos X mais

gerais, embora certo esfor¢o seja necessario e aqui apenas indicamos uma referéncia:

Teorema 2.27. Sejam X um espaco de Banach e F' € I'g (X). Suponha que F' é continua
e Gateaux-diferencidvel num aberto U C X. Entao, I’ é Fréchet-diferenciavel em U se,
e somente se, a fungdo x € U — F'(x) € X* é continua (quando X e X* estdao ambos

equipados com suas topologias forte).
Prova: Veja Zalinescu (2002, p. 195).

Teorema 2.28. Sejam X um espago normado e F,G: X — R, fungoes proprias e
convexas. Suponha que exista um ponto zo € dom (F') N dom (G) onde pelo menos uma

das funcoes é continua. Entao, temos que:
Vz € dom (F)Ndom (G), O(F + G)(z) = OF () + 0G(x)

Prova: Veja Clarke (2013, p. 63).

Teorema 2.29. Sejam X e Y espacos normados, F': Y — R, uma funcgao propria e
convexa e A: X — Y um operador linear e continuo. Suponha que exista um ponto
xog € X tal que F' é finita e continua em Az, € Y. Entao, a fungdo G(z) = F(Ax) é

convexa e temos que:
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Vo e dom(G), 0G(x) = A* (0F(Ax)) (2.7)
onde A*: Y* — X™ denota a adjunta de Banach do operador A.
Prova: Veja Clarke (2013, p. 64).
|

O significado de (2.7) é que para todo z* € 0G(x) existe y* € OF (A x) satisfazendo:
Vze X, {@"|z) = (y" | Az)

e, reciprocamente, todo z* € X* da forma A* y* para algum y* € 0F (Ax), pertence ao
conjunto dG(x). Também podemos estender (2.7) para o caso em que G(x) = F(Ax —v),
para algum v € Y. De fato, para H(y) = F(y —v) vamos mostrar que 0H (y) = 0F (y — v).
Se y* € 0H(y), entdo segue que:

VueY, Flu—v)—F(y—v)=H(u) - H(y) > (y" [u—y)
Fazendo w = ©w — v obtemos:

VweY, Flw) = F(y—v) > (y"|w—(y —v))

Ou seja, y* € 0F (y —v). Assim, 0H(y) C OF (y — v) e da mesma forma podemos mostrar
a inclusdo contréaria. Logo, para G(z) = F(Az —v) temos que G(z) = H(Ax) e, portanto,
0G(z) = A*(0H(Ax)) = A* (OF(Ax —v)).

2.6 Conjugada de Fenchel

Defini¢dao 2.30. Sejam X um espaco normado e F': X — R uma funcdo. A funcio
conjugada de Fenchel F*: X* — R de F é definida por:

Vo't e X, F*(z") défsup{(xﬂx)—F(x)‘xeX}

= sup{(x* |z) — F(x) ‘ r € dom(F)}
Ainda, definimos a biconjugada F**: X — R de F por:

Vee X, F™(x) ' sup {(33* |z) — F*(x%)

xt e X*}

— sup{ ("] 2) — F*(a")

" € dom(F*)}
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Observacao 2.31. Note que se F': X — R, é propria, entao F'*: X* — R nao
atinge — oo e, portanto, estd bem-definida como uma fungdo com contradominio R, .
Observe também que o dominio de F'** é X, e nao o bidual X**. Portanto, F'** nao se
trata da conjugada de F'*. Em geral, temos F'**(x) = (F*)*(J(x)), onde J: X — X**
denota a injecao candnica de X em X**. Assim, se X for um espago reflexivo, entao é

possivel identificar F'** com (F*)*.

Proposicao 2.32. Sejam X um espago vetorial normado e F': X — R, uma funcao

propria. Entao, para z* € X* e x € X quaisquer, vale a desigualdade de Fenchel-Young:

F(z)+ F*(z*) > (2" | z) (2.8)
com igualdade se, e somente se, * € 0F ().

Prova:

A desigualdade de Fenchel-Young é uma consequéncia imediata da definicdo de F'*. Agora,
sejam = € X e x* € X* tais que temos igualdade em (2.8). Neste caso, F(x) e F*(z*) sdo
finitos e, utilizando (2.8), temos que o funcional afim g(z) = (z* |z — z) + F(x) satisfaz
g(z) = (2" | z) — F*(2*) < F(2), para todo z € X. Portanto, 2* € 0F (z) (veja a discussao
logo ap6s a Definigao 2.19). Reciprocamente, sejam = € X e x* € X* tais que x* € 9F (x).

Da definigao de subgradiente segue que F'(x) é finito e também:
Vzedom(F), F(z) > (2" |z —x) + F(x)

Assim, temos:

F*(z*) = sup{(x* | z) — F(z) ‘ z € dom (F)}

Ssup{(x*|z)+<x*|x—z>—F(x)’zEdom(F)}:(x*|m>—F(x)

A desigualdade contréaria é dada por (2.8), obtendo-se assim a igualdade.

Isolando F'(z) em (2.8) e tomando o supremo em z* € dom (F'*), obtemos que
F** < F. Vamos estudar em que situagao temos a igualdade F'** = F. Primeiramente,
note que se usarmos Z = dom (F') como conjunto de indices, podemos definir a familia de
funcionais {F,: X* — R | z € dom (F')} dados por F,(z*) = (z*|x) — F(z). Note que
cada F', é um funcional afim e continuo e, portanto, F, € I' (X*). Das Proposicoes 2.2
e 2.8, vemos que F'* € I'(X*). Similarmente, temos F'** € I' (X). Ou seja, a igualdade
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F** = F deve estar relacionada com o fato de F' ser uma funcao convexa e sci. De fato,

temos o seguinte resultado:

Teorema 2.33 (Fenchel-Moreau). Sejam X um espaco normado e F': X — R, uma
funcao prépria. Entdo, F' € I'y(X) se, e somente se, F'* é prépria e F' = F**. Em
particular, se ' € I'g (X), entao F'* € Iy (X™).

Prova: Veja Clarke (2013, p. 69).

2.7 Dualidade em Otimizacao Convexa

Seja X um espago normado. Para uma funcao F': X — R, prépria, definimos o

problema primal:

(P) inf{F(z)|ze X} (2.9)

O problema dual é construido por meio de pertubacoes do problema primal. Para isso,
seja Y um espago normado e ®: X X Y — R, uma funcao propria satisfazendo
®(z,0) = F(x), para todo x € X. Denominamos X como o espaco das varidveis primais,
Y como o espaco das varidveis de pertubacao e ® a funcdo de pertubacdo. O problema

primal perturbado por y € Y é dado por:
(P,) inf{®(z,y) |z € X} (2.10)

Na auséncia de pertubagoes (y = 0), o problema (Pg) coincide com (P). O problema dual

(com relagao a fungao de pertubagao ®) é definido por:
(P*) sup{—@*(e,y*) ’ y* e Y*} (2.11)

onde ®*: X*xXY* — R, é a conjugada de Fenchel de ®. Também definimos pertubagoes
do problema dual, dadas por:

(P) sup{—@*(x*,y*) ’ y* e Y*} (2.12)
o que nos permite definir o problema bidual:
(P*) inf{®*(z,0) | € X} (2.13)

Logo, se & = ®**, entao os problemas (P) e (P*) sdo duais um do outro e, portanto, existe

uma simetria entre os problemas primal e dual. Por este motivo, estamos particularmente
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interessados no caso em que F € I'g(X) e & € 'y (X X Y). Daqui em diante vamos

assumir que I’ e ® satisfazem tais condicoes.

Para zy € X e y; € Y™ arbitrarios, obtemos:

®*(0,5) = sup {((0,59)| (1)) — ®(x,y) | (x,9) € X x Y}
= sup{ (45 |4) ~ 2(2.9) | (1.9) € X x '}

— ®(z0,0)

Y]

Logo, temos que:

sup (P™) dof sup{—@*(e,y*) ’ y* e Y*} < inf{@(x, 0) ‘ T € X} dof inf (P)

Qualquer g € X satisfazendo ®(xz¢,0) = inf (P) é denominado uma solug¢io do problema
primal, e qualquer y; € Y* satisfazendo — ®*(0, y5) = sup (P*) é denominado uma solug¢ao

do problema dual.

Definicao 2.34. Dizemos que o problema (P) é normal se sup (P*) = inf (P) e este valor
comum ¢ um nimero finito. Ainda, dizemos que o problema (P) ¢ estdvel se (P) é normal

e se (P*) admite ao menos uma solugao.

Proposicao 2.35 (Critério de estabilidade). Suponha que inf (P) é um nimero finito e

que exista xy € X satisfazendo as seguintes condigoes:

o ®(xp,0) < o0.

o A fungao convexa ®(zg, - ): Y — R, é continua na origem.

Sob tais hipdteses, temos que (P) é estavel.

Prova: Veja Ekeland e Témam (1999, p. 52).

Definicdo 2.36. A funcdo £: X X Y* — R dada por:
k * * def *
Vee X, Vy eV, —L(x,y") = sup{(y |y) — ®(z,9) ‘yEY}

¢ denominada de Lagrangeano do problema (P) com relagao a fungao de pertubagao @ .
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Se fixarmos x € X e denotarmos por ®, a func¢ao y — ®(z,y), entdo temos que
— L(x,y*) = ®X(y*), onde @ é a conjugada de Fenchel de ®,. Como & € 'y (X X Y),
temos ®;* = ®,. Disto obtemos que:
O(z,y) = Pa(y) = 37 (y)
=sup {(y*|y) — Di(y") | v* € V*}

{y ly) + L(z,y") ‘y EY*}

Portanto, temos a seguinte caracterizagao do problema primal:

(P) inf sup £(z,y") (2.14)

rzeX y*eY*
Similarmente, temos:
®*(a7,y") = sup { (" [ 2) + (" |y) — D(2,) | (v,9) € X x Y}

= sup {(:v* | ) 4+ sup {<?J*|y> - @(m,y)}}

rzeX yey
= sup {(z" |2) — £(x,y")}
reX
de onde segue que:
(P*)  sup inf £(z,y") (2.15)
yreYrzeX

Exemplo 2.37. Vamos ilustrar os conceitos apresentados com o seguinte problema:

minimizar: F(z)

(P) (2.16)

sujeito a:  z e S Y {x € X ‘ G(z) < O}
onde assumimos que:

o X é um espaco de Banach reflexivo.
o FFeTy(X) écoerciva em S e limitada inferiormente.
o G e FO (X)

o Existe um ponto Z € dom (F') Ndom (G) tal que G(Z) < 0. O ponto Z é chamado

de ponto de Slater pois satisfaz a desigualdade estritamente.
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Do Teorema 2.11 sabemos que o problema (P) admite solugao. Agora, considere a fungéo
F: X — R, dada por:

F(z) se z€S8
co se x¢S

e a funcao de pertubacao ®: X X R — R, definida por:

() def F(z) se G(x)+X<0

00 caso contrario

Neste caso temos ®(z,0) = F(x) e o problema primal é exatamente o problema (P) em
(2.16). Vamos usar a Proposicao 2.35 para mostrar que (P) é estdvel. Como F é propria
e limitada inferiormente, segue que inf (P) é finito. Para o ponto de Slater Z temos que
®(z,0) = F(Z) < co. Como G(Z) < 0, entdo para |A| pequeno temos G(Z) + A < 0.
Ou seja, existe uma vizinhanga aberta da origem onde ®(Z, - ) permance constante em
®(z,\) = F(Z). Logo, todas as condigoes da Proposicao 2.35 sao satisfeitas e o problema

(P) é estével. Ainda, observe que:

00 se = ¢dom(F) ou x ¢ dom (G)
L(x,\) =3 F(z) +AG(z) se z € dom(F)Ndom(G) e A>0
) se x € dom(F)Ndom(G) e A<0

Dai, usando (2.15), obtemos o problema dual:

maximizar: inf{F(:U) + AG(x) ’ T € X}

(P*) (2.17)

sujeito a: A>0

Proposigao 2.38. Para cada xp € X, a funcio £,,: Y* — R dada por:
Yyt e YT, L4(y") = L(wo,y7)
¢ concava e scs. Ainda, para cada y5 € Y*, a fungao £, X — R dada por:
Ve X, Ly (r) = L(z,yp)

¢ convexa (mas nao necessariamente sci).
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Prova: Veja Ekeland e Témam (1999, p. 55).

Defini¢ao 2.39. Um ponto (zg,y;) € X X Y* é chamado de ponto de sela para o

Lagrangeano £ se satisfazer a condigao:

[ |

Logo, um ponto de sela (zg,y5) € X X Y* é um par tal que y; é ponto de maximo

da fungao concava £,, e zo é ponto de minimo da fungao convexa £ .

Proposicao 2.40. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:

I (xo,y) € X X Y* é um ponto de sela do Lagrangeano.

II. zy € X é uma solugao de (P), y5 € Y* é uma solugdo de (P*) e — ®*(0,y5) = $(x0, 0)
(isto é, sup (P*) = inf (P)).

Prova: Veja Ekeland e Témam (1999, p. 57).

Proposicao 2.41. Se o problema (P) é estavel, entdao zo € X é uma solugao de (P) se, e

somente se, existe algum yi € Y* tal que (z,y;) é um ponto de sela do Lagrangeano.
Prova: Veja Ekeland e Témam (1999, p. 57).

Exemplo 2.42. Voltamos para o problema do Exemplo 2.37. J4 mostramos que (P) é
estavel e admite solucdo. Seja xg € X uma solucao do problema primal. Da Proposicao
2.41, existe \g € R tal que (xg, Ag) é ponto de sela do Lagrangeano. Da Proposi¢ao 2.40,
temos G(zo) < 0 (viabilidade primal), Ag > 0 (viabilidade dual) e segue que:

F(x¢) =1inf(P) =sup (P*) = inf{F(x) + X G(2) ’ T € X} (2.18)

De (2.18) e de Ao G(zg) < 0, obtemos:

Vaee X, Fxg) + M G(x) < Fxg) < F(z) + Ao G(x) (2.19)



CAPITULO 2. ANALISE CONVEXA 39

Fazendo z = g em (2.19), segue que A\g G(xp) = 0. Também segue de (2.19) que:
xo € argmin {F(x) + Ao G(2) ‘ x € X}

Logo, se x( ¢ solucao do problema primal, entao existe um multiplicador de Lagrange Ao

tal que o par (zg, \g) satisfaz as seguintes condigdes:

o viabilidade primal: G(zg) <0
o viabilidade dual: Ay > 0
o folga complementar: \gG(xy) =0

o minimizagio: z, € argmin {F(m) + X G(2) ’ T € X}
As condigoes acima também sdo chamadas de condigoes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT).

2.8 Funcoes Uniformemente Convexas

Definicao 2.43. Sejam X um espago normado e F': X — R, uma fungao propria.
Dizemos que F ¢é uniformemente convexa caso existir alguma funcdo nao-decrescente
©:]0,00) — [0, 00] que se anula somente na origem (isto é, temos O(s) = 0 <= s = 0)

satisfazendo a seguinte propriedade: Para quaisquer z,y € dom (F') e A € (0, 1) segue:
F((1= Nz +Ay)+ (1= N AO(le — yl) < (1= N F(a) + A F(y) (2.20)

A funcao © é chamada de mddulo de convexidade de F'. Ainda, caso seja possivel tomar
O(s) = A/p sP para alguma escolha de 5 >0 e p > 1, entdo dizemos que F' é p—conveza
(com constante ). No caso mais especifico em que p = 2, dizemos que F' é fortemente

convexa.

Exemplo 2.44. Em um espaco de Hilbert X, a funcio F(z) = 1/2]|jz|” é fortemente

convexa.

Note que F' uniformemente convexa implica em F estritamente convexa, que por

sua vez implica em F' convexa.
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Proposicao 2.45. Sejam X um espaco normado e F': X — R, uma funcao propria e

convexa. Entdo, as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

I. F é uniformemente convexa.

II. F possui a seguinte propriedade: Dado € > 0, existe um ¢ = §(e) > 0 tal que para
quaisquer z,y € dom (F) satisfazendo ||z — y|| > € e para qualquer A € (0, 1) temos:

F(1=Nz+Ay)+ (1= NAG< (1—A) F(z)+ AF(y)

III. F possui a seguinte propriedade: Dado € > 0, existe um 6 = §(¢) > 0 tal que para

quaisquer z,y € dom (F) satisfazendo ||z — y|| > € temos:

F(az—;y>+5§F(x);F<y>

Prova:

(I) = (III) Imediato, d(e) = 1/2O(e) > 0.

(IIT) = (II) Sejam € > 0, z,y € dom (F) satisfazendo ||x — y|| > e e A € (0,1) quaisquer.
De (III), existe um 6 > 0 tal que:

F<a:+2ry>+5§ F(zv)—;Fw)

Ou seja, o caso A = 1/2 ndo precisa ser analisado. Suponha A # 1/2 e divida em dois casos:
Caso 1: A € (0,1/2)

Neste caso, temos 2\ € (0,1). Como F' é convexa, segue que:
Fl(=XNzx+Ay)=F(1-2N)z+X(z+vy))
:F((1—2)\)x+2)\<$;y>>

§(1—2/\)F(x)+2)\F(x;y)

< (1-2X) Fa) + A (F(a) + F(y)) — 2A6
= (1= N F() + AF(y) — 27

<(I=NF@) +AF(@y)—2(1—M\)Ad
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Caso 2: X € (1/2,1)

Neste caso, temos « =2\ —1 € (0,1). Como F' é convexa, segue que:

F(I-=Nz+Ay)=F(1-N@+y)—(1-Ny+Ay)

r+y

:F(ﬂl—M( >+@A—1w>

r(1-0(52) o

g(yﬂnF($+y

)+aF@)

F@)+F)

gzu—w< 5

) +(2A—1)F(y)

= (1= N F(z) + AF(y) —2(1—N\)d

<(IT=XNFx)+AXF(y) —2(1=X) A6

(IT) = (I) Considere a func¢ao ©: [0,00) — [0, 00| definida por:

O(s) def inf{(l — AN F(x) +AF(y) — F(1 = XNz + \y) | z,y € dom (F), ||z —y[| > s,}
(I=2)A A€ (0,1)

Como F' é convexa, temos O(s) > 0. Ainda, © é ndo-decrescente, pois ao aumentarmos o
valor do argumento passamos a tomar o infimo em um conjunto menor. Note que ©(0) = 0
e para s > 0 temos O(s) > d(s) > 0. Ou seja, O se anula somente na origem. Por fim,

(2.20) segue diretamente da definigdo de © e, portanto, F' é uniformemente convexa.

Definicao 2.46. Sejam X um espago normado e F': X — R, uma fungao propria.
Dizemos que F' possui a propriedade de Kadec-Klee (também chamada de propriedade de

Radon—Riesz) se para toda sequéncia (x,)2°_; C dom (F) e z € dom (F') satisfazendo:

T,z e F(x,)— F(x)
temos que x,, — = (convergéncia em norma).

Proposigao 2.47. Sejam X um espago de Banach e F' € 'y (X) uniformemente convexa.

Entao, F' possui a propriedade de Kadec-Klee.
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Prova:

Sejam (2,)%°; C dom (F) e z € dom (F) tais que z,, — x e F(z,) — F(x). Suponha,
para obter contradi¢ao, que x, —~ x. Entao, passando para uma subsequéncia caso
necessario, existe €9 > 0 tal que ||x,, — z|| > €y, paratodon > 1. Como F' é uniformemente

convexa, da Proposicao 2.45 existe um 0 > 0 tal que:

T, +x
2

szF( )+5g

Como (r, +7)/2 —s z e F €Ty (X), segue que:

F(z) <liminf F' (x,g—x) < limsup F' (xn+x) < F(x)—46

n— 00 n — 0o 2

dal a contradicao.

2.9 Distancias de Bregman

Definicao 2.48. Sejam X um espago normado e F': X — R, uma fungao propria.
Para dois pontos z € X e y € dom (0F'), definimos a distancia de Bregman entre z e y
(induzida por F e £ € OF (y)) como:

DeF(z,y) € F(z) — F(y) — (]2 —y)

Como & € 0F(y), entdo o funcional afim g(x) = (£ |z —y) + F(y) é suporte de F
emy. Note que DeF(x,y) = F(x)—g(x) e, portanto, segue que D¢ F'(z,y) > 0. A equagcio
D¢F(x,y) = F(x) — g(z) também nos d4 uma interpretacdo geométrica (Figura 1) da
distancia de Bregman: O funcional g é uma aproximacao linear de I’ em y, de modo que

D¢F(x,y) mede o erro de linearizac¢do no ponto x .

Observagao 2.49. Note que o valor de D¢F'(z,y) depende da escolha do subgradiente
¢ € OF(y). Para remover tal dependéncia, alguns autores definem a distdncia de Bregman
como Dp(x,y) & F(z)— F(y) — F'(y,x —y), para z,y € dom (F). No caso em que F ¢é
Gateaux-diferencidvel em y, temos uma tnica escolha de subgradiente £ = F''(y) e, além

disso, (F'(y) |z —y) = F'(y,x — y). Ou seja, estas duas definigdes coincidem neste caso.
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Figura 1 — Ilustragao geométrica da distancia de Bregman

=2e

y

Fonte: Do autor.

Exemplo 2.50. Sejam X um espaco de Hilbert e F(x) = /2|z|*. Como a funcao F é
Gateaux-diferencidvel e F''(zq,v) = (v, zo), usando a defini¢gdo dada na Observagao 2.49

obtemos que Dp(x,y) =1/2 ||z — yH2
|

Sera comum utilizarmos a distancia de Bregman em situagoes onde temos como
objetivo nos aproximar especificamente de um determinado ponto z 1 € dom (9F). Assim,
fixados xT e £ € OF (x), consideramos a funcdo D¢F(-,z21): X — R,. Como exposto
anteriormente, existe um funcional afim g tal que D¢ F(z, 2 1) = F(z) — g(z) . Logo, vemos
que DF(-,xT) é (estritamente) convexa sempre que F' ¢ (estritamente) convexa. No caso
em que F' é estritamente convexa, obtemos ainda que D¢F(z, xT) = 0 se, e somente se,
=2z De fato, que D¢F (2, 2T) = 0 é imediato. Agora, suponha que D¢F(z,21) =0,

porém x # z1. Neste caso, uma vez que D¢F( -,z 1) é estritamente convexa, temos:

=0

T+t ﬂ) _ D¢F(z,27) + DeF (2, 2T)
’ 2

D.F (
que claramente é uma contradicao.

Proposicao 2.51. Sejam X um espago normado e F': X — R, uma func¢ao propria.
Sejam x1 € dom (OF), x5 € dom (F), 23 € dom (OF), {1 € OF (x1) e {53 € OF (x3). Entao,

temos a chamada identidade dos trés pontos:

D¢, F(13,21) — D¢, F(13,21) = D¢, F(w2,73) — ({3 — &1 |23 — 79)
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Prova:
A prova é direta, bastando usar a definicao:

D¢, F(xa,71) — De, F(w3,71) = F(x2) — F(x3) — (§1 |22 — 23)
= D¢, F(r2,23) + (§3 |72 —x3) — ({172 — 23)

= D¢, Fxg,03) — (3 — &1 |23 —a2)

Suponha que temos uma sequéncia (z) gerada por algum algoritmo iterativo que

tenta aproximar um determinado ponto z'. Se X for um espaco de Hilbert, temos que:

1 1 1
9 ||$T —xk+1||2 ) ||$T —$k||2 = ) |’$k+1 _xk’|2+<xk:+1 — Tk, T k41 —IT>

Caso seja possivel mostrar a estimativa (241 — 2, 21 —2 ) < 0, entdo vamos obter que
|zt — 21| < |27 — 24| Isto é, obtemos a monotonia do erro de iteracdo. A identidade
dos trés pontos nos permite obter uma equacgao similar quando trabalhamos com um

espaco de Banach:

D5k+1F<ITﬂxk+1) - ngF(IT,Ik) = —ngF(l’k+1,J}k) + <£k+1 _gk‘xk—i-l _xT>

Proposicao 2.52. Seja [': X — R, uma fung¢ao uniformemente convexa com modulo
de convexidade © . Sejam z € dom (F'), y € dom (9F) e £ € OF (y) . Entao, temos que:

DeF(z,y) = O([lz — yl)

Prova:

Seja A € (0,1) arbitrario. Como & € OF(y), segue da defini¢ao de subdiferencial que:

F(A=XNz+Ay) = Fy) 2 {11 =X (z —y))
=1 =Xl (x-y))

(2.21)

Sendo F' uniformemente convexa, temos:
F(L=MNz+Ay)+ 1 =) A0(lz—yll) < (1= A) F(z) + AF(y)

Ou ainda:
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F((I=XNz+Ay) = Fly) + 1 =N A0([lx —yl) < (1 =N (F(z) - F(y))  (2.22)
De (2.21) e (2.22), segue que:
(1 =) (F(z) = Fy)) = 1 =N ]z —y) + (1 =) A0([[z —yl])
= Fz) = F(y) 2 (€| (x —y)) + A0l —yl)
= F(x) = F(y) = €] (x —y)) 2 AO(|[z — y])

= DeF(z,y) 2 AO(||lz —yl|)

Como A € (0, 1) foi arbitrario, fazendo A — 1~ obtemos a desigualdade desejada.

Proposicao 2.53. Sejam X um espago normado e F': X — R, uma funcado propria.
Para zy € dom (0F) e £ € OF (), considere a fungao G(z) = D¢F(x, x) . Entao, temos
que dom (OF) = dom (0G). Além disso, vale que 0G(z) = 0F (z) — €.

Prova:
Sejam = € dom (OF) e £, € OF(x). Observe que:
Vze X, G(z) —G(x)=F(z) — F(z) — ({|z —x)
Como £, € OF(x), da defini¢ao de subdiferencial segue que:
VzeX, F(z) = F(z) 2 ({2 — x)
Portanto, obtemos:

Vze X, G(z)—G(x) > (£, — €|z —x)

Logo, x € dom (0G) e (£,—&) € OG(z). Por outro lado, sejam z € dom (0G) e £, € 0G(x).

Neste caso, temos:
VzeX, F(z)~ Fz)— (¢]z—a) = G(z) — Ola) > (€] 2 — )
Ou ainda:
Vee X, F(z)— F(z)> (£, 4+ 6|2 — )

Portanto, z € dom (0F) e (£, + &) € OF (z).
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2.10 Operador de Dualidade

Defini¢ao 2.54. Dizemos que ¢: [0,00) — [0,00) é uma fungdo peso se satisfazer as

seguintes propriedades:

o ¢(0) =0.
o  é continua e estritamente crescente.

o p(s) — oo quando s — 00.

Definigao 2.55. Sejam X um espaco de Banach e p: [0,00) — [0, 00) uma fungéo peso.

Definimos o operador de dualidade J,: X — 2*" com fungao peso ¢ por:

VoeX, Jy(z) € {a" € X*

(" |x) = l|l2*|| ]| e ll2"] = (]}

No caso em que ¢(s) = sP~! para algum p > 1, vamos usar a notagao .J,,.

Proposigao 2.56. Sejam X um espago de Banach e ¢: [0,00) — [0, 00) uma fungao

peso. Entao, para todo z € X temos que J,(x) é nao-vazio.
Prova:

Note que J,(0) = {0}. Para x # 0, temos ¢(||z||) z # 6. Pelo Teorema de Hahn-Banach
(e seus Corolérios), existe z* € X* tal que ||z*|| = 1 e (x* | p(||z|]) z) = ¢(||z|) ||=| . Assim,

obtemos [|¢([|z[]) z*[| = ¢([lx]]) e também:
(elllzl)) =™ [z) = (=" [@(ll=]]) z) = @llx]) [l]l = llelz]]) =] |2

Portanto, ¢(||z||) z* € J ().

Por definicao, note que:

‘v’p>1,‘v’x€X,Jp(x):{x*€X*

* * * -1
(@ ) = [l ] e [l2*] = )P~}
Logo, z* € J,(z) possui propriedades similares as de um produto interno:

VzeX, [(&* |2 < Pzl e (a*|a) = |lz”
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Proposicao 2.57. Se X é um espaco de Hilbert, entdao J5 é o operador identidade. Mais
precisamente, Jo é o isomorfismo entre X e X* dado pelo Teorema da Representacao de
Riesz. Além disso, Jo(x) é unitério em todo ponto e Jo: X — X* ¢é linear se, e somente

se, X é um espacgo de Hilbert.
Prova:

Seja X um espago de Hilbert e tome € X qualquer. Como J2(0) = {0}, supomos x # 6.
Considere x* € X* definido por (x*|z) = (2, z), para todo z € X. Entdo, é imediato que
x* € Jo(x). Seja T € Jo(z). Vamos mostrar que T* = z* e concluir que Jo(z) = {z*}.

Seja T € X tal que ||Z7*|| = ||Z|| e (T*| 2) = (z,T), para todo z € X. Observe que:
2 2 T 2 2
e =z[|" = [lz] " = 2 (2, ) + [[Z|” = 2[l=]| " = 2 [|l=| " = O

Logo, T* = x*. Agora, suponha que X é um espago de Banach, J5(x) é unitdrio em todo
ponto e que Jy: X — X* é linear. Para x,y € X, sejam 2* = Jy(x) e y* = Jo(y). Como
* +y* = Jo(x L y), segue:

2 * * 2 2 * *
|z +yll" = (" +y" [z +y) = zl|" + [y~ + (=" |y) + {y" | z)

2 * * 2 2 * *
|z —yll" = (" =y |z —y) = 2" + yll" — (=" |y) — (¥ [z)

Ou seja, ||z +y||>+ ||z — yl|* = 2(||z]|* + ||ly||*). Logo, a norma provém de um produto

interno e, por consequéncia, X é um espaco de Hilbert. A reciproca é imediata.

Proposigao 2.58. Seja ¢: [0,00) — [0, 00) uma fungdo peso e considere as fungoes
Y:[0,00) — [0,00) e f,: X — R dadas por:

o) 2 ["otmdr o 02 [ o) dr = p(lel)

Entao, as seguintes afirmacoes sao verdadeiras:

I. 1 é estritamente crescente, continua e diferencidvel em (0,00) com ¥’'(s) = ¢(s).

II. Para quaisquer s,t > 0, temos ¥(s) — ¥ (t) > ¢(t)(s — t). Ainda, a desigualdade é

estrita sempre que s # t.
III. % é estritamente convexa.

IV. f, é convexa e continua.
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Prova:

(I) Imediato, segue do Teorema Fundamental do Célculo.
(IT) Para s =t a desigualdade ¢é trivial. Sejam s,t > 0 distintos. Considere os dois casos:
Caso 1: s >t

Neste caso, como ¢ ¢ estritamente crescente temos:
S S
W) =0t = [ e(r)dr>olt) [ dr = pt)(s - 1)

Caso 2: s <t

Neste caso, como ¢ ¢ estritamente crescente temos:
t t
) —vls) = [ prdr <o) [ dr=et)(t—s)

Ou seja, em qualquer caso obtemos que ¥(s) — ¥ (t) > ¢(t)(s — ).

(III) Sejam s,t > 0 distintos e A € (0,1). Considere sy = (1 — X) s + At e observe que:

t:sA—l-lg)\(s,\—s)
Logo, do item (II) segue que:
U(s) = (sa) > @(sa)(s — si) (2.23)
e também:
1—A
Y(t) = ¥(sa) > —— @(sa)(sn = 5) (2.24)

Multiplicando (2.23) por (1 — A) /X e somando com (2.24), obtemos:

1—A

)+ 0(0) — 3 () > 0

Ou ainda:

(L= 0(s) + Ap(t) > th(sa) = (1 = A) s + At)

Portanto, 1) é estritamente convexa.
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(IIT) A continuidade de f, segue da continuidade de || - || e . Agora, sejam z,y € X e

A€ (0,1). Como || ]| é convexa e 1) é estritamente convexa e crescente, obtemos:

fol(M =Xz +Ay) =d([(1=A)z+ Ayl)
<P = ) flzll + Xlyl)
< (=N @(llzll) + Ayl
(1= A) fo(@) + A fo(y)

Com desigualdade estrita sempre que ||z|| # ||y|| (pois ¢ é estritamente convexa).

Teorema 2.59 (Asplund). Sejam X um espago de Banach e ¢: [0,00) — [0, 00) uma

funcao peso. Entao, temos que:
Vee X, Jy(x) =0f,(2)
Prova:

Para x = 0, temos J,(0) = 0f,(0) = {0}. Que J,(0) = {0} é imediato e para concluir
que 0f,(0) = {0} basta observar que:

Vve X, lim

t—0t

=0

fcp(“))
t

Ou seja, f,, ¢ Gateaux-diferencidvel na origem com derivada nula. Portanto, seja x € X e

suponha que x # 0.

(Jo(x) C Of,(x)) Seja x* € J,(x). Para z € X qualquer, temos:

(@"|z =) = (27| 2) = (&" [ )
= (" [ 2) = [[2"[| [|]

< [l Cll=1F = fl=)

Logo, utilizando o item (II) da Proposigao 2.58 obtemos:

Vze X, fo(2) = fo(x) = o(lI2]]) = & (l=]])
= (ll) =l = Nzl
= [l2= I =l = N[

> (x% |z —x)
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Portanto, z* € 0f,(x) .

(0f,(z) C Jy(x)) Seja x* € Of,(x). Suponha que z € X ¢é tal que ||z|| = ||z||. Neste caso,

observe que:

0=fol2)  fol@) = (2|2~ 2) = (2"]2) < (2" |2)

Como (—z) € X também satisfaz ||— z|| = ||z||, segue que |(z*|z)| < (z*|x). Assim,
obtemos:
(x| )
[l = sup [(z"|w)[ = — sup [{z7|2)| <
=1 1 [1 et =ia Il

Portanto, ||z*| [|z]] < (z*|z). Como a desigualdade contraria é sempre valida, segue que
(x* |z) = ||z*|| ||| . Vamos mostrar que ¢(||z||) = ||z*|| e concluir que z* € J,(z). Para
t>0,sejaz=t|z|| " z. Note que:
b(t) = e(ll=l) = L=l — (=)
= fo(2) = fo(2)

> (2] 2 — )
t— 1l .
T TRr
= (&= [lz[)) ="
Assim, para t < ||z|| temos:
6O = lel) oy PO =l
t =] ==t =]
Enquanto para t > ||z|| temos:
t) — t) —
G0 = 0el) 5 L SOl
t— |l =t t =]

Porém, do item (I) da Proposigao 2.58 os limites laterais coincidem em ¥'(||z||) = ¢(||z||) -

Usando o Teorema de Asplund 2.59, vemos que:

10 =0 (L1-17) (@ (225)

p



CAPITULO 2. ANALISE CONVEXA 51

Figura 2 — Ilustragdo geométrica do problema de proje¢do no espago (R?, -] ,)

Fonte: Do autor.

Assim, podemos deduzir algumas propriedades de J, a partir das propriedades do funcional
da norma F(x) = p~! ||z||? (para p > 1). Por exemplo, se F' ¢ Gateaux-diferencidvel, entdo
sabemos que .J,(z) é um conjunto unitario em todo ponto. Portanto, podemos considerar
Jp: X — X* como um operador com contradominio X*. Além disso, se F' ¢ Fréchet-

diferenciavel, entao do Teorema 2.27 temos que .J, é continuo.

2.11 Geometria dos Espacos de Banach

Seja X um espaco normado. Usaremos as notacoes: By = {r e X ||| <1},

By @ {weX ||z <1}eSxy ¥ {xeX||az]=1}.

Equipe o espago X = R? com a norma ||(x1,22)|, = |z1| + |z2|. Considere o
seguinte conjunto niao-vazio, convexo e fechado S = {(z1,22) € R? |z +y < 1}. Parao

ponto z = (1,1) € S, considere o seguinte problema de projegao:

minimizar: ||z — 2|
X

(P) (2.26)

sujeitoa: x €S

Como R? é de dimensao finita, entao é reflexivo. Assim, do Teorema 2.11 sabemos que o
problema (P) admite solugdo. No entanto, ndo temos que a solugao é tnica. De fato, o
conjunto solugao ¢ composto por todos os pontos (71, 79) € R? satisfazendo x 1,75 > 0 e
x1+xo = 1. Isto pode ser provado analiticamente e, geometricamente, podemos observar
este resultado aumentando o raio da bola centrada em z até que intercepte o conjunto S,

como ilustrado na Figura 2.

Intuitivamente falando, podemos ver que a auséncia de unicidade em (2.26) foi

provocada pelo fato de que a fronteira de Bx contém segmentos de reta. Outra propriedade
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indesejada surge quando a fronteira de By contém “bicos ”, pois nestes pontos nao existe
um tnico hiperplano suporte de By . Neste sentido, o estudo da geometria de espacos
de Banach tem como objetivo identificar quais condigoes um espaco de Banach X deve

satisfazer para que apresente boas propriedades geométricas.

Definicao 2.60. Dizemos que um espago de Banach X ¢é estritamente convero se para

quaisquer z,y € Sx distintos temos:

r+y
2

|<1

Proposicao 2.61. Para um espago de Banach X, as seguintes afirmacgoes sao equivalentes:

[. X é estritamente convexo.
II. Para quaisquer z,y € Sx distintos e A € (0,1), temos que |[(1 — Az + Ay| < 1.
ITI. Para quaisquer z,y € X nao-nulos satisfazendo ||z + y|| = ||z]| + ||y|| , existe um

a>0tal que z = ay.

Prova:

(I) <= (II) Que (II) = (I) é imediato e (I) = (II) segue as mesmas linhas da prova da
implicacao (III) = (II) da Proposicao 2.45.

(I) <= (I1I)

(I) = (III) Sejam z,y € X nao-nulos satisfazendo ||z + y|| = ||=|| + ||y||. Sem perda de

generalidade, assumimos 0 < ||z|| < [Jy|| . Neste caso, temos:

) Y )
> =+ L -
‘ ]l [yl H ‘ ol * Jal ‘ ]yl H
o4l = 1o (55~ 1)

Y Y

Izl H 2l Tyl

1 1 1

= o el ) = ol (g = o) =
] [
Portanto, fazendo u = ||z|| "z e v = ||y|| " y temos ||u + v|| = 2. Como u,v € Sx e X é

estritamente convexo, segue que 1 = v . Logo, = ay com a = ||z|| [|y|| ~* > 0.
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(IIT) = (I) Sejam z,y € Sx distintos. E imediato que ||z + y|| < 2. Suponha, para obter
contradigdo, que ||z + y|| = 2. Neste caso, temos que ||z + y|| = ||z| + |ly|| . Assim, existe
a > 0 tal que z = ay. Como z,y € Sx, segue que a = 1 e, por consequéncia, x = y.

Logo, ||z +y| < 2.
[ |

Dizer que X é estritamente convexo nao significa que || - || ¢ uma fungao estritamente

convexa. De fato, isso nunca é verdade: Paraxz #60,y=0e¢e X € (0,1), note que:
A =Xz +Ayll =1 =X llz] + Al

Ou seja, a norma || - || de um espago é sempre convexa, mas nunca estritamente convexa.
No entanto, é comum vermos a expressao “ || - || é estritamente convexa”, a qual deve ser

entendida como “ (X, || -||) é um espago estritamente convexo ”.

Da Proposicao 2.61 vemos que X ¢é estritamente convexo quando o segmento de reta
(excluindo as extremidades) que liga dois pontos distintos da fronteira de Bx sempre fica
contido no interior de Bx . Em particular, a fronteira de Bx ndo pode conter segmentos

de reta.

Para uma funcado peso ¢ (Defini¢do 2.54), seja f,, como na Proposigao 2.58. No

proximo Teorema adicionamos uma quarta equivaléncia na Proposicao 2.61.

Teorema 2.62. Sejam X um espago de Banach e ¢ uma funcao peso. Entao, o espago X

¢ estritamente convexo se, e somente se, f, ¢ uma fungao estritamente convexa.
Prova: Veja Zélinescu (2002, p. 228).

O resultado do Teorema 2.62 independe da funcdo peso. Para a escolha particular
de p(s) = sP~! para algum p > 1, temos f,(z) = p~'|jz||”. Portanto, X é estritamente
convexo se, e somente se, o funcional da norma F(z) = p~! ||z||? ¢é estritamente convexo

para algum (todo) p > 1.

Exemplo 2.63. Seja X um espaco de Banach reflexivo e estritamente convexo. Para um

subconjunto S C X ndo-vazio, convexo e fechado, tome z ¢ S e considere o problema:

minimizar: ||z — z||
(P) ’ (2.27)

sujeitoa: x €S

Observe que (P) compartilha do mesmo conjunto solugao que o problema:
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L 1 2
minimizar: = ||z — z||
x 2

(P2) (2.28)
sujeito a: x € S

Como X é estritamente convexo, temos que F(z) = 12|z — z||* é estritamente convexa.
Do Corolario 2.13 temos que (P3) admite uma tnica solugao. Assim, a solugao de (P) é

unica e, portanto, recuperamos a unicidade em um espago estritamente convexo.

Definicao 2.64. Dizemos que um espaco de Banach X ¢é suave se para todo x € X nao-nulo

existe um unico z* € X* tal que ||z*|| =1 e (x*|x) = ||z .
|

Note que a existéncia de um elemento do dual como na Definicao 2.64 é garantida
pelo Teorema de Hahn-Banach (e seus Coroldrios). Assim, X ser suave é somente uma

questao de unicidade.

Proposicao 2.65. Um espaco de Banach X ¢ suave se, e somente se, para cada x € X

nao-nulo existe um tnico hiperplano suporte de ||z|| Bx no ponto x .
Prova: Veja Ciordanescu (1990, p. 22).

Teorema 2.66. Sejam X um espago de Banach e ¢ uma funcao peso. Entao, as seguintes

afirmagoes sao equivalentes:

[. X é suave.
II. ||| é Gateaux-diferencidvel em X \ {6}.

III. f, é Gateaux-diferenciavel (em todo o espaco X).

Prova: Veja Zalinescu (2002, p. 228).

Logo, o espago X ¢é suave se, e somente se, o funcional da norma F(z) = p~!||z||”

é Gateaux-diferenciavel para algum (todo) p > 1.

Existe uma relagao de dualidade entre os conceitos de um espaco suave e um espago

estritamente convexo.
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Proposicao 2.67. Seja X um espaco de Banach. Se X* é suave (estritamente convexo),
entao X é estritamente convexo (suave). Caso X seja reflexivo, entdo vale a reciproca:

X* é suave (estritamente convexo) se, e somente se, X ¢é estritamente convexo (suave).

Prova: Veja Zalinescu (2002, p. 230).

Seja X um espago de Banach. Defina a fungao px: (0,00) — R por:

def {||x—|—7'v||+||x—7'v||—2
= sup

5 :C,UGSX}

Chamamos px de mddulo de suavidade de X. Existe ainda uma versao local. Para o € X

nao-nulo, defina px(-,zo): (0,00) — R por:

def { lzo + 7]l + [0 = 70l = 20l

px(T,x9) = sup 5 |U€Sx}

A funcao px(-,xo) é denominada de médulo de suavidade de X mno ponto xo. Note que:
2||lzoll = lI(zo + 7v) + (z0 = TV)|| < [0 + 7 0[| + |20 — 7 ]|

Ou seja, px(7) > 0e px(T,29) > 0. Além disso, para v € Sx temos ||zg £ 7v|| < ||zo||+ T,

de forma que:

lzo + 7 vll + flzo — 7ol = 2[zoll <27

Portanto, px(7) <7 e px(1,20) < 7.

Definicao 2.68. Dizemos que um espago de Banach X é:

=0.

. . px(7)
o) umformemente suave se lim
=0t T

T, T
o localmente uniformemente suave se lim px(7.20) = 0 para todo zp € X \ {6} .

T—07t T

Exemplo 2.69. Seja X um espaco de Hilbert. Entao, vale que:
2 2 2 2 2
(lz+7ol+ llz = rol)* <2(llz + 70| * + [z — 7o) *) = 4 (> + 7> o] )

Para x,v € Sx, obtemos a estimativa ||z + 7v|| + ||z — 7v|| < 2v1+72. Logo, segue

que px(7) < V1472 —1<1/272% e, portanto, X ¢é uniformemente suave.
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Teorema 2.70. Sejam X um espago de Banach e ¢ uma funcao peso. Entao, as seguintes

afirmagdes sao equivalentes:

I. X é localmente uniformemente suave.
IL. || - || é Fréchet-diferenciavel em X \ {6}.

III. f, é Fréchet-diferenciavel (em todo o espago X).

Prova: Veja Zélinescu (2002, p. 232).
|

Logo, o espago X é localmente uniformemente suave se, e somente se, o funcional

da norma F(x) = p~!||x||? ¢é Fréchet-diferenciavel para algum (todo) p > 1.

Definicao 2.71. Dizemos que um espaco de Banach X é uniformemente convexo se para
todo € € (0, 2], existe um 0 = d(€) € (0, 1] tal que para quaisquer x,y € Sx satisfazendo

|z —y|| > € temos que:

|5 =
|
Exemplo 2.72. Seja X um espaco de Hilbert. Entao, vale que:
r+y|?  lr—y|?* 1 2 2
S+ =5 G+ )
Para € € (0,2] e z,y € Sx satisfazendo ||z — y|| > €, obtemos a estimativa:
2 2 [ 2
T+y §1—6—2> :chyHS 1_:
2 4 2 4
Fazendo d(€) e /1€ /4 temos que X é uniformemente convexo.
|

Teorema 2.73 (Milman-Pettis). Todo espaco de Banach uniformemente convexo é um

espago reflexivo.

Prova: Veja Cioranescu (1990, p. 49).
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Proposicao 2.74. Seja X um espaco de Banach. Entao, temos que X* é uniformemente

suave (convexo) se, e somente se, X é uniformemente convexo (suave).
Prova: Veja Ciordnescu (1990, p. 52-53).

Corolario 2.75. Todo espago de Banach uniformemente suave é um espago reflexivo.
Prova:

Seja X um espaco de Banach uniformemente suave. Da Proposicao 2.74 temos que X*
¢ uniformemente convexo. Segue do Teorema 2.73 que X* é reflexivo. Portanto, X é

reflexivo.

Exemplo 2.76. Seja (€2, S, 1) um espaco de medida e considere os espacos de Lebesgue
LP(Q) para p € [1,00]. Além do espago de Hilbert L?(Q), é possivel mostrar que para
p € (1,00) temos que L?(Q2) é uniformemente convexo e uniformemente suave. Como os
espagos L1() e L>()) ndo sdo reflexivos, entdao niao sdo uniformemente convexos nem
uniformemente suaves. E possivel mostrar ainda que L'(Q) e L>(Q) nio sio nem mesmo

estritamente convexos ou suaves.



3 Método das Projecoes Relaxadas

O algoritmo que sera apresentado neste capitulo foi introduzido por Machado,
Margotti e Leitao (2018,2020) e é aplicavel para solu¢ao de problemas lineares mal-postos
em espacos de Banach. Trata-se de um método Tikhonov iterado nao-estacionario com
uma escolha a posteriori dos parametros de regularizacao. A penalizagao se da por meio

da distancia de Bregman induzida por uma func¢ao uniformemente convexa.

Sejam X e Y espagos de Banach e A € B(X,Y). Estamos interessados em resolver

o problema inverso:

Az =y, ly—y°| <6

onde y € R (A) é o vetor exato e § > 0 é o nivel de ruidos. Admitimos que y € R (\A) pois
supomos a existéncia de ao menos uma solucao exata: Existe T € X tal que AT = y.

Ainda, supomos que o problema inverso é mal-posto.

Grosso modo, vamos definir um algoritmo iterativo que gera uma sequéncia (:9)
onde z,, é obtido a partir de z{ da seguinte forma: Seja Q dof {re X |Az=y}o
conjunto de todas as solugdes e suponha que z§ ¢ Q. Tome um conjunto S (ndo-vazio,
convexo e fechado) que separa o ponto z¢§ do conjunto 2. Em seguida, x¢ 41 € definido
como a projecio de ¢ em S, como ilustrado na Figura 3. A iteracdo continua até que um
determinado critério de parada seja satisfeito. Aqui, vamos adotar o chamado principio

da discrepancia.

Como Q C{z € X | [[Az —y°|| < 4§}, em cada iteragio vamos escolher um p > 0
apropriado e tomar S = {z € X | [|[Az — y°|| < p}. Ainda, a projecio de z em S (a
saber, z9, ) se encontrard na fronteira de S. Ou seja, z{,, satisfaz ||Az{ ; —y°|| = p.
Logo, fica claro que a escolha de p é uma tarefa de extrema importancia que possui
implicacOes na convergéncia do algoritmo. Ao invés de explicitamente determinarmos o
valor de v, vamos permitir que em cada iteracao este parametro possa ser escolhido dentro
de um intervalo, gerando assim o método das projegoes relaradas. Como a escolha de

ndo é tnica, segue que z9,; ndo é unicamente determinado a partir de z .

3.1 Definicao

Para a definicao formal do algoritmo, vamos assumir as seguintes hipoteses:
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Figura 3 — Ilustracao geométrica da iteracao do algoritmo

d
* 'Tlii:

§
P Tpi

T

Fonte: Do autor.

A1 X é um espago reflexivo e Y é um espaco localmente uniformemente suave.

A2 F €Ty (X) é uma funcio uniformemente convexa. Ainda, seu médulo de convexidade

©:1]0,00) — [0, 00) se caracteriza como uma fungao peso (Definigao 2.54).

A3 Existe T € dom (F) tal que AZ =y, onde y € R(A) é o vetor de dados exato (sem

ruidos). Isto é, dom (F') N Q é ndo-vazio.

O método iterativo esta apresentado no Algoritmo 1. Para a inicializagdo precisamos
escolher um chute inicial zy € dom (0F) e & € OF (x). Também precisamos pré-fixar as
constantes 7 > 1, r>1e 0 <7 <n<1. Iremos assumir que nosso chute inicial satisfaz
|Axg —y°|| > 76 >, pois do contrario a iteracdo sequer inicia. A iteracdo ird terminar

no primeiro fndice k > 1 que satisfazer || Az — y°|| < 7. Portanto, definimos:

def .

ks < inf{k > 1] ||Az} - ¢°|| < 70} (3.1)
Para ks < oo segue que || Az} —y°| <76 e em geral temos:
VO<k<ks, ||[Az) — 0| > 76 (3.2)

Nosso primeiro objetivo serd mostrar que de fato existem T e A como descritos nas
linhas 7, 8 e 9 do Algoritmo 1. Suponha que dispomos de z§ € dom (OF) e &) € OF (x2).
Se neste estagio ainda precisamos da proxima iteracao, entdo o critério de parada nao foi

satisfeito. Portanto, assumimos que | Az§ — y°|| > 78§ > §. Para pu > 0, definimos:
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Algoritmo 1: Método iterativo

Dados: A, F,y%, 6 >0,20,&,0<n<n<1,7>1,r>1.

0

1 25 = o
253250;
3 k=0;

enquanto || Az{ —y°|| > 76 faga

I

5 | a=0-7m)0+7Az)—y°|;
6 | dp=(1—-n)d+nllAz)—y°|;

7 | encontre T € X e \ > 0 tais que:

8 T:argmin{Xr_l H.Ax—y‘SHT—i-DggF(:c,xi)‘xEX};
o |AZ —y°| € [ex, dl;

10 o= \;

11 T =T

12 fg-ﬂ = 51? - )‘i AT, (Axiﬂ - 96)3
13 k=k+1;

14 fim

—_

e 1 r r
Sp ¥ {zex | Az -y I" < surf = {o e X [ 4a -yl < )
r T

Inserimos o pardmetro r > 1 na definicao do conjunto S, por conta de um detalhe que

sera explicado posteriormente. Agora, considere o seguinte problema:

minimizar:  Dys F(x, xi)
T k
(P) (3.3)

sujeito a:  x €5,

Proposiciao 3.1. Se 6 < pu < ||[Az{ — y°]|, entdo o problema (3.3) admite uma tnica
¢ K kY

solucdo. Ainda, a solucdo de (3.3) é distinta do ponto x? .
Prova:

E evidente que 2 C S, e, portanto, S, ¢ nao-vazio. Que S, ¢ fechado e convexo ¢ uma
consequéncia imediata de sua definigio. Como u < || Az} — y°||, entdo z{ & S,,. Assim,

certamente a solugao serd distinta de 29 . Uma vez que I € Ty (X) ¢ estritamente convexa,
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segue que Des F'( - ,29) € To (X) é estritamente convexa. Da Proposigao 2.52, temos que
Des F(x,28) > O(||lr — 2¢||). Como assumimos (A2), segue que Des F(- ,29) é coerciva.

Logo, aplicando o Corolario 2.13 temos que (3.3) admite uma tnica solugao.

Considerando G(z) = ||[Az—y°||, temos S, = {x € X | G(z) < p} . Como exposto
no Exemplo 2.37, temos a estabilidade do problema (3.3) caso exista um ponto de Slater.

Por conta disso, vamos impor que p > 9.

Proposigdo 3.2. Se § < u < || Az{ — ¢°||, entdo existem T € X e X > 0 satisfazendo:

A
T = argmin { - Az —3°||" + Des F(x,z9)

v e X} e AT -y =
Prova:

Para Z € dom (F) de (A3), temos que ||AZ — ¢°|| = |ly — ¥°|| <J < p. Ou seja, T é um
ponto de Slater para o problema (3.3). Seja T € X a tnica solugao de (3.3) garantida pela

Proposicio 3.1. Seguindo os Exemplos 2.37 e 2.42 para G(z) =r ! |Ax —¢°||" —r L p",

existe um multiplicador de Lagrange X\ € R satisfazendo as condicoes de KKT:

o viabilidade primal: || AZ — y°||" — u" <0

o viabilidade dual: \ > 0

o folga complementar: \ (||.AT — " — ,u”) =0

o minimizagdo: T = argmin {Xr_l [ Az —y°|" + Dey Fa, x3) ’ T € X}
Suponha, para obter contradicdo, que A = 0. Neste caso, segue da condicdo de minimizacio

que T = z§ . Mas da Proposicio 3.1 sabemos que T # ¢, daf a contradicdo. Logo, A > 0

e, por consequéncia, [|[AZ — y°|| = .
|

Observacao 3.3. Comparando com o Exemplo 2.42, note que trocamos “ € ” por “=" na
condi¢ao de minimizacao, uma vez que Dgg F(-,2?) é estritamente convexa. I também
por conta da condi¢do de minimizacao que inserimos o parametro r > 1 na definicao de

Sy, pois desta forma obtemos a expressao desejada.
|

Agora ¢ imediato que Z € X e A > 0 como descritos no Algoritmo 1 existem: Basta
aplicar a Proposicdo 3.2 para u € [cx, dy], uma vez que [cg, dy] C (9, | Axd —3°]]) (veja
linhas 5 e 6 do Algoritmo 1).
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Outro aspecto que devemos nos certificar é que &p., € OF (x_,). Observe que:

Py .
2%, = argmin { 7’“ Az —y°||" + Des F(x,2%)

:UEX}

De (2.5) e usando (2.25), os Teoremas 2.28 e 2.29, bem como a Proposigao 2.53, segue que:
0 e )‘i A*J, (Axiﬂ - 3/6) + GF(:L‘ZH) - flf:

Agora, como Y é localmente uniformemente suave (hipotese (A1l)), em particular temos

que J,(y) é unitério em todo ponto. Assim, obtemos:
&~ A A (Axg, —y°) € OF (ag,)

Ou seja, &)1 € OF (z_4).

Com tudo que foi exposto e discutido nesta se¢do, conclui-se que o Algoritmo 1 esta
bem-definido.

3.2 Analise de Convergeéncia

3.2.1 Convergéncia com Dados Exatos

Primeiramente vamos analisar o caso em que temos dados exatos. Isto é, vamos
assumir que temos § = 0 e y° =y € R (A). Neste caso, vamos abandonar o sobrescrito d e

denotaremos sequéncias geradas pelo Algoritmo 1 somente como (zx), ({x) € (Ax).

Observe que nao paramos a iteragado enquanto || Az — y|| > 0. Isto é, s paramos

em algum indice k£ > 1 tal que Az = y. No entanto, isto nunca ocorre. Note que:
[Azk =yl 27l Az =yl = cra

Como inicialmente temos ||Azo — y|| > 0, vemos que ||[Azy —y|| > 0 para todo k > 1.

Logo, sequéncias geradas pelo Algoritmo 1 para 6 = 0 sao infinitas.

Comegamos com um resultado que estabelece o decaimento do residuo || Az, — y|.

Proposicao 3.4. Seja (z)7 , uma possivel sequéncia gerada pelo Algoritmo 1 com dados

exatos. Entao, para todo k > 1 temos que:
Ak —yll < [ Azy —yll < nlAzg- =yl (3.4)

e também que:

7" Az —yll < Azp =yl < n* [l Azo —yl (3.5)
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Prova:
Para k£ > 1 temos que:

ch1 =N Azka —yll < Ak —yll <nl[Azp -yl = dis

de onde segue (3.4). A prova de (3.5) é feita por inducdo. Para k = 1 ja estabelecemos
o resultado. Suponha que o resultado se mantenha para (k — 1) > 1 e vamos mostrar a

validade para k. Observe que:
Az, =yl < nllAzi =yl <nn* Az -yl = 0" Az — yl|

e de maneira analoga estabelecemos a cota inferior.

Proposicao 3.5. Sejam (24)52 o, (k)7 € (Ak)52 possiveis sequéncias geradas pelo
Algoritmo 1 com dados exatos. Seja T € dom (F') N 2 uma solugao do problema inverso.

Entao, para todo k > 1 segue que:
D¢, F(Z,7y) = Dg,_, F(Z,05-1) — De,_, Fwg, wp—1) — A1 [ Az —yl|” (3.6)
Além disso, temos que:

> Ak Az —y|" < o0 (3.7)
k=1

Prova:

Da identidade dos trés pontos (Proposi¢ao 2.51) temos:

Dﬁk F(ivxk) - D§k71 F(‘%?xk—ﬁ - D§k71 F(kark—l) + <§k —&k-1 | T — f)

= — D&%l F(:Uk,l’k_l) — )\k—l <A*JT (Al’k — y) |1Ek — f>
(3.8)

onde a segunda igualdade foi obtida usando a definigao de & (linha 12 do Algoritmo 1).

Usando as propriedades do operador de dualidade .J, temos:

Ak—1 <A*Jr (Amk - y) ’xk - @ = -1 <Jr (Aﬂﬂk - y) ’Axk - y> = k-1 HAl’k - yHT
(3.9)

De (3.8) e (3.9) temos (3.6). Agora, observe que de (3.6) segue:

Akt | Azk —yl|" < De,_, F(Z, 2e-1) — De, FI(Z, 1)
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Logo, para N > 1 temos:

N N
> MallAzk =y <> (D, F(& wx1) — De, F(3, 1))
k=1

k=1

Dfo F(Z/L'\,Io) - DgN F(f,IN)
Dy,

IN

F(Z,x0) < o0

Fazendo N — oo temos (3.7).

Considere o seguinte problema:

minimizar: Dy, F'(x, z)
(P) : (3.10)

sujeito a:  x € ()

Para mostrar que (3.10) admite uma tnica solu¢ao seguimos as mesmas linhas da prova da
Proposicio 3.1. Seja xf € dom (F) N Q a tnica solugdo de (3.10). Note que 2 é a solugao

do problema inverso mais préxima (no sentido da distdncia de Bregman) do ponto x.

Teorema 3.6. Sejam (75)7%, (k)72 € (Ak)i, possiveis sequéncias geradas pelo

Algoritmo 1 com dados exatos. Entdo, temos que 2, — 2! quando k — 0.
Prova: Comecamos com um resultado intermedidrio.

Afirmacao: (x), ¢ uma sequéncia de Cauchy.
Sejam m > k > 1. Da identidade dos trés pontos temos:
D¢, F(xp,21) — De, F(zt,2) = — De, F(zt,2,,) + <£m — & ’ Loy — ZL‘T> (3.11)

Observe que:

(6n-elom=a]=| £ (6-6s| o)

m

= > A (AT (A~ ) - )

i=k+1

m

= > — XAz —y) | Azy —y)

i=k+1

< Z Nicil|[ Az =yl Az — yl)

i=k+1
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Da Proposigao 3.4, temos que ||[Az,, —y| < ||[Az; — y| para todo i < m. Portanto,

obtemos:

‘<5m_5’f’xm_“fT>‘ < f: Nici|| Az —yl|” (3.12)

i=k+1

De (3.11) e (3.12) segue:

ng F(.Tm, l’k) S ng F(mT,xk) — ng F(I‘T, l’m) + Z /\Z_1||.AZEZ - y”r (313)
1=k+1

Segue da Proposigao 3.5 que (D¢, F(z7, 1)), ¢ uma sequéncia mondtona decrescente.
Como também ¢ limitada inferiormente (por zero), segue que (D, F(x', x}))r é uma
sequéncia convergente (em particular, Cauchy). Observe também que o dltimo termo de
(3.13) se trata de uma diferenga de somas parciais da série em (3.7). Uma vez que a série
converge, a sequéncia de somas parciais também ¢é de Cauchy. Ou seja, para um dado

€ > 0 arbitrario e considerando €* = O(¢) > 0, existe um indice k§ > 1 tal que:
Vm >k > ki, De, F(xy,,xr) <€ (3.14)
Da Proposicao 2.52, temos Dg, F(xy,,x;) > O(||zm — zi||). Ou seja, de (3.14) segue:
Vm>k>ki, [|Jom— x| <e

Logo, a afirmacao esta provada.

Como (zy)x é Cauchy e X é completo, existe T € X tal que zy — T quando k — co0. A
prova estd completa se mostrarmos que T = z'. Se T € Q e D¢, F(T,10) < D¢, F(x', x0),
entdo da definicio de x' temos T = x7. Como 1 € (0,1), segue da Proposicio 3.4 que
Az, —y|| — 0 quando k& — oo. Da continuidade de A segue que AT = y e, portanto,
7 € Q. Resta mostrar que D¢, F(T,x¢) < D¢, F(x',29). Como &, € OF (), segue que
€k — & € 0D¢, F(-,x0)(xy) = OF (x1) — & . Disto temos:

<§k —& ‘ zt — ZBk> < Dy, F(x*,xo) — D¢, F(x, x0) (3.15)
Como Dy, F(-,z0) € I'g (X), de (3.15) segue:
D¢, F(Z,20) < I%Igioréf Dy, F(x, xo)
< Dg, F(a', 20) + liminf (& — & |2y — 27)

Temos o resultado uma vez concluida a prova da proxima afirmacao.



CAPITULO 3. METODO DAS PROJECOES RELAXADAS 66

Afirmacao: mll_r)nOO <§m - & ‘ T — xT> =0.

Seja € > 0 arbitrario. Como ja argumentamos, o lado direito de (3.12) trata-se da diferenga

de somas parciais da série em (3.7). Logo, existe um indice k7 > 1 tal que:

¥m >k >k, [(6n — & |zm —2t)| < /2
Em particular:
Vm > kY, [(6n = &k; |om —2T)] < /2
Agora, observe que:
ki

(ks — €0 am —2T)| = |32 (& — €1 |2m — 2 )

i=1

k1
=13 e (A (A = )2 — o)

i=1

ki
=13 A (T (Az —y) | Az, — y)

i=1

k3
<NAzw —yll Y XNl Az —y|"

i=1
Como ||Ax,, —y|| — 0 quando m — oo, existe um indice k5 > 1 tal que:

Vm > k3,

<fk; —fo‘xm—$T>‘ <e€/2
Assim, para ki > max {k7}, k;} temos:

Vm > kj,

<§m—§0‘xm—ﬂ>’<e

Logo, a afirmacao esta provada.

Corolario 3.7. Seja (x)7°, uma possivel sequéncia gerada pelo Algoritmo 1 com dados

exatos. Entdo, temos que D¢, F(z7,z;) — 0 quando k — oo
Prova:

Seja € > 0 arbitrario. Como exposto em (3.14) existe um indice kf > 1 tal que:
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Vm >k > ki, De, F(p,xr) <€

Ou seja:

VEk> kg, mlgnOO D¢, F(xp,x)) <€
Como ,, — z' quando m — oo e D¢, F(-, ;) € Ty (X), segue que:

Vk >k, De, F(zt,xp) < liminf De, F(xp,xy) <e

3.2.2 Introduzindo Ruidos: Estabilidade e Regularizacao

Agora vamos assumir que nossos dados sdo imprecisos e § > 0. Vamos provar as
propriedades de estabilidade e regularizacao do Algoritmo 1. Comecamos de uma maneira

similar ao caso de dados exatos, mostrando o decaimento do residuo ||Az§ — y°||.

Proposicao 3.8. Seja (xi)],?:o uma possivel sequéncia gerada pelo Algoritmo 1 para § > 0

e y° €Y satisfazendo ||y — y°|| < §. Entdo, para todo k = 1,2, ... , ks temos que:
m(lAz_ =yl =6) < [Azg — ¢’ =6 <n(Azy_, —y°| - 0) (3.16)

e também que:

7 (| Az — y°l| = 6) < [[Azy — 90l = 6 <n* (| Az — y°| — 6) (3.17)
Prova:

Para k=1,2,... ks temos que:
=0+ 7 ([ Azp_y =yl = 0) < Az) =y’ <5+ (|Az_, — ¢l —8) =d
Ck—1 U 0 = T =Y Il > Ui Lp—1—Y k—1
de onde segue (3.16). A prova de (3.17) é feita por indugao. Para k = 1 ja estabelecemos

o resultado. Suponha que o resultado se mantenha para (kK — 1) > 1 e vamos mostrar a

validade para k. Observe que:
[Azg =yl =6 < n (| Az —y°ll = 8) < ™' ([ Azo —y°|] - )
=" ([ Az —y°|| = 0)

e de maneira analoga estabelecemos a cota inferior.
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Uma importante consequéncia da Proposi¢ao 3.8 é que na presenca de ruidos (6 > 0)
N k ~ . . . ~ . . ’
as sequencias (:ci) r_o sao finitas, pois a iteracao do algoritmo termina em um ntimero

finito de passos (ks < 00).

Corolario 3.9. Seja (29);’_, uma possivel sequéncia gerada pelo Algoritmo 1 para & > 0

e y® €Y satisfazendo ||y — y°|| < &. Entdo, a iteracdo termina em um ntimero finito de

passos e temos a estimativa:

——1 [Azo —y°|| =8 -1 | Azo —y° — 9
< < .
In7| " In < =10 <ks<|lnnp In r=1)6 +1 (3.18)

Prova:

Suponha, para obter contradicao, que ks = oo . Isto é, estamos assumindo que o critério

de parada nunca é satisfeito e, por consequéncia, temos:
VE>1, [|A2) — 9| >76 = VE>1,||A2d —¢°|| -6 > (1 —1)0

Disto e da Proposicao 3.8 segue que:
VE>1, 0" (|Azo—9°| —0) > (1 —1)6 >0

onde obtemos uma contradigio, pois como 7 € (0, 1) temos que n* — 0 quando k — oo .
Portanto, a iteragao termina em um nimero finito de passos e ks < oo. Agora, aplicando

(3.2) para k = ks — 1 e novamente a Proposicao 3.8, obtemos:
(r=1)6 <[ Azg, s =y’ =0 <™~ (JAzo — y°[| - 0)

de onde segue a cota superior de (3.18) apds uma pequena manipulagdo. Para a cota
inferior, note que || Az}, —y°|| <74 e, portanto, [|[Az) —y°|| -0 < (r—1)d. Aplicando

a Proposicao 3.8 temos:
7" (| Az =yl = 8) < (1 —1)4

de onde segue a cota inferior de (3.18) ap6s uma pequena manipulagao.

Uma segunda consequéncia da Proposi¢ao 3.8 trata da convergéncia da familia
(ks)s>o quando 6 — 01. Note que ks ndo depende exclusivamente do nivel de ruidos

§ > 0, mas também do vetor °.
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Corolario 3.10. Seja (ks)s~o uma possivel familia gerada pelo Algoritmo 1, onde para

cada § > 0 temos y° € Y satisfazendo ||y — y°|| < . Entdo, ks — 0o quando § — 0+,
Prova:

Do Corolario 3.9 temos:

— =6
V6>0,k52]1nn|_11n<||Ax0 vl )

(r—1)0

Portanto, fazendo 6 — 0" temos ks — oo

Lema 3.11. Seja (xi)i“zo uma possivel sequéncia gerada pelo Algoritmo 1 para § > 0 e

y® € Y satisfazendo ||y — y°|| < §. Entdo, existe uma constante 3 € (1,7) tal que:
VE=1,2,... ks, |AzS —°|| > 36
Prova:
Para k =1,2,..., ks temos que:
Az =y > (1 =78+ 7|l Az, —y°|| = cxa
Usando (3.2), temos || Az{_; —¢°|| > 7. Assim:
Az} =y’ >0 =n)d+770=(1+(T—=1)7)d

Fazendo 8 %' 1+ (7 — 1)7 € (1,7), temos o resultado.
|

Proposicao 3.12. Seja (xi)ﬁ“zo uma possivel sequéncia gerada pelo Algoritmo 1 para

§ > 0ey’ €Y satisfazendo ||y —y°|| < §. Seja 7 € dom (F)N Q uma solugdo do problema

inverso. Entao, para todo k£ =1,2,... , ks segue que:
~ ~ 1 .
Det F(@a) < Do, Fidaf ) =D, Flabat )= (1 5) Iot=o'1" 319

onde a constante § € (1,7) é dada pelo Lema 3.11.
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Prova:

Da identidade dos trés pontos (Proposi¢ao 2.51) temos:

Dgg F(z, 9%) D55 F(fU\w??i—ﬂ = —Dgg_ F(l’ial’k 1)+ <fk; fg—l ’372 - f>

= =Dy F(ad,z) ) = My (AT (Az) —y') |2} - 7)
(3.20)

onde a segunda igualdade foi obtida usando a definigao de £ (linha 12 do Algoritmo 1).

Usando as propriedades do operador de dualidade J, temos:

Moy (AT Az =) | 2h = 7) = ALy (Je(Ax) —°) | Az — y)
= N (I (Aad =) | Aad =)
+ X (T (Axd =) |y —y)
oyl = 17+ Xy (e (Axg =) [ — o)

> Aoy Az =yl = A Az — Ty’ =y
(3.21)

De (3.20) e (3.21), temos:

Dgs F(z,2}) = Deg | F(,23_) < = Dgy | Flag,23-1) — Ny [Azg —°|l"

A0 Az =y Y =yl

5 s St (3.22)
< _D£;§,1 F(‘Tkaxk 1) = Apo 1||A$k vl

N A =yl

Do Lema 3.11 e (3.22), temos:

D§5 F(z, $k) D§5 F(f@g—ﬁ < —Dggfl F(ﬂfi’xk 1) — )‘i 1 ||A9Ck ?J(SHT

§ _y6Hr

de onde segue (3.19).
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Queremos estudar as propriedades de convergéncia da familia (z¢ 5)5>0 quando
d — 0. Primeiramente, vamos determinar um resultado de estabilidade que conecta
2 com z: Para um dado indice k > 0 qualquer, segue do Corolario 3.10 que para
§ > 0 suficientemente pequeno a sequéncia (2 )¥s_ contém o elemento ¢ . Neste sentido,
queremos mostrar que 8 — x;, quando § — 0*. Uma vez que o Algoritmo 1 ndo
determina unicamente suas sequéncias, este desafio ganha uma dificuldade adicional, pois
ndo sabemos para qual z;, a familia (7¢)s+ o deveria convergir (e também, a familia (22)s+ ¢
nao ¢ dnica). Assim, para cada k > 0 vamos mostrar que existem escolhas para as quais

obtemos z§ — ), quando § — 0F.

Antes de enunciarmos e provarmos o resultado de estabilidade, vamos definir os

funcionais de Tikhonov T}, ,Tfi: X — R, por:

def Ak

(@) = = Az —yll" + De, F(z, zx)

def )\6 r
Ty (r) & 2% A a — o+ Dy P, )

Sabemos que D¢, F/(-,x) € I'g (X) é estritamente convexa e coerciva. Assim, temos que

o operador T, € I'g (X) também é estritamente convexo e coercivo. Como X é reflexivo

(hipotese (A1)), segue que T, admite um tnico minimizador. Ou seja, argmin {7}, }

é um conjunto nao-vazio e unitario. O mesmo comentario vale para Tj(; . Note que por
k

definicao do Algoritmo 1 temos:

2%, = argmin {T)‘fi(x) T € X}

Teorema 3.13 (Estabilidade). Seja (4;)%%

221 € (0,00) uma sequéncia tal que §; — 0

quando j — oo. Para cada j > 1, fixe possiveis sequéncias (xf,{)nszo e (55,{),3;0 geradas
pelo Algoritmo 1 para §; > 0 e y% € Y satisfazendo ||y — % < §;. Entao, existem
sequéncias ()5 o e (£x)72 o geradas pelo Algoritmo 1 com dados exatos tal que para cada

indice k > 0 podemos tomar uma subsequéncia (d;,,)7°_; (dependendo de k) que satisfaz:

Vn=01,... k, 2%m — x,, mn — ¢ e F(adm) — F(x,) quando m — oo

n
Prova:

A prova sera feita por inducao em k. O argumento consiste em sucessivamente construir
subsequéncias apropriadas de (0 j);-x; 1 €, para simplificar a notac¢ao, nao vamos reindexar tais

A . A . - o
subsequéncias. Isto é, uma subsequéncia de (d;)$2, serd ainda denotada por (6,;)52 , . Para
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= 0 o resultado é imediato, uma vez que x = zo e &5 = & para todo § > 0. Suponha
que o resultado se mantenha para k > 0 e vamos mostrar a validade para k£ + 1. Assim,
existe uma subsequéncia (0;)52 ; satisfazendo:

85

Vn=01,... k2% — x,,8 — &, e F(2%) — F(z,) quando j — oo

Sem perda de generalidade (Coroldrio 3.10), vamos assumir que k < ks, para todo j > 1,
de forma que k + 1 < ks, para todo j > 1. Devemos mostrar que existem sucessores Ty
e &py1, bem como uma subsequéncia (6;)3%, tais que xzﬂrl — Thy1, f,iﬂrl — &y ©
a ($ij+1) — F(zpy1) quando j — oo. A prova serd dividida em véarios passos, os quais

explicamos agora:

_ A . 5 _
Passo 1: Encontramos 7 € X e uma subsequéncia (d;)3%, tais que x;’, — T quando

j — 00.

Passo 2: Mostramos que a sequéncia de multiplicadores ()\ij )32, € limitada. Em seguida,

escolhemos uma subsequéncia convergente e definimos:

A X lim MY €0, 00) (3.23)
J— 00

Bem como:

Thi1 def arg min {T)\k(x) ‘ T € X} e Epi1 def & — M AT (Axpy —y) (3.24)

_ . 0 w
Passo 3: Mostramos que x4 = 7. Em vista do Passo 1, temos x,’ ; — 7}41 quando

J — 00.

Passo 4: Mostramos que F(:piﬂrl) — F(2p41) quando j — oo. Uma vez que F' possui
a propriedade de Kadec-Klee (Defini¢ao 2.46 e Proposicao 2.47), segue (em vista do Passo 3)

5; .
que ;' — Tpy1 quando j — 00.
5; 4
Passo 5: Mostramos que §;’; — {41 quando j — oo.

Passo 6: Validamos x,1 como uma possivel atualiza¢ao de xy de acordo com o Algoritmo 1,

completando o argumento de indugao.
Passamos para a prova de cada um dos passos.

Passo 1: Usando a Proposicao 3.12 temos que:

Vi>1,Ds, F(ztzy,) < D, F(z' 20y < ... < Ds, F(z! 2)) = De, F(z, 2)
k

€ut1 - R
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Da Proposicao 2.52 segue:
. 5;
V] > 17 @(HxJr - Ik:]—i-lH) < D{o F($T’x0) < o0

Como O(s) — oo quando s — oo (hipétese (A2)), segue que (xiil)gozl é limitada.
Sendo o espaco X reflexivo (hipdtese (A1)), existem T € X e uma subsequéncia (d;)3%,

tais que :UZ{H — 7 quando j — oo (Proposigao B.23).

Passo 2: Suponha, para obter contradi¢do, que a afirmacao é falsa. Neste caso, existe uma

subsequéncia tal que /\? — o0 quando 5 — oo . Portanto:

55 (85
1 5 T)\gj (xk]’H)
lim =~ Azy, —y™)|" < lim
J—oo T J— 00 )\k]
5.
T)\gj ($T>
< lim b
J—» 00 )\kj
1 Des F(xt, 29)
- lim (|1Ax*—y6f|v+5k Sk
jooo \ 1 A
1 D¢, F(xf
< lim (5;+50 @ ’x°)> ~0
j=oo \r A

Disto e da Proposicao 3.8, segue:
0 <7 | Az —yll = lim 77 (| Az — y™[| - 9)
j— 00

. &, 5
< lim (||Az,, —y%]—4d;)=0
< tim (MAz -y - 6))
o que contradiz nossa hipotese de xy nao ser uma solugao do problema inverso. Portanto, a

sequéncia (Aij )32, € limitada. Assim, tomamos uma subsequéncia convergente e definimos
Ak, Thr1 € g1 como em (3.23) e (3.24).

o _ 5; : ,
Passo 3: Vamos mostrar que o limite fraco T € X de (z}),,)32, estabelecido no Passo 1 é
precisamente x.,. Para mostrar que T = xj,1, vamos mostrar que T ¢ um minimizador
do funcional T, . Sendo x;4; o unico minimizador de T, , temos a igualdade T = x4 .

Observe que:
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) ) 5,
L1 — L

g5
$k+1 Ty

& |7 —widn) + (G| @ —an) + (G — &
(3.25)

d;
$k+1 L

(
< (67— )] + e — )]+ [ -
{

< (& |7 — @)+ 16kl ey — wall + 16k — &7 Iz, — 23
Segue da hipétese de indugiio que [|z) — 24| — 0 e ||&x — £ || — 0 quando j — oo
No Passo 1 mostramos que (xiil);?ozl é limitada e (xij);?ozl também é limitada, uma vez

que é convergente. Disto, de (3.25) e da Proposi¢ao B.22 obtemos:

lim (€7 | @y, — 2y ) = (6 |7 — ) (3.26)

J— 00

Do fato de que F € Iy (X) e :L'ifH 5 7 quando j — oo, da hipdtese de inducdo e de
(3.26), obtemos:

De, F(Z, ) = F(T) — F(zg) — (€ | T — 2)

< lim inf F(ka) F(xy) — (€| T — zk)

]—}OO

(3.27)
= lim inf F(ka) lim F(cck ) — lim <£k

j— 00 Jj—00 J— oo

j
95k+1 'Tk>

5
= hjrglorgf Dii F(xkﬂ,xk )

Como o operador linear A é continuo, entao é fracamente continuo (Teorema B.27). Assim,

temos .A:Ciil — AT quando j — oo. Disto, de (3.27) e da Proposi¢dao B.22, temos:
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N VA , _
Ty, (7) = 7 AT — y||" + Dg, F(Z, xy)
< lim inf iy lAzy — %"+ D.s, F(z) ., 2
R r k+1 5k] k+1> %k
= hjrgloréf T (ka)
< lim inf T (ka)
Jj— 00
.. AZ] dillr 4
= llj.fglcgf " Az —y» "+ Dﬁij F(@ps, )
i s )\ij I TATRS 85 45 9;
= lim inf lAzp =y " + Flaxn) = Fay’) = (67 |2xn —23)
j— o0 r
Ak .
= JAzr —yl|" + F(xps1) — F(or) — (e | Tpp1 — 24)
AL ,
= Az —yll" + D, F(xpyr, o) = Ty (Thi1)
(3.28)

. A . 6 w .
Ou seja, T = xj41 €, por consequéncia, temos z,’,; — Zp4+1 quando j — oo. Antes de

prosseguirmos para o proximo passo, note que fazendo T = z,1 em (3.26) obtemos:

. 5j> B B
jlgfgo <5k ’xkz-i-l z) ) = (k| Thpr — 71)

e também de (3.28) junto com T = x,; segue:

11jn_1>1£fT (ka) Ty, (Thy1)

Passo 4: Suponha que temos:

lim Dga F(xkﬂ,:ck) D¢, F(xgt1, %K)
k

]—)OO

Neste caso, de (3.29) e (3.31) junto com a hip6tese de indugao temos:

(3.29)

(3.30)

(3.31)
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: 5 5
lim F(a:kH) lim (ng F(.:Ekﬂ,:ck)—l—F( ) <£k

]—}OO ] — o0

4 ]
Tpt1 — T >)
= De, F(wpq1,20) + F(2r) + (k| Trp1 — 21) = F(2341)

Ou seja, temos o resultado desejado se provarmos que (3.31) se mantém para alguma

subsequéncia. Primeiramente, note que da Proposicao 3.12 temos:
V]>1D5F@MJ”<D5F( L))

< D 55 F(:ETvxijfl)

k 1

. S Dg‘S]' F([L’T,]Jgj) = Dfo F(Z'T,ZL‘Q)
0

. 5; 5, e
Portanto, obtemos que a sequéncia (Dgzj F(xy 1, 7y))32, € limitada. Agora, lembre que
5; . . ) . 5; . ,
Az —y% = Az —y quando j — co. Assim, a sequéncia (Azy’,, — y‘sﬂ);";l é
também limitada. Logo, tomando subsequéncias podemos garantir a convergéncia das
seguintes sequeéncias:

def

. 5 defl
Vi >1,D; D5 F(Ik+1’xk) e M; ||-'4 k+1_yj||

onde definimos:

DY lim D; ¢ M%E lim M,

] —> 0 J— 00

Segue de (3.30) que podemos escolher tal subsequéncia de forma que:

tim T%, () = T, () (3.32)

j—>OO

Observe ainda que da Proposicao 3.8 temos:
Vi>1,M;>-= @-+MﬂmAx—ﬂNH—5D

de onde segue que M > p**tr =1 || Azg—y||” > 0. Agora, definindo F dof Dg, F(zp11,2k)
temos que (3.31) se reduz em D = E. De (3.27) junto com T = x4, temos E < D. Resta
mostrar que D < E. Suponha, para obter contradi¢cao, que D > E. Como (Aij );’0:1 é
limitada (Passo 2), seja A > 0 tal que )\ij < AP para todo 7 > 1. Da definicao de

limite existe um indice j5 > 1 tal que para todo j > j; temos:
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_ _ D—-FE
T, (@) < Ta(ann) + =
k

o

D-E
6 AP

e}

M<Mj+

5, D-E

e}

D—-FE
D<Dj+T

o}

Assim, para todo j > j§ temos:

To, (o) S MM AE=MN—=A)VM+A?M+D—(D—E)

<(D_E>M+Aif <Mj+ D_E>+<Dj+D_E>—(D—E)

6 M 6 Amax 6
, D—F ) ) D—F
<A\ M+ Dj — =T° (ap),) — < Ty (Th41)

2 AL 2

onde obtemos uma contradi¢do. Portanto, D < E e temos (3.31).

Passo 5: Ao concluirmos o Passo 4, obtemos que :ci’;H — Try1 quando j — co. Como
o espago Y é localmente uniformemente suave (hipétese (A1)), temos que o operador de

dualidade J,: Y — Y* é continuo. Disto e da hipdétese de inducao, segue que:

9 4, b % s )
S =& =AY A*J, (Amkjﬂ - y(;])

— & — M A (Azpy —y) = gy quando j — 00

Passo 6: Seguindo o Algoritmo 1, x;,1 é uma possivel atualizacao de x; caso A\ > 0 e se

¢é valido que:

Tl Azy —yl| < Azppr —yll < nl Az, — vyl (3.33)

Da Proposicao 3.8 temos que:
. _ _ 5; . 5; . 5; .
Vi1, (1=m)8; +7llAzy —y*| < [ Azyl, =y < (1—n)d; +n Az —y*|

de onde segue (3.33) fazendo j — oo . Por defini¢ao, sabemos que A; > 0. Suponha,

para obter contradi¢ao, que A\, = 0. Neste caso, temos z11 = x e (3.33) implica que
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|Azy —y|| = 0. Da Proposigao 3.4 segue n* || Azg — y| = 0, o que contradiz nossa

hipétese de xy nao ser uma solugao do problema inverso. Logo, A\ > 0.
|
Teorema 3.14 (Regularizagdo). Seja (;)3%,; C (0, 00) uma sequéncia tal que §; — 0

ks
quando j — oo. Para cada 7 > 1, fixe uma possivel sequéncia (:L‘g%)nf;o gerada pelo

Algoritmo 1 para §; > 0 e y% € Y satisfazendo ||y — y% || < §;. Entdo, temos que:

lim xi{s = ! (3.34)

j— 00
Prova: Comecamos com um resultado intermediario.

Afirmagao: Para todo € > 0, existem uma subsequéncia (9;)5% ; e um indice jg > 1 (ambos

dependendo de ¢€) tais que:

5 F(mT,xi;j) <€

ks .
6]

vj>j;, D,

De fato, seja € > 0 arbitrario. Tome uma sequéncia (zj)3>, construida por meio do

Teorema 3.13. Do Teorema 3.6 e do Corolario 3.7, existe um indice N > 1 tal que:

1 [e
len — 2] < = 4/5

€
2\ 3 S] DgNF(.%T,SL'N)<§

Do Teorema 3.13, existem uma subsequéncia (d;);2, e um indice jj > 1 tais que:

Ce 5 1 Je kY €
Viz gt Il -l < 505 e el —enll< [

Do Corolario 3.10, temos que existe um indice j; > 1 tal que ks, > N para todo j > j5 .
Finalmente, segue da Proposi¢ao 3.8 e da identidade dos trés pontos (Proposigao 2.51)

que para todo j > j& & max {j¥,J5} temos:

D, Flat,ay) ) < D, F(at,xy)

55

&),
= DEN F(xTva) _‘D£N F(x%7xN> + <€?\% _gN‘x% _xT>
< De, F(at o) + (68 — én |23 — 2T)

6 0
< Dy F(al,on) + €8 = Enlllzg — 2]

d; 0
< Dey (ot on) + €8 — énll (l2% — 2wl + lzn —2f)]) <
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Logo, a afirmagao esta provada.

Para € = 1, existem uma subsequéncia (6;)52, e um indice j; > 1 tais que:

6.
D£6j1 F(xT,x,j; ) <1
k5j1 o

Repetindo este argumento para € = 1/2, podemos tomar novamente uma subsequéncia
(0;)52, e um indice j, > j; tais que:

t .00,
D, F(x'z? )<
J2

£k]2
éjg

DN | —

Seguindo este raciocinio indutivamente, construimos uma subsequéncia (d;,, )00 _, com a
seguinte propriedade:
t .00m 1
Vm>1,Ds, F(z' '™ )<—
0 m

& im

e, por consequéncia, temos:

3 T 6.7771 —
mh—I>noo D{Z?‘" F(l’ 7xk‘sjm) =0
Im

Usando a Proposicao 2.52 segue que:

. i
lim_© (HxT —apr H) —0=0(0) (3.35)
Como O é uma funcao peso, segue que © admite uma fungao inversa que também é uma

funcao peso. Da continuidade da inversa de © e de (3.35) obtemos:

. 5;
lim ||zf—z3™ |=0
Jim [zt — o |
Assim, obtemos uma subsequéncia tal que (3.34) se mantém. Repetindo este procedimento,
. 5; . L .
mostramos que toda subsequéncia de (z} )52, possui ela prépria uma subsequéncia
J

convergindo para z 1. Assim, concluimos (3.34) e a prova estd completa.

Vale ressaltar que a convergéncia do Algoritmo 1 (Teoremas 3.6 e 3.14) nao se
d4 a uma solucdo arbitraria do problema inverso. Lembre que z é a tinica solucdo de

3.10). Como ja observamos, isto implica que = é a solucdo do problema inverso que se
J p q ¢ p q
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encontra mais proxima do chute inicial zy. Isso configura uma vantagem ao método, pois
se tivermos alguma informagao a priori de qual solucdo estamos interessados (por exemplo,
uma fun¢do descontinua ou com uma expansao esparsa em determinada base), podemos
escolher adequadamente a fungdo F' e o ponto xy para impor que o método convirja para

a solucao desejada.



4 Consideracoes Finais e Trabalhos Futuros

Neste trabalho estudamos um algoritmo para solucao de sistemas lineares mal-postos

em espagos de Banach (Algoritmo 1). Entre os principais pontos, podemos citar:

o Em cada iteracao os multiplicadores de Langrange sao calculados por meio de um
problema de projecao, onde a fungao objetivo é a distancia de Bregman e o conjunto
viavel se trata de um conjunto de nivel do funcional do residuo. Mostramos que tal
problema admite solugao aplicando principios de dualidade em otimizacao convexa,

resultando nos critérios conhecidos como as condigoes de Karush-Kuhn-Tucker.

o A estratégia a posteriori para escolha dos multiplicadores de Lagrange gerou o
método das projecoes relaxadas. Este método resulta em um decaimento geométrico
do residuo (Proposigoes 3.4 e 3.8), bem como uma estimativa do nimero de iteragoes
(Corolario 3.9).

o Mostramos a convergéncia com dados exatos no Teorema 3.6. Na presenca de ruidos,
provamos as propriedades de estabilidade (Teorema 3.13) e regularizacao (Teorema
3.14).

Foi possivel observar as dificuldades adicionais que nos sao impostas quando
estudamos métodos de regularizacao em espacos de Banach. Vimos como o uso combinado
da distancia de Bregman com o operador de dualidade nos permite mimetizar algumas
das propriedades de um produto interno, e assim estabelecer certos resultados. Ainda, a
distancia de Bregman se mostrou uma boa alternativa para o termo de penalizagao de
um método de Tikhonov. Isto se deve ao fato de que podemos induzir a distancia de
Bregman a partir de uma funcao F adequada, garantindo boas propriedades para a funcao
De

coercividade de Dy, F(-,xy), como também usufruir da propriedade de Kadec-Klee de F

L F(-,zr). A escolha de tomarmos F' uniformemente convexa nos permitiu explorar a
(Definicao 2.46 e Proposigao 2.47) para provarmos a convergéncia forte das solugoes

computadas pelo algoritmo.

Uma extensao natural deste trabalho seria a implementagao do método apresentado
para realizacao de experimentos numéricos que possam dar suporte aos resultados tedricos.
Como focamos em operadores lineares, também podemos avaliar a possibilidade de se
utilizar o método das projecoes relaxadas para a definicdo de um método iterativo capaz
de resolver sistemas nao-lineares. Ainda, poderfamos tentar exigir menos propriedades dos
espacos X e Y, bem como da funcao F', para generalizar os resultados aqui estabelecidos.
Por fim, podemos também conduzir um estudo sobre taxas de convergéncia utilizando

condicoes de fonte apropriadas.
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APENDICE A - Problemas Inversos

A.1 Pseudo-Inversa ou Inversa de Moore-Penrose
Nesta secao, vamos assumir que X e Y sdo espacos de Hilbert e A: X — Y é
linear e continuo. Isto é, A € B (X,Y).

A Definicao 1.1 é muito restritiva e, por conta disso, vamos investigar se é possivel
atribuir um novo significado para o conceito do sistema A x = y ser bem-posto. Vamos
querer manter todas as condigoes (H1), (H2) e (H3). Nosso primeiro passo ¢ generalizar o
conceito de solugao: Inicialmente, vamos procurar por & € X que seja solucao do problema

de minimos quadrados. Isto é, queremos um vetor que minimiza o residuo:
Vee X, Az -yl <[ Az —y| (A.1)

Existem maneiras diferentes, porém equivalentes, de dizer que um vetor minimiza o residuo.

Teorema A.l. Sejam X e Y espacgos de Hilbert, A € B(X,Y) e y € Y. Considere o

subespago fechado M = R (A) de Y. Entao, sdo equivalentes:

I. T € X satisfaz (A.1).
II. z € X étal que AZ = proj,,; (v).

III. 7 € X satisfaz a equacdo normal A*Ax = A*y.

Prova:

Primeiramente, faremos uma observacao sobre a equacao normal:
A"AT=A"y<—= A" (AT —y) =10
— (AT —y) e N(A") (A.2)
= (AZ—y) e R(A)"

Assim, o residuo (AZ — y) é perpendicular (normal) ao subespago R (A) . Dali a origem

do nome “equacao normal”.

(I) = (II) Assuma que T € X satisfaz (A.1). Queremos mostrar que AZ = proj,, (y) ou,
0 que é o mesmo, mostrar que AZ é o vetor de M que minimiza a distancia até y. Que
AZ € M é imediato. Agora, tome w € M qualquer e seja (,)2°; € X uma sequéncia

tal que Az, — w. Perceba que:
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Vnz1, [AZ -yl < Az, —y

Da continuidade da norma, no limite obtemos que ||[AZ — y|| < ||lw —y||. Como w € M

foi arbitrario, temos que AZ = proj ,, (v).

(IT) = (III) Assuma que AZ = proj ,; (y). Entéo, sabemos que (A% —y) € ML C R(A)".

Por (A.2), temos o resultado.

(ITI) = (I) Assuma que 7 satisfaz a equacdo normal. Entao, por (A.2) sabemos que
(AZ—y) € R(A)". Tome 2 € X qualquer. Agora, considere a decomposicdo trivial
Az —y=(Az— AZ) + (AZ —y). E imediato que (Az — AZ) € R(A). Dai, usando o
Teorema de Pitagoras:

Az —y|* = | Az — AZ||” + [ AZ — y]°

> [|AZ —y|”

Como z € X foi arbitrario, temos o resultado.

Temos um importante resultado sobre o conjunto solu¢ao da equacao normal.
Teorema A.2. Sejam X e Y espacos de Hilbert, 4 € B(X,Y) e y € Y. Entao, temos
que:

I. O conjunto solugao da equagao normal U (y) def {re X | A*Azx = A*y} é ndo-vazio

se, e somente se, y € R (A) ® R (A) "

II. O conjunto U (y) definido acima ¢ convexo e fechado.

Prova:

(D)

(=) Assuma que U (y) é ndo-vazio e tome x € U (y). Como x é solugao da equagdo normal,
entdo por (A.2) temos que (Az —y) € R (A)*. Dai, considerando a decomposicdo trivial
y=Azr+(y—Az), seguey € R(A) &R (A)".

(<) Assuma que y € R (A) & R (A) . Faca a decomposicio y = AZ+v, onde 7 € X e
veR(A)™T. Considere M = R(A) = R(A)"". Aplique o operador projecao ortogonal

proj 5, (+) em ambos os lados da equacao para obter:
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~

proj y; (y) = proj y; (AZ) + proj y, (v) = A%

Logo, segue do Teorema A.1 que Z é solu¢ao da equacao normal. Em particular, U (y) é

nao-vazio.

(IT) Que o conjunto U (y) é convexo (fechado) é uma consequéncia imediata da linearidade
(continuidade) do operador A*A.

Observacio A.3. Nem sempre temos que R (A)BR (A) " =Y. Caso R(A) C Y seja um
subespago fechado, entao temos a igualdade. Do contrario, podemos apenas afirmar que
R(A) & R(A)" ¢ um subespaco denso de Y.

Vejamos o que obtemos até aqui. Para que o sistema Az = y admita uma solucao
no sentido usual, precisamos que y € R (A). Agora, para que este mesmo sistema admita
uma solu¢ao de minimos quadrados, precisamos que y € R (A) ® R (A) +. Portanto, ao
mudarmos o que aceitamos como solugao, conseguimos atribuir resultados ao problema
dentro de um conjunto maior. No entanto, nao temos unicidade para este novo tipo de
solugdo. Garantimos a unicidade se adotarmos algum critério de escolha, de forma que
exista uma tnica solugao que atenda tal critério. A proposicao a seguir nos fornece uma

saida para este problema.

Proposigdo A.4. Sejam X e Y espacos de Hilbert, A € B(X,Y) ey e R(A) G R(A)".
Considere o conjunto U (y) como definido no Teorema A.2. Entao, existe um tnico vetor
de norma minima em U (y). Ou seja, existe Z € U (y) tal que para todo x € U (y) distinto

de T temos ||Z]| < ||z]| .
Prova:

Considere a funcio F: X — R dada por F(z) = 1/2||z||* e o problema de minimizagao:

minimizar: F(z)
(P) .
sujeito a: = € U(y)

Comoy € R(A)BR(A) + sabemos que U (y) é nao-vazio, convexo e fechado. Além disso,
temos que F' é continua, estritamente convexa e coerciva. Logo, o problema (P) admite

uma unica solucao (veja Coroldrio 2.13).
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Assim, para cada y € R(A) @ R(A)" C Y temos uma maneira de associar um
tnico elemento 7 € U (y) € X. A pseudo-inversa de A4 vem ser justamente o operador que

faz tal associacao.

Definigao A.5. Sejam X e Y espagos de Hilbert e A € B (X,Y). Considere o conjunto
D(AT) < R(A) B R(A)*. Definimos AT: D(AN) C Y —s X como sendo o operador
que associa cada y € D(AT) com o tnico vetor de norma minima que é solugao da equacio
normal A*Axr = A*y. O operador A" é chamado de pseudo-inversa (ou inversa de
Moore-Penrose) de A. O vetor T = ATy é chamado de solugio de norma minima para

o sistema Ax =y.
|

Se A€ B(X,Y), entdo N (A) é um subespaco fechado de X e podemos fazer a
decomposicio X = N (A) & N(A)". Sejam y € D(A1) e zt = Aty. Entdo, ' ndo
possui componente em N (A). De fato, escreva 27 = Z+ 2z, onde 7 € N (A) " e z € N (A).
Observe que A*y = A*AzT = A*Az. Como z' é a solucdo de norma minima da
equagao normal, segue que z = 0. Além disso, note que o conjunto U (y) é uma translagao
do conjunto solucao da equagao homogénea A*Ax = 0, e tal conjunto é simplesmente
N(A*A) = N(A). Esta translagdo é feita precisamente por x', ou seja, temos que
U(y) = 2T+ N(A). De fato, se € U(y), entdo de A*AZ = A*y = A*AxT obtemos
A*(A@Z —2")=0. Assim, (Z —2T) € N(A), pois A(Z —zT) € R(A) NN (A*) = {6}
Dai, basta considerar a decomposicio trivial Z = 2T+ (Z — 2 7). Como a outra inclusao é

imediata, ao todo provamos o seguinte resultado:

Teorema A.6. Sejam X e Y espacos de Hilbert, A € B(X,Y) ey € D(AT). Considere
o conjunto U (y) como definido no Teorema A.2 e o vetor 7 = ATy. Entdo, temos que
zt e N(A)" e também que U (y) = T + N (A). Em particular, T é a tnica solucdo da

equagao normal que pertence ao subespago N (\A) +

Apresentaremos agora dois importantes teoremas.

Teorema A.7. Sejam X e Y espagos de Hilbert e A € B (X,Y). Entdo, AT possui as

seguintes propriedades:

I. AT estd definido em todo o espago Y se, e somente se, R (A) é um subespaco fechado.
I R(AT) =N (A"

IIL N(AT) = R(A)™.
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IV. AT é linear.

V. AT é continuo se, e somente se, R (A) é um subespaco fechado.

Prova:

(I) Se R(A) C Y for um subespaco fechado, entdo sabemos que R (A) @& R(A)" =Y.
Reciprocamente, assuma que D(AT) = R(A) @R (A) " =Y. Tome v € R(A) = R (A"
qualquer e faca a decomposicio T = v + 0, onde v € R (A) e & € R(A) . Dai, temos:

Assim, ¥ = 0 e, por consequéncia, T € R (A). Logo, R(A) C R(A) e temos que R (A) é

um subespago fechado.

(I) Do Teorema A.6, temos que R (A1) € N (A)". Agora, tome z € N (A) " qualquer e
considere o vetor y = Az € D(AT). Neste caso, é evidente que z € U (y) = ATy + N (A).
Como z € N (A) ", entdo segue que z = ATy € R(AT).

(III) Tome y € N (AT) qualquer. Sabemos que o vetor T = ATy = 0 é uma solugao da
equacdo normal A*Ax = A*y. Mas como z! = 0 é solucdo, obtemos que A*y = 0. Ou
seja, y € N (A*) = R(A)+. Assim, temos a primeira inclusio desejada. Reciprocamente,
tome y € R(A)+ = N (A*). Como o vetor 2T = ATy é a solugdo de norma minima da
equacdo normal A*Ax = A*y = 0, é evidente que temos ATy = 27 = 0 e, portanto,

y € N(AT.

Antes de prosseguirmos com a prova, vamos deduzir um resultado auxiliar: Considere o

subespaco fechado M = R (A). Entao, é valida a seguinte equagao de Moore-Penrose (veja

o préximo Teorema):

AAT = proj,,
D(AT)

De fato, tome y € D(AT) e considere 7 = ATy. Como 7 é solugdo da equacio normal
A*Ax = A*y, segue do Teorema A.1 que AATy = AZ = proj; (v).

(IV) Primeiramente, perceba que uma consequéncia do segundo item é que podemos
afirmar que R (AT) é um subespaco de X e que R(AT) NN (A) = {0}. Agora, tome
vetores 4,7 € D(AT) e um escalar A € R. Note que:
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AMAly+ATg) =xAAty+ A4ty
= Aproj s (y) + proj » (7)
= proj (A\y +7)
=AA" Ay +7)
= A(AT Ay +7))

Desta forma, obtemos que ()\ATy + ATy — AT (\y +@)> ER(ANNN(A) ={6}. Ou
seja, temos AT Ay +7) = AXATy + ATy,

(V)

(=) Assuma que AT é continuo. Do item anterior, temos que AT é um operador linear e
continuo definido num subespaco denso de Y. Assim, existe uma extensao linear e continua
S:Y — X de Af. Como A também é continuo, temos que AS: Y — Y é continuo.

Considere o subespago fechado M = R (A). Lembre que o operador proj,,: ¥ — Y é

continuo. Além disso, perceba que:
vy e D(AT), ASy = AATy = projy (y)

Entao, AS e proj,, sdo operadores continuos que coincidem num subconjunto denso.

Logo, eles coincidem em todo o espaco. Dai, AS = proj,, e disto obtemos que:

R(A) =M = R(proj ) € R(A)

Logo, R (A) é um subespago fechado.

(<) Assuma que R (A) é um subespaco fechado. Pelo primeiro item temos D(AT) =Y.
Queremos mostrar que A: Y — X é continuo. Como ja sabemos que AT é linear, entao
basta mostrar que At é limitado. Perceba que N (A)" € X e R(A) C Y sdo ambos

subespacos fechados e, portanto, ambos sdo completos. Defina o operador:

A:N(A)*T — R(A)

z— Az

Dai, A ¢ bijetivo, linear e continuo. Pelo Teorema da Aplicacdo Aberta, temos que A-1¢
limitado. Além disso, como sabemos que R (AT) = N (A) ", entdio para y € Y fica bem

definida a expressao A A y. Agora, podemos fazer a seguinte estimativa:



APENDICE A. PROBLEMAS INVERSOS 90

VyevY, ATyHZ AT (AATY)
<A Jaary
A laary

Considere o subespago fechado M = R (A). Dado y € Y qualquer, fazemos a decomposigao
y = proj s (y) + proj »; . (y). Perceba que:

loll > llprojny @) = [ AATy| > o ATy
w @)l =[lA4A4Ty] Ex| Aty

Logo, temos que:

] =y 12

< i <o
v#0 |yl

Assim, AT é limitado e temos o resultado desejado.

Teorema A.8. Sejam X e Y espagos de Hilbert ¢ A € B (X,Y). Sejam M = R(A) e
W =N(A) +. Entdo, A" é caracterizado como sendo o tinico operador que satisfaz as

quatro equagoes de Moore-Penrose:

MP1 AAT = proj,,
D(AT)

MP2 ATA = projy,
MP3 AATA=A

MP4 ATAAT = AT
Prova:

Primeiramente, vamos mostrar que A" satisfaz as quatro equagoes de Moore-Penrose.
(MP1) Ja foi mostrado no Teorema anterior.

(MP2) Note que os dominios e contradominios coincidem. Agora, tome x € X qualquer e
considere o vetor y = Ax € D(AT). Neste caso, ¢ evidente que z € U (y) = ATy + N (A).
Logo, seja x = ATy + 7, onde 7 € N (A). Dai, obtemos que projy, (z) = ATy = ATAz.

Como z € X foi arbitrario, temos o resultado.
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(MP3) Note que os dominios e contradominios coincidem. Agora, tome x € X qualquer e
faca a decomposigdo = = projy, (x) 4+ projy, . (). Combinando (MP2) com o fato de que
W =N(A) = A(projy.(r)) = 0, obtemos:

AATAz = A (AT AZ) = A(projyy, (v)) = Az

Como z € X foi arbitrario, temos o resultado.

(MP4) Note que os dominios e contradominios coincidem. Agora, tome y € D(AT) qualquer
e faca a decomposicio y = proj 5, (y) + proj y;+ (y). Usando a linearidade de AT, (MP1)
e o fato de que M+ C R(A)" =N (A" = AT (proj ;. (y)) = 6, obtemos:

ATAATy = AT (AATy) = AT (proj (y) = ATy

Como y € D(AT) foi arbitrario, temos o resultado.

Para provar a unicidade, seja S: R (A) @ R (A)" CY — X um operador que satisfaz
(MP1) — (MP4). Tome y € R (A) ® R (A) " qualquer e seja 7 = Sy. Vamos verificar
que Sy = ATy mostrando que Z é uma solucdo da equacdo normal A*Ax = A*y que
estd no subespaco N(A)l. Que T € N(A)L =W segue de Sy =SASy = proj, (Sy).
Agora, faga a decomposicio y = proj », (y) + proj y; 1 (). Como M+ C R (A)" =N (A*),
temos que A* (proj ;. (y)) = 0. Assim, A*AZ = A*ASy = A" (proj,, (y)) = A*y.

Considerando tudo o que foi discutido até agora, suponha que A € B (X,Y’) tenha
a imagem fechada. Sendo assim, temos que D(AT) =Y e AT é continuo. Logo, para
cada y € Y temos uma maneira de atribuir uma tnica solugao ao sistema Ax = y de
forma que tal solucao dependa continuamente de y. De fato, basta tomar 2T = ATy como
solucao. Portanto, ao generalizarmos o conceito de solugao, conseguimos garantir todas
as condigoes (H1), (H2) e (H3), porém de uma forma menos restritiva do que a que foi
exposta na Definicdo 1.1, pois neste caso s6 precisamos que a imagem de A seja fechada.

Tal forma de classificar um problema como bem-posto foi proposta por Nashed (1987).

Defini¢ao A.9. Sejam X e Y espagos de Hilbert e A € B (X,Y). Dizemos que o sistema
Ax =y é bem-posto (no sentido de Nashed) se R (,A) é um subespago fechado de Y. Caso

o sistema nao seja bem-posto, entao este é chamado de mal-posto.

Convengao A.10. Sejam X e Y espacos de Hilbert e A € B (X,Y). Daqui em diante,
sempre que mencionarmos que Ax = y é um sistema mal-posto, tal afirmacao deve ser

interpretada no sentido de Nashed.
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Terminamos esta se¢ao mostrando que apesar dos nossos esforcos em generalizar o
conceito de um sistema bem-posto, os problemas em que o operador é compacto continuam

sendo, em geral, mal-postos.

Teorema A.11. Sejam X e Y espagos de Hilbert e A € KX (X,Y). Entao, R(A) é um

subespago fechado se, e somente se, R (A) é de dimensao finita.
Prova:

Se R (A) é de dimensao finita, entdo sabemos que é um subespago fechado. Reciprocamente,
suponha que R (A) é um subespago fechado. Neste caso, observe que N(.A)l CXe
R (A) C Y sao ambos subespagos fechados e, portanto, ambos sdo completos. Considere o

operador:

A:N(A)T — R(A)

z— Ax

Daf, A ¢ bijetivo, linear e compacto. Pelo Teorema da Aplicacao Aberta, temos que A1
¢ limitado. Assim, id g4y = Ao A-1é compacto, pois é a composi¢cao de um operador

compacto com um limitado. Sendo id g4y compacto, segue que R (\A) é de dimensao finita.

Corolario A.12. Sejam X e Y espacos de Hilbert e A4 € X (X,Y’). Suponha que R (A)

é de dimensao infinita. Entao, o sistema Az = y é mal-posto.

A.2 Métodos de Regularizacao para Problemas Lineares

Sejam X e Y espagos de Hilbert e A € B (X,Y). Por um operador de reconstrugao
para resolver o sistema 4 x = y, entendemos um operador continuo (nao necessariamente
linear) R: Y — X satisfazendo R (0) = 6. Uma vez que dispomos de um operador
de reconstru¢ao R, podemos tomar (de forma estdvel) T = Ry como uma solugdo do

problema inverso.

E desejavel que facamos a escolha R = A' como operador de reconstrucio, mas tal
escolha é estavel (e também, estd definida em todo o espago Y') somente no caso em que o
sistema ¢ bem-posto. Quando o sistema é mal-posto, a estratégia é aproximar A’ por uma
familia (R4),, o de operadores de reconstrugao estaveis. A vantagem dessa abordagem ¢é
que estamos trocando um sistema mal-posto por uma familia de sistemas bem-postos, o

que nos permite calcular uma aproximagao para a solucao do problema inverso na presenca
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de ruidos. Para y € D(AT) e uma versdo com ruidos y° € Y satisfazendo ||y — y°|| <,
queremos ser capazes de extrair uma familia de elementos do conjunto (R, 4°)as0 que se
aproxime de ATy assintoticamente com o nivel de ruidos decrescente. Ou seja, queremos
selecionar um subconjunto (o = a(8,4°))s>0 do conjunto de pardmetros a > 0 para o
qual se aplica || R 45,5 y° — ATyl — 0 quando § — 0. A escolha de pardmetros deve
ser possivel para todo y € D(AT) e a convergéncia do erro deve ocorrer uniformemente
em uma bola fechada centrada em y (conjunto onde assumimos que estdo os vetores y°).

Resumimos nossas consideragoes na defini¢do dos métodos de regularizagao.

Definigdo A.13. Sejam X e Y espagos de Hilbert e A € B (X,Y). Seja (Ra), o uma
familia de operadores de reconstrugao. Se existir uma func¢ao a: (0,00) X Y — (0, 00)

tal que para todo y € D(AT) temos:

sup {a(d,y°) |y’ €V,

y _y‘sH < 5} — 0 quando ¢ — 0F (A.3)

sup {[[ Ry v’ = ATy [v" €Y |

y — y‘sH < 5} — 0 quando 6 — 07 (A.4)

entdo o par ((Ra),~o,@) ¢ chamado de método de regularizagdo para o operador At
Falamos de regularizacao linear se todos os R, forem lineares. A funcao o é chamada de
escolha de pardmetro e o valor numérico a(d,y°) é chamado de pardmetro de regularizacdo.
Se a depende apenas de ¢, entdo falamos de uma escolha de pardmetro a priori, e caso

contrario, de uma escolha de parametro a posteriori.

Observacao A.14. Podemos restringir os valores que o parametro o > 0 atinge. Isto é,
podemos assumir que o € S C (0,00), onde S é tal que zero é um ponto de acumulagao
deste conjunto, de forma que faca sentido fazer o limite « — 0%. Por exemplo, podemos
considerar o conjunto discreto S = {1,1/2,1/3,...} . Em geral, vamos formular defini¢oes e
enunciar resultados para S = (0, 00), mas que fique implicito que sempre é possivel fazer

tal restrigao.

Uma consequéncia de (A.4) é a convergéncia do limite:

7y € D(AY), Jim [|R oy — ATy] =0 (A5)
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Definindo o conjunto A = {04(5, Y) ‘ d>0,y¢€ D(AT)}, resumimos todos os parametros
de regularizagdo que desempenham um papel no limite em (A.5). Por causa de (A.3),

temos que zero é ponto de acumula¢ao de A. Além disso, temos que (A.5) implica em:

Vye DAY, /\li_>rrloHRAy—ATyH =0 (A.6)
AEA

Ao todo, provamos o seguinte resultado:

Proposigdo A.15. Sejam X e Y espacos de Hilbert e A € B (X,Y). Seja (Ra)yso:®)
um método de regularizagao para A'. Entdo, a subfamilia (R ), ¢ A converge pontualmente
em D(AT) para AT quando A — 0.

No caso geral em que temos descontinuidade de AT, tal convergéncia pontual

implica no caréter ilimitado de toda regularizacdo linear para AT.

Proposicao A.16. Sejam X ¢ Y espagos de Hilbert ¢ A € B (X,Y). Seja (Ra),<¢>)
um método de regularizacio para Af. Se a imagem de A nio é fechada em Y, entdo o

conjunto (||R4||), <, nao é limitado superiormente.

Prova: Veja Rieder (2003, p. 54).
|

O erro de reconstrucao |R,y° — ATyl de uma regularizacdo linear é composto

pelo erro de dados e pelo erro de aproximacao:

[Rov’ = ATy < [Ray’ —Ray| + [Ray — Ay

erro de dados erro de aproximagao (A?)

<G| Rall +|Ray — Aty

A estimativa acima é geralmente precisa, ou seja, nao muito pessimista. Quando o
parametro a > 0 tende a zero, temos que o erro de aproximacao tende a zero. Por outro
lado, o erro de dados fica arbitrariamente grande. Em geral, o erro de reconstrucao explode
tanto para o — 01 quanto para a — oo. A questdo que se coloca é a escolha do
parametro de regularizacao 6timo, que se caracteriza por minimizar o erro de reconstrucao

na medida em que atinge o equilibrio entre os erros de aproximacao e de dados.

Note que na Definicdo A.13 discutimos a possibilidade de a ndo depender de y°.
Dad, é natural nos perguntarmos: Seria possivel o nao depender de 7 No caso em que o

problema é mal-posto, a resposta é negativa, como mostra a proposi¢ao a seguir.
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Teorema A.17 (Veto de Bakushinskii). Sejam X e Y espagos de Hilbert e A € B (X,Y).
Entéo, existe um método de regularizacdo ((Ra),~ ) para AT tal que o nao depende
de 0 se, e somente se, R (A) = R (A).

Prova:

(=) Assuma a existéncia de tal método de regularizacdo. Como a nao depende de §,
escrevemos a = a(y®). Fixe uma sequéncia (0;)3°, C (0, 00) satisfazendo §, — 0F.

Segue de (A.4) que para todo y € D(AT) temos que:

sup{HRa(ya) Yo — ATyH ’ yoey,

y_nyH < 5} — 0 quando § — 0F (A.8)

Em particular, para todo y € D(AT) obtemos R o)y = ATy. Sejay € D(AT) arbitrario
e tome uma sequéncia (y,)>, € D(AT) tal que y, — y. Queremos mostrar que
ATy, — Aty para concluir a continuidade de AT. Tome uma subsequéncia (AT y,,) tal
que ||y = yn, || < 0y para todo k > 1. Segue de (A.8) que Raqy, ) Yn, = AT yn, — ATy
quando £k — oo . Repetindo este procedimento, mostramos que toda subsequéncia de
(ATy,) possui ela prépria uma subsequéncia convergindo para Afy. Logo, ATy, — Afy.
Assim, AT é continua e, portanto, R (A) = R(A).

(<) Assuma que R (A) = R (A) . Neste caso, sabemos que D(AT) =Y eque AT: Y — X
é continua. Para qualquer funcdo o que nao dependa de §, faca R, = AT que temos um

método de regularizacao.

A.3 Erro do Pior Caso

Suponha que temos disponiveis dois métodos de regularizagao distintos. Queriamos
ter algum critério que nos permitisse classificar um método como superior ao outro. Um
critério util seria a velocidade de convergéncia do erro em (A.4). Infelizmente, essa

convergéncia € arbitrariamente lenta, para todos os métodos de regularizacao.

Teorema A.18. Sejam X e Y espacos de Hilbert e A € B (X,Y). Seja (Ra)ysq-

um método de regularizacio para Af. Se a imagem de A nao é fechada em Y, entdo ndo

a)

existe uma fungao h: [0,00) — [0, 00) com 6111£1+ h(6) = 0 de modo que mantenha a
—

desigualdade:

sup {||R aye v’ — ATyl |y € DAY, |yl <1, ¢ €V,

y—y°|| <0} < h(o)

para todo 6 > 0.
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Prova: Veja Rieder (2003, p. 55).
|

O resultado acima mostra que, com o que foi exposto até aqui, nao é possivel
determinarmos a velocidade de convergéncia de um método de regularizacao. Teremos
informacoes sobre essa velocidade uma vez que possuirmos condi¢oes de fonte, isto é,

informacoes adicionais sobre a solucao.

Para exemplificar a necessidade de introduzirmos condigoes de fonte, vamos adaptar
uma discussao feita por Baumeister e Leitao (2005, pg. 12). Suponha que A € B (X,Y)
¢é injetivo, de forma que podemos inverter sobre a imagem. Assuma que o operador
A1 R(A) CY — X nao é continuo. Para um vetor de dados sem ruidos y¢ € R (A),
seja ¢ = A~1y® a solucdo exata do sistema Az = y°. Agora, seja y° = y© + £ um
vetor com ruidos, onde ||£|| < 6. Nosso objetivo é: Baseados em y?, determinar uma boa
aproximacdo z° para €. Nao podemos afirmar que y° € R (A) e, mesmo que esse fosse o
caso, tomar 2% = A~ y° como aproximacdo para x ¢ niao é uma boa abordagem, pois A !

nao é continuo. Primeiramente, vamos considerar o seguinte problema de reconstrucao:
Encontre z° tal que z° € M & {x e X ’ HAJ} — y‘SH < 6} (A.9)

Como A ! nao ¢ continuo, ndo temos garantia que o conjunto M seja limitado. Assim,
um vetor z° satisfazendo (A.9) pode ser uma péssima aproximacao para x¢. Como forma
de “encolher” o conjunto M, assumimos uma informacao a priori sobre a solugao exata:
Adicionamos a restricdo que =€ € S, onde S C X é um conjunto limitado. O conjunto S
sera denominado de conjunto fonte, e a afirmacao “x¢ € S” serd denominada de condicao

de fonte. Assim, reformulamos o problema de reconstrugao (A.9) como:

Encontre z° tal que z° e Mg def {xeX ‘ xeSs,

Az —y°| <4} (A.10)

Agora, Mg é limitado e para todo vetor x? satisfazendo a condicdo (A.10) temos a

estimativa ||z — 2¢|| < diam (M ).

Usualmente sera o caso em que vamos resolver o problema (A.10) utilizando um
operador de reconstrucdo R . Assim, nossa aproximacio tem a forma z° = Ry°. Agora,
nos perguntamos: Qual é o pior erro de reconstrucao possivel que podemos obter quando
temos condigoes de fonte sobre a solugao, porém os dados estdao corrompidos por ruidos?

A resposta é dada pelo supremo:

E(4,S,R) d:efsup{HRy‘S—xH ’9365, y ey,

Az —y°| <4} (A.11)
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que chamamos de “pior erro” associado ao operador R. Quanto menor for E (4,5, R),
mais adequado serda o método de reconstrucao. Entao, nos preocupamos com o “melhor

pior erro”; que chamamos de erro do pior caso (worst case error):
E(5,8) < inf {E(5,S,R) | R:Y — X é continuo e satisfaz R (0) =0}  (A.12)

Podemos dizer entdo que um operador de reconstrugao R é étimo se £ (9, S,R) = E (4, 5).

O conjunto fonte S pode ser escolhido de diversas maneiras. E comum tomarmos
ele da forma S = {r € X |z € X,, ||z|, < p}, onde p > 0 é uma constante, X, C X ¢é
um subespacgo de X e || - ||, ¢ uma norma definida em X, que vem a ser mais forte do que
a norma original do espaco, isto é, existe uma constante ¢ > 0 tal que ||z|| < ¢||z||,, para
todo x € X,.

Vamos estudar o caso particular em que A € X (X,Y). Suponha que R (A) é de
dimensao infinita, do contrario segue do Teorema A.11 que o sistema A x = y é bem-posto.

Consideramos os espagos:

Vs>0, X, & R(A%)

{[AP 2| zeN(A) T} CNA)*

onde |A| = (A*A)"? (veja Apéndice B.2 para detalhes). Na medida em que o indice
aumenta os espagos ficam cada vez menores, e o maior espago é Xy = N (A) L. De fato, se
s>1r >0, entao segue que |A|° = |A| o] A" e, portanto, X, C X,. Vale ressaltar que
Xi=R(A*) e Xy =R(A*A).

Seja x = |A[°z, onde z € N(A)". Podemos usar a decomposicio em valores

singulares de A (Corolario B.18) para obter a representacao:

ZM Z,0k)

k=1

Disto obtemos que:

Z' =y el S o = )t < oo

n=1 n=1 Mn n=1

Essa relagdo motiva e permite a definicdo da norma || - ||, no espago Xj:

2ot s [@enlt e (A13)

n=1
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Note que |||, = ||-||. Se s >0 ez € X,, entdo ||z|| < [||A]°]| ||z], e, portanto, || -], é
mais forte que a norma original. Ainda, observe que os espagos X, admitem a seguinte

caracterizagao:
L
X, ={z e NA)" |||z], < oo}
Para o conjunto fonte S = {z € X |z € X;, ||z||, < p}, vamos usar as seguintes
notagoes:

E;(6,p,R) o sup{HRy‘s—xH ’ z€X,, |z, <p,y’ €Y,

—
Es(0,p) & inf {ES (0,p,R) ‘ R:Y — X é continuo e satisfaz R (0) = 9}
e (6,p) = sup {|lal| |z € X, |2, < p, | Az| <5}

Teorema A.19. Sejam X e Y espagos de Hilbert e A € X (X,Y). Entao, segue que
E,(0,p) = es (3, p).

Prova: Veja Rieder (2003, p. 58).
|

A importancia do Teorema A.19 estd no fato de que o célculo do erro e (9, p) é
independente de qualquer método de reconstrucao. Ou seja, sem conhecer nem mesmo um
método de reconstrugao sequer, podemos estimar o tamanho do erro do pior caso baseados

na condic¢ao de fonte adotada.

Para um dado p > 0, naturalmente gostariamos que e (9, p) — 0 quando é — 0.
O préximo resultado mostra que nao temos essa convergéncia para o espaco X, que esta
equipado com a norma original. Ou seja, existe a necessidade de tomarmos uma norma

mais forte.

Proposicao A.20. Sejam X e Y espagos de Hilbert e A € K (X,Y). Suponha que R (A)
¢é de dimensao infinita. Entao, para cada p > 0, existem constantes cq > 0 e dg > 0 tais

que para todo § € (0,0), temos que eq (4, p) > cq.
Prova: (Adaptada de Kirsch (2021, p. 14))

Seja p > 0 arbitrario, porém fixo. Suponha, por absurdo, que a afirmacao é falsa. Neste
caso, existem sequéncias (05)72; C (0, 00) satisfazendo 6, — 0T e e (0, p) — 0 quando

k — oo . Fixe uma sequéncia (J) com tais propriedades. Considere o operador:
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A NA)T — R(A)

z— Az

Seja (Az,)>, € R(A) (onde z, € N(A)") tal que Az, — 0. Queremos mostrar
que z,, — 0 para concluir a continuidade de A~ na origem e, portanto, a continuidade
de A~! em todo o dominio. Tome uma subsequéncia (Az,,) tal que ||Az,, || < d) para
todo £ > 1. Definimos:

se |zn, |l <p
Zk d:ef
P
x se T >p

Dai, temos ||zx]| < p e [|[Azg| < 0y para todo k > 1. Portanto, ||zx|| < eq(dg,p) — 0
quando k — oo . Assim, para k > 1 suficientemente grande temos que z; = x,, . Ou
seja, r,, — 0 quando £ — oco. Repetindo este procedimento, mostramos que toda
subsequéncia de (x,) possui ela propria uma subsequéncia convergindo para 6. Logo,
2, — 0. Assim, A~ é continuo e id R(A) = Ao A-1¢ compacto, pois é a composicao
de um operador compacto com um limitado. Porém, como R (A) é de dimenséo infinita, a

identidade nao poderia ser um operador compacto neste espaco, dai a contradicao.

No entanto, quando s > 0 temos a convergéncia desejada de e (6, p), como mostra

a proxima proposicao.

Proposicao A.21. Sejam X e Y espagos de Hilbert e A € K (X,Y). Suponha que R (A)
¢ de dimensao infinita. Sejam s > 0 e p > 0 arbitrarios. Entao, para todo ¢ > 0 ¢ vélida a

seguinte estimativa:
e (8,p) < pME+D §s/+D (A.14)
Além disso, existe uma sequéncia ¢, — 01 satisfazendo:
Vn>1,e,(0n,p) = pl/(s+D) 5;/(s+1)

Ou seja, a estimativa feita em (A.14) nao pode ser melhorada.

Prova: Veja Rieder (2003, p. 59).
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Considerando a Proposicao A.21, vemos que a taxa de convergéncia do erro do pior
caso quando § — 07 de um método de regularizacao nao pode ser melhor do que a ordem
de O (6°/¢+1)) quando assumimos a condicdo de fonte 2¢ € X,. Apresentamos agora o

conceito de um método de ordem 6tima.

Definigao A.22. Sejam X e Y espacos de Hilbert e A € X (X,Y). Suponha que R (A)
¢ de dimensao infinita. Dizemos que uma familia de métodos de reconstrucao (7s) s ¢
de ordem dtima (com relagdo a A e X,), se existir uma constante ¢y > 1 de modo que

para todo d > 0 suficientemente pequeno e para todo p > 0, temos que:
E,(6,p,T5) < c, pl/(s+1) 55/ (s+1)

Se a estimativa acima for satisfeita com a constante ¢, = 1, entao falamos que a familia

de métodos de reconstrucao é dtima.
|

Os métodos de regularizagao ((Ra),~(,) formam uma familia de métodos de
reconstrugao: Ty def R a6y y- Os conceitos de otimalidade apresentados acima sao,

portanto, também definidos para métodos de regularizacao.

A.4 Construindo Métodos de Regularizacao

Vamos discutir como podemos gerar métodos de regularizacao para um operador
A: X — Y linear e compacto, onde X e Y sdo espagos de Hilbert. Suponha que R (A)
é de dimensao infinita, do contrario segue do Teorema A.11 que o sistema Ax = y é
bem-posto. Se y € D(AT), entdo pelo Teorema B.19 temos:
> 1
AT?J: Z 7<yywn>§0n (A'15)

n=1 /"Ln

onde p, > 0 é a sequéncia de valores singulares de A a qual satisfaz p,, — 07. A
construgao de métodos de regularizagao é entdo baseada em filtros capazes de controlar os

coeficientes 1/p,,. Primeiramente, apresentamos um resultado auxiliar.

Proposicao A.23. Sejam X e Y espagos de Hilbert e A € B (X,Y). Entao, temos que:

Vye DA, ATy = (4" A)TA"y
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Prova:

Seja y € D(AT) arbitrario. Temos o resultado desejado se mostrarmos que z' = Aty

satisfaz as seguintes propriedades:

oVre X,

A Azt — Ayl < [|A* Az — Ay
ozt e N(A*A)*
Do Teorema A.7, temos que 1 € N(A)" = N(A*A)". Como y € D(A"), fazemos a

decomposicio y = AZ +w, onde w € R(A)". Considere M = R(A) = R(A)"". Do

Teorema A.8, obtemos que:
| A"y — A At = || A"y — A (proj 4 (9)]| = A" w]| = 0

uma vez que proj,, (y) = AT e A*w=20.

Note que a descontinuidade de AT é refletida pela descontinuidade de (A*A)T.
Portanto, vamos tentar estabilizar o operador (A*A)T. Seja w = ||.A|* e considere uma
familia (g4)a 0 de fungdes g,: [0,w] — R seccionalmente continuas. De (B.4), vemos

que para y € D(AT) obtemos:

GalAA) A y = 3 galpl) (A" Y, 0n) ©n + 9al0) Projycay (A y)
n=1
=9 (A.16)

= Z ga<,ui> Nn<ya1/)n> Pn
n=1

Comparando (A.15) e (A.16), vemos que se para todo t € (0,w] tivermos que g, (t) — 1/t
quando a — 0T, entdo g,(A*A) A* — AT pontualmente em D(AT) quando a — 0.

def

Nossa intengao é tomarmos R, = go(A*A).A* como operadores de reconstrucao.

Para encontrarmos uma escolha de parametro que torne a familia (R ,) um método de
regularizacio, precisamos estimar o erro de aproximagao ||R,y — AT y||. Para um dado
y € D(AT), note que A*AATy = A* Azt = A*y. Disto obtemos que:
Aly —Roy= Ay —ga(A"A) A"y
=AYy —ga(ATA) A*AATy
= (idx — ga(A*A) A*A) ATy
=1 (A*A) ATy
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onde 7,(t) g ga(t). Caso a expressao t|g,(t)| se manter limitada para quaisquer

t € [0,w] e @ > 0, vamos obter que r,(A*A) é um operador limitado. Apds essa discussao

inicial, definimos:

Definicdo A.24. Sejam X e Y espacos de Hilbert, A € X (X,Y) e w = |lA||*>. Suponha
que R(A) é de dimensdo infinita. Uma familia (¢4)a>0 de fungoes go: [0,w] — R
seccionalmente continuas é denominada um filtro de reqularizacio para AT se satisfazer as

seguintes propriedades:

I. Para qualquer ¢ € (0,w], temos que g,(t) — 1/t quando a« — 0.

II. Existe uma constante C' > 0 tal que para quaisquer ¢t € [0,w] e @ > 0, temos que
tlgat)] < C.

Teorema A.25. Sejam X e Y espagos de Hilbert e A € X (X,Y). Suponha que R (A)
é de dimensdo infinita. Seja (gq)aso um filtro de regularizacio para AT e considere os

operadores R, = go(A*A) A*. Entdo, temos que:
Vye DAY, liLnORay = Aty

Além disso, se y € D(AT) entdo ||Ray| — oo quando o — 0.
Prova: Veja Rieder (2003, p. 62).

Teorema A.26. Sejam X e Y espagos de Hilbert e A € X (X,Y). Suponha que R (A)
é de dimensdo infinita. Seja (¢4)a>o um filtro de regularizacio para AT e considere os
operadores R, = go(A*A) A*. Sejam y,y° € Y tais que Hy - yéH <§. Sejam z* =R,y

ez =R, y° Sob tais hipéteses, temos as seguintes estimativas:

HAJ}“—A%’“"S"gC(S e Hxa—xo"‘ng(S\/CM(a)

onde:

M(a) = sup {|ga(®)] | t € [0,w]}

Prova: Veja Rieder (2003, p. 64).
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Assim como fizemos em (A.7), decompomos o erro de reconstru¢do nos erros de

dados e de aproximacao:

oo =t < a2 4 e o]

erro de dados erro de aproximagao

<0CM(a)+ Hxa —xTH

Do Teorema A.25 obtemos que o erro de aproximacao tende a zero quando o« — 07. No
entanto, o erro de dados causa problemas, pois como g,(t) — 1/t quando « — 0T,
temos que M (a) — oo quando @« — 0F. Portanto, a escolha de parametro deve ser feita

de forma que seja capaz de estabilizar o erro de dados.

Corolario A.27. Sejam X e Y espacos de Hilbert e A € X (X,Y). Suponha que R (A)
é de dimensdo infinita. Seja (¢4)a>o um filtro de regularizacio para A' e considere os

operadores R, = ga(A*A) A*. Para uma fungio a: (0,00) — (0, 00) satisfazendo:
a(d) — 0 e 6> M(a(d)) — 0 quando § — 0% (A.17)

temos que ((Ra), o, ) define um método de regularizagdo para AT,

Apresentaremos dois exemplos de filtros os quais podemos aplicar a teoria que foi
desenvolvida no decorrer desta secao. Nos exemplos, considere as hipoteses que X e Y
sao espagos de Hilbert, A € X (X,Y) e que R(A) é de dimensao infinita. Além disso,

(s @n,¥n)e | denota a familia descrita no Corolario B.18.

Exemplo A.28 (Truncamento dos valores singulares). Como sugerido pela nomenclatura,
este método é caracterizado por descartar valores singulares de A que sdo muito pequenos.

A familia de filtros (g )a >0 para este método é dada por:

1
— se t>«
t
0 se t<a«

Note que a familia (g4)q >0 satisfaz as condigoes listadas na Defini¢gao A.24 com C' = 1.

Além disso, temos M (a) = 1/a. Logo, (A.17) pode ser escrita como:

2

a(0)

a(d) — 0 e — 0 quando & — 07 (A.18)
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Por exemplo, a escolha de pardmetro «(d) = § pode ser utilizada. Por fim, vemos que

% =R,y é dado por:

Ou seja, a representacao espectral (A.15) é interrompida apds um nimero finito de passos.

A soma leva em consideragiao apenas os indices n > 1 tais que p, > /.

Exemplo A.29 (Método de Tikhonov-Phillips). Neste método, ao invés de descartarmos
os valores singulares que sao muito pequenos (como feito no Exemplo A.28), nés os

afastamos da origem. Para isso, consideramos a familia de filtros (g4)a >0 dada por:

Note que a familia (g,)q >0 satisfaz as condigdes listadas na Definicao A.24 com C' = 1.
Além disso, temos M(a) =1/« . Logo, (A.17) pode ser escrita como foi feito em (A.18).
Observe que ¢ =R,y é dado por:

a Hn
x - 9 n n

Dependendo do operador, a determinagao da familia (p,, , ¢, ,%,)5° ; pode ser um trabalho
dificil, mesmo que computacionalmente. Felizmente, o vetor £ é também caracterizado

como a unica solucao da seguinte equacao:
A" Az +ax=A"y (A.19)

De fato, usando o Corolario B.18 vemos que z® é solugao de (A.19). Reciprocamente,

suponha que T é uma solucao de (A.19) e faca a decomposicao:

T = Nyt (Z) + proj e (2)

proj A
> {2, 0n) @n + DProjy ) (T)
n=1

Substituindo em (A.19), obtemos:
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o0

Z (Ni +a) (T, 9n) pn+ QProjn(a) (Z)=A"AZ+aZ

n=1

— Ay

= i P Y Vn) On

n=1

Como A*y € N (A) L segue que proj N4 (Z) = 0. Tgualando os coeficientes, obtemos:

~ Hon
Vn > 17 T,Pn) = y ¥
>1,(Z,¢n) M%M@w)
Ou seja, temos que z = x®. Com isso, concluimos que para obter o vetor x® nao é
necessario determinar a familia (f,, @, ¥,)5 . Ao invés disso, calculamos a solu¢ao do
sistema linear bem-posto (A.19). E também possivel mostrar (veja Kirsch (2021, p. 38))

que £ ¢é o Unico minimizador do funcional de Tikhonov T,: X — R dado por:

1 a
Vo e X, To(e) = 5 Az —yl* + 5 o]’



APENDICE B - Anélise Funcional

B.1 Teoria Espectral e Decomposicao em Valores Singulares

Nesta secao, todos os espacos vetoriais considerados serao espacos complexos.

Definigao B.1. Sejam X um espago de Banach e A € B (X). O espectro de A, denotado

por o (A), é o conjunto definido por:
o (A) & {)\ eC ‘ (A= AI) ndo é bijetivo}

onde I: X — X é o operador identidade no espaco X. Definimos também o espectro

pontual de A, denotado por o, (A), como sendo o conjunto:
0, (A) = {AeC|N(A-AT) # {0}}

Todo escalar A € g, (A) é denominado um autovalor do operador A, e todo vetor ndo-nulo
v € N (A — A1) é denominado um autovetor associado ao autovalor A. Para simplificar,
dizemos que (A, v) é um autopar do operador A se A € C é um autovalor de A e v € X
é um autovetor associado ao autovalor A. Para A € g, (A), definimos sua multiplicidade
geométrica por mgy(A) ' Qim N (A — M), pondo my(A) = oo se N (A — A1) é de dimensao

infinita.
[ |

Se A € 0, (A), entdo (A — A1) nao é injetivo e, portanto, (A — AI) nao é bijetivo.
Logo, o espectro pontual é um subconjunto do espectro. Se X é de dimensao finita, entao

nao ha distingao entre o espectro e o espectro pontual.

Proposicao B.2. Sejam X um espago de Banach e A € B (X). Entao, o espectro do
operador A é um subconjunto nao-vazio e compacto do plano complexo. Ainda, temos a
inclusdo o (A4) C{A e C||A < |A]}

Prova: Veja Kesavan (2009, p. 245).

Observacao B.3. Para que o espectro o (A) seja ndo-vazio, é necessario assumirmos que

estamos trabalhando com espagos complexos. De fato, se considerarmos a matriz:
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]

entdo o operador linear em R? associado possui espectro vazio, enquanto que o espectro

para o operador em C? é {—1i,4}.

Exemplo B.4. Considere os operadores shifts S, T : {5 (C) — ¢4 (C) dados por:
S(I‘l,ﬂfg,l’g,...):($2,I3,$4,...) e T($1,$27LU3,...):(0,$1,I‘2,...>

E possivel mostrar que (veja Kesavan (2009, p. 247)):

o S§*=T.

oo (S)=0c(T)={1eC| N1}

00, S)={reC||N <1}

o 0,(T)=2.
Logo, em espacos de dimensao infinita, o espectro de um operador pode ser de diferentes
tipos. De fato, para o operador S existe uma quantidade nao-enumeravel de escalares

nos conjuntos o, (S) e o (S) \ 0, (S). J& para o operador §* = T, existe uma quantidade

nao-enumeravel de escalares no conjunto o (7°), enquanto que o, (7) é vazio.
|

Se o operador A for compacto, entao situagoes como as expostas no Exemplo B.4

nao podem ocorrer, pois o espectro o (\A) possui propriedades especiais.

Teorema B.5. Sejam X um espago de Banach de dimensao infinita e A € K (X). Entao,

temos que:

. 0eo(A).

II. Todo escalar nao-nulo A € o (A) é um autovalor de A com multiplicidade geométrica
finita. Em particular, o (A) = {0} U o, (A).

III. Se (A,,)5°_, é uma sequéncia de autovalores nao-nulos (distintos aos pares) de A tal
que \,, — A, entao necessariamente A\ = 0. Em particular, os escalares nao-nulos

de o (A) sao todos pontos isolados.
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IV. Uma, e somente uma, das seguintes alternativas é verdadeira:

o o(A)={0}.
o g (A)\ {0} é finito (e nao-vazio).

o o (A)\ {0} é infinito-enumerdvel e consiste de uma sequéncia de autovalores

nao-nulos (distintos aos pares) de A convergindo para zero.

Prova: Veja Kesavan (2009, p. 248).

Além de operadores compactos, os operadores autoadjuntos em espagos de Hilbert

também possuem espectros com propriedades especiais.

Proposicao B.6. Sejam X um espago de Hilbert e A € B (X) autoadjunto. Se A # pu
sao autovalores distintos de A, entao segue que N (A — A1) L N (A — pI).

Prova: Veja Conway (1990, p. 47).

Proposicao B.7. Sejam X um espaco de Hilbert e A € B (X) autoadjunto. Entao, todo

autovalor de A é um ntimero real.

Prova: Veja Conway (1990, p. 48).
|

Obtemos uma rica teoria quando combinamos as propriedades de operadores

compactos e autoadjuntos.

Proposicao B.8. Sejam X um espaco de Hilbert e A € K (X)) autoadjunto. Entao, temos
que o (A) CR.

Prova: Se X for de dimensao finita, segue diretamente da Proposicao B.7. Caso X seja

de dimensao infinita, segue do Teorema B.5 junto com a Proposicao B.7.

Proposicao B.9. Sejam X um espago de Hilbert e A € K (X) autoadjunto. Entao, existe
um autovalor A € R de A tal que [A\| = ||A].

Prova: Veja Conway (1990, p. 48).
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Observacao B.10. Por conta das Proposicoes B.8 e B.9, resultados envolvendo um
operador A € X (X) autoadjunto podem ser aplicados mesmo quando o espago de Hilbert
X for real. Nem mesmo o fato que foi exposto na Observagao B.3 é violado, uma vez que
| A ou —||A|| pertence ao conjunto o, (A) C o (A).

Sejam X um espago de Hilbert e A € K (X) ndo-nulo e autoadjunto. Segue da
Proposi¢cao B.9 que A admite ao menos um autovalor nao-nulo. Se X for de dimensao
finita, entao o, (A) \ {0} ¢é finito. Por outro lado, se X é de dimensao infinita, entao
do Teorema B.5 temos que o, (A) \ {0} continua podendo ser finito e é no maximo
infinito-enumeravel. Sendo assim, vamos convencionar que (A,), pode denotar tanto uma
sequéncia finita (A,)Y_, quanto uma sequéncia infinita (A,)%_ ;. O préximo Teorema

trata de uma generalizacio do Teorema Espectral visto em cursos de Algebra Linear.

Teorema B.11 (Teorema Espectral). Sejam X um espaco de Hilbert e A € K (X) nao-
nulo e autoadjunto. Seja (A,), C R a sequéncia (finita ou infinita) de autovalores nao-nulos
(distintos aos pares) de A, ordenada de forma que |[A,| > |A,41] > 0. Para cada A,
seja P, a projegao ortogonal de X sobre N (A — A, I). Sob tais hipiteses, o operador A

admite a seguinte decomposicao:

A=Y AP, (B.1)

n

Prova: Veja Conway (1990, p. 46).

Observacao B.12. Caso em (B.1) se trate de uma soma finita, entao ndo temos problema
de convergéncia. Mas se for de fato uma série, a convergéncia é em norma (do operador).

De fato, durante a prova do Teorema B.11 é mostrado que:

N
HA— Z AnPoll= ANy — 0 quando N — oo
n=1

Antes de enunciarmos um importante Corolario do Teorema Espectral, vamos

introduzir uma definicao e apresentar um resultado relacionado.

Definicao B.13. Seja X um espaco de Hilbert. Dizemos que um conjunto de vetores
{e; € X |i €T} é ortonormal se:
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o Paratodoi € Z, |le;]| =1.

o (e;,e;) =0 sempre que ¢ # j.
Um conjunto ortonormal {e; € X | i € Z} é denominado completo se o menor subespago
fechado de X que contém todos os vetores e; ¢ o préprio espaco X. Em outras palavras, o

subespaco gerado pelo conjunto {e; € X | i € Z} é denso em X. Todo conjunto ortonormal

completo serd denominado base ortonormal de X.

Teorema B.14 (Desigualdade de Bessel). Seja X um espaco de Hilbert. Para um conjunto

de vetores ortonormais {e; € X | i € Z}, temos que:

VeeX, Y (ze)? < |z’

i€z
Prova: Veja Kesavan (2009, p. 216).

Em Algebra Linear, chamamos de base de um espaco vetorial X um conjunto de
vetores linearmente independentes que geram todo o espaco X. Assim, todo vetor de
X admite uma unica representacdo como uma combinagao linear (finita) de vetores da
base. O préximo resultado mostra que uma base ortonormal num espago de Hilbert possui

propriedades similares.
Teorema B.15. Seja X um espago de Hilbert. Para um conjunto de vetores ortonormais
{e; € X | i € T}, as seguintes afirmagoes sao equivalentes:
I. {e; € X |i€ I} écompleto.
II. Se z € X é tal que (z,e;) =0 para todo i € Z, entdo x = 0.
III. Para todo z € X, temos que x = >, .7 {(x,e;)e; .
IV. (Identidade de Parseval) Para todo x € X, temos que ||z|* = ;e [(z,e;)]*. Ou

seja, para todo vetor existe igualdade na desigualdade de Bessel.

Prova: Veja Kesavan (2009, p. 218).
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Agora, suponha as mesmas hipoteses do Teorema B.11 e seja z € X arbitrario.
Como N(A— X, I) LN(A— X, I) se n # m, entdo aplicando o Teorema de Pitdgoras
(valido também para o caso de uma sequéncia infinita, pois temos garantia da convergéncia

da série) obtemos:

Iz =

=2 XaPu@* = Al *[1Pala)lI”

Logo, obtemos a seguinte equivaléncia:
teNA) <= Vn,zeN(P,)=NA-X,T)" (B.2)

Como cada N (A — A\, I) é de dimensao finita, podemos selecionar bases ortonormais
(formadas por autovetores de A) {p,; € N(A—=A,I) [i=1,2,...,my(\,)}. Assim, a

equivaléncia (B.2) pode ser reescrita como:
reENA) <= VVn,Vi=1,2,... ,my(A,), (x,¢ni) =0 (B.3)

Como cada A\, # 0 e cada ¢, ; # 0, obtemos Ay, ; = A, ¢,; # 0. Assim, cada ¢, ;
pertence ao subespago fechado N (.A) L. Sendo N(A) L um subespaco fechado, entdo é,
por si 86, um espago de Hilbert. Aplicando o Teorema B.15 e usando (B.3), vemos
que o conjunto {@,; € N(A)" [n=1,2,...,i=1,2,... ,my(\,)} constitui uma base
ortonormal para N (A)*. Usando a decomposicao X = N (A) & N (A)" e novamente o

Teorema B.15, vemos que todo x € X admite uma representacao da forma:

ZE—$0+Z Z Sonz Pn,i

n =1
onde xy € N (A). Logo, para todo z € X obtemos que:

mg(An)

AI_Z Z )\ xﬁpnz @ n.i

n 1=1

Apos esta discussao, podemos enunciar um Corolario do Teorema Espectral, também
conhecido como Teorema de Hilbert-Schmidt. Para simplificar a notacao, vamos admitir

repeti¢coes na sequéncia dos autovalores.

Corolario B.16 (Hilbert-Schmidt). Sejam X um espaco de Hilbert e A € X (X) nao-nulo
e autoadjunto. Entdo, existe uma sequéncia (A, ,¢,), (finita ou infinita) de autopares de
A tal que:
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I. (An)n € R é a sequéncia de autovalores nao-nulos (com repeti¢oes de acordo com
a multiplicidade geométrica de cada autovalor) de A, ordenada de forma que
|/\n| Z |)‘n+1| >0.

IL. (pn)n € N(A)" constitui uma base ortonormal para o subespaco fechado N (A)*.

Ou seja, para todo € N (A) ", temos que z = 3, (2, @) @n -

III. Para todo z € X, temos que Ax =3, A\ (X, 0,) ©n-
|

Se A é autoadjunto, entdo segue que N (A)" = N(A*)" = R(A). Portanto, a
sequéncia (,,), apresentada no Corolario B.16 ¢ também uma base para o espaco R (A).
Ainda, cada ¢, € R (A), pois temos que ¢,, = A (A, ¢,). Como (¢,), ¢ um conjunto
ortonormal, entdao é, em particular, um conjunto linearmente independente. Logo, vemos
que a quantidade de vetores na sequéncia (¢,,), ¢ determinada pelo posto do operador A.

Definimos r (A) € dim R (A), pondo r (A) = 0o se R (A) é de dimensio infinita. Entdo,
podemos escrever (gpn);(f)l (e também, indexar todas as demais sequéncias desta forma).
Assim, as sequéncias apresentadas no Corolario B.16 serao finitas somente no caso em que

A é um operador de posto finito.

Discutiremos agora a decomposicao em valores singulares de um operador compacto.
Sejam X e Y espacos de Hilbert e A € X (X,Y’). Note que os operadores A*A: X — X
e AA*: Y — Y sdo ambos operadores compactos e autoadjuntos. Pode acontecer que
A = 0 seja autovalor de apenas um desses operadores, mas o mesmo nao pode ocorrer
caso A # 0. De fato, se (A, ) é um autopar de A*A com A # 0, entdao (A, Ap) é um
autopar de A A*. Note que este argumento falha quando A = 0, pois neste caso temos
p e N(A*A) =N(A) e, portanto, A = 0 nao pode ser um candidato para autovetor.
Similarmente, se (A, 1) é um autopar de AA* com X # 0, entdao (A, A* 1) é um autopar
de A*A. Logo, os operadores A*A e A A* compartilham os mesmos autovalores nao-nulos.

Ainda, se (A, ) é um autopar de A*A, segue que:

JAgl>  (Ap, Ap)  (A*Ap,0)  (Ap,0)  Mp,o)

2 2 2 - 2 - 2
ol ]l |l ]l |l

Logo, A > 0. Assim, fica bem-definido o escalar u = v/\, bem como a préxima definicéo.

Defini¢ao B.17. Sejam X e Y espagos de Hilbert e A € X (X,Y) ndo-nulo. Se A € R é
um autovalor nao-nulo de A*A (e de AA*), entdo o escalar g = v/A > 0 é chamado de

valor singular do operador A .
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Agora, aplicamos o Teorema de Hilbert-Schmidt para o operador A*A e extraimos
a sequéncia ()\n L 0n)" ) de autopares de A*A. Como N (A*A) = N (A), temos que os
vetores (¢, )n_ , formam uma base ortonormal para o espaco N (A) . Considere os valores

singulares ., = v/\, de A e defina os vetores:

Vn=12,...,r(A), ¢, iAgoneaz(A)

n

Entao, (A, ¥, )n_l sao autopares de A A* e observe que Ay, = Ve A Y, = ptp@n.

Além disso, obtemos:

1 se n=m

0 se n#m

A

(U, Vm) = m<§0n7¢m> = {

Como N (AA*) = N (A*), temos que os vetores (1h,,)"") formam uma base ortonormal
para o espaco N (A*) " = R(A). Para z € X e y € Y quaisquer, temos Az € R (A) e
A*y e N(A)". Expandindo Az e A*y nas bases (¢,,) (“_4)1 e (¢n )2(141 , obtemos que:

r(A) r(A)
Az = Z Hn<xa90n> Y, e A'y= Z Mn<y,wn>80n
n=1 n=1

Por fim, temos o seguinte resultado:

Corolario B.18 (Decomposigao em valores singulares). Sejam X e Y espagos de Hilbert

e A€ X (X,Y) ndo-nulo. Entao, existe uma familia (g, , ¢, wn):;(f)l tal que:

L (n );(14 e (0, 00) é a sequéncia de valores singulares (com repetigoes de acordo com

a multiplicidade geométrica de cada autovalor associado) de A, ordenada de forma

que flp 2 fhnt1-

II. Paratodon =1,2,...,7r(A), temos que A, = pinVn, A*Vp=ptinon, (12,0n)
é autopar de A*A e (u?,1,) é autopar de A A*.

1L ()" € N (A)* constitui uma base ortonormal para o subespago fechado N (A) .

Ou seja, para todo z € N (A) ", temos que z = A (T, 0n) On-

V. (¢, )n_l C R (A) constitui uma base ortonormal para o subespago fechado R (A).

Ou seja, para todo y € R (A), temos que y = Z;(fl (Y, V) o -

V. Paratodox € X, temos que Az = 22(14)1 (T, on) 0y e A*Ax = 22(14)1 wi{x, pn) on.

VL Paratodoy € Y, temos que Ay = 0 pi, (y, ¢0) 0 ¢ AA"y = S0 12 (5, 40) .
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Do Teorema A.11 sabemos que A possui uma quantidade finita de valores singulares
somente no caso em que o sistema Az = y é bem-posto. No caso geral em que Ax =y
¢ mal-posto, a decomposi¢ao em valores singulares também fornece informagoes sobre a

pseudo-inversa Af.

Teorema B.19. Sejam X e Y espacos de Hilbert e A € K (X,Y') ndo-nulo. Suponha que
R (A) é de dimensao infinita e seja (fiy,, ©n, ¥ n)o_; a familia obtida pela decomposigao

em valores singulares de A. Entao, temos que:

oo 2
I. (Critério de Picard) y € D(AT) se, e somente se, Z M < 00,
n=1 K
= 1
II. Para todo y € D(AT), temos que ATy = >" — (y,4,,) pn.
n=1 Hn

Prova: Veja Engl, Hanke e Neubauer (1996, p. 38).

B.2 Calculo Funcional

Nesta secao, apresentamos alguns tépicos de calculo funcional para operadores

compactos.

Sejam X um espago de Hilbert e A € K (X) nao-nulo e autoadjunto. Suponha que
R (A) é de dimensao infinita. Seja f: [a,b] — R uma fungao seccionalmente continua,
onde [a,b] € R é um intervalo compacto que contém o (A). O Corolario B.16 nos permite
definir o operador f(A): X — X pondo:

Vee X, fA) =3 F(A) (@ @n) on+ F(0) projay (2) (B.4)

n=1

A série em (B.4) converge, uma vez que f é limitada no compacto [a,b] C R. Portanto, o
operador f(A) estd bem-definido, ¢ linear e limitado. Ou seja, f(A) € B (X). Note que
a necessidade do segundo termo do lado direito da equagao (B.4) se deve ao fato que se
f =1, entao f(A) =idx.

Se A € X (X,Y), entdo podemos tomar fungdes dos operadores A* A4 e A A*. Seja
w = ||A]|*>. Como o (A*A) C [0,w], podemos aplicar a funcdo f(t) = v/t em A*A.
Chamamos |A| = (A*A)Y? de médulo de A. Similarmente, definimos |A*| = (A.A*)"2.

Da decomposicao em valores singulares e de (B.4), vemos que:
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Vee X, JAlz= )Y [n(z,on) ¢n (B.5)

n=1

Do Corolario B.18, vemos que o comportamento de A e |A| é essencialmente o mesmo,
porém R (A) C Y enquanto que R (|A|) C X. Observe que |A| é compacto e autoadjunto.

Para x € X arbitrario, obtemos:
A z]* = (|A]z,|A]z) = (|A|* z) = (A" Az, ) = (Az, Az) = | Az|”

Ou seja, ||| A|z|| = || Az||. Também vemos que {|A|z,z) >0, isto é, |A| é um operador

positivo.

Proposicao B.20. Sejam X e Y espagos de Hilbert e A € K (X,Y). Entao, temos que
R(AJ) =R(A") e R(|A™]) = R(A).

Prova: Veja Rieder (2003, p. 37).

B.3 Topologia Fraca

Seja X um espaco normado sobre o corpo de escalares F = R ou C. O espaco
dual topologico de X, denotado por X*, é o conjunto de todos os funcionais z*: X — F
lineares e continuos (para verificar a continuidade, a topologia em F é a usual e a topologia
em X é aquela gerada pela norma). Em outras palavras, temos X* = £ (X, F) e, portanto,

X* ¢ um espago de Banach. Para quaisquer z* € X* e x € X, usaremos a notagao

(z* | 2) & 2 ().

Para um ponto xq € X arbitrario, os subconjuntos de X que sao da forma:
U={reX|VieT, |(@|z— )| <e} (B.6)

onde € > 0, Z é um conjunto finito de indices e x} € X*, geram uma base de vizinhancas
abertas de xg. A topologia de X gerada por tais vizinhancas é denominada de topologia
fraca de X. A topologia natural de X (isto é, aquela gerada pela norma) serd denominada
de topologia forte de X. Subconjuntos de X que sao abertos (fechados) dentro da topologia
fraca, serdo denominados de fracamente abertos (fechados), enquanto que para a topologia

forte, chamaremos simplesmente de aberto (fechado).

Sejam 7. e 7 duas topologias em um espaco X. Caso todo subconjunto aberto em
T. também seja aberto em 7, entao dizemos que 7. é uma topologia mais fraca que T, ou

que 7. € menor que 7. Assim, temos um fato antecipado pela nomenclatura: a topologia
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fraca de um espaco normado X é mais fraca que a topologia forte. De fato, como cada
xf em (B.6) é continuo na topologia forte, entao o conjunto U assim definido serd aberto.

Portanto, todo subconjunto fracamente aberto (fechado), sera também aberto (fechado).

Quando uma sequéncia (z,)>_; C X convergir para x € X na topologia fraca,

n=1
~ w . . A . .
usaremos a notagao Ty — T, enquanto que r, — T indica convergencia na topologla

forte. A seguir, apresentaremos alguns fatos sobre a topologia fraca.
Proposicao B.21. A topologia fraca de um espaco de Banach X é Hausdorff.

Prova: Veja Kesavan (2009, p. 132)

Como a topologia fraca ¢ Hausdorff, entao em particular temos que o limite de

uma sequéncia fracamente convergente ¢ tinico.

Proposicao B.22. Sejam X um espago de Banach e (z,)>°_; C X uma sequéncia. Entao,

n=1

temos que:

I 2,5z VaoreX (a%|z,) — (x| z).
II. Se z,, — x, entdo x, —> .
1. Se z,, — z, entdo a sequéncia (z,) é limitada e ||z|| < liminf, . o ||z.]-

IV. Se z,, — x e (z%)%, C X* é uma sequéncia no espaco dual tal que x*, — z*

(convergéncia em norma), entao segue que (z* |z,) — (z*|x).
Prova: Veja Kesavan (2009, p. 133)

Proposicao B.23. Se X é um espaco de Banach reflexivo, entdo toda sequéncia limitada

admite uma subsequéncia fracamente convergente.

Prova: Veja Kesavan (2009, p. 151)

Proposicao B.24. Se X é um espaco de Banach de dimensao finita, entao as topologias

forte e fraca coincidem.

Prova: Veja Kesavan (2009, p. 134).
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Em particular, em um espago de dimensao finita, temos que a topologia fraca ¢é
metrizavel e, portanto, pode ser caracterizada por sequéncias. No entanto, se X é de
dimensao infinita, entdo a topologia fraca nao é metrizavel (veja Brezis (2010, p. 60)) e é
estritamente menor do que a topologia forte (veja Clarke (2013, p. 51)), isto é, existe um

subconjunto aberto (fechado) que nao é fracamente aberto (fechado).

Dizemos que um subconjunto S C X ¢é convero se S = & ou se satisfaz a seguinte
propriedade: Para quaisquer x,y € S e A € (0,1), temos que (1 —X\)xz+ Ay € S. Para

subconjuntos convexos, a topologia fraca é, em algum sentido, mais comportada.

Teorema B.25. Sejam X um espaco de Banach e § C X um subconjunto convexo e
fechado. Entao, S é fracamente fechado. A reciproca sempre é verdadeira, mesmo que S

nao seja convexo.
Prova: Veja Kesavan (2009, p. 135).

Corolario B.26. Sejam X um espaco de Banach e S C X um subconjunto convexo.

Entao, as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

[. S é sequencialmente fracamente fechado.
IT. S ¢é sequencialmente fechado.
ITI. S é fechado.

IV. S é fracamente fechado.

Prova:

(I) = (II) Segue do fato de que se uma sequéncia converge fortemente, entao ela também

converge fracamente para o mesmo limite.
(IT) = (III) Imediato, valido para qualquer espago métrico.
(III) = (IV) Segue do Teorema B.25.

(IV) = (I) Imediato, pois se um conjunto é fechado em uma topologia, entdo serd

sequencialmente fechado nesta mesma topologia.

Sejam X e Y espacos de Banach. Dizemos que o operador A: X — Y é fracamente

continuo se A é continuo quando X e Y estdo equipados com suas topologias fracas.
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Teorema B.27. Sejam X e Y espacos de Banach e A: X — Y um operador linear.

Entao, A € B (X,Y) se, e somente se, A é fracamente continuo.

Prova: Veja Kesavan (2009, p. 139).
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