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RESUMO

Neste trabalho exploraremos alguns resultados e conceitos relacionados a Catego-
rias Monoidais e algebras de Hopf. Como resultado principal, teremos o Teorema de
Reconstrucao de Tannaka. O teorema de reconstrucao consiste de, a partir de uma
categoria k linear abeliana € e um funtor aditivo fiel e exato w : ¥ — Vect, reconstruir
uma estrutura de codlgebra sobre o coend(w). Adicionalmente, se a categoria ¢ é uma
categoria monoidal rigida e o funtor w € monoidal estrito, entdo a coalgebra coend(w)
pode ser munida de uma estrutura de algebra de Hopf.

Palavras-chave: Teoria de Categorias. Categorias Monoidais. Teorema de Reconstru-
céo de Tannaka. Algebras de Hopf.



ABSTRACT

In this work we will explore some results and concepts related to Monoidal Categories
and Hopf algebras. As a main result, we will have the Tannaka Reconstruction Theorem.
This reconstruction theorem consists of, from a k linear abelian category ¥ and a
faithful exact additive functor w : ¥ — Vecty, to reconstruct a coalgebra structure
on the coend(w). Additionally, if the category % is a rigid monoidal category and the
functor w is strictly monoidal, then the coalgebra coend(w) can be endowed with a
Hopf algebra structure.

Keywords: Category Theory. Monoidal Categories. Tannaka Reconstruction Theorem.
Hopf Algebras.



2.1
2.2
2.3
2.4
2.5

4.1
4.2
4.3

SUMARIO

INTRODUGAO . . ..ttt ittt et e ettt eeens 8
CATEGORIAS MONOIDAIS E PRELIMINARES DE ALGEBRAS DE

3 10 = 10
CATEGORIAS MONOIDAIS . . . . oo e 10
OBJETOS DUAIS . . . . oo s e e 24
ALGEBRAS E COALGEBRAS . . . . . . . . i 33
BIALGEBRAS . . . . . o o 42
ALGEBRAS DE HOPF . . . . . . it 52
ENDSECOENDS . ... ..t i ittt ittt et een 70
RECONSTRUGCAO TANNAKIANA . . ... .............. 85
RECONSTRUCAO DE COALGEBRAS . . . . . ... ......... 85
RECONSTRUCAODEBIALGEBRAS . . . . . . . . .. oo 103
RECONSTRUGCAO DE ALGEBRASDEHOPF . . . .. ... ... .. 115
REFERENCIAS . . . . i ittt e e e e e e e e e e e es 127

APENDICE A - RESULTADOS IMPORTANTES DE TEORIA DE CA-
TEGORIAS ... .... ... ... 128



1 INTRODUGAO

A teoria de categorias oferece uma visdo panoramica da matematica. Do alto
do céu, os detalhes se tornam invisiveis, mas podemos detectar padrdes que eram
impossiveis de serem detectados no nivel do solo. Os primeiros conceitos de cate-
gorias, funtores e transformacdes naturais foram feitos em 1945, no trabalho General
Theory of Natural Equivalences, desenvolvido por Samuel Eilenberg e Saunders Mac
Lane, em estudos voltados para topologia algébrica, os quais tinham como objetivo
compreender ferramentas que preservassem a estrutura matematica em questao.

Com o passar dos anos, a teoria de categorias passou a ser estudada por varios
pesquisadores e se tornou indispensavel em muitas areas da matematica, como geo-
metria algébrica, topologia e teoria de representacdes, fazendo correlacoes entre elas.
Alguns nomes como Alexander Grothendieck, responséavel por introduzir o conceito de
categorias abelianas no artigo Sur quelques points d’algebre homologique em 1957, e
Daniel Marinus Kan com a formulagéo abstrata da descoberta de functores adjuntos
em 1958, participaram da evolugéo da area.

Uma das aplicagdes de teoria de categorias, a qual sera trabalhada nesta dis-
sertacdo, é apresentar os fundamentos de uma generalizacédo, adequada para alge-
bras de Hopf, da teoria classica de Categorias Tannakianas para grupos algébricos
afins (SCHAUENBURG, 1992). Essa teoria na verdade substitui o classico Teorema
de Dualidade de Tannaka-Krein, demonstrado pelos matematicos Tadao Tannaka em
(TANNAKA, 1939) e Mark Grigorievich Krein em (KREIN, 1949), no século passado,
para 0 caso de grupos.

De forma concisa, a teoria de Tannaka-Krein pode ser formulada (e generalizada
para grupos algébricos afim em um corpo arbitrario, como pode ser visto em (DELIGNE;
MILNE, 1982)) como sendo o processo de reconstruir um grupo a partir da colecao de
todas as suas representacdes de dimenséo finita. Para esta reconstrugcéo, temos que
levar em consideracao algumas “estrutura” que a categoria de todas as representacoes
possui. Estas, sdo o produto tensorial de duas representagdes, a representacao trivial
no corpo base, e o dual de uma representagdo, que esta ligado com a inversao no
grupo.

Sendo assim, o objetivo desta dissertacao, é estudar o Teorema da Reconstru-
¢éo de Tannaka, visto em (SCHAUENBURG, 1992), e exemplifica-lo com o coend, do
funtor esquecimento w : Rep(G)") — Vect]f{f), sendo Rep(G)(") a categoria das repre-
sentagdes do grupo G sobre o corpo k fixado de dimenso finita e Vect!) a categoria
dos espacos vetoriais de dimensao finita. Mas afinal, o que sao coends? De forma
resumida, sdo objetos iniciais de uma transformacao dinatural que tem como imagem
um funtor constante (wedge).

A ideia principal € definirmos a categoria Tan a qual possui como objetos (¢',w)
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sendo ¢ uma categoria k linear abeliana e w : ¢ — Vect!) um funtor aditivo fiel
e exato. Nela, seus objetos se relacionam com morfismos que sao classes [F,(] :
(¢,w) — (Z,y)taisque F : ¢ - 2 é um funtor e { : w = yF é um isomorfismo
natural. Denotando coend(%,w) como o coend do bifuntor w()* ® w( ) : €%P x
¢ — Vect"). Por estarmos trabalhando em Vect]f{f ), 0 coend(w) sempre existira, pois
produtos tensoriais preservam colimites. A partir dai no decorrer do trabalho sera visto
que é possivel definir um estrutura de coalgebra em coend(w). Além disso, adicionando
estruturas em % e w obteremos que coend(w) € na verdade uma algebra de Hopf.

Para chegarmos no gran finale, no primeiro capitulo apresentaremos alguns
resultados acerca de categorias, funtores e transformag¢des naturais monoidais, o0s
quais serao essenciais no decorrer do trabalho. Definiremos também, numa visao
categorica, objetos duais, algebras, coalgebras, bialgebras e algebras de Hopf, como
também abordaremos algumas propriedades de médulos e comodulos.

No segundo capitulo definiremos com mais detalhes a categoria Tan, assim
como ends e coends, 0s quais podem ser vistos como (co)equalizadores. Ressaltamos
a caracterizagdo que o coend(w) nos da, fazendo com que o funtor Nat(w,w ® _) :
Vect — Set seja representavel.

No terceiro capitulo iniciamos o Teorema de Reconstru¢cao de Tannaka sobre
o coend(w). O primeiro resultado importante é o fato do coend(w) ser naturalmente
uma coalgebra. Adicionando estrutura monoidal a categoria ¢ e supondo que o funtor
w é estritamente monoidal, obtemos uma estrutura de bidlgebra em coend(w). Por fim,
se ¥ € uma categoria monoidal rigida e w um funtor monoidal estrito, obteremos uma
estrutura de algebra de Hopf em coend(w).

No apéndice teremos uma apresentacao de resultados importantes sobre teoria
de categorias.
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2 CATEGORIAS MONOIDAIS E PRELIMINARES DE ALGEBRAS DE HOPF

Neste capitulo, apresentamos algumas notagdes, definicdes e resultados. Co-
megaremos com conceitos sobre categorias e funtores monoidais e apresentaremos
alguns exemplos. Em seguida, estudaremos a dualidade em categorias monoidais ri-
gidas e posteriormente faremos resultados importantes relativos a Algebras de Hopf.
Os resultados sobre teoria de categorias, que antecedem tais conteudos, estardo no
apéndice.

2.1 CATEGORIAS MONOIDAIS

Nesta secédo usaremos (ETINGOF et al., 2016) como referéncia para as defini-
coes.

Definicao 2.1.1. Uma categoria monoidal é uma séxtupla ¢ = (¢, ® ,a,1,1,r) tal que
e & é uma categoria,

* ®:% x € — € éum bifuntor chamado produto tensorial, dado por:
R(X,Y)=XY e ®(fg)=fxg,
comX,Y c€,f: X - Yeg:X — Y morfismos em %, sendo que f ® g :
XY -=>XoVY.
ca:(® )®_=_ ®(®_)eéumisomorfismo natural denominado por associador,

e [ € € € o objeto unidade ou identidade,

el:I®_=_ e r:_®I=_ sdoisomorfismos naturais.
e as transformacées, a, | e r satisfazendo os seguintes diagramas:vX,Y,Z, W €

@
(X V)0 2Z)®
X®(Y®2) Xe(YoZ)o W
C‘X,Y@Z,W‘/ ‘/GX,Y,Z(@W
Xe(Y®2Z)e W) / y X (Y®(Zo W)
dx®@ay zw
e
Xal)o Y Ly » X (oY)

fxm A@/Y

XY
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As comutatividades do primeiro e segundo diagramas acima sao chamadas
axiomas do pentagono e do tridngulo, respectivamente. Se os morfismos a,r e / sédo
identidades, dizemos que % é monoidal estrita. No decorrer do trabalho deixaremos
implicito o uso do associador durante as demonstracdes, a menos que 0 mesmo seja
mencionado. Isso n&o implica uma perda de generalidade pois, toda categoria monoidal
€ monoidalmente equivalente a uma categoria monoidal estrita.

Vejamos alguns resultados que serdo importantes no decorrer do trabalho.

Proposicao 2.1.2. Sejam ¢ uma categoria monoidal e f,g € Homy(X,Y), tais que
ldp® f=Ildy®g. Entdo, f = g.

Demonstracdo. Da naturalidade de /, temos que:
foly=1Iyo(ldp®f)=lyo(ldg®g)=goly.
Além disso, / € um isomorfismo e portanto f = g. [

De forma andloga, se f ® Id; = g ® Idj pelo isomorfismo natural r obtemos que
f=g.
Proposicao 2.1.3. Sejam ¢ uma categoria monoidal e X,Y € €. Entdo os seguintes
diagramas comutam:

arx,y

[2X)®Y s 1o (X @ Y)
/x@m %m
XoY
X Y)®I il s X (Y&T)
%@\ A@’V
X®Y

Demonstracgo. Inicialmente iremos demonstrar que o primeiro diagrama comuta. Para
isso faremos uso de cinco diagramas comutativos, como veremos. De fato, considere-
Mos 0 seguinte diagrama:

(nldx)®Idy

(o) X) oY y [ X)® Y
AIQLX,Y (7) arx,y

n(ld
IoD) @ (XoY) — V%N poixey)

observe que este diagrama comuta da naturalidade de a com os objetos I® I, X, Y
juntamente com os morfismos ry, Idy, e Idy. Assim como o diagrama:
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() X)@Y

ar g x®Id
(rﬂ®ldx)®ldyl (N ,

(oX)eY o (o X) oY)

comuta pela identidade do triangulo com os elementos I, I, X avaliados no funtor _ ® Y.

Agora,
(ldilx)®Idy

IoX)2Y < IeIeX)eY
oLX,Y (ifi) ALiXx,y
[®X®Y) < [ (e X)®Y)

ldi@(Ix®Idy)

comuta pela naturalidade de a sobre o0s objetos I,X e Y juntamente com os morfismos
ldp, Iy, e Idy. Além disso o diagrama:

] I
Il e (XoY) L5 1o xe )
(iv)
OLixey Idi®Ixgy

I®(I®((X®Y)),

comuta por conta do axioma do tridngulo com os elementos I, Te X ® Y.
O seguinte diagrama comuta devido ao axioma do pentagono para os objetos
ILI,XeY:

(Tl e X)®

®(X®Y)

Io])® Io(IeX)®Y

ALLX® Yl laﬂ,l@x, Y

Io(I®(X®Y)) < Erre [®(I®X)®Y)

Por fim, veja que:

(e & (I ® Idy)) (1o x y)ansx @ ldy) L) (o x y)((Idy © Ix) @ Idy)(oq 1 x @ ldy)

D (arx (1 ldy) @ Idy)
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0 (n ® ldxey)(arerx,v)

iv
W (e @ Iy © a1 1.x0y) (@11, ¥)(@Ts1.X.v)

(v)
= (I[® (Ixgy cop x, y)or1ex,y)(ar1 x @ ldy),

sendo oy 1 x ® Idy € o 15 x, y isomorfismos, temos que:

o © (Ix ® ldy) = ldh @ (Ixg y © ag,x,v),

e mais, da Proposi¢ao 2.1.2, [y ® Idy = Ixgy oof x y.
Considerando a categoria monoidal €™ = (¢, @™",1™®,a’®v "¢V r"€V), sendo
que XY =YeoXefek®g=gxf VX,Y € € com f,g morfismos em ¥,

rev _ ~—1 rev _ rev _ ; i 4 .
ay'y 7 =07y x Y =rx erg’ = Ix. Do diagrama ja provado temos que:

rev
Oy, x

(]I ®rev Y) ®I’6V X s I ®rev (Y ®rev X)

/\r/ev®’e"/0'x\,~ /\%revx

y ®rev X

€ comutativo e da definicdo de ¥"¢V temos:

o]
X®(Y®I) X s (X Y)ol
/dym %v
X®Y ,

o qual € o segundo diagrama da proposi¢ao se considerarmos a inversade ay yy. W

Proposicao 2.1.4. Seja ¢ uma categoria monoidal. Entdo:
(i) hox =l @rx,¥YX € €.

(ii) Ixep = rx ® lop, VX € €.

(iii) I = ny.
Demonstracdo. (i) Seja X € ¥. Da naturalidade de / temos que o seguinte diagrama
comuta:
Io(IoX) — % 1eX
ldh®@lx Ix
I X s X,
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(ii)

(iii)

isto é,
/X o /]I®X = /X o (Id]I & IX)
E mais, sendo / um isomorfismo, temos que kg x = ldp ® Ix.

De forma analoga porém da naturalidade de r, temos

Ixorxgr=rxo (fx® Id]I)
E, como r € um isomorfismo, temos que ry = ry ® ld.

Primeiro vejamos que os seguintes diagramas comutam:

Q1

Iel)eI » @ (II)
/H@h& %@H
I®I
()l i » T (1)
ruém %lﬂ
I®I

De fato, o primeiro triangulo em questao comuta pela Proposi¢céo 2.1.3 com os
objetos X = Y = 1. Ja o segundo, comuta pelo axioma do triangulo novamente
com os objetos X = Y =1. Sendo assim temos:

hgroorrr=her € (ldh®@k)oagyy=rn® ld.

Do item (i) dessa proposicao obtemos:

Iy ® Iy = hgp = herooprr

€ em conjunto com a equagao anterior e o isomorfismo a temos que:
e ldp = Id.

Por fim, da Proposicao 2.1.2, rj = .

A seguir, alguns exemplos de categorias monoidais.

Exemplo 2.1.5. Sejam G um grupo e k um corpo. A categoria de representacbes de
um grupo G, denotada por Repy (G) a qual os objetos sdo pares (V,®) em que V é
um k-espaco vetorial, ® : G — GL(V) é morfismo de grupos e GL(V) é o grupo das
transformacédes lineares bijetoras de V em V é uma categoria monoidal. Dados dois
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objetos (V,®), (W,¥W) € Repy(G) um morfismo entre eles sera uma transformagdo
linear T .V — W talque, Wgo T =T o ®g,V¥g € G. De fato, sendo V e W k - espagos
vetoriais, temos o produto tensorial de espacos vetoriais e assim podemos definir um
produto tensorial de representacgées.

Para todo g € G, definimos:

(OxW)g: VW — VoW
(v,w) = QOg(v)® WPg(w).

Sendo (O x W)g4 bilinear, para todo g € G, existe uma unica transformago linear:

(OW¥W)g: VoW — VoW
vaw = Og(v)® Wg(w).

E mais, (® @ W)g € GL(V @ W):

(@@ YW)go (@R W)g1(vew) = (D W)g(Dg(v)® Wg(w))
(@g(Dg+(v)) ® Wg(W gt (W)

VR W,

dessa forma, conseguimos definir:
o¥Y: G — GLVeW)

Resta verificarmos que (V @ W,¥ ® ®) é uma representacdo de G. De fato,
sejam g,h € G temos:

(@@W)QO((D®W)h= (@g@Wg)O((Dh@Wh)
= (Og o Dg) ® (Wgo W)
=(0® W)gh.

Sendo assim, ® @ ¥ € um morfismo de grupo e claro, se fixarmos g € G, Og ® Yg €
linear pelas propriedades do produto tensorial de espacos vetoriais.
Neste caso, o objeto unidade 1 é a representacao trivial, sendo (k,I):

I: G — GLKk)
g = ld]k-

Exemplo 2.1.6. (Categoria monoidal oposta) Seja ¢ = (¢, ® ,a,1,1,r) uma categoria
monoidal. Entdo a categoria oposta ¢ °P herda a estrutura monoidal, sendo:
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(i) Como (€¢°P x €P) = (¢ x €)°P, isto é, preserva produtos, podemos definir o
produto tensorial a partir de ®:

Q0P . (GPQEP) — ©oP
(X.Y) = Xe%®PY=X®Y.

(i) O associador fica definido como aff’y, , =oy!y, 7, YX,Y.Z €.

(iii) Os isomorfismos neste caso sdo I°P = r~1 e r°P = -1, sendo o objeto unidade o
mesmo de ¢, isto é, T1°P =1.

Exemplo 2.1.7. Seja ¢ = (¢, ®,a,1, 1, r) uma categoria monoidal. Entdo a categoria
€'V herda a estrutura monoidal, sendo:

R €€ — €
X,Y) = Xe®Y=YaX

e para os morfismos f,g de ¢, temos f @™V g = g f. Com relagdo ao associador, para
quaisquer X, Y,Z € €, definimos:

rev —1
Axyz=9%zvyx

Com o objeto unidade sendo 1"V = 1, definimos I"®V = r e r"® = I. Com isso,
€ = (€, ,a®, 1, "8 r'®V) é uma categoria monoidal.

Exemplo 2.1.8. Sendo ¥ uma categoria, definimos End(%¢) a categoria a qual tem
como objetos funtores de € em ¢ e como morfismos transformagbes naturais. Neste
caso, o morfismo identidade do funtor F : ¢ — € ¢€ a transformag&o natural Idr : F =
F e a composicdo de morfismos é dada pela composicao vertical de transformacées
naturais. Vejamos que (End(%¢), ®,1 = Id,) € monoidal estrita, sendo:

®: End(%)®End(@) —  End(¥)
(F,G) —~ FRG=FoG

ea:F = F ey:G= G transformagdes naturais temos:
®(a,y)x = (a*y)x =agx)° Flyx), VX € €.
Além disso, da naturalidade de o temos:
agx) © Flyx) = Flyx) o agx) (1)

Vejamos que @ um funtor. De fato, sejamv : F = G,v : G= H,u:J= Re
v’ : R = S transformagées naturais e F, G, H,J, R, S € End(¢). AssimVX € ¢:

(vxp)x =vRx) o Flux) e (vV'xp')x =vgx o Glux)-
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Portanto:

®(ldF,G)x = ®(ldg, ldg) x
= (ldF = ldg) x
= (ldF)G(x) o F((ldg)x)
= l9F(G(x))
= ld(FoG)(X)
= (ldrog)x
= (lds(F,G))x

(v, 1) o (V) x = @ ov,p o p)x
= (V' ov) x (' o)) x
= (V' ov)g(x) o F((H' o p)x)
=Vig(x) °Vs(x) © Fux o px)
= VIS(X) o Vg(x) © F(;J/X) o F(uy)
D Vs © Gl o VA © Flux)
= (Vs )x o (vrp)x
(V' 5 i) o (v ) x
(@', 1) o @(v,p)) x,

sendo que (i) segue da igualdade (1). Logo, ® € um funtor e portanto (End(€’), ®, ldy)
€ uma categoria monoidal estrita.

Exemplo 2.1.9. Seja (¢, ®,a,1,1,r) uma categoria monoidal. Definimos a categoria
End(%y) em que seus objetos sé&o pares (F,®), em que F : € — ¥ € um funtor e
ofF 1 F(_® )= F()®_ é umisomorfismo natural tais que, VX, Y,Z € € o seguinte
diagrama comuta

F
X®Y,Z

(0]
FIXeY)eZ) ———— FXY)eZ
(D;Y@/dz
Flax,y.z) (FX)eY)oZ

QF(X),v.Zz

F(X® (,Y®Z)) ——— F(X) ®?Y®Z)

®X, Y®Z
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e, paratodo X € €

F
(DX,H

) . FIX) ®
m %
F(X)

comuta. Dados quaisquer objetos (F, ®F), (G, ®G) € End(€.,), um morfismo de (F, ®F)
em (G, ®C) é uma transformacdo natural u: F= Gtalqueparatodo X,Y € ¢

I

FIX @1

Hx®Y

FIX®Y) G(X®Y)

| .

FX) @ Y ———— GX)®Y
ux®Idy

comuta. Ja a composigcdo de morfismos é dada pela composicdo vertical de transfor-
magobes naturais. O morfismo identidade é a transformag&o natural 1 : F = F.
Afirmamos que (End(€y), ®, (Idy, ®'¢)) é uma categoria monoidal estrita, com

® : End(¢y) x End(¢y) — End(%¢y)

definido por:
2((G, @), (F,oF)) = (Go F, 0%F)

Ay, p) =y ®@u=y*py

V(F,®F), (G, ®%) € End(¢€y) ey, u morfismos em End(%.). Da composigéo, para todo
X,Ye?
GoF G F
DXy = PEx),yC(@X,y)

Precisamos verificar que para quaisquer (F, of ), (G, cDG), (H, ot ) € End(%y)
temos as sequintes igualdades:

(H, 0" 2 (G, 0%) @ (F,oF) = (H,0M) @ (G, ©%) @ (F, ®F))

e
(ldy, ®'%) & (F,0F) = (F,®F) = (F,0F) @ (Idg, ®%),
isto é,
((HO G) o F, Q)(HOG)OF) — (HO (GO F), @HO(GOF))
e

(Idy o F,®'95°F) = (F,®F) = (F o Id, ®F /%),
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Ja sabemos que (Ho G)o F = Ho(Go F)eldyoF = F = F o ldy. Resta
verificarmos que

(DHO(GOF) - (D(HOG)OF e (DFO/dg - (DF - (D/d<gOF

Para isso, sejam X, Y € €. Entao,

0G)o HoG
@(HeG)oF _ (D(F(X),)Y(HO G)((Df(,y)

= Q’gF(X),YH(Q’/g(X),Y)(H o G)(@ y)
H G F
= QGrx), y H@Ex), y G(@X y))

H GoF
= (DGF(X),YH(‘Dg(,Y )

_Ho(GoF)
=@y y

IdgoF Id F

= Idr )0y Pk v

= Oy

= 0% yldr(xay)

= o yF(ldxsy)

= Ol 0.y FORS)

= Of.
Definicdo 2.1.10. Sejam ¢ = (¢,®,a,1,1,r) e 9 = (2,%, 4,1, 1, F) categorias monoi-
dais. Um funtor monoidal entre ¢ e & ¢ a terna (F,§,§) satisfazendo:

() F:¢ — 2 éum funtor;

(i) € :®@o(F x F) — F o® & um isomorfismo natural, isto &, Sx.y: FX)QF(Y) —
FIX®Y),VX,Y €¥;

(iii) &y : 1T — F(I) é um isomorfismo em 2.
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Além disso, os seguintes diagramas comutam. Para quaisquer X,Y,Z € €

&x, YV \F(Y

FIX® Y)&F(Z (F(Y)YRF(2))
£X®Y,Zl l/df-(x@fv,z
F(IX®Y)®2) QF(Y ® 2)
m %
FX® (Y ®2))
e,vVX %
- ] 7
&FX) —2 5 F(X) FOX)ET —™ . Fx)
€0®/dF(X)l TF(/x) /dF<X)®*50l TF (rx)
F&F(X) = F(I® X) F(X)&F(I) oxa, FX®1),
X

De forma explicita, dados f : X — Y e g : W — Z morfismos em ¢, da
naturalidade de £ temos:

X)&F( 6 — F(X® W)
l lF(f@g)

Além disso, dizemos que um funtor monoidal € estrito se { e &y s&o identidades.

Vale ressaltar que, alguns autores definem como funtor monoidal de forte se § e {; séo
isomorfismos e satisfazem os diagramas acima.

Exemplo 2.1.11. Sejam ¢ = (¢,®,a,1,1,r) uma categoria monoidal e End(éy) a
categoria monoidal descrita no Exemplo 2.1.9. Seja o funtorvX,Y,Z € €

F: ¢ - End(¢y)
X (X ®_,oFX)
fl - lf@ld_
Y

(Y ®_,oF(Y)
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F(X) _
com(DY,Z =0y y 7

Definimos para todo X, Y,Z € €,
Ex,v)z  (FX)@ F(Y)(2) =Xe(Yo2) = FXeY)(2)=XaY)aZ
por (§x,y)z = oy y 7. Eparatodo X € €,
(So)x : ldg(X) =X = F()(X) =T X

como sendo (&) x = Iy .
(F,&, &) € um funtor monoidal.

Exemplo 2.1.12. Sejam ¢ = (¢,®,a,1,1,r) uma categoria monoidal e End(éy) a
categoria monoidal descrita no Exemplo 2.1.9. Seja o funtor

Y: End(¢y) — 4

(G, 09 G(I)
Fl = lIJJI
(H, oH) H(T)

Definimos para quaisquer (G, ®C), (H, ") € End(%,),
.G WH oM o w(G 08 = HI) ® GI) — W(H o G) = HG(I)
sendo &1, = Hlg) © (O gy - Definimos também
o 11— Y(ldy, ®'%) = Id (1) = T

por é:o = 1]1.
(W,&,&q) € um funtor monoidal.

Na proxima proposicao, ndo sera diferenciado o produto tensorial, o objeto
identidade e os respectivos isomorfismos de cada categoria monoidal para n&o deixar
carregada a notacdo, mas fica evidente que cada categoria em si tem sua estrutura,
nao necessariamente igual.

Proposicédo 2.1.13. Sejam ¢,¢’ e 2 categorias monoidais, (F,§,&y) : ¢ — 2 e
(Gx:Xo) : 2 — &' funtores monoidais. Entdo, a composigdo dos funtores F e G
definidas como a terna (G o F,g,Gp) para todo X,Y € €:

G(F(X)) © G(F(Y)) oxy sy GIF(X @ Y))

XFOOEXF(Y) /(Ex Y)

G(F(X) ® F(Y))
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i A » G(F(I)

€ um funtor monoidal.
Demonstragéo. Sejam X,Y,Z € ¥. Queremos mostrar que:

(Sx, yaz)(lda(F(x)) © Sy, 2)AG(F(x)),G(F(V)),G(F(2)) =
=(Go F)lax,y 2)(sxsv,2)Sx,y © ldgF(z)),

De fato,
Sx,vez(da(F(x)) © Sy, 2)aG(F(x),G(F(Y)),G(F(2)) =

G(Ex,yez)XF(x),F(yez)ldgF(x) ® G(Ex,2)

(IdG(F(x)) @ XF(v),F(2))AG(F(X)),G(F(Y)),G(F(2)) =
G(Ex,vez)GUdr(xy @ Sy, 2)8F(x),F(Y)2F(2)

(IdG(F(x)) © XF(Y),F(Z)QG(F(X)),G(F(Y)),G(F(2)) =

G(éx,yez)Gdr(xy ® Sy 2)Glarx),F(v),F(z))

XFX)2F(Y),F(2)XF(x),F(y) @ ldgF(z)) =
G(F(ax,y,z))G(Exsy,z)G(Ex,y @ ldF(x))

XF(X)® 2XFx).F(v) © ldg(F(z)) =
G(F(Ofx v,2)) (§X®Y z)
(G(Ex,y) ® Gldrz)))XF(x),F(v) ® ldaF(z)) =
(Go F)(ax,y,z)sxs Y,z(Cx, y ® ldg(F(z)))

em que (ii) e (iii) é resultado de, respectivamente, G e F serem funtores monoidais. Ja
(i) e (i) provém, respectivamente, dos seguintes diagramas da naturalidade de y:

XF(X),F(Y)®F(2)
-

G(F(X)) @ G(F(Y) © F(2)) G(F(X) ® (F(Y) ® F(2)))

IdG(FX))®G(£Y,Z)‘ ‘G(/dF(X)®£ v.7)

G(F(X)) ® G(F(Y ® Z2)) » G(F(X)® F(Y ® Z2))

XF(X).F(Y®Z)
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XFX)®F(Y),F(2)
—_—

G(F(X) @ F(Y)) ® G(F(2)) G((F(X) @ F(Y)) ® F(2))
XF).F(®IdaF(z) G(xx,y®Idr(z))

GIF(X®Y)) ® G(F(2)) » GIFIX®Y)® F(Z2)

XFX®Y),F(Z)

Agora vejamos que, rg(r(x)) = (Go F)(rx)sx, = (ldg(F(x)) @ So)- De fato,

V)
raiFx) = GUrE0)XFx)1(IdGF(x) © Xo)
= G(F(rx))G(Ex,1) GIdF(x) ® So)xF(x),1(1dG(F(x)) © Xo)
=(G o F)(rx)G(Ex DX F(x),Fm(ldaF(x) © Xo)
=(Go F)(rx)sx 1(ldg(F(x)) ® So)

Sendo que, (v) e (vi) sdo do fato de G e F serem funtores monoidais, respecti-
vamente.De forma andloga, temos que

la(F(x)) = (G o F)Ix)(stx)(S0 © [dg(F(xy)-
n

Definigdo 2.1.14. Sejam ¢ = (%, @ ,&,LLr) e 2 = (Zy,®,a, 1,1, F) categorias monoi-
dais e os funtores (F,§,&),(G,x.X0) : € — 2 monoidais. Uma transformag&o natural
monoidal entre F e G é uma transformacdo natural v : F = G de tal forma que, para
todo X,Y € € os seguintes diagramas comutam:

F(X)&F(Y) _vx@vy G(X)&G(Y)

fx,vl lXX,Y

FX®Y) ———— GX®Y)
XQY

I
F(I) . s G(I)

Um resultado uma importancia conhecido como Mac Lane’s Strictness Theorem,
o qual pode ser visto em (SAMUEL, 2016), garante que muitos problemas e proprie-
dades de categorias monoidais podem ser reduzidos a categorias monoidais estritas,
categorias nas quais possuem estruturas mais simples. Tendo os Exemplos 2.1.11 e
2.1.12, apresentamos o teorema:
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Teorema 2.1.15 (Mac Lane’s Strictness Theorem). Toda categoria monoidal é monoi-
dalmente equivalente a uma categoria monoidal estrita.

2.2 OBJETOS DUAIS

Na teoria de categorias, veremos a generalizagdo de um objeto dual. Os resul-
tados aqui estéo presentes em (ETINGOF et al., 2016) e (SCHAUENBURG, 1992).

Definicao 2.2.1. Sejam ¢ = (¢, ® ,I,a,l,r) uma categoria monoidal e X € €. Dizemos
que X* € € é dual (a esquerda) de X se existem 0s morfismos evy : X* @ X — 1 e
cvy I — X ® X* em ¥ tais que:

cvx®ldy ldx®evy
/=

(X X®X*® X X) = Idy

/dx* XCVx er@ldx*
_— e

(X* X5 @ X® X X*) = Idy..

Neste caso dizemos que ¢ é rigida (a esquerda), se todo objeto de ¢ possui
dual a esquerda.

Além disso, de forma anéloga definimos dualidade e rigidez a direita:

Definicao 2.2.2. Sejam ¢ = (¢, ® ,I,a,l,r) uma categoria monoidal e X € €. Dizemos
que *X € € é dual (a direita) de X se existem os morfismos ev;( XX > 1Te
cvy i1 — *X ® X em € tais que:

ldy @ cvy Y®ld
(X —2E0 X X o X~ X) = Iy

vy @Ik x

o x®evy
X XS X @ X @ X ———5 *X

) = ld:x.
Neste caso dizemos que ¢ é rigida (a direita), se todo objeto de ¢ possui dual
a direita.

. / . ~ . ~
Denotamos os morfismos ev e ev de avaliacao e cv e cv: de coavaliacao.
No decorrer do trabalho, realizaremos todas propriedades e demonstracdes
para o caso do dual a esquerda.

Observacao 2.2.3. Seja ¢’ uma categoria monoidal. Se X € ¢ admite dual a esquerda,
digamos (X*, evy, cvy), entao fica evidente que X* é dual a direita de X € €™V e dual
a direita de X € €°P.

Exemplo 2.2.4. Todo k-espaco vetorial de dimensao finita é dualizavel na categoria
Vecty.. De fato, seja V um k-espaco vetorial de dimenséo finita, entdo o espago vetorial
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X* = Homy (X k) é dual a esquerda sendo a avalicdo e coavaliagdo definidas como:

evy: XX — k
pOX = @x)

e sendo base {v;}| ; de X e sua base dual {e;}]! ;:

cvy: k —- XeX*
n
Iy — > Vi®e;
i=1
Primeiro, notemos que cvy independe da base pois, dado o isomorfismo cané-

nico:
p: X@X* — End(X)

xop = o)
em que @(x) : X — X é definido por o(x)w para todo w € X, temos que p(cvx(1y)) =
Idy.
Vejamos que a Definicdo 2.2.1 é satisfeita. Seja X € Vect,, entdo:

n
(ldy @ evy) o (cv ® ldy)(Li ® X) = (ldy @ evx)(D_ Vi ® & @ X)

i=1

I
S

=<

®

0

x

Por outro lado, seja ¢ € Homy (X, k):

(evx ® ldx-) o (ldy- ® cvy)(p ® L) = (evy @ ldy:)(D> @ @ Vi ® &)
i=1

p(v) ® g;

i=1

1y @ p(vj)e;

—_

i=

I ® .

Observacao 2.2.5. (Y,evy : Y® X — Lcvy : I — X ® Y) é dual a esquerda de X se,
e somente se, (X, evy = evy : Y@ X = L cvy = cvx : 1 — X ® Y) é dual & direita de Y.

Teorema 2.2.6. Seja ¢ uma categoria monoidal rigida (a esquerda). Entdo,VX,Y,Z €
¢ temos que Homy (Y ® X,Z) = Homy(Y,Z @ X*).
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Demonstragdo. Vejamos que as seguintes fungdes sao bijetoras:

A Home(Y® X,Z) — Homy(Y,Z @ X*)
f —  f=(f® ldy:) o (ldy @ cvy)

isto &, f é definida por:

ldY®CVX f®ldx*
—5 —

Y YR X®X* ZRX*
e
~: Homy(Y,Z® X*) — Homy (Y @ X, Z)
g9 = g =(ldz ® evy)o (g @ Idx)
isto &, g é dada por:
Id
Yox I9%, 7o xrex 1229% 7

Verifiquemos a bijecdo. Sendo f € Homy(Y ® X, 2):

f = (Idy ® evy) o (f @ Idy)
= (Idz ® evy) o (f @ ldy- ® X) o (Idy ® cvy ® Idy)
~ fo(ldy ® Idy @ evy) o (Idy ® cvy @ Idy)
= fo (ldy @ ((Idy ® evy) o (cvy ® ldx)))
Ot o (1dy ® Idy)
= f,

sendo (i) da Defini¢do 2.2.1. Por outro lado temos, para cada g € Homy(Y,Z @ X*):

A

g

g ® ldy+) o (Idy ® cvy)

ldy ® evy & Idy+) o (g ® ldy ® Idy:) o (Idy ® cvy)
ld; @ evy @ Idy+) o (ld> @ ldy« ® cvy)og

ld7 ® ((evyx ® Idy=) o (ldy~ ® cvy))) o g

D

(
(
(
(

—

ldz @ ldy-) o g
= g,

no qual (ii) se da novamente pela Definigdo 2.2.1.

Teorema 2.2.7. Seja ‘¢ uma categoria monoidal rigida (a esquerda). Entao,VX,Y,Z €

¢ temos que Homy(X* @ Y, Z) = Homy (Y, X ® Z).
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Demonstragdo. Sejam as funcoes:
®: Homy(X*®VY,Z) — Homy (Y, X @ Z)
h —  ®(h) = (ldy ® h) o (cvy ® Idy)
e
W: Homy(Y,X®Z) — Homy(X*® Y, Z)
p = ¥(p) = (evx ® ldz) o (ldx+ @ p)
Seja p € Homy (Y, X ® Z). Entéo,
®oW¥(p) = (ldy @ ¥(p)) o (cvx & Idy)
= (ldy ® evy ® Idz) o (ldy ® ldy- ® p) o (cvy ® Idy)
= (ldy ® evy ® Idz) o (cvy @ ldy @ Id7) o p
((/dX X er) (CVX ® /dx) X Idz) op
2 (1dy © Idz) o p
=p
o qual (iii) se da pela Definicdo 2.2.1. Além disso, sendo h € Homy(X* ® Y, 2)
Yo d(h) = (evy ® Id7) o (ldy- @ ®(h))
= (evyx ® Idz) o (Idy« ® ldy @ h) o (ldy« ® cvy ® Idy)
=ho (evX X IdX* X Idy) o (IdX* ® Ccvy ® Idy)
= ho ((evy ® ldy+) o (ldy« ® cvy) ® Idy)
W ho (ldy.  Idy)
=h
com (iv) referente a Definicao 2.2.1. |

Do Teorema A.0.17 temos que adjungdes a direita preservam limites e como

resultado segue o seguinte Corolario:

Corolario 2.2.8. Sgja ¢ uma categoria monoidal rigida. Entdo para cada X € € o
funtor _ ® X é adjunto a esquerda e preserva colimites. Além disso, o funtor X @ _ é

adjunto a direita e preserva limites.

Teorema 2.2.9. Segja ¢ uma categoria monoidal. Se X € ¢ admite dual (a esquerda),
(X*,ev,cv), ele é tnico no sentido de que para outro dual (D, ev, cv) de X (a esquerda)

existe um unico isomorfismo j : D — X* tal que

Q1
Do X %% g x

I

comuta.
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Demonstragcio. Seja j definida da seguinte forma:

. V@ Iy«
jiD PO Do x g xr SR e
Seja também o seguinte morfismo:
Idy @ C I
g Xt IOV o xeD M0 P

Vejamos que g € inversa de j a partir da comutatividade do seguinte diagrama.

ldy=®cv ev®ldp

X* > X*X®D sy D

ldy+®cv ldy+®1dx® ldp®cv ldp®cv

1 ldy+ @ v ldy @ ldys 1 1
XXX — X XDIXRX* — D X® X*

evRldp® ldx® Idy

Idx= @ ldx @ Idx x=®ldx®evaldy @ Idy

v ~

XXX — X*
eV®/dx*

De fato, os quadrados do diagrama acima comutam pois @ € um bifuntor. Com
relacdo ao triangulo a esquerda, o mesmo comuta devido a primeira equacao da
Definicao 2.2.1 juntamente ao funtor X* @ _ ® X*.

De forma analoga temos que o seguinte diagrama também comuta:

ldp®cv eV ldyx
D D& Do X @ X* ®Idx X
ldp®cv ldp® ldx @ Idx+ ®Cv ldy+®cv
N2 /dD®CV®Idx®IdD < <
D XD — DX X* XD — X* XD
éV@/dD@IdX@Idx*
ldp® ldxy®evald, Id
Idp Iy Idp pEidxevelap eveldp
Do X®D x S
evldp

Sendo o primeiro diagrama comutativo, das flechas de fora temos a seguinte
igualdade:

ldy- & (ev © Idy.) o (Idy. ® ldy ® Idy.) o (Idy. ® cv)
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= (ev ® ldy+) o (Idp @ cv) o (ev ® Idp) o (ldy+ @ V)
=jog,

a qual (i) é dada pela Definicao 2.2.1 com um adicional as identidades tensorizadas.
Por outro lado, de forma semelhante, do segundo diagrama temos:

ldp = (éV ® ldp) o (Idp ® ldy @ Idp) o (ldp ® éV)
= (ev ® Idp) o (Idy+ @ cv) o (ev ® Idy+) o (Idp ® cv)
=goj.
Sendo assim, j~! = g. Além disso da definicdo do bifuntor ® e do morfismo j
temos:

ev o (j X /dx) =evo (éV X IdX*) o (/dD XKV /dx)
=evo (ldp® Idy ® ev) o (ldp ® cv ® Idy)

=ev,

satisfazendo assim o diagrama do Corolario em questao.
Além disso, suponhamos que exista outro morfismo 8 : D ® X* o qual satisfagca
o Corolario e vejamos que 8 = j. Da adjuncdo do Teorema A.0.12 temos a seguinte
bijecao:
B=pieve (B ®ldy))=¢ppileve (& ldy)) =]
|

Apresentaremos a seguir, numa visao categorica, a caracterizacao do objeto
dual de um produto tensorial, geralmente visto em Algebra Linear e/ou Estruturas
Algébrica.

Teorema 2.2.10. Segja ¢ = (¢, ® ,a,1,1,r) uma categoria monoidal. Sejam também
X,Y € € com (X*,evy,cvy) e (Y*, evy, cvy) duais (a esquerda), respectivamente.
Entdo, (Y* ® X*, evxgy, CVxgy) € dual (a esquerda) de X ® Y com:

ldy+®@evx®Idy
e

Vxoy I Y RX*@X®Y Yigy — 2 L1

/dX@CVY@ Idx*
e

CVxgy (1 —X s X @ X* XeYe Y e Xt

Demonstragdo. Vejamos que cvxsy € eVyyy satisfazem a Definicdo 2.2.1. De fato,
da definicdo dos morfismos ilustradas acima temos:

(ldxey ® evxgy) o (CVxgy ® ldxgy) = (ldy © ldy ® evy) o (ldx®
@ Idy @ Idy- @ evy @ Idy) o (ldy ® cvy @ Idy- @ Idy @ Idy) o
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o(evy ® ldy ® Idy)

Dando continuidade a igualdade acima e usando o fato de ® ser um bifuntor,
temos:

(ldy ® ldy ® evy) o (ldy ® ldy ® ldy« ® evy & Idy) o (ldy ® cvy®
®ldy ® ldy: ® ldy ® Idy) o (cvy @ ldy @ Idy)

= (ldy ® ldy ® evy) o (ldy ® cvy ® ldy) o (ldy ® evy ® Idy)o
(cvx @ ldy @ Idy)

= (ldy ® (lIdy ® evy) o (cvy ® Idy)) o ((Idxy ® evy) o (cvx®
®ldx) ® Idy)

2 (1dx @ Idy) o (Idy @ ldly) = (ldy © Idly) < idyo.

sendo (i) referente a Definicdo 2.2.1 para os objetos Y e X e (ii) se da pelo fato de ®

ser (bi)funtor.
De forma analoga obtemos que:

(eVxgy @ ldxgy) o (ldxgy ® CVxgy) = l0yxg x+

Sendo assim, da Defini¢cdo 2.2.1 temos que (Y* ® X*, evxqy, CVxgy) € dual (a
esquerda) de X ® Y. |

Corolario 2.2.11. Seja ¢ = (¢, ® ,a,I,1,r) uma categoria monoidal rigida. Entao (_)* :
¢9P — ¢ define um funtor contravariante.

Demonstragdo. Sejam X,Y,Z € ¥ com os seus respectivos duais (X*,evy, cvy),
(Y*,evy,cvy), (£*,evz,cvz) e os morfismos f: X — Yeg: Y — Z. Definimos o dual
(a esquerda) f* : Y* — X* de f como:

fFrYs — s YV XX —— Y'Y X — X*
/dy* XCVx /dy* ®f®/dx* eVY®ldx*

Vejamos que (Idy)* = Idy-. De fato,

(/dx)>|< = (evX ® IdX*) o (IdX* & IdX %Y IdX*) o (IdX* @ CVX)
= (evX ® IdX*) o (IdX* ® CVX)
(0
= /dX*,
sendo (/) referente a segunda equacgéao da Definicao 2.2.1.
Resta verificarmos que (g o f)* = f* o g*. Para isso, vejamos que 0 seguinte
diagrama comuta. Neste caso, para ndao deixarmos o mesmo poluido, denotaremos os
morfismos /d_ apenas pela letra do objeto em questao.
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Z*Qcvy Z*QfRX*

Z* ZF X X* Z2FQY @ X*
Z*QYRX*
Z*Qcvy Z*Qcvy@XQX* Z*Qcvy®@YRX* ©re
Z*RYQY*Rcvy Z*QYQY*RfX*
YY" - Z2"Y Yo XX - Z2"Y Y'Y Xt - 2" Y X*
Z*QYRevy@X*
Z*QgY* Z*@gQY*QXRX* Z*@gY* QYR X* Z*QgRX*
Z*QZQY*®cvy Z*RZJY*RfQX* Z*QZQevy@X*
2R QY - 22 Y* XX* - Z2"Z93Y* QY X" — Z2*9 2% X*
evzRY* evzRQY*QXRX* evzRY*QYRX* evzRX*

* * * * * *
Y Y*®cvy YreoXeX Y*of@X* Y'evyeX evy@X* X

De fato, a comutatividade dos retangulos se dao pela bifuntorialidade de ® e do
triangulo pela Definicdo 2.2.1 funtorizado por Z* ® _ @ X*. Sabemos que:

(ffog") =(evy @ X*) o (Y* @ f@ X)o (Y @ cvy)o(evz® Y™)o
o(ZF®@g® Y*)o(Z* ®cvy)

e
(gof)=(evz®X")o(Z"®g® X")o(Z" @ f® X")o (L ® cvy)
Da comutatividade do ultimo diagrama, juntamente com as igualdades acima,
temos que: (go f)* = f* o g*. [

Teorema 2.2.12. Sejam ¢ = (¢, ® ,a,LI,r), 2 = (2,%, &, 11, ) categorias monoidais e
(F,§,80) : € — 2 um funtor monoidal. Seja X € ¢ tal que (X*,evy,cvy) é seu dual a
esquerda. Entao (F(X*), eVE(x), CVF( X)) é dual a esquerda de F(X), sendo

1
eV FIXIBF(X) % Fixr @ x) 2%, Fay %,

] &y )
Ve T —2 A 2% Fixe x) X FO@F(X).

Demonstraggdo. Vejamos que cVg x) satisfaz a Definicao 2.2.1. Na demonstragao es-
taremos omitindo {y e sua inversa, justamente por serem isomorfismos de objetos
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fixados. Do seguinte diagrama,

~ Flevx)®ldrx  SleBldry )
FIO®F(X) —— F(X @ X*)oF(X) —— F(X)@F(X*)®F(X)

& x Exox* x IdE(x) @8 x+ x

—1 ~
é‘X,X* ®RX ~

£ I ~

FI® X)

F(ldy®ev Idrx & F (ev
Flldy) (ldy®evx) Fo®@F(evx)

—1
X1

F(XV® I) > F(X)éF(]I)

obtemos uma comutatividade, sendo que, o primeiro e terceiro retangulo sao prove-
nientes da naturalidade de §. J& o segundo retangulo comuta pelo fato de F ser um
funtor monoidal, mais especificamente, do hexagono da Definicao 2.1.10 retirando
o associador. Por fim, a comutatividade do tridngulo do diagrama acima se da pela
Definigéo 2.2.1 juntamente com o funtor F. Como resultado disso, temos:

IdF(x) = (Ide(x)® F (evx)) o (ldg(x)@Ex+ x) © (Ex x-®ldE(x)) © (F(evx)@IdE x))
= (IdF(x)®evE(x)) o (evE(x)@1dF(x))-

De forma analoga obtemos:

(evE(x)@IdE(x)) o (Idp(x)©CVE(x)) = IdF(x+)

Assim da Defini¢do 2.2.1 temos que (F(X™), evg(x), CVF(x)) € dual a esquerda
de F(X). |

Observacao 2.2.13. Do Teorema 2.2.9 existe um unico isomorfismo j : (Y* @ X*) —
(X ® Y)* tal que o seguinte diagrama comuta:

i Id
Y'oXHoXey —20Y (XaYyFeXeY

m eVX® Y
I

Defini¢ao 2.2.14. Sejam ¢ = (¢, ® ,a,1,1,r) uma categoria monoidal, X,Y,Z € € e
o isomorfismo natural ox y : X®@ Y — Y ® X, VX,Y € ¢ . Dizemos que ¢ € uma
Categoria Monoidal Trancada se os seguintes diagramas comutam:

1
X & (Y 2 Z) OX,yoz Ay z x

(Ye2Z)@X Y®(Z® X)

—1
Oxyz ldy®ox z

XRY) ol ————— = (YRIX)9Z ———— YR (X®2)
ox,y®ldz Ay.x.z
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OX®Y,Z az.x,y

XeY)eal Z@(X®Y) (ZeoX)eY

ax,y,z ox,z®ldy

ldx®@oy, z ayzy

Dizemos € que é simétrica, se ox y ooy x = ldxgy-

Exemplo 2.2.15. Seja R um anel. Temos que r.#R, a categoria de R-bimodulos, é
monoidal (com o produtor tensorial comum entre R-mddulos), mas ndo necessaria-
mente é simétrica. Agora, se R for um anel comutativo, temos que a categoria dos
R-mddulos a esquerda é monoidal simétrica.

2.3 ALGEBRAS E COALGEBRAS

Nesta secado, teremos como objetivo apresentar as definicdes, exemplos e al-
guns resultados de algebras e coalgebras os quais serdao importantes para a Recons-
trucdo de Tannaka. Aqui, teremos como textos base (HUNGERFORD, 1980) e (ALVES;
BATISTA, 2014).

A partir deste ponto, sempre que dissermos que % € uma categoria monoidal,
ficara implicita a séxtupla (¢, ® ,a,1,/,r), a menos que seja necessario diferencia-la de
outras categorias monoidais. Além disso, k sera sempre um corpo.

Definicdo 2.3.1. (Algebra) Seja ¢ uma categoria monoidal. Uma &lgebra em ¢ é a
tripla (A,u,n)emqueAc ¢ eu:AxA— Aen:1— Asdo morfismos em ¢ tais que
0s diagramas:

AAAA lda@u

A A ® A A (A A) Ao A
[J®/d,4‘/ llJ
AR A i s A
AR A
I®A H ARI
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comutam. Denotamos u e nj de multiplicacdo e unidade, respectivamente. O primeiro
diagrama é chamado de diagrama da associatividade e o segundo de diagrama da
unidade.

Exemplo 2.3.2. (Algebra de Grupo) Seja G um grupo multiplicativo e k um k-espago

vetorial. Denotaremos por kG a soma direta @ k, a qual também é um k-espacgo
geG
vetorial. Um elemento em kG é descrito como a seguinte soma finita:

Y agbg
geG

sendo para qualquer g € G, ag € k e{bg}yc g uma base de kG. Entdo kG € na verdade
uma k-algebra com a multiplicacdo e unidade definidas da seguinte forma:

kG ® kG — kG

(Z O‘g59> ® <Z ﬁh5h> = > dgBrbgh
heG

9€G g,heG

n: kG - kG

Exemplo 2.3.3. Seja a categoria monoidal (Set, x,{x}), sendo Set a categoria dos
conjuntos, x o produto cartesiano e {x} o conjunto unitario. Seja também (M. #,eps) um
monoide, entdo M é na verdade uma algebra em Set, sendo:

p: MxM = M

(a,b) +— aitb
e
n: {x - M
* = &M -

Definicao 2.3.4. Sejam (A,ua,na) € (B,ug,ng) @lgebras em ¢, uma categoria monoi-
dal. Um morfismo de algebras f : A — B € um morfismo em € tal que os seguintes
diagramas comutam:

AoA " BeB At B

Ha UB ]ns .
na
I

A—— B
f

Dualizando a Definicdo 2.3.1 nds obtemos a definicdo de uma coalgebra.
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Definicao 2.3.5. (Coalgebra) Seja ¢ uma categoria monoidal. Uma coalgebra em ¢
é atripla(D,A,c) emque D e ¢ eA:D— DD ec:D— 1 sdo morfismos em € tais
que os diagramas comutam:

D A s Do D

D&D— s De(DeD) — s (Do D)@ D
ldp®RA —1

App.D
D
I I}
I D A D®I -
D® D

Denotamos os morfismos A de comultiplicacao, = de counidade. Além disso,
as comutatividades acima sdo nomeadas de diagrama da coassociatividade e couni-
dade, respectivamente.

Exemplo 2.3.6. Em (Set, x,{x}) todo objeto é uma coalgebra. De fato, definimos a
comultiplicacdo e a counidade como sendo A(d) = (d,d) e ¢(d) = x para todo d € D
sendo D um conjunto qualquer. Vejamos que sdo satisfeitos os diagramas da definicao
de uma coalgebra:

(4 @ ldp) o A(d) = (A ® Idp)(d, d) = (d, d, d),

por outro lado,
(Idp ® A) 0 A(d) = (ldp ® A)(d, d) = (d, d, d).

E mais,

(e ® ldp) o A(d) = (¢ ® ldp)(d, d) = (x, d)
= I(d).

De forma anéloga, obtemos que (ldp ® ¢) o A(d) = r~1(d). Sendo assim, qualquer
conjunto € uma coalgebra.

Além disso, toda coalgebra em Set possui a mesma estrutura de coalgebra.
Suponhamos que (C, A, ) seja uma coalgebra em Set. Sendo {x} objeto final em Set,
o0 morfismo ¢ é definido de forma unica como sendo =(c) = x para todo ¢ € C.
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Sejam as projegcbes m,mo : C x C — C C x C e as aplicagbes f; = fo = Id,.
Da propriedade universal do produto existe um unico morfismo A : C — C x C tal que,
para todo c € C, mq o A(C) = ldp(c) = ¢ = ldg = o 0 A(C). Sendo assim, A fica definida
como A(c) = (¢, ¢) para todo ¢ € C. Do diagrama da counidade temos:

(5 ® IdC) oA(C) = {—:(a) Qb= (>I<, b) = /_1 (C) = (*, C).
De forma analoga, obtemos que (a, ) = (c, *). Sendo assim
A(d) = (a,b) = (c,0).

Exemplo 2.3.7. A algebra de grupo kG de um grupo multiplicativo G é uma coalgebra,
com a comultiplicagdo A(g) = g ® g e a counidade ¢(g) = 1y..

Para facilitar algumas demonstragcées que envolvam k-coalgebras, da Notacao
Sigma, também conhecida como Notacao de Heyenman-Sweedler, vista em (DAS-
CALESCU; NASTASESCU; RAIANU, 2000), temos a seguinte definicao:

Definicao 2.3.8. Seja (C, A, ) uma k-coalgebra. Para cada elemento ¢ € C denota-
mos:

A(c) = Z C1) ® C2)-
Como resultado dessa notacdo, denotandoA =A1 eAp:C—-C®C®..® C

(n+ 1vezes) por An = (A® IdZ™") o Ap_y temos que:
Aa(c) = D A(e1) @ cp) = D €1) @A) = D 1) @ Cia) © Ca)

e da comutatividade do diagrama da counidade juntamente com o isomorfismo k@ k =
k, temos:

e para o caso de n = 3, obtemos:

Z 8(0(1 ))8(0(2))0(3) = C.

Como, neste caso, A é k-linear, podemos omitir o somatdrio e entdo: A(c) =
C(1) ® C(Q).
Definicédo 2.3.9. Sejam (C,A¢,<¢) e (D,Ap, ep) codlgebras em €, sendo essa, uma
categoria monoidal. Um morfismo de cdalgebras f : C — D é um morfismo em ¢ que
satisfaz a comutatividade dos seguintes diagramas:

C—f>D C—f>

O

Ac Ap e

H e
™
o

C®C — DD
fof
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As proximas definigoes e resultados nos levardo a um teorema que diferencia
a teoria de codlgebras da teoria de algebras, determinando finitude das coalgebras.
Para isso, estaremos tratando de k-céalgebras, sendo assim, os morfismos A € ¢ além
de satisfazerem a Definicdo 2.3.5 séo k lineares.

Definicao 2.3.10. Sejam C = (C, A, ) uma k-coadlgebra. Um k-subespaco de C, D é
dito uma subcoalgebra se A(D) C D ® D.

Observacao 2.3.11. Se D C C é uma subcoalgebra, é evidente que D é uma coalgebra
comA : D — D® D (definicdo de subcoalgebra) ecp : D — k, a restricdo de <.

Proposicao 2.3.12. Se (C));c; € uma familia de codlgebras de C, entdo > C; é uma
i€l
subcoalgebra.

Demonstracdo. Da definicao de subcodlgebra e linearidade de A e do produto tensorial
temos:

A (Z C,-) =) AC)C ) (CiwC)T D> Cio) C
iel iel iel iel jel
|

Observacao 2.3.13. Se C é uma k-coalgebra e X C C é um subespago vetorial
qualquer, entdo a subcoalgebra de C gerada por X é a intersecgcdo de todas as sub-
coalgebras de C que contem X. De fato, seja a familia de C-subcoalgebras {S;};c tal

que, A(S)) C Sj® Sje X C S;,Vi e l. Assim, (| S; # @. Entdo da linearidade de A e S;
iel
sendo uma subcoalgebra de C para todo i € | temos:

A (ﬂ Si) cas)c(Sies)c()Sie()S:
i i i i i
Logo (S; € uma subcoalgebra de C.
i

Definicao 2.3.14. Sejam C uma k-coalgebra e V um k-subespaco de C. Entdo V é
chamado de coideal a esquerda (a direita) se A(V) C C® V (A(V) C V& C).

Proposicao 2.3.15. Sejam C,D duas coalgebras e | C C e J C D coideais, respecti-
vamente, de C e D. Entdo | ® D + C ® J é um coideal da coalgebra (C ® D, A,e).

Demonstraggo. Da hipétese, Ag() C 1@ C+C® l,ec()=0,Ap(J) CJD+D®Je
ep(J) =0. Assim,dados i€ I,j€ J,ce Ce d € D temos:

Al@ d+c®)) =i(1) ®d(1)®i(2)®d(2)+C(1)®j(1)®0(2)®j(2)
= 1) @) ® 1) @A) + C(1) @ G2y 1) @ J2)
CIeC+Ce)eDeD+CeC®(JD+DxJ)



Capitulo 2. Categorias monoidais e preliminares de Algebras de Hopf 38

F(leD+Ce®J)oCe®D+CD (o D+ C®J)

el®D+C®J)=c(l® D) +e(C®J)
=cc(l) @ ep(D) +e¢(C) @ ep(J)
=0
n

O seguinte resultado nos mostra que subcodlgebras geradas por coideais a
direita de dimenséao finita tem dimensao finita.

Lema 2.3.16. Sejam C uma k-coalgebra e V um coideal a direita de C de dimenséo
finita com base {v1, Va,..., Vn}. Sejam tambem c;; € C comi,j=1,2,..., n tais que, para
cadaj=1,2,..,n

n
Alv) =) _vi®
i=1

Entdo o subespaco de C gerado por {cj 11 <1i,j < n}coincide coma subcoalgebra de
C gerada por V.

Demonstraggo. Do diagrama da coassociatividade temos que (A® Id¢) o A(vj) = (ldc ®
A) o A(v), isto &,
Y wec®ci=Y Vi®Alc) Vikj=1,2..n
K,i i
Sendo {vq,vs,...,Vn} € linearmente independente, concluimos que

0 que mostra que o subespaco D gerado pelos Cji's € uma subcodlgebra (finita) de C.
Veja ainda que, paracada i = 1, 2,..., n, do diagrama da counidade temos:

vj=1lo(e® ldg) o A(v)) = Zs vj)cjj € D,
i=1

logo V C D. Para mostrarmos que D é a subcodlgebra de C gerada por V, considere
W uma subcoalgebra de C contendo V.

Sendo {vy,Vs,...,vn} € V linearmente independente, existem {c}, C5...., Cp} base
dual de V, tal que ¢ (vk) = 6 paratodo i,k = 1,2,...,n. Sendo W uma subcoélgebra
de C, temos que A(vj) € W @ W. Assim,

1L ® Gjj = Z ¢ (Vi) @ Cyj = (¢ ® ldg) o A(v)) e k@ W Vij=12,..n
k=1

Assim, Cj € W,Vvi,j=1,2,...,ne portanto, D C W. [ |
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Teorema 2.3.17. (Teorema Fundamental das Coalgebras) Todo elemento de uma
coalgebra pertence a uma subcoalgebra de dimenséo finita.

Demonstragcdo. Seja (C,A, <) uma k-coalgebra. Seja também x € C tal que A(x) =

> b; ® c¢;. Consideremos entao
i

As(X) = ZA(b,’) ®Cj = Z aj ® bjj ® ¢j
i ij
com &;’s e ¢;’s linearmente independentes. Seja subespaco D gerado pelos bj’s. Fica
claro que dimy D < co. Além disso, x € D, pois,

x =Y e(a)e(ci)by.
inj

Agora, como (A® ldo®1ds)(Ax(X)) = (ldg®A®Idc)(As(X)) € ¢;'s sdo linearmente
independentes obtemos que:

> A@)ebj=) aieAby) Vi
i j

entao,
Y aj@Ab)eCaCoD
J
e como os &;'s sao linearmente independentes, temos que A(bj) € C ® D para todo i,/.

Analogamente obtemos que A(bj;) € D ® C. Logo,
Abj)e CeDND® C=D®D.
O que mostra que D é uma subcoalgebra de C. [

Podemos, também, considerar modulos a esquerda (a direita) sobre uma alge-
bra. Neste caso consideraremos categorias monoidais estritas, pois fica claro o papel
do associador, se 0 mesmo for necessario.

Definicao 2.3.18. Sejam ¢ uma categoria monoidal (estrita) e A = (A, u,n) uma alge-
braem . Um mddulo a esquerda sobre A é o par (M, ) onde M € € e : AQM — M
€ um morfismo em € tal que:

lda@m

ARAR M A M AsM —T s M
p@ldy T o ldy [V

Denominamos 1 de agdo de M sobre A. De forma analoga definimos A-mddulos
a direita. Todos os resultados deste trabalho serdo verdadeiros mutatis mutandis para
0s modulos a direita a menos que seja mencionado.
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Exemplo 2.3.19. Toda algebra (A, u,n) € um A-modulo a esquerda e & direita, tendo u
como a agéo.

Exemplo 2.3.20. Seja M = (M,u,n) uma algebra em Set, isto €, um monoide. Sendo
X um M-conjunto via morfismo de monoides ® : S — End(X). Entdo 1r(s, x) = ®(s)(x)
define uma estrutura de S-modulo a esquerda em sobre X.

Exemplo 2.3.21. Sejam R um anel e M = Mm n(R) o conjunto de todas as matrizes
m x n com entradas em R. Entdo M é um R-modulo, sendo a acdo a multiplicacdo por
escalar.

Defini¢ao 2.3.22. Sejam (M, ) e (N, ) A-mddulos a esquerda. Um morfismo f :
M — N em € é um morfismo de A-mddulos, se o seguinte diagrama comuta:

lda®f

Ax M A N
ﬂmJ/ J/‘ITN
M > N.

f

Dualizando as definicdes anteriores obtemos a estrutura de comédulo.

Defini¢ao 2.3.23. Seja C = (C, A, €) uma coalgebra em €. Um C-comddulo a esquerda
é opar (P,p) onde Pc ¢ ep: P — C® P é morfismo em ¥ tal que os seguintes
diagramas comutam:

1

P r
P——— C®P P—— I®P
P AR Idp P e®ldp
CoP — C®C®P CoP
Idc®p

Denominamos p de coacédo de P sobre C. Similarmente, podemos definir a
estrutura de C-comodulo a direita.

Assim como para k-coalgebras, em (DASCALESCU; NASTASESCU; RAIANU,
2000) também é definido uma notacdo de Sweedler para comoddulos sobre uma k-
coalgebra:

Definicao 2.3.24. Sejam C uma k-coalgebra e (P, p) um C-comoddulo a direita. Entédo
para todo m € P denotamos:

plm) =3 m) @ my).
Assim, a definicdo de comoédulo a direita pode ser escrito da sequinte forma:
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> Moy @ Mty & My = > Mgy o) @ (Myo))(1) © May = 3 Moy © (M) @ (Me1))2)
Se (P,p) € um C-comodulo a esquerda, denotamos para todo m € P:

plm) =3 my) @ mg).
Logo, da definicdo de comddulo a esquerda juntamente com a notacdo de
Sweedler temos, para todo m € P:

Y Mg ® Mgy @ mgy =Y mM_y) @ (Mg))-1) @ (M)
= > (M) © (M_y)) @) © myg).

Exemplo 2.3.25. Toda coalgebra C = (C, A, ) é um C-comddulo a esquerda e a direita
tendo A como coacgéo.

Exemplo 2.3.26. Seja a coalgebra kG de um grupo multiplicativo G. Entdo o k-espago

vetorial graduado V = @ Vy € um kG-comodulo a direita com a coagéo
geG

p(v)=p (Z vg) =) vg®dy

geG geqG
Exemplo 2.3.27. Seja a coalgebra ((Fun(G, k), A, ), com G um monoide finito, Fun(G, k)
0 conjunto das fungées de G em k,

A: Fun(G k) — Fun(G, k) ® Fun(G, k)
Alp): Gx G — k

v (@.h) — wlgh)

e: Fun(G,k) — k
@ = y(eg)
Sendo V um k-espago vetorial, m : G — End(V) e pg : G — k definida por
pg(h) = 64 n.Vg9,h € G, podemos construir a coaggo de Fun(G, k) em V como:

p: V. = V& Fun(Gk)

v = > m(g)(v) ®pg
ge@G

Definicao 2.3.28. Sejam (P,pp) e (Q,pq) C-comodulos a esquerda. Um morfismo
g: P — Qem% éum morfismo de comodulos se o sequinte diagrama comuta:

P J s Q

’”’l lpo

CP —— C®Q
lde®g




Capitulo 2. Categorias monoidais e preliminares de Algebras de Hopf 42

Se P e Q séo dois k-comddulos, a comutatividade diagrama é escrito, na nota-
cao de Sweedler, como:

=D _ M1y © glmyg))
para todo m € P.

Definicao 2.3.29. Sejam C uma k-coalgebra e (M,p) um C-comddulo a direita. Um
k-subespagco N de M é chamado C-subcomddulo de M se p(N) C N ® C.

Teorema 2.3.30. (Teorema Fundamental dos Comoddulos) Seja C uma k-coalgebra
e M um C-comddulo a direita. Entao todo elemento de M pertence a um subcomodulo
de M de dimensé&o finita.

Demonstragdo. Seja {c;}jc; uma base para C. Seja tambémp : M - M ® C a coagéo
de M. Para m € M escrevemos:

m) = Z m; & C;j.
iel
Como o numero de m;’s nao nulos é finito, o subespagco W de M gerado por
esses elementos tem dimensao finita. Agora, para cada c; temos A(c;) = Z ajikCj @ C

sendo ajj, € k. Assim, sendo M um C-comodulo a direita temos que (p ® /dC) op(m) =

(ldyy ® A) o p(m), isto &,

D p(m)@ci=>Y me ajc ® c.
i ij,K
Como {cj}jc/ forma uma base, da igualdade acima temos que p(m;) = >_ m; ®

Ij
ajjkCj. Assim, W & um C-subcomddulo de M (de dimens&o finita). Além disso,

m = ro (ldy ® ) o p(m)
=r (Z m; ® e(c,-))

=Y mie(c) € W,

i

pois W é um k-espaco vetorial. Disso, concluimos que Vme M — me W. [

2.4 BIALGEBRAS

Como vimos na seg¢ao anterior, qualquer categoria monoidal pode conter obje-
tos que sejam uma algebra ou uma coalgebra. Mas algo mais forte pode acontecer.
Alguns objetos podem, em uma categoria monoidal, possuirem estruturas de algebra e
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coalgebra ao mesmo tempo. Nesta secéo, baseado no texto (ALVES; BATISTA, 2014),
iremos discutir alguns objetos nos quais possuam a mesma estrutura e ainda sejam
compativeis.

Suponhamos, por exemplo, que A é uma algebra e uma codlgebra em (¢, ®, 1),
uma categoria monoidal. Sendo assim, existem os morfismos y: AQ A — A, n:1— A,
A:A— AxAec: A—ltaisque (A ,u,n) € umadlgebrae (A, A, ) € uma coalgebra em
% . Quando dizemos que a estrutura de algebra e coalgebra sao compativeis, significa
que A e £ sdo morfismos de algebras e u e n sdo morfismos de codlgebras. Um exemplo
disso € o objeto I, o qual possui estrutura de algebra (/,u = I = rj,n = Idy) e estrutura
de codlgebra (I,A = I71 = i1, « = Idy). Um fator que se faz necessario € que a categoria
monoidal seja trancada, para que assim possamos definir uma estrutura de algebra
em um produto tensorial de duas algebras e também uma estrutura de coalgebra em
um produto tensorial de duas coalgebras, resultado o qual sera apresentado a seguir.

Teorema 2.4.1. Sgja¥% = (¢,®,1,a,0,/,r) uma categoria monoidal simétrica.
(a) Se A e B sdo duas algebras em ¢, entdo A® B é uma algebra.

(b) Se C e D s&o duas coalgebras em ¢, entdo C ® D € uma coalgebra.

Demonstracdo. (a) Primeiramente, da naturalidade de o temos:

opa°(ug® lda) = (ldg®@pug)oopyB A

ogac(ldg®@pp) = (a® ldg) o0 Az A-
Definimos a multiplicacao e a unidade de A ® B da seguinte forma:
HaeB = Wa®@pp)o(lda®opa®ldg) € nage=na®ne.
Vejamos que g p € nagp Satisfazem a Definigdo 2.3.1, isto €, queremos ver

que

HAzB © (HanB ® ldagB) = HagB © (Idass ® HAzB)

HAzB©° (NaxB ® ldagB) = laxB € MHazB© (IdasB ®NAzB) = rasB-

De fato,

HazB© WazB @ ldagB) = (Ma @ ppg) o (ldg®@op 4 ® ldg) o (uag @ upg @ lda @ ldp)
o(ldy ® og A ® ldg ® Ids ® Idp)

J Wa®@up)o(ua® lda®upg® ldg) o (ldag ® Idg @ 0ggg A ® ldg)o
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o(ldy ® og A ® ldg ® Ida ® Idp)

D (wa©ug) o (ua® lds® g @ Idg) o (Ida © ldy @ 05 4 ® Idg © ldg)o
o(ldy ® lda ® Idg ® 05,4 ® Idg) o (ldg ® 05 4 © ldg ® Ida @ ldp)
D (wa®pg) o (ldg © pa® ldg @ pg) o (Ida  ldg © 0 4 ® ldg @ ldg)o
o(ldg ® Idp ® ldg © o5 4 @ ldg) o (Ids © 05 4 @ ldg ® lds @ Idg)
= (Wa®pp)o(ldag@pua® ldg@up) o (lda @ (ldg © o p)o
o(0g A ® ldy) @ ldg ® ldg) o (lday ® ldg @ lds ® 0 A @ Idp)
(ig) Wa®@ug)o(lda®pua® ldg @ up) o (ldg ® og axa ® ldg ® ldg)o
o(ldg ® Idg ® Idg © 05,4 © ldp)
Y (wa®pg) o (lds © 0 4@ pg) o (Ids ® Idg © pa ® Idg © Idg)o
o(lds @ ldg @ ldg ® 0 4 ® ldp)
= (a®pup)o(lda®@opg A ® ldp) o (ldg ® ldg © g @ pp)o
o(ldy ® Idg ® ldpy @ 0g 4 ® IdB)
= Az (lda® ldg @ (ua @ ppg) o (lda ® og A © ldp))
= HazB © (ldags ® pazB),
sendo (/) e (v), respectivamente, das equagdes da naturalidade de o, (iv) e

(if), respectivamente, dos diagramas da definigdo de uma categoria monoidal
simétrica e a igualdade (/i) se da pelos diagramas da associatividade de A e B.

Agora, vejamos que pAx g © (Idags ® NAxB) = ldazB:

HAzB © (ldasg @ Nags) = Wa@pp) o (ldg ®og 4 ® ldg) o (ldg ® ldg @ na ® np)
=(pa®pp)o(ldag®@na® ldg ®np)
Y 1y © Idg
= ldasB;

sendo que a igualdade (vi) se da pelo diagrama da unidade de A e B. De forma
analoga temos que pax g © (NaxB ® ldasB) = Idasg. Sendo assim, da Definigdo
2.3.1, A® B é uma algebraem %.

Novamente, da naturalidade de o temos as seguintes equacdes:

0c.pep° (ldc ®Ap) = (Ap®ldg)coc p

O0cwe,p°Ac®ldp) =(ldp®Ag)oog p.

Definimos a comultiplicagdo e a counidade da seguinte forma:

Acep = (ldg ®ocp® ldp)o(Ac ®Ap) € eccewp=cc®ep
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Vejamos que (AC®D ® IdC@D) o (AC®D) = (ldC®D ®AC®D) o (AC®D)' De fato,

(Acgp @ ldegp) © (Acep) = (ldec ® o¢ p ® ldp ® Ide ® ldp)o
o(Ac ®Ap ® ldc ® ldp) o (ldc ® o¢ p ® ldp) o (Ac ® Ap)

Q (ldg © 06.p @ Idp ® ldg © ldp) o (Idg © ldg © 0 pep @ ldp)o
oAc® ldc ®Ap ® Idp) o (Ac ® Ap)

D (lde ® 00.p @ ldp @ ldg © Idp) o (ldg @ ldoe
(ldp®oc p)o(ocp® ldp) ® ldp) o (Ag ® ldc ® Ap ® ldp) o (Ac ® Ap)

= (ldg ®0¢c p® ldp ® ldg ® ldp) o (Id¢ ® Ide ® ldp ® 0¢ p ® ldp)o
o(lde ® ldc ® 0¢ p ® ldp ® Idp) o (Ac ® ldg ® Ap ® ldp) o (Ac ® Ap)

D (1de © 06 p @ ldp © ldg ® Idp) o (ldg © ldg © ldp © 0 p © ldp)o
o(lde ® lde ® o¢.p ® ldp ® ldp) o (ldg @ Ac ® ldp ® Ap) o (Ag ® Ap)

= (ldg ® ldp ® ldg ® o¢ p ® ldp) o (ldc ® 0¢ p ® ldg ® ldp)o
o(lde ® lde ® o¢.p ® ldp ® ldp) o (ldg ® Ac ® ldp ® Ap) o (Ag ® Ap)

= (ldg ® ldp ® ldgc ® 0¢ p ® ldp) o (ldc ® (0¢,p ® ldg)o
o(ldp ® 0 p) ® ldp ® ldp) o (ldg ® Ag ® ldp ® Ap) o (Ag ® Ap)

Y lag ® Idp @ Idg © 06, p @ Idp) © (Idg © 0ec.p @ Idp @ ldp)o
o(lde ® Ac @ ldp ® Ap) o (Ac ® Ap)

Y (lde @ ldp ® Id ® 0 p @ ldp) o (Idg © Idp ® A © Ap)o

o(ldg ® o¢c p® Idp) o (Ac ® Ap)
= (ldcgp ®Acgp) © (AceD):

sendo que (/) e (iv) se dao, respectivamente, das equagodes de naturalidade de
o. J4 as igualdades (ii) e (iv) sédo resultados dos diagramas da definicdo de
categoria monoidal simétrica. Por fim, a igualdade (iii) se da pelo diagrama da
comultiplicagao das coalgebras C e D. Por ultimo, vejamos que (g5 p ® ldos p) ©
Acsp = Igs p- De fato,

(ecop ® ldowp) 0oAcep = ((ec ®ep) ® ldg ® ldp) o (lde ® ocD® ldp)o
o(Ac ®Ap)

(coc® ldg ®ep @ ldp) o (Ag ® Ap)

(ec®@ldg)oAc) ® ((ep ® ldp) o Ap)

(vi)

s, N

1 1
Ic ®Ip
1
= IE®D=

sendo (vi) resultado do diagrama da counidade de C e D. Portanto, da Definigao
2.3.5, C® D é uma coalgebra em %
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Proposicao 2.4.2. Sejam ¢ = (¢,®,1,a,0,1,r) uma categoria monoidal simétrica
(estrita) e (B,u,n, A, ) objeto em ¢ o qual é simultaneamente algebra e coalgebra em
¢ . Entdo sdo equivalentes:

(a) A e = sdo morfismos de algebras.

(b) p e n sdo morfismos de coalgebras.

Demonstracdo. Primeiro se A e € sdo morfismos de algebras, entdo temos as seguintes
igualdades:

HBsB © (A ®A) =(p®p)o(/d3®0313®ld3)o(A ® A) (2)
=A®IJ

NBeB=n®n=A4on (3)

pHio(e®e)=coe (4)

ni=eon, (5)

sendoquen;=Idyeu;=1=r.Ja, se yen sdo morfismos de coalgebras temos,

Aop=(u®p)olpgp (6)
=(uoup)o(ldg®ogp® ldg) o (A®A)

EOU=eBgB=Ec®c¢ (7)
Aon=(n®n)oa (8)
gon =gy, (9)

no qual A, = I,‘1 = r,‘1 e ¢; = Id,. Vale ressaltar aqui que omitimos os isomorfismos
I71 = r71 e I; = r; no Teorema anterior, quando definimos eggp == ® € € ngyg =N @ 1.
Vejamos agora as equivaléncias em questao.

(@) = (b) De fato,

(Wep) oAggp=(H®@p)o(ldg®ogg® ldg) o (A®A)

(E)Aoy
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e mais,
(4)
eBeB=c®¢ = o,

logo u € um morfismo de coalgebras. Agora,

(3)
(n®@n)oA; = nggp=40n,

con@n=1d=¢,
logo, n € um morfismo de coalgebras.

(b) = (a) Vejamos agora que A e = sao morfismos de algebras. De fato,

HBgB oA ®A)=(u®u)o(ldg®ogpg® ldg)o(A®A)

@Aop

(8)
NBeB=N®nN =Aon,

logo, A € um morfismo de algebras. Por fim,

()
eop = eggp=Hio(EQe)

9
con@ey=tdy=n,
assim, € € um morfismo de algebras. [

Definicao 2.4.3. (Bialgebra) Sendo ¢ uma categoria monoidal simétrica, dizemos que
B é uma bialgebra em ¢ se possui estrutura de algebra e coalgebra e a comultiplicacao
e a counidade sdo morfismos de algebras.

Definicao 2.4.4. Sejam A e B duas bialgebras em €. Dizemos que f € Homy(A,B) é
um morfismo de bialgebra se, simultaneamente, for um morfismo de algebra e coalge-
bra.

Exemplo 2.4.5. Sendo G um grupo multiplicativo e k um corpo, a algebra de grupo
kG é uma bialgebra. Vejamos que os morfismos da Definicdo 2.3.7 sdo morfismos de
algebras. De fato, sejam g,h € kG,

FkGekG © (A @A) g ® h) = prgekg(9d ® g ® h® h)
=gh® gh

por outro lado, A o u(g ® h) = gh ® gh e portanto yygsi g © (A ® A) = A op. Além disso,

Aon(1y) =A(1k@) = 1kG ® 1kG = NkGekG( 1K)
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Sendo assim, A é um morfismo de algebra. Com relagao a ¢ temos,
pk © (e ®e)(g @ h) = (1K ® 1)
=1
por outro lado, € o u(g ® h) = e(gh) = 1i. Logo, py o (e ® €) = e ou. E mais,
eonkg(T) =e(1xg) = 1k = Ni(1k).
Portanto, = é um morfismo de algebra e entao kG € uma bialgebra.

Exemplo 2.4.6. Em Set, todo monoide (M, #, €)y) € uma bialgebra. De fato, sabemos
que a categoria Set € monoidal trangada, sendo 1(a,b) = (b,a) e mais, todo monoide
é uma algebra e todo objeto é uma coalgebra em Set. Basta verificamos que A e ¢,
definidos no Exemplo 2.3.6, sdo morfismos de algebra. Sejam a,b € M, entao temos:

Hmxm o (4,4)(a,b) = upm(a, a, b, b)
= (a#tb, a#tb) = Ao u(a, b)

Aon(x) =Aley) = (Epms €M) = DM m(*),

sendo assim, A é um morfismo de algebra. Vejamos agora que ¢ também o é,

Hisy © (€,€)(a, b) = ppyy(*, %) = x = op(a, b)

eon() = elen) = * = Ney(*)-

Sendo assim = € um morfismo de algebra e portanto M é uma bialgebra em Set.
Vejamos uma outra caracterizacao para k-bialgebras.

Teorema 2.4.7. Seja B uma k-algebra. B € uma k-bialgebra se, e somente se, a catego-
ria de B-modulos a esquerda (g.7 ) € uma categoria monoidal e o funtor esquecimento
U :g .# — Vect, é um funtor monoidal estrito.

Demonstrac&o. (=) Por hip6tese, B é uma k-bialgebra, entdoA : B - B Be ¢ :
B — k sado morfismos de algebra. Sejam M, N €g .# . \lejamos que o tensor de dois
B-moédulos é um B-mdédulo. De fato, definimos aagdo - : Bo@ M@ N — M ® N da
seguinte forma, para quaisquer a,b € B,me Mene N:

a-(men) = a(1)m ac)n.
De fato,

(ab) - (m® n) = (ab)qym ® (ab)p)n
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= (81)b(1))m @ (8(2) b2))n

—
—
~

(1)(b(1ym) © &2)(b2)N)
(b(1)m & b(g)n)
(b-(m® n))

a
a
a

no qual (/) se da pelo fato de M e N serem dois B-mddulos a esquerda. E mais,
1g-(m®n)=(1gm® 1gn) = m® n. Além disso, k possui uma estrutura de B-mddulo
comaacadoar A =c(aAparatodoac BeA € k:

(ab) > A = e(ab)h = e(@)= (b L 2(a)(c(b)A) = ar> (b > A)

1 A=c(igh @ 1,222,

nos quais, (ii) e (iii) se dao pelo fato de ¢ ser um morfismo de algebra.
Vejamos agora que 0s morfismos a,/g € rg séo morfismos de B-modulos. Sejam
Aek,ae B_meM,ne Nepe P,comM,N e P B-mbdulos a esquerda,
» Com relagéo ao associador a temos:

a-(men)®p)=agq)- (M nN)Qapp
= a(1)(1)M S a1)2)1 @ &z)P
(iv)
= ANMe AN ae))P
= a(1)m® ao) - (n®p)
a-(me(n®p))

sendo a igualdade (iv) referente a coassociativdade de B.
* Referente ao /g, temos:
Ig(a-(A®m)) = /3(3(1) >A® a(z)m) = aeq) > Aa(z)m
= 5(3(1))Aa(2)m = AE(&(-I))a(z)m
(i) Aa-m)
=a-(Am)=a- A m)
no qual, (v) se da pela counidade de B.
« Com relagéo a rg temos:
rg(@a- (m®A)) = rg(aiym @ ap) > A) = a1yme(ap))A
= 8(1)m€(a(2))mA

) a-(m\)=a-rgimA)

no qual, (vi) se da pela counidade de B.
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Fica claro que os axiomas do pentagono e do triangulo sédo satisfeitos. Logo
g7 é uma categoria monoidal. Vejamos que U é monoidal estrito. Sejam, M,N dois
B-mddulos a esquerda. Entao,

UM) @y UN) = M@y N = UM @ N)

(<) Vejamos agora que B € uma bialgebra, isto &, definiremos ¢ e A tais que ambos
sejam morfismos de algebra. Como g.# € monoidal, temos que B é um B-mddulo a
esquerda, entdo B ® B € um B-méddulo a esquerda. Assim, podemos definir A e € da

seguinte forma:
A B — B B

b — b~(1B®1B)Z=b(1)®b(2)
e: B — k
b — b1]k

Mostraremos que A satisfaz a coassociatividade. Para isso, precisaremos definir
o seguinte morfismo: sejam M e N dois B-mdédulos a esquerdae me Me n e N, entao

Pm - B — M
b — b-m

Pn - B — N
b — b-n

Afirmamos que pm e pn s@o morfismos de B-moédulos a esquerda. De fato,
sendo a,b € B, entao:

pm(ab) = (ab) - m = a(b- m) = 3pm(b)

De forma analoga temos que ppn € um morfismo de B-médulo a esquerda. Além
disso, definimos o seguinte morfismo:

agb — a mb-n

Vejamos que pm®pn € um morfismo de B-médulo a esquerda. Sendo a,b,c € B,
temos:

(lom @ pn)(d - (@® b)) = (om ® pn)(da® b) = (da) - m@ b-n
=d-(am®b-n=d-(a-meb-n)
=d-(om®pn)(@® b)

Com isso temos:

b-(m@n)=b-(pm@pn)(1g®@ 1) =(em®pn)(b-(1g® 1p))
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= (Pm ®Pn)(b(1) & b(2)) = b(1) -ma® b(2) -n
Finalmente, A satisfaz a coassociatividade:

(A ® Idg) o A(b) = (A ® ldg)(b(1) ® b))
= (B1)(1) @ By1)(2)) © bz)

Agora, vejamos que A € um morfismo de algebra:

A(ab) = (ab) - (1g@1g)=a-(b-(1g®1g)) = a- (b1) @ b))
= a- (Ppy, ® Phy)(18® 18) = (Pp,, ® ppy )@ (15® 1p))
= a(1)b(1) @ a2)be) = (a(1) ® a(2))(b(1) @ b2))

— A(a)A(b)

Além disso,
A(1B)=(1B-1B®1B-1B)=1B®1B.
Logo A € um morfismo de algebra.
Vejamos agora que ¢ satisfaz a counidade. De fato, sendo b € B temos:

(e ® Idg) o A(b) = e(b(1))b2) = Ig(e(b(1) ® b)) = Ig(b1) - 1k ® b1p)
IB((o1, ® p15)(b(1) ® b))

Is((p1, @ p1)(b-(1g® 1p))

b-Ig((p1, ®p1,)(1g®1p)) =b-Ip(1x ® 1p)
big=>b

De forma analoga, temos que (ldg ® ) o A(b) = b. Nos resta verificar que € € um
morfismo de algebra:
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e(1p)=1p- T = 1k

Logo ¢ € morfismo de algebra e assim B é uma k-algebra. [

2.5 ALGEBRAS DE HOPF

Nessa sec¢do toda construgdo sera dada na categoria Vect,.. Sejam (C,A,e)
uma coalgebra e (A,u,n) uma algebra. Vejamos que o espaco vetorial Homy (C,A)
possui uma estrutura de algebra associativa. Definimos a multiplicagéo e a unidade,
vf,g € Homy (C, A), da seguinte forma:

(Fxg)=po(fog)o

isto é, sendo ¢ € C, entao:

(Fxg)(c) =) flcy

1=pog,
isto é,
(fx1)(c) = (fxpoe)(c)
=) " f(c)uoe(cy)
=Y f(cuyelcp)la
= f(cqye(e) = f(o).

De forma anéloga, (u o ¢) = f = f. Como Horm (C,A) é um k-espaco vetorial,
para verificarmos que o mesmo € uma algebra, basta mostrar a associatividade e a
distributividade de *. De fato, sejam f,g,h € Hom (C,A), A € ke ¢ € C, assim:

((f +Ag) = h)(c) = (f + Ag)(c(1))h(c(2))

f(c(1y) +Ag(c(1)))h(ci))

= f(c(1))h(cz)) +Ag(c(1))hlciz))
= (f= h)(c) + Ag = h)(c)

= (fx h+Ag = h)(c),

/\A

(fx (g +Ah))(c) = f(c(1))(g +Ah)(c(z))

f
fcqy(a(c)) + Ah(cz))
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= f(c(1))9(c(z)) + Af(c1))h(c(2))
fxg)(c) +A(f = h)(c)

= (
= (f* g+Af * h)(c)

((f=g) = h)(c) = > _(F*g)(cyh(cp }jf 1)2)h(ce)
=Zf( c1))9(c2))h(c Zf g*h )
= fx(g* h)(c)

A operacdo * é denominada por convolucao. Considere agora (H,u,n,A,¢)
uma bialgebra. Denotaremos HC = (H,A, €) a coalgebra e HA = (H,p,n) a estrutura de
algebra.

Fica claro que Hom(HC, HA) € uma algebra com a operacao de convolucéo,
sendo que, Idy é um elemento de Hom(HC, HA).

Definicao 2.5.1. Seja (H,u,n,A, <) uma bialgebra. Uma aplicagéo linear S : HC — HA
é dita antipoda de H se S é o elemento inverso de Idy com respeito a operagéo
convolugao, ou seja, se

Sxldy=Ildy*S=noe

Definicao 2.5.2. Seja (H,u,n,A, ) uma bialgebra. Se H possuir uma antipoda, entdo
H é dita uma algebra de Hopf. Na notacdo de Sweedler, Vh € H temos:

Definicao 2.5.3. Sejam H e K duas algebras de Hopf. Uma transformacao linear
f: H— K é um morfismo de algebras de Hopf se € um morfismo de bialgebras.

Proposicao 2.5.4. Sejam H e K duas algebras de Hopf com antipodas S e Sk. Se
f: H— K éum morfismo de bialgebras, entdo Sk o f = fo Sy.

Demonstragdo. Primeiramente, sabemos que Sk of, fo Sy € Hom(H,K), isto €, ambos
sdo elementos da algebra Hom(H,K), com o produto de convolugéo. Vejamos que Skof
e f o Sy séo inversiveis por f. De fato, Vh € H temos:

(S o )+ (h) = (Sk o A1) (hzy)
Q Sk ((h)a) ()
= e (M) 1k

D ik,
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sendo que as igualdades (/) e (ii) sdo referentes do fato de f ser morfismo de cédalge-
bras. Por outro lado temos:

(f (fo Sp))(h) = f(h1))f(Sn(h)))

‘@wmw,

nas quais (Jii) e (iv) se dao pelo fato de f ser um morfismo de algebras. Pela unicidade
do objeto inverso, Sk o f = fo Sy. [

Proposicao 2.5.5. Seja H uma algebra de Hopf e S sua antipoda. Ent3o:
(@) S(hg) = S5(9)S(h), Vg, h € H;
(b6) S(1y) =14,
(c) A(S(h)) = S(h) ® S(hyy);
(d) e(S(h)) = e(h).
Demonstracdo. (a) Consideremos H @ H como uma coalgebra. Entdo podemos to-
mar a algebra Hom(H ® H, H), com a multiplicacdo dada pela convolucao e a
identidade definida por ny o g H, COM ey definido no Teorema 2.4.1. Con-

sideremos os seguintes morfismos M, F, G : H® H — H, definidos da seguinte
forma:

F(h® g) = S5(9)S(h)
G(h® g) = S(hg)
M(h® g) = hg, vg,he H

Mostremos que M é inversa a esquerda de F e a direita de G. De fato, sendo
g, h € H, temos:

(M« F)(h® g) = M((h® g)(1)F((h® g)(2))
M(h(1y ® g(1))F(hi2) ® g(2))

h1)9(1)5(9(2)) S(hz))

hi1ye(@)1yS(h)

e(9)h1)S(hez))

e(9)e(h)1y = e(h)e(@1H

=eHoH(h® g1y

=NH o eHeH(h® ),
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logo, M x F = ny o eye - Por outro lado,

(Gx=M)(h®g)=nyo(GeM)oAlh® g)
=nm o (G M)((hq) ® g(1)) ® (he) © g(2)))
= G(h(1) ® 9(1))M(hg) ® g(2))
= S(h1)9(1))h2)92)
= S((hg)(1))(h2)9(2))
= e(hg) 1y
= e(he(@)1H
=nNHoeHgH(h® g),

sendo assim, G x M = ny o ey H. LOgo, pela unicidade do elemento inverso,
F = @G, isto é, para todo g, h € H temos:

S(9)S(h) = F(h® g) = S(h)S(g)

(b) Sendo h € H qualquer,

De forma analoga temos que hS(14) = h. Da unicidade da unidade, temos que
S(1H) =14

(c) Tomando Hom(HS, HA® HA) com 1y yoe y a unidade da algebra, sendo N ye 1y =
Ny ® ny. Sendo h € H, consideremos G, F : HC — HA @ HA | definidos por:

F(h) = A(S(h)) = S(h)1y @ S(h)2) e G(h) = (S® S)(A%(h)) = S(h) ® S(h))
Vejamos que A x F = G*A =nygy o ey € entdo F = G. De fato,

(Ax F)(h) =ppo(d® F)oAlh)
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= e(h))1H ® S(h1))h)
=1y @ S(h))e(h2))ha)
=11 ® S(h))elhey ) hz) @)
= 14 @ S(hi)hg

=1 ®@e(h)1y =npeH o cy(h)
Sendo assim, da unicidade do elemento inverso temos que F = G, isto é,
A(S(h) = S(hz)) @ S(hgy).
(d) Da definicdo da antipoda, sabemos que hy S(h(z)) = ¢(h)1y. Aplicando ¢ em
ambos os lados da igualdade temos:

e(h1)S(hg)) =ele(h1y) <

e(hq))e(S(h)) = e(h)e(1y) <

e(e(h))S(he))) = e(h) &

e(S(e(hy)he))) = e(h) &
e(S(h)) = e(h)

Proposicao 2.5.6. Seja H uma algebra de Hopf com S sua antipoda. Entdo sdo equi-
valentes:

(i) S(h))hqy =e(M1y;
(i) hi2)S(h(ty) = e(M)1p;
(i) SoS=1Ildy VheH.
Demonstragdo. (i = ii) Sabemos que ldy é a inversa de S pela convolugéo. Mostre-

mos entdo que S o S € também inversa de Idy e, pela unicidade do elemento inverso,
teremos que So S = ldy. Seja h € H. Entao,

S*(So S)(h) = S(h1)S(S(hz))
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@ s(S(hz)ha)

= S(e(M1p)
=e(h)S(1p)
D 1y =noeh),

sendo (a) e (b) resultados da Proposicao 4.3.6.

(iii = i) Sabemos que para todo h € H temos que h(1)S(hz)) = e(h)14. Aplicando S
em ambos os lados da igualdade temos:

=e(h1y

(ii = iiil) Mostremos que So S é inversa de S com a convolugéo e pela unicidade da
inversa So S = Ildy. Sendo h € H temos:

(< 8) + S)(h) = (S o S)(1))Slhz)

= 5(S(h(1)))S(hz))
'@ S(h@)S(h)))
= S(e(h)1p)

= e(h)(S(1h))

@ (1,

com (d) e (e) decorrentes da Proposicao 4.3.6.

(iii = i) De forma analoga, para todo h € H, sabemos que S(h))hp) = e(h)1y.
Aplicando S em ambos os lados da igualdade temos:

S(S(h)hz) = S(e(h) )

S(hia) S(Sthy) = s(S(1y) &
S(h))hiy = ()1,

com (f) e (g) resultantes da Proposicao 4.3.6. |
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Exemplo 2.5.7. Sendo k um corpo e G um grupo multiplicativo, a algebra de grupo kG
€ uma algebra de Hopf. De fato, do Exemplo 2.4.5 ja sabemos que kG é uma bialgebra.
Seja a sequinte aplicacdo linear:

S: kG — kG
6g — 6g—1
Vejamos que S é de fato uma antipoda, isto &, que (Sx ld) g) = (I, g*S) = noe. Sendo
g € G, temos:
(S * Ik G)(6g) = S(69)5g
= 69_1 g
= 8¢
=n(1k)
=no¢e(bg)

= 6g6g—1

=n(1k)
=noe(dg) VgeG

Sendo assim, S é a antipoda e com isso kG é uma algebra de Hopf.

Definicao 2.5.8. Sejam k-espaco vetorial M e H uma k-bidlgebra. M é um H-mddulo
de Hopf a direita se possui estrutura a direita de H-modulo (h € H e m € M, entao
m < h) e estrutura de H-comoddulo a direita, dada pela funcdo

p: M — Mo H
moe M) © M)

com a compatibilidade p(m < h) = p(m) < h, isto &, p € um morfismo de H-moédulos
a direita. Dizemos que, dados M,N dois H-mddulos de Hopf a direita, f : M — N é
um morfismo de H-moédulos de Hopf a direita se f é simultaneamente morfismo de
H-mddulo a direita e H-comoédulo a direita.

Podemos definir o lado da estrutura dos modulos de Hopf conforme a acéo e
coacgdo, isto é, pode-se ter H-mddulos a esquerda e H-comddulos a direita resultando,
se existir a compatibilidade, em H-mddulos de Hopf a esquerda-direita.

Com base na definigdo anterior, podemos construir uma categoria no qual os
objetos sdo H-mdédulos de Hopf, com H uma k-bialgebra, e os morfismos sdo morfis-
mos de H-mddulos de Hopf. Denotaremos a categoria dos H-modulos de Hopf a direita
de .#ff.



Capitulo 2. Categorias monoidais e preliminares de Algebras de Hopf 59

Exemplo 2.5.9. Sejam V um k-espaco vetorial e H uma k-bialgebra. Entdo V @ H é
um H-maddulo a direita com a estrutura (v @ h) < g = v ® hg e um H-comddulo a direita
com estrutura dada por pygH(Vv @ h) = v ® h(1) ® h(z), Vh,g € He m e M. Vejamos
que a relacao de compatibilidade é satisfeita. De fato, sendov € V e h,g € H, temos:

pveH((V® h) <g) =pygy(v @ hg)
= v ® (hg)(1) ® (hg)2)
= Ve hmgm © haYe)
= ((v® hy) <901y @ h)9(2)
=pveH(Vv@® h) g

Com base no Exemplo 2.5.7, sendo H uma k-bialgebra, podemos definir o funtor
(_® H) : Vect, — .}, no qual

(@H): Vect, — an
M Mo H
fl = lf@ldH ’
N N® H

no qual f é um morfismo linear. Vejamos que f ® Idy é um morfismo de H-mddulo de
Hopf a direita, isto é, que f é um morfismo de H-(co)méddulo a direita. De fato, sejam
me Me g,h e Htemos:

(f® ldy)((m® h) < g) = f(m) ® hg
=(flm®h)<g
= ((f® ldy)(m® h)) < g,

logo, f € um morfismo de H-mddulos a direita. Por fim,

(eNsIdy) © (F & ldp)(m @ h) = (pNwig,) (M) @ h)
= f(m) @ hyp) ® hig)
= (f @ ldy ® Idy)(m @ By @ hiz)
= (f® ldy @ ldy) © (PMe g, (M @ h),

portanto f € um morfismo de H-coméddulos a direita e assim, f € um morfismo de
H-médulos de Hopf a direita.

Definicao 2.5.10. Sejam H uma algebra de Hopf e M um H-mddulo de Hopf a direita.
O conjunto
M —{me M:p(m)=me 1y},
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sendo p a coagdo de M. O subespacgo vetorial MCH de M é chamado de subespaco
dos coinvariantes de M. Além disso, sendo f : M — N morfismo de H-comddulos e
m € MH temos:

(f(m) 0y @ (F(m))(1y = f(m(g)) ® mqy = (M) @ 1, (10)
isto €,
Im(f) < MCoH
Com isso, podemos definir o funtor (_)¢°F da seguinte forma:
el afl - Vect,
McoH

M
fl - lﬂMwH’
N

NcoH

sendo f um morfismo de H-mddulo de Hopf. Veja que (f)COH = f|pycon fica bem definido
por conta da equacéo (10).

Teorema 2.5.11. Seja H uma bialgebra. Entdo o funtor _® H é adjunto a esquerda do
funtor (_)°H.

Demonstracdo. Dividiremos a prova em duas partes. Na primeira parte mostraremos
que existe a bijecao Hom//l#(v ® H) — Homy (V, M€ para quaisquer V € Vect, e
M e ///,f," Ja na segunda parte sera construido a unidade e a counidade da adjuncao
e verificado os tridngulos da adjuncéo (ver Apéndice A.0.11).

De fato, sejam V € Vecti e M € ,///ﬁ Definimos o seguinte morfismo

("): Homu(V&H) — Homy(V, MCcoH)
f = f(v) = (v 1py).

Vejamos que f(v) € MH_ Paratodo v € V temos

p(f(v) = F(v)0) ® F(V) 1)
=fv® 1H)(O) R (v 1H)(1)
D fvety) oy

= f(v) @ 1y,

~

no qual (/) se da justamente pelo fato de f ser um morfismo de H-mdédulos de Hopf a
direita. Sendo assim, o morfismo (11) estd bem definido. Definimos agora:

(7): Homy(V,MecoH) Hom 1 (V @ H, M)

) (12)
g — g(ve h =g(v)<h.
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Vejamos que (12) é um morfismo de mddulos de Hopf a direita. De fato, sejam
ve Veh ke H,entdo

9))(0) < hi1y @ (9(V) 1) < hg)
9(v) < hy) @ 1hia)

= 9(v ® h(yy) ® hg)

= (g ® ldy) o p(v & h),

sendo assim (12) € um morfismo de H-md6dulo de Hopf a direita e portanto bem
definida. Mostraremos agora (11) é inversa de (12). De fato, sejam v € V, h € H,
g € Homy (V, M) e f € Hom ,u(V @ H). Entéo,

~

gv)=g(velp)
g(v) <1y =g(v)

~

flvoh =f<ah
=f(vely) <h
= f(v® 14h)
= f(v® h)

Sendo assim Hom///#(v ® H) = Homy (V, MH). Agora, construiremos a uni-
dade e a counidade da adjuncao e verificaremos que ambos satisfazem os tridngulos
da adjungao. De fato, sejam n : Idyge, = (L ® H)c0H  definida da seguinte forma:

ny: V — (Vg H)®©H
vV - vely

ee: ()Mo H= Id 1 definida como

ey VP oH — v
v h — vJh
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Sendo V € //l[,’ vejamos que ¢\, € um morfismo de médulos de Hopf a direita,
isto €, morfismo de H-(co)mddulos a direita. Sejam v € V e h,k € H, entdo

ey((ve h) < k) =¢ey(v® hk)
= v < (hK)
=(vah) <k
=gy(ve h) <k

pley(v e h) =p(v < h)
= V(o) < M1y @ V1) < hig

v h(1) ® 1Hh(2)

= E\/(V & h(1)) & h(2)

= (ey ® ldy) op(v ® h),
logo, €y € um morfismo de H-médulos de Hopf a direita. Afirmamos que € e n sdo
transformacdes naturais, isto é, que os seguintes diagramas comutam

nv 5 (V®H)COH

4
f‘/ J/(f®ld"’)|(V®H)COH
w

o (W®H)COH

VeoHg &V vy

f|vcoH®IdHJ/ lf

WCOH X H T) Ww.
De fato, para todo v € V, sendo V e W k-espacos vetoriaise f : V — W

k-linear, do primeiro diagrama temos:

(f @ Idy)l (v Hycor 0Ny (V) = (f @ ldy)l v H)er(V © Th)
=flvy®1y
=nw(f(v))
=nw o f(v).
Agora, sendo v € VH ¢ f 1 V — W um morfismo de H-médulos de Hopf, do

segundo diagrama temos:

fOE\/(V®h)= f(V<]V h)
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f(v)<w h
ew(f(v) ® h)
=gy o (f® ldy)(v ® h).

Logo, n e € sdo transformagdes naturais. Por fim, nos resta conferir as identidades do
triangulo, isto €, dados V € Vect e N € ///ﬁ que eygH o (Ny ® ldy) = lIdysH € que
(en)%9H o N(Nyeor = Id(yyeon- Para isso, sejam quaisquer v € V, n € N e h € H tais que

EvgH o (Ny ® ldy)(v @ h) = eygp((v® 1) @ h)
—(vely) <h
=v®h
= ldygn(v @ h)

e
(en) % o nyeon(n) = () (n@ 1p)
=n<1y
=n
= /d(N)coH(n).
Portanto, € e ) satisfazem as identidades do triangulo e assim obtemos a adjun-
cao que gostariamos. [

Proposicao 2.5.12. Sendo H uma k-bialgebra, funtor _ ® H : Vect, — //,’_L,’ é fiel e
cheio.

Demonstracdo. Para isso, da Proposi¢do A.0.14, o funtor _ ® H é fiel e cheio se, e
somente se, a unidade da adjuncéo n, construida no teorema anterior é bijetiva para
todo V € Vect;.. Definimos o seguinte morfismo

oy : (Ve H)©H V

n n
Vi ® h,' — Z V,'E(h,').
i=1 =1

Vejamos que 6y, = :77/1 para todo V € Vect, . De fato, para cada v € V temos
Oy ony(v)=0y(velpy)

ve(1h)
= V1]k

4

por outro lado,

n n
ny o6y (Z Vi ® hi> =Ny (Z ViE(hi)>

i=1 i=1
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n
=Y vie(h) @14 (13)
i=1

n n n
Sabemos que > v; @ hj € (V @ H)H, entdo p (Z Vi ® h,-) =2 Vi@ (h)1)®
i=1

i=1 i=1
n

(hj)e) = >_ vi ® h; ® 1. Aplicando ldy ® € @ ldy em ambos os lados da igualdade
i=1

temos:

Sendo assim, da igualdade anterior e de (13) temos que

n n n
ny o0y (ZV,’@/’)/) =ZV/€(h,’)®1H=ZV,’®h/.
i=1

i=1 i=1

Portanto, temos que 6y = :ﬂ) para todo V e Vecti.. Logo n € um isomorfismo
natural. u

Certamente surge a pergunta, quando o funtor ()" & fiel e cheio? A primeira
resposta que nos vem a cabeca €, basta que a unidade da adjuncgéao citada anterior-
mente seja um isomorfismo natural. Mas afinal, quando isso acontece? A solucao que
temos aqui vem do Teorema Fundamental de Algebras de Hopf. Antes, vejamos um
lema que nos auxiliara posteriormente no Teorema:

Lema 2.5.13. Dada a estrutura de H-mddulo a esquerda e H-comodulo a direita des-
crita acima, existe um antimorfismo de algebras entre HomH{ wH(H® H,H® H) coma
multiplicagéo sendo a composi¢cédo e Homy (H,H) com a multiplicagdo sendo a convolu-
céao.
Demonstraggo. Seja f € Hom,, ,+(H ® H, H® H). Definimos f:H— Hcomo
f(h) = (ldy @ )(F(1 @ h)).
Além disso, para todo f € Homy.(H,H) definimos f : Ho® — H ® H com

f(h® k) = hf(k(1)) 0% k(2)

Vejamos que f € um morfismo de H-modulos & esquerda e H-comédulos &
direita para qualquer f € Homy (H, H). De fato, sejam /,h,k € H tais que

f(l > (h® k)) = f(Ih @ k)
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= (Ih)f(k1)) @ K2

= 1> f(h® k).
Agora

PHeH(F(N® K)) = prgr(bf(k1) © Kg2)
= hi(k1)) ® K2)(1) © K2)(2)
= k) © Ky © Kee)
= (f® ldy)(h ® K1y ® K2)
= (f® ldy) o peH(h @ k).

Sendo assim, para qualquer f € Homy (H, H) temos que f € um morfismo de H-
maodulos a esquerda e H-comddulos a direita. Portanto fica bem definido os seguintes

morfismos:
) : HomH(//H(H(@ H,H® H) — Homy(H,H)

~

f — f
() : Homy(H,H) — Hom  ,u(H®H,H® H)
g > g9

E facil verificar que ambas aplicagdes sdo k-lineares. Vejamos que ambas sao
mutualmente inversiveis. Sejam g € Homy (H, H) e h € H, entdo

g(h) = (ldy ® €)@y ® h))
= (ldy ® €)(9(hq) ® h2))
= g(h(1))e(hz)
= g(h).

(
(

Agora, sendo f € Hom, ,n(H® H,H® H)e h® k € H® H, entao

~

f(h® k) = hi(kq)) @ Ko
= h((ldy ® e)(f(1 5 ® k(1)) @ K2
= he> ((ldy @ )(f(1 @ K1) @ Kg))
= he> ((ldy ® e ® Idy)(F(1 4 ® K1) ® K2)))
= h> ((ldy ® & ® ldy)(f ® ld)pHeH(1H ® K))
= ho> ((ldy @ £ @ ldy)(f ® ldp)(ldy © A)(1 © k)
= h> ((ldy ® ldy) (1 @ k)
= he f(14® k)
= f(h® k).

(
(
(
(
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Resta verificar que ambos sao anti-multiplicativos. Mas como os morfismos
séo inversos, basta mostrarmos somente que um € anti-multiplicativo. De fato, sejam
f,g € Hom (H,H)e h® k € H® H. Entéo

—

Teorema 2.5.14. (Teorema Fundamental de Algebras de Hopf) Seja H uma k-
bialgebra. Entéo é equivalente:
(i) H é uma algebra de Hopf;
(i) (_)°°H é fiel e cheio;
(iii) _ ® H é uma equivaléncia de categorias.

(iv) A aplicagao candnica can: H® H — H, definida por can(h ® k) = hk1) ® k) €
bijetora.

Demonstracao. (i = ii) Basta verificarmos, da Proposicao A.0.14, que da adjuncao
anterior a counidade € é um isomorfismo natural. Sendo H uma algebra de Hopf, por
hip6tese, definimos para M < ,///,’j e S sendo a antipoda de H

py: M — meH @ H
m — m9 q8m)em?@.

Aqui colocaremos os indices da notacdo de Sweedler para comédulos na parte
superior do elemento, para que ndo haja confusdo com os indices referentes a A.

Vejamos que )y estd bem definida, isto &, Im(yy) C MCcoH & H. Para isso,
basta verificarmos que

on(m®) < 8(mMy = m@ < s(mMy® 1,.
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=m0 4 S(e(mgg)mg;) @1y

=m® g 85mM g1,

Logo, m©) < §(m(1)) e mcoH ¢ assim Im(y)y) € M @ H e portanto ), fica bem
definida. Afirmamos que Yy = '7 . De fato, seja m € M, entdo

nm o Yum(m) = nM« <><S( M) & m@)
= (m® < s(mM)) < m®
=m0 <S(m“) 2))
- m( Je(m(1)y

=m,

m

por outro lado, sendo m® h € MH @ H temos

Py onu(me h) =ypy(m<h)
=(mah@ as(manMeman®

D (MO < b)) < Sy & Mm@ g,

b
(=) (m< h(1)) < S(h(Z))) ® h(3)

= (M < (hyS(hg))) @ hg)
=mJ €(h(1))1 H® h(z)
=maQ h,

sendo que (a) se da pela relagdo de compatibilidade e (b) pela definicdo de m® h €
McH & H. Por fim, mostremos que g é uma transformacgéo natura. Para isso, sejam
N e ///,’_," f: M — N morfismo de H-md6dulos de Hopfe me M

(Flygeon © Id) 0 Wag(M) = (] peort @ IdH)( m© <y, S(m“)) ® m@)
= f(m® <5, S(m™M)
= (m%) <p S(m

2 #(m®) <y S(f (m“))) f(m(@)

= f(m)©) ap S(F(m)) @ f(m)®@
=y o f(m),

) ®
Me

A

no qual a igualdade (c) é referente a equacgéo (10). Sendo M e N mddulos de Hopf
quaisquer, temos que € uma transformacao natural.

(if = iii) Da Proposigéo 2.5.12 temos que o funtor _ @ H é fiel e cheio e por hipétese,
temos que () também o é. Assim, da Proposicdo A.0.14 temos que existe uma
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equivaléncia categérica entre Vecty e ///,f," :

(ifii = iv) Gonsideremos o k-espacgo vetorial H® H com estrutura de H-mddulo a direita

dada por:

isto é, dados h, k, /,q € H temos:

(h@ k) - (I9) = h(Ig) (1) @ k(Iq) 2

e a estrutura de H-comddulo a direita dada por:
PH®H(h ®K)=h® k(1) ® k(2)

Vejamos que H® H, com as estruturas descritas acima, € um H-mddulo de Hopf,
isto &, que satistisfazem a relacao de compatibilidade. Sejam h, k, | € H tais que

PHaH((h @ K) - 1) = prgH(hl4) @ ko))
= hliyy @ (Kli2)) 1) @ (Kli2))2)
= hliyy © kylzy) © Keyh2)2)
= hly @ (k) @ k) - 2
= (h® k1)@ Kp)) -
=PHgH(h @ k) - 1.

Logo H® H é um H-comdédulo de Hopf com as estruturas acima. Como, por
hipétese, a unidade ny e a counidade ey do Teorema 2.5.11 sdo isomorfismos
naturais (equivaléncia de categorias). Mostremos que can : H® H — H é igual a
EHoH © (N ® ldy). Sejam h® k € H® H, entédo

EHpH © (NH ® ldy)(h® K) = eggr(h® 15 ® K)
—(he1y) k
= k(1) @ Ke)
= can(h ® k).

Sendo a composiGao &g o (N ® Idy) um isomorfismo, temos que can € um
isomorfismo.
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(iv = i) Para que H seja uma algebra de Hopf, precisamos construir uma antipoda. Da
mesma forma que definimos na acédo e a coagdo de Hem V ® H, para V € Vect, nés
podemos definir a acao e coacdo de H em H ® H. Aqui faremos uma unica mudanca,
a acao sera a multiplicacao a esquerda, isto é, teremos uma estrutra de H-médulo a
esquerda. Denotaremos a agao por t>. Afirmamos que can é um morfismo de H-mddulo
a esquerda e H-comédulo a direita. De fato, sejam h, /, k € H. Entéo

canlk > (h® l)) = can(kh® I)
= (kh)1) ® [2)
= k(hly) ® fig)
= k> (can(h® 1))

(can @ ldy) o pHgH(h @ k) = can @ ldy(h & k) ® K))
= k(1) © Ki2) @ Ka),

por outro lado,

PHeoH © can(h® k) = pH®H(hk(1) X h(2))
= hk(1) ® k(g) & k(3)

Sendo assim, can é um morfismo de H-modulos a esquerda e H-comédulos a direita,
isto €, can € um morfismo de H-mddulos de Hopf a esquerda-direita. Aplicando o
morfismo (") do Lema ?? em can temos:

can(h) = (ldy ® €)can(1y ® h)
(ldy ® €)(h1) ® h2))
(1) ®(hz)
(1)e(h)

h
h
h

Sendo can bijetora, isto €&, inversivel, e (") associa can com Ildy, temos que /dy
é invertivel pelo produto convolugao, isto €, existe uma antipoda que faz com que H

seja uma algebra de Hopf. [
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3 ENDS E COENDS

Neste capitulo, teremos como obijetivo inicial definir a categoria Tan a partir de
uma categoria k linear abeliana ¥ e um funtor aditivo fiel e exato w : ¥ — Vect,.
Posterior a isto, iremos introduzir e caracterizar os objetos end e coend de um bifuntor.
Todo esse capitulo sera embasado em (SCHAUENBURG, 1992).

A partir de agora composi¢des de funtores ao invés de serem escritos como
F o G deixaremos apenas como FG. Assim como a composicao vertical de duas
transformagdes naturais { o p = (.

Definicao 3.0.1. A categoria Tan possui objetos os pares (¢, w) nos quais, ¢ é uma
categoria k linear abeliana e w : ¢ — Vectlf{f ) um funtor aditivo fiel e exato. Definimos
os morfismos em Tan como, dados os objetos (¢, w) e (¢, w/), classes de equivaléncia
[F, ] de pares (F,C) sendo F : ¢ — ¢’ funtore : w = w F um isomorfismo natural.

(F,Q) e (G, V) sdo equivalentes se, e somente se, existe um isomorfismo natural
¢ : F = @G tal que o sequinte diagrama comuta:

w%w/F

Sk

w G.

Neste caso, nés dizemos que (F, C) Z (G, ). A composicao de morfismos fica
definida por
[F,qlo[G, ] =[FG, ({g)V].

Observacao 3.0.2. A categoria Tany possui 0s mesmos objetos que Tan, mas os
morfismos sdo somente os funtores F 1 ¢ — ¢’ que satisfagamw = w F.

Vejamos a seguir um Lema que torna a definicdo de Tan razoavel.

Lema 3.0.3. Sgjam (¥, w), (%’,w/) € Tan e o morfismo[F,C] : (¢,w) — (%’,w/) . Entao
[F,(] é um isomorfismo em Tan se, e somente se, F é uma equivaléncia categdrica.

Demonstragdo. (<) Suponhamos, sem perda de generalidade, que F : ¢ — ¥’ seja
uma equivaléncia categérica. Seja também G : ¢’ — ¢ adjunto a direita de F. Da Pro-
posi¢éo A.0.14 a unidade ) : ldy = GF e a counidade € : FG = ld,: s&o isomorfismos
naturais.

Definimos a seguinte transformagé&o natural:

;W' (€7 !

y=(w — wFG % w@).



Capitulo 3. Ends e Coends 71

Primeiro temos que, sendo X,Y € ¥ e f : X — Y morfismo em ¥ temos que:

W (FG(f) o £))
w (3! o ldg(f)
w (€5 o f)
w

() ow (),

w FG(f) o w (e))

isto &, w'(¢~1) é uma transformac&o natural. Fica claro que w (¢~1) € um isomorfismo
natural pois ¢~ 0 é.

Sendo y uma composi¢do de isomorfismos naturais, temos que o0 mesmo € um
isomorfismo natural. Vejamos que [G,y] : (¢”, w') = (¢, w) é o inverso de [F,{] em Tan.
De fato,

(Gyy) o (F.Q) = (GF.(yF)C)

sendo (/) referente ao primeiro tridngulo da adjuncéo, ja a igualdade (ii) se da pela
naturalidade de ¢ e a transformacao natural 1y, : w = w. Logo [G,y] o [F, ] = [ldx,1w]-
Por outro lado temos,

(F.Q) o (G.y) = (FG.gY)
= (FG,Cglgw e
= (FG,we™
< (ldgr,1,)

noqual 1,/ :w = w'. Sendo assim, [F,{] o [G,y] = [ldgr, 1,].
(=) Da hipotese, [F,{] € um isomorfismo em Tan, isto é, existe o morfismo [G,y] :
(€', w') — (¢,w) tal que:

[F,Clo[G,y] = [ldg:, 1]
[Ga Y] o [F5 c] = [/d(fa 1(,l)]
Das classes de equivaléncia e das equagdes acima temos 0s seguintes resulta-

dos:
(@) (FG,Cgy) ~ (ldg1, 1), entéo existe o isomorfismo natural FG = ldy;
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(b) (GF,yfgQ) ~ (ldg,1w), entdo existe o isomorfismo natural GF = Id,
e da Proposicéo A.0.14 temos que F é uma equivaléncia categoérica. [

Definicao 3.0.4. Sejam as categorias ¢, 2 e os bifuntores F,G : €¢°P x ¢ — 2. Uma
transformacéao dinatural de F e G, denotada por o : F = G, consiste em uma colecdo
de morfismos ay : F(X, X) — G(X, X) tal que para todo morfismof: X — Y em% o
seguinte diagrama comuta:

FX, X) —2 5 G(X, X)

F(f,Idy) W“)

F(Y, X) G(X, Y).

F(ldy,f) /f,/dy)
)

F(Y,Y) —— G(Y,Y

Observacao 3.0.5. Um caso particular de transformacéo dinatural é quando F é um
bifuntor constante, isto é, F : €°P x ¢ — D sendo D € 9. Neste caso a transformagéo
dinatural é a familiaay : D — G(X, X) tal que para todo morfismof: X — Y em% o
seguinte diagrama comuta:

Ay

. G(Y,Y)
ax G(f,Idy)

GX, X) —gig ™ G V),

Denotamos tal transformacg&o dinatural de uma constante para um bifuntor de
wedge.

Dualmente, um cowedge ¢ a familia ay : F(X, X) — D tal que para qualquer
morfismo f : X — Y em €, o sequinte diagrama comuta:

F(Y, X) M F(Y,Y)

F(f,ldx) ay

F(X, X) . D.

ax

Definicao 3.0.6. Sejam ¢, ¥ duas categorias e H : €°P x ¢ — 2 um bifuntor. O end
de H consiste no objeto E € 2 juntamente com a transformagao dinatural o : E = H
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sendo, de forma simplificada, E : €°P x € — % um funtor constante definido por
E(X,Y) = E,VX,Y € ¥ e E(f,g) = Idg, tal que para toda transformagédo dinatural
B : X = H existe um unico morfismo h : X — E em & de tal forma que Bc = ac o h

paratodo C € %.
Denotamos o end de H por E = | cee H(C,C). Explicitando a universalidade,

temos para qualquer f : B — A o seqguinte diagrama comuta

H(A,A) —— s H(BLA).

De forma dual, definimos um coend de H o par (D,l) comDe 2 el:H =D
uma transformacgdao dinatural, tal que, para toda transformag&o dinatural y : H 2 X,
existe um unico morfismo g : D — X em & de tal forma que ya = g o {4 para todo
Ac?.

Denominamos o coend de H por D = [ Cee H(C, C). Em forma de diagrama,
para qualquer f : B — A em & temos que o sequinte comuta

H(f,Ids)

H(A, B) > H(B, B)

H(Idy,f) €

Tanto end quanto coend, caso existam, sdo unicos a menos de isomorfismo.
Uma outra caracterizacdo de (co)ends sédo os (co)equalizadores. Primeiro veja-
mos a definicdo de equalizadores e coequalizadores.

Defini¢ao 3.0.7. Sejam ¢ uma categoria, A,B € ¢, f,g € Homy(A, B). Um equaliza-
dor do par (f,g) é o par (E, h), sendo E € € e h € Homy(E, A) tal que, foh = goh e, para



74

Capitulo 3. Ends e Coends

qualquer outro par (T, t) tal que f o t = g o t, existe um tnico morfismo u € Homy (T, E)
satisfazendo t = h o u. Isso significa que, em diagrama, temos a sequinte comutativi-

dade:
f

De forma dual, um coequalizador do par (f,g) € o par (C,c) com C € € e
¢ € Homy(B, C) talque co f = co g e, para qualquer outro par (T, t) talquetof=tog,
existe um unico morfismo u € Homy(C,T) satisfazendo t = u o c, isto &, o0 seguinte

diagrama comuta:

f
A—?g ¢ B c _.cC

|
|
|
H3lu
|
!

~

T.
Equalizadores e coequalizadores sdo unicos a menos de isomorfismo.

Observacao 3.0.8. Sejam ¢ uma categoria pequena, 9 uma categoria completa, isto
€, que possui produtos e equalizadores e H : €°P x € — 2 um bifuntor. Indicando o
conjunto dos morfismos de ¢ por ¢\1), definimos os morfismos para f € ¢(1):

(1) H(f,1dy)
1 HAA) " HH0, )~ (0, 1)
(=
e
11 HAA TS0 s, st) — D s, ).
S

Da propriedade universal do produto existem os morfismos

w2 [[ HAA = T Hish, th)
Ac¥ feg()

tais que o sequinte digrama comuta:
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Act v feg
()
(), S() — g Hs(f. 1

sendo os morfismos 1r’s respectivas projecoes, s(f) o dominio de f e t(f) seu contrado-
minio.

De forma dual, temos a seguinte observacgao:

Observacao 3.0.9. Sejam ¥ uma categoria pequena, ¥ uma categoria cocompleta,
isto é, que possui coprodutos e coequalizadores e H : €°P x € — 2 um bifuntor.
Indicando o conjunto dos morfismos de ¢ por ¢"), definimos os morfismos para
fee:

H(f,Idss) Is(f)
H(t(f), s(f)) ————— H(s(f),s(f)) ————— 11 H(AA)
Ae¥

Idy s
H(E(), () — s ke, 1y ——s 1L HAA),
S
Da propriedade universal do coproduto existem os morfismos
pr.2: [] H@h.s(h) — J] HA A
fee™ Ac?

tais que o sequinte digrama comuta:
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H(Id,m,f)

H(t(f), s(f)) H(t(f), t(f))

If Tt(f)

P2
[T H(t, s() —— —= 11 H(A A
feg P At

lf] Is(f)

H(t(0). $() — g HI(s(h) s(1)

sendo os morfismos 1’s respectivas inclusées, s(f) o dominio de f e t(f) seu contrado-
minio.

A partir dos morfismos definidos nas Observagées 3.0.8 e 3.0.9, temos o se-
guinte resultado:

Proposicao 3.0.10. Sejam ¢ uma categoria pequena, 2 uma categoria (co)completa,
isto é, que possui (co)produtos e (co)equalizadores e H : €°P x € — 2 um bifuntor.
Entéo (e,a) € o (co)end de H se, e somente se, e € um equalizador do par (P4, o)
(coequalizador do par (¢4, P2)).

Demonstragcdo. Faremos para o caso de end, sendo o de coend analogo (dual). Indi-

cando o conjunto dos morfismos de % por (1), da Observagéo 3.0.8 existem wq,ps :
IT HA A — TI H(s(f), t(f)) tais que:

Ac¥ feg)

mfoPq = H(/ds(f), f) o 7Ts(f) e Tf o Po = H(f, ldt(f)) o T’z‘(f)

sendo os morfismos m’s respectivas projecdes, s(f) o dominio de f e #(f) seu con-
tradominio. Primeiro vejamos que (e,a : e = H) é wedge de H se, e somente se,

Ppyoi=ywooicomi:e— [] H(A A) o unico morfismo que comuta o seguinte
Ac®
diagrama proveniente da propriedade universal do produto

As(f)

e » H(s(f), s(f))
i\\\\\ %
Y|
[I H(A A)
Ac¥

paratodo A € ¥.
Suponhamos que (e, a) seja wedge de H e vejamos que 4 o i = 5 o i. De fato,

mfoPq 0 i = H(/ds(f), f) O‘ITS(f) olf
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= H(ldp, f) o ag(f)

= H(f, dy1)) o ar)

= H(f, Idys) o Ty 0 i

=TfoPooi
e novamente, da propriedade universal do produto, existe um Unico morfismo tal que
¢ o (py o i) = H(ldg(f), f) o Tg(r) o i € em acréscimo a igualdade descrita na equagao

anterior temos que Yq oi =Yoo .
Por outro lado, se (4 o i = 5 o i obtemos a seguinte igualdade

H(Idg(s), ) o ag(ry = H(Idg(gy, ) o gy 0 i
=TfoPqoi
=TfoPooi
= HI(f, Idys)) o rypy o i
= H(f, dy1)) o ays)

isto &, (c,a) é um wedge de H.
Supondo que (e, a) = end(H). Do que foi dito antes, temos que Y1 o/ = s o .
AgorasejaT e Zepf: T =2 H uma transformagao dinatural. Da propriedade universal

do produto existe um unico morfismoj: T — [] H(A, A) tal que Tg(f)Of = ﬁs(f). Temos
Ac?
que (T,pB) € um wedge de H. Da definicao de end, existe um unico morfismo h: T — e

tal que aS(f) oh =,83(f) e O‘t(f) oh= ﬁt(f)' Vejamos que ioh =j
TTS(f)OiOh=GS(f)Oh

= Bs(f)
= T’-S(f) Oj

Assim, da propriedade universal do produto (unicidade do morfismo) temos que
ioh=j.Logo (e, i) € um equalizador dos pares (4, o).

Por outro lado, supondo que (e,i) é equalizador dos pares (Y1, (p»). J& sabemos
que (e,a) € um wedge de H. Tomando (T, 8) outro wedge de H com Ts(f) of = ,BS(f)
e myfof= ,Bt(f) (propriedade universal do produto), temos que @ o j = Yo o j. Além
disso, existe um unico h: T — etal que i o h=j. Assim,

as(f) oh= TTs(f) ofoh= TTs(f) Oj =ﬂS(f)

e, de forma analoga, ay(f) o h = By). Sendo assim, (e, a) € um end de H.
Quanto ao coend, de forma analoga obtemos que, sendo f € ¢, é coequali-
zador do diagrama:

P1
[T H(t(f),s(f)) ——— ] H(A, A) —— coend(H)
fez™ P2 ey
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nos quais ¢1 e @, sdo definidas unicamente na Observagéo 3.0.9 tais que:
@1 o1f =1(f) OH(/dt(f),f) e P2 olf = Igf) OH(f, IdS(f))

sendo os morfismos r's respectivas inclusoes, s(f) o dominio de f e (f) seu contrado-
minio. |

Um outro exemplo que caracteriza um End é o conjunto das transformacgdes
naturais entre dois funtores F,.G : ¥ — %, com ¥ e 2 duas categorias pequenas,
denotado por Nat(F, G).

Exemplo 3.0.11. Sejam ¢ e & duas categorias pequenas e os funtores F,G : € — 2.
Entdo temos o seguinte isomorfismo dos conjuntos:

Nat(F, G) = / Homg(F(X), G(X))
Xe¥

sendo o funtor Homg(F(), G()) : €°P x ¢ — Set.
Denotando por E = [ Homg(F(X), G(X)), existe a transformagdo dinatural
Xe®
a : E 2 Homgy(F(),G()) tal que, sendo f € Homy(X,Y), o seguinte diagrama

comuta:
ax

E

» Homgy(F(X), G

Ay

Homg (F(Y), G(Y)) — 75— Homg(F(X), G

Mas, da comutatividade do diagrama temos que G(f) o ax(e) = ax(e) o F(f), isto €,
a € Nat(F, G), sendo e € E.
Seja a aplicacdo fx(0) =0x, VX € € e 6 € Nat(F, G). Temos que 3 é natural-
mente uma transformacéao dinatural entre os funtores Nat(F, G) e Homy4(F(), G()).
Além disso, definindo a aplicacdo ¢ : E = Homg(F(), G()) tal que Cx(e) =
ax(e), para todo X € €. Assim, temos que o seguinte diagrama comuta:
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ax(e)

Nat(F, G)

ay(e) G(f)o

Homg(F(Y), G(Y)) _o—F(f)> Homg(F(X), G(Y))

Sendo assim, da comutatividade do diagrama acima e da unicidade de E, temos
que E = Nat(F, G).

Uma aplicagdo do fato de Nat(F,G) = [ Homgy(F(X), G(X)) é o seguinte
exemplo: xee
Exemplo 3.0.12. Consideremos a categoria Repy (G) (Definicdo A.0.1) e tomemos o

funtor esquecimento:
U: Rep(G) — Vect

(V.p) Vv
fl = lf
(W, o) w
Vejamos que kG = 1l Homyeer, (U((V,p)),U((V,p))), sendo kG =
(V.p)eRepk(G)
{ > agbglag € k} e o homomorfismo
geG

A G — GLKkG)

em que

Ag (Z ah6h> = Z apdgh

heG heG
Primeiro mostremos que (kG,A) € Repy(G). De fato, seja g € G. Entao,

Ag 07\94 (Z ah6h) =7\g (Z ah6g_1h>

heG heG

= D> hbgg-in

heG
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= Z O‘h5h

heG

e de forma analoga temos que

qu O)\g (Z ahSh) = Z O‘h5h

heG heG

Sendo assim, A fica bem definida, por Ag € linear da forma como foi construida
e inversivel, para todo g € G. Vlejamos agora que A é um homomorfismo de grupos.
De fato, sejam g,h,p € G. Entao

Agn(®p) = d(gn)p
= bg(hp)
=Ag(6pp)
= Ag o An(Sp)

logo, A € um homomorfismo de grupos e portanto (kG,A) é uma representagao de G.
Agora vejamos que U(V,p) = HomRepk(G)((lkG,/\),( V,p)). Definimos o seguinte

morfismo:
W: Hompgep (c)(kG,A)(V.p) — V

f s f(Se)

sendo e o elemento neutro de G. Vejamos que ¥ é k-linear. De fato, sejam fi,fr €
HomRepk(G)((IkG,/\),(V,p)) e k € k. Ent&o,

Y(fi + kfp) = (fi + kf2)(be)
= f1(0e) + kf2(6e)
Y(f) + k¥(fi2))

Agora definimos o seguinte morfismo:

o: VvV — HomRep]k(G)((]kG’A)’(V’p))
vV = rv . kG—V

em que ry, é definida, para todo v € V, como:
ry : kG — %

Z Gg&g = Iy < Z ag69> =pg(V)

geG geG
Vejamos que ry € de fato um morfismo em Repy (G). Seja h € G. Entao,

ry o Ag(6p) = rv(6gn)
= Pgh(V)
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= PgPh(V)
=pg o rv(6p)

Vejamos que ® = W', Sejamv € V e f : (kG,A) — (V, p). Entdo,
Wod(v) = W(r,)
= rv(6e)
=pe(V) =V
por outro lado,
@ o Y(f)(6e) = ®(f(6e))
= pg(f(6e))
= foAg(Se)
- £(54)

Na verdade temos um isomorfismo natural U(_) = Hompgep, (G)((kG,A),_), isto
é, sendo f: (V,p) — (W, o) vejamos que o seguinte diagrama comuta:

]

Hom,:;epk(G)((IkG, /\),( Wa O)) T

Seja h: (kG,A) — (V,p) morfismo em Repy (G). Entéao
foW(h) =foh(be)

Por outro lado,
Yo (foh)="foh(be)
Logo W é um isomorfismo natural.
Por fim, do exemplo anterior, do Lema de Yoneda (Lema A.0.10) e do isomor-
fismo natural U( ) = HomRepk(G)((lkG,/\),_) temos a seguinte sequéncia de isomorfis-
mos:

End(HomRepk(G)(U(_), U(Q))) = Nat(U, U)
= Nat(Hompgep, (G)((kG,A),_), Hompgep, (G)((kG,A), _)))

= HOmRep]k(G)((]kG,/\),(E{G,/\))
= kG.
Definicao 3.0.13. Seja (¢ ,w) € Tan. Denominamos

Xe¥
coend(¥¢,w) = coend(w) = / w(X)" @ w(X)
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O préximo Lema nos da uma caracterizagdo melhor sobre essa estrutura:

Lema 3.0.14. Para cada (¢',w) € Tan e C € Vect, sdo equivalentes:
(i) C= coend(w);
(ii) O funtor Nat(w,w ® _) : Vect — Set é representavel com o objeto C;

(iii) Existe a transformacgao natural 6° : w = w ® C, tal que VM € Vect e para toda
transformacgéo natural ¢ : w = w ® M existe um unico morfismo f : C — M

satisfazendo (14 ® f) 0 6% = ¢, isto &,

\ “1“’@"

wM

Demonstracéo. (i < ii) Vejamos que existe uma bijecao entre Hom(w(_),w( ) ® M) e
Hom(w()*®@w( ), M), sendo, respectivamente, conjuntos das transformacdes naturais
e dinaturais (aqui M € Vect é visto como um funtor constante). Para todo X € %,
definimos os seguintes morfismos:

Wi Homw(X),w(X)®M) —  Hom(w(X)* ® w(X), M)
X = (eVy(x) @ ldy)(ldy,x)- ® vx)

®: Homw(X)* @ w(X),M) — Hom(w(X), w(X) @ M)
6x = (ldyyx) ® 0x)(CVy(x) @ Idiyx))

Vejamos que ¥ = @~ De fato,

Wo d(0x) = W((Id(x)- © Ox)(CVeprx) © Iduy(x))

= (Vi (x) ® 1) (Idyy(x) ® (Idyx) © BX)(CViy(x) @ [y x))
(8Ve(x) @ 1) (1) @ Iy © Bx) Iy X)- CVeo(x) © 1)
eV (x) © 1d(x)- ® 18 x) Idayx)- © CVep(x) @ 1dy(x))
(BVeo(x) @ 1)) () @ BVep(x)) © Iuy(x))

sendo (a) resultado da Definicdo 2.2.1 aplicada no objeto w(X), VX € %. Por outro
lado,

@ o P(px) = O((evyy(x) © ldu)(ldyx) © vx))
= (layy(x) ® (8V(x) @ ldm)(Idy,x) ® x))(CVip(x) ® lty(x))
= (I x) ® eVyy(x) @ ldp)(Idy(x) @ 1y xy @ ©x)(CVux) © Iy (x))
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= (ldy(x) ® eV(x) @ ldm)(CVip(x) ® ldyy(x) @ ldu)ex
(I (x) ® V(X)) (CViu(x) @ 1dy(x)) @ T x

b
4 (loy(xy © lap) e x

= PX

sendo (b) resultado da Definigdo 2.2.1 aplicada no objeto w(X), VX € %.
A juncéo dos resultados da ultima bije¢ao, das Proposicdes A.0.19, 3.0.10 e do
Exemplo 3.0.11 temos a seguinte cadeia de isomorfismos:

Nat(w, w ® M) = / Hom(w(X), w(X) @ M)

~ / Hom(w(X)* @ w(X), M)

Xe¥
~ Hom / w(X)* © w(X), M

= Hom(C, M)

(ii < iif) De um modo geral, sendo ¥ uma categoria localmente pequena, A € € e
F : ¥ — Set um funtor, de acordo com o Lema de Yoneda, a transformacao natural
de Hom(A,_) para F estd em correspondéncia biunivoca com os elementos de F(A).
Isto é, dada a transformacéao natural o : Hom(A, ) = F o elemento correspondente
u € F(A) é dada por

u = op(ldg)

Por outro lado, dado qualquer elemento u € F(A) nds definimos a transformacéao
natural o : Hom(A,_) = F da seguinte forma:

ax(f) = (F)(u)

sendo f € Homy (A, X). A fim de obtermos uma representagéo do funtor F, queremos
saber quando a transformacao natural induzida por u € um isomorfismo. Isso nos leva
ao seguinte resultado: a transformacao natural induzida por um elemento u € F(A)
€ um isomorfismo se e somente se, (A, u) é uma flecha universal de F. Uma flecha
universal de um functor F : € — Set é um par (A, u) consistindo em um objeto A de ¢
e um elemento u € F(A) tal que para cada par (X, v) com v € F(X) existe um morfismo
anico f : A — X tal que (Ff)u = v.
De fato, temos as seguintes equivaléncias:
* Vv € F(X), existe um unico f € Hom (A, X) tal que (Ff)(u) = v;

* Vv € F(X), existe um unico f € Homy (A, X) tal que ax(f) = v;
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De volta ao problema inicial, a flecha universal de Nat(w,w ® _) é justamente
6®. Mais precisamente, o isomorfismo natural © : Hom(C,_) = Nat(w,w ® _) e a
transformacao natural 6 : w = w ® C estao relacionadas por 6% = eg(/dc) e
Oy(f) = (1w @ fe®. [
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4 RECONSTRUCAO TANNAKIANA

Neste capitulo, definiremos uma estrutura de coalgebra em coend(%’, w) tal que,
¢ é uma categoria k linear abeliana ¢ e w : ¢ — Vect]f{f) um funtor aditivo fiel e
exato. Veremos que para todo X € ¢, w(X) possui estrutura de comédulo sobre essa
coalgebra.

No desenvolvimento do capitulo, veremos que quanto mais estrutura damos a
categoria ¢ e w, mais resultados obtemos, por exemplo,

(a) Se € e w sao monoidais, entdo a coalgebra em questao na verdade é uma

bialgebra;

(a) Se ¥ é monoidal rigida e w é monoidal, entdo a cbalgebra procurada na

verdade é uma algebra de Hopf.

Em particular, a algebra de endomorfismos de um funtor, ou seja, a algebra que
consiste em toda transformacao natural de um funtor para si mesmo, € um end na
categoria de conjuntos.

Devido a finitude garantida pelo Teorema Fundamental das Coalgebras, todas
construcoes serao feitas para comoédulos e coalgebras ao invés de médulos e algebras.

4.1 RECONSTRUGAO DE COALGEBRAS

Definicao 4.1.1. Sejam (¢, w) € Tan, C = coend(w), o isomorfismo natural © :
Hom(C, ) = Nat(w,w ® _) e a transformag&o natural universal, definidos no Lema
3.0.14,6 = 6% : w = w® C. Definimos A : C — C ® C tal que:

90®C(A) = (6 ® Idg)o
isto €,

6x1dg

comuta, ou seja, VX € €,

wX) —2 L wX)® C

(le l/dw(x)®A

comuta.
Uma outra forma de definirmos A é a partir da consequéncia imediata da corres-
pondéncia entre a transformacéo dinatural u : w* @ w = C e a transformagéo natural
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P =6:w=w®x C, com C = coend(w), descritas no Lema 3.0.14 definidas por:

CVur(x)® Idw(x) Idw(X)* ®6x
w(X) —— w(X) @ w(X)* @ w(X) w(X)* @ W(X) — Ww(X)* @ w(X)® C
N l/d‘“(x)(gpx x levw(x)(@/dc
w(X)® C w(X)

para todo X € €.

Notemos que, da naturalidade de cv e pelo fato de u ser uma transformagao
dinatural, temos a comutatividade do seguinte diagrama para todo X,Y € € e f €
Homy (X, Y):

w(Y)* @ w(X) @ w(X)" @ w(X)

10y vyx @ CVe(x) 1k x) W(f)* @0 R Iy xy* ® 10y x)

Idw(X)* ®va(X) ® ldu)(X)

w(f)*®ld,
w(Y)* @ w(X) 00 w(X)* @ w(X) ——— (W(X)* ® w(X))*2
ldw(y)* ®w(f) Hx
Hy
w(Y)* @ w(Y) c HxSHix

Iy yyx @V y) @ 10ux) 10y, yyx ®CVip(v) @Ity v)

w(¥)' @ w(Y) @ oY) ® w(X) —— (@(Y) @ a(Y)* ——— 0 CaC.
ldy(yyx @10, (v) @10y vy @w(f) yerY

os quais (w(X)* @ w(X))®2 = w(X)* @ w(X) ® w(X)* @ w(X) e (W(Y)* @ w(Y))®? =
w(Y)*@w(Y)w(Y)* @w(Y). Assim, sendo C = coend(w), definimosA : C — C® C,
a qual é definida unicamente tal que

w(X)* ® w(X) Hx . C

Idw(X)* QCVy(x)® Idw(x)J/ lA

comutavX ¢ €.

Veremos em breve que C é uma coalgebra com a comultiplicagcdo A.

Definicao 4.1.2. Sgjam (¢, w) € Tan, C = coend(w), o isomorfismo natural © :
Hom(C, ) = Nat(w,w ® _) e a transformacao natural universal, definidos no Lema
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3.0.14,6 =6 :w = w ® C. Definimos ¢ : C — k tal que © () = 1, isto &,

Tw
\“ ®e

comuta. Ou seja, VX € €

comuta.

Uma outra forma de definirmos ¢ é a partir da consequéncia imediata da cor-
respondéncia entre a transformagédo dinatural u : w* ® w = C e a transformagé&o
natural 6° = 6§ : w = w ® C descritas na Definicdo anterior. Sendo C = coend(w) e da
comutatividade do seguinte diagrama:

*®Id,
w(Y)* ® w(X) 20 Loy @ w(X)

EVa(x)

EVa(v)
paratodo X,Y € ¢ e f € Homy(X, Y), definimos unicamente ¢ tal que:
w(Y)* ® w(X)

PXJ/ eV (x)

C > k

comutavX € €.

Lema 4.1.3. Sejam, ¢, w, C, ©, 6 e A descritas acima e sejam os morfismosf: C — M
eg:C— N. Entao,

OmaN((f @ g)4) = (Oy(f) @ ldy)ON(9).
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Demonstragdo. Da definicdo de © do Lema 3.0.14, para o morfismo (f ® g)A, temos:

Omen((f @ 9)4)) = (1w @ (f ® g)A)6
Vejamos que o seguinte diagrama comuta:

w g w®C

~

5
on(9) weC =22 . L,scec

1,@f@lds
%//i;§ Ou(N@lde °

w®N wIMxC
Oy

(H@ldy &//ﬁgzw

wMeN

1,24

De fato, temos que:
O tridngulo da esquerda comuta pela definicdo de Op;

» O quadrilatero de cima comuta pela definicao de A;

+ O tridngulo da direita comuta pela definicdo de ©,, tensorizado por C;

O quadrilatero debaixo comuta pela naturalidade de ©(f).
Da definicdo de Oy € das comutatividades acima temos,

Open((f ® 9)4)) = (1w @ (f® g)A)6
=(lo®ldy @ g)(1lw ® f @ ldo)(w ® 4)8
= (O (f) ® Idn)ON(9).

O Lema 4.1.3 nos auxilia a demonstrar o seguinte resultado:

Proposicao 4.1.4. Afirmamos que

coend() : Tan — Coalg
(€, w) coend(w)
[F,C]l = lcoend(F,C):g
(Z2,Y) coend(y)

é um funtor, sendo coend(F,() = g definido unicamente por

e(é)oend(y)(g) =(C® /dcoend(y))_1 (5),/:)5,
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isto é, satisfazendo

w % w ® coend(w)

10
C“ “C@g 29

YF ? YF ® coend(y) — w ® coend(y).
F

' ®Idgoenary)

Demonstragdo. Sejam (¢,w) € Tan e C = coend(w). Sejam também © e § = &%
descritos no Lema 3.0.14 e os morfismos A€ e <€ das Definicdes 4.1.1 e 4.1.2, respec

tivamente.
Primeiro, vejamos que A satisfaz o diagrama da coassociatividade a partir do

isomorfismo O:

Ocscscl(a ®/dc>AC)”(ec (4%) 2 1dg)O s(ldg)

) (6@ I0g)8) @ Idg)s
(6 ® ldg) ® )6 ® ldg)s
(6 ® ldg) ® Idg)O e c(A°)
= (Ocldg) ® Idg)O gy cAC)

] S =

i

2 O cac((lde ©A9)A°),
sendo (/) e (iii) provenientes do Lema 4.1.3, (ii) da definicdo de A€ e da equagao
definidora de ©, O (ldg) = 6.

Agora, vejamos que ¢ é a counidade de C. De fato,
Orocl(€ @ 10c)a%) Y (01() ® ldg)oclde)
= (1w X /dc)ec(ldc)
= O¢(ldc),

no qual, (iv) é resultado do Lema 4.1.3. Sendo assim, (C, A€, =€) é uma coalgebra.

Sendo g : coend(w) — coend(y) o morfismo expresso no enunciado da Pro-

posicéo e denotando coend(y) = D, vejamos que g é na verdade um morfismo de

coalgebras. De fato,
Opspllg ® 94%) ¥ (©p(9) @ Idp)Op(g)

(T ® ldp)8Y-g @ dp)(C~! @ Idp)sYg

[(Z‘ ® ldp)sl- ® Idpl6-g

= (" @ ldp ® ldp)(§- ® Idp)S-E,

sendo (v) resultado do Lema 4.1.3. Por outro lado,

Opep@P o g) = (16 © AP 0 g)s®
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= (lo ©4°) (10 © g)5°.
Mas da comutatividade do diagrama

w &% w®C

o
C“ “Z@N
Ly ¢ '@ldp

6’,:-“ “1 yF®ldp “1 w®AP

'@ldp®ldp

temos que, ©pyp(aPog) = (5‘1 ® Idp ® Idp)(8' ® Idp)6%C e portanto, ©pg p(AP o g) =
Opsp((g ® g)AC). Mas como Op,p é bijetora, temos que AP o g = (g ® g)AC.

Resta verificarmos que Do g= ¢C. Para isso, usaremos novamente a bijecéao
Oy, isto é, verificaremos que Oy (cP o g) = O (c©). De fato, da Definicdo 4.1.2, temos
a comutatividade do seguinte diagrama:

w 1w®

Z“ (®g {®ldp
YF T YF®D ———=yF®D
\ 1yr@e? ' @eP
YF — @

isto &, O (P o g) = O (£°).
Agora, com relagéo a funtoralidade de coend, seja [ld, 1] identidade de (¢, w)
em Tan. Entéao

OR(coend(ldy,1w)) = (1w)(6“) 1w
= 6% = 0% (ldg).
Sendo O bijetiva, temos que coend(ldy,1w) = ldc.
Por fim, dados os objetos (%’,w'),(.@,y),(%,w) € Tan juntamente com os mor-
fismos [G,x] : (¢,w) — (Z,y) e [F,{] : (Z2,y) — (¢’,w'). Entdo temos que:
O, (coend(F, ) o coend(G,x)) = ((g)x © ldg) ™ 6L4(Ce)x
= 0%, (coend(FG, (g)x))-

Mas da definigdo de composi¢do em 7Tan, temos que [F, (] o [G, x] = [FG, ({g)x]-
|
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Proposicao 4.1.5. Sejam (C,Aq,c¢), (D, Ap, ep) k-coalgebras. Sejam #C e nP as
categorias, respectivamente, dos C-comodulos (a direita) e D-comoédulos (a direita).
Seja também f : C — D morfismo de coalgebras. Entéo, se (A,p) € A C, temos que
(A,x) € .#P, sendo

C
kAP agc 1990 Aq D

Demonstracgo. De fato,

(k@ ldp)k = ((lda © fp§ @ ldp)(ldg @ P
(ldg @ f® Idp)(p§ ® ldp)(lda  fp§
(lda ® f © Idp)(p§ © Hp§

por outro lado,

(Ida @ Ap)(lda @ fp§ = (Ida @ Ap ® fpG
QA (fenackp§

= (ldg @ f @ f)(ldg © Ac)p§

D (ldy @ f & £)(pS © ldo)p§

= (ldg @ f © ldp)(p§ © NP

nos quais, (/) € referente ao fato de f ser um morfismo de coélgebra e (ii) € resultado
da coacéo de A. Por fim,
(Idg ® ep)k = (ldg @ ep)(lda @ fp§

= (lda ® epfpg

(iii)
=" (lda ® ec)p§

(v) Idy
com (iii) referente a f ser morfismo de coalgebra e (iv) da coacao de A.

Logo, (A, k) € um D-comédulo (a direita). |

Lema 4.1.6. Nas mesmas hipoteses da Proposicdo anterior,

VAR y/AY — P

(M. p%) (M. k)
gl = lg
(N,pg) (M, k})

é um funtor.
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Demonstragéo. Primeiro vejamos que g é um morfismo de D-comddulos. De fato,

Kyog=(ldy®fpfog
i
2 (ldy @ f)(g © Idc)pf,
= (g ® ldp)(ldy @ fp§)

= (g ® ldp)xt,

(
(

Na realidade, a forma como foi construida a coacéo, todo morfismo de C-
comddulo também sera um morfismo de D-comédulo. Sendo assim .#' é um funtor
para cada f € Homgg4(C, D). |

No proximo resultado, utilizaremos a caracterizacédo de adjunto a direita (a es-
querda) conforme (MACLANE, 1988). O mesmo afirma, de forma resumida, que um
funtor G : ¢ — 2 é adjunto a direita se, para cada objeto Y € &, existe um morfismo
universal Y para G, isto é, para cada Y € Z existe um objeto F(Y) € ¥ e um mor-
fismony : Y — G(F(Y)) tal que, para cada X € ¢ e todo morfismo g : Y — G(X)
existe um unico morfismo f : F(Y) — X tal que G(f) ony = g. Com isso é possivel
verificar que F pode ser unicamente transformado em um funtor F : ¥ — ¥ tal que
G(F(g))ony =nzogparatodo g: Y — Z em Z e portanto, G € adjunto a direita de F.

Teorema 4.1.7. Seja o funtor

M- Coalg — Tan
c (. ©, Ug)
oo e
D (2", Up)

sendo U : .#- — Vect'") o funtor esquecimento e a transformagéo natural 1 : Up =
U
Entéao o funtor coend(_) é adjunto a esquerda de .#/—-.

Demonstracdo. Note que .#- definido acima € um funtor, pois, dados D,C,B € Coalg
taisque f: C — De g: D — B sao morfismos de coalgebras, temos:

M (ldg) = [a"% 1]
com 1, : Ug = Ug. Além disso, da composigao em Tan,

[#9,0)o L4, =9 ot 0 4]
= [#9°",0 ]
= (gof)
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Sejam (¢,w) € Tan e C = coend(w). Sejam também 6 = 6% e O definidos
no Lema 3.0.14 e o morfismo A da Definicdo 4.1.1. O primeiro resultado que temos
e, sendo C = coend(w) uma coalgebra (Proposi¢ao 4.1.4), vejamos que (w(X),d) é
um C-comodulo (a direita), VX € ¥. De fato, os seguintes diagramas comutam da
definicao de A e ¢, respectivamente:

1
wX) —X s w(X) @ C w(X) ® C Y5 w(X)
) 10 A 10
xl J (x)® k T (X)
w(X)®06X®71>cw(X)®C®C w(X)

Além disso, sendo f € Homy(X,Y), w(f) € um morfismo de C-comédulos. De
fato, gracas a naturalidade de 6 temos:

(SX 8Y

w(X)® C W w(Y)® C

Com isso construimos um funtor I : 4 — .#© satisfazendo Uglc = w. Em
particular ele define um morfismo em Tan de (¢,w) para (.#°, Ue).

O préximo passo sera verificarmos que o morfismo [/, 1] : (¢,w) — (.///C, Ue),
com 1 :w = Ugls atransformagao natural identidade, resolve o problema universal da
unidade definida pelo funtor .# . Desta forma, definindo assim um adjunto a esquerda
para ele.

Para isso, seja [T, 1] : (¢,w) — (///B, Upg) um morfismo em Jan, com B uma
coélgebra. Seja 68 : Ug = Ug ® B a transformacao natural que relaciona a estrutura
dos B-comodulos. Assim, podemos dar uma estrutura de B-comédulo a w(X) para
todo X € C a partir da transformagéao natural:

&8 12
w == UgT —= UgTeB —2% 4B

Vejamos que existe um unico morfismo de codlgebras f : C — Btal que satisfaca
[///f,:][lc, 1] = [T, 1]. Isso de fato é uma igualdade em Tan, exigindo a existéncia de
7.4 = T satisfazendo Ugt =T, isto &, T € um morfismo de B-comédulo.

Assim, tudo o que precisamos fazer é mostrar a existéncia do unico morfismo
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de coalgebras f : C — B tal que

5w 1,f

T“ “T@ Idg

UBT UBT®B

57
comuta, e, claro, mostraremos que a forma com que f foi definida, independe do
representante para [T, T].

Primeiro, da bije¢cdo Nat(w,w ® B) — Hom(C,B), existe um unico morfismo
f: C — B (até entdo, morfismo de k-linear) tal que ©g(f) = '@ /dB)(S?—T. O que
mostra a comutatividade do diagrama acima. Além disso, tal f € um morfismo de
coalgebras, pois:

Opw((f ® HAg) = (©p(f) ® ldg)Op(f)
= (7" @ 1dg)§8 @ Idg)(r © Idg) (1" ® Idg)6%T
= (' @ ldg © Idg)(68 ® Idg)63T
2 " @ ldg ® ldg)(17 ® Ag)83r
= (1p @ 4g)(1™" @ Idg)(68)r
= (1w ® Ag)Op(f)

= @B@)B(AB of)

no qual, (/) se refere a um dos axiomas de B-comddulos. E mais,

—
~

Orlegof) = (1o @ ep)(1w © HEY
= (1o @ 2p) (7" @ Idg)(6F)r
=17 (17 ®ep)sfr
(Z) —14 T
= 1w = O(ec)

sendo (/i) referente a um dos axiomas de B-comddulos. Portanto temos a unicidade
do morfismo de cbalgebra f, o qual satisfaz o ultimo diagrama.

Agora, vejamos que f independe do representante [T, ]. De fato, supondo
[T/,TI] =[T,T]em JTanesejayp: T = T' isomorfismo natural, tal que (T,7) L (T/,T/),
isto é, satisfaz o seguinte diagrama:

S

/

UgT .
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Entdo, o seguinte diagrama comuta

63
UgT ———— UgT®B

/ W

w Usyp Upp®lds w® B

I !
\ %

T

pois, os triangulos esquerdo e direito comutam pela definicdo de ¢, no qual o segundo
se da pela definicdo de ¢ aplicado no funtor _ ® Idg. Sendo ¢ um morfismo em B
(quando avaliado em um objeto de ¢) e (UgT, %), (UgT 65) e .#B , temos, do fato
de ¢ ser um morfismo de B-comédulo (a direita) que o quadrilatero do centro comuta.

Portanto, o morfismo f definido acima n&o depende da escolha de (7,1) ou
(T',7) como representante de [T, ].

Concluimos entédo que, para todo (¢’,w) € Tan e C = coend(w) definimos o
morfismo [/s,1] : (¢, w) — (C, Uc) e verificamos que existe um unico morfismo
de codlgebras f : C — B tal que [%f,:][lc, 1] = [T, 1]. Sendo assim, [/, 1] resolve o
problema universal da unidade e portanto .#Z- é adjunto a direita do funtor coend(_).

]

Corolario 4.1.8. O funtor coend( ) define um adjunto a esquerda do funtor .- :
Coalg — Tang, sendo Tang a categoria que possui 0s mesmos objetos de Tan, mas 0s
morfismos sdo somente os funtores F : ¢ — %' que satisfacamw = w F.

Demonstracdo. Neste caso, do Teorema anterior, basta tomar 7 = 1 e a igualdade
///flc = T e a partir dai a demonstracdo segue analoga. |

Observacao 4.1.9. Até entdo temos como resultados que, dado (¢,w) € Tan, o
coend(w) € uma coalgebra e o morfismo 6§ : w(X) — w(X) ® coend(w) € a coa-
cdo do coend(w)-comaddulo w(X). Entdo, o morfismo f = coend(F, {) pode ser descrito
como:

805 = LX) ® Fx(q))-

Os préximos resultados nos dardo formas de calcular exemplos de coalgebras
de coendomorfismo de w = (%, w).

Proposicao 4.1.10. Sejam C uma coalgebra e M um k-espacgo vetorial de dimensdo
finita. Entado, M € .# ¢ se, e somente se, existe ® : M* @ M — C morfismo de
coalgebra.
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Demonstragdo. (=) Por hipétese, M € .#© e assim existe a coagao (utilizaremos os
indices da notagcao de Sweedler para comdédulos na parte superior do elemento, para

que nao haja confusao):
p: M — M C
m — m0®gm.

Vejamos que M* ® M é uma coélgebra. De fato sejam, {m;}7.;, € M e {m!}7 | C
M* bases, respectivamente, de M e M*, isto &, m7(m;) = 6;;. Definimos:
A: MMM — MMM oM

n
PRIM = Y eRMMmM ®m
i=1

e M*oM — k
e@m +—  p(m).
Mostremos que A e ¢ satisfazem os diagramas da comultiplicacao e counidade.
De fato, sejam ¢ € M* e m € M. Entao

n
A® IdM*@M)A(SO ®m)=A® IdM*@M) <Z M m;k ® m)
i=1

n
=Zgo®m,-®m}k®m,-®m;"®m.
=1
Por outro lado,

n
(Idy- o @ A)A(p @ M) = (ldyg-copr @ A) (Z pOm©m e m)
i=1

n
=Zg0®m,-®mj‘®m,-®m7‘®m,
i=1
logo, (A ® ldp+em)A = (Idy<gm @ A)A. Além disso,

(e ® Iy am)Alp @ m) = (e @ ldpye ) < PROM M ® m)

n
i=1

p(m) @ m; @ m

VA

i=1

Pm)mf © m = ® m,

Il
—

/

portanto, (¢ ® ldy«gm)A = ldy-5 - De forma anéloga, (ldy« s © 9)A = ldy«5m- Entéo,
(M* @ M,A,e) € uma coalgebra.
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Afirmamos que

O: MM — C
eam —  omO)m)

€ um morfismo de codlgebras. Notemos que,

n
(@R D)A(p @ m) = (O ) (ng@m,@m}*@m)
i=1

n
=) O(p @ m) @ o(mf @ m)
L 0 1
=) go(mg ))m§ )& m(m@ym(1).

Esquecendo um pouco o somatério, pela notacdo de Sweedler e do fato de que

m;F(v)m,(.O) ® mp) = v(0 @ v(1) para todo v € M. Retornando para a equacao, temos

n
(@@ 0)Apem) =" om)m|
i=1

Além disso,

Logo, ® é um morfismo de coalgebras.
(<) Suponhamos agora que @ seja um morfismo de codlgebras. Definimos
p:M— M C como sendo:

cvuldy ldyR®

p:M MM @M MeC

isto &, sendo me M,

n
p(m) =Y " m;® o(mf @ m).
i=1
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Vejamos que (M, p) é um C-comodulo a direita.

n

(o ® ldg)p(m) = > p(m;) @ O(m} @ m)

i=

—_

m; ® cD(mj’-‘ ® mj) ® O(m; @ m)

~
~
1l
—_

m; @ (@ @ C)Appm(M; @ m)
1

~.
Il

m; ®ACCI>(m/>-k ® m)

—_

= (ldy ®Ag) (Z mj & (D(mj-‘ ® m))

=1

—.

= (ldy @ Ac)p(m)

(ldy ® ec)p(m) = (ldy ® e¢) (Z m; @ ®(m; @ m)>

i=1

m; ® ec®(m; ® m)

Logo, (M, p) € um C-comoddulo a direita. |

Lema 4.1.11. Seja (¢, w) € Tan tal que, w(X) € Vect) e X, Y € €. Entdo o coend(w)
é um k-espaco vetorial da forma:
coend(w) = D w(X)* ® w(X)
)= D [ A
sendo Ny =< w(f)*p @ v—pRw(f)v >, tais que v € w(X), p € w(Y)*, f € Homy(X,Y).

Demonstraggo. Como resultado da Proposig¢éo 3.0.10, coker(p1—po) = coeq(p1, po) =
coend(w) sendo
P1—p2: wY) dwX) — D w(X)* @ w(X)
Xe¥
YRV = <w(H)*eVv-—pw(f)v>



Capitulo 4. Reconstrugdo Tannakiana 99

tais que v € w(X),p € w(Y)* e f € Homy(X,Y). Sendo assim,

coend(w) = coker(pq — o) = XEB%(U(X)* Rw(X) / 4 .
S

Com isso, n6s temos uma nova caracterizagao a partir do coend(w)-comédulo
w(X):

Definicao 4.1.12. Seja (¢, w) € Tan. Da definicdo, ux = (eVy(x) ® ldcoend(w)) ©
(Idy(x)- ® 6x) para todo X € ¢. Isto e, do Lema anterior, para quaisquer ¢ € w(X)* e
v € w(X) temos:

px(p @ V) = (eVy(x) @ ldcoend(w)) © (10 (x)- © 6x)( @ V)
= &Viy(X) @ lAcoend(w)) (¥ @ v @ vy
= (v,

Além disso, como visto anteriormente, w(X) é um coend(w)-comaddulo a direita.
Sendo w(X)* ® w(X) uma coalgebra, entdo, denotamos:

Hx @ wX)*owX) — coend(w)
PRV = [plv] = p(v@)v()

0 qual, da Proposicdo 4.1.10, é morfismo de coalgebra.

n .
Observacao 4.1.13. Com essa nova representagdo do coend(w), sendo > x' ® x;
i=1
base de w(X)* @ w(X), conseguimos expressar a coacao de w(X) por

6% (V) = (Idyyx) @ px) © (CVip(x) @ 10,(x)) (V)

n
= (ldy(x) ® pix) (Z X @x @ V)
i
n .
=Y x©kv]
i

para todo v € w(X), isto é,

6y w(X) — w(X)® coend(w)

n .
Voo ST x @ [X!|v].
i=1
Além disso, da estrutura da coalgebra (coend(w), A, ) definidas anteriormente, com

Al @ V]) = (ux @ px) © (Idyx)- ® CVyp(x) @ [dyyx)) (e @ V)
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n
= (Ux @ px) <Z¢®Xi®xi®v)

i=1

n
=S lelxl @ [xX|v]
i=1

ou seja,
A: coend(w) — coend(w)® coend(w)
n .
[elv] = 2[90|Xi]®[X’|V]
|=
e

elelv]) = evyx)(p @ V)
= (V)

para todo o @ v € w(X)* @ w(X), isto é,

e: coendw) — k
[elvl = (V).

Além disso, fixando {x}", base de w(X), {x'}L, sua base dual e Tj = [x'|x;]

temos:
6y w(X) — w(X)® coend(w)

n
oo 2 %o
1,]=

A: coend(w) — coend(w)® coend(w)

n
Tjj — > Tik® Ty
k,ij=1
e: coendw) — k
T; — X'(x)) = 6.

Com essa estrutura da coalgebra coend(w) nos podemos definir a (n, n)-coalgebra
matricial (M9 @)(15), A, ¢).

Exemplo 4.1.14. Sejam Rep, (G), a categoria das representagbes k-lineares do grupo
G e Ry (G) o conjunto das fungdes representativas de G, isto é, R (G) ={f: G — k|
3 G — GL(V),V e Vect) v e V.o e V* tal que f(g) = s(4(g)vf)} € o funtor
esquecimento w : Repy(G)\) — Vect. Entdo, coend(w) = Ry(G).

Do lema anterior,

coend(w) ¥ D V* ® V/J/U

sendo Ny =<frfpVv-—pf(v)|ve V,pec W' f:(Vm)— (W,y)>.
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Definimos:
®: R(G) — coendw)
fooe v

tal que o @ vs € Vi, @ Vi

Mesmo parecendo um abuso de notagdo, existe a necessidade de salientarmos
a interdependéncia de f, ¢ e vs, pois ao tomarmos w(V, ) e w(V,p) temos como
imagem V.

Vejamos que (R (G),A, ) € uma coalgebra, com

C: R(G) — R(GxG
f —  f(g, h) = f(gh).
Vejamos que C é k-linear. De fato,
C(Bf + m) = (Bf + m)(g, h)
= (Bf)(9.h) + m(g, h)
= B(f(gh)) +m(gh)
= B(f(g, h)) + m(g, h)
=ﬁ(C(f + C(m))

e, sendo {v;}, base de V ¢ Vect!) com {v}, base dual. Assim, dados x,y € G

f(xy) = ps(me(xy) vy)

o (i)

definindo fi“)(x) = p(me(x)Vv;) e fl.(z)( y) = vi(ms(y)vy), as quais sdo representagées. Do

n
isomorfismo em Vect, podemos reescrever f(xy) — >_ fi“)(x)® f,-(2) (y). Assim definimos
i=1

A: R(G) — le(G) ® le(G)

oo fxy) r—>2f (x) ® 12(y).
i=1

Vejamos que Ry (G) é uma coalgebra. De fato, omitindo os somatdrios temos:

(A ® Idg, (G)ANX, ¥, 2) = D ) 1@ ()78 ()
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= f(xyz)
por outro lado,
(ldg,(g) ® A)A(N(X, y, 2) = fD(x)f@1)()f2)8) (z)
= f(xyz).
LOgO, (A X IdR]k(G))A = (IdR]k(G) ®A)A. Além disso,
(Idg, (o)A = f) @ FP)(e)
= f£@)(g)
=f®1,
pois, f1)(x)f®)(e) = f(xe) = f(x), para todo x € G. De forma anéloga, (= ® ldg, (g))A(f) =
1 ® f e portanto, (R (G),A, €) € uma coalgebra.
Agora, vejamos que @ : Ry (G) — coend(w) € um isomorfismo de coalgebras.
Afirmamos que ® é um morfismo de codlgebras. Sendo a codlgebra (coend(w), A, £)

temos:

A

Ao @(f)(x.y) = A (IeF V)
= [ef vl @ [V/|vf]
por outro lado,

(@ ® ) 0 A(f( wam ) ® O(V/(r(y)vy))

=[sof|vf]®[VIvf 1
Alem disso, sabendo que f(e) = p¢(¢(€)vy) = f(Vy, temos:

= o¢(Vf)
= £ o O(f).
Por fim, nos resta verificar que ® é um isomorfismo. Para isso, definimos:
Y. coendw) — R (G)
[TV = (@) = m(g)v).
Mostremos que ® = (¥)~1. De fato,
® oW ([L"IV™) = O(f01(9))
= [¢"|V"]

Wo d(f) = Y(lefIvf])
=f.

Portanto, ® : Ry (G) — coend(w) é um isomorfismo de coalgebras.
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4.2 RECONSTRUGCAO DE BIALGEBRAS

Nesta secdo veremos que, sendo (¢,w) € Tan. Se ¢ = (¢,®,a,1,1,r) € uma
categoria monoidal e (w, &, {p) € um funtor monoidal, entdo coend(w) é na verdade
uma bidlgebra.

Teorema 4.2.1. A categoria Tan possui uma estrutura de categoria monoidal com o
objeto unidade (I, 1) € Tan nos quais I = {x} e 1 o funtor constante com a constante k
e o produto tensorial:
(€, w) X (2,y) = (€ x 2,wRY)
sendo o funtor:
wey: €x2 —  Vect
(c,d) — w(c)®y(d).

O tensor dos morfismos em Tan fica definido como:

(€, w) R (2,y) ——— (¢ x Z,w DY)
[F,Z]l l[G,A] l(Fx G,CRN)
(¢ W)R(Z,)y) —— (' x 7,0 ®Y).

Demonstragcao. Vejamos primeiro que QA : w QA = wlF®y'G € uma transformagéao
natural. De fato, sejam X, X € €e Y,Y € Qtaisquef: X > X eg:Y = Y.
Queremos ver que o seguinte diagrama comuta:

(C2A)(x,v)=Cx®@Ay ) /
w(X)Ry(Y) ———— w F(X) 2y G(Y)

w(f@y(g) w' F(f)oy G(g)

/ /

wX)oy(Y) ———— w F(X) @y G(Y).
(C®A)(X/,Y/)=CX/ ®/\Y/

Sendo ¢ e A transformacgdes naturais, temos:

(@ F(f @Y G9)(Gx ®Ay) = w F(NZx @y G@y
= (Cxw(f)) ® Ayy(9)
= (Cx' @Ay )(w(f) ®y(9)).
Sendo os funtores lcget {x}x ¥ —> e rcget : € x {x} — ¥ definimos os

isomorfismos naturais:

Liga) = (8 l): LR w)=(IxC1aw) - (¢w)
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Regw) =) (€)@Y) =(¢xLwal) - (Fw),

nos quais, /w(_) kew()=w()e () w(_)®k = w( ) sdo isomorfismos naturais.
Sendo assim, respectivamente, temos:

(1 ® w)(x, C) = k @ w(C) ¥ w(C) € Vect!

(W ® 1)(C,%) =w(C) ® k = w(X) € VectD,

Assim ficam definidos os isomorfismos naturais L ) : 1@ w = w e Ry ) !
wR 1= w.

Quanto ao associador a 0 mesmo fica bem definido visto que estamos traba-
Ihando com produto cartesiano de conjuntos e o produto tensorial em Vect. Sendo
assim, podemos afirmar que (Tan, X, a, (I, 1), L, R) € uma categoria monoidal. [ |

Definicao 4.2.2. Denotamos Tan, a categoria das algebras (e morfismos de algebras)
na categoria monoidal Tan.

Lema 4.2.3. Seja (¢, w) € Tan. Se ¢ e w sdo monoiaais, entdo (¢, w) € Tang,.

Demonstrag&o. Sejam (¢, ®,1, 1, r) uma categoria monoidal e (w, &, §p) um funtor mo-
noidal, sendo § :w @ w T wo® e §y : k = w(l).
Definimos o morfismo em Tan:

(®,8): (C,w)X(€,w)=(¢ xC, ww) — (¢, w).
Afirmamos que (®, &) define a multiplicagdo em Tan,,, isto &,

(@E)N(lds,14)
—

(€, w)R(¢,w) X (¢,w) (€, w)X(¢,w)

(lde,16)X(®,6) (®,6)

(€, w) X (¥, w) > (7, w).

De fato,

(@, §)((@,8) ¥ (ldg,1w)) = (®, E)(® X ldeg,§ @ 1w)

(®(® x ldz),8(8 ® 1w))

(®(ldg x ®),§(1w © §)) (14)
(®, ) ((ldg x ®), (1w ®§))

(®, ) ((ldg, 1) B (®, E)).

oo
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Do associador de %, temos o isomorfismo a : ® o (ldy x ®) = ®(® x ldg). Assim, do
fato de w ser monoidal, o seguinte diagrama comuta:

Tw
wWRWR W & W ®(® x ldy)

£(152€) “‘”O‘

w ® (ldy x ®).

O que expressa a equivaléncia em (14).
Agora, seja o funtor ¢ : {x} — ¢ tal que Y(x) = Iy e P(ldy) = Idy,, .

(p.x): ({xh1) — (F.w),

no qual y : 1 = wy acaba tendo somente um morfismo (x)« : Homgq(1(x) =
k, w(p)(x) = w(ly)), sendo este &.
Afirmamos que (g, x) € a unidade em 7Tan,, isto e,

(¢, w) ® (¢, w)
(P.x)W(Id,10) (Id,10)X(,x)
([,1) ® (¢, w) (®:6) (¢, w)® (I,1) -
L w) 1l R w)
(¢, w)

Notemos que,

(®, (P, x X (ldg, 1w)) = (®, §) (P x ldyp, x @ 1w)
= (®(yp x ldg), §(x ® 1w))
L (iSet, ) (15)

L w)

sendo a equivaléncia (15) resultado do fato de w ser um funtor monoidal e assim o
seguinte diagrama comuta

Tow =220 o x ldg)

\ “wl
Set
wl2*.

De forma analoga obtemos que (®, &)((lo, 1w) X (P, X)) = Rz w)-
Logo, (¢, w) € uma é&lgebra em Tan e portanto (¢, w) € Tan. [ |



Capitulo 4. Reconstrugdo Tannakiana 106

Lema 4.2.4. Sejam [F,{] : (¢,w) — (2,w) morfismos em Tan, tais que (¢, ®,1y),
(2,8,15), (W, &), (W,&,&), (F,Z,j) e :w = w F sdo monoidais. Entéo, (F,) &
morfismo de algebras em Tan.

Demonstracdo. Primeiro, da Proposicao 2.1.13 a composi¢ao dos funtores monoidais

w'F é também monoidal, com a estrutura (w' F,w = o 5'(,__XF), w'(j) 0 &).
Vejamos entdao que o seguinte diagrama comuta:

@ w) R (%, w) P (5 w8 (@2,0)

<®,s)l l@,e’) (16)

(¢, w) > (Z2,w).

De fato,

(@, E)(F,QR(F,Q) = (&,&)(F x F,{Q)
= (B(F x F),§rx ) (C® Q)
= (Fo®,§(FxF)(C©7)).

Por outro lado,

(F! C)(®!£) = (F®aC® © 6)

Mas, pelo fato de ¢ ser um isomorfismo natural monoidal, o0 seguinte diagrama

comuta:

/

A i £>< I
we —25 . WFewF =20 ' (Fo F)

woR® z U)/F(X).
®

Sendo assim (F®, fl(FXF)(Z ® ()) S (F®, (s o §) e portanto (16) comuta.
Resta verificarmos a comutatividade do seguinte diagrama:

%, w) 79 (2, )

“% A)

({+}, 1)

Para isso, definimos a transformacao natural 8 : F(p» = @ p 0 qual possui como
unico (iso)morfismo (quando avaliada em x) é j : F(Ilx) — Idg. Assim, por um lado,

(F,Q) o (P, x) = (F oy, QpeX)-
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Sendo ¢ uma isomorfismo natural monoidal, o seguinte diagrama comuta:

C) !

1 “wlﬁ
X

/
wYPg.

Portanto,

(F,Q) o (s, X) = (F o g, QpeX)

L waox).

E assim, concluimos que [F,{] é um morfismo de algebras, isto €, [F,{] €

Tang,. u

Teorema 4.2.5. O funtor coend é um funtor monoidal.

Demonstracdo. Para relembramos, o funtor coend é definido como:

coend( ) : Tan — Coalg
(€, w) coend(w)
[F ,C]l = lcoend(F,Z):f
(2,Y) coend(y)

sendo coend(F, ¢) = f definido unicamente por
9(é)oend(y)(f )=(C® /dcoend(y))_1 (6)//:)5-
Queremos verificar que
coend(w) ® coend(y) = coend(€ x Z,w Q)

Como resultado do Lema 4.1.11, podemos definir .1, e .45 tais que:

coend(w) = XEB%U)(X)* 2w(X) / 4,
S

coend(y) = YEE@Y( Y)*@y(Y) / e
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O primeiro resultado que temos é:

(@ w(X)* ® w(X)) ® (@ Y(Y)* @ y( Y)) ~
Xe¥

Ye9
P P wX)* @wX)2y(Y) @y(Y)
Xe€ Yeo

B v eoX) @wX) @)
(X,Y)e€x2

P (@X) 2y(Y) @wX)y(Y)
(X,Y)e€x2

P WX @ way)(X,Y).
(X,Y)e€x2

12

12

112

e

Como estamos em Vect, dados V4, Vo, Wq,Ws € Vect tais que W; € subespaco
de V; parai= 1,2, temos o isomorfismo:

Vi fwy @ Ve fwy = (V19 V) [y, 0wy + Wy @ V)
com,mq : V4 — V1/W1,172 Vo — V2/W2e171®172 VioVe — V1/W2®V2/W2.
Assim, queremos que:

~ X, Y)* X, Y
coed(w @ y) = (X’Y;‘E}%X@(w@?)/)( )" @ () X.Y)/ 4

com, N = Ny ® ( P y(Y)* ®y(Y)> + ( P w(X)* ®w(X)> ® Ay. Vejamos que
Yeo Xe€
N = Npey-
Primeiro, notemos que .#* C ,/Vw®< P y(y)* ®y(Y))+< D wX)* ®w(X)>®

Yeo Xe®
v
Para isso, sejam (f, g) : (X, Y) — (X, Y) morfismo em % x 2. Sejam também os
morfismos:
(W @Y)(g,f) : w(X) ® w(Y) = w(X) @y(Y)
e

(W @y(g, H)* 1 y(YV)* @ wX)* = y(Y)* @ w(X)*,
tais que, v e w € w(X) @ y(Y) e ¢ @ ¢ € y(Y)* @ w(X)*. Entdo,

PP (wey)(fLghvew) -(way(f,g) (o) ovew=
=P w(f)vey@w-y@g) (@) @w)pevew
=peypawflvey@w-ew(f)'povey(g)w+

+p @ w(f) Yo vey@)(w) -y@) 'eewl)pevew
= (wowflv-w(f)*Ppev)eey(@w+w(f)'p @ v
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®(p @Y(@)W —Y(9) @ @ w)
C S ® (GB y(Y)* ®Y(Y)) (@ w(X)* ®w(X)> ® Ay
Yeo Xe®

Por outro lado,

(W@ (@hHv-wf)'pov)eepay@w+w) Ppovepay@w-y9g) e w) =
Fyewflveeay@w-w)peveeey@w+w() Yo ve e yg)w)-
—w(f)f'pevey@ eew
Ty owflveeay@w-w) 'peveyg) eow
Tpopewlivay@w-y@ eewpevew
=papa(way)(f,9vew -(way)f,g) pep) evewe s,

Sendo coend(w) uma coalgebra, temos que w(X) é um coend(w)-comébdulo a
direita de dimenséo finita. Sendo assim, sabemos que existe uma estrutura de coalge-
bra definida da seguinte forma:

A QX)X - @wX) ®wX)o@®wX) ®wX)

PRV > YSepoxox v
e
£l PwX)owX) — k
PRV = @(v)
e ainda, .4 € um coideal de @ w(X)* ® w(X). O mesmo resultado é valido para
coend(y).

Da Proposigao 2.3.15 e do fato que o quociente de um coideal de uma coalgebra
ser uma coalgebra temos que

D (oKX, V) @way)X.Y)/ y
(X,Y)e€x2

possui estrutura de coalgebra.
Em resumo, obtivemos a seguinte cadeia de isomorfismos:

coend(w) ® coend(y) = x@gw(x)* Rw(X) / 4 @ YEP@Y( Y)*@y(Y) /JK,

= RYNX,Y)* ® RYNX,Y
(x,y@gx@(w NXY) @ (ay)X.Y) /

= coend(w ® ).

Traduzindo o isomorfismo M : coend(w) ® coend(y) — coend(w ® y) na lingua-
gem de classes, definida anteriormente:

M : coend(w)® coend(y) — coend(w ®Y)
[pIvI® [pw] = [poolvew]
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tais que ¢ € w(X)*, v e w(X), p € y(Y)* e w € y(Y).
E mais,
coend({}, 1) ¥ @ L(x)" @ 1(x) / 4 >~k

Além disso, M é na verdade um isomorfismo de coélgebras. De fato, sejam
{x,-'}?=1 base de w(X), {y; /"7=1 base de y(Y) e suas bases duais {)("}?=1 C wX)* e
{y/}j'.7=1 Cy(X)*. Assim,

(M & M) o Acoend(w)@coend(y)[®IV] @ [p|w]) =
= (Ma M) (Zacpml @ [ply]) ® (X' V] ® [y"|w]))
=Y lpe <p|x,-’j® ylely e xvew]
1,
Por outro lado,

Acoend(wey) © M(@lvl @ [plw]) = A([p @ ,v @ w])

=S lweelxeylel ox|vew,
i,j

com {x; ® y;} base de w(X) ® y(Y) e sua base dual {y* ® x*} C y(Y)* ® w(X)*. Além
disso,

€coend(wwy) © M([§D|V] ® [‘P|W]) = 5coend(w®y)([(1u ® §D|V ® w))
= @(V)p(w)

e, por outro lado,

€ coend(w)xcoend(y)([@IV] @ [YIw]) = p(v)p(w).
Sendo assim, M é um morfismo de coalgebras. [

Proposicédo 4.2.6. Sejam (¢,®,ly), (2,®,ly) categorias monoidas e (F : ¢ —
2,&,&y) um funtor monoidal. Se (A,u,n) é uma algebra em ¢, entdo F(A) é uma
algebraem 9.

Demonstrago. Afirmamos que (F(A), F(u) o §a 4, F(n) o §o) € uma algebra em &'. Da
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naturalidade de { e F(u) o F(ldy @ p) = F(u) o F(u ® Ida) o seguinte diagrama comuta:

) R Eaa®IdEa) R F ()& Idea) .
FIAQF(AAQF(A) — F(AR AAQF(A) —— F(A)®RF(A)

Id 4 @80 SAzAA an

~

~ £A,A®A
s

FIAGF(A® A) Flucidy)

FARAR A —— F(A® A)

I & F (u) F(lda2u) F(u)

F(AAQF(A) —— F(A® A) F—(/J)> F(A)
AA
satisfazendo assim o diagrama da associatividade. Além disso, da naturalidade de
& e de um dos quadrilateros da definicdo de funtor monoidal temos que o seguinte
diagrama comuta:

A So®IdF(a) A F(n)&Idea R Ean
lg@F(A) — F(lp)@F(A) — F(A®F(A) — F(A® A)

IF(A) fl(g,A £A,A F(IJ)

F(A F(lr 2 A FIA® A F(A

A g P oA raiay FASA —g FA
e de forma anéaloga, obtemos que (F(u) o £A,A)(/dF(A) ® (F(n) 0 &p)) = rF(a) © portanto
F(A) é uma algebra em 2. |

O primeiro resultado que temos é que do fato da categoria Tan e o funtor
coend(_) serem monoidais, do Lema 3.0.14, denotando C = coend(w) e D = coend(y)
temos a flecha universal:

w 1w®T®1
SPYY = (w®Yy % wRCy®D — % wRy® C® D)

tais que (¢, w), (2,y) € Ian.

O segundo resultado que temos do fato de coend(_) ser um funtor monoidal é
que, sendo ¥ uma categoria monoidal e (w, §, {y) um funtor monoidal, isto é, (¢, w) €
Tan,, temos que coend(w) = coend(¢,w) € uma algebra. Sua estrutura é proveniente
da Proposi¢ao anterior, isto €, teoenq(w) = coend([®, §]).

Denotando coend(w) apenas por C, 0 morfismo o é definido unicamente pela
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comutatividade do diagrama:

6w®w
wX)@w(Y) —L % wX)ew(Y)® C® C
140wV
fx,Yl lfx,v@yc s ERe
w(X®Y) — » wXRY)®C — wX)ew(Y)® C
6X,Y Ex,y®/dc

isto €, na notagao de Sweedler &% | (Ex vy (X ®)) = &x,y(X(0) ® ¥(0)) © Hcoend(w)(X(1) @
¥1)), paratodo X, Y € €.

Com relagéo a unidade de coend(w) = C, n¢ = coend([y«, x]) 0 qual é definido
unicamente pela comutatividade do seguinte diagrama (avaliado no objeto x):

k_
k — 2 L ke coend(l) ¥ ko k

w(ly) 5o » w(ly)® C P, >y ke C

ou seja, 69 (1y) = 1 ® L.

Observacao 4.2.7. Traduzindo na notagdo em que estamos trabalhando, com (¢ ,w) €
Tang e X € ¢, definimos a estrutura da algebra (coend(w), U coend(w)> N coend(w)) 9@
seguinte forma:
Hcoend(w) : coend(w) @ coend(w) — coend(w)
[pIv]® [plw] = [pooelvew]
paratodo @, € w(X)* ev,w e w(X) e
Ncoend(w) © &k — coend(w)
Tk = [Mxl1i]

Como a multiplicagdo e a unidade de coend(w) foram construidas a partir da

imagem do funtor coend(_), resta verificarmos que ambas sao morfismos de coalgebra:

Corolario 4.2.8. Seja (¢,w) € Tan tais que (¢,®,1,) € uma categoria monoidal e
(w, &, &y) € monoidal. Entdo (coend(w) = C, A, ,u,n) € uma bidlgebra.

Demonstragcdo. Da Proposicao 2.4.2, basta verificarmos que A e € s&o morfismos de
algebra. Para isso, sejam @,y € w(X)* e v,z € w(X). Sendo {x; }11 base de w(X) e
{x"} sua base, temos:

Heac o @A) [eIVI®[9l2]) = pesc (Z[s&lxil @ XVelp.x]e [xﬂz])
i.j

=(ucopc)1®@T®1) (Z[w’] @ [¥|v] @ [plx] @ [xf|z])

if
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= Z[go ® X ® Xj] @ X @ x'|v® z].
i

Por outro lado,

Ao p([pv] @ [pl2]) = Alp ® ¢lv ® 2))
= lpovxeelelkex|ve 2.
ij

Além disso,

Aon(1y) = A([T[1x])
= [T 1] @ [1x[11]
= (1) @n(1x)
=nNecwc(1K)

Logo, A é morfismo de algebra. Agora, vejamos que ¢ também o é. De fato,

Hesc o (e @e)(lplvl @ [@l2]) = peg (V) © o(2))
= ¢(V)(2).

Por outro lado,

eop(fplvl®plz]) = e(lp ® lv ® 2])
= ¢(v)p(2).

E mais,

eoncec(ly) = e((1kl 1kl
-1y
=n(1g)

Logo, £ € um morfismo de algebra. Sendo assim, coend(w) € uma bidlgebra. R

Exemplo 4.2.9. Retornando ao Exemplo 4.1.14, vejamos que coend(w) = Ry (G) € na
verdade um isomorfismo de bialgebras, isto €, também & um isomorfismo de algebras.
Primeiro em (AMARQO, 2017) pode ser visto que (R (G),u,n) é uma algebra, com as
estruturas:
b Rk(G) @ R(G) — Ry(G)
f®g > fg
esendo 1 : G — ktalque 1(g) = 1y,

n k — Rg(G)
A — Al
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Vejamos que A e ¢ sdo morfismos de algebra. De fato, sejam f,g € Ry (G).
Sabendo que:

f o~ fe
e
A R(G) — RiG) ®RLG)
oo e @y
Assim,

e(fg) = fg(e)
= f(e)g(e)
= &(f)e(g).
Com relacdo a A, sejam as bases dos k-espacos vetoriais de dimensao fi-
nita {eq,....en} de Vq e {xq,...,xn} de Vo e suas respectivas bases duais {el,..., e"
e {x1,..,x"}. Sejam também ¢; € Vi com i = 1,2 tais que fi(g) = p1(mr1(g)v4) €
f2(9) = pa(m2(g)v2). Logo,

A(fif)(9,h) = f1f2(gh)
= p1(m1(gh)vq)pa(ma(gh)vo)

ij=1
Por outro lado,
A(f)(9.MA(R)(g.h) =
= (Z p1(mm1(9)e;)€ (my (h)V1)> (ZWz(Wz(Q)Xj)Xi(W1(h)V1))
i=1 j=1

n

Y (2 @ p2)((my @ m)(g)(6; @ X)) (¥ @ €)((my @ mR)(h)(vy @ wo),
ij=1

Vg, h € G. Logo A é um morfismo de algebras. E portanto, Ry (G) € uma bialgebra.
Por fim, sejam f,g € Ry(G), isto &, f(h) = ¢ (m(N)V]") e g(h) = Yhlyg(hwy).
Assim,

Heoend(w) © (@ © ®)(f ® 9) = icoend(w) (] IVF]1 @ [whlwg])
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= [¢f @ pYIvi ® w}]
=®opupg G(f®g)
e, por outro lado,
Neoend(w)(1k) = [Tkl 1L
=®ong, g1k

Logo, @ : Ry (G) — coend(w) € um isomorfismo de coalgebras e algebras, isto
é, bialgebras.

4.3 RECONSTRUGAO DE ALGEBRAS DE HOPF

Como sabemos, sendo (¢,w) € Tan tais que ¢ é categoria monoidal e w
um funtor monoidal, entdo o coend(w) é uma bialgebra. Veremos a seguir que ao
adicionarmos a estrutura de rigidez em %, teremos na verdade que o coend(w) € uma
algebra de Hopf.

Primeiro, vejamos que a categoria dos comodulos de dimensao finita sobre uma
algebra de Hopf H é rigida.

Teorema 4.3.1. Seja (H,u,n,A, e, S) uma k-algebra de Hopf. Se M < M tal que M
possui dimens&o finita, entao Homy (M, k) = M* é um H-comddulo (a direita), com a
coacio:

S(@)(m) = > _o(mg) @ S(m)).

Demonstragdo. De fato, sejam ¢ € M* e m € M. Entdo:
(6:® ldp)()(m) = (6 © laly) (Y (my) © S(myr)))
= o(mg)0) ® S(My1)) @ S(M(1))
=Y p(mg)) ® S(m(1)) ® S(m)).
Por outro lado,
(I © A)5(@)(m) = (Idyy © 4) (p(my)) & S(rmy) )
= (mg) @ S(M1))ay © S(My) )
= (mg) @ S(my)) @ S(m).
Logo, (ldy ® A)6 = (6 ® Idy)6. Além disso,
p(m()) ® e(S(myy) = p(M(g))e(myy))
= @(m).

Sendo assim, Homy (M, k) = M* € um H-comddulo (a direita). [
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Teorema 4.3.2. Seja (H,u,n,A,¢,S) uma algebra de Hopf. Entdo a categoria dos
comaodulos projetivos finitamente gerados é rigida.

Demonstracdo. Seja M um coméddulo (a direita) projetivo finitamente gerado.Definimos

ev: M*oM — k

peom — @(m)

Primeiro, mostremos que ev € um morfismo de H-coméddulos (a direita), isto é,

Sy
M oM M oMo H

evl lev@ldH .

k 5 s ko H

De fato,

(ev @ Id)sp-cm(@ ® M) = (v @ Idy) > ¢ @ mg) @ S(myy)mg)
=) (mg) @ e(m))1
=Y @(e(my))mg) © 1
=p(m 1.
Por outro lado,
61 0 ev(p ® m) = &y (p(m))
=p(m 1.

Da hipétese, podemos construir a base dual {m’, m;} tal que m; € M e m' € M*
sendo que x = >_ m'(x)m;. Com isso, definimos a coavaliagao:

cv: k —= MM
1, — Zmi®m/'

Vejamos que cv € um morfismo de comodulos. Para isso, usaremos os indices relacio-
nados a coacao na parte superior do objeto.

Smm- © cv(11) = Syon (D mie m')
=) mﬁo) am ® ml(.1)S(m§2))
=Y meme!
= (cv ® ldy)6 (11)-
Por fim,

(Idy ® ev) o (cv @ Idy) = (Idy © ev) (Z mem e m)



Capitulo 4. Reconstrugdo Tannakiana 117

=) mim'(m) = m
e
(ev @ Idy-) o (Idy ® cv)((m)) = (ev @ Idy-) (Z P(m) © m; @ m")
=" @(m)m'(m)
= (3 m(mm)
= @(m)
paratodo me Me @ € M*. |

O que faremos agora € o inverso: a partir de uma categoria monoidal rigida,
obter uma estrutura de algebra de Hopf quanto uma coalgebra de coendomorfismo.

Teorema 4.3.3. Sejam (¢,w) € Tan e M € Vect. Seja também o objeto dual de
(U(X) = ((,U(X)*, ve(X), CV(U(X))' Entao Nat(w, w R M) = Nat(w*, M® (D*)

Demonstragdo. Seja X € €. Definimos os seguintes morfismos:
Yy : Homp(w(X),w(X)® M) — Homy(w(X)*,M® w(X)*)
tal que,

Wy(ayx) = (ve(X) ® ldy ® Idw(X)*)(Idw(X)* Koy ® Idw(X)*)(ldw(X)* ® CVw(X))

Oy 1 Homp(w(X)", M@ w(X)*) — Homy(w(X),w(X)® M)

tal que,

Dx(Bx) = (Idy(xy @ ldpy ® eV x))(Idyx) @ Bx @ 10 x)) SV x) © Iau(x))-

Vejamos que ¥y = ((DX)‘1, para todo X € ¥. De fato, sendo a € Nat(w, w ® M), temos:

Dx(Yx(ax)) = (layx) @ ldy @ eVyyx)) (Idyx) © Wx(ox) @ lay,x))(CVx) @ 1a,(x))
= (Idyy(x) ® ldy © evi,(x)) Iy x) @ (Vi (x) @ ldy @ 1dy(x)+)
(Ildyy(x)y= @ ax @ layx)) (1 xy © CVp(x)) @ 10 x))(CVep(x) @ 10y x))
= (ldyy(x) @ ldp ® eVyy(x)) (1dyx) @ eViy(x) @ Idy & 1y, (xy+ @ 1dyy(x))
(Idy(xy ® ldgy(xy ® ax @ 1y x) @ 1A x)) (10 x) @ 10y (x) @ CVy(x) @ 1))
(cvw(X) ® /dw(x))
= (ldyy(x) ® eViy(x) ® ldy)(CVyy(x) @ Idyx) © ldp)ax (Idy,(x) ® eViy(x))
(va(X) ® Idw(X))
= ((fn(x) @ eV (x))(CVi(x) @ 1dy(x)) @ ldpp)ax 1dy,(x)
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= (lay(x) ® Idu)ox
=0y.

Por outro lado, sendo 8 € Nat(w*, M ® w*), para todo X € ¢ temos:

Wy (@x(Bx)) = (Vi) © ldiy @ Idyyx)) (I x)- © Px(Bx) © 10 x)-)
(I x) @ CVi(x))

= (eVi(x) @ ld @ Iy ) (1 x) @ (I x) @ 1y @ ldiy © EVgpx)
(I x) © Bx @ 1) (Vi x) @ 18uy(x)) © 1)) (1) © CVep(x)

= (8Vep(x) © Idg © 100 x)-) (10 x)- © 1) © Idhg © Vi)
(I x)- © 10u(x) © Bx © dyyx) @ 1ap(xy) (Idp(xy © CVep(x) © Idn(x) © 10y0x)+)
(I (x) @ CVi(x))

= (8Vep(x) @ 1o @ Idp(x)-) (100 x)- © 1) @ Bx)Id(xy @ CVip(x)
(BVar(X) @ 1)) () @ Ci(x))

= Bx(8Veo(x) @ 1)) (10 x)- © CVen(x)) o)+

= BxIdyx)--

Logo, ¥ = @1, ]

Do isomorfismo natural do Teorema anterior, ¥ : Nat(w, w® M) = Nat(w*, M®
w*), denotaremos Wy (ay) = (ax)® para toda transformagao natural o € Nat(w, w @ M)
eXe?.

Além disso, juntamente com o funtor w* : €":%° — Vect") obtemos que
(67€V-%P, w*) € Tan e portanto coend(w*) = coend(w)°P. Além disso, com o Lema
3.0.14 podemos definir a flecha universal §@") = 7(§?)*, sendo

7 : coend(w™) ® w* = w* ® coend(w*),
um isomorfismo natural.

Observacao 4.3.4. Sendo (¢,w) € Tan, com ¢ uma categoria monoidal rigida e w
um funtor monoidal. Denotando por ()" objeto dual esquerdo em € e o funtor w" tal
que X — w(XY) paratodo X € €.

Como sabemos, sendo (w, §, y) monoidal, do Teorema 2.2.12 definimos a es-
trutura de dual a esquerda de w(X) da sequinte forma:

. Ex

1 1
EVw(X) rw(XY) ® w(X) XX w(XY @ X) w(evx) &' -

w(l) —— L

—1
XXV

] %0 DO X @ XYY X w(X) © w(XY).

CV(U(X) I — (,U(]I)
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Sendo assim, da unicidade do dual de w(X), do Teorema 2.2.9 existe um unico
isomorfismo hy : w(XY) — w(X)* tal que, o segquinte diagrama comuta:

hx®ld,
w(XY) ® w(X) — 2 mX) o X
éVw(X) AX)
k

Dito isso, definiremos o0 morfismo S que sera candidato para ser a antipoda do
coend(w).

Definicao 4.3.5. Sejam (¢, w) € Tan tais que ¢ é uma categoria monoidal rigida e o
funtor monoidal w. Seja H = coend(w). Definimos S : H — H por:

1 s

w\/ %w\/@H

sendoj=h~': w* = w" da Observacéo anterior.

Teorema 4.3.6. Na hipdteses da definicdo anterior, coend(w) = H é uma algebra de
Hopf com S sendo a sua antipoda.

Demonstracdo. Dividiremos a demonstracao em partes. Da hipétese, denotaremos
(X, év, ¢v) dual em %. Primeiro, definindo o isomorfismo natural 6 : w¥ = H ® w"
comoTod =8V, Assim,

/“ “j@S “S@j

comuta pois, os retangulos da esquerda e da direita comutam pela definicdo de Se o
da esquerda comuta pela naturalidade de 1, respectivamente. Portanto,

w* % H® w*
s
w :S> H®wY

Agora, sendo X € ¢ e (w(X)*, evy, cvy) dual de w(X), definimos

evy = evx (x| ® ldyx) 1 w(XY) @ w(X) = k
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e
Cvy = (/dw(x) ® fx)ocvy 1k — w(X)® U)(X\/)
Vejamos que:
(Idy(x) ® €Vx)(CVx @ ldyy(x)) = (Il x) ® evx)(Idyx) ® ' @ ldyy(x)
(ldw(X) ® Jx ® /dw(X))(CVX ® Ida)(X))
= (Idy(xy © evx)(Iayxy © ldy,xvy @ ldy(x))(Cvx @ 1y (x))
= duy(x)
e

(evx ® lay,xv))(Idyxv) ® cvx) = (evx ® Idw(XV))(j;1 ® Idyy(x) @ 1dy(xv))
Ux ® Idy(xy @ ldyyxvy) Iy xvy ® cvx)
= (evx ® Iy xv))(Idy(xvy ® cvx)
= ldy(xv)-
Agora vejamos que o seguinte diagrama comuta (a partir de agora, denotaremos
6% apenas por 6):

1,0 @6

H

How' @ w

ldy®ev
De fato, primeiro observamos que:

(ldy @ ev)(S® 1 ®10)(6 ® 10) = (ldy @ ev)(8® ® 15)(6 ® 1w)

= (ldy @ ev)(ev @ Idy ® 1 @ 1) (1w © T ® Tw)(1wr @ eV @ 10)
(/._1 ® 1w)

= (ev @ ldy) (e @ 8) (1w ® 1wy @ eV) (1 @ v @ 1) @ 1w)

= (ev @ ldy) (1w ® S)(™! © 14).
Assim,

(ldy ® 6v)(6 ® 1) = (ldy ® ev)(ldy @ ' @ 10)(6 @ 1w). (17)
Mas veja que,
(ldy @ YE)() = (ldy @ ) (S ® f)s*

e aplicando j~! na direita da equagcao,

(ldy ® 776 = (ldy @ j71)(S @ j)(8°))
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= (S®10)8° .
Logo, da (17) temos:

(ldy ® 6V)(8 ® 1) = (ldy ® eV)(S ® 1e ® 10)(8” ® 1)1 ® 10)
= (ldy ® ev)(S @ 1ur @ 1) (eV @ ldy ® 14 @ 1)
(o 6@ 1w @ 10) (1w ® eV @ 1) ® 10)
= S(ev® ldy) (1w @ 8)(™ ® 1)
= (ev® (1w ®8)(! ® 1)
=(ev® ) © 10 @ ldy)(14v © 8)
= (6v® S)(1,v @ 6).

Agora vejamos que o seguinte diagrama comuta,

k ev wRwY

dvﬂ H(1w®3)5®1wv :

wwY :S> wH®wY
1u®

w

isto &, (1w @ 6)(EV) = (1w ® S ® 1,v)(8 @ 1,v)CV. De fato,

(1w @S 1,V )(E @ 1uv)(1w @j)ev = (1 @ S® ) (6 @ 14p+)ev
=(lw®S@)(1lw@eve ldy @ 1y eV @ 1w ® ldy @ 14+)(6 ® 1+)ev
=(lw®SR)(lweveldy @1 ) (1w @ 1w @6 ® 1¢+)

(1w ® 1w+ ® cv)ev (18)
= (1 ® S®j)(1w ® 8°)cv
= (1w ®6)(1w @ jeov
= (1 ® 8)(cV)

sendo assim, da definicao de j,
ev=evo (! ® ld,x) = &' ow(ev) ok,

Notemos que para todo X € %,

6P R6”

w(XY) ® w(X) y (XYY H® w(X)® H
10y vy RT@ Il
ov w(X¥) & w(X) & He H (19)
eV 10, x) @ Idkg H
ﬁ; » H < Hé) H
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também comuta. De fato,

plev® ldy ® /dH)(/dw(XV) RXTE /dw(x))( %\/ & 6%) =
= p(&" © ldy ® ldy)(w(evy) © ldy @ ldy)(€ © ldy ® ldy)

dy(xv) © T ldy) (6%, © 6%)
= p(&" ® ldy @ ldy)(@(6V) @ Idy @ ldw)(§ © Iy © Iap)5%5%
= (&' ® ldp)(w(ev) @ la)(§ © p)EYTY
= (&' @ ld)(@(ev) ® lop)8VExv x
= (&' @ ldy)81,, o w(ev) o Exv x
= (no & w(ev) o Exv x
=noev.

E mais, de forma natural o diagrama a seguir comuta, VX € %:

TH,UJ(XV)® IdH
-

H o w(XY) @ w(X) w(XY) ® H® w(X)
Idmz@évl l/dw(XV@TH@w(X) :
. vV
H « ey w(XV)@w(X)® H

Com isso, temos que o proximo diagrama também comuta:

w(XY) ® w(X) 685 y Ho w(XY) @ w(X) @ H

évl l/d;./@) eveldy -

k s H ¢ Heo H

De fato,

p(ldy ® ev @ Idy)(6 @ 8) = u(ev ® ldy @ la)(Idyxv) @ T ® ldy)
(T® ldyy(x) ® Idi)(6 @ 6)
= p(ev ® ldy ® ldy)(ldy ® T ® ldy)(TA ® &)
=p(ev ® ldy & ldy)(ldy @ T ® Idy) (6 ® 6)
=noév.
E, de forma andloga, temos, para todo X € ¥, a comutatividade do diagrama a
seqguir:

6(1)
w(ly) Y w(ly)oH
uxcvﬁ’ jgxévx@mm-
WX @ XY) —— w(X®X)@ H

XXV
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Para mostrarmos que po (S® ldy) oA =poe = p(ldy ® S) o A faremos uso do
isomorfismo © : Hom(H,_) = Nat(w,w ® _). Isto é, veremos que:

Op(uo(S®Idy)oA) =0 oce)=0Ku(ldy® S)oA

Vejamos o caso em que Oy (uo(S® Idy)oA) = Oy(uoe) (0 outro caso é anélogo).
Queremos mostrar entdo que:

(1o ® p(S @ Idy)A)s = (1 @ pe)s.

Para isso, vejamos que o seguinte diagrama comuta VX € ¥. Para melhor
visualizacao, trocaremos as identidade por /d, mas pelo diagrama ficara evidente sobre
qual objeto a mesma esta sendo usada.

w(X) cveld o) @ w(XY) @ oX) —02%Y w(X)
cveld
w(X)® w(\)’(v) ® w(X) ld26268
SRIdeA lden
ldoSeIldeldwId

w(X) ® H®w(\)’(\/) QWX)oH — w(X)@ H® ();V) Qw(X)®H

ldeldecveld ldeldeeveld

+ v Id@IJ +
wX)® He H wX)® He H w(X)® H

ld2S®Id

(a) O retangulo superior esquerdo comuta de (18);
(b) O retangulo inferior esquerdo comuta naturalmente;

(c) O retangulo direto comuta por (19).

Primeiro veja que:

(Id® Id ® év e Id)(6 ® ld © 6)(6v ® Id) = (6 ® Id)(Id ® év ® Id)(cv ® Id ® Id)5
= (6@ Id)(Id ® Id)
— (6 Id)5
= On(4)
- (Id  A)8.

(
(

Assim, da comutatividade do diagrama temos:

(ld @ p)(ld ® S Id)(Id @ A)6 = (Id @ u(S @ Id)A)o
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Por outro lado,

(Id @ n)(ld ® év)(cv @ Id) = (Id ® p)Id
= (Id @ n)(ld ® )5
= (Id ® ne)s.

Sendo assim, (Id ®ne)é = (Id @ u(S ® Id)A)é. E, do isomorfismo ©, obtemos que
H(S®Id)A=noe. |

Traduzindo na notagdo em que estamos trabalhando, com (¢',w) <€ Tang e
X € ¢, temos que a antipoda é descrita da seguinte forma:

S: coend(w) — coend(w)
[plvl = [(V)lep]
sendo 1 0 isomorfismo usual de k-espacgos vetoriais definido como:
1 wX) — w(X)**
v = i(v)() = (V)
para todo x € w(X) e ¢ € w(X)*. O que temos na verdade é:
Slplv]) = ¢(v0))S(v(1))
= P0)(V)P(1)

=1(V)(®(0))P(1)
= [1(v)le].

Além disso, com a avaliagao

ve(X): (,U(X)*®(U(X) — k
PV = @(v)

temos que evy,(x) € (W(X)* @ w(X))* = w(X)* @ w(X)*. Sendo {x; /"7=1 base de w(X)
e {x"},f’=1 sua base dual, temos:

n
(Z X' :<x,-)> CENE
i=1
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= (V).

Sendo assim, para todo v € w(X) e ¢ € w(X)*, da estrutura de algebra de Hopf
(coend(w),u,n,A, e, S) obtemos:

(S & Iy x))A([IV]) = (S @ ldy,(x (kax,]@[xw])

i=1

([Z: xj)lp] @ [x’ |v]>
i=1
= [Z X' @ 1(x)lp @ v

i=1
= [evy(x)lep ® V]
= [1kleviy(x) (e @ V)]
= [1klp(v)]
= (V)1 1k]
= (V)1 1k]
=e(p ®@ v)L.

Além disso, com a coavaliagao:
CV(U(X) . k — w(X) & (,l)()()>!<

n .
11k — ZX,‘@X’
i=1

obtemos o seguinte resultado:

n
p(lay,x) ® S)A(@IV]) = u(ld,x) © S) (Z[cmx,-]@[x'm)

i=1

n
=p (Z[§0|X/] ® [l(V)IX']>
i=1

n
V)@@l > Xx®x]

i=1

V) (Z qo(x;)x")mk)]
i=1

n

=) ()X (v)[14]

- lp (Zx )nm
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= (V)1 14]
=¢e(p ®@ v)1.

Exemplo 4.3.7. Dos Exemplos 4.1.14 e 4.2.9 temos que coend(w) = Ry (G) sendo
este, um isomorfismo de bialgebras e w : Rep(G)I(l:) — Vect'D o funtor esquecimento.
Vejamos que (Ri.(G), u, n, A, €) é na verdade uma algebra de Hopf. Para isso, definimos
a aplicagao:
S: R(G) — RK(G)
f —  S(f)

no qual, S(f)(g) = f(g~') para todo g € G. Fica claro que S é linear. Sendo f € Ry (G)
e g € G temos,

(S * ldR,(c)(T)9) =

|
—_
—~
—~h
—_
~
~
—h
N
~
~
—
«Q
~

Logo, S Idg, gy =noce =ldg g) * S, e portanto S € antipoda de Ry(G).
Entado, coend(w) = Ry (G) é um isomorfismo de algebras de Hopf.

Em resumo, toda construcao realizada nesse capitulo tem como que, para todo
objeto (¥, w) € Tan, o coend(w) possui “naturalmente” uma estrutura de coalgebra.
Ao adicionarmos uma estrutura monoidal a categoria ¥ e supondo que o funtor w é
estritamente monoidal, obtemos que o coend(w) € uma bialgebra. Agora, se ¥ é uma
categoria monoidal rigida e w um funtor monoidal estrito, temos que o coend(w) é
algebra de Hopf, com a antipoda S definida no Teorema 4.3.6.
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APENDICE A - RESULTADOS IMPORTANTES DE TEORIA DE CATEGORIAS

Definicao A.0.1. Uma categoria ¢ consiste nos seguintes elementos:
(i) Uma colecéo de objetos, denotada por ¢.

(i) Para quaisquer objetos X e Y uma cole¢do de morfismos (ou setas) entre X e Y
denotado por Homy(X,Y) satisfazendo:

a) Para cada objeto X existe um morfismo Idy pertencente a colegao/classe
de Homy(X,X), chamado morfismo identidade ou somente identidade.

b) Para cada tripla de objetos X, Y, Z e dados f € Hom4(X,Y) e g €
Homy(X,Y) existe um unico morfismo g o f € Homy(X,Z). Tal compo-
sicdo além de ser associativa também satisfaz:

foldy=feldyof=f

Alguns exemplos de categorias:
(i) Set: categoria a qual os objetos sdo conjuntos e os morfismos sao fungdes;

(if) Vect,: categoria dos espacgos vetorials sobre k, na qual seus morfismos séo
transformacdes lineares;

(iii) Sendo B uma k-algebra. Temos a categoria g.# na qual seus objetos sao
B-mddulos a esquerda e os morfismos s&o morfismos de B-mddulos a es-
querda;

(iv) Seja C uma k-codlgebra. Temos a categoria .# € na qual seus objetos s&o
C-comébdulos a direita e os morfismos sdo morfismos de C-comddulos a
direita;

(v) Top:tem como objetos os espacgos topoldgicos (X, ), sendo X um conjunto
pequeno, e seus morfismos correspondem a fungdes continuas;

(vi) Para cada conjunto A, ha uma categoria discreta, cujos objetos séo precisa-
mente os elementos de A, e na qual os Unicos morfismos séo as identidades.

(vii) Fixados um grupo G e um corpo k, a categoria das representacdes de G,
denotada por Repy (G), é a categoria a qual seus objetos sdo representagdes
k-lineares de G, isto é, s&o pares do tipo (V,p) onde p : G — GL(V) é
um homomorfismo de grupos, V um k-espaco vetorial e GL(V) é o grupo
das transformacoes lineares bijetoras de V em V. Dados dois objetos em
Repi(G), (V,p) e (W, 0), um morfismo entre eles sera uma transformagéo
linear f : V — W tal que o(g)of = fop(g) (escrito também como ogof = fopy)
para todo g € G.

Vejamos que a estrutura acima € de fato uma categoria. De fato, primeira-
mente temos que /dy, € um morfismo entre (V,p) e (V,p) e entéo ldy, €

Hompgep, (G)((V,p), (V, p)).
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Agora, sejam f : (V,p) — (W,0) e h : (W,0) — (Z,B). Entdo, para todo
g € Gtemos que o seguinte diagrama comuta:

f h

|4 s W s Z
Pgl lag lﬁg
74 s W s Z
f h

sendo assim, ho f : (V,p) — (Z,B). Além disso, sendo a composicao de
transformacdes lineares associativa, temos que a composi¢cdo em questao
também sera.

Definicao A.0.2. Uma categoria ¢ ¢é abeliana se satisfaz os seguintes itens:
(i) Homy (A, B) € um grupo abeiliano para todo objeto A, B € € ;

(ii) € possui objeto nulo;
(iii) Todo par de objetos de € possui coproduto;
(iv) Todo morfismo em € possui kernel e cokernel;

(v) Todo monomorfismo é um kernel e todo epimorfismo € um cokernel.
Dizemos que uma categoria abeliana ¢ é k-linear, sendo k corpo, se para todo
A, B € € o grupo Hom (A, B) possui estrutura de k-espacgo vetorial, e as composi¢ées
de morfismos sdo k-lineares em cada argumento.

Definicao A.0.3. Sejam ¢ e & duas categorias. Um funtor covariante é uma funcao

que relaciona cada objeto X € € a um objeto F(X) € 9 e a cada morfismof: X — 'Y

em % um morfismo F(f) : F(X) — F(Y). Alem disso, F satisfaz as seguintes condi¢ées:
(i) Paracada X € ¢, F(ldx) = Idg(x);

(i) Sefamf: X — Y eg:Y — Z morfismos em ¥, entdo F(go f) = F(g) o F(f).

Definicao A.0.4. Sejam ¢ e 2 duas categorias. Um funtor contravariante é uma fungao

que relaciona cada objeto X € ¢ a um objeto F(X) € & e a cada morfismof: X — Y

em ¥ um morfismo F(f) : F(Y) — F(X). Além disso, F satisfaz as seguintes condi¢ées:
(i) Paracada X € ¢, F(ldx) = Idrx);

(i) Sejamf: X — Y eg:Y — Z morfismos em %, entdo F(go f) = F(f) o F(9).

Exemplo A.0.5. Sejam B uma k-algebra e g.# a categoria de modulos, cujos objetos
sdo modulos e os morfismos sdo morfismos de modulos. Entdo a aplicacdo U g
M — Vecty, que associa cada modulo a si mesmo como um k espaco vetorial e
cada morfismo de moédulo a si mesmo como uma transformacéo linear € um funtor
covariante. Denominamos U como funtor esquecimento.
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Definicao A.0.6. Sejam ¢ e ¥ duas categorias abelianas. Um funtor F : € — 2 é dito
aditivo, se paratodo X,Y € € e f,g € Homy(X, Y):

F(f+g) = F(f) + F(9),

ou seja, o morfismo F : Homy(X,Y) — Homg(F(X), F(Y)) € um homomorfismo de
grupos.

Definicao A.0.7. Uma categoria é dita pequena se as colegbes de objetos e morfismos
forem conjuntos.

Definicao A.0.8. Sejam ¢ e 2 duas categorias abelianas e F : ¢ — 2 um funtor
aditivo. F é dito exato a esquerda (a direita) se, para toda sequéncia curta exata
0 X—->Y—=>2Z—-0em%, asequéncia0 — F(X) — F(Y) — F(Z) (respectivamente,
F(X)— F(Y)— F(Z) — 0) éexataem 9. Se F é exato a esquerda e a direita, dizemos
que F é um funtor exato.

Definicao A.0.9. Uma transformagdo natural entre dois funtores F,G : ¢ — 2 é a
familia de morfismos
a = (aa € Homp(F(A),G(A))) ace

tal que, para cada morfismo f € Hom(A,B) o seguinte diagrama comuta
F(A) — X, G(A)
F(f) G(f)
FB) —4,— G(B)

Denotamos a transformacéo natura de o : F = G. Dizemos que o é um isomor-
fismo natural se cada a4 é um isomorfismo.
Existem dois tipos de composicdes de transformagées naturais:

» Sejama : F = G ep : G= H duas transformagbes naturais entre os funtores
F,G,H : ¢ — 2. Entdo, temos a composicdo natural fa : F = H, a qual
é feita por avaliagéo, isto €, (Ba)x = Bxax. Denotamos essa composi¢cdo por
composicdo vertical das transformacées naturais.

« Temos ainda a composicao horizontal entre transformacées naturais. Esta se da
por, sendo n : F = G uma transformagé&o natural entre os funtores F,G: ¢ — &
e ¢ : J — K a transformacdo natural entre os funtores J,K : 9 — .#, entao
a composicao de funtores permitem a composicao de transformagées naturais
(e xn) : JF = KG, no qual

(exn)x =egx)Jnx)
para todo X € €.
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Lema A.0.10. Sejam ¥ uma categoria localmente pequena e F : € — Set um funtor
covariante e C € ¢. Entao existe a bijecao

Q : Nat(Homy(C,_),F) — F(C)
sendo que cada transformagao natural a : Homy(C,_) = F é levada ao objeto as(ldz).

Definicao A.0.11. Dizemos que dois funtores F : ¢ — 2 e G : 9 — € formam uma
adjuncéo, isto é, sdo adjuntos se existe uma transformacdo natural n : ldy, = GF
e : FG = Idy tal que para cada objeto A € ¢ e B € 2 os seguintes diagramas

comutam:
F
F(A) ﬂZ FGF(A) G(B) GFG(B

ldk lEF(A) /d\ lG (¢B)
F(A)

Denominamos n e g, respectivamente, de unidade e counidade da adjungéo. Neste
caso F é dito como adjunto a esquerda de G e/ou G é adjunto a direita de F.
Podemos ainda ter uma caracterizagdo analoga de uma adjuncg&o.

Teorema A.0.12. Sejam ¢ e & duas categorias e F : ¢ — 2 e G : 9 — € dois
funtores. Entéao é equivalente:
(i) F é adjunto a esquerda de G.

(ii) Existe a bijegao ga g : Homg(F(A), B) — Homy (A, G(B)) para quaisquer A € ¢
eBe 2.

Teorema A.0.13. Sejam ¢ e 2 duas categorias equivalentes, isto é, existem funtores
F:¢—>2%2eG:2%2 — ¢ taisque FoG= Ildy eldy = Go F. Neste caso F e G
formam uma adjuncgéo.

Demonstracdo. Sendo ¢ e & duas categorias equivalentes, existem os isomorfismos
naturais n : ldy = GF e € : FG = Idg. Definimos os isomorfismos, VX € ¢:

F(X) M FGF(X)

&
e L

F(X)

isto &, Ay = EF(X)© F(r)x) evY e 2:

_am GFG(Y

\ley



APENDICE A. Resultados Importantes de Teoria de Categorias 132

isto é, By = Gey)ong(y)- Tomando €, = ey o F(8'), sendo B3} = qg(y) o G(ey)) para
todo Y € 2, vejamos que e/,__(X) o F(nx) = ldr(x) paratodo X € ¢ De fato, o seguinte
diagrama

F —1
F(X) % FGF(X) %) > F(X)

comuta para todo X € ¥, pois, da parte de fora
eF(x) © €F(x) © FIX ) o F(nx) = eF(x) o €F(x) © FlnX o nx)
= 9F(x)

e o retangulo interno do diagrama comuta da naturalidade de :7‘1 funtorizado por F.
Sendo assim, da comutatividade do diagrama anterior, temos para todo X € ¢":

[dexy =nFx)o F ('7_G1F(X)) o FG(€7:1(X)) o F(nx)
= E//:()() o F(nx)

Agora, vejamos que paratodo Y € 2, G(ely) ong(y) = ldg(y)- Para isso, temos
que o diagrama

comuta, pois da parte de fora
Gley) © Gley') o ng(y) © NGy = Gley o €y') e nigry) ° na(v)
= IdG(Y)

e o retangulo presente no diagrama comuta da naturalidade de :7‘1 . Assim, da comuta-
tividade do diagrama temos:

ldg(v) = Gley) ° 1gra(y) © GleFg(y) ° NG(v)
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= Gley) o nG(y)

Com isso, os isomorfismos naturais n : ldy = GF e € : FG = Id,, satisfazem

os tridngulos da adjuncao. Assim, F € adjunto a esquerda de G.
Em resumo, toda equivaléncia categérica pode ser promovida a uma adjuncéo.
|

Proposicao A.0.14. Dada a adjungéo

o funtor F é fiel e cheio se, e somente se, a unidade da adjunc¢ao é bijetiva. O funtor G
é fiel e cheio se, somente se, a counidade da adjuncéo é bijetiva. A categorias € e &
s&o equivalentes se, e somente se, a unidade e a counidade da adjungéo sao bijetivas.

Definicao A.0.15. (Cone e Co-cone) Seja X : J — ¢ o funtor diagrama sendo J a
categoria de indices, tal que para cada a € Hom(i,j) temos X(a) € Homy(X;, X;)-
Isto é, o funtor X funciona basicamente como um indexador de familias de objetos
e morfismos em €. Dizemos que N € € € Cone de X, juntamente com a familia de
morfismos (1 : N — X(i))jcy tal que X(a) o mj = ;.

De forma dual, um Co-cone de X € o par (P,m; : P — X;) tal que m; o X(a) = ;.

Definicao A.0.16. (Limite e Colimite) Sejam X : J — ¢ o funtor diagrama. Um limite
de X é o cone (lim X, ;) de X tal que para qualquer outro cone de X (N, f;) existe um
unico morfismo f : N — lim X tal que f; = m; o f. Isto €, o seguinte diagrama comuta:

N

E mais, (lim X, ;) é denominado como cone universal.

De forma dual, um colimite do diagrama X é co-cone (ColimX, ;) de X, tal que
para qualquer outro co-cone (P,g;) de X existe um unico morfismo g : ColimX — P tal
que g o = gj. Em termos de diagramas temos que:
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X
X; ) > X
DN
ColimX
gi |
g

I

|

I

v
P

E mais, (ColimX,r;) é denominado como um co-cone universal.

Teorema A.0.17. Toda adjunc&o a direita preserva limites.

Demonstragdo. Sejam as categorias ¢, ¢, os funtores F : ¢ — 2, G: ¥ — ¢ sendo
F adjunto a direta de G. Da adjungéo temos as transformagdes naturais n : Idy = FG
e ¢ : GF = Id, (counidade e unidade, respectivamente). Do Teorema A.0.12 temos a
bijecao para quaisquer Ac Y e Be ¢

@A B : Homy(G(A),B) — Homg(A,F(B)) (20)

Seja agora o funtor diagrama X : J — % e o limite de X (lim X, ;). Definindo
o funtor diagrama F o X : [ — 2, queremos mostrar que (F(lim X),F(mr; : F(lim X) —
F(X;)) é limite de F o X.
(a) Vejamos que (F(lim X),F(m;)) é cone de F o X. De fato,

F(mrj) o F(X(a)) = F(mrj o X(a)) = F (1)
(b) Agora seja (N, f; : N — F(X;)) outro cone de F o X. Vejamos que (F(lim X), F(}))

€ cone universal de F o X. Da bijegdo (20) temos que existe um unico f; €
Hom«(G(N),X;) tal que @p x(f;) = f;.

Afirmamos que (G(N),?,-) é cone de X : | — ¥. De fato, da adjuncao o seguinte
diagrama comuta

GF (X))
Além disso, da naturalidade de € temos que o diagrama a seguir comuta.

GF(X) — X Faix)
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Assim,

= ex 0 G(F(X()) o f)

(iii

=%&oqm

[y 93

sendo (i) e (ii) referentes, respectivamente, aos diagramas acima e a igualdade
(iii) é dada pelo fato de (F(lim X),F(mr;)) ser cone de F o I. Logo (G(N), f,-) € cone
de X : | — &, isto é, o seguinte diagrama comuta:

Da bije¢cdo (20) temos que existe um unico ¢ € Homg(N,F(lim X)) tal que
®N.lim x () = @. Afirmamos que o seguinte diagrama comuta:
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Novamente da adjung¢ao temos que o0s seguintes diagramas comutam:
N - FG(N) N ™, FG(N)
N lF“i’) x lF(ﬁ-)
F(lim X) F(X;)

Assim,

(iv) .

F(mj)op =" F(mj) o F(p) oy

= F(miod)ony

(V) -2

= F(fi)onn

Sendo (iv) e (vi) resultados dos diagramas acima e (v) € consequéncia de (21).
De forma analoga obtemos que F(mj) oy = f;. A unicidade de y se da justamente
pela bijecdo da adjuncgao.

Portanto, (F(lim X), F(rr;)) € um cone universal de F o X, isto €, o par € um limite
do funtor F o X.

De forma analoga a demonstragéo acima (por meio de dualidade), demonstra-se
0 seguinte teorema.

Teorema A.0.18. Toda adjuncio a esquerda preserva colimites.

Proposicao A.0.19. Afirmamos que o funtor Hom(X,_) : € — Set preserva limites.
Sejam (L, : L — X;) limite de J, sendo J : | — € o funtor diagrama, isto &,

e 2
Xi

fl = lJ(a)
J Xj

Da definigdo de limite, sendo (Y, g;) outro cone de J, existe um unico morfismo
g : Y — L tal que o seguinte diagrama comuta:

Y
g
i + gj
L
n
—a X
J(@)

g
X
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Vejamos que o diagrama acima funtorizado por Hom(X, ), isto &,

Hom(X.,Y)
i g*
(91« L
Hom(X,L)
(TT,')*
Hom(X, X)) U

comuta. De fato, seja p € Hom(X, L). Entao,

(J(a))« o (7). (P) = J(a1) o 1m(P)

Além disso, sendo h € Hom(X,Y) temos que

A

(7))« 0 G«(h) = ;0 g(h)
= gi(h)
= (gi)+(h)

e, de forma analoga, (1) o O« = (9j)«- E mais, a unicidade de g« se d4 justamente da
unicidade de g. Logo Hom(X, ) preserva limites.

Agora, vejamos que o funtor Hom(_, X) : €°P — Set leva limites em colimites.
Para isso, do diagrama acima proveniente da definicdo de limites, mostremos que ao
funtoriza-lo por Hom(_, X), isto é,

Hom(X,X;) <
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= ()" (h)
Agora, seja p € Hom(X;, X). Assim,

~ X

g* o (m)*(p) = g*(pom;)

=pomjog

=pog;

= (9/)"(h)
e, de forma analoga, g* o (m))* = (g;)*. E novamente, a unicidade de g* se da pois g €
Unica que satisfaz a definigcdo de limite.

Como resultado disso, temos para o bifuntor Hom(_, ) : %P x ¢ — Set os
sequintes resultados:

Hom(colimJ, X) = limHom(J, X) e Hom(X, limJ) = limHom(X, J)
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