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Resumo

A tomografia por impedancia elétrica é uma ferramenta que permite obter informacoes
do interior de um corpo de prova, através da aplicacao de correntes elétricas em sua
fronteira, e mensuracao das respectivas voltagens produzidas também na fronteira. Essa
ferramenta tem aplicacao em diversas dreas. Conforme Aguilar (2009), uma aplicacao é
no reconhecimento de padroes de escoamento de tubos de extracao de petréleo. Porém,
para sua aplicacao é necessario resolver um problema inverso que é mal posto no sen-
tido de Hadamard. O presente trabalho utiliza técnicas de Aprendizagem de Maquina
ou Machine Learning para reconstruir uma caracteristica da solucao do problema inverso
de tomografia por impedancia elétrica, para classificar o padrao de escoamento bifdsico
e calcular a fracao volumétrica de 6leo dentro do tubo de extracao. Apresentaremos os
resultados dos testes realizados com as técnicas de regressao linear e regressao logistica,

a partir de dados simulados de padroes de escoamento.

Palavras chave: Tomografia por Impedancia Elétrica, Problemas Inversos, Machine

Learning.



Abstract

The Electrical Impedance Tomography (EIT) is a tool that allows obtaining information
from the interior of a body, through the application of electrical currents at its border
and measurement of the respective voltages produced at the border as well. This tool
has application in several areas. According to Aguilar (2009), one application is in the
recognition of flow patterns in oil extraction pipes. However, for its application, it is
necessary to solve an inverse problem that is misplaced in Hadamard’s sense. The present
document uses Machine Learning techniques to reconstruct a feature of the solution of the
inverse electrical impedance tomography problem, to classify the two-phase flow pattern,
and calculate the volumetric fraction of oil inside the extraction tube. We will present the
results of tests carried out with the techniques of linear regression and logistic regression,
from simulated data of flow patterns.

Keywords: Electrical Impedance Tomography, Inverse Problems, Machine Learning.
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1 Introducao

H4 situacoes na vida real que se assemelham ao funcionamento de uma fungao ma-
tematica. Situagoes, como por exemplo, o valor que iremos pagar comprando certa quan-
tidade de paes. Porém, existem casos em que nao conhecemos alguns dos elementos da
fungao, por exemplo, podemos ter os valores da funcao (imagem da fungao), e mesmo as-
sim nao conhecermos a funcao explicitamente e até mesmo nao sabermos de quais valores
de entrada (valores do dominio) da fungao resultaram no valor de saida (imagem).

Para estudar problemas como esses, existe a teoria dos Problemas Inversos (PI). Para
TARANTOLA, na teoria de PI, de maneira geral, para “prever”’ resultados de alguma
mensuragao precisa-se do modelo do sistema sobre investigagao e uma teoria fisica ligando
os parametros do modelo aos parametros a serem mensurados, e isto é o que se denomina,
na teoria dos problemas inversos, de “problema direto”. Ja um problema inverso consiste
em usar os resultados de uma observacao para determinar os valores dos parametros que
caracterizam o sistema sobre investigacao.

Um problema pratico onde essa teoria é aplicada é na Tomografia por Impedancia
Elétrica (TIE), que é um método utilizado para obter informagoes do interior inacessivel
de um corpo de prova, onde sao posicionados eletrodos no contorno desse corpo, que emi-
tem correntes elétricas alternadas e que apds a emissao, captam a diferenca de potencial
elétrico. Tal utilidade encontrou aplicacao em diversas areas, como: Medicina, Geofisica,
Quimica, Engenharia, dentre outros (AGUILAR, 2009).

Entre os métodos para resolucao de Problemas Inversos, temos os métodos da area de
Machine Learning. Uma traducao para Machine Learning, seria Aprendizado de Maquina,
e uma definicdo antiga dada por Arthur Samuel (1959), para tal drea é: o campo de
conhecimento que fornece ao computador a habilidade de aprender sem ser explicitamente
programado.

Assim, o presente trabalho trata do estudo feito sobre tépicos acima para o teste
da eficacia da regressao linear, regressao logistica e do método de Tikhonov através da
Machine Learning na resolugao do problema inverso de TIE, mais especificamente na
utilizagao da TIE, para reconstrucao da condutividade elétrica do interior de tubos de es-
coamento de petréleo, e na classificacao de padroes de escoamento no interior dos mesmos
tubos. Os dados simulados utilizados para este estudo foram fornecidos pelo colaborador
Eduardo Hafemann. O software utilizado para a realizacao dos experimentos numéricos
foi o MatLab R2013a. A forma como os dados foram simulados é melhor detalhada na
Secao 7.

O presente trabalho estd organizado da seguinte maneira: na Segao 2 apresentamos
alguns conceitos basicos da teoria de problemas inversos, como o que ¢ um problema

inverso e a definicao de problema mal-posto segundo Hadamard. Na Subsecao 2.1 ex-
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ploramos algumas propriedades da pseudo-inversa em espagos de Hilbert, e mostramos a
definicao de problema mal-posto segundo Nashed. J4 na Subsecao 2.2 é explanada uma
ideia geral de teoria de regularizagao para resolucao de problemas inversos, e na sequéncia
sao apresentados os métodos de regularizagao de Tikhonov e Landweber.

Jé na Segao 3 é apresentada uma ideia geral do que trata o problema inverso da tomo-
grafia por impedancia elétrica, e nas subsecoes seguintes descrevemos matematicamente
dois modelos da TIE: o modelo continuo e o modelo completo de eletrodos.

Na sequeéncia, explanamos na Secao 4 a definicao de Machine Learning e de forma geral
como sao divididas as classes de algoritmos. Seguindo, nas Subsecoes 4.1 e 4.2, apresen-
tamos as técnicas de regressao linear e regressao logistica. Na Subsecao 4.3 abordamos
problemas comuns encontrados com algoritmos de Machine Learning, e na Subsecao 4.4
apresentamos o procedimento de Cross Validation.

Para que nao haja confusao, na Secao 5 definimos e ilustramos o que adotaremos por
escoamento bifasico, padrao de escoamento e fracao volumétrica.

Seguindo, na Secao 6 ¢ feita a descricao da aplicacao do que foi abordado nas sec¢oes
anteriores.

Na Secao 7 sao apresentados os experimentos numéricos realizados, e feitas algumas
discussoes a respeito dos resultados.

Por fim, na Se¢ao 8 sao apresentadas as consideragoes finais a respeito do trabalho.



2 Conceitos da teoria classica de problemas

INVersos

Nesta Secao a menos que o contrario seja dito, adotaremos X e Y como espacos de
Hilbert, e A como um operador linear e limitado. Além disso, para auxiliar na compre-
ensao desta Secao o leitor pode verificar os Apéndices A e B, que possuem importantes
definicoes e resultados utilizados a seguir.

Segundo Kirsch (2011), podemos dizer que o problema direto é o valor de um operador
A agindo sobre um elemento = conhecido, em um espaco modelo X, e o problema inverso
como a solugao da equagao Az = b. Isto é, o problema direto seria: dado = (e A), obter
o valor de Az; ja o problema inverso seria: dado b (e A), resolver Ax = b, para algum z.

Dentre os problemas inversos, existem os denominados problemas bem-postos, onde
segundo a definicao de Hadamard, um problema é bem-posto: se ha uma solugao para o
problema (existéncia); se hd no méximo uma solugao para o problema (unicidade); se a
solucdo depende continuamente dos dados (estabilidade).

Formalizando a definicao de problema bem-posto, segue-se que:

Definigao 1. (Problema bem-posto) Sejam X e Y espagos normados, A : X — Y uma
fungao (linear ou nao-linear). A equacao Ax = b é chamada de bem-posta, se valem as

sequintes afirmacoes:
e Ezxisténcia: para todo b € Y, existe (a0 menos um) x € X, tal que Ax = b;
e Unicidade: para todo b € Y existe no mdximo um x tal que Ax = b;

e FEstabilidade: a solucao x depende continuamente de b; em outras palavras, para
toda sequéncia (x,) contida em X, com A(z,) — A(z) (n — o0), seque que x,, — x

FEquacoes as quais nao valem uma das propriedades acima sao chamadas de mal-postas.
Na tripla (X,Y,A), € necessdrio especificar os espacos e suas normas. As questoes
de existéncia e unicidade dependem da natureza algébrica dos espacgos e do operador. Jd
a estabilidade dos dados depende também da natureza topologica dos espagos, isto €, se

ALY — X € uma funcgdo continua.

2.0.1 Propriedades da Pseudo-inversa em espacos de Hilbert

A estabilidade dos dados, como visto anteriormente, depende da continuidade do ope-

rador inverso que estd sendo trabalhado, no caso anterior o operador A, do problema
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Ax = b. A seguir, vamos explorar um conceito de operador inverso mais generalizado,
denominado pseudo-inversa.

Desejamos saber a solucao da seguinte equacao:

Ax =10

em que A é um operador linear e limitado, A : X — Y, em que X e Y sado espacos de
Hilbert, e b€ Y. Se b ¢ R(A), isto é, se b ndo estd no conjunto imagem do operador A,
nao existe solucao para a equacao. Neste caso desejamos encontrar os vetores que mais

se aproximam da solugao, isto é:
||AZ — b|| = inf ||Az — b||
zeX

Se T existe, este vetor é chamado solucao de minimos quadrados de Ax = b.
Para caracterizarmos a solugao de minimos quadrados, traremos o teorema a seguir,
em que o operador adjunto de A, é denotado por A* € L(Y, X), e o operador de projecao

sobre o fecho da imagem de A, por Pm.

Teorema 1. SejabeY e Ae L(X,Y) com X eY espacos de Hilbert. Dado T € X as

sequintes afirmacoes sao equivalentes:
e T satisfaz AT = Prrayb:
e T minimiza o residuo: ||AT — b|| < ||Ax — b|| para todo x € X;
e T ¢ uma solucao das equacgoes normais: A*AT = A*b.

Prosseguindo na caracterizagao, definimos S(b) := {z € X : A*Ax = A*b}, que é o
conjunto das solugoes das equacgoes normais. Algumas das propriedades mais importantes

desse conjunto, para o estudo que desejamos sao:
e S(b) # 0 se, e somente se, b € R(A) ® R(A)*;
e S(b) é fechado e convexo;

e Sebc R(A) @ R(A)*, entdo existe um tnico z7, tal que:

' e S(b) : ||.7)T|| < ||z|| para todo T € S(b)\{xT}

Tendo em vista o ultimo teorema e propriedades, podemos definir o conceito de inversa
generalizada, ou pseudo-inversa, do operador A : X — Y, denotado por AT : R(A) @
R(A)t C Y — X que, para cada b, associa o elemento z' € S(b). Em resumo, a imagem
da pseudo-inversa é o vetor da solucao de minimos quadrados de Ax = b que possui a
menor norma.

Algumas das propriedades da pseudo-inversa, importantes para o presente trabalho:
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o AT estd definida em todo Y se, e somente se, R(A) é fechada em Y
o AT ¢ linear;
e A" ¢é continua se, e somente se, R(A) é fechado em Y.

A partir dai definimos um problema mal-posto de outra forma.

Definigao 2. (Problema mal-posto) Sejam X e Y espagos de Hilbert e A : X — Y um
operador linear e continuo. A tripla (A, X,Y) é chamada de problema mal-posto sequndo
Nashed, se R(A) nao é fechado em Y. Caso contrdrio, a tripla é definida como problema

bem-posto sequndo Nashed.

A dltima defini¢ao, implica que a tripla (A, X,Y’) é um problema bem-posto segundo
Nashed, se e somente se, a pseudo-inversa esta definida e é continua em todo Y.

Assim, no caso de um problema bem-posto, ocorre que R(A) é fechado em Y, portanto
AT é continua (e portanto, limitada) e estd definida em todo Y. Dessa forma, se ||° —b|| <
§, como A’ estd definida em todo Y, existem 20 e zf, tais que AT = 29, e Afb = 2.
Dessa forma, temos:

|2° — 2f|| = ||ATH® — ATh|| = [|AT(? — b)|| < ||AT||[|6° — b]| < C com C > 0 real.

Ou seja, se ha continuidade nos dados, ha continuidade na solucao do problema inverso.

Caso contrério, isto ¢, se nao tivermos a continuidade de A, ndo conseguimos limitar

a desigualdade anterior, pois nao conseguimos garantir que exista C' > 0 real, tal que
|AT|| < C.

2.0.2 Teoria da regularizacao

Nesta secao, para facilitar a compreensao do que é apresentado e nos preocuparmos
com a estabilidade dos dados, deixaremos a pseudo-inversa de lado.

Vamos considerar X e Y espacos de Hilbert, A : X — Y um operador linear, injetivo
e compacto’, e que existem z € X,b € Y, de forma que Ax = b, ou seja, b € R(A).
Podemos assumir a injetividade de A sem grandes problemas, pois caso o operador nao
seja injetivo, é possivel tomar o espaco quociente X /N (A), em que N(A) é o nicleo de
A, e tomar o operador induzido A : X/N(A) = Y, que é injetivo (para mais detalhes,
consultar Kirsch (2011)). Dessa forma, a injetividade de A nos garante que a solucao é
Unica.

Além disso, o fato do operador A ser linear e compacto, implica que se dim(X) = oo,
entdo o problema Az = b serd sempre mal-posto.(KIRSCH, 2011)

Retornando ao problema inverso, na pratica nunca conhecemos exatamente o vetor

b € Y, da equacao Axr = b. O que conhecemos normalmente é um vetor com ruido,

1" Para mais detalhes sobre operadores compactos, consultar nos Apéndices da referéncia (KIRSCH,

2011).
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digamos que seja um #° € Y (ndo podemos garantir que b’ € R(A)), com um nivel de

ruido 0 > 0, de forma que:

b= <0

Como queremos resolver Az = b, ou, mais geralmente, A~'b = x, nos é necessario que

% mas também um requisito adicional

tenhamos um vetor aproximado de x, digamos x
a 2%, é que dependa continuamente dos dados (b°). Isto é, dado que o operador A~! é
ilimitado, deseja-se encontrar uma aproximacao para A~'b, que é RV, em que R: Y — X
¢ um operador linear e continuo.

Com o intuito de encontrar uma aproximacao para esse operador inverso nao limitado,

utilizaremos a teoria de regularizacao.

Definicao 3. Seja A um conjunto de indices. Uma estratégia de reqularizacdo para A €

uma familia de operadores lineares e limitados

(Ra)aeA Y - X

tal que,

lir% R,Ax = x para todo x € X.
a—

Ou seja, os operadores R, A convergem pontualmente para a identidade.
Considerando A um operador compacto e da definicao anterior, alguns resultados

importantes decorrem sobre a estratégia de regularizacao.

Teorema 2. Seja (R, )acn uma estratégia de regularizagio para o operador compacto
A: X =Y em que a dimX = oco. Entdo, seque que:

(1) Os operadores R, ndo sao uniformemente limitados, isto €, existe uma sequéncia
(aj) convergente a zero, com ||Ry;|| — oo quando j — oc.

(2) A sequéncia (R,Az) nao converge uniformemente em conjuntos limitados de X,

ou seja, nao hd convergéncia de R, A para a identidade I na norma do operador.

A estratégia de regularizacao se baseia a partir do problema inicial Az = b, onde os
dados sao exatos, isto é, nao sao consideradas ruido nos dados. Também é o mesmo que
dizer R,b converge para z, considerando o valor exato de b = Ax.

Agora, considere b € R(A) como o valor exato da equacio b = Az, e b° € Y o dado

mensurado, com ||b — b°|| < §. Definimos:
2% = Rob° (2.1)

como sendo uma aproximacao da solucao x. Assim, podemos mensurar o erro total, isto

é, erro entre a solucao exata e a estimada, através das seguintes desigualdades:

2% = 2| < ||Rab’ = Rabl| + || Rad — ]|
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< |[Rall|b° = b|| + || Ra Az — x|

e portanto,

[0 = || < 6] Ral| + || RaAz — ]

A partir da desigualdade acima, podemos perceber que o erro total esta limitado por
dois termos; o primeiro é produto do ruido nos dados (¢) pela norma do operador de
regularizagdo R,. Pelos resultados do tltimo teorema, temos que ||R,|| — oo quando
a — 0. J4 o segundo termo, se refere ao erro de aproximagao o qual converge a zero
quando « vai a zero, segundo a definicao de R,.

Pode-se ter uma nocao de uma cota superior para o erro total conforme o seguinte

grafico para 9§ fixo:

error

|R Kz — x|

s (,s, ||.H

all

.
.......
e
o

o’ k

Figura 1 — Estimativa de cota superior para o erro total.

Fonte: KIRSCH (2011).
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A partir disso, Kirsch afirma que em todo problema concreto ocorrera o procedimento
de estimar ||R,|| e ||RoAx — z||, em termos de « e entdo, minimizar o erro total. Na
Figura 1, o minimizador ocorre para o valor de «o*.

Logo, como a estimativa do erro total é necessaria em todo problema. Introduzimos

a seguinte definicao:

Definicao 4. Uma estratégia de requlariza¢ao o = () € dita ser admissivel se, a(§) — 0
e
sup {||Ras0* — 2| : 0° € Y, ||Ax — b°|| <6} — 0,6 — 0

para todo v € X.

2.0.2.1 Método Tikhonov

Nesta subsegao as principais referéncias utilizadas foram MARGOTTT e Kirsch (2011).

No método de regularizacao de Tikhonov, novamente deseja-se resolver o problema
Az = b, sendo que conhecemos uma aproximacao de b, isto é, ||b — b°|| < 4.

Vamos assumir que A : X — Y é um operador linear e continuo, que age entre espacos
de Hilbert, e também que o problema inverso Ax = b possua uma unica solucao r = z*.

Uma das maneiras de chegar a aproximagao da solugao (z*), é minimizar o seguinte

funcional:

flx) = 3l Az~ ¥|? (22)

Porém, se o problema for mal-posto, podemos ter uma sequéncia z,, C X, em que
ocorra: Az, — b, mas ||z,|| — occ.

Com isso, mesmo que tenhamos ruido (d) pequeno, os vetores que minimizam f, po-
dem estar muito distantes da solugao exata. Em resposta a essa dificuldade, substituimos
f, pelo funcional de Tikhonov, que procura resolver isso penalizando a norma do minimi-

zador. O funcional de Tikhonov é definido a seguir:

Definigao 5. Sejam X eY espacos de Hilbert, A : X — Y, um operador linear e limitado,
¥ eY ea>0. Define-se o Funcional de Tikhonov por:

T.(x) = ||Az — B°||* + a||z||* comz € X
Utilizamos o minimizador deste funcional como aproximacao para solugao do problema
inverso. Ou seja:

r® ~ ", em que 2% = argmingexT,(x) (2.3)

O numero real o é denominado de parametro de regularizacao. Sua escolha determina
qual equilibrio se tera entre precisao e estabilidade. Isso porque, se por um lado tomamos

« muito pequeno, entao penalizamos pouco a norma do minimizador x%, o que implica
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que a norma deste vetor sera muito grande, dessa forma ficando normalmente distante da
solugao x*. Por outro lado, se tomamos a grande, teremos maior estabilidade do funcional
de Tikhonov, e z® norma pequena, porém, estaremos dando pouca ”importancia”’para
minimizar o funcional do residuo f, e assim x® nao representara bem a solucao x*.

O minimizador do funcional de Tikhonov x® ¢é tinico, conforme o teorema a seguir:

Teorema 3. Sejam A : X — Y um operador linear e limitado entre espacos de Hilbert,
a>0,0>0eb €Y. Entio, o funcional de Tikhonov T,(x) tem um tnico minimo

2% € X. Além disso, x*° € a unica solucdo da equacdo:

a$a,5+A*Axa,5 :A*b(;

Segundo Kirsch (2011), o minimizador z* do teorema anterior, pode ser escrito da

forma z*° = R,b°, sendo:
Ry = (al + A*A)TA* Y - X (2.4)

A equagdo (2.4) é a estratégia de regularizagdo para o método de Tikhonov, que é

admissivel para valores apropriados de « pelo seguinte teorema:

Teorema 4. Seja A : X — Y um operador linear e compacto, « > 0 e b° € Y. Entdo
o operador ol + A*A € limitado e inversivel. O operador R, : Y — X € denominado
método de reqularizacao de Tikhonov. R.b° € determinada pela unica solu¢do ®° € X
na equacao:

az®® + A*Ax™0 = AP

Toda escolha a(6) — 0 (6 — 0) com % (60 — 0), € admissivel.

Do tultimo resultado, vemos que para se obter um « admissivel, deve-se escolher o que

tenda a 0 conforme ¢ também tenda a zero, mas nao tao rapido quanto 62 tende a 0.

2.0.2.2 Método tipo gradiente (Landweber)

Nesta parte abordaremos uma técnica de regularizacao que é o método do tipo gradi-

ente. Nela, procuramos aproximar a solucao do problema inverso:
Az =10 (2.5)

com ||b — b°|| < 6, a partir de um ponto inicial, digamos zg, e seguir em uma direcao
apropriada a cada iteracao, que veremos mais adiante.

Mas antes disso, precisamos apresentar alguns conceitos para melhor compreensao da
técnica.

Por vezes, pode ser 1til, saber a derivada de uma funcao em diversas direcoes, nao
somente nos vetores base de um espago vetorial, como normalmente é apresentado na

graduacgao. Por essa razao, segue o conceito de derivada direcional:



Capitulo 2. Conceitos da teoria cldssica de problemas inversos 16

Definicao 6. (Derivada direcional) Sejam X e Y espacos normados sobre o corpo dos
reais, U C X aberto e F : U — Y. A derivada direcional de F no ponto x € U e na

direcao do vetor nao nulo v € X, é dada por:

DF(x)o = PT% F(x+ tvt) — F(z)

se este limite existir.

Pode-se demonstrar que a derivada direcional nao é um operador linear, no que se

refere as direcoes. Ja a derivada de Gateaux, possui essa propriedade:

Definigao 7. (Derivada de Gateaux) Sejam F : D(F) C X — Y wum operador, X,Y
espagos de Hilbert e x € int(D(F)). Dizemos que F é G-diferencidvel em x, se existe um

operador linear e continuo A : X — Y tal que:
DF(z)v = Av,Yv € X

Isto é, I’ é G-diferencidavel em x, se existe um operador linear e continuo que represente
todas as derivadas direcionais de F' no ponto . Denotamos a derivada de Gateaux em x
por F'(z). Se F' é um funcional, isto é, se Y = R, entao escrevemos VF(z), e chamamos
a derivada de Gateaux de gradiente.

Vamos abordar alguns exemplos de derivadas de Gateaux que serao tteis mais adiante.

Exemplo:

Seja X um espaco de Hilbert real. Considere a fun¢ao F : X — R, com F(z) = £||z|*.

Fixe x € X. Vamos verificar se F' é G-diferenciavel em x.
Seja v € X. Sabemos que a definicao de derivada direcional de F' no ponto x na
direcao de v ¢ dada por:
F tv) — F Uz 4+ t|)? = 1|2
DF@ — i PO = F@) et ol = el

t—0 t t—0 t

’ sUzl? 4 2(z, to) + [[to]?) — 5112?52tz v) + #]jol?)
im = lim =
t—0 t t—0 t

o 50 + Hol )

t—0

t
= tim((z,0) + Slll?) = (z,v)
Portanto, temos que a derivada direcional de F' no ponto z na dire¢ao de v é DF (z)v =
(x,v).
Com isso podemos definir o seguinte operador A, : X — R, v — (x,v). Conseguimos
ver que DF (z)v = A,v = (x,v), e assim pode-se identificar o A,, com o vetor = e também
com a derivada de Gateaux F' no ponto z, A, = = F'(z), isto é, F'(z)v = (z,v). De

fato, concluimos que F' é G-diferenciavel em x, dado que A, é linear e continua, pelas
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propriedades do produto interno e pela desigualdade de Cauchy-Schwartz.

Outro exemplo:

Seja A : X — Y um operador linear e continuo, X, Y espacos de Hilbert reais, e b € Y.

Considere o funcional F' : X — R, com F(z) = 1||Az —b]|2. De forma andloga a anterior,

temos:

F tv) — F 1114 ) — blI2 — | Ax — bl|2
DF(z)v = lim (z+ ) (z) — lim 2 ([A(z +tv) — 0[] — [[Az — b]") _
=0 t t—0 t
i 214z = b4 Awoll? — 1Az = b%) _ | 5(l Az = bl +2(Az — b, Ato) + [|Ato]? — [ Az — b]") _

t—0 t t—0 t

) %(2(/19: — b, Atv) + HAt"U||2) ) %(275(Ax — b, Av) + tQHAvHQ)
lim = lim =
t—0 t t—0 t

lim((Az — b, Av) + %t||Av||2) — (Az — b, Av)

t—0

Por fim, da propriedade do operador adjunto em espacos de Hilbert, temos que:

DF(z)v = (Azx — b, Av) = (A*(Ax —b),v)

e portanto, podemos identificar a derivada de Gateaux de F' no ponto x com:

F'(z) = A*(Az — b). (2.6)

Definicao 8. (Dire¢ao de descida) Sejam X um espago de Hilbert, f : X — R um
funcional e x € X. Dizemos que v € X € dire¢ao de descida do funcional f a partir do

ponto z se existe t > 0 tal que, f(x +tv) < f(x) para todo t € R tal que 0 < t < t.

Como mencionado anteriormente, partindo de um ponto arbitrario, a cada iteragao no
método do gradiente, seguimos em uma dire¢ao adequada. Esta dire¢ao tem o intuito de

minimizar o seguinte funcional:

f(a) = 54z — | 2.7

que se torna equivalente a encontrar uma aproximacao para Afp’.

Com a definicao anterior, se escolhermos uma direcao de descida para f, e tomarmos
um passo suficientemente pequeno nesta direcao, estaremos reduzindo o valor do funcio-
nal. Mas como encontramos a direcao de descida? O seguinte teorema nos mostra uma

alternativa:
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Teorema 5. Sejam X um espaco de Hilbert, f : X — R um funcional, v € X, f G-
diferencidavel em x e V f(x) # 0. Entao v = =V f(z) € dire¢ao de descida de f a partir

de x.

Demonstracao. Sejam x,w € X, temos que a derivada direcional de f na direcao de w a
partir do ponto x é Vf(z)w = Df(x)w = lim;_g w

Sabemos que por f ser G-diferencidvel em z, podemos escrever V f(z)v = (V f(x),v).
Logo, se tomarmos v = —V f(x), temos que V f(z)v = —||Vf(z)|]* < 0.

Mas também teremos que, se tomarmos o limite pela direita que: V f(z)v = lim, g+ w <
0. O que implica que existe ¢ > 0 tal que para todo t, com 0 < ¢t < ¢, vale f(z+tv) < f(z).

]

Ainda se pode mostrar que nao sé a direcao oposta ao gradiente é uma direcao de
descida, como é a direcao na qual o funcional decresce mais rapido a partir do ponto
escolhido.

Tendo em vista o exposto, podemos explanar o método do gradiente. Neste tipo de
método, na n-ésima iteragao (cujo o ponto respectivo consideramos z,), o gradiente do
residuo que denotamos por V f(z,), é calculado no ponto x,. Assim, como a diregao
oposta a do gradiente ¢ uma direcao de descida, se tomarmos um valor relativamente
pequeno A, > 0, teremos que x,, — A,V f(z,,), tem residuo menor do que a do x,,.

Assim, a iteracao de um método do tipo gradiente pode ser definida da seguinte forma:

e escolha um ponto inicial zy € X (um chute), e defina n = 0;
e escolha o tamanho do passo A, > 0;
e defina z,,41 =z, — A,V f(z,);

e substitua n 4+ 1 por n e repita a partir do passo 2.

O gradiente do funcional em (7), num dado ponto = qualquer, é representado por (2.6).

Assim, cada iteracao do método do gradiente pode ser escrita da seguinte forma:
Tpp1 = Ty — M A" (Ax, — 1°). (2.8)

Vale lembrar que o valor de )\, deve ser pequeno o suficiente para que x,,.1 possua um
residuo menor que x,,, conforme a definicao de direcao de descida. Cada método possui
uma maneira diferente de estabelecer o tamanho do passo .

Tendo introduzido um conceito geral de métodos do tipo gradiente, no presente traba-
lho utilizaremos o Método de Landweber, que consiste em escolher um tamanho de passo

fixo A, com determinadas restrigoes.
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3 Tomografia por Impedancia Elétrica

Nessa secao descrevemos um problema inverso de interesse pratico, a assim chamada
Tomografia por Impedancia Elétrica (EIT na abreviatura em inglés). Os detalhes desse
modelo sao explicados na referéncia Borcea (2002) para a Subsegdo 4.1, e Somersalo,
Cheney e Isaacson (1992) para a Subsegao 4.2.

Neste problema deseja-se saber a condutividade elétrica no interior de um corpo de
prova através da aplicacao de correntes elétricas na fronteira do mesmo, e medindo-se
a diferenga de potencial também na fronteira. Uma das aplicacoes da Tomografia por
Impedancia Elétrica é utilizar essa condutividade para reconstruir a imagem do que esta
no interior do corpo de prova. Existem varias formas de modelar este problema. Vamos

apresentar duas delas: o modelo continuo e o modelo completo de eletrodos.

3.0.1 O Modelo Continuo

Vamos identificar o corpo de prova com o conjunto aberto Q C R2, as correntes
elétricas com ¢ : 02 — R, que s@o aplicadas na fronteira de €2, a qual é denotada por 0f).

Seja v : 2 — R a condutividade elétrica de €. Assume-se que 2 nao possui fontes
ou drenos de fluxo, o que implica que o fluxo elétrico —yVu tem divergente nulo, onde
u : 2 — R representa a distribuicao de potencial elétrico em 2. Essa condicao pode ser
escrita como:

div(yVu) =0 em Q (3.1)

Assume-se que o fluxo elétrico na fronteira, é exatamente a corrente elétrica medida,

o que implica em:

—y(Vu,v) = g em 0S. (3.2)

em que v é o vetor normal unitario exterior ao conjunto €.

Com o objetivo de provar existéncia e a unicidade de uma solugao u para a EDP
determinada pelas equagoes (3.6) e (3.2), podemos substituir as equagoes pela formulagao
fraca, como apresentado em Margotti (2015), isto é:

Seja g € HJI/Q(E)Q)l ey € LP(Q), deseja-se encontrar uma funcao u € H(Q), de

forma que:
/ YWVuVep = / gy para toda ¢ € H,(Q). (3.3)
Q )

A funcao ¢ é chamada de funcao teste. Ja o simbolo ¢ significa que a integral da

funcao sobre a fronteira de €2 é nula:

1 H denota um espaco de Sobolev, que é um espaco de Hilbert, com algumas caracteristicas especificas.

Para mais informagoes pode-se consultar (KIRSCH, 2011).
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HX(Q) := {u c H'(Q): /mu = 0}.

Se a funcao é definida em (2, esta integral é entendida no sentido do teorema do trago:

para u € H'(f), seu trago® f = ulsq pertence a HY/2(09), e define-se:

H2(00) = {u € HY?(0Q) : / v = o}
o9
O conjunto Ho_l/Q(@Q) ¢ definido como o espaco dual de Him(aﬁ) e:
LE(Q) :={v e L*(Q) : v > C quase sempre em (2}

em que C' > 0 é uma constante.

A condi¢ao [,,9 = 0 (9 € Ho Y ?(8Q)) é interpretada como a lei de conservacao
de cargas. Esta, em conjunto com o lema de Lax-Milgram, é utilizada para provar a
existéncia de uma solugao u € H'(Q) para a formulacao fraca (11) (dnica, a menos de
uma constante). J4 a condi¢do que garante a unicidade da solugao é dada por |, ool =0
(u € HL(Q)), que é interpretada como o referencial para a diferenga de potencial. Além
disso, o limite inferior v > C em Q (y € L(f2)) garante que o fluxo elétrico pode
percorrer o conjunto €.

Garantida a existéncia e unicidade da solugao de (3.3), o operador Neumann-Dirichlet
(NtD), denotado por A,, que associa a corrente elétrica g com a respectiva voltagem

produzida f esta bem definido:

A, HIV2(09Q) — HY*(09Q),g - f (3.4)

Este operador é linear e continuo. Além disso, possui um operador inverso linear e
limitado, chamado de operador Dirchlet-Neumann.
O operador direto associado ao problema de TIE no modelo continuo, é definido pela

funcao nao-linear:
F:D(F) C L™(Q) — L(H,;Y?(09), H/*(09Q)),v — A, (3.5)

Sendo D(F) := LT (£2). Dai, o problema inverso da TIE no modelo continuo, consiste
em reconstruir a condutividade elétrica v, a partir de informacgoes do operador Neumann-
Dirichlet, que é um problema nao linear e mal-posto.

Agora, vamos apresentar um exemplo do que ocorre num experimento do modelo
continuo. Neste exemplo,  é o quadrado (0,1) x (0,1) C R? e g é uma corrente aplicada
em 02, como vemos na Figura 2.

Escolhemos um exemplo de condutividade v em €2, de forma a representar um circulo

com condutividade 2, e o restante com condutividade 1, conforme a Figura 3.

2 Para mais informagcdes sobre o teorema do trago consultar Brezis (2010).
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Figura 2 — Uma das correntes g aplicadas em 0f).

Fonte: Fabio Junior Margotti.

Figura 3 — Exemplo de uma condutividade v aplicada em 2.

Apoés a aplicagao da corrente g, é gerada uma funcao potencial u em €2, a qual re-
presenta a solugao de (11). Esta fungao (reconstruida computacionalmente através do
Método de Elementos Finitos) estd plotada na Figura 4.

Por fim, temos as voltagens mensuradas em 02, que nada mais sdo que u restrita a

fronteira de (). Esta é a funcao f que é apresentada na Figura 5.
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02

Figura 4 — Fungao potencial u : 2 — R.

0.2

Figura 5 — Funcao u restrita a fronteira, ou seja, f.

3.0.2 O Modelo Completo de Eletrodos

Este modelo parte do mesmo principio do apresentado na segao anterior. Porém agora,
ao invés de aplicarmos as correntes elétricas em toda a fronteira de €2, aplicaremos apenas
em eletrodos posicionados em 0f). Adotamos o modelo de eletrodos, pois, apesar do mo-
delo continuo ter algumas facilidades matematicas, conforme afirma Somersalo, Cheney
e Isaacson (1992), o modelo completo de eletrodos traz melhor aproximagao aos experi-
mentos reais. Esse novo modelo acarreta algumas mudancas nas condi¢oes de contorno
da EDP apresentadas na segao anterior.

Antes das novas condigoes, vale ressaltar que ainda consideramos que o corpo de prova
(), nao possui fontes ou drenos de fluxo elétrico, e portanto, assim como na subsecao

anterior, temos que o divergente do fluxo elétrico é nulo:

div(yVu) =0 em €, (3.6)

com u : {) — R o potencial elétrico e v : {2 — R, a condutividade elétrica.
Agora, seja L o numero de eletrodos acoplados em 0f2. Identificamos estes eletrodos
como subconjuntos da fronteira, denotados por e;, com 1 < i < L, e assim e¢; C 0f2.

Consideramos que nao hé sobreposigao de eletrodos, portanto, & Ne; = 0, se ¢ # j.
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Supomos que s6 conhecemos uma média da corrente elétrica em cada um dos eletrodos,

ou seja,

/ v{(Vu,v) dS =1;, comi=1,2,...,L, (3.7)

€
em que [ = (I, I5,...,I;) € Rl é um vetor conhecido, e v é o vetor normal unitdrio,

saindo de (). Fora dos eletrodos a corrente elétrica é nula, isto é:

L
v(Vu,v) =0, fora de U e;. (3.8)
i=1

Consideramos que o metal dos eletrodos é um condutor perfeito, o que implica que

o potencial elétrico em cada eletrodo é constante. Mas também levamos em conta, um
fator denominado de impedancia de contato, que representa uma fina camada de alta
resisténcia elétrica entre o eletrodo e 2. Denotamos por z; > 0 a impedancia de contato
relativa ao eletrodo e;. A queda de voltagem devida a essa pequena camada é dada pelo

produto da impedancia de contato pela corrente elétrica. Assim, temos que:

u+ zy(Vu,v) =U;, comi=1,2,... L. (3.9)
Definimos U = (Uy, Uy, ..., Ur) € RE.

Ainda é necessario considerar a conservacao de cargas, dada por:

=0 (3.10)

que é necessaria para garantir a existéncia de solugao. J4 a condicao para as voltagens é

dada por:
» Ui=0. (3.11)

A condigao em (3.11) é requisito para garantir a unicidade da solucao.
Garantida existéncia e unicidade da solugao, o seguinte operador Neumann para Di-

richlet estéd bem definido:

A RESRE T U (3.12)
em que R = {V = [vW, 0@ oP] eRE: SF o = O}
O operador direto associado ao modelo completo de eletrodos é definido por:

F:LT(Q) C L™(Q) = LRLRE), v— A, (3.13)

Agora, resumidamente, no problema direto conhecemos -, e para cada corrente [
aplicada, queremos determinar U. J& no problema inverso conhecemos pares (I,U) e

queremos determinar 7.
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Na prética fixamos n correntes em RZ {I' 1% ... I"}, e redefinimos o operador F' da

seguinte forma:

F:LT(Q) C L®¥Q) = RY", v— (UL U?...,U") (3.14)

em que U7 = A (IV), com j =1,2,...,n.
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4 Conceitos e técnicas basicas de Machine

Learning

Nesta secao a principal referéncia utilizada sera a do curso de Machine Learning do au-
tor NG. Entretanto, outras referéncias recomendadas para este assunto sao: Deisenroth,
Faisal e Ong (2020) e Géron (2017).

Segundo o autor NG uma definicao antiga de Machine Learning, dada por Arthur
Samuel é: “o campo de conhecimento que fornece ao computador a habilidade de aprender
sem ser explicitamente programado.”.

Uma defini¢ao mais atual, é dada por Mitchell (1997) : “Se diz que um programa de
computador aprende da experiéncia E, em relacao a alguma classe de tarefas T e medida
de performance P, quando sua performance na tarefa T, mensurada por P, melhora com a
experiéncia E”. Apesar desse aprendizado nao ser explicitamente programado, existem os
algoritmos de aprendizagem para as técnicas de Machine Learning, sendo basicamente di-
vididos em: Algoritmo de Aprendizagem Supervisionada (Supervised Learning Algorithm)
e Algoritmo de Aprendizagem Nao-Supervisionada (Unsupervised Learning).

Os Algoritmos de Aprendizagem Nao-Supervisionada tém com experiéncia uma base
de dados contendo diversas caracteristicas, e procuram aprender as caracteristicas princi-
pais dessa estrutura de dados. Um exemplo disso é o chamado clustering, onde o algoritmo,
a partir da base dados, agrupa-os conforme suas similaridades.

Os Algoritmos de Aprendizagem Supervisionada tém acesso a uma base de dados,
contendo diversas caracteristicas, mas cada exemplo estd associado a alguma(s) carac-
teristica(s) especifica(s). Por exemplo, um conjunto de e-mails contendo Spams e e-mails
normais, é utilizado para treinamento de um algoritmo, que em seguida classifica os
proximos e-mails recebidos como Spam ou nao.

Apesar da diversa gama de algoritmos, no presente trabalho estamos interessados
em dois Algoritmos de Aprendizagem Supervisionada: a Regressao Linear e a Regressao
Logistica.

Para o treinamento dos algoritmos é necessario um conjunto de pares de dados,
que chamamos de conjunto de treinamento. Para estabelecer notacao para as seguin-
tes subsecoes, denotaremos o conjunto de treinamento com m exemplos, como o conjunto
de m pares (z®,y®), em que () sdo as varidveis de entrada, e y sdo as varidveis de
saida, sendo que o indice i (1 < ¢ < m), indica qual é o nimero do exemplo. Utilizando
nosso contexto sobre classificacdo de e-mail, tomemos um conjunto de 10 exemplos, z(!
seria um e-mail, e y!) seria sua respectiva classificacio de Spam ou néo, e assim se seguiria
para os demais 9 e-mails.

Agora, descrevendo de maneira um pouco mais formal um Algoritmo de Aprendiza-
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gem Supervisionada, o objetivo é: dado um conjunto de treinamento, o algoritmo deve
aprender a fungdo h : X — Y, para que h(z) seja uma boa previsao para o valor cor-
respondente y. Segundo Ng, por razoes historicas esta fungao h é chamada de hipdtese.

Podemos esquematizar este procedimento da seguinte maneira:

Conjunto de Treinamento

U

Algoritmo de Aprendizagem

(Classificacdo como

(E-miail) Spam ou Nao-Spam)

Figura 6 — Exemplo de funcionamento um Algoritmo de Aprendizagem Supervisionado.

Quando a variavel que queremos prever através do algoritmo é discreta, como no caso
da classificacao de e-mails, chamamos de problema de classificacao e utilizamos a técnica
de regressao logistica. Ja se a variavel for continua, chamamos de problema de regressao
e utilizamos a técnica de regressao linear.

Por fim, para avaliar se um algoritmo aprendeu, isto é, se a funcao hipétese é efetiva
em prever os resultados, utilizamos um conjunto de dados nao utilizados no treinamento,
chamado conjunto teste. Neste conjunto, da mesma forma que no de treinamento, co-
nhecemos pares de dados (pares (z,y)), porém, nas informagoes de entrada aplicamos a
funcao hipdtese, e comparamos a predi¢ao com o resultado ja conhecido. Assim podemos
ver se a predicao do algoritmo esta dentro dos parametros desejados ou nao, para entao

podermos avaliar se o algoritmo aprendeu ou nao.

4.0.0.1 Regressao Linear

A regressao linear é o processo de estimar os parametros de uma reta que se aproxime
a0 maximo de um conjunto de pontos no plano. Por exemplo, dado um conjunto de m
pontos (), y@) € R x R, i = 1,2,...,m, quais sdo os parametros a e b, da reta r, em
que r(z) = ax + b, tais que a fungao F(a,b) atinja o minimo.

m

Fa,b) =) |r(z") = y(i)]

i=1
Ja no caso de varias dimensoes, digamos n-dimensional, com n € N, dado um conjunto

de m pontos (z®,y®) € R"' x R, i = 1,2,...,m, queremos encontrar o vetor [y, 6],
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de forma que o hiperplano n-dimensional hy, definido por hy(z) = 6y + 0.z, satisfaga
ho(zW) ~ y@ 4 = 1,2,...,m. De forma semelhante ao problema anterior, deseja-se

encontrar agora fy e  de forma a minimizar:

m

J(0) = 3 (hy(a) — y )2 (4.1)

i=1

Adaptando o problema para a linguagem de Machine Learning: dado um conjunto de
treinamento com m exemplos, com os pares (:L‘(i), y(i)) e R xR, 1< i< m, desejamos
treinar o algoritmo de regressao linear para encontrar a func¢ao hipétese hg(x) = 0y + Ox
(0p € R e € R"!), de forma que, dado x, obteremos uma predicao feita por hy, isto
é, hg(x). O treinamento do algoritmo é feito através da minimizagdo da fungado que

denominamos funcdao custo, que ¢é similar a equacao do exemplo anterior:

m

> (ho(z®) =y (4.2)

i=1

J6) =5

4.0.0.2 Regressao Logistica Simples

Na regressao logistica simples estamos interessados em que a maquina aprenda a clas-
sificar uma informagao entre duas opgoes. Como por exemplo, a classificacao de um e-mail
como Spam ou como Nao-Spam.

O treinamento do problema de classificagao é similar ao de regressao linear, porém
agora queremos que o algoritmo nos forneca valores discretos, ao invés de valores continuos.
No caso dos e-mails, podemos associar o valor 0 para Nao-Spam e 1 para Spam. Para
que isso ocorra, substituimos os valores de saida (y*) por 0 para exemplos de uma classi-
ficacao, e por 1 para os exemplos que possuem outra classificacao, e assim esperamos que
o algoritmo nos fornega predigoes com valores 0 ou 1.

Aparentemente, devido apenas a mudanca dos valores saida, poderiamos utilizar a
mesma funcao hipdtese da regressao linear, para que fosse realizado o treinamento, mas
NG afirma que utilizd-la normalmente tras resultados nao satisfatérios. Para classificacao,
NG sugere utilizarmos outra funcao hipdtese, que retorna valores entre 0 e 1, que seriam

as duas classificagoes desejadas. Esta funcao hipétese é dada por:

he(x) = g(0" ) (4.3)
Em que: .
9(2) = T (44)

A funcao g : R — R ¢é denominada func¢ao sigmoide. O grafico da Figura 7 ilustra o
comportamento desta fungao.

Aqui consideramos um conjunto de treinamento com m exemplos, com os pares (x(i), y(i)) €
R" x R, 1 < i < m, sendo (¥ = (1,x§i),x§i), . ,xffll), 0 eR"ezeR.
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Figura 7 — Grafico da funcao sigmoide.

Dado que os valores de (4.4) estao entre 0 e 1, podemos interpretar os valores dados
pela funcao hipétese, como a probabilidade da predicao ser 1. Isto é, se obtivermos
he(x) = 0,7, isso representa a probabilidade de 70% da predicao de z ser classificada como
1. Devido a esta probabilidade, no momento do treinamento do algoritmo, precisamos
definir um critério para a predi¢ao do algoritmo, conforme o valor da funcao sigmoide
encontrada. Por exemplo, podemos adotar o critério de que se hg(x) > 0.5 entdo y =1 e
he(x) < 0.5 implica y = 0.

Novamente, para estimar o parametro 6, poderiamos segundo NG, utilizar a mesma
funcao custo da regressao logistica, mas dessa forma terifamos uma fungao nao convexa,
ou seja, uma fungao com possivelmente varios minimos locais.

Para contornar isso utilizamos a seguinte funcao custo:

:——Z Vo (ha(?)) + (1~ y'9) og(1 — k() (45)

No caso em que seja necessaria a classificacao entre mais de duas opgoes, optamos
por uma estratégia um pouco diferente, mas utilizando as mesmas ferramentas anteriores.
Para trés ou mais classificagoes distintas, chamamos a técnica de regressao linear multipla
ou um contra todos. Nessa técnica, isolamos uma opgao por vez e alteramos seus valores
de saida para 1. As demais opcoes adotamos os valores de saida como sendo 0, aplicamos
a técnica de regressao linear simples e salvamos a funcao hipotese treinada. Repetimos o
procedimento com todas as opgoes de classificacao, e salvamos todas as fungoes hipoteses.
Por fim, para o teste, aplicamos cada uma das fungoes hipétese em todos os dados de
teste, e salvamos as respostas, que serao valores entre 0 e 1, devido a caracteristica da
funcao sigmoide. Adotaremos como a predigao correta, a opc¢ao cuja funcao hipétese teve

o maior valor.

4.0.0.3 High Bias e Overfitting

Bias é o que ocorre quando o algoritmo de Machine Learning nao consegue estabelecer
uma real relagao entre os dados fornecidos, isto é, o algoritmo estd pressupondo relagoes
falsas. High Bias ocorre quando o erro na predicao ¢ muito impactante no algoritmo

de Machine Learning, provocando o que chamamos de underfitting. Underfitting ocorre
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quando quando as previsoes do algoritmo nao correspondem a realidade do conjunto de
dados fornecidos, tanto do treinamento quanto do teste.

Segundo NG, para evitarmos o underfitting, podemos: adicionar varidveis (dimensao
dos vetores () ou aumentar a complexidade da fungdo hipétese.

J& no overfitting, o que ocorre é que a funcao hipotese encaixa muito bem nos dados
para o conjunto de dados de treinamento, dessa forma apresenta uma taxa de erro muito
baixa neste conjunto. Porém, as previsdes do algoritmo com dados novos (dados do
conjunto teste), ndo “encaixam”, isto é, a taxa de erro é muito alta.

Segundo NG, para evitarmos o overfitting, podemos: usar mais exemplos no conjunto
de treinamento ou diminuir o ntimero de variaveis.

Para exemplificar o que acabou de ser apresentado, suponha que estamos tentando
treinar um algoritmo para prever o preco de uma casa a partir de seu tamanho. Toma-se
entao um conjunto de casas, com seus tamanhos e respectivos pregos. Representamos
cada casa como um ponto no plano cartesiano, com o eixo das abscissas representando o
tamanho das casas, e o eixo das ordenadas o preco.

Na Figura 8 sao apresentados trés graficos, onde a curva em azul é a fungao hipdtese
obtida apds o treinamento do algoritmo, e os ‘xis’ em vermelho sao as marcacoes no plano
cartesiano dos tamanhos das casas e seus respectivos precos (representando o conjunto
de treinamento). No primeiro grafico, vemos um exemplo de High Bias, pois a fungao
hipdtese nao se encaixa bem ao dados de treinamento, nem consegue ter uma boa predicao.
No segundo grafico vemos o que seria uma func¢ao hipotese ideal, pois consegue prever bem
os dados. J4& no terceiro grafico temos um exemplo de overfitting, pois a funcao hipdtese
se encaixa muito bem nos dados de treinamento, mas é muito complexa e provavelmente

apresentara predicoes ruins quando aplicada a dados ainda nao vistos.

Price
Price

Size Size Size .

Figura 8 — Exemplos de graficos func¢oes hipétese com Underfitting, com boa predicao de
dados e com Qverfitting, respectivamente.
Fonte: Curso de Machine Learning do autor NG.

4.0.1 Cross Validation

Cross Validation é um método de reamostragem dos dados para avaliar a capacidade de

um algoritmo de generalizar, ou seja, através de uma reconfiguracao dos dados utilizados
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para o treinamento do algoritmo, quao bem o algoritmo consegue realizar predigoes a
partir de novas informacgoes (BERRAR, 2018).

Existem diversas maneiras de realizar o Cross Validation, como pode ser visto em
(BERRAR, 2018).

Aqui exploraremos a forma do autor NG, de realizar o Cross Validation. Este método
tem o intuito de selecionar a fungao hipétese h que tem melhor capacidade de generalizar
a predi¢ao de dados. Suponhamos que temos um conjunto de dados com 1000 exemplos,
isto é, 1000 pares de dados (x,y) C R% Para realizar o Cross Validation, iremos sub-
dividir o conjunto de 1000 exemplos em: 600 exemplos para o conjunto de treinamento
(60%), 200 exemplos para Cross Validation (20%) e 200 exemplos para conjunto de teste
(20%). Tomamos dez fungdes hipétese, que sao polindmios do primeiro até o décimo grau,

e realizamos o treinamento, com cada uma delas.

1. hy(x) = 0y + b1z
2. h@(ZE) = 00 + Hlx + 021’2
3. ho(x) =0y + 017 + ... + 0323

10 h@(l’) = 00 —|— Qll' —I— e —f- 0101'10

Em seguida, ao invés de verificarmos o erro do algoritmo diretamente no conjunto teste,
comparamos primeiro as predigoes de cada funcao hipotese com os dados do conjunto de
Cross Validation, e selecionamos qual fungao hipétese apresenta menor erro. Dessa forma,

verificamos o potencial da fungao hipdtese de generalizar as predigoes.
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5 Escoamento bifasico

Nesta secao apresentaremos brevemente o que adotaremos por sistema bifasico, al-
guns padroes de escoamento que ocorrem no escoamento bifasico e a definicao de fracao
volumétrica.

O escoamento bifésico é caracterizado pelo escoamento simultaneo de duas fases que
nao se misturam. Neste escoamento podemos ter as fases em diferentes estados da matéria,

como por exemplo: gas-liquido, liquido-liquido, gas-solido e liquido sélido.

5.0.1 Padrao de escoamento

Em um escoamento bifésico, segundo Mota (2015), dois liquidos imisciveis que possuirem
diferentes densidades e viscosidades, podem formar diversas configuragoes durante o es-
coamento dentro de uma tubulacao. Essas configuracoes sao denominadas padries de
escoamento.

Dentre os diversos padroes de escoamento, abordaremos trés: o padrao anular, o
padrao estratificado e o padrao mistura. Para exemplificacao destes padroes, adotaremos
sempre um sistema de escoamento bifasico liquido-liquido, formado por dgua e dleo.

O padrao anular é caracterizado por um circulo de escoamento de 6leo, e o restante

do escoamento de agua, como é mostrado na Figura 9:

Figura 9 — Exemplo de padrao de escoamento anular, em vista axial.

J& no padrao estratificado, o escoamento da dgua e 6leo é separado apenas por uma
linha horizontal, sendo a fase superior a essa linha, o escoamento de éleo devido a sua
menor densidade, e a fase inferior a de 4gua. Podemos ver um exemplo deste escoamento,

em vista axial na Figura 10:

Figura 10 — Exemplo de padrao de escoamento estratificado, com vista axial.

O padrao mistura é caracterizado por varios pequenos circulos de escoamento de 6leo
cercados pela agua, que se formam devido a uma maior turbuléncia durante o escoamento

dos liquidos. Exemplo deste escoamento pode ser visto na Figura 11.
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Figura 11 — Exemplo de padrao de escoamento mistura com vista axial.

5.0.2 Fracao Volumétrica

Fracao volumétrica de uma fase é a razao entre o volume de uma fase especifica e o
volume total da mistura sendo escoada. Por exemplo, se adotarmos um dos padroes de
escoamento apresentados anteriormente, a fragao volumétrica de déleo é o percentual de
6leo no escoamento, em relagao ao liquido total sendo escoado. Esta fragao é calculada
considerando uma vista radial do escoamento, e portanto varia ao longo do tubo e ao

longo do tempo.
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6 Aplicacao

Segundo Mota (2011), durante o processo de extracao de petréleo, normalmente nao se
extraem somente os hidrocarbonetos desejados (gés e 6leo), mas sim uma mistura de gés,
Oleo, dgua e impurezas. Para a obtencao dos produtos finais desejados, faz-se necessério
o uso de equipamentos que realizem o processamento da mistura extraida.

Duas etapas importantes desse processamento sao a separacao de fases da mistura, e
a medicao volumétrica de 6leo, gés e agua apds a separagao, isto é, apds serem separados
gases, liquidos e sélidos, é preciso saber o volume que se esté escoando dos gases e liquidos.

A medicao das multiplas fases no processo de escoamento apresenta respostas com
representatividade significativas, quase em tempo real e reduz o niimero de recursos utili-
zados, 0 que traz economia para o procedimento de explotacao de petroleo, principalmente
em regioes de dificil acesso.

Para a medicao multifdsica no processo de escoamento de petréleo, um dos métodos
que pode ser utilizado é a Tomografia por Capacitancia Elétrica, que é similar a Tomogra-
fia por Impedancia Elétrica. Neste caso, consideramos a utilizacao do modelo completo
de eletrodos, aplicados a um tubo de escoamento de petrdleo, para que dessa forma,
obtenhamos um monitoramento do que esta sendo escoado pelo tubo.

Nesse trabalho estudaremos a aplicacao da Tomografia por Impedancia Elétrica para
o monitoramento, em tempo real, de escoamento bifésico (4gua-6leo) dentro de tubos de
extracao de petroleo.

A reconstrucao de uma imagem que mostre exatamente a distribuicao de dgua e éleo
dentro do tubo em tempo real é praticamente impossivel, visto que o TIE é um problema
altamente mal-posto, conforme discutido anteriormente. Por esse motivo, propomos o
uso de técnicas de ML para a identificacao apenas do padrao de escoamento e da fracao
volumétrica de 6leo.

Para que essa identificacao seja feita, sao lidos os potenciais elétricos nos eletrodos apds
a aplicacdo das correntes elétricas. A seguir, estes potenciais sao aplicados no algoritmo (j&
treinado) de regressao linear, para determinagao de fracdo volumétrica e na de regressao

logistica, para classificacao do padrao de escoamento.
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7 Experimentos Numéricos

Nesta secao apresentamos a aplicacao das técnicas de Regressao Linear e de Regressao
Logistica em um conjunto de dados simulados do modelo completo de eletrodos de To-
mografia por Impedancia Elétrica aplicada a tubos de extracao de petréleo.

Para a aplicacao das técnicas de Machine Learning, utilizamos como base de dados
trés conjuntos de 1000 exemplos, um para cada padrao de escoamento apresentado na
Secao 6.2, a saber, o padrao estratificado, o padrao anular e o padrao mistura. Cada
exemplo é composto de um par de vetores que contém, respectivamente, dados de entrada
e de saida, os quais serao detalhados mais adiante.

Os dados simulados foram gerados sob um circulo de raio 1 u.m. (unidade de medida),
que denotamos por €2, e imita uma secao radial de um tubo de escoamento de petroleo. No
interior de €2 foi definida uma malha triangular com 5198 triangulos. As condutividades ~ :
) — R serao sempre fungoes constantes por partes, que no caso dos padroes de escoamento
estratificado e anular tomam apenas os valores 1 e 2 (supomos por simplificagdo que
essas sao as condutividades do 6leo e da dgua, respectivamente). No caso do padrao de
escoamento estratificado os triangulos tomam valores 2 até uma determinada altura, e o
restante dos triangulos tomam o valor 1. No caso do padrao de escoamento anular, os
triangulos tomam o valor 2 dentro de uma circunferéncia e 1 fora dela, esta circunferéncia
esta localizada no interior do tubo e seu centro e raio variam.

J& no padrao de escoamento mistura, cada funcao v é constante e toma valor entre 1 e
2, representando a condutividade da mistura dos dois liquidos. Uma imagem da malha e
uma fungao ~ representando um exemplo do padrao de escoamento estratificado, podem
ser vistos na Figura 12, em que a parte em amarelo representa a condutividade tomando

valor 1 (6leo) e a parte preta representa a condutividade 2 (dgua) .

(a) Malha de Q (b) Fungao ~ represen-
tando um exemplo do

padrao de escoamento es-
tratificado

Figura 12 — Exemplo de padrao de escoamento estratificado.
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Na fronteira de €2, que denotaremos por 052, foram acoplados 16 eletrodos, denotados

por e, [ =1,2,...,16, de tamanhos iguais, igualmente espacados, e cobrindo metade de
o09).
Foram fixadas 16 correntes elétricas, que denotamos por I/, j = 1,2,...,16, com
I’ € R, Cada uma dessas correntes é representada por uma linha da matriz I € R16x16
apresentada abaixo. Podemos escrever também [ = (I*, 2, ... I'5).
1 -1 0 0o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0o 1 -1 o o o o o o o o o o0 0 o0
o o 1 -1 0 O O o o O o0 o o 0 0 o0
o o o 1 -1 0 O o o O o0 o o 0 0 o0
o o o o 1 -1 0 o0 O O O o o o0 0 o0
o o o o o 1 -1 0 o0 O 0 o o0 0 0 o0
o o o o o o0 1 -1 0 O 0 o o0 0 0 o0
I o o o o o o o 1 -1 0 O O o0 0 0 o0
o o o o o o o o 1 -1 0 0 0 0 0 o0
o o o o o o o o o 1 -1 0 0 0 0 O
o o o o o o0 o o o o 1 -1 0 0 0 o0
o o o o o0 o0 o0 o o o o0 1 -1 0 0 0
o o o o o o o o o o o o 1 -1 0 o0
o o o o o o0 o o o o o0 o o 1 -1 0
o o0 o o o o0 o0 o o o0 o0 o0 o0 1 -1
-1 0 0 0 0 0 O O O 0 0 0 ©0 0 1 |

Para cada exemplo de condutividade ~y aplicam-se as 16 correntes elétricas I/, e sao
mensurados os potenciais gerados, que denotamos por U7, j = 1,2,...,16, com U7 € RS,
Diferentemente das correntes, organizamos os potenciais elétricos em forma de vetor U €
R*5 com U = (UYL, U?,...,U').

Assim, como cada um dos trés padroes de escoamento possui 1000 exemplos, dispo-
mos os potenciais elétricos em matrizes de dimensao 1000 x 256, em que a i-ésima linha
representa os potenciais elétricos associados ao i-ésimo exemplo de condutividade 4. As
linhas dessas matrizes representarao os vetores (. com ¢ = 1,2,...,1000, que serao as
entradas para o problema de Machine Learning.

As saidas y® serao de dois tipos diferentes. Na secdo 8.1, estudaremos o problema
de regressio linear, e os vetores y) € [0, 1], representardo a fracdo volumétrica de 6leo
referente ao i-ésimo exemplo. Perceba que como v assume valor 1 no 6leo e 2 na dgua,
tem-se que y® = 1 — % fQ 7@ J& na secdo 8.2, estudaremos o problema de regressio
logistica, e nesse caso gostariamos de classificar os padroes de escoamento, por isso os

vetores y*) € {0,1}. Os detalhes serdo explicados nas se¢des mencionadas.
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Portanto, os problemas de Machine Learning serdo tratados utilizando os pares (2, 3) €
R2°6 x R. Ainda, para facilitar a operacao entre matrizes sem causar qualquer prejuizo
aos algoritmos, adicionaremos uma entrada de valor unitrio aos vetores z(?, de forma
que z® = |1,z xg), . ,x§25, xgg , e portanto z(9 € R?7,

Agora, para exemplificar, vamos mostrar na Figura 13, uma funcdo 7% do padrao
de escoamento estratificado e os potenciais elétricos associados. Neste caso, os poten-
ciais correspondem a um vetor z(?, o qual deve ser utilizado para determinar a fracéo

volumétrica ou o padrao de escoamento da funcao .

(a) Exemplo de condutivi-
dade v do padrao de es-
coamento estratificado
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Medicoes

(b) Diferencas de Potenciais elétricos associados a condutividade ~(*)

LI
[

Figura 13 — Exemplo de condutividade elétrica com o potencial correspondente.

Os algoritmos de Machine Learning foram implementados com o auxilio do software
MatLab R2013a. Para a implementacao dos algoritmos, utilizamos 60% dos dados para
treinamento, 20% para o conjunto de Cross Validation e os 20% restantes deixamos para

o conjunto de teste.



Capitulo 7. FEzperimentos Numéricos 37

7.1 Determinacdo da Fracao Volumétrica

Para a determinacao da fragao volumétrica treinamos algoritmos de Machine Learning
com a técnica de Regressao Linear (RL), utilizando dois métodos distintos: (a) um método
do tipo gradiente, chamado Método de Landweber, que serda abordado na subsec¢ao 8.1.1;
(b) o método de Tikhonov, que serda abordado na subsecao 8.1.2.

Reforcamos que o intuito é que o algoritmo determine a fracao volumétrica no interior
de um tubo de escoamento, com base nas diferencas de potencial obtidas a partir da
configuracao de condutividade em seu interior, apés a aplicagao das correntes elétricas.

Cada padrao de escoamento sera tratado separadamente. Isso implica que sera feita
uma regressao linear utilizando o método de Landweber e outra utilizando o método de
Tikhonov para cada padrao. Lembre que cada padrao de escoamento estd associado a
uma matriz pertencente a R19°0%257 em que a i-ésima linha representa o vetor 2, e y®
representa a fracao volumétrica do i-ésimo exemplo.

Para ilustrar, na Figura 14 temos dois exemplos de condutividade do padrao de esco-

amento estratificado e os potenciais correspondentes.

(a) Exemplo 1 (b) Exemplo 3
[ i
0 0
i 0
£ 05 £ 05
Q Q
gy /H sy H K
@ @
4 4
2 2
T w ow owm @ Y wm owm om @

Meclhes Vediches
(c) Exemplo 1 (d) Exemplo 3

Figura 14 — Exemplos de condutividade e respectivos potenciais elétricos.

Podemos ver que a diferenca de fracao volumétrica é nitida, enquanto a diferenca entre
os potenciais elétricos nao apresenta a mesma caracteristica. Isto é uma caracteristica de

problemas mal-postos.
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Com o intuito de evitar que o algoritmo seja tendencioso, em cada conjunto fizemos
uma permutacao dos 1000 exemplos, através do MatLab. Em seguida aplicamos a mesma
permutacao aos dados de saida, para que as matrizes nao percam a correspondéncia de
dados. Na sequéncia separamos os 600 primeiros exemplos para o conjunto de treinamento,
os 200 exemplos seguintes para o conjunto de Cross Validation, e os 200 restantes para o
conjunto teste.

Como funcao hipdtese da regressao linear, utilizamos a seguinte funcao:

h@(l‘(z)) = 901 + 011‘51) +...+ 9255$g5)5 + 92561‘526 = <9, CL’(Z)> (71)
A respectiva fungao custo utilizada para o treinamento, conforme (7.3) é:

600
1

J(0) = 1200 < (ho(z') — y)? (7.2)

Podemos reescrever a funcao custo na forma vetorial:

B 1
1200
com X € R600*257 g c R?57 ¢ Y € R dados por:

J(0) Ix6 - Y| (7.3)

e 0, o
@) 0 @)
T
X = o= L v=1]"
(600) Oos (600)

7.1.1 Método de Landweber

Nessa subsecao vamos aplicar a técnica de regressao linear utilizando o método de
Landweber, para cada um dos trés padroes de escoamento. Vamos apresentar o proce-
dimento detalhado do treinamento, CV e teste para o padrao mistura. Para os demais
padroes apresentaremos apenas o resultado final do conjunto teste.

Na execucao do método de Landweber, partimos em todos os casos do vetor nulo, isto
é, 50 =0, 9 € R¥". Em cada passo, seguimos na direcao oposta do gradiente do funcional

(7.3) resultando na seguinte iteragao:

Opsr = 0, — AV.J () (7.4)
No nosso caso, a equagao (7.4) fica da forma:

~ ~ A ~
0,.1=0,— —X"(X0,-Y .
ﬂ coo X ) (7.5)

conforme (2.6) e (2.7).
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Para o treinamento da regressao linear, foram executadas 10000 iteracoes. O tamanho
de passo A foi determinado por tentativa e erro, e apds varias tentativas, o maior tamanho
de passo A\ encontrado, sem que o algoritmo divergisse foi A = 0,1. Podemos conferir a

evolucao da sequéncia J ((9;) na Figura 15.

0.015
o
>
S
$ 0.01- o
o
B
[2]
3
'3 0.005 -
c
>
L
0 | | t t t : : : :
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
Ne de iteragdes
Figura 15 — Valor da funcao custo conforme cada iteragao no treinamento do algoritmo
de regressao linear.
Para realizar o CV, fizemos um procedimento diferente do explanado na Sec¢ao 5.
Utilizamos os 10000 vetores #; obtidos do treinamento para obter os residuos:
i (76)
ar = ——||Uk — .
200
em que X € R2OX%7 ¢ Y ¢ R formam o conjunto de CV. A seguir selecionamos o
indice k = k, em que a; atinge seu valor minimo.
Na figura 16 apresentamos a evolugao da sequéncia ag. A iteragao k obtida foi a
ultima, isto é, £ = 10000.
0.016
0.014f -
0.012- o
5 001F -
3
‘» 0.008 -
4
0.006 -
0.004 - -
0.002- o
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0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Ne de iteragbes

Figura 16 — Evolucao do residuo no conjunto de Cross Validation.
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Observe pela Figura 16 que o residuo no conjunto de CV reduz conforme o indice
k aumenta, da mesma forma que ocorre no conjunto de treinamento (Figura 15). A
partir disso, podemos verificar que nao ocorre underfitting, pois o residuo no conjunto
treinamento reduziu até o valor do erro médio de 0,00023, isto mostra que a funcao
hipétese é complexa o suficiente para o nosso proposito. Por outro lado também nao
ocorre overfitting, pois no conjunto de CV, mesmo com dados nao vistos pelo algoritmo,
o residuo também diminuiu a um valor do erro médio de 0,00022.

Cabe ressaltar que, nao era esperado que o residuo no conjunto de CV fosse menor do
que o residuo no conjunto de treinamento, dado que no conjunto CV haviam dados nao
vistos pelo algoritmo. Entretanto, como ambos apresentaram erros pequenos, seguimos
com o procedimento para o conjunto teste.

Por ultimo, selecionamos o vetor que apresentou menor residuo no conjunto de CV
(510000) e aplicamos a todos os 200 vetores () do conjunto teste, para prever os valores
da fracoes volumétricas y?. Podemos observar os resultados na Figura 17. Para facilitar
a visualizacio, fizemos uma permutacao dos vetores das fracoes volumétricas y exatas,

para que ficassem em ordem crescente, e aplicamos a mesma permutacao nas predigoes.

—— Dados exatos
—— Dados Calculados

20 40 60 80 100 120 140 160 180
Exemplos

Figura 17 — Conjunto teste: Comparagao entre as fragoes volumétricas exatas y® e as
calculadas (610000, ).

De forma andloga, fizemos o treinamento para o padrao de escoamento estratificado e
padrao de escoamento anular, obtendo os tamanhos de passo para o método de Landweber
de A=0,1e A =0,2, respectivamente. Em ambos os padroes também realizamos 10000
iteracoes.

Tanto no padrao de escoamento estratificado, quanto no padrao de escoamento anular,
o comportamento da fungao custo no conjunto de treinamento, bem como o residuo no
conjunto de CV, apresentaram resultados muito semelhantes aos vistos no treinamento e

CV do padrao de escoamento mistura.

200
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Devido a similaridade dos comportamentos, apresentaremos apenas a comparagao dos

vetores selecionados apds o CV com os vetores exatos dos conjuntos teste.

I
—— Dados exatos W
—— Dados Calculados [

0.1 \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Exemplos
(a) Padrao de escoamento estratificado
0.5 I I
—— Dados exatos
—— Dados Calculados
0.4

o
w

o
N

o©
o

Fracdes Volumétricas de Oleo

0 | | | | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Exemplos

(b) Padrao de escoamento anular

Figura 18 — Conjunto teste: comparacao das fracoes volumétricas exatas e calculadas.

7.1.2 Método de Tikhonov

Nesta subsecao também vamos aplicar a técnica de regressao linear, porém agora uti-
lizaremos o método de Tikhonov, para cada um dos trés padroes de escoamento. Para
fim de comparacao com o método da subsecao anterior, também apresentaremos o proce-
dimento detalhado do treinamento, CV e teste para o padrao mistura.

No método de Tikhonov, substituimos a fungao custo (7.3), pelo funcional de Tikhonov
associado a funcao custo, que é:

1 ~ (07 M
Lo, (6) = S1X0 - Y|+ 5F16)* (7.7)
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Em seguida, para encontrar o minimizador do funcional de Tikhonov, resolvemos a

-~

equagao VT, (6) =0, que resulta em:

O = (XTX + 1) ' XTY (7.8)

Para realizarmos o treinamento, resolvemos a equagao (7.8) com os parametros de
regularizacao oy, = 1000(0,8)%, k = 0,1,...,40, e plotamos J@) vs. k, em que J estd

definida em (7.3), como pode ser observado na Figura 19.

5 10 15 20 25 30 35 40
N¢ de iteragbes

Figura 19 — Valor da funcao custo conforme cada iteragao no treinamento para o padrao
mistura.

Em seguida, realizamos um procedimento similar ao da subsecao anterior para executar
o processo de CV. Utilizamos os 40 vetores obtidos do treinamento, e calculamos os

residuos:

B 1
200
em que X € R?7%200 ¢ 3 matriz de potenciais do conjunto de CV e Y € R?% §é o vetor de

by 1X8: — V|2 (7.9)

fragoes volumétricas do conjunto CV. Em seguida, selecionamos o indice k& = k, em que
b, apresenta o menor valor.

Podemos acompanhar a evolucao da sequéncia by na Figura 20. O indice escolhido foi
k = 40.
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5 10 15 20 25 30 35 40
Ne de iteragdes

Figura 20 — Residuo no conjunto de Cross Validation no padrao de escoamento mistura.

Novamente, podemos verificar que nao ocorrem underfitting e overfitting, pela mesma
argumentacao feita na subsecao anterior. Os residuos atingidos na iteragao 540 no conjunto
de treinamento e CV foram 0,00023 e 0,00022, respectivamente.

A comparacao das fragoes calculadas usando o vetor 5;, com o vetor de fragoes vo-

lumétricas exatas do conjunto teste, pode ser observada na Figura 21.

—— Dados Exatos
—— Dados Calculados

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Exemplos

Figura 21 — Conjunto teste: Comparacao das fragoes volumétricas exatas com as calcu-
ladas.

7.1.2.1 Comparagao entre Método de Landweber e Método de Tikhonov

Separamos esta subsecao para compararmos o desempenho dos dois métodos utilizados
para determinacao da fragao volumétrica.
No caso do padrao de escoamento mistura, podemos verificar o grafico comparativo

na figura:
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—— Dados Exatos
—— Método Tikhonov

—— Método Landweber

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Exemplos

Figura 22 — Comparacao do desempenho dos métodos de Tikhonov e Landweber.

Podemos perceber que os graficos de ambos os métodos, praticamente se sobrepoem.
Ao somarmos o médulo das diferencas das fracoes calculadas pelas fragoes exatas, exemplo
a exemplo, e dividirmos pelo nimero de amostras (200 neste caso), obtemos tanto no
Método de Landweber, quanto no método de Tikhonov um erro médio de 0, 012.

Cabe salientar que a forma de resolucao do sistema linear no método de Tikhonov é

através da eliminacao Gaussiana.

7.2 Determinacdo do padrdo de escoamento

Na determinagao entre os trés padroes de escoamento, treinamos algoritmos com a
técnica de Regressao Logistica Multipla, utilizando o Método de Landweber.

Nesta técnica a partir dos dados dos potenciais elétricos gerados, o algoritmo deve
determinar a qual dos trés padroes de escoamento o exemplo pertence: padrao mistura,
estratificado ou anular.

Para ilustrar, temos na Figura 23, dois exemplos de condutividade v em €2, que repre-
sentam dois padroes de escoamento distintos, e em seguida, a imagem de seus respectivos

potenciais elétricos.
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(a) Exemplo Padrao (b) Exemplo Padrao
Estratificado Anular
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Figura 23 — Exemplos de diferentes padroes de escoamento e os respectivos potenciais.

Para a aplicacao da técnica de Regressao Logistica Multipla, precisamos realizar trés
Regressoes Logisticas Simples, uma para cada padrao de escoamento. Antes de realizar
as regressoes, com o intuito de evitar que o algoritmo seja tendencioso, embaralhamos
as 1000 linhas da matriz de potenciais de cada padrao de escoamento, através de uma
permutacao de inteiros. Depois, tomamos as primeiras 600 linhas das matrizes do padrao
mistura, do estratificado e do anular, e empilhamos nesta mesma ordem, uma sobre a
outra numa mesma matriz. Esta nova matriz de dimensao R'8%9%257 destinamos para o
conjunto de treinamento, que representa 60% do total dos exemplos. Os 200 exemplos
subsequentes de cada matriz embaralhada inicialmente, fazemos o mesmo procedimento
de empilharmos os dados, na mesma ordem de padroes, obtendo uma matriz com 600
linhas, que forma o conjunto de Cross Validation. Os 200 restantes de cada matriz,
repetimos o mesmo procedimento, e utilizamos para o conjunto de teste. Com os dados
organizados, realizamos as regressoes logisticas.

Como queremos classificar, nao nos sao necessarias as informagoes das fragoes vo-
lumétricas. Assim, para a regressao logistica do padrao de escoamento mistura, por

exemplo, associamos a matriz do conjunto treinamento um vetor Y € R0

, em que as
600 primeiras entradas tomam o valor 1, e as 1200 entradas restantes tomam o valor 0.
Dessa forma, o valor 1 fica associado aos exemplos do padrao mistura, e o valor 0 para os

demais.
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Para o padrao de escoamento estratificado e anular, realizamos a mesma associacao

R18%9 mas cada vetor Y possui o valor 1 nas

da matriz de treinamento com vetores Y €
entradas que correspondem aos exemplos do padrao que se esta realizando a técnica de
regressao linear.

Vamos apresentar agora o treinamento das regressoes logisticas através do método de
Landweber, e o respectivo CV, para cada padrao de escoamento.

A fungao hipétese para cada regressao linear, conforme (4.3), é:

ho(X) = 9(X0) (7.10)
em que:
g(z) = 1 +1e—z (7.11)

: RIB00x257 _y RIB00 isto &, a funcao sigmoide g :

Neste caso, cabe ressaltar que hy
R1800 s R0 ¢ aplicada em cada entrada do produto X6.

A fungao custo conforme (4.5), é:

7(6) = s [-¥ T log(h(X)) — (1~ Y7 log(1 — ho(X)] (7.12)

Da mesma forma que a fungao sigmoide, a funcao log é calculada entrada a entrada.
De forma similar a determinacao da fracao volumétrica, para o treinamento das re-
gressoes logisticas através do método de Landweber, partimos do vetor nulo 50 =0, e na
iteracao k + 1 seguimos na direcao oposta ao vetor gradiente de J (é\k) As iteragoes ficam

da seguinte forma:

~ Ao
Okt =0k — 7350% (hg,(X) =Y) (7.13)
ja que:
_ 1 T
VJ(0) = 1800X (he(X) =Y) (7.14)

Para o treinamento das fungoes hipdtese, realizamos 10000 iteragoes para cada padrao
de escoamento. O tamanho de passo obtido por tentativa e erro, foi de A = 0, 7 para todos
os trés padroes de escoamento. Podemos ver nas imagens da Figura 24, a evolugao das
fungoes custo J (/Q\k) para o treinamento da regressao logistica, em cada um dos padroes

de escoamento.
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Figura 24 — Treinamento das regressoes logisticas para cada padrao de escoamento.
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Podemos observar que o comportamento dos trés graficos é similar, com a distingao
de que o valor da funcao custo no treinamento para o padrao estratificado decai mais
rapidamente.

Para realizarmos o CV, usamos a matriz X e o vetor Y do CV para computarmos a
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seguinte sequéncia:

1
— ol () = Y (7.15)

Podemos acompanhar a evolucao da sequéncia ¢, para cada padrao na Figura 25.
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N de iteragdes

(¢) Padrao Anular

Figura 25 — Residuo nos conjunto de Cross Validation das regressoes logisticas para cada
padrao de escoamento.

Nos trés casos, a iteracao que apresentou menor residuo foi a ultima, isto é, £ = 10000.
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Da mesma forma que foi argumentado na subsecao 8.1, verifica-se que nao ha overfit-
ting e underfitting.

Dando sequéncia, para executar a classificacdo no conjunto teste, tomamos os trés
vetores 510000, que foram os que apresentaram menor residuo no conjunto CV. A partir de
cada um desses vetores, aplicamos hgwooo(X ), em que X € RO9X37 g30 0s potenciais do
conjunto teste. Assim, cada exemplo do conjunto teste esta associado a trés valores, um
para cada funcao hipdtese P, 0000 18tO €, um para cada padrao de escoamento. O padrao
cuja funcao hipdtese retornar o maior valor dos trés, é no qual o exemplo serd classificado.

Podemos observar o resultado dessa classificacao na Tabela 1. Nesta tabela, nas
colunas estao os nomes dos padroes de escoamento que sao as classificacoes exatas dos

exemplos, ja nas linhas, sao as classificacoes feitas pelo algoritmo.

Calculados/ Exatos | Padrao Mistura | Padrao Estratificado | Padrao anular
Padrao Mistura 200 0 0

Padrao Estratificado 0 200 0
Padrao Anular 0 0 200

Tabela 1 — Resultado da classificagao no conjunto teste.

Analisando a tabela, vemos que o algoritmo de regressao logistica classificou correta-
mente todos os exemplos do conjunto teste, resultado este que permite avancarmos para

o préximo passo, que € testar o algoritmo em dados com ruido.

7.3 Dados com ruido

Nesta subsegao, repetimos os procedimentos dos algoritmos das subsecoes anteriores,
tanto para a determinacao de fracao volumétrica quanto para a classificacdo do padrao
de escoamento. Porém agora, iremos inserir artificialmente ruido nos dados de entrada,
isto é, nos potenciais elétricos. Essa insercao de ruido ocorrerd apenas nos conjuntos de
Cross Validation e teste, sendo que o conjunto de treinamento permanecera sem ruido.
Realizamos este procedimento pois sempre teremos ruido na mensuracao de dados. O
objetivo é verificar a performance do algoritmo na presenca de dados com ruido.

O ruido ¢ inserido individualmente em cada exemplo. Para exemplificar, seja 2 o i-
ésimo exemplo de um dos padroes de escoamento. Definimos o vetor com ruido, respectivo

a @, com a porcentagem de ruido §, da seguinte forma:

. (@)
[ 7 7 7]
2 = :c()+6Hx()||Hn—. (7.16)

em que n € R%% ¢ um vetor aleatério gerado para cada exemplo, através do comando

rand do MatLab que utiliza a distribuicdo uniforme, com n® = [ny), ngi), e nggﬁ] , e cada

entrada —1 < n](.i) <1,7=1,2,...,256. Desse modo temos que

H:z:f;”—'x@)u
flzC]

= 4.
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Ap06s inserido o ruido, adicionamos uma entrada unitaria extra como primeira entrada
nos vetores x((;i), como ja mencionado, para facilitar a operacao matricial, de forma que
agora x((;i) € R»7,

Faremos a aplicacao para os valores de ¢ de 0,1, 0,3 e 0,5, isto é, 10%, 30% e 50%
de nivel de ruido. Cabe ressaltar que os ruidos nao sao cumulativos, isto é, apds inserido
o ruido de 10% por exemplo, realizamos os procedimentos no conjunto CV e teste até
finalizar os experimentos. Para testar com o préximo nivel de ruido, iniciamos novamente

o procedimento de insercao de ruido, a partir dos dados originais.

7.3.1 Determinacao de Fracao Volumétrica

Na determinacao da fracao volumétrica, apresentaremos apenas os procedimentos fei-
tos com o Método de Landweber.
Para retomar o raciocinio e ilustrar, apresentamos na Figura 26, o grafico da funcao

custo no treinamento da regressao linear para o padrao de escoamento estratificado.

- .

! | | \ | \
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
Ne de iteragdes

Figura 26 — Funcgao custo conforme cada iteracao no treinamento da técnica de regressao
linear, através do método de Landweber, no conjunto do padrao de escoa-
mento estratificado.

Seguindo o processo, aplicamos os vetores obtidos no conjunto de treinamento no
conjunto de CV, porém agora os dados deste conjunto apresentam ruido. O procedimento
adotado foi o seguinte: criamos 10 copias idénticas da matriz de CV, e aplicamos a cada
uma das linhas dessas matrizes o mesmo nivel de ruido ¢ conforme (7.16). Apds isso,
para cada uma das 10 matrizes, calculamos uma sequéncia ay, conforme (7.6), e fazemos
a média de cada uma das entradas dessas sequéncias. Os resultados para os trés niveis de
ruido estao apresentados na Figura 27. A iteracao onde o minimo é atingido sera o k.

Mesmo que graficamente a mudanca nao seja tao nitida, é possivel perceber que o
minimo atingido pela média das sequéncias a; aumenta com o aumento do nivel de ruido.

Além disso, esse minimo ¢ atingido num indice menor, conforme o nivel de ruido aumenta.

10000
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Figura 27 — Cross Validation das regressoes lineares para o padrao de escoamento estra-
tificado, com diferentes niveis de ruido.

Comparando os resultados dos trés niveis de ruido aplicados aos dados do padrao de

escoamento estratificado, com os dados exatos no conjunto teste, obtemos a Figura 28.



Fracdes Volumétricas de Oleo

0.8

0.6

0.4

Capitulo 7. FEzperimentos Numéricos

52
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Figura 28 — Conjunto teste: Fragoes volumétricas obtidas com diferentes niveis de ruido,
para o padrao de escoamento estratificado.

Para analisarmos de forma mais precisa, podemos observar na Tabela 2, a média

dos erros no conjunto teste, isto ¢, a média dos modulos das diferencas entre as fragoes

volumétricas calculadas e as fragoes exatas de cada nivel de ruido. Além disso, a mesma

tabela mostra a iteracao que apresentou melhor desempenho no CV.

Padrao Estratificado

Ruido | Média dos erros | Melhor Iteracao
0% 0,0028 10000
10% 0,0070 5285
30% 0,0163 2968
50% 0,0290 1706

Tabela 2 — Comparacao da média de erros no calculo das fragoes volumétricas e melhor
iteragao para cada nivel de ruido, para o padrao de escoamento estratificado.

Podemos notar a partir da Tabela 2, que conforme o nivel de ruido aumenta, a média

do erro no céalculo das fragoes volumétricas também aumenta. Também pode-se notar que

o indice da melhor iteracao aumenta conforme o nivel de ruido diminui. Isso porque, se

recordarmos da Secao 3.2, espera-se que o erro tenda a 0 e k— oo, quando  — 0.

Para os demais padroes, podemos observar nas Tabelas 3 e 4, comportamentos seme-

lhantes aos vistos no padrao estratificado.

Padrao Mistura

Ruido | Média dos erros | Melhor iteracao
0% 0,0120 10000
10% 0,0126 10000
30% 0,0188 10000
50% 0,0306 4111

Tabela 3 — Comparacao da média de erros no calculo das fracoes volumétricas e melhor
iteracao para cada nivel de ruido, para o padrao de escoamento mistura.

200
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Ruido | Média dos erros | Melhor Iteracao
0% 0,0093 10000
Padrao Anular | 10% 0,0122 10000
30% 0,0242 2780
50% 0,0356 1471

Tabela 4 — Comparacao da média de erros no calculo das fracoes volumétricas e melhor
iteracao para cada nivel de ruido, para o padrao de escoamento anular.

7.3.2 Determinacao do padrao de escoamento

Nesta subse¢ao, de maneira similar a anterior, sao utilizados os vetores obtidos no
treinamento da Segao 8.2.

O procedimento executado no conjunto de Cross Validation, também é o mesmo exe-
cutado na Secao 8.2, com a diferenca do procedimento de insergao artificial de ruido, que
¢é idéntico ao da subsec¢ao anterior.

Apresentamos na Figura 29 a evolugao dos residuos no conjunto de Cross Validation
do padrao de escoamento anular, para diferentes niveis de ruido.

Podemos observar nos residuos do conjunto CV do padrao anular, que conforme o
nivel de ruido aumenta, o residuo em todas as iteragoes também aumenta. Em particular,
podemos observar isso mais nitidamente na iteracao que apresenta menor residuo para os
trés niveis de ruido, que é a iteracao de indice k= 10000, em que conforme o aumento do
ruido, o residuo da iteracao k = 10000 se aproxima de 0,05.

Dando sequéncia, selecionados os vetores com menor residuo, para cada padrao de
escoamento, executamos o processo de classificagao para os dados com ruido do conjunto

teste e, da mesma forma que na Secao 8.2, construimos as Tabelas 5, 6 e 7.

10% de ruido

Calculados \Exatos | Padrao Mistura | Padrao Estratificado | Padrao Anular
Padrao Mistura 200 0 0

Padrao Estratificado 0 200 0
Padrao Anular 0 0 200

Tabela 5 — Matriz confusdo para a taxa de 10% de ruido.

30% de ruido

Calculados \Exatos | Padrao Mistura | Padrao Estratificado | Padrao Anular
Padrao Mistura 200 0 0

Padrao Estratificado 1 199 0
Padrao Anular 0 200

Tabela 6 — Matriz confusao para a taxa de 30% de ruido.
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Figura 29 — Cross Validation das regressoes logisticas para o padrao de escoamento anu-
lar, com diferentes niveis de ruido.

Podemos notar que a medida que o nivel de ruido aumenta, fica mais dificil para o
algoritmo classificar corretamente entre os padroes de escoamento, mas mesmo assim o

algoritmo apresentou um bom desempenho, pois com a taxa de 50% de nivel de ruido ele
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50% de ruido

Calculados \Exatos | Padrao Mistura | Padrao Estratificado | Padrao Anular
Padrao Mistura 196 0 4

Padrao Estratificado 0 200 0
Padrao Anular 0 0 200

Tabela 7 — Matriz confusao para a taxa de 50% de ruido.

erra a classificacao de 4 exemplos dentre os 600 do conjunto teste.
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8 Consideracoes Finais

Neste trabalho de conclusao de curso foram realizadas as implementacgoes numéricas
dos algoritmos de Machine Learning de Regressao Linear e Regressao Logistica para a
determinacao de fracao volumétrica e classificacao de padroes de escoamento, respecti-
vamente, através de dados simulados do problema inverso de tomografia por impedancia
elétrica aplicada a tubos de extracao de petréleo. Também fizemos a mesma imple-
mentacao para os dados simulados com ruido inserido artificialmente. Os treinamentos
dos algoritmos de Regressao Linear sem ruido foram realizados através dos métodos de
Landweber e Tikhonov. Ja os treinamentos das Regressoes Logisticas, tanto com quanto
sem ruido, e o treinamento da Regressoes Linear com ruido, foram feitos através do
método de Landweber.

Os resultados obtidos foram satisfatérios para as duas técnicas de Machine Learning
utilizadas, tanto no caso sem ruido quanto no caso com os ruido. Isso porque, no caso das
determinacoes de fragoes volumétricas, foram obtidos erros médios relativamente pequenos
tanto para os dados simulados sem ruido, quanto para os dados simulados com ruido. J&
na determinagio dos padroes de escoamento, a taxa de acerto se manteve alta (99,33%),
mesmo com 50% de ruido.

Tendo em vista os resultados obtidos, podemos dar continuidade aos estudos testando
o desempenho das técnicas utilizadas em dados reais. Além disso, podem ser exploradas
técnicas de Machine Learning mais avangadas, como redes neurais, para a determinacao
simultanea do padrao de escoamento e da fracao volumétrica, inclusive para escoamentos

com mais de 2 fases.
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APENDICE A - Espacos Normados e
Espacos de Hilbert

Neste Apéndice foram coletadas algumas definigoes e resultados importantes da Anélise

Funcional, baseados no livro de Kirsch (2011).

Defini¢ao 9. (Produto Interno) Seja X um espago vetorial sobre o corpo K =R ou

K = C. O produto interno é uma fun¢ao dada por:
(L) X xX—=K
com as sequintes propriedades:
. (5+9,2)
e (ax,y) = alx,y) para todo z,y € X e a € K,
e (z,y) = (y,x) para todo .,y € X,
o (x,x) € R e (x,x) >0, para todo x € X,

o (x,x) >0 sex #0.

Um espaco vetorial X sobre K com produto interno (., .) é chamado de Espa¢o Pré-Hilbert
sobre K.

As seguintes propriedades podem ser derivadas da definigao:
o (z,y+z) = (2,y) + (z,2) para todo z,y,z € X,
o (z,ay) =a(x,y) para todo z,y € X e a € K.

Definigao 10. (Norma) Seja X um espago vetorial sobre o corpo K = R ou K = C.

Uma norma em X € uma funcao:

.l : X =R
com as sequintes propriedades:
e ||z|| > 0 para todo x € X com x # 0,
o |lax|| = |all|z|| para todo x € X e a € K,

o [lz+yll < ll=ll + llyll para todo z,y € X.
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Um espago vetorial X sobre o corpo K com norma |.|| é chamado de Espa¢o Normado

sobre K.
A terceira propriedade da tultima definicao é chamada de desigualdade triangular.

Teorema 6. Seja X um espaco pré-Hilbert. A funcgao ||.|| : X — R definida por:

ol == /(@ 2y, @€ X
€ uma norma, isto €, possui as propriedades da 10. Além disso,

o |(x, )| < ||z|lllyl| para todo z,y € X (desigualdade de Cauchy-Schwarz),
o |z +y|*=|z|*+ |lyl|* + 2Re(z, y) para todo z,y € X,

o llz+yl® + llz —yl* = 2llxl* + 2llyll* para todo z,y € X.

Todo espago normado carrega consigo uma topologia induzida pela norma, isto é, po-
demos definir conjuntos abertos, fechados e compactos; sequéncias convergentes; fungoes

continuas; etc. Introduzimos a definicao de bolas de raio r e centro x € X por:
K(z,r)={yeX:|ly—zl<r}, Klzr]={yeX:|y—zf<r}.
Definicao 11. Seja X um espaco normado sobre o corpo K =R ou C.

1. Um subconjunto M C X € dito ser limitado se existe r > 0 com M C K(x,r).
O conjunto M C X € dito ser aberto se para todo x € M existe € > 0 tal que
K(z,e) C M. O conjunto M C X € dito ser fechado se seu complemento X\M ¢é

aberto.

2. Uma sequéncia (xp)r C X € dita ser limitada se existe ¢ > 0 tal que ||xi| < ¢
para todo k. A sequéncia (xy), C X € dita ser convergente se existe v € X tal
que ||z — zx|| converge a zero em R. Denotamos o limite por x = limg_ o0 Tk, 0U
escrevemos T — x conforme k — oo. A sequéncia (xy)r C X € chamada de
sequéncia de Cauchy se para todo € > 0 existe N € N tal que ||z, — zx|| < € para
todo m,k > N.

3. Seja (x)r C X seja uma sequéncia. x € X € dito ser um ponto de acumulagdio se

existe uma subsequéncia (ay, ), que converge para x.

4. Um conjunto M C X € dito ser compacto se para toda sequéncia em M existe um

ponto de acumulacao em M.

E possivel provar que se o conjunto M é fechado se, e somente se, o limite de toda

sequéncia convergente () C M também pertence a M. Os conjuntos:
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int(M) = {x € M : existe € > 0 com K(x,¢) C M}

cd(M) = {x € X :existe (x)r C Mcom z = lim xk}
k—o00
sao chamados de interior e fecho, respectivamente, de M.

Teorema 7. Sejam X um espaco normado sobre o corpo K e M C X um subconjunto.

1. M € fechado se, e somente se, M = cl(M), e M € aberto se, e somente se, M =
int(M).

2. Se M # X € um subespaco, entao int(M) =0, e cl(M) também é um subespaco.
3. Em espagos de dimensao finita todo subespago é fechado.

4. Todo conjunto compacto é fechado e limitado. Em espacos de dimensao finita a
reciproca também vale (Teorema de Bolzano-Weierstrass): em um espago normado

de dimensdo finita, todo conjunto fechado e limitado € um conjunto compacto.

Uma propriedade crucial do conjunto de ntimeros reais ¢ a de ser um espago completo.
Esta é uma afirmagao que assumimos por sua necessidade em muitos resultados de analise

funcional.

Definigao 12. (Espaco de Hilbert e Espaco de Banach) Um espa¢o normado X
sobre o corpo K é dito ser completo ou um espago de Banach se toda sequéncia de Cauchy

converge em X. Um espaco pré-Hilbert completo é chamado de espago de Hilbert.

Definigao 13. (Complemento Ortogonal) Seja X um espaco pré-Hilbert (sobre K =
R ou C.

1. Dois elementos x e y sdo ditos ortogonais se (z,y) = 0.

2. Seja M C X um subconjunto. O conjunto:
M* :={z € X : (x,y) para todoy € M}
¢ chamado de complemento ortogonal de M.

M+ é sempre um subespaco fechado e M C (M*)+. Além disso, A C B implica que
B+ c At
O seguinte teorema é um resultado de fundamental importancia na teoria de espacos

de Hilbert e se baseia principalmente na propriedade do espago ser completo.
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Teorema 8. Teorema de Projecao Sejam X um espaco de Hilbert e V. C X um
subespago fechado. Entio V = (VY)L. Todo x € X possui uma tinica decomposicio da
formaxz =v+w, em quev €V ew € V*. O operador P: X —V, x — v, é chamado

de operador de projecao ortogonal em V' e tem a sequintes propriedades:
1. Pv = para todov € V, i.e., P* = P;
2. ||z — Px|| < ||z —V'|| para todo v' € V.

As propriedades anteriores implicam que Px € V é a melhor aproximacao de x € X

no subespago fechado V.
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APENDICE B - Operadores lineares e

limitados e operadores compactos

Para este Apéndice, vamos considerar X e Y espacgos normados e A : X — Y um

operador linear.

Definicao 14. (Operador Limitado) O operador linear A € dito ser limitado se existe
c >0 tal que:
|Az|| < c||z]| para todo x € X.

A menor dessas constantes é chamada de norma de A, isto é:

A
1A] = sup 1421
el

Teorema 9. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1. A € limitado.
2. A € continuo em x = 0, isto é, x; — 0 implica que Az; — 0.
3. A € continuo para todo x € X.

Para o caso em que Y = K, denotamos por X' := L(X,K) o espago dual de X.

/
?

Analogamente, (X’)" é chamado de espago bidual de X. A injecao canoénica J : X — (X')
definida por:

(Jo)l :=1(z), r€X,le X,

¢ linear, limitada, injetiva e satisfaz || Jz|| = ||z| para todo z € X.

Definigao 15. (Espac¢o Reflexivo) O espag¢o normado X € dito ser um espago reflexivo

se a inje¢do canonica € sobrejetiva, isto €, um isomorfismo que preserva a norma indo de
X no bidual (X')'.

O seguinte resultado fornece uma importante caracterizacao de X’ em espagos de
Hilbert.

Teorema 10. (Teorema Riesz-Fischer) Seja X um espaco de Hilbert. Para todo
x € X, o funcional f,(y) = (y,z), y € X, define uma fun¢io limitada de X para K, isto
é, [» € X'. Além disso, para todo f € X' existe um unico x € X com f(y) = (y,z) para
todoye X e
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11 = sup Ty
Tl

O 1ultimo teorema implica que todo espaco de Hilbert é reflexivo. Também implica na

existéncia de um unico operador adjunto para todo operador linear limitado A : X — Y.

Teorema 11. (Operador Adjunto) Seja A : X — Y um operador linear e limitado
entre espacos de Hilbert. Entdo, existe um unico operador linear e limitado A* : Y — X

com a propriedade:

(Az,y) = (x, A"y) para todo z € X,y €Y.

O operador A* .Y — X € chamado de operador adjunto de A. Se X =Y, o operador

A € chamado de operador auto-adjunto se A* = A.

Defini¢ao 16. (Operador Compacto) O operador K : X — Y ¢ dito ser compacto se

para todo subconjunto limitado S, K(S) € um conjunto relativamente compacto.

Um conjunto M C Y é dito ser relativamente compacto se para toda sequéncia li-
mitada (y;) C M tem um ponto de acumulagao em cl(M), isto é, se o fecho cl(M) é

compacto.
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