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RESUMO

O conjunto dos numeros reais € presente em diversos conceitos da Educacao Basica,
entretanto a formacao inicial dos futuros professores, tradicionalmente, nao equilibra
harmonicamente o rigor matematico com as devidas problematiza¢des a respeito dos
conceitos estudados. Como consequéncia tem-se que muitos estudantes da Educa-
cao Basica acabam construindo ideias inadequadas associadas, ndo poucas vezes, a
dificuldades epistemolégicas presentes nos assuntos relacionados ao R — em certos
pontos nem seus professores de Matematica pararam para pensar a respeito. Assim,
se faz necessario investigar quais ideias sobre numeros reais foram apropriadas por
estudantes que tiveram contato com numeros reais na Educacao Basica? Para tanto,
o objetivo geral foi de Investigar o que sabem os estudantes do curso de Matematica
e estudantes do Ensino Médio sobre os numeros reais, bem como os objetivos espe-
cificos foram conhecer as orientacdes curriculares brasileiras para a abordagem de
nameros reais no contexto escolar; mapear as principais dificuldades epistemoldgicas
acerca de conceitos relacionados com o conjunto dos numeros reais; identificar o que
dizem os estudantes que ja experienciaram o conjunto dos numeros reais e suas pro-
priedades em sua formacao. Posto isso, empregou-se uma pesquisa de campo, em
forma de questionario anénimo, para investigar o grau de entendimento dos estudantes
a respeito dos conceitos de numero racional, numero irracional, densidade e continui-
dade. Foram investigados 13 estudantes do 1° ano e 13 estudantes do 2° ano do
Ensino Médio, além de 29 graduandos dos cursos de Licenciatura e Bacharelado em
Matematica da UFSC campus Floriandpolis. Os alunos do 1° ano do Ensino Médio, na
maior parte dos casos, apresentaram mais atributos interessantes sobre os numeros
reais, em comparagdo com alunos do 2° ano. Os respondentes do Ensino Superior,
em geral, conseguiram responder satisfatoriamente se considerarmos as defini¢coes e
procedimentos proprios do Ensino Superior.

Palavras-chave: Numeros reais. Educacao Basica. NUmeros racionais. NUmeros irra-
cionais. Densidade. Continuidade.



ABSTRACT

The set of real numbers is present in several concepts of Basic Education, however,
the initial training of future teachers, traditionally, does not balance harmonically the
mathematical rigor with the proper problematizations regarding the concepts studied.
As a consequence, many Basic Education students end up building inappropriate ideas
associated, not infrequently, with epistemological difficulties present in matters related
to R - in certain points even his math teachers didn’t stop to think about it. Thus,
it is necessary to investigate which ideas about real numbers were appropriated by
students who had contact with real numbers in Basic Education? Therefore, the general
objective was to investigate what the students of the Mathematics course know and
high school students on the real numbers, as well as the specific objectives were to
know the Brazilian curricular guidelines for the approach of real numbers in the school
context; map the main epistemological difficulties about concepts related to the set
of real numbers; Identify what say students who have already experienced the set
of real numbers and their properties in their training. That said, a field research was
done, in form of anonymous questionnaire, to investigate the degree of understanding of
students about the concepts of rational number, irrational number, density and continuity.
13 students from the 1st year and 13 students from the 2nd year of the High School,
in addition to 29 undergraduates from the Licentiate and Bachelor’s Degree courses in
Mathematics at UFSC campus Florian6polis. Students in the 1st year of high school,
in most cases had more interesting attributes about the real numbers, compared to
2nd year students. Respondents from Higher Education, in general, they were able to
respond satisfactorily if we consider the definitions and procedures proper to Higher
Education.

Keywords: Real numbers. Basic education. Rational numbers. Irrational numbers. Den-
sity. Continuity.
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1 INTRODUGAO

O processo de construcao de um Trabalho de Conclusao de Curso (TCC) de um
estudante de Licenciatura em Matematica, em meu entendimento, deveria ter um olhar
especial para com a Educacao Basica, pois a habilitacao profissional que se obtera ao
final da graduacao permite que o sujeito exerca uma das maiores das profissdes: ser
professor de Matematica na Educacéao Basica.

Ademais, propor uma investigacdo que busque contribuir com a escola, para
além da universidade, é também uma responsabilidade social, principalmente quando
a disciplina envolvida é a Matematica — a qual é tida como obscura por grande parte
das pessoas que passaram pelo ambiente escolar.

O germe dessa pesquisa de TCC foi a disciplina de Metodologia do Ensino
da Matemaética, na qual realizei uma proposta de intervengdo que envolvia numeros
reais, a qual foi exposta para os demais colegas de turma. Embora a aula tenha
acontecido tranquilamente, a inquietacao sobre a efetividade do que pensei acabou
por me acompanhar até essa pesquisa.

Em setembro de 2019 assumi vaga de professor substituto na rede estadual de
ensino do estado de Santa Catarina e, dentre as diversas turmas pelas quais ministrei
aula naquele ano, em boa parte delas tive que lidar com o ensino dos niumeros reais,
mas nao conseguia iniciar a conversa sobre esse conjunto.

No ano seguinte foi diferente, pois consegui lecionar para estudantes do pri-
meiro ano do Ensino Médio desde o inicio do ano letivo, assim, pude experimentar
(como professor) boa parte do que havia pensado a respeito de como abordar sobre 0
conjunto dos numeros reais de forma menos complexa.

Assim sendo, considero a minha experiéncia anterior como suporte de reflexao
para a construcao da problematica dessa pesquisa. Embora tais experiéncias ainda
sejam iniciais, elas me permitiram (re)significar muitos pensamentos quanto ao ser
professor, pois como indica Jorge Larrosa (2002), a experiéncia tem a ver com o que
Nnos passa e nao com 0 que se passa.

Paralelamente ao trabalho que venho realizando com estudantes do Ensino
Médio, destaco as discussdes que acontecem as quartas feiras no grupo de estudos
de Insubordinagdes Criativas em Educacao Matematica (ICEM). Sem duvidas, as
problematiza¢des que ali acontecem, me fazem refletir muito sobre minhas préticas.

E relevante salientar que o ICEM é formado por professores de Matematica e
Pedagogia, bem como por formadores de professores, pds-graduandos e graduandos
das referidas areas do conhecimento, os quais reunem-se semanalmente para pensar
uma Matemética voltada para a Educacao Basica. Para além de um grupo de estudos,
considero o ICEM como uma familia e, sem as discussdes que ali acontecem, nao sei
Como seria um professor.
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Valendo-me de um dos rituais insubordinados vividos no ICEM, trago minhas
lembrancas e desconfortos como ponto de partida sobre o tema. Dentre as muitas
inquietacdes que me acometeram nesse primeiro ano de docéncia em escolas publicas
estaduais, o conjunto dos numeros reais foi 0 assunto mais desafiador para se tratar
com estudantes do Ensino Médio.

Em primeiro lugar, isso se deve ao pouco contato que tive com numeros reais
no Ensino Fundamental e Médio, que foi restrito a definicdes, por exemplo, funcdes
e matrizes, e exercicios de cunho operacional, como 0s que envolviam equacgdes e
inequacgoes, os quais nao me fizeram refletir sobre o que era esse conjunto.

Em segundo lugar, coloco em perspectiva a forma como os nimeros reais foram
abordados ao longo da minha licenciatura. Como boa parte dos assuntos que estudei
em minha formacao inicial, os niumeros reais possuem uma conexao direta com a
Escola Béasica, mas a forma como lidei com tal conceito na graduacgao é totalmente
inacessivel a estudantes para os quais leciono — vale ressaltar que usamos esse
conjunto em diferentes momentos no decorrer da graduacao, mas construir a ideia de
trabalhar com esse conjunto na Educagéo Basica ultrapassa a formalizagéo rigorosa
aplicada no referido curso.

Ademais, é interessante ponderar a forma como os livros didaticos abordam
aspectos relacionados aos numeros reais. Ao longo desses anos, seja como professor
ou aluno, tive contato com diversos livros que traziam uma sec¢ao sobre 0os numeros
reais. A forma como o assunto é apresentado me parece muito breve e insuficiente
para gerar uma boa ideia do que esse conjunto representa e das possibilidades que
ele propicia.

A titulo de exemplo, a aparicdo dos numeros reais em subconjuntos na reta, em
geral, ndo debate a diferenca entre entre os conjuntos A = [0,1] e B =]0, 1[. Nessa
problematizagdo pode ser inserida a ideia de elementos de B chegarem tao perto
quanto se queira dos elementos de A, mas nunca B sera igual A. Essa € uma discussao
que, ao meu ver, nao cabe somente para a Educacao Bésica, cabe também ao Ensino
Superior, como em uma disciplina de Introduc¢édo ao Célculo.

De mais a mais, as nocoes de numeros reais, assim como 0s conceitos que
sao estruturados envolvendo o conjunto que eles constituem, podem ser observados
em boa parte dos conteudos que sédo apresentados a estudantes do Ensino Médio.
Como evidenciam pesquisas nacionais e internacionais, muitas das dificuldades dos
alunos na aprendizagem de limites e continuidade de fungdes, a titulo de exemplo, sdo
decorrentes da falta de compreensao de propriedades do conjunto dos numeros reais
(PENTEADO; SILVA, 2009).

Construir o conjunto dos numeros reais € uma problematica tanto do ponto de
vista formal, quanto do ponto de vista do ensino. Embora o assunto em questao esteja
presente em boa parte da Educagéo Basica, seu ensino vem tendo atengdo no campo
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da Educacgao Matematica nos ultimos anos (GOMES; ET AL, [2014).

Dentre as diversas razdes para a ocorréncia desse fendmeno, cabe destacar a
argumentacao de que na Educacdo Bésica os numeros reais sao tratados de maneira
superficial, basicamente por exemplos, enquanto que na licenciatura, momento propi-
cio para fazer o sujeito conseguir tecer uma maior significacdo de conceitos ja vistos
na escola ainda permanece uma abordagem essencialmente formalista sobre o tema,
0 que nao qualifica o futuro docente a discutir, de modo significativo, os nimeros reais
no ambiente escolar (BROETTO; SANTOS-WAGNER; 2019).

Sendo assim, optamos por uma abordagem ao longo do texto que possa ser
discutida em salas de aula da Educacao Basica, o que reflete numa simplificagcao
consciente de notacdes e definicbes matematicas.

Levando em consideragao o exposto, formulei a seguinte questao de investiga-
cao: quais ideias sobre numeros reais foram apropriadas por estudantes que tiveram
contato com numeros reais na Educacao Basica?

1.1 OBJETIVOS

Visando responder a tal questionamento € que trazemos os seguintes objetivos.

1.1.1 Objetivo Geral

Investigar o que sabem os estudantes do curso de Matematica e estudantes do
Ensino Médio sobre os numeros reais.

1.1.2 Objetivos Especificos

e Conhecer as orientagdes curriculares brasileiras para a abordagem de numeros
reais no contexto escolar;

e Mapear as principais dificuldades epistemoldgicas acerca de conceitos relaciona-
dos com o conjunto dos numeros reais;

¢ Identificar o que dizem os estudantes que ja experienciaram o conjunto dos
ndmeros reais e suas propriedades em sua formacao.

Para tanto, a pesquisa esta estruturada em: aspectos abordados sobre o con-
junto dos numeros reais em documentos oficiais, buscando averiguar quais sao as
recomendagdes para se trabalhar com o conjunto R; pressupostos teéricos no ambito
dos conceitos matematicos. Nesta secéo a ideia foi de estabelecer os conceitos for-
mais de numeros racionais e irracionais, assim como as definicdes de continuidade e
densidade; pressupostos epistemoldgicos envolvidos, buscando propor discussdes a
respeito dos conceitos formais, colocando em voga as principais dificuldades aponta-
das no estudo dos mesmos; a secao “o que revelou esta investigacao?” busca expor
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as principais conclusdes obtidas na pesquisa de campo; por fim, as conclusdes e pos-
siveis caminhos sintetizam as observacoes registradas e langam novas possibilidades

de investigacao a partir deste trabalho.
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2 ASPECTOS ABORDADOS SOBRE O CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS EM
DOCUMENTOS OFICIAIS

Buscando subsidiar conceitualmente a pesquisa, realizamos um levantamento
bibliografico documental sobre o conjunto dos numeros reais. Para tanto, consultamos:
Repositorio Institucional da UFSC, o Curriculo do Territério Catarinense (2019), os
Parametros Curriculares Nacionais (1997), as Orientagdes Curriculares para o Ensino
Médio (2006), Base Nacional Comum Curricular (2017) e a Base Nacional Comum
Curricular para o Ensino Médio (2018).

Em um levantamento inicial, procuramos entender o que outros estudantes do
curso de Matematica da UFSC ja pensaram (em Trabalhos de Conclusédo de Curso)
sobre numeros reais articulados com a Escola Basica. Para tanto, foi elaborada uma
busca no Repertério Institucional da UFSC (cujo acervo contém os trabalhos de conclu-
sao de curso da Matematica), no dia 5 de novembro de 2020, utilizando os seguintes
descritores de busca:

e “numeros reais” resultou em 85 resultados;

e “numeros reais” + “ensino” resultou 49 resultados;

e “numeros reais” + “ensino” + “educacao” resultou em 36 resultados;

e “numeros reais” + “ensino” + “educacao” + “escola” resultou em 32 resultados;

e “numeros reais” + “ensino” + “educacao” + “escola” + “educagao matematica”
resultou em 25 resultados.

Com base nos descritores, os resultados mostrados exibiam trabalhos que ti-
nham as referidas palavras em alguma parte do texto. Sendo assim, os 25 resultados
restantes foram examinados com o intuito de aferir a proximidade com nossa proposta
de investigacao. Sendo assim, segue no quadro 1, os trabalhos analisados.
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Quadro 1 — Trabalhos de Conclusido de Curso analisados

Nome do autor Titulo das obras Ano
Adriana  Aparecida | O valor didatico da hist6ria da matematica 1997
Dambros
Christiane Wenck | Um pouco da histéria do departamento e do | 1999
Nogueira curso de matematica da Universidade Federal
de Santa Catarina
Protasio Kraieski Abordagem de matrizes no ensino médio 1999
Ana Clara Caldas | O lugar da resolugéo de problemas nos parame- | 2000
Fiel tros curriculares nacionais e na licenciatura em
matematica da UFSC
Josiane Marques | Abordagem da equagéo do 2° grau através da | 2000
Motta resolucado de problemas: uma aplicagéo no en-
sino fundamental
Manoel Marino Mar- | Logaritmos 2000
tins
Sabrina Nunes Pires | Matrizes no ensino médio 2000
Marcia Maria Bernal | FragGes: reflexdes sobre conceitos e significa- | 2001
dos
Juliano Espezim So- | Demonstrag¢des no ensino fundamental e médio | 2002
ares Faria
Narjara Boppré Phi- | Sistemas de equagbes lineares: um estudo dida- | 2003
lippi tico
Luciano Hammes Tendéncias metodolégicas atuais na pratica dos | 2003
ensinos dos estagiarios do curso de matematica
Karina Zolia Jaco- | Polindmios de “saber a ensinar” a “saber ensi- | 2003
melli nado” em 72 série
Edson Mayer O curriculo de 1994 do curso de licenciatura em | 2004
matematica da UFSC na visdo dos egressos
Franciely Samistraro | Fungdes trigonométricas: senx, cosx e tgx es- | 2004
tudo de proposicoes de abordagem no ensino
médio
Piersandra Siméao | Relagédo como o saber: Alunos de 82 e 92 fase | 2005
dos Santos do curso de matematica
Marize Richartz Potenciagao: um estudo didatico 2005
Taciana Zardo Equagdes do 1° grau: um estudo didatico 2005

Continua na préxima pagina...
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Nome do autor Titulo das obras Ano
Valdir Damazio Ju- | O papel das representagdes semiéticas na pro- | 2006
nior dugéao do conhecimento matematico e suas apli-

cagdes na educacao
Karla Aparecida Lo- | Atividade envolvendo tipos de softwares educa- | 2007
vis cionais
Mayna Volker dos | Um estudo sobre demonstracoes em livros de | 2008
Santos ensino médio

Sabrina Leal Matematica moderna: uma andlise comparativa | 2008
em livros didaticos
Ana Paula Bombas- | As novas diretrizes curriculares para a formagao | 2009
saro de professores: a experiéncia do curso de mate-
matica da Universidade Federal de Santa Cata-
rina

Cassia Aline Schuck | O olho no infinito ou o infinito no olho? pensando | 2012
matematica por meio de pinturas de Victor Mei-
relles

Fernando Correia O jogo como metodologia de ensino na matema- | 2012
tica: Um acervo para os professores
Alexsandro Schnei- | A aprendizagem da algebra nos anos finais do | 2013
der ensino fundamental

Fonte — O autor

De modo geral o termo “numeros reais” esteve presente em trabalhos que ex-
plicitam o curriculo do curso de Licenciatura em Matematica (nesse caso, o termo é
somente um dos diversos conteudos propostos no documento) e esteve presente em
definicdes, como de fungdes e matrizes, bem como em exercicios que foram examina-
dos ou propostos durante a producao dos trabalhos. Contudo, ndo foram localizados
trabalhos que discutissem especificamente sobre os numeros reais relacionados com
a escola de Educacao Basica.

Partindo para um ambito maior da pesquisa, visando explorar o que se entende
por numeros reais na escola, foram investigadas no dia 7 de novembro de 2020 as
palavras-chave "nimeros”, "reais”, "racionais” e "irracionais” nos seguintes documentos
oficiais: no Curriculo do Territério Catarinense (2019), nos Parametros Curriculares
Nacionais (1997), nas Orientacdes Curriculares para o Ensino Basico (2006) e na Base
Nacional Comum Curricular (2018). Vale ressaltar que a reducéo de palavras-chave
na pesquisa se deve ao fato de que os documentos em questao ja sao construidos
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para a Educacéao Basica e, portanto, bastava aplicar os termos citados para se ter um
panorama geral de como o conjunto dos reais foi pensado para ser trabalhado nas
instituicbes de ensino.

O Curriculo do Territério Catarinense (2019), sé tem disponivel a versao que é
destinada ao Ensino Fundamental. Nesse documento, o conjunto dos numeros reais
é abordado somente no 9° ano, na unidade tematica de Numeros (SANTA CATARINA,
2019).

Em linhas gerais, o documento prescreve que se aborde a importancia dos nu-
meros reais para mensurar qualquer segmento de reta. Ademais, expde a importancia
dos numeros reais por meio de: calculos de poténcias que tenham expoentes que racio-
nais, bem como por meio da resolugéo e formulacao de problemas (SANTA CATARINA,
2019). Nessa direcao, cabe frisar a habilidade principal a ser desenvolvida no estudo
desse conceito:

Reconhecer que, uma vez fixada uma unidade de comprimento, existem seg-
mentos de reta cujo comprimento nao é expresso por nimero racional (como
as medidas de diagonais de um poligono e alturas de um triangulo, quando se
toma a medida de cada lado como unidade). Reconhecer um nimero irracio-
nal como um numero real cuja representagao decimal € infinita e nao periddica,
e estimar a localizagao de alguns deles na reta numérica (SANTA CATARINA,
2019, p. 338).

Os Parametros Curriculares Nacionais (1997), por sua vez, nao falam explicita-
mente sobre numeros reais, entretanto, na secao que trata sobre nimeros e operacées
recomenda para os anos finais do Ensino Fundamental que o estudante consiga am-
pliar seu entendimento sobre os conjuntos numéricos, bem como seu entendimento
sobre nimero. Apesar de ser uma sec¢ao curta, os irracionais sdo mencionados junta-
mente com os racionais com o intuito de impulsionar o estudante da Escola Basica a
lidar com as diferentes representacoes desses numeros (BRASIL, 1997).

As Orientacdes Curriculares para o Ensino Médio (2006), no bloco Numeros e
operacées, defendem que se proponham problemas que ampliem os campos numé-
ricos até que se chegue aos numeros reais. Para tanto, ressaltam a relevancia dos
irracionais como uma solucao para resolver o problema dos segmentos incomensura-
veis (BRASIL, 2006).

No documento comentado anteriormente, ha a énfase para se trabalhar com as
raizes quadradas de numeros naturais que nao sdo quadrados perfeitos e 7t, bem como
ratificam a importancia de se apresentar a representacao decimal e localizar alguns
nameros reais na reta numérica. Ademais, colocam uma possibilidade de contextualizar
os irracionais por meio da Histéria da Matematica, mais precisamente com a crise que
os irracionais geraram no desenvolvimento da matematica grega (BRASIL, 2006).

A Base Nacional Comum Curricular (2017) voltada ao Ensino Fundamental, trata
sobre a importancia dos alunos lidarem com problemas que demandem uma amplia-
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cao de conjuntos numéricos, de forma que fique frisada a relevancia dos irracionais.
Posteriormente, o documento propée uma estrutura de objetos de conhecimento e
habilidades que sdo os mesmos adotados pelo Curriculo do Territério Catarinense,
incluindo o publico ao qual se destina (BRASIL, [2017).

A Base Nacional Comum Curricular destinada ao Ensino Médio (2018) é mais
vaga quanto aos numeros reais. Nesse documento, estabelece-se a relevancia de se
trabalhar com problemas que envolvam os diversos conjuntos numéricos em diferentes
contextualiza¢des, como a formal, a social e a inter relacional com outras areas do co-
nhecimento — instru¢éo essa que ja aparece na Base Nacional do Ensino Fundamental.
A instrucao direcionada ao Ensino Médio encontra-se na sub secao relacées e inter
relagées, da seguinte maneira: "A propria ideia de medida pode ser definida como uma
funcdo que associa um numero real positivo (correspondente a certa quantidade de
unidades) a um comprimento, area ou volume” (BRASIL, 2018).

Por meio dessa investigacao inicial, fica evidente a preocupacéo dos documen-
tos em ampliar a percepcao do estudante da Escola Basica no que tange ao conceito
de numero. Nessa direcao, apontam que os numeros irracionais devem ser abordados
e sua representacao decimal (infinita e nao periddica) deve ser frisada, bem como as
propriedades algébricas desse conjunto.

Por outro lado, apesar de existir breve comentario sobre o uso da reta numérica,
os documentos legais deixam a desejar sobre a abordagem do conceito de continui-
dade na reta real.

A relevancia de discutir sobre a continuidade da reta é fazer com que, de fato, os
estudantes concebam que o objeto geométrico que possui infinitos pontos representa
coerentemente os elementos do conjunto dos numeros reais, ou seja, cada numero
real pode ser representado na reta de modo a preenché-la completamente, o que nao
€ verdade, por exemplo, quando se trata apenas do conjunto dos numeros racionais.
Embora todos os elementos do conjunto Q possam ser listados na reta, ainda sim, tais
elementos ndo sao o suficiente para cobrir a reta.

Outro conceito de igual importancia e que também néo é explicitado nos referi-
dos documentos é o conceito de densidade do conjunto dos nimeros racionais e do
conjunto dos numeros reais.

Discutir sobre a densidade propicia um entendimento de uma propriedade muito
importante dos nimeros reais. Quando um documento, que esta intimamente ligado
com o curriculo pensado e praticado nas escolas, ndao explicita a necessidade de se
dialogar sobre esse conceito, possivelmente as discussdes nas salas de aula acabem
por ndo acontecer e o que fica em voga sao propriedades algébricas de modo breve —
a titulo de exemplo, exercicios para determinar se dois nUmeros operados sao racionais
ou irracionais.
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3 PRESSUPOSTOS TEORICOS NO AMBITO DOS CONCEITOS MATEMATICOS

Visando demarcar um ponto de partida para a discussao que sera tecida na
sequéncia, se faz necessario propor, brevemente, uma conceituagao para os objetos
de estudo.

E importante salientar que para efeito de discussdes posteriores, assume-se
conhecido o conjunto dos numeros naturais (N) e o conjunto dos numeros inteiros (Z).

Um pensamento que sera assumido é o Principio da economia, o qual sempre
leva a optar — entre dois caminhos possiveis que levam para o mesmo fim — pelo
caminho mais simples e menos complicado (CARACA, 1951).

Essa forma de raciocinar acarreta uma condicdo muito importante para o que
esse trabalho propora, uma vez que assume conhecidos N e Z, assim como a inclusao
que é trabalhada na Educacao Basica: N C Z.

Ademais, ja se pressupde um conjunto de regras operatorias que advém de
propriedades formais das operag¢des nesses conjuntos, cabendo ressaltar que se forem
usadas como base para outras extensdes, essas mesmas propriedades num contexto
amplificado ndo podem se contradizer com o que foi estabelecido no contexto mais
reduzido (CARACA, 1951).

A titulo de exemplo, considere as seguintes operagdes: a- 0 e bY. Ora, no
contexto de Z, foi visto que a multiplicado por zero é igual a zero, bem como b elevado
a zero éigual a 1 para b # 0.

Se propusermos um conjunto que considere sabida as operacdes e proprieda-
des ja validas no conjunto dos numeros inteiros e, além disso, exija algo a mais, entao
seré considerado valido nesse novo conjunto resultados como a-0=0e b0 = 1.

Ao fazermos uso do principio descrito anteriormente, temos a vantagem de res-
gatar propriedades mais imediatas, tais como: associatividade, comutatividade, exis-
téncia de elemento neutro, existéncia de elemento oposto para as opera¢des de adicao
(+) e de multiplicacéo (-), bem como vale a distributividade — relacdo essa que envolve
as operacdes comentadas.

Outro pressuposto em que o presente trabalho se fundamenta é a soma de
segmento. Dados trés pontos colineares (incidentes numa mesma reta) A, B e C,
formando os segmentos AB, BC e AC = AB U BC, entao consideraremos a soma das
medidas dos segmentos AB + BC = AC.

Em termos de construgdes com régua e compasso, vamos assumir conhecido
o tracado de retas perpendiculares e paralelas.

1

Formalmente o comprimento de um segmento é associado com um nimero real positivo, entretanto
resolvemos omitir essa questao para fins didaticos e, assim, consideraremos apenas as construgées
geométricas sem nos preocupar com a “natureza” do nimero associado a uma dada medida
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3.1 NUMEROS RACIONAIS

Do ponto de vista formal, o conjunto dos numeros racionais (Q) surge da impos-
sibilidade de se obter o inverso multiplicativo para niumeros diferentes de 1 e —1 no
conjunto dos numeros inteiros (IEZZl; MURAKAMI, [2013).

O conjunto Q pode ser entendido como fracées na forma g, de formaque ae b
sdo numeros inteiros e b # 0.

Mais formalmente, no produto cartesiano de Z x Z, consideraremos a relacao
7 x L* o

~Y

de equivaléncia (a, b) ~ (c, d) se e somente se a- d = b - c¢. Definimos Q :=

a a c¢
denotamos (g, b) = b Perceba que 54 se esomentesea-d=>b-c.
Def: Para quaisquer a e ¢ elementos de Z e para quaisquer b e d elementos de
Z*, consideramos:

e Adicao entre numeros racionais 2 + c_ a-d+b-c
b d b-d
e Multiplicagao entre nimeros racionais ac_ac
b d b-d

Para um numero racional na forma g, o0 numero a é chamado de numerador e
0 numero b é chamado de denominador.

Considere Q* como sendo o conjunto dos nlimeros racionais cujo denominador
é igual a 1, ou seja, Q¥ = {%’ €Qlqge Z}. Vamos verificar as condi¢cdes expostas
anteriormente:

¢ Igualdade: 19 = 1£ = q=r

¢ Adigéo: £7+1£_ =q+r

1
qr_9qr_aqr
171717 1

e Multiplicacéo: 1

=q-r

Note que os elementos do conjunto apresentado possuem comportamento si-
milar aos nimeros inteiros. Dai, pode-se dizer que essencialmente Q# é o mesmo
conjunto que Z. Como Q% é subconjunto de Q, é razoavel a seguinte inclusdo: Z c Q.

Lembre-se da discusséo inicial da sec¢ao, a qual aponta os numeros racionais
como um “ambiente propicio” para se pensar nos inversos multiplicativos, ou seja, um
conjunto que amplia a operacgao de divisdo. Sendo assim, veremos a propriedade que
trata sobre inverso multiplicativo:

. L a .
Prop: Dado um numero fracionario qualquer, na forma b’ onde a # 0, existe um

. , . b a b . b, e
Unico numero racional 3 de forma que T 1. O nimero p € chamado de simétrico
ou de inverso multiplicativo.
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Prop: Vamos considerar, também, a seguinte igualdade:

a a -a a
(—1)-—:——:—:—_
b b b -b
Perceba, com base nas discussdes apresentadas, que é possivel definir a ope-
racao de divisao para o conjunto Q*, da seguinte maneira:
. a _c . . a c a
Def: Para quaisquer b e g (b e d ndo nulos), definimos 5 : b
Uma outra forma de visualizarmos os elementos dos numeros racionais é por
meio de sua representacéo decimal.
, a . -
Para representarmos um racional 5 na forma decimal, basta dividirmos a por b.

Nesse processo de troca de notagéo, pode acontecer duas situacgoes.

e Os numeros podem ter representagdo decimal e finita, como por exemplo:
1 80 3 1

§=0,5§ m=0,8; §=1,5; ﬁ

e Os numeros podem ter representacdo decimal infinita e periodica, isto é, a parte

= 0,0625.

decimal € infinita e se repete de periodo em periodo, como por exemplo, 3=
0, 33338.... Nesses casos, vamos denotar a parte que se repete nos periodos

. . .1
através de um trago na parte superior. Assim, 3= 0,3.

Vejamos mais exemplos: = = 0, 142857; % =0, 35416; =0, 045.

22

~N| =

Uma observacao, que sera problematizada posteriormente, é a seguinte: da-
dos dois numeros racionais distintos, sempre conseguimos exibir um outro racional
entre eles. Veja que isso € aceitavel, pois podemos aplicar a média entre esses dois
racionais.

Note que a observacao anterior ndo é verdadeira para os conjuntos N e Z, basta
considerar dois numeros consecutivos, por exemplo 0 e 1.

3.1.1 A articulacao da geometria com a construcao de segmentos de medida
racional

Antes de efetuarmos a construcdo de um determinado segmento usando o
Teorema de Tales, € importante discutir o motivo que nos levou a considerar importante
construir, com régua e compasso, 0S humeros racionais.

A proposta dessa pesquisa olha para o conjunto dos numeros reais. Assim
sendo, € interessante que 0s conceitos que alicergcam o entendimento sobre esse
conjunto sejam expostos numa perspectiva que possibilitem o melhor entendimento
possivel.

Nessa direcdo, Pasquini e Baroni (2007) ratificam a importancia de proporcionar
um carater geométrico para se introduzir o conjunto dos nimeros racionais e o conjunto
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dos numeros irracionais, visando, assim, adentrar no conjunto dos nimeros reais no
contexto escolar (PASQUINI; BARONI, [2007).

Para mais, € interessante trabalhar os conceitos geometricamente, pois colabora
para um melhor desenvolvimento cognitivo dos jovens (IMENES; LELLIS, 2007). Além
disso, os autores enfatizam a questao ao afirmar que:

Ha indicios de que criangas que trabalham com formas geométricas, tornam-
se mais organizadas, desenvolvem coordenagao motora e visual, melhoram a
leitura, compreendem mais rapidamente graficos, mapas e outras informagées
visuais (IMENES; LELLIS] 2007, p. 28)

Outro beneficio de se trabalhar no ambiente motivado pelo desenho geométrico
é a formacao de uma linguagem grafica para os estudantes, linguagem essa que € uma
maneira concisa, precisa e universal de comunicar ideias. Vale salientar que o sujeito,
ao experienciar construcdes de medidas com régua e compasso, pode desfrutar de
grande satisfacdo ao ver que o processo culminou numa figura que sintetiza as ideias
perpassadas (ZUIN, 2001).

O préprio conceito de numero, na histéria da humanidade, surgiu atrelado ao
processo de medir e assim permaneceu até que membros da escola pitagérica aca-
baram promovendo uma desassociagdo entre numero e mensuragao. Passado esse
processo, 0s gregos conceberam 0s numeros como aritmos, cujo sentido € mais estrito
que o conceito de numero natural, pois nem zero e nem um sao considerados aritmos
(FERNANDES, 2017). Posto isso, embora os gregos nao lidassem com numeros na
forma como abordaremos, ainda assim faz sentido usar o legado deixado por eles so-
bre a geometria plana, tendo como objetivo significar os conjuntos numéricos a serem
abordados na perspectiva de construir segmentos.

Dada a discusséo tecida, veremos como construir um segmento cuja medida é
racional utilizando régua e compasso.

Considere um par de retas concorrentes (ilustrados na cor vermelha) cruzado
por um feixe de retas paralelas (na cor preta), como ilustrado na figura 1 a seguir.

O Teorema de Tales nos garante que se as retas concorrentes sdo cuzadas por

um feixe de retas paralelas, entdo a medida dos segmentos formados sao proporcio-
FH

nais. Com base na ilustragdo exibida anteriormente, temos que EG-al

Usaremos esse teorema a seguir.
3.1.1.1  Construgao de 1/n

Podemos usar o Teorema de Tales para construir (com régua e compasso)

1 , ~
segmentos de tamanho s onde n é um numero natural ndo nulo.

o . 1 .
Para fixar ideias, vamos construir o segmento de tamanho —. Para tanto, é neces-
sario estabelecer o que é o comprimento de medida unitaria. Nesse caso, ilustraremos
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Figura 1 — llustragéo do Teorema de Tales

Fonte — O autor

0 segmento de tamanho 1 por meio de UM, na figura 2.

Figura 2 — llustragdo do segmento unitario

Fonte — O autor

Nosso objetivo € achar um ponto X de forma que XM tenha comprimento igual a
1 - - _
3 Vamos iniciar a construcdo. Basta tracar uma reta r que incida no ponto U, de modo

que r seja diferente de W/I pois queremos usar o Teorema de Tales e, para tanto, as
retas r e W\/I “fardo o papel das retas concorrentes” no ponto U, como mostrado na
figura 3.

Figura 3 — llustragdo das retas concorrentes

/

/

/

Fonte — O autor
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Em seguida, sera marcado cinco vezes (com o compasso) um tamanho fixo
qualquer nessa reta r, de modo sequencial, como ilustrado na figura 4. a seguir:

Figura 4 — llustracdo dos tamanhos sequenciais

S
L---~.Ps/

. bt
. \

Fonte — O autor

Perceba que a primeira marcacao é centrada no ponto U, de maneira que
UPy = PyPs = P5P3 = P3P, = P4Ps. Assim sendo, o comprimento P4Ps &, por
construcao, 5 da medida do comprimento do segmento UPs5. Logo, basta tragar a reta
§5M e, posteriormente, construir uma reta paralela a §5M, de modo que incida em Py,
conforme figura 5.

Figura 5 — llustragéo do segmento 1/5

Fonte — O autor

Veja que X foi o ponto de cruzamento da reta paralela construida com o seg-

mento UM. Por meio do Teorema de Tales, temos que XM = % - UM. Lembre que UM

possuia comprimento unitario, logo XM = 5 que era 0 que gostariamos de construir.

. 1
Observe que o exemplo exposto pode ser estendido para - onde n € N*. Para
tanto, considere UM como segmento de comprimento unitario; o procedimento que
seguira é analogo ao caso anteriormente apresentado.
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Construa uma reta r, de modo que a intersecao entre r e W/I seja o ponto U.
Com o compasso, marque n vezes uma medida fixa na reta comentada, de modo que
UPy = PyP> = --- = P,_{Pp, onde n é um indice fixado pelo mesmo numero natural
nao nulo n.

Observe que a ultima construgéo nos fornece que Pj,_1Pp = % - UPn

Posteriormente, basta tragar a reta P,M e, em seguida, trace a reta paralela a
PnM que incide em P,,_1. Veja que essa constru¢do produzird uma interse¢cao com o
segmento UM, num ponto entre U e M; Chame esse ponto de X.

o1 :
Pelo Teorema de Tales, temos que XM tem medida - de UM. Como UM possui

. s 1 ] .
medida unitaria, temos que XM = s que era o0 que queriamos construir.

3.1.1.2 Construgéo de p/n

o

Perceba que construir um segmento do tipo = é a mesma coisa que fazer p

S

1 . . .
vezes 0 segmento - Dito de outro modo, € a mesma coisa que somar segmentos de

1
tamanho = em p parcelas.
Observando isso, basicamente, temos trés casos:

e Numerador ser igual ao denominador - esse caso é simples, pois como o deno-
minador nunca pode ser zero, entdao um numero natural dividido por ele préprio
seraigual a 1.

e Numerador ser menor que o denominador - é a ideia comentada de construir o

1 " . 1
segmento - e adicionar p parcelas de comprimento P

e Numerador ser maior que o denominador - nesse caso, a ideia € usar a divisao
euclidiana. Para melhor entendimento, veremos um exemplo.

Como construiriamos E?

Veja que, com base na definicdo de soma de numeros racionais, agruparemos
a maior quantidade possivel “num unico pacote” — o pacote é delimitado pelo denomi-
nador, que nesse caso € igual a 5. Posto isso, temos:
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13 5.2+43
5 5
_ 2.3
B 5 5
= 2+§
1
= 21+3§

Veja que ? foi “desmembrado” de modo que se tornou igual a uma soma
. . - e 1
envolvendo um multiplo da unidade adicionado com um multiplo de 5

Portanto, a dificuldade operacional recai em construir % da unidade, somar tal
comprimento trés vezes e, posteriormente, adicionar com duas vezes o comprimento
da unidade.

Com base no exemplo explorado, para efeito de numeradores maiores que 0s
denominadores, a ideia € escrever o numerador como um multiplo do denominador
somado com um resto, podendo o resto ser ou ndo igual zero — veja que no NOSSO
exemplo a divisdo euclidiana revelou que 13 = 5 - 2 + 3. Posteriormente, usamos a
definicao de adicao de numeros racionais para separarmos uma fracao em duas: a
que possui 0 multiplo da unidade e a que possui o0 resto nos numeradores.

Na terceira igualdade apenas houve um simplificacao, ja que o 5 estava mul-
tiplicando e dividindo. Por fim, a quarta igualdade exibe a construcdo que deve ser
efetivada com régua e compasso: adicionar duas vezes o tamanho unitario com o tripo
do segmento que mede um quinto da unidade.

Na pratica, nos apoiamos na definicdo de adicdo e multiplicacdo envolvendo
racionais para recairmos em uma constru¢ao que envolva apenas multiplos da unidade

adicionados com multiplos de uma fragdo de tamanho rS

Nesse momento o leitor pode se perguntar: a construcdo de niameros racio-
nais até entdo apresentada se refere a numeros racionais positivos. E os racionais
negativos? Ora, para construirmos um numero racional positivo, se faz necessario
estabelecer um tamanho de medida unitaria. Lembre que um ndmero negativo —x é
explicitado na reta numérica como simétrico, em relagcao a origem, ao numero positivo
Xx — isso significa que eles distam a mesma medida em relagdo a origem, mas diferem
guanto a orientacao, pois um esta a esquerda e o outro esta a direita do zero. Dito em
outras palavras, os inteiros trazem consigo a ideia de posicao simétrica em relacéao
a origem e, tradicionalmente, os positivos ficam a direita do ponto de origem, que
representa o numero zero.
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Tendo em vista o exposto, basta fixar a direita do zero o ponto que representa o
namero 1 e a esquerda do zero o ponto que representa numero —1. Com isso, podemos
fazer a construcdo do numero racional de modo independente de sua orientacéo e, ao
final, (dependendo se o racional em questao é positivo ou negativo) colocamos de um
lado ou de outro do zero, na mesma reta.

Perceba que o procedimento apresentado acaba possibilitando a construgéo
(com régua e compasso) de todos os numeros racionais, uma vez que todo niumero

. . ~ , . . a
racional pode ser escrito como uma razao entre numeros inteiros na forma t_)

3.1.2 Segmentos (in)comensuraveis

Antes de adentrarmos em segmentos incomensuraveis especificamente, € im-
portante observarmos um pequeno detalhe.

Para entender a construgdo do segmento % € importante lembrar que primeiro
foi fixado o segmento de tamanho unitario (UM) e, disso, seguiu a argumentacao
da secéao anterior. Assim sendo, vamos formalizar o que se entende por medida de
segmento, para que, na sequéncia, seja possivel tratar a respeito dos segmentos
comensuraveis.

Vamos explorar uma situag&o que envolve a ideia de medir segmentos com base
na unidade UM. Considere AB e CD dois segmentos distintos que serdo comparados
com repeito a um segmento unitario UM, conforme exibido na figura 6:

Figura 6 — Exemplo de segmentos comensuraveis

_____________________________________________________________________

Fonte — O autor

Conforme a ilustracédo anterior, vemos que AB é maior que UM e CD é menor
que UM (o caso em que AB e CD sao os dois maiores que a unidade ou 0 caso em
que AB e CD sao menores que a unidade, gerara uma observacao analoga). Portanto,
no exemplo apresentado é razoavel dizer que:

AB=2'UM+2-%UM,

1
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Assim sendo, podemos dizer que AB e CD podem ser escritos em termos da
mesma unidade UM. Observe que a unidade ser maior ou menor que 0 segmento
nao impede a comparacao entre os segmentos — quando a unidade é menor que o
segmento a ser comparado, acabamos tomando submultiplos do segmento unitario
e quando a unidade € maior que 0 segmento a ser comparado, acabamos tomando
multiplos do segmento unitario, como ilustrado no exemplo trabalhado.

Portanto, podemos dizer que AB e CD sdo segmentos comensuraveis. Com
isso, a definicdo de segmentos comensuraveis parecera razoavel:

Def: Sejam AB e CD segmentos quaisquer. Se existir um segmento cujo mdltiplo
ou submdltiplo mede simultaneamente os dois primeiros, entdo os segmentos AB e
CD sao comensuraveis.

Um observacado que decorre desta definicdo é que uma vez estabelecida a
comensurabilidade entre dois segmentos AB e CD, podemos ajustar o comprimento
unitario que estabelece essa propriedade entre tais segmentos, ou seja, podemos
construir um novo segmento unitario (mdultiplo ou submultiplo do comprimento unitario
ja conhecido), de maneira que AB e CD permanecem comensuraveis e podem ser
escritos como multiplos inteiros da novo comprimento unitario.

Assim sendo, bastariam os racionais para medir qualquer segmento na reta
numeérica? Como o proprio prefixo in sugere, existem segmentos que sdo incomensu-
raveis, isto é, que nao satisfazem a definicdo apresentada no paragrafo anterior.

A titulo de exemplo, veremos que a diagonal e o lado de um quadrado néo
sdo comensuraveis, de acordo com o trabalho A descoberta dos incomensuraveis
(AZEVEDO; PATERLINI, [2004). Para justificarmos essa afirmag¢ao, vamos provar que
sua negacdao é falsa. Isto €, suponha, por absurdo, que a diagonal e o lado de um
quadrado sejam comensuraveis. Considere Qq.1, Qq.2, Q1.3 € Qq,4 Vértices de um
quadrado (essa forma de denominar os pontos sera util posteriormente, por exemplo,
Q1.3 significa que é o ponto Q do quadrado 1 na posicdo 3) e uma diagonal desse
objeto geométrico, como ilustrado na imagem 7.

N&o podemos esquecer a diagonal d; e o lado /4 do quadrado sdo comensura-
veis, temos que existe um segmento de medida unitaria UM, tal que:

dy = ki - UM, para algum k; € N* e
l{ = my - UM, para algum my € N*.
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Figura 7 — Construcao do primeiro quadrado

Qo
14 Q1*3

Gy Qyx

Fonte — O autor

Por outro lado, como os lados do quadrado possuem a mesma medida, sem
perder generalidade vamos demarcar, por meio do compasso centrado em Qq,4 0
ponto Dy, de forma que Dy Qq.1 tenha a mesma medida que o lado do quadrado, como
segue na figura 8:

Figura 8 — Construgéo inicial no primeiro quadrado

CQya
1*4 Clywg

Qqaq Qe
Fonte — O autor
Agora, veja que podemos tragar uma reta perpendicular a diagonal mostrada,

de modo que essa reta perpendicular incide em Dy. Chamaremos de X; o ponto de
intersecdo entre a perpendicular tracada e o lado Q4,2 Q4.3, como segue na figura 9.
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Figura 9 — Construcao intermediaria no primeiro quadrado

Q.
1*4 01.3

Ly )

Fonte — O autor

Observe que o triangulo A Q4,301 X1 é retangulo, de forma que: £Qq,3D1Xq =
90° e ZD1Q4,3X7 = 45°. Portanto, como a soma dos angulos internos de um triangulo
é igual a 180°, podemos nos assegurar que o angulo ZQq,3X7 D¢ = 45°. Agora, trace o
segmento Q1 Xj.1- Nosso objetivo € verificar que os triangulos coloridos (A XDy Qq41
e AX1Qq,.0Qq,1) s&o congruentes, como ilustrado na figura 10.

Figura 10 — Construcao final no primeiro quadrado

Q.
1*4 01.3

Ly )

Fonte — O autor

De fato, tais triangulos s&o congruentes pelo caso hipotenusa cateto, ja que:

e Q4,1Xq € congruente a si mesmo — hipotenusa comum aos dois triangulos.
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e Qy,1D4 é congruente a Q4,4 Qq,0 — catetos congruentes por construgao.

Observe como Dy Qq,3 pode ser escrito:

D1Qiu3 = Q141 Q43— Q141 D4
= di—1h.
Logo, podemos construir um novo quadrado, de forma que Qq,3X; € sua diagonal,
como sera ilustrado a seguir na figura 11:

(1)

Figura 11 — Gerando a criacdo de um novo quadrado

Qs

Fonte — O autor

Observe, também, nesse novo quadrado que /, mede Dy Qq,3. Substituindo em
(1), temos:

b =dy— 1. 2)

Por outro lado, observe que a diagonal ds relaciona-se com o lado do primeiro
quadrado, da seguinte maneira:

do =11 — . (3)
Substituindo (2) em (3) temos:
do = =y
= h—(di-h) (4)
= 2li-4d;.

Agora, lembre que a hipotenusa é sempre maior que os lados de um triangulo
retangulo. Dai, temos que d» > . Adicionando l», em ambos os lados da desigualdade,
segue que:
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/2+d2>/2+/2.

Note que o lado esquerdo da desigualdade € igual a /; e o lado direito é igual a
2l>. Portanto, /1 > 2/ e, isolando kb, temos a desigualdade: b < %(QQ).

Agora, vamos realizar uma nova constru¢do. Considere o quadrado de vértices
Qo,1,Qo,0, Qo3 € (b,4, de forma que 0 mesmo kb comentado anteriormente seja a
medida desse novo lado, como ilustrado na figura 12.

Figura 12 — Construcao final do primeiro e segundo quadrado

1*2

Fonte — O autor

Observe que o quadrado novo (localizado a direita) respeita 0 que propomos no
paragrafo anterior. Por uma questéo de estilo, exibimos o quadrado anterior ao lado.

Nao causaria espanto ao leitor (dado que a construgéo foi analoga a anterior)
que a seguinte igualdade seja verdadeira:

I3 =DQ,3= Q0,1 Q03— Q30>
- o — .

Por outro lado, sabemos que:
A3 =h—1s. (6)

Realizando a substituicao de (5) em (6), vamos concluir algo ja esperado:
dz =2/ —db. (7)

Dai, temos que h +d3 > 3+ l3 <= b > 23 < k3 < %(QD). Veja que temos duas
desigualdades do tipo (©). Ademais, observe que cada quadrado novo vai ficando cada
vez menor, entretanto, sempre € possivel obter uma desigualdade do estilo (©).
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Perceba que ha um padrao nas desigualdades do estilo (©), a saber:

/n</'7—_1

2

In
In+1 < E

E veja que sempre podemos construir, de modo recursivo, um n-ésimo quadrado
e verificar essa desigualdade listada anteriormente.

De acordo com Elivan de Azevedo e Roberto Ribeiro Paterlini (2014), a contra-
dicdo que encontraremos é que In < UM e, simultaneamente, I, > UM.

Para justificar que In < UM, os autores recorrem ao Método da Exaustao ﬁ Por
outro lado, a construgao de /,, 4 foi feita respeitando a seguinte igualdade: /,,1 = dn—1In
(em termos de medidas de lados, o lado do novo quadrado € dado pela diferenca entre
a diagonal do quadrado anterior e o lado do quadrado anterior).

Como a diagonal e o lado sdo comensuraveis por hipétese do absurdo, ambas
carregam a unidade UM; ademais, a medida da diagonal d, é sempre maior do que
a medida do lado /s, 0 que nos permite dizer que In > UM (AZEVEDO; PATERLINI,
2004).

Com base na discusséo desenvolvida, temos uma justificativa sobre a impossi-
bilidade do lado de um quadrado e da medida de sua diagonal serem comensuraveis,
nao importando o valor de tais medidas.

Vale ressaltar que nesta discussdo podemos, de fato, dizer que existem gran-
dezas incomensuraveis, as quais rompem com a circularidade entre definicbes de
numeros irracionais e numeros reais, as quais serdo debatidas na figura 22, mais a
frente.

De mais a mais, é importante que o licenciando em Matematica perpasse por
uma problematizacdo como a que foi feita, com o intuito de, ao menos, conhecer outra
possibilidade além da que ja esta posta nos livros didaticos.

A titulo de exemplo, a prépria demonstracéo da irracionalidade do /2 ja assume
0s irracionais como numeros n&o racionais. Por outro lado, a explicacao apresentada

2 O Método da Exaustéo, também conhecido como Principio de Eudoxo, é dado da seguinte maneira:
. . - " . P P.
Sejam Py, Py, P>, P3, --- nimeros inteiros positivos tais que Py < ?1 P < ?2
assim por diante. Considere € > 0 um nimero qualquer. Entdo, existe um nimero natural n tal que
P, <e.
Para usarmos esse resultado, basta considerarmos e = UM e a sequéncia dos P, como a sequén-
cia construida com a medida dos lados .
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estabelece uma possibilidade, até entdo nao conhecida para estudantes do Ensino
Basico, de haver segmentos que ndo podem ser comensuraveis. Para a matematica
escolar uma vez conhecido o conjunto Q, € preciso suscitar um motivo para ampliar o
conceito de numero, valendo ressaltar que um dos principais motivos € a insuficiéncia
dos racionais para realizar a medida de um segmento qualquer a partir de uma unidade
de medida preestabelecida. Em termos técnicos, essa ideia recebe o nome de inco-
mensurabilidade e o exemplo mais comumente utilizado € o da incomensurabilidade
da diagonal de um quadrado em relagao ao lado (BROETTO, 2016).

Ademais, a demonstragdo comum nos livros didaticos do v/2 envolve argumen-
tos majoritariamente aritméticos atrelados ao fato de o quadrado ter lado de medida 1.
Em contrapartida, a argumentacao apresentada buscou traduzir, em esséncia, proprie-
dades geométricas e em uma linguagem algébrica, proporcionando uma generalizagao
do resultado para um quadrado (e sua respectiva diagonal) que tenha medida qualquer.

Outra potencialidade que acaba sendo explorada é a propria discussao envol-
vendo segmentos comensuraveis e incomensuraveis, didlogo esse que pode fornecer
um carater menos artificial ao numeros irracionais.

Contudo, ha de se considerar que algumas nocdes e justificativas trazidas an-
teriormente sdo préprias do contexto académico de um curso de Matematica, como
o Método da Exaustédo e a representacdo de numeros por meio de letras com subin-
dices, exibicdo essa que € mais comum no estudo de sequéncias. Nesse sentido, o
formalismo exagerado pode acabar implicando em problemas para um entendimento
de estudantes da Educacao Basica.

Assim, num contexto de Educacéo Bésica é interessante que o professor invista
em experimentacées com os estudantes, assim como perpasse por diferentes tipos de
representacao de um mesmo objeto de conhecimento, quando possivel.

3.2 NUMEROS IRRACIONAIS

No ambito da Educacao Basica, os primeiros exemplos de irracionais acabam
sendo as raizes. Geralmente /2 e a possivel generalizagéo para /p, ode p é um
namero primo, sao fortes candidatos. As demonstracdes formais que eles sao, de fato,
numeros irracionais estardo alocadas no Apéndice A.

Uma observacéo a ser feita sobre irracionais do tipo /p € a possibilidade de
construi-los com régua e compasso. Nessa direcao, construgcdes com régua e com-
passo podem romper com a ideia de um numero irracional ser sempre impreciso ou
sem padrdo. Para evidenciar tais ideias, vamos construir com régua e compasso a
medida /5.

Temos diversas maneiras de construir com régua € compasso esse numero.
Vamos comegar com a mais trabalhosa. Sabemos que com um quadrado cujo lado
mede 1, é possivel construir v/2. Vamos usar o compasso para ilustrar a posi¢éo do
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ponto /2 no plano cartesiano, como segue na figura 13.

Figura 13 — Construcéo de v/5 - localizando e marcando previamente v/2

NG '

0.5 : b

or

Fonte — O autor

Agora, vamos construir um triangulo retadngulo, de modo que o angulo reto esteja
em D. Ademais, queremos construir /3 e, portanto, temos que transferir a medida de

tamanho 1 para para a reta perpendicular e fechar o triangulo de medida /3, como
ilustrado na figura 14.

Figura 14 — Construcéo de /5 - construindo v/3

A}
. V2

=

e —

Fonte — O autor

Veja que isso faz sentido porque o Teorema de Pitagoras esta sendo verificado

Para limpar a figura, esconderemos a reta perpendicular e marcaremos /3 na reta
numeérica evidenciada no eixo x, como mostra a figura 15.

Agora, veja que a ideia serd analoga, isto €, tracaremos a perpendicular a
V3 e transferiremos o tamanho 1 com o intuito de construir o triangulo retangulo de
hipotenusa v/4. O resultado da construcéo, segue na figura 16.

Por fim, realizando mais uma vez o procedimento, teremos um tridangulo retan-
gulo de catetos 1 e V/4, dai, teremos o v/5, como segue na figura 17.
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Figura 15 — Construcéo de /5 - localizando previamente v/3

o

Fonte — O autor

Figura 16 — Construcéo de /5 - localizando V4

K

0.54

= 3~

05 0 08 1 /18

Fonte — O autor

Perceba que percorremos um longo caminho, entretanto, usando o Teorema de
Pitagoras de modo conveniente podemos evitar o excesso de construcées (como foi
exibido), porque v/5 = 22 +12, Logo, bastaria construir um triangulo retangulo cujo
um dos catetos mede 1 e o outro mede 2. Isso significa que toda a construgao feita,
poderia ter sido bem mais econdmica, entretanto essa escolha de ir pelo tracado mais
dificil implica que é possivel construir com régua e compasso qualquer raiz quadrada.

Observe que sempre € possivel construir v/n ndo importando quéo grande seja
0 nem questdo. Veja que o procedimento de construcao dessa espiral conhecida como
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Figura 17 — Construcéo e localizacdo de v/5

& —
e — — 7

Fonte — O autor

Espiral Pitagdrica ou Espiral de Teodoro de Cirene nos fornece numeros racionais e
irracionais.

Assim sendo, uma boa estratégia é ver a fatoragao do numero natural que esta
no radicando. A ideia é agrupar todos 0s numeros primos como poténcias e caso exista
ao menos um numero primo cuja poténcia nao seja multipla do indice da raiz, entdo o
namero sera irracional.

E importante citar que ndo existem apenas raizes no conjunto dos nlmeros
irracionais. Por exemplo, existem os irracionais classicos que sao apresentados na

. , 1+v5
escola, como 7t (pi), e (numero de Euler) e ®© = —% (numero de ouro).
Para falarmos da definigdo de numeros irracionais mais tranquilamente, precisa-

mos discutir o que sdo numeros reais.

3.3 NUMEROS REAIS

Como discutido anteriormente, podemos listar os nimeros racionais na reta
geomeétrica. Para tanto, basta escolher uma origem e um comprimento unitario, o que
nos permitird sempre localizar qualquer nimero racional na reta.

Def: Dado um par (A, B) sendo A e B subconjuntos de Q taisque AnB={}e
todo elemento de A é menor do que todo elemento de B, chamaremos (A, B) de corte
na reta.

Vejamos um exemplo. Seja A={ac Q| x2<2}e B={be Q| x2 > 2}, entdo
(A, B) = /2. Veja que o ponto que representa o nimero /2 divide a reta em dois
trechos, a esquerda do ponto e a direita do ponto. Melhor dizendo, no lado esquerdo,
temos os nimeros reais a tais que a2 < 2, assim como do lado direito temos os



Capitulo 3. Pressupostos tedricos no &mbito dos conceitos matematicos 42

nuimeros reais b tais que b? > 2, como ilustrado na figura 18.

Figura 18 — v/2 e os trechos laterais Ae B

b?>2

Fonte — O autor

Os trechos, citados anteriormente, sdo chamados de classes. Note que as
classes nao se misturam, ou seja, elementos da classe A, compostos por elementos a
nao pertencem a classe B, que tem elementos do tipo b e vice-versa. Além disso, ndo
h& ponto de B entre dois pontos de A e vice-versa.

Se considerarmos a reta como um objeto continuo, entdo sempre sera possivel
selecionar um ponto e observar as classes laterais a esquerda e a direita do ponto
em questéo. Isso nos indica como definir o conjunto R de manira a obtermos uma
identificacao entre seus elementos e pontos em uma reta geométrica.

Sendo assim, temos os ingredientes para apresentarmos uma definicdo razoavel
para numeros reais.

Def: Definimos R como o conjunto dos cortes. Um nuamero real x = (A, B) fica
representado na reta geométrica pelo ponto onde os conjuntos A e B se encontranﬂ

Considerando uma reta, uma origem e um segmento de tamanho unitario, pode-
mos observar que se o0 ponto que separa as classes represente um numero racional,
entdo este numero real sera racional. Por outro lado, caso o ponto que separa as
classes ndo seja um numero racional, diremos que esse numero serd irracional.

Nesse sentido, uma das definicbes mais conhecidas de numeros irracionais é:
“um namero real é dito irracional se ele nao puder ser escrito como razao entre dois
inteiros”.

Além disso, note que dados dois numeros reais distintos quaisquer, sempre sera
possivel estabelecer uma relacdo de ordem, ou seja, dizer qual nUumero é menor e qual
namero é maior.

Outra decorréncia da definigcao apresentada € conceber o conjunto dos numeros
reais como o conjunto que contém todos os numeros decimais. Observe que nao
construiremos efetivamente o conjunto dos nimeros reais, uma vez que destoaria muito
da realidade da Matematica vivenciada nas escolas. Por outro lado, € interessante
saber 0 que acontece quando operamos numeros racionais com irracionais.

3 Equivalentemente, x seria o supremo do conjunto A.
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3.3.1 Operacoes envolvendo numeros reais

Sejam x = (A, B) e y = (C, D) nUmeros quaisquer que pertencem ao conjunto
dos numeros reais.

Def: formalmente, a soma de dois numeros reais x + y = (A+ C,B + D), de
maneiraque: A+C={a+ccQ|acAceCleB+D={b+dcQ| beB,de D}

O produto envolvendo numeros reais segue a ideia de trabalhar com as classes,
mas um pouco mais delicadament.

Nao é de se espantar que as operacdes envolvendo os nimeros reais nao
sejam aprofundadas nos livros didaticos, haja vista o graus de abstracao exigido para
empregar uma discussao tedrica tdo densa.

Por outro lado, podemos partir para uma abordagem mais préxima do ambiente
da escola de Educacao Basica. Por exemplo, a Soma de dois numeros racionais €

também um numero racional, pois a definicao de como acontece a soma nos assegura

isso: g + ©_ ad + be Lbc

O produto de dois numeros racionais € também um nuamero racional, também
pela defini¢ao, ja que g . g = %.

Veja que a soma de dois irracionais nem sempre gera um namero irracional, por
exemplo: e + (—e) = 0, que é um numero racional.

Observe, também, que o produto de dois irracionais nem sempre € irracional,
2
por exemplo: 2 - /2 = [\/é] = 2, que é um ndmero racional.
. . . . a , L
Ao adicionarmos um numero racional ndo nulo b com um numero irracional x,

obteremos um numero irracional.
Dem: Vamos provar que a negacao da afirmacao feita é falsa. Suponha, por

a . , P
absurdo, que b + X resulte num numero racional, na forma 5
. a - .
Assim sendo, b + X = g Como a e b sao diferentes de zero, podemos isolar o
x da seguinte maneira:
p a pb—-aq
X=-—-———=—
q b qb
. pb—aq , , . - . L.
Veja que b € um numero racional e, dada a construcéo feita, x € igual a

esse numero racional, o que gera uma contradicao.
Veja que essa contradicdo veio de fazermos a suposicao de que um numero
racional somado com um irracional resultaria num ndmero racional.

. . : - a
De modo analogo, vamos provar que um numero racional ndo nulo —

b quando

multiplicado por um numero irracional x gerara um nuamero irracional.

4 De modo geral, é preciso primeiro definir (A, B)(C, D) quando (A, B) e (C, D) sdo positivos, como
sendo o corte determinadoporOu{a-c | ac Ae a>0,c € C e ¢ > 0} e seu complementar. Depois,
estende-se para todos os cortes (ndo necessariamente positivos) x = (A, B), y = (C, D), definindo
Xy =—(—x)y quando x<0e y >0; xy =—x(—y)quando x >0e y <0; xy = (—x)(—y) quando x <0 e
y<0;ex-0=y-0=0sempre.
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a , . . c
Dem: Suponha, por absurdo, que — - x gere um numero racional, do tipo —.

b d
, a c a, ., .
Sendo assim, temos 5 X" g Como b é diferente de zero, podemos isolar x
da seguinte maneira:
x=P. ¢c_be
~a d ad

bc | . . L . :
Perceba que 2d € um numero racional e x é igual a esse namero racional, o
que é um absurdo, pois tinhamos por hipdtese que x era irracional.

3.4 DENSIDADE

Um conceito muito importante para pensar em numeros reais é a densidade.
Veremos a definicdo proposta por Bento de Jesus Caraca.

Def: Seja X um subconjunto de R. X é dito denso se entre dois dos seus
elementos quaisquer existir uma infinidade de elementos de X.

Observe, com base nessa definicao, que podemos aceitar mais tranquilamente
que o conjunto dos numeros racionais € denso, pois dados g e g quaisquer dois
numeros racionais podemos usar a média e encontrar infinitos racionais entre eles.

Por outro lado, optamos por justificar que dados dois numeros reais quaisquer
ae b, existira racionais e irracionais entre ae b.

Nesse momento o leitor pode estar um pouco intrigado: gostariamos de ver que
entre dois numeros reais quaisquer existiria racionais e irracionais. Entretanto, apenas
asseguraremos que entre dois numeros reais existe um namero racional e irracional.

Veja que ndo haverd nada de especial no intervalo ]a, b[. Logo, poderemos
usar a mesma justificativa usando o racional e o irracional encontrado como um dos
extremos do intervalo. Assim, vamos encontrar um segundo racional e um segundo
irracional. E mais, poderemos usar as mesmas justificativas quantas vezes quisermos e
encontraremos infinitos racionais e irracionais, o que justificara a densidade do conjunto
dos numeros numeros reais.

Assim, vamos justificar, primeiro, que existe um numero racional entre ae b.

Dem: Nosso objetivo é exibir um numero m € Q de forma que a< m< b.

Para tanto, veja que o intervalo aberto ]a, b[, subconjunto real. Nesse caso,
temos trés possibilidades:

e a é negativo e b € positivo;
e a é positivo ou zero e b é positivo;
e a é negativo e b é negativo ou zero.

O primeiro caso é o caso facil, pois entre um numero positivo e um namero
negativo temos o zero, que é racional.
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Como b—a > 0, temos pela propriedade arquimediana]ﬂ que existe numero
1
natural p tal que 0 < ’—) <b—-a(d).

. m . . N

Observe que numeros da forma E (onde m é um numero inteiro) acabam

- , . 1

decompondo a reta numérica em intervalos de comprimento que possuem a medida 3

1, : . .
Como I_J € menor do que o comprimento b— a do intervalo ]a, b[, algum dos numeros

m . .
E deve cair dentro do referido intervalo.

. 1 . . - o
SejaA={meZ]| m- ,5 > b}. Veja que esse conjunto ndo vazio é limitado na
reta real pelo numero real b - p.
Sendo assim, considere my como o menor inteiro positivo que pertenga ao
conjunto A. Dai temos as seguintes desigualdades equivalentes:
1 1

2b<:>b§mo-5 (8)

Sabemos por nameros inteiros que my —1 < mgp. Isso nos permite dizer que

my>b-p<=mgy-

mo—1

nao satisfaz a desigualdade presente no conjunto A, o que implica na seguinte
mgo— 1

desigualdade: < b.

m0—1

Afirmamos que a < < b. Veja que se assim nao fosse, a Unica opg¢ao que

nos restaria para relacionar as desigualdades seria a seguinte:

<a<b< 0 9)
p

Da desigualdade acima, podemos extrair a seguinte desigualdade:

a2m0_1<:>—a§— m0—1] (10)
p p

Dai, veja que podemos construir por (8) e (10) a seguinte desigualdade:

b—a < @_ |:I770—1 = 1 (1 1)
P p 1 P
Observe que chegamos a uma contradicao com a desigualdade (). Dai, segue
mo -1

< b.

O terceiro caso, em que a e b sdo negativos, € uma espécie de reciclagem do
segundo caso, jaque a<b<0<+<=0<-b<-a

Veja que —a e —b sdo numeros reais positivos, o qual ja justificamos anterior-
mente. Vimos que existe um numero g entre —a e —b, logo, basta tomar o0 —q, o qual
seguramente estara entre ae b.

que a afirmacao desejada € verdadeira: a <

5 Propriedade arquimediana: para cada nimero real positivo a, existe n € N tal que 0 < 7 < a.
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Dem: Vamos justificar, agora, que existe um namero irracional entre ae b. A
ideia € construir um argumento similar ao que fizemos anteriormente.

Podemos quebrar em trés casos, como foi feito anteriormente, mas basta pro-
varmos o0 caso em que os dois sdo positivos para termos 0 caso em que 0s dois sdo
negativos.

Considerando a < b, assim como a e b positivos, temos que b—a > 0.

Ademais, sabemos que V2> 0. Logo, nessa ocasido, podemos usar o Axioma
de Eudoxoﬁ e, com isso, existe um nimero natural p tal que p- (b—a) > V2

Veja que a ultima desigualdade pode ser reajustada da seguinte maneira:

V2 1 b-a
b-a" p 2

Note que podemos multiplicar os dois lados da Ultima desigualdade por v/2, dai,

segue:

p-(b-—a)>V2 < p>

1 b—a
—V2< V2=b-a2a
P V2

Observe que construimos a desigualdade % < b—a (&). Assim sendo, temos

que deve existir algum numero irracional no formato ——, onde m é um numero

inteiro ndo nulo, que pertencera ao intervalo ]a, b[, ja que particionamos a reta em em

. . 2
intervalos de comprimento —.

V2

Vamos considerar o conjunto G=<w € N | w? >bs.

Observe que o referido conjunto admite menor elemento, o qual chamaremos

de WOF, para algum inteiro positivo wy, de modo que:

Wo-\/—§2<:>b<M (12)
P P

(Wo—1)-Vv2

Afirmamos que a < < b. Explicando o motivo dessa afirmacao ser verda-

deira, concluimos a demonstracao, ja que o nimero que estara entre a e b certamente
¢ irracional. Veja que se a afirmacao for falsa, a Unica op¢ao que nos restaria para
relacionar as desigualdades seria:

V2

(W0—1)§§a<b§ Wo? (13)

6 Axioma de Eudoxo: Sejam o« e 3 dois nimeros positivos quaisquer. Entao existe um nimero inteiro

positivo ntalque n- B > «
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Da desigualdade acima, podemos extrair a seguinte desigualdade:

3Z(Wo—1)%§<:>—3§—[(wo—1)\f] (14)

Relacionando (12) e (14), temos:

b—-a <

(wp—1)V2 [(Wo—1)\@] V2 15
P p T p (15)

. . 2 .
Dai, podemos concluir que % > b— a, o que contradiz (). Portanto, temos que a

afirmacao é verdadeira.

Veja que o caso em que a e b sdo negativos de modo que a < b, temos a
seguinte desigualdade: a<b<0<+<= 0<-b<—-a.

Como —b e —a sao positivos, temos o caso ja justificado. Entao, existe um numero
irracional —s entre —b e —a. Logo, basta tomar o irracional s que certamente estara
entre ae b.

Agora, 0 caso em que a é negativo e b é positivo, acaba ficando mais simples,

. . » b
pois basta encontrarmos um numero real positivo entre 0 e b, por exemplo, > Perceba
que entre € b existe um numero irracional, logo existe um numero irracional t.

b . . . .
Note que a< 0 < > < t < b, ou seja, encontramos o irracional desejado.

3.5 CONTINUIDADE

Segundo Caraca (1951) a imagem que devemos ter em mente para pensar a
continuidade, € imaginar a linha reta. Posto isso, uma maneira de perceber a continui-
dade de um conjunto é verificar se ele tem a estrutura da reta.

Como foi abordado anteriormente, os numeros irracionais preenchem os “bu-
racos” existentes entre 0s niumeros racionais na reta e, por isso, a reta real nao tem
buracos (pontos de descontinuidade). Formalmente essa ideia € relacionada com a
nocao de corte, pois, como vimos antes, cada corte fica identificado como um ponto
de uma reta que é um objeto continuo.

Vale ressaltar que a continuidade foi postulada por Julius Wihelm Richard De-
dekind (1831 - 1916) e assim estamos fazendo, ou seja, estamos considerando que a
reta ndo possua lacunas e que 0s numeros reais podem ser identificados como pontos
dessa reta (CARACA, [1951). No presente trabalho, na pagina 93, apresentamos uma
fala atribuida a Dedekind sobre a relacdo da continuidade com a reta geométrica.

Além do que foi comentado, sabemos que sempre um ponto P produz uma
separacao da reta em duas classes (a direita de P e a esquerda de P). Agora, sera
que um corte na reta também produz um corte no conjunto dos numeros reais?
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Perceba que dada a forma como construimos a ideia sobre o conjunto dos
nameros reais (listados numa reta continua), entao é valido pensar que um corte na
reta também produz uma particdo no conjunto dos numeros reais.

A titulo de exemplo, suponha que o ponto P represente o numero real x. Veja
que a ordem entre os elementos da classe a esquerda de P podem ser entendidos
COmMO nUmeros reais menores que X, assim como os pontos da classe a direita de P
representam numeros reais maiores que X.

Considerando a discussao feita sob o foco de uma perspectiva formal, se faz
necessario conhecer maneiras de ressignificar esses conceitos para o ambiente es-
colar, haja vista que nao é possivel estabelecer uma comunicagdo com esse publico
apenas usando linguagem rigorosa e formal da Matematica Académica. Sendo assim,
o préximo capitulo dialogara a respeito de pressupostos epistemologicos que envolvem
estudantes da Educacéo Basica e do Ensino Superior a fim de propor o que seria uma
traducdo a Matematica Escolar.
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4 PRESSUPOSTOS EPISTEMOLOGICOS ENVOLVIDOS

Buscaremos explorar, nesta secao, questdes que envolvem a compreensao dos
nameros reais, para além das definicdes apresentadas. Assim sendo, discutiremos
diversas problematicas que envolvem nimeros racionais, numeros irracionais, bem
como 0s conceitos de densidade e de continuidade.

Para introduzir a discussao que sera elucidada posteriormente, vejamos o se-
guinte exemplo. Em uma pesquisa realizada no final da década de 1990 na Universi-
dade Federal de Minas Gerais com estudantes da 52 fase de Licenciatura em Mate-
matica, os autores Soares, Ferreira e Moreira (1999) propuseram que os estudantes
assinalassem a alternativa correta:

a) 0,99999... < 1 b) 0,99999... tende a 1 c) 0,99999... =1

Um dos estudantes respondeu que sabia que a alternativa correta estava no
item c), uma vez que havia lembrado de algum professor justificando em aula. Porém,
mesmo sabendo disso, as demais alternativas Ihe pareciam satisfatérias e, dentro do
que é trabalhado na Educacgao Basica, tais alternativas pareciam bastante plausiveis
(SOARES et al., [1999).

Nesse sentido, o que fazia o aluno nao estar seguro totalmente de que as
outras questdes eram incorretas? Com que grau de problematizacao o estudante
lidou com numeros racionais na graduag¢ao? Os procedimentos algébricos foram mais
contemplados do que a estruturacéo do conceito? O que apontam os estudos na area
sobre esse tipo de equivoco?

Uma possibilidade € vislumbrar um sistema que se retroalimenta, ja que os
estudantes da Educagao Basica que, em tese, ndo aprenderam adequadamente os
conceitos chegam a universidade para cursarem Licenciatura em Matematica e, nesse
espaco, acabam langando mao da Matemaética até entdo aprendida e acabam lidando
fortemente com uma Matematica formal. Contudo, quando esses licenciandos chegam
as salas de aula na posicao de docentes, percebem que a Matematica académica nao
€ adequada para os discentes, 0 que gera uma segunda ruptura e, assim, o ciclo esta
fechado (BROETTO; SANTOS-WAGNER, 2019). A seguir, na figura 19 sera exibido
um esquema que ilustra a problematica debatida.
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Figura 19 — Numeros reais em um sistema de retroalimentagéo

"y 7 ,
Professor Licenciando
# Rompe com | €
a Matematica # Rompe,c_om
académica a Matematica
Estudante escolar
# Recorre ao # Lida com uma _
livro didatico imagem # Formaliza a
s |prejudicadado | __ construgéo dos
# Volta ao conceito numeros reais
tradicional
b y 9 )
Ensino basico Ensino Superior

Fonte — O autor

O processo ilustrado na figura anterior pode ser visto ndo somente na relacao
com o conceito de numeros reais, engloba muitos outros assuntos que estao presentes
na Educacéo Basica e no Ensino Superior.

Dada a estrutura apresentada, seria ingenuidade crer que licenciandos vao igno-
rar as imagens formadas ao longo das suas vivéncias na Educacao Basica. Nao existe
uma troca imediata das ideias vistas na escola para o universo das definicdes puras
e corretas apresentadas na universidade. Assim, o que acontecera € a construgao,
por parte do graduando, de um mosaico com varias representacoes, de forma que ele
recorrera a um ou a outro conforme a necessidade (SOARES et al., [1999).

Ademais, a transposicao didatica da Matematica Académica para o ensino de
Matematica na Educacao Basica nido é direta. Existem processos de negociacao de
significados, reconstrucao de conceitos, construcao de linguagens, provas nao formais,
0s quais constituem a Matematica escolar.

A primeira justificativa que pode ser destacada € que o pensamento matematico
esta relacionado com a criatividade, porque € por meio de um contexto criativo que
surgem problemas e, posteriormente, estes sao sistematizados ao ponto de tornarem-
se conjecturas e, por fim, o processo final € demonstrar se o resultado é ou néao
verdadeiro. Majoritariamente, o que se percebe na graduacao é o compartilhamento de
produtos matematicos, mas ndao o pensamento que estruturou tais resultados (TALL,
2002).

O segundo aspecto a ser posto em pauta € que uma apresentacao légica pode
nao ser apropriada para o desenvolvimento cognitivo do graduando. Na verdade, muito
da teoria experimental desenvolvida no livro Advanced Mathematical thinking aponta
que obstaculos cognitivos emergem a medida que tais estudantes tentam chegar a
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um acordo entre as ideias que desafiam e contrapdem sua estrutura de conhecimento
atual (TALL, 2002).

Por outro lado, no livro anteriormente citado, ha a defesa de que é possivel criar
experiéncias que conduzam os estudantes a construir os conceitos de modo exitoso
(TALL, 2002). Cabe destacar a importancia de visualizar o que as pesquisas destacam
como entraves para que processo seja bem sucedido.

Assim sendo, nos propomos a perpassar por esses obstaculos numa perspec-
tiva mais geral, com o intuito de gerar inquietacdées no leitor e, paralelamente, cons-
truirmos um repertério capaz de subsidiar as andlises que seréo tecidas na proxima
secao.

4.1 NUMEROS RACIONAIS

Algumas dificuldades que estudantes da Educacao Basica enfrentam em sua
trajetéria para entender os numeros racionais e suas diversas representagdes sao
identificadas em literaturas com os diferentes significados que esse conjunto numérico
comporta, bem como com o conceito de unidade e com 0 ensino precoce e sem
contextualizacao dos simbolos e algoritmos (MONTEIRO; PINTO, [2005).

As fracoes constituem uma boa ilustragdo para essa questdo, pois acabam
precedendo o ensino dos nimeros racionais €, em em muitas vezes, o conceito ndo é
bem compreendido pelos estudantes em razao do seu carater multifacetado.

Aprendizagem de frag6es, para a maioria dos sujeitos, acontece com defini¢cdes
prontas, nomenclaturas antigas e pseudo-problemas envolvendo pizzas e barras de
chocolate. Posto isso, se faz necessario que os professores e futuros professores
se atentem para as complexidades que envolvem esse conceito deveras complicado
(LOPES, 2008).

Para exemplificar a problematica, Rodrigues e Campos (2005) propdem uma
classificagao para o uso de fragdes, de acordo com as suas caracteristicas, a saber:

e Parte-todo: a ideia presente nesse tipo de raciocinio é a de particionar um deter-

. . . . 1
minado todo em n partes iguais, ou seja, cada parte pode ser ilustrada como P
Recomenda-se usar essa abordagem para procedimentos de dupla contagem
para alcancar um representacao correta. Por exemplo, se um todo foi dividido em

n . - .3
sete partes e trés foram marcadas, entdo a representagdo a ser feita é =

e Quociente: o pensamento esta presente em situacoées que envolvem a ideia de
divisao. por exemplo, uma pizza para ser repartida igualmente entre oito pessoas.
Veja que nas situagdes de quociente estdo presentes duas variaveis (numero de
pizzas e numero de pessoas), sendo que uma corresponde ao numerador e a
outra ao denominador, no caso 3 Nessa situacao a fracao corresponde a divisao
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(1 pizza dividida para 8 pessoas) e também ao resultado da divisdo (cada pessoa
recebe 8 de pizza);

e Medida: algumas medidas envolvem fracao por se referirem a quantidades in-
tensivas, nas quais a quantidade é mensurada através da relagdo entre duas
variaveis. Por exemplo, a probabilidade de um evento € medida pelo nimero de
casos favoraveis dividido pelo nimeros de casos possiveis — podendo assumir
valores entre O e 1;

e NuUmero: nesse caso as fracdes nao se referem a quantidades, mas o que fica
em voga, sao propriedades oriundas das definicdes e proposi¢cdes do objeto
matematico abstrato. Subdividem-se quanto a suas formas de representacao:
ordinaria e decimal;

e Operador multiplicativo: aqui as fragdes podem ser vistas como valor escalar
aplicados a uma quantidade. A ideia € que o numero € um multiplicador de uma
quantidade indicada, por exemplo, um copo de suco tinha 200 ml do liquido, mas

1
alguém bebeu 7 Quando de suco sobrou?

Com base nos exemplos abordados € possivel termos uma ideia dos diversos
usos que o numero racional pode assumir. Além disso, podemos associar 0 aspecto
relacional presente nos numeros racionais, 0 que acarreta em problemas de ensino,
uma vez que, em muitas vezes, os professores desconhecem e/ou nao abordam tais
particularidades com os estudantes e, também, em problemas de aprendizagem, em
que os alunos ndo conseguem compreender o conjunto numérico em questao (CHA-
RALAMBOUS; PITTA-PANTAZI, 2007|H apud PONTE; QUARESMA, 2014).

Entendemos que o uso do pensamento relacional centra-se na capacidade do
sujeito em articular propriedades fundamentais das operacdes e da igualdade para
analisar e resolver problemas conforme o contexto apresentado. Se essa forma de
pensamento fizer parte do repertério dos estudantes, entao o conhecimento acerca da
generalizacao de propriedades dos conjuntos numéricos e operacdes tenderéo a ser
mais explicitas, o que, por sua vez, fornece uma base para a aprendizagem de algebra
nos niveis de escolaridade seguintes (EMPSON et al., [2010).

A titulo de exemplo, podemos pensar no numero racional § Considerando seus
multiplos significados, podemos pensar o nimero em questao de diferentes formas,
a saber: medida na reta, porcentagem, fracdo equivalente, representacao pictérica,
entre outros, como ilustrado na figura 20 (CARVALHO; PONTE| 2017).

Ademais, € importante destacar a diferenca entre o carater de quociente e o de
razdo. Os numeros racionais quando sao pensados como quociente, ele visa responder

1 CHARALAMBOUS, C. Y.; PITTA-PANTAZI, D. Drawing on a theoretical model to study students’
understanding of fractions. Educational Studies in Mathematics, Berlim, v. 64, n. 3, p. 293-316,
mar. 2007
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. - , . 3
Figura 20 — Formas distintas de se pensar o numero racional 2
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Fonte — http://www.apm.pt

as questdes do tipo quanto? ao passo que quando esses mesmos numeros sao vistos
como razao a ideia presente é a de estabelecer uma relacao entre a parte e o todo
(RODRIGUES; CAMPQOS, [2005),

Nos estudos de Post, Ber e Lesh (1986)@ apud Ponte e Quaresma (2014) séo
debatidas dificuldades nos aspectos mais basicos, isto €, ao dividir o todo em partes
iguais, ndo sao poucos estudantes que desconsideram a importancia de todas as
partes serem iguais ou contam as partes de maneira incorreta. Outros, dada um parte,
encontram dificuldades em relacionar com o todo correspondente.

Outra peculiaridade presente nos estudos dos numeros racionais € o fato de
que esse conjunto numérico nao pode ser considerado como uma simples extensao do
conjunto dos numeros inteiros, uma vez que as operagdes de adicdo e multiplicagéo
sao independentes. Se considerarmos dois numeros inteiros positivos e efetuarmos
a multiplicacdo entre eles, obteremos um nimero maior, a0 passo que iSsO nao se

verifica no conjunto dos numeros racionais, por exemplo, multiplicar > por 3 tem o

significado de dividir % por 3 partes iguais e essa operacao nao pode ser reduzida a
uma adi¢ao, como é possivel em Z (RODRIGUES; CAMPQOS, [2005).

Veremos a seguir outras diferencas entre nUmeros racionais e inteiros. No qua-
dro 2, uma tabela que contém semelhancas e diferencas envolvendo nimeros racionais
(em forma decimal) e numeros inteiros.

2 POST, T.; BEHR, M.; LESH, R. Research-based observations about children’s learning of rational
number concepts. Focus on Learning Problems in Mathematics, Framingham, v. 8, n. 1, p. 39-48,
Winter Edition. 1986.
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sentacao decimal e nimeros inteiros

Quadro 2 — Comparacao de conhecimentos envolvendo niumeros racionais na repre-

Conhecimentos sobre numeros
racionais na representacao deci-
mal

Conhecimentos sobre
numeros inteiros

Semelhantes (s)
ou diferentes (d)

A - valores posicionais

A - valores posicionais

Valores passam a diminuir & medida
que percorremos os algarismos da
esquerda para a direita

Valores passam a diminuir & medida
que percorremos os algarismos da
esquerda para a direita

Cada algarismo comporta um fator
multiplicativo que é 10 vezes maior
do que o algarismo da coluna a sua
direita

Cada algarismo comporta um fator
multiplicativo que é 10 vezes maior
do que o algarismo da coluna a sua
direita

Zero quando acrescentado na posi- | Zero quando acrescentado na posi- | d

¢ao mais a direita depois da virgula | cdo mais a esquerda nao altera o

nao altera o valor total do ndmero | valor total do nimero em questao

em questéo

Os valores dos nimeros podem ou | Os valores, em valores absolutos, | d

nao crescer a medida que o Ultimo | apenas crescem a medida que o

algarismo nao nulo se afasta do | dltimo algarismo n&o nulo estd na

ponto decimal posicao mais distante possivel em
relagcdo a posi¢ao das unidades

B - nomes dos valores posicio- | B - nomes dos valores posicio-

nais nais

Comeca sua contagem na posicao | Comega sua contagem na posicao | d

dos décimos das unidades

A sequéncia dos nomes (décimos, | A sequéncia dos nomes (unidades, | d

centésimos, milésimos, ...) acon- | dezenas, centenas, ...) acontece da

tece da esquerda para a direita direita para a esquerda

A sequéncia dos nomes das posi- | A sequéncia dos nomes das posi- | d

¢des termina com -ésimos

¢bes termina com -do a partir de um
milhdo, somente com poténcias de
trés, isto &, (108 milhdo, 10° bilhzo,
10'2 trilhéo, ...)

Fonte — Resnick et al (1989)

O quadro 2 explanou duas sec¢des. A primeira (A) esta relacionada com ele-
mentos conceituais basicos sobre os valores das posicoes. Na sequéncia, a segunda
secao (B) esta atrelada ao conhecimento relacionado as questdes notacionais e de
nomenclatura, os quais podem interagir com o conhecimento conceitual e promover a
construcao de regras incorretas. Isso posto, se faz necessario discernir até que ponto
0 que se sabe sobre os numeros inteiros pode ser trazido para o contexto dos racionais
(RESNICK; ET AL, |{1989).

A discussao sobre numeros racionais nao deve ser empregada apenas como
uma generalizagdo a partir de Z, até mesmo porque existem estudantes de Licenciatura
em Matematica que ainda confundem o conjunto dos numeros racionais com Z. Para
exemplificar, uma estudante do Ensino Superior, quando solicitada para dizer qual
namero era o maior entre 0,35 e 0,20, escreveu: “Eu estava pensando ao longo de uma
reta numérica e considerando que os numeros decimais sdo equivalente a niumeros
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negativos. Portanto, -20 era maior que -35” (STACEY; STEINLE, 1998).

Resnick et al (1989) apontam trés extensdes recorrentes nas investigagcdes de
Sackur-Grisvard e Leonard (1985 sobre a forma como os estudantes lidam com
nameros racionais como se fossem inteiros positivos: quanto mais algarismos, maior
sera a grandeza; critério do zero mais a esquerda e quanto mais algarismos, menor
sera a grandeza.

O pensamento de quanto mais algarismos, maior sera o numero, esteve pre-
sente em 40% dos estudantes consultados de turmas de 42 série/5° ano. Nesse
sentido, os alunos apontaram, a titulo de exemplo, que 3,214 seria maior que 3,8 por
dois motivos. O primeiro nimero possuia mais algarismos do que o segundo numero
e o0 outro motivo seria que 214 (parte decimal do primeiro nimero) € maior do que 8
(parte decimal do segundo numero) (RESNICK; ET AL, |1989).

A ideia presente no zero mais a esquerda esta relacionada com situacdes que
estudantes acreditam que o zero nao influencia na parte decimal. Um exemplo disso
€ que muitas vezes o numero 0,5 é entendido como igual ao numero 0,05 (RESNICK;
ET AL, 1989). Esta extenséo resulta da jungdo do conhecimento de que, no conjunto
dos numeros inteiros, o zero quando posto na ordem mais a esquerda nao altera a
grandeza do numero representado, podendo, portanto, ser removido sem alterar o valor
do numero em questao (MORAIS; SERRAZINA, |2018).

Um desdobramento do pensamento anteriormente comentado é que os estudan-
tes podem internalizar que um decimal com zero ou zeros na(s) primeira(s) coluna(s)
apds o ponto séo “pequenos” e assim eles sdo capazes de tomar uma decisdo correta
no teste de comparacéao para itens como 4,08 e 4,5. Caso 0s numeros em questao
nao possuam zero, eles elegem o decimal mais longo, com a maior quantidade de
algarismos (STACEY; STEINLE, 1998).

Na extensdo de quanto mais algarismos, menor sera a grandeza do numero
representado, temos o exemplo de estudantes que consideram 0,578 um numero
menor do que 0,3. Para tais discentes, essa justificativa estd pautada na alegacéo
de que um numeral com milésimos sera menor do que um numeral que sé tenha
décimos, pois milésimos sdo partes menores da unidade do que décimos (MORAIS;
SERRAZINA, 2018).

A propria representacado por meio de fragdes, no que tange ao processo de
ensino e aprendizagem de numeros racionais, constitui um obstaculo para a compre-
ensao do referido conjunto numérico, uma vez que envolve dois numeros inteiros e um
traco (LOPES, 2008).

Uma possivel consequéncia desse obstaculo epistemoldgico € evidenciado no

3 SACKUR-GRISVARD, C.; LEONARD, F. (1985). Intermediate cognitive organization in the process of
learning a mathematical concept: The order of positive decimal numbers. Cognition and Instruction,
2,157-174.
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trabalho de Monteiro e Pinto (2007)@ apud Ponte e Quaresma (2014), o qual revelou

que na comparagao entre , estudantes diziam que I € maior do que 3 porque 4 é

3%
maior do que 3. Outros disseram, por exemplo, que % = 1,2, o que revela dificuldades
na compreensao do sistema de numeracao decimal, assim como nao foram poucos 0s
que nao conseguiram diferenciar 2,5 de 2, 05.

O pensamento por truncamento é bastante recorrente nas agdes de criangas e
adultos com numeros racionais. Basicamente, a ideia é contextualizar com o cotidiano,
por exemplo, no sistema monetario ou unidades de comprimento, visando alcancar
um sentido para a notagéo decimal — nesse modo de visualizar os niUmeros racionais
decimais fica em voga apenas as duas primeiras casas apos a virgula. Entretanto, o
problema reside justamente nessa limitagao imposta pelo mundo real, a qual limita a
compreensao do conceito.

A titulo de exemplo, o numero racional 15,348, na linha de pensamento anterior-
mente citada, acaba assumindo a caracteristica habitual, a qual sofre arredondamentos
do tipo R$ 15,35 ou 15,35 cm, que pode nio fazer sentido num outro contexto. Por
outro lado, mesmo que uma dada contextualizacao faca sentido, o préprio processo de
arredondamento gera efeitos sobre o nimero original, mas muitas vezes esse encade-
amento torna-se obscuro para estudantes (STACEY; STEINLE, |1998).

Outra questao sutil, que pode ser decorrente da regra do zero de Resnick et al
(1989), é o pensamento de estouro. Os discentes acabam construindo a sua prépria
versao decimal de estouro da posicao e isso se deve ao fato de que, por exemplo, 120
€ 12 dezenas e, por conseguinte, esses estudantes pensam que 0,12 é 12 décimos.
Posto de outra forma, os estudantes "espremem” o numeral 12 na posi¢ao dos déci-
mos, ao passo que deveriam considerar esse numeral como 12 centésimos (STACEY:
STEINLE, [1998).

Existe, também, o problema do pensamento reverso, o qual leva os estudantes
a acreditarem que as colunas dos decimais representam numeros inteiros, isto &,
(ponto) dezenas, centenas, milhares etc. A evidéncia dessa confusao foi detectada
num didlogo com uma aluna de 5° ano. Quando solicitada a ler 0,163 numa atividade,
ela respondeu: “um cento e sessenta e trés... porque quando fazemos isso na aula,
tinhamos uma coluna de dezenas e um coluna de centenas e coluna de milhares...
N&o tenho certeza se é apenas cem e sessenta e trés ou se é 1 dez, 6 centenas e 3
mil” (STACEY; STEINLE, [1998).

Existem equivocos que acabam passando desapercebidos no dia a dia das sa-
las de aula, como o pensamento focado no denominador. Basicamente, os estudantes
acabam usando o nome das colunas de valor de lugar para decidir sobre o tamanho
dos numeros decimais; vale ressalvar que os alunos que raciocinam dessa maneira

4 MONTEIRO, C.; PINTO, H. Desenvolvendo o sentido do niumero racional. Lisboa: APM, 2007.
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sabem que um décimo sempre serd maior do que um centésimo e eles generalizam,
incorretamente, que qualquer niumero que tenha décimos sera maior do que qualquer
numero que tenha centésimos, ndo importando se representam fracdo equivalente
(STACEY; STEINLE, 1998).

Por outro lado, existem muitos estudantes que conseguem responder correta-
mente, mas sem entender o que estado fazendo, os quais sdo chamados aparentemente
especialistas. Esse grupo de alunos sdo capazes de comparar corretamente a maioria
dos pares decimais, seguindo a regra de anexar zeros ao numero decimal mais curto
e, em seguida, comparam os algarismos da esquerda para a direita. Outra estratégia
que esses estudantes utilizam é a comparacao dos algarismos da esquerda para a di-
reita. E importante salientar que em ambas situagdes, um teste escrito ndo é capaz de
detectar essa maneira de raciocinar, mas numa momento de entrevista sim (STACEY;
STEINLE, |1998).

Lopes (2008) também comenta sobre pesquisas nas quais os estudantes con-
seguem chegar a resultados corretos apenas por uma memorizacdo mecanica. Nesse

sentido, o autor comenta o exemplo g + % nos quais os estudantes usam o minimo
multiplo comum 12, mas ndo entendem o real motivo de fazer isso.

Por outro lado, existem estudantes que conseguem chegar a respostas corretas
através de trés modos de reflexao, utilizando: o raciocinio nao-formal, o pré-formal ou
o formal.

A ideia que fundamenta a compreensédo dos tipos de pensamento citados ante-
riormente, assim como expde como um tipo de raciocinio esté relacionado com o outro,
pode ser visto como um iceberg.

O modelo do iceberg foi desenvolvido por pesquisadores do Freudenthal Insti-
tute (na universidade de Utrecht), o qual tinha o objetivo de ampliar o repertorio de
professores holandeses e, consequentemente, fazer com que mais estudantes pudes-
sem acessar a Matematica.

Em linhas gerais, a ideia central é partir de ideias nao formais, podendo incluir
alguma situacao “real” (como moedas, pizza, chocolate, etc). Posteriormente, é pos-
sivel adentrar em ideias pré-formais, as quais constituem uma fase de pensamento
intermediario (usando tiras de fracao, reta numérica, entre outros). Por fim, & plausivel
atingir o pensamento formal, o qual é o que geralmente os professores sabem lidar,
tomando como parametro uma formacao tradicional em Licenciatura em Matematica
(WEBB et all,|2008). Segue, na figura 21, uma ilustracao desse pensamento.

Observe que o pensamento formal € a ponta do iceberg, ou seja, uma pequena
parte que esta aparecendo. Por outro lado, o que subsidia esse pensamento, segundo
essa proposta, € a experimentacao do que o “oceano deixa encoberto”, do pensamento
nao-formal e do pensamento pré-formal (WEBB et al., [2008).

E importante salientar o fato de que néo é porque o estudante tenha alcangado
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, . . 3 .
Figura 21 — Pensamento do numero racional 1 no iceberg

formal notations A tip of the iceberg

Fonte — http://www.researchgate.net

um entendimento formal, nesse caso com 0s nUmeros racionais, que nunca mais
precisara voltar aos estagios nao formais. Entretanto, a tentativa é fazer com que
o discente precise cada vez menos de recursos “concretos”, visando, assim, uma
incorporagao abstrata do conceito matematico (WEBB et al.,[2008).

Adentrando no tipo de raciocinio ndo formal, temos o trabalho de Post, Ber e
Lesh (1986)2 citado por Ponte e Quaresma (2014). Nessa investigacao os estudantes
resolveram atividades de comparacédo de fracdes e, para tanto, lancaram mao de
diversos raciocinios, os quais abordaremos a seguir:

e Raciocinio Residual: tem relacdo com a quantidade que completa o todo, o

numero 1. Por exemplo, ao comparar muitos estudantes acabam notando

— e -,
1 68 6
que no primeiro caso falta 5 para completar 6= 1, enquanto que o segundo caso

1 . 7
falta 3 para completar g = 1. Portanto, acabam concluindo que 3> g

e Utilizagdo de pontos de referéncia: nesse tipo de raciocinio a comparagao entre

~ . . 1
duas fracGes se da usando uma terceira - geralmente 1 ou 5 Por exemplo, o

, 5, . 3 . N .
aluno pode dizer que 3 € maior do que = pois a primeira fracdo € maior e a
segunda é menor do que metade.

. . . . 5 7 . .
e Raciocinio Diferencial: existem estudantes que afirmam que 5 e — sao equiva-
lentes, porque lhes falta apenas uma parte para formar o todo. Neste caso o
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raciocinio esta incorreto, uma vez que o aluno nao pode focar-se apenas na dife-
renca entre 5 e 6 e entre 7 e 8, sem considerar a grandeza da fragcdo como um
namero - 0 que € uma forma caracteristica de pensar quando se trabalha com
nameros naturais.

Ha a recomendacao de que 0s numeros racionais devem ser ensinados através
da articulacéo entre representacoes verbais, ativas (objetos) e pictoricas (desenhos
ou esquemas), 0s quais, quando trabalhados numa perspectiva de resolucéao de pro-
blemas, permitem a ligagdo entre a interpretacao da informagé&o do enunciado e a
respectiva solucao (PONTE; QUARESMA| 2014).

Outro ponto de extrema relevancia esté relacionado com a notagdo dos trés
pontos ao final dos niumeros racionais, mais precisamente relacionados com dizimas
periddicas. A titulo de exemplo, ao encontrarmos o numero 0,23123... seria possivel
afirmar que se trata de uma dizima peridédica? Em caso da resposta ser afirmativa,
qual seria o periodo? Em caso de negativo, o que é preciso para ser considerada uma
dizima periédica?

Buscando remediar essa situagao, alguns autores estabelecem um acordo de
repetir o periodo 3 vezes, como por exemplo: 0,111...; 0,353535... e 7,002002002....
Em outros casos a questdo nao é tratada de modo claro, mas acaba sendo exposta
em exercicios e exemplos, de modo que os estudantes se envolvem com esse acordo
tacito. Outros autores optam por denotar a parte que se repete por meio de um traco,
como 0,1; 0,35 e 7,002 (BROETTO, |2016).

Outra consideracao que Broetto (2016) frisa € a respeito de uma igualdade do

.3 . . o ,
tipo 1° 0,272727... = 0,27, ja que esses numeros racionais colocados em diferentes
representacdes sao, de fato, iguais. Com isso, queremos destacar o nimero 0,272727 ...
pode ser visto como uma soma infinita, a saber:
3 __
— =0,27
11 0
=0,272727...
—2+7+2+7+2+7+
101 102 103 104 105 106
=0,2+0,07+0,002 + 0,0007 + 0,00002 + 0,000007 +...
Convém, ainda no exemplo anteriormente citado, comparar os numeros raci-

onais 0,27, assim como 0,2727 e 0,272727 (sem o0s pontos de reticéncias) com o

namero racional 0,272727... = 3 Posto de outra forma, os trés primeiros nimeros
racionais possuem representacado decimal finita, de modo que nenhum desses nume-
ros podem ser iguais a 0, 27 — cuja representacéo decimal é infinita. Sendo assim, a
interpretacado que podemos atribuir para 0,27, bem como para 0,2727 e 0,272727 é
que estes trés sdao uma aproximagao para o numero 0,272727...; vale ressaltar que
quando melhoramos a aproximagao (exibindo mais digitos a direita da virgula), menor
sera o erro cometido em relacao ao numero original, cuja representacao € infinita e
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periddica (BROETTO, |2016).
Na investigacdo de Penteado (2004) foi solicitado aos professores participantes

i - ~ . 1
que indicassem se existia ou ndo um numero real entre 3 e 0,333...; todos aponta-
ram que como era 0 mesmo numero, entdo n&o havia nimeros entre eles, embora

tenha ocorrido o seguinte comentério: “Entre % e 0,333... ndo tem numero real, tem
irracional”. Parece apontar que para este grupo nao esta claro o significado de nimero
racional, nem de irracional e real.

Posto isso, torna-se questionavel a maneira como os professores de Matematica
exploraram o0s numeros racionais em sua formagao inicial na licenciatura. Ao longo
da formacao inicial o conjunto Q é visto e trabalhado de maneira muito superficial, ao
passo que as pesquisas mostram que nas praticas escolarizadas a sua construcéao
pode ser vista como uma das mais complexas em Matematica (MOREIRA; DAVID,
2004).

Para exemplificar essa lacuna no tratamento dos numeros racionais na gradua-
¢ao dos professores de Matematica no pais, recorremos a pesquisa Numeros racionais
e estrutura algébrica corpo: problematizando o curriculo da formacé&o inicial de profes-
sores de Matematica, de Henrigue Rizek Elias, Angela Marta Pereira das Dores Savioli
e Alessandro Jacques Ribeiro.

A pesquisa investigou o Projeto Pedagdgico do Curso e a Matriz Curricular e das
Ementas das disciplinas dos cursos de Licenciatura em Matematica de 14 instituicoes
de Ensino Superior, contemplando todas as regidées do Brasil. Uma das conclusdes
apontam que o termo racional/racionais aparece em 11 das 14 institui¢cdes, “entretanto
0S numeros racionais, seus diferentes significados e representacdes e os conhecimen-
tos matematicos para seu ensino, ndo sédo foco de estudo nas disciplinas do primeiro
ano (e também nao serdo nos demais anos, pelo menos se tomarmos as ementas
como referéncia) (ELIAS et al, 2017, p. 196).

Além disso, nessa mesma pesquisa € sinalizado que o Unico momento em
que o termo racionais surge € na disciplina de Estruturas Algébricas, na tematica de
“Extensdes de corpos sobre o0s racionais”, o que revela que 0s numeros racionais sao
tomados como um “trampolim” para generaliza¢des algébricas, entretanto nao possui
o devido espaco em termos de curriculo para ser trabalhado de formas multifacetadas
(ELIAS et al.,2017).

Um possivel reflexo dessa ideia generalista presente na formagao inicial, € o
momento quando esse professor vai desenvolver suas praticas profissionais. Nao sao
poucos os professores de Matematica que querem abordar o conjunto dos nume-
ros racionais o mais rapido possivel, impacto esse que acaba sendo visto no Ensino
Fundamental, na transicao da ideia de relagao parte-todo para a ideia da fragao repre-
sentando um numero racional (LOPES, 2008).

Considerando o exposto, é visivel a complexidade envolvida no conceito de
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namero racional. Na sequéncia veremos que alguns desses obstaculos acabam se
agravando no estudo dos numeros irracionais.

4.2 NUMEROS IRRACIONAIS

Considerando que 0s numeros racionais podem ser conhecidos por estudantes
da Educacéao Basica, ponderar a respeito dos numeros irracionais seria, num primeiro
olhar, lidar com um numero que nao satisfaz a definigdo de um namero racional. O
proprio dicionario caracteriza numero irracional pelo que ele ndo é, a saber: “nimero
real que nédo é racional” (FERREIRA, 2001).

Perceba que se definissemos numeros irracionais como o dicionario fez, te-
riamos um obstaculo, pois estariamos definindo um numero irracional dependendo
de uma entidade que, no Ensino Fundamental, momento em que tais assuntos sao
abordados inicialmente, é pouco conhecida.

Entretanto, pouca atengao é dada ao conjunto dos nimeros irracionais no am-
biente escolar. Uma das principais razdes é que os irracionais sao tratados, essenci-
almente, para serem usados na resolugéo de alguns exercicios. Por outro lado, falar
sobre esse conjunto, mais profundamente, pode trazer aspectos que incomodaram
estudiosos durante bastante tempo, assim como pode revelar certa importancia a
Matematica como um corpo de conhecimento coerente e estruturalmente organizado
(FISCHBEIN et al., [1995).

A propésito, Geraldo Broetto (2016) investigou, em sua tese de doutorado, as de-
finicbes mais recorrentes (sobre numeros irracionais) em livros didaticos da disciplina
de Matemética que séo:

e Numeros que ndo podem ser representados como fragdes de inteiros;
e Numeros cuja representacao decimal é infinita e ndo-periddica;
e NUmeros reais que nao sao racionais.

Broetto (2016) aponta que n&o se trata de condenar tais definicbes, mas que
€ preciso realizar uma série de apontamentos, uma vez que muitos detalhes podem
passar desapercebidos - tanto para professores, como para estudantes.

Um aspecto presente nas trés definicbes apresentadas é a caracterizacdo em
termos do que ele NAO é. Definir o nimero irracional pelo que ele NAO é acaba
tornando-o mais obscuro, um nao-ser, a antimatéria do numero racional. A titulo de
exemplo, segundo as duas primeiras definicées, seria plausivel considerar nimeros
complexos da forma a+ b - i (onde b # 0) como numeros irracionais, dado que nao
podem ser escritos como uma fragao de inteiros (BROETTO, 2016).

Um numero que ndo € uma fragdo ou uma dizima ndo-periédica sdo elementos
um pouco estranhos para os estudantes, uma vez que, até entdo, o maior conjunto
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numeérico conhecido é o Q. Nesse sentido, estariamos numa situacao similar a procu-
rar no dicionario o sinbnimo para uma palavra desconhecida e encontrar outras que
também ndo sabemos o que significam (MOREIRA; DAVID, |2010).

Embora tais definicoes sejam familiares e até mesmo convenientes, sua utiliza-
cao pratica acaba ficando restrita, por exemplo, como usa-las para definir a igualdade
entre dois irracionais? Como realizar operagdes aritméticas entre dois irracionais?
(HAVIL, [2012).

A problematica centra-se no fato de que apenas sabemos o que eles ndo sao.
Além disso, nessas definicdes os numeros irracionais estdo sendo definidos em termos
de uma de suas qualidades caracteristicas, porém ndo como entidades em seu proprio
direito. Quem pode dizer que eles, de fato, existem? (HAVIL, 2012). Nessa direcao, ha
a defesa de que nés professores precisamos instigar os alunos a duvidarem dessas
questdes, uma vez que, até que se justifique o contrario, poderia ser apenas uma
aberracao tedrica (BROETTO, |2016).

Especificamente na terceira definicdo, ndo sdo usados conceitos ou pensa-
mentos estranhos para os discentes como dizima nao-periddica. Em contrapartida, o
conjunto dos numeros reais € mencionado, o que nos leva a inferir que tal definicao
seja apresentada apos algum trabalho feito com os numeros reais (MOREIRA; DAVID,
2010).

Ai surge a pergunta: como sao definidos os numeros reais? Em geral, como a
unido do conjunto dos numeros racionais com o conjunto dos numeros 0s irracionais.
Nesse sentido, forma-se uma circularidade, como sera ilustrada na figura 22.

Figura 22 — Circularidade na definicdo de numeros reais e irracionais

) O que sdo numeros
irracionais?

E'a unido do_s _ Sao numeros reais
numeros racionais que ndo sdo

com os nuimeros racionais
irracionais

K O que sédo
numeros reais?

Fonte — O autor

Outro aspecto que pode contribuir para que o conjunto dos numeros irracionais
tenha esse “ar misterioso” € o fato desse conjunto nao possuir um simbolo consolidado
como no caso dos naturais, inteiros, racionais e reais - respectivamente N, Z, Q, R.
Alguns autores usam a letra I, outros usam /r, enquanto outros ainda representam os
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irracionais como R—@Q, o que refor¢a ainda mais o irracional como um nao-ser racional
(BROETTO, 2016). Por outro lado, ha de se considerar que do ponto de vista da
matematica académica essa notacao pressupde uma estrutura algébrica, caracteristica
nao presente nesse conjunto porque n&o possui nem o fechamento para a soma.

E interessante observar o que aponta a pesquisa de Fischbein, Jehiam e Cohen
(1995) com 30 estudantes da 92 série (9° ano), 32 estudantes na 102 série (1° ano do
Ensino Médio) e 29 estudantes universitarios, cujo foco era averiguar a situacao atual
sobre o conhecimento de numeros irracionais por discentes do Ensino Médio e futuros
docentes.

Na investigacao citada, a definicao errbnea mais frequente foi de que um nimero
irracional € um decimal que possui uma infinidade de digitos e, nesse contexto, os
nimeros racionais infinitos foram esquecidos. 40% dos estudantes da 92 série, 38%
da 102 série e 3% de licenciandos deram essa resposta. Uma explicacido caracteristica
dada por um estudante refere-se ao resultado ndo ser exato. Em outras palavras, um
namero ter infinitos digitos acaba sendo relacionado com a impossibilidade de se atingir
a exatidao, uma vez que nunca podera ser expresso completamente. O problema é que
esse pensamento além de conceber irracionais de modo incorreto, acaba reduzindo
0S racionais a numeros que possuem parte decimal finita (FISCHBEIN et al., |1995).

Outro equivoco a respeito de numeros irracionais € o exemplo do niumero ?
o que qual foi apontado como racional pelo simples fato de aparecer um simbolo de
fragcdo. Possivelmente essa ideia é fruto de como o conjunto dos nimeros racionais
séo estudados ao longo da Educacao Bésica, isto é, a palavra razao é estudada como
sinbnimo de fracdo e, portanto, assume um sentido particular de razdo entre inteiros.
A extensdo de Q para R, sendo feita sem as problematizagdes necessarias, pode
acarretar em uma permanéncia da ideia de que razao entre quaisquer niUmeros reais
resultara em um namero racional (BROETTO, 2016).

Nesse sentido, cabe a reflexdao se a representacao por meio de fracdo é uma
caracteristica marcante para todos os elementos de Q, haja vista que qualquer numero
racional pode ser escrito como raz&o entre dois numeros inteiros. Contudo, tal atributo
nao figura um critério valido para distinguir nimeros racionais e nimeros irracionais,
ja que qualquer numero irracional pode ser escrito de forma fracionaria (BROETTO,
2016).

Essa tentativa de relacionar o conceito de numero irracional com algo que nao
€ uma fracao também aparece na investigacao de Soares, Ferreira e Moreira (1999).
Nesta investigacado ainda foram obtidas respostas similares:

. ~ , a .
e NuUmeros que nao podem ser escritos como 5 nao ressaltando que a e b deve-

riam ser nUmeros inteiros;

. . . . . . . a
e Um numero irracional € um numero que nao é possivel escrever na forma E, com
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abekR;

e & aquele que nao pode ser escrito em forma de razao.

Posto isso, o contraste da racionalidade com a irracionalidade parece ser per-
cebido como uma mera formalidade, haja vista que a diferenca € nitida apenas na
representacdo: fracao versus nao fracao; decimal finito ou peridédico versus decimal
infinito ndo periédico. Como o significado da incomensurabilidade de dois segmen-
tos passam longe das respostas a respeito dos irracionais, torna-se plausivel que se
pense que todo niumero que apresente infinitas casas decimais seja irracional. Além
disso, se a distincao entre racionais e irracionais sao apenas uma determinagao sem
significado, ou seja, se ela é apenas uma forma de separagéo arbitraria de numeros,
faz mais sentido colocar de um lado os decimais infinitos e de outro os decimais finitos
(SOARES et al., [1999).

De mais a mais, cabe a problematizacdo a respeito do numero irracional 7.
O numero irracional 7t é definido na Educagdo Basica como sendo a razao entre o
comprimento da circunferéncia e o seu didmetro e, de acordo com essas possiveis
defini¢cdes, o  ndo poderia ser considerado numero irracional (BROETTO; SANTOS/
WAGNER, 2019).

Outro ponto que foi explorado por Broetto e Santos-Wagner (2019) diz respeito
a experimentagdes empiricas para achar a constante 7t. Para tanto, eles se valem das
seguintes situagdes, como segue na figura 23:
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Figura 23 — Exemplos de experimentos envolvendo 7

1 Se medirmos uma moeda de 1 real, encontraremos, aproximadameanta, 84,9 mm de com-

primento da crocunferéncia & 27 mm da didmetro,
comprimento da circunferéncia _ B4.9mm 3 1444
medida do didmetro 27 mm R
Hava medir o comprimenlo da circunferéncia

| damoeda & necessdrio conlovad -la

2 Se medirmos uma lata de refrigerante, encontraremos, aproximadamente, 220 mm de
compnmento da circunferéncia @ TO mm de didmetro.

comprimento da circunferéncia 220 mm
medida do didmetm 70 mm

= 3.1428...

Fonte — (GIOVANNI JR.; CASTRUCCI, [2009)

A defesa dos autores ndo € que nao se facam tais experimentos em sala de
aula, entretanto deve-se ressaltar as suas limitagdes para a construcao do conceito de
namero irracional. Contudo, ao observarmos a figura anterior, em ambos os exemplos,
a divisao do comprimento da circunferéncia pela medida do didmetro (considerando a
mesma unidade) resulta apenas em um numero maior do que 3 - aproximadamente

3,14 (BROETTO; SANTOS-WAGNER, 2019).
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Posto isso, se faz necessario problematizar duas dificuldades presentes nesses
experimentos:

A primeira é mostrar que se trata de uma constante, pois a medida obtida
em cada objeto produziu resultados diferentes; a segunda € explicar que se obtém
um namero irracional, j& que qualquer instrumento de medida sempre fornecera um
namero racional para o comprimento e o didametro dos objetos, obtendo-se assim
uma razao de numeros racionais, que € um numero racional (BROETTO; SANTOS:
WAGNER, 2019).

E interessante perceber que para alguns estudantes o 7w é um exemplo protétipo
de numero irracional. Broetto (2016) em sua tese de doutorado detectou essa percep-
cao presente em uma depoente, como segue no didlogo a seguir extraido da pagina
320:

Pesquisador: Alguém te pergunta ai no corredor o que € um numero irracional.
Vocé falaria o que para essa pessoa?

Agatha: Se ele estiver em fragdo, se o resultado dele ndo der exato, exato
assim, der uma dizima n&o-periodica, ele é irracional. Numeros irracionais podem
ser escritos através de raiz, né? Se nao forem quadrados perfeitos. Nao sei. © é um
numero irracional, mas eu ndo sei te explicar, definir.

Pesquisador: O que te faz acreditar na existéncia de numeros irracionais?

Agatha: Olha, acho que a questao da circunferéncia, é por que usa . Ndo, péra
ai. O sr. deu um exemplo, acho que foi da mesa, que tinha que construir uma mesa, de
2 por ... agora ndo me recordo (sussurrando).

Apesar de Agatha nao conseguir explicar o que era um numero irracional, porém
o numero 7t foi lembrado como um bom exemplo para ilustrar aquele conceito. Posto de
outro modo, os exemplos-protétipos estao presentes na imagem conceitual da maioria
das pessoas, 0s quais, em geral, reunem a maior listagem de atributos presente num
determinado conceito e que formam, assim, fortes caracteristicas visuais - como o
namero 7t para a entrevistada Agatha (HERSHKOWITZ, [1994).

Em minhas praticas profissionais, ao questionar meus alunos do Ensino Médio
se ja ouviram falar de numeros irracionais, o nimero 7 foi 0 que mais ouvi como
resposta. Contudo, 0 que acompanhou a maioria dessas respostas nao é o fato de
ser um numero irracional obtido pela definigdo envolvendo elementos da circunferéncia
(os quais foi comentados anteriormente), mas a resposta campeé é que © = 3, 14.
Nesse sentido, penso que vale a pena investir em aproximagdes maiores envolvendo
esse numero, assim como salientar que se trata de uma aproximag&o para um numero
irracional que terd infinitas casas decimais: 7t = 3, 14159265358979323846....

E muito comum a apresentacédo de m = 3,1415..., 1= 3,1416 out = 3,14, 0
que acaba fixando e/ou reforcando as primeiras casas decimais do numero, como em
diversas questdes de prova, nas quais o enunciado sugere o0 uso de migual a 3, 14.
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Com o tempo, o significado das reticéncias se perde, assim como a nog¢ao de que
3, 14 pode ser apenas uma aproximagao para o 7 e, assim, esse numero se torna, na
cabeca dos estudantes, igual a 3,14 ou 3,1416 (BROETTO, 2016).

Uma possivel associacao incorreta a respeito de niumeros irracionais pode ser
ratificada com o numero 7: nimeros irracionais sao aqueles que nao possuem padrao
l6gico na parte decimal, isto €, sdo associados a ideia de imprecisdo e ndo exatidao —
possivelmente esse pensamento esta atrelado a falta de significacao da representacao
decimal infinita e ndo periodica (SOARES et al.,[1999).

Com base nesse pensamento, muitos estudantes sédo levados a um pesamento
equivocado de que se racional € aquele niumero que tem padrao, entao irracional
sera o numero que nao possui padrao. Assim, os estudantes apontam que o niumero
0,1234567891011... é racional, ja que apresenta padrdao (BROETTO, 2016).

O pensamento comentado anteriormente também pode gerar confusao quando

um estudante usa uma calculadora. A titulo de exemplo 1 certamente € um numero
racional, mas se essa divisado for feita em uma calculadora, provavelmente, o resultado
aparente nado mostrara padrao de repeticao, o que pode levar estudantes a concluirem
que se trata de um numero irracional (BROETTO, [2016).

Posto isso, a problematizacéo a respeito desse pensamento deve ser exposta,
ou seja, esse tipo de pensar ndo deve ser estimulado, haja vista que se pauta em atribu-
tos ndo criticos dos numeros irracionais, ja que diversos numeros irracionais apresen-
tam um padréao légico na parte decimal, como 1,010010001..., 1,1212212221..., entre
outros. Sendo assim, trata-se de uma associa¢ao que nao é favoravel a aprendizagem
dos numeros irracionais (BROETTO; SANTOS-WAGNER, 2019).

E importante destacar a producdo de decimais com padrdo, mas que esse
padréo seja nao periddico, tendo em vista a possibilidade de se construir diversos
nameros irracionais. Para tanto, € imprescindivel que a discussao sobre o que é uma
dizima periddica e o que ndo é aconteca antes de um trabalho dessa natureza com os
nameros irracionais (PENTEADO, 2004).

Como seria possivel discutir os nimeros irracionais com estudantes do Ensino
Béasico? Uma resposta viavel é fornecida por Wagner Pommer:

Especialmente no tocante aos nimeros irracionais, tal tema carece de uma
introducdo conceitual que possa ser acessada ndo somente pela peculiar e
complexa sintaxe matematica nas também por meio da palavra. Se o tema
dos numeros irracionais € um assunto complexo e teérico, por natureza epis-
temoldgica, ndo devemos renegar as dificuldades de acessa-lo ocultando-o
ou evitando-o. Ao contrario, um dos modos de superar tais empecilhos é
explicita-lo através do ato de significar a palavra (POMMER, [2012] p. 95).

O significado das palavras, para o autor citado anteriormente, esta ligado com
o fenbmeno da linguagem e do pensamento. Para que aconteca essa construcao de
significados, uma possibilidade interessante € relacionar as discussées a respeito dos
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irracionais com as ideias historicamente construidas, uma vez que permite o sujeito
perpassar por desconfortos de praticas ja adquiridas, configurando, assim, uma cons-
ciéncia critica — a qual € fundamental no processo de relacionar conceitos (POMMER,
2012).

Considerando que, de modo majoritario, ndo acontece problematizacao sobre
os irracionais, € valida a reflexdo de Broetto (2016) de que o tratamento dado aos
numeros irracionais € superficial. Para ilustrar a problematica, segue o trecho de uma
de suas entrevistas: “Ele [0 professor] passou muito rapido, foi uma coisa assim, no
susto. Ele falou irracionais, mostrou um exemplo ou outro e pronto, ja foi para outra
matéria” (p. 314).

Por outro lado, na formacao inicial do professor de Matematica ainda permanece
uma abordagem técnica e deveras formal, 0 que ndo capacita esse futuro docente a
tecer didlogo correspondente ao seu publico, o que acarreta em problemas no momento
de ensinar os numeros irracionais na escola basica (BROETTO; SANTOS-WAGNER,
2019).

Um reflexo dessa n&o importancia dada aos numeros irracionais também é
evidenciada no Exame Nacional do Ensino Médio (ENEM) - no periodo de 2009 até
2013, como segue:

Constatamos que nao houve uma Unica questao envolvendo nimeros irraci-
onais que abordasse qualquer aspecto conceitual desse assunto. Ao invés
disso, todas as questdes que envolviam numeros irracionais propostas no
periodo analisado o faziam de forma bastante superficial, exigindo apenas um
conhecimento procedimental, como aplicacdo direta de formulas, utilizagdo
de aproximacgdes racionais para nimeros irracionais sem qualquer discussao,

utilizacdo de propriedades de radiciacao, entre outras (BROETTO, 2016, p.
32).

Outro dado que reforca o distanciamento entre nimeros irracionais e Ensino Mé-
dio é salientado no resultado da pesquisa de Fischbein e colaboradores (1995) de que
menos da metade dos estudantes investigados nessa etapa de ensino consideraram
v/16 como um ndmero racional. Curiosamente, os demais estudantes nao classifica-
ram o nimero em questdo como irracional (a menos de um estudante do 9° ano e um
do 10°), o que mostra que os termos racional e irracional ndo possuem significado
para eles. O resultado para a mesma pergunta € melhor para licenciandos, mas por
volta de 30% destes identificaram /16 como irracional. (FISCHBEIN et al., [1995)

Em minhas aulas ja propus exercicios envolvendo raizes quadradas de numeros
naturais compostos, cuja fatoragdo em primos possuia expoente par. Entretanto, alguns
alunos diziam que se tratava de um numero irracional “porque tinha uma raiz envolvida”.
Talvez, alguns dos estudantes comentados no trabalho anterior tenham criado uma
espécie de regra da raiz - se tem raiz, automaticamente o niumero sera irracional.

A regra da raiz também foi encontrada em uma investigacado na Grécia. A pes-
quisa que contemplou 78 estudantes, de idades entre 13 e 14 anos do 1° Ginasio de
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Pilotos de Atenas, e 106 alunos de idades entre 18 e 19 anos, da Pds-Graduacao do
Instituto Tecnoldgico de Educacao de Patras apontou que os erros mais recorrentes
foram: todo numero que tem o simbolo de fracédo é racional e todo numero que envolve
raiz é irracional (VOSKOGLOU; KOSYVAS, 2012).

Para além do que foi debatido, o conceito de niumeros irracionais € complexo,
basicamente, por dois motivos. Em primeiro lugar, € preciso considerar a relagéo entre
0s nlimeros irracionais e a incomensurabilidade entre segmentos. E interessante consi-
derar que a existéncia de segmentos incomensuraveis € datada desde a Grécia Antiga,
entretanto sé no século XIX, com a contribuicdo de Dedekind, Cantor e Weierstrass
houve o estabelecimento tedrico e rigoroso desse conjunto numérico. Possivelmente
essa demora ao longo da histéria nao revela apenas dificuldades formais, mas também
obstaculos intuitivos. Os irracionais ndo sao intuitivos como os modelos praticos que
suscitaram o conceito de numero (FISCHBEIN et al,|1995).

Em segundo lugar ha uma dificuldade relativa a afirmacao de que o poder da
continuidade é maior do que o poder do conjunto dos nimeros racionais. Pode parecer
muito estranho e até paradoxal que o conjunto de pontos racionais ndo cobrem a reta
toda, apesar de Q ser um conjunto denso, além do que, ha a dificuldade em ver a
diferenca entre pontos irracionais e racionais (COURANT; ROBBINS, 1996).

Quanto a utilidade dos numeros irracionais, € interessante o ponto de vista
de Klein (1932)@ citado por Broetto (2016) que coloca em discussao dois tipos de
Matematica: a de aproximacgao e a de exatidao. Essa divisao se justifica pelas formas
diferentes de conceber o conhecimento, uma vez que a primeira € intuitiva e empirica
(controlada pela medida), ao passo que a segunda é resultante de uma idealizagao
que ultrapassa o senso de observacao.

A titulo de exemplo, o olho humano, mesmo com auxilio de instrumentos al-
tamente precisos, esta sujeito a limitagdes impostas por propriedades fisicas como

o comprimento de onda da luz — que € da ordem de 1 micron (1000mm). Objetos
menores do que 1 micron ndo podem ser vistos e isso implica que ao medirmos em mi-
limetros somente as trés primeiras casas decimais possuem um significado conhecido
(BROETTQ, 2016).

Considerando que em aplicagdes praticas sé é necessaria a matematica de
aproximacgao, Klein (1932) citado por Broetto (2016) afirma que € o unico ramo da
Matematica que precisamos. Portanto, os numeros irracionais pertencem a Matema-
tica de exatidao e sdo uma sofisticacao intelectual, que esta fundamentada em um
pensamento abstrato.

5> KLEIN, F. Elementary mathematics from an advanced standpoint. Londres: Mcmillian and Co.,
1932.
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4.2.1 E acrise dos incomensuraveis?

Quando os incomensuraveis sao trabalhados em sala de aula (realidade nao co-
mum a todas as instituicdes de ensino do Brasil), muitos professores optam, logo ap6s
a “descoberta” desses tipos de grandezas, por discutir uma certa crise no pensamento
pitagdrico da Grécia antiga (POSSANI; GONCALVES, [2009).

Os docentes buscam promover um certo incémodo nos estudantes da Escola de
Educacéao Basica, haja vista que os numeros racionais nao preenchem a reta numérica
que eles habitualmente estdo acostumados a lidar hd muito em sua trajetoria escolar.

Uma das argumentagdes para a defesa de que a descoberta dos numeros
irracionais tenham causado uma crise de fundamentos da Matemética produzida na
Grécia Antiga é esta:

A descoberta da existéncia de nimeros irracionais foi surpreendente e pertur-
badora para os pitagéricos. [...] Tao grande foi o ‘escandalo légico’ que por
algum tempo foram feitos esforgos para manter a questdo em sigilo, e ha uma
lenda que conta que o pitagérico Hipaso (ou um outro talvez) foi langado ao
mar pela acéo impia de revelar o segredo a estranhos ou (de acordo com
outra versao) que ele foi banido da comunidade pitagérica, sendo-lhe erigido
um tumulo, como se estivesse morto (EVES, 1969, p. 60).

Outra possibilidade que corrobora para a afirmacao desse espanto gerado pelos
incomensuraveis esta presente na obra de Jamblico (c. 285 - ¢. 330 E.C.). Na literatura
€ mencionado Hipaso, um pitagérico que morreu no mar porque expds a esfera através
do dodecaedro regular (POSSANI; GONCALVES, [2009).

A incomensurabilidade de segmentos ndo parecia perturbar apenas a suposi¢ao
da escola pitagérica de que tudo dependia de numeros inteiros, como também incidia
sobre a definicao de proporcao. Assumindo como comensuraveis duas grandezas
quaisquer similares, esse embasamento tedrico fazia com que todas as proposicdes
da teoria pitagérica das proporgdes se limitassem a grandezas comensuraveis (EVES,
1969).

Na contramao da discussao feita, existe uma corrente histérica que alega de
maneira contundente que as fontes historicas ndo sdo suficientes para sustentar a
ideia de que grandezas incomensuraveis causaram inquietacao nos gregos da época.

A titulo de exemplo, as proprias obras de Jamblico nao permitem aferir nenhuma
juncéo entre a construcao do dodecaedro e o problema da incomensurabilidade. Se
existisse essa ligacao e se ela fosse realmente fundamental, ndo deveria ser explici-
tada? (POSSANI; GONCALVES, 2009).

Na obra de Aristoteles intitulada Metafisica ndo ha afirmacdes a respeito da
incomensurabilidade de segmentos ter acarretado numa crise na comunidade dos
pitagoricos, embora nessa mesma obra o autor tenha criticado ferrenhamente os pita-
goricos (POSSANI; GONCALVES, 2009).
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Em linhas gerais, os matematicos gregos daquele tempo lidavam com a geo-
metria sem associar, necessariamente, a um numero. Sendo assim, os gebmetras
poderiam trabalhar tranquilamente com o lado e a diagonal de um quadrado sem ter
que associar medidas a esses segmentos (FOWLER| [1999).

Outro aspecto importante é que quando consideramos que uma ideia que con-
trariou nosso pensamento nos dias de hoje (como a existéncia de grandezas incomen-
suraveis), também interferiu na maneira de pensar dos pitagéricos, assume-se uma
postura inclinada a existéncia de uma “intuicdo humana”. Em linhas gerais, tal ideia
comporta uma concepgado de que o pensamento humano possui uma certa lineari-
dade e o que pensamos atualmente (neste exemplo, em mateméatica) € apenas um
melhoramento natural de um pensamento pré-existente (BROETTO, 2016).

Com base no que foi discutido, podemos conceber incomensurabilidade nao
como uma geradora de crise, mas sim como um assunto da matematica que néo era
tao pertinente assim para as praticas sociais daquele povo. Por outro lado, caso tenha
acarretado, sim, numa crise ao pensamento corrente na época, nao foram descobertas
fontes histéricas capazes de poder sustentar tal afirmagéo (POSSANI; GONCALVES,
2009).

4.3 DENSIDADE

De acordo com Ferreira (2001), a densidade pode expressar uma qualidade
de denso, assim como pode representar uma relagado envolvendo massa e volume.
Assim, o dicionario acaba por canalizar o foco da palavra em seu uso no contexto da
Fisica, embora exista, também, o emprego da palavra densidade em outras areas do
conhecimento, como na Geografia, no conceito de Densidade Demografica.

Portanto, € visivel que a densidade, enquanto conceito matematico, exige um
acordo no jogo de palavras para que o estudante da Educacao Basica consiga lhe
atribuir uma ideia que faca sentido e esteja relacionada com o conceito em questao.

Relacionando a densidade trazida no dicionario com o seu significado nos nu-
meros reais, podemos dizer que essa palavra esta ligada com uma certa juncao entre
seus elementos, isto é, 0s numeros racionais e os numeros irracionais. Nesse sentido,
trago uma recordacao — que possui um carater metaférico — de uma aula de calculo
do professor Claudio Possani: os nUmeros reais estdo num recipiente completamente
cheio de sal e pimenta (nUmeros racionais e irracionais); ndo tem como pegar um
porcao desse recipiente sem trazer sal e pimenta junto; de outro modo, ndo tem como
pegar um intervalo, por menor que seja, sem pegar numeros racionais e irracionais.

A preocupacao da densidade acabar sendo empregada em contextos fora do
mundo da Matematica esteve presente na pesquisa de Dias (2002). Isso se deve ao
fato de que, normalmente, a densidade néo é explorada nos livros didaticos.

Considerando o exposto anterior, foi proposto aos investigados: Vocé conhece
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a expressao densidade numérica? Se sim, escreva o que vocé conhece sobre esse
assunto. O sublinhado foi um recurso proposital para saber o que os participantes
entendiam da definicdo matematica de densidade usando uma expressao nao usual
(DIAS, 2002).

Dos 14 respondentes, oito nao souberam apresentar respostas coerentes re-
lativa ao questionamento anterior. Em uma etapa posterior da pesquisa, a pergunta
sobre a densidade numérica foi reestruturada e perguntada para outros participantes.
Dos 19 investigados, 10 disseram que n&o conheciam o termo (DIAS, 2002).

Quando se trata da densidade dos numeros irracionais e, por conseguinte, a
densidade dos numeros reais, uma dificuldade precisa ser superada: a concepcao de
gue 0s numeros racionais preenchem a reta numeérica toda. Essa falsa impresséo e/ou
falsa conclusao esté relacionada com ideia de que entre dois racionais existe um outro
racional gerando, assim, uma intuicdo equivocada (BROETTO, 2016).

Uma questao que promoveu bastante discussao durante a producéo do trabalho
de Dias (2002) foi pedir para os participantes explicarem se existia um maior elemento
para o conjunto {x € I | x < 1,25} (I & o conjunto dos numeros irracionais).

Um participante questiona: O conceito de numero irracional é o qué? Aquele
que nédo pode ser escrito na forma de p sobre q ..., entdo, x nao pode ser 1,25.

Na sequéncia, alguns irracionais foram ditos na tentativa de encontrar o maximo
do conjunto: /7 néo... g

A incoeréncia com a definicdo de numero irracional foi percebida pelo sujeito. Em
uma questao similar, a mesma pessoa tentou apresentar o nimero 0, 3334 descartando-
0 em seguida, por ter, provavelmente, percebido que nao era irracional. A discusséo
girou em torno da existéncia ou nao de irracional entre 0,333 e 0,333.... Um partici-
pante foi resistente em afirmar:

Eu ndo consegui enxergar essa situacao para numero irracional. A apresenta-
cao por escrito do numero 3,33301579321... pelo parceiro, explicando que os pontos
de reticéncias nao significavam periodicidade, ndo foi suficiente para considera-lo irra-
cional:

Eu entendi que esse numero pode ser colocado na forma fracionaria.

Outro participante retrucou: Entdo coloca!

Embora n&o tenha conseguido colocar na forma de fracdo, mesmo assim nao
admitiu a irracionalidade: Dentro desse intervalo aqui ndo entendo que teria um irraci-
onal

A existéncia de “alguns” entre dois numeros racionais ndo foi refutada, quando
o parceiro disse existir infinitos (entre os niumeros dados), sugerindo, até entdo, uma
concepcao resistente de uma “reta racional” (discreta).

A partir da contra-argumentacao do parceiro, exemplificando com 7t entre os
racionais 3,14 e 3,15, é que pareceu ter levado o professor a um fator de conflito
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cognitivo:

Gostei dessa questao preciso pesquisar sobre numeros irracionais.

Para uma compreensao conceitual a respeito da densidade dos numeros reais,
como observamos no didlogo anterior, € necessario que se tenha uma compreensao
aprofundada a respeito dos niumeros irracionais para que, posteriormente, seja possivel
experimentar a ideia da densidade.

Um exemplo de trabalho que se constituiu nessa perspectiva de compreensao
conceitual a respeito da densidade dos irracionais foi a dissertacao de mestrado de
Cristina Berndt Penteado (2004). Essa investigagao foi estruturada em 10 atividades
voltadas a onze professores da grande Sao Paulo, os quais participavam do Projeto de
Educacao Continuada — PEC.

Em linhas gerais, a sequéncia de ensino acabou abordando os critérios para
classificar os nimeros em racionais e irracionais, assim como explorou a densidade
no conjunto dos numeros reais (PENTEADO, 2004).

Penteado (2004) pediu aos participantes da sua pesquisa que localizassem a

média aritmética entre 5 e 7 Na sequéncia foram exploradas outras médias entre os
referidos numeros.

Como se tratava de um estagio inicial da pesquisa, se algum participante nao
se sentisse confortavel em trabalhar com os numeros racionais na sua representacao
fracionaria, entdo poderiam realizar a divisdo e, assim, trabalhar com os numeros em
sua representacao decimal (PENTEADO, 2004).

A média aritmética entre niumeros racionais direciona para um ponto crucial
no estudo da densidade: o processo de extragdo de médias repetidamente tem fim?
A ideia é que a maioria das pessoas acabe percebendo que sempre sera possivel
tirar a média entre racionais quaisquer, haja vista que o ponto ndo possui dimensdes
e, assim, sempre sera possivel encontrar outro ponto nesse processo que pode ser
repetido infinitamente. Uma resposta que indica essa compreensao foi ilustrada no
seguinte comentario: “A média vai se aproximar cada vez mais de um numero, 0
espaco entre eles sempre vai existir, mas vai diminuir” (PENTEADOQO, [2004).

E cabivel a problematizacdo de que a densidade pode nao ser entendida, em
sua totalidade, por boa parte dos professores de Matematica que atuam na Educacao
Basica. Isso acaba se tornando visivel quando um participante, ao ser questionado
sobre a possibilidade de representar um nimero irracional entre /3 e V4, ndo con-
segue, mesmo recorrendo a representacao decimal, o que reflete uma compreenséao
insuficiente a respeito dos irracionais, o que compromete o entendimento conceitual
sobre a densidade (DIAS, 2002).

. , o . 2 3
Broetto (2016) questionou quantos numeros racionais existem entre 3 e Z?
apenas 11, dos 24 entrevistados, sinalizaram a resposta infinitos — vale ressaltar que

apenas 3 converteram 0s racionais para decimais e, assim, tiraram suas conclusées. A
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segunda resposta mais recorrente nesta pesquisa foi muitos, o que revela uma forma
de pensar a ser problematizada.

O equivoco, embora esteja em desacordo com a concepc¢ao formal de densi-
dade dos numeros racionais, revela ideias préprias dos estudantes; eles construiram
sequéncias como se para cada namero racional houvesse o numero racional sucessor
— isso pode revelar uma extensao indevida de uma propriedade valida para numeros
naturais e inteiros (BROETTO, 2016).

A titulo de exemplo, Broetto (2016), busca discutir a linha de pensamento de um
dos participantes, o qual considera a reta como sendo discreta, como segue na figura
24.

Figura 24 — Estratégia para encontrar um racional entre 2/3 e 3/4

6} Se a sua resposta no item anterior foi ‘a’, ‘b’ cu 'c’, determine um nimero
racional que esleja entre 2/3 e %. Nao apague o desenvelvimento do raciocinio.
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Fonte — (BROETTO), [2016)

A hipétese € que na primeira linha a pessoa investigada tenha escrito os nume-
ros inteiros 0, 1, 2, 3, 4 e 5; Posteriormente, na segunda linha tenha formado fracées
nos intervalos (0,1), (1,2), (2,3) e (3,4), onde 0os numeradores s&0 0s extremos da es-
qguerda e os denominadores s@o os extremos da direita de cada intervalo. Em seguida,

L ~ ] 1
escreveu novamente os inteiros entre as fragbes, comegando com o 1 apés o 50 0
que estd matematicamente certo e pode ter influenciado seguir a sequéncia. Seguindo

. . , 2 , .
essa linha de pensamento, acabou concluindo que 2 ap6s o 3 e assim por diante, de

modo que sua conclusdo foi a de que entre % e ?1 existe apenas um numero, no caso,
o numero 2 (BROETTO, 2016).

Na pesquisa de Dias (2002) uma das questdes propostas a professores de
Matematica que estavam em formacao continuada foi seguinte: De todos os numeros
menores que 1 existe um que esteja mais proximo dele? Se sim represente-o. Se
ndo, escreva o porqué. Dos 14 sujeitos que responderam, 8 apontaram que havia
um numero mais préximo de 1, o que revela uma ideia de “reta racional”, bem como
denota a ndo consolidagao da ideia de dizima periddica para esses professores, ja que
0 argumento se pautava em 0,999... ser esse numero, valendo ressaltar que houve,
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inclusive, até o caso de os trés pontos nem serem colocados (DIAS, 2002).

Outro apontamento a ser feito, ainda com respeito a pergunta anterior, esta
relacionado com um conflito entre a existéncia de um nimero menor que 1, mas nao é
possivel determina-lo. A titulo de exemplo, a resposta “sim, mas nao da para saber qual
€, menos ainda para representa-lo”; “existe, mas é dificil escrevé-lo, pois esse niumero
é infinitamente pequeno...”’; “se esse numero for real, ndo consigo representa-lo” (DIAS,
2002).

E valida a reflexdo de que em muitas ocasides o professor de Matematica
se depara com a ndo compreensdo ou com o0 nao entendimento dos estudantes no
tocante a densidade dos numeros reais. Isso se manifesta quando o aluno é convidado
a indicar um numero real que seja mais proximo de 1 e que se localize a sua direita;
em diversas situagées o numero 1,1 é colocado como resposta, o que revela uma
transferéncia de propriedades validas para os numeros inteiros aos reais, como por
exemplo a ideia de sucessor. Outro equivoco pode ser detectado quando se pergunta
quantos numeros reais pertencem ao conjunto {x € R |1 < x < 4} e o estudante
aponta apenas dois, o numero 2 e o numero 3 (CHAVES; SOUZA, 2017).

Por outro lado, a auséncia de conceito definicdo articulado com o nome densi-
dade, para a maioria dos participantes, nao impediu que fosse detectado o conceito
imagem, ou seja, os estudantes poderiam ndo conhecer a definicdo formal, mas apre-
sentaram ideias corretas sobre densidade. Em relacdo a esses conceitos, a autora
aponta:

O conceito imagem é constituido na estrutura cognitiva do individuo, asso-
ciado a um certo conceito. Essa associagao contém representagées mentais
como: imagens de representacdes visuais, impressdes, experiéncias e pro-
priedades. Estas podem ser elaboradas pelo individuo por intermédio de pro-
cessos de pensamento sobre as representagcdées mentais. Conceito imagem
pode revelar-se por palavras ou simbolos matematicos. Por exemplo, quando
o individuo expressa o conjunto de niumeros reais menores que 1,25 desta
forma: A={...1,24...,1,23...,1,22...} (DIAS, 2002, p. 2).

O conceito definicao pode ser uma reconstrucdo pessoal de uma definicao
formal, sem que ele e a definicdo do conceito tenham necessariamente signifi-
cados coincidentes, ou ainda, o conceito definicdo pode ser uma descricdo do
conceito imagem (DIAS| 2002, p.3). A formagéo do conceito definicdo pode
ocorrer no ato em que o individuo é questionado para explicar um conceito.

Por outro lado, a identificacdo de numeros distintos pela igualdade de um nu-
mero com uma aproximacao deste, e a dificuldade relativa a ordem encontrada naquela
pesquisa, podem corroborar para uma elaboracdo de um conceito imagem nao coe-
rente com o conceito formal de densidade (DIAS, 2002).

A hipbtese que se confirmou € deveras assustadora: a concepcao geral de
densidade que foi exposta por professores de Matematica é semelhante ao que foi
detectado em estudantes da Educacéao Basica. Vale frisar que muitos termos expressos
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pelos professores eram idénticos aos termos que os estudantes apresentavam nas
pesquisas tomadas como referéncia (DIAS, 2002).

Em uma investigacdo com 39 licenciandos, apenas cerca de 30% dos partici-
pantes apontaram que entre dois racionais existem infinitos racionais, valendo ressaltar
que nenhum deles conseguiu apresentar um numero como exemplo, 0 que revela que
a densidade € aceita e memorizada, entretanto € pouco compreendida (BOFF, 2006).

Quanto a densidade dos irracionais, Broetto (2016) investigou o tema ao pergun-

, . . L . 11
tar aos seus 23 entrevistados se existe algum numero irracional no intervalo (5, 5).

Caso a resposta fosse afirmativa, foi solicitado ao participante que ele escrevesse
esse numero em notagao decimal. No caso da resposta ser negativa, foi pedida uma
justificativa. Segue, na tabela 1, uma sintese das respostas obtidas.

Tabela 1 — Densidade dos irracionais

Respostas Acoes Sujeitos
2

Apresentou um numero irracio-

nal na forma decimal 23
. , L 4
Sim Apresentou um nudmero irracio- 23
nal na forma decimal a partir de
raiz quadrada ou 7
- , . 7
Nao apresentou um numero irra- 23
cional
~ ~ TP 2
Nao Nao apresentou justificativas 23
- . 8
N&o soube responder ou deixou 23

em branco

Fonte — (BROETTO}, 2016)

O indice de futuros professores que nao souberam responder ou que deixaram
em branco compdem, aproximadamente, 35% dos entrevistados. Também é importante
frisar a reduzida quantidade de licenciandos que justificaram adequadamente, apenas
seis de 23 (BROETTO, 2016).

Por outro lado, Penteado (2004) propbs que os participantes comparassem
1,232425... com o numero 1,332425..., pretendendo chamar a atengéo para o fato de
que embora houvesse uma modificacdo em um algarismo, ambos 0s numeros seriam
irracionais.

Envolvendo, ainda, os numeros 1,232425... e 1,332425..., foi solicitado que os
participantes localizassem um nimero irracional entre os dois irracionais dados. E im-
portante frisar que nem sempre o artificio da média aritmética entre os dois irracionais
produz um numero irracional (PENTEADO, 2004).

Em linhas gerais, Penteado (2004) buscou utilizar a representacéo decimal para
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que os participantes pudessem construir nimeros racionais € irracionais entre dois
nameros reais dados. Nesse sentido, houve a preocupacédo da autora em fornecer
problemas com dois racionais, com dois irracionais e, também, com um racional e um
irracional.

Outra potencialidade envolvida € a conversao do numero para a sua representa-
¢ao via pontos na reta numeérica. Isso se deve ao fato de que a maioria dos participantes
sentiu a necessidade de aumentar a escala, visando uma melhor representacao dos
nameros, assim como uma melhor observacao da relacdo de ordem entre 0s mesmos.
Algumas falas ilustram a questao: “Quanto menor o numero, tenho que aumentar mi-
nha escala”; “Na hora de representar na reta, vou colocar a média um pouco mais para
frente”; “Vamos ter que aumentar ainda mais a escala” (PENTEADO, 2004).

Na investigacado de Fischbein, Jehiam e Cohen (1995) houve o questionamento
seguinte: dados dois pontos distintos numa reta, quantos nimeros racionais pertence-
riam a este intervalo? A mesma indagacao foi feita a respeito dos niumeros irracionais.
Os estudantes que responderam, com respeito aos numeros racionais, apresentaram
0s seguintes indices de acerto: 54% dos alunos da 92 série, 50% dos alunos da 102
série e 90% dos licenciandos. Quanto aos irracionais, a reposta infinitos foi dada por
64% dos entrevistados da 92 série, 69% dos entrevistados da 102 série e 97% dos
entrevistados universitarios. (FISCHBEIN et al., [1995).

Com base nas pesquisas consultadas, é perceptivel que o conceito de den-
sidade ainda carece de maiores discussoes, tanto na Educacao Bésica, quanto no
Ensino Superior. Nao é suficiente que o professor do Ensino Médio apenas comuni-
que que entre dois numeros reais existam infinitos racionais e irracionais, bem como
nao basta que tais propriedades sejam demonstradas formalmente em um curso de
Analise.

E importante que o licenciando experiencie mais os nimeros irracionais em
suas diversas representacdes e, num segundo momento, a densidade, ja que se essas
informacdes ndo forem experimentadas, provavelmente, os estudantes ndo acreditarao
que existem, por exemplo, infinitos numeros racionais entre dois niumeros irracionais,
0 que pode acarretar em um retorno a intuicdo equivocada de que a reta é preenchida
pelos racionais.

4.4 CONTINUIDADE

Ferreira (2001) aponta duas caracterizagcées que colocam a continuidade mais
relacionada com a Matemaética: qualidade de ser continuo; propriedade especifica de
uma funcao continua. Nesse dicionario a palavra continuo quer dizer que “ndo ha
interrupgdo; seguido, continuado”. Assim, vemos que o significado para a continuidade
trazido no dicionéario esta fortemente relacionado com o seu significado no mundo
da Matematica. Como visto anteriormente, do ponto de vista formal essa nocao esta
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relacionada com os cortes de Dedekind porque cada corte fica identificado como um
ponto na reta geométrica, que € um objeto continuo.

A continuidade dos numeros reais, ao contrario dos outros conceitos tratados
nesse capitulo, € um conceito ainda pouco explorado em trabalhos brasileiros na
area da Educacao Matematica, na perspectiva empregada no presente trabalho. O
termo continuidade esta relacionado, majoritariamente, com a ideia de continuidade
de funcdes, numa perspectiva mais relacionada com o Ensino Superior. Sendo assim,
optamos por realizar uma breve discussao histérica a respeito da continuidade, acredi-
tando que essa argumentagao pode contribuir positivamente com a Educacao Basica
e, ao final da secao, realizaremos alguns apontamentos a respeito da continuidade.

Para a breve discussao histérica sobre a continuidade, recorremos ao recente
trabalho de Rafael Siqueira Silva (2019) intitulado Um estudo sobre o movimento I6gico-
histérico do conceito de continuidade. Essa escolha se justifica pelo fato de perpassar,
ao longo dos tempos, por aspectos que se relacionam com diversas concepcdes a
respeito da continuidade, as quais ajudaram a constituir o conjunto dos nimeros reais.
Na pesquisa o autor propbs quatro momentos de analise:

e A matematica na Antiguidade: periodo que esta relacionado com as primeiras
manifestacées de um conhecimento estruturado coletivamente;

e O desenvolvimento de uma matematica elementar: periodo correspondente ao
acumulo e sistematizagdo de métodos de estudo das magnitudes constantes;

e A criacdo da matematica das variaveis: periodo correspondente ao enfrenta-
mento de problemas que relacionam magnitudes variaveis e a elaboracao de
uma linguagem prépria;

e O inicio da matematica moderna: periodo correspondente ao desenvolvimento
da matematica como area cientifica como conhecemos atualmente.

E valido o apontamento do autor a respeito do tratamento que ele empregou ao
conceito de continuidade, uma vez que sua produgao nao € historiografica, inclusive
ele aponta outros trabalhos que seguem nessa linha. Em contrapartida, o foco da
pesquisa € centrado na identificacdo e discussao sobre os elementos tensionadores
em diferentes momentos histéricos e que nos ajudam a entender as relagdes que
possibilitaram o desenvolvimento da continuidade (SILVA, [2019).

O trabalho de Silva (2019) buscou dialogar as relagbes estabelecidas entre
o l6gico (manifestacdo do pensamento) e o historico (praticas culturais) envolvendo
o conceito de continuidade, sendo assim, o autor usou os elementos pedagdgicos
tensionadores na histéria propostos por Lanner de Moura (2003).

Em resumo, os elementos tensionadores na historia estao ligados com a per-
cepcao de necessidades, motivagdes e condicdes objetivas que levaram a producao
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de determinado conhecimento. Desta forma, a estrutura dos argumentos utilizados
tem como ponto inicial a discussédo sobre os elementos tensionadores com base em
recortes feitos nas obras analisadas, o que o autor chama de extratos (SILVA, [2019).

Conforme o que foi dialogado acima, as préximas subsecdes explanardo os
quatro momentos supracitados.

4.4.1 Periodo de Desenvolvimento da Matematica na Antiguidade

As primeiras manifestacdes a respeito do avango do conceito de continuidade
remontam a Grécia Antiga por meio de problemas que envolvem a incomensurabilidade
(COBIANCHI, 2010). Nesse sentido, esse periodo pode ser compreendido como 0s
primérdios do desenvolvimento do pensamento matematico no trato com magnitudes
constantes (SILVA; 2019).

A Grécia Antiga, segmentada em diferentes cidades-estado, ficou marcada pelo
inicio de atividades cientificas em funcdo das relagbes sociais estabelecidas na época.
O modo de producao baseado em uma cultura escravista e a prépria questao territorial
favoreceu o desenvolvimento de diversas atividades, como por exemplo, comércio,
agricultura, navegacoes, exército, politica, entre outros. Nesse contexto, os que homens
que podiam usufruir seu tempo longe de atividades bracgais puderam se dedicar a
atividades intelectuais, entre elas, a producao de conhecimentos matematicos (SILVA,
2019).

Quadro 3 — Extrato 1: A divisdo do trabalho e a producéao do conhecimento matematico

Descricao Elemento tensionador

Na matematica dessa época os problemas eram de | A complexificacao das relagdes soci-
ordem pratica, os quais estavam relacionados com | ais que exigiu a divisdo do trabalho
a necessidade de célculos numéricos, medicdes e | e a existéncia de pessoas que tinham
construcdes geométricas. No entanto, o novo era | como atividade principal dedicada a fi-
que estes problemas pouco a pouco se despren- | losofia, matematica, artes, entre outras,
deram em um campo independente da matematica | distanciadas do trabalho bragal (SILVA,
que obteve a denominagéo de logistica. A logistica | 2019, p. 89).

foram atribuidas: as operagbes com numeros intei-
ros, a extragcdo numérica de raizes, o calculo com
a ajuda de dispositivos auxiliares, do tipo do abaco,
o célculo de fragbes, a resolugdo numérica de pro-
blemas que conduzem a equacgdes de 1° e 2° graus,
problemas praticos de célculo e construtivos da ar-
quitetura, agrimensura, etc (RIBNIKOV, 2019, p. 51).
Fonte — (SILVA, 2019)

Com base no extrato 1, ha de se considerar que por mais que 0s problemas
estivessem relacionados com problemas de ordem pratica, nesse periodo comega um
movimento de se pensar formas gerais na producédo do pensamento, com a criacao de
um campo independente da Matematica (RIBNIKOV, 2019).
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Nessa linha de pensamento os autores Antony Marco Mota Polito e Olavo Leo-
poldino da Silva Filho (2013) complementam a discussao:

Acompanhando as necessidades de rigor e objetividade, regras para a elabo-
ragao do discurso, para a corregao do raciocinio e para a articulagao concei-
tual dos elementos concretos da realidade sensivel foram formuladas. Assim
€ gue a logica e a matematica foram criadas como disciplinas propriamente
ditas, ambas passando por um desenvolvimento Unico entre os gregos. A
primeira, como uma disciplina puramente linguistica e conceitual, teve sua
formulagédo plena nas obras de Aristoteles e da escola estoica. J& a mate-
matica grega — a qual era constituida quase que inteiramente pela geometria
(euclidiana) e pela aritmética —, foi concebida como paradigma de correcao
de pensamento e demonstracao de verdades (POLITO; SILVA FILHO, 2013,
p.330).

Na mente de muitos gregos foram manifestadas as primeiras tentativas de esta-
belecimento de caracteristicas universais para a explicacao e constituicao de fenéme-
nos ligados a vida humana. Tais caracteristicas versavam a respeito da definicao de
uma estrutura rigida para a construcao do pensamento, pautada em principios elemen-
tares, os quais poderiam ser aceitados ou refutados por meio de uma analise coletiva
(SILVA| 2019).

Por outro lado, € importante salientar que a sociedade grega era reconhecida por
sua capacidade de trocas comerciais, realizagdo de construgdes terrenas e maritimas,
assim como apregoavam relacdées com os numeros baseados em suas atividades
praticas. Nesse contexto, as atividades oriundas de atividades praticas nao eram vistas
atenciosamente pelos filésofos e registros da aritmética pratica ndo apareciam nas
bibliotecas dos estudiosos (BOYER, 1974).

Em suma, pode-se dizer que a atividade de producédo de conhecimento vinda
dos pitagéricos estava associada a sua motivacdo em buscar respostas para os fené-
menos sobre o universo por meio de generalizacgoes inteligiveis (SILVA, [2019).

Quadro 4 — Extrato 2: A crise sobre a incomensurabilidade

Descricao Elemento tensionador
Mas que é feito, entédo, da afirmacgao de que os prin- | A crise nos fundamentos pitagéricos de
cipios dos numeros séo os elementos de todos os | enumerabilidade e ordenagéo, frente a
seres, que o Céu inteiro € harmonia e nimero? Que | formag&o da consciéncia sobre os inco-
valor tem ela, se os nimeros ndo podem dar conta, | mensuraveis (SILVA, 2019, p. 93).
sequer, desta coisa simples e elementar que é a ra-
zao0 dos comprimentos de dois segmentos de reta?
Onde esté o alcance universal dessa afirmacéo? No
dia em que foi descoberto o fendmeno da incomen-
surabilidade de segmentos, a escola pitagérica es-
tava ferida de morte (CARACA, [1951], p.74).

Fonte — (SILVA, 2019)

No extrato 2, a morte que se refere Caraga (1958) representa uma quebra de
paradigmas experimentada pelos pitagoricos. Os segmentos incomensuraveis acaba-
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ram proporcionando uma abertura para a elaboragdo de conceitos fundamentais e
predecessores do entendimento sobre continuidade (SILVA, 2019).

Para além das questdes de cunho légico e filosdéfico, existe, também, a figura
reveladora entre os numeros e a interagdo humana manifestada, principalmente em
acbes de contagem e medicdo. Portanto, a “crise dos incomensuraveis” acabou, de
certa maneira, evidenciando o contraste que havia entre contagem e medida, assim
como entre o discreto e o continuo (BROLEZZI, 1996).

Apés a confrontacdo entre comensuravel/incomensuravel, surgiu com forca a
pergunta sobre outras formas de realidade dual, que sdo importantes para a forma-
cao do pensamento grego: a contraposicao divisivel/indivisivel, presente nas discus-
sOes acerca da natureza e possibilidade do movimento, bem como as nocdes de
espaco/tempo (BROLEZZI, [1996).

Ao tratar dessas formas de realidade dual, Brolezzi (1996) traz para a discussao
a existéncia dos indivisiveis. Nesse sentido, também envolta de uma imprecisao histo-
rica, a primeira manifestagdo sobre os indivisiveis é atribuida a Demdcrito de Abdera
(460-370 a.C.) (SILVA, 2019).

Assim, a importancia de Demdécrito ser mencionado nessa discussao se fun-
damenta na ideia de que ele foi, aparentemente, a primeira pessoa a falar sobre os
infinitesimais, bem como considerar a possibilidade de trabalhar com o infinitamente pe-
queno visando recompor o todo, como o caso de usar laminas circulares infinitamente
finas para calcular o volume de cilindros e cones (BROLEZZI, [1996).

Nao foram encontradas fontes histdricas que assegurem relagcéo entre as ména-
das dos pitagoéricos e a teoria atomistica de Demaocrito, nem que a segunda tenha sido
baseada na primeira. Contudo, ambas nos ajudam a entender o modo como a atividade
matematica estava sendo desenvolvida nessa época. Acompanhado por uma ideia de
enumerabilidade, ordenagdo, indivisiveis e intuitivamente de infinitesimais, esse tipo
de pensamento contribuiu de maneira satisfatoria para descricao e explicacao dos
fendbmenos da vida humana (SILVA, [2019).

O questionamento sobre sua capacidade l6gica surgiria anos depois pela escola
filosofica surgida em Elea, na Grécia Antiga. O Extrato 3, a seguir, se constitui a partir
desse contexto.
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Quadro 5 — Extrato 3: A crise sobre os indivisiveis

Descricao Elemento tensionador

A teoria dos infinitesimais de Demdcrito e seus se- | A critica aos fundamentos da teoria ato-
guidores foi combatida duramente por outra escola | mistica, sobretudo no que compete a
filosofica, nascida em Eléa (Magna Grécia), pelo in- | existéncia dos infinitésimos e do movi-
fluxo das ideias de Parménides. A doutrina eledtica | mento (SILVA; 2019, p. 95).

chamava a atencao para os paradoxos e contradi-
coOes existentes na concepgao do mundo fisico como
composto por particulas infinitamente pequenas e
indivisiveis. Propunha, em substituicdo, considerar
a imutabilidade e unidade essencial do mundo fisico
(BROLEZZI, [1996, p. 22)

Fonte — (SILVA| 2019)

As ideias filosoficas da teoria atomistica foram criticadas duramente pela es-
cola eleatica, sobretudo com referéncia as figuras de Parménides (aproximadamente
530-460 a.C.) e seu discipulo Zenao (aproximadamente 495-425 a.C.). Baseados em
uma corrente filoséfica que pressupunha os seres como unidade indivisivel e estatica,
os eleaticos combateram as ideias atomisticas sobre a existéncia da multiplicidade e,
sobretudo, do movimento. Essas criticas se pautavam na perspectiva de que os infini-
tésimos eram totalmente absurdos, uma vez que se possuissem algum comprimento,
entdo uma quantidade infinita deles poderia compor uma reta de comprimento infinito.
Caso nao tivessem comprimento algum, entdo uma quantidade infinita deles, também,
nao teria comprimento (BROLEZZI, |1996).

A forma como os eleatas expuseram seus questionamentos acabou por marcar
a histéria do pensamento matematico, especialmente no que concerne aos paradoxos
de Zendo sobre o movimento. Os mais famosos s&o os paradoxosﬁ da Dicotomia, de
Aquiles, da Flecha e do Estadio (BOYER, [1974).

De acordo com Brolezzi (1996), mesmo distante de sugerir alguma intuicao a
respeito do conceito de Continuidade, Zenao revelou que “espago e tempo possuem a
propriedade da Continuidade, e esses paradoxos deixam a descoberto as dificuldades
de se imaginar ou intuir os fendmenos associados a Continuidade” (p. 22).

Os paradoxos revelaram nao apenas a incapacidade de argumentacao légica
das teorias atomisticas no que tange a explicacao da ideia de movimento a partir duma
noc¢ao intuitiva sobre os infinitésimos, mas também explicita as intengdes de Zendo em
argumentar que toda mudanca é iluséria (SILVA, [2019).

A instabilidade provocada pelos paradoxos de Zenao revelam especificidades
relevantes sobre a construgdo do pensamento matematico na Grécia Antiga. A busca
por respostas a estes conflitos atravessou séculos e sd conseguiu encontrar uma base
sustentavel com a futura relagéo entre discreto e continuo, assim como a relagédo entre

6 Sugestdo de video que explica de maneira ilustrativa os paradoxos de Zenao: https: //www.youtube.
com/watch?v=18dmA8T_Vr8
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infinito atual e infinito potencial (BROLEZZI, |1996).
O extrato 4 € uma saida adotada pelos filésofos/matematicos gregos para lida-
rem com esse contexto.

Quadro 6 — Extrato 4: A saida pela criacdo do método de exaustao

Descricao Elemento tensionador

Nessa Matematica grega, o conceito de curva es- | A saida proposta pelos gregos para a
tava limitado a reta, circunferéncias e cénicas. Nela | incapacidade de lidar com as questées
aconteceu a fuga de tudo que estivesse relacionado | dos incomensuraveis e infinitésimos: a
com concepcgdes quantitativas e dindmicas; particu- | criacado do método de exaustao (SILVA|
larmente do conceito de infinito, ndo porque se ba- | 2019, p. 98).

nisse da filosofia esse conceito, mas porque se re-
nunciou abordar um estudo quantitativo do infinito,
e se passou a elimina-lo sistematicamente dos ra-
ciocinios matematicos. E da Matemética grega veio
um método de raciocinio, o “método de exaustao”
(COBIANCHI?, 2001, p. 88 apud SILVA 2019).

Visando responder os questionamentos levantados pelos eleéticos, houve a
elaboragéo tedrica de formulagéo do pensamento sobre a razdo/proporcao e a relagao
entre figuras curvas e retilineas (BOYER, |1974). Nesse contexto, ressaltam-se os feitos
de Eudoxo de Cnido (390-330 a.C.) (SILVA, 2019).

Eudoxo estava no movimento de separagéo da Aritmética e Geometria, cuja efe-
tivacdo ocorria no uso de estratégias para evitar a “resolucao de problemas aritméticos
ou algébricos lidando diretamente com grandezas continuas, isto é, realizando todas
as operacoes sem necessidade de referéncia direta a numeros e suas representacbes”
(BROLEZZI, 1996, p.24).

A teoria de proporcao entre dois segmentos se pautava em procedimentos su-
cessivos indefinidamenteﬂ de modo que a sua estrutura l6gica ndo conseguia se sus-
tentar frente aos problemas levantados sobre incomensuraveis e infinitésimos (SILVA,
2019).

De acordo com Boyer (1974), a proposta de Eudoxo foi estabelecer uma nova
definicdo que driblasse tais problemas. Para tanto, ele postulou: Diz-se que grandezas
estdo na mesma razao, a primeira para a segunda e a terceira para a quarta, quando
equimdltilplos quaisquer sdo tomados da primeira e da terceira e equimdltiplos quais-
quer da terceira e da quarta, os primeiros equimdultiplos s§o ambos maiores que, ou
ambos iguais a, ou ambos menores que, os ultimos equimdultiplos considerados em
ordem correspondente. Em linguagem simbdlica, temos:

7 . ~ .. a ¢ . a_c¢c =
Quatro entidades estdo em proporcao b= a se as duas razdes b e — tem a mesma subtracao

mutua; isto é, se em cada razdo, a quantidade menor cabe um igual nimero [inteiro] de vezes na
maior e o resto em cada caso cabe um igual niUmero inteiro de vezes na menor e 0 novo resto no
precedente 0 mesmo numero inteiro de vezes e assim por diante
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4 c Se m-a<n-b = m-c<n-d
E=a<:>Vm,neZ Se m-a=n-b — m-c=n-d
Se m-a>n-b = m-c>n-d

Pela forma de definir Eudoxo ndo precisava comentar a respeito dos infinitesi-
mais e acabava estabelecendo uma relagédo entre grandezas que permitia alcancar
uma grandeza de espécie tdo pequena quanto se queira. Tal contribuicdo proporcio-
nou um momento de avanco no pensamento matematico, o qual foi uma semente que
deu frutos posteriores na ideia de limites e no préprio conceito de integral (RIBNIKOV,
2019).

Ribinikov (1987) afirma que o método da exaustao foi um instrumento que aju-
dou a tratar diversos problemas que envolviam o calculo de areas de figuras, volume
de corpos, comprimento de curvas, busca de tangentes de curvas, etc. Porém foi Arqui-
medes de Siracusa (287-212 a.C.) com quem o método ganhou novas significacoes.

Embora Arquimedes n&o tenha sido o primeiro a buscar o enquadramento de
curvas, ele foi o primeiro a conseguir estabelecer relagées que sobreviveram as incoe-
réncias apontadas pelos eleatas (BROLEZZI, 1996).

4.4.2 Periodo de Desenvolvimento da Matematica Elementar

Recorrendo a uma observacao histérica, até o século XVI prevaleciam as con-
cepcdes gregas, as quais separavam o entendimento a respeito das quantidades de
duas maneiras distintas: o discreto (nimero) e o continuo (grandeza). A traducao des-
ses componentes se deu pelo estudo das grandezas e dos niumeros, ou seja, Como 0
estudo da Geometria e da Aritmética. Assim, a ideia de numero estava relacionada com
um processo de abstracédo aplicado ao mundo material (PENTEADO; SILVA, 2009).

No que tange ao desenvolvimento do conceito de Continuidade, no periodo
compreendido pelo Império Romano e pela Idade Média destacou a ampla difusao e
aplicacao dos trabalhos de Arquimedes e o desenvolvimento do pensamento algébrico
em civilizagbes arabes (BROLEZZI, |1996).

O Renascimento, conforme Silva (2019), gerou diversas mudancgas sociais e
politicas, as quais foram influenciadas pelas necessidades do modo de produgéo capi-
talista. Sendo assim, o extrato 5 é estruturado a partir desse contexto:

O periodo de transicdo do Feudalismo Europeu para o Renascimento ficou
frisado pela intensificacdo de relagdes comerciais, bem como pelo aumento da po-
pulacao nas cidades, impulsionados pela fuga do campo e pela vontade de viver em
melhores condi¢cées (EVES, [1969). Além disso, o fim da escravidao e a exploragdo ma-
ritima de novas rotas acabaram provocando novos problemas, os quais demandavam
uma matematica para além da escola grega classica (SILVA, [2019).
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Quadro 7 — Extrato 5: Necessidades advindas do modo de producéo capitalista

Descrigcao Elemento tensionador

Para uma nova ascenséao da ciéncia matematica foi | Mudangas em ambitos sociais, politi-
necessaria uma nova ascensao das forgas produ- | cos e econébmicos que provocaram O
tivas da sociedade humana. Na Europa e na re- | surgimento de novas necessidades e
gido da bacia do Mediterrédneo, este novo princi- | a busca por sua satisfacdo através da
pio em ascensdo apareceu somente muitos séculos | ressignificacdo das bases do pensa-
depois, comecando com a época do chamado Re- | mento advindo da escola grega clas-
nascimento, época final do Feudalismo e comego | sica (SILVA,2019, p. 102).

do desenvolvimento do modo de produgéo capita-
lista. Ademais, uma das fontes mais importantes de
novas ideias matematicas foi a assimilacao da he-
ranga classica dos matematicos da Grécia Antiga,
Euclides, Arquimedes e outros (RIBNIKOV, 2019, p.
106).

A titulo de exemplo, os problemas que emergiram no contexto da navegacéao
levaram os sujeitos a empregar investigacdes mais cuidadosas sobre 0 movimento dos
astros, exigindo, a partir de entdo, um estudo quantitativo mais rigoroso - que permitisse
medir e prever. Assim, diante de uma exigéncia nova, estava uma insuficiéncia antiga
que a bloqueava, sendo uma barreira que deveria ser derrubada, e que se convertia
em uma evolucao necessaria (COBIANCHI, 2001).

Um ponto crucial que alavancou a producao matematica da época é o fato de
que essa construgcao de conhecimentos aconteceu fundamentada sobre os pensamen-
tos da escola grega classica, entretanto possuia um despendimento do rigor l6gico tao
profundo (EVES, [1969).

No desenvolvimento conceitual da continuidade, uma das principais manifesta-
cbes do pensamento estd ligada a (re)significacado do Infinito/Infinitésimos tendo como
partida os trabalhos de Simon Stevin (1548-1620), Galileu Galilei (1564-1642), Johan-
nes Kepler (1571-1630) e Bonaventura Cavalieri (1598-1647). As investigacdes citadas
buscaram solucionar problemas da época, tais como a questdo do centro de gravidade
de figuras de Stevin, além da vasta producéo de instrumentos de medida de Galilei e
da medida do volume dos barris de Kepler; para cada problema foi usado o método de
exaustao difundido por Arquimedes, mas com um novo tratamento dado as infinidades,
as quais eram deixadas de lado pelo pensamento grego. O extrato 6 é formado por
meio da producao de Cavilarei sobre a Teoria dos indivisiveis.
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Quadro 8 — Extrato 6: A producao do conhecimento sobre os infinitésimos

Descrigcao Elemento tensionador

[O argumento de Cavalieri se baseava em] que uma | A produgao do conhecimento sobre os
area pode ser pensada como sendo formada de seg- | indivisiveis de Cavalieri frente a neces-
mentos ou “indivisiveis” e que um volume pode ser | sidade de lidar com a questédo dos infi-
considerado como composto de areas que sao volu- | nitésimos (SILVA, 2019, p. 105).

mes indivisiveis ou quase-atdémicos. Embora Cavali-
eri na época nao pudesse té-lo percebido, ele seguiu
as pegadas realmente muito respeitaveis, pois esse
é exatamente o tipo de raciocinio que Arquimedes
usou em O Método, entdo perdido. Mas Cavalieri,
ao contrério de Arquimedes, ndo hesitava perante
as deficiéncias logicas nas bases de tais processos
(BOYER, [1974] p. 241).

O método dos indivisiveis, proposto por Cavalieri, pode ser expresso por dois
principios:

1. Se duas porgdes planas sao tais que toda reta secante a elas e paralela

a uma reta dada determina nas porgdes de segmentos de reta cuja razdo é

constante, entdo a razao entre as areas dessas porgdes é a mesma constante.

2. Se dois solidos sdo tais que todo plano secante a eles e paralelo a um plano

dado determina nos sélidos seccdes cuja razao é constante, entdo a razao
entre os volumes desses solidos é a mesma constante (EVES, 2004, p.426).

Tal método acarretou em um expressivo desenvolvimento da Matematica para
a época haja vista que propiciou a resolucao de diversos problemas que, frente ao
pensamento grego, ndo foram resolvidos. O movimento de pensamento de Cavalieri
nao buscava aprofundar a légica que sustentava a teoria grega, mas buscava romper
as fronteiras epistemolégicas que impediam o desdobramento de novas ideias, o que
revela o modo particular da atividade matematica da época vinculadas a uma realidade
em transformacao (SILVA, [2019).

Sendo assim, houve um certo estabelecimento mais sélido a respeito dos infini-
tésimos. Esse movimento também permitiu que problemas relacionados ao movimento
fossem enfrentados (SILVA, 2019). Para tratar dessa questao, segue o extrato 7.

Quadro 9 — Extrato 7: A compreensao matematica do movimento

Descricao Elemento tensionador

A descoberta e a re-significagao da fisica aristotélica | O desenvolvimento do pensamento a
nesse periodo ird provocar, sem duvida, sensiveis | partir do estabelecimento da relagdo
mudangas na produgdo do conhecimento mateméa- | entre a Geometria e a Algebra, e cons-
tico. Foi o que aconteceu: para dar conta dos novos | trugao de uma teoria de explicagao do
modelos e interpreta¢des dos fendmenos fisicos, a | movimento (SILVA, 2019, p. 107).
matematica precisara se despojar, de modo paula-
tino, de sua caracteristica estatica, finita e rigorosa
herdada dos antigos (REZENDE, 2003 p. 123).

Esse elemento tensionador se estabelece a partir do momento que o pensa-
mento geométrico se aproximou dos procedimentos algébricos, o que possibilitou um
tratamento adequado para a dinamicidade dos fenédmenos (SILVA, 2019).
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Os conceitos de movimento ndo foram preponderantes no formalismo da Mate-
matica da Grécia. O conceito de movimento, assim como o conceito de variabilidade e
de funcionalidade se desenvolveram através da Filosofia (REZENDE, 2003).

Impulsionado pelo espirito revoluciondrio da época, René Descartes passou a
utilizar estruturas algébricas em conjunto com métodos ja estabelecidos pela Geome-
tria. A titulo de exemplo, ao tratar das questdes sobre a compreenséo de area e volume,
Descartes passou a conceber o produto de dois segmentos ou mais como segmento
também, isto €, se pensarmos x como uma unidade de segmento, a multiplicagao x - x
(ou x2) também resultara em segmento — ndo mais a area de um retangulo de base x
e altura x. Essa maneira de pensar permitiu uma liberdade de pensamento, haja vista
que nao seria preciso recorrer a limitacao figurativa dos instrumentos geométricos
(BOYER, [1974).

Ao passo que os trabalhos de Descartes apontavam para a criacao da geometria
algébrica, outro matematico se destacou nessa época: Pierre de Fermat. Este se
dedicou a construcao de uma relagédo entre os conceitos geométricos e algébricos no
enfrentamento de problemas que envolviam movimento (SILVA, [2019).

O destaque nos trabalhos de Fermat estavam na adocao de estratégias que
relacionam-se aos infinitésimos, a partir da ideia do estudo da vizinhanga de um certo
ponto de maximo ou minimo em problemas que envolviam otimizacéo (EVES, 2004).

A titulo de exemplo, em curvas da forma y = f(x) Fermat adotou um modo
muito criativo para encontrar pontos nos quais a funcéo assume um valor de maximo
ou de minimo. Ele comparava o valor de f(x) e, em um ponto vizinho, f(x + E). Em
geral esses valores sao diferentes, mas em um ponto alto ou baixo da curva lisa, a
variacao sera bem pequena. Portanto, Fermat igualava f(x) com f(x + E), percebendo
que quanto menor o intervalo E entre os dois pontos mais perto a igualdade passaria a
ser verdadeira, de modo que ele dividia os dois lados por E e fazia E = 0. Os resultados
lhe rendiam as abscissas dos pontos de maximo e de minimo do polinémio (BOYER,
1974).

Em notacao atual, a proposicao de Fermat é uma interpretacao algébrica embri-

onaria da diferenciacdo e um método para determinar pontos de maximo e minimo por
f(x + E)—f(x)

E
que a condigio f'(x) = 0 é necessaria, mas nao suficiente para determinar o maximo

ou minimo, assim como n&o distinguia se o valor era de maximo ou de minimo (EVES,
2004).
Nesse contexto, € interessante o apontamento de Rezende (2003):

meio da equacao limg__,g = 0. Contudo, esse método n&o estabelecia

A primeira grande diferenga, provocada pela introdugcado do simbolismo al-
gébrico na geometria, ocorre no préprio conceito de infinitesimal. Enquanto
quantidades infinitesimais estiveram associadas, ao longo da histéria, a linhas
ou superficies indivisiveis, ou mesmo numeros infinitamente pequenos, com
Fermat, as quantidades infinitesimais passam a ser uma “constante indeter-
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minad”, representada em geral pela letra “E”, e que assume um papel mais
préximo do nosso conceito de variavel (REZENDE, 2003, p.166).

Portanto, a partir dos trabalhos de Fermat, é possivel perceber que o conceito
de indivisivel e de quantidades infinitamente pequenas voltam ao cenario matematico,
tornando os processos infinitos um instrumento normal da época: “é a geometria
euclidiana caminhando na direcao da invencao do Célculo” (REZENDE, 2003, p.123).

4.4.3 Periodo de Desenvolvimento da Matematica das Variaveis

O desenvolvimento do pensamento matematico que se pautasse na considera-
céo da variabilidade dos fend6menos pode ser entendido como 0 momento de criagéo
da analise infinitesimal. O elemento propulsor para a elaboragédo de teorias sobre o
movimento foi o estabelecimento da relacdo entre os métodos integrais e diferenciais
ao longo século XVII (SILVA, [2019).

Quadro 10 — Extrato 8: Os métodos infinitesimais na produgdo do pensamento

Descricao Elemento tensionador

As causas que motivaram este processo [a criacdo | A elaboragdo de métodos infinitesimais
da anadlise infinitesimal] foram em primeiro lugar as | sobre a produgao do pensamento ma-
exigéncias da mecanica, a astronomia e a fisica. Es- | tematico e no enfrentamento de pro-
tas ciéncias ndo somente projetavam a matematica | blemas que envolvem o movimento.
as exigéncias da resolugdo de uma ou outra classe | (SILVA,[2019, p. 111).

de problemas. Elas enriqueciam suas representa-
¢bes acerca das magnitudes continuas e movimen-
tos continuos, acerca da esséncia e forma das de-
pendéncias funcionais. Em uma estreita interagéo
da matematica e as ciéncias préximas se elabora-
ram os métodos infinitesimais que sdo a base da
matemaética das variaveis (RIBNIKOV, 2019).

Com base no extrato apresentado € possivel inferir uma efervescéncia na ma-
tematica com a elaboracao de novas teorias que alcancassem o que, até entao, havia
sido acumulado, sobretudo no que diz respeito a consideracao dos fen6menos em mo-
vimento, visando elaborar, a posteriori, teorias gerais para tratar variaveis e grandezas
continuas (SILVA, 2019).

A origem dos métodos integrais e diferenciaveis envolvem a resolug¢ao de pro-
blemas de natureza distinta. Contudo, o grande salto no desenvolvimento da analise
infinitesimal foi o estabelecimento da relagcao de inversibilidade entre tais métodos. A
construcao desta relacao é fruto de uma série de situacées em que € recorrente ser
atribuida a busca de solugdes para problemas inversos envolvendo tangentes (SILVA,
2019).

O ponto de encontro esses métodos esta imbricado na ideia de relacionar os
infinitesimais com fendmenos da realidade (REZENDE], |2003). Posto isso, segue o
proximo extrato, o qual foi construido com vistas a significar o contexto de criagdo do
Célculo e a relacao entre diferencial e integral.
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Quadro 11 — Extrato 9: A criacado do Calculo

Descricao Elemento tensionador

O desenvolvimento dos calculos matematicos car- | O aprofundamento da analise infinite-
rega um carater dialético expressado claramente. | simal com a criagao do Calculo a par-
No dominio dos célculos ja existente transcorre o | tir dos trabalhos de Newton e Leibniz.
processo de acumulacdo de premissas, elementos | (SILVA, 2019, p. 112).

e partes componentes do novo Célculo. A continua-
¢do alcanca o momento quando ocorre a virada no
método. Surgem trabalhos matematicos, nos quais
os feitos acumulados em um dominio dado se re-
consideram desde um novo ponto de vista Unico.
O centro da atencéo passa dos esforcos por resol-
ver problemas independentes ao préprio método ou
grupo de métodos, os quais se formulam explicita-
mente, se aperfeicoam e se aplicam. O campo de
aplicagéo do Calculo surgido de tal maneira, como
regra, resulta mais amplo que o campo de origem.
Os trabalhos de I. Newton e G. W. Leibniz sobre
a analise infinitesimal refletem precisamente este
ponto de virada na histéria da Analise Matematica
(RIBNIKOV, [2019).

O aprofundamento sobre a analise infinitesimal acarretou mudancas profundas
sobre a producao de conhecimentos matematicos. Como abordado no Extrato 9, o que
antes se baseava no acumulo de solucdes para problemas praticos, agora os esforgos
passam a se centrar na elaboracédo de leis gerais sobre os fenbmenos e métodos
(SILVA| 2019).

O destaque para as produgdes de Newton e Leibniz no seculo XVII se deve a
forma como cada um deles conseguiu estabelecer a inversibilidade entre métodos inte-
grais e diferenciais — 0 que se deve a concepcao atribuida deles sobre os infinitésimos
(SILVA| 2019).

De modo geral, a visdo de Leibniz concebia os infinitésimos numa perspectiva
discreta, ao passo que Newton considerava os mesmos continuamente. Tais divergén-
cias na explicagdo da natureza do “ser” das variaveis e dos fendmenos relacionados a
elas serviram para dar sustentacéo tedrica nesse periodo inicial do Calculo, de modo
que a matematica pudesse perpassar por maior estruturacao ultrapassando, assim, a
visdo dicotdbmica entre o discreto e o continuo (BROLEZZI, 1996).

4.4.4 Periodo de Desenvolvimento da Matematica Moderna

Nos séculos XVIII e XIX houve uma complexificagdo social advinda do capi-
talismo industrial, de modo que a atividade Matematica passou a se estruturar com
objetivos em si mesma, seguindo a busca por uma formalizag¢ao rigorosa de seus con-
ceitos para estabelecer-se como um campo cientifico particular (SILVA, 2019). Sendo
assim, segue o extrato 10 para tratar da necessidade de mudancgas na atividade mate-
matica.
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Quadro 12 — Extrato 10: Necessidade de mudancas na atividade matematica

Descrigcao Elemento tensionador

O calculo, apoiado pela Geometria Analitica, foi o | A formalizagao rigorosa dos conceitos
maior instrumento matematico descoberto no sé- | frente a superagédo do dominio da apli-
culo XVII. Ele se mostrou notavelmente poderoso | cabilidade e intuigao (SILVA| 2019, p.
e eficiente para atacar problemas inexpugnaveis em | 117).

tempos anteriores. Foi sua ampla e surpreendente
aplicabilidade que atraiu o grosso dos matematicos
da época, resultando dai uma profuséo de artigos
pouco preocupados com o estado bastante insatis-
fatério dos fundamentos do assunto. Os processos
empregados eram frequentemente justificados com
0 argumento de que eles funcionavam. E sé perto
do século XVIII, quando muitos absurdos e contra-
digbes tinham-se insinuado na matematica, sentiu-
se que era essencial examinar as bases da ana-
lise para dar-lhes uma fundamentagao logica rigo-
rosa. O cuidadoso esforgo que se seguiu, visando
a fundamentacao, foi uma reacdo ao emprego des-
controlado da intuicdo e do formalismo do século
anterior. A tarefa se mostrou dificil, ocupando, em
suas varias ramificagbes, a maior parte dos cem
anos seguintes. Como consequéncia desse empre-
endimento, verificou-se um trabalho e igualmente
cuidadoso com os fundamentos de todos os ramos
da matematica, bem como o refinamento de muitos
conceitos importantes (EVES] 2004, p. 462).

O numero de trabalhos nas ciéncias exatas sofreu um aumento, em razao da
possibilidade de resolugao via método da anadlise infinitesimal. Nesse sentido, houve
uma convicgado de que a resolugdo das equacOes diferenciais se tratavam de um
método universal de conhecimento (RIBNIKOV, 2019).

Por outro lado, havia um acirramento entre a aplicabilidade e a sua fundamen-
tacado logica, ja que as operacdes envolvendo infinitesimais n&o estava devidamente
estruturada (SILVA, 2019).

Em meio a esse cendrio, existiam matematicos que se esforgaram para construir
formalmente os conceitos de Calculo, movimento este que se expandiu para outras
areas como Geometria, Aritmética e Algebra. Foi através desse processo que se de-
senvolveu uma revisao da ideia de infinitesimal e a continuidade passou por mais
elaboracéo (SILVA, 2019).

Um matematico que merece destaque nesse contexto histérico foi Leonhard
Euler, pois uma de suas contribuicdes esteve relacionado com um desenvolvimento
do Calculo e da Analise, embora estivessem limitados ao estudo de fungbes que
apresentam as mesmas propriedades de expressdes analiticas (REZENDE, 2003).
O avanco sobre esta questao culminou, em um segundo momento, na criacao dos
conceitos de limite e continuidade (SILVA, 2019).

A respeito dos infinitésimos, Euler considerava que uma quantidade infinita-
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mente pequena ou evanescente era algo que em suma seria nulo. Mesmo que a ideia
se aproxime do limite (quantidade que tende a zero), para Euler o que de fato existia
era o valor zero e ndo uma certa aproximacao (SILVA,|[2019).

Em contrapartida, um outro matematico teve maior aceitabilidade quanto aos
infinitésimos: Jean Le Rond D’Alembert. Ele considerava que os infinitésimos nao
podem ser vistos como uma certa quantidade fixa em um estagio localizado entre algo
substancialmente positivo e zero, isto &, entre a possibilidade de existir e de nao existir.
Posto isso, se uma quantidade existe, ela ndo pode deixar de existir em certo momento.
O infinitamente pequeno € algo que deve ser entendido via limite (SILVA, 2019).

Sendo assim, os estudos de Euler e D’Almbert acabaram penetrando profunda-
mente o desenvolvimento do Célculo e da Analise, principalmente na construcao do
conceito de continuidade, sobretudo na elaboracao de teorias sobre limite, continui-
dade e diferenciacao (SILVA, 2019). Assim, o extrato 11 se configura a partir desse
contexto.

Quadro 13 — Extrato 11: Necessidades na elaboracédo de uma teoria sobre limites

Descricao Elemento tensionador

[As] definicdes do conceito de limite e dos conceitos | A formalizagao no tratamento dos infini-
com ele relacionados podem servir somente para | tésimos/infinito por meio de uma teoria
explicagdo, interpretacao e finalmente justificagdo | sobre Limites (SILVA, 2019, p. 121).
da validez dos resultados da analise infinitesimal.
[...] Mas para a introdugdo na analise das considera-
¢bes sobre o limite [...] teve que se superar grandes
dificuldades relativas a: necessidade de determinar
a existéncia dos limites; a auséncia de um algoritmo
do célculo de limites; a auséncia da expressdo ma-
tematica dos limites que permitia operar com eles e
o simbolismo correspondente (RIBNIKOV, 2019, p.
359)

Durante o século XIX ainda persistia o problema de ordem logica sobre os
infinitésimos. Apesar de ja existir definicbes sobre o conceito de limite, estas ainda
precisavam de um tratamento formal e, portanto, o elemento tensionador estava relaci-
onado com essa precisao de formalizar tal conceito (SILVA, 2019).

Nesse contexto € importante destacar os trabalhos de Augustin-Louis Cauchy,
0s quais tentavam, de um ponto de vista l6gico, formalizar o conceito de limite. A base
tedrica construida por este sujeito enxergava os infinitésimos como numeros fixos
muito pequenos, de modo que a definicao deles era considerada a partir do conceito
de variavel dependente usando a ideia de limite (SILVA, 2019).

A definicdo de limite proposta por Cauchy se aproxima da ideia de D’Alembert:
“quando os valores sucessivos atribuidos a uma variavel aproximam-se indefinidamente
de um valor fixado por uma diferenca dele tdo pequena quanto se queira, este ultimo é
entdo chamado o limite de todos os outros” (REZENDE, 2003, p. 242).

Contrariamente, Cauchy buscou considerar os infinitésimos a partir de uma
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aritmética rigorosa e nao evitou o trabalho com tal nocdo. Em suas colocagées, o
infinitesimal ndo se trata de um numero constante, tampouco possui um valor nulo
(zero), porém é uma variavel cuja aproximacao tende a zero (SILVA, [2019).

Com esse feito, deu-se inicio a um novo campo de investigacao para o desen-
volvimento dos conhecimentos do Célculo e da Analise, principalmente com respeito
ao conceito de continuidade. Cabe destacar que, uma vez fundamentada a teoria de
limites, Cauchy também acabou formando uma estrutura para definir continuidade de
funcdes (SILVA, 2019).

Uma fungéo f(x) sera continua entre dois valores fixados x se para cada valor
de x entre estes limites o valor numérico (absoluto) da diferenga f(x + «)—f(x) decresce
indefinidamente com «. De outro modo, a funcao f(x) sera continua em relacao a x,
entre dois valores dados, se entre tais valores um incremento infinitamente pequeno de
uma variavel sempre produzir um incremento infinitamente pequeno da funcédo dessa
variavel. Por outro lado, apesar de todo esse avanco no conceito de fungao, bem como
na ideia de funcao continua, carecia a formalizagdo do conjunto dos numeros reais
(COBIANCHI, 2001)8]

Os limites, na proposta de Cauchy, estavam relacionados com os numeros
racionais, mesmo aqueles ligados a sequéncias e séries. A questao que se coloca
nesse contexto € fragilidade de garantir a existéncia do limite, o que mais a frente
exigiria uma formalizacao da continuidade em termos de R (SILVA, 2019).

Com efeito desse processo para a significacdo da continuidade, pode-se desta-
car a contribuicdo do matematico Karl Weierstrass. Isso se deve ao fato deste matema-
tico conceber uma teoria estatica sobre o conceito de variavel (SILVA, 2019).

Weierstrass criticou os trabalhos de Cauchy, pois este se pautava na nocao
de movimento continuo da fungao, cuja variavel se aproximava de um dado limite. A
proposta de Weierstrass compreendia a variavel como uma expressao genérica, em
forma de letra, que se refere a qualquer nimero de conjuntos de valores numéricos
(BOYER, 1974). Assim, um conjunto continuo pode ser definido da seguinte maneira:
“se para qualquer valor xp do conjunto e para qualquer sequéncia de nimeros positivos
81,89, 83, ..., On, entretanto pequenos, existem nos intervalos (xy — 8, Xg + o) outros
elementos do conjunto, entdo este conjunto sera continuo (REZENDE, 2003).

A mudancga anunciada por Weierstrass acaba eliminando o comentario a res-
peito dos infinitesimais.

Na teoria de limites de Weierstrass o conceito de limite ndo esta associado a
qualquer ideia de movimento continuo, mas, ao contrario, é definido a partir
de uma relagao légica entre duas desigualdades. O seu conceito de variavel
nao representa uma passagem progressiva através de todos os valores de um
intervalo, mas a suposicao disjuntiva de qualquer um dos valores do intervalo.

8 COBIANCHI, A. S. Estudos de continuidade e nimeros reais: matematica, descobertas e justi-
ficativas de professores. 2001. 433f. Tese (Doutorado em Educagdo Matematica) - Universidade
Estadual Paulista, Rio Claro, 2001.
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Portanto, n&o faz sentido perguntar na teoria de limites de Weierstrass “se
uma variavel alcanga, ou ndo, o seu valor limite”, mesmo porque a questao
que se coloca agora é “se o limite de uma fungéo €, ou nao, igual a L. O
conceito de limite de Weierstrass nao envolve a ideia de aproximagao, mas é
tdo somente um estado de coisas estéticas (REZENDE, 2003, p. 252).

Essa forma de lidar com o conceito de limite acaba se inserindo em um mo-
vimento de formalizacédo e aritmetizacdo da Analise. Sendo assim, as propostas de
Weierstrass abriram portas para a construgdo de novas necessidades a respeito da
construcao dos conjuntos numéricos e, por conseguinte, do conceito de continuidade.
Nesse sentido, os trabalhos de Georg Cantor e Richard Dedekind buscaram formalizar
0s conjuntos numéricos. O extrato 12 se constitui no aprofundamento da continuidade
e na criagdo de numero real (SILVA, |2019).

Quadro 14 — Extrato 11: Necessidades na elaboracido de uma teoria sobre limites

Descricao Elemento tensionador

A fundamentagao dos conceitos da Analise trouxe | A formalizagdo do conceito de Continui-
de volta, entdo, os problemas de Zenao com res- | dade e a criagdo dos Numeros Reais
peito aos conceitos de infinito e continuidade. Para | com Dedekind (SILVA, 2019, p. 124).
muitos matematicos esses dois conceitos eram - as-
sim como a prépria operacdo de limite foi um dia
— conceitos metafisicos, e se encontravam além da
definicdo matematica. Por tal razao, suas definigbes
eram muito mais objeto da Filosofia do que da Ma-
tematica. Mais uma vez, os matematicos estavam
enganados... (REZENDE, 2003, p. 253)

Cabe destacar que durante a segunda metade do século XIX, por causa do
movimento de aritmetizacao da analise, a grande motivagdo na elaboracdo de uma
teoria sobre os conjuntos se alicercou na definicado de uma colecdo de agregados
numeéricos infinitos e continuos que ndo se pautavam na ideia de limite (SILVA, [2019).

A continuidade foi um dos assuntos mais discutidos no ambito da ciéncia de
todos os tempos, talvez isso se deva a uma certa nog¢ao intuitiva da continuidade como
sendo a de uma variacao que se faz por gradacoes insensiveis (CARACA, [1951).

Posto isso, seria necessario que os matematicos imergissem em um afasta-
mento dessas percepgdes sensiveis, para que assim pudessem construir argumentos
tedricos devidamente coerentes sobre a continuidade. Esse processo teve como ponto
de partida os trabalhos de Richard Dedekind, o qual reconheceu que a reta geométrica
era continua (SILVA, 2019). Na sequéncia, segue uma fala que € atribuida a Dedekind
e que foi exposta por Caraca (1958) que trata a respeito da relacao de continuidade
com a reta:

nds atribuimos a reta a qualidade de ser completa, sem lacunas, ou seja, con-
tinua. Mas esta continuidade, em que consiste? A resposta a esta pergunta
deve compreender em si tudo, e somente ela permitira desenvolver em bases
cientificas o estudo de todos os campos continuos. Naturalmente, ndo se con-
segue nada quando, para explicar a continuidade, se fala, de um modo vago,
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de uma conex&o ininterrupta nas suas partes mais pequenas; o que se pro-
cura é formular uma propriedade caracteristica e precisa da continuidade que
possa servir de base a dedugbes verdadeiras e prdprias. [...] [Assim] verificou-
se que todo ponto da reta determina uma decomposicdo da mesma em duas
partes, de tal natureza que todo ponto de uma delas esta a esquerda de todo
ponto da outra. Ora, eu vejo a esséncia da continuidade na inversdo desta
propriedade e, portanto, no principio seguinte: se uma reparticao de todos os
pontos da reta em duas classes é de tal natureza que todo ponto de uma das
classes esta a esquerda de todo os pontos da outra, entdo existe um e um
S0 ponto pelo qual é produzida esta reparticdo de todos os pontos em duas
classes, ou esta decomposicdo da reta em duas partes. Como ja disse, creio
ndo errar admitindo que toda gente reconhecera imediatamente a exatiddo
do principio enunciado. [...] A propriedade da reta expressa por este principio
ndo € mais que um axioma, e é sob a forma deste axioma que pensamos a
continuidade da reta, que reconhecemos a reta a sua continuidade (CARACA,
1951, p. 59).

Assumindo o principio de que a reta é continua, Dedekind pode estudar a cor-
respondéncia entre o conjunto dos nimeros racionais e este objeto geométrico, mas
atestou que nao existia correspondéncia um a um entre os elementos dos niumeros
racionais e a reta. Tal percepgado apontou para uma insuficiéncia dos racionais preen-
cherem a reta, ou seja, existiam lacunas no conjunto dos nimeros racionais (SILVA,
2019).

Sobre as ideias de estabelecimento da infinidade de um conjunto, Dedekind
propds a demonstracao que a reta é constituida por infinitos pontos. De maneira geral,
seu argumento esta pautado no processo de divisdes sucessivas de segmentos da
reta, levando o raciocinio para a determinagéo de infinitos pontos que constituem a
reta e de infinitos pontos que compde qualquer de seus segmentos (SILVA, 2019).

A ideia de densidade, segundo Dedekind, se pautava no argumento geométrico
de que entre dois pontos A e B pertencentes a uma certa reta, sempre é possivel
detectar uma infinidade de pontos entre eles, ndo importando a distancia entre Ae B
(CARACA, [1951).

E importante destacar que o conceito de densidade ja havia sido considerado
por Galileu e por Leibniz, os quais visualizavam a continuidade diretamente relacio-
nada com a densidade, pois a existéncia de infinitos pontos entre dois quaisquer do
mesmo conjunto poderia garantir a formagao do continuo. Entretanto, Dedekind cons-
truiu argumentos que detectaram a possibilidade de um conjunto ser denso e, mesmo
assim, possuir infinitas lacunas na reta (SILVA, 2019).

De mais a mais, a ideia anunciada por Dedekind buscava estabelecer uma bije-
¢ao entre um conjunto numeérico e a reta, ou seja, procurava estabelecer rigorosamente
a continuidade, o que implicou na construcdo de um novo conjunto numérico que ti-
vesse essa propriedade. Com isso, R foi construido a partir da extensao da estrutura ja
existente nos numeros racionais (como relacao de ordem e densidade) e os numeros
irracionais passaram a ter uma interpretacao que culminava na formagao do continuum
e, assim, o conjunto dos numeros reais passou a ter um significado préprio (SILVA,
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2019).

Ao considerarmos a breve discussdo sobre a continuidade é visivel que se
trata de uma discussao que perpassou por muitos periodos diferentes da histéria da
humanidade, o que justifica a dificuldade em lidar com esse conceito do ponto de vista
intrinseco a Matematica académica.

O cenério exposto anteriormente também justifica uma menor quantidade de
trabalhos que tratem a respeito da continuidade, entretanto conseguimos encontrar
algumas pesquisas que foram averiguar o que diversos sujeitos pensam sobre tal
conceito, como segue na proxima sec¢ao.

4.4.5 Ideias sobre a continuidade em pesquisas de campo

Cobianchi (2010) investigou como a continuidade € ensinada considerando uma
possivel articulagdo do conceito com a sua historia. Sendo assim, buscou averiguar
o tratamento dado aos numeros reais e a continuidade através de respostas de pro-
fessores que trabalham no Ensino Fundamental, Médio e Superior. Para tanto, foram
desenvolvidos dois instrumentos de pesquisa: um questionario com 15 perguntas e um
roteiro de entrevistas com trés perguntas.

O questionario foi respondido por 43 professores, 0s quais revelaram a vida
estudantil do entrevistado, assim como a sua relagdo com a matematica envolvendo
nameros reais e continuidade. Com base nas respostas obtidas foi possivel observar
um comportamento ja debatido em outras secdes: a introdu¢do de numeros reais é
dada pela fala de que R € o conjunto formado pela uniao do conjunto dos niumeros
racionais e dos numeros irracionais, sendo que o numero irracional € definido como o
contrario do racional. Além disso, tais docentes disseram que comentam em sala de
aula que cada ponto da reta representa um numero real, o que foi um indicativo de
lacunas existentes na licenciatura e em livros didaticos (COBIANCHI, 2010).

A entrevista, por sua vez, foi realizada com 16 professores que participaram da
etapa anterior. Na primeira pergunta foram apresentadas quatro justificativas para a
continuidade, escolhidas em quatro periodos historicos, os quais visavam averiguar a
opinido dos professores sobre qual dessas justificativas melhor explicava a continui-
dade, bem como saber se 0s mesmo tinham conhecimento a respeito dessas diferentes
possibilidades (COBIANCHI, [2010).

A primeira justificativa apresentada se pautava nas ideias de Eudoxo (408-355
a.C.) para lidar com os incomensuraveis: Dadas duas grandezas desiguais, se da maior
se tira uma grandeza maior que sua metade e da que resta, outra grandeza maior que
sua metade e se repete este processo, resta uma grandeza menor que a menor das
grandezas dadas (COBIANCHI, |2010).

A segunda justificativa usa os principios de Boaventura Cavalieri (1597-1647):
Um indivisivel de uma porcéo plana dada é uma corda dessa porcdo e um indivisivel
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de um solido dado é uma secgdo desse solido. Uma area pode ser pensada como
sendo formada de segmentos ou “indivisiveis” e o volume pode ser considerado como
composto de secbes que sdo volumes indivisiveis ou quase atémicos. Isto é, uma
porcdo plana formada de uma infinidade de cordas paralelas e um solido formado
de uma infinidade de secg¢bes planas paralelas. Fazendo-se deslizar cada um dos
elementos do conjunto das cordas paralelas de uma porgdo plana dada ao longo
de seu prdprio eixo, de modo que as extremidades das cordas ainda descrevam um
contorno continuo, a area da nova por¢ao plana é igual a da original, uma vez que
ambas sdo formadas das mesmas cordas. De maneira analoga € o procedimento para
volumes (COBIANCHI, [2010).

A terceira justificativa esta relacionada com algumas ideias de Augustin-Louis
Cauchy (1789-1857) que englobam seus estudos sobre infinitésimos, limites e fungéo
continua. Diz-se que uma quantidade variavel se torna infinitamente pequena quando
seu valor numérico decresce infinitamente de modo a convergir para o limite zero. Ha,
também, o destaque para a definicao verbal de limite: Quando os valores sucessivos
atribuidos a uma variavel se aproximam indefinidamente de um valor fixo de modo
a finalmente diferir deste de tao pouco quanto se queira, esse ultimo chama-se o
limite de todos os outros. Na sequéncia é explicitado que uma funcao f(x) é continua
em relacao a x se, entre estes valores, um incremento infinitamente pequeno de uma
variavel sempre produz um incremento infinitamente pequeno da fungéo dessa variavel
(COBIANCHI, 2010).

A quarta justificativa traz a ideia de Richard Dedekind (1831-1916), a qual tem
como axioma a continuidade da reta. Se todos 0s pontos de uma reta estdo em duas
classes tais que todo ponto da primeira classe encontra-se a esquerda de todo ponto
da segunda classe, entdo existe um e somente um ponto que produz esta divisao
de todos os pontos em duas classes, esta separacdo da linha reta em duas por¢cées
(COBIANCHI, 2010).

A segunda pergunta buscava saber se alguma das justificativas apresentadas
eram usadas para discutir a respeito da continuidade em sala de aula — no caso da
resposta ser positiva, entdo era pedido para os professores explicarem como faziam
(COBIANCHI, 2010).

A terceira pergunta procurava observar se os respondentes usavam alguma
outra justificativa ou estratégia de ensino diferente das que foram apresentadas na
primeira pergunta para abordar a continuidade (COBIANCHI, 2010).

Em resumo, os professores do Ensino Superior associam imediatamente a con-
tinuidade com a ideia e definicdo de funcao continua, preferindo a definicdo de Cauchy.
E importante frisar que a justificativa de Dedekind é tida pelos mesmos como apenas
um elemento experimental que pode ajudar no entendimento de fungéo continua. Al-
guns outros professores associam a reta com o conjunto R, em uma nog¢ao intuitiva
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de bijecao entre tais objetos. Por outro lado, poucos entrevistados apontaram que a
justificativa de Dedekind € mais do que uma mera nocéo intuitiva (COBIANCHI, [2010).

Professores que trabalham na Educacédo Basica optaram pela explicacao de
Cauchy, mas frisaram que o formalismo impde que essa abordagem seja feita somente
em cursos de Ensino Superior (COBIANCHI, 2010).

A primeira pergunta da entrevista revelou que somente dois professores associ-
aram a definicao de limite e fungao continua com os cortes de Dedekind, justificando
que para a definicao de limite € necessario o conjunto R, o qual foi construido segundo
as justificativas fornecidas pelos cortes de Dedekind (COBIANCHI, 2010).

Outra conclusao foi que os professores que participaram das entrevistas, em
sua maioria, acreditavam na possibilidade de juncédo das diversas justificativas para
produzir um procedimento de ensino que relacionasse a continuidade e os numeros
reais. No entanto, os participantes ndo saberiam explicar tais conceitos de uma forma
diferente das justificativas apresentadas, situacao que esta ligada a maneira como o
livro didatico aborda esse tema (COBIANCHI, 2010).

De acordo com a andlise feita em livros didaticos por Cobianchi (2010) temos
um panorama de pouco aprofundamento conceitual a respeito dos numeros reais.
Foram investigados 22 livros de Calculo, 5 livros de Anadlise Real e 35 livros de Ensino
Fundamental e Médio, os quais normalmente iniciam a apresentacao de R comeg¢ando
por uma revisao de conjuntos numéricos N C Z C Q e os irracionais como um conjunto
diferente dos racionais; assim, o conjunto dos numeros reais € a uniao entre o conjunto
dos numeros racionais e 0 conjunto dos numeros irracionais.

Conforme essa abordagem, R foi construido quase sem dificuldades em toda a
sua trajetéria, uma vez que nessa ordem de apresentacdo os conjuntos sao pedago-
gicamente encaixados um apds o outro. Os autores de livros didaticos declaram que
cada ponto da reta representa um numero real, mas ndo ha qualquer problematizacao
a respeito dessa afirmacao (COBIANCHI, 2010).

Na investigacao de Dias (2002), houve o apontamento de resultados interes-
santes que sugerem beneficios de se debater a respeito dos conceitos que foram
conversados ao longo dos capitulos. Os poucos participantes que manifestaram um
conceito coerente com a definicado de densidade possuiam a ideia de que a reta numé-
rica e o conjunto dos numeros reais estdo em bijecdo. Em contrapartida, os estudantes
que tinham um conhecimento vago a respeito dos nimeros irracionais reproduziam
uma generalizacao abusiva dos numeros racionais para 0s nameros reais, cenario
esse que foi detectado no conceito imagem de reta racional.

Problematica semelhante também foi detectada por Fischbein, Jehiam e Cohen
(1995) ao questionarem se todos os pontos da reta numérica correspondem a um
namero racional. Apensar das expectativas dos autores em obterem a resposta “nao”,
tal retorno s6 foi dado por 40% dos estudantes da 92 série, 47% dos estudantes da
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102 série e por 66% dos estudantes universitarios.

Quando questionados se todos 0s numeros irracionais correspondem a um
ponto na reta real, os investigados apresentaram os seguintes indices de acerto: 63%
para estudantes da 92 série, 56% para estudantes da 102 série e de 80% de licencian-
dos(FISCHBEIN et al.,[1995).

Os alunos também foram questionados se todos os pontos da reta numérica
correspondem a um numero real. A resposta sim foi dada apenas por 37% dos estu-
dantes da 92 série, 63% dos estudantes da 102 série e por 90% dos estudantes da
licenciatura (FISCHBEIN et al., 1999).

A ideia de continuidade da reta numérica foi mencionada para justificar que
existem infinitos nimeros racionais e infinitos irracionais entre dois numeros reais.
Isso ndo é necessario, ja que a densidade dos numeros reais garante tal propriedade
(PENTEADO, 2004). Por outro lado, a continuidade dos numeros reais €, de fato, mais
forte que o potencial de densidade dos racionais. Embora o conjunto QQ seja denso e
apresente essa propriedade na reta numérica, ndo é capaz de cobrir todos o0s pontos
de um determinado intervalo (FISCHBEIN et al., [1995).

Considerando tudo o que foi exposto neste capitulo, se faz necessario ver quais
desses pressupostos discutidos aparecem nesta presente investigagcao, bem como
outros tipos de pensamento que n&o foram detectados nessa revisdo bibliogréfica.
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5 O QUE REVELOU A PRESENTE INVESTIGACAO?

Inspirado por leituras que fundamentaram o presente trabalho de conclusao de
curso, as quais envolviam estudantes do Ensino Médio e estudantes de Licenciatura
em Matematica, busquei investigar através de uma pesquisa de campo, de cunho ex-
ploratério, o grau de entendimento dos estudantes a respeito de conceitos relacionados
aos numeros reais.

Para coletar dados, optamos por dois questionarios anénimos. O questionario
intitulado Numeros reais em uma abordagem para a Educacao Basica - Formulario para
o Ensino Superior foi criado na plataforma Google Forms e compartilhado no Férum
de Graduacao da Matematica da UFSC campus Florianépolis - SC, o qual abrange
os estudantes da Licenciatura e do Bacharelado em Matematica. Esse formulario
compreendeu o periodo entre 08/07/2021 e 12/08/2021, totalizando 29 participantes.

No periodo de coleta de dados eu estava lecionando presencialmente em uma
escola estadual no municipio de Balneario Camborit - SC. Sendo assim, o questionario
intitulado Numeros reais em uma abordagem para a Educacéo Basica - Formulario
para o Ensino Médio foi oportunizado aos estudantes de modo impresso, haja vista que
nem todos os discentes possuem acesso a internet. Sendo assim, os respondentes
sdo de turmas de 1° e 2° ano do Ensino Médio, os quais também s&o estudantes
de curso Técnico em Hospedagem. Esse formulario compreendeu o periodo entre
02/08/2021 e 12/08/2021, totalizando 26 respostas de alunos do 1° ano e 13 respostas
de alunos do 2° ano.

As respostas abertas foram categorizadas em grupos que compartilhavam de
caracteristicas comuns, de acordo com os trabalhos de Broetto (2016) e de Soares,
Ferreira e Moreira (1999). Os dados objetivos (nos quais as pessoas apenas assina-
lavam se acreditam naquela possibilidade) foram investigado por meio de tabelas de
frequéncia.

Os questionarios foram estruturados em trés segdes: classificando os numeros,
em busca de justificativas e imagens conceituais. Para um melhor entendimento de
cada etapa, usaremos essas divisdes na sequéncia.

5.1 CLASSIFICANDO OS NUMEROS

As perguntas desta se¢éo foram pensadas e ajustadas segundo os trabalhos de
Soares, Ferreira e Moreira (1999), Fischbein, Jehiam e Cohen (1995) e Broetto (2016).
5.1.1 Dados obtidos no Ensino Médio

Na questdo eram apresentados cinco numeros reais e 0 objetivo era fazer
com que os participantes do Ensino Médio apontassem as caracteristicas de cada
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. , . , 22
numero. Sendo assim, foram apresentados os seguintes numeros: ——-, v—6 + 150,

7
(—1) - 3% - (-1), 0,1234567891011121314..., 0,1234567891011121314. Ademais,

os estudantes poderiam assinalar se cada numero era natural, inteiro, racional, irra-
cional, real, positivo, e/ou negativo, bem como poderiam assinalar que nenhuma das
alternativas anteriores contempla o numero em questao.

Considerando os numeros expostos, as respostas ideais que deveriam ser apon-
tadas, seguem na tabela 2 abaixo:

Tabela 2 — Modelo de respostas esperado pelos alunos do Ensino Médio

Numero Natural | Inteiro | Racional | Irracional | Real | Positivo | Negativo | N.D.A.
—% X X X
0, 1234567891011... X X X
0,1234567891011 X X X
V=6 + 150 X X X X X
T
(—1)~3,14-(—1) X X X

Fonte — O autor

Adentrando nos itens, buscamos explorar a consideracao que muitos estudantes
do Ensino Médio possuem: 7t seria igual a 3, 14. Para tanto, disse para os estudantes

que, se quisessem, poderiam usar a calculadora do celular na esperancga de que —?
fosse apontado como irracional, haja vista que nos primeiros digitos do nimero em
sua expansao decimal aparece o —3, 14; isso, consequentemente, estaria relacionado
com pensamento por truncamento dos estudantes.

O numero 0,1234567891011... e o numero 0,1234567891011 foram exibidos
em sequéncia para aferir se os trés pontos tinha algum significado para os estudan-
tes e, assim, poderiam constituir nUmeros com caracteristicas diferentes, o primeiro
ser irracional e o segundo ser racional. Outra intencao foi verificar se os estudantes
conseguiriam detectar alguma ideia de padrédo representada nos trés pontos e se
associariam a um nuamero racional.

O numero v—6 + 150 est4d em um roupagem que dificulta a sua visualizag&o:
v—6 + 150 = v/144 = 12. A ideia seria aferir se a regra da raiz apareceria no critério de
decisao dos estudantes para apontar se que o numero é irracional.

Por fim, o nimero (-1) (—1) trazia em foco explicito o nimero 7 no

13,14
numerador da fragdo e a sua aproximagao mais comum 3, 14 no denominador. Ora,

partindo do raciocinio incorreto de que 7t = 3, 14, entdo a razéo entre eles seria igual
a 1. Assim, uma ideia de resposta esperada seria (—1) - 1 - (-=1) = 1, que é um numero
natural, inteiro, racional e positivo.

Em relacdo ao numero anteriormente comentado, outra possibilidade é que
primeiro (—1) seja o bastante para que os alunos apontem que o nimero sera negativo
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— nesse contexto o segundo (—1) que esta multiplicando nao teria significado para os
respondentes. Além disso, outra possibilidade que buscamos inferir € que a barra de
fracdo suscite o pensamento incorreto de que o numero como um todo seja racional.

Posto isso, nas tabela 3 e 4 segue a quantidade de pessoas que consideraram
cada numero com o respectivo atributo numérico.

Tabela 3 — Alunos do 1° ano que apontaram possiveis caracteristicas dos niimeros

Numero Natural | Inteiro | Racional | Irracional | Real | Positivo | Negativo | N.D.A.
—% 7 3 7 5 12 2 20 0
0,1234567891011...| 8 13 5 11 11 9 2 0
0,1234567891011 | 8 14 7 6 13 8 1 0
V-6 + 150 10 4 10 6 12 | 4 12 4

T
(—1)-3’14 (1) 4 6 2 7 12 4 12 4

Fonte — O autor

Tabela 4 — Alunos do 2° ano que apontaram possiveis caracteristicas dos niimeros

Numero Natural | Inteiro | Racional | Irracional | Real | Positivo | Negativo | N.D.A.
—? 3 2 5 2 2 0 10 0
0,1234567891011...| 4 3 5 3 3 7 1 0
0,1234567891011 | 7 2 4 2 2 7 1 0
V-6 + 150 4 3 3 4 2 5 1 1

s
(—1)-3’14 (1) 1 2 2 3 0 1 5 3

Fonte — O autor

A primeira constatacao encontrada foi que embora todos os numeros apresen-
tados pertenceram a R, ndo houve pelo menos um estudante do 2° segundo ano
gue conseguiu fazer essa constatacdo. Os estudantes do 1° ano apresentaram um
desempenho superior, pois 5 dos 26 estudantes respondentes conseguiram perceber
que todos os numeros apresentados eram reais, embora ainda seja uma porcentagem
muito baixa, menor do que 20%.

Outra consideracao geral a ser feita € que nenhum dos estudantes da Educagéo
Basica conseguiu apontar todas as caracteristicas de cada niumero apresentado. Ao
analisar cada numero especificamente, todos os estudantes entrevistados atribuiram
ao menos uma especificidades inadequada, como por exemplo dizer que um numero
é racional, mesmo ele sendo irracional. Dito de outra forma, R ser a unido disjunta do
conjunto dos racionais com o conjunto dos irracionais nao tem significado para boa
parte dos respondentes.

A relacao de inclusdo N C Z C Q, de acordo com as respostas observadas,nao

o L 4
tem uma significagao consideravel para respondentes. Apenas 26 alunos do 1° ano e
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2 L

13 alunos do 2° ano apresentou ao menos uma resposta coerente com essa ideia no
processo de classificar os nimeros.

Outra ideia ausente na maioria das respostas é que um numero diferente de

zero é positivo ou, exclusivamente, € negativo.

Em relagdo ao numero —g, ficou visivel que a caracteristica de ser negativo é
mais marcante para os estudantes do que ser racional. Vale ressaltar que esse atributo
foi 0 mais elencado em ambas as turmas, totalizando 20 dos 26 alunos do 1° ano,
assim como 10 dos 13 alunos investigados do 2° ano.

Sobre o numero 0,123456789101112... podemos verificar que o desempenho
do 1° ano foi proporcionalmente superior ao desempenho do 2° ano no tocante ao
reconhecimento da caracteristica do nimero ser irracional — o indice de aceto do 1°
ano foi quase que o dobro do indice de acerto do 2° ano. 11 dos 26 alunos do 1° ano
fizeram esse apontamento, ao passo que apenas 3 dos 13 alunos do 2° ano reconhe-
ceram essa caracteristica. E interessante frisar que embora as mesmas quantidades
se repetiram no tocante ao atributo de ser um ndmero real, as respostas vieram de
pessoas diferentes.

O numero 0,1234567891011 foi pouco assinalado como racional, mas o desem-
penho do 2° ano foi ligeiramente superior. Dos estudantes respondentes na turma do
20 ano, 4 de 13 apontaram que o nimero é racional, ao passo que apenas 7 de 26
estudantes do 1° ano consideraram o nimero como racional.

E importante salientar que durante o envio dos questionarios na turma do 1°
ano, alguns estudantes nao viam diferenca no numero ter ou ndo os trés pontos ao final
e conversavam que se tratava do conjunto dos numeros naturais. Isso quigé justifique
a consideravel insercao do atributo natural e inteiro.

Quanto ao nimero v—6 + 150, o 1° ano apresentou resultado (10 de 26) um
pouco melhor do que o 2° ano (3 de 13). Recordo-me que nas turmas do 1° ano houve
um uso de calculadoras para auxiliar a decisdo dos respondentes. Curiosamente uma
parcela consideravel de estudantes desta turma (9 de 26) apontou que o0 niumero era
negativo, pois viram o —6 e, portanto, ndo desenvolveram os célculos para aferir sua
intuicao.

O namero (-1) (—1) foi o que mais rendeu respostas do tipo nenhuma

) ) . 4 o 3
das alternativas anteriores em ambas as turmas, totalizando — alunos do 1° anoe —

26 13
alunos do 2° ano. Houve, também, consideravel apontamento por parte dos estudantes

. : . 12 5
de que esse numero era negativo, totalizando 26 alunos do 1%ano e 13 alunos do 2°
ano.

Por fim, cabe o destaque de que ndo houve ao menos um estudante do 2° ano
que considerasse 0 numero anterior como um numero real.
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5.1.2 Dados obtidos no Ensino Superior

Para o Ensino Superior foram apresentados quatro nimeros: 0, 1234567891011,
0,1234567891011..., —(\/5)\@ e (—\/§)\/§, de modo que poderiam assinalar se se cada
namero era natural, inteiro, racional, irracional, real, positivo, e/ou negativo, bem como
poderiam assinalar que nenhuma das alternativas anteriores contempla o nimero em
questdo. E interessante salientar que este Gltimo n&o se trata de um nimero real, haja
vista que n&do cumpre a definicdo de funcao exponencia, isto é, possui uma base
negativa.

Considerando os numeros expostos, as respostas ideais que deveriam ser apon-
tadas, seguem na tabela 5 a seguir:

Tabela 5 — Modelo de respostas esperado pelos alunos do Ensino Superior

Numero Natural | Inteiro | Racional | Irracional | Real | Positivo | Negativo | N.D.A.
—(v/2)v2 X X X

(-v2)v2 X
0,1234567891011... X X X

0,1234567891011 X X X

Fonte — O autor

A intencionalidade em abordar os dois Ultimos nimeros apresentados na tabela

anterior foi a mesma que a elencada para os estudantes do Ensino Médio. Por outro
lado, quanto aos numeros —(\/5)*/5 e (—\/§)f2 a expectativa era a de que a simples
troca de posicao do sinal da subtracao passasse desapercebida para os futuros profes-
sores. Essa parte do questionario buscava ser mais breve, haja vista que as respostas
discursivas buscavam abordar aspectos mais aprofundados para os universitarios.

Posto isso, segue na tabela 6 a quantidade de pessoas que consideraram cada
namero com o respectivo atributo numeérico.

Tabela 6 — Alunos de graduacgao que apontaram possiveis caracteristicas dos numeros

Numero Natural | Inteiro | Racional | Irracional | Real | Positivo | Negativo | N.D.A.
—(v/2)v2 0 0 4 22 21 |1 26 0
(—V/2)V2 0 0 2 12 12 |4 8 12
0,1234567891011...| O 0 0 26 20 25 0 0
0,1234567891011 | O 0 24 4 22 24 1 0

Fonte — O autor

Em um primeiro olhar, o desempenho dos estudantes do Ensino Superior foi
bastante satisfatorio. O que se esperava obter (ilustrado na tabela 5) apareceu na
tabela 6. Entretanto, € importante averiguarmos cada um dos nimeros para perceber
0 cendrio que se desenha de maneira mais aprofundada.

' Afungéo exponencial f é definida por uma aplicagdo f : R — R* de modo que f(x) = &, onde a € R,

O<aea#1.
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Sobre 0 numero —(\/5)\/5, houve 15 estudantes de graduacéo de um total de 29
respondentes que apontaram todas as caracteristicas do nimero em questao, o que
revela um panorama preocupante ao considerarmos que se tratam de alunos oriundos
cursos de Licenciatura e Bacharelado em Matematica.

Ao observarmos os dados obtidos a respeito de (—\/5)‘/5, encontramos 12
graduandos do total de 29 que conseguiram perceber que nado se tratava de um namero
real, a porcentagem é aproximadamente 40%.

Sobre o numero 0,1234567891011... obtivemos 17 estudantes do Ensino Su-
perior que detectaram todas as caracteristicas do numero em questao, o que é algo
em torno dos 60% dos respondentes. Esse caso revelou, a principio, que a ideia do
nuamero ter padrao nao foi o suficiente para que ele seja apontado como racional pelos
futuros professores, haja vista que ninguém apontou esse nimero com este atributo.

A respeito do numero 0, 1234567891011, obtivemos 18 estudantes do total dos
29 respondentes assinalando todas as caracteristicas deste numero, o que revela uma
porcentagem em torno dos 60%. Por outro lado, é curiosa a relagao que envolve as pes-
soas que conseguiram apontar todas as caracteristicas do numero 0, 1234567891011
e do numero 0,1234567891011..., somente 14 sujeitos.

Sobre os trés numeros reais apresentados, existiram 18 estudantes que apon-
taram tal caracteristica aos nimeros de maneira correta. Ademais, é importante frisar
apenas 5 estudantes apresentaram respostas insatisfatérias, isto €, que nao conside-
ravam os trés atributos dos nimeros mostrados: ser real, ser racional/irracional e ser
positivo/negativo. Por fim, é importante destacar somente 6 individuos conseguiram
apontar corretamente todos os atributos dos nimeros apresentados.

5.2 EM BUSCA DE JUSTIFICATIVAS

As perguntas desta segdo foram extraidas dos trabalhos de Soares, Ferreira e
Moreira (1999), Chaves e Souza (2017) e Broetto (2016).

5.2.1 Dados obtidos no Ensino Médio

Nessa secdo foram apresentadas quatro perguntas, as quais estavam estrutu-
radas aos pares, uma vez que elas abordavam duas problematicas pertinentes para o
entendimento a respeito de nimeros reais: a relacao do discreto/continuo e a relagao
do numero racional/irracional.

Para tanto, foi exposta um reta numérica e nela apenas o numero zero foi des-
tacado, de modo que os estudantes poderiam uséa-la para explicar se existiria um
numero inteiro maior do que o nimero destacado e que fosse o mais préoximo dele.
A pergunta seguinte foi estruturada de modo similar, mas com a troca da expresséo
numero inteiro pela expressdo numero real.
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Em relagao a primeira pergunta, era esperado que o numero 1 fosse apontado
pela maioria dos estudantes, haja vista que esse conjunto numérico € bastante co-
nhecido pelos mesmos. Para a segunda pergunta, era esperado que os estudantes
acabassem nem percebendo que essa simples troca de palavras fosse o suficiente
para haver troca de conclusédo e, nesse caso, os estudantes apontariam o niumero
1. Outra possibilidade era que os estudantes percebessem que deveria existir uma
modificagdo, mas que recorressem incorretamente aos nimero racionais como 0,5 ou
0,005, ou até mesmo escrevessem algo do tipo 0,000...01 — este ultimo revelaria uma
ideia de ter muitos/infinitos zeros e, na ultima casa decimal, o numero 1.

Com base no exposto, seguem as tabelas 7 e 8, os resultados do 1° ano e 2°
ano respectivamente.

Tabela 7 — Respostas de alunos do 1° ano sobre a existéncia de um nimero inteiro
maior do que 0 e mais perto de dele

Respostas Acoes Sujeitos
12

Apenas desenhou na reta ou

disse que é o0 nimero 1 26
- . 4
Sim Desenhou o nimero 1 nareta e 26
buscou explicar
, . 1
Apresentou o0 numero racional 26
0,1 e buscou explicar
Nao apresentou justificativas 2%
Nao
Buscou explicar 2
P 26
. - . 7
Disse que ndo sabia responder 26

ou deixou em branco

Fonte — O autor
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Tabela 8 — Respostas de alunos do 2° ano sobre a existéncia de um ndmero inteiro
maior do que 0 e mais perto de dele

Respostas Acoes Sujeitos
7
Apenas desenhou na reta ou 13
disse que é o namero 1
. , 0
Sim Desenhou o nimero 1 nareta e 13
buscou explicar
. . 1
Apresentou o namero racional 13
10 e ndo apresentou justificati-
vas
- e 1
Nao apresentou justificativas 13
Nao
Buscou explicar o
P 13
. ~ . 4
Disse que nao sabia responder 13

ou deixou em branco

Fonte — O autor

Sobre a resposta esperada sim, vemos que cerca de 50% dos respondentes de
19 e 2° ano conseguiram apenas identificar o niimero 1 como sucessor, mas ndo con-
seguiram dissertar o motivo disso. Por outro lado, nenhum estudante do 2° conseguiu
esbogar o niumero 1 na reta e tentou explicar, ao passo que apenas 4 dos 26 alunos
do 1° ano tentaram esbocar uma justificativa.

Dentre as 4 respostas anteriormente citadas, seguem as respectivas explica-
coes:

e Sim, pois ele é apenas um dos numeros inteiros da reta numérica. O 1, por
exemplo, esta perto dele [numero zero] e é um numero inteiro.

e Sim, pois todos os numeros além do zero sdo positivos. Essa resposta apareceu
duas vezes.

e Sim, existem varios numeros inteiros maiores do que o zero, por exemplo,
1,2,3,4,5,6,7,8, ...

Com base nessas respostas, vemos que apenas uma unica pessoa conseguiu
entender completamente o questionamento. Os outros trés estudantes conseguiram
expressar que todos os inteiros positivos sdo maiores do que o zero, mas nao apon-
taram qual destes seria 0 que esta localizado, na reta numérica, mais proximo de 0.
Entretanto, é possivel inferir que para estes estudantes o 1 seria, de fato, 0 nimero
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mais perto, uma vez que nesse processo de listagem mental dos numeros inteiros, o 1
seria 0 primeiro numero a aparecer.

Por fim, cabe o destaque para a resposta 0,1, uma vez que o numero néo é
inteiro, assim como ele ndo foi dado como resposta quando perguntado se existiria
um numero real maior do que zero e mais préximo dele, o que revela um pensamento
bastante curioso: numeros inteiros e reais podem ser ilustrados na reta, mas isso néo
significa, para o estudante, que eles tenham alguma ligacao.

Adentrando na questdo envolvendo a existéncia de um numero real maior do
que zero e mais perto dele, seguem as tabelas 9 e 10, as quais possuem respostas
relativas ao 1° e 2° ano respectivamente.

Tabela 9 — Respostas de alunos do 1° ano sobre a existéncia de um numero real
maior do que 0 e mais perto de dele

Respostas Acoes Sujeitos
11

Apenas desenhou na reta ou

disse que é um numero racional 26
(-1ou-0,50u0,50u1)
. . _ 3
Sim Buscou explicar usando a ideia 26
dos nameros positivos
1
Apresentou o0 0,0000...1 —
26
~ C 1
N&o apresentou justificativas 26
Nao
Buscou explicar 3
P 26
. - . 7
Disse que nao sabia responder 26

ou deixou em branco

Fonte — O autor
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Tabela 10 — Respostas de alunos do 2° ano sobre a existéncia de um nimero real
maior do que 0 e mais perto de dele

Respostas Acoes Sujeitos
8

Apenas desenhou na reta ou

disse que é um numero racional 13
(-10ou-10u0,10u0,50u1)
. . - 0
Sim Buscou explicar usando a ideia 26
dos numeros positivos
0
Apresentou o0 0,0000...1 13
- C 0
Nao apresentou justificativas 13
Nao
Buscou explicar o
P 13
. - . 5
Disse que nao sabia responder 13

ou deixou em branco

Fonte — O autor

Ao observamos os dados contidos nas tabelas anteriores, vemos que a maioria
dos alunos de 1° e 2° ano acreditam que exista um nimero real maior e mais préximo
do que zero na reta, o que revela um certo abuso de generalizacdo de uma ideia
oriunda de Z: todo numero possui sucessor. Para tanto, os estudantes usaram, majo-
ritariamente, a representacdo por meio de desenhos na reta, mas nao conseguiram
explicar por meio de palavras seu pensamento.

Quanto aos quatro estudantes do 1° ano que usaram a ideia dos nimeros
positivos, o que pode estar relacionado com esta maneira de pensar diz respeito a
existéncia de um numero real maior do que zero, mas que eles nao sabem dizer quem
€. Outra possibilidade € que nesse pensamento os estudantes apontaram apenas os
nameros que sao maiores do que zero e ignoraram a exigéncia de apresentar o nimero
real mais préximo de 0.

A explicacao dos trés estudantes que acreditavam que existia um namero real
mais préximo de zero e maior do que ele, segue abaixo:

e Todos os numeros depois do zero. Esse estudante cobriu a reta para ilustrar esse
pensamento.

e Sim, pois 0 zero é apenas o inicio dos numeros reais positivos e existem mais
muitas opgbes de numeros.

e Sim, pois 0s numeros reais podem ser positivos, podendo ser maior que zero.
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Particularmente, penso que talvez a visao destes estudantes esteja bastante
influenciada pelas observagdes que venho fazendo ao longo das aulas, uma vez que
sempre ressalto que para realizar o produto cartesiano é importante que os conjuntos
respeitem a relacdo de ordem de R, visando uma ilustragdo boa o suficiente para eles
entenderem a operagao que estao exercitando, principalmente a comparacao entre 0os
nameros.

Por outro lado, esse mesmo pensamento oriundo do produto cartesiano pode ter
feito com que uma pessoa apontasse que nao haveria a possibilidade, ja que so tem o
zero na reta. Nesse caso, o sujeito pode ter visualizado o zero como um elemento de
um conjunto unitario. As outras duas tentativas de explicacao para a resposta negativa
foram iguais: Nao, pois sdo negativos atras do zero.

De mais a mais, € importante frisar que houve certa confusdo em relagédo as
duas perguntas apresentadas — elas diferiam s6 pelas palavras inteiro e real — de

modo que precisei frisar oralmente tal diferenca. Dos respondentes do 1° ano, %
colocaram o mesmo numero em ambas as situagdes, o numero 1. Comportamento
semelhante também foi detectado na turma de 2° ano por 3 dos 13 investigados.

Apenas dois estudantes apresentaram representacado condizente com a ideia
de reta racional, um de cada uma das turmas do Ensino Médio. Na ocasido, eles
escreveram alguns numeros inteiros, o que pode estar atrelado aos primeiros usos
da reta, ainda no Ensino Fundamental, para demarcar niumeros inteiros igualmente
espacados e, geralmente, em torno do zero.

Com base nas respostas obtidas poderiamos ver um comportamento mais ge-
neralizado de a reta ser preenchida apenas por racionais? Penso que nao, uma vez
que as ideias debatidas em secbes anteriores ndo apareceram nas respostas nem
nas ilustragdes por meio de desenhos, 0 que compromete um apontamento do tipo: a
maioria dos estudantes observa a reta como discreta e possuem essa concepgao pois
sao influenciados pela régua graduada.

As outras duas perguntas tinham como objetivo extrair o entendimento dos
alunos do Ensino Médio sobre numeros racionais e sobre numeros irracionais. Para
tanto, foi perguntado o que eles seriam e se o respondente conseguiria dar um exemplo
desses tipos de numeros.

Assim, seguem os dados na tabela 11 e 12, os quais dizem respeito ao entendi-
mento de nimeros racionais por estudantes de 1° e 2° ano respectivamente.
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Tabela 11 — Respostas de estudantes do 1° ano sobre o que sdo nlimeros racionais
e respectivos exemplos

Respostas Exemplos Sujeitos
1 4
NUumeros que podem ser escri- —2, —g, 3 0,333... 26
tos na forma de fracao
NUmeros naturais e inteiros 1,2,3 2%
. Lo 1
Numeros finitos e legiveis 1,1234567 26
. . 1
Numeros com o0s quais podem 26
ser feitas as quatro operacoes
(+,—, X, =)
Contrario do irracional 2
26
1
NuUmeros reais que seguemum 1,2, 3... 26
padrdo constante
4
NUmeros que possuem raizes V2,3, V4, /5, .. %
~ . 10
Nao lembram ou deixaram em 26

branco

Fonte — O autor

4
Com base nos dados apresentados, vemos que pelo menos 26 estudantes

do1°e 1 estudantes do 2° ano associam, incorretamente, a presenca da barra da
fracdo com o fato de o numero ser racional. Provavelmente os estudantes do segundo
ano que apenas apresentaram numeros na representacao fracionaria apontariam esse
atributo como suficiente.

Dizer que um numero racional € composto por apenas numeros inteiros ou por
somente numeros nao inteiros ilustra problemas graves na formacéao dos estudantes
do Ensino Médio, assim como o alto indice de respondentes que acabaram nao conse-
guindo emitir parecer a respeito do que foi perguntado. Se o estudante nao consegue
ter uma boa compreensao sobre os niumeros racionais, diversos contetudos estarao
sujeitos a instabilidades no percurso do final da Educacao Basica desses sujeitos.

Outro acontecimento curioso que se revelou por meio da presente investigagéo
diz respeito a existéncia de uma ideia de regra da raiz contraria ao que foi debatido
em capitulos anteriores. Isso significa que, ao menos para 4 estudantes do 1° ano,
qualquer numero que tenha raiz serd racional. Uma possibilidade para a persisténcia
desse pensamento € que quando a raiz quadrada é apresentada, tradicionalmente no
6° ano, os estudantes trabalham com raizes quadradas exatas, o que pode enraizar a
ideia equivocada de que sé existem raizes quadradas exatas.
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Tabela 12 — Respostas de estudantes do 2° ano sobre o que sdo nlimeros racionais
e respectivos exemplos

Respostas Exemplos Sujeitos

‘ -

Numeros que podem ser escri-

tos na forma de fracao 13

Apenas apresentaram exemplo 8,27 j -1 j 0,005 § 1 3

p p p ) b 2 ) b 3 3 3 b 47 13

L 1 2

NuUmeros que néo séo inteiros > 1,2 13

Ndmeros inteiros l

13

. 1

Numeros Calculaveis e, de al- v/3,1,0,2 3
guma maneira, representaveis

Nao lembram ou deixaram em %

branco

Fonte — O autor

Apenas um unico estudante do 1° ano apresentou a possibilidade de um nimero
racional ter representacédo decimal infinita, 0 que pode indicar que boa parte desses
estudantes nem tenham perpassado por discussoes a respeito dessa possibilidade de
visualizar um numero racional.

Posto isso, seguem os dados na tabela 13 e 14 a respeito do entendimento de
nimeros irracionais por estudantes de 1° e 2° ano respectivamente.

Considerando que o grau de entendimento dos estudantes do Ensino Médio
sobre numeros racionais foi superficial, adentar no que pensam esses estudantes
sobre numeros irracionais revelou um cenario igualmente precario.

Ao observarmos os dados das tabelas 13 e 14 vemos que a maioria dos respon-
dentes ficou enquadrada no topico dos que disseram ndo lembrar/deixaram em branco.
Desta quantidade, existem estudantes que também se enquadraram na mesma situa-
cdo em relagdo a pergunta anterior, mas nao constituem a maioria. A turma de 1° ano
apresentou novos entendimentos incorretos, os quais merecem uma certa atengéo. Ao
agruparmos os estudantes que consideram os numeros fracionarios, 0s nimeros com

virgulas e os numeros impares, temos um total de % respondentes.

Observamos, também, comportamentos anunciados na teoria discutida anteri-
ormente, uma vez que 2 de 26 respondentes apontaram que sdo numeros negativos.
Ademais, houve 1 estudante que disse que seriam numeros que ndo seguem um pa-
dréo, possivelmente a ideia envolta nesse pensamento € associar o numero irracional
com a sua representacao decimal infinita e ndao periédica — embora os trés exemplos
trazidos nao ilustram isso.

Ademais, essa dualidade (numeros racionais S&0 0s numeros que possuem



Capitulo 5. O que revelou a presente investigagao? 112

Tabela 13 — Respostas de estudantes do 1° ano sobre o que sdo nimeros irracionais
e respectivos exemplos

Respostas Exemplos Sujeitos
, - 3
Numeros que ndo podem ser es- 26
critos na forma de fragéo
Numeros negativos 1 2
9 5 26
Numeros fracionarios 2
26
2
Numeros com virgulas v—190, 1,05 26
NuUmeros impares 2
P 26
1
NUumeros que ndo seguem um 1,5,2,5,3,3 26
padréao
Numeros infinitos e incontaveis  0,4640198... 2%
L. , 1
Contrario do racional 26
- . - 1
S&do0 numeros que ndo se en- /2 26
caixam nos grupos de numeros
mais simples
- . 11
Nao lembram ou deixaram em 26

branco

Fonte — O autor

Tabela 14 — Respostas de estudantes do 2° ano sobre o que sdo nimeros irracionais
e respectivos exemplos

Respostas Exemplos Sujeitos

2
Numeros que possuem o sim- /3,5 13
bolo da raiz quadrada

]
N3 _

ao exatos s 3

]
N&o possuem raiz quadrada 13
exata

]
Apenas apresentou exemplo 1,2,3,4 13
Nao lembram ou deixaram em %

branco

Fonte — O autor
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padrdo e os irracionais sao numeros que nao possuem padrao) talvez seja fruto
de um didlogo pouco significativo para esses respondentes, uma vez que o numero
0, 12456789101112... seria um contraexemplo para esse pensamento e estava exposto
no formulario.

Outro apontamento interessante feito por um dos respondentes esta relacionado
com o fato de considerar v—190 como sendo irracional. Observa-se que para este
estudante nao esta claro a frase tipica no estudo dos numeros reais: Ndo existem
raizes quadradas de numeros negativos.

Uma circularidade diferente das denunciadas em capitulos anteriores também
surgiu nesta investigagao: nuUmeros racionais sao nimeros que nao sao irracionais e
nameros irracionais sao numeros que nao sao racionais. Provavelmente o respondente
que sinalizou essa circularidade recorreu a estrutura das palavras e apontou que uma
€ a negacao da outra; de qualquer modo, ambas palavras ndo tem um significado
matematico coerente para este sujeito.

Podemos inferir que para a maioria dos estudantes investigados do Ensino
Médio nado existe significado a frase: cada numero real pode ser listado em um unico
ponto na reta numérica e, reciprocamente, cada ponto da reta pode ser associado a
um unico numero real. Isso se deve ao fato de que os estudantes tiveram dificuldades
profundas para exibir os numeros irracionais e, em alguns casos, também os nimeros
racionais.

Posto isso, observamos que 0s numeros com raizes e o numero 7t constituem
o principal referencial de numeros irracionais para os estudantes do Ensino Médio; os
numeros com representacdo decimal infinita e ndo periddica (sem padrdo) também
apareceram nas respostas obtidas.

Por fim, é interessante frisar o fato dos estudantes investigados néo fazerem
uso dos numeros fornecidos no inicio do questionario, ou seja, embora estes sujeitos
tenham apontado que os numeros poderiam ser, por exemplo, racionais ou irracio-
nais, nao foi o suficiente para serem invocados nestas ultimas perguntas. Isso pode
significar que, embora os estudantes tenham feito diversos apontamentos, eles ndo
acreditam nas suas respostas ou ndo conseguiram associar que estas duas ultimas
perguntas estavam diretamente associadas com a escolha feita na primeira se¢ao do
questionario.

5.2.2 Dados obtidos no Ensino Superior

Nessa secao foram apresentadas cinco perguntas, de modo que duas delas
foram as mesmas que as aplicadas para estudantes do Ensino Médio, as quais visavam
conhecer a concepgao dos universitarios sobre a relagao dos racionais/irracionais, mas
foi inserido uma problematica diferente: o que faz o sujeito acreditar que esses objetos
matematicos existam?
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Outras duas perguntas foram lancadas com o intuito de explorar ideias relacio-
nadas com os conceitos de densidade e de continuidade. A Ultima pergunta visava ver
se 0s graduandos reconheciam o acordo de repetir, ao menos 3 vezes, o periodo de
um numero exibido por meio de sua representacao decimal — ferramenta interessante
para detectar numeros irracionais.

A primeira pergunta desta sec¢éo foi a seguinte: No numero 1,01001000100001...
0 que significam os trés pontinhos? E no numero 2,71821882845904...? Existe alguma
semelhancga/diferenca no uso dos trés pontinhos nos casos apresentados? Explique
seu ponto de vista. A expectativa para essa pergunta era que os universitarios apon-
tassem que os trés pontos designavam infinitas casas decimais, de modo a constituir
dois numeros irracionais.

O primeiro numero irracional possui um padrao, ja que a quantidade de zeros
aumenta e cada aumento na parte decimal esta separado por 1. O segundo numero
irracional € a constante e, o qual € usado em diversos momentos ao longo da formacao
dos universitarios sujeitos da pesquisa, assim do fato de n&do ter um padrdo em sua
representacdo decimal. Essas ultimas caracteristicas ndo foram frisadas na pergunta,
entretanto seria desejavel que algo dessa natureza aparecesse, assim como ideias
equivocadas, como a de o primeiro numero ser racional por ter padréo.

Posto isso, segue, no quadro 9, o que pensam 0s universitarios sobre os trés
pontos na representagcao decimal dos nuUmeros irracionais apresentados.
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Quadro 15 — Ideias gerais e resumo das respostas sobre o uso dos trés pontos na
parte decimal dos numeros irracionais mostrados

Ideias gerais Resumo das respostas Sujeitos
Dependéncia do contexto | - Visualizou no primeiro nUmero uma sequéncia, mas alegou 29
falta de clareza por parte de quem props o questionamento.
. . : . 1
- Frisou que existem mais algarismos para ser mostrados. 29
. . , S
- Especificou que depende da maneira como o numero foi 29
definido, mas os distinguiu pela existéncia ou ndo de padrao.

o oA L . - 3
Ligacdo com a palavra | - Apontou existéncia de dizima infinita e peridédica em relagédo 29
sequéncia ao numero decimal que apresenta padrao.

- . - - . 9
- Destacou a representacao decimal finita e nao periddica, de 29
modo que o primeiro nimero possui padrao e o segundo nao.
Numeros que continuam | - Alegou a possibilidade de escrever tantas casas decimais 29
indefinidamente qguanto quiser seguindo, ou ndo, um padrao observado.
. I , 1
- Caracterizou apenas a possibilidade de o nimero tender ao | ——
oo 29
infinito.
Numeros incompletos - Analisou que havia mais nimeros para ser escrito. 29
. e o . 1
- Anunciou que s6 foi exibido uma parte de cada um dos nu- 29
meros, assim como constatou que no primeiro nimero havia
padrao e no segundo nao.

. , oo 1
Reconhecimento de ape- | - Entendeu que apenas 0s nimeros possuem infinitas casas 29
nas um dos atributos decimais.

- 1
N&ao souberam responder 9"
ou deixaram em branco

Fonte — O autor

Considerando os dados explorados no quadro 9, € possivel inferir que a grande
maioria dos estudantes considerou o acordo tacito de que os trés pontos indicavam
que a quantidade de casas decimais tendia ao infinito.

o . 17 .
As duas respostas mais sinalizadas constituem um total de 29" aproximada-
mente 60%. A primeira esta no ambito da ideia geral da ligagdo com a palavra sequén-
cia, cujo resumo das respostas apontou para a representagéo decimal finita e ndo pe-

riddica, de modo que o primeiro nimero possui padrdo e o segundo nao — totalizando

9 , L . .
29 dos respondentes. A segunda esta centrada na ideia dos numeros continuarem,

em sua parte decimal, indefinidamente — totalizando 2% dos respondentes.

Aproximadamente 10% dos estudantes de graduacao associaram a ideia de um
namero ter padrao com a caracteristica de ele ser irracional. Isso revela que para esses
estudantes, possivelmente, ndo ha uma compreensdo adequada para a representacao
infinita e periddica.

E importante salientar que 3 dos 29 respondentes apontaram respostas que
compde uma ideia de que os nimeros estavam incompletos. E uma questdo que
merece aprofundamento na formacao universitaria, uma vez que todo namero real
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pode ser apontado por meio de representacdo decimal infinita e ndo somente os
nameros irracionais, o que possivelmente colocara em xeque o pensamento desses
sujeitos.

Por fim, é valido ressaltar que a analise dos dados revelou que, aproximada-
mente, 50% dos respondentes utilizaram a palavra padrao para explicar suas respostas.
Particularmente acreditava que essa palavra seria mais utilizada para elucidar a dife-
rencga entre 0s nimeros propostos.

Outra particularidade intrigante foi a baixa quantidade de estudantes escrevendo
que se tratava do numero de Euler, apenas uma pessoa apontou esse numero em toda
as respostas do Ensino Superior e foi nesta pergunta. Além desse comentério sobre a
base dos logaritmos naturais, houve uma segunda mencéao a tal nimero na pergunta
que sera debatida na sequéncia.

O fato comentado nos leva a refletir que, embora o niumero “e” esteja em boa
parte da formagéao de licenciandos e bacharéis em Matematica, a forma como esse
contato acontece nao € suficiente para que tal numero seja, ao menos, reconhecido
em sua representacao decimal, assim como ndo é considerado como um numero que
exemplifique a existéncia dos numeros irracionais.

A segunda pergunta desta secao foi a seguinte: O que € um numero irracional?
O que leva vocé a acreditar na existéncia desses numeros? A expectativa era a de
averiguar de que maneira os estudantes universitarios entendem e definem os nu-
meros irracionais, assim como desejavamos ver equivocos conceituais apontados na
discussao tedrica. Além disso, gostariamos de saber se a problemética dos segmentos
incomensuraveis seriam mencionada pelos respondentes.

Assim, segue no quadro 10 o que pensam os graduandos sobre o que sao
nameros irracionais e o que os leva a acreditar na existéncia dos mesmos.
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Quadro 16 — Ideias gerais e resumo das respostas sobre 0 que leva a acreditar que
existam numeros irracionais

Ideias gerais Resumo das respostas Sujeitos
o . . . ~ 5
Irracionais aparecem na | - Conceituam como ndmeros reais que nao podem ser es- 9

propria Matematica critos como razéo entre dois nUmeros inteiros e se apoiam
somente em demonstracdes para aceitar sua existéncia.

- Nameros que apresentam dizimas nao periodicas e/ou sao
nameros reais que nao sao racionais.

- Nao podem ser obtidos pela divisdo de dois numeros reais.
- Nimero que pode ser representado por uma fragao (x/y).

- E uma sequéncia de nimeros racionais.

Irracionais sdo a expres- | - Forma numérica que ndo se pode escrever por completo, ja
sdo da inexatidao gue possui infinitas casas.

- Nimero que nao pode ser definido, tais como nimeros infi-
nitos ou raizes de negativos.

- Resultado de calculos e existéncia raizes nao exatas.

- Infinitos nimeros decimais que nao seguem uma sequéncia
e/ou uma divisao nao exata.

Irracionais existem relaci- | - NUmeros que sao escritos por meio de dizima infinita e ndo
onados com a geometria | periédica, cuja existéncia pode ser testada por exaustao.

- NUmeros que possuem representagao decimal infinita e ndo
periddica.
- Nao podem ser escritos em formato de fragéo.

- NUmeros reais que ndo podem ser expressos pela razdo de
dois numeros inteiros.

- E uma fragéo entre dois niimeros que nao sio inteiros

BB - Bl B[— B[— JreB[— B[= B[-BI-B|-B[= B[m

Irracionais preenchem la- | - Os irracionais completam os racionais em sequéncias, de
cunas modo que a convergéncia podera convergir para um racional
ou irracional.

- Os numeros irracionais sdo reais que nao podem ser escri- | —

tos como razao entre inteiros, de modo que os reais estao 29
relacionados com nog¢des de continuidade e da reta real; os
irracionais surgem da necessidade de nao haver lacunas no
conjunto dos ndmeros reais.
Irracionais existem na na- | - Diversos fendbmenos naturais sé podem ser estudados utili- | —
tureza zando nUimeros irracionais. 29
Nao souberam responder %

ou deixaram em branco

Fonte — O autor

Ao observarmos o quadro 10, vemos que o0 aparecimento dos irracionais esta,
em sua maioria, ligado a propria Matematica, cabendo expor que dentre estes sb
houve trés exemplos dados: o nimero /2 e o 7. Outro dado que deve ser considerado
€ que as respostas que apresentaram maior frequéncia apoiam-se exclusivamente em
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demostragdes, isto €, somente acreditam na existéncia de numeros irracionais porque
viram uma demonstragdo associada a esse numero.

Este cenario deve ser visto com bastante cautela, haja vista que muitos destes
respondentes serdo professores de Matematica que conseguem apenas se amparar
em demonstragdes e definicbes para construir uma imagem conceitual de numeros
irracionais.

Além disso, é importante destacar que, da forma como os cursos de Licenci-
atura e Bacharelado em Matematica da UFSC estao estruturados, provavelmente o
estudante de graduacdo estudara a demonstragdo da irracionalidade de v/2 ou VP>
onde p € um namero natural primo. Com isso, quero frisar que até mesmo os indiscuti-
veis numeros irracionais 7 e e, seguindo essa linha de pensamento, estariam em xeque
quanto a sua existéncia porque nao sao vistas, tradicionalmente, as demonstragdes
de irracionalidade de tais numeros devido ao elevado nivel de complexidade.

Outra percepcao a ser feita € que embora muitos sujeitos tenham replicado que
0S numeros irracionais tenham representacdo decimal infinita e nao periddica, essa
caracteristica parece esvaziada, uma vez que tais respondentes ndo conseguiram se
valer desse fato para exemplificar nimeros irracionais.

O proprio numero 0,123456789101112..., que obteve 26 apontamentos de ser
um numero irracional na questdo anterior, ndo foi mencionado ao menos uma vez
nas justificativas sobre a existéncia dos numeros irracionais. Tampouco houve algum
outro numero irracional, em sua forma decimal infinita e ndo periddica, mencionado.
Isso passa uma ideia de que os sujeitos conseguem reconhecer numeros com essa
qualidade, possivelmente fruto de uma memorizagdo, mas nao acreditam neste atributo
como satisfatério, a fim de pensar na existéncia dos numeros irracionais para além de
uma definigéo.

Por outro lado, € importante destacar o atributo relacional proposto por nove
sujeitos, os quais buscaram apontar a existéncia dos irracionais com aspectos geomé-
tricos. A ideia de testar os numeros irracionais por meio da exaustao é interessante e
pode ajudar muito aos futuros professores no dialogo a respeito de numeros irracionais
com estudantes de Ensino Médio, mas infelizmente essa possibilidade foi apontada por
um unico respondente, o qual levou a ideia para sinalizar uma sequéncia que continua
e [que seja] sem repeticao.

E importante ressaltar as respostas que foram agrupadas na categoria que
relacionava os irracionais com a geometria. Elas apontavam diversos exemplos que
envolviam constru¢des com régua e compasso, principalmente as raizes quadradasﬂ

Como foi discutido nos pressupostos epistemoldgicos, a maioria dos aponta-
mentos dos sujeitos sobre o0 que sdo 0s numeros irracionais se pauta em atributos

2 tais exemplos n&o foram colocados na tabela por questio de espago, mas eles pautavam o motivo
dos sujeitos acreditarem na existéncia dos nimeros irracionais, isto €, por meio da construgao e/ou
relagédo entre segmentos, a titulo de exemplo: o lado e a diagonal de um quadrado
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que ilustram justamente o que eles nao séo. A discussao sobre segmentos incomensu-
raveis e toda a sua importancia historica nao foi mencionada. Provavelmente isso se
deve ao fato de que, em boa parte das disciplinas da graduacéo, a histdria relativa ao
conteudo, presente em quase todos os topicos do curriculo da Licenciatura e Bacha-
relado em Matematica da UFSC, seja reduzida a curiosidades sobre o tema, 0s quais
propdem problematiza¢des que fagcam os futuros professores ressignificar concepgdes
presentes desde o Ensino Basico.

Outro dado intrigante diz respeito ao numero 7. Apenas 6 de 29 sujeitos apon-
taram esse numero como exemplo de numero irracional, o que é aproximadamente
20% dos futuros professores. Se o 7, que € um dos numeros irracionais estudados
desde o Ensino Fundamental, ndo esta no repertério dos respondentes, entao falta
uma abordagem diferente sobre o tema, pois o numero real que néo é racional esta
longe de ser suficiente.

A terceira pergunta desta secao foi a seguinte: O que é um numero real? O que
leva vocé a acreditar na existéncia desses numeros? A expectativa era a de detectar a
circularidade entre irracionais e reais, a qual foi debatida nos pressupostos epistemo-
l6gicos. Por outro lado, gostariamos de ver se a reta numérica, os cortes de Dedekind
e/ou as sequéncias de Cauchy estariam presentes nas ideias dos estudantes.

Posto isso, segue no quadro 11 o que ponderam os graduandos sobre o que
sS40 numeros reais e 0 que os leva a acreditar na existéncia dos mesmos.
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Quadro 17 — Ideias gerais e resumo das respostas sobre 0 que leva a acreditar que
existam numeros reais

Ideias gerais

Resumo das respostas

Sujeitos

Reais aparecem na pro-
pria Matemética
R=QUI

- A existéncia de R foi relacionada com a ideia de representa-
¢ao operagdes, bem como com a exploragao do comércio no
mundo.

- Nao séo passiveis de aceitagao.
- A existéncia de R foi assegurada pela existéncia de Q e de
I

- A existéncia de R foi considerada pelos cortes de Dedekind.

- A existéncia de R foi associada a convergéncia de sequén-
cias.

- Os reais existem devido ao avango da Matematica.

- Os reais existem por causa dos célculos envolvendo circun-
feréncias — nimero 7.

- Nao apresentou comentario complementar.

1
29

Reais constituem um con-
junto numérico dominante

- S40 0s numeros que nao sao naturais, inteiros ou racionais,
cuja existéncia se apoia nos nimeros v/3 e .

- Todos os numeros, exceto os imaginarios/complexos.
- Qualquer namero existente.

- Sd0 numeros que representam um todo e uma parte de um
todo em um s6 namero.

Reais estao listados ao
longo da reta

- Frisou a necessidade de cobrir os furos deixados pelo con-
junto dos ndimeros racionais.

- Apontou que 0s numeros reais sao cortes de Dedekind.
- Ressaltou a propriedade dos intervalos encaixantes.

- Revelou a possibilidade de ser infinitamente grande (positivo
ou negativo), pequeno ou nulo, cuja existéncia esta associada
as funcbes e medidas.

B -8 -8~ Bl B[-B[BIn B[ ||~ B -~

~ . 2
- Nao apresentou comentario complementar. 29
O conjunto dos numeros | - Existéncia dos reais foi associada a diversidade de nimeros 29
reais engloba outros con- | que podem ser obtidos no processo de medir.
juntosNCZcCcQcCR
oA o . 1
- Existéncia dos reais foi relacionada com a natureza. 29
. . , . 1
Qutras respostas - Um ndmero real é um nimero que se relaciona com no- 29
cbes de reta e comensurabilidade, assim como representam
estruturas que atendem bem aos axiomas desejados.
. . 1
- Um nimero que pode ser representado na forma de fragao. 29
Nao souberam responder 29

ou deixaram em branco

Fonte — O autor
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Ao analisarmos o quadro 11, vemos que 0s numeros reais estao ligados, nova-

mente, a propria Matematica, totalizando % das respostas obtidas. Tais apontamentos
foram agrupadas porque houve uma recorréncia no argumento da igualdade de con-
juntos: R=QUI.

Dada a quantidade de respostas apontadas anteriormente (sobre R ser cons-
truido por meio de uma uniao de conjuntos), percebemos que é importante que os
nameros irracionais sejam trabalhados numa perspectiva prépria, a qual se esquive do
problema da circularidade de definicao e de significado apontado na figura 22.

Outra particularidade que esses dados revelam é que a frase R é um corpo
ordenado completo e, a menos de isomorfismos, é unico nao foi dada por nenhum dos
respondentes.

Isso é curioso, pois o0s participantes da pesquisa deram argumentos tedricos que
exigem conhecimentos matematicos muito similares e igualmente aprofundados, tais
como: a construcao dos numeros reais por meio dos cortes de Dedekind, assim como
R esta relacionado com convergéncia de sequéncias e a propriedade dos intervalos
encaixantes.

Um par de termos que poderia ter surgido para explicar a crenga dos estudantes
a respeito dos numeros reais, mas que ndo apareceu em nenhuma das respostas, foi o
supremo/infimo. Coloco esse ponto em perspectiva, pois em disciplinas que introduzem
a Andlise sao feitas diversas demonstracoes usando esses termos, de modo que seria
justo pensar que essas palavras fundamentariam, pelo menos do ponto de vista da
Matematica académica, as respostas dos universitarios. Como observamos, é s6 mais
uma frase que contém bastante conceitos/informacgdes, mas que nao produzem a
significacao potencial para os futuros professores.

De mais a mais, é interessante aprofundar a no¢gdo de que 0s numeros reais
constituem um conjunto numérico dominante, haja vista que isso sé é verdade se 0
considerarmos como 0 conjunto universo em relagdo aos demais conjuntos numéricos
N, Z, Q e o conjunto dos numeros irracionais. Entretanto, podemos generalizar ainda
mais 0 que se entende por niumero usando, por exemplo, o conjunto dos numeros
complexos C, os quatérnions H e os octénions O, entre outros, de modo que esse
pensamento passa a ser incoerente em contextos matematicos de conjuntos numéricos
mais gerais.

Por outro lado, é interessante observar a associacao do conjunto dos numeros
reais com a reta numérica, totalizando 6 dos 29 respondentes totais. A reta comporta
aspectos interessantes ao estudo de nimeros reais, como por exemplo ordem entre
elementos, densidade dos racionais e dos irracionais e a propria ideia de continuidade.

Houve apenas um graduando que sinalizou o conceito de comensurabilidade,
o qual é a base para adentrar no didlogo sobre segmentos incomensuraveis e, assim,
dar um significado mais genuino ao conjunto dos numeros irracionais 1.
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Considerando a ideia de que os numeros reais aparecem na propria Matematica
por meio da igualdade R = Q U I, podemos destacar a seguinte resposta:

Um nuamero real é um numero que pode ser tanto racional quanto irracional.
A existéncia desses numeros é o que ha de mais elementar, talvez, na mate-
matica. A ideia de representar quantidades, somar, dividir, é um pensamento
bem primordial para, por exemplo, a exploragcdo do comércio no mundo. Re-
finando essa ideia, é natural que os numeros acabem se relacionando com
uns, e com outros. Por exemplo, é natural que nimeros positivos sejam uma
quantidade semelhante, assim como negativos, assim como racionais, e mais
pra frente, irracionais. Entdo essa forma de organizar soa pra mim como um
olhar um pouco mais agugado para 0s numeros.

Na resposta apresentada ha uma tentativa de justificar a existéncia dos numeros
reais a partir de problemas cotidianos, para além da prépria Matematica. Um exem-
plo disso € o conceito histérico de continuidade apresentado anteriormente. Contudo,
percebemos uma tentativa de justificar a formalizagdo dos conjuntos numéricos ex-
plorados ao longo deste trabalho como algo “tranquilo” e “natural”, o que ndo é uma
verdade incontestavel.

Considerando a forma como as disciplinas especificas de Matematica sao trata-
das ao longo da graduacgao, ha uma falsa impressao aos futuros professores de que
todos os conceitos vistos nada mais sdo do que uma mera consequéncia do processo
l6gico-formal sempre existente nessa area de conhecimento.

A resposta trazida ratifica isso, haja vista que nao considera o processo historico
de construgao dos conjuntos, o qual ndo segue essa ordem dada, mas considera o que
se conhece apo6s o processo de formalizacdo. Com isso, muitas duvidas e incertezas
sao excluidas no pensamento de construcdo, o que compromete a formagao dos
graduandos.

Por fim, gostaria de salientar comentarios que ouvi de alguns colegas do curso
depois de responderem o questionéario. O ponto central é que muitos deles se viram
numa situacao ligeiramente desconfortavel, pois ndo haviam parado para pensar se
acreditam ou nao no objeto de estudo com o qual trabalham quase todos os dias, como
0 conjunto dos numeros reais.

Arrisco-me a dizer que esse foi um dos poucos momentos em que a subjeti-
vidade dos universitarios foi confrontada frente aos objetos matematicos estudados.
Nesse mesmo processo de responder a um simples questionario, as imagens concei-
tuais e os conceitos se mesclaram formando, ao menos, alguns pontos de duvidas
para esses futuros professores. Ha que se esperar que esses conflitos se resolvam
quando o professor adentrar a sala de aula. Mas o que temos constatado é o inverso
disso. Esses equivocos ou auséncias de reflexdes levam, muitas vezes, a reproducao
de discursos equivocados em relacao aos conceitos, 0 que podemos evidenciar pelas
respostas dos estudantes.
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A quarta pergunta desta secéo foi pautada na apresenta¢ao do conjunto abaixo:
{xeQ|0<x<1}

Em seguida, os respondentes deveriam explicar se para 0 mesmo existia ou
nao um maior elemento.

Com respeito a essa pergunta, aguardavamos respostas coerentes com o con-
ceito de densidade, assim como gostariamos de detectar se surgiria alguma resposta
do tipo 0,999..., 0 que revelaria uma incompreensao a respeito da representacao
decimal nos numeros racionais.

Assim sendo, segue no quadro 12 a sintese das respostas obtidas.
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Quadro 18 — Ideias gerais e explicacdes sobre a existéncia de maior elemento no
conjunto apresentado

- Sendo Q irracional, possui um maior elemento que nao pode
ser representado na integra.

- Possui um maior elemento porque x é racional

Ideias gerais Resumo das respostas Sujeitos
Sim, possui um maior | - Existem infinitos nGmeros racionais entre 0 e 1. 29
elemento
- Existem infinitos elementos maiores 21—9
]
- Pode ser 0,99999999... 29

N&o possui um maior
elemento

- Justificou por meio do processo de tirar médias sucessivas para
ficar cada vez mais préximo de 1.

- Apresentou a ideia de ir chegando cada vez mais proximo de 1
usando numeros racionais.

- Usou explicitamente o conceito de densidade.

- Considerou a sequéncia (0, 9; 0, 99; 0, 999; ...), mas reconheceu
que 0,999... =1

- Explicou porque existem infinitos racionais entre 0 e 1.
- Exibiu uma demonstragédo que envolvia supor g < 1 e, em se-

guida, explicou a impossibilidade do conjunto ter maior elemento
por meio da desigualdade: g < g+ (1—-qg)/2 < 1.

der ou deixaram em
branco

~ L 3
- Nao apresentou comentario complementar 29
QOutras respostas - Nao possui um maior elemento, pois em cada intervalo existe 29
um x pertencente aos Racionais.
Co - . . 1
- Dentro dos racionais ndo se pode definir um maior, pois sempre 29
pode-se adicionar um numero a fragao.
~ 1
Nao souberam respon- 5

Fonte — O autor

Com base no quadro 12, vemos que a caracteristica que mais se apresentou
foi a de que o conjunto {x € Q | 0 < x < 1}, de fato, ndo possui maior elemento, o que
totalizou 21 respostas. Nesse sentido, temos um cenario animador, pois aproximada-
mente 72% dos entrevistados possuem, ao menos, uma intuicdo correta a respeito de
uma aplicagao do conceito de densidade.

A resposta mais apontada pelos universitarios se pautava na ideia de sempre ser
possivel detectar nimeros racionais cada vez mais proximos de 1, o que correspondeu
a aproximadamente 20% dos participantes.

A justificativa de ser possivel tirar sucessivas médias para cada vez mais ficar
perto de 1, assim como o uso explicito do conceito de continuidade totalizaram, cada
um, 3 das 29 respostas obtidas.




Capitulo 5. O que revelou a presente investigagao? 125

Por outro lado, apenas um estudante apontou o 0,999... como sendo 0 maior
elemento, o que revelou um cenario inesperado. A ideia de que existe um maior ele-
mento, mas que nao pode ser exibido em sua integra também sé apareceu em uma
Unica resposta, o que também revela um bom entendimento a respeito da densidade
presente no conjunto dos numeros racionais.

Quanto a resposta de que o referido conjunto ndo possui maior elemento, haja
vista que em cada intervalo existe um nuamero racional, uma possibilidade é que o
respondente estava querendo construir intervalos encaixados de modo que em cada
novo intervalo real fosse possivel detectar um nimero racional, mais proximo de 1 que
o intervalo real anterior.

Contudo, essa ideia nao foi explicitada, embora seja interessante porque articula
aideia de intervalos encaixantes com a densidade dos numeros racionais em intervalos
de R, ideia essa que nao foi apontada por nenhum dos respondentes.

A quinta pergunta da presente se¢ao envolvia o conceito de continuidade. Para
tanto, foi apresentado aos graduandos o seguinte conjunto:

{xeR|a<x<b}

Nessa pegunta foi explicitado que a e b se tratavam de dois nimeros reais
distintos. Dai, foi questionado o motivo de ser possivel ou ndo que esse conjunto
tivesse apenas numeros racionais.

Esse conjunto é um intervalo que esta contido na reta real, logo possuira infinitos
nameros racionais e irracionais, logo ndo € possivel que 0 mesmo possua somente
nameros racionais.

Nesse sentido, seria interessante que os universitarios apontassem justificativas
como a de que 0s numeros irracionais preenchem as lacunas deixadas pelos numeros
racionais na reta numerica, bem como indicassem a densidade de numeros racionais e
irracionais na reta. Caso os estudantes apontassem que seria possivel obter somente
nameros racionais, isso indicaria uma visao discreta da reta real, uma vez que sé
nameros pertencentes a Q conseguiriam preencher todo o intervalo.

Dito isto, segue no quadro 13 a sintese das respostas obtidas.
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Quadro 19 — Ideias gerais e explicacoes sobre a possibilidade de haver apenas nime-
ros racionais no conjunto apresentado

Ideias gerais Resumo das respostas Sujeitos
E possivel haver s6 na- | - Como o conjunto dos nimeros racionais esta contido no con- 29
meros racionais junto dos numeros reais, x pode assumir qualquer valor racional.
. — . 1
- Porque os numeros racionais podem ser escritos na forma p/q. 29
. . , 1
- Porque todo numero real pode ser descrito por um numero 29
racional.
< 4 . o, L o , . 4
Nao é possivel haver | - Entre dois nimeros reais existem infinitos nimeros racionais e 29
apenas ndmeros racio- | irracionais.
nais
. i . - X 1
- O conjunto é do tipo nao contavel. 29
- E sempre possivel achar um nimero irracional entre dois racio- | —
. 29
nais.
. N , . . 1
- Se apoiou na definicdo de nimeros reais por meio dos cortes 29
de Dedekind.
. . . ) . 1
- O referido conjunto possui elementos além do universo dos 29
ndmeros racionais.
- O conjunto dos numeros reais é formado por nimeros racionais 29
e irracionais.
- Entre dois numeros reais existe um numero irracional. 29
L - . 1
- Apresentou a ideia de particionar a reta em comprimentos de 29
(b-a)- V2 , : ,
tamanho — e por explicou por meio de desigualdades.
. . . e 1
- Pode haver nimero com continuagéo infinita. 29
~ L 1
- Nao apresentou comentario complementar. 29
Qutras respostas - Considerou a densidade de R e disse que existiriam diversos 29
ndmeros reais no conjunto.
. . . . 1
- Mencionou a pergunta anterior e disse que bastaria fazer uma 29
adaptagao da explicagao ja dada.
. P - . 1
- Dependendo de quem for a e b, é possivel tirar a média e dizer 29
se 0 numero serd racional ou irracional.
. , S - , 1
- Toda sequéncia de numeros racionais, tem como limite um nu- 29
mero irracional. Ou seja, todo racional tem um irracional em uma
vizinhanga.
o ~ . - 1
Qualquer dizima néo periddica pode existir entre ae b 29
- V4
Nao souberam respon- 9
der ou deixaram em
branco

Fonte — O autor
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A maioria dos respondentes esteve na categoria que diz nao ser possivel existir
apenas numeros racionais no conjunto dado, o que totaliza 14 dos 29 respondentes.
Nessa categoria a resposta com maior frequéncia foi a de entre dois numeros reais
existem infinitos nimeros racionais e irracionais, abarcando 4 respondentes.

Duas pessoas apontaram que entre dois numeros reais existe um namero ir-
racional; uma outra pessoa destacou que é sempre possivel encontrar um numero
irracional entre dois racionais. Um respondente explicitou que o conjunto dos nimeros
reais é formado por racionais e irracionais.

Embora as respostas comentadas anteriormente sejam adequadas, fica a du-
vida quanto a compreensao, por parte dos graduandos, a respeito da continuidade e da
densidade — propriedades essenciais na construgcao de R. Uma coisa é falar que existe
um ou alguns numeros irracionais em ]a, b[, isso passa a ideia de que os irracionais
estéo inseridos no intervalo formando um conjunto discreto; outra coisa é ratificar que
existem infinitos racionais e irracionais (listados ininterruptamente no intervalo), nesse
caso a ideia envolvida é de continuidade.

Uma resposta curiosa diz respeito a possibilidade de haver s6 numeros racionais
no conjunto dado. Como o conjunto dos numeros racionais esta contido no conjunto
dos numeros reais, x pode assumir qualquer valor racional. Nessa resposta o conjunto
dos numeros reais nao foi considerado em sua plenitude, o que pode revelar que nem a
igualdade tao conhecida R = Q U, talvez, faca parte do repertério do respondente. Ao
observar as respostas anteriores desse mesmo sujeito, a ndo compreensao a respeito
dos reais e suas propriedades foi ratificada.

Outra resposta que me intrigou foi a seguinte: Toda sequéncia de numeros racio-
nais, tem como limite um numero irracional. Ou seja, todo racional tem um irracional em
uma vizinhanca. E visivel que nessa resposta que o sujeito respondente teve acesso
a nocoes basicas de calculo e, mesmo assim, isso ndo significou uma compreensao
adequada do suposto conjunto conhecido R.

A ideia da média é interessante se os extremos do intervalo sdo numeros raci-
onais e o0 que se deseja localizar s&o numeros racionais. Agora, se € inserido algum
irracional na observacao, a média nao € tao interessante assim de ser usada. A esse
estudante ndo ocorreu que seria possivel localizar racionais e irracionais através da
expanséo decimal dos numeros reais.

Por outro lado, houve um graduando que provavelmente tateou a ideia de ver a
expansao decimal dos numeros reais, pois relacionou com a existéncia de continuacao
infinita a0 apontar a impossibilidade de haver apenas numeros racionais no intervalo
dado. Por outro lado, esse mesmo comentéario pode estar ligado com a ideia incorreta
de que s6 numero irracional tem representacao decimal infinita.

Por fim, é intrigante a quantidade de estudantes universitarios que nao conse-
guiram responder o questionamento, totalizando quase 25% dos respondentes. Essa
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foi a pergunta que apresentou maior indice de “ndo respondentes” da universidade.
Esse cenario nos leva a refletir sobre a necessidade de aprofundar a experimentacao
sobre a densidade e sobre a continuidade, visando construir significados para além
das definicdes formais, bem como expandir o entendimento de futuros professores
sobre R e suas propriedades.

5.3 IMAGENS CONCEITUAIS

Nesta secao a ideia era construir uma arvore de palavras por meio da seguinte
pergunta: Ao refletir sobre numeros reais, quais palavras lhe surgem no pensamento?

As respostas foram reunidas de acordo com a sua origem: respostas do 1° ano,
resposta do 2° ano e respostas de estudantes universitarios. Posteriormente, algumas
respostas em formato de frases foram reestruturadas, de modo a obter somente as
palavras-chave da mesma.

Para reunir as palavras foi escolhido o site https.//www.wordclouds.com/, o qual
se apresentou bastante satisfatério em sua interface e por ser totalmente on-line.

O sistema de pesos em que o soffware agrupa as palavras que mais aparecem
e Ilhes proporciona um tamanho correspondente, ou seja, a palavra que mais aparece
sera a maior, de modo a seguir esse decrescimento até as palavras que apareceram
uma Unica vez.

A expectativa era a de que os estudantes do Ensino Médio apresentassem uma
visdo mais restrita dos conjuntos dos numeros naturais, inteiros, racionais e irracionais.
Possivelmente tais estudantes poderiam mencionar os decimais, a reta, raizes e o
namero 7t.

Quanto aos estudantes do Ensino Superior, era esperado que as respostas mais
frequentes se pautassem nos subconjuntos de R, bem como em alguns conceitos que
sao vistos nessa etapa de ensino, como por exemplo, enumerabilidade, completude,
densidade e alguma mencéo a respeito do infinito.

5.3.1 Dados obtidos no Ensino Médio

Os dados que foram obtidos em turmas de 1° e 2° ano seguem, respectiva-
mente, nas figuras 25 e 26.
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Figura 25 — Nuvem de palavras construida por respostas de alunos do 1° ano do
Ensino Médio a respeito de numeros reais
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Fonte — O autor

Figura 26 — Nuvem de palavras construida por respostas de alunos do 2° ano do
Ensino Médio a respeito de numeros reais

Fonte — O autor

Ao observarmos as respostas dos estudantes do Ensino Médio, é interessante
perceber que estudantes do primeiro ano, de modo geral, apresentam uma imagem
conceitual mais rica do que estudantes do segundo ano, embora em ambas as turmas
todos os numeros e nenhuma acabem protagonizando as respostas.

Por outro lado, hd uma grande associacdo com o simbolo R e com conjun-
tos, o que revela uma certa ampliagdo de concepcoes a respeito dos niumeros reais.
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Particularmente eu esperava que intervalos fossem aparecer, 0 que acabou nao se
confirmando.

As raizes, 0s numeros racionais e numeros com/sem virgula, acabaram apa-
recendo com uma frequéncia muito baixa. A prépria reta numérica figurou poucas
respostas, embora os estudantes do 1° ano ja tivessem contato com intervalos na reta
numeérica.

Nas respostas, nao ficou claro o que os estudantes entendem por numeros com-
pletos, embora seja possivel inferir que se tratam de niumeros inteiros ndo negativos,
assim como numeros exatos. Por outro lado, é possivel que para boa parte desses
estudantes o numero racional 1 seria considerado exato, ao passo que sua representa-
cao decimal infinita 0, 333... acabaria sendo considerada ndo exata e, provavelmente, a
igualdade desse numero em suas diferentes representacoes sera dificil de ser acolhida
e aceita por esses estudantes.

5.3.2 Dados obtidos no Ensino Superior

Os dados que foram obtidos pelos alunos de graduacao de Matematica seguem
na figura 27.

Figura 27 — Nuvem de palavras construida por respostas de alunos do Ensino Superior
a respeito de numeros reais
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Ao observarmos as respostas dos estudantes do Ensino Superior € visivel a
gama de palavras que acabam se relacionando com numeros reais. Além de numeros,
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o referido conjunto é associado fortemente com a ideia de infinito, o que superou a
expectativa inicial de que poucas pessoas fariam tal associacao.

A relagéo de inclusdo que envolve naturais, inteiros, racionais e irracionais néo
constitui uma imagem conceitual para alguns estudantes. Dizima periodica e raizes
apareceram com uma frequéncia relativamente baixa, assim com o conceito de den-
sidade e a ideia de conjunto ndo-enumeravel. Vale ressaltar que as palavras acima
sublinhadas estao diretamente ligadas com diversas aplicacbes ao longo da graduacao
e com um provavel uso profissional dos futuros professores de Matematica, entretanto
nao estao

O termo fragcao recebeu um bom nimero de apontamentos, mas nao ficou claro
se para esses respondentes a fracdo é ou ndo um atributo exclusivo dos niumeros
racionais, isto é, se ao aparecer a barra da fracéo o estudante ja pensa que o numero
€ racional, independente da natureza do numero que aparece no numerador € no
denominador.

Os termos decimais e sequéncias apareceram em uma frequéncia muito baixa,
talvez isso se deva porque o primeiro ndo € muito frisado ao longo da formagéo uni-
versitaria, ao passo que a segunda palavra, mesmo sendo muito utilizada ao longo do
Ensino Superior, ndo constitui uma associacao para as pessoas que responderam.

Embora ndo houvesse uma pessoa que deixou de responder, é importante
sinalizar que nessa sec¢ao foi explicitado por um individuo que ele nunca havia pensado
sobre a existéncia dos numeros reais, 0 que revela uma necessidade de se abordar os
conceitos de maneira mais relacional, indo além do que ja esta escrito nos livros de
célculo e analise.

Por fim, gostaria de destacar a completude, pois foi uma palavra que recebeu
forte apontamento, mas que ndo apareceu como um constituinte para que os mesmos
respondentes acreditassem na existéncia dos numeros reais.
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6 CONCLUSOES E POSSIVEIS CAMINHOS

Com base no trabalho desenvolvido obtivemos um panorama geral (ndo em
quantidade de participantes e sim pelos aspectos tedricos abordados nos questio-
narios) a respeito do que pensam os estudantes do Ensino Bésico e Superior que
participaram da presente pesquisa sobre 0os conceitos de niumeros racionais, numeros
irracionais, densidade e continuidade, 0s quais sao aspectos de extrema importancia
para um entendimento aprofundado sobre nimeros reais.

Os aspectos abordados sobre R em documentos legais brasileiros mostraram-se
superficiais, uma vez que ndo é explicitado de que forma os niumeros reais podem ser
dialogados no Ensino Fundamental e Médio, nem explicitam as principais dificuldades
e como elas podem ser superadas para que aconteca um bom entendimento dos
conceitos principais que permeiam o estudo desse conjunto numérico.

Outro ponto a ser levado em consideragao € que os numeros reais, tradicional-
mente, sdo abordados por livros didaticos do 1° ano do Ensino Médio, nas primeiras
secdes. Geralmente esse tratamento € feito muito rapidamente, o que impacta nega-
tivamente o entendimento de numero pelos estudantes, assim como compromete a
compreensao de demais assuntos a serem tratados no Ensino Médio — que consideram
o referido conjunto como conhecido.

Quanto ao que disseram os entrevistados sobre o conjunto dos numeros reais,
podemos destacar que os estudantes do 1° ano do Ensino Médio, de modo geral,
apresentaram mais atributos interessantes sobre os nimeros reais, em comparacao
com estudantes do 2° ano. Por outro lado, foram detectados diversos pensamentos
incoerentes nessas turmas em estou lecionando, revelando, por exemplo, que 0s con-
ceitos de numeros racionais e irracionais carecem de discussdes mais aprofundadas
na formacao desses sujeitos.

Os estudantes do curso de Matematica da UFSC, em geral, conseguiram res-
ponder satisfatoriamente se considerarmos as definicbes e procedimentos préprios
do Ensino Superior. Contudo, se considerarmos o cenario de que boa parte desses
sujeitos terdo que desenvolver suas atividades laborais no Ensino Basico ou na propria
universidade, recebendo sujeitos vindo do Ensino Médio, vemos que ha uma falta de
entendimento sobre abordagens que dialoguem com a Matematica Escolar, para além
do que ja esta posto nos livros de célculo e analise.

Observando o campo de pesquisas em Educagdo Matematica, podemos notar
que os quatro conceitos tratados ao longo desta pesquisa (nimeros racionais, nume-
ros irracionais, densidade e continuidade) poderiam ser tratados individualmente, de
modo a comportar outros trabalhos de conclusdo de curso, assim como teses e disser-
tacdes, tamanha a riqueza e complexidade que cada um dos assuntos abarca. Uma
potencialidade, em termos de pesquisas, € investigar os temas por um viés historico,
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buscando conhecer as origens e desdobramentos dos conceitos ao longo dos tempos;
ademais, também é interessante a elaboragéo de intervencdes pedagogicas para fazer
os futuros professores experimentarem refletir/problematizar sobre os assuntos.

Considerando uma perspectiva mais geral, muitos colegas relatam que acham
interessantes os assuntos discutidos na Matematica do Ensino Superior, entretanto
nao conseguem conceber uma abordagem além da tradicional, ou seja, além do que ja
“estd estabelecido” sobre os respectivos temas. Nesse cenario, pesquisas como esta
revelam dois pontos positivos: o rigor da Matematica estudada na universidade nao
garante compreensao conceitual plena e que é possivel ver a mesma Mateméatica com
outros olhos.

O choque que alguns estudantes do Ensino Superior experienciaram ao res-
ponder o questionario eu também vivi na producdo desta pesquisa, a saber, muitas
coisas que foram estudadas intensamente ao longo da graduacao — principalmente
para conseguir reproduzir técnicas seguindo o critério de correcao do professor — nao
me fizeram parar para refletir, efetivamente, a respeito do conceito estudado. Talvez
agora € que realmente faga sentido a frase que ja ouvi diversas vezes pela professora
Regina Grando: “o conceito vai além das definigbes”.
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APENDICE A - IRRACIONALIDADE DE RAIZES QUADRADAS

A segquir, serdo expostas as demonstracdes a respeito da irracionalidade de v/2
e /P

Considere um quadrado de lado 1 e diagonal d. Pelo teorema de Pitagoras,
temos que: 12 +12=d2 < 2=0d? «— 2 =d.

Afirmamos que v/2 é um ndmero irracional. Para justificar tal suposicao, vamos
explicar que sua negacéo é falsa.

Dem 1: Suponha, por absurdo, que v2 seja um ndmero racional. Sem perder
generalidade, podemos dizer que v2 = g, de modo que essa fracao seja irredutivel,
ou seja, MDC(a, b) = 1.

Dai, temos:

\/§=g<:>2=2—2<:>2~b2=a2 (16)

Nosso objetivo é chegar que a e b sdo multiplos de 2, logo 2 dividiria a e b
simultaneamente, o que acarretaria uma contradicdo com a hipétese inicial de que o
Maximo Divisor Comum entre a e b seria 1.

Note que como 2b? = a2, temos que a° é par. Para prosseguirmos o pensa-
mento, precisamos do seguinte resultado auxiliar: um ndimero natural n é par < n° é
par. Para ndo confundir o leitor, justificaremos isso posteriormente.

Ora, sabemos que a° é par, portanto, usando a proposi¢do anteriormente co-
mentada, temos que a é par. Todo numero par pode ser escrito como 2k, onde k € N.
Usando essa informag&o na igualdade (8).

Dai, tememos que 2b2 = a&° = (2k)2 = 4k? = 2(2k?). Disso, observamos que
2b2 = 2(2k?) «— b? = 2k2 e, portanto, b? é par. Usando mais uma vez a proposicio,
concluimos que b é par.

Dado que a e b séo pares, temos que ambos sao divisiveis por 2, o que é uma
contradigdao com o fato de que MDC(a, b) = 1.

Disso, segue que a e b ndo podem ser racionais. Logo, s&o irracionais.

Vamos provar a proposicdo: um ndimero n é par < n° é par.

(=) Temos por hipbtese que n é par.

Portanto, como n é par, temos que n = 2p, onde p € N. Assim sendo, podemos
elevar ambos os lados ao quadrado e, com isso, temos n® = (2p)2 = 4p? = 2(2p°).
Com isso, temos que n? é escrito como duas vezes um niimero inteiro, logo n® é par.

(«=) Temos por hipétese que n® é par.

Como todo numero natural é par ou é impar (exclusivamente), vamos provar
que n n&o é impar.

Suponha, por absurdo, que n seja impar. Logo, n = 2j + 1, para algum j € N.

Elevando ambos os lados ao quadrado, temos: n? = (2j + 1)2 = (2j + 1)(2j + 1) =
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4j2 = 2j + 2j + 1 = 2(2) + 1. Observe que n? acabou ficando igual a duas vezes um
namero inteiro mais 1, o que caracteriza um numero impar, o0 que contradiz a hipétese
inicial de que n? seria par.

Disso, segue que n nao é impar, logo n é par.

Dem 2: Suponha, por absurdo, que v/2 seja racional. Logo, existem inteiros a e
b, com b n&o nulo, tais que v2 = g.

Elevando os dois lados ao quadrado, temos que:

a 2 _ 2
2= 2= 2b° = a (17)

Agora, vamos usar o Teorema Fundamental da Aritmética (TFA), o qual diz que
todo numero inteiro maior que 1, pode ser representado de maneira Unica como um
produto de fatores primos.

Com base nesse no TFA, temos que a pode ser escrito de modo Unico como
produto de primos da seguinte maneira: a = aya»as - - - ap.

Analogamente, temos que b pode ser escrito da seguinte maneira como produto
de primos: bybobg - - - by.

Usando as informacdes elencadas na igualdade (9), temos que:

2(bybobs - - bg)? = (aa083 - - - ap)® (18)

Observe que o fator 2 aparece uma quantidade par de vezes do lado direito
e impar do lado esquerdo, o que contradiz o TFA. Logo, ndo é verdade que /2 seja
racional. Portanto, v/2 é irracional. Observe que a segunda demonstracdo pode ser
generalizada para /p, onde p € um numero primo.

O procedimento € analogo. Suponha, por absurdo, que /p seja racional. Entdo
existem inteiros ¢ e d, d ndo nulo, tais que /p = (—01

Elevando ambos os lados ao quadrado, temos que:

c@ 2 _ 2
p= 72 < pd- =cC (19)
Usando o TFA, temos que d pode ser escrito de modo Unico como produto de
primos d = dydods - - - df. Analogamente, temos que ¢ pode ser escrito como produto
de primos da seguinte maneira: ¢ = ¢{CxC3 - - - Cg.
Usando as informagdes anteriores em (11), temos:

p(didods---dp)? = (c1pC3---Cg)?
pa2azas.- .- d? = c2c5cs- - c5
Perceba que em (20) o fator p aparece uma quantidade impar de vezes do lado
esquerdo e par do lado direito, o que contradiz o TFA.
Dai, segue que /p, com p primo ndo pode ser racional. Logo, /p é irracional.

(20)
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APENDICE B - QUESTIONARIO PARA ESTUDANTES DO ENSINO MEDIO

Numeros reais em uma abordagem para a Educacgao Basica - Formulario para o Ensino Médio

Secao 1 - Classificando os niumeros...

Assinale uma ou mais op¢des nas questdes a seguir, as quais contemplam o que os niumeros sao:

22 0,1234567891011121314...
g

0,1234567891011121314 V63150 (~1) - 3% (1)

Natural

Inteiro

Racional

Irracional

Real

Positivo

Negativo

N.D.A.

Secao 2 - Em busca de justificativas

Considere, na reta numérica abaixo, o numero destacado.
Explique se existe um ndmero inteiro maior do que o nimero
destacado e que seja o mais proximo dele.

1 ALY
1 rd

Considere, na reta numérica abaixo, o numero destacado.
Explique se existe um nimero real maior do que o nimero
destacado e que seja o mais proximo dele.

1 5
1 rd

olpa oursug op sajuepnjsa eied ouguolseny g IOIANIJY

14



Explique com suas palavras o que vocé entende por:

O que s&o numeros racionais? Vocé consegue dar um O que s&@o numeros irracionais? Vocé consegue dar um
exemplo de numero deste tipo? exemplo de numero deste tipo?

Secao 3 - Imagens conceituais

Ao refletir sobre nimeros reais, quais palavras Ihe surgem no pensamento?

olpa oursug op sajuepnjsa eied ouguolseny g IOIANIJY

vl
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APENDICE C - QUESTIONARIO PARA ESTUDANTES DO ENSINO SUPERIOR

Numeros reais em uma abordagem para a Educagao Basica - Formulario para o Ensino Superior

Secgao 1 - Classificando os niimeros...

Assinale uma ou mais op¢des nas questdes a seguir, as quais contemplam o que 0s numeros sao:

e /D 12 7891011121314...
_{\!2)\2 0, 12345678910 3

0,1234567891011121314

(—ﬁé)“ﬁ

Natural

Inteiro

Racional

Irracional

Real

Positivo

Negativo

N.D.A.

Secdo 2 - Em busca de justificativas

Questédo 5 - No numero 1,01001000100001... o que significam
os trés pontinhos? E no numero 2,71821882845904...7 Existe
alguma semelhanga/diferenga no uso dos trés pontinhos nos
casos apresentados? Explique seu ponto de vista.

Questéo 6 - O que é um numero irracional? O que leva vocé a

acreditar na existéncia desses nimeros?

Jouadng ouisug op sejuepnisa eied ouguonsen®d 0 IDIAGNIJY

1514



Questédo 7 - O que é um numero real? O que leva vocé a Questédo 9 - Considere o conjunto a seguir - a e b sdo numeros
acreditar na existéncia desses numeros? reais distintos. Explique o motivo de ser possivel ou ndo que
esse conjunto tenha apenas nuimeros racionais.

[xeR | a<x<b}

Questéo 8 - Considere o conjunto a seguir e explique se ele
possui ou ndo um maior elemento

[xeQ | 0<x<1}

Secao 3 - Imagens conceituais

Ao refletir sobre niumeros reais, quais palavras lhe surgem no pensamento?

Jouadng ouisug op sejuepnisa eied ouguonsen®d 0 IDIAGNIJY
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